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ОЦIНКА ЗВАЖЕНОГО РIВНЯ ГАСIННЯ
ЗОВНIШНIХ I ПОЧАТКОВИХ ЗБУРЕНЬ У НЕЛIНIЙНИХ СИСТЕМАХ

We investigate the classes of nonlinear dynamical systems with bounded disturbances and functional uncertainties. Further,
we develop the methods aimed at the evaluation of the generalized performance criterion for these systems, which
characterizes the weighted levels of damping of external disturbances and the initial disturbances caused by an unknown
initial vector. It is proposed to apply these methods in solving the generalized H\infty -control problem for the analyzed classes
of systems. An illustrative example of a pseudolinear control system with disturbance is presented.

Дослiджуються класи нелiнiйних динамiчних систем з обмеженими збуреннями i функцiональними невизначено-
стями. Розроблено методи оцiнки узагальненого критерiю якостi таких систем, що характеризує зважений рiвень
гасiння зовнiшнiх збурень, а також початкових збурень, обумовлених невiдомим початковим вектором. Запропоно-
вано застосування даних методiв у задачi узагальненого H\infty -керування для дослiджуваних класiв систем. Наведено
iлюстративний приклад псевдолiнiйної системи керування зi збуренням.

1. Вступ. У сучаснiй теорiї керування велику увагу придiляють задачам оцiнки та мiнiмiза-
цiї рiвня гасiння зовнiшнiх збурень динамiчних систем (H\infty -оптимiзацiї). Типовим критерiєм
якостi в таких задачах для систем з нульовим початковим вектором є максимальне значення вiд-
ношення L2-норм векторiв контрольованого виходу об’єкта i збурень (див., наприклад, [1 – 3]).
Для класу лiнiйних автономних систем ця характеристика збiгається з H\infty -нормою матричної
передатної функцiї.

На практицi доцiльно застосовувати узагальненi критерiї якостi систем вигляду [4, 5]

J0 = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
0<\| w\| P<\infty 

\| z\| Q
\| w\| P

, J = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\{ w,x0\} \in \scrW 

\| z\| Q\sqrt{} 
\| w\| 2P + x\top 0 X0x0

. (1)

Тут z(t), w(t) i x0 — вектори вiдповiдно контрольованого виходу, обмежених збурень i по-
чаткового стану системи, \scrW — множина допустимих пар \{ w(t), x0\} , для яких виконується
нерiвнiсть 0 < \| w\| 2P +x\top 0 X0x0 <\infty , а \| z\| Q i \| w\| P — зваженi L2-норми вiдповiдних векторiв
z i w вигляду

\| z\| Q =

\sqrt{}     \infty \int 
0

z\top Qz dt, \| w\| P =

\sqrt{}     \infty \int 
0

w\top Pw dt,

де P = P\top > 0, Q = Q\top > 0 i X0 = X\top 
0 > 0 — заданi ваговi матрицi (див. також [6 – 8]).

Зазначимо, що компонентами вектора w(t) можуть бути як зовнiшнi збурення, що дiють на
систему, так i похибки вимiрюваного виходу. Цей вектор повинен бути обмеженим за вказаною
нормою, iншi припущення щодо збурень не використовуються.

Очевидно, що J0 \leq J. У випадку одиничних матриць P = Is i Q = Ik характеристика J0
збiгається зi стандартним критерiєм якостi в теорiї H\infty -керування. Значення J характеризує
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зважений рiвень гасiння зовнiшнiх збурень, а також початкових збурень, обумовлених ненульо-
вим початковим вектором системи. За допомогою вагових коефiцiєнтiв у таких критерiях якостi
можна встановити прiоритети мiж компонентами керованого виходу i невизначених збурень у
системi керування.

Вектор збурення w(t) i початковий вектор системи x0 називатимемо найгiршими що-
до критерiю якостi J, якщо на їхнiх значеннях в (1) досягається супремум, тобто \| z\| 2Q =

J2
\bigl( 
\| w\| 2P + x\top 0 X0x0

\bigr) 
. Вектор w(t) є найгiршим щодо J0, якщо \| z\| Q = J0\| w\| P . В [6, 9, 10]

запропоновано методи знаходження таких векторiв для лiнiйних систем, якi базуються на
розв’язуваннi квадратичних матричних рiвнянь типу Рiккатi.

Вiдомi методи синтезу H\infty -керування для лiнiйних систем базуються на умовах виконання
верхнiх оцiнок для вiдповiдних критерiїв якостi, встановлених у термiнах матричних рiвнянь та
нерiвностей (твердження типу “bounded real lemmas” [1, 11 – 13]). Методи матричних рiвнянь
та нерiвностей застосовуються також при дослiдженнi проблеми H\infty -оптимiзацiї лiнiйних не-
автономних систем [14, 15]. Для класiв псевдолiнiйних та афiнних систем розроблено методи
оцiнювання та пониження впливу зовнiшнiх збурень, що базуються на розв’язуваннi складних
спiввiдношень, залежних вiд стану системи (рiвняння в частинних похiдних або нерiвностi Га-
мiльтона – Якобi – Iсаака, матричнi рiвняння Рiккатi, матричнi нерiвностi тощо, див., наприклад,
[16 – 22]).

Динамiчну систему називають внутрiшньо стiйкою, якщо її нульовий стан x \equiv 0 при
вiдсутностi збурень (w = 0) асимптотично стiйкий. Вiдомо, що лiнiйна автономна система

\.x = Ax+Bw, z = Cx+Dw, x(0) = x0, (2)

є внутрiшньо стiйкою i її критерiй якостi J0 менший за \gamma тодi й лише тодi, коли лiнiйна
матрична нерiвнiсть (ЛМН)

\Phi (X) =

\Biggl[ 
A\top X +XA+ C\top QC XB + C\top QD

B\top X +D\top QC D\top QD  - \gamma 2P

\Biggr] 
< 0 (3)

має розв’язок X = X\top > 0. Система (2) внутрiшньо стiйка i J < \gamma тодi й лише тодi,
коли сумiсна система ЛМН \Phi (X) < 0 i 0 < X < \gamma 2X0 [4]. Характеристики (1) системи (2) на
основi цих тверджень можна обчислити як розв’язки оптимiзацiйних задач, зокрема J = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

\bigl\{ 
\gamma :

0 < X < \gamma 2X0, \Phi (X) < 0
\bigr\} 
.

У цiй статтi продовжено дослiдження [9, 23] задач оцiнювання та пониження впливу обме-
жених збурень в лiнiйних системах керування. Вивчаються умови, що забезпечують внутрiшню
стiйкiсть i заданi верхнi оцiнки критерiїв якостi (1) для деяких класiв нелiнiйних систем з обме-
женими збуреннями. Розглянуто випадок полiедральної невизначеностi матричнозначних функ-
цiй, що описують клас псевдолiнiйних систем зi збуреннями. Наведено способи застосування
отриманих результатiв у задачах зваженої H\infty -оптимiзацiї нелiнiйних систем зi статичними
регуляторами за виходом та станом. Вiдмiнна особливiсть отриманих результатiв порiвняно з
вiдомими полягає у застосуваннi зважених критерiїв якостi, якi дають новi можливостi при
досягненнi бажаних характеристик керованих систем.

Будемо використовувати такi позначення: In — одинична матриця порядку n; 0n\times m —
нульова матриця розмiрiв n \times m; X = X\top > 0 (\geq 0) — додатно (невiд’ємно) визначена
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матриця X; \sigma (A) — спектр матрицi A; \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}A — ядро матрицi A; WA — матриця, стовпцi
якої утворюють базис ядра \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}A; \| x\| — евклiдова норма вектора x; \| w\| P — зважена L2-
норма вектор-функцiї w(t); \mathrm{C}\mathrm{o}\{ A1, . . . , A\nu \} — опуклий багатогранник (полiтоп) з вершинами
A1, . . . , A\nu у просторi матриць, тобто

\mathrm{C}\mathrm{o}
\bigl\{ 
A1, . . . , A\nu 

\bigr\} 
=

\Biggl\{ 
\nu \sum 

i=1

\alpha iAi : \alpha 1 + . . .+ \alpha \nu = 1, \alpha i \geq 0, i = 1, \nu 

\Biggr\} 
.

2. Нелiнiйнi системи з невизначеними збуреннями. Визначимо локальнi характеристики
J та J0 вигляду (1) для класу нелiнiйних афiнних систем

\.x = a(x, t) +B(x, t)w, z = c(x, t) +D(x, t)w, x(0) = x0, (4)

де x \in \BbbR n, w \in \BbbR s i z \in \BbbR k — вектори стану, зовнiшнiх збурень та виходу системи, а a i c
(B i D) — векторнi (матричнi) функцiї, неперервно залежнi вiд x i t при x \in \scrS 0 i t \geq 0, \scrS 0 —
деяка вiдкрита опукла обмежена область у просторi \BbbR n, що мiстить початок координат. Нехай
a(0, t) \equiv 0, c(0, t) \equiv 0 i система (4) внутрiшньо стiйка, тобто її нульовий стан x \equiv 0 при
вiдсутностi збурень (w \equiv 0) асимптотично стiйкий.

Якщо для деякої додатно визначеної функцiї v(x, t) (v(0, t) \equiv 0) i будь-якого \tau > 0 вико-
нуються спiввiдношення

v(x(\tau ), \tau ) - v(x0, 0) \leq 
\tau \int 

0

\bigl( 
\gamma 2w\top Pw  - z\top Qz

\bigr) 
dt, (5)

0 < v(x, t) \leq \gamma 2x\top X0 x, x \in \scrS 0, t \geq 0, (6)

то \| z\| 2Q \leq \gamma 2
\bigl( 
\| w\| 2P + x\top 0 X0 x0

\bigr) 
, тобто J \leq \gamma . У випадку фiксованого вектора x0 = 0 iз (5) i

(6) випливає, що J0 \leq \gamma , при цьому верхня оцiнка функцiї v в (6) з ваговою матрицею X0 не
використовується.

Якщо функцiя v диференцiйовна, то пiсля iнтегрування виразу

\.v + z\top Qz  - \gamma 2w\top Pw =
\bigl[ 
1, w\top \bigr] 

\Psi (x, t)

\Biggl[ 
1

w

\Biggr] 
(7)

на iнтервалi [0, \tau ] за умови

\Psi (x, t) =

\Biggl[ 
\psi 11(x, t) \psi 12(x, t)

\psi 21(x, t) \psi 22(x, t)

\Biggr] 
< 0, (8)

де \.v — похiдна за часом функцiї v в силу системи (4),

\psi 11(x, t) =
\partial v

\partial t
+
\partial v

\partial x
a+ c\top Qc, \psi 22(x, t) = D\top QD  - \gamma 2P,

\psi 12(x, t) = \psi \top 
21(x, t) =

1

2

\partial v

\partial x
B + c\top QD,

отримаємо нерiвнiсть (5).
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2.1. Псевдолiнiйна неавтономна система. Нехай у системi (4)

a(t) = A(x, t)x, c(t) = C(x, t)x, (9)

де A i C — матрицi, неперервно залежнi вiд x i t при x \in \scrS 0 i t \geq 0. Тодi, розглядаючи
псевдолiнiйну систему

\.x = A(x, t)x+B(x, t)w, z = C(x, t)x+D(x, t)w, x(0) = x0, (10)

допомiжну функцiю доцiльно шукати у виглядi квадратичної форми v(x, t) = x\top X(t)x, де X —
додатно визначена симетрична матриця, неперервно залежна вiд t. При цьому замiсть (7) i (8)
маємо вiдповiднi спiввiдношення

\.v + z\top Qz  - \gamma 2w\top Pw =
\bigl[ 
x\top , w\top \bigr] \Phi (x, t)\Biggl[ x

w

\Biggr] 
, (11)

\Phi (x, t) =

\Biggl[ 
\.X +A\top X +XA+ C\top QC XB + C\top QD

B\top X +D\top QC D\top QD  - \gamma 2P

\Biggr] 
< 0. (12)

Лема 1. Система (10) є внутрiшньо стiйкою i її критерiй якостi J \leq \gamma , якщо для деяких
\varepsilon > 0 i \delta > 0 система матричних нерiвностей

\varepsilon In \leq X \leq \gamma 2X0, \Phi (x, t) \leq  - \delta In+s (13)

має розв’язок X(t) = X\top (t) > 0 при x \in \scrS 0 i t \geq 0.

Доведення. За умов (13) маємо

\.v(x) = x\top 
\bigl( 
\.X +A\top X +XA

\bigr) 
x \leq  - \delta \| x\| 2  - C\top QC \leq  - \delta \| x\| 2,

де \.v — похiдна функцiї Ляпунова v в силу системи (10) при w \equiv 0. Отже, ця система внутрiшньо
стiйка (див. наслiдок 2.1 в [5]). Крiм того, за цих умов виконуються спiввiдношення (5) i (6),
якi забезпечують задану оцiнку критерiю якостi J \leq \gamma .

Лему доведено.
Розглянемо систему (10) за додаткових умов

A(x, t) \in \mathrm{C}\mathrm{o}\{ A1, . . . , A\nu 1\} , B(x, t) \in \mathrm{C}\mathrm{o}\{ B1, . . . , B\nu 2\} ,

C(x, t) \in \mathrm{C}\mathrm{o}\{ C1, . . . , C\nu 3\} , D(x, t) \in \mathrm{C}\mathrm{o}\{ D1, . . . , D\nu 4\} .
(14)

Заданi набори матриць Ai, i = 1, \nu 1, Bj , j = 1, \nu 2, Cp, p = 1, \nu 3 i Dq, q = 1, \nu 4, є вершинами
деяких полiтопiв у вiдповiдних матричних просторах \BbbR n\times n, \BbbR n\times s, \BbbR k\times n i \BbbR k\times s. При цьому
значення цих матричних функцiй можна вважати невизначеними i записаними у виглядi

A(x, t) =

\nu 1\sum 
i=1

aiAi, B(x, t) =

\nu 2\sum 
j=1

bjBj , C(x, t) =

\nu 3\sum 
p=1

cpCp, D(x, t) =

\nu 4\sum 
q=1

dqDq, (15)

де невiд’ємнi скалярнi функцiї ai, bj , cp i dq, залежнi вiд x i t, задовольняють спiввiдношення

\nu 1\sum 
i=1

ai =

\nu 2\sum 
j=1

bj =

\nu 3\sum 
p=1

cp =

\nu 4\sum 
q=1

dq \equiv 1, x \in \scrS 0, t \geq 0. (16)
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Лема 2. Якщо система ЛМН

0 < X \leq \gamma 2X0, (17)\Biggl[ 
A\top 

i X +XAi + C\top 
p QCp XBj + C\top 

p QDq

B\top 
j X +D\top 

q QCp D\top 
q QDq  - \gamma 2P

\Biggr] 
< 0, (18)

i = 1, \nu 1, j = 1, \nu 2, p = 1, \nu 3, q = 1, \nu 4,

сумiсна щодо X, то система (10) за умов (14) внутрiшньо стiйка i її критерiй якостi J \leq \gamma .

Доведення. Застосовуючи лему Шура [1], записуємо матричнi нерiвностi (18) у виглядi

\Omega ijpq =

\left[    
A\top 

i X +XAi XBj C\top 
p

B\top 
j X  - \gamma 2P D\top 

q

Cp Dq  - Q - 1

\right]    < 0,

при цьому

\Omega ijpq <  - \delta In+k+s, i = 1, \nu 1, j = 1, \nu 2, p = 1, \nu 3, q = 1, \nu 4, (19)

де 0 < \delta < \mu , \mu =  - \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}i,j,p,q \lambda \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(\Omega ijpq), \lambda \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(\Omega ijpq) — максимальне власне значення
матрицi \Omega ijpq. Врахувавши лiнiйну залежнiсть блокових матриць \Omega ijpq вiд вершин полiтопiв
(14), а також спiввiдношення (15) i (16), помножимо всi матричнi нерiвностi (19) на добуток
невiд’ємних функцiй aibjcpdq i пiдсумуємо лiвi й правi частини отриманих нерiвностей за всiма
iндексами. В результатi отримаємо матричну нерiвнiсть\left[  A\top X +XA XB C\top 

B\top X  - \gamma 2P D\top 

C D  - Q - 1

\right]  <  - \delta In+k+s, x \in \scrS 0, t \geq 0,

звiдки на основi леми Шура \Phi (x, t) <  - \delta In+s. У цьому випадку \.X = 0.

Оскiльки A\top X +XA <  - \delta In, то квадратична форма v(x, t) = x\top Xx зi сталою матрицею
X > 0 є функцiєю Ляпунова для системи (10) при w \equiv 0. Отже, згiдно з лемою 1, система (10)
за умов (14) внутрiшньо стiйка i її критерiй якостi J не перевищує \gamma .

Лему доведено.
2.2. Псевдолiнiйна автономна система. Розглядаючи псевдолiнiйну автономну систему

\.x = A(x)x+B(x)w, z = C(x)x+D(x)w, x(0) = x0, (20)

припускатимемо, що функцiя v(x) задовольняє умову

\partial v(x)

\partial x
= 2x\top X(x), x \in \scrS 0, (21)

де X(x) — симетрична додатно визначена матриця, неперервно залежна вiд x. Тодi матриця \Phi 

у спiввiдношеннях (11) i (12) не залежить вiд t i має вигляд

\Phi (x) =

\Biggl[ 
A\top X +XA+ C\top QC XB + C\top QD

B\top X +D\top QC D\top QD  - \gamma 2P

\Biggr] 
< 0, x \in \scrS 0. (22)
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За умови (22) A\top X +XA < 0, при цьому лiнiйна система \.x = A(0)x асимптотично стiйка i
нульовий стан псевдолiнiйної системи \.x = A(x)x асимптотично стiйкий.

Вiдомо [20, 24], що для заданої вектор-функцiї h(x) : \scrS 0 \rightarrow \BbbR n класу \bfC r iснує скалярна

функцiя v \in \bfC r+1 така, що
\partial v(x)

\partial x
= 2h\top (x), тодi й лише тодi, коли

\partial hi(x)

\partial xj
=
\partial hj(x)

\partial xi
, x \in \scrS 0, i = 1, n - 1, j = i+ 1, n. (23)

При цьому функцiю v(x) можна визначити як

v(x) = 2x\top 
1\int 

0

h(tx)dt, v(0) = 0. (24)

Крiм того, якщо h(x) = X(x)x, де X(x) =
\bigl[ 
X1, . . . , Xn

\bigr] 
— додатно визначена диференцiйовна

матриця, то функцiя (24) додатно визначена, а умови (23) еквiвалентнi системi спiввiдношень\biggl( 
\partial Xi

\partial xj
 - \partial Xj

\partial xi

\biggr) \top 
x \equiv 0, x \in \scrS 0, i = 1, n - 1, j = i+ 1, n.

Зокрема, для заданої матрицi X(x) iснує функцiя v(x), що задовольняє рiвнiсть (21), якщо

\partial Xi

\partial xj
=
\partial Xj

\partial xi
, x \in \scrS 0, i = 1, n - 1, j = i+ 1, n. (25)

Отже, маємо таке твердження.
Лема 3. Якщо iснує диференцiйовна матриця X(x) =

\bigl[ 
X1, . . . , Xn

\bigr] 
> 0, що задовольняє

спiввiдношення (17), (22) i (25), то система (20) внутрiшньо стiйка i має критерiй якостi
J \leq \gamma .

Зауваження 1. Умови леми 3 в загальному випадку складнi для перевiрки, але в деяких
випадках їх можна спростити. Зокрема, якщо \Phi (0) < 0, то через припущення про неперервнiсть
матричних функцiй в (20) матрична нерiвнiсть (22) буде виконуватись в деякому околi \scrS \subseteq \scrS 0

нульового стану системи (20). У цьому випадку критерiї якостi J0 i J лiнеаризованої системи

\.x = A(0)x+B(0)w, z = C(0)x+D(0)w, x(0) = x0,

можна вважати локальними характеристиками системи (20) в даному околi. Якщо до того
ж матрицю X шукати сталою, то рiвностi (25) виконуються автоматично. При цьому ЛМН
\Phi (0) < 0 i 0 < X \leq \gamma 2X0 забезпечують внутрiшню стiйкiсть системи (20) i оцiнку її локальної
характеристики J \leq \gamma .

Зауваження 2. Твердження лем 1 – 3 без додаткового обмеження X \leq \gamma 2X0 забезпечують
внутрiшню стiйкiсть вiдповiдних систем i задану оцiнку їхнiх критерiїв якостi J0 \leq \gamma .

3. Узагальнена задача \bfitH \infty -керування для нелiнiйних систем. Розглянемо нелiнiйну
систему керування

\.x = A(x)x+B1(x)w +B2(x)u, x(0) = x0,

z = C1(x)x+D11(x)w +D12(x)u,

y = C2(x)x+D21(x)w +D22(x)u,

(26)
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де x \in \BbbR n, u \in \BbbR m, w \in \BbbR s, z \in \BbbR k i y \in \BbbR l — вектори вiдповiдно стану, керування, зовнiшнiх
збурень, контрольованого i спостережуваного виходiв, а всi матрицi неперервно залежнi вiд
x \in \scrS 0. Нехай J0 i J — критерiї якостi цiєї системи вигляду (1) щодо контрольованого виходу
z при заданому керуваннi u. Задача полягає у побудовi стабiлiзовних J0- та J -оптимальних
регуляторiв, якi мiнiмiзують вiдповiднi значення J0 i J для замкненої системи. Пошук таких
узагальнених H\infty -оптимальних регуляторiв можна проводити на основi досягнення вiдповiд-
них оцiнок J0 \leq \gamma та J \leq \gamma при мiнiмально можливому значеннi параметра \gamma > 0. Для
спрощення подальших викладок покладемо D22(x) = 0.

При застосуваннi статичного регулятора за спостережуваним виходом

u = K(x) y, K \in \BbbR m\times l, (27)

замкнена система має вигляд

\.x = A\ast (x)x+B\ast (x)w, z = C\ast (x)x+D\ast (x)w, x(0) = x0, (28)

де

A\ast = A+B2KC2, B\ast = B1 +B2KD21,

C\ast = C1 +D12KC2, D\ast = D11 +D12KD21.

Запишемо матричну нерiвнiсть (22) для системи (28) на основi леми Шура як ЛМН щодо K

(див. доведення теореми 5.1 в [5]):

L\top 
0 KR0 +R\top 

0 K
\top L0 +\Omega < 0, (29)

де R0 =
\bigl[ 
R 0l\times k

\bigr] 
, L0 =

\bigl[ 
L 0m\times s

\bigr] \widetilde X, R =
\bigl[ 
C2 D21

\bigr] 
, L =

\bigl[ 
B\top 

2 D\top 
12

\bigr] 
,

\widetilde X =

\left[  X 0 0

0 0 Ik
0 Is 0

\right]  , \Omega =

\left[  A\top X +XA XB1 C\top 
1

B\top 
1 X  - \gamma 2P D\top 

11

C1 D11  - Q - 1

\right]  .
Припустимо, що матрицi R i L мають сталий ранг. Нерiвнiсть (29) має розв’язок K лише тодi,
коли виконуються умови [11]

W\top 
R0

\Omega WR0 < 0, W\top 
L0
\Omega WL0 < 0, (30)

де WR0 i WL0 — матрицi, що задовольняють рiвностi R0WR0 = 0, L0WL0 = 0, а їхнi стовпцi
утворюють базиси ядер вiдповiдних матриць R0 i L0. Оскiльки

WR0 =

\biggl[ 
WR 0

0 Ik

\biggr] 
, WL0 = \widetilde X - 1

\biggl[ 
WL 0

0 Is

\biggr] 
,

то умови (30) набирають вигляду

W\top 
R

\biggl[ 
A\top X +XA+ C\top 

1 QC1 XB1 + C\top 
1 QD11

B\top 
1 X +D\top 

11QC1 D\top 
11QD11  - \gamma 2P

\biggr] 
WR < 0, (31)

W\top 
L

\biggl[ 
AY + Y A\top +B1P

 - 1B\top 
1 Y C\top 

1 +B1P
 - 1D\top 

11

C1Y +D11P
 - 1B\top 

1 D11P
 - 1D\top 

11  - \gamma 2Q - 1

\biggr] 
WL < 0. (32)

При цьому X > 0 i XY = \gamma 2In, що еквiвалентно спiввiдношенням
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W =

\biggl[ 
X \gamma In
\gamma In Y

\biggr] 
\geq 0, \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}W \equiv n. (33)

Отже, на основi леми 3 i критерiю сумiсностi матричної нерiвностi (29) у виглядi (30) для
системи (26) за наведених припущень маємо таке твердження.

Теорема 1. Нехай iснують матрицi X(x) =
\bigl[ 
X1, . . . , Xn

\bigr] 
> 0 i Y (x) > 0, що задовольня-

ють спiввiдношення (17), (25), (31) – (33). Тодi регулятор (27), де K(x) — розв’язок ЛМН (29),
забезпечує внутрiшню стiйкiсть замкненої системи (28) i задану оцiнку її критерiю якостi
J \leq \gamma .

Наведемо наслiдки теореми 1 за додаткових умов

C2 = In, D21 = 0, D\top 
11(x)QD11(x) < \gamma 2P, x \in \scrS 0, (34)

використавши спiввiдношення типу (25) для стовпцiв оберненої матрицi

\partial Yi
\partial xj

=
\partial Yj
\partial xi

, x \in \scrS 0, i = 1, n - 1, j = i+ 1, n, (35)

де
\bigl[ 
Y1, . . . , Yn

\bigr] 
= Y  - 1(x).

Теорема 2. Для системи (26) за умов (34) iснує статичний регулятор за станом u =

K(x)x, при якому замкнена система (28) внутрiшньо стiйка з критерiєм якостi J \leq \gamma , якщо
виконується одне з таких тверджень:

1) iснує матриця Y (x) > 0, що задовольняє спiввiдношення (32), (35) i

Y \geq X - 1
0 ; (36)

2) iснують матрицi Y (x) > 0 i Z(x), що задовольняють спiввiдношення (35), (36) i\left[  \gamma 2(AY + Y A\top +B2Z + Z\top B\top 
2 ) \gamma 2B1 Y C\top 

1 + Z\top D\top 
12

\gamma 2B\top 
1  - \gamma 2P D\top 

11

C1Y +D12Z D11  - Q - 1

\right]  < 0. (37)

При виконаннi твердження 1 матрицю такого регулятора можна знайти як розв’язок ЛМН
(29), а при виконаннi твердження 2 — у виглядi K(x) = ZY  - 1.

Твердження теореми 2 випливають iз доведення теореми 1 за умов (34), при яких WR =\bigl[ 
0 Is

\bigr] \top 
i нерiвнiсть (31) не залежить вiд X (твердження 1). Вираз (37) з’являється в результатi

конгруентного перетворення матричної нерiвностi (29), якому вiдповiдає множення першого
блочного рядка злiва i першого блочного стовпця справа на Y = \gamma 2X - 1 при K = ZY  - 1

(твердження 2).
Наведемо важливий наслiдок теореми 2 для нелiнiйної системи (26) за додаткових умов

A(x) \in \mathrm{C}\mathrm{o}\{ A1, . . . , A\nu 1\} , B1(x) \in \mathrm{C}\mathrm{o}\{ B11, . . . , B1\nu 2\} ,

C1(x) \in \mathrm{C}\mathrm{o}\{ C11, . . . , C1\nu 3\} , D11(x) \in \mathrm{C}\mathrm{o}\{ D111, . . . , D11\nu 4\} ,

B2(x) \in \mathrm{C}\mathrm{o}\{ B21, . . . , B2\nu 5\} , D12(x) \in \mathrm{C}\mathrm{o}\{ D121, . . . , D12\nu 6\} ,

(38)

використавши ЛМН, що не залежать вiд її стану x.
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Наслiдок 1. Нехай сталi матрицi Y > 0 i Z задовольняють систему ЛМН (36) i\left[  \gamma 2(AiY + Y A\top 
i +B2rZ + Z\top B\top 

2r) \gamma 2B1j Y C\top 
1p + Z\top D\top 

12f

\gamma 2B\top 
1j  - \gamma 2P D\top 

11q

C1pY +D12fZ D11q  - Q - 1

\right]  < 0, (39)

i = 1, \nu 1, j = 1, \nu 2, p = 1, \nu 3, q = 1, \nu 4, r = 1, \nu 5, f = 1, \nu 6.

Тодi статичний регулятор за станом u = Kx з матрицею K = ZY  - 1 за умов невизначеностi
(38) забезпечує внутрiшню стiйкiсть замкненої системи (28) з критерiєм якостi J \leq \gamma .

Зауваження 3. Умови теорем 1, 2 i наслiдку 1 без використання спiввiдношень з ваговою
матрицею X0 забезпечують задану оцiнку критерiю якостi J0 \leq \gamma вiдповiдної замкненої сис-
теми. При цьому твердження наслiдку 1 зберiгає чиннiсть для класу нелiнiйних неавтономних
систем типу (26), якщо припустити, що матричнi функцiї, значення яких належать заданим
полiтопам у (38), залежать вiд x i t (див. лему 2).

Зауваження 4. Можна сформулювати наслiдок теореми 1 для системи (26) за умов (38)
iз застосуванням статичного регулятора за виходом. Для цього слiд сформувати систему спiв-
вiдношень вигляду (17), (25), (31) – (33) для всiх можливих комбiнацiй вершин полiтопiв (38).
Для пошуку невiдомих матриць X i Y цiєї системи можна скористатися засобами LMIRank i
YALMIP системи MATLAB, якi дозволяють розв’язувати системи ЛМН з ранговими обмежен-
нями [25, 26]. Якщо такi матрицi знайдено, а система ЛМН (29) з набором матриць, якому вiд-
повiдають можливi комбiнацiї вершин полiтопiв (38), сумiсна щодо K, то регулятор u = Ky за-
безпечує внутрiшню стiйкiсть замкненої системи (28) i задану оцiнку її критерiю якостi J \leq \gamma .

4. Приклад. Розглянемо нелiнiйну систему керування з невизначеним збуренням [27]

\.x1 = x2, \.x2 = 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}x1  - x2 + 0,1w + u.

Нульовий стан цiєї системи за вiдсутностi керування i збурення нестiйкий. Нехай z = x1
i y = x є вiдповiдно контрольованим i спостережуваним виходами системи. Тодi рiвняння
системи можна подати у псевдолiнiйному виглядi (26), де

x =

\biggl[ 
x1
x2

\biggr] 
, A(x) =

\biggl[ 
0 1

2\varphi (x1)  - 1

\biggr] 
, B1 =

\biggl[ 
0

0,1

\biggr] 
, B2 =

\biggl[ 
0

1

\biggr] 
,

C1 =
\bigl[ 
1 0

\bigr] 
, C2 = In, D11 = 0, D12 = 0, D21 = 0, D22 = 0.

Тут \varphi (\theta ) =
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta 

\theta 
— скрiзь неперервна функцiя, причому \varphi (\theta 0) \leq \varphi (\theta ) \leq \varphi (0) = 1 для

довiльного \theta i

A(x) \in \mathrm{C}\mathrm{o}\{ A1, A2\} , A1 =

\biggl[ 
0 1

2\varphi (\theta 0)  - 1

\biggr] 
, A2 =

\biggl[ 
0 1

2  - 1

\biggr] 
.

де \theta 0 \approx 4,493409 — корiнь рiвняння \theta = \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n} \theta .

Виберемо ваговi коефiцiєнти функцiоналiв якостi (1): Q = 1, P = 0,5, X0 = \mu I2, де \mu > 0.

Покладаючи \gamma = 0,5 i \mu = 3, за допомогою засобiв LMI Solvers системи MATLAB, знаходимо
матрицi

Y =

\biggl[ 
0,430727  - 0,772122

 - 0,772122 7,112855

\biggr] 
, Z =

\bigl[ 
 - 6,832853 1,096420

\bigr] 
,
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якi задовольняють систему ЛМН (36) i (39). При цьому статичний регулятор

u = Kx, K = ZY  - 1 =  - 
\bigl[ 
19,353213 1,946704

\bigr] 
, (40)

забезпечує внутрiшню стiйкiсть замкненої системи i оцiнку її критерiю якостi J \leq \gamma .

Лiнеаризована в околi нульового стану замкнена система

\.x = A\ast x+B1w,

де A\ast = A(0) + B2K, A(0) = A2 i \sigma (A\ast ) = \{  - 1,473352 \pm 3,896466i\} , має критерiї якостi
J0 = 0,012317 < J = 0,293246 < \gamma . Для цiєї системи на основi леми 2 з [9] знайдено найгiрше
збурення у виглядi лiнiйного зворотного зв’язку за станом

w = K\ast x, K\ast =
\bigl[ 
0,067025 0,022755

\bigr] 
, (41)

i найгiрший нормалiзований початковий вектор щодо J

x0\ast =  - 
\bigl[ 
0,993326 0,115337

\bigr] \top 
. (42)

Замкнена нелiнiйна система за умов (40) – (42) має вигляд

\.x =
\bigl[ 
A(x) +B2K +B1K\ast 

\bigr] 
x, x(0) = x0\ast . (43)

На рис. 1 зображено поведiнку розв’язку x(t) системи (43), що описує рух керованого
маятника, а на рис. 2 — збурення (41), де x = x(t).

0 1 2 3 4 t
–1

–0,5

0

0,5

1

1,5

2

2,5

x

x1

x2

Рис. 1. Поведiнка замкненої системи.

0 1 2 3 4 t

–0,08

–0,06

–0,04

–0,02

0

0,02

0,04

w

Рис. 2. Зовнiшнє збурення.

5. Висновки. В роботi запропоновано новi методи оцiнки критерiїв якостi нелiнiйних
систем, якi характеризують зважений рiвень гасiння зовнiшнiх i початкових збурень. Зокрема,
якщо значення функцiональних матриць псевдолiнiйної системи належать заданим полiтопам,
то умови, що забезпечують внутрiшню стiйкiсть i бажану оцiнку зваженого критерiю якостi
цiєї системи, зводяться до розв’язування системи ЛМН зi сталими матричними коефiцiєнтами
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(лема 2). Для класу автономних псевдолiнiйних систем знайдено достатнi умови внутрiшньої
стiйкостi, якi гарантують бажану оцiнку зваженого критерiю якостi (лема 3). Цей результат
застосовано в задачi узагальненої H\infty -оптимiзацiї псевдолiнiйних систем з контрольованими i
спостережуваними виходами (теореми 1, 2). У випадку, коли значення функцiональних матриць
псевдолiнiйної системи належать заданим полiтопам, запропоновано конструктивний метод
синтезу статичного регулятора за станом, який можна реалiзувати за допомогою комп’ютерних
засобiв (наслiдок 1). Новизна отриманих результатiв порiвняно з вiдомими роботами [14 – 22]
ґрунтується, зокрема, на застосуваннi зважених критерiїв якостi для дослiджуваних класiв
систем, а також додаткових обмежень (25) i (35) на шуканi розв’язки вiдповiдних матричних
нерiвностей.

Слiд зазначити, що дослiдження проблем узагальненої H\infty -оптимiзацiї нелiнiйних систем
доцiльно продовжити iз застосуванням статичних та динамiчних регуляторiв за виходом. Також
доцiльним є пошук додаткових умов, якi дозволяють розробити i застосувати конструктивнi ал-
горитми синтезу таких регуляторiв для реальних керованих об’єктiв, користуючись сучасними
комп’ютерними засобами.

Конфлiкт iнтересiв. Автор заявляє, що вiн не має потенцiйного конфлiкту iнтересiв щодо
дослiдження у цiй статтi.

Фiнансування. Автор заявляє, що пiд час пiдготовки цього рукопису не було отримано
коштiв, грантiв чи iншої пiдтримки.
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