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Задачі теорії наближень в абстрактних
лінійних просторах
А. С. Сердюк, А. Л. Шидліч

Присвячується світлій пам’яті Олександра Івановича Степанця

Abstract. This review presents the results, which cover the study of
current problems of approximation theory in abstract linear spaces. Such
research has been actively developed since the 2000s, based on the ideas
and approaches initiated in the articles by Stepanets. In particular, the
review contains results concerning the best, best n-term approximations and
widths of some functional compacts in the spaces Sp. Direct and inverse
approximation theorems are also formulated in these spaces.

Анотація. В даній оглядовій роботі наведено результати, які охоплю-
ють дослідження актуальних проблем теорії апроксимації в абстрактних
лінійних просторах. Такі дослідження набули активного розвитку, почи-
наючи з 2000-х рокiв, на базі ідей та підходів, започаткованих в роботах
О. І. Степанця. Зокрема, в огляді містяться результати, які стосуються
найкращих, найкращих n-членних наближень та поперечників деяких
функціональних компактів у просторах Sp, а також сформульовано пря-
мі та обернені теореми наближення у цих просторах.

1. ВСТУП
Результати наукових досліджень, які будуть висвітлені у даній огля-

довій роботі, виникли внаслідок пошуку О. І. Степанцем, його учнями
та послідовниками нових підходів до задач теорії наближення функцій
багатьох змінних і, зокрема, періодичних функцій. В цій теорії існує ба-
гато проблем і одними з визначальних, напевно, є такі: вибір апрокси-
мативних агрегатів, вибір класів функцій та апроксимаційних характе-
ристик. В той час, як в одновимірному випадку вигляд найпростішого
агрегату наближення визначається природним порядком натурально-
го ряду, в багатовимірному випадку, тобто, коли задано абстрактну
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множину X – банахів простір функцій f(x) = f(x1 . . . , xd), x ∈ Rd, d
змінних, вибір найпростіших агрегатів є дещо проблематичним. Пер-
ші труднощі тут починаються з того, що саме слід вважати аналогом
частинної суми для кратного ряду∑

k∈Zd
ck, k = (k1, . . . kd), (1.1)

де Zd – цілочисельна решітка в Rd. Природним є розгляд «прямоку-
тних» сум і відповідних їм апроксимативних агрегатів – у періодичному
випадку тригонометричних поліномів вигляду

n1∑
k1=−n1

· · ·
nd∑

kd=−nd

ck1,...,kdei(k1t1+···+kdtd). (1.2)

Проте частинні суми кратного ряду можна означати багатьма інши-
ми способами, зокрема, наприклад, у такий спосіб. Нехай {Gα} – сім’я
обмежених областей взаємно неперетинних в Rd, які залежать від па-
раметра α, α ∈ N, і такі, що будь-який вектор n ∈ Zd належить усім
областям Gα при достатньо великих значеннях α. Тоді вираз

∑
k∈Gα ck

називають частинною сумою ряду (1.1), яка відповідає області Gα. За
аналогією з цим вводяться і відповідні частинні суми тригонометри-
чних рядів: ∑

k∈Gα
ckeikx =

∑
k∈Gα

ck1...kdei(k1x1+···+kdxd). (1.3)

Досить швидко виявилось, що у випадку наближення функцій з ві-
домих класів Соболєва W r

p (Rd) замість прямокутних сум вигляду (1.2)
доцільніше застосовувати суми (1.3), які побудовані за областями, що
визначаються деякими гіперболічними поверхнями. Такі області впер-
ше були введені К. І. Бабенком в [26, 27] і отримали назву гіпербо-
лічних хрестів. Їх поява дала істотний поштовх у розвитку сучасної
теорії наближення функцій багатьох змінних. В цьому напрямку отри-
мано велику кількість важливих та цікавих результатів, з яким можна
ознайомитись, наприклад, з робіт [6, 19, 43, 69].

Слід зазначити, що більшість результатів, які стосуються наближен-
ня функцій з використанням гіперболічних хрестів, у просторах Lp(Rd)
мають порядковий характер, а точні рівності отримуються лише у гіль-
бертових просторах (при p = 2). Спроби використання гіперболічних
хрестів, а також їх модифікацій – ступінчастих гіперболічних хрестів
при наближенні функцій з класів, відмінних від соболєвських, взагалі
кажучи, бажаних результатів майже не дають. У зв’язку з цим, приро-
дно, виникає припущення, що для кожного конкретного класу N (або
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ж деякої сім’ї таких класів) потрібно підбирати відповідну йому сім’ю
областей Gα, яка визначається його параметрами.

Іншою причиною, яка ускладнює отримання точних результатів по
наближенню функцій багатьох змінних є історично сформована пра-
ктика розглядати задачі саме у просторах Lp(Rd). У періодичному ви-
падку норма в цих просторах означається рівністю

‖f‖
Lp(Td)

=

(
(2π)−d

∫
Td

|f(x)|pdx
) 1
p

, Td = [0, 2π)d. (1.4)

і характеризує величину середнього значення p-го степеня модуля за-
даної функції.

При p = 2 добре відомою є рівність Парсеваля

‖f‖
L2(Td)

=

( ∑
k∈Zd

|ck|2
) 1

2

,

де ck = ck1,...,kd – коефіцієнти Фур’є функції f . Тобто, у цьому випад-
ку норма функції f повністю характеризує всю множину {ck}k∈Zd (при
інших значеннях p, зрозуміло, подібні рівності можливі лише у три-
віальних випадках). Тому є доцільною спроба введення норм функ-
цій за допомогою величин, пов’язаних саме з їх коефіцієнтами Фур’є.
Такий підхід розглядався, зокрема, у роботах [39, 65] та ін., але най-
більш ретельно був розвинутий, починаючи з 2000-х років, у циклі робіт
О. І. Степанця та його послідовників [1, 2, 13, 15, 17, 23, 31, 33, 34, 36,
44, 46, 47, 49—53, 55—60, 62, 64, 70, 77—84].

Цей підхід, зокрема, дозволяє розповсюджувати ідеї та методи те-
орії наближень на абстрактні лінійні простори, що в свою чергу, дає
можливість дивитись на функції з загальних позицій аналізу та дозво-
ляє отримувати завершені змістовні результати.

2. НАБЛИЖЕННЯ В ПРОСТОРАХ Spφ
2.1. Означення і деякі властивості просторів Spφ. Нехай X – де-
який лінійний комплексний простір, ϕ = {ϕk}∞k=1 – фіксована зліченна
лінійно незалежна система в ньому, і нехай існує комплекснозначна
функція (x, y), визначена для кожної пари x, y ∈ X, в якій хоча б один
із елементів належить до ϕ, така, що виконуються умови:

1) (x, y) = (y, x), де z – число, комплексно-спряжене з z;
2) (λx1 + µx2, y) = λ(x1, y) + µ(x2, y), λ, µ – довільні числа;

3) (ϕk, ϕl) =

{
0, k 6= l;
1, k = l.
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Тобто, визначено скалярний добуток елементів простору X із елемен-
тами системи ϕ.

Кожному елементу x ∈ X ставиться у відповідність послідовність
чисел x̂φ(k) = (x, ϕk), k = 1, 2, . . . (k ∈ N), i при даному фіксованому
p ∈ (0,∞) розглядають простори Spφ = Spφ(X) всіх елементів x ∈ X зі
скінченною (квазі-)нормою

‖x‖p := ‖x‖p,φ =
( ∞∑
k=1

|x̂φ(k)|p
) 1
p
. (2.1)

При цьому елементи x, y ∈ X вважаються тотожними в Spφ, якщо для
будь-якого k ∈ N виконується рівність x̂φ(k) = ŷφ(k).

Зрозуміло, що при p = 2 простір S2
φ за умови його повноти є гіль-

бертовим. При всіх інших p ∈ (0,∞) простори Spφ наслідують важливі
властивості гільбертових просторів – рівність Парсеваля у вигляді спів-
відношення (2.1) і мінімальну властивість частинних сум ряду Фур’є,
яка формулюється в такий спосіб:

Твердження 2.1 ([49, 50]). Нехай f ∈ Spφ, p ∈ (0,∞),

S[f ] = S[f ]φ =

∞∑
k=1

f̂(k)ϕk (2.2)

– ряд Фур’є елемента f за системою ϕ і

Sn(f) = Sn(f)φ =
n∑
k=1

f̂(k)ϕk, k ∈ N,

– частинні суми цього ряду. При даному n ∈ N серед усіх поліномів ви-
гляду Φn =

∑n
k=1 ckϕk, ck ∈ C, найменше відхиляється від f частинна

сума Sn(f), тобто,

inf
ck

‖f − Φn‖p = ‖f − Sn(f)‖p .

Крім того, виконується рівність

‖f − Sn(f)‖pp = ‖f‖pp −
n∑
k=1

|f̂(k)|p =
∞∑

k=n+1

|f̂(k)|p. (2.3)

При n→ ∞ права частина в (2.3) прямує до нуля. Тобто, для довіль-
ного елемента f з Spφ його ряд Фур’є (2.2) збігається до f, система ϕ є
повною в Spφ, а простір Spφ сепарабельний.
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Звернемо увагу ще на одну властивість просторів Spφ : якщо систему
ϕ′ = {ϕ′

k}∞k=1 отримано із системи {ϕk}∞k=1 шляхом будь-якої переста-
новки її членів, то справджуються рівності

Spφ = Spφ′ , і ‖f‖φ,p = ‖f‖
φ′,p

∀f ∈ Spφ. (2.4)

Цей факт випливає з означення просторів Spφ та рівності (2.1).
Останнє зауваження дає можливість узагальнити твердження 2.1

наступним чином.

Твердження 2.2 ([52]). Нехай {gα} – сім’я обмежених підмножин,
які залежать від параметра α ∈ N і таких, що будь-яке число n ∈ N
належить усім множинам gα з достатньо великими індексами α.
Нехай, далі, f ∈ Spφ, p ∈ (0,∞), і

Sgα(f) = Sgα(f)φ =
∑
k∈gα

f̂(k)ϕk

– частинна сума ряду S[f ]φ, яка відповідає множині gα. Тоді серед усіх
сум вигляду Φgα =

∑
k∈gα ckϕk, ck ∈ C, найменше відхиляється від f

частинна сума Sgα(f), тобто
inf
ck

‖f − Φgα‖p = ‖f − Sgα(f)‖p .

При цьому
‖f − Sgα(f)‖pp = ‖f‖pp −

∑
k∈gα

|f̂(k)|p

і
lim
α→∞

‖f − Sgα(f)‖p = 0.

2.2. Деякі реалізації та узагальнення. Розглянемо декiлька при-
кладiв реалiзацiй та узагальнень розглядуваних у п. 2.1 побудов (див.,
наприклад, [52]).

2.2.1. Простори Sp. Нехай Rd – d-вимірний, d ≥ 1, евклідів простір,
x = (x1, . . . , xd) – його елементи, Zd – цілочисельна решітка в Rd, тобто,
множина векторів k = (k1, . . . , kd) з цілочисельними координатами,

(x,y) = x1y1 + · · ·+ xdyd,

|x| =
√

(x,x) і, зокрема, (k,x) = k1x1 + · · ·+ kdxd, |k| =
√
k21 + · · ·+ k2d.

Нехай, далі, L = L(Td) – множина всіх 2π-періодичних за кожною зі
змінних функцій f(x) = f(x1, · · · , xd), сумовних на кубі періодів

Td := [0, 2π)d.
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Якщо f ∈ L, то через S[f ] позначають ряд Фур’є функції f за три-
гонометричною системою {ei(k,x)}k∈Zd , тобто

S[f ] =
∑
k∈Zd

f̂(k)ei(k,x). (2.5)

де

f̂(k) := (2π)−d
∫
Td
f(x)e−i(k,x)dx, k ∈ Zd. (2.6)

Якщо ототожнити функції, еквівалентні відносно міри Лебега, то за
простір X можна взяти простір L(Td), а за систему ϕ – тригонометри-
чну систему τ = {τs(x)}∞s=1, де

τs(x) = ei(ks,x), ks ∈ Zm, s = 1, 2, . . . , (2.7)

утворену із системи {ei(k,x)}k∈Zd шляхом довільної нумерації її елемен-
тів; скалярний добуток в такому випадку задається у відомий спосіб:

(f, τs) = (2π)−d
∫
Td
f(x)τ s(x)dx = f̂(ks) = f̂τ (s). (2.8)

Отримані при цьому множини Spτ згідно з (2.4) не залежать від нуме-
рації системи {ei(k,x)}k∈Zd і надалі позначаються через Sp.

2.2.2. Простори lp. Виберемо тепер в ролі X – простір усіх послідов-
ностей x = {xi}∞i=1 комплексних чисел, у якому операції додавання та
множення на скаляр визначаються в стандартний спосіб. У ролі ϕ –
систему послідовностей e = {ek}∞k=1, де ek = {eki}∞i=1 такі, що ekk = 1 і
eki = 0 при k 6= i.

Скалярний добуток елементів x ∈ X на елементи системи e визначи-
мо співвідношеннями

(x, ek) = x̂e(k) = xk, (ek, x) = xk, k ∈ N.

і при фіксованому p ∈ (0,∞) розглянемо простори Spe (X) всіх послідов-
ностей x = {xi}∞i=1 комплексних чисел зі скінченною (квазі-)нормою

‖x‖p,e =
( ∞∑
k=1

|x̂e(k)|p
) 1
p
=
( ∞∑
k=1

|xk|p
) 1
p
. (2.1′)

Очевидно, що Spe (X) збігаються з відомими просторами послідовностей
lp.
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2.2.3. Простори Sp, µφ є деяким узагальненням просторів Spφ. Вони були
введені в роботі О. І.Степанця та В. І. Рукасова [59] і будуються за тією
ж схемою, що й останні, однак в цьому випадку функціонал вигляду( ∞∑

k=1

∣∣ · ∣∣p) 1
p

у співвідношенні (2.1) слід замінити на функціонал з вагою µ( ∞∑
k=1

∣∣ · ∣∣pµpk) 1
p

,

де µ = {µk}∞k=1 – задана система невід’ємних чисел, µk ≥ 0, k ∈ N. При
цьому якщо µk ≡ 1, то Sp, µφ = Spφ.

2.2.4. Простори SpΦ введено в 2003 році О. І. Степанцем [57]. При їх
означенні використовуються подібна до наведених вище схема, яка по-
лягає в наступному. Нехай X та Y – деякі лінійні комплексні просто-
ри векторів x та y відповідно. Припустимо, що на X задано лінійний
оператор Φ, який діє в Y, а на деякій підмножині Y′ ⊂ Y визначено
функціонал f . Нехай, далі, E(Φ) – множина значень оператора Φ, і X′

– прообраз множини Y′ ⊂ E(Φ) при відображенні Φ. В такому випадку
на X′ можна визначити функціонал f ′ за допомогою рівності

f ′(x) = f(Φ(x)), x ∈ X′ (2.9)

Якщо в ролі f вибрати функціонал, що задає на Y′ норму (або квазі-
норму), то рівність (2.9) буде визначати аналогічну величину на X′.

Нехай (Rd, dµ), d ≥ 1, – d-вимірний евклідів простір точок

x = (x1, . . . , xd),

визначений на борелевій σ-алгебрі B зі скінченною σ-аддитивною не-
перервною мірою, A – µ-вимірна підмножина з (Rd, dµ), µ-міра якої
дорівнює a, де a – або скінченне число, або ж a = ∞; Y = Y(A, dµ) –
множина всіх заданих на A функцій y = y(x), вимірних відносно міри
dµ.

При заданому p ∈ (0,∞] через Lp(A, dµ) позначають підмножину
функций з Y(A, dµ), для яких є скінченною (квазі-)норма

‖y‖Lp(A,dµ) =


(∫

A | y(x)|p dµ
)1/p

, p ∈ (0,∞),

ess sup
x∈A

| y(x)|, p = ∞.
(2.10)
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Нехай тепер X – деякий лінійний простір векторів x, і Φ — лінійний
оператор, який діє з X в Y(A, dµ):

Φ : X → Y(A, dµ), Φ(x)
df
= x̂, x ∈ X, x̂ ∈ Y(A, dµ).

При довільному фіксованому p ∈ (0,∞] покладають
SpΦ = SpΦ (X;Y) =

{
x ∈ X : ‖x‖p = ‖x‖p,Φ = ‖x̂‖Lp(A,dµ) <∞

}
.

Елементи x1, x2 ∈ X вважають тотожними в SpΦ, якщо за мірою dµ
майже скрізь x̂1(t) = x̂2(t).

Таким чином, множина SpΦ – множина всіх векторів x∈X, які є про-
образами функцій з множини Lp(A, dµ) при відображенні Φ.

Простори Sp, µφ (а отже, і Spφ) є частковими випадками просторів SpΦ.
Дійсно, якщо в даному просторі X означити оператор Φ, який кож-
ному x ∈ X ставить у відповідність послідовність y = {yk}∞k=1, де
yk = x̂φ(k); за множину (Rd, dµ) взяти простір R1 з мірою dµ, носієм
якої є множина Z1 цілочисельних точок k, в яких µ(k) ≡ µk; і покласти
A =

{
k ∈ Z1 | k ≥ 1

}
, то в такому випадку Y(A, dµ) – множина всіх

послідовностей y, для яких є скінченною величина

‖y‖
Lp(A,dµ) =

( ∞∑
k=1

|yk|p
) 1
p

, p ∈ (0,∞)

2.3. ψ-інтеграли та характеристичні послідовності.

2.3.1. У 2001 році О. І. Степанець ввів до розгляду наступні об’єкти
наближення у просторах Spφ, тобто, підмножини елементів, які відпові-
дають в класичній теорії апроксимації поняттю класу функцій [50], [53,
Гл. 11].

Нехай ψ = {ψk}∞k=1 – довільна система комплексних чисел. Якщо
для данного елемента f ∈ X, ряд Фур’є якого має вигляд (2.2), існує
елемент F ∈ X, для якого ряд Фур’є S[F ]φ має вигляд

S[F ]φ =
∞∑
k=1

ψk f̂(k)ϕk, (2.11)

тобто, коли
F̂φ(k) = ψk f̂(k), k ∈ N, (2.12)

то елемент F називається ψ-інтегралом елемента f . В такому випадку
записують F = J ψf . Якщо N – деяка підмножина з X, то через ψN
позначають множину ψ-інтегралів усіх елементів з N. Зокрема, ψSpφ –
множина ψ-інтегралів всіх елементів, які належать даному простору
Spφ.
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Якщо f і F пов’язані співвідношенням (2.11) або (2.12), то f назива-
ють ψ-похідною елемента F і позначають f = D ψF = F ψ.

Надалі обмежуємося випадком, коли система ϕ задовольняє умову

lim
k→∞

|ψk| = 0. (2.13)

Зрозуміло, що ця умова забезпечує вкладення ψSpφ ⊂ Spφ, яке має місце,
зокрема, за умови обмеженості множини чисел |ψk|, k ∈ N.

Нехай
Upφ =

{
f ∈ Spφ : ‖f‖p ≤ 1

}
(2.14)

– одинична куля у даному просторі Spφ і ψUpφ – множина ψ-інтегралів
всіх елементів з Upφ. Саме множини ψUpφ є основними об’єктами апро-
ксимації в просторах Spφ. Якщо простір Spφ є повним, а

ψk 6= 0 ∀k ∈ N, (2.15)

то внаслідок (2.12) та (2.14)

ψ Upφ =

{
f ∈ Spφ :

∞∑
k=1

∣∣∣∣ f̂(k)ψk

∣∣∣∣p ≤ 1

}
, (2.16)

тобто, множина ψ Upφ є p-еліпсоїдом в просторі Spφ з півосями, які до-
рівнюють |ψk|.

2.3.2. Конструкцію агрегатів, які використовуються для наближення
елементів f ∈ Spφ, зручно визначати за допомогою спеціально підібра-
них характеристичних послідовностей ε(ψ), g(ψ) і δ(ψ) системи ψ, які
задаются в такий спосіб [50], [53, Гл. 11].

Нехай ψ = {ψk}∞k=1 – довільна система комплексних чисел, які задо-
вольняють умову (2.13). Через

ε(ψ) = {ε1, ε2, . . .}

позначають множину значень величин |ψk|, впорядковану за їх спада-
нням, через

g(ψ) = {g1, g2, . . .}

– послідовність множин

gn = gn(ψ) =
{
k ∈ N : |ψk | ≥ εn

}
і через δ(ψ) = δ1, δ2, . . . – послідовність чисел δn = |gn|, де |gn| – кіль-
кість чисел k ∈ N, які належать множині gn. Через g0 = g0(ψ) позна-
чають порожню множину і вважають, що δ0 = 0.
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Враховуючи умову (2.13), послідовності ε(ψ) і g(ψ) можна визначити
такими співвідношеннями:

ε1 = sup
k∈N

|ψk|, g1 = {k ∈ N : |ψk| = ε1}, εn = sup
k∈̄gn−1

|ψk|,

gn = gn−1 ∪ {k ∈ N : |ψk| = εn}, n ∈ N \ {1}.
(2.17)

За такого означення будь-яке число n∗ ∈ N належить усім множинам
gn з достатньо великими номерами n і

lim
k→∞

δk = ∞. (2.18)

Зазначимо також, що якщо ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка си-
стеми чисел |ψk|, k = 1, 2, . . ., то має місце рівність

ψ̃k = εn ∀k ∈ (δn−1, δn], n = 1, 2, . . . . (2.19)
2.4. Найкращі наближення індивідуальних елементів множин
ψSpφ. Нехай ψ = {ψk}∞k=1 – довільна система комплексних чисел, під-
порядкованих умові (2.13), і ε(ψ), g(ψ) та δ(ψ) – відповідні їй характе-
ристичні послідовності.

Величину
En(f)ψ, p = inf

ck∈C

∥∥∥ f −
∑

k∈gn−1(ψ)

ck ϕk

∥∥∥
p

(2.20)

називають найкращим наближенням елемента f ∈ Spφ довільними по-
ліномами, побудованими по областях gn−1(ψ).

Наступне твердження встановлює зв’язок між найкращим наближе-
нням елемента f і найкращими наближеннями його ψ-похідних. Подібні
твердження в теорії наближень прийнято називати прямими теорема-
ми.

Теорема 2.3 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай f ∈ Spφ, p > 0 і система
ψ = {ψk}∞k=1

підпорядкована умовам (2.13) та (2.15). Тоді ряд
∞∑
k=1

( εpk − εpk−1)E
p
k(f)ψ,p

збігається і при довільному n ∈ N справджується рівність

Epn(f)ψ,p = εpnE
p
n(f

ψ)ψ,p +
∞∑

k=n+1

(εpk − εpk−1)E
p
k(f

ψ)ψ,p , (2.21)

у якому величини En(·)ψ,p визначаються рівністю (2.20), а εk, k =
1, 2, . . ., – елементи характеристичної послідовності ε(ψ).
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Теорема 2.4 у певному розумінні є оберненою до попередньої: у ній
за властивостями найкращого наближення елемента f стверджується
про існування у нього похідних і дається інформація про найкраще
наближення цих похідних.

Теорема 2.4 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай f ∈ Spφ ∩ ψX, p > 0, система
ψ = {ψk}∞k=1 підпорядкована умовам (2.13) та (2.15) і

lim
k→∞

ε−1
k Ek(f)ψ,p = 0. (2.22)

Тоді для того, щоб виконувалось включення f ∈ ψSpφ, необхідно та
достатньо, щоб збігався ряд

∞∑
k=2

( ε−pk − ε−pk−1)E
p
k(f)ψ,p. (2.23)

Якщо цей ряд збігається, то при довільному n ∈ N справджується
рівність

Epn(f)ψ,p = ε−pn Epn(f
ψ)ψ,p +

∞∑
k=n+1

(ε−pk − ε−pk−1)E
p
k(f)ψ,p , (2.24)

у якому величини En(·)ψ,p та εk мають той же сенс, що і в теоре-
мі 2.3.
2.5. Найкращі наближення та базисні поперечники q-еліпсої-
дів.

2.5.1. Означення найкращих наближень та базисних попереч-
ників. Нехай f – довільний елемент простору Spφ і γn, n ∈ N, – будь-
який набір з n різних натуральных чисел. Величину

Eγn(f)p = inf
ck∈C

∥∥∥ f −
∑
k∈γn

ck ϕk

∥∥∥
p

(2.25)

називають найкращим наближенням елемента f ∈ Spφ n-членними по-
ліномами, що відповідають набору γn.

Нехай, далі, Sγn(f) = Sγn(f)φ =
∑

k∈γn f̂φ(k)ϕk– сума Фур’є, яка
відповідає набору γn, і

Eγn(f)p = ‖ f − Sγn(f)‖p (2.26)

– наближення елемента f ∈ Spφ сумою Фур’є, що відповідає набору γn.
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Якщо N – деяка підмножина простору Spφ, тоді через Eγn(N)p та
Eγn(N)p позначають точні верхні межі величин (2.25) та (2.26) по мно-
жині N, тобто,

Eγn(N)p = sup
f∈N

Eγn(f)p та Eγn(N)p = sup
f∈N

Eγn(f)p. (2.27)

Характеристики
Dn(N)p = inf

γn
Eγn(N)p та D⊥

n (N)p = inf
γn

Eγn(N)p (2.28)

називають базисним та проєкційним поперечниками порядку n множи-
ни N в просторах Spφ.

Зазначимо, що у випадку наближення періодичних функцій три-
гонометричними поліномами величинам Dn(N)p відповідають триго-
нометричні (базисні) поперечники, а величинам D⊥

n (N)p – проєкційні
(Фур’є) поперечники.

2.5.2. Найкращі наближення та поперечники q-еліпсоїдів в про-
сторах Spφ при 0 < q ≤ p. Нехай ψ = {ψk}∞k=1 – довільна система
комплексних чисел, які задовольняють умови (2.13) та (2.15) і q – до-
вільне додатне число таке, що 0 < q ≤ p. У ролі множин N у співвід-
ношеннях (2.27) та (2.28) будемо вибирати множини ψ U qφ q-еліпсоїдів
в просторах Spφ, які задаються рівністю (2.16) при p = q.

Оскільки (див., наприклад, [73]) для будь-якої невід’ємної послідов-
ності a = {ak}∞k=1, ak ≥ 0,( ∞∑

k=1

apk

)1/p

≤
( ∞∑
k=1

aqk

)1/q

, 0 < q ≤ p, (2.29)

то
Sqφ ⊂ Spφ та ψU qφ ⊂ ψUpφ, 0 < q ≤ p. (2.30)

Для довільної системи комплексних чисел ψ = {ψk}∞k=1 та будь-якого
набору γn із n різних натуральных чисел через ψγn = {ψγn(k)}∞k=1 по-
значимо послідовність чисел таку, що

ψγn(k) =

{
0, k ∈ γn,
ψk, k∈γn.

(2.31)

Теорема 2.5 ([52]). Нехай ψ = {ψk}∞k=1 – довільна система компле-
ксних чисел, підпорядкована умовам (2.13) та (2.15), і 0 < q ≤ p.
Тоді для довільного набору γn із n різних натуральных чисел, n ∈ N,
справджуються рівності

Eγn(ψU
q
φ)p = Eγn(ψU

q
φ)p = ψ̃γn(1), (2.32)
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де ψ̃γn(1) – перший член послідовності ψ̃γn = {ψ̃γn(k)}∞k=1, яка є спа-
дною перестановкою послідовності {|ψγn(k)|}∞k=1.

Нехай ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка послідовності {|ψk|}∞k=1.
Тоді, розглядаючи точні нижні межі обох частин рівності (2.32) по всіх
можливих наборах γn, неважко помітити, що точна нижня межа правої
частини (2.32) реалізується набором

γ∗n = {ik ∈ N : |ψik | = ψ̃k, k = 1, 2, . . . , n}, (2.33)

і при цьому ψ̃γ∗n(k) = ψ̃n+k, k = 1, 2, . . .. Тому внаслідок (2.28)

Dn(ψU
q
φ)p = D⊥

n (ψU
q
φ)p = ψ̃γ∗n(1) = ψ̃n+1.

Отже, має місце таке твердження про точні значення поперечників.

Теорема 2.6 ([52]). Нехай ψ = {ψk}∞k=1 – довільна система компле-
ксних чисел, підпорядкована умовам (2.13) та (2.15), і 0 < q ≤ p. Тоді
при кожному n ∈ N справджуються рівності

Dn(ψU
q
φ)p = D⊥

n (ψU
q
φ)p = ψ̃n+1, (2.34)

де ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка послідовності {|ψk|}∞k=1. При
цьому для набору чисел γ∗n, означеного рівністю (2.33), мають місце
рівності

Dn(ψU
q
φ)p = D⊥

n (ψU
q
φ)p = Eγ∗n(ψU

q
φ)p =

= Eγ∗n(ψU
q
φ)p = ψ̃γ∗n(1) = ψ̃n+1.

(2.35)

2.5.3. Найкращі наближення та базисні поперечники q-еліпсо-
їдів в просторах Spφ при 0 < p < q. Наведемо аналоги теорем 2.5
та 2.6 у випадку, коли q > p > 0. Як і вище, припускаємо, що система
чисел ψ підпорядкована умові (2.15), а також умові

‖ψ‖l pq
q−p

=

( ∞∑
k=1

|ψk|
pq
q−p

) q−p
pq

<∞, 0 < p < q. (2.36)

яка забезпечує вкладення
ψU qφ ⊂ Spφ, 0 < p < q. (2.37)

Теорема 2.7 ([52]). Нехай 0 < p < q, і ψ = {ψk}∞k=1 – система чисел,
підпорядкована умовам (2.15) та (2.36). Тоді для довільного набору γn
із n різних натуральних чисел, n ∈ N, справджуються рівності

Eγn(ψU
q
φ)p = Eγn(ψU

q
φ)p =

( ∞∑
k=1

(ψ̃γn(k))
p q
q−p

) q−p
p q

, (2.38)
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де послідовність ψ̃γn = {ψ̃γn(k)}∞k=1 – спадна перестановка послідовно-
сті {|ψγn(k)|}∞k=1.

Розглядаючи точні нижні межі обох частин рівності (2.38) по всіх мо-
жливих наборах γn, можна переконатись, що точна нижня межа правої
частини (2.38) реалізується набором γ∗n, який визначається співвідно-
шенням (2.33). Тому внаслідок (2.28)

Dn(ψ U
q
φ)p=D⊥

n (ψU
q
φ)p =

( ∞∑
k=1

(ψ̃γ∗n(k))
p q
q−p

)q−p
p q

=

( ∞∑
k=n+1

ψ̃
p q
q−p
k

)q−p
p q

.

Отже, справджується таке твердження про значення поперечників.

Теорема 2.8 ([52]). Нехай 0 < p < q і ψ = {ψk}∞k=1 – система чи-
сел, підпорядкована умовам (2.15) та (2.36). Тоді при кожному n ∈ N
мають місце рівності

Dn(ψ U
q
φ)p = D⊥

n (ψU
q
φ)p =

( ∞∑
k=n+1

ψ̃
p q
q−p
k

) q−p
p q

, (2.39)

де ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка послідовності {|ψk|}∞k=1. При
цьому для набору чисел γ∗n, який визначається рівністю (2.33), справ-
джуються рівності

Dn(ψU
q
φ)p = D⊥

n (ψU
q
φ)p = Eγ∗n(ψU

q
φ)p = Eγ∗n(ψU

q
φ)p =

=

( ∞∑
k=1

(ψ̃γ∗n(k))
p q
q−p

) q−p
p q

=

( ∞∑
k=n+1

ψ̃
p q
q−p
k

) q−p
p q

.
(2.40)

Звернемо увагу на те, що послідовність ψ̃k, k ∈ N, в загальному
випадку є східчастою. Тому внаслідок (2.34) такий самий характер має
і величина Dn(ψU

q
φ)p при p ≥ q > 0. Якщо ж p < q, то згідно з (2.39)

ця величина строго спадає з ростом параметра n.
Зазначимо, що інтегральні аналоги теорем 2.5–2.8 встановлено в ро-

ботах [18, 57, 62, 63, 86]. У роботах [16, 74, 85] твердження теорем 2.5–2.8
було поширено відповідно на простори зі змінним показником підсу-
мовування lp, простори Орлича lM та модулярні простори Мусєляка-
Орлича lM.

2.6. Наближення поліномами, побудованими по областях gn(ψ),
та колмогоровські поперечники p-еліпсоїдів.

2.6.1. Наближення поліномами. Нехай ψ = {ψk}∞k=1 – довільна сис-
тема комплексних чисел, які задовольняють умову (2.13). Розглянемо
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окремо випадок, коли апроксимуючі поліноми визначаються областя-
ми gn(ψ), побудованими по даній системі комплексних чисел ψ згідно
з формулами (2.17). Для довільного елемента f ∈ ψSpφ позначимо

Sn(f)φ,ψ := Sgn(ψ)(f) =
∑

k∈gn(ψ)

f̂(k)ϕk, S0(f)φ,ψ = θ, (2.41)

де gn(ψ), n = 1, 2, . . ., – елементи послідовності g(ψ), θ – нульовий еле-
мент простору Spφ, і

En(f)ψ, p = ‖ f − Sn−1(f)φ,ψ‖p . (2.42)
Якщо N – деяка підмножина з ψSpφ, то покладаємо

En(N)ψ, p = sup
f∈N

En(f)ψ, p. (2.43)

та
En(N)ψ, p = sup

f∈N
En(f)ψ, p. (2.44)

Враховуючи рівності (2.19) та прийняті позначення, наводимо такі
твердження – наслідки з теорем 2.5 та 2.7.

Наслідок 2.9 ([52]). Нехай ψ = {ψk}∞k=1, – довільна система компле-
ксних чисел, підпорядкована умовам (2.13) та (2.15), і 0 < q ≤ p. Тоді
для кожного n ∈ N справджуються рівності

En(ψU
p
φ)ψ,p = En(ψ U

p
φ)ψ, p = εn, (2.45)

де εn – n-й член характеристичної послідовності ε(ψ).

Наслідок 2.10 ([52]). Нехай ψ = {ψk}∞k=1 – система комплексних
чисел, підпорядкована умовам (2.15) та (2.36), і 0 < p < q. Тоді для
кожного n ∈ N справджуються рівності

En(ψU
q
φ)ψ,p = En(ψU

q
φ)ψ,p =

( ∞∑
k=δn−1+1

ψ̃
pq
q−p
k

) q−p
pq

, (2.46)

де ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка послідовності {|ψk|}∞k=1, а δn –
члени характеристичної послідовності δ(ψ).
2.6.2. Колмогоровські поперечники p-еліпсоїдів. Нехай Y – лі-
нійний нормований простір, M – центрально-симетрична множина в
ньому і Fn – множина всіх підпросторів Fn розмірності n ∈ N простору
Y . Величину

dn(M;Y ) = inf
Fn∈Fn

sup
x∈M

inf
u∈Fn

‖x− u‖Y

називають поперечником за Колмогоровим множини M у просторі Y .



Задачі теорії наближень в абстрактних лінійних просторах 609

Теорема 2.11 ([52]). Нехай ψ = {ψk}, k = 1, 2, . . ., – система компле-
ксних чисел, підпорядкована умовам (2.13) та (2.15). Тоді при довіль-
них p ∈ [1,∞) та n ∈ N справджуються рівності

dδn−1(ψU
p
φ) = dδn−1+1(ψU

p
φ) = . . .

= dδn−1(ψU
p
φ) = En(ψU

p
φ)ψ,p = εn, (2.47)

у яких δs та εs, s = 1, 2, . . . , – елементи характеристичних послідов-
ностей δ(ψ) та ε(ψ) системи ψ, а δ0 = 0.

Зазначимо, що у скінченно вимірних просторах ldp твердження, ана-
логічне до теореми 2.11, випливає з теореми 2.1 глави VI монографії
А. Пінкуса [11]. У роботах [85], [16] та [74] твердження теореми 2.11 по-
ширено відповідно на простори зі змінним показником підсумовування
lp, простори Орлича lM та модулярні простори Мусєляка-Орлича lM.

2.7. Найкращі n-членні наближення.

2.7.1. Найкращі n-членні наближення q-еліпсоїдів в просторах
Spφ при 0 < q ≤ p. Нехай n ∈ N, γn – довільний набір з n натуральних
чисел і

Pγn =
∑
k∈γn

αkϕk, (2.48)

де αk – комплексні числа. Величину
en(f)p = en(f)φ,p = inf

αk, γn
‖f − Pγn‖p. (2.49)

називають найкращим n-членним наближенням елемента f ∈ Spφ в про-
сторі Spφ. Якщо N – деяка підмножина з Spφ, то покладаємо

en(N)p = sup
f∈N

en(f)p. (2.50)

Величини, аналогічні до величин (2.49), вперше введені С. Б. Стє-
чкіним [66], і їх властивості досліджувались в теорії наближень періо-
дичних функцій багатьма авторами (див., наприклад, [6, 21, 22, 43, 53]
та ін.). Варто зазначити, що раніше Е. Шмідт [14] розглядав величину
найкращого білінійного наближення, яка в ідейному плані є близькою
до величин вигляду (2.49).

В даному підрозділі визначаються величини вигляду (2.50) у випад-
ку, коли N є q-еліпсоїдами ψ U qφ (див. означення (2.16)). Як і вище,
вважаємо, що ψ = {ψk}∞k=1 – довільна система комплексних чисел, які
задовольняють умови (2.13) та (2.15). В такому випадку, як вже за-
значалося, при 0 < q ≤ p виконується вкладення ψU qφ ⊂ Spφ, а отже,
величина (2.50) має зміст.
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Теорема 2.12 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай ψ = {ψk}∞k=1 – система чи-
сел, підпорядкована умовам (2.13) та (2.15), і 0 < q ≤ p. Тоді при
довільному n ∈ N справджується рівність

epn(ψU
q
φ)p = sup

s>n
(s− n)

( s∑
k=1

ψ̃−q
k

)− p
q

, (2.51)

де ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка послідовності чисел {|ψk|}∞k=1.
Точна верхня межа в правій частині (2.51) досягається при деякому
скінченному значенні s∗.

У випадку, коли всі числа послідовності ψ дорівнюють одиниці, тоб-
то, коли ψU qφ = U qφ, 0 < q ≤ p, має місце таке твердження.

Теорема 2.13 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай 0 < q ≤ p. Тоді при довільному
n ∈ N справджується рівність

epn(U
q
φ)p = sup

s>n

s− n

s1/q
. (2.52)

При p = q точна верхня межа в правій частині (2.52) дорівнює оди-
ниці. Якщо ж q < p, то вона досягається в одній із точок

[
n

1−q/p

]
або

ж
[

n
1−q/p

]
+ 1, де [c] – ціла частина числа c.

2.7.2. Найкращі n-членні наближення q-еліпсоїдів в просторах
Spφ при 0 < p < q. В цьому підрозділі наведено точні значення величини
en(ψU

q
φ)p за умови, що 0 < p < q. Як і вище, припускаємо, що система

чисел ψ підпорядкована умові (2.15), а також умові (2.36), яка гарантує
вкладення ψU qφ ⊂ Spφ.

Теорема 2.14 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай 0 < p < q і ψ = {ψk}∞k=1
– система чисел, підпорядкована умовам (2.15) та (2.36). Тоді при
довільному n ∈ N справджується рівність

en(ψU
q
φ)p =

(
(s∗ − n)

q
q−p

( s∗∑
k=1

ψ̃−q
k

)− p
q−p

+
∞∑

k=s∗+1

ψ̃
pq
q−p
k

) q−p
pq

, (2.53)

де ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка послідовності чисел {|ψk|}∞k=1,
а число s∗ вибране з умови

ψ̃−q
s∗ ≤ 1

s∗ − n

s∗∑
k=1

ψ̃−q
k < ψ̃−q

s∗+1. (2.54)

Таке число s∗ існує і єдине.
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Зазначимо, що аналоги теорем 2.12, 2.13 та 2.14 у випадку апрокси-
мації інтегралами заданого рангу встановлено в роботах [57, 62, 63].
У просторах ldp скінченних послідовностей аналогічні твердження при
всіх 0 < p, q ≤ ∞ отримано в роботі [7].

У роботі [44] твердження теорем 2.12 та 2.14 розповсюджено на про-
стори Sp,µφ , а в [16] твердження теореми 2.12 дещо розповсюджено на
простори Орлича lM .

2.8. Порядкові оцінки найкращих n-членних наближень та по-
перечників q-еліпсоїдів в просторах Spφ. Аналіз теорем 2.5–2.8, 2.11
та 2.12–2.14, показує, що точні значення апроксимативних характе-
ристик у теоремах 2.5, 2.6 та 2.11, виражаються у термінах величин,
для яких явно прослідковується їх швидкість прямування до нуля при
n→ ∞. Вирази, у термінах яких визначені точні значення апроксима-
тивних характеристик у теоремах 2.8, 2.12 та 2.14, потребували дода-
ткових досліджень. Такі дослідження були здійснені, зокрема, у робо-
тах [15, 61—63]. При цьому ефективним виявився розвинений О. І. Сте-
панцем та його учнями апарат дослідження, який базується на наведе-
ній нижче класифікації опуклих функцій [54, Гл.3].

2.8.1. Класифікація Степанця опуклих функцій. Позначимо че-
рез M множину всіх опуклих донизу функцій ψ(t), неперервного аргу-
менту t ∈ [1,∞), які задовольняють умову lim

t→∞
ψ(t) = 0:

M =
{
ψ(t) : ψ(t) > 0, ψ(t1)− 2ψ((t1 + t2)/2) + ψ(t2) ≥ 0

∀t1, t2 ∈ [1,∞), lim
t→∞

ψ(t) = 0
}
.

Множина M досить неоднорідна за швидкістю прямування до нуля при
t → ∞ її елементів: функції ψ(t) можуть спадати як дуже повільно,
так і дуже швидко. Тому виникає необхідність розбиття множини M
на підмножини, що об’єднують функції ψ ∈ M, які в певному сенсі
мають однакову швидкість прямування до нуля.

В ролі характеристики, за допомогою якої можна здійснити таке роз-
биття, О. І. Степанець обрав пару функцій η(t) = η(ψ; t) і µ(t) = µ(ψ; t),
що означаються в такий спосіб. Нехай ψ ∈ M, тоді через η(t) = η(ψ; t)
позначають функцію, яка пов’язана з ψ рівністю

ψ(η(t)) =
1

2
ψ(t), t ≥ 1. (2.55)

Внаслідок строгої монотонності функції ψ, характеристика η(t) для всіх
t ≥ 1 з (2.55) визначається однозначно: η(t) = η(ψ; t) = ψ−1(12ψ(t)).
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Функція µ(t) задається рівністю

µ(t) = µ(ψ; t) =
t

η(t)− t
.

В залежності від поведінки функції µ розрізняють такі підмножини
множини M:

M0 = {ψ ∈ M : 0 < µ(ψ; t) ≤ K ∀t ≥ 1 }1,

M∞ = {ψ ∈ M : 0 < K ≤ µ(ψ; t) <∞ ∀t ≥ 1 },

MC=M0 ∩M∞={ψ ∈ M : 0 < K1 ≤ µ(ψ; t) ≤ K2 ∀t ≥ 1}.
Через B позначимо множину всіх монотонно спадних до нуля при

t→ ∞ функцій ψ(t), t ≥ 1, які задовольняють так звану ∆2-умову:
ψ(t) ≤ Kψ(2t). (2.56)

Як показано в [54, Гл.3, §3.16] має місце рівність
B ∩M = M0. (2.57)

Зазначимо, що природними представниками множин MC є функції
t−r при r > 0, а також функції t−r lnε(t+a) при довільних ε ∈ R, до-
датних r і a, для яких a ≥ e3ε/r − 1 та ін. До множини M0 належать
також функції ln−r(t+ a) при довільних додатних r і a.

Через M+
∞ позначають підмножину всіх функцій ψ ∈ M, для яких

µ(ψ; t) монотонно і необмежено зростає при t→ ∞:
M+

∞ =
{
ψ ∈ M : µ(ψ; t) ↑ ∞

}
.

З цієї множини виділяють такі підмножини:
M ′

∞ =
{
ψ ∈ M+

∞ : α(ψ; t) ↓ 0, ψ(t)/|ψ′(t)| ↑ ∞
}
,

де

α(ψ; t) =
ψ(t)

t|ψ′(t)|
, ψ′(t) := ψ′(t+),

Mc
∞ =

{
ψ ∈ M+

∞ : α(ψ; t) ↓ 0, 0 < K1 < ψ(t)/|ψ′(t)| < K2

}
і

M′′
∞ =

{
ψ ∈ M+

∞ : ψ(t)/|ψ′(t)| ↓ 0
}
.

Природними представниками множин M ′
∞ та Mc

∞ є функції exp(−λts),
λ > 0, при s ∈ (0, 1) та s = 1 відповідно. До множини M′′

∞ належать
функції exp(−λ(t+ a)r) при λ > 0, r > 1 і a ≥ ((r − 1)/(rλ))1/r − 1.

1K, K1, K2, . . . – деякі додатні сталі, що не залежать від параметра t.



Задачі теорії наближень в абстрактних лінійних просторах 613

2.8.2. Порядкові оцінки найкращих n-членних наближень та
поперечників q-еліпсоїдів в просторах Spφ. Порядкові оцінки най-
кращих n-членних наближень q-еліпсоїдів в просторах Spφ містяться в
такому твердженні.

Теорема 2.15 ([15, 61, 62]). Нехай 0 < p, q < ∞, система чисел
ψ = {ψk}∞k=1 при всіх k ∈ N задовольняє рівність ψ̃k = ψ1(k), де
ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка послідовності чисел {|ψk|}∞k=1, а
ψ1 – деяка додатна функція.

1) Якщо функція ψp1 належить множині B, а при 0 < p < q, крім
цього, при всіх t, більших деякого числа t0, є опуклою та задовольняє
умову

t|ψ′
1(t)|/ψ1(t) ≥ K0 > β, (2.58)

де ψ′
1(t) := ψ′

1(t+), β = d(1/p− 1/q), то

en(ψ U
q
φ)p � ψ1(n+ 1)n

1
p
− 1
q .2

2) Якщо функція ψp1 ∈ M′
∞, то

en(ψU
q
φ)p � ψ1(n+ 1)(η(ψ1, n)− n)

1
p
− 1
q .

3) Якщо функція ψp1 належить множині Mc
∞ або M ′′

∞, то
en(ψU

q
φ)p � ψ1(n+ 1), n→ ∞.

Наведемо порядкові оцінки поперечників Dn(ψ U
q
φ)p та D⊥

n (ψ U
q
φ)p

при 0 < p < q <∞.

Теорема 2.16 ([15, 62]). Нехай 0 < p < q <∞, система чисел
ψ = {ψk}∞k=1

при всіх k ∈ N задовольняє рівність ψ̃k = ψ1(k), де ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спа-
дна перестановка послідовності чисел {|ψk|}∞k=1, а ψ1 – деяка додатна
функція.

1) Якщо функція ψp1 належить множині B, при всіх t, більших
деякого числа t0, є опуклою та задовольняє умову (2.58) з

β = d(1/p− 1/q),

то
Dn(ψ U

q
φ)p � D⊥

n (ψ U
q
φ)p � ψ1(n+ 1)n

1
p
− 1
q .

2Для додатних послідовностей a(n) та b(n) вираз ”a(n) ≍ b(n)” означає, що існують
такі сталі K1,K2 > 0, що при всіх n ∈ N виконуються нерівності a(n) ≤ K2b(n) і
a(n) ≥ K1b(n).
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2) Якщо функція ψp1 ∈ M′
∞, то

Dn(ψ U
q
φ)p � D⊥

n (ψ U
q
φ)p � ψ1(n+ 1)(η(ψ1, n)− n)

1
p
− 1
q .

3) Якщо функція ψp1 належить множині Mc
∞ або M ′′

∞, то
Dn(ψ U

q
φ)p � D⊥

n (ψ U
q
φ)p � ψ1(n+ 1).

Порівнюючи порядкові оцінки для величин en(ψU
q
φ)p та Dn(ψ U

q
φ)p

бачимо, що у випадку, коли 0 < q ≤ p, а послідовність ψ = {ψk}∞k=1

така, що при всіх натуральних k виконується рівність ψ̃k = ψ1(k), де
функція ψ1 задовольняє одну з умов 1) чи 2) теореми 2.15, мають місце
рівності

lim
n→∞

en(ψU
q
φ)p

Dn(ψ U
q
φ)p

= lim
n→∞

en(ψU
q
φ)p

D⊥
n (ψ U

q
φ)p

= 0.

Якщо ж 0 < p < q і ψ1 задовольняє одну з умов 1) чи 2), або ж якщо
0 < p, q <∞ і ψ1 належить до однієї з множин Mc

∞ чи M ′′
∞, то

en(ψU
q
φ)p � Dn(ψ U

q
φ)p � D⊥

n (ψ U
q
φ)p.

2.9. Найкращі n-членні наближення з обмеженнями.

2.9.1. Найкращі n-членні наближення з обмеженнями q-еліпсо-
їдів в просторах Spφ при 0 < q ≤ p. Нехай Γn – множина всіх наборів
γn з n різних натуральних чисел. В такому випадку величину en(f)p,
означена рівністю (2.49), можна записати у вигляді

en(f)p = inf
γn∈Γn

Eγn(f)p.

Поряд з en(f)p можна розглядати та величини

en(f ; Γ
′
n)p = inf

γn∈Γ ′
n

Eγn(f)p, (2.59)

де Γ ′
n – деяка підмножина з Γn. У зв’язку з цим величину en(f)p зручно

назвати абсолютним найкращим n-членним наближенням, а величину
en(f ; Γ

′
n)p – найкращим n-членним наближенням з обмеженнями, маю-

чи на увазі, що тут термін «обмеження» стосується вибору підмножини
Γ

′
n.
В ролі Γ ′

n розглянемо дві підмножини Γ
(1)
n та Γ

(2)
n . Через Γ

(1)
n позна-

чають множину наборів
γ(1)n = {j n+ 1, j n+ 2, . . . (j + 1)n}, j = 0, 1, . . . ;

а через Γ
(2)
n – множину наборів

γ(2)n = {j + 1, j + 2, . . . j + n}, j = 0, 1, . . . .
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Зрозуміло, що завжди Γ
(1)
n ⊂ Γ

(2)
n ⊂ Γn та

en(f)p ≤ en(f ; Γ
(2)
n )p ≤ en(f ; Γ

(1)
n )p. (2.60)

Тому якщо N – деяка підмножина з Spφ і
en(N; Γ

′
n)p = sup

f∈N
en(f ; Γ

′
n)p , (2.61)

то мають місце нерівності
en(N)p ≤ en(N; Γ(2)

n )p ≤ en(N; Γ(1)
n )p. (2.62)

Як і раніше, в ролі множин N вибираємо множини ψ U qφ, які задаються
рівністю (2.16) при p = q.

Теорема 2.17 ([52, 55, 58]). Нехай 0 < q ≤ p і ψ = {ψk}∞k=1 – сис-
тема комплексних чисел, для яких послідовність |ψk|, k = 1, 2, . . . ,
монотонно прямує до нуля. Тоді при довільному n ∈ N виконуються
рівності

en(ψ U
q
φ; Γ

(1))p = en(ψ U
q
φ; Γ

(2))p =
(s∗ − 1)1/p( s∗∑

k=1

|ψ(k−1)n+1|−q
)1/q ,

де s∗ – деяке натуральне число, для якого

sup
s>1

(s− 1)1/p( s∑
k=1

|ψ(k−1)n+1|−q
)1/q =

(s∗ − 1)1/p( s∗∑
k=1

|ψ(k−1)n+1|−q
)1/q .

Таке число s∗ завжди існує.
2.9.2. Найкращі n-членні наближення з обмеженнями q-еліпсо-
їдів в просторах Spφ при 0 < p < q. У випадку, коли 0 < p < q точні
значення величин en(ψ U qφ; Γ(1))p містяться в такому твердженні.

Теорема 2.18 ([52, 55]). Нехай 0 < p < q і ψ = {ψk}∞k=1 – система
таких комплексних чисел, що виконуються умови (2.15) та (2.36) і
послідовність {|ψk|}∞k=1 не зростаючи прямує до нуля. Тоді при довіль-
ному n ∈ N

en(ψ U
q
φ; Γ

(1)
n )p =

(
(s∗ − 1)

q
q−p
( s∗∑
k=1

ψ̃−q
k

)− p
q−p

+
∞∑

k=s∗n+1

ψ̃
pq
q−p
k

) q−p
pq

,

де

ψ̃k =
( k n∑
i=(k−1)n+1

|ψi|
p q
q−p
) q−p

pq
, k = 1, 2, . . . ,
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Число s вибране з умови

ψ̃−q
s∗ ≤ 1

s∗ − 1

s∗∑
k=1

ψ̃−q
k < ψ̃−q

s∗+1.

Таке число s завжди існує і єдине.

Для величин en(ψU qφ; Γ(2)
n )p при 0 < p < q, взагалі кажучи, має місце

нерівність

en(ψU
q
φ; Γ

(2)
n )p ≤

(
(s∗ − 1)

q
q−p
( s∗∑
k=1

ψ̃−q
k

)− p
q−p

+

∞∑
k=s∗n+1

ψ̃
pq
q−p
k

) q−p
pq

.

Більш детально з цим випадком і зокрема, з умовами, за яких в остан-
ньому співвідношенні має місце рівність, можна ознайомитись у робо-
ті [55].

3. НАБЛИЖЕННЯ В ПРОСТОРАХ Sp.
3.1. Основні означення. Нехай, як і в п. 2.2, L = L(Td), d ≥ 1, –
множина всіх 2π-періодичних за кожною зі змінних функцій

f(x) = f(x1, · · · , xd),

сумовних на кубі періодів Td і (2.5) – ряд Фур’є функції f ∈ L за систе-
мою (2.7). Еквівалентні відносно міри Лебега функції ототожнюються.

Нехай, далі, Sp – простір, породжений множиною L, системою (2.7) і
деяким числом p ∈ (0,∞), зі скалярним добутком (2.8) і (квазі-)нормою
‖ · ‖p = ‖ · ‖Sp , визначеною згідно з (2.1):

‖f‖Sp =
( ∑
k∈Zd

|f̂(k)|p
)1/p

. (3.1)

Нехай тепер ψ = {ψ(k)}k∈Zd – довільна система комплексних чисел
– кратна послідовність. Якщо для функції f ∈ L з рядом Фур’є (2.5)
ряд ∑

k∈Zd
ψ(k)f̂(k)ei(k,x). (3.2)

є рядом Фур’є деякої функції F з L, то F називають ψ-інтегралом
функції f і позначають F = J ψ(f). При цьому функцію f називають
ψ-похідною функції F і позначають f = Dψ(F ) = Fψ. Множину ψ-
інтегралів всіх функцій f ∈ L позначають через Lψ. Якщо N – деяка
підмножина з L, то через LψN позначають множину ψ-інтегралів всіх
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функцій з N. Зрозуміло, що коли f ∈ Lψ, коефіцієнти Фур’є функцій
f и fψ пов’язані співвідношеннями

f̂(k) = ψ(k)f̂ψ(k), k ∈ Zd. (3.3)

В ролі N можна обрати одиничну кулю в Up в просторі Sp:

Up = {f ∈ Sp : ‖f‖p ≤ 1}. (3.4)

В такому випадку покладаємо Lψp := Lψp (Td) = LψUp. Система ψ, як і
вище, підпорядкована умові

lim
|k|→∞

ψ(k) = 0. (3.5)

Зазначимо, що коли f ∈ LψSp і |ψ(k)| ≤ K, k ∈ Zd, то f ∈ Sp. Тому за
умови (3.5) має місце вкладення Lψp ⊂ Sp.

Означимо характеристичні послідовності ε(ψ), g(ψ) і δ(ψ) аналогічно
до того як це зроблено у підрозділі 2.3 Через ε(ψ) = ε1, ε2, . . . позначимо
множину значень величин |ψ(k)|, k ∈ Zd, впорядковану за спаданням.
Розглянемо також послідовності g(ψ) = {gn}∞n=1 та δ(ψ) = {δn}∞n=1, де

gn = gn(ψ) = {k ∈ Zd : |ψ(k)| ≥ εn}, δn = δψn = |gn|

– кількість елементів k ∈ Zd, що належать множині gn.
З огляду на умову (3.5), в даному випадку послідовності ε(ψ) та

g(ψ) означаються рівностями (2.17) з врахуванням того, що k ∈ Zd. Як
і раніше, вважаємо, що g0 = g0(ψ) – порожня множина і δ0 := δ0(ψ) = 0.

Зазначимо, що крім природної умови (3.5) від системи ψ жодних
інших істотних обмежень не вимагатиметься. Тому ці системи ψ, а з
ними і їх характеристичні послідовності ε(ψ), g(ψ) та δ(ψ) в загальному
випадку можуть бути різноманітними та достатньо складними.

В багатовимірному випадку, напевно, найбільш простими і приро-
дними є системи ψ, у яких ψ(k) зображуються добутками

ψ(k) = ψ(k1, . . . , kd) =

d∏
j=1

ψj(kj), kj ∈ Z1, j = 1, d, (3.6)

значень одновимірних послідовностей ψj = {ψj(kj)}∞kj=1. Якщо при цьо-
му ψ(−kj) = ψj(kj), j = 1, d, то множини gn(ψ) будуть симетричними
відносно усіх координатних площин і, як неважно переконатися,

∑
k∈Zd

ψ(k)eikt =
∑
k∈Zd+

2d−q(k)
d∏
j=1

|ψj(kj)| cos
(
kjtj −

βkjπ

2

)
,
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де q(k) – кількість координат вектора k, які дорівнюють нулю, а числа
βkj означаються рівностями

cos
βkjπ

2
=

Re ψj(kj)
|ψj(kj)|

, sin
βkjπ

2
=

Im ψj(kj)

|ψj(kj)|
.

В такому випадку множина Lψ ψ-інтегралів дійсних функцій ϕ з L(Td)
складається з дійсних функцій f , і якщо при цьому ряд в (3.2) є рядом
Фур’є деякої сумовної функції Dψ(t), то достатньою умовою включення
f ∈ LψN є можливість зображення функції f у вигляді згортки

f(x) = (2π)−d
∫
Td

ϕ(x− t)Dψ(t)dt,

де ϕ ∈ N і майже скрізь ϕ(x) = fψ(x). Це, зокрема, означає, що мно-
жини LψN містять класи функцій, які зображуються у вигляді згорток
з фіксованими сумовними ядрами.

3.2. Застосування отриманих результатів до задач наближення
періодичних функцій багатьох змінних. Наведемо застосування
результатів попередніх підрозділів до розв’язання задач теорії набли-
ження функцій багатьох змінних в просторах Sp.

3.2.1. Найкращі наближення, найкращі n-членні наближення
та базисні поперечники класів Lψq в просторах Sp. Нехай f –
довільна функція з простору Sp, n – будь-яке натуральне число і γn
– довільний набір з n векторів k ∈ Zd. Розглянемо тригонометричні
поліноми

Pγn =
∑
k∈γn

ckei(k,·) та Sγn(f) =
∑
k∈γn

f̂(k)ei(k,·), (3.7)

де ck – будь-які комплексні числа, а f̂(k) – коефіцієнти Фур’є функції
f , а також величини

Eγn(f)Sp = inf
ck∈C

‖f − Pγn‖Sp і Eγn(f)Sp = ‖f −Sγn(f)‖Sp . (3.8)

Якщо N – деяка підмножина з Sp, то покладаємо

Eγn(N)Sp = sup
f∈N

Eγn(f)Sp і Eγn(N)Sp = sup
f∈N

Eγn(f)Sp

а також

Dn(N)Sp = inf
γn
Eγn(N)Sp і D⊥

n (N)Sp = inf
γn

Eγn(N)Sp .
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Через en(N)Sp позначаємо найкраще n-членне тригонометричне набли-
ження множини N в просторі Sp, тобто, величину

en(N)Sp = sup
f∈N

inf
γn
Eγn(f)Sp .

В ролі множини N розглядаємо множину Lψq ψ-інтегралів всіх функцій
з одиничної кулі простору Sq, 0 < p, q < ∞, за умов, що гарантують
вкладення Lψq ⊂ Sp.

За таких позначень мають місце такі твердження – наслідки відпо-
відних теорем підрозділів 3-6.

Твердження 3.1 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай 0 < q ≤ p, і ψ = {ψ(k)}k∈Zd
– система чисел, підпорядкована умовам (3.5) і

ψ(k) 6= 0 ∀k ∈ Zd. (3.9)

Тоді для будь-якого n ∈ N і для довільного набору γn із n різних нату-
ральных чисел справджуються рівності

Eγn(L
ψ
q )Sp = Eγn(L

ψ
q )Sp = ψ̃γn(1),

де ψ̃γn(1) – перший член послідовності ψ̃γn = {ψ̃γn(k)}∞k=1, яка є спа-
дною перестановкою системи чисел {|ψγn(k)|}k∈Zd,

ψγn(k) =
{
0, k ∈ γn,

ψ(k), k∈γn,

при всіх n ∈ N виконуються рівності

Dn(L
ψ
q )Sp = D⊥

n (L
ψ
q )Sp = ψ̃n+1,

epn(L
ψ
q )Sp = sup

s>n
(s− n)(

s∑
k=1

ψ̄−q
k )

− p
q = (s∗ − n)(

s∗∑
k=1

ψ̄−q
k )

− p
q ,

в яких ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка системи чисел |ψk|, k ∈ Zd,
і s∗ – деяке натуральне число.

Твердження 3.2 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай 0 < p < q, і ψ = {ψ(k)}k∈Zd
– система чисел, яка задовольняє умови (3.5) та∑

k∈Zd
|ψ(k)|

pq
q−p <∞. (3.10)
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Тоді для будь-якого n ∈ N і для довільного набору γn із n різних нату-
ральных чисел справджуються рівності

Eγn(L
ψ
q )Sp = Eγn(L

ψ
q )Sp =

( ∞∑
k=1

(ψ̄γn(k))
p q
q−p
) q−p

p q
,

де система чисел ψ̃γn = {ψ̃γn(k)}∞k=1 – спадна перестановка системи
чисел {|ψγn(k)|}k∈Zd; при всіх n ∈ N виконуються рівності

Dn(L
ψ
q )Sp = D⊥

n (L
ψ
q )Sp =

( ∞∑
k=n+1

ψ̃
p q
q−p
k

) q−p
p q
,

epn(L
ψ
q )Sp =

(
(s∗ − n)

q
q−p
( s∗∑
k=1

ψ̃−q
k

)− p
q−p

+

∞∑
k=s∗+1

ψ̃
pq
q−p
k

) q−p
pq

,

в яких ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка системи чисел |ψk|, k ∈ Zd
і s∗ – деяке натуральне число.
3.2.2. Наближення поліномами, що побудовані за областями
gn(ψ), в просторах Sp. Нехай ψ = {ψ(k)}k∈Zd – система чисел, підпо-
рядкована умовам (3.5) та (3.9), і функція f належить множині LψSp.
Розглянемо випадок, апроксимуючі поліноми будуються по наборах
γn, які визначаються через елементи gn(ψ) характеристичної послі-
довності g(ψ) системи ψ. Тоді поліноми (3.7) набуватимуть вигляду
Pgn(ψ) =

∑
k∈gn(ψ) cke

i(k,·) і

Sn(f)ψ = Sgn(ψ)(f) =
∑

k∈gn(ψ)
f̂(k)ei(k,·), (3.11)

S0(f)ψ := 0, а величини (3.8) –

En(f)ψ,Sp = inf
ak∈C

∥∥∥f − Pgn(ψ)

∥∥∥
Sp

і En(f)ψ,Sp = ‖f − Sn−1(f)ψ‖Sp .

Якщо N – деяка підмножина з LψSp, то покладаємо
En(N)

ψ,Sp = sup
f∈N

Eγn(f)ψ,Sp і Eγn(N)
ψ,Sp = sup

f∈N
Eγn(f)ψ,Sp .

Твердження 3.3 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай 0 < q ≤ p і ψ = {ψ(k)}k∈Zd
– система чисел, підпорядкована умовам (3.5) та (3.9). Тоді для будь-
якого n ∈ N справджуються рівності

En(L
ψ
q )ψ,Sp = En(L

ψ
q )ψ,Sp = εn,

де εn – члени характеристичної послідовності системи ε(ψ).
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Твердження 3.4 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай 0 < p < q і ψ = {ψ(k)}k∈Zd
– система чисел, яка задовольняє умови (3.5) та (3.10). Тоді для будь-
якого n ∈ N справджуються рівності

En(L
ψ
q )ψ,Sp = En(L

ψ
q )ψ,Sp =

( ∞∑
k=δn−1+1

ψ̃
pq
q−p
k

) q−p
pq

,

в яких ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка системи чисел |ψk|, k ∈ Zd,
а δn – члени характеристичної послідовності δ(ψ).

Аналоги теорем 2.3 та 2.4 у просторах Sp формулюються в такий
спосіб.

Твердження 3.5 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай f ∈ Lψp , p > 0 і
ψ = {ψ(k)}k∈Zd

– система чисел, яка задовольняє умову (3.5). Тоді ряд
∞∑
k=1

(εpk − εpk−1)E
p
k(f

ψ)
ψ,Sp

збігається, і при кожному n ∈ N має місце рівність

Epn(f)ψ,Sp = εpnE
p
n(f

ψ)ψ,p +
∞∑

k=n+1

(εpk − εpk−1)E
p
k(f

ψ)
ψ,Sp ,

де εk – елементи характеристичної послідовності ε(ψ).

Твердження 3.6 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай f ∈ Sp∩Lψ, p > 0, система
ψ = {ψ(k)}k∈Zd задовольняє умову (3.5) і

lim
k→∞

ε−1
k Ek(f)ψ,Sp = 0.

Тоді для того, щоб виконувалося включення f ∈ Lψp необхідно і доста-
тньо, щоб збігався ряд

∞∑
k=1

(ε−pk − ε−pk−1)E
p
k(f)ψ,Sp .

Якщо цей ряд збігається, то при довільному n ∈ N, справджується
рівність

Epn(f
ψ)ψ,p = ε−pn Epn(f)ψ,Sp +

∞∑
k=n+1

(ε−pk − εpk−1)E
p
k(f)ψ,Sp ,

де εk – елементи характеристичної послідовності ε(ψ).
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3.2.3. Поперечники за Колмогоровим класів Lψp . Нехай Gn – мно-
жина всіх n-вимірних підпросторів Gn в Sp, n ∈ N, і

dn(L
ψ
p )Sp = inf

Gn∈Gn
sup
f∈Lψp

inf
u∈Gn

‖f − u‖Sp , d0(L
ψ
p )Sp := sup

f∈Lψp
‖f‖Sp ,

– поперечники за Колмогоровим класів Lψp в просторі Sp.

Твердження 3.7 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай p ∈ [1,∞) і ψ = {ψ(k)}k∈Zd
– система чисел, підпорядкована умовам (3.5) та (3.9). Тоді при до-
вільних n ∈ N виконуються рівності

dδn−1(L
ψ
p )Sp = dδn−1+1(L

ψ
p )Sp = . . .

= dδn−1(L
ψ
p )Sp = En(L

ψ
p )ψ,Sp = εn,

де εn та δn – члени характеристичних послідовностей ε(ψ) та δ(ψ),
відповідно.
3.2.4. Деякі наслідки для просторів Lp(Td). Нехай Lp = Lp(Td),
p ∈ [1,∞), – простір функцій f ∈ L зі скінченною нормою (1.4). Зв’язок
між просторами Lp та Sp встановлює відома теорема Гаусдорфа-Юнга
(див., наприклад, [19]), з якої випливає, що при p ∈ (1, 2] і 1

p + 1
p′ = 1

мають місце формули

Lp ⊂ Sp′ і ‖f‖Sp′ ≤ ‖f‖Lp ,
Sp ⊂ Lp′ і ‖f‖Lp′ ≤ ‖f‖Sp .

Зокрема, при p = p′ = 2 виконуються рівності
L2 = S2 і ‖ · ‖L2 = ‖ · ‖S2 . (3.12)

Отже, теореми, доведені для просторів Sp, містять певну інформацію і
для просторів Lp, яка є найбільш повною внаслідок (3.12), у випадку,
коли p = 2.

У останньому випадку, з теорем 3.3 та 3.7 отримуємо наслідок

Наслідок 3.8 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай ψ = {ψ(k)}k∈Zd – система
чисел, підпорядкована умовам (3.5) та (3.9). Тоді для будь-якого n ∈ N
справджуються рівності

dδn−1(L
ψ
2 )L2

= dδn−1+1(L
ψ
2 )L2

= . . . = dδn−1(L
ψ
2 )L2

=

= En(L
ψ
2 )ψ,L2

= En(L
ψ
2 )ψ,L2

= εn,
(3.13)

де εn та δn – члени характеристичних послідовностей ε(ψ) та δ(ψ),
відповідно.
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Рівності (3.13) в одновимірному випадку (d = 1) для класів Соболєва
W r

2 (при ψ(k) = k−r, r ∈ N) отримав у 1936 році А. М. Колмогоров [9],
який започаткував новий напрям в теорії наближень, пов’язаний з до-
слідженням поперечників різних функціональних класів.

Як випливає з (3.13), у просторі L2 поперечники множин Lψ2 реалі-
зують суми Фур’є (3.11).

Зазначимо, що відомі класи диференційовних функцій Соболєва от-
римуються з LψU

Lp
, якщо ψ(k) має вигляд (3.6) з

ψj(kj) =

{
1, kj = 0,

(ikj)
−rj , kj 6= 0,

j = 1, d, rj ∈ R. (3.14)

Нехай d = 2, а послідовності ψ1(k1) та ψ2(k2) означені рівностя-
ми (3.14) за умови r1 = r2 = r > 0. У цьому випадку класи LψU

Lp
з точки зору знаходження поперечників вперше розглядалися К. І. Ба-
бенком в [26, 27], який цьому випадку фактично отримав співвідноше-
ння (3.13).

В цій ситуації характеристична послідовність ε(ψ) складається з еле-
ментів εn = n−r, n ∈ N, множини gn(ψ) векторів k = (k1, k2) ∈ Z2, які
задовольняють умову

k′1k
′
2 ≤ n,

де

k′j =

{
1, kj = 0,

|kj |, kj 6= 0, j = 1, 2.

Такі множини вперше з’явились у згаданих роботах К. І. Бабенка [26,
27] і зараз їх заведено називати гіперболічними хрестами.

3.3. Класи Fψ
q,r та їх апроксимативні характеристики.

3.3.1. Означення класів Fψ
q,r. Позначимо через ldp, 0 < p ≤ ∞, прос-

тір всіх послідовностей x = {xk}dk=1 ∈ Rd зі стандартною lp-нормою
(квазінормою)

|x|p := ‖x‖
ldp

=

{
(
∑d

k=1 |xk|p)1/p, 0 < p <∞,
sup1≤k≤d |xk|, p = ∞.

Розглянемо наступні функціональні класи:

Fψ
q,r = Fψ

q,r(Td) :=
{
f ∈ L(Td) : ‖{f̂(k)/ψ(|k|r)}k∈Zd‖lq(Zd) ≤ 1

}
,

де ψ = ψ(t), t ≥ 1, – деяка фіксована додатна спадна функція, така, що
ψ(0) := ψ(1) і 0 < q, r ≤ ∞.
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Зазначимо, що коли ψ(t) = t−s, s ∈ N і q = 1, класи Fψ
q,∞ =: Fs

q,∞
є множинами функцій, у яких частинні похідні порядку s мають аб-
солютно збіжні ряди Фур’є. Якщо ж q = 2, то класи Fs

2,∞ збігаються
з класами Соболєва W s

2 . Апроксимативні характеристики класів Fψ
q,r

для різних r ∈ (0,∞] і різноманітних функцій ψ досліджувались в
роботах [5, 10, 15, 20, 48, 80—82] та інших. Отримані для цих кла-
сів результати знаходять своє застосування до дослідження поведінки
апроксимативних характеристик функціональних класів у просторах
Лебега Lp(Td).

3.3.2. Порядкові оцінки найкращих n-членних тригонометри-
чних наближень в просторах Sp. Класи Fψ

q,r збігаються з множина-
ми Lψ

∗
q у випадку, коли система ψ∗ = {ψ∗(k)}k∈Zd задовольняє рівності

ψ∗(k) = ψ(|k|r), k ∈ Zd. Тому для них справджуються наведені вище
твердження 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 та 3.7. З огляду на можливі застосування
результатів до задач наближення у просторах Лебега Lp(Td) також є
корисними твердження цього підрозділу, у яких, зокрема, встановле-
но точні порядкові оцінки апроксимативних величин класів Fψ

q,r. Для
їх формулювання та доведення використовувалися згадані вище твер-
дження, а також наведена у підрозділі 2.8.1 класифікація Степанця
опуклих функцій.

Нехай ψ = ψ(t), t ≥ 1, – фіксована додатна спадна до нуля функція.
Тоді спадну перестановку ψ̃ = ψ̃(j), j = 1, 2, . . ., системи чисел ψ(|k|r)
можна визначити рівністю

ψ̃(l) = ψ(m), l ∈ (Vm−1, Vm], m = 1, 2, . . . ,

де Vm := |∆̃d
m,r| – кількість елементів множини

∆̃d
m,r := {k ∈ Zd : |k|r ≤ m, m = 0, 1, . . .}.

Далі, при формулюванні результатів важливо, щоб при всіх доста-
тньо великих m (більших, ніж деяке додатне число k0) виконувалось
співвідношення

Mr(m− c1)
d < Vm = |∆̃d

m,r| ≤Mr(m+ c2)
d, (3.15)

де Mr, c1 та c2 – деякі додатні сталі.
Зрозуміло, що у випадку, коли r = ∞, співвідношення (3.15) ви-

конується і M∞ = vol{k ∈ Rd : |k|∞ ≤ 1} = 2d, якщо ж r = 1, то
M1 = vol{k ∈ Rd : |k|1 ≤ 1} = 2d/d!.

Твердження 3.9 ([15, 81]). Нехай d ≥ 1, 0 < r ≤ ∞, 0 < p, q < ∞,
виконуються умова (3.15), і функція ψp належить множині B, а при
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0 < p < q, крім того, при всіх t, більших ніж деяке число t0, є опуклою
та задовольняє умову (2.58) з β = d(1/p− 1/q). Тоді

en(Fψ
q,r)Sp � ψ(n

1
d )n

1
p
− 1
q . (3.16)

Враховуючи вигляд оцінки (3.16) і те, що умова (3.15) виконується,
зокрема, при r = 1 та r = ∞, з даного твердження легко отримати
такий наслідок.

Наслідок 3.10. Нехай d ≥ 1, 0 < p, q < ∞ і функція ψ задоволь-
няє умови твердження 3.9. Тоді для довільного r ∈ [1,∞] має місце
оцінка (3.16).

Дійсно, для довільних чисел r ∈ [1,∞], 0 < q < ∞ і будь-якої дода-
тної спадної функції ψ мають місце вкладення

Fψ
q,1 ⊂ Fψ

q,r ⊂ Fψ
q,∞.

Тому якщо виконуються умови наслідку 3.10, то для r ∈ [1,∞]

ψ(n
1
d )

n
1
q
− 1
p

� en(Fψ
q,1)Sp ≤ en(Fψ

q,r)Sp ≤ en(Fψ
q,∞)Sp � ψ(n

1
d )

n
1
q
− 1
p

.

Твердження 3.11 ([82]). Нехай d ≥ 1, 0 < r ≤ ∞, 0 < p, q < ∞,
виконуються умова (3.15), а функція ψp належить множині M′

∞ або
Mc

∞. Тоді

en(Fψ
q,r)Sp � ψ(mn)(nα(ψ

p,mn))
1
p
− 1
q � ψ(mn)(nα(ψ,mn))

1
p
− 1
q , (3.17)

де
mn = (n/Mr)

1
d .

У випадку, коли d = 1, класи Fψ
q,r =: Fψ

q не залежать від r, умо-
ва (3.15) виконується з константоюMr = 2. Тому для довільної функції
ψp ∈ M′

∞ ∪Mc
∞ та будь-яких 0 < p, q <∞

en(Fψ
q )Sp(T1)

� ψ(n/2)(nα(ψ, n/2))
1
p
− 1
q . (3.17′)

Твердження 3.12 ([80]). Нехай d ≥ 1, 0 < r ≤ ∞, 0 < p < q < ∞,
m ∈ N, ψp ∈ M′′

∞, виконується умова (3.15) та умова

k(d−1)/αψ(k + 1)/ψ(k) → 0, k → ∞, (3.18)
з α = p. Тоді при всіх n ∈ [Vm−1, Vm)

en(Fψ
q,r)Sp � ψ(m)(Vm − n)

1
p n

1−d
dq . (3.19)
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Якщо виконуються умови твердження 3.12 і n ∈ [Vm−1, Vm), то

ψ(m)n
1−d
qd � en(Fψ

q,r)Sp � ψ(m)n
d−1
d

( 1
p
− 1
q
)
.

Твердження 3.13 ([80]). Нехай d ≥ 1, 0 < r ≤ ∞, 0 < q ≤ p < ∞,
m ∈ N, ψp ∈ M′′

∞, виконуються умови (3.15) та (3.18) при α = q. Тоді
1) при n = Vm−1 має місце оцінка

en(Fψ
q,r)Sp � ψ(m);

2) для всіх n ∈ (Vm−1, Vm) таких, що
q(Vm − Vm−1) ≥ p (Vm − n); (3.20)

справджується оцінка (3.19);
3) для всіх n ∈(Vm−1, Vm), що не задовольняють умову (3.20),

en(Fψ
q,r)Sp � ψ(m)(n− Vm−1)

1
p
− 1
q .

Зазначимо, що у випадку, коли r=∞, для довільного m∈N маємо
Vm = |∆̃d

m,∞| = (2m + 1)d. Тому якщо n ∈ [Vm−1, Vm), то число m

визначається рівністю m = [(n+ 1)1/d/2].
У випадку d = 1, якщо n ∈ [Vm−1, Vm), то n = Vm−1=Vm − 1, а

m = [(n + 1)/2]. Тому для довільної функції ψp ∈ M′′
∞ та будь-яких

0 < p, q <∞
en(Fψ

q )Sp(T1)
� ψ([(n+ 1)/2]).

Як бачимо, при d > 1 у випадку 0 < q ≤ p < ∞ отримані оцін-
ки істотно залежать від розміщення числа n на півсегменті [Vm−1, Vm).
Розглядаючи у твердженнях 3.12 та 3.13 деякі конкретні підпослідов-
ності n(m) отримаємо такий наслідок.

Наслідок 3.14. Нехай d ≥ 1, m ∈ N, n ∈ [Vm−1, Vm), 0 < r ≤ ∞,
0 < p, q < ∞, ψp ∈ M′′

∞, виконуються умови (3.15) та (3.18) при
α = min{p, q}. Тоді

1) якщо n = n(m) = Vm − cm, cm ∈ N, cm ≤ K, m = 1, 2, . . . , то для
довільних 0 < p, q <∞

en(Fψ
q,r)Sp � ψ(m)n

1−d
dq ;

2) якщо n = n(m) = Vm−1 + cm, cm ∈ N, cm ≤ K, m = 1, 2, . . . , то
для довільних 0 < p < q <∞

en(Fψ
q,r)Sp � ψ(m)n

d−1
d

( 1
p
− 1
q
)
; (3.21)

а для довільних 0 < q < p <∞
en(Fψ

q,r)Sp � ψ(m);
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3) якщо ж підпослідовність n = n(m) така, що

(Vm − Vm−1) � (Vm − n), (3.22)

то для довільних 0 < p < q < ∞ справджується оцінка (3.21), а при
0 < q ≤ p < ∞ оцінка (3.21) справджується за умови, що n = n(m) 6=
Vm−1, m = 1, 2, . . ..

3.3.3. Порядкові оцінки величин D⊥
n (F

ψ
q,r)Sp та Dn(Fψ

q,r)Sp містя-
ться в наступних твердженнях.

Твердження 3.15 ([80]). Нехай d ≥ 1, 0 < r ≤ ∞, 0 < p, q < ∞ і
m ∈ N. Тоді

1) якщо 0 < q ≤ p < ∞, то для довільної додатної спадної до ну-
ля функції ψ(t), t ≥ 1, при кожному n ∈ [Vm−1, Vm) справджується
рівність

Dn(Fψ
q,r)Sp = D⊥

n (Fψ
q,r)Sp = ψ(m);

2) якщо ж 0 < p < q < ∞, виконується умова (3.15), ψp ∈ M′′
∞ і

при α = pq
q−p має місце (3.18), то при кожному n ∈ [Vm−1, Vm) справ-

джується оцінка

Dn(Fψ
q,r)Sp = D⊥

n (Fψ
q,r)Sp � ψ(m)(Vm − n)

1
p
− 1
q . (3.23)

У випадку d = 1 при 0 < q ≤ p <∞ з твердження 3.15 випливає, що
для довільної додатної спадної до нуля функції ψ(t), t ≥ 1,

Dn(Fψ
q )Sp(T1)

= D⊥
n (Fψ

q )Sp(T1)
= ψ([(n+ 1)/2]),

а при 0 < p < q <∞ для довільної функції ψp ∈ M′′
∞

Dn(Fψ
q )Sp(T1)

= D⊥
n (Fψ

q )Sp(T1)
� ψ([(n+ 1)/2]).

Твердження 3.16 ([15, 81]). Нехай d ≥ 1, 0 < r ≤ ∞, 0 < p, q < ∞ і
виконується умова (3.15). Тоді

1) якщо 0 < q ≤ p < ∞, то для довільної функції ψ ∈ B має місце
оцінка

Dn(Fψ
q,r)Sp = D⊥

n (Fψ
q,r)Sp � ψ(mn) � ψ(n1/d),

2) якщо ж 0 < p < q < ∞, а функція ψp належить B і при всіх
t, більших ніж деяке число t0, є опуклою та задовольняє умову (2.58)
при β = d(1/p− 1/q), то

Dn(Fψ
q,r)Sp = D⊥

n (Fψ
q,r)Sp � ψ(n

1
d )n

1
p
− 1
q .
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Твердження 3.17 ([82]). Нехай d ≥ 1, 0 < r ≤ ∞, 0 < p, q < ∞,
виконуються умова (3.15), а функція ψp належитьM′

∞ абоMc
∞. Тоді

для довільних 0 < q ≤ p <∞ має місце співвідношення
Dn(Fψ

q,r)Sp = D⊥
n (Fψ

q,r)Sp � ψ(mn),

а для довільних 0 < p < q <∞ – співвідношення

Dn(Fψ
q,r)Sp = D⊥

n (Fψ
q,r)Sp � ψ(mn)(nα(ψ,mn))

1
p
− 1
q .

На підставі твердження 3.17 та означення множини Mc
∞ бачимо, що

для довільної функції ψp ∈ Mc
∞ та будь-яких 0 < p, q <∞ справджує-

ться оцінка
Dn(Fψ

q )Sp(T1)
= D⊥

n (Fψ
q )Sp(T1)

� en(Fψ
q )Sp(T1)

� ψ(n/2).

Співставляючи оцінки величин
en(Fψ

q,r)Sp , Dn(Fψ
q,r)Sp , D⊥

n (Fψ
q,r)Sp ,

робимо висновок, що у випадку, коли d = 1 і ψp ∈ M′′
∞ ∪ Mc

∞, для
будь-яких чисел 0 < p, q <∞

en(Fψ
q )Sp(T1)

� Dn(Fψ
q )Sp(T1)

= D⊥
n (Fψ

q )Sp(T1)
.

Якщо d > 1, то аналогічне співвідношення
en(Fψ

q,r)Sp � Dn(Fψ
q,r)Sp = D⊥

n (Fψ
q,r)Sp (3.24)

справджується коли 0 < p < q і функція ψ задовольняє умови твер-
джень 3.9 та 3.11. Якщо ж d > 1, а 0 < q ≤ p, то для довільної функції,
яка задовольняє умови тверджень 3.9 та 3.11

en(Fψ
q,r)Sp = o

(
Dn(Fψ

q,r)Sp
)
, n→ ∞. (3.25)

Коли ψp належить множині M′′
∞ і d > 1, то при 0 < q < p спів-

відношення (3.24) виконується (за відповідних додаткових умов твер-
джень 3.12 та 3.13) для підпослідовності вигляду

n = n(m) = Vm−1 + cm, cm ∈ N, cm ≤ K, m = 1, 2, . . . ,

а при 0 < p = q – для підпослідовності
n = n(m) = Vm−1, m = 1, 2, . . .

У випадку, коли 0 < p < q співвідношення (3.24) виконується для
підпослідовностей n = n(m), що задовольняють умову (3.22); якщо ж
дана підпослідовність n = n(m) така, що

Vm − n = o(Vm − Vm−1), m→ ∞,

то справджується співвідношення (3.25).
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3.4. Прямі та обернені теореми наближення в просторах Sp.

3.4.1. Попередні позначення. Нехай f – довільна функція з просто-
ру L = L(Td) з рядом Фур’є вигляду (2.5). Для будь-якого

ν ∈ N0 := {0, 1, 2, . . .}
покладемо

Hν(f)(x) :=
∑

|k|1=ν
f̂(k)ei(k,x), |k|1 :=

d∑
j=1

|kj |.

Тоді ряд Фур’є функції f можна записати у вигляді

S[f ](x) :=
∑
k∈Zd

f̂(k)ei(x,k) =
∞∑
ν=0

Hν(f)(x). (3.26)

Розглянемо множину T△
n , n ∈ N0, всіх поліномів вигляду

τn(x) :=
∑

|k|1≤n
akei(x,k),

де ak – довільні комплексні числа.
Величину

E△
n (f)Sp = inf

τn−1∈T△
n−1

‖f − τn−1‖Sp

називають найкращим наближенням функції f ∈ Sp порядку n− 1
поліномами, побудованим за трикутними областями.
Модулем гладкості функції f ∈ Sp порядку α > 0 називають вели-

чину

ω△
α(f, t)Sp := sup

|h|≤t
‖∆α

hf‖Sp = sup
|h|≤t

∥∥∥ ∞∑
j=0

(−1)j
(
α

j

)
f(· − jh)

∥∥∥
Sp
.

Функції ω△
α(f, t)Sp володіють усіма звичайними властивостями класи-

чних модулів гладкості. Зокрема, має місце таке твердження.

Лема 3.18. Нехай f, g ∈ Sp, α ≥ β > 0, t, t1, t2 ≥ 0. Тоді
(i) ω△

α(f, t)Sp , t ∈ (0,∞), є невід’ємною неперервною зростаючою
функцією і lim

t→0+
ω△
α(f, t)Sp = 0;

(ii) ω△
α(f, t)Sp ≤ 2{α−β}ω△

β (f, t)Sp , де {α} = inf{k ∈ N0 : k ≥ α};
(iii) ω△

α(f + g, t)Sp ≤ ω△
α(f, t)Sp + ω△

α(g, t)Sp ;
(iv) ω△

1 (f, t1 + t2)Sp ≤ ω△
1 (f, t1)Sp + ω△

1 (f, t2)Sp ;
(v) ωα(f, t)Sp ≤ 2{α}‖f‖Sp .
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3.4.2. Прямі теореми наближення.

Твердження 3.19 ([2]). Нехай ψ = {ψ(k)}k∈Zd – система чисел, під-
порядкована умовам (3.5) та (3.9). Якщо для функції

f ∈ Sp, 1 ≤ p <∞,

існує похідна fψ з простору Sp, то при n ∈ N,
E△
n (f)Sp ≤ εnE

△
n (f

ψ)Sp , де εn = max
|k|1≥n

|ψ(k)|.

Сформулюємо тепер прямі теореми наближення в просторах Sp в
термінах найкращих наближень та модулів гладкості функцій. Зокре-
ма, наведемо нерівності типу Джексона вигляду

E△
n (f)Sp ≤ K(τ)ω△

α

(
f,
τ

n

)
Sp
, τ > 0,

і розглянемо питання про точні константи в цих нерівностях при фі-
ксованих n, α, τ та p. Для цього розглянемо величину

Kn,α,p(τ) = sup
{

E△
n (f)Sp

ω△
α(f,

τ
n)Sp

: f ∈ Sp ∩ L1,Y , f 6≡ const
}
,

де Y := Zd+∪Zd−, Zd+ та Zd− – підмножини векторів z ∈ Zd, всі координати
яких відповідно невід’мні або від’ємні,

L1,Y := L1,Y (Td) = {f ∈ L(Td) : f̂(k) = 0 ∀k ∈ Zd \ Y }.

Через M(τ), τ > 0, позначимо множину обмежених неспадних функ-
цій µ, відмінних від константи на [0, τ ].

Теорема 3.20 ([2, 60]). Нехай f ∈ Sp ∩ L1,Y , 1 ≤ p < ∞. Тоді для
довільних τ > 0, n ∈ N та α > 0 справджується нерівність

E△
n (f)Sp ≤ Cn,α,p(τ)ω

△
α

(
f,
τ

n

)
Sp
, (3.27)

де

Cn,α,p(τ) :=

(
inf

µ∈M(τ)

µ(τ)− µ(0)

2
αp
2 In(τ, µ)

)1/p

, (3.28)

і

In(τ, µ) = In,α,p(τ, µ) = inf
ν∈N:ν≥n

τ∫
0

(
1− cos ν

n
t
)αp

2
dµ(t).

Крім цього, існує функція µ∗ ∈M(τ), яка реалізує точну нижню межу
в (3.28). Нерівність (3.27) є непокращуваною на множині всіх функцій
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f ∈ Sp∩L1,Y , f 6≡ const, в тому сенсі, що для довільних α > 0 та n ∈ N
маємо

Cn,α,p(τ) = Kn,α,p(τ).

Зазначимо, що у просторах L2(T1) при α = 1 дане твердження дове-
дено О. Г. Бабенком [24]. У просторах Sp цей та інші результати цього
підрозділу отримано для функцій однієї та багатьох змінної відповідно
в роботах [2, 60].

Зазначимо також, що для f ∈ Sp умова f̂(k) = 0, k ∈ Zd \Zd± в теоре-
мі 3.20 взагалі кажучи є необхідною. Наприклад, розглянемо функцію

f(x) = ei(k∗,x),

де k∗ = (l,−l, 0, . . .), l ∈ N. Тоді при всіх n < 2l маємо En(f∗)Sp = 1,
однак ω(f∗, t) ≡ 0.

Наслідок 3.21 ([2, 60]). Нехай f ∈ Sp ∩ L1,Y , 1 ≤ p < ∞. Тоді для
довільних n ∈ N та α > 0 справджується нерівність

E△
n (f)

p
Sp ≤ 1

2
αp
2 In(

αp
2 )

π∫
0

ω△
α

(
f,
t

n

)p
Sp

sin tdt, (3.29)

де

In(λ) := inf
ν∈N:ν≥n

π∫
0

(
1− cos ν

n
t
)λ

sin tdt, λ > 0, n ∈ N. (3.30)

Якщо при цьому αp
2 ∈ N, то

In

(αp
2

)
=

2
αp
2
+1

αp
2 + 1

,

і нерівність (3.29) не може бути покращена для n ∈ N в тому сенсі,
що для кожного n ∈ N існує функція f∗ ∈ Sp ∩ L1,Y така, що

E△
n (f

∗)pSp =
αp
2 + 1

2αp+1

π∫
0

ω△
α

(
f∗,

t

n

)p
Sp

sin tdt.

В наступному твердженні містяться оцінки зверху при τ = π для
констант Kn,α,p(τ) , які не залежать від n і є не покращуваними у низці
важливих випадків.
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Наслідок 3.22 ([2, 60]). Для довільних 1 ≤ p < ∞, α > 0 та n ∈ N
справджуються нерівності

Kp
n,α,p(π) ≤

1

2
αp
2
−1In(

αp
2 )

≤
αp
2 + 1

2αp + 2
αp
2
−1(αp2 + 1)σ(αp2 )

,

де величина In(λ) означена рівністю (3.30) і

σ(λ) := −
∞∑

m=[λ
2
]+1

(
λ

2m

)
1

22m−1

(
1− (−1)[λ]

2

(
2m

m

)

−
m−1∑
j=0

(
2m

j

)
2

2(m− j)2 − 1

)
, λ > 0.

Якщо при цьому αp
2 ∈ N, то величина σ(αp2 ) = 0 і

Kp
n,α,p(π) ≤

αp
2 + 1

2αp
. (3.31)

Наступне твердження встановлює оцінку величинKn,α,p(π) рівномір-
но обмежену відносно усіх параметрів α > 0, n ∈ N та 1 ≤ p <∞.

Наслідок 3.23 ([2, 60]). Нехай f ∈ Sp ∩ L1,Y , 1 ≤ p < ∞, f 6≡ const.
Тоді для довільних α > 0 та n ∈ N

E△
n (f)Sp <

4

3 · 2α/2
ωα

(
f,
π

n

)
Sp
.

У просторах L2(T1) при α = 1 нерівність (3.29) доведено М. І. Черни-
хом [75, 76]. Нерівності такого типу, а також суміжні питання, пов’язані
з обчисленням значень поперечників класів функцій, що задаються ма-
жорантами їх модулів неперервності, досліджувалися в роботах [1, 23,
25, 31—34, 38, 47, 67, 68, 70] та ін.

3.4.3. Обернені теореми наближення. Перед формулюванням обер-
неної теореми наближення наведемо також нерівність Бернштейна, у
якій норма узагальненої похідної тригонометричного полінома оцінює-
ться через норму самого полінома (див., наприклад, [70, Гл. 4]).

Твердження 3.24 ([2, 60]). Нехай ψ = {ψ(k)}k∈Zd – система чисел,
які задовольняють умову (3.9). Тоді для довільного τn ∈ Tn, n ∈ N,
справджується нерівність

‖τψn ‖Sp ≤ 1

εn
‖τn‖Sp , де εn := min

0<|k|1≤n
|ψ(k)|.
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Наслідок 3.25. Нехай ψ(k) = ν−r, |k|1 = ν, ν = 0, 1, . . ., r ≥ 0. Тоді
для довільного полінома τn ∈ Tn, n ∈ N

‖τψn ‖Sp = ‖τ (r)n ‖Sp ≤ nr‖τn‖Sp .

Обернена апроксимаційна теорема в просторі Sp має такий вигляд.

Теорема 3.26 ([2, 60]). Нехай f ∈ Sp, 1 ≤ p < ∞. Тоді для довільних
n ∈ N та α > 0

ω△
α

(
f,
π

n

)
Sp

≤ πα

nα

( n∑
ν=1

(ναp − (ν − 1)αp)E△
ν (f)

p
Sp

)1/p

. (3.32)

Зазначимо, що в (3.32) сталу πα, взагалі кажучи, зменшити не мо-
жна, оскільки для довільного числа ε > 0 знайдеться функція f∗ ∈ Sp
така, що при всіх n, більших деякого номера n0 виконується протиле-
жна нерівність

ω△
α

(
f∗,

π

n

)
Sp
>
πα − ε

nα

( n∑
ν=1

(ναp − (ν − 1)αp)E△
ν (f

∗)pSp

)1/p

.

Оскільки ναp − (ν − 1)αp ≤ αpναp−1, то з нерівності (3.32) випливає,
що

ω△
α

(
f,
π

n

)
Sp

≤ πα(αp)1/p

nα

( n∑
ν=1

ναp−1E△
ν (f)

p
Sp

)1/p

. (3.33)

Звідси, зокрема, отримуємо такий наслідок.

Наслідок 3.27 ([2, 60]). Нехай f ∈ Sp, 1 ≤ p < ∞, послідовність
найкращих наближень E△

n (f)Sp функції f задовольняє співвідношення
E△
n (f)Sp = O(n−β) при деякому β > 0. Тоді для всіх α > 0,

ω△
α(f, t)Sp =


O(tβ) при β < α,

O(tα| ln t|1/p) при β = α,

O(tα) при β > α.

У просторах Sp(T1) 2π-періодичних функцій однієї змінної нерівно-
сті (3.33) були отримані в [65] та [60]. У просторах Sp(Td) функцій
багатьох змінних ці нерівності отримано в [2]. У просторах Lp(Td) не-
рівності типу (3.33) доведено М. П. Тіманом (див. [71, 72] та [70, Гл.
2]).

Прямі та обернені теореми наближення функцій, заданих на сфері,
у просторах Sp,q(σd), d ≥ 3, отримано в роботах [40, 41].
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3.4.4. Конструктивні характеристики класів функцій, визначе-
них їх модулями гладкості. Нехай ω – довільна мажоранта, визна-
чена на відрізку [0, 1]. Для фіксованого α > 0 покладемо

SpHω
α =

{
f ∈ Sp : ω△

α(f ; δ)Sp = O(ω(δ)), δ → 0 +
}
. (3.34)

Далі, розглядаємо мажоранти ω(t), t ∈ [0, 1], які задовольняють насту-
пні умови:

1) ω(δ) неперервна на [0, 1];
2) ω(δ) ↑;
3) ω(δ) 6= 0 для δ ∈ (0, 1];
4) ω(δ) → 0 при δ → 0,

а також відомі умови Барі (Bα) та (B) (див., наприклад, [28]):

(Bα), α > 0 :

n∑
v=1

vα−1ω
(1
v

)
= O

[
nαω

( 1
n

)]
,

(B) :

∞∑
v=n+1

1

v
ω

(
1

v

)
= O

[
ω

(
1

n

)]
.

Теорема 3.28 ([2, 60]). Нехай α > 0, ω – довільна функція, яка задо-
вольняє умови 1)-4) та умову (Bα). Для того, щоб функція

f ∈ Sp ∩ L1,Y

належала множині SpHω
α ∩ L1,Y , необхідно і достатньо, щоб

E△
n (f)Sp = O

[
ω
( 1
n

)]
.

Функція tr, r ≤ α, задовольняє умови 1)-4) та (Bα). Тому позначаючи
через SpHr

α множину SpHω
α при ω(t) = tr, 0 < r ≤ α, отримаємо таке

твердження.

Наслідок 3.29. Нехай α > 0, 0 < r ≤ α. Для того, щоб функція
f ∈ Sp ∩ L1,Y належала множині

SpHr
α ∩ L1,Y ,

необхідно та достатньо, щоб
E△
n (f)Sp = O(n−r).

3.5. Наближення лінійними методами функцій з просторів Sp.
У низці робіт (див., наприклад, [13, 35, 37, 46, 64, 78, 79, 84] та ін.)
досліджувалися різні проблеми, пов’язані з апроксимацією лінійними
методами підсумовування рядів Фур’є у просторах Spφ та просторах Sp
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зокрема. Так, в роботах [79, 84] розглядались загальні питанні теорії
лінійних методів підсумовування рядів Фур’є (регулярність, насичен-
ня) у просторах Spφ. В [64, 78] встановлено точні значення найкращих
n-членних наближень такими методами q-еліпсоїдів у цих просторах.
В роботі [35] отримано нерівності типу Джексона наближення сумами
Зигмунда в просторах Sp. Наведемо результати робіт [13, 46], у яких
встановлено прямі та обернені теореми наближення функцій середніми
Тейлора-Абеля-Пуассона, і в термінах похибок наближення цими се-
редніми в просторі Sp отримано конструктивну характеристику класів
функцій, узагальнені похідні яких належать множинам SpHω.

3.5.1. Позначення та постановка задачі. Нехай f – довільна функ-
ція з простору L(Td). Виходячи зі співвідношення (3.26), розглянемо
лінійні оператори S△

n , σ
△
n , P△

ϱ,s і A△
ϱ,r, визначені на L(Td) відповідно рів-

ностями
S△
n (f)(x) =

n∑
ν=0

Hν(f)(x), n = 0, 1, . . . ,

σ△n (f)(x) =
1

n+ 1

n∑
ν=0

S△
ν (f)(x) =

n∑
ν=0

(
1− ν

n+ 1

)
Hν(f)(x), n ∈ N,

P△
ϱ,s(f)(x) =

∞∑
ν=1

%ν
s
Hν(f)(x), s > 0, % ∈ [0, 1),

і
A△
ϱ,r(f)(x) = S△

r−1(f)(x) +
∞∑
ν=r

λν,rHν(f)(x),

де при r ∈ N та % ∈ [0, 1)

λν,r := λν,r(%) :=
r−1∑
k=0

(
ν

k

)
(1− %)k%ν−k =

r−1∑
k=0

(1− %)k

k!

dk

d%k
%ν .

Вирази S△
n (f)(x), σ△n (f)(x) і P△

ϱ,s(f)(x) називають відповідно трику-
тною частинною сумою ряду Фур’є, трикутною сумою Фейєра і узагаль-
неною трикутною сумою Абеля-Пуассона функції f . Вираз A△

ϱ,r(f)(x)
називають трикутною сумою Тейлора-Абеля-Пуассона функції f .

Оператори P△
ϱ,s в загальному випадку, як агрегати наближення функ-

цій функцій однієї змінної, мабуть, вперше розглядалися в [29, 30].
Оператори A△

ϱ,r введені в [45], де в їх термінах дано конструктивну
характеристику класів Гарді–Ліпшиця Hr

p Lipα функцій однієї змінної,
голоморфних в одиничному крузі комплексної площини. Апроксимацій
властивості цих операторів вивчалися в роботах [4, 12, 13, 42, 45, 46]
та ін. В частинному випадку, коли r = s = 1 оператори A△

ϱ,1 та P△
ϱ,1
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збігаються між собою і породжують класичний метод Абеля-Пуассона
підсумовування кратних рядів Фур’є по трикутних областях.

Нагадаємо, що інтегралом Пуассона функції f ∈ L(Td) називається
функція P (f), визначена в [0, 1)d × Rd рівністю

f(ϱ,x) =
∫
Td
f(x+ bt)P (ϱ, t)dt,

де

P (ϱ, t) :=
d∏
j=1

1− %2j
1− 2%j cos tj + %2j

, %j ∈ [0, 1),

— кратне ядро Пуассона і
x+ bt := (x1 + t1, . . . , xd + td).

Надалі домовимось під виразом f(%,x) розуміти інтеграл Пуассона,
в якому ϱ – це вектор з однаковими координатами, тобто ϱ= (%, . . . , %).

В даному підрозділі вивчаються оператори A△
ϱ,r і P△

ϱ,s як лінійних
методів наближення функцій в просторах Sp. При цьому основна ува-
га звертається на зв’язок апроксимативних властивостей сум A△

ϱ,r(f) і
P△
ϱ,s(f) із диференціальними властивостями функції f , а саме, власти-

востями похідних, означених в такий спосіб.
Нехай ψ = {ψ(k)}k∈Zd – довільна система комплексних чисел і

Z(ψ) := Zd(ψ) :=
{
k ∈ Zd : ψ(k) = 0

}
.

Надалі вважаємо, що множина Z(ψ) має скінченну кількість елемен-
тів.

Якщо для даної функції f ∈ L(Td) знайдеться функція g ∈ L(Td)
така, що

S[f ](x) =
∑

k∈Z(ψ)
f̂(k)ei(k,x) +

∑
k∈Zd

ψ(k)ĝ(k)ei(k,x), (3.35)

то кажуть, що у функції f існує ψ-похідна g, для якої використовують
позначення g = fψ. При цьому, якщо Z(ψ) = ∅, то перша сума в (3.35)
покладається рівною нулеві.

Зрозуміло, що ψ-похідна для функцій з простору Sp є єдиною з то-
чністю до суми ∑

k∈Z(ψ)
ake

i(k,x),

де ak – будь-які числа. Дане означення ψ-похідної пристосоване для
потреб досліджень, викладених у цьому підрозділі, і за суттю не відрі-
зняється від поняття ψ-похідної О. І. Степанця, наведеного в підрозді-
лі 3.1
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Далі, розглядаються ψ-похідні функцій з L(Td) в таких двох випад-
ках:

1) ψ(k) = ν−r при |k|1 = ν, ν = 0, 1, . . ., r ≥ 0 і
2) ψ(k) = 0 при |k|1 = 0, 1, . . . , r − 1 та ψ(k) = (ν − r)!/ν! при

|k|1 = ν, ν ≥ r, r ∈ N.
При цьому у першому випадку для ψ-похідної функції f викори-

стовуємо позначення f (r), у другому – f [r], а при r = 0 покладаємо
f (0) = f [0] = f . Відмітимо також, що f (1) = f [1].

3.5.2. Прямі та обернені теореми наближення лінійними ме-
тодами. Перейдемо до формулювання основних результатів підроз-
ділу 3.5. При цьому будемо використовувати позначення, наведені в
підрозділах 3.4.2 та 3.4.4.

Твердження 3.30 ([13, 46]). Нехай 1 ≤ p <∞, f ∈ L(Td), d ∈ N і ω –
довільна функція, яка задовольняє умови 1)-4) та (B). Тоді наступні
твердження рівносильні:

i)
∥∥S△

n

(
f [1]
)∥∥

Sp
= O(nω( 1n)), n→ ∞;

ii) ‖f − σ△n (f)‖
Sp

= O(ω( 1n)), n→ ∞.
Крім цього, якщо виконується одне із тверджень i) чи ii), то

iii) f ∈ SpH1
ω.

Якщо ж f ∈ L1,Y (Td), то всі твердження i)-iii) є еквівалентними.
Зазначимо, що імплікація ii)⇒iii) є твердженням типу прямих та

обернених теорем для методу Фейєра [3].
В наступній теоремі даються прямі та обернені теореми наближення

функцій оператором A△
ϱ,r в просторі Sp в термінах мажорант ω.

Теорема 3.31 ([13, 46]). Нехай 1 ≤ p < ∞, r ∈ N, f ∈ L(Td), d ∈ N і
ω – довільна функція, яка задовольняє умови 1)-4) та (B). Наступні
твердження рівносильні:

i) ‖f −A△
ϱ,r(f)‖Sp = O((1− %)r−1ω(1− %)), %→ 1−;

ii)
∥∥P (f [r])(%, ·)∥∥

Sp
= O(ω(1−ϱ)1−ϱ ), %→ 1−;

Крім цього, якщо виконується одне із тверджень i) чи ii), то
iii) f [r−1] ∈ SpH1

ω.
Якщо ж f ∈ L1,Y (Td), то всі твердження i)-iii) є еквівалентними.
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Зазначимо, що імплікація ii)⇒iii) є твердженням типу теорем Гарді-
Літтлвуда [8].

Наведемо також апроксимаційні властивості сум P△
ϱ,s(f) в просторі

Sp. Застосування теореми 3.31 до функції
f = g(s−1)

зі значенням параметра r = 1 і врахування співвідношення
‖f − P△

ϱ,s(f)‖Sp ∼ ‖f (s−1) − P△
ϱ,1(f

(s−1))‖Sp , %→ 1−, (3.36)
дозволяє записати таке твердження.

Теорема 3.32 ([13, 46]). Нехай 1 ≤ p < ∞, s ∈ N, f ∈ L(Td), d ∈ N і
ω – довільна функція, яка задовольняє умови 1)-4) та (B). Наступні
твердження рівносильні:

i) ‖f − P△
ϱ,s(f)‖Sp = O(ω(1− %)), %→ 1−;

ii)
∥∥P (f (s))(%, ·)∥∥

Sp
= O(ω(1−ϱ)1−ϱ ), %→ 1−;

Крім цього, якщо виконується одне із тверджень i) чи ii), то
iii) f (s−1) ∈ SpHω.

Якщо ж f ∈ L1,Y (Td), то всі твердження i)-iii) є еквівалентними.
При d = 1 простір L1,Y (T1) збігається з простором L1(T1) і тому твер-

дження i)–iii) в твердженні 3.30 і теоремах 3.31 та 3.32 є рівносильними
без жодних застережень.

Зазначимо, що в [4] результати твердження 3.30, а також теорем 3.31
та 3.32, зокрема, розповсюджено на простори типу Орлича SM .
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