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1. Основнi науковi результати

У рамках науково-дослiдної роботи проведено дослiдження з тео-
рiї крайових задач операторно-диференцiальних рiвнянь, що моделюють
фiзико-технiчнi та бiологiчнi задачi1.

Основними результатами є наступнi:

• Використовуючи принцип стискаючого вiдображення Банаха-Кач-
чiополi-Пiкара та теорiю ступеня вiдображення iз застосуванням ер-
годичної теорiї, встановлено необхiднi та достатнi умови iснування
розв’язкiв слабко нелiнiйних операторних рiвнянь у просторах Фре-
ше, Банаха та Гiльберта. Побудовано теорiю збурень у вiдповiдних
просторах. Використовуючи методи Ньютона та їх модифiкованi ме-
тоди прискореної збiжностi, отримано iтерацiйний процес побудови
розв’язку.

• Дослiджено двоточкову крайову задачу для операторно-диферен-
цiального рiвняння типу Ляпунова i у критичному (резонансному)
випадку, яка виникає у теорiї оптимального керування для матри-
чних диференцiальних рiвнянь Рiккатi та рiвнянь типу Ляпунова.
Дослiджено задачу за припущення, що оператор, який описує одно-
рiдну лiнiйну крайову задачу, є нормально-розв’язним (зокрема, не-
теровим або фредгольмовим). Запропоновано пiдхiд до знаходже-
ння її розв’язку за допомогою теорiї псевдообернених матриць та
операторiв. Знайдено умову розв’язностi таких задач.

• При дослiдженнi умов бiфуркацiї розв’язкiв крайових задач для
iнтегро-диференцiальних систем з iмпульсним впливом встановле-
на достатня умова розв’язностi та, використовуючи метод Вiшика-
Люстерника, побудовано загальний вигляд розв’язку цiєї задачi. За-

1Робота пiдтримана грантом Президента України для молодих учених
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пропоновано новий пiдхiд до розгляду iмпульсних крайових задач,
який спрощує процес дослiдження умов розв’язностi.

• Використовуючи апарат теорiї псевдообернених за Муром-Пенроу-
зом операторiв та метод простої iтерацiї, встановлено необхiдну, до-
статню умови розв’язностi та зв’язок мiж ними, для слабко нелiнiй-
них iмпульсних iнтегро-диференцiальних систем та крайових задач
для них. Запропоновано алгоритм побудови розв’язку.

• Отримано необхiднi та достатнi умови розв’язностi слабко нелiнiйно-
збуреної крайової задачi для нелiнiйного операторно-диференцiаль-
ного рiвняння Рiккатi в просторi Гiльберта на вiдрiзку та на всiй осi.
Шукаються такi розв’язки крайової задачi, якi обертаються в один
з розв’язкiв породжуючої лiнiйної задачi, коли немає нелiнiйного
збурення. Розв’язки породжуючої задачi будуються за допомогою
введеного узагальненого оператора Грiна. Для слабко нелiнiйного
рiвняння побудовано iтерацiйний процес знаходження розв’язкiв, що
збiгається до шуканого розв’язку.
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2. Слабко збуренi крайовi задачi для iнтегро-дифе-
ренцiальних систем з iмпульсним впливом

При математичному моделюваннi еволюцiї реальних процесiв з ко-
роткочасовими збуреннями часто їх тривалiстю можна знехтувати i вва-
жати, що цi збурення носять "миттєвий" характер. Така iдеалiзацiя при-
водить до необхiдностi дослiдження динамiчних систем з розривними
траекторiями або, як їх часто називають, диференцiальнi системи з iм-
пульсним впливом.

М. М. Крилов та М. М. Боголюбов [1] показали, що при дослiдженнi
систем диференцiальних рiвнянь з iмпульсним впливом можна успiшно
застосовувати асимптотичнi методи нелiнiйної механiки. Систематичне
вивчення математичних проблем теорiї диференцiальних систем з iм-
пульсним впливом почалося у роботах А. Д. Мишкiса, А. М. Самойлен-
ка, М. О. Перестюка [9], А. Халаная, Д. Векслера [6]. У подальшому,
iдеї, закладенi у цих роботах, отримали свiй розвиток та узагальнення
у численних публiкацiях [11, 12, 13, 15, 16, 21]. Стало зрозумiло, що те-
орiю диференцiальних систем з iмпульсним впливом можна розвивати
i для дослiдження розв’язностi систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь
[19, 26, 27]. Такий напрям у теорiї iнтегро-диференцiальних рiвнянь з
iмпульсним впливом i буде предметом дослiдження даного роздiлу. Ви-
користовуючи результати, отриманi у роботах [4, 15, 17, 26, 27], з’ясуємо
умови розв’язностi та структуру розв’язкiв таких задач.

У роботi [29] розглянуто задачу про достатню умову розв’язностi
слабко збуреної системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь з iмпульсним
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впливом у фiксований момент часу:

ẋ(t)− Φ(t)
b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)

]
ds = f(t)+

+ε
b∫
a

[
K(t, s)x(s) +K1(t, s)ẋ(s)

]
ds, t 6= τi,

∆Eix |t=τi:= Six(τi − 0) + γi + εA1ix(τi − 0), i = 1, ..., p,

(1)

`x(·, ε) = α + ε`1x(·, ε) ∈ Rq. (2)

Тут A(t), B(t), Φ(t), K(t, s), K1(t, s) — (m×n), (m×n), (n×m), (n×n),

(n× n) — вимiрнi матрицi, компоненти яких належать простору L2[a, b];
вектор-стовпчики матрицi Φ(t) — лiнiйно-незалежнi на [a, b], f(t) — n-
вимiрна вектор-функцiя з L2[a, b]; Ei, Si — (ki×n)-вимiрнi матрицi, γi —
ki-вимiрний вектор стовпчик констант, rank (Ei+Si) = ki (i = 1, 2, ..., p),

тобто розв’язок системи (1) визначається однозначним продовженням
через точки розриву:

∆Eix|t=τi = Ei

(
x(τi + 0)− x(τi − 0)

)
, (3)

тут iмпульс задається не по всiх компонентах невiдомої n-вимiрної вектор-
функцiї x(t) = col(x1(t), x2(t), ..., xki(t), ..., xn(t)), а лише по ki її компо-
нентах; ` — обмежений лiнiйний векторний функцiонал, визначений в
D2[a; b], ` = col(`1, `2, `3, .., `p) : D2[a; b]→ Rp; α = col(α1, α2, α3, .., αp) εRp.

Розв’язок x(t) = x(t, ε) iмпульсної крайової задачi (1), (2) визначе-
ний у такому класi:

x(·, ε) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C(0, ε0],

t ∈ [a, b], τi ∈ (a, b).

Паралельно зi слабко збуреною iмпульсною крайовою задачею (1),
(2) розглядається наступна породжуюча iмпульсна крайова задача (ε =

0):

ẋ(t)− Φ(t)
b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)

]
ds = f(t), t 6= τi,

∆Eix |t=τi:= Six(τi − 0) + γi, i = 1, ..., p,

(4)
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`x(·, ε) = α ∈ Rq. (5)

Припускається, що породжуюча задача (4), (5) не має розв’язкiв при
певних неоднорiдностях f(t) ∈ L2[a, b], γi ∈ Rki та α ∈ Rp.

Iмпульсну умову можна представити як внутрiшню крайову [4, 27,
28] увiвши k-вимiрний лiнiйний обмежений векторний функцiонал

ϕ = col(ϕ1, ϕ2, ..., ϕp) : D2([a, b]\{τi}I)→ Rk,

ϕi : D2([a, b]\{τi}I)→ Rki,

k := k1 + k2 + ...+ kp, i = 1, 2, ..., p,

де 
ϕ1x := E1x(τ1+)− (E1 + S1)x(τ1−)

ϕ2x := E2x(τ2+)− (E2 + S2)x(τ2−)

................................................

ϕpx := Epx(τp+)− (Ep + Sp)x(τp−),

(6)

яка буде мати наступний вигляд

ϕx(·, ε) = γ + εA1x(·, ε) ∈ Rk. (7)

Тут γ = col(γ1, γ2, ..., γp) ∈ Rk, γi ∈ Rki, A1 = [A11, A12, ..., A1i, ..., A1p] —
(k × np) блочно-дiагональна матриця, A1i — (ki × n)-вимiрна матриця.

Тепер введемо обмежений лiнiйний (k+q)-вимiрний векторний фун-
кцiонал

L := [
ϕ

`
] : D2([a, b]\{τi}I)→ Rk+q

i запишемо iмпульсну (1) та крайову (2) умови у наступнiй формi:

Lx(·, ε) = δ + εL1x(·, ε),

де δ := [
γ

α
] ∈ Rk+q, L1 := [

A1

`1
] : D2([a, b]\{τi}I) → Rk+q — обмежений

лiнiйний (k + q)-вимiрний векторний функцiонал.
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Таким чином ми отримали слабко збурену крайову задачу для си-
стеми iнтегро-диференцiальних рiвнянь, яка вiдповiдає слабко збуренiй
iмпульснiй крайовiй задачi (1), (2):

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)

]
ds =

f(t) + ε

b∫
a

[
K(t, s)x(s) + K1(t, s)ẋ(s)

]
ds, (8)

Lx(·, ε) = δ + εL1x(·, ε) ∈ Rk+p, (9)

t ∈ [a, b]\{τi}I , τi ∈ (a, b), i = 1, ..., p, ε ∈ (0, ε∗].

Вiдповiдна породжуюча задача (ε = 0) має вигляд:

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)

]
ds = f(t), (10)

Lx(·, ε) = δ ∈ Rk+q. (11)

Вiдповiдно до [24, 17], використовуючи теорiю псевдообернених опе-
раторiв та метод Вiшика–Люстерника, [8] ми можемо сформулювати на-
ступний критерiй розв’язностi крайової задачi (10), (11).

Теорема 1. Припустимо, що слабко збурена крайова задача для систем
iнтегро-диференцiальних рiвнянь з iмпульсним впливом (1), (2) задо-
вольняє наведенi вище умови i породжуюча iмпульсна крайова задача
(4), (5) є нерозв’язною для деяких неоднорiдностей f(t) ∈ L2[a, b], α ∈ Rq

та γi ∈ Rki, i = 1, .., p. Тодi, якщо виконано умову:

PB∗
0

[
PD∗

d1

PQ∗
d2

]
= 0,
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то слабко збурена iмпульсна крайова задача (1), (2) буде мати принайм-
нi один розв’язок у виглядi абсолютно збiжного ряду при фiксованому
ε ∈ (0, ε∗] :

x(t, ε) =
∞∑

j=−1
εjxj(t, cj).

Коефiцiєнти xj(t, cj) мають наступний вигляд:

xj(t, cj) = Xr2(t)cj −Ψ0(t)PDr1
Q+
(
δj − LFj(·)

)
+ Fj(t),

cj = B+
0 gj+1, cj ∈ Rr2, j = 0, 1, 2...

Компоненти Fj(t), gj+1 та всi складовi (1)-(11) детально описанi у
роботi I. А. Бондар [29] вiдповiдно.

Наслiдок 1. Якщо при довiльних i = 1, .., p, Ei := E — (n × n) —
вимiрна матриця i γi n-вимiрний вектор стовпчик, тодi iмпульсна
умова в (1) має вигляд стандартної iмпульсної умови (див. [9, 11, 12,
17]):

∆x |t=τi:= x(τi+)− x(τi−) = Six(τi−) + γi + εA1ix(τi−), i = 1, ..., p.

Наслiдок 2. Якщо E1 = (1, 0, ..., 0), ..., Ei = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0), ..., i =
1, ..., p, p ≤ n i Si — (1 × n) вектори, тодi iмпульсна умова в (1) буде
задаватися лише по вiдповiдних компонентах невiдомої вектор-функцiї
x(t) = col

(
x1(t), ..., xi(t), ..., xn(t)

)
:

4Eix |t=τi:= xi(τi+)− xi(τi−), i = 1, ..., p.
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3. Слабко нелiнiйнi iмпульснi крайовi задачi для
систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь

Умови iснування розв’язкiв систем лiнiйних iнтегро-диференцiаль-
них рiвнянь та крайових задач для них вивчались у роботах [22, 23, 24,
25, 26]. Для таких систем в препринтi розвинуто загальну теорiю та роз-
роблено ефективнi методи знаходження розв’язкiв за допомогою теорiї
псевдообернених за Муром-Пенроузом матриць [17]. Дослiджено умови
iснування та запропоновано iтерацiйнi алгоритми побудови розв’язкiв
крайових задач для слабко нелiнiйної системи iнтегро-диференцiальних
рiвнянь з iмпульсним впливом.

Розглянуто слабко нелiнiйну систему iнтегро-диференцiальних рiв-
нянь з iмпульсною дiєю у фiксований момент часу:

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)]ds =

f(t) + ε

b∫
a

K(t, s)Z(x(s, ε), s, ε)ds, (12)

∆Eix|t=τi := Six(τi − 0) + γi + εJ1(x(·, ε), ε), (13)

t 6= τi, t ∈ [a, b], τi ∈ (a, b), i = 1, 2, ..., p,

та крайовою умовою

`x(·) = α + εJ2(x(·, ε), ε), α ∈ Rq. (14)

Будемо використовувати припущення i позначення запропонованi у
роботi [26] i у попередньому роздiлi. Додамо лише наступнi визначення:
Z(x(t, ε), t, ε) — нелiнiйна по першiй компонентi n-вимiрна вектор-функцiя,
неперервно диференцiйована по x в околi породжуючого розв’язку, iнте-
гровна по t i неперервна по ε:

Z(·, t, ε) ∈ C1[‖x− x0‖ ≤ µ], Z(x(·, ε), ·, ε) ∈ L2[a, b],
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Z(x(t, ·), t, ·) ∈ C[0, ε0];

J1(x(·, ε), ε), J2(x(·, ε), ε) — нелiнiйнi обмеженi, вiдповiдно, p, q-вимiрнi
вектор-функцiонали, неперервно диференцiйованi по x у розумiннi Фре-
ше i неперервнi по ε в околi породжуючого розв’язку.

Покажемо, що дослiджувати задачу з iмпульсним впливом (12)-(14)
можна, розглядаючи її як внутрiшню крайову задачу ("interface BVP’s"[4]).

Для того, щоб показати цей зв’язок, введемо ϕx(·) — k–вимiрний
лiнiйний обмежений векторний функцiонал

ϕ := col(ϕ1, ..., ϕp) : D2([a, b] \ {τi}I)→ Rk, k := k1 + k2 + ...+ kp,

ϕi : D2([a, b] \ {τi}I)→ Rki, (i = 1, ..., p)

наступним чином
ϕ1x := E1x(τ1+)− (E1 + S1)x(τ1−)

ϕ2x := E2x(τ2+)− (E2 + S2)x(τ2−)

................................................

ϕpx := Epx(τp+)− (Ep + Sp)x(τp−),

(15)

та запишемо iмпульсну дiю (13) як крайову умову

ϕx(·) = γ + εJ1(x(·, ε), ε), (16)

де γ = col(γ1, γ2, ..., γp) ∈ Rk, γi ∈ Rki.

Об’єднаємо таким чином отриману внутрiшню крайову умову (16)
iз заданою крайовою умовою (14) i отримаємо (k + q) умов на невiдому
n-вимiрну вектор-функцiю x(t) :

Lx(·) = δ + εJ(x(·, ε), ε) ∈ Rk+q, (17)

де

L :=
[ ϕ
`

]
, δ :=

[ γ
α

]
, δ ∈ Rk+q, J(x(·, ε)) :=

[ J1(x(·, ε))
J2(x(·, ε))

]
.
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Тепер слабко нелiнiйну iмпульсну крайову задачу (12)-(14) можна
розглядати як слабко нелiнiйну крайову задачу (12), (17). Аналогiчно,
як у роботах [23, 26], можна встановити необхiдну та достатню умови
розв’язностi та зв’язок мiж ними для отриманої таким чином слабко не-
лiнiйної крайової задачi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь (12), (17).
Отже, шукаємо розв’язок x = x(t, ε) крайової задачi (12),(17), визначе-
ний у такому класi вектор-функцiй

x = x(t) : x(·) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẋ(·) ∈ L2[a, b].

x(·, ε) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0],

i який при ε = 0 перетворюється в один iз розв’язкiв породжуючої кра-
йової задачi

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)

]
ds = f(t), (18)

Lx(·) = δ ∈ Rk+q, (19)

яка детально розглянута у роботi [14]. Справедливим є наступне твер-
дження.

Теорема 2. Нехай rankQ = n2 ≤ (p, r1). Тодi однорiдна крайова задача
(18), (19) (f(t) = 0, δ = 0) має r лiнiйно-незалежних розв’язкiв вигляду:

x(t, cr) = Ψ0(t)PDr1
PQr

cr, cr ∈ Rr,

r1 = m+ n− rankD, r = r1 − rankQ.

Неоднорiдна крайова задача (18), (19) є розв’язною тодi i тiльки тодi,
коли виконуються умови:

PD∗
d1
b̃ = 0, PQ∗

d2
(δ − LF (·)) = 0, (20)

d1 = m− rankD, d2 = k + q − rankQ,

та має r-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв:
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x(t, cr) = Ψ0(t)PDr1
PQr

cr+

Ψ0(t)PDr1
Q+(δ − LF (·)) + F (t), ∀cr ∈ Rr, (21)

якi визначенi у наступному класi вектор-функцiй:

x = x(t) : x(·) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẋ(·) ∈ L2[a, b].

Тут Ψ0(t) = [Ψ(t), In], Ψ(t) =
t∫
a

Φ(s)ds — вiдповiдно, n× (m+ n) та

n×m вимiрнi матрицi;D =
[
Im−

b∫
a

[
A(s)Ψ(s)+B(s)Φ(s)

]
ds,−

b∫
a

A(s)ds
]
—

m × (m + n) вимiрна матриця, f̃(t) =
t∫
a

f(s)ds, b̃ =
b∫
a

[
A(s)f̃(s) +

B(s)f(s)
]
ds, F (t) = f̃(t) + Ψ0(t)D

+b̃, Im, In — одиничнi матрицi вiдпо-
вiдних порядкiв; PD, PD∗ — (m+ n)× (m+ n), m×m -вимiрнi матрицi,
вiдповiдно, ортопроектори на ядро та коядро матрицi D; PDr1

(PD∗
d1

) —
матриця, яка складається iз повної системи r1 (d1) лiнiйно незалежних
стовпчикiв (рядкiв) матрицi ортопроектора PD (PD∗). Матриця Q — (k+

q)× r1 вимiрна i побудована згiдно з [14]; D+ (Q+) — псевдообернена (за
Муром–Пенроузом) до D (Q) матриця. PQ, PQ∗, вiдповiдно, r1 × r1,

(k + q)× (k + q) вимiрнi матрицi, ортопроектори на ядро та коядро ма-
трицi Q; PQr

(PQ∗
d2

) — матриця, яка складається з повної системи r (d2)

лiнiйно незалежних стовпчикiв (рядкiв) матрицi PQ (PQ∗).

Далi, розв’язок (21) породжуючої крайової задачi (18),(19)
x(t, 0) = x0(t, cr) будемо називати породжуючим розв’язком слабко не-
лiнiйної iмпульсної крайової задачi (12)-(14), де cr ∈ Rr — невiдомий
вектор констант, який буде визначений нижче.

Розглянуто критичний випадок, коли вiдповiдна однорiдна
(f(t) = 0, δ = 0) породжуюча крайова задача (18),(19) має нетривiальнi
розв’язки x(t, cr) = x0(t, cr), якi визначаються формулою (21). Спочатку
встановимо необхiдну умову розв’язностi крайової задачi (12), (17).
Справедливим буде наступне твердження.
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Теорема 3. (Необхiдна умова). Нехай слабко нелiнiйна iмпульсна
крайова задача (12)-(14) має розв’язок x = x(t, ε), такий, що:

x(·, ε) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C(0, ε0]

i, який при ε = 0 перетворюється у породжуючий розв’язок x0(t, cr)
(21) з константою cr = c0r (r = m+ n− rankD − rankQ).

Тодi вектор констант c0r обов’язково повинен бути дiйсним коре-
нем системи рiвнянь:

PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)dsdτ+

+ B(s)

b∫
a

K(s, τ)Z(x0(τ, c
0
r), τ, 0)dτ

]
ds = 0, (22)

PQ∗
d2

{
J(x0(·, c0r), 0)− L

( ·∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)dsdτ+

+ Ψ0(·)D+

b∫
a

[
A(t)

t∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)dsdτ+

+ B(t)

b∫
a

K(t, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)ds

]
dt

)}
= 0, (23)

d1 = m− rankD, d2 = k + q − rankQ.

Доведення аналогiчне доведенню теореми 4.5 [8] та теореми 5.4 [17].
У випадку перiодичних задач константа c0r має фiзичний змiст i є ам-
плiтудою породжуючого розв’язку, тому у класичнiй перiодичнiй зада-
чi вiдповiдне рiвняння для систем звичайних диференцiальних рiвнянь
називають рiвнянням для породжуючих амплiтуд [5, 7]. За аналогiєю,
будемо називати систему рiвнянь (22), (23) — системою рiвнянь для
породжуючих вектор-констант iмпульсної крайової задачi для систем
iнтегро-диференцiальних рiвнянь (12)-(14).
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Якщо система рiвнянь (22), (23) розв’язна, то вектор cr = c0r ∈ Rr

визначає той породжуючий розв’язок (21) x(t, cr) = x0(t, c
0
r), якому може

вiдповiдати розв’язок x(t, ε) вихiдної iмпульсної крайової задачi (12)-
(14) (а це те саме, що розв’язок внутрiшньої крайової задачi (12), (17))
при ε = 0. Якщо ж система рiвнянь (22), (23) не має розв’язку, то й
iмпульсна крайова задача (12)-(14) не має шуканого розв’язку. Мова йде
про дiйснi коренi рiвняння для породжуючих констант (22), (23). Таким
чином, необхiдна умова розв’язностi iмпульсної крайової задачi (12)-(14)
полягає у тому, щоб система рiвнянь (22), (23) мала хоча би один дiйсний
розв’язок cr = c0r ∈ Rr.

Для отримання достатньої умови iснування зробимо замiну змiн-
них у внутрiшнiй крайовiй задачi (12), (17):

x(t, ε) = x0(t, c
0
r) + y(t, ε),

де y(t, ε) : y(·, ε) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẏ(·, ε) ∈ L2[a, b], y(t, ·) ∈ C[0, ε0],

y(t, 0) = 0. Справедливе наступне твердження.

Теорема 4. (Достатня умова). Нехай породжуюча крайова задача
(18), (19) при виконаннi умов (22), (23) має r-параметричну сiм’ю розв’яз-
кiв (21) (r = m+ n− rankD− rankQ). Тодi для кожного дiйсного зна-
чення вектора cr = c0r ∈ Rr, що задовольняє систему рiвнянь (22), (23)
для породжуючих констант та при умовi:

rankB0 = d1 + d2, (24)

слабко нелiнiйна крайова задача (12)-(14) має хоча б один розв’язок x =
x(t, ε) :

x(·, ε) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0],

який при ε = 0 перетворюється у породжуючий розв’язок x0(t, c0r) (21)
i визначається за допомогою збiжного iтерацiйного процесу та форму-
лою xk(t, ε) = x0(t, c

0
r) + yk(t, ε), (k = 0, 1, 2, ...).
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Тут (d1 + d2)× r-вимiрна матриця

B0 :=


PD∗

d1

b∫
a

[
A(s)h̃1(s) +B(s)h1(s)

]
ds

PQ∗
d2

{
L1Xr(·)− LF 1

0 (·)
}

 ,
PB∗

0
—(d1 + d2) × (d1 + d2)-вимiрна матриця (ортопроектор), яка прое-

ктує простiр Rd1+d2 на нуль-простiр N(B∗0). Збiжний iтерацiйний процес,
який визначає розв’язок задачi (12)-(14), та складовi компоненти деталь-
но описанi у вiдповiднiй роботi I. А. Бондар2.

Аналогiчно до [17, 25, 26] можна показати зв’язок мiж необхiдною та
достатньою умовами iснування розв’язку задачi (12)-(14). Справедливе
наступне твердження.

Теорема 5. Для того, щоб слабко нелiнiйна iмпульсна крайова задача
для систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь (12)–(14) мала розв’язок
x = x(t, ε) :

x(·, ε) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0],

який при ε = 0 перетворюється у породжуючий розв’язок x0(t, c0r) (21)
з константою cr = c0r ∈ Rr (r = m + n − rankD − rankQ), необхiдно,
щоб вектор c0r був дiйсним коренем системи рiвнянь для породжуючих
векторiв (22), (23) та достатньо, щоб виконувалася наступна умова:

rank
{
B0 :=

∂F̄ (cr)

∂cr

}
|cr=c0r = d1 + d2.

Бiльше того, якщо k + q = r1, тодi остання умова означає, що вектор
cr = c0r ∈ Rr є простим коренем системи рiвнянь для породжуючих
векторiв (22), (23).

2Bondar I., Gromyak M., Kozlova N. Weakly nonlinear impulsive boundary value problems for systems
of integrodifferential equations // Miskolc Mathematical Notes, 2016 (in print)
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4. Теорiя розгалуження розв’язкiв операторних
рiвнянь

У цiй частинi дослiджуються задачi про iснування неявних функцiй
[30]. Багато задач математичної фiзики зводяться до розв’язання нелi-
нiйних рiвнянь чи систем рiвнянь виду

F(x, h) = 0, (25)

де F(x, h) – нелiнiйний оператор, визначений i неперервний (достатньо
гладкий, аналiтичний) в околi w = w(x0, h0) ⊂ E1 + E вiдомого розв’яз-
ку x = x0 при h = h0 зi значеннями в E2; E1, E2, E – простори Фреше
(F : w(x0, h0) ⊂ E1×E → E2). Необхiдно побудувати розв’язок x = x(h)

рiвняння (25) в околi w точки (x0, h0). Якщо похiдна Фреше Fx(x0, h0)
iснує i є оборотним оператором, то в околi w, як випливає з класичної
теореми про неявну функцiю, iснує єдиний неперервний (гладкий, ана-
лiтичний) розв’язок x = x0 + y(h− h0). Теорiя розгалуження розглядає
питання про iснування й кiлькiсть малих розв’язкiв y(h − h0), а також
побудову їх асимптотики за малим параметром h−h0 у тому випадку, ко-
ли оператор B = −Fx(x0, h0) має нетривiальний пiдпростiр нулiв N(B),
тобто не виконуються припущення класичної теореми про неявну фун-
кцiю. В околi w(x0, h0) може iснувати декiлька розв’язкiв чи множина
розв’язкiв, залежних вiд одного або декiлькох параметрiв; (x0, h0) нази-
вається тодi точкою розгалуження розв’язкiв рiвняння (25). У подаль-
шому будемо для зручностi вважати, що x0 = 0, h0 = 0. Тодi (25) можна
записати у виглядi

Qx = R(x, h), R(0, 0) = 0, (26)

за припущення на нелiнiйнiсть: Rx(0, 0) = 0 (похiдна Фреше за першою
змiнною). Якщо h = λ – числовий параметр i при всiх можливих зна-
ченнях λ: R(0, λ) = 0, то рiвняння (26) називається задачею про точки
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бiфуркацiї. Точками бiфуркацiї є тi значення параметра λ, в околi яких
iснують нетривiальнi розв’язки рiвняння. Основи теорiї розгалуження
функцiональних рiвнянь було закладено на початку ХХ сторiччя у ро-
ботах видатних математикiв О. М. Ляпунова й Е. Шмiдта. Дослiдження
О. М. Ляпунова були пов’язанi з вiдомою задачею про рiвноважнi фiгу-
ри, а Е. Шмiдта – з загальною теорiєю лiнiйних i нелiнiйних iнтегральних
рiвнянь. Вiдзначимо також, що якщо N(Q) скiнченновимiрне, то в тако-
му випадку ця задача дослiджувалась Вайнбергом М. М. з допомогою
леми Шмiдта для фредгольмових та нетерових операторiв. Метод, що
застосовується при розв’язаннi задач теорiї розгалуження, дiстав назву
методу Ляпунова-Шмiдта.

Надалi розглядається нелiнiйне рiвняння вигляду

Qx = hR(x, h), (27)

в просторах Фреше E1 та E2 з неперервною нелiнiйнiстю R(x, h), що
задовольняє умову R(0, 0) = 0, Rx(0, 0) = 0 (похiдна в сенсi Фреше за
першою змiнною iснує в околi (0, 0)). Задача полягає у вiдшуканнi такого
розв’язку x = x(h), який при h = 0 обертається в один з розв’язкiв
породжуючої задачi Qx = 0 i визначений та неперервний в околi цього
розв’язку. Необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв рiвняння (27)
отримано в наступному виглядi [30].

Теорема 6. (Необхiдна умова). Нехай рiвняння (27) має неперервний
розв’язок x = x(h), який при h = 0 обертається в один з розв’язкiв
породжуючої задачi PN(Q)c з елементом c = c0 ∈ E1. Тодi c0 повинен
задовольняти рiвняння для породжуючих елементiв

F (c) = PN(Q∗)R(PN(Q)c, 0) = 0. (28)

Рiвняння для породжуючих елементiв є аналогом рiвняння для по-
роджуючих амплiтуд у випадку перiодичної крайової задачi. Показано,
що достатня умова iснування розв’язкiв рiвняння (27) отримується з ви-
користанням оператора B0 = PN(Q∗)lPN(Q), де лiнiйний оператор l визна-
чений за наступним правилом ly(h) = Rx(PN(Q)c0, 0)y(h).
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Теорема 7. (Достатня умова). Нехай виконуються умови:
1. B0, Q - узагальнено-оборотнi оператори;
2. PN(B∗

0)
PN(Q∗) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0 ∈ E1, що задовольняє рiвняння
для породжуючих елементiв (28), iснує неперервний в околi елемента
c0 розв’язок рiвняння (27). Цей розв’язок можна знайти за допомогою
збiжного iтерацiйного процесу

yk+1(h) = PN(Q)ck(h) + yk(h),

ck+1(h) = −B−0 PN(Q∗){R(yk(h), h) + lyk(h)},
yk+1(h) = G[yk(h)],

R(yk(h), h) = R(PN(Q)c0 + yk(h), h)−R(PN(Q)c0, 0)− lyk(h),

xk(h) = PN(Q)c0 + yk(h), x(h) = lim
k→∞

xk(h),

G[yk(h)] = Q−R(PN(Q)c0 + yk(h), h),

F (c0) = PN(Q∗)R(PN(Q)c0, 0) = 0,

y0(h) = 0, c0(h) = 0, y0(h) = 0.

Наслiдок 3. Нехай F (c) має похiдну Фреше для кожного елементу
c = c0 простору E1, що задовольняє рiвняння для породжуючих елемен-
тiв (28). Якщо похiдна Фреше F (1)(c0) = B0 є обмеженим оборотним
оператором, то рiвняння (27) має єдиний розв’язок в околi елемента
c0 ∈ E1.

Використовуючи запропоноване поняття сильного узагальнено-обер-
неного оператора, можна довести бiльш загальнi твердження.

Теорема 8. Нехай виконуються умови:
1. Q та B0 – сильнi (X1, Y1), (X2, Y2) - узагальнено-оборотнi опе-

ратори вiдповiдно;
2. PN(B∗

0)
PN(Q∗) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0, що задовольняє рiвняння для
породжуючих елементiв (28), iснує неперервний узагальнений розв’я-
зок x(h) рiвняння (27). Цей розв’язок можна знайти за допомогою збi-
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жного iтерацiйного процесу
yk+1(h) = PN(Q)ck(h) + yk(h),

ck+1(h) = −B−0X2,Y2
PN(Q∗){R(yk(h), h) + lyk(h)},

yk+1(h) = G[yk(h)],

R(yk(h), h) = R(PN(Q)c0 + yk(h), h)−R(PN(Q)c0, 0)− lyk(h),

xk(h) = PN(Q)c0 + yk(h), x(h) = lim
k→∞

xk(h),

G[yk(h)] = Q−X1,Y1
R(PN(Q)c0 + yk(h), h),

F (c0) = PN(Q∗)R(PN(Q)c0, 0) = 0,

для y0(h) = 0, c0(h) = 0, y0(h) = 0; B−0X1,Y1
, B−X2,Y2

– сильнi узагальнено-
оберненi оператори.

Якщо розглядати те саме рiвняння, але визначене у просторах Гiль-
берта E1 = H1, E = H,E2 = H2, то за рахунок наявностi скалярного
добутку результат спрощується до наступного:

Наслiдок 4. Нехай PN(B∗
0)
PN(Q∗) = 0. Тодi для довiльного елемента

c = c0, що задовольняє рiвняння для породжуючих елементiв (28), iснує
неперервний узагальнений розв’язок x(h) рiвняння (27). Цей розв’язок
можна знайти за допомогою iтерацiйного процесу

yk+1(h) = PN(Q)ck(h) + yk(h),

ck+1(h) = −B+
0 PN(Q∗){R(yk(h), h) + lyk(h)},

yk+1(h) = G[yk(h)],

R(yk(h), h) = R(PN(Q)c0 + yk(h), h)−R(PN(Q)c0, 0)− lyk(h),

xk(h) = PN(Q)c0 + yk(h), x(h) = lim
k→∞

xk(h),

G[yk(h)] = Q
+
R(PN(Q)c0 + yk(h), h),

F (c0) = PN(Q∗)R(PN(Q)c0, 0) = 0,

для y0(h) = 0, c0(h) = 0, y0(h) = 0; B+
0 , Q

+ – сильнi псевдооберненi за
Муром-Пенроузом оператори.
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5. Крайовi задачi для рiвняння Ляпунова у проc-
торах Банаха та Гiльберта

Крайовим задачам для диференцiальних рiвнянь як в скiченнови-
мiрних, так i нескiнченновимiрних просторах присвячена величезна кiль-
кiсть робiт. Серед останнього класу добре вiдомим є рiвняння Ляпунова.
Його розглядають як в матричному, так й операторному випадках [35],
[36], [37]. В данiй частинi розглядається крайова задача для операторно-
диференцiального рiвняння типу Ляпунова у просторi Банаха й у тому
випадку, коли вiдповiдна задача може мати не єдиний розв’язок. Да-
на робота присвячена дослiдженню рiвняння типу Ляпунова у просторi
Банаха у регулярному й нерегулярному випадках.

Розглянемо наступну крайову задачу:

Ż(t) = AZ(t) + Z(t)B + Φ(t), (29)

`Z(·) = α, (30)

де Z = Z(t) є невiдомою оператор-функцiєю; A,B ∈ L(B1) – лiнiйнi
обмеженi оператори, що дiють з простору Банаха B1 в себе; оператор-
функцiя Φ(t) є шляхом у просторi лiнiйних та обмежених операторiв,
тобто неперервне вiдображення вiдрiзка [a; b] у простiр L(B1), Φ(t) ∈
C([a; b];L(B1)); лiнiйний обмежений оператор ` переводить оператор-
функцiю Z(t) у простiр Банаха B2, тобто ` : C([a; b];L(B1)) → B2, α
– елемент простору B2.

Матричне рiвняння такого вигляду вiдiграє важливу роль у теорiї
лiнiйних Гамiльтонових систем, варiацiйному численнi та оптимальному
керуваннi i широко використовується у теорiї iгор [38].

У роботi [39] отримано критерiй розв’язностi перiодичної крайової
задачi для матричного рiвняння Рiккатi у термiнах жорданової структу-
ри матриць A та B й у нерегулярному випадку.
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Для отримання основного результату розглянемо лiнiйний оператор
Kt
τ , який переводить оператор-функцiю Φ(t) з простору C ([a; b], L(B1))

в оператор-функцiю

Kt
τ [Φ] ∈ C([a; b]× [a; b];L(B1))

вигляду

Kt
τ [Φ] = eA(t−τ)Φ(τ)eB(t−τ), (t, τ ∈ [a; b]) . (31)

За допомогою цього оператора можна представити загальний розв’я-
зок рiвняння (29) у виглядi

Z(t) = Kt
a[M ] +

∫ t

a

Kt
τ [Φ(τ)]dτ, (32)

де довiльний оператор M ∈ L(B1); Z̃(t) – частинний розв’язок неодно-
рiдного рiвняння (29), який має вигляд:

Z̃(t) =

∫ t

a

Kt
τ [Φ(τ)]dτ. (33)

Пiдставимо (32) у крайову умову (30) та отримаємо наступне опе-
раторне рiвняння вiдносно оператора M :

LM = α− `
∫ ·
a

K·τ [Φ]dτ, (34)

де оператор L дiє за правилом LM = `K·a[M ] : L(B1)→ B2. Покажемо,
що за певних додаткових умов на оператор L дане рiвняння має розв’яз-
ки. Розглянемо випадок, коли оператор L є узагальнено-оборотним [40].

У цьому випадку розв’язки рiвняння (34) iснують тодi й тiльки тодi
[40], коли

PN(L∗)

[
α− `

∫ ·
a

K·τ [Φ]dτ

]
= 0. (35)
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Тут PN(L∗) – проектор на ядро оператора L∗, спряженого до оператора
L. Ця умова гарантує належнiсть правої частини рiвняння (34)[

α− `
∫ ·
a

K·τ [Φ]dτ

]
∈ R(L)

множинi значень оператора L.
За виконання умови розв’язностi (35) операторне рiвняння (34) має

множину розв’язкiв вигляду:

M = L+

[
α− `

∫ ·
a

K·τ [Φ]dτ

]
+ PN(L)C, (36)

де C – довiльний лiнiйний обмежений оператор (C ∈ L(B1)), PN(L) -
проектор на ядро оператора L. Пiдставивши оператор M в умову (32),
отримаємо загальний розв’язок (29),(30) у виглядi:

Z(t) = Kt
a[PN(L)C] + (G[Φ, α])(t), (37)

де узагальнений оператор Грiна визначається наступним чином:

(G[Φ, α])(t) =

∫ t

a

Kt
τ [Φ(τ)]dτ −Kt

a[`

∫ ·
a

K ·τΦ(τ)dτ ] +Kt
a[L

+α].

Таким чином доведено наступну теорему.

Теорема 9. Нехай оператор L є узагальнено-оборотним. Тодi крайова
задача (29),(30) має розв’язки тодi й тiльки тодi, коли виконується
умова (35). За виконання умови (35) розв’язки крайової задачi (29),(30)
мають вигляд

Z(t) = Kt
a[PN(L)C] + (G[Φ, α])(t), (38)

для довiльного оператора C ∈ L(B1).

Зауваження. Якщо оператор L оборотний, то умова (35) вико-
нується автоматично й крайова задача для рiвняння Ляпунова має
єдиний розв’язок.

Надалi отримано умови керованостi розглянутої крайової задачi та
уточнено теореми на випадок просторiв Гiльберта [31].
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6. Крайовi задачi для рiвняння Рiккатi у просторi
Гiльберта

Рiвняння Рiккатi вiдiграє важливу роль у теорiї оптимального ке-
рування, фiзицi, при дослiдженнi задач iз теорiї iгор та варiацiйного чи-
слення. Зазначимо, що у загальному випадку багато робiт присвячено
отриманню умов розв’язностi у регулярному випадку.

Iснує багато робiт, де матричне рiвняння та операторно-диферен-
цiальне рiвняння Рiккатi дослiджувалися як правило у регулярному ви-
падку (коли вихiдна проблема має єдиний розв’язок). У нерегулярному
випадку таке рiвняння дослiджувалося (у перiодичному випадку) у ро-
ботi Бойчука О. А., Кривошеї С. А. [39]. У статтi [47] дослiджується
дискретне рiвняння Рiккатi. У статтi Пронкiна В.С. [49] дослiджується
питання стосовно квазiперiодичних розв’язкiв матричного рiвняння Рiк-
катi з коефiцiєнтами, що є функцiями Арнольда. Дисертацiя [48] також
присвячена теорiї збурень гамiльтонових систем для операторних ма-
триць та рiвняня Рiккатi у просторi Гiльберта.

У данiй частинi, з використанням технiки узагальнено-обернених
операторiв, встановлено критерiй розв’язностi даної задачi, породжуючої
задачi та проаналiзовано структуру множини розв’язкiв.

Спочатку наводиться вiдповiдна постановка задачi. Потiм встанов-
люються необхiднi та достатнi умови iснування обмежених розв’язкiв
породжуючої крайової задачi та вiдповiдної слабко-нелiнiйної задачi.

Розглядається наступна крайова задача

Ż(t, ε) = A(t)Z(t, ε)− Z(t, ε)B(t) + Φ(t) + εZ(t, ε)Ψ(t)Z(t, ε), (39)

lZ(·, ε) = α, (40)

де Z = Z(t, ε) невiдома оператор-функцiя з простору C([a; b],H1),
A(t), B(t) та Φ(t),Ψ(t) обмеженi операторнозначнi функцiїA(t), B(t),Φ(t),
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Ψ(t) ∈ C([a; b],L(H1)). Iншими словами, кожен з цих операторiв визна-
чає шлях у просторi лiнiйних та обмежених операторiв L(H1), ε ≥ 0

малий параметр. Шукаємо такий розв’язок Z(t, ε) крайової задачi (39),
(40), який при ε = 0 обертається в один з розв’язкiв Z0(t) породжуючої
крайової задачi

dZ0(t)

dt
= A(t)Z0(t)− Z0(t)B(t) + Φ(t), (41)

lZ0(·) = α. (42)

6.1. Критерiй розв’язностi та структура множини розв’язкiв
незбуреної задачi. Розв’язки на скiнченному вiдрiзку

Розглянемо випадок, коли диференцiальне рiвняння розглядається
на скiнченному вiдрiзку [0;T ]. Нехай визначено оператор Kt

τ , дiя якого
на операторнозначну функцiю Φ = Φ(t) задається наступним чином:

Kt
τ [Φ] = U(t)U−1(τ)Φ(τ)V −1(t)V (τ), (43)

де U(t), V (t) еволюцiйнi оператори [36] наступних операторно-диферен-
цiальних рiвнянь

Ẋ(t) = A(t)X(t), X(0) = I, (44)

Ẏ (t) = B(t)Y (t), Y (0) = I, (45)

вiдповiдно. Очевидно, що V −1(t) задовольняє наступне операторно-дифе-
ренцiальне рiвняння

Ẏ (t) = −Y (t)B(t), Y (0) = I.

Використовуючи оператор Kt
τ , можемо записати загальний розв’язок не-

збуреної задачi (ε = 0):

Ż0(t) = A(t)Z0(t)− Z0(t)B(t) + Φ(t), (46)

lZ0(·) = α, (47)
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у виглядi
Z0(t) = Kt

0[M ] + Z̃0(t),

де M довiльний оператор та

Z̃0(t) =

∫ t

0

Kt
τ [Φ]dτ.

Основним твердженням цiєї частини є наступна теорема.

Теорема 10. Розглянемо крайову задачу (46), (47).
1) Розв’язки крайової задачi (46), (47) iснують тодi й тiльки тодi,

коли виконується наступна умова:

PN(Q∗){α− `Z̃0(·)} = 0; (48)

де Q = `K ·0 та R(Q) = R(Q); за виконання умови (48) розв’язки мають
наступний вигляд:

Z0(t) = Kt
0[PN(Q)C] + (G[Φ, α])(t), (49)

(G[Φ, α])(t) = Z̃0(t) +Kt
0[Q

+{α− `Z̃0(·)}]−
узагальнений оператор Грiна та Q+ псевдообернений за Муром-Пенроузом
оператор.

2) Узагальненi розв’язки крайової задачi (46), (47) iснують тодi й
тiльки тодi, коли

PN(Q
∗
){α− `Z̃0(·)} = 0,

де Q+ - сильний узагальнено-обернений оператор. Тодi множина розв’яз-
кiв рiвняння (46) має вигляд

Z0(t) = Kt
0[PN(Q)C] + (G[Φ, α])(t), (50)

де
(G[Φ, α])(t) = Z̃0(t) +Kt

0[Q
+{α− `Z̃0(·)}]−

узагальнений оператор Грiна.
3) Квазiрозв’язки iснують тодi й тiльки тодi, коли α − `Z̃0(·) 6∈

R(Q) та в цьому випадку мають вигляд

Z0(t) = Kt
0[PN(Q)C] + (G[Φ, α])(t), (51)

з тим же узагальнено-оберненим.
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Нарис доведення. Пiдставимо розв’язок неоднорiдного рiвняння
у крайову умову:

lZ0(·) = α, (52)

та отримаємо наступне операторне рiвняння:

QM := `K ·0[M ] = α− `Z̃0(·). (53)

Для рiвняння (53) (використовуючи теорiю узагальнено-обернених опе-
раторiв [17], [44]) будемо мати наступнi варiанти :

1) Якщо R(Q) = R(Q), то рiвняння (53) має розв’язки тодi й тiльки
тодi, коли виконується наступна умова:

PN(Q∗){α− `Z̃0(·)} = 0. (54)

Якщо умова (54) виконана, то множина розв’язкiв рiвняння (53) має
вигляд:

M = Q+{α− `Z̃0(·)}+ PN(Q)C,

для довiльного лiнiйного обмеженого оператора C. Тодi множина розв’яз-
кiв крайової задачi (46), (47) має вигляд

Z0(t) = Kt
0[PN(Q)C] + (G[Φ, α])(t), (55)

де
(G[Φ, α])(t) = Z̃0(t) +Kt

0[Q
+{α− `Z̃0(·)}]−

узагальнений оператор Грiна.
2) Розглянемо випадок, коли R(Q) 6= R(Q). Якщо α−`Z̃0(·) ∈ R(Q),

то iснує множина узагальнених розв’язкiв у наступному виглядi:

M = Q
+{α− `Z̃0(·)}+ PN(Q)C,

за виконання умов розв’язностi:

PN(Q
∗
){α− `Z̃0(·)} = 0,
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де Q
+ - сильний узагальнено-обернений оператор [44]. Тодi множина

розв’язкiв крайової задачi (46), (47) має вигляд

Z0(t) = Kt
0[PN(Q)C] + (G[Φ, α])(t), (56)

де
(G[Φ, α])(t) = Z̃0(t) +Kt

0[Q
+{α− `Z̃0(·)}]−

узагальнений оператор Грiна.
3) Якщо α−`Z̃0(·) 6∈ R(Q), маємо множину квазiрозв’язкiв у виглядi

Z0(t) = Kt
0[PN(Q)C] + (G[Φ, α])(t), (57)

з тим же узагальнено-оберненим (див. також статтю [43]).
6.2. Слабконелiнiйний випадок
Спочатку встановимо необхiдну умову. Розглянемо крайову за-

дачу (39), (40). Шукається такий розв’язок Z(t, ε) крайової задачi (39),
(40), який для ε = 0 обертається в один iз розв’язкiв Z0(t) породжуючої
крайової задачi (46), (47) [50].

Теорема 11. (Необхiдна умова). Нехай крайова задача (39), (40) має
розв’язок Z(t, ε), який при ε = 0 обертається в один з розв’язкiв поро-
джуючої крайової задачi (46), (47) з оператором C = C0, Z0(t, C0). Тодi
оператор C0 задовольняє наступне операторне рiвняння для породжу-
ючих операторiв:

F (C) = PN(Q∗)`

∫ ·
0

K ·τ [(K
τ
0 [PN(Q)C]+

+(G[Φ, α])(τ))Ψ(τ)(Kτ
0 [PN(Q)C] + (G[Φ, α])(τ))]dτ = 0. (58)

Доведення. Припустимо, що крайова задача (39), (40) має розв’я-
зок Z(t, ε), який для ε = 0 обертається в один iз розв’язкiв породжуючої
крайової задачi Z0(t, C0). З попередньої теореми випливає, що виконує-
ться наступна умова розв’язностi

PN(Q∗){α− `Z̃0(·, ε)} = 0; (59)
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де

Z̃0(t, ε) =

∫ t

0

Kt
τ [Φ + εZΨZ]dτ.

Використовуючи те, що (48) виконується, умову розв’язностi (59) може-
мо переписати в наступному виглядi:

εPN(Q∗){`
∫ ·
0

K ·τ [ZΨZ]dτ} = 0.

Роздiливши на ε та перейшовши до границi, коли ε прямує до нуля,
отримаємо

PN(Q∗){`
∫ ·
0

K ·τ [Z0ΨZ0]dτ} = 0,

або у виглядi

PN(Q∗)`

∫ ·
0

K ·τ [K
τ
0 [PN(Q)C0]+

+(G[Φ, α])(τ))Ψ(τ)(Kτ
0 [PN(Q)C0] + (G[Φ, α])(τ))]dτ = 0. (60)

З цiєї умови отримаємо твердження теореми.
Отримаємо достатню умову розв’язностi крайової задачi (46),

(47). Зробимо замiну змiнних Z(t, ε) за правилом

Z(t, ε) = Y (t, ε) + Z0(t, C0).

Тодi отримаємо наступну крайову задачу:

Ẏ (t, ε) = A(t)Y (t, ε)− Y (t, ε)B(t)+

+ε(Z0(t) + Y (t, ε))Ψ(t)(Z0(t) + Y (t, ε)), (61)

lY (·, ε) = 0. (62)

Множина розв’язкiв рiвняння (61) має вигляд

Y (t, ε) = Kt
0[PN(Q)C] + Y (t, ε), (63)

Y (t, ε) = ε(G[(Z0 + Y )Ψ(Z0 + Y )])(t, ε), (64)

за виконання умови (59)

PN(Q∗)`

∫ ·
0

K ·τ [(Z0 + Y )Ψ(Z0 + Y )]dτ = 0. (65)
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Пiдставивши у вираз (63) та використовуючи умову розв’язностi отри-
маємо:

PN(Q∗)`

∫ ·
0

K ·τ [(K
τ
0 [PN(Q)C] + Y (τ, ε))Ψ(τ)(Kτ

0 [PN(Q)C] + Y (τ, ε))]dτ = 0.

Тодi можемо переписати цей вираз у виглядi наступного операторного
рiвняння:

LC = G, (66)

де

LC = PN(Q∗)`

∫ ·
0

K ·τ [K
τ
0 [PN(Q)C]Ψ(τ)Y (τ, ε)]dτ+

+PN(Q∗)`

∫ ·
0

Y (τ, ε)Ψ(τ)K ·τ [K
τ
0 [PN(Q)C]]dτ, (67)

та
G = −PN(Q∗)`

∫ ·
0

K ·τ [K
τ
0 [PN(Q)C]Ψ(τ)Kτ

0 [PN(Q)C]]dτ−

−PN(Q∗)`

∫ ·
0

K ·τ [Y (τ, ε)Ψ(τ)Y (τ, ε)]dτ. (68)

Якщо наступна умова виконана,

PN(L∗)PN(Q∗) = 0, (69)

то рiвняння (67) має розв’язок

C = L+G. (70)

Можна довести, що з умови (69) випливає, що крайова задача (61), (62)
має розв’язки. Таким чином довели наступну теорему.

Теорема 12. (Достатня умова). За умови (69) крайова задача (61),
(62) розв’язна. Множина розв’язкiв крайової задачi задачi (61), (62)
може бути знайденою з допомогою наступного збiжного iтерацiйно-
го процесу:

Yk+1(t, ε) = Kt
0[PN(Q)Ck] + Y k(t, ε), (71)
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Y k(t, ε) = ε(G[(Z0 + Yk)Ψ(Z0 + Yk)])(t, ε), (72)

Ck = L+Gk, (73)

з нульовими початковими даними.

Доведення цього твердження використовує модифiкований варiант
принципу стискаючих вiдображень i проводиться таким чином, як дове-
дення теореми 3 з роботи [46].
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