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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Рiвняння теорiї узагальненого осесиметрич-
ного потенцiалу

(
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2

)
u(x, y) +

m

y

∂u(x, y)
∂y

= 0, m = const > 0, (1)

має фундаментальне значення в рядi роздiлiв математичної фiзи-
ки, гiдродинамiки, аеродинамiки, теорiї пружностi. Воно природньо
з’являється при вивченнi рiвняння Лапласа з певними видами си-
метрiї областi визначення або розв’язкiв. Зокрема, якщо m є нату-
ральним числом, то рiвняння (1) задовольняють гармонiчнi функцiї
ϕ(x1, x2, . . . , xm+2), визначенi в (m + 2)-вимiрному дiйсному просто-
рi Rm+2, за умови, що вони, так би мовити, "володiють симетрiєю"
вiдносно осi Ox1 i розглядаються в меридiаннiй площинi

{
(x, y) :

x = x1, y =
√

x2
2 + · · ·+ x2

m+2

}
: u(x, y) := ϕ(x1, x2, . . . , xm+2).

Важливими з точки зору застосувань є крайовi задачi для розв’яз-
кiв рiвняння (1) в областях, що лежать у пiвплощинi {(x, y) : y > 0}
i прилягають до вiдрiзкiв осi Ox. М.В. Келдиш встановив, що ко-
ректнi постановки крайових задач для рiвнянь елiптичного типу з
виродженням можуть iстотно вiдрiзнятися вiд коректних постановок
для невироджених рiвнянь. Так, для рiвняння (1) коректнi постанов-
ки крайових задач у рядi випадкiв потребують, щоб вiдрiзки лiнiї
виродження y = 0 були вiльними вiд крайових умов.

Дослiдження з теорiї диференцiальних рiвнянь елiптичного типу з
виродженням вiдображенi в роботах i монографiях багатьох авторiв,
зокрема, Е.Т. Уiттекера i Д.Н. Ватсона, М.В. Келдиша, М.О. Лаврен-
тьєва i Б.В. Шабата, Л.Г. Лойцянського, А. Вейнштейна, Р.П. Гiлбер-
та, А. Маккi, П. Хенрiчi, Ю.П. Кривенкова, Л.Г. Михайлова, Н. Ра-
джабова, I.I. Данилюка, С.А. Терсеновa, Г.М. Положого, М.Б. Ка-
пiлевича, I.О. Кiпрiянова та iнших. Проте, не зважаючи на значну
кiлькiсть дослiджень з теорiї крайових задач для згаданих рiвнянь,
актуальною залишається розробка методiв їх розв’язання, якi базу-
ються на iнтегральних зображеннях розв’язкiв. При цьому досить
ефективними є зображення розв’язкiв через аналiтичнi функцiї, що
дає можливiсть застосовувати до крайових задач для рiвнянь елiпти-
чного типу з виродженням методи теорiї крайових задач аналiтичних
функцiй комплексної змiнної i сингулярних iнтегральних рiвнянь.
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Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-

ми. Дисертацiя виконана в Iнститутi математики НАН України в
рамках наукових тем "Дослiдження з комплексного аналiзу, теорiї
потенцiалу, диференцiальних та топологiчних властивостей вiдобра-
жень i множин" (номер держреєстрацiї 0101U000700) i "Аналiтичнi
та геометричнi проблеми комплексного аналiзу " (номер держреє-
страцiї 0106U000156).

Мета i завдання дослiдження. Об’єктом дослiдження є рiвня-
ння (1) i його розв’язки.

Предметом дослiдження є вивчення граничних властивостей уза-
гальненого осесиметричного потенцiалу та характеризацiя розв’язкiв
рiвняння (1) за допомогою моногенних функцiй, якi приймають зна-
чення в деякiй комутативнiй банаховiй алгебрi.

Метою дослiдження є встановлення iнтегральних зображень
розв’язкiв рiвняння (1) через аналiтичнi функцiї комплексної змiнної
i розробка на їх основi функцiонально-аналiтичного методу розв’яза-
ння крайових задач для узагальнених осесиметричних потенцiалiв.

Для досягнення мети в роботi:
– встановлюються достатнi умови неперервного продовження уза-

гальнених осесиметричних потенцiалiв на границю областi i вивчаю-
ться їх граничнi властивостi;

– розробляється схема редукцiї деяких крайових задач для розв’-
язкiв рiвняння (1) до iнтегральних рiвнянь Фредгольма другого роду
на дiйснiй осi;

– знаходиться комутативна банахова алгебра така, що моногеннi
функцiї зi значеннями в нiй, якi будуються як продовження аналiти-
чних функцiй комплексної змiнної, дають ефективний спосiб побудо-
ви розв’язкiв рiвняння (1).

При розв’язаннi цих задач застосовуються методи теорiї аналiтич-
них функцiй комплексної змiнної i сингулярних iнтегральних рiвнянь
з ядром Кошi.

Наукова новизна одержаних результатiв. Наукову новизну
мають такi результати дисертацiї.

1. Встановлено iнтегральнi зображення узагальненого осесимет-
ричного потенцiалу через аналiтичнi функцiї комплексної змiнної,
заданi у довiльнiй симетричнiй вiдносно дiйсної осi однозв’язнiй обла-
стi. При m ∈ (0; 2) для певних класiв узагальнених осесиметричних
потенцiалiв встановлено взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж розв’-
язками рiвняння (1) та аналiтичними функцiями комплексної змiнної,
яка задається вказаними iнтегральними зображеннями.
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2. Встановлено достатнi умови неперервного продовження iнте-

гральних зображень узагальненого осесиметричного потенцiалу на
границю областi та одержано оцiнку локального модуля неперервно-
стi їх граничних значень.

3. Здiйснено редукцiю деяких крайових задач для розв’язкiв рiв-
няння (1) при m ∈ (0; 2) до iнтегральних рiвнянь Фредгольма другого
роду на дiйснiй осi за розширених умов на границю областi.

4. Знайдено алгоритми побудови розв’язкiв рiвняння (1) при m > 1
за компонентами моногенних функцiй гiперкомплексної змiнної, якi
будуються в явному виглядi як продовження аналiтичних функцiй
комплексної змiнної.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна
робота має теоретичний характер. Одержанi результати та розвиненi
в нiй методи можуть бути використанi в теорiї узагальнених аналi-
тичних функцiй, в теорiї крайових задач для розв’язкiв диференцi-
альних рiвнянь елiптичного типу з виродженням та їх застосуваннях
у математичнiй фiзицi, гiдродинамiцi, газодинамiцi, теплофiзицi, ме-
ханiцi та iнших прикладних дисциплiнах.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку та загаль-
ного плану дослiджень, постановка задач, формулювання робочих
гiпотез належать науковому керiвнику — С.А. Плаксi. Доведення всiх
основних результатiв дисертацiї, якi виносяться на захист, проведено
особисто здобувачем.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї до-
повiдалися в Iнститутi математики НАН України на наукових се-
мiнарах вiддiлу комплексного аналiзу i теорiї потенцiалу (керiв-
ник — Ю.Б. Зелiнський, 2005 – 2007) i вiддiлу теорiї функцiй (ке-
рiвник — А.С. Романюк, 2008), на Київському мiському семiнарi з
функцiонального аналiзу (керiвники — академiк НАН України, про-
фесор Ю.М. Березанський, член-кореспондент НАН України, про-
фесор М.Л. Горбачук, член-кореспондент НАН України, професор
Ю.С. Самойленко, 2007), на семiнарi кафедри математичного аналi-
зу Житомирського державного унiверситету (керiвник — О.Ф. Герус,
2007), на Мiжнародному семiнарi "Течiї з вiльними границями i су-
мiжнi проблеми аналiзу" (Київ, Україна, 2005), на Мiжнароднiй кон-
ференцiї "Комплексний аналiз i хвильовi процеси в механiцi" (Жито-
мир, Україна, 2007), а також були викладенi в доповiдях наукового
керiвника на конгресi Мiжнародного товариства з аналiзу, його за-
стосувань та обчислень ISAAC (Катанiя, Iталiя, 2005) i на Мiжнаро-
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днiй конференцiї з комплексного аналiзу i теорiї потенцiалу (Гебзе,
Туреччина, 2006).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в стат-
тях [1–3] у наукових фахових виданнях, в препринтi [4], а також в
матерiалах мiжнародних конференцiй [5, 6].

Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається зi змi-
сту, вступу, трьох роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел,
в який включено 80 найменувань. Повний обсяг дисертацiї 122 сто-
рiнки, з них список використаних джерел займає 9 сторiнок.

Подяки. Висловлюю щиру подяку науковому керiвнику
С.А. Плаксi за постановку задач, кориснi поради та зауважен-
ня.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйної роботи,
сформульовано мету дослiджень, коротко викладено змiст основної
частини роботи та показано наукову новизну одержаних результатiв.

В роздiлi 1 зроблено огляд лiтератури за темою i видiлено на-
прямки дослiджень дисертацiйної роботи.

В роздiлi 2 встановлено iнтегральнi зображення узагальненого
осесиметричного потенцiалу в довiльнiй обмеженiй однозв’язнiй i си-
метричнiй вiдносно осi Ox областi D декартової площини xOy.

Позначимо через Dz область комплексної площини C, конгруентну
областi D, а через b1 i b2 — точки перетину її границi ∂Dz з дiйсною
вiссю R, при цьому умовимося, що b1 < b2. Для кожної точки z ∈ Dz,
для якої Im z 6= 0, зафiксуємо довiльну гладку жорданову криву Γzz̄,
що лежить в областi Dz i з’єднує точки z, z̄. У випадку, коли z ∈ ∂Dz

i Im z 6= 0, через Γzz̄ позначимо ту дугу границi ∂Dz, яка з’єднує
точки z, z̄ i мiстить b1. Умовимося вважати початком кожної кривої
Γzz̄ точку з вiд’ємною уявною частиною.

Якщо z ∈ Dz, Im z 6= 0 i α ∈ R, то
(
(t− z)(t− z̄)

)α розумiємо
як неперервну вiтку аналiтичної функцiї L(t) :=

(
(t− z)(t− z̄)

)α з
розрiзом вздовж жорданової кривої, що послiдовно з’єднує точки z,
∞, z̄ i має з множиною Γzz̄ ∪R спiльними лише точки z, z̄, i таку, що
L(t) > 0 при всiх t > max

τ∈Γzz̄

Re τ .

В пiдроздiлi 2.1 доведено пряму теорему стосовно зображень уза-
гальненого осесиметричного потенцiалу, в якiй встановлено iнте-
гральний вираз, котрий кожнiй голоморфнiй в Dz функцiї ставить у
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вiдповiднiсть розв’язок рiвняння (1) на множинi {(x, y) ∈ D : y 6= 0}
при m > 0.

Теорема 2.1.1. Якщо m > 0 i функцiя F голоморфна в областi
Dz, то функцiя

u(x, y) =
1

2πi|y|m−1

∫

Γzz̄

F (t)
(
(t− z)(t− z̄)

)m/2−1
dt , z = x+iy, (2)

задовольняє рiвняння (1) на множинi {(x, y) ∈ D : y 6= 0}. При цьому

lim
(x,y)→(x0,0)

u(x, y) =
B

(
m
2 , 1

2

)

2π
F (x0) ∀x0 ∈ R : (x0, 0) ∈ D ,

де B(p, q) — бета-функцiя Ейлера.
Формула (2) узагальнює iнтегральнi зображення розв’язкiв рiвня-

ння (1), одержанi А. Маккi, П. Хенрiчi, Ю.П. Кривенковим, Н. Ра-
джабовим. Схожi за виглядом з виразом (2) iнтегральнi зображення
xm-аналiтичних функцiй одержано Г.М. Положим.

В пiдроздiлi 2.2 встановлено умови, що є достатнiми для неперерв-
ного продовження iнтегрального зображення (2) на границю областi
Dz, i одержано оцiнку локального модуля неперевностi його грани-
чних значень.

Нехай n — невiд’ємне цiле число, яке задовольняє нерiвнiсть
2n < m ≤ 2n + 2. Ввiвши в розгляд функцiю u(z) := u(x, y) ком-
плексної змiнної z := x + iy, пiсля iнтегрування частинами n разiв в
рiвностi (2) одержуємо

u(z) =
k(m)

2πi |y|m−1

∫

Γzz̄

Fn(t)Qn(t− x, y)
(
(t− z)(t− z̄)

)−νm

dt, (3)

де νm := {1− m
2 } — дробова частина числа 1− m

2 ,

k(m) :=





1 при n = 0,

2n/2(m− 2)(m− 4) . . . (m− n
2 + 1) при n = 2, 4, . . . ,

−2(n+1)/2(m− 2)(m− 4) . . . (m− n−1
2 ) при n = 1, 3, . . . ,
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Fn(t) :=





F (t) при n = 0,
t∫

t0

F (τ) dτ при n = 1,

t∫
t0

tn−1∫
t0

tn−2∫
t0

. . .
t1∫
t0

F (τ) dτ dt1 dt2 . . . dtn−1 при n = 2, 3, . . .

(t, t0, t1, . . . , tn−1 ∈ Dz i iнтегрування ведеться вздовж гладких дуг,
що належать Dz та з’єднують кiнцi iнтегрування), Qn(t − x, y) —
конктретний многочлен степеня n вiд t− x та y, записаний в явному
виглядi.

Нехай тепер γ := ∂Dz є замкненою жордановою спрямлюваною
кривою. Позначимо через Lp банахiв простiр сумовних у степенi p

функцiй f : γ −→ C з нормою ‖f‖Lp
:=

( ∫
γ

|f(t)|p|dt|
)1/p

, а через

L∞ — банахiв простiр iстотно обмежених функцiй f : γ −→ C з нор-
мою ‖f‖L∞ := ess sup

t∈γ
|f(t)|. Позначимо також через Ep клас Смир-

нова функцiй, заданих в Dz, а через E∞ — клас голоморфних i обме-
жених в Dz функцiй.

Позначимо через d(z1, z2) дiаметр тiєї дуги кривої γ, яка з’єднує
точки z1, z2 ∈ γ i має щонайменшу довжину. Будемо говорити, що γ є
k-кривою типу "дiаметр-хорда", якщо вiдношення d(z1, z2)/|z1 − z2|
обмежене числом k при довiльному виборi точок z1, z2 ∈ γ. Область
Dz назвемо k-областю, якщо двi довiльнi точки множини Dz можна
з’єднати k-кривою типу "дiаметр-хорда" з фiксованим значенням k, i
при цьому всi точки зазначеної кривої, за винятком, можливо, кiнцiв,
належать областi Dz.

Нехай θ(ε) := sup
z∈γ

mes {t ∈ γ : |t − z| ≤ ε} — метрична харак-

теристика кривої γ, введена В.В. Салаєвим (тут mes — лiнiйна мiра
Лебега на γ).

У наступнiй теоремi наведено достатнi умови неперервного про-
довження функцiї (3) на границю γ областi Dz.

Теорема 2.2.1. Нехай γ — замкнена жорданова спрямлювана
крива, симетрична вiдносно дiйсної осi i така, що θ(ε) = O(ε),
ε → 0. Якщо m > 0 i Fn належить класу Ep, де 1 < p ≤ ∞ при
m = 2n + 2 i {m

2 }−1 < p ≤ ∞ при m 6= 2n + 2, то функцiя (3) непе-
рервно продовжується з областi Dz у точки множини γ \ {b1, b2}.
При цьому для кожного δ такого, що 0 < δ < (1/8)max

t∈γ
|Im t|,
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та довiльних точок z0, z1 ∈ γ \ {b1, b2} таких, що |Im z0| ≥ δ i
|z1 − z0| ≤ |Im z0|/2, виконується нерiвнiсть

|u(z1)− u(z0)| ≤ c ‖Fn‖Lp

(
d(z1, z0)1−νm−χp + ωm,p(|z1 − z0|)

)
, (4)

де

ωm,p(ε) :=





ε|m−1|/(2n+1) при 2n < m < 2n + 1 i
{m

2 }−1 < p ≤ ∞,

|m− 1|ε|m−1|/(2n+1) при m = 2n + 1 i
{m

2 }−1 < p < ∞,

|m− 1|ε|m−1|/(2n+1) + ενm ln 1
ε при

m = 2n + 1 i p = ∞,

ε|m−1|/(2n+1) при 2n + 1 < m < 2n + 2 i
{m

2 }−1 < p < (2{m
2 } − 1)−1 або p = ∞,

ε|m−1|/(2n+1) + ενm
(
ln 1

ε

)2νm при
2n + 1 < m < 2n + 2 i p = (2{m

2 } − 1)−1,

ε|m−1|/(2n+1) + ενm при 2n + 1 < m < 2n + 2 i
(2{m

2 } − 1)−1 < p < ∞,

0 при m = 2n + 2 i 1 < p ≤ ∞,

χp := 1/p при p < ∞ i χp := 0 при p = ∞, а стала c не залежить
вiд Fn, z0, z1.

Якщо, крiм того, для точки bj, де j = 1 або j = 2, iснує окiл,
перетин якого з Dz є k-областю, i при цьому iснує границя

F (bj) := lim
z→bj ,z∈Dz

dn

dzn
Fn(z),

то iснує також границя

lim
z→bj ,z∈Dz

u(z) =
B

(
m
2 , 1

2

)

2π
F (bj).

Очевидним наслiдком оцiнки (4) є вiдповiдна оцiнка для локаль-
ного модуля неперервностi ωγ,z0(u, ε) := sup

t∈γ, |t−z0|≤ε

|u(t)− u(z0)|.
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В пiдроздiлi 2.3 для функцiї u(x, y) з деяких вiдомих класiв ро-

зв’язкiв рiвняння (1) при m ∈ (0; 2) сформульовано теореми (оберненi
до теореми 2.1.1) про iснування голоморфної функцiї F такої, що ви-
конується рiвнiсть (2).

Позначимо D+ := {(x, y) ∈ D : y > 0}. З теореми 2.1.1 випливає,
що розв’язок (2) рiвняння (1) належить класу C2(D+) функцiй, ко-
жна з яких неперервна на множинi D+ ∪ {(x, 0) ∈ D : b1 < x < b2}
i двiчi неперервно диференцiйовна в D+. Крiм того, функцiя (2) на-
лежить пiдкласу N2(D+) класу C2(D+), що складається з функцiй,
якi задовольняють додаткову умову

lim
(x0,y)→(x0,0)

ym ∂u(x, y)
∂y

= 0 ∀x0 ∈ (b1, b2) .

Теорема 2.3.1. Для кожної функцiї u(x, y) класу C2(D+), яка
при m ∈ [1, 2) задовольняє рiвняння (1) в областi D+, iснує єдина
голоморфна функцiя F : Dz −→ C, яка задовольняє умову

F (z̄) = F (z) ∀ z ∈ Dz (5)

i така, що рiвнiсть (2) виконується при всiх (x, y) ∈ D+.
Теорема 2.3.2. Для кожної функцiї u(x, y) класу N2(D+), яка

при m ∈ (0, 1) задовольняє рiвняння (1) в областi D+, iснує єдина
голоморфна функцiя F : Dz −→ C, яка задовольняє умову (5) i така,
що рiвнiсть (2) виконується при всiх (x, y) ∈ D+.

Теореми 2.3.1, 2.3.2 при m ∈ (0, 2) узагальнюють аналогiчнi ре-
зультати Ю.П. Кривенкова на областi бiльш загального вигляду.

Доведення теорем 2.3.1, 2.3.2 здiйснюється в пiдроздiлi 2.4 мето-
дом, розробленим С.А. Плаксою для рiвняння (1) при m = 1. Схема
доведення включає, зокрема, редукцiю iнтегрального рiвняння (2) з
шуканою функцiєю F до iнтегрального рiвняння Фредгольма друго-
го роду на дiйснiй осi i дає можливiсть одержати (при деяких приро-
дних припущеннях про границю областi i задану функцiю) формули
розв’язкiв таких крайових задач для рiвняння (1):

задача E: при 1 ≤ m < 2 знайти розв’язок рiвняння (1) класу
C2(D+), який приймає на кривiй Γ, що є перетином границi ∂D обла-
стi D з пiвплощиною {(x, y) : y ≥ 0}, значення заданої неперервної
функцiї uΓ;

задача N0: при m ∈ (0; 1) знайти розв’язок рiвняння (1) класу
N2(D+), який приймає на Γ значення заданої неперервної функцiї
uΓ.
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Засобом розв’язання задач E i N0 є допомiжна задача про вiдшу-

кання голоморфної в Dz i неперервної в Dz функцiї F , яка задоволь-
няє додаткову умову симетрiї (5), а її граничнi значення задовольня-
ють iнтегральне рiвняння

1
2πi |y|m−1

∫

Γzz̄

F (t)
(
(t− z)(t− z̄)

)m/2−1
dt = u∂D(x, y) ,

де (x, y) ∈ ∂D : y 6= 0, z = x + iy, u∂D(x, y) := uΓ(x, |y|).
При розв’язаннi допомiжної задачi використовується конформне

вiдображення σ(Z) одиничного круга {Z ∈ C : |Z| < 1} на область
Dz таке, що σ(−1) = b1, σ(1) = b2 i образом пiвкруга {Z ∈ C : |Z| < 1,
Im Z > 0} при вiдображеннi σ(Z) є область {z ∈ Dz : Im z > 0}.

Ввiвши в розгляд функцiю

M(Z, T ) :=
(

(T − Z)(T − Z̄)
(σ(T )− σ(Z))(σ(T )− σ(Z̄))

)1−m/2

,

яка при кожному фiксованому Z 6= −1 розумiється як неперервна
вiтка функцiї, аналiтичної по змiннiй T в одиничному крузi, така, що
M(Z,−1) > 0, розглянемо також функцiю

m(ξ, τ) := −i
exp (iπm/2)

41−m/2

(τ + i)2−m

τ + i
M

(
ξ − i

ξ + i
,
τ − i

τ + i

)
, ξ, τ ∈ R ,

де голоморфна вiтка функцiї (τ + i)2−m визначена поза розрiзом
{τ = iη : η ≤ −1} i приймає значення − exp(−iπm/2) при τ = 0.

Нехай ω : [0,∞) −→ [0,∞) — монотонно неспадна неперервна фун-
кцiя, для якої виконується рiвнiсть ω(0) = 0, а також iснують сталi
C i ν такi, що при всiх k > 1 i всiх ξ > 0 справедлива нерiвнiсть
ω(kξ) ≤ C kν ω(ξ). Тодi при α ∈ (0; 1] введемо в розгляд клас Hω

α

функцiй g : ∂Dz −→ C, для кожної з яких виконується умова

|g(z1)− g(z2)| ≤ c ω(rz1z2)
( |z1 − z2|

rz1z2

)α

∀ z1, z2 ∈ ∂Dz ,

де rz1z2 := max {|z1−b1||z1−b2|, |z2−b1||z2−b2|} i стала c не залежить
вiд z1, z2.

Позначимо через Hω
α(∂D) клас функцiй g∂D : ∂D −→ R, для ко-

жної з яких функцiя g, яка визначається рiвнiстю g(x + iy) :=
:= g∂D(x, y) при (x, y) ∈ ∂D, належить класу Hω

α.
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В теоремi 2.4.1 наведено достатнi умови редукцiї допомiжної за-

дачi при m ∈ (0, 2) i u∂D ∈ Hω
α(∂D) до сингулярного iнтегрального

рiвняння:

A(ξ, ξ)Up(ξ) +
2ξ

π
B(ξ, ξ)

∞∫

0

Up(τ)
τ2 − ξ2

dτ−

−4m sin πm
2

π2
ξ

ξ∫

0

( ξ∫

τ

s(B(s, τ)−B(ξ, τ))
(ξ2 − s2)1+m/2(s2 − τ2)1−m/2

ds

∞∫

0

τ Up(η)
η2 − τ2

dη

)
dτ−

−2m sin πm
2

π
ξ

ξ∫

0

ξ∫

τ

Up(τ) s (A(s, τ)−A(ξ, τ))
(ξ2 − s2)1+m/2(s2 − τ2)1−m/2

ds dτ =f∗(ξ)∀ξ > 0, (6)

в якому A(ξ, τ) := 2 Re m(ξ, τ), B(ξ, τ) := 2 Im m(ξ, τ),

f∗(ξ) := u∗(ξ)ξ1−m −mξ

ξ∫

0

s(u∗(s)− u∗(ξ))
(ξ2 − s2)1+m/2

ds

i функцiя u∗ виражається через задану функцiю u∂D рiвнiстю

u∗(ξ) :=
|y|m−1

(ξ2 + 1)1−m/2

(
u∂D(x, y)− u∂D(b2, 0)

)
, x + iy = σ

(
ξ − i

ξ + i

)
.

Через C(R) позначимо банахiв простiр функцiй g∗ : R −→ C, непе-
рервних на розширенiй дiйснiй прямiй R∪{∞}, з нормою ‖g∗‖C(R) :=
:= sup

τ∈R
|g∗(τ)|, а через D̃(R) — клас функцiй g∗ ∈ C(R), модулi непе-

рервностi яких задовольняють умови Дiнi

1∫

0

ωR,∞(g∗, η)
η

dη < ∞,

1∫

0

ωR\(−a,a)(g∗, η)
η

dη < ∞

при всiх a > 0, де ωR,∞(g∗, ε) := sup
τ∈R:|τ |≥1/ε

|g∗(τ1) − g∗(∞)|,
ωG(g∗, ε) := sup

τ1,τ2∈G : |τ1−τ1|≤ε

|g∗(τ1) − g∗(τ2)|. Позначимо через Ce(R)

пiдпростiр банахового простору C(R), що складається з парних фун-
кцiй, а через D̃e(R) — множину парних функцiй класу D̃(R).
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Введемо в розгляд функцiї

m̂(ξ, τ) :=





2ξ

π

ξ∫

τ

s(m(s, τ)−m(ξ, τ))
(ξ2 − s2)1+m/2(s2 − τ2)1−m/2

ds при

ξτ > 0, |τ | < |ξ|,
0 при ξτ < 0 або ξτ > 0, |τ | > |ξ|,

Â(ξ, τ) := 2Re m̂(ξ, τ) B̂(ξ, τ) := 2 Im m̂(ξ, τ) f̂∗(τ) := f∗(|τ |)

kp(ξ, τ) := m sin
πm

2


− ξ

|ξ| Â(ξ, τ) +
1
π

ξ∫

0

B̂(ξ, η)
η − τ

dη




та iнтегральнi оператори

(kpf)(ξ) :=

∞∫

−∞

kp(ξ, τ)
(τ2 + 1)(1−α∗)/2

f(τ) dτ ,

(Rf)(ξ) := (ξ2 + 1)(1−α∗)/2

(
A(ξ, ξ)

(A(ξ, ξ))2 + (B(ξ, ξ))2
f(ξ)+

+
P (ξ)
2m π

∞∫

−∞

(
(τ2 + 1)

∣∣Im σ
(

τ−i
τ+i

)∣∣
2 |τ |

)1−m/2
f(τ)
τ − ξ

dτ

)
,

де α∗ := max {0, 1 − m}, а при визначеннi функцiї

P (ξ) := exp(−iπm/2)(ξ + i)m−1
(
σ′

(
ξ−i
ξ+i

))1−m/2

+ exp(iπm/2)×

× (ξ − i)m−1
(
σ′

(
ξ+i
ξ−i

))1−m/2

голоморфнi вiтки аналiтичних функцiй
нормуються так, щоб P (0) = 0.

В теоремi 2.4.2 встановлено достатнi умови того, що кожний розв’-
язок сингулярного iнтегрального рiвняння (6) вигляду

Up(ξ) =
U0(ξ)

(ξ2 + 1)(1−α∗)/2
, (7)

де U0 ∈ D̃e(R), одержується в результатi розв’язання iнтегрального
рiвняння Фредгольма

U0(ξ) + (R(kpU0))(ξ) = (Rf̂∗)(ξ) ∀ ξ ∈ R, (8)
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в якому оператор R kp є компактним у просторi Ce(R). При цьому
рiвняння (8) має єдиний розв’язок у просторi Ce(R), який належить
класу D̃e(R).

В результатi редукцiї допомiжної задачi до рiвняння (8) доведено
наступне твердження.

Теорема 2.4.3. Нехай 0 < m < 2 i функцiя u∂D належить класу
Hω

α(∂D), m/2 < α ≤ 1, при цьому конформне вiдображення σ(Z) має
на колi {Z ∈ C : |Z| = 1} неперервну контурну похiдну, яка не
перетворюється в нуль в жоднiй точцi цього кола i модуль непе-
рервностi якої задовольняє умову

1∫

0

ω(σ′, η)
η

ln3 1
η

dη < ∞ .

Тодi розв’язок задачi E при m ∈ [1, 2) або розв’язок задачi N0 при
m ∈ (0, 1) задається формулою (2), в якiй F є єдиним розв’язком
допомiжної задачi i має вигляд

F (z) = F0(z) +
2π uΓ(b2, 0)
B

(
m
2 , 1

2

) ,

де голоморфна функцiя F0 виражається рiвнiстю

F0(z) = −2 sin πm
2 (ξ + i)

π σ′( ξ−i
ξ+i )

∞∫

−∞

Up(|τ |)
τ − ξ

dτ, z = σ

(
ξ − i

ξ + i

)
, Im ξ > 0,

при цьому функцiя Up має вигляд (7), де U0 є розв’язком рiвняння
Фредгольма (8) у просторi Ce(R).

Роздiл 2 завершується доведенням теорем 2.3.1 i 2.3.2, яке спира-
ється на теорему 2.4.3.

В роздiлi 3 встановлено зв’язок мiж розв’язками рiвняння (1)
при m > 1 в областях спецiального вигляду i моногенними функцiя-
ми, якi приймають значення в деякiй комутативнiй банаховiй алгебрi.

Розглянемо комплексифiкацiю HC := H ⊕ iH ≡ {c = a + ib :
a, b ∈ H} нескiнченновимiрної комутативної асоцiативної банахової

алгебри H := {a =
∞∑

k=1

akek : ak ∈ R, ‖a‖H :=
∞∑

k=1

|ak| < ∞}, таблицю
множення для елементiв базиса {ek}∞k=1 якої запропонував I.П. Мель-
ниченко:
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ene1 = en, emen = 1

2

(
em+n−1 + (−1)n−1em−n+1

) ∀m ≥ n ≥ 1 ,

при цьому норма в HC задається спiввiдношенням ‖c‖HC :=
∞∑

k=1

|ck|,

де c =
∞∑

k=1

ck ek, ck ∈ C.
Нехай тепер D — область декартової площини xOy, опукла в на-

прямку осi Oy. Це означає, що область D разом з кожною своєю то-
чкою (x, y) мiстить також вiдрiзок, що з’єднує точки (x, y) та (x,−y).
Тодi конгруентна областi D область Dz комплексної площини є опу-
клою в напрямку уявної осi. Областi D поставимо також у вiдповiд-
нiсть конгруентну їй область Dζ := {ζ = xe1 + ye2 : (x, y) ∈ D} в
площинi µ := {ζ = xe1 + ye2 : x, y ∈ R} ⊂ HC.

В пiдроздiлi 3.1 встановлено характеризацiю розв’язкiв рiвняння
(1) при m > 1 в опуклiй в напрямку осi Oy областi D за допомогою
компонент головних продовжень в область Dζ функцiй, голоморфних
в областi Dz. При m = 1 таку характеризацiю встановлено в роботах
I.П. Мельниченка i С.А. Плакси, де для кожної функцiї F : Dz −→ C,
голоморфної в опуклiй у напрямку уявної осi областi Dz, побудовано
в явному виглядi її головне продовження в область Dζ :

1
2πi

∫

γ

(te1−ζ)−1F (t) dt =
∞∑

k=1

Uk(x, y) ek , ζ := xe1+ye2 ∈ Dζ , (9)

при цьому

U1(x, y) :=
1

2πi

∫

γ

F (t)√
(t− z)(t− z̄)

dt, (10)

Uk(x, y) :=
1
πi

∫

γ

F (t)√
(t− z)(t− z̄)

(√
(t− z)(t− z̄)− (t− x)

y

)k−1

dt, (11)

де z = x + iy : y 6= 0, γ — довiльна замкнена спрямлювана жор-
данова крива в Dz, що охоплює вiдрiзок, який з’єднує точки z i
z̄ та є спектром елемента ζ, а також лiнiєю розгалуження функцiї√

(t− z)(t− z̄) (вважаємо також, що в точках осi Ox функцiї (10),
(11) доозначено за неперервнiстю).
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Позначимо

ak(m) :=





1 +
∞∑

n=1

(m−1)(m−3)...(m−4n+1)
24n(2n)! Cn

2n, якщо k = 0,
∞∑

n=k

(m−1)(m−3)...(m−4n+1)
24n(2n)! Cn−k

2n , якщо k = 1, 2, . . . ,

bk(m) :=
∞∑

n=k

(m− 1)(m− 3) . . . (m− 4n− 1)
24n+2(2n + 1)!

Cn−k
2n+1, k = 0, 1, . . . ,

де Ck
n — бiномiальнi коефiцiєнти. Тепер при Im z 6= 0 лiнiєю роз-

галуження функцiї
(
(t − z)(t − z̄)

)(m−1)/2 будемо вважати множину
{t ∈ C : Re t = Re z, | Im t| ≥ | Im z|}.

В наступнiй теоремi побудовано розв’язок рiвняння (1) при m ≥ 1
за допомогою компонент Uk гiперкомплексної аналiтичної функцiї
(9) (при m = 1 твердження теореми доведено I.П. Мельниченком i
С.А. Плаксою).

Теорема 3.1.1. Якщо m ≥ 1 i F : Dz −→ C є голоморфною фун-
кцiєю в опуклiй у напрямку уявної осi областi Dz, то функцiя

u(x, y) :=
∞∑

k=0

ak(m)U4k+1(x, y) +
∞∑

k=0

bk(m)U4k+3(x, y) (12)

задовольняє рiвняння (1) на множинi {(x, y) ∈ D : y 6= 0}. Крiм
того, функцiя (12) при (x, y) ∈ D : y 6= 0 подається у виглядi

u(x, y) =
2(m−3)/2

πi |y|m−1

∫

γ′

F (t)√
(t− z)(t− z̄)

(
(t− z)(t− z̄)

)(m−1)/2
dt ,

де z = x + iy, а γ′ — довiльна замкнена спрямлювана жорданова
крива в Dz, що охоплює множину {x + iη : |η| < |y|}, перетинаючи
пряму Re t = x лише в точках z i z̄. При цьому iснує границя

lim
(x,y)→(x0,0)

u(x, y) =
2(m−1)/2

π
B

(
m

2
,
1
2

)
F (x0) ∀x0 ∈ R : (x0, 0) ∈ D ,

Справедлива також теорема, обернена до теореми 3.1.1.
Теорема 3.1.2. Нехай область D є опуклою в напрямку осi Oy

i u(x, y) — неперервна в D та парна за змiнною y функцiя, яка при
m ≥ 1 є розв’язком рiвняння (1) на множинi {(x, y) ∈ D : y 6= 0}.
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Тодi iснує єдина голоморфна в Dz функцiя F : Dz −→ C така, що
справедлива рiвнiсть (12), де Uk — компоненти головного продов-
ження (9) функцiї F в область Dζ .

Спираючись на теореми 3.1.1, 3.1.2 i аналог теореми Рунге для
головних продовжень (9) аналiтичних функцiй комплексної змiнної
в область Dζ , в теоремi 3.1.3 побудовано полiноми, якi дають рiвно-
мiрне наближення узагальнених осесиметричних потенцiалiв на ком-
пактних пiдмножинах областi D.

В пiдроздiлi 3.2 доведено деякi аналоги теореми 3.1.1 — теореми
3.2.1, 3.2.2. В них побудовано розв’язки рiвняння (1) при m > 1 в
зовнiшностi замикання обмеженої областi D, опуклої у напрямку осi
Oy, за допомогою компонент аналiтичних функцiй, якi приймають
значення в алгебрi HC (при m = 1 аналогiчнi результати одержано
I.П. Мельниченком i С.А. Плаксою).

ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi розглядається рiвняння узагальненого осе-
симетричного потенцiалу, яке має фундаментальне значення в рядi
роздiлiв математичного аналiзу та математичної фiзики.

Основнi результати дисертацiї такi:
1. Встановлено iнтегральнi зображення узагальненого осесимет-

ричного потенцiалу через аналiтичнi функцiї комплексної змiнної,
заданi в довiльнiй симетричнiй вiдносно дiйсної осi однозв’язнiй обла-
стi. Для певних класiв узагальнених осесиметричних потенцiалiв
встановлено взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж ними та аналi-
тичними функцiями комплексної змiнної, яка задається вказаними
iнтегральними зображеннями.

2. Встановлено достатнi умови неперервного продовження iнте-
гральних зображень узагальненого осесиметричного потенцiалу на
границю областi та одержано оцiнку локального модуля неперервно-
стi їх граничних значень.

3. Здiйснено редукцiю деяких крайових задач для узагальнених
осесиметричних потенцiалiв до iнтегральних рiвнянь Фредгольма
другого роду на дiйснiй осi за розширених умов на границю обла-
стi.

4. Знайдено алгоритм побудови узагальнених осесиметричних по-
тенцiалiв за компонентами моногенних функцiй гiперкомплексної
змiнної, якi будуються в явному виглядi як головнi продовження ана-
лiтичних функцiй комплексної змiнної.



– 16 –
Одержанi результати та розвиненi в нiй методи можуть бути вико-

ристанi в теорiї узагальнених аналiтичних функцiй, в теорiї крайових
задач для розв’язкiв диференцiальних рiвнянь елiптичного типу з ви-
родженням та їх застосуваннях у математичнiй фiзицi, гiдродинамiцi,
газодинамiцi, теплофiзицi, механiцi та iнших прикладних дисциплi-
нах.
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АНОТАЦIЇ

Грищук С. В. Iнтегральнi зображення в крайових задачах
для узагальненого осесиметричного потенцiалу. — Рукопис. —
Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-мате-
матичних наук зa спецiальнiстю 01.01.01 — математичний аналiз. Iн-
ститут математики НАН України, Київ, 2008.

В дисертацiї розглядається рiвняння узагальненого осесиметрич-
ного потенцiалу, яке має фундаментальне значення в рядi роздiлiв
математичного аналiзу та математичної фiзики. Встановлено iнте-
гральнi зображення узагальненого осесиметричного потенцiалу че-
рез аналiтичнi функцiї комплексної змiнної, заданi в довiльнiй симе-
тричнiй вiдносно дiйсної осi однозв’язнiй областi. Для певних класiв
узагальнених осесиметричних потенцiалiв встановлено взаємно одно-
значну вiдповiднiсть мiж ними та аналiтичними функцiями компле-
ксної змiнної, яка задається згаданими iнтегральними зображеннями.
Здiйснено редукцiю деяких крайових задач для узагальнених осеси-
метричних потенцiалiв до iнтегральних рiвнянь Фредгольма друго-
го роду на дiйснiй осi за послаблених (у порiвняннi з попереднiми
результатами) умов на границю областi. Здiйснено характеризацiю
розв’язкiв рiвняння узагальненого осесиметричного потенцiалу за до-
помогою моногенних функцiй, якi приймають значення в деякiй не-
скiнченновимiрнiй комутативнiй банаховiй алгебрi.

Ключовi слова: узагальнений осесиметричний потенцiал, iнте-
гральнi зображення, крайовi задачi, iнтегральнi рiвняння, комута-
тивна банахова алгебра, моногеннi функцiї.

Грищук С. В. Интегральные представления в краевых зада-
чах для обобщенного осесимметричного потенциала. — Руко-
пись. — Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-
математических наук по специальности 01.01.01 — математический
анализ. Институт математики НАН Украины, Киев, 2008.

Диссертация посвящена исследованию решений уравнения обоб-
щенного осесимметричного потенциала:

(
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2

)
u(x, y) +

m

y

∂u(x, y)
∂y

= 0, m = const > 0
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в ограниченной односвязной области D, симметричной относительно
оси Ox.

Установлено, что этому уравнению удовлетворяют функции вида

u(x, y) =
1

2πi|y|m−1

∫

Γzz̄

F (t)
(
(t− z)(t− z̄)

)m/2−1
dt , z = x+iy, y 6= 0 ,

где F — голоморфная в области Dz := {z = x + iy : (x, y) ∈ D}
функция, Γzz̄ — гладкая дуга в области Dz, соединяющая то-
чки z и z̄, а непрерывная ветвь аналитической по t функции(
(t− z)(t− z̄)

)m/2−1 выделяется при помощи разреза комплексной
плоскости вдоль жордановой кривой, последовательно соединяющей
точки z,∞, z̄, не пересекающей вещественную прямую и имеющей с
кривой Γzz̄ общими только точки z, z̄.

Установлены достаточные условия непрерырвной продолжимости
интегральных представлений обобщенного осесимметричного потен-
циала указанного вида на границу области и получена оценка ло-
кального модуля непрерывности их граничных значений.

Доказано, что приведенное интегральное выражение задает
взаимно однозначное соответствие между голоморфными в Dz фун-
кциями комплексной переменной, принимающими вещественные зна-
чения в точках действительной оси R, и обобщенными осесимметри-
чными потенциалами, которые при m ∈ [1, 2) принадлежат классу
C2(D+) дважды непрерывно дифференцируемых в области D+ :=
:= {(x, y) ∈ D : y > 0} функций, непрерывно продолжимых на мно-
жество {(x, 0) : x ∈ Dz ∩ R}, а при m ∈ (0, 1) — подклассу N2(D+)
класса C2(D+), состоящему из функций u(x, y), удовлетворяющих до-
полнительному условию

lim
(x,y)→(x0,0)

ym ∂u(x, y)
∂y

= 0 ∀ (x0, 0) ∈ {(x, 0) : x ∈ Dz ∩ R}.

Для доказательства рассматриваются следующие краевые задачи:
задача E: при 1 ≤ m < 2 найти обобщенный осесимметриче-

ский потенциал класса C2(D+), который принимает на кривой Γ, яв-
ляющейся пересечением границы ∂D области D с полуплоскостью
{(x, y) : y ≥ 0}, значения заданной непрерывной функции uΓ;

задача N0: при m ∈ (0; 1) найти обобщенный осесимметрический
потенциал класса N2(D+), принимающий на Γ значения заданной
непрерывной функции uΓ.
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Метод доказательства основывается на редукции указанных крае-

вых задач к интегральным уравнениям Фредгольма второго рода,
которая осуществляется при ослабленных (по сравнении с предыду-
щими исследованиями) ограничениях на границу области.

Установлена характеризация решений уравнения обобщенного
осесимметричного потенциала в симметричных относительно оси Ox
и при этом выпуклых в направлении оси Oy областях с помощью мо-
ногенных функций, принимающих значения в некоторой бесконечно-
мерной комутативной банаховой алгебре. При этом найдены алгори-
тмы построения обобщенных осесимметричных потенциалов по ком-
понентам гиперкомплексных моногенных функций, которые строятся
в явном виде как продолжения аналитических функций комплексной
переменной.

Ключевые слова: обобщенный осесимметричный потенциал, ин-
тегральные представления, краевые задачи, интегральные уравне-
ния, коммутативная банахова алгебра, моногенные функции.

Grishchuk S.V. Integral expressions in boundary problems for
generalized axial-symmetric potential. — Manuscript.— The thesis
is presented for the scientific degree of the Candidate of Physics and
Mathematics by Speciality 01.01.01 — Mathematical Analysis. — Insti-
tute of Mathematics National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv,
2008.

We considered the equation of generalized axial-symmetric potential
(another name — the equation of GASPT) playing a great importance
in some problems in mathematical analysis and mathematical physics.
We have obtained integral expressions of generalized axial-symmetric
potential via complex-valued analytic functions in a simply connected
domain which is symmetric with respect to the real axis. For some classes
of generalized axial-symmetric potentials, we have proved a one-to-one
correspondence (which is represented by means of these integral formulas)
between them and тне set of complex-valued analytic functions taking
real values on the real axes.

If the boundary of domain satisfies some conditions which are
weakened in comparison with previous results, then some boundary
problems for generalized axial-symmetric potentials are reduced to the
Fredholm integral equations of the second kind on the real axes. We have
obtained a characterization of solutions of the equation of GASPT by
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means of components of monogenic functions taking values in an infinite-
dimensional commutative associative Banach algebra.

Key words: generalized axial-symmetric potential, integral expressi-
ons, boundary problems, integral equations, commutative Banach
algebras, monogenic functions.
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