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Â Ñ Ò Ó Ï

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ðiâíÿííÿ òåîði¨ óçàãàëüíåíîãî îñåñèìåòðè÷íî-
ãî ïîòåíöiàëó

(
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2

)
u(x, y) +

m

y

∂u(x, y)

∂y
= 0, m = const > 0 (1)

ìà¹ ôóíäàìåíòàëüíå çíà÷åííÿ â ðÿäi ðîçäiëiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè,
ãiäðîäèíàìiêè, àåðîäèíàìiêè, òåîði¨ ïðóæíîñòi. Âîíî ïðèðîäíüî ç'ÿâëÿ-
¹òüñÿ ïðè âèâ÷åííi ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ç ïåâíèìè âèäàìè ñèìåòði¨ îáëàñòi
âèçíà÷åííÿ àáî ðîçâ'ÿçêiâ. Çîêðåìà, ÿêùî m ¹ íàòóðàëüíèì ÷èñëîì, òî
ðiâíÿííÿ (1) çàäîâîëüíÿþòü ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ ϕ(x1, x2, . . . , xm+2) , âè-
çíà÷åíi â (m + 2) -âèìiðíîìó äiéñíîìó ïðîñòîði Rm+2 , çà óìîâè, ùî âî-
íè, òàê áè ìîâèòè, "âîëîäiþòü ñèìåòði¹þ" âiäíîñíî îñi Ox1 i ðîçãëÿäàþ-
òüñÿ â ìåðèäiàííié ïëîùèíi

{
(x, y) : x = x1, y =

√
x2

2 + · · ·+ x2
m+2

}
:

u(x, y) := ϕ(x1, x2, . . . , xm+2) . Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî ðiâíÿííÿ (1)
¹ îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ óçàãàëüíåíî¨ îñåñèìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ïîòåíöiàëó, ÿêà
ìà¹ ÷èñëåííi çàñòîñóâàííÿ ó ôiçèöi (äèâ., íàïðèêëàä, [79, 80]).

Âàæëèâèìè ç òî÷êè çîðó çàñòîñóâàíü ¹ êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ðîçâ'ÿç-
êiâ ðiâíÿííÿ (1) â îáëàñòÿõ, ùî ëåæàòü ó íàïiâïëîùèíi {(x, y) : y > 0}
i ïðèëÿãàþòü äî âiäðiçêiâ îñi Ox . Ì.Â. Êåëäèø âñòàíîâèâ (äèâ. [20]), ùî
êîðåêòíi ïîñòàíîâêè êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü åëiïòè÷íîãî òèïó ç âè-
ðîäæåííÿì ìîæóòü ñóòò¹âî âiäðiçíÿòèñÿ âiä êîðåêòíèõ ïîñòàíîâîê äëÿ
íåâèðîäæåíèõ ðiâíÿíü. Òàê, äëÿ ðiâíÿííÿ (1) êîðåêòíi ïîñòàíîâêè êðà-
éîâèõ çàäà÷ ó ðÿäi âèïàäêiâ ïîòðåáóþòü, ùîá âiäðiçêè ëiíi¨ âèðîäæåííÿ
y = 0 áóëè âiëüíèìè âiä êðàéîâèõ óìîâ.

Äîñëiäæåííÿ ç òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü åëiïòè÷íîãî òèïó
äðóãîãî ïîðÿäêó ç âèðîäæåííÿì, à òàêîæ åëiïòè÷íèõ ñèñòåì ïåðøîãî
ïîðÿäêó ç âèðîäæåííÿì âiäîáðàæåíi â ðîáîòàõ i ìîíîãðàôiÿõ áàãàòüîõ
àâòîðiâ, çîêðåìà, Å.Ò. Óiòòåêåðà i Ä.Í. Âàòñîíà [63], Ã. Áåéòìåíà [69],
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Ì.Â. Êåëäèøà [20], Ì.Î. Ëàâðåíòü¹âà i Á.Â. Øàáàòà [29], À.Â. Áiöàäçå [2],
Ë.Ã. Ëîéöÿíñüêîãî [30], À. Âåéíøòåéíà [78, 79], Ï. Õåíði÷i [75], À. Ìàêêi
[77], À. Õ'þáåðà [76], À. Åðäåëü¨ [74], Ð.Ï. Ãiëáåðòà [70], Þ.Ï. Êðèâåíêî-
âà [24], Ë.Ã. Ìèõàéëîâà [38], Í. Ðàäæàáîâà [54, 56], I.I. Äàíèëþêà [12, 13],
Ñ.À. Òåðñåíîâa [60, 61], Ã.Ì. Ïîëîæîãî [49], Ì.Á. Êàïiëåâè÷à [16], Ë.Ä. Êó-
äðÿâöåâà [26, 27], À.À. Âàøàðiíà i Ï.I. Ëiçîðêiíà [4], I.Î. Êiïðiÿíîâà [21],
Ì.Ì. Ñìèðíîâà [58, 59] òà iíøèõ.

Ïðîòå, íå çâàæàþ÷è íà çíà÷íó êiëüêiñòü äîñëiäæåíü ç òåîði¨ êðàéî-
âèõ çàäà÷ äëÿ âêàçàíèõ ðiâíÿíü i ¨õ ñèñòåì, àêòóàëüíîþ çàëèøà¹òüñÿ ðîç-
ðîáêà ìåòîäiâ ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ, ÿêi áàçóþòüñÿ íà iíòåãðàëüíèõ çîáðàæåííÿõ
ðîçâ'ÿçêiâ. Ïðè öüîìó äîñèòü åôåêòèâíèìè ¹ çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ÷åðåç
àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨, ùî äà¹ ìîæëèâiñòü çàñòîñîâóâàòè äî êðàéîâèõ çàäà÷
äëÿ ðiâíÿíü åëiïòè÷íîãî òèïó ç âèðîäæåííÿì ìåòîäè òåîði¨ êðàéîâèõ çà-
äà÷ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ i ñèíãóëÿðíèõ iíòåãðàëüíèõ
ðiâíÿíü.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.
Äèñåðòàöiÿ âèêîíàíà â Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè â ðàìêàõ íà-
óêîâèõ òåì "Äîñëiäæåííÿ ç êîìïëåêñíîãî àíàëiçó, òåîði¨ ïîòåíöiàëó, äè-
ôåðåíöiàëüíèõ òà òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé âiäîáðàæåíü i ìíîæèí" (íî-
ìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0101U000700) i "Àíàëiòè÷íi òà ãåîìåòðè÷íi ïðîáëåìè
êîìïëåêñíîãî àíàëiçó " (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0106U000156).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ðiâíÿííÿ
(1) i éîãî ðîçâ'ÿçêè.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âèâ÷åííÿ ãðàíè÷íèõ âëàñòèâîñòåé óçà-
ãàëüíåíîãî îñåñèìåòðè÷íîãî ïîòåíöiàëó òà õàðàêòåðèçàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâ-
íÿííÿ (1) çà äîïîìîãîþ ìîíîãåííèõ ôóíêöié, ÿêi ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â
äåÿêié êîìóòàòèâíié áàíàõîâié àëãåáði.

Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ âñòàíîâëåííÿ iíòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1) ÷åðåç àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ i
ðîçðîáêà íà ¨õ îñíîâi ôóíêöiîíàëüíî-àíàëiòè÷íîãî ìåòîäó ðîçâ'ÿçàííÿ
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êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ óçàãàëüíåíèõ îñåñèìåòðè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ.
Äëÿ äîñÿãíåííÿ ìåòè â ðîáîòi:
� âñòàíîâëþþòüñÿ äîñòàòíi óìîâè íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ óçà-

ãàëüíåíèõ îñåñèìåòðè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ íà ãðàíèöþ îáëàñòi i âèâ÷àþòüñÿ
¨õ ãðàíè÷íi âëàñòèâîñòi;

� ðîçðîáëÿ¹òüñÿ ñõåìà ðåäóêöi¨ äåÿêèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðîçâ'ÿç-
êiâ ðiâíÿííÿ (1) äî iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó íà
äiéñíié îñi;

� çíàõîäèòüñÿ êîìóòàòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà òàêà, ùî ìîíîãåííi
ôóíêöi¨ çi çíà÷åííÿìè â íié, ÿêi áóäóþòüñÿ ÿê ïðîäîâæåííÿ àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, äàþòü åôåêòèâíèé ñïîñiá ïîáóäîâè ðîçâ'ÿç-
êiâ ðiâíÿííÿ (1).

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi öèõ çàäà÷ çàñòîñîâóþòüñÿ ìåòîäè òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ i ñèíãóëÿðíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÿäðîì
Êîøi.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Íàóêîâó íîâèçíó ìà-
þòü òàêi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨.

1. Âñòàíîâëåíî iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ óçàãàëüíåíîãî îñåñèìåòðè÷-
íîãî ïîòåíöiàëó ÷åðåç ãîëîìîðôíi êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, çàäàíi â äîâiëüíié
ñèìåòðè÷íié âiäíîñíî äiéñíî¨ îñi îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi. Ïðè m ∈ (0; 2) äëÿ
ïåâíèõ êëàñiâ óçàãàëüíåíèõ îñåñèìåòðè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ äîâåäåíî âçà¹ìíó
îäíîçíà÷íiñòü âiäïîâiäíîñòi ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (1) òà ãîëîìîðôíè-
ìè ôóíêöiÿìè êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, ÿêà çàäà¹òüñÿ âêàçàíèìè iíòåãðàëü-
íèìè çîáðàæåííÿìè.

2. Âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ iíòåãðàëü-
íèõ çîáðàæåíü óçàãàëüíåíîãî îñåñèìåòðè÷íîãî ïîòåíöiàëó íà ãðàíèöþ
îáëàñòi òà îäåðæàíî îöiíêó ëîêàëüíîãî ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi ¨õ ãðàíè÷-
íèõ çíà÷åíü.

3. Çäiéñíåíî ðåäóêöiþ äåÿêèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿí-
íÿ (1) ïðè m ∈ (0; 2) äî iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó
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íà äiéñíié îñi çà ðîçøèðåíèõ óìîâ íà ãðàíèöþ îáëàñòi.
4. Çíàéäåíî àëãîðèòìè ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1) ïðè m > 1

çà êîìïîíåíòàìè ìîíîãåííèõ ôóíêöié ãiïåðêîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, ÿêi áó-
äóþòüñÿ â ÿâíîìó âèãëÿäi ÿê ïðîäîâæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëå-
êñíî¨ çìiííî¨.

Çóïèíèìîñü äåòàëüíiøå íà îïèñi îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. �õ
âèêëàä ïî÷èíà¹òüñÿ ç ðîçäiëó 2.

Â ðîçäiëi 2 âñòàíîâëåíî iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ óçàãàëüíåíîãî îñåñè-
ìåòðè÷íîãî ïîòåíöiàëó ó äîâiëüíié îáìåæåíié îäíîçâ'ÿçíié i ñèìåòðè÷íié
âiäíîñíî îñi Ox îáëàñòi D äåêàðòîâî¨ ïëîùèíè xOy .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Dz îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C , êîíãðóåíòíó
îáëàñòi D , à ÷åðåç b1 i b2 � òî÷êè ïåðåòèíó ¨¨ ãðàíèöi ∂Dz ç äiéñíîþ
âiññþ R , ïðè öüîìó óìîâèìîñÿ, ùî b1 < b2 . Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè z ∈ Dz ,
äëÿ ÿêî¨ Im z 6= 0 , çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó ãëàäêó æîðäàíîâó êðèâó Γzz̄ , ùî
ëåæèòü â îáëàñòi Dz i ç'¹äíó¹ òî÷êè z , z̄ . Óìîâèìîñÿ ââàæàòè ïî÷àòêîì
êîæíî¨ êðèâî¨ Γzz̄ òî÷êó ç âiä'¹ìíîþ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ.

ßêùî z ∈ Dz , Im z 6= 0 i α ∈ R , òî
(
(t− z)(t− z̄)

)α ðîçóìi¹ìî ÿê
íåïåðåðâíó âiòêó àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ L(t) :=

(
(t− z)(t− z̄)

)α ç ðîçðiçîì
âçäîâæ æîðäàíîâî¨ êðèâî¨, ùî ïîñëiäîâíî ç'¹äíó¹ òî÷êè z , ∞ , z̄ i ìà¹ ç
ìíîæèíîþ Γzz̄ ∪ R ñïiëüíèìè ëèøå òî÷êè z , z̄ , òàêó, ùî L(t) > 0 ïðè
âñiõ t > max

τ∈Γzz̄

Re τ .
Â ïiäðîçäiëi 2.1 äîâåäåíî ïðÿìó òåîðåìó ñòîñîâíî çîáðàæåíü óçàãàëü-

íåíîãî îñåñèìåòðè÷íîãî ïîòåíöiàëó, äå âñòàíîâëåíî iíòåãðàëüíèé âèðàç,
ÿêèé êîæíié ãîëîìîðôíié â Dz ôóíêöi¨ ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (1) íà ìíîæèíi {(x, y) ∈ D : y 6= 0} ïðè m > 0 .

Òåîðåìà 2.1.1. ßêùî m > 0 i ôóíêöiÿ F ãîëîìîðôíà â îáëàñòi
Dz , òî ôóíêöiÿ

u(x, y) =
1

2πi|y|m−1

∫

Γzz̄

F (t)
(
(t− z)(t− z̄)

)m/2−1
dt , z = x + iy, (2)
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çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1) íà ìíîæèíi {(x, y) ∈ D : y 6= 0} . Ïðè öüîìó

lim
(x,y)→(x0,0)

u(x, y) =
B

(
m
2 , 1

2

)

2π
F (x0) ∀x0 ∈ R : (x0, 0) ∈ D ,

äå B(p, q) � áåòà-ôóíêöiÿ Åéëåðà.
Ôîðìóëà (2) óçàãàëüíþ¹ iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿí-

íÿ (1), îäåðæàíi À. Ìàêêi [77], Ï. Õåíði÷i [75], Þ.Ï. Êðèâåíêîâèì [24],
Í. Ðàäæàáîâèì [54]. Ñõîæi çà âèãëÿäîì ç âèðàçîì (2) iíòåãðàëüíi çîáðà-
æåííÿ xm -àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îäåðæàíî Ã.Ì. Ïîëîæèì [49].

Â ïiäðîçäiëi 2.2 âñòàíîâëåíî óìîâè, ùî ¹ äîñòàòíiìè äëÿ íåïåðåðâ-
íîãî ïðîäîâæåííÿ iíòåãðàëüíîãî çîáðàæåííÿ (2) íà ãðàíèöþ îáëàñòi Dz ,
i îäåðæàíî îöiíêó ëîêàëüíîãî ìîäóëÿ íåïåðåâíîñòi éîãî ãðàíè÷íèõ çíà-
÷åíü.

Íåõàé n � íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü
2n < m ≤ 2n+2 . Ââiâøè â ðîçãëÿä ôóíêöiþ u(z) := u(x, y) êîìïëåêñíî¨
çìiííî¨ z := x + iy , ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè n ðàçiâ â ðiâíîñòi (2)
îäåðæèìî

u(z) =
k(m)

2πi |y|m−1

∫

Γzz̄

Fn(t)Qn(t− x, y)
(
(t− z)(t− z̄)

)−νm

dt, (3)

äå νm := {1− m
2 } � äðîáîâà ÷àñòèíà ÷èñëà 1− m

2 ,

k(m) :=





1 ïðè n = 0,

2n/2(m− 2)(m− 4) . . . (m− n
2 + 1) ïðè n = 2, 4, . . . ,

−2(n+1)/2(m− 2)(m− 4) . . . (m− n−1
2 ) ïðè n = 1, 3, . . . ,

Fn(t) :=





F (t) ïðè n = 0,
t∫

t0

F (τ) dτ ïðè n = 1,
t∫

t0

tn−1∫
t0

tn−2∫
t0

. . .
t1∫
t0

F (τ) dτ dt1 dt2 . . . dtn−1 ïðè n = 2, 3, . . .

( t, t0, t1, . . . , tn−1 ∈ Dz i iíòåãðóâàííÿ âåäåòüñÿ âçäîâæ ãëàäêèõ äóã, ùî
íàëåæàòü Dz òà ç'¹äíóþòü êiíöi iíòåãðóâàííÿ), Qn(t− x, y) � êîíêòðåò-
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íèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n âiä t − x òà y , çàïèñàíèé ó ðîáîòi â ÿâíîìó
âèãëÿäi.

Íåõàé òåïåð γ := ∂Dz ¹ çàìêíåíîþ æîðäàíîâîþ ñïðÿìëþâàíîþ êðè-
âîþ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lp áàíàõiâ ïðîñòið ñóìîâíèõ ó ñòåïåíi p ôóíêöié
f : γ −→ C ç íîðìîþ ‖f‖Lp

:=
( ∫

γ

|f(t)|p|dt|
)1/p

, à ÷åðåç L∞ � áàíà-

õiâ ïðîñòið iñòîòíî îáìåæåíèõ ôóíêöié f : γ −→ C ç íîðìîþ ‖f‖L∞ :=

:= ess sup
t∈γ

|f(t)|. Ïîçíà÷èìî òàêîæ ÷åðåç Ep êëàñ Ñìèðíîâà (äèâ. [52,

ñ. 203]) ôóíêöié, çàäàíèõ â Dz , à ÷åðåç E∞ � êëàñ ãîëîìîðôíèõ i îáìå-
æåíèõ â Dz ôóíêöié.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç d(z1, z2) äiàìåòð òi¹¨ äóãè êðèâî¨ γ , ÿêà ç'¹äíó¹
òî÷êè z1, z2 ∈ γ i ìà¹ íå áiëüøó äîâæèíó. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî γ ¹
k -êðèâîþ òèïó "äiàìåòð-õîðäà", ÿêùî âiäíîøåííÿ d(z1, z2)/|z1 − z2|
îáìåæåíå ÷èñëîì k ïðè äîâiëüíîìó âèáîði òî÷îê z1, z2 ∈ γ . Îáëàñòü Dz

íàçâåìî k -îáëàñòþ, ÿêùî äâi äîâiëüíi òî÷êè ìíîæèíè Dz ìîæíà ç'¹ä-
íàòè k -êðèâîþ òèïó "äiàìåòð-õîðäà" ç ôiêñîâàíèì çíà÷åííÿì k , i ïðè
öüîìó âñi òî÷êè çàçíà÷åíî¨ êðèâî¨, çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî, êiíöiâ, íàëå-
æàòü îáëàñòi Dz .

Íåõàé θ(ε) := sup
z∈γ

mes {t ∈ γ : |t − z| ≤ ε} � ìåòðè÷íà õàðàêòå-

ðèñòèêà êðèâî¨ γ , ââåäåíà Â.Â. Ñàëà¹âèì [57] (òóò mes � ëiíiéíà ìiðà
Ëåáåãà íà γ ).

Ó íàñòóïíié òåîðåìi íàâåäåíî äîñòàòíi óìîâè íåïåðåðâíîãî ïðîäîâ-
æåííÿ ôóíêöi¨ (3) íà ãðàíèöþ γ îáëàñòi Dz , ïðè öüîìó ãðàíè÷íå çíà÷å-
ííÿ ôóíêöi¨ u(z) â òî÷öi t ∈ γ ∪ {z ∈ Dz : Im z = 0} ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
u(t) .

Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé γ � çàìêíåíà æîðäàíîâà ñïðÿìëþâàíà êðè-
âà, ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî äiéñíî¨ îñi i òàêà, ùî θ(ε) = O(ε) , ε → 0 .
ßêùî m > 0 i Fn íàëåæèòü êëàñó Ep , äå 1 < p ≤ ∞ ïðè m = 2n + 2

i {m
2 }−1 < p ≤ ∞ ïðè m 6= 2n + 2 , òî ôóíêöiÿ (3) íåïåðåðâíî ïðî-

äîâæó¹òüñÿ ç îáëàñòi Dz ó òî÷êè ìíîæèíè γ \ {b1, b2} . Ïðè öüîìó
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äëÿ êîæíîãî δ òàêîãî, ùî 0 < δ < (1/8) max
t∈γ

|Im t| , òà äîâiëüíèõ òî-
÷îê z0, z1 ∈ γ \ {b1, b2} òàêèõ, ùî |Im z0| ≥ δ i |z1 − z0| ≤ |Im z0|/2,
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|u(z1)− u(z0)| ≤ c ‖Fn‖Lp

(
d(z1, z0)

1−νm−χp + ωm,p(|z1 − z0|)
)
, (4)

äå χp := 1/p ïðè p < ∞ i χp := 0 ïðè p = ∞ ,

ωm,p(ε) :=





ε|m−1|/(2n+1) ïðè 2n < m < 2n + 1 i
{m

2 }−1 < p ≤ ∞,

|m− 1|ε|m−1|/(2n+1) ïðè m = 2n + 1 i
{m

2 }−1 < p < ∞,

|m− 1|ε|m−1|/(2n+1) + ενm ln 1
ε ïðè

m = 2n + 1 i p = ∞,

ε|m−1|/(2n+1) ïðè 2n + 1 < m < 2n + 2 i
{m

2 }−1 < p < (2{m
2 } − 1)−1 àáî p = ∞,

ε|m−1|/(2n+1) + ενm
(
ln 1

ε

)2νm ïðè
2n + 1 < m < 2n + 2 i p = (2{m

2 } − 1)−1,

ε|m−1|/(2n+1) + ενm ïðè 2n + 1 < m < 2n + 2 i
(2{m

2 } − 1)−1 < p < ∞,

0 ïðè m = 2n + 2 i 1 < p ≤ ∞,

à ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä Fn, z0, z1 .
ßêùî, êðiì òîãî, äëÿ òî÷êè bj , äå j = 1 àáî j = 2 , iñíó¹ îêië,

ïåðåòèí ÿêîãî ç Dz ¹ k -îáëàñòþ, i ïðè öüîìó iñíó¹ ãðàíèöÿ

F (bj) := lim
z→bj ,z∈Dz

dn

dzn
Fn(z),

òî iñíó¹ òàêîæ ãðàíèöÿ

lim
z→bj ,z∈Dz

u(z) =
B

(
m
2 , 1

2

)

2π
F (bj).
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Î÷åâèäíèì íàñëiäêîì îöiíêè (4) ¹ âiäïîâiäíà îöiíêà äëÿ ëîêàëüíîãî
ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi ωγ,z0

(u, ε) := sup
t∈γ, |t−z0|≤ε

|u(t)− u(z0)| .
Â ïiäðîçäiëi 2.3 äëÿ ôóíêöi¨ u(x, y) ç äåÿêèõ âiäîìèõ êëàñiâ ðîç-

â'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1) ïðè m ∈ (0; 2) ñôîðìóëüîâàíî òåîðåìè (îáåðíåíi äî
òåîðåìè 2.1.1) ïðî iñíóâàííÿ ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ F òàêî¨, ùî âèêîíó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü (2).

Ïîçíà÷èìî D+ := {(x, y) ∈ D : y > 0} . Ç òåîðåìè 2.1.1 âèïëèâà¹, ùî
ðîçâ'ÿçîê (2) ðiâíÿííÿ (1) íàëåæèòü êëàñó C2(D

+) ôóíêöié, êîæíà ç ÿêèõ
íåïåðåðâíà íà ìíîæèíi D+∪{(x, 0) ∈ D : b1 < x < b2} i äâi÷i íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíà â D+ . Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ (2) íàëåæèòü ïiäêëàñó N2(D

+)

êëàñó C2(D
+) , ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü äîäàòêîâó

óìîâó
lim

(x0,y)→(x0,0)
ym∂u(x, y)

∂y
= 0 ∀x0 ∈ (b1, b2) .

Òåîðåìà 2.3.1. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ u(x, y) êëàñó C2(D
+) , ÿêà ïðè

m ∈ [1, 2) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1) â îáëàñòi D+ , iñíó¹ ¹äèíà ãîëî-
ìîðôíà ôóíêöiÿ F : Dz −→ C , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

F (z̄) = F (z) ∀ z ∈ Dz (5)

i òàêà, ùî ðiâíiñòü (2) âèêîíó¹òüñÿ ïðè âñiõ (x, y) ∈ D+ .
Òåîðåìà 2.3.2. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ u(x, y) êëàñó N2(D

+) , ÿêà ïðè
m ∈ (0, 1) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1) â îáëàñòi D+ , iñíó¹ ¹äèíà ãîëî-
ìîðôíà ôóíêöiÿ F : Dz −→ C , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5) i òàêà, ùî
ðiâíiñòü (2) âèêîíó¹òüñÿ ïðè âñiõ (x, y) ∈ D+ .

Òåîðåìè 2.3.1, 2.3.2 ïðè m ∈ (0, 2) óçàãàëüíþþòü àíàëîãi÷íi ðåçóëü-
òàòè Þ.Ï. Êðèâåíêîâà [24] íà îáëàñòi áiëüø çàãàëüíîãî âèãëÿäó.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 2.3.1, 2.3.2 çäiéñíþ¹òüñÿ â ïiäðîçäiëi 2.4 ìåòîäîì,
ðîçðîáëåíèì Ñ.À. Ïëàêñîþ äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ïðè m = 1 â ðîáîòi [46].
Ñõåìà äîâåäåííÿ âêëþ÷à¹, çîêðåìà, ðåäóêöiþ iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2)
ç øóêàíîþ ôóíêöi¹þ F äî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà äðóãîãî
ðîäó íà äiéñíié îñi i äà¹ ìîæëèâiñòü îäåðæàòè (ïðè äåÿêèõ ïðèðîäíiõ
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ïðèïóùåííÿõ ïðî ãðàíèöþ îáëàñòi i çàäàíó ôóíêöiþ) ôîðìóëè ðîçâ'ÿçêiâ
íàñòóïíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ (1):

çàäà÷à E : ïðè 1 ≤ m < 2 çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) êëàñó
C2(D

+) , ÿêèé ïðèéìà¹ íà êðèâié Γ , ùî ¹ ïåðåòèíîì ãðàíèöi ∂D îáëà-
ñòi D ç íàïiâïëîùèíîþ {(x, y) : y ≥ 0} , çíà÷åííÿ çàäàíî¨ íåïåðåðâíî¨
ôóíêöi¨ uΓ ;

çàäà÷à N0 : ïðè m ∈ (0; 1) çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) êëàñó
N2(D

+) , ÿêèé ïðèéìà¹ íà Γ çíà÷åííÿ çàäàíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ uΓ .
Çàñîáîì ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ E i N0 ¹ äîïîìiæíà çàäà÷à äëÿ çàäàíî¨

ôóíêöi¨ uΓ ïðî âiäøóêàííÿ ãîëîìîðôíî¨ â Dz i íåïåðåðâíî¨ â Dz ôóíêöi¨
F , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ äîäàòêîâó óìîâó ñèìåòði¨ (5), à ¨¨ ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ
çàäîâîëüíÿþòü iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

1

2πi |y|m−1

∫

Γγ
zz̄

F (t)
(
(t− z)(t− z̄)

)m/2−1
dt = u∂D(x, y) ,

äå (x, y) ∈ ∂D : y 6= 0 , z = x + iy , Γγ
zz̄ ïîçíà÷à¹ äóãó ãðàíèöi

îáëàñòi Dz γ ç êiíöÿìè z , z̄ , ùî ìiñòèòü òî÷êó b1 , ïðè öüîìó ïî÷à-
òêîì êðèâî¨ Γγ

zz̄ ââàæà¹ìî òó ç òî÷îê z , z̄ , óÿâíà ÷àñòèíà ÿêî¨ âiä'¹ìíà,
u∂D(x, y) := uΓ(x, |y|) .

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi äàíî¨ äîïîìiæíî¨ çàäà÷i âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äåÿêå
êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ σ(Z) îäèíè÷íîãî êðóãà {Z ∈ C : |Z| < 1}
íà îáëàñòü Dz òàêå, ùî σ(−1) = b1 , σ(1) = b2 i îáðàçîì ïiâêðóãà
{Z ∈ C : |Z| < 1, Im Z > 0} ïðè âiäîáðàæåííi σ(Z) ¹ îáëàñòü
{z ∈ Dz : Im z > 0} . Ëåãêî áà÷èòè, ùî òàêå âiäîáðàæåííÿ iñíó¹ i ïðè âñiõ
Z ∈ {Z ∈ C : |Z| ≤ 1} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó σ(Z̄) = σ(Z) .

Ââåäåìî â ðîçãëÿä ôóíêöiþ

M(Z, T ) :=

(
(T − Z)(T − Z̄)

(σ(T )− σ(Z))(σ(T )− σ(Z̄))

)1−m/2

,

ÿêó ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó Z 6= −1 áóäåìî ðîçóìiòè ÿê íåïåðåðâíó
âiòêó àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ â îäèíè÷íîìó êðóçi çà çìiííîþ T , òàêó, ùî
M(Z,−1) > 0 .



13

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ ôóíêöiþ

m(ξ, τ) := −i
exp (iπm/2)

41−m/2

(τ + i)2−m

τ + i
M

(
ξ − i

ξ + i
,
τ − i

τ + i

)
, ξ, τ ∈ R ,

äå ãîëîìîðôíà âiòêà ôóíêöi¨ (τ + i)2−m âèçíà÷åíà ïîçà ðîçðiçîì
{τ = iη : η ≤ −1} i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ − exp(−iπm/2) ïðè τ = 0 .

Íåõàé ω : [0,∞) −→ [0,∞) � ìîíîòîííî íåñïàäíà íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ω(0) = 0 , à òàêîæ iñíóþòü ñòàëi
C i ν òàêi, ùî ïðè âñiõ k > 1 i âñiõ ξ > 0 ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
ω(kξ) ≤ C kν ω(ξ) . Òîäi ïðè α ∈ (0; 1] ââåäåìî â ðîçãëÿä êëàñ Hω

α ôóí-
êöié g : ∂Dz −→ C , äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

|g(z1)− g(z2)| ≤ c ω(rz1z2
)

(|z1 − z2|
rz1z2

)α

∀ z1, z2 ∈ ∂Dz ,

äå rz1z2
:= max {|z1− b1||z1− b2|, |z2− b1||z2− b2|} i ñòàëà c íå çàëåæèòü

âiä z1, z2 .
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hω

α(∂D) êëàñ ôóíêöié g∂D : ∂D −→ R , äëÿ êîæíî¨
ç ÿêèõ ôóíêöiÿ g , ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ g(x + iy) := g∂D(x, y) ïðè
(x, y) ∈ ∂D , íàëåæèòü êëàñó Hω

α .
Â òåîðåìi 2.4.1 ó âèïàäêó 0 < m < 2 íàâåäåíi äîñòàòíi óìîâè ðåäóê-

öi¨ äîïîìiæíî¨ çàäà÷i äëÿ çàäàíî¨ ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ u∂D(x, y) ∈ Hω
α(∂D)

äî íàñòóïíîãî ñèíãóëÿðíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ íà äiéñíié îñi:

A(ξ, ξ) Up(ξ) +
2ξ

π
B(ξ, ξ)

∞∫

0

Up(τ)

τ 2 − ξ2 dτ−

−4m sin πm
2

π2 ξ

ξ∫

0

( ξ∫

τ

s(B(s, τ)−B(ξ, τ))

(ξ2 − s2)1+m/2(s2 − τ 2)1−m/2 ds

∞∫

0

τ Up(η)

η2 − τ 2 dη

)
dτ−

−2m sin πm
2

π
ξ

ξ∫

0

ξ∫

τ

Up(τ) s (A(s, τ)− A(ξ, τ))

(ξ2 − s2)1+m/2(s2 − τ 2)1−m/2 ds dτ = f∗(ξ) ∀ ξ > 0, (6)

â ÿêîìó

A(ξ, τ) := 2 Re m(ξ, τ), B(ξ, τ) := 2 Im m(ξ, τ),
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f∗(ξ) := u∗(ξ)ξ1−m −mξ

ξ∫

0

s(u∗(s)− u∗(ξ))
(ξ2 − s2)1+m/2 ds

i ôóíêöiÿ u∗ âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç çàäàíó ôóíêöiþ u∂D ðiâíiñòþ

u∗(ξ) :=
|y|m−1

(ξ2 + 1)1−m/2

(
u∂D(x, y)− u∂D(b2, 0)

)
, x + iy = σ

(
ξ − i

ξ + i

)
.

×åðåç C(R) ïîçíà÷èìî áàíàõiâ ïðîñòið ôóíêöié g∗ : R −→ C , íåïå-
ðåðâíèõ íà ðîçøèðåíié äiéñíié ïðÿìié R ∪ {∞} , ç íîðìîþ ‖g∗‖C(R) :=

:= sup
τ∈R

|g∗(τ)| , à ÷åðåç D̃(R) � êëàñ ôóíêöié g∗ ∈ C(R) , ìîäóëi íåïåðåðâ-
íîñòi ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì Äiíi

1∫

0

ωR,∞(g∗, η)

η
dη < ∞,

1∫

0

ωR\(−a,a)(g∗, η)

η
dη < ∞

ïðè âñiõ a > 0 , äå ωR,∞(g∗, ε) := sup
τ∈R:|τ |≥1/ε

|g∗(τ1)−g∗(∞)| , ωG(g∗, ε) :=

:= sup
τ1,τ2∈G : |τ1−τ1|≤ε

|g∗(τ1)−g∗(τ2)| . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ce(R) ïiäïðîñòið áàíà-

õîâà ïðîñòîðó C(R) , ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïàðíèõ ôóíêöié, à ÷åðåç D̃e(R) �
ìíîæèíó ïàðíèõ ôóíêöié êëàñó D̃(R) .

Ââåäåìî â ðîçãëÿä ôóíêöi¨

m̂(ξ, τ) :=





2ξ

π

ξ∫

τ

s(m(s, τ)−m(ξ, τ))

(ξ2 − s2)1+m/2(s2 − τ 2)1−m/2 ds ïðè ξτ > 0, |τ | < |ξ|,

0 ïðè ξτ < 0 àáî ξτ > 0, |τ | > |ξ|,

Â(ξ, τ) := 2 Re m̂(ξ, τ) , B̂(ξ, τ) := 2 Im m̂(ξ, τ) , f̂∗(τ) := f∗(|τ |) ,

kp(ξ, τ) := m sin
πm

2


− ξ

|ξ| Â(ξ, τ) +
1

π

ξ∫

0

B̂(ξ, η)

η − τ
dη




òà iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè

(kpf)(ξ) :=

∞∫

−∞

kp(ξ, τ)

(τ 2 + 1)(1−α∗)/2 f(τ) dτ ,
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(Rf)(ξ) := (ξ2 + 1)(1−α∗)/2

(
A(ξ, ξ)

(A(ξ, ξ))2 + (B(ξ, ξ))2 f(ξ)+

+
P (ξ)

2m π

∞∫

−∞

(
(τ 2 + 1)

∣∣Im σ
(

τ−i
τ+i

)∣∣
2 |τ |

)1−m/2
f(τ)

τ − ξ
dτ

)
,

äå α∗ := max {0, 1−m} , à ïðè âèçíà÷åííi ôóíêöi¨ P (ξ) := exp(−iπm/2)×
× (ξ + i)m−1

(
σ′

(
ξ−i
ξ+i

))1−m/2
+ exp(iπm/2) (ξ − i)m−1

(
σ′

(
ξ+i
ξ−i

))1−m/2
ãîëî-

ìîðôíi âiòêè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íîðìóþòüñÿ òàê, ùîá P (0) = 0 .
Â òåîðåìi 2.4.2 âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùî êîæíèé ðîçâ'ÿ-

çîê ñèíãóëÿðíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (6) âèãëÿäó

Up(ξ) =
U0(ξ)

(ξ2 + 1)(1−α∗)/2 , (7)

äå U0 ∈ D̃e(R) , îäåðæó¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi ðîçâ'ÿçàííÿ iíòåãðàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ Ôðåäãîëüìà

U0(ξ) + (R(kpU0))(ξ) = (Rf̂∗)(ξ) ∀ ξ ∈ R, (8)

â ÿêîìó îïåðàòîð R kp ¹ êîìïàêòíèì ó ïðîñòîði Ce(R) . Ïðè öüîìó
ðiâíÿííÿ (8) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ó ïðîñòîði Ce(R) , ÿêèé äî òîãî æ
íàëåæèòü êëàñó D̃e(R) .

Â ðåçóëüòàòi ðåäóêöi¨ äîïîìiæíî¨ çàäà÷i äî ðiâíÿííÿ (8) äîâåäåíî
íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.4.3. Íåõàé 0 < m < 2 i ôóíêöiÿ u∂D íàëåæèòü êëàñó
Hω

α(∂D), m/2 < α ≤ 1 , ïðè öüîìó êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ σ(Z) ìà¹
íà êîëi {Z ∈ C : |Z| = 1} íåïåðåðâíó êîíòóðíó ïîõiäíó, ÿêà íå îáåð-
òà¹òüñÿ â íóëü â æîäíié òî÷öi öüîãî êîëà i ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi ÿêî¨
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

1∫

0

ω(σ′, η)

η
ln3 1

η
dη < ∞ .

Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i E ïðè m ∈ [1, 2) àáî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i N0 ïðè
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m ∈ (0, 1) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2), â ÿêié F ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì äîïî-
ìiæíî¨ çàäà÷i i ìà¹ âèãëÿä

F (z) = F0(z) +
2π uΓ(b2, 0)

B
(

m
2 , 1

2

) ,

äå ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ F0 âèðàæà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

F0(z) = −2 sin πm
2 (ξ + i)

π σ′(ξ−i
ξ+i)

∞∫

−∞

Up(|τ |)
τ − ξ

dτ, z = σ

(
ξ − i

ξ + i

)
, Im ξ > 0,

ïðè öüîìó ôóíêöiÿ Up ìà¹ âèãëÿä (7), äå U0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Ôðåä-
ãîëüìà (8) ó ïðîñòîði Ce(R) .

Ðîçäië 2 çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿì òåîðåì 2.3.1 i 2.3.2, ÿêå ñïèðà¹òüñÿ
íà òåîðåìó 2.4.3.

Â ðîçäiëi 3 âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (1) ïðè
m > 1 â îáëàñòÿõ ñïåöiàëüíî¨ ôîðìè i ìîíîãåííèìè ôóíêöiÿìè (òîáòî
ôóíêöiÿìè, ùî äèôåðåíöiéîâíi çà Ãàòî), ÿêi ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â äåÿêié
êîìóòàòèâíié áàíàõîâié àëãåáði.

Ðîçãëÿíåìî êîìïëåêñèôiêàöiþ HC := H⊕iH ≡ {c = a+ib : a, b ∈ H}
íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ êîìóòàòèâíî¨ àñîöiàòèâíî¨ áàíàõîâî¨ àëãåáðè
H := {a =

∞∑
k=1

akek : ak ∈ R, ‖a‖H :=
∞∑

k=1
|ak| < ∞} , òàáëèöÿ ìíîæåííÿ

äëÿ åëåìåíòiâ áàçèñà {ek}∞k=1 ÿêî¨ çàïðîïîíîâàíà I.Ï. Ìåëüíè÷åíêîì
[32]:

ene1 = en, emen = 1
2

(
em+n−1 + (−1)n−1em−n+1

) ∀m ≥ n ≥ 1 ,

ïðè öüîìó íîðìà â HC çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì ‖c‖HC :=
∞∑

k=1
|ck| , äå

c =
∞∑

k=1
ck ek, ck ∈ C .

Íåõàé òåïåð D � îáëàñòü äåêàðòîâî¨ ïëîùèíè xOy , îïóêëà â íà-
ïðÿìêó îñi Oy . Öå îçíà÷à¹, ùî îáëàñòü D ðàçîì ç êîæíîþ ñâî¹þ òî÷êîþ
(x, y) ìiñòèòü òàêîæ âiäðiçîê, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè (x, y) òà (x,−y) . Òîäi
êîíãðóåíòíà îáëàñòi D îáëàñòü Dz êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ¹ îïóêëîþ â
íàïðÿìêó óÿâíî¨ îñi. Îáëàñòi D ïîñòàâèìî òàêîæ ó âiäïîâiäíiñòü êîí-
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ãðóåíòíó ¨é îáëàñòü Dζ := {ζ = xe1 + ye2 : (x, y) ∈ D} â ïëîùèíi
µ := {ζ = xe1 + ye2 : x, y ∈ R} ⊂ HC .

Â ïiäðîçäiëi 3.1 âñòàíîâëåíî õàðàêòåðèçàöiþ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1)
ïðè m > 1 â îïóêëié â íàïðÿìêó îñi Oy îáëàñòi D çà äîïîìîãîþ êîìïî-
íåíò ãîëîâíèõ ïðîäîâæåíü â îáëàñòü Dζ ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi
Dz . Ïðè m = 1 òàêà õàðàêòåðèçàöiÿ âñòàíîâëåíà â ðîáîòàõ I.Ï. Ìåëü-
íè÷åíêà i Ñ.À. Ïëàêñè [34, 36], äå äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ F : Dz −→ C ,
ãîëîìîðôíî¨ â îïóêëié â íàïðÿìêó óÿâíî¨ îñi îáëàñòi Dz , ïîáóäîâàíî â
ÿâíîìó âèãëÿäi ¨¨ ãîëîâíå ïðîäîâæåííÿ â îáëàñòü Dζ :

1

2πi

∫

γ

(te1 − ζ)−1F (t) dt =
∞∑

k=1

Uk(x, y) ek , ζ := xe1 + ye2 ∈ Dζ , (9)

ïðè öüîìó
U1(x, y) :=

1

2πi

∫

γ

F (t)√
(t− z)(t− z̄)

dt, (10)

Uk(x, y) :=
1

πi

∫

γ

F (t)√
(t− z)(t− z̄)

(√
(t− z)(t− z̄)− (t− x)

y

)k−1

dt , (11)

äå z = x + iy : y 6= 0 , γ � äîâiëüíà çàìêíåíà ñïðÿìëþâàíà æîðäàíîâà
êðèâà â Dz , ùî îõîïëþ¹ âiäðiçîê, ÿêèé ç'¹äíó¹ òî÷êè z i z̄ òà ¹ ñïåêòðîì
åëåìåíòà ζ i ëiíi¹þ ðîçãàëóæåííÿ ôóíêöi¨

√
(t− z)(t− z̄) (ââàæà¹ìî òà-

êîæ, ùî â òî÷êàõ îñi Ox ôóíêöi¨ (10), (11) äîîçíà÷åíî çà íåïåðåðâíiñòþ).
Ïîçíà÷èìî

ak(m) :=





1 +
∞∑

n=1

(m−1)(m−3)...(m−4n+1)
24n(2n)! Cn

2n, ÿêùî k = 0,
∞∑

n=k

(m−1)(m−3)...(m−4n+1)
24n(2n)! Cn−k

2n , ÿêùî k = 1, 2, . . . ,

bk(m) :=
∞∑

n=k

(m− 1)(m− 3) . . . (m− 4n− 1)

24n+2(2n + 1)!
Cn−k

2n+1, k = 0, 1, . . . ,

äå Ck
n � áiíîìiàëüíi êîåôiöi¹íòè. Òåïåð ïðè Im z 6= 0 ëiíi¹þ ðîçãàëó-

æåííÿ ôóíêöi¨
(
(t − z)(t − z̄)

)(m−1)/2 áóäåìî ââàæàòè ìíîæèíó {t ∈ C :

Re t = Re z, | Im t| ≥ | Im z|} .
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Â íàñòóïíié òåîðåìi ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) ïðè m ≥ 1 çà
äîïîìîãîþ êîìïîíåíò Uk ãiïåðêîìïëåêñíî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ (9) (ïðè
m = 1 òâåðäæåííÿ òåîðåìè äîâåäåíî I.Ï. Ìåëüíè÷åíêîì i Ñ.À. Ïëàêñîþ
â [36]).

Òåîðåìà 3.1.1. ßêùî m ≥ 1 i ôóíêöiÿ F : Dz −→ C ¹ ãîëîìîðôíîþ
â îïóêëié â íàïðÿìêó óÿâíî¨ îñi îáëàñòi Dz , òî ôóíêöiÿ

u(x, y) =
∞∑

k=0

ak(m)U4k+1(x, y) +
∞∑

k=0

bk(m)U4k+3(x, y) (12)

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1) íà ìíîæèíi {(x, y) ∈ D : y 6= 0} . Îêðiì òîãî,
ôóíêöiÿ (12) ïðè (x, y) ∈ D : y 6= 0 ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

u(x, y) =
2(m−3)/2

πi |y|m−1

∫

γ′

F (t)√
(t− z)(t− z̄)

(
(t− z)(t− z̄)

)(m−1)/2
dt ,

äå z = x + iy , à γ′ � äîâiëüíà çàìêíåíà ñïðÿìëþâàíà æîðäàíîâà êðèâà
â Dz , ùî îõîïëþ¹ ìíîæèíó {x + iη : |η| < |y|} , ïåðåòèíàþ÷è ïðÿìó
Re t = x ëèøå â òî÷êàõ z i z̄ . Ïðè öüîìó iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
(x,y)→(x0,0)

u(x, y) =
2(m−1)/2

π
B

(
m

2
,
1

2

)
F (x0) ∀x0 ∈ R : (x0, 0) ∈ D .

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà, îáåðíåíà äî òåîðåìè 3.1.1.
Òåîðåìà 3.1.2. Íåõàé îáëàñòü D ¹ îïóêëîþ â íàïðÿìêó îñi Oy

i u(x, y) � íåïåðåðâíà â D òà ïàðíà çà çìiííîþ y ôóíêöiÿ, ÿêà ïðè
m ≥ 1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1) íà ìíîæèíi {(x, y) ∈ D : y 6= 0} . Òîäi
iñíó¹ ¹äèíà ãîëîìîðôíà â Dz ôóíêöiÿ F : Dz −→ C òàêà, ùî u(x, y)

ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (12), äå Uk � êîìïîíåíòè ãîëîâíîãî ïðîäîâæåííÿ
(9) ôóíêöi¨ F â îáëàñòü Dζ .

Ñïèðàþ÷èñü íà òåîðåìè 3.1.1, 3.1.2 i àíàëîã òåîðåìè Ðóíãå äëÿ ãîëîâ-
íèõ ïðîäîâæåíü (9) àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ â îáëàñòü
Dζ (äèâ. [36]), â òåîðåìi 3.1.3 ïîáóäîâàíî ïîëiíîìè, ÿêi äàþòü ðiâíîìið-
íå íàáëèæåííÿ óçàãàëüíåíèõ îñåñèìåòðè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ íà êîìïàêòíèõ
ïiäìíîæèíàõ îáëàñòi D .
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Â ïiäðîçäiëi 3.2 äîâåäåíî äåÿêi àíàëîãè òåîðåìè 3.1.1 � òåîðåìè 3.2.1,
3.2.2, äå ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1) ïðè m > 1 â çîâíiøíîñòi çà-
ìèêàííÿ îáìåæåíî¨ îáëàñòi D , îïóêëî¨ â íàïðÿìêó îñi Oy , çà äîïîìî-
ãîþ êîìïîíåíò àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â àëãåáði
HC (ïðè m = 1 àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè îäåðæàíî I.Ï. Ìåëüíè÷åíêîì i
Ñ.À. Ïëàêñîþ â [36]).

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðî-
áîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè òà ðîçâèíåíi â íié
ìåòîäè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-
êöié, â òåîði¨ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü åëi-
ïòè÷íîãî òèïó ç âèðîäæåííÿì òà ¨õ çàñòîñóâàííÿõ ó ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi,
ãiäðîäèíàìiöi, ãàçîäèíàìiöi, òåïëîôiçèöi, ìåõàíiöi òà iíøèõ ïðèêëàäíèõ
äèñöèïëiíàõ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó òà çàãàëü-
íîãî ïëàíó äîñëiäæåíü, ïîñòàíîâêà çàäà÷, ôîðìóëþâàííÿ ðîáî÷èõ ãiïîòåç
íàëåæàòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó � Ñ.À. Ïëàêñi. Äîâåäåííÿ âñiõ îñíîâíèõ
ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨, ÿêi âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ïðîâåäåíî îñîáèñòî àâ-
òîðîì.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïî-
âiäàëèñÿ íà íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ âiääiëó êîìïëåêñíîãî àíàëiçó i òåîði¨ ïî-
òåíöiàëó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê � äîêòîð ôiçèêî-
ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Þ.Á. Çåëiíñüêèé, 2005 � 2007), íà Ìiæíàðîäíîìó ñå-
ìiíàði "Òå÷i¨ ç âiëüíèìè ãðàíèöÿìè i ñóìiæíi ïðîáëåìè àíàëiçó" (Êè¨â,
Óêðà¨íà, 2005), íà Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Êîìïëåêñíèé àíàëiç i õâè-
ëüîâi ïðîöåñè â ìåõàíiöi" (Æèòîìèð, Óêðà¨íà, 2007), à òàêîæ áóëè ïðåä-
ñòàâëåíi â äîïîâiäÿõ íàóêîâîãî êåðiâíèêà C.À. Ïëàêñè íà êîíãðåñi Ìiæ-
íàðîäíîãî òîâàðèñòâà ç àíàëiçó, éîãî çàñòîñóâàíü òà îá÷èñëåíü ISAAC
(Êàòàíiÿ, Iòàëiÿ, 2005) i íà Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ç êîìïëåêñíîãî àíà-
ëiçó i òåîði¨ ïîòåíöiàëó (Ãåáçå, Òóðå÷÷èíà, 2006).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó ñòàòòÿõ
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[9], [10] i [71] ó íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ, à òàêîæ ó ïðåïðèíòi Iíñòè-
òóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè [11]. ×àñòêîâî âîíè òàêîæ âèñâiòëåíi â
ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié [72] i [73].

Ïîäÿêè. Âèñëîâëþþ ùèðó ïîäÿêó íàóêîâîìó êåðiâíèêó Ñ.À. Ïëàêñi
çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, êîðèñíi ïîðàäè òà çàóâàæåííÿ.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ ÇÀ ÒÅÌÎÞ

Ïðè âèâ÷åííi ðîçâ'ÿçêiâ (m + 2) -âèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà
∂2ϕ

∂x2
1

+
∂2ϕ

∂x2
2

+ · · ·+ ∂2ϕ

∂x2
m+2

= 0, (1.1)

ÿêi, òàê áè ìîâèòè, "âîëîäiþòü ñèìåòði¹þ" âiäíîñíî îñi Ox1 i ðîçãëÿäà-
þòüñÿ â ìåðèäiàííié ïëîùèíi

{
(x, y) : x = x1, y =

√
x2

2 + · · ·+ x2
m+2

}
,

òîáòî ϕ(x1, x2, . . . , xm+2) ≡ u(x, y) , ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ðiâíÿííÿ åëiïòè÷íîãî òè-
ïó ç âèðîäæåííÿì íà îñi Ox :(

∂2

∂x2 +
∂2

∂y2

)
u(x, y) +

m

y

∂u(x, y)

∂y
= 0, (1.2)

ÿêå âèïëèâà¹ ç ðiâíÿííÿ (1.1) ïðè y > 0 .
Òîìó ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.2) ïðè áóäü-ÿêîìó m > 0 íàçèâàþòü

óçàãàëüíåíèìè îñåñèìåòðè÷íèìè ïîòåíöiàëàìè. Óñþäè íàäàëi, ÿêùî íå
ñêàçàíî iíøå, â ðiâíÿííi (1.2) ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê m > 0 . Çàóâàæè-
ìî, ùî â ðÿäi ðîáiò (1.2) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Åéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó
(äèâ., íàïðèêëàä, [14, 24, 23, 25, 56]).

Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî ïðè äîâiëüíîìó äiéñíîìó m êîæíèé ðîçâ'ÿçîê
u ðiâíÿííÿ (1.2) çà ôîðìóëîþ

V (y, ϑ, x) = exp{i(m− 1)ϑ/2} y(m−1)/2 u(x, y)

ïîðîäæó¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
1

y

∂

∂y

(
y

∂V

∂y

)
+

1

y2

∂2V

∂ϑ2 +
∂2V

∂x2 = 0,

ÿêå, î÷åâèäíî, ¹ òðèâèìiðíèì ðiâíÿííÿì Ëàïëàñà â öèëiíäðè÷íèõ êîîð-
äèíàòàõ y, ϑ, x , ùî çâ'ÿçàíi ç äåêàðòîâèìè êîîðîäèíàòàìè x1, x2, x3 ñïiâ-
âiäíîøåííÿìè

x1 = y cos ϑ, x2 = y sin ϑ, x3 = x .
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Êðiì òîãî, äî ðiâíÿííÿ (1.2) ïåðåòâîðåííÿì íåçàëåæíèõ çìiííèõ çâî-
äÿòüñÿ ðÿä iíøèõ ðiâíÿíü (äèâ., íàïðèêëàä, ðîáîòè À. Âåéíøòåéíà [78],
À. Ìàêêi [77], Þ.Ï. Êðèâåíêîâà [25], Ì.Á. Êàïiëåâè÷à [16]), ÿêi çíàõîäÿòü
âàæëèâi çàñòîñóâàííÿ. Çîêðåìà, ðiâíÿííÿ Òðiêîìi

η
∂2U(ξ, η)

∂ξ2 +
∂2U(ξ, η)

∂η2 = 0 ,

ÿêå øèðîêî çàñòîñîâó¹òüñÿ â ãàçîâié äèíàìiöi (äèâ., íàïðèêëàä, ðîáî-
òè Ô.I. Ôðàíêëÿ [64, 66, 67]), ïðè η > 0 çàìiíîþ çìiííèõ ξ = x ,
η = (3y/2)2/3 çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ (1.2), â ÿêîìó m = 1/3 .

Âàãîìèì íàäáàííÿì ìàòåìàòèêè ¹ îïèñàííÿ ïëîñêèõ ïîòåíöiàëüíèõ
ïîëiâ àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Öå îïèñàííÿ áàçó¹-
òüñÿ íà çâ'ÿçêó ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè äâîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà i àíàëi-
òè÷íèìè ôóíêöiÿìè êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, à ñàìå: ïëîñêi ãàðìîíi÷íi ôóí-
êöi¨ (ðîçâ'ÿçêè äâîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà), ñïðÿæåíi ìiæ ñîáîþ óìî-
âàìè Êîøi�Ðiìàíà, óòâîðþþòü êîìïëåêñíèé ïîòåíöiàë, ÿêèé ¹ àíàëiòè÷-
íîþ ôóíêöi¹þ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Åôåêòèâíiñòü çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ
òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ äî äîñëiäæåííÿ ïëîñêèõ
ïîòåíöiàëüíèõ ïîëiâ ñïîíóêà¹ ìàòåìàòèêiâ äî âiäøóêàííÿ àíàëîãi÷íèõ ìå-
òîäiâ äëÿ ïðîñòîðîâèõ ïîëiâ.

Â çâ'ÿçêó ç öèì çàçíà÷èìî, ùî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.2) ¹ êîìïîíåí-
òîþ óçàãàëüíåíî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ W (z) = u(x, y)+iv(x, y) êîìïëåêñ-
íî¨ çìiííî¨ z = x + iy , ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

2
∂W (z)

∂z̄
− m

z − z̄

(
W (z)−W (z)

)
= 0 , (1.3)

äå ∂
∂z̄ := 1

2

(
∂
∂x +i ∂

∂y

)
. Ðiâíÿííÿ (1.3) ¹ êîìïëåêñíîþ ôîðìîþ óçàãàëüíåíî¨

ñèñòåìè Êîøi�Ðiìàíà ç ñèíãóëÿðíîþ ëiíi¹þ y = Im z = 0 :
{

∂u
∂x − ∂v

∂y − m
y v = 0

∂u
∂y + ∂v

∂x = 0.
(1.4)
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Â ìîíîãðàôi¨ I.Í. Âåêóà [5] ðîçâèíåíî òåîðiþ óçàãàëüíåíèõ àíàëiòè÷-
íèõ ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

∂W (z)

∂z̄
+ a(z)W (z) + b(z)W (z) = 0 (1.5)

ç ñóìîâíèìè â ñòåïåíi p > 2 â îáëàñòi Dz êîåôiöi¹íòàìè a i b . Óçàãàëü-
íåííÿ öi¹¨ òåîði¨ íà âèïàäîê òî÷êîâèõ ñèíãóëÿðíîñòåé òà ñëàáêî ñòåïåíå-
âèõ îñîáëèâîñòåé íà ëiíiÿõ ó êîåôiöi¹íòiâ a , b ðiâíÿííÿ (1.5) çäiéñíåíî â
ìîíîãðàôi¨ Ë.Ã. Ìèõàéëîâà [38]. Çàóâàæèìî, ùî òåîðiÿ óçàãàëüíåíèõ àíà-
ëiòè÷íèõ ôóíêöié, ðîçâèíåíà â ìîíîãðàôiÿõ [5, 38], îïèñó¹ âëàñòèâîñòi
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.3) ëèøå ïîçà îêîëàìè äiéñíî¨ îñi, ïðîòå â öiëîìó
ðiâíÿííÿ (1.3) íå îõîïëþ¹òüñÿ öi¹þ òåîði¹þ, îñêiëüêè éîãî êîåôiöi¹íòè ìà-
þòü îñîáëèâiñòü áiëüø âèñîêîãî ïîðÿäêó íà äiéñíié îñi. ßêiñíi àíàëiòè÷-
íi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñèíãóëÿðíîãî íà îñi Ox ðiâíÿííÿ (1.2) òà éîãî
óçàãàëüíåíü äîñëiäæåíî â ðîáîòàõ Åðäåëü¨ [74], Õ'þáåðà [76], Ìàêêi [77],
Âåéíøòåéíà [78] i â ìîíîãðàôi¨ Ð.Ï. Ãiëáåðòà [70].

Â ìîíîãðàôi¨ Ã.Ì. Ïîëîæîãî [49] ðîçâèíåíî òåîðiþ p -àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, ÷àñòèííèì âèïàäêîì ÿêèõ ïðè p = xm ¹
òàê çâàíi xm -àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨. Ïðè öüîìó ïåðøà (äiéñíà) êîìïîíåíòà
ôóíêöi¨ f(y + ix) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1.2) ïðè áóäü-ÿêîìó m > 0 çà
óìîâè, ùî f(z) ¹ xm -àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ çìiííî¨ z = x + iy .

Â ðîáîòàõ I.Ï. Ìåëüíè÷åíêà [31, 32, 33] ðîçâèíåíî àëãåáðà¨÷íî-
àíàëiòè÷íèé ïiäõiä äî åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, iäåÿ ÿêî-
ãî ïîëÿãà¹ â ïîáóäîâi êîìóòàòèâíèõ áàíàõîâèõ àëãåáð òàêèõ, ùî ìîíîãåí-
íi (òîáòî äèôåðiíöiéîâíi) ôóíêöi¨ çi çíà÷åííÿìè â öèõ àëãåáðàõ ìàþòü
êîìïîíåíòè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü çàäàíi ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíè-
ìè. Ïðè öüîìó ãðóíòîâíî ðîçâèíåíèé àíàëiç íà áàíàõîâèõ àëãåáðàõ (äèâ.,
íàïðèêëàä, ìîíîãðàôiþ I.Ì. Ãåëüôàíäà, Ä.À. Ðàéêîâà, Ã.�. Øèëîâà [8]
àáî ìîíîãðàôiþ Å. Õiëëå i Ð. Ôiëëiïñà [68]) äà¹ åôåêòèâíi ìåòîäè äîñëi-
äæåííÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ùî ¹ àíàëîãi÷íèìè äî ìåòîäiâ òåîði¨
àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.
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Òàê, â ðîáîòàõ [31, 33] ïîáóäîâàíî êîìóòàòèâíi àñîöiàòèâíi àëãåáðè
òðåòüîãî ðàíãó ç ãîëîâíîþ îäèíèöåþ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òàêi,
ùî êîìïîíåíòè ðîçêëàäó ãiïåðêîìïëåêñíèõ ìîíîãåííèõ ôóíêöié çà åëå-
ìåíòàìè áàçèñiâ àëãåáð ¹ ðîçâ'ÿçêàìè òðèâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, à â
ðîáîòi [32] ïîáóäîâàíî íåñêií÷åííîâèìiðíó êîìóòàòèâíó áàíàõîâó àëãåáðó
H i âñòàíîâëåíî ¨¨ çâ'ÿçîê ç îñåñèìåòðè÷íèìè ïðîñòîðîâèìè ïîòåíöiàëü-
íèìè ïîëÿìè.

Â ðîáîòi I.Ï. Ìåëüíè÷åíêà i Ñ.À. Ïëàêñè [36] âèâ÷åíî îñíîâíi
àëãåáðà¨÷íî-àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi ìîíîãåííèõ ôóíêöié, ùî çàäàíi â
ñïåöiàëüíèõ äâîâèìiðíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ i ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â
êîìïëåêñèôiêàöi¨ HC àëãåáðè H òà ðîçðîáëåíî åôåêòèâíèé ñïîñiá ïî-
áóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.2) ïðè m = ±1 çà äîïîìîãîþ êîìïî-
íåíò ðîçêëàäó çà åëåìåíòàìè áàçèñà ìîíîãåííèõ ôóíêöié ãiïåðêîìïëå-
êñíî¨ çìiííî¨, ÿêi, â ñâîþ ÷åðãó, áóäóþòüñÿ â ÿâíîìó âèãëÿäi ÿê ãîëîâ-
íi ïðîäîâæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Êðiì òîãî,
â ðîáîòi I.Ï. Ìåëüíè÷åíêà i Ñ.À. Ïëàêñè [37] ïîêàçàíî, ÿê çà äîïîìî-
ãîþ âêàçàíèõ êîìïîíåíò áóäóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.2) ïðè m =

= −3,−5,−7, . . . .
Îäèí iç ðîçïîâñþäæåíèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü åëiïòè÷íîãî òèïó áàçó¹òüñÿ íà ïîäàííi ðîçâ'ÿçêiâ ÷åðåç àíàëiòè÷íi
ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

Ðîçãëÿíåìî â äåêàðòîâié ïëîùèíi xOy îáëàñòü D , îïóêëó â íàïðÿì-
êó îñi Oy . Öå îçíà÷à¹, ùî îáëàñòü D ðàçîì ç êîæíîþ ñâî¹þ òî÷êîþ
(x, y) ìiñòèòü òàêîæ âiäðiçîê, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè (x, y) òà (x,−y) . ×åðåç
Dz ïîçíà÷èìî îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C , êîíãðóåíòíó îáëàñòi D

ïðè âiäïîâiäíîñòi z = x + iy , (x, y) ∈ D ; i áóäåìî íàçèâàòè îáëàñòü Dz

îïóêëîþ â íàïðÿìêó óÿâíî¨ îñi ó âèïàäêó, êîëè îáëàñòü D ¹ îïóêëîþ â
íàïðÿìêó îñi Oy .

Âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, ìîíîãðàôiþ Ã. Áåéòìåíà [69, c. 408]), ùî
ôóíêöiÿ
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u(x, y) =

π∫

0

F (x + iy cos τ)(sin τ)m−1dτ, (1.6)

¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.2) ïðè m > 0 â îáëàñòi D , îïóêëié â íàïðÿìêó
îñi Oy , çà óìîâè, ùî ôóíêöiÿ F (z) ¹ àíàëiòè÷íîþ â îáëàñòi Dz . ×àñòèí-
íèé âèïàäîê ôîðìóëè (1.6) ïðè m = 1 íàâåäåíî òàêîæ â ìîíîãðàôiÿõ
Å.Ò. Óiòòåêåðà i Ä.Í. Âàòñîíà [63] òà Ë.Ã. Ëîéöÿíñüêîãî [30].

Ç ðåçóëüòàòiâ Ï. Õåíði÷i [75] âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçîê u(x, y) ðiâíÿííÿ
(1.2), ÿêèé ¹ àíàëiòè÷íèì â îïóêëié â íàïðÿìêó îñi Oy îáëàñòi D (òîáòî
äîïóñêà¹ ðîçêëàä â ñòåïåíåâèé ðÿä çà äîáóòêàìè ñòåïåíiâ (x−x0) i (y−y0)

â îêîëi êîæíî¨ òî÷êè (x0, y0) ∈ D ), ïîäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

u(x, y) =

1∫

0

F (x + iy(1− 2τ))
(
τ(1− τ)

)1−m/2 dτ , (1.7)

äå F (z) � àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ z = x + iy .
Þ.Ï. Êðèâåíêîâ [23] ïîêàçàâ, ùî ó âèïàäêó îïóêëî¨ â íàïðÿìêó

îñi Oy îáëàñòi D ôîðìóëîþ (1.7) ïîäà¹òüñÿ êîæíèé ðîçâ'ÿçîê u(x, y)

ðiâíÿííÿ (1.2) ïðè m ≥ 1 â îáëàñòi D+ := {(x, y) ∈ D : y > 0} , ÿêèé
íåïåðåðâíî ïðîäîâæó¹òüñÿ â òî÷êè ìíîæèíè {(x, y) ∈ D : y = 0} . Àíà-
ëîãi÷íèé ðåçóëüòàò îäåðæàíî Þ.Ï. Êðèâåíêîâèì [24] i ïðè 0 < m < 1 ,
àëå çà äîäàòêîâî¨ óìîâè íà ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.2):

lim
y→0+0

ym ∂u(x, y)

∂y
= 0 . (1.8)

Â ðîáîòi Í. Ðàäæàáîâà [53] øëÿõîì çâåäåííÿ ðiâíÿííÿ (1.7) ÿê ðiâíÿ-
ííÿ ç íåâiäîìîþ ôóíêöi¹þ F äî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Àáåëÿ îäåðæàíî
ôîðìóëó îáåðíåííÿ iíòåãðàëüíîãî çîáðàæåííÿ (1.7), òîáòî ôîðìóëó, ùî
âèðàæà¹ àíàëiòè÷íó ôóíêöiþ F (z) ÷åðåç âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
(1.2).

À.ß. Àëåêñàíäðîâ i Þ.I. Ñîëîâéîâ [1] ïðè ðîçâ'ÿçàííi äåÿêèõ îñåñè-
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ìåòðè÷íèõ çàäà÷ òåîði¨ ïðóæíîñòi âèêîðèñòàëè iíòåãðàëüíèé âèðàç

ϕ(x, y) =
1

πi

z̄∫

z

F (t)√
(t− z)(t− z̄)

dt , z = x + iy : y 6= 0 (1.9)

â ÿêîìó ôóíêöiÿ F ¹ àíàëiòè÷íîþ â îáëàñòi Dz , à ëiíiÿ ðîçãàëóæåííÿ
ôóíêöi¨

√
(t− z)(t− z̄) íå ïåðåòèíà¹ âiäðiçîê, ùî ñïîëó÷à¹ òî÷êè z , z̄ i

¹ ëiíi¹þ iíòåãðóâàííÿ. Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ (1.9) íà ìíîæèíi {(x, y) ∈ D :

y 6= 0} çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1.2) ïðè m = 1 . Â ðîáîòi À. Ìàêêi [77]
çàïðîïîíîâàíî iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.2), ïîäiáíi
çà ñâî¨ì âèãëÿäîì äî âèðàçiâ (1.9).

Â ðîáîòi Í.Ð. Ðàäæàáîâà [55] äëÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1.3) â îïó-
êëié ó íàïðÿìêó óÿâíî¨ îñi îáëàñòi Dz ÷è â çîâíiøíié ïî âiäíîøåííþ äî
Dz îáëàñòi C \ Dz âñòàíîâëåíî iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ ÷åðåç àíàëiòè-
÷íó âiäïîâiäíî â Dz ÷è â C \Dz ôóíêöiþ F (z) ó âèãëÿäi, àíàëîãi÷íîìó
äî âèðàçiâ (1.7) òà (1.9). Êðiì òîãî, â [55] îäåðæàíî ôîðìóëè îáåðíåííÿ
âêàçàíèõ iíòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü.

Â ìîíîãðàôi¨ Ã.Ì. Ïîëîæîãî [49] äàíî ðÿä iíòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü
xm -àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ÷åðåç àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨
òà âñòàíîâëåíî ôîðìóëè îáåðíåííÿ âêàçàíèõ iíòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü
âçäîâæ âiäðiçêiâ ÷è ïðîìåíiâ, ïàðàëåëüíèõ äiéñíié îñi, àáî âçäîâæ äóã
êië ïîëÿðíî¨, áiïîëÿðíî¨ ÷è âèäîçìiíåíî¨ áiïîëÿðíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò.
Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî ðÿä ôîðìóë îáåðíåííÿ iíòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü
xm -àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îäåðæàíî â ðîáîòàõ Î.Î. Êàïøèâîãî [17],
Í.Î. Ïàõàð¹âî¨ i Í.Î. Âið÷åíêî [42] òà Ã.Ì. Ïîëîæîãî i À.Ô. Óëèòêî
[51]. Çàóâàæèìî, ùî â ðîáîòi Ã.Ì. Ïîëîæîãî [50] iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ
xm -àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âïåðøå ðîçïîâñþäæåíî íà ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî
óÿâíî¨ îñi îáëàñòi äîâiëüíî¨ ôîðìè.

Óçàãàëüíþþ÷è ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî iíòåãðàëüíèõ çîáðà-
æåíü îñåñèìåòðè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ, â ðîáîòàõ C.À. Ïëàêñè [46, 47] äîâåäå-
íî, ùî â ñèìåòðè÷íié âiäíîñíî îñi Ox îáëàñòi D ç îáìåæåíîþ çâ'ÿçíîþ
ãðàíèöåþ êîæíèé ïàðíèé çà çìiííîþ y ðîçâ'ÿçîê ϕ(x, y) ðiâíÿííÿ (1.2)
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ïðè m = 1 (ÿêèé, êðiì òîãî, ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü íà íåñêií÷åííîñòi ó
âèïàäêó íåîáìåæåíî¨ îáëàñòi D ) ïîäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ϕ(x, y) =
1

2πi

∫

γ

F (t)√
(t− z)(t− z̄)

dt , z = x + iy : y 6= 0 (1.10)

(â òî÷êàõ îñi Ox ôóíêöiÿ (1.10) äîîçíà÷ó¹òüñÿ çà íåïåðåðâíiñòþ), â ÿêié
ôóíêöiÿ F (z) ¹ àíàëiòè÷íîþ â Dz , γ � äîâiëüíà çàìêíåíà æîðäàíîâà
ñïðÿìëþâàíà êðèâà â Dz , ùî îõîïëþ¹ ñïðÿìëþâàíó êðèâó Γzz̄ , ÿêà ñïî-
ëó÷à¹ òî÷êè z , z̄ i ¹ ëiíi¹þ ðîçãàëóæåííÿ ôóíêöi¨

√
(t− z)(t− z̄) . Â

ðîáîòi [48] çà òèõ æå óìîâ íà îáëàñòü D îäåðæàíî àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè
ñòîñîâíî iíòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.2) ïðè m = −1 .

Â òîé æå ÷àñ, íå çâàæàþ÷è íà çíà÷íó êiëüêiñòü äîñëiäæåíü, â òåîði¨
ðiâíÿíü åëiïòè÷íîãî òèïó ç âèðîäæåííÿì çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì ïèòà-
ííÿ: ÿêèì iíòåãðàëüíèì çîáðàæåííÿì ÷åðåç àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ êîìïëå-
êñíî¨ çìiííî¨ çàäà¹òüñÿ äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.2) â îáëàñòi D+ ,
ÿêùî D ¹ äîâiëüíîþ îäíîçâ'ÿçíîþ îáëàñòþ?

Âàæëèâèé êëàñ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ùî ìàþòü ÷èñëåííi çà-
ñòîñóâàííÿ, óòâîðþþòü êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü åëiïòè÷íîãî
òèïó. Ì.Â. Êåëäèø â ðîáîòi [20] îïèñàâ äåÿêi êîðåêòíi ïîñòàíîâêè êðàéî-
âèõ çàäà÷ äëÿ îäíîãî åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç âèðîäæå-
ííÿì íà ïðÿìié, ùî ïîêàçàëè ïåâíó âiäìiííiñòü öèõ çàäà÷ âiä êðàéîâèõ
çàäà÷ äëÿ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü áåç âèðîäæåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ç âèðîäæåííÿì íà îñi Oξ :

ηk ∂2u

∂η2 +
∂2u

∂ξ2 + a(ξ, η)
∂u

∂ξ
+ b(ξ, η)

∂u

∂η
+ c(ξ, η) u = 0 , k > 0 , (1.11)

â îáëàñòi D+ , ãðàíèöÿ ÿêî¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç âiäðiçêà [b1, b2] îñi Oξ i ãëàäêî¨
äóãè Γ , ùî ñïèðà¹òüñÿ íà öåé âiäðiçîê. Ââàæà¹ìî, ùî êîåôiöi¹íòè äàíîãî
ðiâíÿííÿ ¹ àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè çìiííèõ ξ i η , à êîåôiöi¹íò c(ξ, η) ,
êðiì òîãî, ïðèéìà¹ ëèøå íåäîäàòíi çíà÷åííÿ.

Çà öèõ óìîâ â ðîáîòi [20] ðîçãëÿäàþòüñÿ íàñòóïíi êðàéîâi çàäà÷i:
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çàäà÷à D (çàäà÷à Äiðiõëå): çíàéòè â îáëàñòi D+ äâi÷i íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíèé ðîçâ'ÿçîê u(ξ, η) ðiâíÿííÿ (1.11), ÿêèé ¹ íåïåðåðâíèì â
çàìêíåíié îáëàñòi D+ i ïðèéìà¹ çàäàíi íåïåðåðâíi çíà÷åííÿ íà ¨¨ ãðàíèöi
∂D+ ;

çàäà÷à E : çíàéòè â îáëàñòi D+ äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèé
ðîçâ'ÿçîê u(ξ, η) ðiâíÿííÿ (1.11), ÿêèé ïðèéìà¹ çàäàíi íåïåðåðâíi çíà÷å-
ííÿ íà êðèâié Γ i ¹ îáìåæåíèì ïðè η → 0 .

Â ðîáîòi [20] äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó.
Òåîðåìà (Ì.Â. Êåëäèø). ßêùî 0 < k < 1 , òî çàâæäè iñíó¹ ðîçâ'ÿ-

çîê çàäà÷i D , à çàäà÷à E íåâèçíà÷åíà.
ßêùî k i b(ξ, η) çàäîâîëüíÿþòü îäíié ç íàñòóïíèõ óìîâ:

k = 1 i b(ξ, 0) < 1 ; 1 < k < 2 i b(ξ, 0) ≤ 0 ; k ≥ 2 i b(ξ, 0) < 0 ,
òî çàâæäè iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i D , à çàäà÷à E íåâèçíà÷åíà.

ßêùî æ k i b(ξ, η) çàäîâîëüíÿþòü îäíié ç òàêèõ óìîâ:
k = 1 i b(ξ, 0) ≥ 1 ; 1 < k < 2 i b(ξ, 0) > 0; k ≥ 2 i b(ξ, 0) ≥ 0 ,
òî çàäà÷à D íå çàâæäè ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, à çàäà÷à E çàâæäè ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê.

Öÿ òåîðåìà ïîêàçó¹, ùî ïîñòàíîâêà êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ
(1.11) çàëåæèòü âiä k i êîåôiöi¹íòà b(ξ, η) . Â äåÿêèõ âèïàäêàõ ãðàíè÷íà
óìîâà çàäà¹òüñÿ íà âñié ãðàíèöi îáëàñòi D+ ó òîé ÷àñ, êîëè â iíøèõ
âèïàäêàõ � ëèøå íà ¨¨ ÷àñòèíi Γ . Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ðîçâ'ÿçîê
u(ξ, η) ðiâíÿííÿ (1.11) àáî éîãî ïîõiäíà ∂u/∂η ìîæóòü, âçàãàëi êàæó÷è,
îáåðòàòèñÿ â íåñêií÷åííiñòü íà ëiíi¨ âèðîäæåííÿ.

Ðiâíÿííÿ (1.2), ÿêå ðîçãëÿäà¹òüñÿ â îáëàñòi D+ , ïåðåòâîðåííÿì íå-
çàëåæíèõ çìiííèõ ξ = x i η = y2/4 çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ (1.11) â äå-
ÿêié îáëàñòi òàêîãî æ âèãëÿäó, ÿê i D+ , ïðè öüîìó k = 1 , a(ξ, η) ≡
≡ c(ξ, η) ≡ 0 i b(ξ, η) ≡ (m + 1)/2 . Ç íàâåäåíî¨ òåîðåìè Êåëäèøà âèïëè-
âà¹, ùî ïðè m ∈ (0, 1) äëÿ ðiâíÿííÿ (1.2) â îáëàñòi D+ çàâæäè ðîçâ'ÿçíà
çàäà÷à D , à ïðè m ≥ 1 � çàäà÷à E .

Â ðîáîòi Þ.Ï. Êðèâåíêîâà [25] âñòàíîâëåíî êîðåêòíiñòü äåÿêèõ ií-
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øèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.2) ïðè m ∈ (0, 1) . Çîêðå-
ìà, â [25] äîâåäåíî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó íàñòóïíî¨ êðàéîâî¨ çà-
äà÷i:

çàäà÷à N0 : çíàéòè â îáëàñòi D+ äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâ-
íèé ðîçâ'ÿçîê u(x, y) ðiâíÿííÿ (1.2) ïðè m ∈ (0, 1) , ÿêèé ¹ íåïåðåðâíèì
â çàìêíåíié îáëàñòi D+ i çàäîâîëüíÿ¹ äîäàòêîâó óìîâó (1.8), à òàêîæ
ïðèéìà¹ íà Γ çàäàíi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ.

Îäèí iç ñïîñîáiâ äîñëiäæåííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ áàçó¹òüñÿ íà ïîäàí-
íi ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî ÷è ïîäâiéíîãî øàðó, äëÿ
ïîáóäîâè ÿêèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíèõ
ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.

Â ðîáîòi À. Âåéíøòåéíà [78] ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè
ðiâíÿííÿ (1.2). Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè òà âèõî-
äÿ÷è ç ôîðìóë Ãðiíà äëÿ îïåðàòîðiâ Åéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó, â ðîáîòi
Ë.Ã. Ìèõàéëîâà i Í. Ðàäæàáîâà [39] îäåðæàíî iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.2) ÷åðåç çíà÷åííÿ öèõ ôóíêöié òà ¨õ íîðìàëüíèõ
ïîõiäíèõ íà ãðàíèöi îáëàñòi. Äàëi â ðîáîòi [39] ó âèïàäêó, êîëè çàäàíà
îáëàñòü ¹ êðóãîì, iç âêàçàíèõ iíòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü âèêëþ÷åíî äîäàí-
êè, ÿêi ìiñòÿòü íîðìàëüíi ïîõiäíi, i ó òàêèé ñïîñiá, çîêðåìà, ðîçâ'ÿçàíî
çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.2) ïðè m = ±1 â êðóçi ó âèãëÿäi
àíàëîãiâ iíòåãðàëà Ïóàññîíà.

Ðîçâèâàþ÷è öåé ïiäõiä, Í. Ðàäæàáîâ [56] ïîáóäóâàâ ïîòåíöiàëè ïðî-
ñòîãî i ïîäâiéíîãî øàðó, ùî àñîöiþþòüñÿ ç ðiâíÿííÿì (1.2), çà äîïîìîãîþ
ÿêèõ íèì ðåäóêîâàíî äî iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Ôðåäãîëüìà çàäà÷ó Äiði-
õëå òà çàäà÷ó Íåéìàíà äëÿ óçàãàëüíåíîãî îñåñèìåòðè÷íîãî ïîòåíöiàëó â
îáëàñòi, ãðàíèöÿ ÿêî¨ ¹ êðèâîþ Ëÿïóíîâà.

Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî â ðîáîòi Ì.Í. Îëåâñüêîãî [41] i ìîíîãðàôi¨
Ì.Ì. Ñìèðíîâà [59] ðîçâ'ÿçóþòüñÿ äåÿêi êðàéîâi çàäà÷i ç âèêîðèñòàííÿì
âèðàçiâ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.2), ÿêi áóäóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ãiïåðãåîìå-
òðè÷íèõ ôóíêöié (â [41] öå çäiéñíåíî ëèøå ïðè 0 < m < 1 ), à â ðîáîòàõ
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Ë.Ä. Êóäðÿâöåâà [26, 27], À.À. Âàøàðiíà [3], À.À. Âàøàðiíà i Ï.I. Ëèçîð-
êiíà [4] äëÿ äîñëiäæåííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü åëiïòè÷íîãî òèïó ç
âèðîäæåííÿì çàñòîñîâóþòüñÿ âàðiàöiéíi ìåòîäè.

Iíøèé ñïîñiá ðîçâ'ÿçàííÿ îñåñèìåòðè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ïîëÿãà¹ â
çâåäåííi ¨õ äî êðàéîâèõ çàäà÷ òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨
çìiííî¨. Äëÿ ðåàëiçàöi¨ öi¹¨ ìåòè, ÿê ïðàâèëî, çàñòîñîâóþòüñÿ iíòåãðàëü-
íi çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ÷åðåç àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ òà
ôîðìóëè ¨õ îáåðíåííÿ íà ãðàíèöi îáëàñòi. Òàêîãî òèïó ñõåìè çàñòîñóâàííÿ
iíòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü xm -àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié äî ðîçâ'ÿçàííÿ îñåñè-
ìåòðè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ðîçðîáëåíî â ìîíîãðàôi¨ Ã.Ì. Ïîëîæîãî [49],
ïðè öüîìó öiëèé ðÿä çàäà÷ ðîçâ'ÿçàíî â ÿâíîìó âèãëÿäi â êâàäðàòóðàõ.
Äî öüîãî æ íàïðÿìêó âiäíîñÿòüñÿ òàêîæ ðîáîòè Î.Î. Êàïøèâîãî [18, 19]
òà ðÿä iíøèõ éîãî ðîáiò.

Ó òàêèé æå ñïîñiá â ðîáîòi Í. Ðàäæàáîâà [54] çàäà÷ó Äiðiõëå òà çà-
äà÷ó Íåéìàíà äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.2) â êðóçi çà óìîâè, ùî çàäàíi
ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiéîâíi äîñòàòíþ êiëüêiñòü ðà-
çiâ, çâåäåíî äî êðàéîâî¨ çàäà÷i Ãiëüáåðòà òà îäåðæàíî ðîçâ'ÿçêè öèõ çàäà÷
ó ÿâíîìó âèãëÿäi.

Â ðîáîòàõ I.I. Äàíèëþêà [12, 13] äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.3) ïðè
m = 1 âñòàíîâëåíî óçàãàëüíåíó ôîðìóëó Êîøi òà äîñëiäæåíî çàäà÷ó
Ãiëüáåðòà. Â ðîáîòàõ Ñ.À. Òåðñåíîâà [60, 61] ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèñòåìà ðiâ-
íÿíü, ïîäiáíà äî ñèñòåìè (1.4), i çàäà÷à Äiðiõëå äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ äîñëi-
äæó¹òüñÿ øëÿõîì ðåäóêöi¨ äî çàäà÷i Ðiìàíà�Ãiëüáåðòà.

Ç âèêîðèñòàííÿì iíòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü âèãëÿäó (1.10) i íà îñíîâi
âèâ÷åííÿ ¨õ ãðàíè÷íèõ âëàñòèâîñòåé, ÿêå ïðîâåäåíî â [44, 45], â ðîáîòàõ
C.À. Ïëàêñè [46, 47, 48] ðîçðîáëåíî ôóíêöiîíàëüíî-àíàëiòè÷íèé ìåòîä
ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ Äiðiõëå äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.2) ïðè m = ±1 .
Ïðè öüîìó çäiéñíåíî ðåäóêöiþ çàäà÷ Äiðiõëå äëÿ îñåñèìåòðè÷íîãî ïî-
òåíöiàëó i ôóíêöi¨ òå÷i¨ Ñòîêñà äî ñèíãóëÿðíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç
ÿäðîì Êîøi íà äiéñíié îñi, à â iñòîòíîìó äëÿ çàñòîñóâàíü âèïàäêó, êî-
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ëè ãðàíèöÿ îáëàñòi ¹ ãëàäêîþ êðèâîþ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ äåÿêi äîäàòêîâi
óìîâè, îäåðæàíi ñèíãóëÿðíi iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ çâåäåíî äî iíòåãðàëüíèõ
ðiâíÿíü Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó. Çàóâàæèìî, ùî â ðîáîòàõ [46, 47] ðå-
äóêöiþ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ îñåñèìåòðè÷íîãî ïîòåíöiàëó äî iíòåãðàëüíèõ
ðiâíÿíü Ôðåäãîëüìà çäiéñíåíî äëÿ îáëàñòåé áiëüø çàãàëüíîãî âèãëÿäó,
íiæ â ðîáîòi Í. Ðàäæàáîâà [56].

Îòæå, çâàæàþ÷è íà ÷èñëåííi ïðàêòè÷íi çàñòîñóâàííÿ, àêòóàëüíîþ
ïðîáëåìîþ ¹ âèâ÷åííÿ ãðàíè÷íèõ âëàñòèâîñòåé óçàãàëüíåíèõ îñåñèìåò-
ðè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ i îñëàáëåííÿ óìîâ íà ãðàíèöþ îáëàñòi, çà ÿêèõ êðàéîâi
çàäà÷i äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.2) ðåäóêóþòüñÿ äî iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü
Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó.

Âèñíîâêè

Ðiâíÿííÿ óçàãàëüíåíîãî îñåñèìåòðè÷íîãî ïîòåíöiàëó ìà¹ ôóíäàìåí-
òàëüíå çíà÷åííÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ ðiçíîìàíiòíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè
ïîõiäíèìè, ÿêi ìàþòü ÷èñëåííi ïðàêòè÷íi çàñòîñóâàííÿ.

Íå çâàæàþ÷è íà çíà÷íó êiëüêiñòü äîñëiäæåíü ç òåîði¨ ðiâíÿíü åëiïòè-
÷íîãî òèïó ç âèðîäæåííÿì íà îñi, àêòóàëüíèì çàëèøà¹òüñÿ âñòàíîâëåííÿ
åôåêòèâíèõ äëÿ çàñòîñóâàíü iíòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîñèòü åôåêòèâíèì ¹ çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ âêàçàíèõ ðiâíÿíü ÷åðåç
àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨, ùî äà¹ ìîæëèâiñòü çàñòîñîâóâàòè äî ðîçâ'ÿçàííÿ êðà-
éîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü åëiïòè÷íîãî òèïó ç âèðîäæåííÿì íà îñi ìåòîäè
òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié i ñèíãóëÿðíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Ðîçðîáêà
òàêèõ ìåòîäiâ ¹ àêòóàëüíîþ ïðîáëåìîþ ç òî÷êè çîðó ìîæëèâèõ ¨õ çàñòîñó-
âàíü â ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi, ìåõàíiöi òà iíøèõ ïðèêëàäíèõ äèñöèïëiíàõ.
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ÐÎÇÄIË 2

IÍÒÅÃÐÀËÜÍI ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÈÕ
ÎÑÅÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ ÏÎÒÅÍÖIÀËIÂ I ÄÅßÊI

ÊÐÀÉÎÂI ÇÀÄÀ×I

Â äàíîìó ðîçäiëi âñòàíîâëþþòüñÿ iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ
ðiâíÿííÿ (

∂2

∂x2 +
∂2

∂y2

)
u(x, y) +

m

y

∂u(x, y)

∂y
= 0 (2.1)

i ðîçâ'ÿçóþòüñÿ äåÿêi êðàéîâi çàäà÷i äëÿ íèõ.

2.1. Ïðÿìà òåîðåìà

Íåõàé D � îáìåæåíà îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü äåêàðòîâî¨ ïëîùèíè xOy

ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî îñi Ox . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Dz îáëàñòü êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè C , ùî êîíãðóåíòíà îáëàñòi D ïðè âiäïîâiäíîñòi z = x + iy .
Ïîçíà÷èìî òàêîæ ÷åðåç R äiéñíó âiñü, à ÷åðåç s[z1, z2] � âiäðiçîê êîì-
ïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç ïî÷àòêîì â z1 è êiíöåì â z2 .

Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè z ∈ Dz , äëÿ ÿêî¨ Im z 6= 0 , çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó
ãëàäêó æîðäàíîâó êðèâó Γzz̄ , ùî ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi Dz i ç'¹äíó¹ òî÷êè
z , z̄ , ïðè öüîìó äîìîâèìîñü ïî÷àòêîì êðèâî¨ ââàæàòè òî÷êó ñ âiä'¹ìíîþ
óÿâíîþ ÷àñòèíîþ.

ßêùî z ∈ Dz , Im z 6= 0 i α ∈ R , òî
(
(t− z)(t− z̄)

)α ðîçóìi¹ìî ÿê
íåïåðåðâíó âiòêó àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ L(t) :=

(
(t− z)(t− z̄)

)α ç ðîçðiçîì
âçäîâæ æîðäàíîâî¨ êðèâî¨, ÿêà ïîñëiäîâíî ç'¹äíó¹ òî÷êè z , ∞ , z̄ i ìà¹
ç ìíîæèíîþ Γzz̄ ∪R ñïiëüíèìè ëèøå òî÷êè z , z̄ , òàêó, ùî L(t) > 0 ïðè
âñiõ t > max

τ∈Γzz̄

Re τ .
Ïîçíà÷èìî D+ := {(x, y) ∈ D : y > 0} .
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Òåîðåìà 2.1.1. ßêùî m > 0 i ôóíêöiÿ F ãîëîìîðôíà â îáëàñòi
Dz , òî ôóíêöiÿ

u(x, y) =
1

2πi|y|m−1

∫

Γzz̄

F (t)
(
(t− z)(t− z̄)

)m/2−1
dt , z = x + iy, (2.2)

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.1) íà ìíîæèíi {(x, y) ∈ D : y 6= 0} . Ïðè öüîìó
iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
(x,y)→(x0,0)

u(x, y) =
B

(
m
2 , 1

2

)

2π
F (x0) ∀x0 ∈ R : (x0, 0) ∈ D , (2.3)

äå B(p, q) � áåòà-ôóíêöiÿ Åéëåðà.
Äîâåäåííÿ.Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ (2.2) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.1)

ïðè (x, y) ∈ D+. Ç öi¹þ ìåòîþ çàôiêñó¹ìî äîäàòíå ÷èñëî y0 < y òàêå,
ùî âiäðiçîê s[x + iy0, z] íàëåæèòü îáëàñòi Dz , i ç óðàõóâàííÿì òåîðåìè
Êîøi ïåðåïèøåìî ðiâíiñòü (2.2) ó âèãëÿäi

u(x, y) = v(x, y) + w(x, y) :=
1

2πi

∫

Γx−iy0 x+iy0

F (t)

ym−1

(
(t− x)2 + y2

)m/2−1
dt+

+
1

2πi ym−1

( ∫

s[x+iy0,z]

+

∫

s[z̄,x−iy0]

)
F (t)

(
(t− z)(t− z̄)

)m/2−1
dt. (2.4)

Ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi
∂v(x, y)

∂y
=

1

2πi

∫

Γx−iy0 x+iy0

F (t)

(
(1−m)

ym

(
(t− x)2 + y2

)m/2−1
+

+
(m− 2)

ym−2

(
(t− x)2 + y2

)m/2−2
)

dt, (2.5)

∂2v(x, y)

∂y2 =
1

2πi

∫

Γx−iy0 x+iy0

F (t)

(
m(m− 1)

ym+1

(
(t− x)2 + y2

)m/2−1
+

+
(3− 2m)(m− 2)

ym−1

(
(t− x)2 + y2

)m/2−2
+

+
(m− 2)(m− 4)

ym−3

(
(t− x)2 + y2

)m/2−3
)

dt. (2.6)
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Âèêîíóþ÷è çàìiíó çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ t = x + iy cos τ , çâîäèìî
ôóíêöiþ w äî âèãëÿäó

w(x, y) =
1

2π

( φ(y)∫

0

+

π∫

π−φ(y)

)
F (x + i y cos τ)(sin τ)m−1 dτ, (2.7)

äå φ(y) := arccos (y0/y) . Äàëi îäåðæó¹ìî ðiâíîñòi

∂w

∂y
=

i

2π

( ϕ(y)∫

0

+

π∫

π−φ(y)

)
F ′(x + i y cos τ) cos τ(sin τ)m−1 dτ+

+
y0

2πym
(y2 − y0

2)m/2−1(F (x + iy0) + F (x− iy0)
)
, (2.8)

∂2w

∂y2 =
1

2π

( φ(y)∫

0

+

π∫

π−φ(y)

)
F ′′(x + i y cos τ)

(
(sin τ)m+1 − (sin τ)m−1) dτ+

+
iy2

0

2πym+1 (y2 − y0
2)m/2−1(F ′(x + iy0)− F ′(x− iy0)

)
+

+
y0

2π

(
F (x + iy0) + F (x− iy0)

)×

×
(
−m

(y2 − y0
2)m/2−1

ym+1 + (m− 2)
(y2 − y0

2)m/2−2

ym−1

)
. (2.9)

Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, ïåðåïèñó¹ìî ðiâíiñòü (2.8) ó âèãëÿäi

∂w

∂y
=

i

2πm

(y2 − y0
2)m/2

ym

(
F ′(x + iy0)− F ′(x− iy0)

)−

− y

2πm

( φ(y)∫

0

+

π∫

π−φ(y)

)
F ′′(x + i y cos τ)(sin τ)m+1 dτ+

+
y0

2πym
(y2 − y0

2)m/2−1(F (x + iy0) + F (x− iy0)
)
. (2.10)

Äàëi, çàìiíþþ÷è â ðiâíîñòi âèãëÿäó (2.2) äëÿ u(x+ M x, y) ïðè
äîñòàòíüî ìàëîìó ïðèðîñòi M x çìiííî¨ x iíòåãðóâàííÿ âçäîâæ êðèâî¨
Γx+Mx−iy0,x+Mx+iy0

iíòåãðóâàííÿì âçäîâæ êðèâî¨, ïîñëiäîâíèìè ëàíêàìè
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ÿêî¨ ¹ ìíîæèíè s[z̄+ M x, x+ M x − iy0] , s[x+ M x − iy0, x − iy0] ,
Γx−iy0 x+iy0

, s[x + iy0, x+ Mx + iy0] , s[x+ Mx + iy0, z+ Mx] , àíàëîãi÷íî
ðiâíîñòi (2.4) îäåðæó¹ìî

u(x+ Mx, y) =

∫

Γx−iy0 x+iy0

F (t)
(
(t− x− Mx)2 + y2

)m/2−1

2πi ym−1 dt+

+

( ∫

s[x+iy0,x+Mx+iy0]

+

∫

s[x+Mx−iy0,x−iy0]

)F (t)
(
(t− x− Mx)2 + y2

)m/2−1

2πi ym−1 dt+

+

( ∫

s[x+Mx+iy0,z+Mx]

+

∫

s[z̄+Mx,x+Mx−iy0]

)F (t)
(
(t− x− Mx)2 + y2

)m/2−1

2πi ym−1 dt

i ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòi (2.7) ìà¹ìî

u(x+ Mx, y)− u(x, y)

Mx
=

=

∫

Γx−iy0 x+iy0

F (t)

2πiym−1

(
(t− x− Mx)2 + y2

)m/2−1 − (
(t− x)2 + y2

)m/2−1

M x
dt+

+

( ∫

s[x+iy0,x+Mx+iy0]

+

∫

s[x+Mx−iy0,x−iy0]

)F (t)
(
(t− x− Mx)2 + y2

)m/2−1

2πi ym−1 Mx
dt+

+

( φ(y)∫

0

+

π∫

π−φ(y)

)(
F (x+ Mx + i y cos τ)− F (x + i y cos τ)

)

2π Mx
(sin τ)m−1 dτ.

Ïåðåéäåìî òåïåð â îñòàííié ðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðè Mx → 0 i îäåð-
æèìî

∂u(x, y)

∂x
=

2−m

2πi ym−1

∫

Γx−iy0 x+iy0

F (t)(t− x)
(
(t− x)2 + y2

)m/2−2
dt+

+
1

2πi ym−1 (y2 − y0
2)m/2−1(F (x + iy0)− F (x− iy0)

)
+
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+
1

2π

( φ(y)∫

0

+

π∫

π−φ(y)

)
F ′(x + i y cos τ)(sin τ)m−1 dτ.

Àíàëîãi÷íî îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü
∂2u(x, y)

∂x2 =
2−m

2πi ym−1

∫

Γx−iy0,x+iy0

F (t)

(
−

(
(t− x)2 + y2

)m/2−2
+

+(4−m)(t− x)2
(
(t− x)2 + y2

)m/2−3
)

dt+

+
(2−m) y0

2πym−1 (y2 − y2
0)

m/2−2(F (x + iy0) + F (x− iy0)
)
+

+
1

2πi ym−1 (y2 − y2
0)

m/2−1(F ′(x + iy0)− F ′(x− iy0)
)
+

+
1

2π

( φ(y)∫

0

+

π∫

π−φ(y)

)
F ′′(x + i y cos τ)(sin τ)m−1 dτ.

Íàðåøòi ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè îäåðæàíèõ âèðàçiâ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ
ôóíêöi¨ u â ðiâíiñòü (2.1) ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî ïîõiäíà ∂u

∂y ¹ ñóìîþ
âèðàçiâ (2.5) i (2.10), à ∂2u

∂y2 ¹ ñóìîþ âèðàçiâ (2.6) i (2.9), âñòàíîâèìî, ùî u

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.1) íà ìíîæèíi D+ . Âíàñëiäîê ïàðíîñòi ôóíêöi¨
(2.2) çà çìiííîþ y öÿ ôóíêöiÿ òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.1) i íà
ìíîæèíi {(x, y) ∈ D : y < 0} .

Äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi (2.3) ñïî÷àòêó âiäçíà÷èìî, ùî ïðè (x, y) ç
äîñòàòíüî ìàëîãî îêîëó òî÷êè (x0, 0) ç óðàõóâàííÿì òåîðåìè Êîøi iíòåã-
ðóâàííÿ âçäîâæ Γzz̄ â ðiâíîñòi (2.2) çàìiíþ¹òüñÿ iíòåãðóâàííÿì âçäîâæ
âiäïîâiäíî îði¹íòîâàíîãî âiäðiçêà ç êiíöÿìè â òî÷êàõ z , z̄ , i äàëi ïiñëÿ
çàìiíè çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ t = x + i|y| cos τ îäåðæèìî ðiâíiñòü

u(x, y) =
1

2π

π∫

0

F (x + i|y| cos τ)(sin τ)m−1 dτ . (2.11)

Íàðåøòi, âèêîíàâøè ãðàíè÷íèé ïåðåõiä â ðiâíîñòi (3.27) ïðè
(x, y) → (x0, 0) , ïðèéäåìî äî ðiâíîñòi (2.3). Òåîðåìó äîâåäåíî.
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Çàóâàæèìî, ùî â ðîáîòi [50] iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ xk -àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié, ñõîæi çà ñâî¨ì âèãëÿäîì ç âèðàçîì (2.2), ìàáóòü, âïåðøå áóëè
ïîøèðåíi íà äîâiëüíi îáëàñòi, ÿêi ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî ëiíi¨ âèðîäæåííÿ
âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü.

2.2. Ãðàíè÷íi âëàñòèâîñòi óçàãàëüíåíèõ îñåñèìåò-
ðè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ

Äîìîâèìîñÿ, ùî âñþäè íàäàëi â äàíîìó ïiäðîçäiëi m > 0 , n �
íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü 2n < m ≤ 2n + 2 .
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç {m} äðîáîâó ÷àñòèíó ÷èñëà m . Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ
÷àñòèíàìè n ðàçiâ â ðiâíîñòi (2.2) ïåðåïèøåìî öþ ðiâíiñòü ó âèãëÿäi

u(z) =
k(m)

2πi |y|m−1

∫

Γzz̄

Fn(t)Qn(t, z)
(
(t− z)(t− z̄)

)−νm

dt, z = x+ iy, (2.12)

äå u(z) ≡ u(x, y) , νm := {1− m
2 } ,

k(m) :=





1 ïðè n = 0,

2n/2(m− 2)(m− 4) . . . (m− n
2 + 1) ïðè n = 2, 4, . . . ,

−2(n+1)/2(m− 2)(m− 4) . . . (m− n−1
2 ) ïðè n = 1, 3, . . . ,

Fn(t) :=





F (t) ïðè n = 0,
t∫

t0

F (τ) dτ ïðè n = 1,
t∫

t0

tn−1∫
t0

tn−2∫
t0

. . .
t1∫
t0

F (τ) dτ dt1 dt2 . . . dtn−1 ïðè n = 2, 3, . . .

(òóò t, t0, t1, . . . , tn−1 ∈ Dz i iíòåãðóâàííÿ âåäåòüñÿ âçäîâæ ãëàäêèõ äóã,
ùî íàëåæàòü Dz òà ç'¹äíóþòü êiíöi iíòåãðóâàííÿ),
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Qn(t, z) :=





1 ïðè n = 0,

t− x ïðè n = 1,

n/2−1∏
j=0

(m− 2j − 3)(t− x)n+

+
n/2−1∑
k=1

n!
2k((n−2k)!)(k!)

n/2−1∏
j=k

(m− 2j − 3) y2k(t− x)n−2k+

+ n!
2n/2((n/2)!) yn ïðè n = 2, 4, . . . ,

(n−3)/2∏
j=0

(m− 2j − 3)(t− x)n+

+
(n−3)/2∑

k=1

n!
2k((n−2k)!)(k!)

(n−3)/2∏
j=k

(m− 2j − 3) y2k(t− x)n−2k+

+ n!
2(n−1)/2(((n−1)/2)!) yn−1(t− x) ïðè n = 3, 5, . . .

(òóò ñóìè âèäó
0∑

k=1
ââàæà¹ìî ðiâíèìè íóëþ).

Íåõàé òåïåð îáëàñòü Dz ìà¹ çàìêíåíó æîðäàíîâó ñïðÿìëþâàíó ãðà-
íèöþ γ , ÿêà ïåðåòèíà¹ äiéñíó âiñü â òî÷êàõ b1 , b2 i ïðè öüîìó b1 < b2 .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lp áàíàõiâ ïðîñòið ñóìîâíèõ â ñòåïåíi p ôóíêöié
f : γ −→ C ç íîðìîþ ‖f‖Lp

:=
( ∫

γ

|f(t)|p|dt|
)1/p

, à ÷åðåç L∞ � áàíà-

õiâ ïðîñòið iñòîòíî îáìåæåíèõ ôóíêöié f : γ −→ C ç íîðìîþ ‖f‖L∞ :=

:= ess sup
t∈γ

|f(t)|. Ïîçíà÷èìî òàêîæ ÷åðåç Ep êëàñ Ñìèðíîâà (äèâ. [52, ñ.

203]) ôóíêöié, çàäàíèõ â Dz , à ÷åðåç E∞ � êëàñ ãîëîìîðôíèõ i îáìåæå-
íèõ â Dz ôóíêöié.

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè êðèâà γ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (äèâ.,
íàïðèêëàä, [57])

sup
z∈γ

θz(ε) = O(ε), ε → 0, (2.13)

äå θz(ε) := mes {t ∈ γ : |t− z| ≤ ε} i mes îçíà÷à¹ ëiíiéíó ìiðó Ëåáåãà íà
γ , òî äëÿ ôóíêöi¨ F ∈ Ep ïðè 1 ≤ p < ∞ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|F(z)| ≤ c (ρ(z))−1/p ∀ z ∈ Dz , (2.14)
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â ÿêié ρ(z) := min
t∈γ

|z − t| i ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä z .
Ìàþ÷è íà ìåòi îïèñàííÿ ãðàíè÷íèõ âëàñòèâîñòåé óçàãàëüíåíîãî

îñåñèìåòðè÷íîãî ïîòåíöiàëó (2.12) âèçíà÷èìî
(
(t− z)(t− z̄)

)−νm ïðè
z ∈ γ, Im z 6= 0 . Ó öüîìó âèïàäêó ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γγ

zz̄ òó äóãó êðè-
âî¨ γ , ÿêà ç'¹äíó¹ òî÷êè z , z̄ i ìiñòèòü b1 , ïðè öüîìó äîìîâèìîñÿ
ïî÷àòêîì öi¹¨ äóãè ââàæàòè òî÷êó ç âiä'¹ìíîþ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ. Òîäi
ïiä

(
(t− z)(t− z̄)

)−νm ðîçóìi¹ìî íåïåðåðâíó âiòêó àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨
Lm(t) :=

(
(t− z)(t− z̄)

)−νm ç ðîçðiçîì âçäîâæ æîðäàíîâî¨ êðèâî¨, ÿêà
ïîñëiäîâíî ç'¹äíó¹ òî÷êè z , ∞ , z̄ i ìà¹ ñïiëüíèìè ç ìíîæèíîþ Dz ∪ R
ëèøå òî÷êè z , z̄ , òàêó, ùî Lm(t) > 0 ïðè âñiõ t > b1 .

Ïîçíà÷èìî

ωm,p(ε) :=





ε|m−1|/(2n+1) ïðè 2n < m < 2n + 1 i
{m

2 }−1 < p ≤ ∞,

|m− 1|ε|m−1|/(2n+1) ïðè m = 2n + 1 i
{m

2 }−1 < p < ∞,

|m− 1|ε|m−1|/(2n+1) + ενm ln 1
ε ïðè

m = 2n + 1 i p = ∞,

ε|m−1|/(2n+1) ïðè 2n + 1 < m < 2n + 2 i
{m

2 }−1 < p < (2{m
2 } − 1)−1 èëè p = ∞,

ε|m−1|/(2n+1) + ενm
(
ln 1

ε

)2νm ïðè
2n + 1 < m < 2n + 2 i p = (2{m

2 } − 1)−1,

ε|m−1|/(2n+1) + ενm ïðè 2n + 1 < m < 2n + 2 i
(2{m

2 } − 1)−1 < p < ∞,

0 ïðè m = 2n + 2 i 1 < p ≤ ∞.

Ïîçíà÷èìî òàêîæ ÷åðåç d(z1, z2) äiàìåòð òi¹¨ äóãè γz1z2
êðèâî¨ γ , ÿêà

ç'¹äíó¹ òî÷êè z1, z2 ∈ γ i ìà¹ íå áiëüøó äîâæèíó, òîáòî d(z1, z2) :=

:= sup
t1,t2∈γz1z2

|t1 − t2| . Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî γ ¹ k -êðèâîþ òèïó "äiàìåòð-

õîðäà", ÿêùî âiäíîøåííÿ d(z1, z2)/|z1 − z2| îáìåæåíå ÷èñëîì k ïðè äî-
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âiëüíîìó âèáîði òî÷îê z1, z2 ∈ γ . Îáëàñòü Dz íàçâåìî k -îáëàñòþ, ÿêùî
äâi äîâiëüíi òî÷êè ¨¨ çàìèêàííÿ Dz ìîæíà ç'¹äíàòè k -êðèâîþ òèïó
"äiàìåòð-õîðäà".

Ó íàñòóïíié òåîðåìi íàâåäåíî äîñòàòíi óìîâè íåïåðåðâíîãî ïðîäîâ-
æåííÿ ôóíêöi¨ (2.12) íà ãðàíèöþ γ îáëàñòi Dz , ïðè öüîìó ãðàíè÷íå çíà-
÷åííÿ ôóíêöi¨ u(z) â òî÷öi t ∈ γ ∪ {z ∈ Dz : Im z = 0} ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç u(t) .

Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé çàìêíåíà æîðäàíîâà ñïðÿìëþâàíà êðèâà
γ ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî äiéñíî¨ îñi i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.13). ßêùî
m > 0 i Fn íàëåæèòü êëàñó Ep , äå 1 < p ≤ ∞ ïðè m = 2n + 2 i
{m

2 }−1 < p ≤ ∞ ïðè m 6= 2n + 2 , òî ôóíêöiÿ u(z) íåïåðåðâíî ïðî-
äîâæó¹òüñÿ ç îáëàñòi Dz â òî÷êè ìíîæèíè γ \ {b1, b2} . Ïðè öüîìó
äëÿ êîæíîãî δ òàêîãî, ùî 0 < δ < (1/8) max

t∈γ
|Im t| , òà äîâiëüíèõ òî-

÷îê z0, z1 ∈ γ \ {b1, b2} òàêèõ, ùî |Im z0| ≥ δ i |z1 − z0| ≤ |Im z0|/2,
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|u(z1)− u(z0)| ≤ c ‖Fn‖Lp

(
d(z1, z0)

1−νm−χp + ωm,p(|z1 − z0|)
)
, (2.15)

äå χp := 1/p ïðè p < ∞ i χp := 0 ïðè p = ∞ , à ñòàëà c íå çàëåæèòü
âiä Fn, z0, z1 .

ßêùî, êðiì òîãî, äëÿ òî÷êè bj , äå j = 1 àáî j = 2 , iñíó¹ îêië,
ïåðåòèí ÿêîãî ç Dz ¹ k -îáëàñòþ, i ïðè öüîìó iñíó¹ ãðàíèöÿ

F (bj) := lim
z→bj ,z∈Dz

dn

dzn
Fn(z), (2.16)

òî iñíó¹ òàêîæ ãðàíèöÿ

lim
z→bj ,z∈Dz

u(z) =
B

(
m
2 , 1

2

)

2π
F (bj), (2.17)

äå B(p, q) � áåòà-ôóíêöiÿ Åéëåðà.
Äîâåäåííÿ. Ïðè Fn ∈ Ep ç óðàõóâàííÿì îáìåæåíîñòi ôóíêöi¨ Qn

íà γ ëåãêî âñòàíîâëþ¹òüñÿ, ùî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

uγ(z) :=
k(m)

|y|m−1

∫

Γγ
zz̄

Fn(t)Qn(t, z)
(
(t− z)(t− z̄)

)−νm

dt
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ñêií÷åííi ïðè âñiõ z ∈ γ\{b1, b2} , ÿêùî ïðè öüîìó Fn(t) � êóòîâi ãðàíè÷íi
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Fn .

Âñòàíîâèìî ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòi u(z) = uγ(z) ïðè âñiõ
z ∈ γ \ {b1, b2} ó âèïàäêó, êîëè 2n < m ≤ 2n + 1 i {m

2 }−1 < p < ∞ .
Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ÷èñëî δ ∈ (0, 1/8 max

t∈γ
|Im t|) i

äîâiëüíó òî÷êó z0 ∈ γ , äëÿ ÿêî¨ |Im z0| ≥ δ. Äëÿ òî÷êè z ∈ Dz òàêî¨,
ùî ε := |z − z0| ≤ |Im z0|/2 , ïîçíà÷èìî ÷åðåç z2 îäíó ç íàéáëèæ÷èõ
äî z òî÷îê êðèâî¨ γ. Ç óðàõóâàííÿì òåîðåìè Êîøi çàìiíèìî iíòåãðóâàí-
íÿ âçäîâæ êðèâî¨ Γzz̄ â ðiâíîñòi (2.21) iíòåãðóâàííÿì âçäîâæ íàëåæíî
îði¹íòîâàíîãî êîíòóðà s[z, z2] ∪ Γγ

z2z̄2
∪ s[z̄, z̄2] , i îäåðæèìî ðiâíiñòü

u(z)− uγ(z0) =

∫

Γγ
z2z̄2

K(t, z) dt−
∫

Γγ
z0z̄0

K(t, z0) dt+

+

∫

s[z,z2]

K(t, z) dt +

∫

s[z̄,z̄2]

K(t, z) dt =: I1 − I2 + I3 + I4,

äå
K(t, z) :=

k(m)

2πi

Fn(t)

|y|m−1 Qn(t, z)
(
(t− z)(t− z̄)

)−νm

.

Ââåäåìî â ðîçãëÿä ìíîæèíè

Γ1 := {t ∈ Γγ
z0z̄0

: |t− z0| ≤ 2ε} ∪ γz0z2
, Γ1 := {t̄ : t ∈ Γ1} ,

Γ2 := {t ∈ Γγ
z0z̄0

: 2ε < |t− z0| ≤ |Im z0|} \ γz0z2
, Γ2 := {t̄ : t ∈ Γ2},

Γ3 := Γγ
z0z̄0

\ ({t ∈ γ : |t− z0| ≤ |Im z0|} ∪ γz0z2

)

i ïîäàìî ðiçíèöþ I1 − I2 ó âèãëÿäi ñóìè iíòåãðàëiâ:

I1 − I2 =

∫

Γ1

K(t, z) dt−
∫

Γ1

K(t, z0) dt+

+

∫

Γ1

K(t, z) dt−
∫

Γ1

K(t, z0) dt +

∫

Γ2

(
K(t, z)−K(t, z0)

)
dt+

+

∫

Γ2

(
K(t, z)−K(t, z0)

)
dt +

∫

Γ3

(
K(t, z)−K(t, z0)

)
dt =:

11∑

k=5

Ik.
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Ïîçíà÷àþ÷è q := p/(p− 1) i çàñòîñîâóþ÷è óìîâó (2.13) íà êðèâó γ ,
íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, à òàêîæ íåðiâíîñòi |t− z2| ≤ 2|t− z| i |t− z̄| ≥ δ/2 ,
ÿêi âèêîíóþòüñÿ ïðè âñiõ t ∈ Γ1 , îöiíþ¹ìî I5 ó òàêèé ñïîñiá, ÿê îöiíåíî
âiäïîâiäíèé iíòåãðàë â äîâåäåííi òåîðåìè 4 ç [44]:

|I5| ≤ c ‖Fn‖Lp




∫

Γ1

|dt|
|t− z2|qνm




1/q

≤

≤ c ‖Fn‖Lp




( 4ε∫

0

+

4d(z0,z2)∫

0

)
d θz2(τ)

τ qνm




1/q

≤

≤ c ‖Fn‖Lp
max {ε, d(z0, z2)}1−1/p−νm.

Òóò i äàëi â äîâåäåííi ÷åðåç c ïîçíà÷åíî ñòàëi, çíà÷åííÿ ÿêèõ íå çà-
ëåæàòü âiä Fn , z i z0 , àëå, âçàãàëi êàæó÷è, ðiçíi íàâiòü â ìåæàõ îäíîãî
ëàíöþæêà íåðiâíîñòåé. Àíàëîãi÷íî îöiíþþòüñÿ iíòåãðàëè I6 , I7 , I8 .

Ïåðåòâîðèìî iíòåãðàë I9 äî âèãëÿäó

I9 =
k(m)

2πi|y|m−1

∫

Γ2

Fn(t)Qn(t, z)
(
1/Rνm

(t, z)− 1/Rνm
(t, z0)

)
dt+

+
k(m)

2πi|y|m−1

∫

Γ2

Fn(t)

(
Qn(t, z)−Qn(t, z0)

)

Rνm
(t, z0)

dt+

+
k(m)

2πi

(
|y|1−m − |y0|1−m

) ∫

Γ2

Fn(t)
Qn(t, z0)

Rνm
(t, z0)

dt =: I ′9 + I ′′9 + I ′′′9 , (2.18)

äå Rνm
(t, z) :=

(
(t− z)(t− z̄)

)νm .
Î÷åâèäíî, ùî ïðè n = 0 ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü I ′′9 = 0 , à ïðè n ≥ 1

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |I ′′9 | ≤ c ‖Fn‖Lp
ε .

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà òà íåðiâíiñòü
∣∣∣Rνm

(t, z)−Rνm
(t, z0)

∣∣∣ ≤ c

(
ε
(
|t− z|+ |t− z̄0|

))νm

,
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ÿêà âèêîíó¹òüñÿ ïðè âñiõ t ∈ Γ2 ∪ Γ2 ∪ Γ3 , îäåðæó¹ìî

|I ′9| ≤ c ‖Fn‖Lp




∫

Γ2

∣∣Rνm
(t, z)−Rνm

(t, z0)
∣∣q

∣∣Rνm
(t, z) Rνm

(t, z0)
∣∣q |dt|




1/q

≤

≤ c ‖Fn‖Lp




∫

Γ2

(
ε
(|t− z|+ |t− z̄0|

)

|t− z||t− z̄||t− z0||t− z̄0|

)qνm

|dt|



1/q

.

Îöiíþþ÷è äàëi I ′9 çà ñõåìîþ îöiíþâàííÿ âiäïîâiäíîãî iíòåãðàëà â
äîâåäåííi òåîðåìè 4 ç [44] (äèâ. òàêîæ òåîðåìó 1 ç [43]) i âðàõîâóþ÷è ïðè
öüîìó íåðiâíîñòi |t− z̄| ≥ |Im z| ≥ 1

2|Im z0| ≥ 1
2δ, δ ≤ |Im z0| ≤ |t− z̄0| ≤

≤ 3|Im z0| , 1
2|t− z0| ≤ |t− z| ≤ 3

2|Im z0| , ÿêi âèêîíóþòüñÿ ïðè âñiõ t ∈ Γ2 ,
îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü

|I ′9| ≤ c ‖Fn‖Lp
ε1−1/p−νm .

Ç âèêîðèñòàííÿì íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà îäåðæó¹ìî òàêîæ îöiíêó

|I ′′′9 | ≤ c ‖Fn‖Lp

∣∣∣|y|1−m − |y0|1−m
∣∣∣ ≤

≤ c ‖Fn‖Lp
|m− 1|

∣∣|y| − |y0|
∣∣|m−1|/(2n+1) ≤ c ‖Fn‖Lp

|m− 1|ε|m−1|/(2n+1).

Áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì ðiâíîñòi (2.18) i îöiíîê iíòåãðàëiâ I ′9 , I ′′9 ,
I ′′′9 ¹ íåðiâíiñòü

|I9| ≤ c ‖Fn‖Lp

(
ε1−1/p−νm + |m− 1| ε|m−1|/(2n+1))

)
.

Àíàëîãi÷íî îöiíþ¹òüñÿ iíòåãðàë I10 .
Îöiíþþ÷è I11 ó òàêèé æå ñïîñiá, ÿê i iíòåãðàë I9 , i âðàõîâóþ÷è ïðè

öüîìó íåðiâíîñòi 1
2|t−z0| ≤ |t−z| ≤ 3

2|t−z0|, 1
3|t− z0| ≤ |t− z̄0| ≤ 3|t−z0|,

1
6 |t− z0| ≤ 1

2|t− z̄0| ≤ |t− z̄| ≤ 3
2 |t− z̄0| ≤ 9

2 |t− z0| , ÿêi âèêîíóþòüñÿ ïðè
âñiõ t ∈ Γ3 , îäåðæó¹ìî îöiíêó

|I11| ≤ c ‖Fn‖Lp

(
ενm + |m− 1| ε|m−1|/(2n+1)).
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Îòæå, ç îòðèìàíèõ îöiíîê iíòåãðàëiâ Ij , j = 5, 6, . . . , 11 , ç óðàõóâàí-
íÿì íåðiâíîñòi νm ≥ 1− 1/p− νm , ÿêà ¹ î÷åâèäíèì íàñëiäêîì íåðiâíîñòi
νm ≥ 1/2 ó âèïàäêó 2n < m ≤ 2n + 1 , âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

|I1−I2| ≤ c ‖Fn‖Lp

(
max{ε, d(z0, z2)}1−νm−1/p+|m−1| ε|m−1|/(2n+1)) . (2.19)

Òîìó, âíàñëiäîê òîãî, ùî ç íåðiâíîñòi p > {m
2 }−1 âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

1− 1/p− νm > 0 , ðiçíèöÿ I1 − I2 ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè z → z0 .
Äëÿ îöiíêè iíòåãðàëà I3 ââåäåìî â ðîçãëÿä ñåðåäèíó âiäðiçêà

s[z, z2] � òî÷êó z3 i, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi |t − z̄| ≥ δ/2 äëÿ âñiõ
t ∈ s[z, z2] i |t− z| ≥ ρ(z)/2 äëÿ âñiõ t ∈ s[z3, z2], à òàêîæ îöiíêó âèãëÿäó
(2.14) äëÿ ôóíêöi¨ Fn , áóäåìî ìàòè

|I3| ≤ c




∫

s[z,z3]

|dt|
ρ(t)1/p |t− z|νm

+

∫

s[z3,z2]

|dt|
ρ(t)1/p |t− z|νm


 ≤

≤ c

ρ(z)1/p

ρ(z)/2∫

0

dτ

τ νm
+

c

ρ(z)νm

ρ(z)/2∫

0

dτ

τ 1/p
≤ c ρ(z)1−1/p−νm.

Òîìó I3 → 0 ïðè z → z0 .
Àíàëîãi÷íî âñòàíîâëþ¹òüñÿ, ùî I4 → 0 ïðè z → z0 i òèì ñà-

ìèì çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi u(z0) = uγ(z0) ó âèïàäêó, êîëè
2n < m ≤ 2n + 1 i {m

2 }−1 < p < ∞ .
Òåïåð â öüîìó âèïàäêó ñïðàâåäëèâiñòü îöiíêè (2.15) âñòàíîâëþ¹òüñÿ

ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì â íåðiâíîñòi (2.19) ïðè z → z1 . Â iíøèõ âèïàä-
êàõ, âèçíà÷åíèõ â òåîðåìi, ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòi u(z) = uγ(z) ïðè âñiõ
z ∈ γ \ {b1, b2} i îöiíêè (2.15) âñòàíîâëþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Äîâåäåìî, íàðåøòi, ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòi (2.17). Íå çìåíøóþ÷è
çàãàëüíîñòi, ââàæà¹ìî, ùî äëÿ âñiõ z ç äåÿêîãî îêîëó òî÷êè bj , äëÿ ÿêèõ
Im z 6= 0 , êðèâi Γzz̄ ¹ k -êðèâèìè òèïó "äiàìåòð-õîðäà". Òîìó, ïîäàþ÷è
u(z) ó âèãëÿäi

u(z) =
1

2πi |y|m−1

∫

Γzz̄

(
F (t)− F (bj)

)(
(t− z)(t− z̄)

)m/2−1
dt+
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+
F (bj)

2πi |y|m−1

∫

Γzz̄

(
(t− z)(t− z̄)

)m/2−1
dt =: I12 + I13,

íàñàìïåðåä, ç óðàõóâàííÿì iñíóâàííÿ ãðàíèöi (2.16) ëåãêî âñòàíîâëþ¹ìî,
ùî I12 → 0 ïðè z → bj . Äàëi, ïåðåõîäÿ÷è â I13 äî iíòåãðóâàííÿ âçäîâæ
âiäðiçêà s[z, z̄] i çìiíþþ÷è ïðè âèçíà÷åííi âèðàçó

(
(t − z)(t − z̄)

)m/2−1

ðîçðiç êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè íà ðîçðiç {t ∈ C : Re t = x, |Im t| ≥ |y|}
áåç çìiíè çíà÷åííÿ iíòåãðàëà I13 , à ïîòiì, âèêîíóþ÷è çàìiíó çìiííèõ
t = x + i|y| cos τ , i, íàðåøòi, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (21.4-19) ç [22],
â ÿêié ñëiä ïðèéíÿòè p = m/2 i q = 1/2 , îäåðæó¹ìî ðiâíîñòi

I13 =
F (bj)

2π

π∫

0

(sin τ)m−1dτ =
F (bj)

2π
B

(
m

2
,
1

2

)
.

Òåïåð äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ çàëèøà¹òüñÿ çàçíà÷èòè, ùî, îñêiëüêè
ôóíêöiÿ (2.2) íåïåðåðâíî ïðîäîâæó¹òüñÿ â òî÷êè ìíîæèíè Dz ∩ R , òî
u(z) → B

(
m
2 , 1

2

)
F (bj)/(2π) ïðè ïðÿìóâàííÿ z äî bj ïî äîâiëüíîìó øëÿ-

õó, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi Dz . Òåîðåìó äîâåäåíî.
Çàóâàæèìî, ùî àíàëîã òåîðåìè 2.2.1, ÿêèé ñòîñó¹òüñÿ âèïàäêó

m = 1 , äîâåäåíî â ðîáîòi Ñ.À. Ïëàêñè [44].

2.3. Î á å ð í å í i ò å î ð åìè

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γ ïåðåòèí ãðàíèöi ∂D îáëàñòi D ç íàïiâïëîùèíîþ
{(x, y) : y ≥ 0} , à ÷åðåç b1 i b2 , ÿê i â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi, � òî÷êè
ïåðåòèíó ãðàíèöi ∂Dz îáëàñòi Dz ç äiéñíîþ âiññþ, ââàæàþ÷è ïðè öüîìó,
ùî b1 < b2 .

Çàçíà÷èìî, ùî ðîçâ'ÿçîê (2.2) ðiâíÿííÿ (2.1) íàëåæèòü êëàñó C2(D
+)

ôóíêöié, êîæíà ç ÿêèõ íåïåðåðâíà íà ìíîæèíi D+ ∪ {(x, 0) ∈ D :

b1 < x < b2} i ìà¹ íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãî i äðóãîãî ïîðÿä-
êó â îáëàñòi D+ . Îêðiì òîãî, ôóíêöiÿ (2.2) íàëåæèòü ïiäêëàñó N2(D

+)

êëàñó C2(D
+) , ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü äîäàòêîâó
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óìîâó
lim

(x0,y)→(x0,0)
ym ∂u(x, y)

∂y
= 0 ∀x0 ∈ (b1, b2) .

Ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi ðåçóëüòàòè ïðî ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ
(2.1) ôîðìóëîþ (2.2).

Òåîðåìà 2.3.1. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ u(x, y) êëàñó C2(D
+) , ÿêà

ïðè m ∈ [1, 2) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.1) â îáëàñòi D+ , iñíó¹ ¹äèíà
ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ F : Dz −→ C , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

F (z̄) = F (z) ∀ z ∈ Dz (2.20)

i òàêà, ùî ðiâíiñòü (2.2) âèêîíó¹òüñÿ ïðè âñiõ (x, y) ∈ D+ .
Òåîðåìà 2.3.2. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ u(x, y) êëàñó N2(D

+) , ÿêà
ïðè m ∈ (0, 1) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.1) â îáëàñòi D+ , iñíó¹ ¹äèíà
ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ F : Dz −→ C , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.20) i òàêà,
ùî ðiâíiñòü (2.2) âèêîíó¹òüñÿ ïðè âñiõ (x, y) ∈ D+ .

Äîâåäåííÿ òåîðåì 2.3.1, 2.3.2, ÿêå íàâîäèòüñÿ â íàñòóïíîìó ïiäðîçäi-
ëi, çäiéñíþ¹òüñÿ ìåòîäîì, ðîçðîáëåíèì Ñ.À. Ïëàêñîþ â [46] äëÿ ðiâíÿííÿ
(2.1) ïðè m = 1 . Ñõåìà äîâåäåííÿ âêëþ÷à¹, çîêðåìà, ðåäóêöiþ iíòåãðàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ (2.2) ç øóêàíîþ ôóíêöi¹þ F äî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ
Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó íà äiéñíié ïðÿìié i äîçâîëÿ¹ îäåðæàòè (ïðè
äåÿêèõ ïðèðîäíèõ ïðèïóùåííÿõ ïðî ãðàíèöþ îáëàñòi i çàäàíó ôóíêöiþ)
ôîðìóëè ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ (2.1):

çàäà÷à E : ïðè 1 ≤ m < 2 çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.1) êëàñó
C2(D

+) , ÿêèé ïðèéìà¹ íà Γ çíà÷åííÿ çàäàíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ uΓ ;
çàäà÷à N0 : ïðè m ∈ (0; 1) çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.1) êëàñó

N2(D
+) , ÿêèé ïðèéìà¹ íà Γ çíà÷åííÿ çàäàíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ uΓ .
Âiäîìî, ùî çàìiíîþ çìiííèõ ξ = x , η = y2/4 ðiâíÿííÿ (2.1) çâîäèòü-

ñÿ äî ðiâíÿííÿ
η

∂2u

∂η2 +
∂2u

∂ξ2 +
(1 + m)

2

∂u

∂η
= 0 ,

äëÿ ÿêîãî â ðîáîòi Ì.Â. Êåëäèøà [20] äîâåäåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü
çàäà÷i E ó âèïàäêó ãëàäêî¨ êðèâî¨ Γ . Iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
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çàäà÷i N0 ó âèïàäêó êóñêîâî-ãëàäêî¨ êðèâî¨ Γ âñòàíîâëåíî â ðîáîòi
Þ.Ï. Êðèâåíêîâà [25].

2.4. Çàñòîñóâàííÿ iíòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü óçà-
ãàëüíåíèõ îñåñèìåòðè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ äî ðîçâ'ÿ-
çàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷

2.4.1. Ä î ï îì iæí à ç à ä à ÷ à i ¨ ¨ ð å ä ó ê ö i ÿ ä î
ñ è í ã ó ë ÿ ð í î ã î i í ò å ã ð à ë ü í î ã î ð i â í ÿ í í ÿ. Íåõàé âèçíà-
÷åíî ôóíêöiþ uΓ : Γ −→ R íà äóçi Γ ãðàíèöi ∂Dz . Ââåäåìî â ðîçãëÿä
ôóíêöiþ

u∂D(x, y) :=

{
uΓ(x, y) ïðè (x, y) ∈ Γ ,

uΓ(x,−y) ïðè (x, y) ∈ ∂D \ Γ .

Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó çàäà÷ó äëÿ çàäàíî¨ ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨
u∂D(x, y) ïðî âiäøóêàííÿ ãîëîìîðôíî¨ â Dz i íåïåðåðâíî¨ â Dz ôóí-
êöi¨ F , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ äîäàòêîâó óìîâó ñèìåòði¨ (2.20), à ¨¨ ãðàíè÷íi
çíà÷åííÿ çàäîâîëüíÿþòü iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

1

2πi |y|m−1

∫

Γγ
zz̄

F (t)
(
(t− z)(t− z̄)

)m/2−1
dt = u∂D(x, y) , (2.21)

äå (x, y) ∈ ∂D : y 6= 0 , z = x + iy .
Ïðè ðîçâ'ÿçàííi äîïîìiæíî¨ çàäà÷i áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äåÿêå

êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ σ(Z) îäèíè÷íîãî êðóãà {Z ∈ C : |Z| < 1}
íà îáëàñòü Dz òàêå, ùî σ(−1) = b1 , σ(1) = b2 i îáðàçîì ïiâêðóãà
{Z ∈ C : |Z| < 1, Im Z > 0} ïðè âiäîáðàæåííi σ(Z) ¹ îáëàñòü
{z ∈ Dz : Im z > 0} . Ëåãêî áà÷èòè, ùî òàêå âiäîáðàæåííÿ iñíó¹ i ïðè âñiõ
Z ∈ {Z ∈ C : |Z| ≤ 1} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó σ(Z̄) = σ(Z) .

Ââåäåìî â ðîçãëÿä ôóíêöiþ

M(Z, T ) :=

(
(T − Z)(T − Z̄)

(σ(T )− σ(Z))(σ(T )− σ(Z̄))

)1−m/2

, (2.22)
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ÿêó ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó Z 6= −1 áóäåìî ðîçóìiòè ÿê íåïåðåðâíó
âiòêó ôóíêöi¨, àíàëiòè÷íî¨ çà çìiííîþ T â îäèíè÷íîìó êðóçi, òàêó, ùî
M(Z,−1) > 0 .

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ ôóíêöiþ

m(ξ, τ) := −i
exp (iπm/2)

41−m/2

(τ + i)2−m

τ + i
M

(
ξ − i

ξ + i
,
τ − i

τ + i

)
, ξ, τ ∈ R , (2.23)

äå ãîëîìîðôíà âiòêà ôóíêöi¨ (τ + i)2−m âèçíà÷åíà ïîçà ðîçðiçîì
{τ = iη : η ≤ −1} i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ − exp(−iπm/2) ïðè τ = 0 .

Êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ g(z) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà ç ïîêàçíèêîì
α ∈ (0; 1] íà ìíîæèíi E , E ⊂ C , ÿêùî

|g(z1)− g(z2)| ≤ c |z1 − z2|α ∀ z1, z2 ∈ E

i ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä z1 i z2 .
Íåõàé ω : [0,∞) −→ [0,∞) � ìîíîòîííî íåñïàäíà íåïåðåðâíà ôóíê-

öiÿ, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ω(0) = 0 , à òàêîæ iñíóþòü ñòàëi
C i ν òàêi, ùî ïðè âñiõ k > 1 i âñiõ ξ > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
ω(kξ) ≤ C kν ω(ξ) . Òîäi ïðè α ∈ (0; 1] ââåäåìî â ðîçãëÿä êëàñ Hω

α ôóí-
êöié g : ∂Dz −→ C , äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

|g(z1)− g(z2)| ≤ c ω(rz1z2
)

(|z1 − z2|
rz1z2

)α

∀ z1, z2 ∈ ∂Dz ,

äå rz1z2
:= max {|z1−b1||z1−b2|, |z2−b1||z2−b2|} i ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä

z1, z2 . Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöi¨ êëàñó Hω
α íåïåðåðâíi â òî÷êàõ b1 i b2 , à ïîçà

äîâiëüíèì ôiêñîâàíèì îêîëîì öèõ òî÷îê çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ãåëüäåðà
ç ïîêàçíèêîì α .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hω
α(∂D) êëàñ ôóíêöié g∂D : ∂D −→ R , äëÿ êîæíî¨

ç ÿêèõ ôóíêöiÿ g , ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ g(x + iy) := g∂D(x, y) ïðè
(x, y) ∈ ∂D , íàëåæèòü êëàñó Hω

α . Î÷åâèäíî, ùî êëàñ H̃α(∂D) , ââåäåíèé
â ðîáîòi [46], ¹ ïiäêëàñîì êëàñó Hω

α(∂D) .
ßêùî 0 < µ < 1 i ôóíêöiÿ u∗ ñóìîâíà íà âiäðiçêó [a, a1] , à íà

âiäðiçêó [a1, a2] âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà ç ïîêàçíèêîì α > µ , òî
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çà ñòàíäàðòíîþ ñõåìîþ [7, ñ. 573] ïðè áóäü-ÿêîìó ξ ∈ (a1, a2) îäåðæó¹ìî
ðiâíiñòü

d

dξ

ξ∫

a

s u∗(s)

(ξ2 − s2)µ(s2 − a2)1−µ ds =−2 µ ξ

ξ∫

a

s (u∗(s)− u∗(ξ))

(ξ2 − s2)1+µ(s2 − a2)1−µ ds (2.24)

i, êðiì òîãî, ñïðàâåäëèâà òàêîæ ðiâíiñòü

lim
τ→ξ

ξ∫

τ

s u∗(s)

(ξ2 − s2)µ(s2 − τ 2)1−µ ds =
π

2 sin(πµ)
u∗(ξ) ∀ ξ ∈ (a1, a2]. (2.25)

Â íàñòóïíié òåîðåìi, ÿêà äîâîäèòüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ òåîðåìè
2 ç [46], ó âèïàäêó 0 < m < 2 íàâåäåíî äîñòàòíi óìîâè ðåäóêöi¨ äîïî-
ìiæíî¨ çàäà÷i äëÿ çàäàíî¨ ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ u∂D(x, y) äî ñèíãóëÿðíîãî
iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ íà äiéñíié îñi.

Òåîðåìà 2.4.1. Íåõàé 0 < m < 2 i ôóíêöiÿ u∂D íàëåæèòü êëàñó
Hω

α(∂D) , m/2 < α ≤ 1 . Íåõàé ïðè öüîìó âiäîáðàæåííÿ σ(Z) äèôåðåíöi-
éîâíå â òî÷êàõ ìíîæèíè {Z ∈ C : |Z| = 1, Z 6= ±1} , ôóíêöiÿ σ′(Z) â
òèõ æå òî÷êàõ íåïåðåðâíà i íå äîðiâíþ¹ íóëþ, à â îêîëi òî÷îê Z = ±1

çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

|σ′(Z)| ≤ c (|Z + 1|−β + |Z − 1|−β),

äå β ∈ (0; 1) i ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä Z . Íåõàé, êðiì òîãî, ôóíêöiÿ
M(Z, T ) ïðè áóäü-ÿêèõ A1, A2 ∈ (−1; 1), A1 < A2, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

|M(Z1, T )−M(Z2, T )| ≤ c |Z1 − Z2|α′ ∀T, Z1, Z2 ∈
∈ {Z ∈ C : |Z| = 1} : −1 < Re T < A1 < Re Z1 < Re Z2 < A2,

Im Z1 Im T > 0, Im Z2 Im T > 0,

äå m/2 < α′ ≤ 1 i ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä Z1 i Z2.

Òîäi ñïðàâåäëèâi òâåðäæåííÿ:
1) êîæíèé ðîçâ'ÿçîê F äîïîìiæíî¨ çàäà÷i äëÿ ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨

u∂D çà ôîðìóëîþ

Up(ξ) = Re
i
(
F

(
σ
(

ξ−i
ξ+i

))− 2π u∂D(b2, 0)/B
(

m
2 , 1

2

))
σ′

(
ξ−i
ξ+i

)

2 sin πm
2 (ξ + i)

∀ ξ > 0
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ïîðîäæó¹ ðîçâ'ÿçîê ñèíãóëÿðíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

A(ξ, ξ) Up(ξ) +
2ξ

π
B(ξ, ξ)

∞∫

0

Up(τ)

τ 2 − ξ2 dτ−

−4m sin πm
2

π2 ξ

ξ∫

0

( ξ∫

τ

s(B(s, τ)−B(ξ, τ))

(ξ2 − s2)1+m/2(s2 − τ 2)1−m/2 ds

∞∫

0

τ Up(η)

η2 − τ 2 dη

)
dτ−

−2m sin πm
2

π
ξ

ξ∫

0

ξ∫

τ

Up(τ) s (A(s, τ)− A(ξ, τ))

(ξ2 − s2)1+m/2(s2 − τ 2)1−m/2 ds dτ = f∗(ξ) ∀ ξ > 0, (2.26)

â ÿêîìó

A(ξ, τ) := 2 Re m(ξ, τ), B(ξ, τ) := 2 Im m(ξ, τ), (2.27)

f∗(ξ) := u∗(ξ)ξ1−m −mξ

ξ∫

0

s(u∗(s)− u∗(ξ))
(ξ2 − s2)1+m/2 ds (2.28)

i ôóíêöiÿ u∗ âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç çàäàíó ôóíêöiþ u∂D ðiâíiñòþ

u∗(ξ) :=
|y|m−1

(ξ2 + 1)1−m/2

(
u∂D(x, y)− u∂D(b2, 0)

)
,

äå x + iy = σ(ξ−i
ξ+i) ;

2) ÿêùî â ñèíãóëÿðíîìó iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííi (2.26) ôóíêöi¨
A,B, f∗ âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (2.27), (2.28) i ôóíêöiÿ Up ¹ òàêèì
éîãî ðîçâ'ÿçêîì, ùî ôóíêöiÿ

F0(z) = −2 sin πm
2 (ξ + i)

π σ′(ξ−i
ξ+i)

∞∫

−∞

Up(|τ |)
τ − ξ

dτ, z = σ

(
ξ − i

ξ + i

)
, Im ξ > 0, (2.29)

íåïðåðåðâíî ïðîäîâæó¹òüñÿ ç îáëàñòi Dz íà ãðàíèöþ ∂Dz , òî ôóíêöiÿ

F (z) = F0(z) +
2π u∂D(b2, 0)

B
(

m
2 , 1

2

) (2.30)

¹ ðîçâ'ÿçêîì äîïîìiæíî¨ çàäà÷i äëÿ çàäàíî¨ ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ u∂D .
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Äîâåäåííÿ. Ïåðåïèøåìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (2.21) ó âèãëÿäi
1

2πi |y|m−1

∫

Γγ
zz̄

F0(t)
(
(t− z)(t− z̄)

)m/2−1
dt = u∂D(x, y)− u∂D(b2, 0) , (2.31)

äå F0(t) := F (t)− 2π u∂D(b2, 0)/B
(

m
2 , 1

2

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ z = σ(Z) îäèíè÷íîãî
êðóãà íà îáëàñòü Dz i ïîçíà÷àþ÷è ÷åðåç Czz̄ ïðîîáðàç äóãè Γγ

zz̄ ïðè
öüîìó âiäîáðàæåííi, ïåðåòâîðèìî ðiâíÿííÿ (2.31) äî âèãëÿäó

1

2πi

∫

Czz̄

F0
(
σ(T )

)
σ′(T )

(
(σ(T )− σ(Z)

)(
σ(T )− σ(Z̄))

)1−m/2 dT =

=
∣∣Im σ(Z)

∣∣m−1(
u∂D(Re σ(Z), Im σ(Z))− u∂D(b2, 0)

)
. (2.32)

Íåõàé Z ∈ C : Im Z 6= 0 . Ââåäåìî â ðîçãëÿä íåïåðåðâíó âiòêó(
(T − Z)(T − Z̄)

)1−m/2 ôóíêöi¨ Lm(T ) :=
(
(T − Z)(T − Z̄)

)1−m/2 , àíà-
ëiòè÷íî¨ ïîçà ðîçðiçîì {T ∈ C : | Im T | ≥ | Im Z|} , òàêó, ùî Lm(T ) > 0

ïðè âñiõ T ∈ R : T > 1 .
Ëåãêî âñòàíîâëþ¹òüñÿ ðiâíiñòü
((

σ(T )− σ(Z))(σ(T )− σ(Z̄)
))1−m/2

=

(
(T − Z)(T − Z̄)

)1−m/2

M(Z, T )
,

ç óðàõóâàííÿì ÿêî¨ ðiâíÿííÿ (2.32) íàáóâà¹ âèãëÿäó
1

2πi

∫

Czz̄

F+(T ) M(Z, T ) σ′(T )
(
(T − Z)(T − Z̄)

)1−m/2 dT =

=
∣∣Im σ(Z)

∣∣m−1(
u∂D(Re σ(Z), Im σ(Z))− u∂D(b2, 0)

)
, (2.33)

äå F+(T ) := F0(σ(T )) .
Âèêîíà¹ìî òåïåð êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ ξ = i 1+Z

1−Z êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè. Ïðè öüîìó âiäîáðàæåííi îáðàçîì äóãè Czz̄ ¹ âiäðiçîê [−|ξ|, |ξ|] ,
ïðè÷îìó òî÷êè T, T̄ äóãè Czz̄ , ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî äiéñíî¨ ïðÿìî¨, âiäî-
áðàæàþòüñÿ âiäïîâiäíî â òî÷êè τ i −τ âiäðiçêà [−|ξ|, |ξ|] , ñèìåòðè÷íi
âiäíîñíî òî÷êè 0 . Ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòi
(
(T − Z)(T − Z̄)

)1−m/2
= −41−m/2 exp(− iπm

2 )

(τ + i)2−m

(
ξ2 − τ 2

)1−m/2

(ξ2 + 1)1−m/2 ∀T ∈ Czz̄ ,
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â ÿêié âiäïîâiäíi òî÷êè T ∈ Czz̄ i τ ∈ [−|ξ|, |ξ|] çâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåí-
íÿì T = τ−i

τ+i , çàçíà÷åíèì êîíôîðìíèì âiäîáðàæåííÿì ïëîùèíè ðiâíÿííÿ
(2.33) çâîäèòüñÿ äî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

1

π

|ξ|∫

−|ξ|

F∗(τ) m(ξ, τ)

(ξ2 − τ 2)1−m/2 dτ = u∗(ξ) ∀ ξ ∈ R \ {0}, (2.34)

äå ôóíêöiÿ F∗(τ) := i F+(T ) σ′(T )/(τ +i) ¹ ãîëîìîðôíîþ â íàïiâïëîùèíi
{τ ∈ C : Im τ > 0} , íåïåðåðâíî ïðîäîâæó¹òüñÿ íà R \ {0} i îáåðòà¹òüñÿ
â íóëü íà íåñêií÷åííîñòi.

Â ñèëó ïàðíîñòi ôóíêöi¨ u∗ ðiâíÿííÿ (2.34) ðiâíîñèëüíå ðiâíÿííþ

1

π

ξ∫

0

F∗(τ) m(ξ, τ) + F∗(−τ) m(ξ,−τ)

(ξ2 − τ 2)1−m/2 dτ = u∗(ξ) ∀ ξ > 0. (2.35)

Ïîêëàâøè â ðiâíîñòi (2.35) ξ = s , à ïîòiì ïîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòè-
íè öi¹¨ ðiâíîñòi íà s(ξ2− s2)−m/2 i, íàðåøòi, ïðîiíòåãðóâàâøè çà çìiííîþ
s íà âiäðiçêó [0, ξ] , îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

1

π

ξ∫

0

s

(ξ2 − s2)m/2

s∫

0

F∗(τ) m(s, τ) + F∗(−τ) m(s,−τ)

(s2 − τ 2)1−m/2 dτ ds =

=

ξ∫

0

s u∗(s)
(ξ2 − s2)m/2 ds.

Çìiíþþ÷è ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ ó ïîâòîðíîìó iíòåãðàëi, ç öi¹¨ ðiâíîñòi
îäåðæó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

1

π

ξ∫

0

ξ∫

τ

s
(
F∗(τ) m(s, τ) + F∗(−τ) m(s,−τ)

)

(ξ2 − s2)m/2(s2 − τ 2)1−m/2 ds dτ =

ξ∫

0

s u∗(s)
(ξ2 − s2)m/2 ds. (2.36)

Äàëi, äèôåðåíöiþþ÷è ðiâíiñòü (2.36) çà çìiííîþ ξ i âðàõîâóþ÷è ïðè
öüîìó ðiâíîñòi (2.24), (2.25), îäåðæó¹ìî

−mξ

π

ξ∫

0

ξ∫

τ

F∗(τ)
(
m(s, τ)−m(ξ, τ)

)
+ F∗(−τ)

(
m(s,−τ)−m(ξ,−τ)

)

(ξ2 − s2)1+m/2(s2 − τ 2)1−m/2 ds dτ+
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+
1

2 sin πm
2

(
F∗(ξ) m(ξ, ξ) + F∗(−ξ) m(ξ,−ξ)

)
= f∗(ξ) . (2.37)

Î÷åâèäíî, ùî ïðè âñiõ τ ∈ R âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

m(ξ,−τ) = m(ξ, τ). (2.38)

Ôóíêöiÿ F∗ , â ñâîþ ÷åðãó, çàäîâîëüíÿ¹ (äèâ. ðiâíiñòü (27) ðîáîòè
[46]) ñïiââiäíîøåííÿ

F∗(−τ) = F∗(τ) ∀ τ ∈ R \ {0}. (2.39)

Ââåäåìî â ðîçãëÿä ôóíêöi¨ Up(ξ) := Re F∗(ξ)/(2 sin πm
2 ), Vp(ξ) :=

:= Im F∗(ξ)/(2 sin πm
2 ) i ç óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåíü (2.38), (2.39) ïåðå-

ïèøåìî ðiâíiñòü (2.37) ó âèãëÿäi

A(ξ, ξ)Up(ξ)−B(ξ, ξ)Vp(ξ)−

−2m sin πm
2

π
ξ

ξ∫

0

ξ∫

τ

Up(τ) s
(
A(s, τ)− A(ξ, τ)

)

(ξ2 − s2)1+m/2(s2 − τ 2)1−m/2 ds dτ+

+
2m sin πm

2

π
ξ

ξ∫

0

ξ∫

τ

Vp(τ) s (B(s, τ)−B(ξ, τ))

(ξ2 − s2)1+m/2(s2 − τ 2)1−m/2 ds dτ = f∗(ξ). (2.40)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Ãiëüáåðòà (äèâ. [7, ñ. 93]) äëÿ îáåðíåííÿ
ñèíãóëÿðíîãî iíòåãðàëà Êîøi i âðàõîâóþ÷è ïàðíiñòü ôóíêöi¨ Up , ìà¹ìî

Vp(ξ) = −1

π

∞∫

−∞

Up(τ)

τ − ξ
dτ = −2ξ

π

∞∫

0

Up(τ)

τ 2 − ξ2 dτ ∀ ξ > 0 . (2.41)

Íàðåøòi, ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç (2.41) â ðiâíiñòü (2.40), îäåðæó¹ìî ñèíãó-
ëÿðíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (2.26) äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ Up . Îòæå,
òâåðäæåííÿ 1 òåîðåìè äîâåäåíî, à äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåí-
íÿ 2 çàëèøà¹òüñÿ çàçíà÷èòè, ùî ôóíêöiÿ F0 âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ôóíêöiþ
Up ôîðìóëîþ (2.29) â ðåçóëüòàòi ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i Øâàðöà äëÿ íàïiâ-
ïëîùèíè [28, ñ. 209].
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2.4.2. Ä î ï îì iæí i ò â å ð äæåíí ÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî êîí-
ôîðìíå âiäîáðàæåííÿ σ(Z) ìà¹ íåïåðåðâíó êîíòóðíó ïîõiäíó íà îäèíè-
÷íîìó êîëi {Z ∈ C : |Z| = 1} , ÿêà íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü â æîäíié òî÷öi
êîëà. Ó öüîìó âèïàäêó ïðè âñiõ T, Z ∈ {Z ∈ C : |Z| = 1} âèêîíóþòüñÿ
íåðiâíîñòi

0 < c1 ≤
∣∣∣∣
σ(T )− σ(Z)

T − Z

∣∣∣∣ ≤ c2, (2.42)

äå c1 , c2 � äåÿêi àáñîëþòíi ñòàëi, i ïðè âñiõ T0, T1 , Z1, Z0 ∈ {Z ∈ C :

|Z| = 1} òàêèõ, ùî −1 < Re T0 < Re T1 < Re Z1 < Re Z0 < 1,

Im T1 Im T0 > 0, Im Z1 Im T0 > 0 , Im Z0 Im T0 > 0 , ñïðàâåäëèâi îöiíêè
∣∣∣∣
σ(T0)− σ(Z1)

T0 − Z1
− σ(T0)− σ(Z0)

T0 − Z0

∣∣∣∣ ≤ c
ω(σ′, |T0 − Z0|)
|T0 − Z0| |Z1 − Z0|, (2.43)

∣∣∣∣
σ(T1)− σ(Z0)

T1 − Z0
− σ(T0)− σ(Z0)

T0 − Z0

∣∣∣∣ ≤ c
ω(σ′, |T0 − Z0|)
|T0 − Z0| |T1 − T0|, (2.44)

äå c � äåÿêà àáñîëþòíà ñòàëà i

ω(σ′, ε) := sup
|T1|=|T2|=1, |T1−T2|≤ε

|σ′(T1)− σ′(T2)| .

Ëåììà 2.4.1. Íåõàé 0 < m < 2 , ôóíêöiÿ v : (0,∞) −→ C ñóìîâíà
íà iíòåðâàëi (0, 1) i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

lim
ξ→∞

v(ξ) = 0, (2.45)

|v(s)− v(ξ)| ≤ c ω(s−1)
(ξ − s)α

s ξα
∀ s, ξ : 1 ≤ s < ξ, (2.46)

äå ω : (0, 2] −→ (0,∞) � ìîíîòîííî íåñïàäíà îáìåæåíà ôóíêöiÿ,
α ∈ (m/2; 1] i ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä s i ξ . Òîäi ïðè âñiõ ξ ≥ 2

ñïðàâåäëèâi îöiíêè

∣∣∣v(ξ)ξ1−m
∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣
ξ

ξ∫

0

s(v(s)− v(ξ))

(ξ2 − s2)1+m/2 ds

∣∣∣∣∣∣
≤ c

ξ1+m

1∫

1/ξ

ω(η)

η2 dη , (2.47)

∣∣∣v(ξ + ε)(ξ + ε)1−m − v(ξ)ξ1−m
∣∣∣+
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+

∣∣∣∣∣∣
(ξ + ε)

ξ+ε∫

0

s(v(s)− v(ξ + ε))

((ξ + ε)2 − s2)1+m/2 ds− ξ

ξ∫

0

s(v(s)− v(ξ))

(ξ2 − s2)1+m/2 ds

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ c

ξm

(
ω(2/ξ)

εα−m/2

ξα−m/2 +
ε

ξ2

1∫

1/ξ

ω(η)

η2 dη

)
∀ ε ∈ (0; ξ/2], (2.48)

äå ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä ξ i ε .
Äîâåäåííÿ. Çäiéñíþþ÷è ãðàíè÷íèé ïåðåõiä â íåðiâíîñòi (2.46) ïðè

ξ →∞ i âðàõîâóþ÷è ïðè öüîìó óìîâó (2.45), îäåðæó¹ìî äîïîìiæíó îöií-
êó

|v(s)| ≤ c
ω(1/s)

s
∀ s ≥ 1, (2.49)

â ÿêié ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä s .
Ïðè âñiõ ξ ≥ 2 ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

∣∣v(ξ)ξ1−m
∣∣ +

∣∣∣∣∣∣
ξ

ξ∫

0

s(v(s)− v(ξ))

(ξ2 − s2)1+m/2ds

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣v(ξ)ξ1−m
∣∣ + ξ

1∫

0

s |v(s)| ds

(ξ2 − s2)1+m/2+

+ξ |v(ξ)|
1∫

0

s ds

(ξ2 − s2)1+m/2 + ξ

ξ/2∫

1

s|v(s)− v(ξ)|
(ξ2 − s2)1+m/2ds+

+ξ

ξ∫

ξ/2

s|v(s)− v(ξ)|
(ξ2 − s2)1+m/2ds =:

5∑

k=1

Lk.

Ïðè îöiíþâàííi äîäàíêiâ L1, L2, . . . , L5 ÷åðåç c áóäåìî ïîçíà÷àòè
ñòàëi, çíà÷åííÿ ÿêèõ íå çàëåæàòü âiä ξ , àëå, âçàãàëi êàæó÷è, ðiçíi íàâiòü
â ìåæàõ îäíîãî ëàíöþæêà íåðiâíîñòåé.

Âðàõîâóþ÷è îöiíêó (2.49), îäåðæó¹ìî

L1 ≤ c
ω(1/ξ)

ξm
≤ c

ω(1/ξ)

ξm+1

2/ξ∫

1/ξ

dη

η2 ≤
c

ξm+1

1∫

1/ξ

ω(η)

η2 dη .
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Ç óðàõóâàííÿì ñóìîâíîñòi ôóíêöi¨ v íà iíòåðâàëi (0, 1) âñòàíîâëþ-
¹ìî íåðiâíîñòi

L2 ≤ c

ξm+1 ≤
c

ξm+1

1∫

1/ξ

ω(η)

η2 dη.

Çàñòîñîâóþ÷è îöiíêó (2.49), âñòàíîâëþ¹ìî íåðiâíiñòü

L3 ≤ c ω(1/ξ)/ξ2+m ≤ c

ξm+1

1∫

1/ξ

ω(η)

η2 dη.

Iç çàñòîñóâàííÿì íåðiâíîñòi (2.46) îäåðæó¹ìî

L4 ≤ c

ξ1+m

ξ/2∫

1

ω(s−1) ds ≤ c

ξ1+m

1∫

1/ξ

ω(η)

η2 dη .

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi (2.46), α > m/2 i ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨ ω ,
âñòàíîâëþ¹ìî îöiíêè

L5 ≤ c

ξm/2+α

ξ∫

ξ/2

ω(s−1)(ξ − s)α−1−m/2 ≤ c
ω(2/ξ)

ξm
≤ c

ξm+1

1∫

1/ξ

ω(η)

η2 dη.

Íàñëiäêîì îäåðæàíèõ îöiíîê äîäàíêiâ L1, L2, . . . , L5 ¹ íåðiâíiñòü
(2.47).

Äîâåäåìî íåðiâíiñòü (2.48). Ç íåðiâíîñòåé (2.46), (2.49), ε/ξ ≤ 1/2 i
ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ ω âèïëèâàþòü îöiíêè

∣∣v(ξ + ε)(ξ + ε)1−m − v(ξ)ξ1−m
∣∣ ≤ c

ω(1/ξ)

ξm

εα

ξα
≤ c

ω(2/ξ)

ξm

εα−m/2

ξα−m/2 , (2.50)

äå ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä ξ i ε .
Äëÿ îöiíêè iíøîãî äîäàíêà ç ëiâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (2.48) çàñòîñó-

¹ìî íåðiâíiñòü
∣∣∣∣∣∣
(ξ + ε)

ξ+ε∫

0

s(v(s)− v(ξ + ε))

((ξ + ε)2 − s2)1+m/2 ds− ξ

ξ∫

0

s(v(s)− v(ξ))

(ξ2 − s2)1+m/2 ds

∣∣∣∣∣∣
≤
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≤ ε

∣∣∣∣∣∣

ξ∫

0

s(v(s)− v(ξ))

(ξ2 − s2)1+m/2 ds

∣∣∣∣∣∣
+ (ξ + ε)

ξ∫

ξ−ε

s|v(s)− v(ξ)|
(ξ2 − s2)1+m/2 ds+

+(ξ + ε)

ξ+ε∫

ξ−ε

s|v(s)− v(ξ + ε)|
((ξ + ε)2 − s2)1+m/2 ds+

+(ξ + ε) |v(ξ)− v(ξ + ε)|
ξ−ε∫

0

s ds

((ξ + ε)2 − s2)1+m/2+

+(ξ + ε)

ξ−ε∫

0

s
∣∣∣(ξ2 − s2)−1−m/2 − ((ξ + ε)2 − s2)−1−m/2

∣∣∣ |v(s)− v(ξ)| ds =:

:=
5∑

k=1

Mk ∀ ξ > 0 ∀ ε ∈ (0; ξ]. (2.51)

Äàëi â äîâåäåííi ÷åðåç c áóäåìî ïîçíà÷àòè ñòàëi, çíà÷åííÿ ÿêèõ,
âçàãàëi êàæó÷è, ðiçíi, àëå íå çàëåæàòü âiä ξ i ε .

Î÷åâèäíèì íàñëiäêîì íåðiâíîñòi (2.47) ¹ îöiíêà

M1 ≤ c
ε

ξm+2

1∫

1/ξ

ω(η)

η2 dη.

Îöiíþþ÷è âèðàçè M2 i M3 àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê âèùå îöiíåíî âèðàç L5 ,
îäåðæó¹ìî íåðiâíîñòi Mk ≤ c ω(2/ξ) εα−m/2/ξα+m/2 , k = 2, 3 . Ç âèêî-
ðèñòàííÿì íåðiâíîñòi (2.46) i ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ ω îäåðæó¹ìî îöiíêó
M4 ≤ c ω(2/ξ) εα−m/2/ξα+m/2 .

Âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü

(ξ2 − s2)−1−m/2 − ((ξ + ε)2 − s2)−1−m/2 = (2 + m) ξ∗ ε(ξ2
∗ − s2)−2−m/2,

äå ξ∗ � äåÿêà òî÷êà âiäðiçêà [ξ, ξ + ε] , îöiíþ¹ìî M5 ñóìîþ ÷îòèðüîõ
äîäàíêiâ:

M5 ≤ (2 + m)ε(ξ + ε)2

1∫

0

s|v(s)| ds

(ξ2 − s2)2+m/2+



58

+(2+m)ε(ξ + ε)2

1∫

0

s |v(ξ)|ds

(ξ2 − s2)2+m/2 +(2+m)ε(ξ + ε)2

ξ/2∫

1

s |v(s)− v(ξ)|
(ξ2 − s2)2+m/2 ds+

+(2 + m)ε(ξ + ε)2

ξ∫

ξ/2

s |v(s)− v(ξ)|
(ξ2 − s2)2+m/2 ds =:

4∑

k=1

Mk
5 . (2.52)

Îöiíþþ÷è òåïåð äîäàíêè M 1
5 , M 2

5 , M 3
5 i M 4

5 ïîäiáíî òîìó, ÿê âèùå
îöiíåíî âiäïîâiäíî äîäàíêè L2 , L3 , L4 i L5 , îäåðæó¹ìî íåðiâíîñòi

M 1
5 ≤ c

ε

ξ2+m
, M 2

5 ≤ c ω (2/ξ)
ε

ξ3+m
,

M 3
5 ≤ c

ε

ξ2+m

1∫

1/ξ

ω(η)

η2 dη , M 4
5 ≤ c ω(2/ξ)

εα−m/2

ξα+m/2 .

Ç îäåðæàíèõ îöiíîê âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü
5∑

k=1

Mk ≤ c

ξm

(
ω(2/ξ)

εα−m/2

ξα−m/2 +
ε

ξ2

1∫

1/ξ

ω(η)

η2 dη

)
. (2.53)

Òåïåð íåðiâíiñòü (2.48) ¹ íàñëiäêîì îöiíîê (2.50), (2.51), (2.53). Ëåìó
äîâåäåíî.

Ëåììà 2.4.2. Íåõàé 0 < m < 2 i ôóíêöiÿ v : (0, 3) −→ C çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó

|v(s)− v(ξ)| ≤ c ω(ξ)
(ξ − s)α

sα0
∀ s, ξ : 0 < s < ξ < 3, (2.54)

äå ω : (0, 3) −→ (0,∞) � ìîíîòîííî íåñïàäíà îáìåæåíà ôóíêöiÿ,
α ∈ (m/2; 1] , α0 ∈ (−∞; 2) i ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä s i ξ . Òîäi
ïðè âñiõ ξ ∈ (0; 2) ñïðàâåäëèâi îöiíêè

∣∣∣∣∣∣
ξ

ξ∫

0

s(v(s)− v(ξ))

(ξ2 − s2)1+m/2 ds

∣∣∣∣∣∣
≤ c ω(ξ) ξ1+α−m−α0, (2.55)

∣∣∣∣∣∣
(ξ + ε)

ξ+ε∫

0

s(v(s)− v(ξ + ε))

((ξ + ε)2 − s2)1+m/2 ds− ξ

ξ∫

0

s(v(s)− v(ξ))

(ξ2 − s2)1+m/2 ds

∣∣∣∣∣∣
≤
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≤ c ω(3ξ/2)
εα−m/2

ξα0+m/2−1 ∀ ε ∈ (0; ξ/2], (2.56)

äå ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä ξ i ε .
Äîâåäåííÿ. Îöiíèìî ëiâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi (2.55) ñóìîþ äâîõ äî-

äàíêiâ:
∣∣∣∣∣∣
ξ

ξ∫

0

s(v(s)− v(ξ))

(ξ2 − s2)1+m/2 ds

∣∣∣∣∣∣
≤ ξ

ξ/2∫

0

s|v(s)− v(ξ)|
(ξ2 − s2)1+m/2 ds + ξ

ξ∫

ξ/2

s|v(s)− v(ξ)|
(ξ2 − s2)1+m/2 ds =:

:= i1 + i2.

Çàñòîñîâóþ÷è ïðè îöiíþâàííi i1 íåðiâíîñòi (2.54) i α0 < 2 , îäåðæó-
¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

i1 ≤ c ω(ξ)ξα−m−1

ξ/2∫

0

s1−α0 ds ≤ c ω(ξ)ξ1+α−m−α0.

Ç óðàõóâàííÿì íåðiâíîñòåé (2.54) i α > m/2 îäåðæó¹ìî îöiíêè

i2 ≤ c ω(ξ)ξ1−m/2−α0

ξ∫

ξ/2

(ξ − s)α−1−m/2ds ≤ c ω(ξ)ξ1+α−m−α0.

Îòæå, íåðiâíiñòü (2.55) äîâåäåíî.
Äëÿ äîâåäåííÿ îöiíêè (2.56) çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü (2.51) i îöiíè-

ìî äîäàíêè M1,M2, . . . , M5 ïðè ξ ∈ (0; 2) . Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi
(2.55), ε/ξ ≤ 1 , îäåðæó¹ìî îöiíêè

M1 ≤ c ω(ξ)
ε

ξ

ξα−m/2

ξα0+m/2−1 ≤ c ω(ξ)
εα−m/2

ξα0+m/2−1 .

Ç óðàõóâàííÿì íåðiâíîñòåé (2.54) i ε/ξ ≤ 1/2 âñòàíîâëþ¹ìî îöiíêè

Mk ≤ c ω(ξ)
εα−m/2

ξα0+m/2−1

εm/2

ξm/2 ≤ c ω(ξ)
εα−m/2

ξα0+m/2−1 , k = 2, 3,

à âèêîðèñòîâóþ÷è, êðiì òîãî, äëÿ îöiíþâàííÿ äîäàíêà M4 ìîíîòîííiñòü
ôóíêöi¨ ω , îäåðæó¹ìî íåðiâíîñòi

M4 ≤ c ω(ξ + ε)
εα−m/2

ξα0+m/2−1 ≤ c ω(3ξ/2)
εα−m/2

ξα0+m/2−1 .
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Íàðåøòi, àíàëîãi÷íî îöiíöi (2.52) îäåðæó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

M5 ≤ (2 + m) ε(ξ + ε)2

ξ/2∫

0

s|v(s)− v(ξ)|
(ξ2 − s2)2+m/2 ds+

+(2 + m) ε(ξ + ε)2

ξ∫

ξ/2

s|v(s)− v(ξ)|
(ξ2 − s2)2+m/2 ds =: i′1 + i′2

i, îöiíþþ÷è äîäàíêè i′1, i
′
2 ïîäiáíî òîìó, ÿê âèùå îöiíåíî âiäïîâiäíî äî-

äàíêè i1, i2 , îäåðæó¹ìî íåðiâíîñòi

i′k ≤ c ω(ξ)
εα−m/2

ξα0+m/2−1 , k = 1, 2.

Òåïåð íåðiâíiñòü (2.56) ¹ íàñëiäêîì îäåðæàíèõ îöiíîê äîäàíêiâ
M1,M2, . . . , M5 i ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ ω . Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìè 2.4.1, 2.4.2 â ñóêóïíîñòi óçàãàëüíþþòü ëåìó 3 ðîáîòè [43], äî-
âåäåíó ó âèïàäêó m = 1 .

Ëåììà 2.4.3. Íåõàé 0 < m < 2 i ôóíêöiÿ u∂D íàëåæèòü êëàñó
Hω

α(∂D) , m/2 < α ≤ 1 . ßêùî ïðè öüîìó êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ σ(Z)

ìà¹ íåïåðåðâíó êîíòóðíó ïîõiäíó íà êîëi {Z ∈ C : |Z| = 1} , ÿêà íå
îáåðòà¹òüñÿ â íóëü â æîäíié òî÷öi öüîãî êîëà, òî ôóíêöiÿ (2.28) ìà¹
ãðàíèöþ

f∗(0) := lim
ξ→0

f∗(ξ) = (1 + a0) ϕ∗(0) ,

äå
ϕ∗(0) := 2m−1 |σ′(−1)|m−1(u∂D(b1, 0)− u∂D(b2, 0)

)
,

a0 :=

1∫

0

τm − τ

(1− τ 2)1+m/2 dτ ,

i ïðè âñiõ ξ ∈ (0; 2) ñïðàâåäëèâi îöiíêè

|f∗(ξ)− f∗(0)| ≤ c (ω(ξ) + |m− 1|ω(σ′, ξ)) ,

|f∗(ξ + ε)− f∗(ξ)| ≤

≤ c

(
ω(ξ)

εα−m/2

ξα−m/2 + |m− 1|ω(σ′, ξ)
ε1−m/2

ξ1−m/2

)
∀ ε ∈ (0, ξ/2],
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à ïðè âñiõ ξ ≥ 2 � îöiíêè

|f∗(ξ)| ≤ c

ξ1+m

1∫

1/ξ

ω(η)

η2 dη , (2.57)

|f∗(ξ+ε)−f∗(ξ)| ≤ c

ξm

(
ω(ξ−1)

εα−m/2

ξα−m/2 +
ε

ξ2

1∫

1/ξ

ω(η)

η2 dη

)
∀ ε ∈ (0; ξ/2], (2.58)

â ÿêèõ ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä ξ i ε .
Äîâåäåííÿ. Ëåãêî äîâîäèòüñÿ ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòi âèäó (2.45)

äëÿ ôóíêöi¨ u∗ . Îñêiëüêè ôóíêöiÿ u∂D íàëåæèòü êëàñó Hω
α(∂D) ,

m/2 < α ≤ 1 , òî ç óðàõóâàííÿì îöiíîê (2.42), (2.44) îäåðæó¹ìî íåðiâ-
íiñòü (2.46) ïðè v = u∗ . Òîìó îöiíêè (2.57), (2.58) ¹ íàñëiäêîì îöiíîê
(2.47), (2.48).

Äëÿ äîâåäåííÿ iíøèõ òâåðäæåíü ëåìè ïîäàìî ôóíêöiþ u∗ ó âèãëÿäi
u∗(ξ) = ξm−1ϕ∗(ξ) , äå

ϕ∗(ξ) :=
( |y|

ξ

)m−1
(ξ2 + 1)m/2−1

(
u∂D(x, y)− u∂D(b2, 0)

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó u∂D ∈ Hω
α(∂D) , m/2 < α ≤ 1 , à òàêîæ îöií-

êè (2.42), (2.43) äëÿ ôóíêöi¨ ϕ∗ ïðè âñiõ s i ξ òàêèõ, ùî 0 < s < ξ < 3 ,
îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü

|ϕ∗(s)− ϕ∗(ξ)| ≤ c

(
ω(ξ)

(ξ − s)α

ξα
+ |m− 1|ω(σ′, ξ)

ξ − s

ξ

)
, (2.59)

âèêîíóþ÷è â ÿêié ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïðè s → 0 , ìà¹ìî òàêîæ

|ϕ∗(ξ)− ϕ∗(0)| ≤ c (ω(ξ) + |m− 1|ω(σ′, ξ)) (2.60)

(â íåðiâíîñòi (2.60) i íàäàëi â äîâåäåííi ÷åðåç c ïîçíà÷åíi ñòàëi, ÿêi íå
çàëåæàòü âiä ξ i s ).

Ïîäàìî òåïåð ôóíêöiþ f∗ ó âèãëÿäi

f∗(ξ) = ϕ∗(ξ) + a0 ϕ∗(0) + ξ

ξ∫

0

s (ϕ̂∗(s)− ϕ̂∗(ξ))
(ξ2 − s2)1+m/2 ds ,
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äå ϕ̂∗(ξ) := ξm−1(ϕ∗(ξ) − ϕ∗(0)) . Iç çàñòîñóâàííÿì îöiíîê (2.59), (2.60)
ïðè âñiõ s i ξ òàêèõ, ùî 0 < s < ξ < 3 , ëåãêî îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü

|ϕ̂∗(s)− ϕ̂∗(ξ)| ≤ c

(
ω(ξ)

(ξ − s)α

ξ1+α−m
+ |m− 1|

(
ω(ξ) + ω(σ′, ξ)

) ξ − s

ξ1+α∗ sα∗

)
,

â ÿêié α∗ := min {0, 1−m} , α∗ := max {0, 1−m} .
Íàðåøòi, äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ çàëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñÿ ëå-

ìîþ 2.4.2 ïðè v = ϕ̂∗ . Ëåìó äîâåäåíî.
Íàñëiäêîì íåðiâíîñòi (2.42) i îöiíîê (2.43), (2.44) ¹ àíàëîãi÷íi îöiíêè

äëÿ ôóíêöi¨ (2.22):

|M(Z1, T0)−M(Z0, T0)| ≤ c
ω(σ′, |T0 − Z0|)
|T0 − Z0| |Z1 − Z0|,

|M(Z0, T1)−M(Z0, T0)| ≤ c
ω(σ′, |T0 − Z0|)
|T0 − Z0| |T1 − T0|

∀T0, T1, Z1, Z0 ∈ {Z ∈ C : |Z| = 1} : −1 < Re T0 < Re T1 <

< Re Z1 < Re Z0 < 1, Im T1 Im T0 > 0, Im Z1 Im T0 > 0, Im Z0 Im T0 > 0,

(òóò c � äåÿêà àáñîëþòíà ñòàëà), ç âèêîðèñòàííÿì ÿêèõ îäåðæó¹ìî òàêi
íåðiâíîñòi äëÿ ôóíêöi¨ (2.23) ïðè m ∈ (0; 2) :

|m(ξ1, τ0)−m(ξ0, τ0)| ≤ c
ω(σ′, |T0 − Z0|)
|T0 − Z0|

(τ0 + 1)1−m (ξ0 − ξ1)

(ξ0 + 1)(ξ1 + 1)
, (2.61)

|m(ξ0, τ1)−m(ξ0, τ0)| ≤ c

(
ω(σ′, |T0 − Z0|)
|T0 − Z0|

1

(τ1 + 1)
+1

)
(τ1 − τ0)

(τ0 + 1)m
, (2.62)

∀ τ0, τ1, ξ1, ξ0 : 0 < τ0 < τ1 < ξ1 < ξ0 ,

äå c � äåÿêà àáñîëþòíà ñòàëà, Z0 := (ξ0−i)/(ξ0+i) , T0 := (τ0−i)/(τ0+i) .
Âñþäè íàäàëi â ðîçäiëi ââàæà¹ìî, ùî m ∈ (0; 2) .

Ëåììà 2.4.4. Äëÿ ôóíêöi¨

m̂(ξ, τ) =
2ξ

π

ξ∫

τ

s(m(s, τ)−m(ξ, τ))

(ξ2 − s2)1+m/2(s2 − τ 2)1−m/2 ds
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ñïðàâåäëèâi îöiíêè

|m̂(ξ, τ)| ≤ c
ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

1

(ξ + 1)1+m/2 (τ + 1)m/2 ∀ ξ > τ > 0, (2.63)

|m̂(ξ, τ)− m̂(ξ − ε, τ)| ≤

≤ c
ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

1

(ξ + 1)1+m/2 (τ + 1)m/2

(
ε

ξ − τ

)1−m/2

(2.64)

∀ ε > 0 ∀ τ > 0 ∀ ξ > τ + 3ε,

|m̂(ξ, τ + ε)− m̂(ξ, τ)| ≤

≤ c

(
ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

1

(τ + 1)m+1 +
1

(τ + 1)m

)(
ε

ξ − τ

)βm

(2.65)

∀ ε ∈ (0; 1) ∀ τ > 0 ∀ ξ > τ + 3ε,

äå T := (τ − i)/(τ + i) , Z := (ξ − i)/(ξ + i) , βm := min{m/2, 1−m/2} i
ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä τ , ξ , ε .

Äîâåäåííÿ. Îöiíêà (2.63) ¹ íàñëiäêîì íåðiâíîñòi (2.62), ç óðàõó-
âàííÿì ÿêî¨ âñòàíîâëþ¹òüñÿ òàêîæ îöiíêà (2.65) ïîäiáíî äî âiäïîâiäíî¨
îöiíêè ëåìè 1 ðîáîòè [48].

Äëÿ äîâåäåííÿ îöiíêè (2.64) ïîäàìî ïðèðiñò ôóíêöi¨ m̂(ξ, τ) çà ïåð-
øîþ çìiííîþ ó âèãëÿäi

m̂(ξ, τ)− m̂(ξ − ε, τ) =
2ξ

π

ξ∫

ξ−2ε

s(m(s, τ)−m(ξ, τ))

(ξ2 − s2)1+m/2(s2 − τ 2)1−m/2 ds−

−2(ξ − ε)

π

ξ−ε∫

ξ−2ε

s(m(s, τ)−m(ξ − ε, τ))

((ξ − ε)2 − s2)1+m/2(s2 − τ 2)1−m/2 ds+

+
2

π

ξ−2ε∫

τ

s(m(s, τ)−m(ξ, τ))

(s2 − τ 2)1−m/2

(
ξ

(ξ2 − s2)1+m/2 −
ξ − ε

((ξ − ε)2 − s2)1+m/2

)
ds−

−2(ξ − ε)(m(ξ, τ)−m(ξ − ε, τ))

π

ξ−2ε∫

τ

s ds

((ξ − ε)2 − s2)1+m/2(s2 − τ 2)1−m/2 =:
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=:
4∑

k=1

Ik.

Âðàõîâóþ÷è îöiíêó (2.61), îäåðæó¹ìî íåðiâíîñòi

|I1| ≤ c ξ ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|(τ + 1)m−1

ξ∫

ξ−2ε

s

(ξ2 − s2)1+m/2(s2 − τ)1−m/2

(ξ − s) ds

(ξ + 1)(s + 1)
≤

≤ c
ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

(1 + τ)1−m

(ξ + 1)2

(
ε

ξ − τ

)1−m/2

;

òóò, ÿê i ñêðiçü â äîâåäåííi, ÷åðåç c ïîçíà÷åíî ñòàëi, çíà÷åííÿ ÿêèõ íå
çàëåæàòü âiä τ, ξ i ε , àëå, âçàãàëi êàæó÷è, ðiçíi íàâiòü â ìåæàõ îäíîãî
ëàíöþæêà íåðiâíîñòåé. Àíàëîãi÷íî îöiíþþòüñÿ iíòåãðàëè I2 i I4 .

Ïðè îöiíþâàííi iíòåãðàëà I3 ç óðàõóâàííÿì íåðiâíîñòi
∣∣∣∣

ξ

(ξ2 − s2)1+m/2 −
ξ − ε

((ξ − ε)2 − s2)1+m/2

∣∣∣∣ ≤ c
ε

ξm/2(ξ − ε− s)2+m/2

i îöiíêè (2.61) îäåðæó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

|I3| ≤ c
ε(τ + 1)1−m

ξm/2

ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|




(ξ+τ)/2−ε∫

τ

+

ξ−2ε∫

(ξ+τ)/2−ε


 s

(s2 − τ 2)1−m/2×

× ξ − s

(ξ + 1)(s + 1)

ds

(ξ − ε− s)2+m/2 =: i′3 + i′′3.

i′′3 ≤ c
ε(τ + 1)1−m

ξm/2

ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

ξ

(ξ − τ)1−m/2ξ1−m/2(ξ + 1)
×

×
ξ−2ε∫

(ξ+τ)/2−ε

(
1

(ξ − ε− s)1+m/2 +
ε

(ξ − ε− s)2+m/2

)
ds ≤

≤ c
ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

(1 + τ)1−m

(ξ + 1)2

(
ε

ξ − τ

)1−m/2

≤

≤ c
ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

1

(ξ + 1)1+m/2(τ + 1)m/2

(
ε

ξ − τ

)1−m/2

.
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Äëÿ îöiíþâàííÿ i′3 ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíî âèïàäêè: 0 < ξ < 1 , ξ ≥ 1 i
τ ≥ 1/2 , ξ ≥ 1 i 0 < τ < 1/2 .

ßêùî 0 < ξ < 1 , òî

i′3 ≤ c
ε

ξm/2

ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

1

(ξ − τ)1+m/2

(ξ+τ)/2−ε∫

τ

s ds

(s2 − τ 2)1−m/2 ≤

≤ c
ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

ε

ξ − τ
≤ c

ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

(ε/(ξ − τ))1−m/2

(ξ + 1)1+m/2 (τ + 1)m/2 .

ßêùî ξ ≥ 1 i τ ≥ 1/2 , òî

i′3 ≤ c
ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

ε(τ + 1)1−m

(ξ + 1)1+m/2(ξ − τ)1+m/2 τ 1−m/2

(ξ+τ)/2−ε∫

τ

ds

(s− τ)1−m/2 ≤

≤ c
ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

1

(ξ + 1)1+m/2 (τ + 1)m/2

ε

ξ − τ
≤

≤ c
ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

1

(ξ + 1)1+m/2 (τ + 1)m/2

(
ε

ξ − τ

)1−m/2

.

Íàðåøòi, ÿêùî 0 < τ < 1/2 i ξ ≥ 1 , òî

i′3 ≤ c
ε

ξ1+m/2

ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

1

(ξ − τ)1+m/2




1∫

τ

+

ξ∫

1


 s

(s + 1)

ds

(s2 − τ 2)1−m/2 ≤

≤ c
ε

ξ1+m/2

ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

1

(ξ − τ)1+m/2




1∫

τ

s ds

(s2 − τ 2)1−m/2+

+

ξ∫

1

ds

(s− τ)1−m/2


 ≤ c

ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

1

(ξ + 1)1+m/2 (τ + 1)m/2

ε

ξ − τ
.

Îòæå, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

|I3| ≤ c
ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

1

(ξ + 1)1+m/2(τ + 1)m/2

(
ε

ξ − τ

)1−m/2

.

Íàñëiäêîì âñòàíîâëåíèõ îöiíîê ¹ íåðiâíiñòü (2.64). Ëåìó äîâåäåíî.
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Âñþäè äàëi α∗ := max {0, 1−m} ,α∗ := min {0, 1−m} .
Ëåììà 2.4.5. Íåõàé ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi êîíòóðíî¨ ïîõiäíî¨ êîí-

ôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ σ(Z) íà êîëi {Z ∈ C : |Z| = 1} çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó 1∫

0

ω(σ′, η)

η
dη < ∞ ,

à äëÿ ôóíêöi¨ m̂(ξ, τ) ñïðàâåäëèâi îöiíêè (2.63), (2.64). Òîäi ñïðàâåäëèâi
òàêîæ îöiíêè

ξ∫

0

|m̂(ξ, τ)|
(τ 2 + 1)(1−α∗)/2 dτ ≤

≤ c

(ξ + 1)1+m/2+α∗

2∫

0

ω(σ′, η)

η((ξ + 1)m/2−1 + η1−m/2)
dη ∀ ξ ≥ 1, (2.66)

ξ∫

0

|m̂(ξ, τ)|
(τ 2 + 1)(1−α∗)/2 dτ ≤ c

ξ∫

0

ω(σ′, η)

η
dη ∀ ξ ∈ (0; 1] , (2.67)

∣∣∣∣∣∣

ξ+ε∫

0

|m̂(ξ + ε, τ)|
(τ 2 + 1)(1−α∗)/2 dτ −

ξ∫

0

|m̂(ξ, τ)|
(τ 2 + 1)(1−α∗)/2 dτ

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ c
ε
1−m/2
1

(ξ + 1)m+α∗

2∫

0

ω(σ′, η)

η(ε
1−m/2
1 + η1−m/2)

dη ∀ ξ > 4ε > 0, (2.68)

ãäå ε1 := ε/(ξ2 + 1) i ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä ξ i ε .
Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü îöiíîê (2.66) � (2.68) ïðè

1 ≤ m < 2 . Ó öüîìó âèïàäêó (1− α∗)/2 = 1/2 i α∗ = 1−m .
Íàñëiäêîì îöiíêè (2.63) ¹ íåðiâíiñòü
ξ∫

0

|m̃0(ξ, τ)|√
τ 2 + 1

dτ ≤ c

(ξ + 1)1+m/2

ξ∫

0

ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

dτ

(τ + 1)1+m/2 =: I5 ,

äå ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä ξ .
Âðàõîâóþ÷è, ùî ïðè ξ ∈ (0; 1) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü c1(ξ − τ) ≤

≤ |T − Z| ≤ c2(ξ − τ) , äå ñòàëi c1 , c2 íå çàëåæàòü âiä ξ i τ , à òàêîæ
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âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi (äèâ., íàïðèêëàä, [15,
62]), îäåðæó¹ìî îöiíêó (2.67).

Ïðè ξ ≥ 1 ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

I5 ≤ c

(ξ + 1)1+m/2




ξ∫

ξ/2

+

ξ/2∫

0


 ω(σ′, |T − Z|)

|T − Z| (τ + 1)1−m/2 dτ

τ 2 + 1
≤

≤ c

(ξ + 1)m




1/ξ∫

0

ω(σ′, η)

η
dη +

1

(ξ + 1)1−m/2

2∫

1/ξ

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη


 ≤

≤ c

(ξ + 1)1+m/2

2∫

0

ω(σ′, η)

η((ξ + 1)m/2−1 + η1−m/2)
dη

(òóò ÷åðåç c ïîçíà÷åíî ñòàëi, çíà÷åííÿ ÿêèõ, âçàãàëi êàæó÷è, ðiçíi, àëå
íå çàëåæàòü âiä ξ ) i íåðiâíiñòü (2.66) äîâåäåíî.

Äëÿ äîâåäåííÿ îöiíêè (2.68) âèêîðèñòîâó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ
∣∣∣∣∣∣

ξ+ε∫

0

|m̃0(ξ + ε, τ)|√
τ 2 + 1

dτ −
ξ∫

0

|m̃0(ξ, τ)|√
τ 2 + 1

dτ

∣∣∣∣∣∣
≤

ξ∫

ξ−ε

|m̃0(ξ, τ)|√
τ 2 + 1

dτ+

+

ξ+ε∫

ξ−ε

|m̃0(ξ + ε, τ)|√
τ 2 + 1

dτ +

ξ−ε∫

0

|m̃0(ξ + ε, τ)− m̃0(ξ, τ)|√
τ 2 + 1

dτ =: I6 + I7 + I8.

Òåïåð ç óðàõóâàííÿì íåðiâíîñòi (2.63) îöiíþ¹ìî I6 :

I6 ≤ c

(ξ + 1)m

ξ∫

ξ−ε

ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

dτ

τ 2 + 1
≤

≤ c

(ξ + 1)m

2ε1∫

0

ω(σ′, η)

η
dη ≤ c

ε
1−m/2
1

(ξ + 1)m

2∫

0

ω(σ′, η)

η(ε
1−m/2
1 + η1−m/2)

dη ;

òóò i äàëi â äîâåäåííi ÷åðåç c ïîçíà÷åíî ñòàëi, çíà÷åííÿ ÿêèõ íå çàëåæàòü
âiä ξ i ε , àëå, âçàãàëi êàæó÷è, ðiçíi íàâiòü â ìåæàõ îäíîãî ëàíöþæêà
íåðiâíîñòåé. Àíàëîãi÷íî îöiíþ¹òüñÿ iíòåãðàë I7 .
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Ïðè îöiíþâàííi iíòåãðàëà I8 , âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (2.64),
îäåðæó¹ìî

I8 ≤ c
ε1−m/2

(ξ + 1)1+m/2

ξ−ε∫

0

ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

dτ

(ξ − τ)1−m/2(τ + 1)1+m/2 .

Äàëi ç öi¹¨ íåðiâíîñòi ïðè ξ ≥ 1 îäåðæó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

I8 ≤ c
ε1−m/2

(ξ + 1)1+m/2




ξ/2∫

0

+

ξ−ε∫

ξ/2


 ω(σ′, |T − Z|)

|T − Z|
(τ + 1)1−m/2

(ξ − τ)1−m/2

dτ

τ 2 + 1
≤

≤ c
ε1−m/2

(ξ + 1)1+m/2


 1

ξ1−m/2

ξ/2∫

0

ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z| (τ + 1)1−m/2 dτ

τ 2 + 1
+

+
1

(ξ + 1)1−m/2

ξ−ε∫

ξ/2

ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

(
(τ + 1)(ξ + 1)

ξ − τ

)1−m/2
dτ

τ 2 + 1


 ≤

≤ c
ε1

1−m/2

(ξ + 1)m




2∫

1/ξ

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη +

2∫

ε1

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη


 ≤

≤ c
ε1

1−m/2

(ξ + 1)m

2∫

ε1

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη ≤ c
ε
1−m/2
1

(ξ + 1)m

2∫

0

ω(σ′, η)

η(ε
1−m/2
1 + η1−m/2)

dη.

Ïðè ξ ∈ (0; 1) iíòåãðàë I8 îöiíþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî. Íàñëiäêîì îäåðæàíèõ
îöiíîê iíòåãðàëiâ I6 , I7 , I8 ¹ íåðiâíiñòü (2.68) ïðè 1 ≤ m < 2 .

Ñïðàâåäëèâiñòü îöiíîê (2.66) � (2.68) ïðè m ∈ (0; 1) äîâîäèòüñÿ àíà-
ëîãi÷íî. Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåììà 2.4.6. Íåõàé ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi êîíòóðíî¨ ïîõiäíî¨ êîí-
ôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ σ(Z) íà êîëi {Z ∈ C : |Z| = 1} çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó

1∫

0

ω(σ′, η)

η
ln

1

η
dη < ∞ ,
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à äëÿ ôóíêöièè m̂(ξ, τ) ñïðàâåäëèâi îöiíêè (2.63) � (2.65). Òîäi äëÿ ôóíê-
öi¨

mp(ξ, τ) :=

ξ∫

0

m̂(ξ, s)

s− τ
ds ,

â ñâîþ ÷åðãó, ñïðàâåäëèâi îöiíêè
∞∫

−∞

|mp(ξ, τ)|
(τ 2 + 1)(1−α∗)/2 dτ ≤ c

ln(ξ + 1)

(ξ + 1)1+m/2+α∗
×

×
2∫

0

ω(σ′, η)

η

ln(3/η)

(ξ + 1)m/2−1 ln(ξ + 1) + η1−m/2 ln(3/η)
dη ∀ ξ ≥ 1, (2.69)

∞∫

−∞

|mp(ξ, τ)|
(τ 2 + 1)(1−α∗)/2 dτ ≤ c

ξ∫

0

ω(σ′, η)

η
ln

3

η
dη ∀ ξ ∈ (0, 1] , (2.70)

∞∫

−∞

|mp(ξ + ε, τ)−mp(ξ, τ)|
(τ 2 + 1)(1−α∗)/2 dτ ≤ c

(ξ + 1)m+α∗
ε1

1−m/2 ln
1

ε1
×

×
2∫

0

ω(σ′, η)

η

ln(3/η)

ε1
1−m/2 ln(1/ε1) + η1−m/2 ln(3/η)

dη ∀ ξ > 4ε > 0, (2.71)

äå ε1 := ε/(ξ2 + 1) i ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä ξ i ε .
Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü îöiíîê (2.69) � (2.71) ïðè

1 ≤ m < 2 . Ó öüîìó âèïàäêó (1− α∗)/2 = 1/2 i α∗ = 1−m .
Äëÿ äîâåäåííÿ îöiíêè (2.71) ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi ξ i ε , ÿêi çàäîâîëü-

íÿþòü ïîäâiéíó íåðiâíiñòü ξ > 4ε > 0 , i âèêîðèñòà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ
∞∫

−∞

|mp(ξ + ε, τ)−mp(ξ, τ)|√
τ 2 + 1

dτ ≤
∞∫

−∞

∣∣∣∣∣

ξ∫

ξ−ε

m̂(ξ, s)

s− τ
ds

∣∣∣∣∣
dτ√

τ 2 + 1
+

+

∞∫

−∞

∣∣∣∣∣

ξ+ε∫

ξ−ε

m̂(ξ + ε, s)

s− τ
ds

∣∣∣∣∣
dτ√

τ 2 + 1
+
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+

∞∫

−∞

∣∣∣∣∣

ξ−ε∫

0

m̂(ξ + ε, s)− m̂(ξ, s)

s− τ
ds

∣∣∣∣∣
dτ√

τ 2 + 1
=: I9 + I10 + I11.

Îöiíèìî òåïåð I9 ñóìîþ iíòåãðàëiâ:

I9 ≤
( −ξ∫

−∞
+

∞∫

2ξ

)∣∣∣∣∣

ξ∫

ξ−ε

m̂(ξ, s)

s− τ
ds

∣∣∣∣∣
dτ√

τ 2 + 1
+

0∫

−ξ

∣∣∣∣∣

ξ∫

ξ−ε

m̂(ξ, s)

s− τ
ds

∣∣∣∣∣
dτ√

τ 2 + 1
+

+

2ξ∫

ξ

∣∣∣∣∣

ξ∫

ξ−ε

m̂(ξ, s)

s− τ
ds

∣∣∣∣∣
dτ√

τ 2 + 1
+

ξ−ε∫

0

∣∣∣∣∣

ξ∫

ξ−ε

m̂(ξ, s)

s− τ
ds

∣∣∣∣∣
dτ√

τ 2 + 1
+

+

ξ∫

ξ−ε

∣∣∣∣∣

ξ∫

ξ−ε

m̂(ξ, s)

s− τ
ds

∣∣∣∣∣
dτ√

τ 2 + 1
=:

5∑
j=1

Ij
9 . (2.72)

Îöiíèìî ñïî÷àòêó iíòåãðàëè I1
9 , I

2
9 , . . . , I

5
9 ó âèïàäêó ξ ≥ 1 . Ç óðà-

õóâàííÿì îöiíêè (2.63) îäåðæó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

I1
9 ≤ c




−2ξ∫

−∞
+

∞∫

2ξ


 dτ

τ 2 + 1

ξ∫

ξ−ε

|m̂(ξ, s)| ds ≤

≤ c
1

(ξ + 1)2+m/2

ξ∫

ξ−ε

ω(σ′, |S − Z|)
|S − Z| (s + 1)2−m/2 ds

s2 + 1
≤

≤ c

(ξ + 1)m

ξ∫

ξ−ε

ω(σ′, |S − Z|)
|S − Z|

ds

s2 + 1
≤ c

(ξ + 1)m

ε1∫

0

ω(σ′, η)

η
dη ≤

≤ c
ε1

1−m/2 ln (1/ε1)

(ξ + 1)m

2∫

0

ω(σ′, η)

η

ln(3/η)

ε1
1−m/2 ln(1/ε1) + η1−m/2 ln(3/η)

dη ;

òóò i äàëi â äîâåäåííi ÷åðåç c ïîçíà÷åíî ñòàëi, çíà÷åííÿ ÿêèõ íå çàëåæàòü
âiä ξ i ε , àëå, âçàãàëi êàæó÷è, ðiçíi íàâiòü â ìåæàõ îäíîãî ëàíöþæêà
íåðiâíîñòåé.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ôóáiíi òà îöiíêó (2.63), îäåðæó¹ìî ñïiââiä-
íîøåííÿ

I2
9 ≤

ξ∫

ξ−ε

|m̂(ξ, s)|
0∫

−ξ

dτ

(s− τ)
√

τ 2 + 1
ds ≤ c

(ξ + 1)1+m/2×

×
ξ∫

ξ−ε

ω(σ′, |S − Z|)
|S − Z|




1/2∫

0

+

s∫

1/2

+

ξ∫

s


 dτ

(s + τ)
√

τ 2 + 1
(s + 1)2−m/2 ds

s2 + 1
≤

≤ c
ln(ξ + 1)

(ξ + 1)m

ξ∫

ξ−ε

ω(σ′, |S − Z|)
|S − Z|

ds

s2 + 1
≤ c

ln(ξ + 1)

(ξ + 1)m

ε1∫

0

ω(σ′, η)

η
dη ≤

≤ c

(ξ + 1)m

ε1∫

0

ω(σ′, η)

η
ln

3

η
dη .

Àíàëîãi÷íî âñòàíîâëþ¹òüñÿ ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi

I3
9 + I4

9 ≤
c

(ξ + 1)m

ε1∫

0

ω(σ′, η)

η
ln

3

η
dη .

Íàðåøòi, ââåäåìî â ðîçãëÿä ìíîæèíè ẽ1 := [τ − δ1, τ + δ1], ẽ2 :=

:= [τ−δ1(ξ+1), τ−δ1]∪ [τ +δ1, τ +δ1(ξ+1)], ẽ3 := [ξ−ε, τ−δ1(ξ+1)]∪
∪[τ + δ1(ξ + 1), ξ] , äå δ1 = ε1

(1−m/2)/βm min{ξ − τ , τ − (ξ − ε)}/(ξ + 1) , à
βm âèçíà÷åíî â îöiíöi (2.65), i îöiíèìî I5

9 ñóìîþ òðüîõ iíòåãðàëiâ:

I5
9 ≤

ξ∫

ξ−ε

∫

ẽ1

|m̂(ξ, s)− m̂(ξ, τ)|
|s− τ | ds

dτ√
τ 2 + 1

+

ξ∫

ξ−ε

∫

ẽ2

|m̂(ξ, s)|
|s− τ | ds

dτ√
τ 2 + 1

+

+

ξ∫

ξ−ε

∫

ẽ3

|m̂(ξ, s)|
|s− τ | ds

dτ√
τ 2 + 1

=: i1 + i2 + i3. (2.73)

Ç óðàõóâàííÿì îöiíêè (2.65) òà íåðiâíîñòi ε < ξ/4 îäåðæó¹ìî ñïiâ-
âiäíîøåííÿ

i1 ≤ c

ξ∫

ξ−ε

(
ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

(ξ − τ)−βm

(τ + 1)m+1 +
(ξ − τ)−βm

(τ + 1)m

)∫

ẽ1

ds

|s− τ |1−βm

dτ

τ + 1
≤
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≤ c

(ξ + 1)m
ε
1−m/2
1




ξ∫

ξ−ε

ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

dτ

τ 2 + 1
+ 1


 ≤

≤ c

(ξ + 1)m




ε1∫

0

ω(σ′, η)

η
dη + ε

1−m/2
1

2∫

ε1

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη


 ≤

≤ ε1
1−m/2 ln (1/ε1)

(ξ + 1)m

2∫

0

ω(σ′, η)

η

ln(3/η)

ε1
1−m/2 ln(1/ε1) + η1−m/2 ln(3/η)

dη .

Ïðè îöiíþâàííi i2 , âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (2.63), à òàêîæ âëà-
ñòèâîñòi ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi (äèâ., íàïðèêëàä, [15, 62]), îäåðæó¹ìî

i2 ≤ c

(ξ + 1)1+m/2

ξ∫

ξ−ε

ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

∫

ẽ2

ds

|s− τ |(s + 1)m/2

dτ√
τ 2 + 1

≤

≤ c
ln(ξ + 1)

(ξ + 1)m

ξ∫

ξ−ε

ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

dτ

τ 2 + 1
≤ c

(ξ + 1)m

ε1∫

0

ω(σ′, η)

η
ln

1

η
dη .

Ïîäàìî iíòåãðàë i3 ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ iíòåãðàëiâ:

i3 =

ξ∫

ξ−ε

τ−δ1(ξ+1)∫

ξ−ε

|m̂(ξ, s)|
|s− τ | ds

dτ√
τ 2 + 1

+

ξ∫

ξ−ε

ξ∫

τ+δ1(ξ+1)

|m̂(ξ, s)|
|s− τ | ds

dτ√
τ 2 + 1

=: i′3+i′′3

i îöiíèìî êîæåí ç íèõ. Îöiíþþ÷è i′3 ïîäiáíî äî i2 , îäåðæó¹ìî ñïiââiäíî-
øåííÿ

i′3 ≤
c

(ξ + 1)1+m/2

ξ∫

ξ−ε

ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

τ−δ1(ξ+1)∫

ξ−ε

ds

(τ − s)(s + 1)m/2

dτ√
τ 2 + 1

≤

≤ c

(ξ + 1)m




ξ−ε/2∫

ξ−ε

+

ξ∫

ξ−ε/2


 ω(σ′, |T − Z|)

|T − Z| ln

(
τ − (ξ − ε)

δ1(ξ + 1)

)
dτ

τ 2 + 1
≤

≤ c

(ξ + 1)m


ln(ξ + 1)

ω(σ′, ε1)

ε1
ε1 +

ε1∫

0

ω(σ′, η)

η
ln

3

η
dη


 ≤
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≤ c

(ξ + 1)m

ε1∫

0

ω(σ′, η)

η
dη.

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (2.63), òåîðåìó Ôóáiíi òà âëàñòèâîñòi ìî-
äóëÿ íåïåðåðâíîñòi (äèâ., íàïðèêëàä, [15, 62]), à òàêîæ ïîçíà÷åííÿ

δ∗ := max

{
s− ξ ε

(1−m/2)/βm

1

1− ε1
(1−m/2)/βm

,
s + (ξ − ε) ε

(1−m/2)/βm

1

1 + ε
(1−m/2)/βm

1

}
,

υ∗ := ξ − ε

2

(
1− ε

(1−m/2)/βm

1

)
,

îöiíþ¹ìî iíòåãðàë i′′3 :

i′′3 ≤
c

(ξ + 1)1+m/2

ξ∫

ξ−ε

ω(σ′, |S − Z|)
|S − Z|

δ∗∫

ξ−ε

dτ

(s− τ)
√

τ 2 + 1

ds

(s + 1)m/2 ≤

≤ c

(ξ + 1)m




υ∗∫

ξ−ε

+

ξ∫

υ∗


 ω(σ′, |S − Z|)

|S − Z| ln

(
s− (ξ − ε)

s− δ∗

)
ds

s2 + 1
≤

≤ c

(ξ + 1)m


ω(σ′, ε1) ln

(
1

ε1

)
+

ε1∫

0

ω(σ′, η)

η
ln

3

η
dη


 ≤

≤ c

(ξ + 1)m

ε1∫

0

ω(σ′, η)

η
ln

3

η
dη.

Ç îäåðæàíèõ îöiíîê iíòåãðàëiâ i′3 , i′′3 âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

i3 ≤ c

(ξ + 1)m

ε1∫

0

ω(σ′, η)

η
ln

3

η
dη .

Îòæå, ïðè âñiõ ξ ≥ 1 äîâåäåíî íåðiâíiñòü

I9 ≤ c
ε1

1−m/2 ln (1/ε1)

(ξ + 1)m

2∫

0

ω(σ′, η)

η

ln(3/η)

ε1
1−m/2 ln(1/ε1) + η1−m/2 ln(3/η)

dη.

Ñïðàâåäëèâiñòü òàêî¨ æ íåðiâíîñòi ó âèïàäêó ξ ∈ (0; 1) âñòàíîâëþ¹òüñÿ
àíàëîãi÷íî. Iíòåãðàë I10 îöiíþ¹òüñÿ ó òàêèé æå ñïîñiá, ÿê i I9 .
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Îöiíèìî I11 ñóìîþ iíòåãðàëiâ:

I11 ≤




−ξ∫

−∞
+

∞∫

2ξ




∣∣∣∣∣

ξ−ε∫

0

m̂(ξ + ε, s)− m̂(ξ, s)

s− τ
ds

∣∣∣∣∣
dτ√

τ 2 + 1
+

+

0∫

−ξ

∣∣∣∣∣

ξ−ε∫

0

m̂(ξ + ε, s)− m̂(ξ, s)

s− τ
ds

∣∣∣∣∣
dτ√

τ 2 + 1
+

+

2ξ∫

ξ−ε

∣∣∣∣∣

ξ−ε∫

0

m̂(ξ + ε, s)− m̂(ξ, s)

s− τ
ds

∣∣∣∣∣
dτ√

τ 2 + 1
+

+

ξ−ε∫

ξ/2

∣∣∣∣∣

ξ−ε∫

0

m̂(ξ + ε, s)− m̂(ξ, s)

s− τ
ds

∣∣∣∣∣
dτ√

τ 2 + 1
+

+

ξ/2∫

0

∣∣∣∣∣

ξ−ε∫

0

m̂(ξ + ε, s)− m̂(ξ, s)

s− τ
ds

∣∣∣∣∣
dτ√

τ 2 + 1
=:

5∑
j=1

Ij
11 .

Îöiíèìî ñïî÷àòêó iíòåãðàëè I1
11, I

2
11, I

3
11, I

4
11 ó âèïàäêó ξ ≥ 1 . Ç âè-

êîðèñòàííÿì íåðiâíîñòi (2.64) îäåðæó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

I1
11 ≤ c

ε1−m/2

(ξ + 1)1+m/2×

×
( −ξ∫

−∞
+

∞∫

2ξ

) ξ−ε∫

0

ω(σ′, |S − Z|)
|S − Z|

(ξ − s)m/2−1

(s + 1)m/2

ds

|s− τ |
dτ√

τ 2 + 1
≤ c ε1−m/2

(ξ + 1)1+m/2×

×
( −ξ∫

−∞
+

∞∫

2ξ

)
dτ

τ 2 + 1

( ξ/2∫

0

+

ξ−ε∫

ξ/2

)
ω(σ′, |S − Z|)
|S − Z|

(s + 1)1−m/2

(ξ − s)1−m/2

ds

s2 + 1
≤

≤ c
ε1−m/2

(ξ + 1)2

( 2∫

1/ξ

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη +

2∫

ε1

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη

)
≤ c

ε
1−m/2
1

(ξ + 1)m

2∫

ε1

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη.

Ïðè îöiíþâàííi iíòåãðàëiâ I2
11 , I3

11 , âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó (2.64),
òåîðåìó Ôóáiíi i âëàñòèâîñòi ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi (äèâ., íàïðèêëàä, [15,
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62]), îäåðæó¹ìî

I2
11≤

c ε1−m/2

(ξ + 1)1+m/2

0∫

−ξ

ξ−ε∫

0

ω(σ′, |S − Z|)
|S − Z|

ds

(ξ − s)1−m/2(s + 1)m/2(s− τ)

dτ√
τ 2 + 1

≤

≤ c ε1−m/2

(ξ + 1)1+m/2

( 1/2∫

0

+

ξ−ε∫

1/2

)
ω(σ′, |S − Z|)
|S − Z|

ξ∫

0

dτ

(s + τ)
√

τ 2 + 1

(ξ − s)m/2−1 ds

(s + 1)m/2 ≤

≤ c
ε1−m/2

(ξ + 1)1+m/2


 1

ξ1−m/2

1/2∫

0

ln
2ξ

s
ds+

+




ξ/2∫

1/2

+

ξ−ε∫

ξ/2


 ω(σ′, |S − Z|)

|S − Z|
(s + 1)2−m/2

(ξ − s)1−m/2

ln s

s

ds

s2 + 1


 ≤

≤ c
ε
1−m/2
1 ln ξ

(ξ + 1)m


1 +

2∫

ε1

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη


≤ c

ε
1−m/2
1 ln (1/ε1)

(ξ + 1)m

2∫

ε1

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη,

I3
11 ≤

c ε1−m/2

(ξ + 1)1+m/2

ξ−ε∫

0

ω(σ′, |S − Z|)
|S − Z|

(s + 1)2−m/2

(ξ − s)1−m/2

2ξ∫

ξ−ε

dτ

(τ − s)(τ + 1)

ds

s2 + 1
≤

≤ c ε1−m/2

(ξ + 1)1+m/2




ξ/2∫

0

+

ξ−2ε∫

ξ/2

+

ξ−ε∫

ξ−2ε


 ω(σ′, |S − Z|)

|S − Z|
(s + 1)1−m/2

(ξ − s)1−m/2×

× ln

(
2ξ

ξ − ε− s

)
ds

s2 + 1
≤ c

ε1−m/2

(ξ + 1)1+m/2


 1

ξ1−m/2

2∫

1/ξ

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη+

+ ln

(
2ξ

ε

)
1

(ξ + 1)1−m/2

2∫

ε1

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη+

+
ω(σ′, ε1)(ξ + 1)1−m/2

ε1(ξ2 + 1)ε1−m/2

ξ−ε∫

ξ−2ε

ln
2ξ

ξ − ε− s
ds


 ≤
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≤ c

(ξ + 1)m


ε

1−m/2
1 ln

1

ε1

2∫

ε1

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη + ω(σ′, ε1) ln
8ξ

ε


 ≤

≤ c

(ξ + 1)m


ε

1−m/2
1 ln

1

ε1

2∫

ε1

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη +

ε1∫

0

ω(σ′, η)

η
ln

3

η
dη


 .

Íàðåøòi, ââåäåìî â ðîçãëÿä ìíîæèíè e′1,ε := [τ−δ ′ε, τ+δ ′ε] , e′2,ε :=

:= [τ − ξ−ε−τ
2 , τ − δ ′ε]∪ [τ + δ ′ε, τ + ξ−ε−τ

2 ], e′3,ε := [0, ξ− ε] \ (e′1,ε ∪ e′2,ε) , äå
δ ′ε = (ξ − ε− τ)ε

(1−m/2)/βm

1 , i îöiíèìî I4
11 ñóìîþ òðüîõ iíòåãðàëiâ:

I4
11 ≤

ξ−ε∫

ξ/2

∫

e′1,ε

|m̂(ξ + ε, s)− m̂(ξ + ε, τ)− (m̂(ξ, s)− m̂(ξ, τ))|
|s− τ | ds

dτ√
τ 2 + 1

+

+

ξ−ε∫

ξ/2

∫

e′2,ε

|m̂(ξ + ε, s)− m̂(ξ, s)|
|s− τ | ds

dτ√
τ 2 + 1

+

+

ξ−ε∫

ξ/2

∫

e′3,ε

|m̂(ξ + ε, s)− m̂(ξ, s)|
|s− τ | ds

dτ√
τ 2 + 1

=: i′1 + i′2 + i′3. (2.74)

Îöiíþþ÷è iíòåãðàëè i′1 , i′2 , i′3 ç âèêîðèñòàííÿì íåðiâíîñòi (2.64) àíà-
ëîãi÷íî òîìó, ÿê îöiíåíî âiäïîâiäíî iíòåãðàëè i1 , i2 , i3 ç ðiâíîñòi (2.73),
îäåðæó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

i′1 + i′2 ≤
c

(ξ + 1)m
ε
1−m/2
1 ln

1

ε1

2∫

ε1

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη,

i′3 ≤
c

(ξ + 1)m




ε1∫

0

ω(σ′, η)

η
ln

1

η
dη + ε

1−m/2
1

2∫

ε1

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη


 ≤

≤ c
ε1

1−m/2 ln (1/ε1)

(ξ + 1)m

2∫

0

ω(σ′, η)

η

ln(3/η)

ε1
1−m/2 ln(1/ε1) + η1−m/2 ln(3/η)

dη.
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Îòæå, ïðè âñiõ ξ ≥ 1 äîâåäåíî íåðiâíiñòü

4∑

k=1

Ik
11 ≤ c

ε1
1−m/2 ln (1/ε1)

(ξ + 1)m

2∫

0

ω(σ′, η)

η

ln(3/η)

ε1
1−m/2 ln(1/ε1) + η1−m/2 ln(3/η)

dη.

Ñïðàâåäëèâiñòü òàêî¨ æ íåðiâíîñòi ó âèïàäêó ξ ∈ (0; 1) âñòàíîâëþ¹òüñÿ
àíàëîãi÷íî.

Îöiíèìî, íàðåøòi, iíòåãðàë I5
11 ïðè áóäü-ÿêîìó ξ > 0 . Ç öi¹þ ìåòîþ

ââåäåìî â ðîçãëÿä ìíîæèíè e′′1,ε := [τ − δ ′′
ε , τ + δ ′′ε ], e′′2,ε := [0, τ − δ ′′ε ] ,

e′′3,ε := [τ + δ ′′ε , 3ξ/4], e′′4,ε := [3ξ/4, ξ − ε] , äå δ ′′ε =
(

τ
ξ+1

)m/βmε
(1−m/2)/βm

1 , i
îöiíèìî I5

11 ñóìîþ ÷îòèðüîõ iíòåãðàëiâ:

I5
11 ≤

ξ/2∫

0

∫

e′′1,ε

|m̂(ξ + ε, s)− m̂(ξ + ε, τ)− (m̂(ξ, s)− m̂(ξ, τ))|
|s− τ | ds

dτ√
τ 2 + 1

+

+

ξ/2∫

0

∫

e′′2,ε

|m̂(ξ + ε, s)− m̂(ξ, s)|
|s− τ | ds

dτ√
τ 2 + 1

+

+

ξ/2∫

0

∫

e′′3,ε

|m̂(ξ + ε, s)− m̂(ξ, s)|
|s− τ | ds

dτ√
τ 2 + 1

+

+

ξ/2∫

0

∫

e′′4,ε

|m̂(ξ + ε, s)− m̂(ξ, s)|
|s− τ | ds

dτ√
τ 2 + 1

=: i′′1 + i′′2 + i′′3 + i′′4.

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (2.65) i âëàñòèâîñòi ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi
(äèâ., íàïðèêëàä, [15, 62]), îäåðæó¹ìî

i′′1 ≤ c

ξ/2∫

0

(
ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

(ξ − τ)−βm

(τ + 1)m+1 +
(ξ − τ)−βm

(τ + 1)m

)∫

e′′1,ε

ds

|s− τ |1−βm

dτ√
τ 2 + 1

≤

≤ c
ε
1−m/2
1

(ξ + 1)m+βm




ξ/2∫

0

ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

τm

(τ + 1)m

dτ

τ 2 + 1
+
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+

ξ/2∫

0

τm

(τ + 1)m

dτ√
τ 2 + 1


 ≤ c

ε
1−m/2
1

(ξ + 1)m




2∫

ε1

ω(σ′, η)

η
dη + ln(ξ + 1)


 ≤

≤ c

(ξ + 1)m
ε
1−m/2
1 ln

1

ε1

2∫

ε1

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη.

Îöiíèìî iíòåãðàëè i′′2 , i′′3 ïðè ξ ≥ 1 . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç τ(s) ôóíêöiþ,
îáåðíåíó äî ôóíêöi¨ s = τ−δ ′′ε , i ç óðàõóâàííÿì íåðiâíîñòi (2.64), òåîðåìè
Ôóáiíi òà âëàñòèâîñòåé ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi (äèâ., íàïðèêëàä, [15, 62])
îäåðæèìî ñïiââiäíîøåííÿ

i′′2 ≤ c
ε1−m/2

(ξ + 1)1+m/2




1/2∫

0

τ−δ ′′ε∫

0

ω(σ′, |S − Z|)
|S − Z|

(ξ − s)m/2−1 ds

(s + 1)m/2(τ − s)

dτ√
τ 2 + 1

+

+

ξ/2∫

1/2

1/2−δ ′′ε∫

0

ω(σ′, |S − Z|)
|S − Z|

ds

(ξ − s)1−m/2(s + 1)m/2(τ − s)

dτ√
τ 2 + 1

+

+

ξ/2∫

1/2

τ−δ ′′ε∫

1/2−δ ′′ε

ω(σ′, |S − Z|)
|S − Z|

ds

(ξ − s)1−m/2(s + 1)m/2(τ − s)

dτ√
τ 2 + 1


 ≤

≤ c
ε1−m/2

(ξ + 1)1+m/2


 1

ξ1−m/2

1/2∫

0

ln
τ

δ ′′ε
dτ +

ln(ξ + 1)

ξ1−m/2 +

+

ξ/2−δ ′′ε∫

1/2−δ ′′ε

ω(σ′, |S − Z|)
|S − Z|

ξ/2∫

τ(s)

dτ

τ − s

ds

(ξ − s)1−m/2(s + 1)m/2+1


 ≤

≤ c
ε1−m/2

(ξ + 1)2 ln
1

ε1


1 +

ξ/2∫

0

ω(σ′, |S − Z|)
|S − Z| (s + 1)1−m/2 ds

s2 + 1


 ≤

≤ c

(ξ + 1)m
ε
1−m/2
1 ln

1

ε1

2∫

ε1

ω(σ′, η)

η2−m/2 dτ ,
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i′′3 ≤ c
ε1−m/2

(ξ + 1)2

ξ/2∫

0




3τ/2∫

τ+δ ′′ε

+

3ξ/4∫

3τ/2


 ω(σ′, |S − Z|)

|S − Z|
ds

(s + 1)m/2(s− τ)

dτ√
τ 2 + 1

≤

≤ c
ε1−m/2

(ξ + 1)2




( 1/2∫

0

+

ξ/2∫

1/2

)
ω(σ′, |T − Z|)
|T − Z|

3τ/2∫

τ+δ ′′ε

ds

s− τ

dτ

(τ + 1)1+m/2+

+

( 3/4∫

0

+

3ξ/4∫

3/4

)
ω(σ′, |T − S|)
|T − S|

2s/3∫

0

dτ

(s− τ)(τ + 1)

ds

(s + 1)m/2


 ≤

≤ c

(ξ + 1)m
ε
1−m/2
1


ln

1

ε1
+ ln

1

ε1

2∫

1/ξ

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη + 1+

+ ln(ξ + 1)

2∫

1/ξ

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη


 ≤ c

(ξ + 1)m
ε
1−m/2
1 ln

1

ε1

2∫

ε1

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη.

Àíàëîãi÷íî ïðè ξ ∈ (0; 1) îäåðæó¹ìî ëàíöþæîê íåðiâíîñòåé

i′′2 + i′′3 ≤ c ε1−m/2

ξ/2∫

0




τ−δ ′′ε∫

0

+

3ξ/4∫

τ+δ ′ε


 ω(σ′, |S − Z|)

|S − Z|
ds

|s− τ |(ξ − s)1−m/2 dτ ≤

≤ c

(
ε

ξ

)1−m/2
ω(σ′, ξ)

ξ

ξ/2∫

0

ln
ξ

δ ′′ε
ds ≤ c

ε1−m/2

ξ1−m/2 ln
1

ε
ω(σ′, ξ) ≤

≤ c ε1−m/2 ln
1

ε1

2ξ∫

ξ

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη ≤ c ε1−m/2 ln
1

ε1

2∫

ε1

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη.

Îöiíþþ÷è i′′4 , îäåðæó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

i′′4 ≤ c
ε1−m/2

(ξ + 1)1+m/2

ξ/2∫

0

ξ−ε∫

3ξ/4

ω(σ′, |S − Z|)
|S − Z|

(ξ − s)m/2−1 ds

(s + 1)m/2(s− τ)

dτ√
τ 2 + 1

≤
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≤ c
ε1−m/2

(ξ + 1)ξ

ξ/2∫

0

dτ√
τ 2 + 1

ξ−ε∫

3ξ/4

ω(σ′, |S − Z|)
|S − Z|

(
(ξ + 1)(s + 1)

ξ − s

)1−m/2
ds

s2 + 1
≤

≤ c
ε1−m/2 ln(ξ + 1)

(ξ + 1)2

2∫

ε1

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη ≤ c

(ξ + 1)m
ε
1−m/2
1 ln

1

ε

2∫

ε1

ω(σ′, η)

η2−m/2 dη .

Âíàñëiäîê ïðîâåäåíèõ îöiíîê iíòåãðàëiâ I9, I10, I11 äîâåäåíî íåðiâ-
íiñòü (2.71) ïðè m ∈ [1; 2) . Ïîäiáíèì ñïîñîáîì äîâîäèòüñÿ íåðiâíiñòü
(2.71) ïðè m ∈ (0; 1) , à òàêîæ îöiíêè (2.69), (2.70). Ëåìó äîâåäåíî.

2.4.3. Ð å ã ó ë ÿ ð è ç à ö i ÿ ñ è í ã ó ë ÿ ð í î ã î i í ò å ã ð à ë ü-
í î ã î ð i â í ÿ í í ÿ ä î ï îì iæí î ¨ ç à ä à ÷ i. Ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç C(R) áàíàõiâ ïðîñòið, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié g∗ : R −→ C ,
ÿêi íåïåðåðâíi íà ðîçøèðåíié äiéñíié ïðÿìié R ∪ {∞} , ç íîðìîþ
‖g∗‖C(R) := sup

τ∈R
|g∗(τ)| . Ïðè öüîìó ââåäåìî ó ðîçãëÿä ëîêàëüíèé öåíòðî-

âàíèé (âiäíîñíî íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè) ìîäóëü íåïåðåâíîñòi

ωR,∞(g∗, ε) := sup
τ∈R:|τ |≥1/ε

|g∗(τ1)− g∗(∞)|

ôóíêöi¨ g∗ ∈ C(R) , à òàêîæ ¨¨ ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi

ωE(g∗, ε) := sup
τ1,τ2∈E: |τ1−τ1|≤ε

|g∗(τ1)− g∗(τ2)|

íà ìíîæèíi E ⊂ R .
Òåïåð ÷åðåç D̃(R) ïîçíà÷èìî êëàñ ôóíêöié g∗ ∈ C(R) , ìîäóëi íåïå-

ðåðâíîñòi ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Äiíi
1∫

0

ωR,∞(g∗, η)

η
dη < ∞,

1∫

0

ωR\(−a,a)(g∗, η)

η
dη < ∞

ïðè âñiõ a > 0 .
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ce(R) ïiäïðîñòið áàíàõîâà ïðîñòîðó C(R) , ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïàðíèõ ôóíêöié, à ÷åðåç D̃e(R)� ìíîæèíó ïàðíèõ ôóíêöié
êëàñó D̃(R) .
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Ââåäåìî ó ðîçãëÿä ôóíêöi¨

m̂(ξ, τ) :=





2ξ

π

ξ∫

τ

s(m(s, τ)−m(ξ, τ))

(ξ2 − s2)1+m/2(s2 − τ 2)1−m/2 ds ïðè ξτ > 0, |τ | < |ξ|,

0 ïðè ξτ < 0 àáî ξτ > 0, |τ | > |ξ|,

Â(ξ, τ) := 2 Re m̂(ξ, τ) , B̂(ξ, τ) := 2 Im m̂(ξ, τ) ,

kp(ξ, τ) := m sin
πm

2


− ξ

|ξ| Â(ξ, τ) +
1

π

ξ∫

0

B̂(ξ, η)

η − τ
dη


 ,

f̂∗(τ) :=

{
f∗(τ) ïðè τ ≥ 0 ,

f∗(−τ) ïðè τ < 0

à òàêîæ iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè

(kpf)(ξ) :=

∞∫

−∞

kp(ξ, τ)

(τ 2 + 1)(1−α∗)/2 f(τ) dτ ,

(Rf)(ξ) := (ξ2 + 1)(1−α∗)/2

(
A(ξ, ξ)

(A(ξ, ξ))2 + (B(ξ, ξ))2 f(ξ)+

+
P (ξ)

2m π

∞∫

−∞

(
(τ 2 + 1)

∣∣Im σ
(

τ−i
τ+i

)∣∣
2 |τ |

)1−m/2
f(τ)

τ − ξ
dτ

)
,

äå P (ξ) := exp(−iπm/2) (ξ + i)m−1
(

σ′
(

ξ−i
ξ+i

))1−m/2
+

+ exp(iπm/2) (ξ − i)m−1
(
σ′

(
ξ+i
ξ−i

))1−m/2
, ïðè öüîìó ãîëîìîðôíà

âiòêà ôóíêöi¨ (ξ + i)m−1 âèçíà÷åíà ïîçà ðîçðiçîì {ξ = iη : η ≤ −1} i
ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ exp(iπ

2 (m− 1)) ïðè ξ = 0 , ãîëîìîðôíà âiòêà ôóíêöi¨
(ξ − i)m−1 âèçíà÷åíà ïîçà ðîçðiçîì {ξ = iη : η ≥ 1} i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ
exp(iπ

2 (1 − m)) ïðè ξ = 0 , à çíà÷åííÿ ãîëîìîðôíèõ âiäïîâiäíî ó
íàïiâïëîùèíàõ {ξ ∈ C : Im ξ > 0} , {ξ ∈ C : Im ξ < 0} ôóíêöié
(σ′((ξ − i)/(ξ + i)))1−m/2 , (σ′((ξ + i)/(ξ − i)))1−m/2 äîäàòíi ïðè ξ = 0 .

Â íàñòóïíié òåîðåìi íàâåäåíî óìîâè, äîñòàòíi äëÿ ðåãóëÿðèçàöi¨ ñèí-
ãóëÿðíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.26).
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Òåîðåìà 2.4.2. Íåõàé 0 < m < 2 i ôóíêöiÿ u∂D íàëåæèòü êëàñó
Hω

α(∂D), m/2 < α ≤ 1 , ïðè öüîìó êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ σ(Z) ìà¹
íà êîëi {Z ∈ C : |Z| = 1} íåïåðåðâíó êîíòóðíó ïîõiäíó, ÿêà íå îáåð-
òà¹òüñÿ â íóëü â æîäíié òî÷öi öüîãî êîëà i ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi ÿêî¨
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

1∫

0

ω(σ′, η)

η
ln3 1

η
dη < ∞ . (2.75)

Òîäi êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ñèíãóëÿðíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.26) âè-
ãëÿäó

Up(ξ) =
U0(ξ)

(ξ2 + 1)(1−α∗)/2 , (2.76)

äå U0 ∈ D̃e(R) , ìîæíà îäåðæàòè â ðåçóëüòàòi ðîçâ'ÿçàííÿ iíòåãðàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà

U0(ξ) + (R(kpU0))(ξ) = (Rf̂∗)(ξ) ∀ ξ ∈ R, (2.77)

â ÿêîìó îïåðàòîð R kp ¹ êîìïàêòíèì ó ïðîñòîði Ce(R) . Ïðè öüîìó
ðiâíÿííÿ (2.77) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ó ïðîñòîði Ce(R) , ÿêèé äî òîãî æ
íàëåæèòü êëàñó D̃e(R) .

Äîâåäåííÿ. Â ñèëó ëåìè 5 ðîáîòè [48] ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü
ξ∫

0

m̂(ξ, τ)

∞∫

−∞

Up(η)

η − τ
dη dτ =

∞∫

−∞
Up(η)

ξ∫

0

m̂(ξ, τ)

η − τ
dτ dη ∀ξ > 0, (2.78)

âðàõîâóþ÷è ÿêó, çàïèøåìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (2.26) ó âèãëÿäi

A(ξ, ξ)Up(ξ)+
iB(ξ, ξ)

πi

∞∫

−∞

Up(τ)

τ − ξ
dτ+

∞∫

−∞
kp(ξ, τ)Up(τ) dτ = f̂∗(ξ) ∀ ξ ∈ R, (2.79)

ïðè öüîìó âíàñëiäîê ïàðíîñòi îáîõ ÷àñòèí ðiâíîñòi (2.79) ðiâíÿííÿ (2.26)
i (2.79) åêâiâàëåíòíi.

Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíå ðiâíÿííþ (2.79) õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ [7,
40]

A(ξ, ξ) U∗(ξ) +
iB(ξ, ξ)

πi

∞∫

−∞

U∗(τ)

τ − ξ
dτ = f(ξ) ∀ ξ ∈ R , (2.80)
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â ÿêîìó f ∈ D̃e(R) . Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2.80) â êëà-
ñi ôóíêöié âèãëÿäó U∗(ξ) = U0(ξ)/(ξ

2 + 1)(1−α∗)/2 , äå U0 ∈ D̃e(R) ,
âèêîðèñòîâó¹ìî êëàñè÷íèé ìåòîä [7, 40] çâåäåííÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâ-
íÿííÿ äî êðàéîâî¨ çàäà÷i Ðiìàíà

Φ+(ξ) = G(ξ)Φ−(ξ) + g(ξ) ∀ ξ ∈ R , (2.81)

êîåôiöi¹íò G i âiëüíèé ÷ëåí g ÿêî¨ âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

G(ξ) :=
A(ξ, ξ)− i B(ξ, ξ)

A(ξ, ξ) + i B(ξ, ξ)
, g(ξ) :=

f(ξ)

A(ξ, ξ) + i B(ξ, ξ)
.

Ôóíêöiÿ G ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi G(ξ) = X+(ξ)/X−(ξ) , äå

X+(ξ) = exp(−iπm)(ξ + i)m−1(σ′((ξ − i)/(ξ + i)))1−m/2,

X−(ξ) = −(ξ − i)m−1(σ′((ξ + i)/(ξ − i)))1−m/2.

Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (2.81) i ôîðìóëè
Ñîõîöüêîãî äëÿ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü Ψ±(ξ) â òî÷öi ξ ∈ R ôóíêöi¨

Ψ(ζ) =
1

2πi

∞∫

−∞

g(τ)

X+(τ)

dτ

τ − ζ

âiäïîâiäíî ç íàïiâïëîùèí {ζ ∈ C : ± Im ζ > 0} , îäåðæó¹ìî

U∗(ξ) = Φ+(ξ)− Φ−(ξ) = X+(ξ)Ψ+(ξ)−X−(ξ)Ψ−(ξ) =

=
A(ξ, ξ)

(A(ξ, ξ))2 + (B(ξ, ξ))2 f(ξ) +
X+(ξ)−X−(ξ)

2πi

∞∫

−∞

g(τ)

X+(τ)

dτ

τ − ξ
=

= (Rf)(ξ)/(ξ2 + 1)(1−α∗)/2 . (2.82)

Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä Êàðëåìàíà � Âåêóà (äèâ. [7, 40]) ðåãóëÿðèçàöi¨
ðiâíÿííÿ (2.79) i âèêîðèñòîâóþ÷è ïðè öüîìó ôîðìóëó (2.82) ðîçâ'ÿçêó õà-
ðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (2.80), îäåðæó¹ìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (2.77),
ÿêå ðiâíîñèëüíå ðiâíÿííþ (2.79).

Ç óðàõóâàííÿì ëåì 2.4.2, 2.4.3, 2.4.5, 2.4.6 òàê, ÿê i ó âèïàäêó
m = 1 ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3 ç [46], äîâîäèòüñÿ, ùî îïåðàòîð R kp
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¹ êîìïàêòíèì â ïðîñòîði Ce(R) i âñÿêèé ðîçâ'ÿçîê U0 ðiâíÿííÿ (2.77) ç
öüîãî ïðîñòîðó íàëåæèòü êëàñó D̃e(R) .

Äîâåäåìî, íàðåøòi, ùî ðiâíÿííÿ (2.77) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê â ïðî-
ñòîði Ce(R) . Äëÿ öîãî ïîêàæåìî, ùî îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ

U0(ξ) + (R(kpU0))(ξ) = 0 ∀ ξ ∈ R (2.83)

ìà¹ â ïðîñòîði Ce(R) òiëüêè íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê. Äiéñíî, ç óðàõóâàííÿì
òåîðåìè 2.4.1 ðiâíÿííÿ (2.83) ðiâíîñèëüíå ðiâíÿííþ (2.21) ç íóëüîâîþ ïðà-
âîþ ÷àñòèíîþ. Òîäi â ñèëó ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷ E i N0 ïðè âñiõ
(x, y) ∈ D+ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

1

2πi ym−1

∫

Γzz̄

F (t)
(
(t− z)(t− z̄)

)1−m/2 dt = 0, z = x + iy . (2.84)

Çàôiêñó¹ìî òåïåð êðóã ç öåíòðîì â òî÷öi îñi Ox , ùî íàëåæèòü
îáëàñòi D , i ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü (2.84) äëÿ äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨ òî÷êè
(x, y) , ÿêà íàëåæèòü ïåðåòèíó öüîãî êðóãà ç îáëàñòþ D+ . Íå çìåíøó-
þ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæà¹ìî, ùî Γzz̄ = s[z̄, z] . Òîäi ïiñëÿ çàìiíè çìiííèõ
t = x + iy(1− 2τ) îäåðæèìî ðiâíiñòü

1∫

0

F (x + iy(1− 2τ))
(
τ(1− τ)

)1−m/2 dτ = 0 ,

íà ïiäñòàâi ÿêî¨ i òåîðåìè Þ.Ï. Êðèâåíêîâà [24] ç óðàõóâàííÿì òåîðå-
ìè ¹äèíîñòi àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié [28, ñ. 68] ðîáèìî âèñíîâîê ïðî òå, ùî
ôóíêöiÿ F òîòîæíî ðiâíà íóëþ.

�äèíîìó ðîçâ'ÿçêó F (t) ≡ 0 ðiâíÿííÿ (2.21) ç íóëüîâîþ ïðàâîþ
÷àñòèíîþ âiäïîâiäà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê U0(ξ) ≡ 0 îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ
(2.83). Îòæå, çãiäíî ç àëüòåðíàòèâîþ Ôðåäãîëüìà ðiâíÿííÿ (2.77) ìà¹ ¹äè-
íèé ðîçâ'ÿçîê ó ïðîñòîði Ce(R) i òåîðåìó äîâåäåíî.

ßê âêàçàíî â ðîáîòi [46], óìîâà (2.75) âèêîíó¹òüñÿ, ïðèíàéìíi, ó âè-
ïàäêó çàìêíåíî¨ ãëàäêî¨ æîðäàíîâî¨ ãðàíèöi ∂D , ó ÿêî¨ êóò ϑ(s) íàõèëó
äîòè÷íî¨ äî äîäàòíüîãî íàïðÿìêó îñi Ox ÿê ôóíêöiÿ äóãîâî¨ êîîðäèíàòè
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s ìà¹ ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi ωR(ϑ, ε) , ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
1∫

0

ωR(ϑ, η)

η
ln4 1

η
dη < ∞ .

Íàñëiäêîì òåîðåì 2.4.1, 2.4.2 ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 2.4.3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2.4.2. Òîäi

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i E ïðè m ∈ [1, 2) àáî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i N0 ïðè m ∈ (0, 1)

çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.2), â ÿêié F ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì äîïîìiæíî¨
çàäà÷i äëÿ çàäàíî¨ ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ u∂D i ìà¹ âèãëÿä (2.30), äå ãîëî-
ìîðôíà ôóíêöiÿ F0 âèðàæà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (2.29); ïðè öüîìó ôóíêöiÿ
Up ìà¹ âèãëÿä (2.76), äå U0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà (2.77) ó
ïðîñòîði Ce(R) .

2.4.4. Ä î â å ä å í í ÿ î á å ð í å í è õ ò å î ð åì. Íåõàé ôóíêöiÿ
u(x, y) íàëåæèòü êëàñó C2(D

+) ïðè m ∈ [1, 2) àáî êëàñó N2(D
+) ïðè

m ∈ (0, 1) i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.1) â îáëàñòi D+ . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
γρ îáðàç êîëà {Z ∈ C : |Z| = ρ < 1} ïðè âiäîáðàæåííi σ(Z) , à
÷åðåç Dz,ρ � îáëàñòü, ùî îáìåæó¹òüñÿ êðèâîþ γρ . Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè
(x, y) ∈ D+ ðîçãëÿíåìî òó êðèâó γρ , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó z = x + iy , i
÷åðåç Γzz̄ ïîçíà÷èìî îäíó ç ¨¨ äóã ç êiíöÿìè â òî÷êàõ z , z̄ .

Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ ¹äèíà ãîëîìîðôíà â îáëàñòi Dz ôóíêöiÿ F ,
ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.20) i ðiâíiñòü (2.2) ïðè âñiõ z ∈ γρ : Im z > 0

i âñiõ ρ ∈ (0; 1) . Äiéñíî, ç òåîðåì 2.4.1, 2.4.2 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ¹äè-
íî¨ ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi Dz,ρ ôóíêöi¨ Fρ , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü
(2.2) ïðè F = Fρ i óìîâó âèãëÿäó (2.20) â îáëàñòi Dz,ρ . Çàóâàæèìî,
ùî ïðè öüîìó â ñèëó òåîðåìè 2.1.1 âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ ðiâíiñòü Fρ(x) =

= 2π u(x, 0)/B
(

m
2 , 1

2

)
ïðè âñiõ x ∈ Dz,ρ ∩ R . Ç óðàõóâàííÿì îñòàííüî-

ãî çàóâàæåííÿ ñòà¹ î÷åâèäíèì, ùî ôóíêöi¨ Fρ ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ
ρ ∈ (0; 1) ¹ çâóæåííÿì íà îáëàñòü Dz,ρ ¹äèíî¨ ôóíêöi¨ F , ÿêà ¹ ãîëî-
ìîðôíîþ â îáëàñòi Dz . Òåîðåìè 2.3.1 i 2.3.2 äîâåäåíî.
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Âèñíîâêè

Â ðîçäiëi 2:
1. Âñòàíîâëåíî iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ (2.2) óçàãàëüíåíîãî îñåñèìåò-

ðè÷íîãî ïîòåíöiàëó ÷åðåç ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, çàäàíi
ó äîâiëüíié îáìåæåíié îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi Dz , ñèìåòðè÷íié âiäíîñíî äié-
ñíî¨ îñi. Ïðè öüîìó â òåîðåìàõ 2.3.1, 2.3.2 äîâåäåíî âçà¹ìíó îäíîçíà÷íiñòü
âiäïîâiäíîñòi (2.2) ìiæ óçàãàëüíåíèìè îñåñèìåòðè÷íèìè ïîòåíöiàëàìè ç
êëàñó C2(D

+) ïðè m ∈ [1, 2) àáî ç êëàñó N2(D
+) ïðè m ∈ (0, 1) òà ãîëî-

ìîðôíèìè â îáëàñòi Dz ôóíêöiÿìè êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, ùî ïðèéìàþòü
äiéñíi çíà÷åííÿ â òî÷êàõ äiéñíî¨ îñi.

2. Â òåîðåìi 2.2.1 âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè íåïåðåðâíîãî ïðîäîâ-
æåííÿ iíòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü óçàãàëüíåíîãî îñåñèìåòðè÷íîãî ïîòåíöià-
ëó íà ãðàíèöþ îáëàñòi òà îäåðæàíî îöiíêó ëîêàëüíîãî ìîäóëÿ íåïåðåðâ-
íîñòi ¨õ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü.

3. Â òåîðåìi 2.4.3 çäiéñíåíî ðåäóêöiþ äåÿêèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1) ïðè m ∈ (0; 2) äî iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Ôðåäãîëü-
ìà äðóãîãî ðîäó íà äiéñíié îñi çà ðîçøèðåíèõ óìîâ íà ãðàíèöþ îáëàñòi.
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ÐÎÇÄIË 3

ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖIß ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÈÕ
ÎÑÅÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ ÏÎÒÅÍÖIÀËIÂ
ÌÎÍÎÃÅÍÍÈÌÈ ÔÓÍÊÖIßÌÈ ÇI

ÇÍÀ×ÅÍÍßÌÈ Â ÊÎÌÓÒÀÒÈÂÍIÉ ÁÀÍÀÕÎÂIÉ
ÀËÃÅÁÐI

Â äàíîìó ðîçäiëi âñòàíîâëþ¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìiæ óçàãàëüíåíèìè îñåñè-
ìåòðè÷íèìè ïîòåíöiàëàìè â îáëàñòÿõ ñïåöiàëüíî¨ ôîðìè i ìîíîãåííèìè
ôóíêöiÿìè, ÿêi ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â äåÿêié êîìóòàòèâíié áàíàõîâié àë-
ãåáði.

3.1. Õàðàêòåðèçàöiÿ óçàãàëüíåíèõ îñåñèìåòðè÷íèõ
ïîòåíöiàëiâ ìîíîãåííèìè ôóíêöiÿìè â îáìåæåíèõ
îáëàñòÿõ

Íåõàé H := {a =
∞∑

k=1
akek : ak ∈ R,

∞∑
k=1

|ak| < ∞} � êîìóòàòèâíà

áàíàõîâà àëãåáðà íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R ç íîðìîþ ‖a‖H :=
∞∑

k=1
|ak| òà

áàçèñîì {ek}∞k=1 . Òàáëèöÿ ìíîæåííÿ äëÿ åëåìåíòiâ áàçèñà çàïðîïîíîâàíà
I.Ï. Ìåëüíè÷åíêîì [32]:

ene1 = en, emen =
1

2

(
em+n−1 + (−1)n−1em−n+1

) ∀m ≥ n ≥ 1 .

ßê i â ðîáîòi [36], ÷åðåç HC := H ⊕ iH ≡ {c = a + ib : a, b ∈ H}
ïîçíà÷èìî êîìïëåêñèôiêàöiþ àëãåáðè H òàêó, ùî íîðìà â HC çàäà¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿì ‖c‖HC :=

∞∑
k=1

|ck| , äå c =
∞∑

k=1
ck ek, ck ∈ C .
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Âèäiëèìî â HC ëiíiéíó îáîëîíêó âåêòîðiâ e1, e2 íàä ïîëåì R , ÿêà ¹
äåêàðòîâîþ ïëîùèíîþ µ := {ζ = xe1 + ye2 : x, y ∈ R} .

Îáëàñòi D ⊂ R2 ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü îáëàñòi Dz := {z =

= x + iy : (x, y) ∈ D} ⊂ C òà Dζ := {ζ = xe1 + ye2 : (x, y) ∈ D} ⊂ µ ,
ÿêi ¹ êîíãðóåíòíèìè äî îáëàñòi D .

Îáëàñòü Dz êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C íàçâåìî îïóêëîþ â íàïðÿìêó
óÿâíî¨ îñi , ÿêùî Dz ðàçîì ç êîæíîþ ñâî¹þ òî÷êîþ z ìiñòèòü òàêîæ
âiäðiçîê, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè z i z̄ ; ïðè öüîìó âiäïîâiäíó îáëàñòü D ⊂ R2

íàçâåìî îïóêëîþ â íàïðÿìêó îñi Oy .
Äîìîâèìîñÿ, ùî ñêðiçü â äàíîìó ðîçäiëi (x, y) ∈ R2 , z := x + iy i

ζ := xe1 + ye2 .
Â ðîáîòi [36] äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ F : Dz −→ C , ãîëîìîðôíî¨ â îïóê-

ëié ó íàïðÿìêó óÿâíî¨ îñi îáëàñòi Dz , ïîáóäîâàíî â ÿâíîìó âèãëÿäi ¨¨
ãîëîâíå ïðîäîâæåííÿ Fp.e. â îáëàñòü Dζ :

Fp.e. :=
1

2πi

∫

γ

(te1 − ζ)−1F (t) dt =
∞∑

k=1

Uk(x, y) ek , (3.1)

ïðè öüîìó

U1(x, y) :=





1

2πi

∫

γ

F (t)√
(t− z)(t− z̄)

dt , ÿêùî y 6= 0 ,

F (x) , ÿêùî y = 0 ,

(3.2)

Uk(x, y) :=





1

πi

∫

γ

F (t)√
(t− z)(t− z̄)

(√
(t− z)(t− z̄)− (t− x)

y

)k−1

dt,

ÿêùî y 6= 0 ,

0 , ÿêùî y = 0 ,

(3.3)

äå k = 2, 3, . . . , γ � äîâiëüíà çàìêíåíà ñïðÿìëþâàíà æîðäàíîâà êðèâà
â Dz , ùî îõîïëþ¹ âiäðiçîê, ÿêèé ç'¹äíó¹ òî÷êè z òà z̄ , à

√
(t− z)(t− z̄)

¹ íåïåðåðâíîþ âiòêîþ ôóíêöi¨ G(t) =
√

(t− z)(t− z̄) , àíàëiòè÷íî¨ ïî-
çà ðîçðiçîì âçäîâæ âêàçàíîãî âiäðiçêà, òàêîþ, ùî G(t) > 0 äëÿ âñiõ
t > Re z .
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Êîëî êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C ç öåíòðîì â òî÷öi z i ðàäióñîì ε áó-
äåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç cε(z) .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç N ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i N0 := N ∪ {0} .
Äëÿ êîæíîãî ÷èñëà k ∈ N0 òà äîâiëüíîãî äiéñíîãî α ðîçãëÿíåìî áiíîìi-
àëüíi êîåôiöi¹íòè

(
α

k

)
:=





α(α−1)...(α−k+1)
k! , ÿêùî k ∈ N;

1, ÿêùî k = 0,

ÿêi ïðè α = n ∈ N : n ≥ k ïîçíà÷àòèìåìî òàêîæ ÷åðåç Ck
n .

Ëåììà 3.1.1. ßêùî ôóíêöiÿ F : Dz −→ C ¹ ãîëîìîðôíîþ â
îïóêëié ó íàïðÿìêó óÿâíî¨ îñi îáëàñòi Dz , òî ïðè z = x + iy ∈
∈ Dz : y 6= 0 ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

∫

γ

F (t)√
(t− z)(t− z̄)

n∑

k=0

Cn−k
2n+1

22n

[√
(t− z)(t− z̄)− (t− x)

y

]4k+2

dt =

=

∫

γ

F (t)√
(t− z)(t− z̄)

[
2(t− x)2 + y2

y2

]2n+1

dt, n = 0, 1, . . . , (3.4)

∫

γ

F (t)√
(t− z)(t− z̄)


Cn

2n

22n
+

n∑

k=1

Cn−k
2n

22n−1

[√
(t− z)(t− z̄)− (t− x)

y

]4k

 dt =

=

∫

γ

F (t)√
(t− z)(t− z̄)

[
2(t− x)2 + y2

y2

]2n

dt, n = 1, 2, . . . . (3.5)

Äîâåäåííÿ. Ïðè n = 0 ðiâíiñòü (3.4) ëåãêî âñòàíîâëþ¹òüñÿ ç óðà-
õóâàííÿì òåîðåìè Êîøi.

Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòi (3.4) ïðè n ≥ 1 i y > 0 . Ïîçíà÷è-
ìî ÷åðåç D′

z îáëàñòü, îáìåæåíó êðèâîþ γ , òà âiçüìåìî äîäàòí¹ ÷èñëî ε ,
ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü ε < 1

2 min{y, min
t∈γ

|t− z|}.
Ââåäåìî â ðîçãëÿä îáëàñòi

E±
ε := {t ∈ D′

z : |t− z| > ε, |t− z̄| > ε,±(Re t− x) > 0}
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i ïîçíà÷èìî:
(√

(t− z)(t− z̄)
)±

:= lim
τ→t, τ∈E±

ε

√
(τ − z)(τ − z̄) ∀ t ∈ ∂E±

ε ,

Bn(t, z) :=
1

22n
F (t)

n∑

k=0

Cn−k
2n+1

((√
(t− z)(t− z̄)

)− (t− x)

y

)4k+2

dt , (3.6)

B±
n (t, z) :=

1

22n
F (t)

n∑

k=0

Cn−k
2n+1

((√
(t− z)(t− z̄)

)± − (t− x)

y

)4k+2

dt (3.7)

ïðè n = 0, 1, . . . . Òîäi ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (3.4) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi
ñóìè ÷îòèðüîõ iíòåãðàëiâ

∫

γ

Bn(t, z)√
(t− z)(t− z̄)

dt =

∫

∂E−
ε

B−
n (t, z)(√

(t− z)(t− z̄)
)− dt+

+

∫

∂E+
ε

B+
n (t, z)(√

(t− z)(t− z̄)
)+ dt−

∫

∂E−
ε \γ

B−
n (t, z)(√

(t− z)(t− z̄)
)− dt−

−
∫

∂E+
ε \γ

B+
n (t, z)(√

(t− z)(t− z̄)
)+ dt := I1 + I2 + I3 + I4. (3.8)

Îñêiëüêè B±
n (t, z) ¹ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ çà çìiííîþ t â îáëàñòi

E±
ε , òî çà òåîðåìîþ Êîøi I1 = I2 = 0 . Ïîçíà÷èâøè

Γ− := ∂E−
ε \ (γ ∪ cε(z) ∪ cε(z̄) ∪ s[z̄ + iε, z − iε]),

Γ+ := ∂E+
ε \ (γ ∪ cε(z) ∪ cε(z̄) ∪ s[z̄ + iε, z − iε]) ,

äëÿ ñóìè âiäìiííèõ âiä íóëÿ iíòåãðàëiâ îäåðæó¹ìî íàñòóïíå ïîäàííÿ:

I3 + I4 = −



∫

Γ−

+

∫

Γ+


 Bn(t, z)√

(t− z)(t− z̄)
dt+

+




∫

cε(z)

+

∫

cε(z̄)


 Bn(t, z)√

(t− z)(t− z̄)
dt−

∫

s[z̄+iε,z−iε]

B−
n (t, z)(√

(t− z)(t− z̄)
)− dt−
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−
∫

s[z−iε,z̄+iε]

B+
n (t, z)(√

(t− z)(t− z̄)
)+ dt := I5 + I6 + I7 + I8. (3.9)

Îñêiëüêè ìíîæèíè Γ− i Γ+ ðiâíi, à ¨õ îði¹íòàöi¨ ïðîòèëåæíi, òî I5 = 0 .
Îöiíèìî ìîäóëü iíòåãðàëà I6 :

|I6| ≤ c




∫

cε(z)

+

∫

cε(z̄)


 |dt|√

ε (3y/2)
≤ c1

√
ε, (3.10)

äå ñòàëi c òà c1 íå çàëåæàòü âiä ε .
Âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi
(√

(t− z)(t− z̄)
)+

=
√

y2 − (Im t)2 ∀ t ∈ s[z − iε, z̄ + iε] ,

(√
(t− z)(t− z̄)

)−
= −

√
y2 − (Im t)2 ∀ t ∈ s[z̄ + iε, z − iε]

òà âèêîíóþ÷è çàìiíó çìiííèõ t = x + iη , îäåðæó¹ìî

I7 + I8 = i

y−ε∫

−y+ε

(B+
n (x + iη, z) + B−

n (x + iη, z))√
y2 − η2

dη. (3.11)

Òåïåð, ñïðÿìîâóþ÷è ε äî íóëÿ â ðiâíîñòi (3.8) òà âðàõîâóþ÷è ïðè
öüîìó ñïiââiäíîøåííÿ (3.8) � (3.11) i I1 = I2 = I5 = 0 , îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

∫

γ

Bn(t, z)√
(t− z)(t− z̄)

dt =

y∫

−y

(B+
n (x + iη, z) + B−

n (x + iη, z))√
y2 − η2

dη . (3.12)

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîñòi (3.6), (3.7), (3.12) i âèêîíóþ÷è ïðè
öüîìó çàìiíó çìiííèõ η = y cos τ , ïðèõîäèìî äî ðiâíîñòi

∫

γ

Bn(t, z)√
(t− z)(t− z̄)

dt =

= − 2i

22n

π∫

0

F (x + iy cos τ)
n∑

k=0

Cn−k
2n+1 cos(4k + 2)τ dτ. (3.13)
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Íàðåøòi, ïiñëÿ âèêîðèñòàííÿ ôîðìóëè (äèâ. [22, ñ. 724])

(cos 2τ)2n+1 =
1

22n

n∑

k=0

Cn−k
2n+1 cos(4k + 2)τ (3.14)

â ðiâíiñòi (3.13) îäåðæó¹ìî íàñòóïíèé âèðàç ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (3.4):
∫

γ

Bn(t, z)√
(t− z)(t− z̄)

dt = −2i

π∫

0

F (x + iy cos τ) (cos 2τ)2n+1 dτ . (3.15)

Çäiéñíþþ÷è àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (3.4),
îäåðæó¹ìî∫

γ

F (t)√
(t− z)(t− z̄)

(
2(t− x)2 + y2

y2

)2n+1

dt =

= −2i

π∫

0

F (x + iy cos τ) (cos 2τ)2n+1 dτ ,

íàñëiäêîì ÷îãî òà ðiâíîñòi (3.15) ¹ ðiâíiñòü (3.4) ïðè y > 0 . Ïðè y < 0

ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòi (3.4) âñòàíîâëþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.
Ðiâíiñòü (3.5) äîâîäèòüñÿ çà òi¹þ æ ñõåìîþ, ùî i ðiâíiñòü (3.4), ïðè

öüîìó àíàëîãi÷íî äî ôîðìóëè (3.14) âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ôîðìóëà (äèâ. [22,
ñ. 724])

(cos 2τ)2n =
1

22n−1

(
1

2
Cn

2n +
n∑

k=1

Cn−k
2n cos 4kτ

)
.

Ëåìó äîâåäåíî.
Äëÿ äîâiëüíîãî m ≥ 1 ïîçíà÷èìî

ak(m) :=





1 +
∞∑

n=1

(m−1)(m−3)...(m−4n+1)
24n(2n)! Cn

2n, ÿêùî k = 0,
∞∑

n=k

(m−1)(m−3)...(m−4n+1)
24n(2n)! Cn−k

2n , ÿêùî k ∈ N,
(3.16)

bk(m) :=
∞∑

n=k

(m− 1)(m− 3) . . . (m− 4n− 1)

24n+2(2n + 1)!
Cn−k

2n+1, k ∈ N0. (3.17)
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Ïiä
(
(t − z)(t − z̄)

)(m−1)/2 ðîçóìi¹ìî íåïåðåðâíó âiòêó ôóíêöi¨
H(t) :=

(
(t − z)(t − z̄)

)(m−1)/2 , àíàëiòè÷íî¨ ïîçà ðîçðiçîì {t ∈ C :

Re t = x, | Im t| ≥ |y|} , òàêó, ùî H(t) > 0 äëÿ âñiõ t > Re z .
Â íàñòóïíié òåîðåìi áóäó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.1) ïðè

m ≥ 1 çà äîïîìîãîþ êîìïîíåíò Uk ãiïåðêîìïëåêñíî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨
(3.1).

Òåîðåìà 3.1.1. ßêùî m ≥ 1 i ôóíêöiÿ F : Dz −→ C ¹ ãîëî-
ìîðôíîþ â îïóêëié ó íàïðÿìêó óÿâíî¨ îñi îáëàñòi Dz , òî ôóíêöiÿ

u(x, y) =
∞∑

k=0

ak(m)U4k+1(x, y) +
∞∑

k=0

bk(m)U4k+3(x, y) (3.18)

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.1) íà ìíîæèíi {(x, y) ∈ D : y 6= 0} . Êðiì òîãî,
ôóíêöiÿ (3.18) ïðè (x, y) ∈ D : y 6= 0 ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

u(x, y) =
2(m−3)/2

πi |y|m−1

∫

γ′

F (t)√
(t− z)(t− z̄)

(
(t− z)(t− z̄)

)(m−1)/2
dt , (3.19)

äå z = x + iy , à γ′ � äîâiëüíà çàìêíåíà ñïðÿìëþâàíà æîðäàíîâà êðèâà
â Dz , ÿêà îõîïëþ¹ ìíîæèíó {x + iη : |η| < |y|} , ïåðåòèíàþ÷è ïðÿìó
Re t = x ëèøå â òî÷êàõ z i z̄ . Ïðè öüîìó iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
(x,y)→(x0,0)

u(x, y) =
2(m−1)/2

π
B

(
m

2
,
1

2

)
F (x0) ∀x0 ∈ R : (x0, 0) ∈ D, (3.20)

äå B(p, q) � áåòà-ôóíêöiÿ Åéëåðà.
Äîâåäåííÿ. Ïðè m = 1 òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè

18 ç [36]. Òîìó íàäàëi ðîçãëÿäàòèìåìî âèïàäîê m > 1 .
Ïåðåòâîðþþ÷è ðÿä, ùî çíàõîäèòüñÿ â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3.8),

ç óðàõóâàííÿì éîãî àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi â îáëàñòi D òà âèðàçiâ (3.16) i
(3.17), îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

u(x, y) =

(
1 +

∞∑
n=1

(m−1
2

2n

)
Cn

2n

22n

)
U1(x, y)+

∞∑
n=1

n∑

k=1

(m−1
2

2n

)
Cn−k

2n

22n
U4k+1(x, y)+

+
∞∑

n=0

n∑

k=0

( m−1
2

2n + 1

)
Cn−k

2n+1

22n+1 U4k+3(x, y). (3.21)



94

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè (3.2), (3.3) êîìïîíåíò Uk â ðiâíiñòü (3.21) i
âèêîðèñòîâóþ÷è ïðè öüîìó ïîçíà÷åííÿ KF (t, z) := F (t)/

√
(t− z)(t− z̄) ,

ïåðåïèñó¹ìî ðiâíiñòü (3.21) ó âèãëÿäi

u(x, y) =
1

2πi




∫

γ

KF (t, z) dt+

+
∞∑

n=1

(m−1
2

2n

)

22n−1

∫

γ

KF (t, z)

(
Cn

2n

2
+

n∑

k=1

Cn−k
2n (W(t, x, y))4k

)
dt+

+
∞∑

n=0

( m−1
2

2n+1

)

22n

∫

γ

KF (t, z)
n∑

k=0

Cn−k
2n+1 (W(t, x, y))4k+2 dt


 , (3.22)

äå W(t, x, y) :=
(√

(t− z)(t− z̄)− (t− x)
)

/ y.

Òåïåð ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòåé (3.4) i (3.5) ðiâíiñòü (3.22) íàáóâà¹
âèãëÿäó

u(x, y) =

=
1

2πi




∫

γ

KF (t, z) dt +
∞∑

n=1

(m−1
2

2n

)∫

γ

KF (t, z)

(
2(t− x)2 + y2

y2

)2n

dt +

+
∞∑

n=0

( m−1
2

2n + 1

)∫

γ

KF (t, z)

(
2(t− x)2 + y2

y2

)2n+1

dt


 . (3.23)

Ââåäåìî â ðîçãëÿä çàìêíåíó êðèâó γe , ÿêà ¹ îá'¹äíàííÿì äâîõ æîð-
äàíîâèõ ñïðÿìëþâàíèõ äóã γ±e , ùî ðîçìiùåíi âiäïîâiäíî â ìíîæèíàõ
{t ∈ Dz : ±(Re t − x) ≥ 0} i ìàþòü ñâî¨ìè êiíöÿìè òî÷êè z òà z̄ , òà-
êó, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∣∣∣∣
2(t− x)2 + y2

y2

∣∣∣∣ ≤ 1 ∀ t ∈ γe . (3.24)

Êðèâîþ γe ìîæå áóòè, ïðèíàéìíi, êðèâà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç áåðåãiâ ðîçðiçó
êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè âçäîâæ âiäðiçêà s[z, z̄] .
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Ç óðàõóâàííÿì òåîðåìè Êîøi iíòåãðóâàííÿ âçäîâæ êðèâî¨ γ â ðiâ-
íîñòi (3.23) ëåãêî çàìiíþ¹òüñÿ iíòåãðóâàííÿì âçäîâæ êðèâî¨ γe òàê, ùî
îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

u(x, y) =
1

2πi




∫

γe

KF (t, z) dt+

+
∞∑

n=1

(m−1
2
n

) ∫

γe

KF (t, z)

[
2(t− x)2 + y2

y2

]n

dt


 . (3.25)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ KF (t, z) ¹ ñóìîâíîþ íà êðèâié γe i ñïðàâåäëèâà
íåðiâíiñòü (3.24), òî ïðè m > 1 ðiâíiñòü (3.25) ïåðåïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

u(x, y) =
1

2πi

∫

γe

KF (t, z)

(
1 +

∞∑
n=1

(m−1
2
n

)[
2(t− x)2 + y2

y2

]n
)

dt ,

çâiäêè ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòi

1 +
∞∑

n=1

(m−1
2
n

)
wn = (1 + w)

m−1
2 ∀w ∈ C : |w| ≤ 1

îäåðæó¹ìî

u(x, y) =
2(m−1)/2

2πi |y|m−1

∫

γe

KF (t, z)
(
(t− z)(t− z̄)

)(m−1)/2
dt. (3.26)

Ó âèïàäêó, êîëè γe óòâîðåíà áåðåãàìè ðîçðiçó êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè
âçäîâæ âiäðiçêà s[z, z̄] , ïiñëÿ çàìiíè çìiííèõ t = x + i|y| cos τ ðiâíiñòü
(3.26) íàáóâà¹ âèãëÿäó

u(x, y) =
2(m−1)/2

π

π∫

0

F (x + i|y| cos τ)(sin τ)m−1 dτ . (3.27)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ (3.27) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.1) íà ìíîæèíi
{(x, y) ∈ D : y 6= 0} (äèâ. [69, 75]), òî â ðåçóëüòàòi âèêîíàíèõ ïåðå-
òâîðåíü äîâåäåíî, ùî ïðè m > 1 ôóíêöiÿ (3.19) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ
(2.1) íà òié æå ìíîæèíi.
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Òåïåð ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì â ðiâíîñòi (3.27) ïðè (x, y) → (x0, 0)

îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü (3.20), ïðè öüîìó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òàêîæ ðiâíiñòü
(21.4-19) ç [22], ó ÿêié òðåáà ïîêëàñòè p = m/2 òà q = 1/2 .

Íàðåøòi, ç óðàõóâàííÿì òåîðåìè Êîøi, çàìiíþþ÷è â ðiâíîñòi (3.26)
iíòåãðóâàííÿ âçäîâæ êðèâî¨ γe iíòåãðóâàííÿì âçäîâæ êðèâî¨ γ′ , îäåðæó-
¹ìî ðiâíiñòü (3.19). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæèìî, ùî êëàñ êðèâèõ, ùî âîëîäiþòü òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè,
ÿê êðèâà γe â äîâåäåííi òåîðåìè 3.1.1, ñêëàäà¹òüñÿ ç êîíòèíóàëüíî¨ ñó-
êóïíîñòi êðèâèõ, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â çàìèêàííi ìíîæèíè, ùî îáìåæó¹òüñÿ
ëåìíiñêàòîþ Áåðíóëëi, òî÷êè ξ + iη ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

((√2

|y| (ξ − x)
)2

+
(√2

|y| η
)2

)2

= 2

((√2

|y| η
)2
−

(√2

|y| (ξ − x)
)2

)
.

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà, îáåðíåíà äî òåîðåìè 3.1.1.
Òåîðåìà 3.1.2. Íåõàé îáëàñòü D ¹ îïóêëîþ â íàïðÿìêó îñi Oy

i u(x, y) � íåïåðåðâíà â D òà ïàðíà çà çìiííîþ y ôóíêöiÿ, ÿêà ïðè
m ≥ 1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.1) íà ìíîæèíi {(x, y) ∈ D : y 6= 0} .
Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ãîëîìîðôíà â Dz ôóíêöiÿ F : Dz −→ C òàêà, ùî u(x, y)

ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (3.18), äå Uk � êîìïîíåíòè ãîëîâíîãî ïðîäîâæåííÿ
(3.1) ôóíêöi¨ F â îáëàñòü Dζ .

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâ òåîðåìè iñíó¹ ¹äèíà ãîëîìîðôíà â Dz ôóíêöiÿ
F : Dz −→ C òàêà, ùî u(x, y) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (3.27) (äèâ. [24]). Òå-
ïåð òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òîòîæíîñòi âèðàçiâ (3.18) i (3.27),
âñòàíîâëåíî¨ ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.1.1.

Ïiäñòàâëÿþ÷è êîìïîíåíòè ðîçêëàäó ãiïåðêîìïëåêñíî¨ àíàëiòè÷íî¨
ôóíêöi¨ ζn çà åëåìåíòàìè áàçèñó àëãåáðè HC (äèâ. [36]) ó ðiâíiñòü (3.18),
îäåðæó¹ìî ôóíêöi¨ un(x, y) , ÿêi çà ôîðìóëîþ (3.18) âiäïîâiäàþòü ãîëî-
ìîðôíié ôóíêöi¨ F (z) = zn , äå n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî:

un(x, y) = (x2+y2)n/2

(
a0(m) Pn(cos θ) + 2

∑

k∈N0:4k+1≤n

ak(m)
n! P 4k

n (cos θ)

(n + 4k)!
+
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+2
∑

k∈N0:4k+3≤n

bk(m)
n! P 4k+2

n (cos θ)

(n + 4k + 2)!

)
, (3.28)

äå Pn òà P k
n � ïîëiíîìè òà ïðè¹äíàíi ïîëiíîìè Ëåæàíäðà:

Pn(t) :=
1

2nn!

dn

dtn
(t2 − 1)n, P k

n (t) := (1− t2)k/2 dk

dtk
Pn(t)

i cos θ := x/
√

x2 + y2 .
Òåîðåìà 3.1.3. Íåõàé îáëàñòü D ¹ îïóêëîþ â íàïðÿìêó îñi Oy .

Òîäi íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi K îáëàñòi D êîæíà íåïå-
ðåðâíà â D òà ïàðíà çà çìiííîþ y ôóíêöiÿ u(x, y) , ÿêà ïðè m ≥ 1 ¹
ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.1) íà ìíîæèíi {(x, y) ∈ D : y 6= 0} , ðiâíîìiðíî
íàáëèæà¹òüñÿ ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè ïîëiíîìiâ un(x, y) .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u(x, y) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.1), ÿêèé çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâàì òåîðåìè. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.1.2 iñíó¹ ãîëîìîðôíà â Dz

ôóíêöiÿ F : Dz → C òàêà, ùî u(x, y) ïîäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (3.18), ÿêó
çàïèøåìî ó âèãëÿäi

u(x, y) =
∞∑

k=1

dk Uk(x, y) , (3.29)

äå Uk � êîìïîíåíòè ãîëîâíîãî ïðîäîâæåííÿ (3.1) ôóíêöi¨ F â îáëàñòü
Dζ , à êîåôiöi¹íòè dk âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè d4k+1 = ak(m) , d4k+3 =

= bk(m) , d2k+2 = 0 ïðè âñiõ k ∈ N0 .
Ç òåîðåìè 19 ðîáîòè [36] âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîìïàêòíî¨ ïiäìíîæèíè

Kζ := {xe1 + ye2 : (x, y) ∈ K} ìíîæèíè Dζ òà äîâiëüíèõ äîäàòíiõ ÷èñåë
ε i a çíàéäåòüñÿ ïîëiíîì ç êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè

Qn(ζ) =
n∑

j=1

cj ζj

òàêèé, ùî
sup
ζ∈Kζ

‖Fp.e.(ζ)−Qn(ζ)‖HC <
ε

a
, (3.30)

äå Fp.e.(ζ) � ãîëîâíå ïðîäîâæåííÿ (3.1) ôóíêöi¨ F â îáëàñòü Dζ .
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä

ζj =

j∑

k=1

Uj,k(x, y) ek,

êîìïîíåíòè ÿêîãî Uj,k(x, y) çíàéäåíî â ÿâíîìó âèãëÿäi â ðîáîòi [36], çà-
ïèøåìî ðîçêëàä ïîëiíîìà Qn(ζ) çà áàçèñîì àëãåáðè HC :

Qn(ζ) =
n∑

j=1

cj

j∑

k=1

Uj,k(x, y) ek =
n∑

k=1

ek

n∑

j=k

cj Uj,k(x, y).

Òåïåð ç óðàõóâàííÿì îçíà÷åííÿ íîðìè â àëãåáði HC ç íåðiâíîñòi
(3.30) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

∞∑

k=1

∣∣∣Uk(x, y)−
n∑

j=k

cjUj,k(x, y)
∣∣∣ <

ε

a
∀ (x, y) ∈ K , (3.31)

äå
n∑

j=k

cjUj,k(x, y) := 0 ïðè k > n .

Âðàõîâóþ÷è, ùî ôóíêöiÿ (3.28) ìà¹ âèãëÿä

un(x, y) =
n∑

k=1

dkUn,k(x, y) ,

à ôóíêöiÿ u(x, y) ïîäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (3.29), îäåðæó¹ìî ëàíöþæîê ðiâíî-
ñòåé:

u(x, y)−
n∑

j=1

cjuj(x, y) = u(x, y)−
n∑

j=1

cj

j∑

k=1

dkUj,k(x, y) =

= u(x, y)−
n∑

k=1

dk

n∑

j=k

cjUj,k(x, y) =

=
∞∑

k=1

dk

(
Uk(x, y)−

n∑

j=k

cjUj,k(x, y)
)
. (3.32)

Íàðåøòi, ç ðiâíîñòi (3.32), íåðiâíîñòi (3.31) òà iñíóâàííÿ ñòàëî¨ a

òàêî¨, ùî |dk| ≤ a ïðè âñiõ k ∈ N , âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0
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iñíóþòü n ∈ N òà êîìïëåêñíi ÷èñëà c1, c2 . . . , cn òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

∣∣∣u(x, y)−
n∑

j=1

cj uj(x, y)
∣∣∣ < ε ∀ (x, y) ∈ K .

Òåîðåìó äîâåäåíî.
Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè un ïîäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (3.27), â ÿêié u = un

i F (z) = zn , òî, âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ ïîëiíîìiâ Ãå-
ãåíáàóåðà (äèâ. [6, ñ.459]), îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

un(x, y) =
23(m−1)/2 (Γ(m/2))2 n!

π Γ(n + m)
(x2+y2)n/2 C(m/2)

n (x(x2+y2)−1/2), (3.33)

äå C
(λ)
n � ïîëiíîìè Ãåãåíáàóåðà:

C(λ)
n (t) :=

[n/2]∑

k=0

(−1)k Γ(n− k + λ)

Γ(λ) k! (n− 2k)!
(2 t)n−2k ,

a Γ(λ) � ãàììà-ôóíêöiÿ Åéëåðà.
Òåïåð, ïîðiâíþþ÷è ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (3.28), (3.33), ïåðåêîíó¹-

ìîñÿ ó ñïðàâåäëèâîñòi íàñòóïíîãî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ïîëiíîìàìè Ãåãåí-
áàóåðà òà ïîëiíîìàìè i ïðè¹äíàíèìè ïîëiíîìàìè Ëåæàíäðà:

C(m/2)
n (t) =

2(5−3m)/2 Γ(m + n) π

(Γ(m/2))2 n!

(
a0(m)

2
Pn(t)+

+
∑

k∈N0:4k+1≤n

ak(m)
n! P 4k

n (t)

(n + 4k)!
+

∑

k∈N0:4k+3≤n

bk(m)
n! P 4k+2

n (t)

(n + 4k + 2)!

)

ïðè m ≥ 1 òà t ∈ [−1, 1] .

3.2. Çâ'ÿçîê óçàãàëüíåíèõ îñåñèìåòðè÷íèõ ïîòåí-
öiàëiâ ç ìîíîãåííèìè ôóíêöiÿìè â íåîáìåæåíèõ
îáëàñòÿõ

Âñòàíîâèìî çâ'ÿçîê ãiïåðêîìïëåêñíèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ùî ïðè-
éìàþòü çíà÷åííÿ â àëãåáði HC , ç ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (2.1) â çîâíiøíîñòi
çàìèêàííÿ îáìåæåíî¨ îïóêëî¨ â íàïðÿìêó îñi Oy îáëàñòi D .
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ßê i â ðîáîòi [36], ââåäåìî â ðîçãëÿä åëåìåíò e0 , ùî íå íàëåæèòü
àëãåáði HC , i ïîñòóëþ¹ìî âèêîíàííÿ íàñòóïíèõ ïðàâèë ìíîæåííÿ äëÿ
íüîãî:

e0e1 = e0, e0e2 = −e1, e0e2k+1 = e0−2
k∑

m=1

e2m, e0e2k+2 = −e1−2
k∑

m=1

e2m+1

ïðè k = 1, 2, . . . . Ïîñòóëþ¹ìî òàêîæ, ùî ïðè öüîìó çàëèøàþòüñÿ ñïðà-
âåäëèâèìè àêñiîìè àñîöiàòèâíîñòi, êîìóòàòèâíîñòi òà äèñòðèáóòèâíîñòi.

Ïîìiñòèìî àëãåáðó HC â áàíàõiâ ïðîñòið H̃C := {d =
∞∑

k=0
dkek :

dk ∈ C,
∞∑

k=0
|dk| < ∞} ç íîðìîþ ‖d‖H̃C :=

∞∑
k=0

|dk| .
Âèäiëèìî â H̃C äåêàðòîâó ïëîùèíó µ̃ := {ζ̃ = xe1 + ye0 : x, y ∈ R}

òà ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü îáëàñòi D ⊂ R2 êîíãðóåíòíó ¨é îáëàñòü
Dζ̃ := {ζ̃ = xe1 + ye0 : (x, y) ∈ D} â µ̃ . Âñþäè íàäàëi ζ̃ := xe1 + ye0 .

Â ðîáîòi [36] äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ F : C \ Dz −→ C , ÿêà ¹ ãîëî-
ìîðôíîþ â äîïîâíåííi äî çàìèêàííÿ îïóêëî¨ â íàïðÿìêó óÿâíî¨ îñi îáìå-
æåíî¨ îáëàñòi Dz i ìà¹ íóëü â íåñêií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi, ïîáóäîâàíî
â ÿâíîìó âèãëÿäi ¨¨ ïðîäîâæåííÿ â îáëàñòü µ̃ \Dζ̃ :

− 1

2πi

∫

γ

(te1 − ζ̃)−1 F (t) dt =

= − e1

2πi

∫

γ

F (t)

±
√

(t− z)(t− z̄)

±
√

(t− z)(t− z̄)− y

t− x
dt−

− y

πi

∞∑

k=2

(−1)k ek

∫

γ

F (t)

±
√

(t− z)(t− z̄) (t− x)
×

×
(
±

√
(t− z)(t− z̄)− y

t− x

)k−1

dt , ζ̃ ∈ µ̃ \Dζ̃ , ± y > 0 , (3.34)

äå γ � äîâiëüíà çàìêíåíà æîðäàíîâà ñïðÿìëþâàíà êðèâà â C , ÿêà îáìå-
æó¹ îïóêëó â íàïðÿìêó óÿâíî¨ îñi îáëàñòü D′

z òàêó, ùî Dz ⊂ D′
z i

z ∈ C \D′
z , ïðè öüîìó γ îði¹íòîâàíà òàê, ùî ïðè ðóñi âçäîâæ γ îáëàñòü



101

D′
z çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâà, à

√
(t− z)(t− z̄) ðîçóìi¹òüñÿ ÿê íåïåðåðâíà âi-

òêà ôóíêöi¨ G(t) =
√

(t− z)(t− z̄) , àíàëiòè÷íî¨ ïîçà ðîçðiçîì {t ∈ C :

Re t = x, |Im t| ≥ |y|} , òàêà, ùî G(t) > 0 äëÿ âñiõ t > Re z .
Ôóíêöiÿ (3.34) ¹ ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨ F â îáëàñòü µ̃\Dζ̃ ó òàêîìó

ñåíñi: ÿêùî x0 ∈ R i òî÷êà ζ̃ îáëàñòi µ̃\Dζ̃ ïðÿìó¹ äî òî÷êè x0e1 ∈ µ̃\Dζ̃ ,
òî ôóíêöiÿ (3.34) ïîêîîðäèíàòíî çáiãà¹òüñÿ äî F (x0)e1 .

Â ðîáîòi [37] ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ F ìà¹ íóëü
ïðèíàéìíi ïîðÿäêó n â íåñêií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi, òî ôóíêöiÿ (3.34)
ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

− 1

2πi

∫

γ

(te1 − ζ̃)−1F (t) dt = −(e2)
n

∞∑

k=1

Vn,k(x, y) ek , (3.35)

äå
Vn,1(x, y) :=

(−1)n−1

2πi yn−1

∫

γ

F (t) (t− x)n−1

±
√

(t− z)(t− z̄)
dt , (3.36)

Vn,k(x, y) := −(−1)n+k−1

πi yn−1

∫

γ

F (t) (t− x)n−1

±
√

(t− z)(t− z̄)
×

×
(
±

√
(t− z)(t− z̄)− y

t− x

)k−1

dt , k = 2, 3, . . . . (3.37)

Ëåììà 3.2.1. Íåõàé îïóêëà â íàïðÿìêó óÿâíî¨ îñi îáëàñòü Dz

¹ îáìåæåíîþ, à ôóíêöiÿ F : C \ Dz −→ C ¹ ãîëîìîðôíîþ â îáëàñòi
C\Dz i ìà¹ â íåñêií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi íóëü ïðèíàéìíi ïîðÿäêó m .
Òîäi ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

1

22n

∫

γ

F (t)
(

t−x
y

)m−1

±
√

(t− z)(t− z̄)

n∑

k=0

Cn−k
2n+1

(
±

√
(t− z)(t− z̄)− y

t− x

)4k+2

dt =

=

∫

γ

F (t)
(

t−x
y

)m−1

±
√

(t− z)(t− z̄)

(
(t− x)2 + 2y2

(t− x)2

)2n+1

dt, n = 0, 1, . . . , (3.38)
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1

22n−1

∫

γ

F (t)
(

t−x
y

)m−1

±
√

(t− z)(t− z̄)

(
Cn

2n

2
+

+
n∑

k=1

Cn−k
2n

(
±

√
(t− z)(t− z̄)− y

t− x

)4k

 dt =

=

∫

γ

F (t)
(

t−x
y

)m−1

±
√

(t− z)(t− z̄)

(
(t− x)2 + 2y2

(t− x)2

)2n

dt, n = 1, 2, . . . . (3.39)

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.2.1 çäiéñíþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ëåìè 3.1.1.
Âèðàç

(
(t − z)(t − z̄)

)(m−1)/2 áóäåìî ðîçóìiòè íàäàëi ÿê íåïåðåðâíó
âiòêó àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ H(t) :=

(
(t − z)(t − z̄)

)(m−1)/2 ïîçà ðîçðiçîì
{t ∈ C : Re t = x, |Im t| ≤ |y|} , òàêó, ùî H(t) > 0 äëÿ âñiõ t ∈ R :

t > Re z .
Â íàñòóïíié òåîðåìi ïðè íàòóðàëüíîìó m áóäó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê ðiâ-

íÿííÿ (2.1) â çîâíiøíîñòi çàìèêàííÿ îáìåæåíî¨ îáëàñòi D , îïóêëî¨ â íà-
ïðÿìêó îñi Oy , çà äîïîìîãîþ êîìïîíåíò (3.36), (3.37) ãiïåðêîìïëåêñíî¨
àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨.

Òåîðåìà 3.2.1. Íåõàé îïóêëà â íàïðÿìêó óÿâíî¨ îñi îáëàñòü Dz ¹
îáìåæåíîþ, à ôóíêöiÿ F : C\Dz −→ C ¹ ãîëîìîðôíîþ â îáëàñòi C\Dz

i ìà¹ â íåñêií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi íóëü ïðèíàéìíi ïîðÿäêó m . Òîäi
ôóíêöiÿ

u(x, y) = −(∓1)m

( ∞∑

k=0

ak(m)Vm,4k+1(x, y)+
∞∑

k=0

bk(m)Vm,4k+3(x, y)

)
(3.40)

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.1) íà ìíîæèíi {(x, y) ∈ R2 \D : ± y > 0} .
Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ (3.40) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

u(x, y) =
2(m−3)/2

πi |y|m−1

∫

γ′′

F (t)√
(t− z)(t− z̄)

(
(t− z)(t− z̄)

)(m−1)/2
dt , (3.41)
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äå z = x + iy äëÿ (x, y) ∈ R2 \ D : ± y > 0 , à γ′′ � äîâiëüíà çàìêíåíà
ñïðÿìëþâàíà æîðäàíîâà êðèâà â C\Dz , ÿêà îõîïëþ¹ ìíîæèíó {x+ iη :

|η| < |y|} , ïåðåòèíàþ÷è ïðÿìó Re t = x ëèøå â òî÷êàõ z i z̄ .
Êðiì òîãî, äëÿ âñiõ x0 ∈ R : (x0, 0) ∈ R2 \D iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
(x,y)→(x0,0)

u(x, y) =

=





2(m−1)/2

π B
(

m
2 , 1

2

)
F (x), êîëè m ïàðíå,

−2(m−1)/2
(m−2

2
m−1

2

)
F (x), êîëè m íåïàðíå i x < b1,

2(m−1)/2
(m−2

2
m−1

2

)
F (x), êîëè m íåïàðíå i x > b2.

(3.42)

Äîâåäåííÿ. Ïðè m = 1 òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì íàñëiä-
êîì òåîðåìè 24 ç [36]. Òîìó äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî âèïàäîê m > 1 .

Ïåðåòâîðþþ÷è ðÿä, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi
(3.40), ç óðàõóâàííÿì éîãî àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi â îáëàñòi R2 \D òà âè-
ðàçiâ (3.16) i (3.17), îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

u(x, y) = −(∓1)m

(
Vm,1(x, y) +

∞∑
n=1

n∑

k=0

(m−1
2

2n

)
Cn−k

2n

22n
Vm,4k+1(x, y) +

+
∞∑

n=0

n∑

k=0

( m−1
2

2n + 1

)
Cn−k

2n+1

22n+1 Vm,4k+3(x, y)

)
. (3.43)

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè (3.36), (3.37) êîìïîíåíò Vm,k â ðiâíiñòü (3.43), ïå-
ðåïèñó¹ìî ¨¨ ó âèãëÿäi

u(x, y) =
(±1)m−1

2πi

(∫

γ

F (t)
(

t−x
y

)m−1

√
(t− z)(t− z̄)

dt +
∞∑

n=1

(m−1
2

2n

)

22n−1

∫

γ

F (t)
(

t−x
y

)m−1

√
(t− z)(t− z̄)

×

×

Cn

2n

2
+

n∑

k=1

Cn−k
2n

(
±

√
(t− z)(t− z̄)− y

t− x

)4k

 dt+

+
∞∑

n=0

( m−1
2

2n+1

)

22n

∫

γ

F (t)
(

t−x
y

)m−1

√
(t− z)(t− z̄)

n∑

k=0

Cn−k
2n+1

(±
√

(t− z)(t− z̄)− y

t− x

)4k+2

dt

)
.

(3.44)
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Ç óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåíü (3.38) i (3.39) ðiâíiñòü (3.44) íàáóâà¹
âèãëÿäó

u(x, y) =
(±1)m−1

2πi




∫

γ

F (t)
(

t−x
y

)m−1

√
(t− z)(t− z̄)

dt +

+
∞∑

n=0

( m−1
2

2n + 1

) ∫

γ

F (t)
(

t−x
y

)m−1

√
(t− z)(t− z̄)

(
(t− x)2 + 2y2

(t− x)2

)2n+1

dt+

+
∞∑

n=1

(m−1
2

2n

) ∫

γ

F (t)
(

t−x
y

)m−1

√
(t− z)(t− z̄)

(
(t− x)2 + 2y2

(t− x)2

)2n

dt


 . (3.45)

Ðîçãëÿíåìî êðèâó γg , ùî ¹ îá'¹äíàííÿì ÷îòèðüîõ íåîáìåæåíèõ ëî-
êàëüíî ñïðÿìëþâàíèõ æîðäàíîâèõ êðèâèõ γ±g,l i γ±g,r , ÿêi âiäïîâiäíî íà-
ëåæàòü îáëàñòÿì {t ∈ C \ Dz : ±Im t ≥ |y|, Re t ≤ x} òà {t ∈ C \ Dz :

±Im t ≥ |y|, Re t ≥ x} i ìàþòü òî÷êó z àáî z̄ îäíèì iç ñâî¨õ êiíöiâ, i, êðiì
òîãî, òàêó, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∣∣∣∣
(t− x)2 + 2y2

(t− x)2

∣∣∣∣ ≤ 1 ∀ t ∈ γg . (3.46)

Êðèâîþ γg ìîæå áóòè, ïðèíàéìíi, êðèâà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç áåðåãiâ ðîçðiçó
êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè âçäîâæ ïiâïðÿìèõ {t ∈ C : Re t = x,± Im t ≥ |y|} .

Ç óðàõóâàííÿì òåîðåìè Êîøi òà iñíóâàííÿ íóëÿ, ïðèíàéìíi, ïîðÿäêó
m ôóíêöi¨ F ó íåñêií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi iíòåãðóâàííÿ âçäîâæ êðèâî¨
γ â ðiâíîñòi (3.45) ëåãêî çàìiíþ¹òüñÿ iíòåãðóâàííÿì âçäîâæ êðèâî¨ γg

òàê, ùî îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

v(x, y) =
(±1)m−1

2πi




∫

γg

F (t)
(

t−x
y

)m−1

√
(t− z)(t− z̄)

dt +

+
∞∑

n=0

( m−1
2

2n + 1

) ∫

γg

F (t)
(

t−x
y

)m−1

√
(t− z)(t− z̄)

(
(t− x)2 + 2y2

(t− x)2

)2n+1

dt+
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+
∞∑

n=1

(m−1
2

2n

) ∫

γg

F (t)
(

t−x
y

)m−1

√
(t− z)(t− z̄)

(
(t− x)2 + 2y2

(t− x)2

)2n

dt


 . (3.47)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ F (t)((t− x)/y)m−1/
√

(t− z)(t− z̄) ¹ ñóìîâíîþ íà
êðèâié γg i ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü (3.46), òî ïðè m > 1 ðiâíiñòü (3.47)
ïåðåïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

u(x, y) =

=
(±1)m−1

2πi

∫

γg

F (t)
(

t−x
y

)m−1

√
(t− z)(t− z̄)

(
1 +

∞∑

k=1

(m−1
2
k

)(
(t− x)2 + 2y2

(t− x)2

)k
)

dt =

=
(±1)m−1 2(m−1)/2

2πi ym−1

∫

γ′

F (t)
(

t−x
y

)m−1

√
(t− z)(t− z̄)

(
(t− z)(t− z̄)

)(m−1)/2

(t− x)m−1 dt =

=
2(m−3)/2

πi|y|m−1

∫

γg

F (t)√
(t− z)(t− z̄)

(
(t− z)(t− z̄)

)(m−1)/2
dt. (3.48)

Íàðåøòi, çàìiíþþ÷è â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3.48) iíòåãðóâàííÿ
âçäîâæ êðèâî¨ γg iíòåãðóâàííÿì âçäîâæ êðèâî¨ γ′′ , ç óðàõóâàííÿì òåî-
ðåìè Êîøi îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü (3.41).

Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî ôóíêöiÿ (3.41) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.1)
íà ìíîæèíi {(x, y) ∈ R2 \ D : y 6= 0} , ñïî÷àòêó íà îñíîâi òåîðåìè Êî-
øi ïåðåõîäîì äî iíòåãðóâàííÿ âçäîâæ áåðåãiâ ëiíi¨ ðîçãàëóæåííÿ ôóíêöi¨√

(t− z)(t− z̄) ïîäàìî ôóíêöiþ (3.41) ó âèãëÿäi

u(x, y) =
(−2)(m−1)/2

πi |y|m−1

(
(−1)(m−1)

−|y|∫

−∞
−

+∞∫

|y|

)
F (x + iη) (η2 − y2)(m−2)/2 dη .

(3.49)
Äàëi, âèêîíàâøè çàìiíó çìiííèõ η = |y| ξ , ïåðåòâîðèìî ¨¨ äî âèãëÿäó

u(x, y) =
(−2)(m−1)/2

πi

(
(−1)(m−1)

−1∫

−∞
−

+∞∫

1

)
F (x+ i |y| ξ) (ξ2−1)(m−2)/2 dξ,

(3.50)
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ïiñëÿ ÷îãî áåçïîñåðåäíÿ ïiäñòàíîâêà ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ (3.50) â
ðiâíÿííÿ (2.1) ïåðåòâîðþ¹ éîãî â òîòîæíiñòü íà ìíîæèíi {(x, y) ∈ R2\D :

y 6= 0} .
Òåïåð äîâåäåìî ðiâíiñòü (3.42) äëÿ ïàðíèõ m i x > b2 (âèïàäîê

x < b1 ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî). Ïåðåòâîðþþ÷è ôóíêöiþ (3.41) ó òàêèé
æå ñïîñiá, ÿê ïðè äîâåäåííi ðiâíîñòi (3.49), i âèêîðèñòîâóþ÷è ïðè öüîìó
ïîçíà÷åííÿ

T±
F (t, z) := lim

τ→t,±Re (τ−t)>0

F (τ)√
(τ − z)(τ − z̄)

((τ − z)(τ − z̄))(m−1)/2

ïðè âñiõ t ∈ C òàêèõ, ùî Re t = x i |Im t| 6= |y| , îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

u(x, y) = −2(m−3)/2

π|y|m−1




−|y|∫

−∞
+

∞∫

|y|




(
T+

F (x + iη, z)− T−
F (x + iη, z)

)
dη . (3.51)

Ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòi T−
F (x + iη, z) = −T+

F (x + iη, z) , ÿêà âèêîíó¹òüñÿ
ïðè âñiõ |η| ≥ |y| , çäiéñíþ¹ìî íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ ðiâíîñòi (3.51):

u(x, y) = −2 · 2(m−3)/2

π|y|m−1




−|y|∫

−∞
+

∞∫

|y|


 T+

F (x + iη, z) dη =

= −2 · 2(m−3)/2

π|y|m−1

∞∫

−∞
T+

F (x+iη, z) dη+
2 · 2(m−3)/2

π|y|m−1

|y|∫

−|y|

T+
F (x+iη, z) dη . (3.52)

Ïåðøèé iç iíòåãðàëiâ â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3.52) çãiäíî ç òåîðåìîþ
Êîøi çà óìîâè iñíóâàííÿ â íåñêií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi íóëÿ ôóíêöi¨ F

ïîðÿäêó íå ìåíøîãî, íiæ m , îáåðòà¹òüñÿ â íóëü i ïiñëÿ çàìiíè çìiííèõ
η = |y| cos τ ðiâíiñòü (3.52) íàáóâà¹ âèãëÿäó (3.27). Òåïåð ãðàíè÷íèì ïå-
ðåõîäîì â ðiâíîñòi (3.27) ïðè (x, y) → (x0, 0) ç âèêîðèñòàííÿì ðiâíîñòi
(21.4-19) ç [22], â ÿêié ñëiä ïîêëàñòè p = m/2 i q = 1/2 , îäåðæó¹ìî
ðiâíiñòü (3.42) äëÿ ïàðíèõ m i x > b2

Íàðåøòi, äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi (3.42) ó âèïàäêó m = 2n + 1 , äå
n ∈ N0 , iíòåãðóâàííÿ â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3.41) âçäîâæ êðèâî¨ γ′′
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ç óðàõóâàííÿì òåîðåìè Êîøi çàìiíèìî iíòåãðóâàííÿì âçäîâæ êðèâî¨ γ ,
ÿêà ìà¹ òàêi æ âëàñòèâîñòi, ÿê i â ðiâíîñòi (3.34), i, êðiì òîãî, ëåæèòü ó òié
æå ïiâïëîùèíi âiäíîñíî ïðÿìî¨ {t ∈ C : Re t = x} , ùî é âiäðiçîê [b1, b2] .
Îñêiëüêè ïðè âñiõ t ∈ γ òà óñiõ z = x + iy òàêèõ, ùî |y| < min

t∈γ
|t − x| ,

ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

1√
(t− z)(t− z̄)

= ± 1

t− x

∞∑

k=0

(−1
2

k

)(
y

t− x

)2k

, ±Re (t− x) > 0,

((t− z)(t− z̄))n =
n∑

p=0

Cp
n (t− x)2n−2p y2p ,

òî ïåðåïèñó¹ìî ðiâíiñòü (3.41) ó âèãëÿäi

u(x, y) = ± 2n (S+(x, y) + S0(x) + S−(x, y)) , ± (b1−x) > 0,± (b2−x) > 0,

äå
S±(x, y) :=

1

2πi

∑

p,k∈N0:±(n−p−k)>0

(−1
2

k

)
Cp

n y2p+2k−2n×

×
∫

γ

F (t) (t− x)2n−2p−2k−1 dt

i ç óðàõóâàííÿì ôîðìóëè Êîøi äëÿ íåîáìåæåíèõ îáëàñòåé òà ðiâíîñòi
(äèâ. [22, ñ. 745])

n∑
p=0

( −1
2

n− p

)(
n

p

)
=

(
n− 1

2
n

)

ìà¹ìî

S0(x) :=

(
n∑

p=0

( −1
2

n− p

)
Cp

n

)
1

2πi

∫

γ

F (t)

t− x
dt = −

(
n− 1

2
n

)
F (x) .

Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó Êîøi òà iñíóâàííÿ ó ôóíêöi¨ F íóëÿ ïðèíàéì-
íi ïîðÿäêó (2n + 1) â íåñêií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi, îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü
S+(x, y) = 0 ïðè âñiõ (x, y) ∈ R2 \ D : y 6= 0 i äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíî-
ñòi (3.42) çàëèøà¹òüñÿ çàçíà÷èòè, ùî S−(x, y) → 0 ïðè y → 0 . Òåîðåìó
äîâåäåíî.
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Çàóâàæèìî, ùî êëàñ êðèâèõ, ÿêi ìàþòü òàêi æ âëàñòèâîñòi, ÿê êðè-
âà γg â äîâåäåííi òåîðåìè 3.2.1, ñêëàäà¹òüñÿ ç êîíòèíóàëüíî¨ ñóêóïíîñòi
êðèâèõ, êîæíà ç ÿêèõ ðîçìiùó¹òüñÿ ó çàìèêàííi ìíîæèíè, ùî ìiñòèòü
ïðîìåíi {t ∈ C : ±Im t > |y|} i îáìåæó¹òüñÿ ãiïåðáîëîþ, òî÷êè ξ + iη

ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ
η2

y2 −
(ξ − x)2

y2 = 1 .

Âiäìiòèìî, ùî çà óìîâè àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi ÷èñëîâèõ ðÿäiâ
∞∑

k=0

ak,

∞∑

k=0

bk,

∞∑

k=0

ãk,

∞∑

k=0

b̃k,

ïðè âñiõ τ ∈ R âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(

a0 +
∞∑

k=1

ak cos 4kτ −
∞∑

k=0

bk cos(4k + 2)τ

)
×

×
(

ã0 +
∞∑

k=1

ãk cos 4kτ +
∞∑

k=0

b̃k cos(4k + 2)τ

)
=

∞∑

k=0

h2k+1 cos 2kτ , (3.53)

äå

h1 :=
1

2
a0ã0 +

1

2

∞∑
n=0

(
anãn − bnb̃n

)
,

h3 :=
1

2

( ∞∑
n=1

an(b̃n−1 + b̃n)−
∞∑

n=1

ãn(bn−1 + bn) + 2(a0b̃0 − ã0b0)
)
,

h4k+1 :=
1

2

(
2a0ãk − b0b̃k − bkb̃0 + 2ã0ak+

+
∞∑

n=1

(an+kãn − bn+kb̃n + anãn+k − bnb̃n+k)−
k∑

n=1

bn−1b̃k−n +
k−1∑
n=1

anãk−n

)
,

h4k+3 :=
1

2

(
2(a0b̃k − ã0bk) +

k∑
n=1

(anb̃k−n − ãnbk−n)+

+
∞∑

n=1

(an+kb̃n−1 − ãn+kbn−1 + anb̃n+k − ãnbn+k)
)

ïðè k ∈ N (òóò i íàäàëi ñóìè âèãëÿäó
∑0

n=1 ïîêëàäà¹ìî ðiâíèìè íóëþ).
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Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè z = x + iy ∈ C \ Dz : y 6= 0 çàôiêñó¹ìî ïà-
ðó äîâiëüíèõ ðîçiìêíåíèõ ñïðÿìëþâàíèõ æîðäàíîâèõ êðèâèõ Γ+

z,z̄ , Γ−z,z̄ ç
ïî÷àòêîì â òî÷öi z i êiíöåì â òî÷öi z̄ , ùî ðîçìiùåíi âiäïîâiäíî â ìíîæè-
íàõ {t ∈ C \Dz : ±(Re t− x) ≥ 0} i òàêèõ, ùî çàìêíåíà êðèâà Γ+

z,z̄ ∪ Γ−z,z̄

¹ æîðäàíîâîþ òà îõîïëþ¹ ìíîæèíó Dz .
Âèðàç

(
(t− z)(t− z̄)

)(m−2)/2 áóäåìî ðîçóìiòè íàäàëi ÿê íåïåðåðâíó
âiòêó ôóíêöi¨ W (t) :=

(
(t− z)(t− z̄)

)(m−2)/2
, àíàëiòè÷íî¨ ïîçà ðîçðiçîì

{t ∈ C : Re t = x, |Im t| ≥ |y|}, òàêó, ùî W (t) > 0 ïðè âñiõ t ∈ R :

t > Re z .
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç [m] , {m} âiäïîâiäíî öiëó òà äðîáîâó ÷àñòèíè ÷èñëà

m . Ïðè âèçíà÷åííi ÷èñåë h2k+1(m) := h2k+1 ïîêëàäà¹ìî a0 := a0(m) ,
ã0 := a0(2 − {m}) , an := 2an(m) , ãn := 2an(2 − {m}) ïðè âñiõ n ∈ N ,
bk := 2bk(m) i b̃k := 2bk(2− {m}) ïðè âñiõ k ∈ N0 .

Â íàñòóïíié òåîðåìi äëÿ íåöiëîãî m > 1 áóäó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê ðiâ-
íÿííÿ (2.1) â çîâíiøíîñòi çàìèêàííÿ îáìåæåíî¨ îáëàñòi D , ïðàâèëüíî¨ ó
íàïðÿìêó îñi Oy , çà äîïîìîãîþ êîìïîíåíò (3.36), (3.37) ãiïåðêîìïëåêñíî¨
àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨.

Òåîðåìà 3.2.2. Íåõàé îïóêëà â íàïðÿìêó óÿâíî¨ îñi îáëàñòü Dz ¹
îáìåæåíîþ, à ôóíêöiÿ F : C\Dz −→ C ¹ ãîëîìîðôíîþ â îáëàñòi C\Dz

i ìà¹ â íåñêií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi íóëü, ïðèíàéìíi, ïîðÿäêó [m] + 1 .
Òîäi ôóíêöiÿ

u(x, y) = −(∓1)[m]πi{m}λm

21+ [m]
2

×

×
(
2h1(m)V[m]+1,1(x, y) +

∞∑

k=1

(−1)kh2k+1(m) V[m]+1,2k+1(x, y)
)
, (3.54)

äå

λm :=





1 + e−mπi, êîëè [m] íåïàðíå,

e−mπi − 1, êîëè [m] ïàðíå,

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.1) ïðè (x, y) ∈ R2 \ D : ± y > 0 òà m > 1 :
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{m} 6= 0 . Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ (3.54) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

u(x, y) =





1
|y|m−1

( ∫
Γ−z,z̄

− ∫
Γ+

z,z̄

)
F (t)

(
(t− z)(t− z̄)

)(m−2)/2
dt,

êîëè [m] ïàðíå,

1
|y|m−1

( ∫
Γ−z,z̄

+
∫

Γ+
z,z̄

)
F (t)

(
(t− z)(t− z̄)

)(m−2)/2
dt,

êîëè [m] íåïàðíå.

(3.55)

Äîâåäåííÿ. Çäiéñíèâøè ïåðåòâîðåííÿ âèðàçiâ (3.36), (3.37) ó òàêèé
æå ñïîñiá, ÿê ïðè äîâåäåííi ðiâíîñòi (3.49) çäiéñíåíi ïåðåòâîðåííÿ ïðàâî¨
÷àñòèíè ðiâíîñòi (3.41), à ïîòiì, âèêîíàâøè çàìiíó çìiííèõ η = |y|

cos τ ,
îäåðæèìî

V[m]+1,1(x, y) =
(∓i)[m]−1

π




π/2∫

0

+(−1)[m]+1

π∫

π/2


 F (x + i |y|

cos τ )

| cos τ |[m]+1 dτ, (3.56)

V[m]+1,n(x, y) =
(∓i)[m]−1

π

(
2(±i)1−n

)



π/2∫

0

+(−1)[m]+1

π∫

π/2


 F (x + i |y|

cos τ )

| cos τ |[m]+1 dτ.

(3.57)
Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè âèðàçiâ (3.56), (3.57) ôóíêöié V[m]+1,n â ðiâíiñòü

(3.54) ç óðàõóâàííÿì ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ðÿäó
∞∑

k=0

h2k+1(m) cos 2kτ

i ñóìîâíîñòi ôóíêöi¨ F (x + i |y|
cos τ )/| cos τ |[m]+1 ïðè τ ∈ [0, π] îäåðæèìî

u(x, y) = ±im−1λm

(
2−

1−{m}
2 2−

m−1
2

)
×

×
( π/2∫

0

+(−1)[m]+1

π∫

π/2

)
F (x + i |y|

cos τ )

| cos τ |[m]+1

∞∑

k=0

h2k+1(m) cos 2kτ dτ . (3.58)
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Òåïåð ðÿä ç ïðàâî¨ ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3.58) äîðiâíþ¹ ïðàâié ÷àñòèíi
ðiâíîñòi (3.53), ç âèêîðèñòàííÿì ÿêî¨ òà ðîçêëàäiâ

(sin τ)m−1 = 2−(m−1
2 )

(
a0 +

∞∑

k=1

ak cos 4kτ −
∞∑

k=0

bk cos(4k + 2)τ

)
,

| cos τ |1−{m} = 2−( 1−{m}
2 )

(
ã0 +

∞∑

k=1

ãk cos 4kτ +
∞∑

k=0

b̃k cos(4k + 2)τ

)
,

îäåðæó¹ìî
u(x, y) = ±im−1λm×

×
( π/2∫

0

+(−1)[m]+1

π∫

π/2

)
F (x + i |y|

cos τ )

| cos τ |[m]+1 | cos τ |1−{m}(sin τ)m−1 dτ =

= ±im−1λm

( π/2∫

0

+(−1)[m]+1

π∫

π/2

)
F (x + i |y|

cos τ )

| cos τ |m (sin τ)m−1 dτ . (3.59)

Çäiéñíèâøè àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (3.55),
âñòàíîâèìî ðiâíiñòü ¨¨ òà ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (3.59), ùî äîâîäèòü ñïðà-
âåäëèâiñòü ðiâíîñòi (3.55).

Íàðåøòi, äîâåäåííÿ òîãî, ùî ôóíêöiÿ (3.55) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ
(2.1) íà ìíîæèíi {(x, y) ∈ R2 \ D : y 6= 0} , çäiéñíþ¹òüñÿ ó òàêèé æå
ñïîñiá, ÿê i äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íîãî òâåðäæåííÿ ñòîñîâíî ôóíêöi¨ (3.41).
Òåîðåìó äîâåäåíî.

Âèñíîâêè

Â ðîçäiëi 3:
1. Â òåîðåìàõ 3.1.1, 3.1.2 âñòàíîâëåíî õàðàêòåðèçàöiþ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâ-

íÿííÿ (2.1) ïðè m > 1 íà ìíîæèíi {(x, y) ∈ D : y 6= 0} , äå D � îïóêëà
â íàïðÿìêó îñi Oy îáìåæåíà îáëàñòü, çà äîïîìîãîþ êîìïîíåíò ãîëîâ-
íèõ ïðîäîâæåíü (3.1) â êîìóòàòèâíó àñîöiàòèâíó áàíàõîâó àëãåáðó HC
ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi Dz , ÿêà ¹ êîíãðóåíòíîþ îáëàñòi D ïðè
âiäïîâiäíîñòi z = x + iy .
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2. Â òåîðåìàõ 3.1.1, 3.2.1, 3.2.2 çíàéäåíî àëãîðèòìè ïîáóäîâè ðîç-
â'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (2.1) ïðè m > 1 çà êîìïîíåíòàìè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié
ãiïåðêîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, ÿêi áóäóþòüñÿ â ÿâíîìó âèãëÿäi ÿê ïðîäîâæåí-
íÿ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ óçàãàëüíåíîãî îñåñè-
ìåòðè÷íîãî ïîòåíöiàëó, ÿêå ìà¹ ôóíäàìåíòàëüíå çíà÷åííÿ â ðÿäi ðîçäiëiâ
ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ òàêi:
1. Âñòàíîâëåíî iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ óçàãàëüíåíîãî îñåñèìåòðè÷-

íîãî ïîòåíöiàëó ÷åðåç àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, çàäàíi â
äîâiëüíié ñèìåòðè÷íié âiäíîñíî äiéñíî¨ îñi îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi. Äëÿ ïåâ-
íèõ êëàñiâ óçàãàëüíåíèõ îñåñèìåòðè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ äîâåäåíî âçà¹ìíó
îäíîçíà÷íiñòü âiäïîâiäíîñòi ìiæ íèìè òà àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè êîì-
ïëåêñíî¨ çìiííî¨, ÿêà çàäà¹òüñÿ âêàçàíèìè iíòåãðàëüíèìè çîáðàæåííÿìè.

2. Âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ iíòåãðàëü-
íèõ çîáðàæåíü óçàãàëüíåíîãî îñåñèìåòðè÷íîãî ïîòåíöiàëó íà ãðàíèöþ
îáëàñòi òà îäåðæàíî îöiíêó ëîêàëüíîãî ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi ¨õ ãðàíè÷-
íèõ çíà÷åíü.

3. Çäiéñíåíî ðåäóêöiþ äåÿêèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ óçàãàëüíåíèõ îñå-
ñèìåòðè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ äî iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Ôðåäãîëüìà äðóãîãî
ðîäó íà äiéñíié îñi çà ðîçøèðåíèõ óìîâ íà ãðàíèöþ îáëàñòi.

4. Çíàéäåíî àëãîðèòìè ïîáóäîâè óçàãàëüíåíèõ îñåñèìåòðè÷íèõ ïî-
òåíöiàëiâ çà êîìïîíåíòàìè ìîíîãåííèõ ôóíêöié ãiïåðêîìïëåêñíî¨ çìiííî¨,
ÿêi áóäóþòüñÿ â ÿâíîìó âèãëÿäi ÿê ïðîäîâæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié
êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè òà ðîçâèíåíi â íié ìåòîäè ìîæóòü áóòè âèêîðè-
ñòàíi â òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, â òåîði¨ êðàéîâèõ çàäà÷
äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü åëiïòè÷íîãî òèïó ç âèðîäæåííÿì
òà ¨õ çàñòîñóâàííÿõ ó ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi, ãiäðîäèíàìiöi, ãàçîäèíàìiöi,
òåïëîôiçèöi, ìåõàíiöi òà iíøèõ ïðèêëàäíèõ äèñöèïëiíàõ.
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