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Анотацiя

Cатур О.Р. Аналiз поведiнки траєкторiй в моделях складних
динамiчних систем з притягальною взаємодiєю. — Квалiфiкацiйна
наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-
альнiстю 111 “Математика”. – Iнститут математики НАН України, Київ,
2020.

Ця робота присвячена дослiдженню та побудовi моделей дискретних
динамiчних систем конфлiкту з притягальною взаємодiєю. Поняття ди-
намiчної системи конфлiкту виникло як математичний iнструмент для
опису поведiнки рiзноманiтних складних фiзичних систем з двох i бiльше
конфлiктно взаємодiючих сторiн. Фактично, динамiчна система конф-
лiкту – це система, що об’єднує декiлька динамiчних систем, еволюцiя
яких деформується пiд дiєю конфлiктної взаємодiї мiж окремими пiдсис-
темами. Встановлення закону динамiки всiєї системи є нетривiальною
задачею в кожному конкретному випадку, адже вiн має включити в себе
iнформацiю про стани окремих її компонент у кожен момент часу, спо-
сiб конфлiктної взаємодiї i його вплив на поведiнку в наступнi моменти
часу. Навiть найпростiшi випадки є цiкавими в силу нелiнiйностi. Мета
теорiї динамiчних систем конфлiкту – дати адекватний опис реальним
фiзичним системам, якi складаються не тiльки двох, але i багатьох аль-
тернативно взаємодiючих сторiн.

Основна задача цiєї роботи – розвинути теорiю динамiчних систем
конфлiкту, побудувати конкретнi моделi та дослiдити поведiнку траєк-
торiй у випадку, коли окремi пiдсистеми притягуються мiж собою. В та-
кому разi ефект конфлiктностi полягає у тому, що деформується вiльна
поведiнка опонентiв. Зокрема, вони можуть втрачати регiони успiшної
присутностi, концентруючись у регiонах спiльних атракторiв. Знаходже-
ння таких граничних атракторiв, опис їхньої структури, басейнiв притя-
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гання, нерухомих рiвноважних станiв, iснування циклiчних орбiт – ти-
повi задачi в цьому напрямку, якi досi були дослiдженi лише частково.

Конкретизацiя таких задач щодо моделей складних динамiчних си-
стем з притягальною взаємодiєю є актуальною з точки зору можливих за-
стосувань до рiзних проблем в економiцi, екологiї, соцiологiї. Знаходже-
ння рiвноваги мiж виробництвом та споживанням, використанням ре-
сурсiв i їхнiм природним вiдновленням в екологiчному балансi, зокрема,
пошук компромiсiв у суперечливих, часто гостро конфлiктних соцiаль-
них процесах (наприклад, етнiчних, релiгiйних, нацiональних, мовних) –
навряд чи можливi без побудови адекватних математичних моделей ди-
намiчних систем з рiзного типу взаємодiями, як вiдштовхувального, так
i притягального характеру.

Окрiм чисто теоретичних задач про поведiнку траєкторiй у конкре-
тних моделях складних динамiчних системах з притягальною взаємодi-
єю в дисертацiйнiй роботi дослiджено залежнiсть основних динамiчних
характеристик системи вiд вибору стратегiчних параметрiв, таких, як
активнiсть конфлiктної взаємодiї, роль мережевих зв’язкiв мiж агента-
ми системи, вибору прiоритетних регiонiв присутностi у процесi iтера-
цiйного подрiбнення простору, випадкових впливiв i змiн статистичних
даних.

Дисертацiя складається з анотацiй українською й англiйською мова-
ми, вступу, трьох роздiлiв основної частини, висновкiв, списку викори-
станих джерел i додатка.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, сформульо-
вано мету, об’єкт, предмет, завдання i методи дослiдження, зазначено
наукову новизну отриманих результатiв, їхнє практичне значення, зв’я-
зок роботи з науковими темами й особистий внесок здобувачки, наведено
iнформацiю про апробацiю результатiв дисертацiї.

В основнiй частинi дисертацiйної роботи розглядаються динамi-
чнi системи конфлiкту з притягальною взаємодiєю в дискретно-
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му часi в термiнах двох або бiльше стохастичних (нормованих на
одиницю) векторiв p𝑡

𝑖 = (𝑝𝑡𝑖𝑗)
𝑛
𝑗=1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

𝑚 ≥ 2, 𝑛 ≥ 2, залежних вiд часу. Еволюцiя в часi задає-
ться вiдображенням, яке позначається символом > i дiє у просто-
рi R𝑛

+.
Вiдображення > генерує багатокомпонентну динамiчну систему в

дискретному часi з траєкторiями:{︀
p𝑡
𝑖

}︀ >,𝑡−→
{︀
p𝑡+1
𝑖

}︀
, 𝑡 = 0, 1, . . . .

У загальному випадку координати векторiв p𝑡+1
𝑖 визначаються iтератив-

но за координатами попереднiх векторiв згiдно з системою рiзницевих
рiвнянь:

𝑝𝑡+1
𝑖𝑗 =

1

𝑧𝑡
(︀
𝑝𝑡𝑖𝑗
(︀
𝜃𝑡 +1

)︀
+ 𝜏 𝑡𝑗

)︀
, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝑡 = 0, 1, . . . , (1)

де 𝜃𝑡 = 𝜃
(︀
p𝑡
1,p

𝑡
2, . . . ,p

𝑡
𝑚

)︀
– деяка обмежена додатна функцiя, яка ви-

значає вiльну еволюцiю системи, а набiр додатних функцiй 𝜏 𝑡𝑗 (пев-
ним чином залежних вiд координат векторiв p𝑡

𝑖) вiдповiдає ефе-
кту взаємодiї. Значення цих функцiй при кожному фiксованому 𝑡

утворюють деякий нестохастичний вектор з невiд’ємними координа-
тами, який позначено символом 𝒯 𝑡 =

(︀
𝜏 𝑡𝑗
)︀𝑛
𝑗=1

i названо показни-
ком атрактора, оскiльки його властивостi визначають ефект при-
тягання мiж початковими векторами. Нормувальний знаменник 𝑧𝑡

забезпечує стохастичнiсть векторiв p𝑡+1
𝑖 . Згiдно з наведеними рiв-

няннями, вiдстань мiж векторами p𝑡
𝑖 в 𝑙1-нормi збiгається до ну-

ля,

‖p𝑡
𝑖 − p𝑡

𝑘‖1 =
𝑛∑︁

𝑗=1

|𝑝𝑡𝑖𝑗 − 𝑝𝑡𝑘𝑗| → 0, 𝑖 ̸= 𝑘, 𝑖, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚,

тому вiдображення >, задане цими рiвняннями, описує притягальну вза-
ємодiю.

Побудова динамiчної системи на основi рiзницевих рiвнянь (1) i ана-
лiз її загальних властивостей наведено у роздiлi 2 пiсля огляду лiте-
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ратури за темою дисертацiї у роздiлi 1. У пiдроздiлах 2.1–2.4 вивча-
ються рiзнi моделi динамiчних систем конфлiкту з притяганням, якi
описують поведiнку спочатку пари, а потiм довiльної скiнченної кiль-
костi опонентiв, iз рiзним способом задання координат 𝜏 𝑡𝑗 для показни-
ка атрактора. Зокрема, дослiджено модель динамiчної системи конф-
лiкту у випадку, коли 𝜏 𝑡𝑗 вибирається як мiнiмальне значення 𝑗-их ко-
ординат у векторiв p𝑡, r𝑡. Таку динамiчну систему узагальнено на ви-
падок скiнченної кiлькостi взаємодiючих сторiн. Доведено iснування не-
рухомих станiв та наведено їхнiй опис у термiнах граничних значень
вектора 𝒯 𝑡=∞. Побудовано декiлька конкретних варiантiв цiєї моделi.
Встановлено явний взаємозв’язок граничного стану системи й показника
атрактора. Знайдено умови на спосiб визначення 𝒯 , за яких усi трає-
кторiї збiгаються до 𝜔-граничної множини Γ∞, яка є циклом. Доведе-
на нестiйкiсть таких граничних орбiт. Усi результати проiлюстровано
прикладами з комп’ютерними симуляцiями. Важливо, що моделi дина-
мiчних систем такого типу можуть описувати динамiку реальних про-
цесiв. Як iлюстрацiя, можна вважати, що показнику атрактора 𝒯 𝑡 вiд-
повiдає характер зовнiшнього впливу на систему (наприклад, iнформа-
цiйний вплив на суспiльство). Керуючи значеннями величин показника
атрактора, можна як описувати, так i контролювати поведiнку систе-
ми.

Роздiл 3 повнiстю присвячений побудовi конкретних моделей. Так,
пiдроздiл 3.1 присвячено рiзним варiантам моделi поширення переко-
нань, якi з часом наближаються до консенсусу. Ця модель фактично
є аналогом вiдомих побудов, але ґрунтується на зовсiм iншому зако-
нi взаємовпливу мiж агентами й iстотно використовує теорiю дина-
мiчних систем конфлiкту з притягальною взаємодiєю. Механiзм вза-
ємодiї мiж двома агентами задається за допомогою рiзницевих рiв-
нянь виду (1) i припускає детальний аналiз динамiки. Зокрема, в
роботi описано поведiнку агентiв у випадку прийняття бiнарних рi-
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шень у термiнах часової еволюцiї векторiв i траєкторiй як з дво-
ма, так i з багатьма альтернативними позицiями. Показано, що вiд-
мiннiсть мiж переконаннями агентiв впливає на iнтенсивнiсть взаємо-
дiї.

Пiдроздiл 3.2 описує проблему iснування достовiрної подiї в динамi-
чних системах конфлiкту. Тут розглянуто найпростiшу абстрактну мо-
дель динамiчної системи конфлiкту з притягальною взаємодiєю у випад-
ку лише двох векторiв p𝑡 та r𝑡, коли функцiя 𝜃𝑡 = 0, a координати 𝜏 𝑡𝑗
показника атрактора визначено як добутки координат векторiв p𝑡, r𝑡,
тобто 𝜏 𝑡𝑗 = 𝑝𝑡𝑗𝑟

𝑡
𝑗, 𝑡 = 0, 1, 2, . . . . Достовiрнiсть подiї характеризує стан си-

стеми зi скiнченною множиною позицiй 𝜔𝑖, коли всi координати стають
нульовими, крiм однiєї, яка дорiвнює одиницi для обох векторiв. Модель
припускає iнтерпретацiю задачi про пошук умов, коли рiзнi дискретнi
випадковi розподiли притягуються та концентруються у фiксованiй по-
зицiї iз одиничною ймовiрнiстю. Одержано ряд достатнiх ознак iснування
достовiрної подiї при 𝑡 → ∞. Найпростiшi з них формулюються в тер-
мiнах максимальних значень координат 𝑝𝑖, 𝑟𝑖, добуткiв цих координат
𝜌𝑖 = 𝑝𝑖𝑟𝑖, їхнiх сум 𝜎𝑖 = 𝑝𝑖 + 𝑟𝑖 або деяких комбiнацiй з 𝜅𝑖 = 𝜎𝑖 + 2𝜌𝑖.
Навiть у цьому простому випадку виникають питання нерозв’язанi досi
повнiстю. Зокрема питання про повний опис координат iз властивiстю
𝑝𝑡𝑗 → 0, 𝑟𝑡𝑗 → 0, 𝑡 → ∞. Якщо достовiрну подiю iнтерпретувати, як стан
консенсусу в соцiальних мережах, то одержанi результати можуть бути
застосованi у моделях виборiв та моделях формування поглядiв.

У пiдроздiлi 3.3 розглянуто спектральну задачу для розподiлiв ди-
намiчних систем конфлiкту з притягальною взаємодiєю на просторах з
iтерацiйним фрактальним подрiбненням. Знайдено критерiй у термiнах
початкових розподiлiв, який гарантує виникнення точкового спектру у
граничних розподiлах. Основний результат стверджує, що головна умова
виникнення точкового спектру – це стратегiя прiорiтету над опонентом
у єдиному регiонi 𝜔𝑖 на кожному кроцi.
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Нарештi, у пiдроздiлi 3.4 побудовано модель динамiчної системи
конфлiкту, що описує еволюцiю поширення бiологiчних популяцiй на ре-
сурсному просторi при постiйних зовнiшнiх умовах для iснування. Як i
в абстрактному випадку, динамiка розглядається в термiнах двох векто-
рiв p𝑡 та r𝑡. Координати першого з них змiнююся згiдно з рiвняннями (1),
де 𝜃𝑡 = 0, а 𝜏 𝑡𝑗 визначенi через координати вектора r𝑡 з додатковими па-
раметрами 𝑐𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Доведено iснування рiвноважного атрактора,
дослiджено його стiйкiсть та встановлено явний вигляд граничного стану
залежно вiд 𝑐𝑗. Параметри 𝑐𝑗 трактуються як незмiннi в часi величини,
якi характеризують умови сприятливостi для iснування популяцiї в ко-
жному з регiонiв 𝜔𝑗. Обчислення явних значень граничних координат
(а також численнi комп’ютернi симуляцiї) доводять, що iснує пряма їх
залежнiсть цих параметрiв: чим бiльше значення 𝑐𝑗, тим бiльше значен-
ня вiдповiдної 𝑗-ої граничної координати. Тобто сприятливiшi умови для
iснування популяцiї в деякому регiонi приводять до збiльшення кiлькостi
особин популяцiї в цьому регiонi. Це пiдтверджує адекватнiсть матема-
тичної моделi.

Додаток мiстить список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та
вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї.

Ключовi слова: складна динамiчна система, динамiчна система конф-
лiкту, рiзницеве рiвняння, багатокомпонентна динамiчна система, компо-
зицiя (перетворення чи вiдображення) конфлiкту, притягальна взаємо-
дiя, нерухома точка, граничний стан, стiйкiсть граничного стану, дискре-
тна мiра, стохастичний вектор, достовiрна подiя, стратегiя прiоритету,
iтерацiйне подрiбнення простору, точковий спектр.
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Abstract

Satur O.R. Analysis of trajectories behavior in models of complex
dynamical systems with attractive interaction. — Qualifying scientific
work on the rights of the manuscript.

Thesis for the degree of Doctor of Philosophy, speciality 111 “Mathema-
tics”. – Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2020.

The thesis is devoted to the study and construction of models of di-
screte dynamic conflict systems with attractive interaction. The notion of
dynamic conflict system has appeared as a mathematical tool for describing
the behavior of various complex physical systems with two or more conflicting
sides. In fact, dynamic conflict system is a system that unites several dynamic
systems, whose evolution is deformed under influence of conflict interaction
between separate subsystems. Identification of the law of the dynamics of the
entire system is a non-trivial task in each specific case; this law must include
information about the states of individual components of the system at each
moment of time, the type of conflict interaction and its influence on behavior
of the system at next moments of time. Even the simplest cases are interesting
because of their nonlinearity. The purpose of the theory of dynamic systems
of conflict is to give an adequate description of real physical systems, which
consist not only of two, but also of many interacting sides.

The purpose of the thesis is to develop the theory of dynamic conflict
systems, to build specific models and to study the trajectories behavior in
the case when separate subsystems attract each other. In this case, the effect
of conflict is that the free opponents behavior is deformed. In particular,
they can lose regions of successful presence by concentrating in regions of
joint attractors. Finding such limiting attractors, describing their structure,
basins of attraction, stationary equilibrium states, the existence of cyclic
orbits are typical problems in this research area, which have so far been
studied only partially.
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The specification of such problems in relation to models of complex
dynamic systems with attractive interaction is relevant from the point of
view of possible applications in various problems in economics, ecology and
sociology. Finding a balance between production and consumption, the use of
resources and their natural restoration in the ecological balance, in particular,
the search for compromises in contradictory, often acutely conflicting social
processes (for example, ethnic, religious, national, linguistic) are not possi-
ble without constructing adequate mathematical models of dynamic systems
with different types of interactions, both repulsive and attractive.

In addition to purely theoretical problems on the trajectories behavior
in specific models of complex dynamic systems with attractive interaction,
the thesis concerns the dependence of the main dynamic characteristics of
the system on the choice of strategic parameters, such as the activity of
conflict interaction, the role of network connections between system agents,
the choice of priority regions of presence in the iterative process, division of
space, random influences and changes in statistical data.

The dissertation consists of annotations in Ukrainian and in English,
introduction, three chapters of the main results, conclusions, the list of
references and appendix.

The introduction grounds the relevance of the research topic, formulates
the purpose, object, subject, task, and methods of the research, indicates
the scientific novelty of the obtained results, their practical significance, the
relation of the research to scientific programs, the personal contribution of
the applicant, and also points out where the results of the dissertation have
been disseminated in both conference talks and journal publications.

The main part of the thesis is devoted to dynamic conflict systems with
attractive interaction in discrete time in terms of two and more stochastic
(normalized to one) time-dependent vectors p𝑡

𝑖 = (𝑝𝑡𝑖𝑗)
𝑛
𝑗=1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

𝑚 ≥ 2, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝑛 ≥ 2. Evolution in time is given by the mapping,
which is denoted by the symbol > and acting in space R𝑛

+.
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The mapping > generates multicomponent dynamical system in discrete
time with trajectories{︀

p𝑡
𝑖

}︀ >,𝑡−→
{︀
p𝑡+1
𝑖

}︀
, 𝑡 = 0, 1, . . . .

In the general case, the coordinates of the vectors p𝑡+1
𝑖 are determined iterati-

vely from the coordinates of the previous vectors using the system of diffe-
rence equations:

𝑝𝑡+1
𝑖𝑗 =

1

𝑧𝑡
(︀
𝑝𝑡𝑖𝑗
(︀
𝜃𝑡 +1

)︀
+ 𝜏 𝑡𝑗

)︀
, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝑡 = 0, 1, . . . , (1)

where 𝜃𝑡 = 𝜃
(︀
p𝑡
1,p

𝑡
2, . . . ,p

𝑡
𝑚

)︀
is some bounded positive function that

determines the free evolution of the system, and the set of positive functi-
ons 𝜏 𝑡𝑗 (depending on the vectors coordinates p𝑡

𝑖) corresponds to the interacti-
on effect. The values of these functions for each fixed 𝑡 form some non-
stochastic vector with non-negative coordinates, denoted by the symbol
𝒯 𝑡 =

(︀
𝜏 𝑡𝑗
)︀𝑛
𝑗=1

and called the attractor index, since its properties determine
the effect of attraction between the initial vectors. The normalizing denomi-
nator 𝑧𝑡 ensures the stochasticity of the vectors p𝑡+1

𝑖 . According to the above
equations, the distance between vectors p𝑡

𝑖 in 𝑙1-norm converges to zero,

‖p𝑡
𝑖 − p𝑡

𝑘‖1 =
𝑛∑︁

𝑗=1

|𝑝𝑡𝑖𝑗 − 𝑝𝑡𝑘𝑗| → 0, 𝑖 ̸= 𝑘, 𝑖, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚,

so the mapping > given by these equations describes an attractive interaction.
The construction of dynamical system based on difference equations (1)

and an analysis of its general properties are given in Chapter 2 after review
of literature on the topic of the thesis given in Chapter 1. In Sections 2.1–2.4
we study various models of dynamic conflict systems with involvement, whi-
ch firstly describe the behavior of a pair, and then of an arbitrary finite
number of opponents, with a different way of specifying the coordinates 𝜏 𝑡𝑗
for the attractor index. In particular, a model of dynamic conflict system is
investigated in the case when 𝜏 𝑡𝑗 is chosen as the minimum value of the coordi-
nates of the index 𝑗 in vectors p𝑡, r𝑡. Such dynamical system is generalized
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for the case of a finite number of interacting opponents. The existence of
fixed points is proved and their description in terms of the limiting values
of the vector 𝒯 𝑡=∞ is given. Several specific variants of this model have
been constructed is given. An explicit relationship was established between
the limiting state of the system and the attractor index. Conditions for the
method of defining 𝒯 are found, under which all trajectories coincide with
the 𝜔-limit set Γ∞, which is a cycle. The instability of such limiting orbits is
proved. All results are illustrated with examples from computer simulations.
It is important that models of dynamical systems of this kind can describe
the dynamics of real processes. As an illustration, we can assume that the
attractor index 𝒯 𝑡 corresponds to the nature of the external influence on
the system (for example, informational influence on society). By controlling
the values of the attractor exponent, one can both describe and control the
behavior of the system.

Chapter 3 is entirely devoted to building specific models. So Section 3.1 is
concerned with various variants of the model of the spread of beliefs, which
approach a consensus over time. This model is essentially an analogue of well-
known constructions, but is based on a completely different law of mutual
influence between agents and essentially uses the theory of dynamic conflict
systems with attractive interaction. The mechanism of interaction between
two agents is specified using difference equations of the form (1) and involves
a detailed analysis of the dynamics. In particular, the thesis describes the
behavior of agents in the case of making binary decisions in terms of the
time evolution of vectors and trajectories with both two and many alternative
positions. It is shown that the difference between agents opinion affects the
intensity of interaction.

Section 3.2 deals with the problem of the existence of sure event in
dynamic conflict systems. Here we consider the simplest abstract model of
dynamic conflict system with attractive interaction in the case of only two
vectors p𝑡 and r𝑡, where function 𝜃𝑡 = 0, and coordinates 𝜏 𝑡𝑗 of the attractor
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index are defined as the product of coordinates of vectors p𝑡, r𝑡, that is
𝜏 𝑡𝑗 = 𝑝𝑡𝑗𝑟

𝑡
𝑗, 𝑡 = 0, 1, 2, . . . . The sure event is characterized by the state of

a system with finitely many positions 𝜔𝑖 when all coordinates of the distri-
bution are equal to zero, except a single fixed coordinate equal to 1. The
model assumes the interpretation of the problem of searching for conditions
when various discrete random distributions are attracted and concentrated
in fixed position with unit probability. We establish a number of sufficient
conditions under 𝑡 → ∞. The simplest of them are formulated in terms of the
maximum values of the coordinates 𝑝𝑖, 𝑟𝑖, the products of these coordinates
𝜌𝑖 = 𝑝𝑖𝑟𝑖, their sums 𝜎𝑖 = 𝑝𝑖 + 𝑟𝑖 or some combinations with 𝜅𝑖 = 𝜎𝑖 + 2𝜌𝑖.
Even in this simple case, questions arise that have not yet been fully resolved.
In particular, the question of a complete description of coordinates with the
property 𝑝𝑡𝑗 → 0, 𝑟𝑡𝑗 → 0, 𝑡 → ∞. If the sure event is interpreted as the
state of consensus in social networks, then the obtained results can be used
in voter and opinion-formation models.

Section 3.3 treated the spectral problem for the distributions of dynamic
conflict systems with attractive interaction on spaces with iterative division.
Conditions are found in terms of initial distributions that guarantees the
existence of the point spectrum in the limiting distributions. The main result
states that the main condition for the existence of the point spectrum is the
strategy of priority over the opponent in a single region 𝜔𝑖 at every step.

Finally in Section 3.4 model of dynamic conflict system is constructed,
which describes evolution of the distribution of biological populations on the
resource space under constant external conditions for existence. As in the
abstract case, the dynamics is considered in terms of two vectors p𝑡 and r𝑡.
The coordinates of the first of them change according to the equations (1),
where 𝜃𝑡 = 0 and 𝜏 𝑡𝑗 are defined through the coordinates of the vector r𝑡

with additional parameters 𝑐𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. The existence of an equilibrium
attractor is proved, its stability is investigated and an explicit form of the
limiting state is established depending on 𝑐𝑗. Constants 𝑐𝑗 are interpreted



13

as time-invariable values that characterize the conditions for the existence of
a population in each 𝜔𝑗. Calculations of the explicit values of the limiting
coordinates (as well as numerous computer simulations) prove that there is a
direct dependence of these parameters: the larger the value of 𝑐𝑗, the larger
the value of the corresponding limit coordinate. Thus favorable conditions
for the existence of a population in a certain region lead to an increase in
the number of individuals of the population in this region. This confirms the
adequacy of the mathematical model.

Appendix contains the applicant’s publications list concerning the topic
of the thesis and the list of seminars and conferences where the results of the
dissertation have been reported and discussed.

Key words: complex dynamic system, dynamical conflict system, diffe-
rence equation, multi-component dynamical system, conflict composition
(interaction or mapping), attractive interaction, fixed point, limit state, stabi-
lity of limit state, discrete measure, stochastic vector, sure event, strategy of
priority, iterative division of space, point spectrum.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

𝜇, 𝜈 ймовiрнiснi мiри
p, r стохастичнi вектори
ℬ борелiвська 𝜎-алгебра
𝜆 мiра Лебега
R𝑛

+ 𝑛-вимiрний простiр
Δ𝑛−1 симплекс
Ω простiр iснування
ℳ(Ω) клас ймовiрнiсних мiр
> вiдображення, перетворення конфлiкту
{Ω,ℳ(Ω),>} динамiчна система конфлiкту
ℳ+

1 (Ω) множина ймовiрнiсних дискретних мiр
Γ∞, Γ𝑛 𝜔-гранична множина
ℳpp(Ω) клас чисто точкових мiр
ℳpud(Ω) клас рiвномiрно розподiлених мiр
ℳss(Ω) клас структурноподiбних мiр
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Вступ

Актуальнiсть теми. Математичне моделювання таких явищ, як
змагання, конкуренцiя, боротьба, конфлiкт, набуває все бiльшої акту-
альностi, оскiльки лише науковi передбачення здатнi дати обґрунтова-
ний прогноз поведiнки складних iнтерактивних процесiв у суспiльствi i
природi. Найзручнiшим iнструментом моделювання таких складних си-
стем є поняття динамiчної системи. Першi моделi динамiчних систем
конфлiкту виникають iз дослiджень явища конкуренцiї мiж бiологiчними
популяцiями й забезпечення найбiльшого виграшу в азартних iграх. Ма-
тематичнi моделi, якi запропонували Т. Мальтус (1798), П.Ф. Ферхюльст
(1838), А.Дж. Лотка (1920) i В. Вольтерра (1926) iстотно використову-
вали звичайнi, але нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння й системи таких
рiвнянь для опису конфлiктної динамiки бiологiчних систем. Вiдома мо-
дель “хижак–жертва” є найбiльш популярною у цьому напрямку. З iншо-
го боку, аналiз усiх логiчних схем прийняття оптимального рiшення для
конкурентiв у рiзноманiтних суперечливих за iнтересами ситуацiях, як
чисто iгрових, так i реально життєвих, привiв до створення сучасної тео-
рiї iгор (Дж. фон Нейман, Е. Моргенштерн). Дослiдження рiзноманiтних
стратегiчних моделей, що описують конкурентну боротьбу та поведiнку
опонентiв у свiтовiй економiцi, набули величезного значення (К. Ерроу,
Т. Шеллiнг, I. Ауманн, Дж. Нешш – лише частина нобелiвських лауреа-
тiв за важливi внески в економiчну науку iз застосуванням методiв теорiї
iгор та нелiнiйної динамiки).

Iдея об’єднати поняття динамiчної системи з проблемою прийняття
оптимального рiшення у конкурентнiй боротьбi привела до виникнення
термiну “динамiчна система конфлiкту”. Так у 2003 роцi В.Д. Кошма-
ненко [9] побудував найпростiшу динамiчну систему конфлiкту, яка за-
дається рiзницевими рiвняннями. Цi рiвняння по сутi є узагальненням
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рiвнянь Лотки–Вольтерри на стохастично векторний випадок довiльної
розмiрностi. Побудована модель описувала конфлiктний перерозподiл
абстрактного ресурсного простору мiж двома альтернативними сторо-
нами. Згодом виникла назва – динамiчна система конфлiкту iз взаємодi-
єю вiдштовхування. Дослiдження теоретичних питань i побудову моде-
лей у цьому напрямi проводили С. Альбеверiо, М. Працьовитий, Г. Тор-
бiн [26, 27, 29], К. Салам, К. Такахашi [79], В. Кошманенко [12], I. Са-
мойленко [28, 58, 60], М. Боднарчук, Н. Харченко [10, 59, 65], С. Петрен-
ко [7, 11], I. Веригiна [63], В. Волошина [4, 66], К. Кулаковский, Т. Кара-
таева [54,64]. Сьогоднi вже може йтися про створення оригiнальної теорiї
динамiчних систем конфлiкту. Вона охоплює серiю результатiв, у яких
дослiджуються задачi й моделi, актуальнi в сучасному свiтi, зокрема мо-
делi конфлiктного соцiуму, моделi виборiв, моделi формування поглядiв,
моделi екологiчного типу, моделi мiграцiї, моделi конфлiктного перероз-
подiлу ресурсного простору тощо. Перше i, можливо, основне питання
полягає у побудовi математичного перетворення, адекватного до кон-
флiктної взаємодiє, i виведення “правильних” еволюцiйних рiвнянь. При
цьому використовується апарат теорiї динамiчних систем, функцiональ-
ного аналiзу, теорiї мiри, теорiї ймовiрностей, фрактальної геометрiї.

У зазначених вище роботах переважно розглядалися моделi iз взає-
модiєю вiдштовхування. Динамiчнi системи конфлiкту з притягальною
взаємодiєю є не менш актуальними. Вони моделюють перерозподiл ре-
сурсного простору та присутнiсть конкурентiв у рiзних регiонах у випад-
ку, коли опоненти не вiдштовхуються, а в певному сенсi зближуються i
тим самим деформують свою самостiйну “вiльну” еволюцiю. У застосу-
ваннях цi моделi описують кооперацiю, пошук рiвноваги, компромiсу,
консенсусу. Дослiдження таких систем є цiкавим i потрiбним, оскiльки
вiдповiдне конфлiктне перетворення виникає у багатьох природних яви-
щах та задачах [8,30,34,35,37,39,46,50,54,67,68,83–85].
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Дисертацiю виконано у вiддiлi математичної фiзики Iнституту матема-
тики НАН України в рамках тем “Дослiдження моделей математичної
фiзики, що описують детермiнованi та стохастичнi процеси в складних
системах” (номер держреєстрацiї 0116U00310) i “Аналiтичнi та груповi
методи дослiдження математичних моделей сучасного природознавства”
(номер держреєстрацiї 0117U002119), а також в рамках проєкту Нацiо-
нального фонду дослiджень України 2020.02/0089 “Складнi динамiчнi
системи в природничих науках: теорiя, математичне моделювання, чи-
сельнi методи та застосування до передових технологiй” (номер держре-
єстрацiї 0120U104004).

Мета i завдання дослiдження. Мета дисертацiйної робити:

1. Розвинути теорiю динамiчних систем конфлiкту з притягальною вза-
ємодiєю разом iз аналiзом математичних моделей i описом поведiнки
траєкторiй у моделях з багатьма альтернативними позицiями.

2. Встановити факт iснування iнварiантних граничних станiв i дослiди-
ти їхнi властивостей для певного класу динамiчних систем конфлiкту
з притягальною взаємодiєю. Побудувати конкретнi моделi таких сис-
тем заданих рiзницевими рiвняннями.

3. Узагальнити формули, якi визначають конфлiктне перетворення для
пари опонентiв на випадок багатьох взаємодiючих сторiн. Побудува-
ти й дослiдити моделi багатокомпонентних дискретних динамiчних
систем конфлiкту з притягальною взаємодiєю. Довести iснування не-
рухомих точок i знайти умови iснування циклiчних орбiт.

4. Одержати достатнi умови виникнення достовiрної подiї (одночасної
присутностi гравцiв у фiксованому регiонi) для багатокомпонентної
динамiчної системи з притягальною взаємодiєю.
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5. Знайти умови (критерiй) виникнення точкового спектру у граничних
розподiлах для систем конфлiкту на ресурсних просторах з iтерацiй-
ним фрактальним подрiбненням.

Об’єктом дослiдження є динамiчнi системи конфлiкту та їхнi моделi.
Предметом дослiдження є асимптотика траєкторiй i властивостi гра-

ничних станiв динамiчних систем конфлiкту з притягальною взаємодiєю:
умови iснування нерухомих точок, їхня стiйкiсть, басейни притягання,
спектральна структура.

Методи дослiдження. В роботi використовувалися методи математи-
чного аналiзу, теорiї рiзницевих i диференцiальних рiвнянь, теорiї функ-
цiй дiйсної змiнної, теорiї мiри, теорiї ймовiрностей i фрактального ана-
лiзу.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати,
якi визначають наукову новизну та виносяться на захист:

1. Розвинуто теорiю динамiчних систем конфлiкту з притягальною
взаємодiєю разом iз аналiзом математичних моделей i описом пове-
дiнки траєкторiй у моделях з багатьма альтернативними позицiями.

2. Доведено iснування iнварiантних граничних станiв i дослiджено їхнi
властивостi для певного класу динамiчних систем конфлiкту з при-
тягальною взаємодiєю. Побудувано конкретнi моделi таких систем
заданих рiзницевими рiвняннями.

3. Узагальнено формули, якi визначають конфлiктне перетворення для
пари опонентiв на випадок багатьох взаємодiючих сторiн. Побудува-
но й дослiджено моделi багатокомпонентних дискретних динамiчних
систем конфлiкту з притягальною взаємодiєю. Доведено iснування
нерухомих точок i знайдено умови iснування циклiчних орбiт.

4. Одержано достатнi умови виникнення достовiрної подiї (одночасної
присутностi гравцiв у фiксованому регiонi) для багатокомпонентної
динамiчної системи з притягальною взаємодiєю.
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5. Знайдено критерiй виникнення точкового спектру у граничних роз-
подiлах для систем конфлiкту на ресурсних просторах з iтерацiйним
фрактальним подрiбненням.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна ро-
бота має теоретичний характер. Отриманi результати та запропонованi
моделi припускають використання в екологiї, бiологiї, соцiологiї та еко-
номiцi.

Особистий внесок здобувача. Визначення напряму дослiдження,
а також постановка задач належить науковому керiвниковi – доктору
фiзико-математичних наук, професоровi В.Д. Кошманенку. Основнi ре-
зультати, що виносяться на захист, авторка отримала самостiйно. Зi ста-
тей, опублiкованих у спiвавторствi, до дисертацiї доданi лише тi резуль-
тати, якi належать авторцi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї
доповiдалися й обговорювалися на:

∙ Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Асимптотичнi методи в теорiї
диференцiальних рiвнянь” (Київ, 2017);

∙ 8-мiй Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми матема-
тичного моделювання, прогнозування та оптимiзацiї” (Кам’янець-
Подiльський, 2018);

∙ Internation conference “Modern stochastics: theory and application. IV”
(Київ, 2018);

∙ Лiтнiй школi у Унiверситетi Градець-Кралове (Чехiя, 2018);

∙ Мiжнароднiй конференцiї молодих вчених (Київ, 2019);

∙ III International scientific and practical conference “Modeling, control
and information technologies” (Рiвне, 2019);
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∙ семiнарi вiддiлу математичної фiзики Iнституту математики НАН
України (керiвник семiнару: член-кореспондент НАН України, про-
фесор А.Г. Нiкiтiн);

∙ cемiнарi “Складнi системи конфлiкту: динамiка, моделi, спектраль-
ний аналiз” Iнституту математики НАН України (керiвник семiнару:
доктор фiз.-мат. наук, професор В.Д. Кошманенко).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано
у 11 наукових публiкацiях. Шiсть iз них [13, 17, 18, 20, 21, 66] – це статтi
у наукових виданнях, внесених до перелiку наукових фахових видань
України, три з яких [13,20,66] входять до наукової бази Scopus або Web of
Science. Роботи [19,56,57,80,81] опублiковано у матерiалах мiжнародних
наукових конференцiй.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу,
трьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел (85 найменувань)
та додатку. Повний обсяг дисертацiї становить 130 сторiнок.

Подяки. Авторка висловлює щиру вдячнiсть науковому керiвнику
доктору фiзико-математичних наук, професору Володимиру Дмитрови-
чу Кошманенку за постановку задач, постiйну увагу i допомогу у процесi
роботи над дисертацiєю, конструктивнi зауваження, а також спiвавторам
та працiвникам вiддiлу математичної фiзики за творчi i плiднi дискусiї.
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РОЗДIЛ 1

Огляд лiтератури i попереднi вiдомостi

Сучасний розвиток науки характеризується величезною увагою до ви-
вчення складних нелiнiйних систем i вiдповiдних до них процесiв i явищ
природи й суспiльства. На сьогоднi дослiдження складних систем – це
один iз найдiєвiших способiв пiзнання свiту. Застосуванння теорiї дина-
мiчних систем до опису i прогнозування актуальних процесiв сучасного
свiту має набуває все бiльшого значення.

Свої початки теорiя динамiчних систем бере в роботах I. Ньютона
з механiки. Саме Ньютон запропонував спосiб описувати рiзнi процеси
i явища за допомогою диференцiальних рiвнянь i динамiчних систем.
Основоположником якiсної теорiї динамiчних систем вважається А. Пу-
анкаре. Теорiя динамiчних систем стала унiверсальним знаряддям для
пояснення рiзноманiтних явищ, що спостерiгалися в механiцi, астроно-
мiї, статистичнiй фiзицi, радiофiзицi, електронiцi, гiдродинамiцi, теорiї
коливань тощо. Ця теорiя широко використовує рiзнi галузi математи-
ки, зокрема теорiю диференцiальних i рiзницевих рiвнянь, топологiю,
теорiю множин i дискретних вiдображень, теорiю теорiї мiри. В Українi
значний внесок у розвиток теорiї динамiчних систем i її застосувань зро-
били М.М. Боголюбов, Ю.О. Митропольський, А.М. Самойленко. Розви-
тком топологiчних проблем теорiї динамiчних систем активно продовжує
займатися О.М. Шарковський.

Узагалi пiд динамiчною системою розумiють довiльну фiзичну систе-
му чи процес, для якого має сенс поняття стану i його еволюцiя в часi.
Математично динамiчна система задається набором деяких величин, якi
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фiксують точку у фазовому просторi станiв системи, й вiдображенням
(неперервним або дискретним), яке визначає закон еволюцiї, змiну стану
системи в час у виглядi траєкторiї у фазовому просторi. Закон еволюцiї
для динамiчних систем зазвичай задається за допомогою диференцiаль-
них або рiзницевих рiвнянь, дискретних вiдображень, теорiї графiв тощо.
Вибiр одного зi способiв задання визначає конкретний вид математичної
моделi вiдповiдної динамiчної системи.

Одним iз перших абстрактних рiвнянь, що описують динамiку бiоло-
гiчних популяцiй, було рiвняння, яке запропонував Мальтус 1798 року в
термiнах диференцiальних рiвнянь [14]

d𝑃

d𝑡
= (𝑏− 𝑑)𝑃,

де 𝑏 i 𝑑 – коефiцiєнти народжуваностi i смертностi. Його розв’язок має
вигляд

𝑃 (𝑡) = 𝑃0𝑒
(𝑏−𝑑)𝑡,

де 𝑃0 – початкова чисельнiсть популяцiї. Швидкiсть змiни популяцiї 𝑏−𝑑

в подальших моделях, Р. Фiшер назвав мальтусовим параметром росту
популяцiї [43], а А.Дж. Лотка – внутрiшньою швидкiстю росту [70, 71].
Цю моделю часто називають експоненцiйним законом. Мальтус вважав,
що всi форми життя мають схильнiсть до експоненцiального зростан-
ня популяцiї, коли ресурси в надлишку. Але фактичний рiст обмежений
доступом до ресурсiв. В 1938 П.Ф. Ферхюльст, прочитавши препринт
Мальтуса, ввiв модель росту популяцiї з урахування обмеженостi ресур-
сiв:

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= (𝑏− 𝑑)𝑃 − 𝑐𝑃 2,

де 𝑐 – коефiцiєнт насичення ресурсами. Це рiвняння враховує конкурен-
тну боротьбу iндивiдiв фiксованої популяцiї за життєвий ресурс.

Звiдси виникає один з найвiдомiших законiв, що описує динамiку
чисельностi внутрiшньо конкурентної популяцiї – логiстичне рiвняння,
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дискретний варiант якого має вигляд

𝑥𝑛+1 = 𝑟𝑥𝑛 (1− 𝑥𝑛) ,

де 𝑥𝑛 вiдображає чисельнiсть популяцiї на 𝑛-му роцi, параметр 𝑟 хара-
ктеризує швидкiсть росту популяцiї. Це рiвняння є прикладом простого
нелiнiйного рiвняння, яке залежно вiд значення параметра 𝑟 описує скла-
дну й навiть хаотичну поведiнку (див. [23, 24]).

Пiзнiше, в серединi 20-х рокiв минулого столiття А.Дж. Лотка [70,71]
i В. Вольтерра [5] узагальнили моделi Мальтуса i Ферхульста та запропо-
нували одну з перших математичних моделей конфлiктно взаємодiючих
популяцiй, сьогоднi добре вiдому модель “жертва–хижак”. Ця модель за-
дана системою диференцiальних рiвнянь, якi сьогоднi мають назву рiв-
няння Лотки–Вольтерри:

�̇� = 𝑎𝑁 − 𝑏𝑁𝑃, �̇� = −𝑐𝑃 + 𝑑𝑁𝑃, (1.1)

де 𝑁 i 𝑃 – чисельнiсть жертв i хижакiв, вiдповiдно, а 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 > 0 – пара-
метри, що описують швидкiсть росту популяцiї жертв, швидкiсть росту–
смертностi хижакiв та природного закону їхньої взаємозалежностi (пе-
реважно ефективнiсть споживання жертв хижаками). Модель Лотки—
Вольтерри має величезну кiлькiсть застосувань до спостережень змi-
ни чисельностi рiзних популяцiй. Модель набула потужного розвитку
та узагальнень в роботах багатьох авторiв. Зокрема, ця модель дослi-
джувалась в роботах таких вiдомих вчених як Р. Мей, Дж. Мюррей,
Дж. Хофбауер та К. Зiгмунд [46, 47, 49, 51, 73–75, 78]. Цей напрям дослi-
джує еволюцiю кiлькiсних характеристик опонентiв. В бiльшостi робiт
моделi будують з використанням рiвнянь Лотки—Вольтерри або логi-
стичного рiвняння Верхюльста в неперервному часi i у просторi, не подi-
леному на регiони. Ця модель має широке застосування в бiологiї, хiмiї,
екологiї та соцiологiї.

Цiкавий варiант дискретної моделi для опису динамiки популяцiї
системи “носiй-паразит” розробили в 1930-х роках австралiйськi вченi
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Д. Нiколсон i В.А. Бейлi. Їхнiй варiант моделi “хижак-жертва” може бу-
ти представлений зо допомогою рiзницевих рiвнянь Нiколсона–Бейлi у
виглядi [76]:

𝑁𝑡+1 = 𝑟𝑁𝑡𝑒
−𝑎𝑃𝑡,

𝑃𝑡+1 = 𝑞𝑁𝑡(1− 𝑒−𝑎𝑃𝑡),

де 𝑎, 𝑟, 𝑞 – додатнi параметри, 𝐻 – розмiр популяцiї носiя, 𝑃 – розмiр
популяцiї паразиту, 𝑟 – швидкiсть вiдновлення носiя, 𝑎 – ефективнiсть
пошуку паразитоїду та 𝑞 – середнє число жизнездатних яєць, якi паразит
вiдкладає на одному носiї. Успiшно займався дослiдженням дискретних
моделей такого типу М. П. Хассел [45].

В дисертацiйнiй роботi розвивається новий пiдхiд до побудови моде-
лей з конкуруючими сторонами, який започаткований В.Д. Кошманен-
ком [9, 12, 58, 62, 64]. В цьому пiдходi аналоги скалярних величин 𝑃 , 𝑁 ,
якi мали змiст кiлькостi, замiняються на векторнi, p та r:

p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛), r = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑛), 𝑛 > 1.

Координати 𝑝𝑖, 𝑟𝑖 мають статистичний сенс. Вони вiдповiдають ймовiрно-
стям перебування кожного з опонентiв у 𝑖-му регiонi (позицiї) ресурсного
простору. У ще бiльш загальному пiдходi замiсть векторiв p, r викори-
стовуються випадковi розподiли заданi ймовiрнiсними мiрами 𝜇, 𝜈. Закон
динамiки записується у виглядi системи досить простих але нелiнiйних
рiзницевих або диференцiальних рiвнянь.

Так, в роботах [9, 58] вперше було розглянуто математичну модель
конфлiкту з скiнченним набором позицiй для двох незнищенних про-
тивникiв. В теперiшнiй термiнологiї було побудовано модель динамiчної
системи конфлiкту з вiдштовхувальною взаємодiєю у просторi подiлено-
му на регiони. Закон динамiки в цiй моделi можна вважати узагальнени-
ми векторними варiантами рiвнянь Лотки–Вольтерри. Термiн динамiчна
система конфлiкту введено в роботi [10], а саме це поняття, як iнстру-
мент для математичного опису процесу конфлiктної боротьби мiж двома
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i декiлькома протидiючими сторонами розвинуто у рядi наступних робiт
В.Д. Кошманенка з його учнями i колегами, (див. докладнi посилання
у [12]). Опишемо детальнiше це поняття.

Розглянемо фiзичну систему, яка складається з двох (можна i декiль-
кох) протидiючих сторiн, якi позначимо через 𝐴 та 𝐵 i назвемо опонен-
тами. Вважаємо, що опоненти iснують на спiльному ресурсному просто-
рi Ω i незнищеннi. Стани такої системи природно задавати випадкови-
ми розподiлами у термiнах ймовiрнiсних мiр 𝜇, 𝜈 визначених на деякiй
𝜎-алгебрi пiдмножин з простору Ω. Фiксований клас цих мiр позначи-
мо ℳ(Ω). Конфлiктну взаємодiю (композицiю конфлiкту) мiж опонен-
тами 𝐴 та 𝐵, як вiдображення (перетворення) в просторi пар мiр з ℳ(Ω),
позначаємо символом >. Це вiдображення задає еволюцiю фiзичної си-
стеми у виглядi траєкторiй:{︃

𝜇𝑡=0

𝜈𝑡=0

}︃
>,𝑡−→

{︃
𝜇𝑡

𝜈𝑡

}︃
, 𝑡 > 0,

де >, 𝑡 позначає конфлiктне перетворення на момент часу 𝑡. Динамiчна
система такого типу позначається як {Ω,ℳ(Ω),>} i називається дина-
мiчною системою конфлiкту. Звичайно, простiр Ω, клас мiр ℳ(Ω) та
вiдображення > треба визначати додатково у кожному конкретному ви-
падку.

У рядi важливих випадкiв, якi близькi до застосувань, припускає-
ться, що ресурсний простiр Ω, на якому спiвiснують опоненти 𝐴 та 𝐵,
природним чином розкладено на скiнчену кiлькiсть регiонiв:

Ω =
𝑛⋃︁

𝑖=1

Ω𝑖, 2 6 𝑛 < ∞.

Кожен окремий регiон Ω𝑖 називається позицiєю конфлiкту. Розподiл опо-
нентiв 𝐴, 𝐵 на Ω зводиться до задання дискретних мiр: 𝜇(Ω𝑖) = 𝑝𝑖

та 𝜈(Ω𝑖) = 𝑟𝑖. Числа 𝑝𝑖, 𝑟𝑖 є координатами стохастичних векторiв
p = (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛), r = (𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑛) ∈ R𝑛

+ (‖p‖1 = ‖r‖1 = 1). Цi числа є
ймовiрностями присутностi опонентiв 𝐴, 𝐵 в рiзних позицiях конфлiкту.
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Конфлiкту взаємодiю мiж опонентами 𝐴, 𝐵 можна записати в термi-
нах еволюцiї векторiв p, r пiд дiєю перетворення > в прямому добутку
просторiв R𝑛

+. Вiдзначимо, що у роботах [18,60,79] цей пiдхiд узагальнено
для трiйки опонентiв, а у роботi [21] для довiльної скiнченної кiлькостi
опонентiв на Ω.

В роботах [2, 26] дослiджувались рiзнi задачi, повязанi з динамiчни-
ми системами конфлiкту у дискретному часi в термiнах стохастичних
векторiв заданих траєкторiями:

{p𝑡, r𝑡} >,𝑡−→ {p𝑡+1, r𝑡+1}, 𝑡 = 0, 1, 2, . . . ,

де координати векторiв p𝑡+1, r𝑡+1 визначалися системою рiзницевих рiв-
нянь. Найпростiший варiант таких рiвнянь має вигляд

𝑝𝑡+1
𝑖 =

1

𝑧𝑡
𝑝𝑡𝑖(1− 𝛼𝑟𝑡𝑖), 𝑟𝑡+1

𝑖 =
1

𝑧𝑡
𝑟𝑡𝑖(1− 𝛼𝑞𝑡𝑖), −1 ≤ 𝛼 ≤ 1,

де 𝑧 = 1− 𝛼(p, r) – нормувальний знаменник, (·, ·) – скалярний добуток
в R𝑛.

У подальших працях В.Д. Кошманенка i його учнiв було одержано
серiю результатiв, як теоретичного значення так i в побудовi та дослi-
дженi конкретних моделей з рiзним способом задання вiдображення >.
Основна задача – це вивчення поведiнки траєкторiй системи при 𝑡 → ∞,
встановлення iснування i знаходження граничних асимптотичних станiв,
пошук атракторiв та їхнiх басейнiв, доведення iснування нерухомих то-
чок (рiвноважних станiв) та iснування циклiчних орбiт.

Динамiчнi системи конфлiкту дослiджуються не лише в термiнах сто-
хастичних векторiв i дискретних мiр, а й у термiнах кусково рiвномiрно
розподiлених мiр, абсолютно неперервних мiр, структорноподiбних мiр.
У роботах С. Альбоверiо, В. Кошманенка, I. Самойленка, Н. Харчен-
ко, С. Петренка [4, 11, 12, 28, 29, 59, 61, 63, 65, 66] дослiджено спектральнi
властивостi граничних мiр, знайдено зв’язок мiж структурою граничних
розподiлiв для ймовiрнiсних мiр з класичним розкладом Гана–Жордана
для зарядiв, породжених рiзницею початкових мiр.
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У роботах [7, 8, 12, 54, 60] розвинуто моделi з прикладним застосува-
нням: модель динамiчної системи конфлiкту типу вогонь-вода, модель
конфлiктної трiади, модель соцiуму, модель конфлiктного перерозподi-
лу ресурсного простору.

Фактично, у всiх зазначених вище роботах дослiджувались моделi з
мiнус взаємодiєю, тобто iз взаємодiєю вiдштовхування. Опоненти вва-
жалися альтернативними. Ситуацiя з плюс взаємодiєю, коли опоненти
притягуються, майже не розглядалася. Розвитку теорiї й побудовi моде-
лей з притягальною взаємодiєю присвячена ця дисертацiя.
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РОЗДIЛ 2

Динамiчнi системи конфлiкту
iз взаємодiєю притягання

2.1. Побудова динамiчних систем конфлiкту
з притягальною взаємодiєю в термiнах
дискретних мiр

В цьому пiдроздiлi описана побудова багатокомпонентної динамi-
чної системи конфлiкту з притягальною взаємодiєю, яка моделює пове-
дiнку довiльної скiнченної кiлькостi сторiн з плюс взаємодiєю. Основ-
ним iнструментом для побудови є поняття динамiчної системи конф-
лiкту, вiдображення > в просторi стохастичних векторiв, яке вiдповiдає
притягальнiй взаємодiї, та показника атрактора, який позначено векто-
ром 𝒯 𝑡 = (𝜏 𝑡𝑗)

𝑛
𝑗=1. Вiн характеризує “силу” притягальної взаємодiї i тому

називається показником атрактора.
Нехай Ω = {𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑛}, 𝑛 > 1 – деяка скiнченна множина з

дискретною топологiєю. Позначимо через ℳ+
1 (Ω) множину дискретних

ймовiрнiсних мiр на Ω. Розглянемо довiльну фiксовану пiдмножину мiр
𝜇𝑖 ∈ 𝑀+

1 (Ω), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑚 ≥ 2. Кожну з цих мiр 𝜇𝑖 можна ототожнити
з стохастичним вектором p𝑖 = (𝑝𝑖𝑗)

𝑛
𝑗=1, якщо покласти

𝑝𝑖𝑗 = 𝜇𝑖(𝜔𝑗), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Для побудови динамiчної системи визначимо вiдображення > у про-
сторi стохастичних векторiв (перетворення конфлiкту) таким чином.
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Кожному векторовi p𝑖 = (𝑝𝑖𝑗)
𝑛
𝑗=1 поставимо у вiдповiднiсть вектор

p1
𝑖 = (𝑝1𝑖𝑗)

𝑛
𝑗=1 за правилом, визначеним у термiнах координат

𝑝1𝑖𝑗 =
1

𝑧

(︀
𝑝𝑖𝑗(𝜃 + 1) + 𝜏𝑗

)︀
,

де 𝜃 = 𝜃
(︀
p1,p2, . . . ,p𝑚

)︀
– довiльна обмежена додатна функцiя,

𝒯 =
(︀
𝜏𝑗
)︀𝑛
𝑗=1

– деякий (взагалi не стохастичний) вектор з невiд’ємни-
ми координатами, якi є фiксованими функцiями векторiв p1, . . . ,p𝑚, а
𝑧 – нормувальний знаменник.

Iтерацiя цього вiдображення генерує багатокомпонентну динамiчну
систему з траєкторiями{︀

p𝑡
1,p

𝑡
2, . . . ,p

𝑡
𝑚

}︀ >,𝑡−→
{︀
p𝑡+1
1 ,p𝑡+1

2 , . . . ,p𝑡+1
𝑚

}︀
, 𝑡 = 0, 1, . . . , (2.1)

де p𝑡=0
𝑖 = p𝑖, а координати кожного вектора p𝑡

𝑖 = (𝑝𝑡𝑖𝑗)
𝑛
𝑗=1 змiнюються

згiдно з рiвняннями

𝑝𝑡+1
𝑖𝑗 =

1

𝑧𝑡
(︀
𝑝𝑡𝑖𝑗
(︀
𝜃𝑡 + 1

)︀
+ 𝜏 𝑡𝑗

)︀
, 𝑡 = 0, 1, . . . , (2.2)

𝜃𝑡 = 𝜃
(︀
p𝑡
1,p

𝑡
2, . . . ,p

𝑡
𝑚

)︀
, 𝑧𝑡 = 1 + 𝜃𝑡 +𝑊 𝑡, 𝑊 𝑡 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜏 𝑡𝑗 > 0. (2.3)

Задача полягає в дослiдженнi поведiнки траєкторiй динамiчної систе-
ми (2.1) залежно вiд способу задання 𝜏 𝑡𝑗 , як конкретних функцiй. Зокре-
ма, у випадку явного вигляду координат 𝜏 𝑡𝑗 як функцiй вiд координат
усiх векторiв p𝑡

𝑖.
Варто зауважити, що при будь-якому заданнi показника атрактора

𝒯 𝑡 = (𝜏 𝑡𝑗)
𝑛
𝑗=1, згiдно з рiвняннями (2.2), вiдстань мiж кожною парою ве-

кторiв p𝑡
𝑖, p𝑡

𝑘 в 𝑙1-нормi зменшується на кожному кроцi iтерацiї. Завдяки
(2.3) легко помiтити, що

||p𝑡+1
𝑖 − p𝑡+1

𝑘 ||1 < ||p𝑡
𝑖 − p𝑡

𝑘||1 =
𝑛∑︁
𝑙=1

|𝑝𝑡𝑖𝑙 − 𝑝𝑡𝑘𝑙|, 𝑖 ̸= 𝑘, 𝑖, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚.

Тому взаємодiя, задана рiвняннями (2.2), є притягальною.
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2.2. Опис асимптотики граничних станiв.
Випадок двокомпонентних систем

Розглянемо систему (2.1) при 𝑚 = 2. Зафiксуємо пару ймовiрнiсних
мiр 𝜇, 𝜈 ∈ 𝑀+

1 (Ω) i перейдемо до вiдповiдної цим мiрам пари стохасти-
чних векторiв p = (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛) та r = (𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑛), де 𝑝𝑗 = 𝜇(𝜔𝑗),
𝑟𝑗 = 𝜈(𝜔𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Нелiнiйне i некомутативне перетворення конф-
лiкту > мiж векторами p, r

p1 = p> r, r1 = r> p,

задаємо явно наступним чином. Покладаємо, що нова пара векторiв p1, r1

визначається покоординатно за правилом:

𝑝1𝑗 =
1

𝑧

(︀
𝑝𝑗
(︀
𝜃 + 1

)︀
+ 𝜏𝑗

)︀
, 𝑟1𝑗 =

1

𝑧

(︀
𝑟𝑗
(︀
𝜃 + 1

)︀
+ 𝜏𝑗

)︀
,

де 𝜃 =
𝑛∑︀

𝑗=1

√
𝑝𝑗𝑟𝑗, 𝜏𝑗 = min{𝑝𝑗, 𝑟𝑗}. Нормувальний знаменник 𝑧, який

забезпечує стохастичнiсть векторiв p1 та r1, має вид 𝑧 = 1 + 𝜃 +𝑊 , де

𝑊 =
𝑛∑︀

𝑗=1

𝜏𝑗.

Для кожної пари мiр 𝜇, 𝜈 ∈ 𝑀+
1 (Ω) або, еквiвалентно, для кожної

пари стохастичних векторiв p, r ∈ R𝑛
+ (як початкової точки) iтерацiя

перетворення > породжує траєкторiю динамiчної системи конфлiкту:{︀
p𝑡, r𝑡

}︀ >−→
{︀
p𝑡+1, r𝑡+1

}︀
, p0 = p, r0 = r, 𝑡 = 0, 1, . . . . (2.4)

При цьому рiвняння (2.2), якi задають координати векторiв на 𝑡+1 кроцi,
зараз набувають вигляду

𝑝𝑡+1
𝑗 =

𝑝𝑡𝑗(𝜃
𝑡 + 1) + 𝜏 𝑡𝑗
𝑧𝑡

, 𝑟𝑡+1
𝑗 =

𝑟𝑡𝑗(𝜃
𝑡 + 1) + 𝜏 𝑡𝑗
𝑧𝑡

, (2.5)

𝜏 𝑡𝑗 = min {𝑝𝑡𝑗, 𝑟𝑡𝑗}, (2.6)

де 𝜃𝑡 =
𝑛∑︀

𝑗=1

√︁
𝑝𝑡𝑗𝑟

𝑡
𝑗, 𝑧

𝑡 = 𝜃𝑡 +1+𝑊 𝑡, 𝑊 𝑡 =
𝑛∑︀

𝑗=1

𝜏 𝑡𝑗 . Доведемо iснування гра-

ничних мiр 𝜇∞ = lim
𝑡→∞

𝜇𝑡, 𝜈∞ = lim
𝑡→∞

𝜈𝑡 в термiнах стохастичних векторiв.
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Теорема 2.1. Кожна траєкторiя динамiчної системи конфлiкту (2.4)
з початковою точкою, заданою довiльною парою стохастичних векто-
рiв p, r ∈ R𝑛

+ (𝑛 > 1), збiгається до граничного стану {p∞, r∞}. Тобто
для послiдовностей векторiв p𝑡, r𝑡, координати яких заданi формула-
ми (2.5), iснують границi:

p∞ = lim
𝑡→∞

p𝑡, r∞ = lim
𝑡→∞

r𝑡.

Доведення. Зафiксуємо довiльний iндекс 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Розглянемо по-
слiдовнiсть {𝜏 𝑡𝑗}

∞
𝑡=0

. Оскiльки 𝜏 𝑡𝑗 = min{𝑝𝑡𝑗, 𝑟𝑡𝑗}, причому 0 ≤ 𝑝𝑡𝑗, 𝑟
𝑡
𝑗 ≤ 1,

то
0 ≤ 𝜏 𝑡𝑗 ≤ 1, (2.7)

тобто {𝜏 𝑡𝑗}
∞
𝑡=0

є обмеженою при 𝑡 → ∞.

Покажемо, що {𝜏 𝑡𝑗}
∞
𝑡=0

– монотонна. З рiвностей (2.5) i (2.6) випливає,
що

𝜏 𝑡+1
𝑗 =

1

𝑧𝑡

(︂
𝜏 𝑡𝑗
(︀
𝜃𝑡 + 1

)︀
+ 𝜏 𝑡𝑗

)︂
=

1

𝑧𝑡

(︂
𝜏 𝑡𝑖
(︀
𝜃𝑡 + 2

)︀)︂
,

𝜏 𝑡+1
𝑖 = 𝜏 𝑡𝑖 ·

𝜃𝑡 + 2

𝜃𝑡 + 1 +𝑊 𝑡
. (2.8)

Позначимо 𝑠𝑡 = 𝜃𝑡+2
𝜃𝑡+1+𝑊 𝑡 , тодi 𝜏 𝑡+1

𝑗 = 𝜏 𝑡𝑗 · 𝑠𝑡. Очевидно, що 0 ≤ 𝜃𝑡 ≤ 1.

Оцiнимо 𝑊 𝑡 =
𝑛∑︀

𝑗=1

𝜏 𝑡𝑗 . З (2.6) та умови нормованостi векторiв випливає,

що 𝑊 𝑡 ≤ 1. Звiдси 𝑠𝑡 ≥ 1 i тому

𝜏 𝑡+1
𝑗 ≥ 𝜏 𝑡𝑗 . (2.9)

Отже, {𝜏 𝑡𝑗}
∞
𝑡=0

– монотонна.
Оскiльки {𝜏 𝑡𝑗}

∞
𝑡=0

– монотонна обмежена послiдовнiсть, то iснує гра-
ниця

lim
𝑡−→∞

𝜏 𝑡𝑗 = 𝜏∞𝑗 .

Зрозумiло, що це справедливо для усiх 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.
У випадку рiвних початкових векторiв p, r iз врахуванням умо-

ви (2.6), отримуємо p𝑡 = r𝑡 = 𝒯 𝑡, тобто 𝑝𝑡𝑗 = 𝑟𝑡𝑗 = 𝜏 𝑡𝑗 для довiльного
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𝑗 = 1, . . . , 𝑛. У цьому випадку з доведеного вище, випливає iснування
граничних векторiв p∞ та r∞, причому p∞ = r∞ = 𝒯 ∞.

Розглянемо випадок рiзних початкових векторiв, тобто p ̸= r. Якщо
для таких векторiв iснують деякi пари рiвних координат, наприклад,
𝑝𝑖 = 𝑟𝑖, то як i в попередньому випадку, для цих координат одержуємо
𝑝𝑡𝑖 = 𝑟𝑡𝑖 = 𝜏 𝑡𝑖 , а також 𝑝∞𝑖 = 𝑟∞𝑖 = 𝜏∞𝑖 . Для всiх нерiвних пар координат
проводимо наступнi мiркування. Нехай для деякого 𝑗 мiж координатами
виконується 𝑝𝑗 ̸= 𝑟𝑗. Без втрати загальностi покладаємо, що 𝑝𝑗 > 𝑟𝑗. Тодi,
виконуючи тотожнi перетворення цiєї нерiвностi, а саме, домноживши її
на (𝜃 + 1), додавши до обох її частин 𝜏𝑗 i подiливши на 𝑧, отримаємо

𝑝𝑖(𝜃 + 1) + 𝜏𝑖
𝑧

>
𝑟𝑖(𝜃 + 1) + 𝜏𝑖

𝑧
,

тобто 𝑝1𝑖 > 𝑟1𝑖 . Аналогiчними мiркуваннями отримуємо нерiвнiсть для
всiх 𝑡:

𝑝𝑡𝑗 > 𝑟𝑡𝑗, 𝑡 = 0, 1, . . . .

Оскiльки 𝜏 𝑡𝑗 = min {𝑝𝑡𝑗, 𝑟𝑡𝑗}, то 𝑟𝑡𝑗 = 𝜏 𝑡𝑗 . Вже доведено, що {𝜏 𝑡𝑗}
∞
𝑡=0

–
монотонна обмежена послiдовнiсть, тому {𝑟𝑡𝑗}

∞
𝑡=0

також монотонна обме-
жена послiдовнiсть, тобто iснує границя:

lim
𝑡→∞

𝑟𝑡𝑗 = 𝑟∞𝑗 = 𝜏∞𝑗 .

Доведення iснування 𝑝∞𝑗 трохи складнiше. Безпосередньо встановлю-
ємо, що для будь-якої пари координат 𝜏 𝑡𝑙 , 𝜏

𝑡
𝑗 , 𝑙, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, вектора 𝒯 𝑡

виконується вiдношення
𝜏 𝑡𝑙
𝜏 𝑡𝑗

=
𝜏𝑙
𝜏𝑗
, (2.10)

тобто 𝒯 𝑡 є незалежним вiд 𝑡. Справдi,

𝜏 𝑡+1
𝑙

𝜏 𝑡+1
𝑗

=
𝜏 𝑡𝑙 · 𝜃𝑡+2

𝜃𝑡+1+𝑊 𝑡

𝜏 𝑡𝑗 · 𝜃𝑡+2
𝜃𝑡+1+𝑊 𝑡

=
𝜏 𝑡𝑙
𝜏 𝑡𝑗
,

𝜏 𝑡𝑙
𝜏 𝑡𝑗

=
𝜏 𝑡−1
𝑙 · 𝜃𝑡−1+2

𝜃𝑡−1+1+𝑊 𝑡−1

𝜏 𝑡−1
𝑗 · 𝜃𝑡−1+2

𝜃𝑡−1+1+𝑊 𝑡−1

=
𝜏 𝑡−1
𝑙

𝜏 𝑡−1
𝑗

,
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· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
𝜏 1𝑙
𝜏 1𝑗

=
𝜏 0𝑙 · 𝜃0+2

𝜃0+1+𝑊 0

𝜏 0𝑗 · 𝜃0+2
𝜃0+1+𝑊 0

=
𝜏 0𝑙
𝜏 0𝑗

≡ 𝜏𝑙
𝜏𝑗
.

Тепер розглянемо спiввiдношення

𝜏 𝑡𝑗
𝑊 𝑡

=
𝜏 𝑡𝑗

𝜏 𝑡1 + · · ·+ 𝜏 𝑡𝑗 + · · ·+ 𝜏 𝑡𝑛
=

1
𝜏 𝑡1
𝜏 𝑡𝑗
+ · · ·+ 1 + · · ·+ 𝜏 𝑡𝑛

𝜏 𝑡𝑗

.

З рiвностi (2.10) випливає, що

𝜏 𝑡𝑗
𝑊 𝑡

=
1

𝜏 𝑡1
𝜏 𝑡𝑗
+ · · ·+ 1 + · · ·+ 𝜏 𝑡𝑛

𝜏 𝑡𝑗

=
1

𝜏01
𝜏0𝑗
+ · · ·+ 1 + · · ·+ 𝜏0𝑛

𝜏0𝑗

=
𝜏 0𝑗
𝑊 0

.

Тобто

𝜏 0𝑗
𝑊 0

=
𝜏 𝑡𝑗
𝑊 𝑡

, (2.11)

для будь-якого 𝑡 = 0, 1, . . . .
Покажемо, що послiдовнiсть {𝑝𝑡𝑗}

∞
𝑡=0

є монотонною по 𝑡. Припустимо,
що в початковий момент часу виконується нерiвнiсть 𝑝𝑗 <

𝜏𝑗
𝑊 . Помножив-

ши цю нерiвнiсть на (𝜃 + 1), додавши до обох її частин 𝜏𝑗 та подiливши
на 𝑧, отримаємо

𝑝𝑗(𝜃 + 1) + 𝜏𝑗
𝑧

<
𝜏𝑗
𝑊

· 𝜃 + 1 +𝑊

𝑧
,

тобто 𝑝1𝑗 <
𝜏𝑗
𝑊 ·1. Враховуючи доведену вище рiвнiсть (2.11), можна ствер-

джувати, що 𝑝1𝑗 <
𝜏1𝑗
𝑊 1 . Отже, згiдно з принципом математичної iндукцiї,

нерiвнiсть

𝑝𝑡𝑗 <
𝜏 𝑡𝑗
𝑊 𝑡

, (2.12)

справедлива для довiльного 𝑡.
Далi розглянемо рiзницю фiксованої 𝑗-ої координати вектора p𝑡 на

𝑡-му та (𝑡+ 1)-му кроках

𝑝𝑡+1
𝑗 − 𝑝𝑡𝑗 =

𝑝𝑡𝑗
(︀
𝜃𝑡 + 1

)︀
+ 𝜏 𝑡𝑗

𝑧𝑡
− 𝑝𝑡𝑗 =

𝜏 𝑡𝑗 − 𝑝𝑡𝑗 ·𝑊 𝑡

𝑧𝑡
=

𝑊 𝑡

𝑧𝑡

(︂
𝜏 𝑡𝑗
𝑊 𝑡

− 𝑝𝑡𝑗

)︂
.
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Очевидно, 𝑊 𝑡

𝑧𝑡 > 0. Тому, якщо виконується (2.12), то для довiльного
𝑡 = 0, 1, . . . виконується нерiвнiсть 𝑝𝑡𝑗 < 𝑝𝑡+1

𝑗 . Тобто послiдовнiсть {𝑝𝑡𝑗}
∞
𝑡=0

зростає. Аналогiчним чином доводиться, що послiдовнiсть {𝑝𝑡𝑗}
∞
𝑡=0

спадає
при умовi 𝑝𝑗 >

𝜏𝑗
𝑊 в початковий момент часу.

Таким чином доведено, що у будь-якому випадку послiдовнiсть
{𝑝𝑡𝑗}

∞
𝑡=0

є монотонною по 𝑡. За теоремою про монотонну обмежену по-
слiдовнiсть отримуємо, що iснує

lim
𝑡→∞

𝑝𝑡𝑗 = 𝑝∞𝑗 .

Отже, iснування граничних векторiв p∞, r∞ повнiстю доведено.

Наступна теорема дає опис iнварiантних вiдносно перетворення >
граничних мiр 𝜇∞, 𝜈∞ у термiнах явних значень координат стохасти-
чних векторiв p∞, r∞.

Теорема 2.2. Нехай траєкторiя динамiчної системи конфлiкту (2.4)
з початковою парою стохастичних векторiв p, r ∈ R𝑛

+ збiгається до
граничного стану {p∞, r∞}. Тодi граничний стан {p∞, r∞} є нерухомою
точкою, тобто

p∞ = p∞ * r∞, r∞ = r∞ * p∞.

Причому, якщо p = r, то p∞ = p, r∞ = r.
Якщо p ̸= r, то p∞ = r∞ i

𝑝∞𝑗 = 𝑟∞𝑗 =
𝜏𝑗
𝑊

∀ 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Доведення. Якщо початковi вектори рiвнi, то 𝑝𝑗 = 𝑟𝑗 = 𝜏𝑗 для
усiх 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Тодi завдяки стохастичностi 𝑊 = 1. Використо-
вуючи формулу (2.5), отримуємо 𝑝1𝑗 = 𝑝𝑗 = 𝑟𝑗 = 𝑟1𝑗 . Аналогiчно
𝑝𝑡𝑗 = 𝑝𝑗 = 𝑟𝑗 = 𝑟𝑡𝑗. Тому при 𝑡 → ∞

p∞ = p = r = r∞.
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Доведемо теорему для випадку рiзних початкових векторiв. Розгля-
немо рiзницю 𝑗-их координат векторiв p𝑡+1 та r𝑡+1 i покажемо, що вона
прямує до нуля. Позначимо 𝑑𝑡+1

𝑗 := 𝑝𝑡+1
𝑗 − 𝑟𝑡+1

𝑗 , тодi

𝑑𝑡+1
𝑗 =

𝑝𝑡
(︀
𝜃𝑡 + 1

)︀
+ 𝜏 𝑡𝑗

𝑧𝑡
−

𝑟𝑡
(︀
𝜃𝑡 + 1

)︀
+ 𝜏 𝑡𝑗

𝑧𝑡
=

1

𝑧𝑡
(︀
𝑝𝑡𝑗 − 𝑟𝑡𝑗

)︀(︀
𝜃𝑡 + 1

)︀
,

𝑑𝑡+1
𝑖 = 𝑑𝑡𝑖 · 𝑘𝑡, (2.13)

де 𝑘𝑡 = 𝜃𝑡+1
𝜃𝑡+1+𝑊 𝑡 . Припустимо супротивне, тобто, що 𝑑𝑡𝑗 9 0 при 𝑡 → ∞.

Розглянемо рiвнiсть (2.13) при 𝑡 → ∞. За теоремою 2.1, iснують гра-
ничнi координати 𝑝∞𝑗 та 𝑟∞𝑗 . Отже, iснують границi lim

𝑡→∞
𝑑𝑡𝑗 = 𝑑∞𝑗 ,

lim
𝑡→∞

𝜃𝑡 = 𝜃∞ ≥ 0, lim
𝑡→∞

𝑊 𝑡 = 𝑊∞ > 0. Таким чином отримаємо рiвнiсть

𝑑∞𝑗 = 𝜃∞+1
𝜃∞+1+𝑊∞ · 𝑑∞𝑗 . Ця рiвнiсть можлива лише у випадку 𝑑∞𝑗 = 0. Отри-

мали суперечнiсть. Отже, припущення невiрне, тобто 𝑑∞𝑗 → 0 для до-
вiльного 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Це означає, що p∞ = r∞ = 𝒯 ∞, а тому

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑝∞𝑗 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑟∞𝑗 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜏∞𝑗 = 1,

тобто lim
𝑡→∞

𝑊 𝑡 = 1.

Знайдемо явнi значення для 𝜏∞𝑗 . Використавши формули (2.8) для
деякої 𝑗-тої координати вектора 𝒯 та враховуючи рiвнiсть (2.11), отри-
маємо

𝜏 𝑡+1
𝑗 = 𝜏 𝑡𝑗 ·

𝜃𝑡 + 2

𝜃𝑡 + 1 +𝑊 𝑡
=

𝜏 𝑡𝑗
𝑊 𝑡

· 𝜃𝑡 + 2
𝜃𝑡+1
𝑊 𝑡 + 1

=
𝜏𝑗
𝑊

· 𝜃𝑡 + 2
𝜃𝑡+1
𝑊 𝑡 + 1

.

Тодi

𝜏∞𝑗 = lim
𝑡→∞

𝜏 𝑡+1
𝑗 = lim

𝑡→∞

(︃
𝜏𝑗
𝑊

· 𝜃𝑡 + 2
𝜃𝑡+1
𝑊 𝑡 + 1

)︃
=

𝜏𝑗
𝑊

lim
𝑡→∞

(︃
𝜃𝑡 + 2

𝜃𝑡+1
𝑊 𝑡 + 1

)︃
=

𝜏𝑗
𝑊

.

Як наслiдок, одержуємо

𝑝∞𝑗 = 𝑟∞𝑗 =
𝜏𝑗
𝑊

.

Iнварiантнiсть векторiв p∞, r∞ вiдносно перетворення > випливає
безпосередньо з явного виду їхнiх координат.
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Зауваження 2.3. В роботi [26] дослiджується бiнарна модель динамi-
чної системи конфлiкту з притягальною взаємодiєю, динамiка якої за-
дана за допомогою системи рiзнецевих рiвняння (2.2), в яких 𝜃𝑡 = 0,
а добуток координат векторiв p𝑡 i r𝑡 – це координати вектора 𝒯 𝑡, тобто
𝜏 𝑡𝑖 = 𝑝𝑡𝑖𝑟

𝑡
𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. У [26] доведено iснування нерухомого граничного

стану, який суттєво вiдрiзняється вiд описаного вище результату. Дове-
дення вiдповiдних фактiв проводиться iншим способом та є простiшим
вiд випадку, коли 𝜏 𝑡𝑖 = min{𝑝𝑡𝑖, 𝑟𝑡𝑖}.
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2.3. Iснування нерухомих граничних точок
для траєкторiй багатокомпонентних систем

Розглянемо динамiчну систему (2.1) з довiльною, але скiнченною кiль-
кiстю початкових стохастичних векторiв p𝑖 = (𝑝𝑖𝑗)

𝑛
𝑗=1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

𝑚 ≥ 2. Нехай усi вектори p𝑖 не є тотожно рiвними мiж собою, p𝑙 ̸= p𝑘,
𝑙 ̸= 𝑘. Нагадаємо, що 𝜃𝑡 = 𝜃

(︀
p𝑡
1,p

𝑡
2, . . . ,p

𝑡
𝑚

)︀
– довiльна обмежена додатна

функцiя, що залежить вiд координат векторiв p𝑡
𝑖.

Доведемо допомiжнi твердження, якi необхiднi для формулювання й
доведення основних результатiв цього пункту.

Твердження 2.4. Якщо 𝑝𝑖𝑗 ≥ 𝑝𝑘𝑗, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, то

𝑝𝑡𝑖𝑗 ≥ 𝑝𝑡𝑘𝑗, 𝑡 = 0, 1, . . . .

Доведення. Те, що знак рiзницi 𝑗-их координат, sign(𝑝𝑡𝑖𝑗 − 𝑝𝑡𝑘𝑗), 𝑖 ̸= 𝑘,
рiзних векторiв не змiнюється з часом, встановлюється так само, як при
доведеннi аналогiчного факту в теоремi 2.1.

Твердження 2.5. Припустимо граничнi значення 𝜃∞ та 𝑊∞ iснують
i є строго додатними: 𝜃∞ > 0 i 𝑊∞ > 0. Тодi

||p𝑡
𝑖 − p𝑡

𝑙||1 → 0, ∀ 𝑖, 𝑙 = 1, . . . ,𝑚. (2.14)

Доведення. Позначимо 𝑑𝑡𝑖𝑙,𝑗 = |𝑝𝑡𝑖𝑗 − 𝑝𝑡𝑙𝑗|. Нехай 𝑝𝑡𝑖𝑗 ̸= 𝑝𝑡𝑙𝑗, тодi

𝑑𝑡+1
𝑖𝑙,𝑗 = |𝑝𝑡+1

𝑖𝑗 − 𝑝𝑡+1
𝑙𝑗 | = |𝑝𝑡𝑖𝑗 − 𝑝𝑡𝑙𝑗| ·

𝜃𝑡 + 1

𝑧𝑡
= 𝑑𝑡𝑖𝑙,𝑗 ·

𝜃𝑡 + 1

𝜃𝑡 + 1 +𝑊 𝑡
,

тобто
𝑑𝑡+1
𝑖𝑙,𝑗 = 𝑑𝑡𝑖𝑙,𝑗 · 𝑘𝑡, 𝑘𝑡 =

𝜃𝑡 + 1

𝜃𝑡 + 1 +𝑊 𝑡
. (2.15)

Тодi

𝑑𝑡+1
𝑖𝑙,𝑗 = 𝑑𝑡𝑖𝑙,𝑗 · 𝑘𝑡 = 𝑑𝑡−1

𝑖𝑙,𝑗 · 𝑘𝑡−1 · 𝑘𝑡 = · · · = 𝑑𝑖𝑙,𝑗 · 𝑘 · 𝑘1 · · · 𝑘𝑡, 𝑑𝑖𝑙,𝑗 = 𝑑𝑡=0
𝑖𝑙,𝑗 .

Оскiльки 𝑊 𝑡 > 0 для довiльного 𝑡, то 0 < 𝑘𝑡 < 1, звiдси випливає

0 < 𝑑𝑡𝑖𝑙,𝑗 < · · · < 𝑑1𝑖𝑙,𝑗 < 𝑑𝑖𝑙,𝑗 < 1,
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а це означає, що послiдовнiсть {𝑑𝑖𝑙,𝑗}∞𝑡=0 є обмеженою та монотонною, а
тому iснує

𝑑∞𝑖𝑙,𝑗 = lim
𝑡→∞

𝑑𝑡𝑖𝑙,𝑗.

Припустимо 𝑑∞𝑖𝑙,𝑗 ̸= 0. З рiвнiстi (2.15) одержуємо:

𝑑∞𝑖𝑙,𝑗 = 𝑑∞𝑖𝑙,𝑗 · 𝑘∞, 𝑘∞ =
𝜃∞ + 1

𝜃∞ + 1 +𝑊∞ .

Зрозумiло, що 𝑘∞ ̸= 1, оскiльки 𝜃∞,𝑊∞ > 0. Тому ця рiвнiсть можлива
лише у випадку 𝑑∞𝑖𝑙,𝑗 = 0. Тим самим (2.14) доведено.

Введемо позначення 𝑤𝑡
𝑗 :=

𝜏 𝑡𝑗
𝑊 𝑡 . Тодi вектор w𝑡 = (𝑤𝑡

𝑗)
𝑛
𝑗=1 є стоха-

стичним. Один з основних результатiв цього пiдроздiлу стверджує, що
iснують усi граничнi вектори lim

𝑡→∞
p𝑡
𝑖 = p∞

𝑖 , якщо припустити, що послi-
довностi {𝑤𝑡

𝑗}∞𝑡=1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, є монотонними.

Теорема 2.6. Нехай всi координати стохастичного вектора w𝑡 є
монотонними (зростають або спадають незалежно одна вiд одної).
Тодi кожна траєкторiя динамiчної системи (2.1) з початковим
станом {p1,p2, . . . ,p𝑚} збiгається до нерухомого граничного стану
{p∞

1 ,p∞
2 , . . . ,p∞

𝑚}

p∞
𝑖 = lim

𝑡→∞
p𝑡
𝑖, ∀ 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

При цьому всi граничнi вектори p∞
𝑖 спiвпадають з вектором w∞, тоб-

то
𝑝∞𝑖𝑗 =

𝜏∞𝑗
𝑊∞ ∀ 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. (2.16)

Доведення. Доведемо iснування граничних векторiв p∞
𝑖 . Для деякого фi-

ксованого 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 маємо

𝑝𝑡+1
𝑖𝑗 − 𝑝𝑡𝑖𝑗 =

𝑝𝑡𝑖𝑗(𝜃
𝑡 + 1) + 𝜏 𝑡𝑗
𝑧𝑡

− 𝑝𝑡𝑖𝑗 =
𝑊 𝑡

𝑧𝑡

(︂
𝜏 𝑡𝑗
𝑊 𝑡

− 𝑝𝑡𝑖𝑗

)︂
. (2.17)

Розглянемо далi можливi випадки.
1. Припустимо, що координата 𝑤𝑡

𝑗 є монотонно зростаючою.
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1. a) Нехай 𝑝𝑖𝑗 <
𝜏𝑗
𝑊 . Тодi згiдно зi (2.17) 𝑝1𝑖𝑗 > 𝑝𝑖𝑗. Оскiльки

𝑊
𝑧 = 𝑊

1+𝜃+𝑊 < 1, причому координата 𝑝𝑖𝑗 зростає на величину, котра не

перевищує 𝜏𝑗
𝑊 − 𝑝𝑖𝑗, то це забезпечує виконання нерiвностi 𝑝1𝑖𝑗 <

𝜏1𝑗
𝑊 1 . Далi

за iндукцiєю отримуємо 𝑝𝑡𝑖𝑗 <
𝜏 𝑡𝑗
𝑊 𝑡 для довiльного 𝑡. Це означає монотонне

зростання координати 𝑝𝑡𝑖𝑗 з часом 𝑡. А тому iснує

𝑝∞𝑖𝑗 = lim
𝑡→∞

𝑝𝑡𝑖𝑗.

Оскiльки 𝑝𝑡+1
𝑖𝑗 − 𝑝𝑡𝑖𝑗 → 0 при 𝑡 → ∞, то 𝑝∞𝑖𝑗 =

𝜏∞𝑗
𝑊∞ .

1. б) Нехай 𝑝𝑖𝑗 >
𝜏𝑗
𝑊 , тодi на наступному кроцi можливi випадки

𝑝1𝑖𝑗 >
𝜏 1𝑗
𝑊 1

або 𝑝1𝑖𝑗 <
𝜏 1𝑗
𝑊 1

.

Якщо нерiвнiсть 𝑝𝑡𝑖𝑗 >
𝜏 𝑡𝑗
𝑊 𝑡 буде справедливою для всiх моментiв часу 𝑡,

то в такому разi з формул (2.2), (2.3) випливає, що координата 𝑝𝑡𝑖𝑗 спадає.
Тодi з необхiднiстю iснує

𝑝∞𝑖𝑗 = lim
𝑡→∞

𝑝𝑡𝑖𝑗 =
𝜏∞𝑗
𝑊∞ .

В iншому випадку, тобто, коли виникла нерiвнiсть 𝑝1𝑖𝑗 <
𝜏1𝑗
𝑊 1 , або така

нерiвнiсть виникла на деякому кроцi 𝑡′, тобто 𝑝𝑡
′

𝑖𝑗 <
𝜏 𝑡

′
𝑗

𝑊 𝑡′ , то отримуємо
випадок, який описано в 1.a).

2. Аналогiчно, для випадку монотонно спадної координати 𝑤𝑡
𝑗. Якщо

𝑝𝑖𝑗 <
𝜏𝑗
𝑊 , то координата 𝑝𝑖𝑗 спадає на величину, меншу за 𝜏𝑗

𝑊 − 𝑝𝑖𝑗. Це
забезпечує виконання нерiвностей 𝑝𝑡𝑖𝑗 <

𝜏 𝑡𝑗
𝑊 𝑡 та 𝑝𝑡+1

𝑖𝑗 < 𝑝𝑡𝑖𝑗 для довiльного 𝑡.
При 𝑝𝑖𝑗 >

𝜏𝑗
𝑊 на наступному кроцi знак нерiвностi може помiнятися,

тодi отримуємо описаний вище випадок. Якщо знак цiєї нерiвностi не
змiнюється, то координата 𝑝𝑡𝑖𝑗 зростає i прямує до 𝜏∞𝑗

𝑊∞ при 𝑡 → ∞.
З доведеного вище випливає iснування граничних векторiв

p∞
𝑖 = lim

𝑡→∞
p𝑡
𝑖.

Отже, всi граничнi вектори p∞
𝑖 = (𝑝∞𝑖𝑗 )

𝑛
𝑗=1 рiвнi мiж собою та спiвпа-

дають з вектором w∞.
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Далi розглянемо поведiнку динамiчної системи (2.1) з показником
атрактора 𝒯 𝑡, координати якого заданi явно за допомогою координат
векторiв p𝑡

𝑖. Означимо координати 𝜏 𝑡𝑗 одним зi способiв:
1) як мiнiмальне значення 𝑗-тих координат множини векторiв p𝑡

𝑖,

𝜏 𝑡𝑗 := 𝜏 𝑡𝑗,min = min
𝑖
{𝑝𝑡𝑖𝑗}, (2.18)

2) як максимальне значення 𝑗-тих координат векторiв p𝑡
𝑖,

𝜏 𝑡𝑗 := 𝜏 𝑡𝑗,max = max
𝑖

{𝑝𝑡𝑖𝑗}, (2.19)

3) як середнє значення всiх 𝑗-тих координат векторiв p𝑡
𝑖,

𝜏 𝑡𝑗 := 𝜏 𝑡𝑗 =
1

𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑡𝑖𝑗, (2.20)

4) всi координати вектора 𝒯 𝑡 є однаковими (заданi однаковою фун-
кцiєю вiд 𝑡)

𝜏 𝑡𝑗1 = 𝜏 𝑡𝑗2 > 0, 𝑗1, 𝑗2 = 1, . . . , 𝑛. (2.21)

Твердження 2.7. Нехай координати показника атрактора 𝒯 𝑡 задано
рiвнiстю (2.18) або (2.19). Тодi послiдовнiсть {𝜏 𝑡𝑗}

∞
𝑡=0

є монотонною,

причому вiдношення 𝜏 𝑡𝑗
𝑊 𝑡 не залежить вiд часу 𝑡

𝜏𝑗
𝑊

=
𝜏 𝑡𝑗
𝑊 𝑡

. (2.22)

Доведення. Якщо координати 𝜏 𝑡𝑗 задано рiвнiстю (2.18) або (2.19), то 𝜏 𝑡𝑗
спiвпадає з 𝑗-тою координатою деякого вектора p𝑡

𝑖. Звiдси випливає рiв-
нiсть (2.8). Якщо 𝜏 𝑡𝑗 = 𝜏 𝑡𝑗,min, то доведення (2.22) є простим узагальненням
доведення рiвностi (2.9).

Якщо ж 𝜏 𝑡𝑗 = 𝜏 𝑡𝑗,max, то 𝑊 𝑡 ≥ 1. Звiдси випливає, що 𝜏 𝑡+1
𝑗 ≤ 𝜏 𝑡𝑗 . Це

означає, що послiдовнiсть {𝜏 𝑡𝑗}
∞
𝑡=0

є монотонно спадною.
Тепер рiвнiсть (2.11) можна узагальнити для випадку довiльної скiн-

ченної кiлькостi векторiв p𝑖. Тому рiвнiсть (2.22) справедлива для до-
вiльного моменту часу.
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Для динамiчної системи (2.1) з показником атрактора, координати
якого визначаються заданою вище явною залежнiстю вiд координат ве-
кторiв p𝑡

𝑖, справедлива така теорема (основний результат пiдроздiлу).
Теорема 2.8. Нехай координати показника атрактора 𝒯 𝑡 заданi однi-
єю з рiвностей (2.18), (2.19), (2.20), (2.21). Тодi кожна траєкторiя ди-
намiчної системи (2.1) з початковим станом {p1,p2, . . . ,p𝑚} збiгає-
ться до нерухомого граничного стану {p∞

1 ,p∞
2 , . . . ,p∞

𝑚}

p∞
𝑖 = lim

𝑡→∞
p𝑡
𝑖, ∀ 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

При цьому всi граничнi вектори p∞
𝑖 спiвпадають з початковим векто-

ром w, тобто

𝑝∞𝑖𝑗 =
𝜏𝑗
𝑊

∀ 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. (2.23)

Граничний стан {p∞
1 ,p∞

2 , . . . ,p∞
𝑚} є стiйким тiльки у випадку, коли

координати показника атрактора задано рiвнiстю (2.21), тобто коли
всi граничнi координати дорiвнюють 1

𝑛. У всiх iнших випадках грани-
чний стан є нестiйким.

Доведення. 1) Нехай координати показника атрактора 𝒯 𝑡 задано рiвнi-
стю (2.18) або (2.19). Зi стохастичностi векторiв p𝑡

𝑖 випливає, що для
всiх 𝑡 = 0, 1, . . . координати показника атрактора є обмеженими, тобто
0 ≤ 𝜏 𝑡𝑗 ≤ 1. Враховуючи твердження 2.7 отримуємо iснування границь

𝜏∞𝑗 = lim
𝑡→∞

𝜏 𝑡𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

а це свiдчить про iснування граничного вектора w∞.
Враховуючи теорему 2.6 i рiвнiсть 2.22, для всiх 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

𝑗 = 1, . . . , 𝑛 отримуємо
𝑝∞𝑖𝑗 =

𝜏𝑗
𝑊

.

2) Якщо координати показника атрактора 𝒯 𝑡 заданi рiвнiстю (2.20),
то 𝑊 𝑡 = 1. Легко показати, що для довiльного 𝑡

𝜏 𝑡+1
𝑗 = 𝜏 𝑡𝑗 = · · · = 𝜏 𝑗 = const,

а тому 𝑤𝑗
∞ = 𝜏 𝑗. За теоремою 2.6 це означає, що 𝑝∞𝑖𝑗 = 𝜏 𝑗.
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3) У випадку рiвностi всiх координат 𝜏 𝑡𝑗 рiвняння (2.2) набувають
вигляду

𝑝𝑡+1
𝑖𝑗 =

𝑝𝑡𝑖𝑗(𝜃
𝑡 + 1) + 𝜏 𝑡

𝜃𝑡 + 1 + 𝑛𝜏 𝑡
, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝑡 = 0, 1, . . . .

Тодi всi координати вектора w дорiвнюють 1
𝑛 , причому вектор w𝑡 не за-

лежать вiд часу 𝑡, тобто 𝑤𝑡
𝑗 =

1
𝑛 для довiльного 𝑡, а тому 𝑤∞

𝑗 = 𝜏
𝑊 = 1

𝑛 .
У такому випадку будуть справедливими твердження теореми 2.6, при-
чому 𝑝∞𝑖𝑗 = 𝜏

𝑊 = 1
𝑛 .

Якщо 𝜏 𝑡𝑗 задано рiвностями (2.18), (2.19), (2.20), то очевидно, що
для довiльної точки з 𝜀-околу граничного стану {p∞

1 ,p∞
2 , . . . ,p∞

𝑚} вiд-
ношення 𝜏𝑗

𝑊 є iншим. Тодi згiдно з вище доведеним вiдповiдний грани-
чний стан буде також iншим. Це доводить нестiйкiсть граничного стану
{p∞

1 ,p∞
2 , . . . ,p∞

𝑚} у таких випадках.
Якщо ж 𝜏 𝑡𝑖 задано рiвнiстю (2.21), то вiдношення 𝜏𝑗

𝑊 є однаковим для
будь-яких початкових станiв. Це забезпечує стiйкiсть граничного ста-
ну {p∞

1 ,p∞
2 , . . . ,p∞

𝑚}.

Зауваження 2.9. Якщо вище 𝜏 𝑡𝑗 = 𝜏 𝑡𝑘, то

𝑝∞𝑖𝑗 = 𝑝∞𝑖𝑘 .

Зауваження 2.10. Твердження теореми 2.8 залишаються також спра-
ведливими, якщо координати показника атрактора 𝒯 𝑡 заданi одним iз
наступних способiв:

1) як довiльна лiнiйна комбiнацiї 𝑗-тих координат векторiв p𝑡
𝑖

𝜏 𝑡𝑗 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝑝
𝑡
𝑖𝑗, 𝛼𝑖 = const > 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝑡 = 0, 1, . . . .

2) як середнє арифметичне максимального та мiнiмального значень
𝑗-тих координат векторiв p𝑡

𝑖

𝜏 𝑡𝑗 :=
1

2

(︀
𝜏 𝑡𝑗,max + 𝜏 𝑡𝑗,min

)︀
,
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3) як лiнiйна комбiнацiя максимального та мiнiмального значень 𝑗-
тих координат векторiв p𝑡

𝑖

𝜏 𝑡𝑗 = 𝛼𝜏 𝑡𝑗,min + 𝛽𝜏 𝑡𝑗,max, 𝛼, 𝛽 = const > 0, 𝑡 = 0, 1, . . . .

Розглянемо ряд конкретних прикладiв, що iлюструють динамiку си-
стеми при рiзних показниках атрактора. Нехай задано набiр невiд’ємних
функцiй 𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, де 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]. Задамо вектори p𝑖 за допо-
могою значень цих функцiй, а саме розiб’ємо вiдрiзок [𝑎; 𝑏] на 𝑛 частин
𝑎 = 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 = 𝑏 i визначимо координати векторiв p𝑖 насту-
пним способом

𝑝𝑖𝑘 =
𝑓𝑖(𝑥𝑘)

𝐷1,𝑖
,

де 𝐷1,𝑖 =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑓𝑖(𝑥𝑘).

На рис. 2.1(1) i 2.2(1) задано початковi стани {p1,p2,p3,p4} та
{p1,p2,p3} за допомогою функцiй 𝑓𝑖(𝑥). На рис. 2.1(2–6) та 2.2(2–6)
отримано граничний стан, який отримано в результатi динамiки, заданої
рiвняннями (2.2) залежно вiд способу задання показника атрактора 𝜏 𝑡𝑗 .

На рис. 2.3(1–3)–2.5(1–3) початковi вектори p𝑖 утворенi аналогiчним
способом, але за допомогою функцiї двох змiнних 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦), явний вигляд
яких наведено нижче. Цi функцiї також набувають лише невiд’ємних
значень, а координати цих векторiв дорiвнюють

𝑝𝑖𝑘 =
𝑓𝑖(𝑥𝑘′ , 𝑦𝑘′′)

𝐷2,𝑖
,

де 𝐷2,𝑖 =
𝑛∑︀

𝑘′=1

𝑛∑︀
𝑘′′=1

𝑓𝑖(𝑥𝑘′ , 𝑦𝑘′′), а (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎1, 𝑏1] × [𝑎2, 𝑏2]. На рис. 2.3–2.5

зображено проєкцiю значень координат векторiв p𝑖 на деяку площину,
яка обмежена прямими 𝑎1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏1, 𝑎2 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏2. Причому, чим iнтенсив-
нiший колiр (червоний, синiй, зелений чи бiлий), тим бiльше значення
координат, а чорний колiр вiдповiдає нульовим значенням координат.
Граничний стан системи iлюструється рисунками 2.3(4–6)–2.5(4–6) для
показника атрактора, визначеного формулами (2.18), (2.19), (2.20).
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Комп’ютернi приклади демонструють виконання теорем (2.6), (2.8)
для конкретних моделей динамiчних системи, еволюцiя яких у часi 𝑡 за-
дається рiвняннями (2.2) в термiнах координат 𝑝𝑡𝑖𝑗 стохастичних векто-
рiв p𝑡

𝑖. Рис. 2.1–2.5 iлюструють залежнiсть граничного стану динамiчної
системи вiд способу задання показника атрактора. У бiльшостi випадкiв
незначна змiна початкового вектора 𝒯 iстотно впливає на граничний
стан системи, оскiльки змiнюється вiдношення 𝜏𝑗

𝑊 i тим самим змiнюю-
ться граничнi координати 𝑝∞𝑖𝑗 векторiв p𝑖.
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1) {p1,p2,p3,p4} 2) 𝜏 𝑡𝑗 := 𝜏 𝑡𝑗,min

3) 𝜏 𝑡𝑗 := 𝜏 𝑡𝑗,max 4) 𝜏 𝑡𝑗 = 𝜏 𝑡𝑗

5) 𝜏 𝑡𝑗 := 𝜏 𝑡𝑗,min + 𝜏 𝑡𝑗,max 6)𝜏 𝑡 := 𝜏 𝑡1,max + 𝜏 𝑡2,max + 𝜏 𝑡3,max

Рис. 2.1. 𝑚 = 4, 𝑛 = 200, 1) 𝑓1(𝑥) = 3| sin(𝑥)|, 𝑓2(𝑥) = cos(𝑥) + 2, 𝑓3(𝑥) =
(︀
3
4

)︀𝑥
+ 1,

𝑓4(𝑥) = −(𝑥− 3)2 + 2, 𝑥 ∈ [0; 6] – функцiї, що задають початковий стан {p1,p2,p3,p4}, 2)–6) грани-
чнi стани {p∞

1 ,p∞
2 ,p∞

3 ,p∞
4 } з показниками атрактора 𝜏 𝑡𝑗 , заданими формулами (2.18), (2.19), (2.20),

(2.10) i (2.21).
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1) {p1,p2,p3} 2) 𝜏 𝑡𝑗 := 𝜏 𝑡𝑗,min

3) 𝜏 𝑡𝑗 := 𝜏 𝑡𝑗,max 4) 𝜏 𝑡𝑗 = 𝜏 𝑡𝑗

5) 𝜏 𝑡𝑗 := 0.2𝑝𝑡1𝑛 + 500𝑝𝑡2𝑛 + 12𝑝𝑡3𝑛 6) 𝜏 𝑡𝑗 :=
1
2
(𝜏 𝑡𝑗,min + 𝜏 𝑡𝑗,max)

Рис. 2.2. Рис. 2. 𝑚 = 3, 𝑛 = 200, 1) початковий стан {p1,p2,p3} заданий модулем функцiї Бесселя
першого роду, тобто 𝑓𝑖 = |𝐽𝛼(𝑥)|, де 𝐽𝛼(𝑥) =

∑︀∞
𝑚=0

(−1)𝑚

𝑚!Γ(𝑚+𝛼+1)

(︀
𝑥
2

)︀2𝑚+𝛼 для 𝛼 = 0, 1, 2, 𝑥 ∈ [0; 6],
2)–6) граничнi стани {p∞

1 ,p∞
2 ,p∞

3 } з показниками атрактора 𝜏 𝑡𝑗 , заданими формулами (2.18), (2.19),
(2.20), (2.10) i (2.10).
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1) p1 2) p2 3) p2

4) 𝜏 𝑡𝑗 = min𝑖{𝑝𝑡𝑖𝑗} 5) 𝜏 𝑡𝑗 = max𝑖{𝑝𝑡𝑖𝑗} 6) 𝜏 𝑡𝑗 =
1
𝑚

∑︀𝑚
𝑖=1 𝑝

𝑡
𝑖𝑗

Рис. 2.3. 1)–3) Проєкцiї початкових векторiв p1, p2, p3 на площину 𝑆1 = [−20; 20] × [−20; 20], якi
утворенi за допомогою функцiй 𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑦2, 𝑓2(𝑥, 𝑦) = 𝑥2, 𝑓3(𝑥, 𝑦) = 1 + sin

√︀
𝑥2 + 𝑦2, де −20 ≤

𝑥 ≤ 20,−20 ≤ 𝑦 ≤ 20. 4)–6) Проєкцiя граничних векторiв p∞
1 = p∞

2 = p∞
3 = p∞ на площину 𝑆1 при

мiнiмальному (2.18), максимальному (2.19) i середньому (2.20) значеннях 𝜏 𝑡𝑖 вiдповiдно.

1) p1 2) p2 3) p3

Рис. 2.4. 1)–3) Проєкцiї початкових векторiв p1, p2, p3 на площину 𝑆1 = [−20; 20] × [−20; 20], якi
утворенi за допомогою функцiй 𝑓1(𝑥, 𝑦) = 1, 𝑓2(𝑥, 𝑦) = |5− (𝑦 − 5)2 − 𝑥2)|, 𝑓3(𝑥, 𝑦) = 1− cos 𝑦

2 sin
𝑥
2 ,

де −20 ≤ 𝑥 ≤ 20,−20 ≤ 𝑦 ≤ 20.
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4) 𝜏 𝑡𝑗 = min𝑖{𝑝𝑡𝑖𝑗} 5) 𝜏 𝑡𝑗 = max𝑖{𝑝𝑡𝑖𝑗} 6) 𝜏 𝑡𝑗 =
1
𝑚

∑︀𝑚
𝑖=1 𝑝

𝑡
𝑖𝑗

Рис. 3.4. 4)–6) Проєкцiя граничних векторiв p∞
1 = p∞

2 = p∞
3 = p∞ на площину 𝑆1 при мiнiмальному

(2.18), максимальному (2.19) i середньому (2.20) значеннях 𝜏 𝑡𝑖 вiдповiдно.

1) p1 2) p2 3) p3

4) 𝜏 𝑡𝑗 = min𝑖{𝑝𝑡𝑖𝑗} 5) 𝜏 𝑡𝑗 = max𝑖{𝑝𝑡𝑖𝑗} 6) 𝜏 𝑡𝑗 =
1
𝑚

∑︀𝑚
𝑖=1 𝑝

𝑡
𝑖𝑗

Рис. 2.5. 1)–3) Проєкцiї початкових векторiв p1, p2, p3 на площину 𝑆2 = [0; 10]× [0; 10], якi утворенi
за допомогою функцiй 𝑓1(𝑥, 𝑦) = |𝑦2 − 𝑥2|, 𝑓2(𝑥, 𝑦) = 1− sin(𝑦 sin(𝑥)), 𝑓3(𝑥, 𝑦) = 1− sin(𝑥− cos 𝑦

2 ), де
0 ≤ 𝑥 ≤ 10, 0 ≤ 𝑦 ≤ 10. 4)–6) Проекцiя граничних векторiв p∞

1 = p∞
2 = p∞

3 = p∞ на площину 𝑆2

при мiнiмальному (2.18), максимальному (2.19) i середньому (2.20) значеннях 𝜏 𝑡𝑖 вiдповiдно.



53

2.4. Умови iснування граничних циклiв

Нехай координати кожного вектора p𝑡
𝑖 = (𝑝𝑡𝑖𝑗)

𝑛
𝑗=1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 змiню-

ються згiдно з рiвняннями (2.2). Припустимо, що координати показника
атрактора 𝜏 𝑡𝑗 = 𝜏𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, де 𝜏𝑗(𝑡) – довiльнi додатнi перiодичнi
функцiї з cумiрними перiодами. Тодi за властивiстю перiодичних фун-
кцiй 𝑊 (𝑡) ≡ 𝑊 𝑡, координати 𝑤𝑡

𝑗 = 𝑤𝑗(𝑡) =
𝜏𝑗(𝑡)
𝑊 (𝑡) стохастичного вектора

w𝑡 будуть також перiодичними з головним перiодом, який позначимо
через 𝑇 . Знову 𝜃𝑡 = 𝜃

(︀
p𝑡
1,p

𝑡
2, . . . ,p

𝑡
𝑚

)︀
– довiльна обмежена додатна фун-

кцiя, що залежить вiд координат векторiв p𝑡
𝑖. Можна вважати, що вектор

w𝑡 = (𝑤𝑡
𝑗)

𝑛
𝑗=1 характеризує величину перiодичного зовнiшнього впливу на

систему.

Твердження 2.11.

||p𝑡
𝑖 − p𝑡

𝑙||1 → 0, ∀ 𝑖, 𝑙 = 1, . . . ,𝑚. (2.24)

Доведення. З доведення твердження 2.5 маємо:

𝑑𝑡+1
𝑖𝑙,𝑗 = 𝑑𝑡𝑖𝑙,𝑗 · 𝑘𝑡, 𝑘𝑡 :=

𝜃𝑡 + 1

𝜃𝑡 + 1 +𝑊 𝑡
,

𝑑𝑡+1
𝑖𝑙,𝑗 = 𝑑𝑡𝑗 · 𝑘𝑡 = 𝑑𝑡−1

𝑖𝑙,𝑗 · 𝑘𝑡−1 · 𝑘𝑡 = · · · = 𝑑𝑖𝑙,𝑗 · 𝑘 · 𝑘1 · · · 𝑘𝑡, 𝑑𝑖𝑙,𝑗 = 𝑑𝑡=0
𝑖𝑙,𝑗 .

Оскiльки 𝜃𝑡 обмежена, а 𝑊 𝑡 > 0 для довiльного 𝑡, то 0 < 𝑘𝑡 ≤ 𝑐 < 1,
де 𝑐 – деяка стала. Звiдси випливає

0 < 𝑘 · 𝑘1 · · · 𝑘𝑡⏟  ⏞  
𝑡+1

≤ (𝑐)𝑡+1.

Враховуючи, що 𝑐 < 1, маємо lim
𝑡→∞

(𝑐)𝑡+1 = 0, а тому при 𝑡 → ∞
добуток 𝑘 · 𝑘1 · · · 𝑘𝑡 прямує до нуля.

Отже,
𝑑∞𝑖𝑙,𝑗 = lim

𝑡→∞
𝑑𝑡𝑖𝑙,𝑗 = 0.
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Теорема 2.12. Припустимо, що всi вектори w𝑡 є незмiнними з ча-
сом 𝑡, тобто w𝑡 = w, а їхнi координати дорiвнюють деяким невiд’-
ємним константам 𝑐𝑗, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Тодi кожна траєкторiя динамi-
чної системи (2.1) з початковим станом {p1,p2, . . . ,p𝑚} збiгається
до стiйкого нерухомого граничного стану {p∞

1 ,p∞
2 , . . . ,p∞

𝑚}

p∞
𝑖 = lim

𝑡→∞
p𝑡
𝑖 = w, ∀ 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Доведення. Нехай 𝑤𝑡
𝑗 = 𝑐𝑗 ≥ 0 для довiльного 𝑡 = 0, 1, . . . . Розгляне-

мо координати з умовою 𝑝𝑖𝑗 < 𝑐𝑗. Неважко переконатися, що для них
𝑝𝑖𝑗 < 𝑝1𝑖𝑗. Бiльш за те, очевидно, що

𝑝1𝑖𝑗 − 𝑐𝑗 =
1

𝑧
(𝜃 + 1)(𝑝− 𝑐𝑗) < 0.

Тому 𝑝1𝑖𝑗 < 𝑐𝑗. За iндукцiєю нерiвнiсть 𝑝𝑡𝑖𝑗 < 𝑐𝑗 справедлива для довiль-
ного 𝑡, а послiдовнiсть {𝑝𝑡𝑖𝑗}∞𝑡=0 є монотонно зростаючою. Аналогiчно у
випадку 𝑝𝑖𝑗 > 𝑐𝑖 послiдовнiсть {𝑝𝑡𝑖𝑗}∞𝑡=0 є монотонно спадною. Далi вико-
ристовуючи спосiб доведення теореми 2.6 та твердження 2.11 одержуємо:

𝑝∞𝑖𝑗 = lim
𝑡→∞

= 𝑝𝑡𝑖𝑗 = 𝑐𝑗, ∀𝑖, 𝑗.

Граничний стан {p∞
1 ,p∞

2 , . . . ,p∞
𝑚} є очевидно стiйким, оскiльки його

координати визначаються константами 𝑐𝑗 i не залежать вiд початкового
стану.

Варто зауважити, що координати стохастичного вектора w𝑡 можуть
бути сталими незважаючи на залежнiсть вiд часу координат показни-
ка атрактора 𝜏 𝑡𝑗 . Наприклад, у випадку 𝑖 = 3, 𝑗 = 3, якщо покласти
𝜏1(𝑡) = cos 𝑡+ 1, 𝜏2(𝑡) = 2 cos 𝑡+2, 𝜏3(𝑡) = 3 cos 𝑡+3, то 𝑊 (𝑡) = 6 cos 𝑡+6

i w =
(︀
1
6 ;

1
3 ;

1
2

)︀
= p∞

𝑖 , 𝑖 = 1, 2, 3.
Далi будемо вважати, що всi координати вектора w𝑡 не є сталими

в часi, тобто 𝑤𝑡
𝑗 ̸= const для всiх 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Тодi на границi можуть

виникнути цикли.
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Рис. 2.6. Iлюстрацiя змiни значень координат векторiв p𝑡
𝑖, 𝑖 = 3 при змiнi часу 𝑡 = 500 з початковими

значеннями 𝑝𝑡=0
1 = (0,3; 0,2; 0,5), 𝑝𝑡=0

2 = (0,1; 0,55; 0,35), 𝑝𝑡=0
3 = (0,8; 0,15; 0,05) та набором функцiй

𝜏1(𝑡) = 5 cos(𝜋𝑡8 ) + 8, 𝜏2(𝑡) = 3 sin(𝜋𝑡) + 5, 𝜏3(𝑡) = 2 cos(𝜋𝑡9 ) + 7. Значення координат граничних
векторiв 𝑝∞1 повторюються з перiодом 𝑇 = 144, тобто 𝜔-гранична множина складається з векторiв
Γ𝑙, де 𝑙 = 144.

Теорема 2.13. Припустимо, що головний перiод функцiй 𝑤𝑗(𝑡) є до-
датнiм цiлим числом 𝑇 > 1. Тодi кожна траєкторiя динамiчної си-
стеми (2.1), заданої системою рiзнецевих рiвняннь (2.2), збiгається до
𝜔-граничної множини Γ∞, яка є циклiчною орбiтою. Тобто, множи-
на Γ∞ є iнварiантною вiдносно перетворення > та складається з 𝑇

впорядкованих векторiв Γ𝑙, 𝑙 = 1, . . . , 𝑇

Γ1
>−→ Γ2

>−→ Γ3
>−→ · · · >−→ Γ𝑇

>−→ Γ1.

Гранична 𝜔-множина Γ∞ є нестiйкою.

Доведення. З твердження 2.11 випливає, що для всiх 𝑖 = 1, . . . ,𝑚

вектори p∞
𝑖 спiвпадають мiж собою та дорiвнюють деякому векторо-

вi Γ𝑡
𝑙 = (𝛾𝑡

𝑙𝑗)
𝑛
𝑗=1.
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Оскiльки 𝛾𝑡
𝑙𝑗 ∈ R1

+ для довiльного 𝑗, функцiя 𝜃𝑡 залежить вiд коорди-
нат векторiв p𝑡

𝑖 i набуває деякого числового значення, a значення коор-
динати 𝛾𝑡

𝑙𝑗 змiнюється згiдно з рiвняннями (2.2), тобто визначається за
допомогою елементарних дiй над перiодичними функцiями з сумiрними
перiодами, якi дорiвнюють цiлому числу 𝑇 . А тому за властивостями пе-
рiодичних функцiй значення координат вектора Γ𝑡

𝑙 будуть повторювати-
ся з мiнiмальним перiодом 𝑇 , тобто 𝛾𝑡

𝑙𝑗 = 𝛾𝑡+𝑇
𝑙𝑗 . Звiдси випливає, що гра-

нична 𝜔-гранична множина Γ∞, складається з 𝑇 векторiв Γ𝑙, 𝑙 = 1, . . . , 𝑇 ,
а кожен вектор Γ𝑙, 𝑙 > 1 визначається зсувом координат вектора Γ𝑙=1.
Отже, 𝜔-гранична множина є циклiчною орбiтою.

Граничний вектор Γ∞ залежить вiд початкового стану {p1, . . . ,p𝑚}.
Тодi для довiльної точки з 𝜀-околу Γ∞ вектор Γ𝑙=1 буде iншим, а тому
𝜔-гранична множина є нестiйкою.

За основу роздiлу 2 взято роботи [17, 18, 21]. Вище побудовано та до-
слiджено багатокомпонентну динамiчну систему, яка визначається пока-
зником атрактора 𝒯 𝑡 (нестохастичним вектором з додатними координа-
тами), доведено iснування граничного стану такої системи й наведено
його опис у термiнах граничного значення показника атрактора. Також
розглянуто декiлька моделей динамiчних систем з рiзними способами
задання координат 𝜏 𝑡𝑗 , якi є визначальним для системи. Очевидно, що
модель є змiстовною, якщо 𝜏 𝑡𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, набуває скiнченного дода-
тнього значення. Саме значення координат вектора 𝒯 𝑡 та спосiб їхнього
задання впливають на стiйкiсть граничного стану системи.

Такi моделi динамiчних систем можуть описувати динамiку реаль-
них процесiв. Наприклад, показник атрактора може описувати реальний
зовнiшнiй вплив на деяку систему (наприклад, iнформацiйний вплив на
суспiльство). Задаючи величину показника атрактора, можна контролю-
вати чи описувати поведiнку системи, яка пiдлягає такому впливу.
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РОЗДIЛ 3

Моделi динамiчних систем

3.1. Проблема досягнення консенсусу

У цьому пiдроздiлi побудовано та дослiджено модель, що описує про-
цес формування переконань у складнiй системi з притягальною взаємо-
дiєю, а вiдповiднi результати було опублiковано в роботi [20]. Ця модель
є аналогiчною до моделi з робiт [67, 68], але ґрунтується на геть iна-
кшому законi взаємозв’язку мiж агентами. До того ж, проаналiзовано
багатопозицiйнi процеси прийняття рiшень (бiнарнi процеси розглядаю-
ться, як частинний випадок). У побудованiй нижче моделi використано
новий спосiб взаємодiї мiж агентами. А саме, у математичнiй формулi
взаємовпливу двох зв’язаних агентiв iстотним елементом є добуток ймо-
вiрностей фiксованого переконання кожного з агентiв. Формули записанi
у виглядi рiзницевих рiвнянь, рiзнi варiанти яких вже використовували-
ся у роботах [2,8, 12,26,28,54,60,62,64,65].

Спочатку коротко нагадаємо пiдхiд розвинутий в роботах [38, 39, 46,
67, 68, 84]. Так, вперше динамiчну систему поширення переконань було
запропоновано ДеГрутом в роботi [38]. Там розглядається бiнарна мо-
дель прийняття рiшень 𝜃 ∈ {0, 1} кожним iз 𝑘 > 1 агентiв. Початкова
ймовiрнiсть прийняття 𝑖-им агентом одного з рiшень, 𝑝𝑖 = 𝑃 (𝜃 = 1),
є величиною з промiжку [0, 1]. Набiр цих значень формує початковий
вектор ймовiрностей. Динамiчний процес оновлення координат векто-
ра ймовiрностей задано матрицею 𝐴 з елементами 𝐴𝑖𝑗, якi являють
собою вiдносну довiру, котру агент 𝑖 виявляє до переконання аген-
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та 𝑗. Переконання агентiв змiнюються лiнiйно, залежно вiд зваженого
середнього значення переконань своїх сусiдiв, якi визначаються вага-
ми 𝐴𝑖𝑗:

𝑝𝑖(𝑡+ 1) =
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑝𝑖(𝑡)𝐴𝑖𝑗.

Результат формулюється в термiнах графiв. Нехай 𝐺 = (𝑉,𝐸) позна-
чає граф, де 𝑉 – це набiр агентiв, а множина ребер 𝐸 мiстить пару (𝑖, 𝑗)

тодi i тiльки тодi, коли 𝐴𝑖𝑗 > 0. Показано, що в усiй системi досягається
консенсус, тiльки якщо граф 𝐺 є зв’язним, а iнакше, взагалi кажучи,
кожна зв’язна компонента системи матиме своє локальне консенсусне
значення.

Iнша, трохи досконалiша, модель переконань вiдома як модель Хег-
сельмана–Краузе [46]. У цiй моделi, аналогiчно до моделi ДеГрута, кожен
агент має переконання, виражене дiйсним числом 𝑝𝑖 ∈ [0, 1] i перекона-
ння агентiв оновлюються синхронно. Та в моделi Хегсельмана–Краузе
введено показник довiри (порогове значення) 𝜀, який дозволяє змоде-
лювати вiдсутнiсть взаємодiї мiж деякими агентами за умови, що їхнi
переконання досить далекi одне вiд одного.

У моделi Дефуанта–Вайсбуха [39, 84] дослiджується ефект попарної
взаємодiї мiж агентами, чиї переконання перебувають на вiдстанi, що є
меншою за певне порогове значення. В цiй моделi переконання агентiв
також вираженi дiйсними числами 𝑝𝑖 ∈ [0, 1]. Усiх агентiв, якi можуть
безпосередньо взаємодiяти з фiксованим агентом 𝑖, називають його су-
сiдами i їхню множину позначають 𝑁𝑖. Агенти 𝑖 та 𝑗 довiльним чином
вибираються для симетричної взаємодiї (якщо 𝑖 ∈ 𝑁𝑗, то 𝑗 ∈ 𝑁𝑖). Через
𝐼𝑖(𝑘, 𝜀) = {𝑗 ∈ 𝑁𝑖 : |𝑝𝑖(𝑡)− 𝑝𝑗(𝑡)| < 𝜀} позначено множину всiх сусiднiх з
𝑖 агентiв, чиї переконання досить близькi до переконань агента 𝑖. Якщо
𝑗 ∈ 𝐼𝑖(𝑘, 𝜀) та 𝑖 ∈ 𝐼𝑗(𝑘, 𝜀), тодi пiсля взаємодiї переконання набувають
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таких значень:
𝑝𝑖(𝑡+ 1) = (1− 𝜇)𝑝𝑖(𝑡) + 𝜇𝑝𝑗(𝑡),

𝑝𝑗(𝑡+ 1) = (1− 𝜇)𝑝𝑗(𝑡) + 𝜇𝑝𝑖(𝑡),
(3.1)

де 𝜇 ∈
(︀
0, 12
]︀

називають параметром змiшування.
Модель, запропонована в [67, 68] грунтується на моделi Дефуанта–

Вайсбуха, але це вже не обов’язково бiнарна модель. Дозволяється про-
цес вибору мiж бiльшою кiлькiстю альтернатив. Так, у [68] автори роз-
глядають переконання кожного агента як ймовiрнiсний вектор, кожна
координата такого вектора представляє ймовiрнiсть того, що певна аль-
тернатива приймається агентом. В цих роботах (а також у [37,50,83,85])
порогове значення взаємодiї 𝜇 розглядається не як наперед визначений
параметр, а як функцiя, залежна вiд вiдстанi мiж агентами, що взаємо-
дiють.

У нашому пiдходi, який далi викладається, порогове значення взаємо-
дiї не задане явно, проте вiдстань мiж переконаннями для кожної пари
агентiв впливає на iнтенсивнiсть взаємодiї. А саме, вiдстань мiж пере-
конаннями визначає скалярнi добутки ймовiрнiсних векторiв, якi явно
включенi у рiвняння, що описують модель.

Позначимо 𝑉 = {1, 2, . . . , 𝑛}, 𝑛 ≥ 2 множину агентiв, якi взаємодi-
ють мiж собою по неорiєнтованому графу 𝐺 = (𝑉,𝐸), де 𝐸 – позначає
фiксовану множину ребер графа (𝐸 ⊂ 𝑉 × 𝑉 ). Далi (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸 позначає
ребро, що сполучає агентiв 𝑢 та 𝑣. Для кожного такого ребра (𝑢, 𝑣), ми
припускаємо, що на процес формування переконання агента 𝑣 впливає
його сусiд 𝑢, а також 𝑣 впливає на 𝑢.

Нехай 𝐵(𝑣) позначає сукупнiсть сусiдiв агента 𝑣 на графi 𝐺, тоб-
то

𝐵(𝑣) = {𝑢 ∈ 𝑉 : (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸}.

Вiдзначимо, що 𝑣 /∈ 𝐵(𝑣). Опишемо процес поширення скiнче-
ної кiлькостi, а саме 𝑘 (𝑘 ≥ 2), переконань на графi 𝐺. При-
пускаємо, що в момент дискретного часу 𝑡 (𝑡 ≥ 0) агент 𝑣 по-
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дiляє переконання 𝑖 з iмовiрнiстю 𝑝𝑣𝑖 (𝑡). Тобто кожному агентовi
𝑣 ∈ 𝑉 вiдповiдає вектор p𝑣(𝑡) =

(︀
𝑝𝑣1(𝑡), . . . , 𝑝

𝑣
𝑖 (𝑡), . . . , 𝑝

𝑣
𝑘(𝑡)
)︀
, де ко-

ордината 𝑝𝑣𝑖 (𝑡) – це ймовiрнiсть того, що агент 𝑣 має переконан-
ня 𝑖. Вектори p𝑣(𝑡) назвемо розподiлами переконань агентiв 𝑣 у мо-
мент часу 𝑡. За означенням, усi такi вектори є стохастичними, тобто
𝑘∑︀

𝑖=1

𝑝𝑣𝑖 (𝑡) = 1.

У кожен наступний момент часу довiльним чином вибираємо аген-
та 𝑣 ∈ 𝑉 та його сусiда 𝑢 ∈ 𝐵(𝑣). Вважаємо, що ймовiрнiсть вибору пари
агентiв не залежить вiд часу й однакова для всiх агентiв. Вибравши пару
агентiв змiнюємо вектор p𝑣(𝑡) на p𝑣(𝑡+1) за правилом конфлiктної вза-
ємодiї з притяганням [26], яке записується в термiнах координат такою
формулою:

𝑝𝑣𝑖 (𝑡+ 1) =
1

𝑧𝑣,𝑢(𝑡)

(︀
𝑝𝑣𝑖 (𝑡) + 𝑝𝑣𝑖 (𝑡)𝑝

𝑢
𝑖 (𝑡)
)︀
, (3.2)

де 𝑧𝑣,𝑢(𝑡) – нормувальний знаменник, який забезпечує стохастичнiсть но-
вого вектора p𝑣(𝑡+ 1). Легко порахувати, що

𝑧𝑣,𝑢(𝑡) = 1 +
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑣𝑖 (𝑡) · 𝑝𝑢𝑖 (𝑡). (3.3)

Зауважимо, вектор p𝑢(𝑡) також змiнюється за тим самим законом:

𝑝𝑢𝑖 (𝑡+ 1) =
1

𝑧𝑣,𝑢(𝑡)

(︀
𝑝𝑢𝑖 (𝑡) + 𝑝𝑣𝑖 (𝑡)𝑝

𝑢
𝑖 (𝑡)
)︀
,

де нормувальний знаменник 𝑧𝑣,𝑢(𝑡) є таким самим, як i для агента 𝑣.
Покладаємо, що на кожному кроцi змiнюються значення лише однiєї па-
ри векторiв.

Вiдзначимо, що якщо p𝑣(𝑡) ̸= p𝑢(𝑡), то за один крок взаємодiї пе-
реконання агентiв 𝑢 та 𝑣 не можуть стати однаковими, але вони ста-
ють ближчими в сенсi 𝑙1-норми. Дiйсно, розглянемо рiзницю довiльних
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неортогональних векторiв p𝑣(𝑡+ 1) та p𝑢(𝑡+ 1):

|p𝑣(𝑡+ 1)− p𝑢(𝑡+ 1)|1 =
𝑘∑︁

𝑖=1

|𝑝𝑣𝑖 (𝑡+ 1)− 𝑝𝑢𝑖 (𝑡+ 1)| =

=
1

𝑧𝑣,𝑢(𝑡)

𝑘∑︁
𝑖=1

|𝑝𝑣𝑖 (𝑡)− 𝑝𝑢𝑖 (𝑡)| ≤ |p𝑣(𝑡)− p𝑢(𝑡)|1,

де використано (3.2) i той факт, що для неортогональних векторiв
1

𝑧𝑣,𝑢(𝑡) < 1 (насправдi з (3.3) випливає 1 ≤ 𝑧𝑣,𝑢(𝑡) ≤ 2). Отже, переко-
нання агентiв 𝑢 та 𝑣 пiсля взаємодiї стали ближчими.

Варто зауважити, що у випадку пари агентiв з переконаннями, яким
вiдповiдають ортогональнi вектори, взаємодiя не вiдбувається взагалi,
оскiльки добуток 𝑝𝑣𝑖 (𝑡) · 𝑝𝑢𝑖 (𝑡) = 0 для всiх 𝑖. Тому можна зробити ви-
сновок, що скалярний добуток характеризує силу взаємодiї двох агентiв:
чим ближчi вектори розподiлу переконань, тим сильнiший вплив агенти
мають один на одного.

Загалом опис поведiнки векторiв розподiлу переконань при 𝑡 → ∞ є
нетривiальною задачею, але при додаткових обмеженнях можна одержа-
ти конкретнi результати, наведенi далi.

3.1.1. Модель прийняття бiнарних рiшень у випадку двох опо-
нентiв. Перш нiж розглядати бiльш загальний випадок, розглянемо
найпростiший випадок прийняття бiнарних рiшень.

Припустимо, що система складається лише з двох агентiв, i їхнiй роз-
подiл переконань має вигляд p(𝑡) =

(︀
𝑝1(𝑡), 𝑝2(𝑡)

)︀
, r(𝑡) =

(︀
𝑟1(𝑡), 𝑟2(𝑡)

)︀
,

тобто 𝑘 = 2. Нагадаємо, що
2∑︀

𝑖=1

𝑝𝑖(𝑡) =
2∑︀

𝑖=1

𝑟𝑖(𝑡) = 1 для всiх 𝑡.

У такому випадку взаємодiя агентiв описується за допомогою чоти-
рьох рiвнянь: ⎧⎨⎩𝑝1(𝑡+ 1) = 1

𝑧(𝑡)𝑝1(𝑡)(1 + 𝑟1(𝑡)),

𝑝2(𝑡+ 1) = 1
𝑧(𝑡)𝑝2(𝑡)(1 + 𝑟2(𝑡)),
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𝑧(𝑡)𝑟1(𝑡)(1 + 𝑝1(𝑡)),

𝑟2(𝑡+ 1) = 1
𝑧(𝑡)𝑟2(𝑡)(1 + 𝑝2(𝑡)),

(3.4)

де 𝑧(𝑡) = 1 +
2∑︀

𝑖=1

𝑝𝑖(𝑡)𝑟𝑖(𝑡). Цi рiвняння генерують динамiчну систему

у просторi Ω = R2
+ × R2

+. Кожну пару двокомпонентних стохастичних
векторiв {p(0), r(0)} можна розглядати як початкову точку траєкторiї
цiєї динамiчної системи:

{p(0), r(0)} → {p(1), r(1)} → · · · → {p(𝑡), r(𝑡)} → · · · . (3.5)

Неважко показати (так само, як у роботi [26]), що кожна траєкторiя (3.5),
збiгається до нерухомої точки. А саме, вектори наближаються один до
одного i при цьому кожен з них прямує до одного з векторiв: e1 = (1, 0),
e2 = (0, 1) або c =

(︀
1
2 ,

1
2

)︀
. Тобто для заданої динамiчної системи iснують

лише три стацiонарнi стани: {e1, e1}, {e2, e2} чи {c, c}. Нерухомiсть цих
станiв перевiряється безпосередньо на основi формул (3.4).

Проаналiзуємо поведiнку траєкторiї (3.5) на кожному кроцi перетво-
рення. З цiєю метою введемо позначення

Δ1(𝑡) = |e1 − p(𝑡)|1 = |1− 𝑝1(𝑡)|+ |0− 𝑝2(𝑡)| = 1− 𝑝1(𝑡) + 𝑝2(𝑡),

Δ2(𝑡) = |e2 − p(𝑡)|1 = |0− 𝑝1(𝑡)|+ |1− 𝑝2(𝑡)| = 1 + 𝑝1(𝑡)− 𝑝2(𝑡)

i припустимо, що для перших координат початкових векторiв p(0) = p =

= (𝑝1, 𝑝2), r(0) = r = (𝑟1, 𝑟2) виконуються умова:⎧⎨⎩𝑝1 >
1
2 ,

𝑟1 >
1
2 .

(3.6)

Таким чином, завдяки стохастичностi маємо оцiнки для других коорди-
нат: 𝑝2 < 1

2 та 𝑟2 < 1
2 . З’ясуємо, яким чином змiниться траєкторiя на

першому кроцi:

𝑝1(𝑡 = 1) =
𝑝1(1 + 𝑟1)

1 + 𝑝1𝑟1 + 𝑝2𝑟2
.
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Розглядаючи вiдношення 𝑝1(1) до 𝑝1, знаходимо, що

𝑝1(1)

𝑝1
=

1 + 𝑟1
1 + 𝑝1𝑟1 + 𝑝2𝑟2

> 1,

оскiльки
𝑝1𝑟1 + 𝑝2𝑟2 = 𝑟1

(︀
𝑝1 + 𝑝2

𝑟2
𝑟1

)︀
< 𝑟1(𝑝1 + 𝑝2) = 𝑟1.

Отже, 𝑝1(𝑡 = 1) > 𝑝1. Аналогiчнi мiркування доводять, що 𝑟1(𝑡 = 1) > 𝑟1.
На наступному кроцi знову виконується умова типу (3.6), 𝑝1(1) > 1

2 ,
𝑟1(1) >

1
2 , а тому можна стверджувати, що послiдовностi {𝑝1(𝑡)} й {𝑟1(𝑡)}

зростають при збiльшенi 𝑡. За умовою задачi цi послiдовностi обмеженi(︀
𝑝1(𝑡) ≤ 1, 𝑟1(𝑡) ≤ 1

)︀
, тому

lim
𝑡→∞

𝑝1(𝑡) = lim
𝑡→∞

𝑟1(𝑡) = 1.

Припущення, що цi границi меншi за одиницю є суперечливим згiдно
з формулами (3.4). Цим доведено, що Δ1(𝑡) збiгається до нуля, тобто
вектори p(𝑡) та r(𝑡) рухаються в одному напрямку до e1 = (1, 0). При
цьому на кожному кроцi вiдстань мiж ними зменшується (вiдстань оцi-
нюємо за допомогою 𝑙1-норми):

|p(𝑡+ 1)− r(𝑡+ 1)|1 = |𝑝1(𝑡+ 1)− 𝑟1(𝑡)|+ |𝑝2(𝑡+ 1)− 𝑟2(𝑡)| =

=
1

1 +
∑︀2

𝑖=1 𝑝𝑖(𝑡)𝑟𝑖(𝑡)
(|𝑝1(𝑡)− 𝑟1(𝑡)|+ |𝑝2(𝑡)− 𝑟2(𝑡)|) =

=
1

1 +
∑︀2

𝑖=1 𝑝𝑖(𝑡)𝑟𝑖(𝑡)
|p(𝑡+ 1)− r(𝑡+ 1)|1 < |p(𝑡)− r(𝑡)|1.

Отже, доведено, що за виконання умов (3.6) траєкторiя з початковою
точкою {p(0), r(0)} збiгається до стацiонарної точки {e1, e1}.

Аналогiчним чином можна показати, що для траєкторiї з початковою
точкою, координати якої задовольняють умови⎧⎨⎩𝑝2 >

1
2 ,

𝑟2 >
1
2 ,
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величини виду Δ2(𝑡) прямують до нуля при 𝑡 → ∞, що означає збiжнiсть
самої траєкторiї до стацiонарної точки {e2, e2} (див. рис. 3.1).

а) б)

Рис. 3.1. Вектори p(𝑡), r(𝑡), розташованi по один бiк вiд центра c, прямують до a) e2 та б) e1

вiдповiдно.

Розглянемо випадок, коли початковi вектори розташованi не симетри-
чно по рiзнi боки вiд центру {c, c}, наприклад, коли першi координати
початкових векторiв задовольняють умови

1

2
< 𝑝1 < 1, 0 < 𝑟1 <

1

2
(див. рис. 3.2). (3.7)

Оскiльки 𝑝1+𝑝2 = 1 та 𝑟1+𝑟2 = 1, то для других координат виконуються
нерiвностi:

0 < 𝑝2 <
1

2
< 𝑟2 < 1.

Розглянувши вiдношення 𝑝1(1) до 𝑝1 знаходимо, що

𝑝1(1)

𝑝1
=

1 + 𝑟1
1 + 𝑝1𝑟1 + 𝑝2𝑟2

> 1,

оскiльки

𝑝1𝑟1 + 𝑝2𝑟2 = 𝑟1

(︂
𝑝1 + 𝑝2

𝑟2
𝑟1

)︂
> 𝑟1

(︀
𝑝1 + 𝑝2

)︀
= 𝑟1.

Отже, 𝑝1(1) < 𝑝1, аналогiчно 𝑟1(1) > 𝑟1. Завдяки стохастичностi справе-
дливi також нерiвностi: 𝑝2(1) > 𝑝2, 𝑟2(1) < 𝑟2. Цим доведено, що вектори
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рухаються у напрямку один до одного, тобто зближаються. Та це не при-
водить до того, що граничним станом буде центр {c, c}.

а) б)

Рис. 3.2. Вектори p(𝑡), r(𝑡), розташованi по рiзнi боки вiд центру c, рухаються у напрямку один до
одного до того моменту часу 𝑡, коли вектори опиняться по один бiк вiд центру.

Покажемо, що вектор, який знаходиться ближче до стацiонарної то-
чки

(︀
e1 = (1, 0) або e2 = (0, 1)

)︀
в результатi взаємодiї рухається по-

вiльнiше, нiж iнший. З цiєю метою, не втрачаючи загальностi припусти-
мо, що за виконання умов (3.7) завдяки несиметричностi у розташуван-
нi початкових векторiв виявилося, що вектор r знаходиться ближче до
e2 = (0, 1), анiж вектор p до e1 = (1, 0), тобто |e1 − p|1 > |e2 − r|1.
Розглянемо тепер рiзницi

|e1 − p|1 = |1− 𝑝1|+ |0− 𝑝2| = 1− 𝑝1 + 𝑝2,

|e2 − r|1 = |0− 𝑟1|+ |1− 𝑟2| = 1 + 𝑟1 − 𝑟2.

Очевидно, що з нерiвностi

1− 𝑝1 + 𝑝2 > 1 + 𝑟1 − 𝑟2

отримуємо 𝑟1 < 𝑝2 та 𝑟2 > 𝑝1.
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Далi оцiнюємо, як змiнився кожен з векторiв за один крок, тобто
порiвняймо рiзницi |p(1)− p|1 i |r(1)− r|1:

|p(1)− p|1 = |𝑝1(1)− 𝑝1|+ |𝑝2(1)− 𝑝2| = 𝑝1 − 𝑝1(1) + 𝑝2(1)− 𝑝2 =

=
1

𝑧

(︀
𝑝1𝑟1

(︀
𝑝1 +

𝑝2𝑟2
𝑟1

− 1
)︀
+ 𝑝2𝑟2

(︀
1− 𝑝1𝑟1

𝑟2
− 𝑝2

)︀)︀
,

та

|r(1)− r|1 = |𝑟1(1)− 𝑟1|+ |𝑟2(1)− 𝑟2| = 𝑟1(1)− 𝑟1 + 𝑟2 − 𝑟2(1) =

=
1

𝑧

(︀
𝑝1𝑟1

(︀
1− 𝑟1 −

𝑝2𝑟2
𝑝1

)︀
+ 𝑝2𝑟2

(︀
𝑟2 +

𝑝1𝑟1
𝑝2

− 1
)︀)︀
.

Далi розглянемо рiзницю

|p(1)− p|1 − |r(1)− r|1 =
1

𝑧
(𝑝1𝑟1(𝑝1 + 𝑟1 +

𝑝2𝑟2
𝑟1

+
𝑝2𝑟2
𝑝1

− 2)+

+𝑝2𝑟2(2− 𝑝2 − 𝑟2 −
𝑝1𝑟1
𝑟2

− 𝑝1𝑟1
𝑝2

)) > 0,

оскiльки

𝑝1 + 𝑟1 + 𝑟2 ·
𝑝2
𝑟1

+ 𝑝2
𝑟2
𝑝1

− 2 > 𝑝1 + 𝑟1 + 𝑝2 + 𝑟2 − 2 = 0

та
2− 𝑝2 − 𝑟2 − 𝑟1

𝑝1
𝑟2

− 𝑝1
𝑟1
𝑝2

> 2− 𝑝2 − 𝑟2 − 𝑟1 − 𝑝1 = 0.

Отже, |p(1) − p|1 > |r(1) − r|1. Зрозумiло, що такого типу нерiвностi
справедливi для всiх 𝑡 доти, доки вектори будуть знаходитись по рiзнi
сторони вiд центру. Та оскiльки обидва вектори p(𝑡) та r(𝑡) рухаються
до центра i на кожному кроцi |p(𝑡 + 1) − p(𝑡)|1 > |r(𝑡 + 1) − r(𝑡)|1,
то iснує момент 𝑡*, коли вектор p(𝑡*) опиниться по один бiк вiд центра з
вектором r(𝑡*). Починаючи з цього моменту, характер руху пари векторiв
змiниться, цi вектори продовжать зближатися i одночасно разом почнуть
рухатись до точки e2 = (0, 1), як це було описано в аналiзi попереднього
випадку.

Нарештi розглянемо симетричний випадок, коли координати поча-
ткової пари векторiв p, r задовольняють умови (3.7) i рiвно вiддаленi



67

вiд центра c = (12 ,
1
2) (наприклад, вiдстань вiд p до e1 = (1, 0) дорiвнює

вiдстанi вiд r до e2 = (0, 1)). Це означає, що в такому випадку для коор-
динат векторiв справедливi рiвностi 𝑝1 = 𝑟2, 𝑝2 = 𝑟1. Тодi зрозумiло, що
за рiвнi промiжки часу цi вектори змiщатимуться на рiвнi вiдстанi

|p(𝑡+ 1)− p(𝑡)|1 = |r(𝑡+ 1)− r(𝑡)|1.

Причому для кожного моменту часу 𝑡 залишатиметься справедливою
умова (3.7), тобто

0 < 𝑟1(𝑡) <
1

2
< 𝑝1(𝑡) < 1.

Дiйсно, якщо 𝑝1(𝑡 = 0) > 1
2 , то

𝑝1(𝑡 = 1)− 1

2
=

𝑝1 + 𝑝1𝑟1
1 + 𝑝1𝑟1 + 𝑝2𝑟2

− 1

2
> 0,

оскiльки, як вже було доведено вище, 𝑝1(1) < 𝑝1, 𝑝2(1) > 𝑝2 та 𝑟1(1) > 𝑟1,
𝑟2(1) < 𝑟2. За iндукцiєю, це виконується для всiх 𝑡. Отже, вектори рухаю-
ться у напрямку один до одного. Враховуючи такий закон змiни коорди-
нат, а також їх обмеженiсть, доходимо висновку, що кожен з початкових
векторiв збiгається до центра c =

(︀
1
2 ,

1
2

)︀
.

Проаналiзуємо стiйкiсть стацiонарних станiв системи. Нагадаємо, що
стацiонарний стан x* є стiйким (асимптотично стiйким) [1,3,15,23,36,42],
якщо iснує таке досить мале число 𝜀 > 0, що для будь-якої початкової
точки x(0) з 𝜀-околу точки x* траєкторiя, породжена точкою x(0), збi-
гається до x*:

lim
𝑡→∞

x(𝑡) = x*.

Розглянемо центральну точку {
(︀
1
2 ,

1
2

)︀
,
(︀
1
2 ,

1
2

)︀
} i зафiксуємо довiльне

число 𝜀 < 1
2 . Виберемо точку {p(0), r(0)} iз 𝜀-околу центральної точки.

В загальнiй ситуацiї її координати можна записати так:

{p(0), r(0)} =

{︂(︂
1

2
+ 𝛿1,

1

2
− 𝛿1

)︂
,

(︂
1

2
+ 𝛿2,

1

2
− 𝛿2

)︂}︂
,

де 0 < |𝛿1,2| < 𝜀.
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Очевидно, 1
2+𝛿𝑖 >

1
2−𝛿𝑖, якщо 𝛿𝑖 > 0 i 1

2+𝛿𝑖 <
1
2−𝛿𝑖, якщо 𝛿𝑖 < 0. Згi-

дно доведеної вище теореми траєкторiя породжена точкою {p(0), r(0)}
буде збiгатися до {e1, e1} або {e2, e2}, якщо 𝛿1 ̸= 𝛿2. Отже, центральна
точка

(︀
1
2 ,

1
2

)︀
не є стiйкою.

Розглянемо тепер граничну точку {e1, e1} i виберемо довiльну по-
чаткову точку {p(0), r(0)} з 𝜀-околу граничної точки. Нагадаємо, що
розглядаються лише точки, що утворюються парою стохастичних ве-
кторiв, тому всi точки 𝜀-околу {e1, e1} припускають такий запис:
{(1 − 𝛿1, 𝛿1), (1 − 𝛿2, 𝛿2)}, де 𝜀 > 𝛿1,2 > 0. Нехай 𝜀 < 1

2 , тодi 1 − 𝛿𝑖 > 𝛿𝑖.
Отже, за доведеною вище теоремою, точка {p(0), r(0)} буде породжу-
вати траєкторiю, що збiгається до {e1, e1}. Таким чином доведено, що
гранична точка {e1, e1} є стiйкою. За допомогою аналогiчних мiркувань
доводимо стiйкiсть точки {e2, e2}.

Таким чином доведено наступну теорему.

Теорема 3.1. Нехай p, r – стохастичнi вектори з простору R2
+. В

результатi взаємодiї за формулами (3.4) траєкторiя (3.5) з початко-
вою точкою {p, r} збiгається до одної з стацiонарних точок {e1, e1},
{e2, e2} або {c, c}.

При цьому, якщо початковi вектори знаходяться по один бiк вiд
центра c iз сторони вектора e1, то траєкторiя (3.5) збiгається до
точки {e1, e1} (аналогiчно для e2).

Якщо початковi вектори знаходяться по рiзнi боки вiд центра c,
але не симетричнi вiдносно 𝑐, то траєкторiя (3.5) збiгається до точ-
ки {ek, ek}, де ek – вектор до якого найближче знаходиться один з
векторiв p чи r.

Нарештi, якщо початковi вектори знаходяться по рiзнi боки вiд
центра i симетричнi вiдносно 𝑐 (рiвновiддаленi вiд 𝑐), то траєкто-
рiя (3.5) збiгається до точки {c, c}.

Нерухомi точки {ek, ek}, 𝑘 = 1, 2 є стiйкими, а центральна точка
{c, c} – не стiйка.
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3.1.2. Випадок прийняття бiнарних рiшень для системи з ба-
гатьма опонентами. Модель прийняття бiнарних (𝑘 = 2) рiшень
групою 𝑛 > 2 агентiв описується за допомогою динамiчної системи,
заданої у просторi R2

+ × R2
+ × · · · × R2

+. Стан такої системи в мо-
мент часу 𝑡 описує точка, яку позначаємо набором двомiрних векторiв
{p1(𝑡),p2(𝑡), . . . ,p𝑛(𝑡)}, де p𝑢(𝑡) – стохастичний вектор з R2

+, що вiдпо-
вiдає розподiлу переконань агента 𝑢. Траєкторiя динамiчної системи

{p1(𝑡),p2(𝑡), . . . ,p𝑛(𝑡)} → {p1(𝑡+ 1),p2(𝑡+ 1), . . . ,p𝑛(𝑡+ 1)} (3.8)

задається за допомогою перетворень виду (3.4).
Зрозумiло, що для систем, якi складаються з понад двох агентiв, по-

слiдовнiсть їхнiх взаємодiй a priory не впорядкована i тому граничний
результат при 𝑡 → ∞ неможливо точно передбачити. Але iснують деякi
окремi ситуацiї, коли все-таки можна точно визначити результат взаємо-
дiї всiх агентiв у системi. Такi ситуацiї виникають, наприклад, коли у всiх
агентiв системи розподiли переконань заданi векторами, що знаходяться
по один бiк вiд центральної нерухомої точки {c, c, . . . , c}. Окрiм цього,
поведiнку системи можна точно передбачити у ситуацiї, коли в усiх аген-
тiв системи розподiли переконань описанi векторами, що знаходяться на
однаковiй вiдстанi вiд центральної точки.

Доведення наступних двох тверджень зводиться до застосування ар-
гументацiї доведень теореми 3.1.

Твердження 3.2. Якщо всi агенти в системi мають початковий роз-
подiл переконань, який задовольняє умову

𝑝𝑢𝑘(𝑡 = 0) = max
𝑖=1,2

{𝑝𝑢𝑖 (0)}, 𝑢 = 1, . . . , 𝑛,

де 𝑘 фiксоване для всiх агентiв 𝑢, то траєкторiя динамiчної систе-
ми збiгається до стану консенсусу, тобто, коли розподiли переконань
кожного з агентiв однаковi i мають вигляд e𝑘.

Дiйсно, повторюючи логiку мiркувань при доведеннi теореми 3.1, лег-
ко переконатися, що взаємодiя будь-якої пари агентiв на будь-якому кро-
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цi приводить до перемiщення усiх векторiв p𝑢(𝑡) в сторону e𝑘. Таким чи-
ном на кожному кроцi стан системи буде наближатись до стацiонарного
стану {e𝑘, e𝑘, . . . , e𝑘}.

Аналогiчним чином iз доведення теореми 3.1 випливає наступне твер-
дження.

Твердження 3.3. Якщо всi агенти в системi мають такий старто-
вий розподiл переконань, що 𝑝𝑣1(𝑡) = 𝑝𝑢𝑖 (𝑡) для будь-якої пари агентiв 𝑢

та 𝑣 (отже, завдяки стохастичностi, 𝑝𝑣2(𝑡) = 𝑝𝑢𝑗 (𝑡) також), де 𝑖 = 1,
𝑗 = 2 або 𝑖 = 2, 𝑗 = 1, то траєкторiя системи збiгається до ста-
ну центральної нестiйкої рiвноважної невизначеностi, коли розподiл
переконань кожного з агентiв має вигляд c =

(︀
1
2 ,

1
2

)︀
.

3.1.3. Метод середнього поля. Як зазначено вище, якщо розподiли
переконань агентiв представленi стохастичними векторами, що знаходя-
ться по рiзнi боки вiд центра i розташованi довiльним чином (несиме-
трично), тодi неможливо точно визначити, до якого саме стану збiгає-
ться система, якщо граничний по часу стан взагалi iснує. Для того, щоб
визначити найбiльш ймовiрний граничний стан системи, використаємо
апроксимацiю динамiки за допомогою метода середнього поля.

Розглянемо складну систему з 𝑛 агентiв (𝑛 > 2) з двома можливими
переконаннями (𝑘 = 2). Нехай зв’язки агентiв системи описує повний
граф 𝐺 з 𝑛 вершинами. Припустимо, що жодна з вершин не має роз-
подiлу переконань, що є нерухомим стiйким станом, тобто коли агент
подiляє одне фiксоване переконання з ймовiрнiстю, яка дорiвнює одини-
цi. Якщо 𝑛 достатньо велике, ми можемо використовувати метод теорiї
середнього поля (див., наприклад, [54]) для наближення поведiнки систе-
ми. Тодi еволюцiйне рiвняння теорiї динамiчних системи з притягальною
взаємодiєю, яке ми використовували у виглядi (3.2), можна переписати
як

𝑝𝑣𝑖 (𝑡+ 1) =
1

𝑧𝑢,𝑣(𝑡)
𝑝𝑣𝑖 (𝑡)

(︀
1 + 𝑝𝑖(𝑡)

)︀
, (3.9)
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де 𝑝𝑖(𝑡) = 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑢=1 𝑝

𝑢
𝑖 (𝑡) – середнє значення ймовiрностi переконання 𝑖,

визначене за розподiлами цього переконання серед усiх агентiв. Ве-
ктор p(𝑡) =

(︀
𝑝1(𝑡), 𝑝2(𝑡)

)︀
називаємо середнiм розподiлом переконань си-

стеми. В ньому враховано вплив усiх агентiв системи.
Далi вивчаємо динамiчну систему, траєкторiї якої мають вигляд (3.8)

але задаються перетворенням (3.9), яке в кожен момент часу 𝑡 застосо-
вується до всiх векторiв p𝑢(𝑡).

Використавши результати роботи [65], можемо показати, що
при 𝑡 → ∞ розподiл кожної вершини графа 𝐺 наближається до грани-
чного середнього значення розподiлу переконань усiєї системи в сенсi
𝑙1-норми. Такий стан системи у певному сенсi є консенсусним (усi агенти
подiляють однаковi переконання).

Теорема 3.4. Кожна траєкторiя динамiчної системи, породжена вiд-
ображенням за формулою (3.9) збiгається до граничного нерухомого
стану, який визначається по граничному значенню середнього поля.

А саме, якщо середнє значення розподiлу переконань початкового
стану системи таке, що 𝑝1(𝑡 = 0) > 𝑝2 (𝑡 = 0), то траєкторiя збiгає-
ться до стану консенсусу {e1, e1, . . . , e1}.

Якщо середнє значення розподiлу переконань початкового стану си-
стеми таке, що 𝑝1(𝑡) < 𝑝2(𝑡), то траєкторiя збiгається до стану кон-
сенсусу {e2, e2, . . . , e2}.

Нарештi, якщо середнє значення розподiлу переконань початкового
стану системи таке, що 𝑝1(𝑡) = 𝑝2(𝑡), то траєкторiя залишається
нерухомою.

Доведення. Припустимо, що 𝑝1(𝑡) > 𝑝2(𝑡). Серед стохастичних векто-
рiв, що описують початковий стан системи є вектори, що знаходяться по
один бiк вiд центра c з вектором p(𝑡). Позначимо цю множину 𝑃1. Усi
решта векторiв лежать по рiзнi боки вiдносно центра з вектором p(𝑡),
позначимо цю множину 𝑃2.
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З доведення теореми 3.1 випливає, що всi вектори з множини 𝑃1

з кожним кроком взаємодiї будуть рухатись до вектора e2. Всi векто-
ри з множини 𝑃2 будуть рухатись в сторону центра c, що означає,
що вони також рухаються в сторону вектора e2. Тобто всi вектори
p𝑢(𝑡) = (𝑝𝑢1(𝑡), 𝑝

𝑢
2(𝑡)), що описують стан системи, будуть змiнюватись та-

ким чином, що 𝑝𝑢1(𝑡+1) > 𝑝𝑢1(𝑡) та вiдповiдно 𝑝𝑢2(𝑡+1) < 𝑝𝑢2(𝑡). Отже i ко-
ординати вектора p(𝑡) будуть змiнюватись вiдповiдно: 𝑝𝑢1(𝑡+ 1) > 𝑝𝑢1(𝑡).
Отже, траєкторiя буде прямувати до стану консенсусу {e1, e1, . . . , e1}
(див. рис. 3.3).

Рис. 3.3. В такому випадку середнє значення розподiлу переконань початкового стану системи таке,
що 𝑝1(𝑡 = 0) > 𝑝2 (𝑡 = 0), тому траєкторiя прямує до стану консенсусу {e1, e1, . . . , e1}.

Аналогiчно доводиться прямування траєкторiї до {e2, e2, . . . , e2} за
умови 𝑝1(𝑡) < 𝑝2(𝑡).

Припустимо тепер, що 𝑝1(𝑡) = 𝑝2(𝑡), тобто через стохастичнiсть
𝑝1(𝑡) =

1
2 . Вiзьмемо довiльний вектор p𝑢(𝑡) = (𝑝𝑢1(𝑡), 𝑝

𝑢
2(𝑡)). Обчислимо

𝑝𝑢1(𝑡+ 1) =
1

𝑧
𝑝𝑢1(𝑡)

(︀
1 + 𝑝1(𝑡)

)︀
=

3

2𝑧
𝑝𝑢1(𝑡),

де
𝑧 = 1 +

1

2
𝑝𝑢1(𝑡) +

1

2
𝑝𝑢2(𝑡) =

3

2
.

Отже, 𝑝𝑢1(𝑡+ 1) = 𝑝𝑢1(𝑡). Аналогiчно 𝑝𝑢2(𝑡+ 1) = 𝑝𝑢2(𝑡).
Таким чином доведено, що траєкторiя не рухається за умови, що

𝑝1(𝑡) = 𝑝2(𝑡).
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Використовуючи рiвняння аналогiчнi (3.2), можна описувати динамi-
ку систем зi станами, якi збiгаються до поляризованих чи кластерних
розподiлiв переконань. Поляризацiя описує процес, у якому агенти роз-
дiляються на пiдгрупи, що не взаємодiють, а всерединi кожної з таких
груп досягається свiй стан консенсусу. Система роздiляється на кластери
(кластеризується), якщо iснують групи агентiв з подiбними розподiлами
переконань, причому вiдстань мiж переконаннями в рiзних кластерах є
значно бiльшою, нiж всерединi кластера. Тобто при кластеризацiї всере-
динi кластера консенсус не обов’язково досягається, проте вiдстанi мiж
розподiлами переконань є вiдносно незначними.

Отже, було розглянуто декiлька варiантiв моделi складних систем, що
описують поширення переконань, якi з часом збiгаються до стану кон-
сенсусу, тобто на границi по часу (при 𝑡 → ∞) у всiх агентiв розподiли
переконань стають стацiонарно рiвними. При побудовi моделi поведiнки
агентiв вважалося, що їхнi зв’язки представленi у виглядi повного гра-
фа. Таке обмеження забезпечило досить просту поведiнку системи, коли
всi агенти приходить до стану консенсусу. У випадку неповного графа
динамiка зв’язкiв мiж агентами буде значно складнiшою, що потребує
подальшого дослiдження. Але рiзнi види графiв з додатковими симе-
трiями цiлком доступнi для аналiзу. Перспективною для застосувань є
модель, в якiй ймовiрнiсть вибору пари агентiв для взаємодiї у кожен
момент часу не однакова, а задається фiксованим правилом.
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3.2. Проблема достовiрної подiї в
багатокомпонентних динамiчних системах

Чи не вперше багатокомпонентнi динамiчнi системи згенерованi вiд-
ображенням, яке вiдповiдає притягальнiй взаємодiї мiж a priory незни-
щенними опонентами в 𝑛-вимiрному просторi, 𝑛 > 1, дослiджувались
в роботi [26]. В нiй вивчалась еволюцiя стохастичних векторiв p𝑡, r𝑡 з
простору R𝑛

+, 𝑛 ≥ 2, якi характеризують стан опонентiв. Там, зокре-
ма, було показано, що для таких динамiчних систем iснують рiвноважнi
стацiонарнi стани (точковi атрактори ) вигляду p = (0, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0),
r = (0, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0), де 1 може стояти на будь-якому однаковому для
p та r мiсцi. Такi стани є стiйкими. У численних публiкацiях присвяче-
них застосуванням, зокрема у моделях формування поглядiв та моделях
виборiв (див., наприклад, [31, 37–39, 46, 50, 67, 68, 72, 83–85]), такого ти-
пу стани мають iнтерпретацiю консенсусу. Актуальною є проблема опи-
су басейнiв притягання до таких атракторiв, тобто опису всiх початко-
вих станiв, якi асимптотично при 𝑡 → ∞, наближаються саме до цих
станiв. Вiдзначимо, що парам векторiв типу p =

(︀
0, 0, . . . , 1

𝑚 , 0, . . . ,
1
𝑚

)︀
,

r =
(︀
0, 0, . . . , 1

𝑚 , 0, . . . ,
1
𝑚

)︀
, 1 < 𝑚 ≤ 𝑛 також вiдповiдають нерухомi то-

чки, але вони є нестiйкими.
Розглянемо в метричному просторi 𝑋 деяку некомутативну бiнарну

композицiю (вiдображення) >:

{𝑥, 𝑦} >−→ {𝑥′, 𝑦′}, 𝑥′ = 𝑥> 𝑦, 𝑦′ = 𝑦 > 𝑥, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.

Далi композицiю > називаємо взаємодiєю мiж елементами простору 𝑋.
За означенням, взаємодiя > є притягальною, якщо

|𝑥′ − 𝑦′| ≤ |𝑥− 𝑦|, ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 (3.10)

де |𝑥 − 𝑦| позначає вiдстань мiж елементами в просторi 𝑋. Використо-
вуючи вiдображення > побудуємо дискретну динамiчну систему з при-
тягальною взаємодiєю в прямому добутку 𝑋 ⊗𝑋.
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Cпiвставимо кожнiй парi елементiв {𝑥, 𝑦} ≡ {𝑥0, 𝑦0} ∈ 𝑋 ⊗ 𝑋 трає-
кторiю

{𝑥𝑡, 𝑦𝑡} >−→ {𝑥𝑡+1, 𝑦𝑡+1} ∈ 𝑋 ⊗𝑋, 𝑡 = 0, 1, . . . ,

де 𝑥𝑡+1 := 𝑥𝑡 > 𝑦𝑡, 𝑦𝑡+1 := 𝑦𝑡 > 𝑥𝑡. Завдяки умовi притягання (3.10)
природньо очiкувати, що в 𝑋 iснують границi

𝑥∞ = lim
𝑡→∞

𝑥𝑡, 𝑦∞ = lim
𝑡→∞

𝑦𝑡,

i вони тотожнi, 𝑥∞ = 𝑦∞. Iнакше кажучи, пара {𝑥∞, 𝑦∞} утворює не-
рухому стацiонарну точку динамiчної системи згенерованої вiдображен-
ням >:

𝑥∞ > 𝑦∞ = 𝑥∞, 𝑦∞ > 𝑥∞ = 𝑦∞.

Вiдзначимо, що оскiльки станам динамiчної системи вiдповiдають еле-
менти з прямого добутку 𝑋 ⊗ 𝑋, то взагалi нерухома точка не єдина,
як у вiдомiй теоремi Банаха. В залежностi вiд структури простору 𝑋

та властивостей вiдображенням > нерухомих точок може бути багато
i кожна з них має свiй басейн притягання. 𝜔-гранична множина може
утворювати циклiчну траєкторiю.

Нехай двом опонентам 𝐴 та 𝐵, якi далi звуться гравцями, в момент
часу 𝑡 = 0 спiвставлено незалежнi дискретнi випадковi розподiли на про-
сторi Ω = {𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑛}, 𝑛 ≥ 2 (множина вiдвiдуваних позицiй):

𝐴 ∼ p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛), 𝐵 ∼ r = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑛).

Зрозумiло, що вектори p, r є стохастичними:

0 ≤ 𝑝𝑖, 𝑟𝑖 ≤ 1,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑟𝑖 = 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Далi припускаємо, що вони є рiзними i неортогональними, тобто в R𝑛
+

їх скалярний добуток задовольняє умову 0 < (p, r) < 1. Координати
𝑝𝑖, 𝑟𝑖 можна iнтерпретувати як незалежнi ймовiрностi попадання 𝐴, 𝐵
в 𝜔𝑖. Iншими словами, величини 𝑝𝑖, 𝑟𝑖 характеризують випадковi подiї



76

вiдвiдування позицiї 𝜔𝑖 гравцями 𝐴 та 𝐵 в початковий момент часу 𝑡 = 0.
Отже, 𝑝𝑖 = P(𝐴 перебуває в позицiї 𝜔𝑖), де P(·) означає ймовiрнiсть.
Аналогiчно для 𝑟𝑖.

Припустимо, що в наступнi моменти дискретного часу 𝑡 = 1, 2, . . .

гравцi 𝐴 та 𝐵 вступають один з одним у взаємодiю, яку позначаємо >.
Це приводить до змiни вiдповiдних їм розподiлiв:

{p, r} ≡ {p0, r0} >−→ {p1, r1} >−→ · · · >−→ {p𝑡, r𝑡} >−→ · · · .

Покладаємо, що закон змiни координат стохастичних векторiв задається
iтерацiйно такими формулами:

𝑝𝑡+1
𝑖 =

𝑝𝑡𝑖(1 + 𝑟𝑡𝑖)

𝑧𝑡
, 𝑟𝑡+1

𝑖 =
𝑟𝑡𝑖(1 + 𝑝𝑡𝑖)

𝑧𝑡
, (3.11)

𝑡 = 0, 1, . . . , 𝑝0𝑖 = 𝑝𝑖, 𝑟0𝑖 = 𝑟𝑖,

де нормувальний знаменник 𝑧𝑡 має вигляд

𝑧𝑡 = 1 + 𝜃𝑡, 𝜃𝑡 = (p𝑡, r𝑡) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑝𝑡𝑖𝑟
𝑡
𝑖.

На множинi всiх стохастичних векторiв фiксованої розмiрностi 𝑛 > 1,
яка є симплексом Δ𝑛−1, введемо вiдстань за формулою

𝐷(p, r) =
1

2

∑︁
𝑖

𝑑𝑖, 𝑑𝑖 = |𝑝𝑖 − 𝑟𝑖|.

Легко перевiрити, що тодi Δ𝑛−1 стає метричним простором.
З формул (3.11) випливає, що взаємодiя > задовольняє умову (3.10),

тобто є притягальною

𝐷(p𝑡+1, r𝑡+1) ≤ 𝐷(p𝑡, r𝑡), 𝑡 > 0.

Це дiйсно так, бо для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛:

𝑑𝑡+1
𝑖 =

𝑑𝑡𝑖
𝑧𝑡

< 𝑑𝑡𝑖, 𝑧𝑡 = 1 + 𝜃𝑡 > 1, 𝑡 = 1, 2, . . . . (3.12)

Тому ми говоримо, що гравцi 𝐴, 𝐵 притягуються.
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Динамiчнi системи з притягальною взаємодiєю можна iнтерпретува-
ти, як такi, що описують конфлiктнi подiї в наступному сенсi. Кожна з
позицiй 𝜔𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑛 > 1 з достовiрним її захопленням обома опо-
нентами є взаємовиключною для всiх iнших 𝑛− 1 позицiй. Тому притя-
гальна взаємодiя мiж опонентами за формулою (3.11) насправдi мiстить
у собi конфлiкт 𝑛-мiрної альтернативностi для позицiй 𝜔𝑖.

У теорiї динамiчних систем конфлiкту розвинутiй в публiкацiях [8,9,
12, 54, 58, 60, 62, 65], координати векторiв p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛), r = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑛)

мають сенс ймовiрностей перебування опонентiв в однiй iз позицiй де-
якого простору Ω = (𝜔1, . . . , 𝜔𝑛). Граничну нерухому точку {p∞, r∞}
називаємо достовiрною подiєю, якщо, окрiм рiвностi p∞ = r∞, ця то-
чка є стiйкою (див. [1,3,15,23,36,42]). Виявляється, що достовiрна подiя
вiдповiдає вектору з одиничною координатою в якiйсь фiксованiй пози-
цiї 𝜔𝑖.

Задача полягає у знаходженнi умов на координати довiльної поча-
ткової пари стохастичних векторiв p𝑡=0, r𝑡=0 ∈ R𝑛

+, якi забезпечують збi-
жнiсть траєкторiї динамiчної системи до граничного стану, що має сенс
одночасної достовiрної подiї у фiксованiй позицiї 𝜔𝑖 для обох опонен-
тiв. Тобто задача полягає у знаходженнi необхiдних та достатнiх умов
належностi початкової точки траєкторiї до басейну притягання точки
достовiрної подiї. Зрозумiло, що це питання еквiвалентне задачi опи-
су басейнiв притягання до станiв вигляду p∞ = (0, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0),
r∞ = (0, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0).

У цьому пiдроздiлi дослiджено наступне питання. Для яких початко-
вих розподiлiв p, r обидва граничнi вектори p∞, r∞ мають єдину, напри-
клад 𝑖-ту, ненульову координату, тобто iснує єдина позицiя 𝜔𝑖, де гравцi
𝐴, 𝐵 зустрiнуться з одиничною ймовiрнiстю, 𝑝∞𝑖 = 𝑟∞𝑖 = 1?. Вiдзначи-
мо, що формула притягальної взаємодiї, яка генерує динамiчну систему
в R𝑛

+ × R𝑛
+, має досить простий вигляд (див. (3.11)). Це дозволяє встано-

вити цiлий ряд простих достатнiх ознак достовiрної подiї, зокрема, при
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додаткових умовах симетрiї на вектори p, r та їх розмiрнiсть. Встановле-
ння критерiю достовiрної подiї здається нетривiальною задачею, навiть
в розмiрностi 𝑛 = 3, принаймнi для динамiчних систем з дискретним
часом, якi тут тiльки i розглядаються. Це iлюструється прикладами з
комп’ютерними симуляцiями.

Далi, як i вище, > позначає бiнарне вiдображення векторiв записане
в термiнах їх координат згiдно з формулою (3.11). В прямому добутку
симплексiв Δ𝑛−1 вiдображення > породжує 2(𝑛 − 1)-параметричну ди-
намiчну систему:

Δ𝑛−1 ×Δ𝑛−1 ∋ {p𝑡, r𝑡} >,𝑡−→ {p𝑡+1, r𝑡+1} ∈ Δ𝑛−1 ×Δ𝑛−1. (3.13)

Виявляється, що кожна траєкторiя цiєї динамiчної системи збiгається
до нерухомої точки {p∞, r∞} (див. нижче теорему 3.10). При цьому, пи-
тання, якi саме координати 𝑝∞𝑖 , 𝑟∞𝑖 граничних векторiв є ненульовими
та скiльки їх є досить нетривiальним. Наведемо декiлька попереднiх ре-
зультатiв у цьому напрямку дослiджень.

Твердження 3.5 ( [26]). Нехай для деякої пари 𝑖, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 вiдпо-
вiднi координати початкової точки {p0, r0}, p0 ≡ p, r0 ≡ r траєкто-
рiї (3.13) задовольняють нерiвностi

𝑝𝑖 ≥ 𝑝𝑘, 𝑟𝑖 > 𝑟𝑘 або 𝑝𝑖 > 𝑝𝑘, 𝑟𝑖 ≥ 𝑟𝑘. (3.14)

Тодi 𝑘-тi координати граничної пари є нульовими, 𝑝∞𝑘 = 𝑟∞𝑘 = 0.

Доведення. Просто зi (3.11) випливає, що завдяки умовам (3.14) вiдно-
шення 𝑝𝑡𝑘

𝑝𝑡𝑖
, як i 𝑟𝑡𝑘

𝑟𝑡𝑖
монотонно спадають при 𝑡 → ∞ i прямують до нуля.

Тому 𝑝∞𝑘 = 𝑟∞𝑘 = 0.

Введемо позначення суми та добутку координат з фiксованим iнде-
ксом для векторiв з траєкторiї (3.13):

𝜎𝑡
𝑖 := 𝑝𝑡𝑖 + 𝑟𝑡𝑖, 𝜌𝑡𝑖 := 𝑝𝑡𝑖𝑟

𝑡
𝑖.
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Твердження 3.6 ([26]). Якщо для деякої пари 𝑖, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 початковi
значення сум та добуткiв координат задовольняють нерiвностi

𝜎𝑖 ≥ 𝜎𝑘, 𝜌𝑖 > 𝜌𝑘 або 𝜎𝑖 > 𝜎𝑘, 𝜌𝑖 ≥ 𝜌𝑘, (3.15)

то 𝑝∞𝑘 = 𝑟∞𝑘 = 0.

Доведення. З (3.11) випливає, що

𝜎𝑡+1
𝑘 =

1

𝑧𝑡
(𝜎𝑡

𝑘 + 2𝜌𝑡𝑘), 𝑧𝑡 = 1 + (p𝑡, r𝑡), (3.16)

та
𝜌𝑡+1
𝑘 =

1

(𝑧𝑡)2
(𝜌𝑡𝑘 + (𝜌𝑡𝑘)

2 + 𝜌𝑡𝑘𝜎
𝑡
𝑘), 𝑡 = 1, 2, . . . . (3.17)

Використовуючи формули (3.16), (3.17), з (3.14) отримуємо

𝜎1
𝑖 > 𝜎1

𝑘, 𝜌1𝑖 > 𝜌1𝑘.

За iндукцiєю, аналогiчнi нерiвностi справджуються для усiх 𝑡 ≥ 1:

𝜎𝑡
𝑖 > 𝜎𝑡

𝑘, 𝜌𝑡𝑖 > 𝜌𝑡𝑘.

Тому вiдношення 𝜌𝑡𝑘
𝜌𝑡𝑖

, 𝜎𝑡
𝑘

𝜎𝑡
𝑖

монотонно прямують до нуля при 𝑡 → ∞. Це
означає, що обидвi граничнi координати 𝑝∞𝑘 та 𝑟∞𝑘 дорiвнюють нулю.

Згiдно з останнiм твердженням, якщо умови

𝜎max = 𝜎𝑖 = 𝑝𝑖 + 𝑟𝑖, 𝜌max = 𝜌𝑖 = 𝑝𝑖𝑟𝑖

виконуються для єдиного 𝑖, то 𝑝∞𝑖 = 𝑟∞𝑖 = 1 i 𝑝∞𝑘 = 𝑟∞𝑘 = 0 для всiх 𝑘 ̸= 𝑖.
Тобто цi умови є достатнiми для виникнення достовiрної граничної подiї
в позицiї 𝜔𝑖. Природно було б очiкувати, що цi умови є i необхiдними
для 𝑝∞𝑖 = 𝑟∞𝑖 = 1. Незважаючи на те, що таке припущення пiдтверджу-
ють численнi комп’ютернi приклади, насправдi виявляється це не так.
Достовiрна гранична подiя в позицiї 𝜔𝑖 може вiдбутися навiть тодi, коли
в (3.15) умови з сумами замiнити на протилежнi. Таку ситуацiю iлюстру-
ють приклади на рис. 3.4. В цiй ситуацiї можна знайти iншу достатню
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Рис. 3.4. Траєкторiї окремих координат позначенi тонкими лiнiями, жирнi лiнiї вiдповiдають нормо-
ваним сумам координат 1

2𝜎
𝑡
𝑖 =

1
2 (𝑝

𝑡
𝑖 + 𝑟𝑡𝑖), лiнiї з точками – добуткам 𝜌𝑡𝑖 = 𝑝𝑡𝑖𝑟

𝑡
𝑖 . Початковi розподiли

заданi векторами a) p = (0,4737; 0,4964; 0,0299), r = (0,109; 0,1961; 0,6949); б) p = (0,095; 0,88; 0,025),
r = (0,359; 0,001; 0,64). Обидва випадки демонструють ситуацiю, коли максимальнi значення ймовiр-
ностi одночасного перебування гравцiв А, В у фiксованiй позицiї забезпечують граничну достовiрну
подiю: а) 𝑝∞2 = 𝑟∞2 = 1 завдяки 𝜌2 = 𝜌max, 𝜅2 = 𝜅max; б) 𝑝∞1 = 𝑟∞1 = 1 тiльки завдяки 𝜌1 = 𝜌max.
В обох випадках значення сум координат не є визначальним фактором, оскiльки 𝜎3 = 𝜎max, але
𝜎∞
3 = 0 для а) та 𝜎2 = 𝜎max, але 𝜎∞

2 = 0 для б).

умову (див. далi твердження 3.7 та теорему 3.11). Зокрема, рис. 3.4(а)
iлюструє ситуацiю, коли достовiрна подiя 𝑝∞2 = 𝑟∞2 = 1 виникає в пози-
цiї 𝜔2, в якiй двi величини 𝜌2 та 𝜅2 = 𝜎2 + 2𝜌2 максимальнi.

Твердження 3.7 ( [26]). Нехай для пари 𝑖, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 замiсть
умов (3.15) виконуються такi нерiвностi:

𝜌𝑖 > 𝜌𝑘, 𝜎𝑖 < 𝜎𝑘, (3.18)

та
𝜅𝑖 = 𝜎𝑖 + 2𝜌𝑖 ≥ 𝜎𝑘 + 2𝜌𝑘 = 𝜅𝑘. (3.19)

Тодi 𝑝∞𝑘 = 𝑟∞𝑘 = 0.
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Доведення. Якщо показати, що

𝜎1
𝑘 ≤ 𝜎1

𝑖 , 𝜌1𝑘 < 𝜌1𝑖 , (3.20)

то 𝑝∞𝑘 = 𝑟∞𝑘 = 0 буде випливати з твердження 3.6. Переконаємося в
справедливостi (3.20). Дiйсно, перша нерiвнiсть з (3.20) випливає пря-
мо з (3.19) i (3.16). Тому потрiбно довести лише нерiвнiсть 𝜌1𝑘 < 𝜌1𝑖 . За
допомогою простих манiпуляцiй отримуємо

𝜌1𝑘 =
1

4𝑧2
(︀
2𝑧𝜎1

𝑘 + 𝑧2𝜎1
𝑘 · 𝜎1

𝑘 − 𝜎𝑘 · 𝜎𝑘 − 2𝜎𝑘
)︀
,

де використано формулу

𝜌𝑘 =
1

2

(︀
𝑧𝜎1

𝑘 − 𝜎𝑘
)︀

Тепер, порiвнюючи 𝜌1𝑘 з 𝜌1𝑖 i враховуючи, що 𝜎𝑘 ≤ 𝜎𝑖 та 𝜎1
𝑘 ≤ 𝜎1

𝑖 отримуємо
𝜌1𝑘 < 𝜌1𝑖 .

З наведених результатiв можна було очiкувати, що умова максималь-
ностi для добутку, 𝜌max = 𝜌𝑖 = 𝑝𝑖𝑟𝑖 в однiй фiксованiй позицiї є необхi-
дною для 𝑝∞𝑖 = 𝑟∞𝑖 = 1. Це також пiдтверджують багато комп’ютерних
прикладiв. Але й таке припущення спростовується конрприкладами. Так,
рис. 3.5 iлюструє двi рiзнi ситуацiї, коли достовiрна подiя вiдбувається в
позицiй, де 𝜌 та 𝜎 одночасно не є максимальними. Бiльш за те, у ситу-
ацiї рис. 3.5(а) навiть максимальнiсть величини 𝜅 не є визначальною, а
тому умова максимальностi 𝜅 у фiксованiй позицiї не є необхiдною для
достовiрної подiї у цiй позицiї.

Неважко переконатися, що в загальному випадку, якщо координати
граничних векторiв не нульовi, то вони обов’язково однаковi.

Твердження 3.8 ( [13]). Для кожної пари координат з iндексами
𝑖, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 можливий один з двох випадкiв:

a) одна з пар координат 𝑝𝑡𝑖, 𝑟
𝑡
𝑖 або 𝑝𝑡𝑘, 𝑟

𝑡
𝑘 прямує до нуля:

𝑝∞𝑖 = 𝑟∞𝑖 = 0 або 𝑝∞𝑘 = 𝑟∞𝑘 = 0, (3.21)
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б) усi координати 𝑝𝑡𝑖, 𝑟
𝑡
𝑖 та 𝑝𝑡𝑘, 𝑟

𝑡
𝑘 збiгаються до однакової границi (ну-

льової чи додатньої),

𝑝∞𝑖 = 𝑟∞𝑖 = 𝑝∞𝑘 = 𝑟∞𝑘 ≥ 0. (3.22)

Доведення. Оскiльки вiдомо, що завжди рiзницi 𝑑𝑡𝑖, 𝑑𝑡𝑘 прямують до ну-
ля (див. (3.12)), то можливi лише два випадки. Iснує таке 𝑇 , що (3.14)
виконується для всiх 𝑡 > 𝑇 . Тодi, з твердження 3.5 отримуємо (3.21).
В iншому випадку, перетин 𝑑𝑡𝑖

⋂︀
𝑑𝑡𝑘 завжди є не порожньою множиною.

Звiдси очевидно випливає, що виконується умова (3.22).

Таким чином, для кожної пари векторiв p, r ∈ Δ𝑛−1, (p, r) ̸= 0, iснує
розклад множини Ω на двi пiдмножини

Ω = Ω0

⋃︁
Ω+,

де

Ω0 := {𝜔𝑘 : 𝑝
∞
𝑘 = 𝑟∞𝑘 = 0}, Ω+ := {𝜔𝑖 : 𝑝

∞
𝑖 = 𝑟∞𝑖 > 0}. (3.23)

Тепер з твердження 3.8 отримуємо наслiдок, який формулюємо у ви-
глядi наступної теореми.

Теорема 3.9 ([13, 30]). Для довiльної пари початкових не ортогональ-
них стохастичних векторiв p, r граничний стан динамiчної системи
(3.13) в термiнах координат {p∞, r∞} має такий опис:

𝑝∞𝑘 = 𝑟∞𝑘 = 0, 𝜔𝑘 ∈ Ω0, 𝑝∞𝑖 = 𝑟∞𝑖 =
1

|Ω+|
> 0, 𝜔𝑖 ∈ Ω+, (3.24)

де |Ω+| – потужнiсть множини Ω+.

Теорема 3.10 ( [13]). Кожна траєкторiя динамiчної системи (3.13)
збiгається до нерухомої точки {p∞, r∞}:

p∞ = lim
𝑡→∞

p𝑡, r∞ = lim
𝑡→∞

r𝑡, p∞ > r∞ = p∞, r∞ > p∞ = r∞.
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При цьому для довiльної пари початкових стохастичних векторiв
p0, r0 ∈ Δ𝑛−1, p0 ̸= r0, граничнi вектори є однаковими, p∞ = r∞. Вiдпо-
вiдна 𝜔-гранична множина Γ𝑛 динамiчної системи (3.13) складається
з 2𝑛 − 1 точок,

Γ𝑛 =
𝑛⋃︁

𝑚=1

Γ(𝑛
𝑚)
, (3.25)

де {p, p} ∈ Γ(𝑛
𝑚)

, якщо виконується умова:

‖p‖2 = 1

𝑚
, 𝑝𝑖 =

{︂
0,

1

𝑚

}︂
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛, (3.26)

де ‖·‖ позначає норму в R𝑛
+. 𝜔-гранична множина Γ𝑛 не мiстить перiо-

дичних орбiт. Пiдмножину Γ( 𝑛
𝑚=1)

утворюють стiйкi нерухомi точки.
Усi пiдмножини Γ(𝑛

𝑚)
, 2 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 складаються лише з нестiйких неру-

хомих точок.

Доведення. Iснування граничних нерухомих станiв вигляду {p∞, r∞}
випливає прямо з (3.11) завдяки (3.12) (докладнiше див. [26]). Зокрема,
умова (3.26) еквiвалентна iнварiантностi граничних координат вiдносно
вiдображення, заданого формулами (3.11). Зокрема, для вiдмiнних вiд
нуля граничних координат виконується рiвнiсть:

𝑝∞𝑖 = 𝑟∞𝑖 = 𝜃∞ = ‖p∞‖2.

Асимптотична стiйкiсть станiв з множини Γ( 𝑛
𝑚=1)

випливає з тверджен-
ня 3.5. Дiйсно, зафiксуємо 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 i розглянемо стан з цiєї множини,
утворений вектором e𝑘 ∈ R𝑛

+ з координатами заданими символом Кроне-
кера, 𝑒𝑘𝑖 = 𝛿𝑖𝑘, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Тодi з твердження 3.5 випливає, що всi тра-
єкторiї (3.13), якi стартують iз станiв {p, r}, координати векторiв яких
задовольняють нерiвностям |𝑝𝑖−𝛿𝑖𝑘| < 1

𝑛 , |𝑟𝑖−𝛿𝑖𝑘| < 1
𝑛 , з необхiднiстю збi-

гаються до точки {e𝑘, e𝑘}. Зрозумiло, що множина всiх таких початкових
станiв утворює деякий окiл точки {e𝑘, e𝑘} в просторi Δ𝑛−1 ×Δ𝑛−1.

Легко зрозумiти, що в будь-якому околi граничної точки з пiдмно-
жини Γ( 𝑛

𝑚>1)
iснують стани утворенi векторами, деякi з координат яких
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задовольняють нерiвностi протилежнi до (3.14). Тодi траєкторiї з таки-
ми початковими станами будуть збiгатися до iншої граничної точки. Це
доводить нестiйкiсть нерухомих точок з Γ( 𝑛

𝑚>1)
.

Вiдсутнiсть перiодичних орбiт в 𝜔-граничнiй множинi Γ𝑛 є наслiдком
того, що Γ𝑛 складається лише з одноточкових нерухомих станiв.
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Рис. 3.5. a) p = (0,68; 0,2; 0,12), r = (0,07; 0,35; 0,58). Незважаючи на те, що жодне з максимальних
значень 𝜌max = 𝜌2, 𝜎max = 𝜎1 i навiть 𝜅max = 𝜅1 не належить позицiї 𝜔3, достовiрна подiя,
𝑝∞3 = 𝑟∞3 = 1, вiдбувається саме в позицiї 𝜔3. б) p = (0,021; 0,179; 0,8), r = (0,44; 0,46; 0,1). Достовiр-
ну подiю, 𝑝∞3 = 𝑟∞3 = 1, у позицiї 𝜔3, забезпечує наявнiсть у цiй позицiї двох максимальних значень,
𝜎3 = 𝜎max, 𝜅3 = 𝜅max, хоча добуток координат для цiєї позицiї не є максимальним, 𝜌max = 𝜌2.

Зауважимо, що прямо з доведення теореми 3.10 випливає вiдсутнiсть
нейтрально стiйких нерухомих точок. Вiдзначимо також, що множи-
на Γ( 𝑛

𝑚=𝑛)
мiстить лише одну нерухому точку, яка утворена з пари одна-

кових векторiв з координатами 𝑝𝑖 = 𝑟𝑖 = 1
𝑛 для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. З

твердження 3.5 випливає, що ця точка є не стiйкою, з її довiльного око-
лу траєкторiями (3.13) можна наблизитися до будь-якої точки з множи-
ни Γ𝑛.
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Пiдкреслимо також, що з доведених вище теорем випливає вiдсу-
тнiсть рiзних ненульових граничних координат у фiксованого гранично-
го стану. Тому одне з важливих питань полягає в тому, як в термiнах
початкової пари векторiв p, r здiйснити розклад множини позицiй Ω на
пiдмножину Ω0, в якiй усi граничнi координати є нульовими, та Ω+, де усi
граничнi координати є строго додатнiми i однаковими? А основне пита-
ння зводиться до знаходження критерiю виконання рiвностi |Ω+| = 1.
Тобто, знаходження необхiдних i достатнiх умов на пару початкових
векторiв, коли на границi по часу виникає лише одна ненульова коор-
дината, 𝑝∞𝑖 = 𝑟∞𝑖 = 1? Наведенi вище результати є лише допомiжни-
ми для дослiдження поставленої задачi. Опишемо найскладнiшу ситуа-
цiю.

Нехай для деякої пари векторiв p, r виконується протилежнi не-
рiвностi для сум та добуткiв: 𝜎𝑘 > 𝜎𝑖, але 𝜌𝑘 < 𝜌𝑖. Тодi з тверджен-
ня 3.7 випливає, що 𝜔𝑘 ∈ Ω0, якщо 𝜎𝑘 + 2𝜌𝑘 = 𝜅𝑘 ≤ 𝜅𝑖 = 𝜎𝑖 + 2𝜌𝑖

(див. нерiвнiсть (3.19)). Але ця нерiвнiсть є тiльки достатньою умо-
вою для 𝜔𝑘 ∈ Ω0. Тому, якщо припустити, що 𝜅𝑘 > 𝜅𝑖, тодi 𝜎1

𝑘 > 𝜎1
𝑖 ,

оскiльки з (3.16) випливає, що 𝜎1
𝑘 = 𝜅𝑘, 𝜎1

𝑖 = 𝜅𝑖. I якщо при цьо-
му 𝜌1𝑘 < 𝜌1𝑖 , то ми не можемо визначити, до яких з множин Ω0 чи
Ω+ належать позицiї 𝜔𝑘, 𝜔𝑖. Звичайно, якщо 𝜌1𝑘 ≥ 𝜌1𝑖 , то все ясно.
Але якщо зазначена вище невизначенiсть повторюється лише скiнчен-
ну кiлькiсть разiв i на якомусь кроцi 𝑡0 з’являються обидвi нерiвностi
𝜎𝑡0
𝑘 > 𝜎𝑡0

𝑖 , 𝜌𝑡0𝑘 > 𝜌𝑡0𝑖 (або протилежнi до них), тодi можна зробити ви-
сновок, що 𝜔𝑖 ∈ Ω0 (або 𝜔𝑘 ∈ Ω0). Складнiсть полягає в тому, що в
загальному випадку не ясно, чи iснує таке 𝑡0, а якщо iснує, то за яких
умов?

Далi розглянуто ряд ситуацiй, коли проблема достовiрної подiї розв’я-
зується в сторону достатностi. Так, прямо з тверджень 3.5 та 3.6 випливає
справедливiсть такої теореми.
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Теорема 3.11. Якщо в початковий момент часу у просторi Ω iснує
єдина позицiя 𝜔𝑖0, для якої

𝑝𝑡=0
𝑖0

≡ 𝑝𝑖0 = 𝑝max = max
𝑖=1,...,𝑛

{𝑝𝑖}, 𝑟𝑡=0
𝑖0

≡ 𝑟𝑖0 = 𝑟max = max
𝑖=1,...,𝑛

{𝑟𝑖},

або

𝜎𝑡=0
𝑖0

≡ 𝜎𝑖0 = 𝜎max = max
𝑖=1,...,𝑛

{𝜎𝑖}, 𝜌𝑡=0
𝑖0

≡ 𝜌𝑖0 = 𝜌max = max
𝑖=1,...,𝑛

{𝜌𝑖},

то саме в 𝜔𝑖0 граничнi координати 𝑝∞𝑖0 = 𝑟∞𝑖0 = 1, а усi iншi дорiвнюють
нулю, 𝑝∞𝑖 = 𝑟∞𝑖 = 0, 𝑖 ̸= 𝑖0.

Вiдзначимо, що твердження 3.7 не гарантує достовiрної подiї в пози-
цiї 𝜔𝑖0 навiть, якщо це єдина позицiя, в якiй

𝜅𝑖0 = 𝜅max = max
𝑖=1,...,𝑛

{𝜅𝑖}, (𝜅𝑖 := 𝜎𝑖 + 2𝜌𝑖),

бо при цьому координата 𝑝𝑖0 може бути досить малою i це приводить до
𝑝∞𝑖0 = 𝑟∞𝑖0 = 0. Таку ситуацiю iлюструє рис. 3.5(а).

Розглянемо декiлька випадкiв з умовами симетрiї на початковi роз-
подiли. Нехай для деякого 𝑖0

𝑝𝑖0 = 𝑟𝑖0 = 𝑝, 𝜎𝑗 = 𝜎𝑘, 𝑗, 𝑘 ̸= 𝑖0. (3.27)

Твердження 3.12. Якщо виконується умова (3.27) i 𝑝 > 1
𝑛, то

𝑝∞𝑖0 = 𝑟∞𝑖0 = 1.

Доведення. Зараз усi 𝜎𝑘 = 2(1−𝑝)
𝑛−1 , 𝑘 ̸= 𝑖0. Тому 𝜎𝑖0 > 2

𝑛 > 𝜎𝑘. А також
𝜌𝑖0 = 1

𝑛2 > 𝜌𝑘, ∀ 𝑘 ̸= 𝑖0. Тепер справедливiсть твердження випливає з
теореми 3.11.

Розглянемо випадок з умовою (3.27), при 𝑝 < 1
𝑛 . Тепер 𝜎𝑖0 < 𝜎𝑘,

∀ 𝑘 ̸= 𝑖0. Чи може при цьому виникнути достовiрна подiя в позицiї 𝜔𝑖0,
тобто 𝑝∞𝑖0 = 𝑟∞𝑖0 = 1? Виявляється так, але якщо усi 𝜌𝑘 є достатньо ма-
лими, щоб виконувалася умова (3.19) при 𝑖 = 𝑖0 з твердження 3.7. Зви-
чайно, цю умову неможливо задовольнити при будь-якому 𝑝 < 1

𝑛 . Iснує
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мiнiмальний порiг 𝜆 для 𝑝, який визначається рiвнянням 𝜅𝑖0 = 𝜎𝑘. Це
рiвняння, враховуючи, що 𝜎𝑘 = 2(1−𝑝)

𝑛−1 i покладаючи 𝑝𝑖0 = 𝑝 = 𝜆, має ви-
гляд 2𝜆+ 𝜆2 = 2(1−𝜆)

𝑛−1 . Отже, мiнiмальний порiг для 𝑝𝑖0 = 𝑝, коли можна
скористатися умовою (3.19) є

𝜆 =
(𝑛2 + 4𝑛− 4)

1
2 − 𝑛

2(𝑛− 1)
.

Якщо 𝑝 < 𝜆, то при довiльному 𝜌𝑘 > 0 умова (3.19) не справджується.
Таким чином справедливим є наступне твердження.

Твердження 3.13. Нехай виконуються умови (3.27) i 𝜆 < 𝑝 < 1
𝑛. То-

дi iснують достатньо малi 𝜌𝑘, такi, що 𝜅𝑖0 ≥ 𝜅𝑘 для всiх 𝑘 ̸= 𝑖0, а
отже 𝑝∞𝑖0 = 1.

З наведених тверджень випливає, що для розмiрностi 𝑛 = 3, тобто
для p, r ∈ Δ2, i при умовах (3.27), коли

𝑝1 = 𝑟1 = 𝑝, 𝑝2 = 𝑟3 =
1− 𝑝

2
+ 𝜀,

𝑝3 = 𝑟2 =
1− 𝑝

2
− 𝜀, 𝜀 =

1− 𝑝

2
> 0,

(3.28)

у позицiї 𝜔1 вiдбувається достовiрна подiя, 𝑝∞1 = 𝑟∞1 = 1 у таких випад-
ках:

1) 𝑝 ≥ 1
3 , 𝑝2 = 𝑟3 ̸= 1

3 ,

2) 𝑝 > 0, 𝑝2 = 𝑟3 = 0,

3) 𝜆 < 𝑝 < 1
3 , 𝜆 =

√
17−3
4 , але 𝜅1 > 𝜅2.

Далi наведено бiльш тонкi достатнi умови достовiрної подiї. Почнемо
з розмiрностi 𝑛 = 3, коли p, r ∈ Δ2.

Нехай 0 < 𝑝 < 1
3 та 𝜎2 = 𝜎3. Тодi очевидно 𝜎1 < 𝜎2. З попере-

днiх результатiв вiдомо, що забезпечити на границi по часу рiвнiсть
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𝑝∞1 = 𝑟∞1 = 1 можливо лише тодi, коли 𝜌2 = 𝜌3 є досить малим. Запи-
шемо 𝜌2 у формi

𝜌2 = 𝜌3 = 𝑝2𝑟2 = 𝑝3𝑟3 =

(︂
1− 𝑝

2
+ 𝜀

)︂(︂
1− 𝑝

2
− 𝜀

)︂
=

=

(︂
1− 𝑝

2

)︂2

− 𝜀2 =
1

4

(︀
1− 2𝑝+ 𝑝2 − 4𝜀2

)︀
, 0 ≤ 𝜀 ≤ 1− 𝑝

2
.

Звичайно, якщо 𝜀 є максимально великим, 𝜀 = 1−𝑝
2 , тодi 𝑟2 = 𝑝3 = 0 i

для довiльного початкового 𝑝, одержуємо 𝑝𝑡2 = 𝑟𝑡3 → 0, 𝑡 → ∞, а 𝑝∞1 = 1.
Але це крайнiй випадок. Навпаки, для нульового, або досить малого 𝜀

обидвi координати 𝑝2, 𝑝3 близькi до 1
3 . Тодi для 𝑝 < 1

3 добуток 𝜌2 переви-
щує 𝜌1 та за твердженням 3.6, 𝑝∞1 = 0, а 𝑝∞2 = 𝑝∞3 = 1

2 . Легко встановити,
що таке вiдбувається завжди, коли 𝜀 задовольняє умову (3.29) з насту-
пного твердження.

Твердження 3.14. Нехай координати векторiв p, r ∈ Δ2 задовольня-
ють умови (3.28). Припустимо

𝑝 <
1

3
, 0 ≤ 𝜀2 ≤ 𝑓(𝑝), 𝑓(𝑝) :=

1

4
− 𝑝− 3

4
𝑝2. (3.29)

Тодi 𝑝∞2 = 𝑝∞3 = 1
2 i 𝑝∞1 = 𝑟∞1 = 0.

Доведення. З умов (3.29) легко одержуємо: 𝜎1 < 𝜎2 = 𝜎3, 𝜌1 ≤ 𝜌2 = 𝜌3.
Тепер користуємося твердженням 3.6 i теоремою 3.9.

Таким чином, для забезпечення достовiрної подiї у 𝜔1 з початковою
координатою 𝑝1 = 𝑝 < 1

3 потрiбно обмежити 𝜀 знизу.

Теорема 3.15. Нехай координати векторiв p, r ∈ Δ2 мають запис у
виглядi (3.28). Припустимо додатково, що 𝜆 ≤ 𝑝 ≤ 1

3, де 𝜆 =
√
17−3
4 , а

𝜀 ≤ 1−𝑝
2 задовольняє оцiнку знизу:

𝑇 (𝑝) ≤ 𝜀2, 𝑇 (𝑝) =
3

4
− 2𝑝− 3

4
𝑝2. (3.30)

Тодi 𝑝∞𝑖 = 𝑟∞𝑖 = 1.
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Доведення. Покажемо, що вже на першому кроцi 𝑝𝑡=1
1 = 𝑝(1+𝑝)

𝑧 ≥ 1
3 . Дiй-

сно, оскiльки 𝑧 = 1 + 𝑝2 + 2𝜌2, то остання нерiвнiсть має такий еквiва-
лентний запис

3𝑝(1 + 𝑝) ≥ 1 + 𝑝2 + 2𝜌2,

де 𝜌2 = 𝜌3 = 𝑝2𝑝3 =
(︀
1−𝑝
2

)︀2 − 𝜀2. Це означає, що нерiвностi 𝑝𝑡=1
1 ≥ 1

3 та

𝜀2 ≥ 1

4

(︀
3− 8𝑝− 3𝑝2

)︀
= 𝑇 (𝑝)

еквiвалентнi. Легко помiтити, що функцiя 𝑇 (𝑝) спадає на вiдрiзку
[︀
0, 13
]︀

вiд 3
4 до 0, причому 𝑇 (𝑝) > (1−𝑝)2

4 на [0, 𝜆). Це означає, що умова (3.30)
може виконуватися тiльки тодi, коли 𝜆 ≤ 𝑝. Тепер з 𝑝11 = 𝑟11 ≥ 1

3 випливає,
що 𝜎1

1 ≥ 𝜎1
2. Очевидно також, що 𝜌11 > 𝜌12, оскiльки 𝜀1 = 1

2

(︀
𝑝12 − 𝑝13

)︀
> 0.

Отже, теорема справедлива завдяки твердженню 3.6.

Твердження теореми 3.15 проiлюстровано на рис. 3.6.

Рис. 3.6. Фазовий портрет траєкторiй у симетричному випадку, 𝑝1 = 𝑟1 = 𝑝, 𝑝2 = 𝑟3, 𝑝3 = 𝑟2, тобто
p = (𝑝, 𝑎, 𝑏), r = (𝑝, 𝑏, 𝑎). Симплекс Δ2 подiляється на два басейни притягання до стiйких точкових
атракторiв: (1; 0; 0),

(︀
0; 1

2 ;
1
2

)︀
. Точка

(︀
1
3 ;

1
3 ;

1
3

)︀
є сiдлом. Нерухомi точки (0; 0; 1), (0; 1; 0) є репелерами.

Результат теореми 3.15 легко узагальнити на вищу розмiрнiсть.
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Нехай p, r ∈ Δ𝑛−1, 𝑛 > 2 є непарним. Припустимо, для деякого 𝑖

𝑝𝑖 = 𝑟𝑖 = 𝑝, 𝜎𝑙 = 𝜎𝑘, 𝜌𝑙 = 𝜌𝑘, ∀ 𝑙, 𝑘 ̸= 𝑖.

Тодi 𝜎𝑖 = 2𝑝, 𝜌𝑖 = 𝑝2, 𝜎𝑘 = 2(1−𝑝)
𝑛−1 . Позначимо 𝜀 := |𝑝𝑘−𝑟𝑘|

2 В такому
випадку, окрiм 𝑝𝑖 = 𝑟𝑖 = 𝑝, маємо 𝑛−1

2 рiвних координат 𝑝𝑘 = 𝑟𝑙 =
1−𝑝
𝑛−1 +𝜀

та 𝑛−1
2 рiвних координат 𝑝𝑙 = 𝑟𝑘 =

1−𝑝
𝑛−1 − 𝜀. При цьому усi

𝜌𝑘 = 𝜌𝑙 =

(︂
1− 𝑝

𝑛− 1
+ 𝜀

)︂
·
(︂
1− 𝑝

𝑛− 1
− 𝜀

)︂
=

(︂
1− 𝑝

𝑛− 1

)︂2

− 𝜀2.

Введемо позначення:

𝑓𝑛(𝑝) :=
𝑝
(︀
𝑝− 1

)︀
2

+

(︂
1− 𝑝

𝑛− 1

)︂2

,

𝑇𝑛(𝑝) :=
1− 𝑛𝑝+ 𝑝2(1− 𝑛)

2
+

(︂
1− 𝑝

𝑛− 1

)︂2

.

Очевидно, 𝑓𝑛(𝑝) < 𝑇𝑛(𝑝) для 𝑝 < 1
𝑛 .

Теорема 3.16. Нехай координати векторiв p, r ∈ Δ𝑛−1 задовольняють
умови: для фiксованого 𝑖

𝑝𝑖 = 𝑟𝑖 = 𝑝, 𝜆𝑛 ≤ 𝑝 ≤ 1

𝑛
, 𝜆𝑛 =

(𝑛2 + 4𝑛− 4)1/2 − 𝑛

2(𝑛− 1)
,

а для всiх 𝑙, 𝑘 ̸= 𝑖,

𝑝𝑘 = 𝑟𝑙 =
1− 𝑝

𝑛− 1
+ 𝜀, 𝑝𝑙 = 𝑟𝑘 =

1− 𝑝

𝑛− 1
− 𝜀, 0 ≤ 𝜀 ≤ 1− 𝑝

𝑛− 1
.

Тодi

1) якщо 𝜀2 < 𝑓𝑛(𝑝), то 𝑝∞𝑖 = 𝑟∞𝑖 = 0, a 𝑝∞𝑙 = 𝑟∞𝑙 = 𝑝∞𝑘 = 𝑟∞𝑘 = 1
𝑛−1,

2) якщо
𝑇𝑛(𝑝) ≤ 𝜀2, (3.31)

то 𝑝∞𝑖 = 𝑟∞𝑖 = 1.
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Доведення. 1) Нехай 𝜀2 < 𝑓𝑛(𝑝). Тодi

𝑝1𝑖 − 𝑝𝑖 =
𝑝(1 + 𝑝)

𝑧
− 𝑝 = −2𝑝

𝑧

(︂
𝑝(1− 𝑝)

2
+

(︂
1− 𝑝

𝑛− 1

)︂2

− 𝜀2
)︂

=

= −2𝑝

𝑧

(︀
𝑓𝑛(𝑝)− 𝜀2

)︀
< 0,

тобто 𝑝1 < 𝑝, причому, очевидно, значення функцiї 𝑓𝑛(·) зростає,
𝑓𝑛(𝑝

1) > 𝑓𝑛(𝑝). З першої нерiвностi випливає, що всi 𝜌1𝑘, 𝑘 ̸= 𝑖 також
зростають. Тому (𝜀1)2 < 𝜀2, де, нагадаємо, 𝜀1 = |𝑝1𝑘−𝑟1𝑘|

2 не залежить вiд 𝑘.
Отже, на першому кроцi нерiвнiсть (𝜀1)2 < 𝑓𝑛(𝑝

1) посилюється. За iнду-
кцiєю маємо

(𝜀𝑡)2 < · · · < 𝜀2 < 𝑓𝑛(𝑝) < · · · < 𝑓𝑛(𝑝
𝑡), 𝑡 ≥ 1.

Отже, для всiх 𝑡 ≥ 0 виконується нерiвнiсть

(𝜀𝑡)2 < 𝑓𝑛(𝑝
𝑡).

Це означає, що послiдовнiсть {𝑝𝑡}∞𝑡=0 монотонно спадає i тому
𝑝∞𝑖 = 𝑟∞𝑖 = 0, а 𝑝∞𝑙 = 𝑟∞𝑙 = 𝑝∞𝑘 = 𝑟∞𝑘 = 1

𝑛−1 .
2) Вiдзначимо, що аналогiчно до (3.30), нерiвнiсть (3.31) може вико-

нуватися лише тодi, коли 𝜆𝑛 ≤ 𝑝 ≤ 1
𝑛 . Безпосередньо переконуємося, що

ця нерiвнiсть рiвносильна тому, що 𝑝1𝑖 = 𝑝(1+𝑝)
1+𝑝2+2𝜌𝑘

≥ 1
𝑛 . Це означає, що

𝜌1𝑖 > 𝜌1𝑘 i 𝜎1
𝑖 > 𝜎1

𝑘 для всiх 𝑘 ̸= 𝑖. Тепер за допомогою твердження 3.6
отримуємо 𝑝∞𝑖 = 𝑟∞𝑖 = 1.

Результати цього пiдроздiлу опублiковано в роботi [13]. Вище одер-
жано ряд достатнiх ознак iснування достовiрної подiї, чи встановлення
консенсусу при 𝑡 → ∞. Найпростiшi з них зводяться до наявностi в однiй
фiксованiй позицiї 𝜔𝑖 максимальних значень координат 𝑝𝑖, 𝑟𝑖, добуткiв
цих координат 𝜌𝑖 = 𝑝𝑖𝑟𝑖, їхнiх сум 𝜎𝑖 = 𝑝𝑖 + 𝑟𝑖, або деяких комбiнацiй з
𝜅𝑖 = 𝜎𝑖 + 2𝜌𝑖. Проте численнi комп’ютернi симуляцiї показують, що цi
ознаки є далекими вiд необхiдних. Зокрема, якщо згаданi максимальнi
значення не зосередженi у фiксованiй позицiї, тобто досягаються для рi-
зних 𝑖 ̸= 𝑘, то достовiрна подiя може iснувати, але її мiсце (позицiя 𝜔𝑖0,
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де вона вiдбувається) передбачити досить складно. Питання про знахо-
дження явного вигляду функцiоналу 𝐹𝑖(p, r), максимальне значення яко-
го для єдиного фiксованого 𝑖0 є критерiєм виникнення достовiрної подiї
у 𝜔𝑖0 є вiдкритим не тiльки у ситуацiї довiльних стохастичних векторiв
p, r ∈ R𝑛

+, а навiть у розмiрностi 𝑛 = 3 з умовами симетрiї типу (3.27).
Варто пiдкреслити, що проблему достовiрної подiї можна сформулю-

вати i як динамiчну задачу встановлення консенсусу мiж парою грав-
цiв 𝐴 та 𝐵 у прийняттi рiшення щодо рiзних можливих варiантiв по-
ведiнки вiдносно позицiй 𝜔𝑖, 1, . . . , 𝑛. У початковий момент часу ко-
жен гравець 𝐴 (𝐵) схильний до варiанту 𝜔𝑖 лише з деякою ймовiрнi-
стю P𝐴(𝜔𝑖) = 𝑝𝑖, (P𝐵(𝜔𝑖) = 𝑟𝑖), вiдповiдно. З часом, 𝑡 = 1, 2, . . . , по-
гляди iндивiдiв зближаються завдяки притягальнiй взаємодiї за фор-
мулою (3.11). Треба знайти критерiй консенсусу, lim

𝑡→∞
𝑝𝑡𝑖 = 1 = lim

𝑡→∞
𝑟𝑡𝑖,

щодо якогось фiксованого варiанту поведiнки 𝜔𝑖 в термiнах початко-
вих значень 𝑝𝑖 = 𝑝0𝑖 , 𝑟𝑖 = 𝑟0𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. У рiзних постановках та-
кого типу задача дослiджувалася в багатьох роботах (див., наприклад,
[31, 33, 40, 41, 44, 53, 55, 72, 77]), зокрема, її можна навiть iнтерпретувати,
як ефект синхронiзацiї в моделях фазових осциляторiв [30,34,35]. Факти-
чно у цих роботах також вивчається питання про iснування консенсусу
та опис достатнiх умов його досягнення (басейнiв притягання до вiдпо-
вiдних нерухомих точок).
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3.3. Виникнення точкового спектру у граничних
розподiлах динамiчних систем конфлiкту

Спектральнi властивостi граничних станiв для динамiчних систем
конфлiкту в термiнах абстрактних випадкових розподiлiв (ймовiрнiсних
мiр) на просторi з фрактальним подрiбненням вивчали С. Альбоверiо,
В.Д. Кошманенко, М.В. Працьовитий i Г.М. Торбiн в декiлькох робо-
тах [25,27,29] (див. також [59,61,62]). Зазвичай, цi розподiли є чисто син-
гулярно неперервними й мають фрактальну структуру, хоча точковi роз-
подiли також можуть виникати, проте лише за екстремальних умов ду-
же швидкої локальної концентрацiї послiдовностi апроксимацiйних мiр.
Це було доведено в роботi [4]. В нiй встановлено критерiй виникнення
точкового спектру для динамiчних систем конфлiкту з вiдштовхуваль-
ною взаємодiєю у випадку Ω = [0; 1]. Нижче цей результат узагальнено
на випадок, коли Ω є компактом з метричного простору R𝑑, а динамi-
чнi системи конфлiкту можуть бути як iз взаємодiєю притягання так i
вiдштовхування. Результати цього пiдроздiлу було опублiковано в робо-
тi [66]. Тут описано явище виникнення точкового спектра в граничних
розподiлах динамiчних систем конфлiкту з притяганнням на просторах
з фрактальним подрiбленням.

Наведемо коротко основнi поняття теорiї динамiчних систем конф-
лiкту в термiнах абстрактних ймовiрнiсних мiр. Детальнiше цi поняття
викладенi в роботах [4, 11,12,63,65]

Нехай Ω – компакт iз метричного простору R𝑑, 𝑑 ≥ 1. Борелiвську
𝜎-алгебру й мiру Лебега позначимо через ℬ й 𝜆, вiдповiдно. Компакт Ω

роглядається як простiр iснування (простiр життєвих ресурсiв) для пари
альтеранативних сторiн 𝐴 та 𝐵, яких називаємо опонентами. Початко-
вий розподiл опонентiв 𝐴 та 𝐵 на Ω визначається ймовiрнiсними мiрами
𝜇, 𝜈 ∈ ℳ(Ω). Вважаємо, що перетин їхнiх носiїв є непорожнiм:

sup(𝜇)
⋂︁

sup(𝜈) ̸= ∅,
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саме це становить причину для конфлiкту мiж 𝐴 та 𝐵. Поставимо у
вiдповiднiсть конфлiктнiй взаємодiї мiж опонентами 𝐴 та 𝐵 деяке неко-
мутативне бiнарне вiдображення > у класi ймовiрнiсних мiр ℳ(Ω):

𝜇> 𝜈 = 𝜇1, 𝜈 > 𝜇 = 𝜈1.

Перетворення > з фiксованими початковими мiрами 𝜇0 = 𝜇, 𝜈0 = 𝜈

генерує траєкторiю з дискретним часом:{︃
𝜇𝑡

𝜈𝑡

}︃
>−→

{︃
𝜇𝑡+1

𝜈𝑡+1

}︃
, 𝑡 = 0, 1, . . . . (3.32)

Усi такi траєкторiї з законом iтерацiї >, явний вигляд якого задано пiзнi-
ше, генерують динамiчну систему, яка описує конфлiктний перерозподiл
простору Ω мiж опонентами 𝐴 та 𝐵.

Введену таким чином динамiчну системи називаємо динамiчною си-
стемою конфлiкту та позначаємо {𝑋,>}, де 𝑋 = ℳ(Ω) ×ℳ(Ω). Вiд-
ображення > задає в дискретному часi 𝑡 = 1, 2, . . . iтерацiю конфлiктної
взаємодiї мiж опонентами (детальнiше див. [7, 9, 59,65]).

Не втрачаючи загальностi можемо вважати, що Ω = [0, 1] або
Ω = [0, 1]𝑑, 𝑑 ≥ 1. ℳ(Ω) позначає деякий клас ймовiрнiсних мiр на Ω,
у термiнах яких можна адекватно описувати властивiсть прiоритетностi
опонентiв одного над iншим на борелевських пiдмножинах.

Типовими питаннями для дослiдження є поведiнка траєкторiй 𝜇𝑡, 𝜈𝑡,
𝑡 = 0, 1, . . . та iснування граничних мiр 𝜇∞ = lim

𝑡→∞
𝜇𝑡, 𝜈∞ = lim

𝑡→∞
𝜈𝑡.

Далi дослiджується питання, за яких умов граничнi мiри 𝜇∞, 𝜈∞ є
чисто точковими,

𝜇∞, 𝜈∞ ∈ ℳpp(Ω),

де pp – pure point, у випадку притягальної взаємодiї?
В якостi ℳ(Ω) виберемо клас кусково рiвномiрно розподiлених мiр,

ℳpud(Ω), де pud – piecewise uniformly distributed, або клас структурно-
подiбних мiр, ℳss(Ω), де ss – structural similarity (докладнiше див. [12]).
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Опишемо явно процедуру iтерацiйної побудови мiр 𝜇𝑡=𝑘, 𝜈𝑡=𝑘,
𝑘 = 0, 1, . . . , яка об’єднує еволюцiю в дискретному часi з фрактальним
подрiбненням простору.

Перудусiм опишемо конструкцiю фiксованої процедури фрактального
подрiбнення (регiоналiзацiї) простору Ω. Вона полягає у послiдовному
iтеративному розбиттi (фрактальному подрiбненнi) Ω. Це означає, що Ω

допускає послiдовний розклад на подiбнi регiони все меншої лебегової
мiри:

Ω =
𝑛⋃︁

𝑖1=1

Ω𝑖1, 2 ≤ 𝑛 < ∞,

Ω𝑖1 =
𝑛⋃︁

𝑖2=1

Ω𝑖1𝑖2, Ω =
𝑛⋃︁

𝑖1,𝑖2=1

Ω𝑖1𝑖2, . . .

Ω𝑖1...𝑖𝑘−1
=

𝑛⋃︁
𝑖𝑘=1

Ω𝑖1...𝑖𝑘, Ω =
𝑛⋃︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=1

Ω𝑖1...𝑖𝑘, . . .

з умовою: |Ω𝑖1...𝑖𝑘| = 𝜆(Ω𝑖1...𝑖𝑘) −→ 0, 𝑘 → ∞.

Бiльш точно i загально ця процедура описується в термiнах так зва-
них iтерацiйних функцiональних систем (IFS) (див. [32,52,82]). Нагадає-
мо, що сiмейство стискаючих перетворень 𝐾 = {𝐾𝑖}𝑛𝑖=1, 2 ≤ 𝑛 < ∞ в R𝑑

називають iтерацiйною функцiональною системою (IFS) на Ω, якщо ви-
конуються умови:

∀ 𝑖, Ω𝑖 ⊂ Ω, де Ω𝑖 := 𝐾𝑖Ω,

int(Ω𝑖)
⋂︁

int(Ω𝑗) = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗,

та

Ω =
𝑛⋃︁

𝑖=1

Ω𝑖, 0 < |Ω𝑖| = 𝑞𝑖 < 1,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑞𝑖 = 1. (3.33)

Кожна IFS з умовою (3.33) визначає фрактальне подрiбнення Ω:

Ω =
𝑛⋃︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=1

Ω𝑖1...𝑖𝑘, Ω𝑖1...𝑖𝑘 := 𝐾𝑖1 ∘ · · · ∘𝐾𝑖𝑘Ω.
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Якщо на Ω задано деяку IFS та певним чином визначену за допомогою
перетворення > послiдовнiсть стохастичних векторiв

𝑃 = {p𝑘}∞𝑘=1, p𝑘 ∈ R𝑑, p𝑘 =
(︀
𝑝𝑘𝑖𝑘
)︀𝑛
𝑖𝑘=1

,
∑︁
𝑖

𝑝𝑘𝑖𝑘 = 1,

то з ними можна асоцiювати послiдовнiсть кусково рiвномiрно розподi-
лених мiр 𝜇𝑘 ∈ ℳpud(Ω) на Ω:

𝜇𝑘(Ω𝑖1𝑖2...𝑖𝑘) = 𝑝1𝑖1𝑝
2
𝑖2
· · · 𝑝𝑘𝑖𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . . (3.34)

Згiдно з роботами [52] та [82] (див. також [16, 22, 61]) послiдовнiсть 𝜇𝑘,
𝑘 = 1, 2, . . . слабо збiгається до ймовiрнiсної мiри

𝜇∞ = lim
𝑘→∞

𝜇𝑘.

Мiра 𝜇∞ є самоподiбною, якщо всi вектори p𝑘 є однаковими. В загально-
му випадку 𝜇∞ ∈ ℳss(Ω), тобто є структуроподiбною i тодi вiдношення

𝜇∞(Ω𝑖1...𝑖𝑘)

𝜇∞(Ω𝑖1...𝑖𝑘−1
)
= 𝑝𝑘𝑖𝑘

залежить тiльки вiд останнього iндексу 𝑖𝑘. Лише в цьому випадку гра-
нична мiра може бути дискретною. Взагалi, iснує взаємооднозначна вiд-
повiднiсть мiж послiдовностями 𝑃 та класом структуроподiбних мiр
𝜇 ∈ ℳss(Ω) при фiксованому IFS на Ω (детальнiше див. [12,61]).

У подальшому припускаємо, що iтерацiйна функцiональна система 𝐾

та початковi мiри 𝜇, 𝜈 є узгодженими. Це означає, на прикладi мiри 𝜇,
що iснує звуження системи стискiв 𝐾 на борелiвську пiдмножину Ω♯ ⊆ Ω

(не обов’язково замкнену), таке, що 𝜇(Ω♯) = 𝜇(Ω) i всi властивостi фра-
ктального подрiбнення виконуються в термiнах Ω♯

𝑖1...𝑖𝑘
= Ω𝑖1...𝑖𝑘

⋂︀
Ω♯, при-

чому
𝜇(Ω♯

𝑖1...𝑖𝑘

⋂︁
Ω♯

𝑗1...𝑗𝑘
) = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , (3.35)

якщо 𝑖𝑙 ̸= 𝑗𝑙 хоча б для одного 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑘. Отже, далi припускаємо, що 𝐾

та початковi мiри 𝜇, 𝜈 є узгодженими та можна замiнити Ω𝑖1...𝑖𝑘 на Ω♯
𝑖1...𝑖𝑘

не змiнюючи позначень.
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Використовуючи фрактальне подрiбнення простору Ω та пару ймо-
вiрнiсних мiр 𝜇, 𝜈 ∈ ℳ(Ω), якi асоцiйованi з розподiлами опонентiв 𝐴

та 𝐵 в початковий момент часу, побудуємо двi послiдовностi мiр 𝜇𝑘, 𝜈𝑘,
𝑘 = 1, 2, . . . наступним чином.

На першому кроцi апроксимацiї, 𝑘 = 1, замiнимо початковi мiри
𝜇, 𝜈 ∈ ℳ(Ω) на їхнi грубi версiї 𝜇1, 𝜈1 ∈ ℳpud(Ω), котрi визначенi так:

𝜇1(Ω𝑖1) = 𝜇(Ω𝑖1) := 𝑝𝑖1, 𝜈1(Ω𝑖1) = 𝜈(Ω𝑖1) := 𝑟𝑖1, 𝑖1 = 1, . . . , 𝑛,

а всерединi кожного регiону Ω𝑖1 покладаємо їх рiвномiрно розподiленими.
Остання умова вiдрiзняє 𝜇1, 𝜈1 вiд 𝜇 𝜈 вiдповiдно. Два набори значень
𝑝𝑖1, 𝑟𝑖1, 𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝑛 утворюють два стохастичнi вектори p1 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛)

та r1 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑛). Тепер можна описати деяку грубу версiю перероз-
подiлу простору конфлiкту Ω мiж опонентами 𝐴 та 𝐵 в термiнах цих
векторiв використовуючи формули (3.36).

Щоб отримати детальнiшу картину опису конфлiктного перерозподi-
лу простору, виконуємо другий крок апроксимацiй та замiнюємо 𝜇, 𝜈 на
точнiшi їхнi версiї 𝜇2, 𝜈2 ∈ ℳpud(Ω):

𝜇2(Ω𝑖1𝑖2) = 𝜇(Ω𝑖1𝑖2) := 𝑝𝑖1𝑖2, 𝜈2(Ω𝑖1𝑖2) = 𝜈(Ω𝑖1𝑖2) := 𝑟𝑖1𝑖2.

Мiрам 𝜇2, 𝜈2 ставимо у вiдповiднiсть нову пару стохастичних векторiв
p2 =

(︀
𝑝𝑖2
)︀𝑛
𝑖2=1

, r2 =
(︀
𝑟𝑖2
)︀𝑛
𝑖2=1

з координатами

𝑝𝑖2 :=
𝑝𝑖1𝑖2
𝑝𝑖1

, 𝑟𝑖2 :=
𝑟𝑖1𝑖2
𝑟𝑖1

.

Повторивши процедуру 𝑘 разiв, отримаємо бiльш близькi версiї
𝜇𝑘, 𝜈𝑘 ∈ ℳpud(Ω) початкових мiр 𝜇, 𝜈:

𝜇𝑘(Ω𝑖1...𝑖𝑘) = 𝜇(Ω𝑖1...𝑖𝑘) := 𝑝𝑖1...𝑖𝑘, 𝜈𝑘(Ω𝑖1...𝑖𝑘) = 𝜈(Ω𝑖1...𝑖𝑘) := 𝑟𝑖1...𝑖𝑘.

З 𝜇𝑘, 𝜈𝑘 асоцiюється пара стохастичних векторiв p𝑘 =
(︀
𝑝𝑖𝑘
)︀𝑛
𝑖𝑘=1

,
r𝑘 =

(︀
𝑟𝑖𝑘
)︀𝑛
𝑖𝑘=1

iз координатами

𝑝𝑖𝑘 :=
𝑝𝑖1...𝑖𝑘
𝑝𝑖1...𝑖𝑘−1

, 𝑟𝑖𝑘 :=
𝑟𝑖1...𝑖𝑘
𝑟𝑖1...𝑖𝑘−1

.
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Таким чином, маючи послiдовностi векторiв 𝑃 = {p𝑘}∞𝑘=1, 𝑅 = {r𝑘}∞𝑘=1

можна розв’язати проблему конфлiктного перерозподiлу простору Ω мiж
опонентами 𝐴 та 𝐵 з довiльною точнiстю в термiнах векторiв p𝑘, r𝑘 згiдно
з теорiєю, розвинутою в роботах [58,59].

Навпаки, маючи двi послiдовностi стохастичних векторiв 𝑃 = {p𝑘}∞𝑘=1,

𝑅 = {r𝑘}∞𝑘=1, p𝑘 = (𝑝𝑖𝑘)
𝑛
𝑖𝑘=1, r𝑘 = (𝑟𝑖𝑘)

𝑛
𝑖𝑘=1,

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑝𝑖𝑘 =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑟𝑖𝑘 = 1, 𝑝𝑖𝑘, 𝑟𝑖𝑘 ≥ 0,

∀ 𝑘, можна реконструювати двi послiдовностi кусково рiвномiрно розпо-
дiлених ймовiрнiсних мiр 𝜇𝑘, 𝜈𝑘 ∈ ℳpud(Ω):

𝜇𝑘(Ω𝑖1...𝑖𝑘) = 𝑝𝑖1 · · · 𝑝𝑖𝑘, 𝜈𝑘(Ω𝑖1...𝑖𝑘) = 𝑟𝑖1 · · · 𝑟𝑖𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . .

Згiдно з вище описаним (див. [16, 22, 52, 61, 82]), послiдовностi 𝜇𝑘, 𝜈𝑘 ма-
ють слабкi границi 𝜇, 𝜈, якi є структурноподiбними мiрами. Таким чином
можна констатувати, що постановка задачi динамiки конфлiкту опонен-
тiв, представленої структурними мiрами 𝜇, 𝜈 ∈ ℳ(Ω), допускає розгляд
з довiльною точнiстю в термiнах мiр ℳpud(Ω) або в термiнах стохасти-
чних векторiв.

Зауважимо, що в застосуваннях значення 𝜇𝑘(Ω𝑖1...𝑖𝑘), 𝜈𝑘(Ω𝑖1...𝑖𝑘) ма-
ють ймовiрнiсну iнтерпретацiю спостереження деякої властивостi в ре-
гiонi Ω𝑖1...𝑖𝑘 , наприклад, присутностi опонента чи кiлькостi популяцiї. Ви-
користовуючи цi величини для всiх Ω𝑖1...𝑖𝑘 , 𝑘 ≥ 1 i враховуючи умови на
IFS, можна вирахувати ймовiрностi знаходження цiєї величини в боре-
лiвськiй множинi 𝐸 ∈ ℬ з Ω. Бiльше того, фрактальна структура регiо-
нального подiлу Ω дає можливiсть розв’язати задачу про спектральну
структуру граничних мiр 𝜇∞ та 𝜈∞, яка виникла внаслiдок конфлiктної
взаємодiї мiж опонентами.

Тепер переходимо до опису змiн розглядуваних вище мiр 𝜇𝑘, 𝜈𝑘 пiд
дiєю притягальної взаємодiї мiж опонентами, тобто, опишемо еволюцiю
станiв динамiчної системи (3.32) в термiнах кусково рiвномiрно розподi-
лених мiр в припущеннi, що в початковий момент часу на Ω задано пару
ймовiрнiсних мiр, 𝜇, 𝜈 ∈ ℳ(Ω), якi узгодженi з деякою IFS.
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У момент часу, 𝑡 = 1, будуємо пару мiр 𝜇𝑡=1, 𝜈𝑡=1 ∈ ℳpud(Ω), яка
вiдповiдає парi стохастичних векторiв p1 = (𝑝1𝑖1)

𝑛
𝑖1=1 та r1 = (𝑟1𝑖1)

𝑛
𝑖1=1,

координати яких визначенi наступним чином

𝑝1𝑖1 =
𝑝𝑖1(1 + 𝑟𝑖1)

1 +
∑︀

𝑖1
𝑝𝑖1𝑟𝑖1

, 𝑟1𝑖1 =
𝑟𝑖1(1 + 𝑝𝑖1)

1 +
∑︀

𝑖1
𝑝𝑖1𝑟𝑖1

, (3.36)

де
𝑝𝑖1 = 𝜇(Ω𝑖1), 𝑟𝑖1 = 𝜈(Ω𝑖1). (3.37)

У момент часу 𝑡 = 2, мiри 𝜇𝑡=2, 𝜈𝑡=2 визначаються так:

𝜇𝑡=2(Ω𝑖1𝑖2) = 𝑝𝑖1𝑖2 := 𝑝1𝑖1 · 𝑝
2
𝑖2
, 𝜈𝑡=2(Ω𝑖1𝑖2) = 𝑟𝑖1𝑖2 := 𝑟1𝑖1 · 𝑟

2
𝑖2
,

де

𝑝2𝑖2 =
𝑝1𝑖2(1 + 𝑟1𝑖2)

1 +
∑︀

𝑖 𝑝
1
𝑖 𝑟

1
𝑖

, 𝑟2𝑖2 =
𝑟1𝑖2(1 + 𝑝1𝑖2)

1 +
∑︀

𝑖 𝑝
1
𝑖 𝑟

1
𝑖

. (3.38)

Надалi iтерацiйно визначаємо

𝜇𝑡=𝑘(Ω𝑖1...𝑖𝑘) = 𝑝𝑖1...𝑖𝑘 := 𝑝1𝑖1 · · · 𝑝
𝑘
𝑖𝑘
,

𝜈𝑡=𝑘(Ω𝑖1...𝑖𝑘) = 𝑟𝑖1...𝑖𝑘 := 𝑟1𝑖1 · · · 𝑟
𝑘
𝑖𝑘
, 𝑘 ≥ 1,

(3.39)

де

𝑝𝑘𝑖𝑘 =
𝑝𝑘−1
𝑖𝑘−1

(1 + 𝑟𝑘−1
𝑖𝑘−1

)

1 +
∑︀

𝑖 𝑝
𝑘−1
𝑖 𝑟𝑘−1

𝑖

, 𝑟𝑘𝑖𝑘 =
𝑟𝑘−1
𝑖𝑘−1

(1 + 𝑝𝑘−1
𝑖𝑘−1

)

1 +
∑︀

𝑖 𝑝
𝑘−1
𝑖 𝑟𝑘−1

𝑖

. (3.40)

Таким чином, формули (3.36)–(3.40) описують iтерацiйну побудову
станiв динамiчної системи конфлiкту в термiнах кусково рiвномiрно роз-
подiлених мiр 𝜇𝑡, 𝜈𝑡, 𝑡 = 1, 2, . . . . Цю конструкцiю запишемо символьно
як

𝜇𝑡 > 𝜈𝑡 = 𝜇𝑡+1, 𝜈𝑡 > 𝜇𝑡 = 𝜈𝑡+1,

де вiдображення > згiдно з формулами (3.36) вiдповiдає притягальнiй
взаємодiї мiж опонентами. Обидвi послiдовностi простих мiр 𝜇𝑡, 𝜈𝑡, ви-
значенi рiвнiстями (3.39), є, очевидно, слабо збiжними при 𝑡 → ∞, оскiль-
ки всi множники у (3.39) не перевищують одиницi. Бiльш за те, завдяки
притягальнiй взаємодiї, згiдно з попереднiми результатами, значення мiр
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у кожному регiонi 𝜇𝑡=𝑘(Ω𝑖1...𝑖𝑘), 𝜈𝑡=𝑘(Ω𝑖1...𝑖𝑘) зближуються i стають одна-
ковими при 𝑡 → ∞.

Згiдно з [16,22], майже всi граничнi мiри 𝜇∞ = 𝜈∞ будуть сингулярно
неперервними, бо взагалi lim

𝑡=𝑘→∞
𝜇𝑡(Ω𝑖𝑖...𝑖𝑘) = 0 для будь-яких послiдовно-

стей 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘, . . . . Однак, це не завжди так. Далi наведено умови, якi
забезпечать збiжнiсть 𝜇𝑡=𝑘(Ω𝑖1...𝑖𝑘) та 𝜈𝑡=𝑘(Ω𝑖1...𝑖𝑘) до ненульових значень
хоча б для деяких послiдовностей 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘, . . . .

Введемо позначення

𝜇𝑖1...𝑖𝑘... =
∞∏︁
𝑘=1

𝑝𝑘𝑖𝑘 = lim
𝑘→∞

𝑝𝑖1...𝑖𝑘,

𝜈𝑖1...𝑖𝑘... =
∞∏︁
𝑘=1

𝑟𝑘𝑖𝑘 = lim
𝑘→∞

𝑟𝑖1...𝑖𝑘,

(3.41)

де
𝑝𝑖1...𝑖𝑘 := 𝑝1𝑖1 · · · 𝑝

𝑘
𝑖𝑘
, 𝑟𝑖1...𝑖𝑘 := 𝑟1𝑖1 · · · 𝑟

𝑘
𝑖𝑘
, (3.42)

та 𝑝𝑘𝑖𝑘 , 𝑟
𝑘
𝑖𝑘

визначаються згiдно (3.40). Вiдзначимо, що кожна точка з Ω

може бути представлена як

Ω ∋ 𝜔𝑖1...𝑖𝑘... =
∞⋂︁
𝑘=1

Ω𝑖1...𝑖𝑘, (3.43)

тобто їй вiдповiдає деяка послiдовнiсть iндексiв 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘, . . . .
Нагадаємо, що гранична мiра 𝜇∞ асоцiюється з нескiнченною матри-

цею 𝑃 = {p𝑘}∞𝑘=1 =
(︀
𝑝𝑘𝑖𝑘
)︀∞,𝑛

𝑘=1,𝑖𝑘=1
(див. (3.39)) та є структуроподiбною.

Означення 3.17. Послiдовнiсть елементiв 𝑝𝑘𝑖𝑘 , 𝑘 = 1, 2, . . . з матрицi
𝑃 = (𝑝𝑘𝑖𝑘)

∞,𝑛
𝑘=1,𝑖𝑘=1 називається 0-збiжною, якщо

∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘𝑖𝑘 < ∞.

Послiдовнiсть 𝑝𝑘𝑖𝑘 , 𝑘 = 1, 2 . . . називається 1-збiжною, якщо
∞∏︁
𝑘=1

𝑝𝑘𝑖𝑘 > 0. (3.44)
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Умову (3.44) можна записати в еквiвалентнiй формi так:
∞∑︁
𝑘=1

(1− 𝑝𝑘𝑖𝑘) < ∞.

У загальному випадку iснування та побудова 1-збiжної послiдовностi з
елементiв матрицi 𝑃 є нетривiальною задачею, оскiльки всi вектори p𝑘 є
стохастичними, тобто 0 ≤ 𝑝𝑘𝑖𝑘 ≤ 1.

Наступна лема встановлює достатнi умови iснування 1-збiжних по-
слiдовностей.

Лема 3.18. Якщо серед регiонiв Ω𝑖 := 𝐾𝑖Ω iснує лише єдиний регiон,
позначимо його Ωi, такий, що

𝑝i = max
𝑖=1,...,𝑛

{𝑝𝑖}, 𝑟i = max
𝑖=1,...,𝑛

{𝑟𝑖}, (3.45)

або
𝜎i = 𝜎max = max

𝑖=1,...,𝑛
{𝜎𝑖}, 𝜌i = 𝜌max = max

𝑖=1,...,𝑛
{𝜌𝑖}, (3.46)

де 𝜎𝑖 = 𝑝𝑖 + 𝑟𝑖, 𝜌𝑖 = 𝑝𝑖𝑟𝑖, то кожна з послiдовностей 𝑝𝑡i, 𝑟
𝑡
i , 𝑡 = 1, 2, . . .

є 1-збiжною, тобто
∞∏︁
𝑡=1

𝑝𝑡i > 0,
∞∏︁
𝑡=1

𝑟𝑡i > 0. (3.47)

Доведення. Припустимо, що одна з умов (3.46) або (3.45) виконується
для єдиного i. Це означає, що для всiх 𝑖 ̸= i

𝜎𝑖 < 𝜎i, 𝜌𝑖 < 𝜌i

або
𝑝𝑖 < 𝑝i, 𝑟𝑖 < 𝑟i.

Покажемо, що кожна з послiдовностей {𝑝𝑡𝑖}∞𝑡=1, 𝑖 ̸= i, є 0-збiжною, тобто
∞∑︁
𝑡=1

𝑝𝑡𝑖 < ∞. (3.48)
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З теореми 3.11 отримуємо, що при виконаннi однiєї з умов (3.45), (3.46),
всi координати 𝑝𝑡𝑖, 𝑟𝑡𝑖, 𝑖 ̸= i прямують до нуля

𝑝𝑡𝑖 → 0, 𝑟𝑡𝑖 → 0, 𝜃𝑡 → 1, 𝑡 → ∞, 𝑖 ̸= i.

З (3.11) отримуємо

𝑝𝑡+1
𝑖 = 𝑝𝑡𝑖 · 𝑐𝑡𝑖 = 𝑝𝑖

∞∏︁
𝑡=0

𝑐𝑡𝑖, 𝑐𝑡𝑖 =
1 + 𝑟𝑡𝑖
1 + 𝜃𝑡

. (3.49)

У випадку 𝑟𝑡𝑖 < 𝜃𝑡 отримуємо 𝑐𝑡+1
𝑖 < 𝑐𝑡. Навпаки, якщо 𝑟𝑡𝑖 > 𝜃𝑡, то

𝑐𝑡+1
𝑖 > 𝑐𝑡. Оскiльки 𝑟𝑡𝑖 → 0 i 𝜃𝑡 → 1, то починаючи з деякого 𝑇 всi 𝑐𝑡𝑖, 𝑡 > 𝑇

стають меншими за одиницю i монотонно спадають, тобто

0 < 𝑐𝑡𝑖 ≤ 𝑐 < 1, 𝑐 := 𝑐𝑡𝑖.

Нехай 𝑇 = 1. Тодi ряд (3.48) можна порiвняти з рядом геометричної про-

гресiї
∞∑︀
𝑙=1

𝑝𝑖𝑐
𝑙, оскiльки кожен член першого ряду менший за вiдповiдний

член збiжного ряду. Очевидно, цей ряд збiгається завдяки знаменнику
𝑐 < 1. Це доводить, що сума ряду (3.48) є скiнченною. Якщо 𝑇 > 1, то
ряд (3.48) також є збiжним, оскiльки часткова сума перших 𝑇 −1 членiв
цього ряду скiнчена.

Таким чином вище доведено, що
∞∑︁
𝑡=1

(︂∑︁
𝑖 ̸=i

𝑝𝑡𝑖

)︂
=

∞∑︁
𝑡=1

(︀
1− 𝑝𝑡i

)︀
< ∞.

Бiльше того, послiдовнiсть {𝑝𝑡i}∞𝑡=1 є 1-збiжною, тобто
∞∏︀
𝑡=0

𝑝𝑡i > 0.

Вiдзначимо, що 1-збiжними будуть також усi послiдовностi, у яких
лише скiнченна кiлькiсть iндексiв вiдрiзняється вiд i.

Нагадаємо, що за теоремами типу Джессена–Вiнтнера, мiри 𝜇∞, 𝜈∞

є чисто точковими, якщо
∞∏︁
𝑘=1

max
𝑖1...𝑖𝑘

𝜇∞(︀Ω𝑖1...𝑖𝑘

)︀
> 0,

∞∏︁
𝑘=1

max
𝑖1...𝑖𝑘

𝜈∞
(︀
Ω𝑖1...𝑖𝑘

)︀
> 0, (3.50)

де потрiбно розглядати Ω♯
𝑖1...𝑖𝑘

замiсть Ω𝑖1...𝑖𝑘 .
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Далi встановленнi достатнi умови того, щоб 𝜇∞, 𝜈∞ ∈ ℳpp.

Теорема 3.19. Граничнi мiри 𝜇∞ та 𝜈∞, побудованi вiдповiдно до фор-
мул (3.37)–(3.40) є чисто точковими, 𝜇∞, 𝜈∞ ∈ ℳpp, якщо iснує єдиний
регiон Ωi, такий, що виконується одна з умов (3.45) або (3.46).

Доведення. Зауважимо, що умови (3.47) i (3.50) еквiвалентнi. Тому до-
ведення теореми випливає з леми 3.18.

Варто вiдзначити, що знайденi умови на початковi розподiли динамi-
чних систем конфлiкту з притягальною взаємодiєю гарантують виникне-
ння чисто точкового спектру в граничних розподiлах у випадку, коли в
кожен момент часу 𝑡 = 1, 2, . . . вiдбувається перехiд до наступного ран-
гу 𝑘 = 1, 2, . . . фрактального подрiбнення простору Ω. Результат теоре-
ми 3.19 можна пререформулювати: головна умова виду (3.50) з теореми
типу Джессена-Вiнтнера, яка забезпечує дискретнiсть мiри, виконується
тодi i тiльки тодi, коли обидва опоненти обирають стратегiю найбльшого
приiорiтету в деякому єдиному регiонi Ωi (див. умови (3.45), (3.46)).
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3.4. Математичне моделювання розподiлiв
бiологiчних популяцiй

Згiдно з класифiкацiєю Швердтфегера [69] розподiл особин у попу-
ляцiї може бути випадковим, груповим або рiвномiрним. Останнi два
найбiльш поширенi. Випадковий розподiл може бути притаманний для
популяцiй, у яких вiдсутня територiальна поведiнка, умови середови-
ща однорiднi й ресурси розподiленi рiвномiрно. Зазвичай в природних
екосистемах такi умови бувають в дуже малих маштабах, на великих
територiях виконуються дуже рiдко. Тому випадковий тип розподiлу в
природi буває нечасто.

Рiвномiрний розподiл значно частiше фiгурує у математичних теорi-
ях, нiж у реальному життi. Полiтичнi системи, в основу яких покладенi
iдеї соцiальної рiвностi й рiвномiрного розподiлу благ, є приреченими на
розпад. У бiологiчних популяцiях вiдносно рiвномiрний розподiл особин
можливий у випадку, коли мiж ними iснує дуже сильна конкуренцiя. Це
означає, що ймовiрнiсть перебування двох особин поруч є досить малою,
що сприяє рiвномiрному розподiлу. Такий тип розподiлу присутнiй у хи-
жих риб i тварин, яким притаманна територiальнiсть. У математичних
моделях такi системи зазвичай описуються конфлiктною взаємодiєю з
вiдштовхуванням.

Найчастiше у природi спостерiгається груповий розподiл. Причинами
утворення рiзних скупчень може бути просторова нерiвномiрнiсть роз-
подiлу ресурсiв для iснування, складнi внутрiшньовидовi взаємини або
ж розмноження особин, нездатних дистанцiюватися однi вiд одних.

Далi побудовано модель динамiчної системи, що описує рiвномiрний
або груповий розподiл особин популяцiї на деякому ресурсному просторi
iснування Ω = {𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑛}, 𝑛 > 1. Зафiксуємо на Ω деяку ймовiрнi-
сну дискретну мiру 𝜇, яка вiдповiдатиме деякiй популяцiї. Значення цiєї
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мiри
𝜇(𝜔𝑖) =: 𝑝𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

iнтерпретуємо як щiльнiсть розподiлу популяцiї в регiонi iснування 𝜔𝑖.
За побудовою

∑︀
𝑖

𝑝𝑖 = 1. Тому послiдовнiсть 𝜇(𝜔𝑖) визначає в R𝑛
+ стоха-

стичний вектор p = (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛).
Боротьбу за життєвi ресурси, зосередженi в кожному з регiонiв про-

стору, описуємо в термiнах мiри 𝜈, значення якої в точках 𝜔𝑖 визначаю-
ться так:

𝜈(𝜔𝑖) =
1− 𝜇(𝜔𝑖)

𝑛− 1
=

1− 𝑝𝑖
𝑛− 1

=: 𝑟𝑖.

Легко перевiрити, що цi значення також утворюють стохастичний ве-
ктор r = (𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑛) ∈ R𝑛

+. Величини 𝜈(𝜔𝑖) можна iнтерпретувати як
усереднення розподiлу 𝜇 (mean field) на пiдмножинi Ω ∖ 𝜔𝑖.

Дослiдимо поведiнку траєкторiй динамiчної системи з дискретним ча-
сом у термiнах стохастичних векторiв

p𝑡 >,𝑡−→ p𝑡+1, 𝑡 = 0, 1, . . . (p0 ≡ p), (3.51)

де > позначає перетворення, яке вiдповiдає динамiцi змiни популяцiї на
просторi iснування Ω.

У термiнах координат закон конфлiктної динамiки визначимо так:

𝑝𝑡+1
𝑖 =

𝑝𝑡𝑖
(︀
1 + 𝑐𝑖𝑟

𝑡
𝑖

)︀
𝑧𝑡

, 0 ≤ 𝑐𝑖 ≤ 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (3.52)

де

𝑟𝑡𝑖 =
1− 𝑝𝑡𝑖
𝑛− 1

,

а нормувальний знаменник 𝑧𝑡 забезпечує стохастичнiсть вектора p𝑡+1.
Набiр сталих 𝑐𝑖 трактується як незмiннi з часом 𝑡 сприятливi умови для
iснування популяцiї в кожному з регiонiв 𝜔𝑖 вiдповiдно.

Зауважимо, що у роботах [8, 54] побудовано математичну модель ди-
намiчної системи конфлiкту, що описує поведiнку iндивiдiв у соцiумi.
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Динамiка в цiй моделi описується рiвняннями з вiдштовхувальною взає-
модiєю:

𝑝𝑡+1
𝑖 =

𝑝𝑡𝑖
(︀
1− 𝑐𝑖𝑟

𝑡
𝑖

)︀
𝑧𝑡

, 0 ≤ 𝑐𝑖 ≤ 1.

Вибiр притягальної взаємодiї докорiнно змiнює динамiку системи й iсто-
тно впливає на її властивостi.

Далi проведено аналiз поведiнки траєкторiй (3.51), заданих рiвнян-
нями (3.52), у термiнах координат стохастичних векторiв p𝑡, r𝑡.

3.4.1. Рiвномiрно розподiленi граничнi стани. Припустимо, що у
формулах (3.52) всi 𝑐𝑖 = 1 для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, тобто умови для iснува-
ння популяцiї однаковi в кожному з регiонiв 𝜔𝑖 та незмiннi з часом. Тодi
рiвняння (3.52) можна переписати у виглядi

𝑝𝑡+1
𝑖 =

𝑝𝑡𝑖
(︀
1 + 𝑟𝑡𝑖

)︀
1 + (p𝑡, r𝑡)

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (3.53)

Далi дослiдимо властивостi траєкторiй (3.51) в такому випадку. Заува-
жимо, що поведiнка динамiчної системи є аналогiчною для випадку, коли
всi сталi 𝑐𝑖 дорiвнюють деякому додатному числу 𝑐. Для простоти дове-
дення розглянуто випадок, коли 𝑐𝑖 = 1. Нижче буде доведено, що змiна
координат векторiв p𝑡, r𝑡 згiдно з рiвняннями (3.53) приводить до то-
го, що всi ненульовi координати цих векторiв стають рiвними мiж собою
при 𝑡 → ∞, а це вiдповiдає рiвномiрному розподiловi на просторi Ω.

Зауваження 3.20. Рiвнiсть p = r можлива тодi i тiльки тодi, коли
𝑝𝑖 = 𝑟𝑖 =

1
𝑛 для усiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Якщо ввести величину

𝐿𝑡 :=
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
𝑝𝑡𝑖
)︀2

= ‖p𝑡‖2,

то перетворення > можна переписати лише в термiнах координат векто-
ра p𝑡:

𝑝𝑡+1
𝑖 = 𝑝𝑡𝑖𝑘

𝑡
𝑖, 𝑘𝑡𝑖 =

𝑛− 𝑝𝑡𝑖
𝑛− 𝐿𝑡

. (3.54)
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Позначимо через 𝑀 множину всiх нульових координат вектора p,
тобто

𝑀 =
{︀
𝑝𝑖 : 𝑝𝑖 = 0

}︀
,

а через 𝛾(𝑀) – потужнiсть цiєї множини. З рiвнянь (3.54) зрозумiло,
що 𝑀 та 𝛾(𝑀) не залежать вiд 𝑡.

Теорема 3.21. Кожна траєкторiя динамiчної системи конфлiкту
(3.51) з довiльною парою початкових стохастичних векторiв p, r ∈ R𝑛

+

(𝑛 > 1), еволюцiя якої задана формулами (3.54), збiгається до грани-
чного стану, який є нерухомою точкою

p∞ = lim
𝑡→∞

p𝑡, r∞ = lim
𝑡→∞

r𝑡.

При цьому,

1) якщо 𝛾(𝑀) = 0, то p∞ = r∞ i

𝑝∞𝑖 = 𝑟∞𝑖 =
1

𝑛
;

2) якщо 𝛾(𝑀) = 𝑚, 𝑚 < 𝑛, то p∞ ̸= r∞ i для всiх 𝑝𝑗 ∈ 𝑀

𝑝∞𝑗 = 0, 𝑟∞𝑗 =
1

𝑛− 1
,

а для всiх 𝑝𝑖 /∈ 𝑀

𝑝∞𝑖 =
1

𝑛−𝑚
, 𝑟∞𝑖 =

𝑛−𝑚− 1

(𝑛− 1)(𝑛−𝑚)
.

Граничний стан стiйкий лише у випадку p∞ = r∞ =
(︀
1
𝑛 ,

1
𝑛 , . . . ,

1
𝑛

)︀
.

Для доведення цiєї теореми використаємо наступнi твердження та
леми.

З рiвнянь (3.54) випливає, що при 𝑝𝑡𝑖 > 𝐿𝑡

𝑝𝑡𝑖 > 𝑝𝑡+1
𝑖 ,

а при 𝑝𝑡𝑖 < 𝐿𝑡

𝑝𝑡𝑖 < 𝑝𝑡+1
𝑖 .
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Твердження 3.22. Якщо 𝑝𝑖 ≥ 𝑝𝑗 для деяких 𝑖, 𝑗, то для всiх 𝑡 = 0, 1, . . .

𝑝𝑡𝑖 ≥ 𝑝𝑡𝑗.

Доведення. Нехай 𝑝𝑖 ≥ 𝑝𝑗. Розглянемо рiзницю

𝑑1𝑖𝑗 = 𝑝1𝑖 − 𝑝1𝑗 =
1

𝑛− 𝐿

(︀
𝑝𝑖(𝑛− 𝑝𝑖)− 𝑝𝑗(𝑛− 𝑝𝑗)

)︀
=

=
1

𝑛− 𝐿

(︀
𝑛(𝑝𝑖 − 𝑝𝑗)− (𝑝𝑖 + 𝑝𝑗)(𝑝𝑖 − 𝑝𝑗)

)︀
=

𝑛− 𝑝𝑖 − 𝑝𝑗
𝑛− 𝐿

(𝑝𝑖 − 𝑝𝑗) ≥ 0.

Отже, 𝑝1𝑖 ≥ 𝑝1𝑗 . Аналогiчними мiркуваннями отримуємо 𝑝𝑡𝑖 ≥ 𝑝𝑡𝑗 для до-
вiльного 𝑡.

Твердження 3.23. Якщо для деякого 𝑖 = 1, . . . , 𝑛

𝑝𝑖 = 0,

то для довiльного 𝑡

𝑝𝑡𝑖 = 0, 𝑟𝑡𝑖 =
1

𝑛− 1
.

Доведення. Випливає з рiвнянь (3.53).

Твердження 3.24. Нехай 𝑝𝑡min та 𝑝𝑡max – мiнiмальна й максималь-
на координати вектора p𝑡 вiдповiдно, 𝐿𝑡 = ‖p𝑡‖2. Тодi для будь-якого
𝑡 = 0, 1, . . . справедливi нерiвностi

𝑝𝑡min ≤ 𝐿𝑡 ≤ 𝑝𝑡max. (3.55)

Доведення. З твердження 3.22 i стохастичностi вектора p𝑡 випливає, що
для довiльного 𝑡 = 0, 1, . . .

𝑝𝑡min ≤
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑝𝑡𝑖𝑝
𝑡
min ≤

𝑛∑︁
𝑖=1

(︀
𝑝𝑡𝑖
)︀2 ≤ 𝑛∑︁

𝑖=1

𝑝𝑡𝑖𝑝
𝑡
max ≤ 𝑝𝑡max.

Очевидно, що послiдовнiсть {𝑝𝑡max}
∞
𝑡=0 спадна, оскiльки 𝑝𝑡max ≥ 𝐿𝑡 для

довiльного 𝑡.

Лема 3.25. Послiдовнiсть 𝐿𝑡 = ‖p𝑡‖2, 𝑡 = 0, 1, . . . є спадною.



109

Доведення. Розглянемо рiзницю 𝐿𝑡+1 та 𝐿𝑡. Враховуючи нерiвностi (3.55)
отримаємо

𝐿𝑡+1 − 𝐿𝑡 ≤ 𝑝𝑡+1
max − 𝑝𝑡max =

𝑝𝑡max(𝐿
𝑡 − 𝑝𝑡max)

𝑛− 𝐿𝑡
≤ 0.

Отже, послiдовнiсть {𝐿𝑡}∞𝑡=0 є спадною.

Лема 3.26. Якщо 𝑝𝑖 > 𝐿, то послiдовнiсть {𝑝𝑡𝑖}
∞
𝑡=0 є спадною.

Доведення. Нехай 𝑝𝑖 > 𝐿. Тодi

𝑝1𝑖 − 𝑝𝑖 =
𝑝𝑖(𝑛− 𝑝𝑖)− 𝑝𝑖(𝑛− 𝐿)

𝑛− 𝐿
=

𝑝𝑖(𝐿− 𝑝𝑖)

𝑛− 𝐿
< 0,

тобто 𝑝1𝑖 < 𝑝𝑖. Покажемо, що 𝑝1𝑖 > 𝐿1. З (3.54) маємо

𝑝1𝑖 − 𝐿 =
𝑛𝑝𝑖 − (𝑝𝑖)

2 − 𝑛𝐿+ (𝐿)2

𝑛− 𝐿
=

𝑛(𝑝𝑖 − 𝐿)−
(︀
(𝑝𝑖)

2 − (𝐿)2
)︀

𝑛− 𝐿
=

= (𝑝𝑖 − 𝐿)
𝑛− 𝑝𝑖 − 𝐿

𝑛− 𝐿
> 0.

З врахуванням леми 3.25 маємо 𝑝1𝑖 > 𝐿1.
Методом математичної iндукцiї отримуємо справедливiсть нерiвностi

𝑝𝑡𝑖 > 𝐿𝑡 для довiльного 𝑡. Звiдси випливає, що послiдовнiсть {𝑝𝑡𝑖}∞𝑡=0 спа-
дна, якщо 𝑝𝑖 > 𝐿.

Лема 3.27. Послiдовнiсть 𝐿𝑡 = ‖p𝑡‖2, 𝑡 = 0, 1, . . . змiнюється у ме-
жах:

1

𝑛−𝑚
≤ 𝐿𝑡 ≤ 1,

де 𝑚 = 𝛾(𝑀).

Доведення. Зi стохастичностi вектора p𝑡 випливає, що 𝐿𝑡 ≤ 1. Лише у
випадку, коли 𝛾(𝑀) = 𝑛− 1, маємо 𝐿𝑡 = 1 .

Для доведення другої частини нерiвностi припустимо, що 𝛾(𝑀) = 0.
Дaлi методом множникiв Лагранжа шукатимемо екстремуми функцiї 𝑛
змiнних

𝐿
(︀
𝑝1, . . . , 𝑝𝑛

)︀
=

𝑛∑︁
𝑖=1

(︀
𝑝𝑖
)︀2
, 𝑝𝑖 ̸= 0,
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враховуючи рiвняння зв’язку

𝜑
(︀
𝑝1, . . . , 𝑝𝑛

)︀
= −1 +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖.

Складемо функцiю Лагранжа та позначимо її через ℒ:

ℒ(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, 𝜆) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑝𝑖)
2 + 𝜆

(︃
−1 +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖

)︃
,

де 𝜆 – так званий множник Лагранжа.
Стацiонарнi точки знайдемо з наступної системи:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ℒ′

𝑝1
= 2𝑝1 + 𝜆 = 0,

ℒ′

𝑝2
= 2𝑝2 + 𝜆 = 0,

· · ·

ℒ′

𝑝𝑛
= 2𝑝𝑛 + 𝜆 = 0,

𝜑(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = −1 +
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑝𝑖 = 0,

⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑝1 =
1
𝑛 ,

𝑝2 =
1
𝑛 ,

· · ·

𝑝𝑛 = 1
𝑛 ,

𝜆 = − 2
𝑛 .

Отже, маємо стацiонарну точку 𝑀 ′(︀ 1
𝑛 ,

1
𝑛 , . . . ,

1
𝑛 ,−

2
𝑛

)︀
.

Перевiримо виконання достатнiх умов екстремуму для функцiї
Лагранжа. Для цього знайдемо другi частиннi похiднi функцiї
ℒ(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, 𝜆):

ℒ′′

𝑝𝑖𝑝𝑖
= 2, ℒ′′

𝑝𝑖𝑝𝑘
= 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, 𝑖 ̸= 𝑘.

Запишемо другий диференцiал функцiї Лагранжа:

d2ℒ
(︀
𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, 𝜆

)︀
= 2d𝑝21 + 2d𝑝22 + · · ·+ 2d𝑝2𝑛 = 2

(︀
d𝑝21 + d𝑝22 + · · ·+ d𝑝2𝑛

)︀
.

Оскiльки d2ℒ > 0, то функцiя ℒ(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, 𝜆) у точцi 𝑀 ′ має локаль-
ний мiнiмум ℒmin = ℒ(𝑀 ′) = 1

𝑛 .

Таким чином, функцiя 𝐿(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) за наявностi зв’язку
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑝𝑖 = 1

має локальний умовний мiнiмум у точцi 𝑀
(︀
1
𝑛 ,

1
𝑛 , . . . ,

1
𝑛

)︀
𝐿min = 𝐿

(︂
1

𝑛
,
1

𝑛
, . . . ,

1

𝑛

)︂
=

1

𝑛
.

Звiдси випливає, що 𝐿 ≥ 1
𝑛 .
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Якщо 𝛾(𝑀) = 𝑚, (𝑚 < 𝑛), то шукаємо екстремум функцiї 𝑛−𝑚 змiн-
них. У такому випадку 𝐿min =

1
𝑛−𝑚 , тобто 𝐿 ≥ 1

𝑛−𝑚 .
Iз побудови задачi випливає, що iтерацiя перетворення > не змiнює

мiнiмального значення функцiї 𝐿𝑡
(︀
𝑝𝑡1, . . . , 𝑝

𝑡
𝑛

)︀
, тобто 𝐿𝑡 ≥ 1

𝑛−𝑚 .

Отже, для довiльного 𝑡 справедливо
1

𝑛−𝑚
≤ 𝐿𝑡 ≤ 1.

Твердження 3.28. Послiдовнiсть 𝐿𝑡 = ‖p𝑡‖2, 𝑡 = 0, 1, . . . є збiжною,
тобто iснує

𝐿∞ = lim
𝑡→∞

𝐿𝑡.

Доведення. Вище показано, що {𝐿𝑡}∞𝑡=1 – монотонна обмежена послiдов-
нiсть. Тому послiдовнiсть {𝐿𝑡}∞𝑡=1 є збiжною.

Доведення теореми 3.21. Якщо деяка 𝑖-та координата 𝑝𝑖 вектора p до-
рiвнює нулю, то з твердження 3.23 випливає, що 𝑝𝑡𝑖 = 0 = 𝑝∞𝑖 .

Розглянемо вектор p, всi координати якого строго додатнi. Без втрати
загальностi можна вважати, що координати вектора p впорядкованi за
зростанням:

0 < 𝑝1 ≤ 𝑝2 ≤ · · · ≤ 𝑝𝑛 < 1. (3.56)

З твердження 3.22 випливає, що ця впорядкованiсть не змiнюється, тобто
порядок координат не залежить вiд 𝑡.

Враховуючи твердження 3.24 маємо, що всi координати вектора p

у кожен момент дискретного часу 𝑡 дiляться на три множини: тi, що
меншi за 𝐿𝑡, тi, що дорiвнюють 𝐿𝑡, та тi, що бiльшi за 𝐿𝑡. За лемою 3.26
послiдовнiсть координат {𝑝𝑡𝑛}

∞
𝑡=0 є спадною. Покажемо, що мiнiмальна

координата 𝑝𝑡1 завжди зростає. Розглянемо рiзницю

𝑝𝑡+1
1 − 𝑝𝑡1 =

𝑝𝑡1
(︀
𝑛− 𝑝𝑡1

)︀
− 𝑝𝑡1

(︀
𝑛− 𝐿𝑡

)︀
𝑛− 𝐿𝑡

=
𝑝𝑡1

𝑛− 𝐿𝑡

(︀
𝐿𝑡 − 𝑝𝑡1

)︀
.

З твердження 3.24 випливає, що

𝑝𝑡+1
1 > 𝑝𝑡1, 𝑡 = 0, 1, . . . ,

тобто мiнiмальна координата зростає.
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Оскiльки послiдовностi {𝑝𝑡1}
∞
𝑡=0 та {𝑝𝑡𝑛}

∞
𝑡=0 монотоннi i обмеженi, то

iснують границi

𝑝∞min = 𝑝∞1 = lim
𝑡→∞

𝑝𝑡1, 𝑝∞max = 𝑝∞𝑛 = lim
𝑡→∞

𝑝𝑡𝑛.

З рiвнянь (3.54) при 𝑡 → ∞ отримуємо, що 𝑝∞1 = 𝑝∞𝑛 = 𝐿∞.
Враховуючи умову (3.56), маємо

𝑝∞1 = 𝑝∞2 = · · · = 𝑝∞𝑗 = · · · = 𝑝∞𝑛−1 = 𝑝∞𝑛 . (3.57)

Тому iснує границя p∞ = lim
𝑡→∞

p𝑡. З iснування граничного вектора p∞ та
рiвнянь (3.53) випливає, що iснує r∞ = lim

𝑡→∞
r𝑡.

Припустимо 𝛾(𝑀) = 0, враховуючи (3.57) та стохастичнiсть векторiв,
маємо для довiльного 𝑖 = 1, . . . , 𝑛:

𝑝∞𝑖 = 𝑟∞𝑖 =
1

𝑛
,

тобто p∞ = r∞.

Нехай 0 < 𝛾(𝑀) = 𝑚 < 𝑛, тобто 𝑚 координат вектора p дорiвню-
ють нулю. Тодi вiдповiднi координати вектора r дорiвнюють 1

𝑛−1 . Роз-
глянемо додатнi координати вектора p. Кiлькiсть таких координат до-
рiвнює 𝑛−𝑚. З доведеного вище випливає, що

𝑝∞𝑖 =
1

𝑛−𝑚
.

Тодi вiдповiднi координати вектора r дорiвнюють

𝑟∞𝑖 =
1− 1

𝑛−𝑚

𝑛− 1
=

𝑛−𝑚− 1

(𝑛− 1)(𝑚− 𝑛)
.

Граничний стан {p∞, r∞} є стiйким лише у випадку p∞ = r∞, бо в
такому випадку 𝛾(𝑀) = 0. Якщо p∞ ̸= r∞, то 𝛾(𝑀) ̸= 0, а при довiльно-
му збуреннi нульова координата в 𝜀-околi граничного стану може стати
додатньою i тодi її граничне значення також стане додатнiм. Це означає,
що стiйкою є лише одна гранична точка p∞ = r∞ =

(︀
1
𝑛 ,

1
𝑛 , . . . ,

1
𝑛

)︀
.
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Рис. 3.7. Траєкторiї динамiчної системи конфлiкту для випадку тривимiрного простору пiд дi-
єю конфлiктного перетворення (3.53), тобто динамiка змiни довiльних стохастичних векторiв
p = (𝑝1; 𝑝2; 𝑝3). Вершини трикутника ототожнюються з наборами координат (1; 0; 0), (0; 1; 0) та
(0; 0; 1). Граничнi значення векторiв p збiгаються до центру цього трикутника, тобто центр трику-
тника є атрактом. Вершини трикутника (1; 0; 0), (0; 1; 0) та (0; 0; 1) є нестiйкими репелерами. Лише
центр трикутника, тобто точка

(︀
1
3 ;

1
3 ;

1
3

)︀
, є стiйкою. Всi iншi точки трикутника є нестiйкими.

3.4.2. Залежнiсть граничного стану вiд умов середовища. Далi
розглянемо випадок, коли всi параметри 𝑐𝑖 є рiзними. Саме вони впли-
вають на розподiл популяцiї та призводять до збiльшення чи зменшення
популяцiї по деяких регiонах 𝜔𝑖. Адже граничний стан повнiстю визнача-
ється набором параметрiв 𝑐𝑖. Так, порушення умови (3.60) для деякого 𝑖

в теоремi 3.31 призводить до 𝑝∞𝑖 = 0, що можна трактувати як повне
зникнення особин популяцiї з цього 𝑖-го регiону. Це пiдтверджено чи-
сленними комп’ютерними симуляцiями (див. рис. 3.8). А явний вигляд
граничних векторiв демонструє, що чим бiльше значення сталої 𝑐𝑖, тим
бiльше значення вiдповiдної 𝑖-ої граничної координати. Тобто сприятливi
умови для iснування популяцiї в деякому регiонi приводять до збiльше-
ння кiлькостi особин популяцiї в цьому регiонi.
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Враховуючи, що 𝑟𝑡𝑖 =
1−𝑝𝑡𝑖
𝑛−1 , рiвняння (3.52) можна записати як

𝑝𝑡+1
𝑖 = 𝑝𝑡𝑖 ·

𝑛− 1 + 𝑐𝑖(1− 𝑝𝑡𝑖)

𝑛− 1 + 𝐿𝑡
𝑐

= 𝑝𝑡𝑖 · 𝑘𝑡𝑖,𝑐, 𝑡 ≥ 1, (3.58)

де

𝑘𝑡𝑖,𝑐 =
𝑛− 1 + 𝑐𝑖(1− 𝑝𝑡𝑖)

𝑛− 1 + 𝐿𝑡
𝑐

, 𝐿𝑡
𝑐 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑝
𝑡
𝑖(1− 𝑝𝑡𝑖).

Надалi використовуватимемо позначення 𝜅𝑡
𝑖 := 𝑐𝑡𝑖(1− 𝑝𝑡𝑖).

Твердження 3.29. Нехай для деяких 𝑖, 𝑗 (𝑖 ̸= 𝑗) параметр 𝑐𝑖 дорiвнює
параметру 𝑐𝑗, тобто 𝑐𝑖 = 𝑐𝑗 = 𝑐, причому 𝑝𝑡𝑖 < 𝑝𝑡𝑗. Тодi

𝜅𝑡
𝑖 > 𝜅𝑡

𝑗 ⇔ 𝜅𝑡+1
𝑖 > 𝜅𝑡+1

𝑗 .

Доведення. Нерiвностi 𝜅𝑡
𝑖 > 𝜅𝑡

𝑗 та 𝑝𝑡𝑖 < 𝑝𝑡𝑗 еквiвалентi, оскiльки

𝜅𝑡
𝑖 − 𝜅𝑡

𝑗 = 𝑐(1− 𝑝𝑡𝑖)− 𝑐(1− 𝑝𝑡𝑗) = 𝑐(𝑝𝑡𝑗 − 𝑝𝑡𝑖) > 0.

Тому достатньо показати, що з 𝑝𝑡𝑖 < 𝑝𝑡𝑗 випливає 𝑝𝑡+1
𝑖 < 𝑝𝑡+1

𝑗 . Розглянемо

𝑝𝑡+1
𝑗 − 𝑝𝑡+1

𝑖 =
1

𝑛− 1 + 𝐿𝑐

(︀
𝑝𝑡𝑗(𝑚− 1 + 𝑐(1− 𝑝𝑡𝑗)− 𝑝𝑡𝑖(𝑚− 1 + 𝑐(1− 𝑝𝑡𝑖))

)︀
=

=
1

𝑛− 1 + 𝐿𝑐

(︀
(𝑝𝑡𝑗 − 𝑝𝑡𝑖)(𝑚− 1 + 𝑐)− 𝑐(𝑝𝑡𝑗)

2 + 𝑐(𝑝𝑡𝑖)
2)
)︀
=

=
1

𝑛− 1 + 𝐿𝑐

(︀
(𝑝𝑡𝑗 − 𝑝𝑡𝑖)(𝑚− 1 + 𝑐) + 𝑐(𝑝𝑡𝑖 − 𝑝𝑡𝑗)(𝑝

𝑡
𝑗 + 𝑝𝑡𝑖)

)︀
=

=
𝑝𝑡𝑗 − 𝑝𝑡𝑖

𝑛− 1 + 𝐿𝑐

(︀
𝑚− 1 + 𝑐− 𝑐(𝑝𝑡𝑗 + 𝑝𝑡𝑖)

)︀
=

=
𝑝𝑡𝑗 − 𝑝𝑡𝑖

𝑛− 1 + 𝐿𝑐

(︀
𝑚− 1 + 𝑐(1− 𝑝𝑡𝑗 − 𝑝𝑡𝑖)

)︀
> 0,

тобто 𝑝𝑡+1
𝑖 < 𝑝𝑡+1

𝑗 .
Отже, якщо 𝜅𝑡

𝑖 > 𝜅𝑡
𝑗, то 𝜅𝑡+1

𝑖 > 𝜅𝑡+1
𝑗 .
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Теорема 3.30. Нехай p ∈ R2
+. Тодi кожна траєкторiя динамiчної си-

стеми конфлiкту (3.51) збiгається до стiйкого граничного стану, який
є нерухомою точкою

p∞ = lim
𝑡→∞

p𝑡,

причому

p∞ =

(︂
𝑐1

𝑐1 + 𝑐2
,

𝑐2
𝑐1 + 𝑐2

)︂
. (3.59)

Доведення. Нехай маємо p = (𝑝1, 𝑝2) та c = (𝑐1, 𝑐2). Очевидно, що
p = (1; 0) = p∞, аналогiчно p = (0; 1) = p∞.

Розглянемо 𝑝𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2. Припустимо 𝑐1
𝑐2
< 𝑝1

𝑝2
. Тодi

𝑝11 − 𝑝1 =
𝑝1

1 + 𝐿𝑐

(︀
𝑐1(1− 𝑝1)− 𝑐1𝑝1(1− 𝑝1)− 𝑐2𝑝2(1− 𝑝2)

)︀
=

=
𝑝1

1 + 𝐿𝑐

(︀
𝑐1(1− 𝑝1)

2 − 𝑐2𝑝2(1− 𝑝2)
)︀
=

=
𝑝1

1 + 𝐿𝑐

(︀
𝑐1𝑝

2
2 − 𝑐2𝑝2𝑝1

)︀
=

𝑝1𝑝2
1 + 𝐿𝑐

(︀
𝑐1𝑝2 − 𝑐2𝑝1

)︀
< 0,

тобто 𝑝11 < 𝑝1. Тодi 𝑝12 = 1 − 𝑝11 > 1 − 𝑝1 = 𝑝2. Звiдси випливає, що
𝑐1
𝑐2
< 𝑝1

𝑝2
< 𝑝11

𝑝12
. Таким чином, отримуємо 𝑐1

𝑐2
< 𝑝𝑡1

𝑝𝑡2
∀ 𝑡.

Аналогiчно для випадку 𝑐1
𝑐2
> 𝑝1

𝑝2
.

Отже, {𝑝𝑡𝑖}∞𝑡=0 – монотонна обмежена послiдовнiсть, тобто iснує гра-
ниця

p∞ = lim
𝑡→∞

p𝑡.

Тодi з iнварiантностi граничного стану маємо систему⎧⎨⎩𝑘∞1,𝑐 = 1,

𝑘∞2,𝑐 = 1,
⇐⇒

⎧⎨⎩𝑐1(1− 𝑝∞1 ) = 𝐿∞
𝑐 ,

𝑐2(1− 𝑝∞2 ) = 𝐿∞
𝑐 ,

⇐⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑝∞1 =

𝑐1
𝑐1 + 𝑐2

,

𝑝∞2 =
𝑐2

𝑐1 + 𝑐2
,

що доводить рiвнiсть (3.59).

Далi розглянуто випадок тривимiрного простору, тобто p ∈ R3
+. За-

значимо, що теорема 3.30, а також наступна теорема 3.31 припускають
узагальнення на випадок p ∈ R𝑛

+, 𝑛 > 3. При цьому умова (3.60) значно



116

ускладнюється, а опис граничного вектора p∞ розпадається на декiлька
нетривiальних випадкiв, якi потребують додаткового аналiзу.

а) б)

Рис. 3.8. Траєкторiї динамiчної системи конфлiкту для випадку тривимiрного простору пiд дiєю
конфлiктного перетворення (3.58). Динамiка змiни довiльних стохастичних векторiв p = (𝑝1; 𝑝2; 𝑝3)

з набором сталих: a) c = (0,3; 0,4; 0,25), p∞ = (0,322; 0,4915; 0,1865) та б) c = (0,8; 0,1; 0,9),
p∞ = (0,4706; 0; 0,5294). В б) умова порушується, тобто 𝑐2 < 𝑐1𝑐3

𝑐1+𝑐3
, i тому 𝑝∞2 = 0.

Теорема 3.31. Нехай p ∈ R3
+, причому для кожного 𝑖 = 1, 2, 3 вико-

нується одна з умов 𝜅𝑡
𝑖 > 𝐿𝑡

𝑐 або 𝜅𝑡
𝑖 < 𝐿𝑡

𝑐 для довiльного 𝑡. Тодi кожна
траєкторiя динамiчної системи конфлiкту (3.51) збiгається до грани-
чного стану, який є нерухомою точкою

p∞ = lim
𝑡→∞

p𝑡.

Причому,

p∞ =

(︂
𝑐1𝑐2 + 𝑐1𝑐3 − 𝑐2𝑐3
𝑐1𝑐2 + 𝑐1𝑐3 + 𝑐2𝑐3

,
𝑐1𝑐2 − 𝑐1𝑐3 + 𝑐2𝑐3
𝑐1𝑐2 + 𝑐1𝑐3 + 𝑐2𝑐3

,
𝑐1𝑐3 − 𝑐1𝑐2 + 𝑐2𝑐3
𝑐1𝑐2 + 𝑐1𝑐3 + 𝑐2𝑐3

)︂
,

якщо для всiх 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3, 𝑖 ̸= 𝑗 ̸= 𝑘

𝑐𝑖 >
𝑐𝑗𝑐𝑘

𝑐𝑗 + 𝑐𝑘
. (3.60)

Доведення. Умова 𝜅𝑡
𝑖 > 𝐿𝑡

𝑐 (𝜅𝑡
𝑖 < 𝐿𝑡

𝑐) є необхiдною i достатньою для
зростання (спадання) 𝑝𝑡𝑖, тобто

𝜅𝑡
𝑖 > 𝐿𝑡

𝑐 ⇔ 𝑝𝑡+1
𝑖 > 𝑝𝑡𝑖 (𝜅𝑡

𝑖 < 𝐿𝑡
𝑐 ⇔ 𝑝𝑡+1

𝑖 < 𝑝𝑡𝑖).
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Це випливає просто з рiвнянь (3.58). Якщо ця умова виконується для
всiх 𝑡, то послiдовнiсть {𝑝𝑡𝑖}∞𝑡=0 є монотонною. Обмеженiсть цiєї послiдов-
ностi випливає з постановки задачi. А тому iснує граничний вектор p∞.
Припустимо всi граничнi координати 𝑝∞𝑖 є ненульовими. Тодi iнварiан-
тнiсть граничного стану означає, що 𝑘𝑡𝑖,𝑐 = 1 для всiх 𝑖 = 1, 2, 3. Тобто
маємо систему⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑐1(1− 𝑝∞1 )2 = 𝑐2𝑝
∞
2 (1− 𝑝∞2 ) + 𝑐3𝑝

∞
3 (1− 𝑝∞3 ),

𝑐2(1− 𝑝∞2 )2 = 𝑐1𝑝
∞
1 (1− 𝑝∞1 ) + 𝑐3𝑝

∞
3 (1− 𝑝∞3 ),

𝑐3(1− 𝑝∞3 )2 = 𝑐1𝑝
∞
1 (1− 𝑝∞1 ) + 𝑐2𝑝

∞
2 (1− 𝑝∞2 ),

звiдки отримуємо ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑝∞1 =
𝑐1(𝑐2 + 𝑐3)− 𝑐2𝑐3
𝑐1𝑐2 + 𝑐1𝑐3 + 𝑐2𝑐3

,

𝑝∞2 =
𝑐2(𝑐1 + 𝑐3)− 𝑐1𝑐3
𝑐1𝑐2 + 𝑐1𝑐3 + 𝑐2𝑐3

,

𝑝∞3 =
𝑐3(𝑐1 + 𝑐2)− 𝑐1𝑐2
𝑐1𝑐2 + 𝑐1𝑐3 + 𝑐2𝑐3

.

(3.61)

За постановкою задачi всi координати вектора p𝑡 є невiд’ємними. Тому
рiвностi (3.61) справедливi лише при 𝑐𝑖 >

𝑐𝑗𝑐𝑘
𝑐𝑗+𝑐𝑘

для всiх 𝑖 ̸= 𝑗 ̸= 𝑘,
𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3.

Вiдзначимо, що граничний стан є стiйким, оскiльки визначається ли-
ше фiксованим набором сталих параметрiв 𝑐𝑖, якi в свою чергу задаються
при 𝑡 = 0 та не залежать вiд часу 𝑡.

Якщо для деякого 𝑖 виконується нерiвнiсть 𝑐𝑖 ≤ 𝑐𝑗𝑐𝑘
𝑐𝑗+𝑐𝑘

, то

𝑝∞𝑖 =
𝑐𝑖(𝑐𝑗 + 𝑐𝑘)− 𝑐𝑗𝑐𝑘
𝑐𝑖𝑐𝑗 + 𝑐𝑖𝑐𝑘 + 𝑐𝑗𝑐𝑘

≤
𝑐𝑗𝑐𝑘
𝑐𝑗+𝑐𝑘

(𝑐𝑗 + 𝑐𝑘)− 𝑐𝑗𝑐𝑘

𝑐𝑖𝑐𝑗 + 𝑐𝑖𝑐𝑘 + 𝑐𝑗𝑐𝑘
=

𝑐𝑗𝑐𝑘 − 𝑐𝑗𝑐𝑘
𝑐𝑖𝑐𝑗 + 𝑐𝑖𝑐𝑘 + 𝑐𝑗𝑐𝑘

= 0,

але випадок 𝑝∞𝑖 < 0 неможливий, тому 𝑝∞𝑖 = 0. Отже, якщо для де-
якого 𝑖-го iндексу умова (3.60) порушується, то вiдповiдна координата 𝑝𝑡𝑖
прямує до 0 при 𝑡 → ∞.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню динамiчних систем
конфлiкту, зокрема знаходженню граничних асимптотичних станiв, по-
шуку атракторiв i їхнiх басейнiв, доведенню iснування рiвноважних ста-
нiв. Основнi результати дисертацiйної роботи можна сформулювати на-
ступним чином:

1. Розвинуто теорiю динамiчних систем конфлiкту з притягальною вза-
ємодiєю разом iз аналiзом математичних моделей i описом поведiнки
траєкторiй у моделях з багатьма альтернативними позицiями.

2. Доведено iснування iнварiантних граничних станiв i дослiджено їхнi
властивостi для певного класу динамiчних систем конфлiкту з при-
тягальною взаємодiєю. Побудувано конкретнi моделi таких систем,
заданих рiзницевими рiвняннями.

3. Узагальнено формули, якi визначають конфлiктне перетворення для
пари опонентiв на випадок багатьох взаємодiючих сторiн. Побудува-
но й дослiджено моделi багатокомпонентних дискретних динамiчних
систем конфлiкту з притягальною взаємодiєю. Доведено iснування
нерухомих точок i знайдено умови iснування циклiчних орбiт.

4. Одержано достатнi умови виникнення достовiрної подiї (одночасної
присутностi гравцiв у фiксованому регiонi) для багатокомпонентної
динамiчної системи з притягальною взаємодiєю.

5. Знайдено критерiй виникнення точкового спектру у граничних роз-
подiлах для систем конфлiкту на ресурсних просторах з iтерацiйним
фрактальним подрiбненням.
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69. Schwerdtfeger F. Ökologie der Tiere, Bd. II: Demökologie. Struktur und
Dynamik tierischer Populationen. – Berlin: Paul Parey Vlg. – 1968. –
450 s.

70. Lotka A.J. Elements of phisical biology, 1924. Reprinted by Dover in
1956 as Elements of Mathematical Biology.

71. Lotka A.J. Analytical theory of biological populations. – New York.
Plenum Press, 1998. – 241 p.

72. Marvel S.A., Hong H., Papush A., Strogatz S.H. Encouraging moderati-
on: clues from a simple model of ideological conflict // Physical Review
Letters. – 2012. – 109. – P 118702-1–118702-4.

73. May R.M. Stability and complexity inmodel ecosystems. – Princeton:
Princeton Univ. Press., 1973. – 515 p.

74. Murray J.D. Mathematical biology I: An introduction. – Springer,
2002. – 551 p.

75. Murray J.D. Mathematical biology II: Spatial models and biometrical
applications. – Stringer, 2004. – 811 p.

76. Nicholson A.J., Bailey V.A. The balans of animal populations //
Proceedings of the Zoological Society of London – 1935.– 1 . – P. 551–
598.

77. Pareschi L., Toscani G., Tosin A., Zanella M. Hydrodynamic
models of preference formation in multi-agent societies //
https://arXiv:1901.00486v1 [physics.soc-ph]

78. Sigmund K. The population dynamics of conflict and cooperation //
Doc. Math. J. DMV. – 1998. – P. 487–506.

79. Salam K.M.M., Takahashi K.I. Mathematical model of conflict and
cooperation with non-annihilating multi-opponent // Unifying Themes
in Complex Systems. – 2010. – P. 299–306. https://doi.org/10.1007/978-
3-540-85081-638



127

80. Satur O.R. The sure event problem in multi-component dynamical
systems with attractive interaction // Мiжнародна конференцiя мо-
лодих вчених – Київ, 2019. – С. 40.

81. Satur O.R. Dynamical picture of biological populations with attractive
and repulsive interaction // III International scientific and practical
conference “Modeling, control and information technologies” – Rivne,
2019. – P. 69–71. https://doi.org/10.31713/MCIT.2019.29

82. Triebel H. Fractals and spectra: related to fourier analysis and functional
spaces. – Springer Basel. – 2011. – 272 p.

83. Watts D., Strogatz S. Collective dynamics of ’small world’ networks //
Nature. – 1998. – 393. – P. 440–442.

84. Weisbuch G. Bounded confidence and social networks // The European
Physical Journal B. – 2004. – 38, No. 2. – P. 339–343.

85. Yildiz M.E. et al. Voting models in random networks // Information
Theory and Applications Workshop. – 2010. – P. 1–7.



128

ДОДАТОК

Цей додаток мiстить список публiкацiй здобувача на тему дисертацiї,
а також вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiйної роботи.

Науковi працi, у яких опублiкованi науковi результати ди-
сертацiї:

1. Сатур О.Р. Граничнi стани дискретних динамiчних систем з притя-
гальною взаємодiєю // Збiрник праць Iнституту математики НАН
України. – 14, № 2. – Київ: Iнститут математики НАН України. –
2017. – C. 122–132.

2. Сатур О.Р. Динамiчна система конфлiкту з притяганням для трiй-
ки взаємодiючих сторiн // Науковi записки НаУКМА. Фiзико-
математичнi науки. – 2017. – 201. – С. 34–37.

3. Кошманенко В.Д., Сатур О.Р. Проблема достовiрної подiї в ба-
гатокомпонентних динамiчних системах з притягальною взаємо-
дiєю // Нелiнiйнi коливання. – 2019. – 22, № 2. – С. 220–234.
(Переклад: Koshmanenko V.D., Satur O.R. Sure Event Problem in
Multicomponent Dynamical Systems with Attractive Interaction //
Journal of Mathematical Sciences. – 2020. – 249, No. 4. – P. 629–646.
https://doi.org/10.1007/s10958-020-04962-3)

4. Cатур О.Р., Харченко Н.В. Модель динамiчної системи досягне-
ння консенсусу // Український математичний журнал. – 2019. –
71, № 9. – C. 1271–1283. (Переклад: Satur O.R., Kharchenko N.V.
The model of dynamical system for the attainment of consensus. –
Ukrainian Mathematical Journal. – 2020. – 71, No. 9. – P. 1456–1469.
https://doi.org/10.1007/s11253-020-01725-w)



129

5. Koshmanenko V., Satur O., Voloshyna V. Point spectrum in confli-
ct dynamical systems with fractal partition // Methods of Functional
Analysis and Topology. – 2019. – 25, No. 4. – P. 324–338.

6. Cатур О.Р. Граничнi стани багатокомпонентних динамiчних си-
стем // Нелiнiйнi коливання. – 2020. – 72, № 1. – C. 77–89.

Науковi працi, якi засвiдчують апробацiю матерiалiв ди-
сертацiї:

1. Cатур О.Р. Збiжнiсть до рiвноважного атрактору в динамiчних мо-
делях з притягальною взаємодiєю // Мiжнародна наукова конфе-
ренцiя «Асимптотичнi методи в теорiї диференцiальних рiвнянь». –
Київ, 2017. – C. 75–76.

2. Kharchenko N.V., Satur O.R. Dynamic model of opinion formation //
8-ма Мiжнародна наукова конференцiя “Сучаснi проблеми матема-
тичного моделювання, прогнозування та оптимiзацiї”. – Кам’янець-
Подiльський, 2018. – P. 8–9.

3. Kharchenko N.V., Satur O.R. Opinion dynamics on a network //
Internation conference “Modern Stochastics: theory and application.
IV”. – Kyiv, 2018. – P. 31.

4. Satur O.R. The sure event problem in multi-component dynamical
systems with attractive interaction // Мiжнародна конференцiя мо-
лодих математикiв. – Київ, 2019. – С. 40.

5. Satur O.R. Dynamical picture of biological populations with attractive
and repulsive interaction // III International scientific and practical
conference “Modeling, control and information technologies”. – Rivne,
2019. – P. 69–71. https://doi.org/10.31713/MCIT.2019.29



130

Вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї

Основнi результати дисертацiї доповiдалися й обговорювалися на:

∙ Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Асимптотичнi методи в теорiї
диференцiальних рiвнянь” (Київ, 2017);

∙ 8-мiй Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми матема-
тичного моделювання, прогнозування та оптимiзацiї” (Кам’янець-
Подiльський, 2018);

∙ Internation conference “Modern stochastics: theory and application. IV”
(Київ, 2018);

∙ Лiтнiй школi у Унiверситетi Градець-Кралова (Чехiя, 2018);

∙ Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (Київ, 2019);

∙ III International scientific and practical conference “Modeling, control
and information technologies” (Рiвне, 2019);

∙ семiнарi вiддiлу математичної фiзики Iнституту математики
НАН України (керiвник семiнару: член-кореспондент НАН Украї-
ни, професор А.Г. Нiкiтiн);

∙ cемiнарi “Складнi системи конфлiкту: динамiка, моделi, спектраль-
ний аналiз” Iнституту математики НАН України (керiвник семiна-
ру: доктор фiз.-мат. наук, професор В.Д. Кошманенко).


	Перелік умовних позначень
	Вступ
	РОЗДІЛ 1Огляд лiтератури і попереднi вiдомостi
	РОЗДІЛ 2Динамiчнi системи конфлiкту iз взаємодiєю притягання
	2.1.  Побудова динамiчних систем конфлiкту з притягальною взаємодiєю в термiнах дискретних мiр
	2.2.  Опис асимптотики граничних станiв. Випадок  двокомпонентних систем
	2.3.  Iснування нерухомих граничних точок для траєкторiй багатокомпонентних систем
	2.4.  Умови iснування граничних циклiв

	РОЗДІЛ 3Моделі динамічних систем
	3.1.  Проблема досягнення консенсусу
	3.1.1 Модель прийняття бiнарних рiшень у випадку двох опонентiв
	3.1.2 Випадок прийняття бiнарних рiшень для системи з багатьма опонентами
	3.1.3 Метод середнього поля

	3.2.  Проблема достовiрної подiї в багатокомпонентних  динамiчних системах
	3.3.  Виникнення точкового спектру у граничних розподiлах  динамiчних систем конфлiкту
	3.4.  Математичне моделювання розподілів  біологічних популяцій
	3.4.1 Рівномірно розподілені граничні стани
	3.4.2 Залежність граничного стану від умов середовища


	ВИСНОВКИ
	Список використаних джерел
	ДОДАТОК

