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Ëåêöiÿ 1

Ïðèêëàäè íåñêií÷åííèõ ñèñòåì, îñíîâíi õàðàêòå-

ðèñòèêè òà ìåòîäè ¨õ ìàòåìàòè÷íîãî îïèñó

1.0. Âñòóï
Îñíîâíi ïîíÿòòÿ àíàëiçó, ÿê òîïîëîãiÿ, çáiæíiñòü, ïîõiäíà, iíòåãðàë, âè-

çíà÷åíi â R1 ëåãêî óçàãàëüíèòè íà ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið Rn, n ≥ 2, àëå

¹ çîâñiì iíøèìè ó âèïàäêó íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðiâ. Íàïðèêëàä, â Rn

iíòåãðàëè âèãëÿäó

In =

∫
Rn

|fn(x1, ..., xn)|dx1 · · · dxn (1.1)

ìîæóòü ìàòè ñêií÷åííó ãðàíèöþ I∞ = limn→∞ In < ∞ äëÿ äîñèòü áàãàòîãî çà-

ïàñó ôóíêöié-ïîñëiäîâíîñòåé {fn}. Àëå ÷è ìîæåìî ìè çàïèñàòè äëÿ ãðàíè÷íîãî
çíà÷åííÿ I∞ âèðàç

I∞ =

∫
?

|f(?)| d?, (1.2)

òîáòî iíòåãðàë ïî äåÿêîìó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîðó âiä ôóíêöi¨ íåñêií-

÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ, çà äåÿêîþ ñòðîãî âèçíà÷åíîþ ìiðîþ ? Öå ïèòàííÿ íå ¹

òðèâiàëüíèì i ïîòðåáó¹ îêðåìîãî ïiäõîäó. Ïåðø íiæ ïåðåéòè äî ïîáóäîâè òàêîãî

àíàëiçó, îáãîâîðèìî äëÿ ÷îãî öå ïîòðiáíî i äå öå ìà¹ çàñòîñóâàííÿ.

Òîìó ïåðøà ëåêöiÿ áóäå ïðèñâ'ÿ÷åíà çàãàëüíîìó ïîãëÿäó íà íåñêií÷åííi ñè-

ñòåìè, ïðèêëàäè òàêèõ ñèñòåì, à òàêîæ ìîæëèâi ïiäõîäè äî ¨õ ìàòåìàòè÷íîãî

îïèñó.

Çâè÷àéíî íà ïåðøèé ïîãëÿä óñi âiäîìi ñèñòåìè, ÿêi ìè íàìàãà¹ìîñÿ âèâ÷èòè,

¹ ñêií÷åííèìè. Íàïðèêëàä, ãàç ó êîëái ìà¹ ñêií÷åíå ÷èñëî àòîìiâ ÷è ìîëåêóë.

Àëå öå ñêií÷åíå ÷èñëî íàâiòü â íåâåëèêîìó îá'¹ìi 1cm3 ìà¹ 1023− 1025 ìîëåêóë.

Òîìó çäîðîâèé ãëóçä íàì ïiäêàæå, ùî ñëiäêóâàòè çà òàêèì ÷èñëîì ÷àñòèíîê öå

âñå îäíî, ùî ñëiäêóâàòè çà íåñêií÷åííèì ÷èñëîì ÷àñòèíîê. Áiëüø òîãî, âèÿâ-

ëÿ¹òüñÿ, ùî õî÷ ñèñòåìè ç íåñêií÷åííèì ÷èñëîì çìiííèõ i ïîòðåáóþòü íîâîãî
3



4 Ëåêöiÿ 1

àíàëiçó, àëå îïèñóâàòè ¨õ ëåãøå íiæ ñèñòåìè çi ñêií÷åíèì , àëå äóæå âåëèêèì ÷è-

ñëîì çìiííèõ, i ñàìå äëÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ç íåñêií÷åííèì ÷èñëîì çìiííèõ

ìîæíà îïèñàòè ôiçè÷íi ÿâèùà, ÿêi ¹ íàñëiäêîì êîëåêòèâíî¨ âçà¹ìîäi¨ âåëèêîãî

÷èñëà ÷àñòèíîê.

Îòæå íåñêií÷åííi ñèñòåìè ¹ äåÿêîþ ìàòåìàòè÷íîþ iäåàëiçàöi¹þ âåëèêèõ

ñêií÷åíèõ ñèñòåì, ÿêó çðó÷íî çàñòîñóâàòè ïðè âèâ÷åííi ðåàëüíèõ âåëèêèõ ñè-

ñòåì.

1.1. Ïðèêëàäè íåñêií÷åííèõ ñèñòåì.
Íåõàé ìè ìà¹ìî ÿêóñü íåñêií÷åííó (àëå çëi÷åíó) ìíîæèíó ðiçíèõ îá'¹êòiâ

γ̃ := {x̃1, x̃2, ..., x̃n, ...}, x̃n ∈ X, (1.3)

äå X äåÿêèé ìíîãîâèä, àëå ìè çàðàç íå áóäåìî âêëàäàòè â öå ïîíÿòòÿ ÿêîãîñü

âèçíà÷åííÿ, à êðàùå ðîçãëÿíåìî êîíêðåòíi ïðèêëàäè.

1. Êëàñè÷íèé íåïåðåðâíèé ãàç òî÷êîâèõ ìàñèâíèõ ÷àñòèíîê.
Íåñêií÷åííà ñèñòåìà òî÷îê, êîæíà ç ÿêèõ ó äàíèé ìîìåíò ìà¹ ñâî¹ ìiñöå

ïîëîæåííÿ(êîîðäèíàòó) i ñâîþ øâèäêiñòü àáî iìïóëüñ, òîáòî ïàðó

x̃n = (xn, pn), xn ∈ Rd, pn = mnvn ∈ Rd. (1.4)

¹ (õî÷ i ãðóáîþ) ìîäåëëþ äåÿêèõ àòîìàðíèõ ãàçiâ. Ñóêóïíiñòü {x̃n}n∈N óòâî-

ðþþòü ôàçîâèé ïðîñòið ñèñòåìè Γ̃. Ôàçîâèé ïðîñòið íàçèâàþòü òàêîæ êîíôi-

ãóðàöiéíèì ïðîñòîðîì, ó ÿêîìó êîæíà îêðåìà êîíôiãóðàöiÿ γ̃ = {x̃n}n∈N ∈ Γ̃

õàðàêòåðèçó¹ ñòàí ñèñòåìè ó äàíèé êîíêðåòíèé ìîìåíò.

Ðîçðiçíÿþòü äâà âèäè ñòàíiâ ãàçó:

1)Ñòàí ðiâíîâàãè. Ó öüîìó âèïàäêó ÷àñòèíêè õàîòè÷íî ðóõàþòüñÿ, ïðîáiãà-

þ÷è äåÿêèé ñåðåäíié øëÿõ ìiæ ÷åðãîâèìè çiòêíåííÿìè(øëÿõ âiëüíîãî ïðîái-

ãó), ÿêèé çàëåæèòü âiä ãóñòèíè ãàçó. Òîäi ôàçîâèì ïðîñòîðîì ¹ ëèøå ïðîñòið

êîîðäèíàò ÷àñòèíîê, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà óñiõ ëîêàëüíî-ñêií÷åíèõ

ïiäìíîæèí ïðîñòîðó Rd:

Γ = ΓRd :=
{
γ ⊂ Rd

∣∣ |γ ∩ Λ| <∞, äëÿ âñiõ Λ ∈ Bc(Rd)
}
, (1.5)

äå Bc(Rd) öå σ-àëãåáðà îáìåæåíèõ ìíîæèí. Óìîâà ëîêàëüíî¨ ñêií÷åííîñòi âè-

ïëèâà¹ ç ôiçèêè. Äiéñíî, ÿêùî ðîçãëÿäàòè ðåàëüíi ÷àñòèíêè ó äåÿêîìó îáìåæå-

íîìó îá'¹ìi (volΛ := V <∞) i ÿêùî öi ÷àñòèíêè ¹ êóëüêàìè ðàäióñó a, òî ÿñíî,

ùî â îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ íå ìîæå áóòè áiëüø íiæ V/c(d)ad (c(3) = 4/3πa3)
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÷àñòèíîê. Òîìó, ðîçãëÿäàþ÷è ÷àñòèíêè ÿê òî÷êîâi òðåáà çáåðåãòè óìîâó, ùî

çàáåçïå÷ó¹ ñêií÷åíó êiëüêiñòü (õî÷ i äîâiëüíó) ÷àñòèíîê â îáìåæåíîìó îá'¹ìi.

Ñåðåäíi çíà÷åííÿ ôiçè÷íèõ âåëè÷èí ó ðiâíîâàæíîìó ñòàíi íå çàëåæàòü âiä ÷àñó.

2)Íåðiâíîâàæíèé ñòàí.Íåðiâíîâàæíèé ñòàí ìîæå âèíèêíóòè ÿê çáóðåííÿ
ðiâíîâàæíîãî ñòàíó ÿêèìñü iìïóëüñîì, ÿêèé ìàòåìàòè÷íî îïèñó¹òüñÿ äîäàòêî-

âîþ âçà¹ìîäi¹þ íà ÷àñòèíêè ïî÷àòêîâî¨ ðiâíîâàæíî¨ ñèñòåìè. ßêùî ðîçãëÿäàòè

íåðiâíîâàæíi ïðîöåñè, òîäi òðåáà âðàõîâóâàòè i øâèäêîñòi àáî iìïóëüñè ÷à-

ñòèíîê. Ó öüîìó âèïàäêó ôàçîâèé ïðîñòið ¹

Γ̃ ∋ γ̃ := {(x1, p1), ..., (xn, pn)...}, {xn}n∈N = γ ∈ Γ, pn ∈ Rd. (1.6)

Íåðiâíîâàæíi ïðîöåñè ¹ äóæå øâèäêèìè, à ñåðåäíi çíà÷åííÿ ôiçè÷íèõ âåëè÷èí

çàëåæàòü âiä ÷àñó.

Âçà¹ìîäiÿ ìiæ ÷àñòèíêàìè.
ßêùî ÷àñòèíêè íå âçà¹ìîäiþòü, òî òàêó ñèñòåìó íàçèâàþòü êëàñè÷íèì iäå-

àëüíèì ãàçîì. Âçà¹ìîäiÿ ìiæ ÷àñòèíêàìè îïèñó¹òüñÿ ïîòåíöiàëîì, ÿêèé ó ñà-

ìîìó çàãàëüíîìó âèãëÿäi çàäà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ

V ≡ (0, 0, V2(x1, x2), . . . , Vn(x1, . . . , xn), . . . ) . (1.7)

Äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ γ ∈ Γ åíåðãiÿ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè âèçíà÷à¹-

òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

U(γ) =
∑
ηbγ

V (η) =
∑
n≥2

∑
{x1,...,xn}⊂γ

Vn(x1, ..., xn). (1.8)

Ïîâíà åíåðãiÿ ñèñòåìè

E(γ̃) =
∑
x∈γ

p2x
2mx

+ U(γ). (1.9)

Öå äóæå âàæëèâi õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìè, ÿêi âèçíà÷àþòü ¨¨ ïîâåäiíêó. ×àñòiøå

çà âñå, äëÿ ïðàêòè÷íèõ ðîçðàõóíêiâ âèêîðèñòîâóþòü ïàðíèé ïîòåíöiàë. Òîäi

U(γ) =
∑

{x1,x2}⊂γ

V2(x1, x2) =
∑

1≤i<j≤|γ|

V2(xi, xj). (1.10)

Ôîðìóëè (1.8)-(1.10) ¹ ôîðìàëüíèìè i íàáóâþòü çìiñòó ëèøå äëÿ ñêií÷åííèõ

êîíôiãóðàöié γ òîáòî ïðè |γ| <∞.

Òàêi ñèñòåìè ìîäåëþþòü ãàçîïîäiáíèé i ðiäêèé ñòàíè ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè, à

òàêîæ ïåðåõiä âiä îäíîãî äî iíøîãî, ÿêèé íàçèâàþòü ôàçîâèì ïåðåõîäîì. Âè-

ÿâëÿ¹òüñÿ, ùî íà ìîâi ìàòåìàòèêè òàêîæ ìîæíà îïèñàòè ôàçîâèé ïåðåõiä, õî÷
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öå ¹ äîñèòü ñêëàäíîþ ïðîáëåìîþ, ÿêà íà ñüîãîäíi ¹ âiäêðèòîþ äëÿ áiëüøîñòi

ôiçè÷íèõ ñèñòåì, ÿêi ìîäåëþþòü ðåàëüíi ãàçè àáî ðiäèíè. Â ïðèíöèïi i òâåð-

äèé ñòàí, ÿêèé äëÿ áiëüøîñòi òâåðäèõ ðå÷îâèí õàðàêòåðèçó¹òüñÿ êðèñòàëi÷íîþ

 ðàòêîþ, ïîâèíåí âèíèêàòè ó âèùå îïèñàíîìó âèïàäêó ïðè äîñèòü íèçüêèõ

òåìïåðàòóðàõ, àëå ïîêè ùî òàêi ðåçóëüòàòè íå âäàëîñü îòðèìàòè íà ñòðîãî-

ìó ìàòåìàòè÷íîìó ðiâíi. Òîìó ïðè âèâ÷åííi êðèñòàëi÷íèõ ñèñòåì âèçíà÷àþòü

ìîäåëü òâåðäîãî òiëà ÿê íàïåðåä çàäàíó êðèñòàëi÷íó  ðàòêó. Òàêèì ÷èíîì ìè

ïðèõîäèìî äî íàñòóïíîãî ïðèêëàäó íåñêií÷åííèõ ñèñòåì.

2.Êëàñè÷íi  ðàòêîâi ñèñòåìè àáî ñèñòåìè íà ãðàôàõ. Ó öüîìó âèïàäêó

êîíôiãóðàöiéíèé ïðîñòið âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

Γ ∋ γ̃ := {(j1, xj1), ..., (jn, xjn), ...}, jn ∈ Zd. (1.11)

Òàêà êîíôiãóðàöiÿ ìîæå îïèñóâàòè ðiçíi ñèñòåìè ôiçè÷íî¨ àáî iíøî¨ ïðèðîäè:

1) xjk = ±1� ìîäåëü Içiíãà. Öå íàéïðîñòiøà ìîäåëü, ÿêà îïèñó¹ ÿâèùå íàìà-

ãíi÷åíîñòi ó ôåðîìàãíåòèêó. Ó öüîìó âèïàäêó

Γ = (±1)Z
d

; (1.12)

2) xjk = njk ∈ N0 := {0} ∪N�ìîäåëü  ðàòêîâîãî ãàçó. Òîäi ïðîñòið êîíôiãóðàöié
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:

Γ = (N0)
Zd

, (1.13)

àáî äëÿ âçà¹ìîäi¨ ç òâåðäèì êîðîì (êîëè ó âóçëi j ∈ Zd ìîæå çíàõîäèòèñü íå

áiëüøå îäíi¹¨ ìîëåêóëè):

Γ = (0, 1)Z
d

; (1.14)

3) xjk ∈ Rν , ν ≤ d�ìîäåëü ãàðìîíiéíîãî àáî àíãàðìîíiéíîãî êðèñòàëó (ν < d�

ïîëÿðèçîâàíèé êðèñòàë);

4) òàêà ñèñòåìà ìîæå òàêîæ îïèñóâàòè åêîíîìi÷íi çâ'ÿçêè ìiæ òðåéäåðàìè,

áiîëîãi÷íi ñèñòåìè òèïó õèæàê-æåðòâà, åêîëîãi÷íi ñèñòåìè, òîùî. Ç äåÿêèìè

ç öèõ ìîäåëåé ìè ïîçíàéîìèìîñÿ ó öüîìó êóðñi. Ìè ïîçíàéîìèìîñÿ ,òàêîæ, ç

êâàíòîâèìè ñèñòåìàìè.

3. Êâàíòîâèé Áîçå ãàç.
Çãiäíî ïîñòóëàòiâ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ïàðó (x, p) òðåáà çàìiíèòè ïàðîþ îïå-

ðàòîðiâ (x̂, p̂), ùî äiþòü ó ïðîñòîði L2(Rd, dx) çà ïðàâèëàìè:

(x̂f)(x) = xf(x); (p̂f)(x) = −i~∇f(x). (1.15)
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Òîäi âèðàçó äëÿ åíåðãi¨ áóäå âiäïîâiäàòè îïåðàòîð

Ê(γ) = −
∑
x∈γ

~
2mx

∆x + U(γ). (1.16)

Êâàíòîâà ÷àñòèíêà íå ¹ ëîêàëiçîâàíîþ â òî÷öi ç êîîðäèíàòîþ x, òîáòî ¹, ôàêòè-

÷íî, ïàðîþ (x, ω(τ)), ïðè÷îìó (ìè öå ïiçíiøå ïîêàæåìî) τ ∈ [0, β], β = 1/kBT , a

ω(0) = ω(β) = x, äå T - òåìïåðàòóðà ñèñòåìè, kB�ïîñòiéíà Áîëüöìàíà, à ω(τ) ¹

Âiíåðiâñüêîþ òðàåêòîði¹þ. Ïðîñòið êîíôiãóðàöié âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Γ̃ ∋ γ̃ := {(x1, ω1), ..., (xn, ωn), ...}. (1.17)

Àíàëîãi÷íî áóäóþòüñÿ ïðîñòîðè êîíôiãóðàöié äëÿ  ðàòêîâèõ êâàíòîâèõ ñèñòåì,

ÿêi ìîäåëþþòü àíãàðìîíiéíi êâàíòîâi êðèñòàëè.

1.2. Ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî îïèñó íåñêií÷åííèõ ñèñòåì.
Ðåàëüíà ôiçè÷íà ÷è áiîëîãi÷íà ñèñòåìà ó êîæíèé ìîìåíò ÷àñó t çàéìà¹ ÿêóñü

êîíôiãóðàöiþ γ̃(t) ôàçîâîãî ïðîñòîðó Γ̃. Ïiä âïëèâîì âíóòðiøíiõ àáî ùå é çîâíi-

øíiõ âçà¹ìîäié òàêà ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ ó ïîñòiéíîìó ðóñi, òîáòî, êîæíà ÷àñòèíêà

îïèñó¹ ÿêóñü íåïåðåðâíó òðà¹êòîðiþ, à ìiêðîñêîïi÷íèé ñòàí óñi¹¨ ñèñòåìè âè-

çíà÷à¹òüñÿ óñiìà òàêèìè òðà¹êòîðiÿìè. Àëå äëÿ äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè íåîáõiäíî

çíàòè íå ìiêðîñêîïi÷íó ïîâåäiíêó, à ìàêðîñêîïi÷íi íàñëiäêè òàêî¨ ïîâåäiíêè,

òîáòî, äåÿêi ìàêðîñêîïi÷íi õàðàêòåðèñòèêè: òèñê, åíåðãiÿ, òåïëî¹ìíiñòü, òîùî.

Òàêi ôiçè÷íi õàðàêòåðèñòèêè íàçèâàþòü ñïîñòåðåæóâàíèìè âåëè÷èíàìè. Ñïî-

ñòåðåæóâàíi âåëè÷èíè öå ôóíêöi¨ íà ïðîñòîði êîíôiãóðàöié, òîáòî ôóíêöi¨ âiä

íåñêií÷åííîãî ÷èñëà çìiííèõ. Ïðî òå ÿêèì ÷èíîì áóäóâàòè òàêi ôóíêöi¨ ìè áó-

äåìî ãîâîðèòè ïiçíiøå. Íåõàé F (γ̃(t)) ¹ òàêîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà îïèñó¹ äåÿêó ñïî-

ñòåðåæóâàíó âåëè÷èíó. Òîäi ìàêðîñêîïi÷íà õàðàêòåðèñòèêà, ÿêà ¨é âiäïîâiäà¹, i

ÿêó ìè ìîæåìî ñïîñòåðiãàòè íà åêñïåðèìåíòi ¹ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ öi¹¨ âåëè÷èíè.

Âîíî îáðàõîâó¹òüñÿ çà âiäîìîþ ôîðìóëîþ

F := lim
T→∞

1

T

∫ T

0

F (γ̃(t))dt. (1.18)

Ïiäðàõóâàòè òàêèé iíòåãðàë äëÿ ðåàëüíî¨ ñèñòåìè íåìîæëèâî. Íà ïî÷àòêó XX

ñòîëiòòÿ àìåðèêàíñüêèé ìàòåìàòèê Äæîçàéÿ Âiëëàðä Ãiááñ (äèâ. [4]) çàïðîïî-

íóâàâ çàìiñòü îäíi¹¨ ñèñòåìè ââåñòè àíñàìáëü òîòîæíèõ ñèñòåì, ÿêi êîæíî¨ ìèòi,

ç ÿêîþñü iìîâiðíiñòþ çàéìàþòü òó ÷è iíøó êîíôiãóðàöiþ. Òàêi îäíàêîâi åêçåì-

ïëÿðè ñèñòåì îòðèìàëè íàçâó àíñàìáëiâ Ãiááñà.



8 Ëåêöiÿ 1

Îòæå, îñíîâíèì ïîñòóëàòîì Ãiááñà ¹ iñíóâàííÿ äåÿêî¨ iìîâiðíiñíî¨ ìiðè µ íà

ïðîñòîði êîíôiãóðàöié Γ̃ : ∫
Γ̃

µ(dγ̃) = 1, (1.19)

òàêî¨, ùî

F =< F (·) >µ=

∫
Γ̃

F (γ̃)µ(dγ̃). (1.20)

Òàêèì ÷èíîì, çàìiñòü äåòåðìiíiñòè÷íîãî îïèñó îäíi¹¨ ñèñòåìè ìè ðîçãëÿäà¹ìî

ñòàòèñòè÷íèé îïèñ ïîâåäiíêè àíñàìáëþ iäåíòè÷íèõ ñèñòåì.
Âèíèêà¹ ïðîáëåìà: ÿêèì ÷èíîì áóäóâàòè òàêó ìiðó?

Iñíó¹ òðè îñíîâíèõ ïiäõîäè, ÿêi âèíèêëè ó ôiçèöi i ñïèðàþòüñÿ íà iäå¨ Áîëü-

öìàíà, Ãåëüìãîëüöà i Ãiááñà. Ó íàøi ÷àñè öi iäå¨ ïåðåíîñÿòü íà âèâ÷åííÿ âåëèêèõ

ñèñòåì â åêîíîìiöi, áiîëîãi¨, ñîöiîëîãi¨, òà â iíøèõ íàóêàõ.

Ïîáóäó¹ìî òàêó ìiðó íà ïðèêëàäi êëàñè÷íîãî ãàçó òîòîæíèõ òî÷êîâèõ ÷à-

ñòèíîê. Öÿ ïîáóäîâà íå ¹ ìàòåìàòè÷íî ñòðîãîþ i ¨¨ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ëèøå ÿê

îá ðóíòóâàííÿ ïîñòóëàòó Ãiááñà. Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî íàøà ìåòà ïîáóäóâàòè

òàêó ìiðó äëÿ íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè, ìè ñïåðøó ïîáóäó¹ìî çà Ãiááñîì òàêó ìiðó

äëÿ äóæå âåëèêî¨ ñêií÷åííî¨ ìàêðîñèñòåìè. Äî ïîáóäîâè öèõ âåëèêèõ ñèñòåì

ìîæíà ïiäiéòè ïî ðiçíîìó, ñïèðàþ÷èñü íà ðiçíi âèäè òàêèõ ñèñòåì ó ïðèðîäi.

Iñíóþòü òðè âèäè àíñàìáëiâ.

1o. Ìiêðîñêîïi÷íèé(àíñàìáëü) ðîçïîäië Ãiááñà.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî íàøà ñèñòåìà ¹ çàìêíóòîþ içîëüîâàíîþ ñèñòåìîþ, ÿêà

çíàõîäèòüñÿ â äåÿêié äóæå âåëèêié ïîñóäèíi Λ îá'¹ìó V , ìiñòèòü ôiêñîâàíå

÷èñëî ÷àñòèíîê N i ìà¹ ôiêñîâàíó åíåðãiþ E0. Öå îçíà÷à¹, ùî ðiâíÿííÿ

E(γ̃) = E0 (1.21)

¹ ðiâíÿííÿì ãiïåðïîâåðõíi ó ôàçîâîìó ïðîñòîði Γ̃, íà ÿêié âiäáóâàþòüñÿ óñi

ôiçè÷íi ïðîöåñè ó ñèñòåìi. Òîäi ôóíêöiÿ

D(γ̃) = Cδ
(
E(γ̃)− E0

)
, (1.22)

äå δ� óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ Äiðàêà, à C ïîñòiéíà íîðìóâàííÿ, ùî çíàõîäèòüñÿ ç

ðiâíÿííÿ

C

∫
Γ̃Λ

δ
(
E(γ̃)− E0

)
dγ̃ = 1, (1.23)
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áóäå ùiëüíiñòþ øóêàíî¨ iìîâiðíiñíî¨ ìiðè. Òóò

Γ̃Λ = Γ̃
(N)
Λ = Γ

(N)
Λ ⊗ R3N , N = |γ|, dγ̃ =

∏
x∈γ

dxdpx. (1.24)

Öþ ìiðó íàçèâàþòü ìiðîþ Ãiááñà, ùî âiäïîâiäà¹ ìiêðîêàíîíi÷íîìó àíñàìáëþ

àáî ïðîñòî ìiêðîêàíîíi÷íèì ðîçïîäiëîì. Âiäïîâiäíi ñåðåäíi ñïîñòåðåæóâàíî¨ F

¹:

F =< F >µ= C

∫
Γ̃

F (γ̃)δ
(
E(γ̃)− E0

)
dγ̃. (1.25)

Ùîá ¨õ ïîðàõóâàòè, òðåáà çíàòè ÿâíó çàëåæíiñòü E(γ̃) âiä γ̃.

2o. Êàíîíi÷íèé(àíñàìáëü) ðîçïîäië Ãiááñà.
Ñèñòåìà, ùî çàéìà¹ îáëàñòü Λ çíàõîäèòüñÿ â, òàê çâàíîìó, òåðìîñòàòi

Λt, äåÿêié iíøié çíà÷íî áiëüøié ñèñòåìi, ùî ìà¹ îá'¹ì Vt, îäíàêîâó ôiêñîâàíó

òåìïåðàòóðó T i ÿâëÿ¹ ñîáîþ iäåàëüíèé ãàç ìîëåêóë ç êîîðäèíàòàìè Qi,

iìïóëüñàìè Pi, i = 1, ..., Nt. Ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ â íåïðîíèêëèâié ïîñóäèíi i

ìîæå îáìiíþâàòèñü åíåðãi¹þ ç òåðìîñòàòîì.

Ââàæà¹òüñÿ, ùî ñèñòåìà+òåðìîñòàò (s+t) ¹ çàìêíóòîþ ñèñòåìîþ, â ÿêié

âñòàíîâèëàñÿ ðiâíîâàãà. Ó öüîìó âèïàäêó ó òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi, ùî çäié-

ñíþ¹òüñÿ çà çìiííèìè òåðìîñòàòó

Vt → ∞, Nt → ∞

ùiëüíiñòü ìiðè ðîçïîäiëó êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ ó ñêií÷åííîìó îá'¹ìi âèçíà-

÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

DΛ(γ̃) =
1

Q(Λ, N)
e−βE(γ̃), β =

1

kBT
, (1.26)

äå E(γ̃) öå âèðàç äëÿ ïîâíî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè, ùî çíàõîäèòüñÿ â ïîñóäèíi Λ, à

Q(Λ, N) =

∫
e−βE(γ̃)dγ̃ (1.27)
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íàçèâàþòü êîíôiãóðàöiéíèì iíòåãðàëîì àáî ìàëîþ ñòàòèñòè÷íîþ ñóìîþ.

Ôîðìóëó (1.26) ìîæíà ââàæàòè ïîñòóëàòîì, ÿêèé ¹ îá ðóíòîâàíèé íà ôiçè÷íî-

ìó ðiâíi ñòðîãîñòi. Äëÿ òîãî, ùîá ó ÷èòà÷à íå âèíèêàëî âiä÷óòòÿ íåçàâåðøåíîñòi

íàâåäåìî êîðîòêî öi åâðiñòè÷íi ìiðêóâàííÿ.

Äëÿ ïîâíî¨ ñèñòåìè (s+t)çàïèøåìî ôîðìóëó äëÿ ìiêðîêàíîíi÷íîãî ðîçïîäi-

ëó:

Ds+t(γ̃,P,Q) = Cs+tδ(
Nt∑
i=1

P2
i

2m
+ E(γ̃)− E0

s+t). (1.28)

Íàñ áóäå öiêàâèòè òiëüêè ñèñòåìà. Òîìó çà çìiííèìè òåðìîñòàòó ìîæíà âèêî-

íàòè iíòåãðóâàííÿ:

Ds(γ̃) = Cs+tV
Nt
t

∫
δ(

Nt∑
i=1

P2
i

2m
+ E(γ̃)− E0

s+t)(dP)Nt . (1.29)

Ïåðåéäåìî ó ïðîñòîði R3Nt äî ñôåðè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Òîäi P =

(
∑Nt

i=1P
2
i )

1/2 öå ðàäióñ 3Nt-âèìiðíî¨ ñôåðè, à

(dP)Nt = J(Ω, dΩ)P 3Nt−1dP, (1.30)

äå J(Ω, dΩ) êóòîâà ÷àñòèíà ÿêîáiàíà ïåðåõîäó. Ïiñëÿ iíòåãðàöi¨ çà êóòîâèìè

çìiííèìè îòðèìó¹ìî âèðàç:

Ds(γ̃) = C̃s+tV
Nt
t

∫
δ(

Nt∑
i=1

P2
i

2m
+ E(γ̃)− E0

s+t)P
3Nt−1dP. (1.31)

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ âiäîìîþ ôîðìóëîþ ç òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié(äèâ. [8], Ãë.I,

�1, ï.9):

δ(f(P )) =
∑
i

1

|f ′(Pi)|
δ(P − Pi), f(Pi) = 0. (1.32)

Îòðèìó¹ìî âèðàç:

Ds(γ̃) = C̃s+tV
Nt
t (2m)3Nt/2

(
E0
s+t − E(γ̃)

) 3Nt
2

−1
. (1.33)

Çðîáèìî ïðèïóùåííÿ, ùî åíåðãiÿ òåðìîñòàòó íàáàãàòî áiëüøà çà åíåðãiþ ñèñòå-

ìè i, âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ iäåàëüíîãî ãàçó íà êîæíó ñòóïiíü âiëüíîñòi ïðèïàäà¹

ïî 1/2kT åíåðãi¨, ïðèéìåìî, ùî

E0
s+t ≈

(
3Nt

2
− 1

)
kT. (1.34)
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Òîäi ó âèðàçi äëÿ ñåðåäíiõ, äëÿ ôóíêöié, ùî çàëåæàòü òiëüêè âiä çìiííèõ ñèñòå-

ìè ìè ìîæåìî âèêîíàòè ïåðøèé òåðìîäèíàìi÷íèé ïåðåõiä Vt → ∞, Nt → ∞ i

âðàõîâóþ÷è, ùî (
1− E(γ̃)(

3Nt

2
− 1
)
kT

) 3Nt
2

−1

→ e−
E(γ̃)
kT , (1.35)

à êîíñòàíòè, ùî ïðÿìóþòü äî íåñêií÷åííîñòi ó âèðàçi äëÿ ñåðåäíüîãî ñêîðî-

òÿòüñÿ. Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî âèðàç äëÿ ùiëüíîñòi êàíîíi÷íîãî ðîçïîäiëó ó

ñêií÷åííîìó îá'¹ìi:

DΛ(γ̃) =
1

Q(Λ, N)
e−βE(γ̃), β =

1

kBT
. (1.36)

Âiäïîâiäíi ñåðåäíi áóäóþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

< F (·) >Λ=

∫
Γ̃Λ
F (γ̃)DΛ(γ̃)dγ̃∫
Γ̃Λ
DΛ(γ̃)dγ̃

. (1.37)

Îòðèìàíèé ðîçïîäië âiäïîâiäà¹ ñêií÷åííié ñèñòåìi. Ùîá îòðèìàòè âèðàç äëÿ

ìiðè, ùî âiäïîâiäà¹ íåñêií÷åííié ñèñòåìi, òðåáà ó âèðàçi äëÿ ñåðåäíüîãî ïåðåéòè

äî ãðàíèöiΛ ↗ Zd (V → ∞, N → ∞). Òàêó ãðàíèöþ âèêîíóþòü ïðè óìîâi, ùî

ñåðåäíÿ ãóñòèíà ÷àñòèíîê çàëèøà¹òüñÿ ïîñòiéíîþ(N/V = ρ = const).

Çàóâàæåííÿ. Ïðè âèêîíàííi òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi âèðàç (1.26) äëÿ

ùiëüíîñòi ìiðè Ãiááñà âòðà÷à¹ ìàòåìàòè÷íèé çìiñò. Àëå âiäïîâiäíà ìiðà ìî-

æå áóòè âèçíà÷åíà äëÿ ïåâíîãî êëàñó âçà¹ìîäié ìiæ ÷àñòèíêàìè. Âèâ÷åííÿ öi¹¨

ïðîáëåìè áóäå ïðèñâ'ÿ÷åíî äåêiëüêà ëåêöié.

3o.Âåëèêèé êàíîíi÷íèé(àíñàìáëü) ðîçïîäië Ãiááñà.

Öåé âèïàäîê áóäå âiäðiçíÿòèñü âiä ïîïåðåäíüîãî òèì, ùî ñòiíêè ïîñóäèíè,

ÿêi âiäîêðåìëþþòü ñèñòåìó âiä òåðìîñòàòó áóäóòü ïðîíèêëèâi äëÿ ÷àñòèíîê.

Öå îçíà÷à¹, ùî âèïàäêîâi êîíôiãóðàöi¨ ñèñòåìè γ̃ áóäóòü õàðàêòåðèçóâàòèñÿ íå

òiëüêè âèïàäêîâèìè ïîëîæåííÿìè ÷àñòèíîê x ∈ Rd òà ¨õ âèïàäêîâèìè øâèä-

êîñòÿìè(àáî iìïóëüñàìè) p ∈ Rd, àëå é âèïàäêîâèìè çíà÷åííÿìè êiëüêîñòi ÷à-

ñòèíîê N ó ôiêñîâàíîìó îá'¹ìi Λ. Ç òî÷êè çîðó ðåàëüíèõ ôiçè÷íèõ ñèñòåì öå

áiëüø ïðèðîäíî. Ó öüîìó âèïàäêó ðiâíîâàãà ñèñòåìè i òåðìîñòàòó áóäå îçíà-

÷àòè ðiâíiñòü õiìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ ñèñòåìè i òåðìîñòàòó. Õiìi÷íèé ïîòåíöiàë

ñèñòåìè µ öå âåëè÷èíà, ÿêà õàðàêòåðèçó¹ çìiíó âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè ïðè

çìiíi ÷èñëà ÷àñòèíîê ñèñòåìè íà îäíó ÷àñòêó i òîìó ó ôîðìóëi äëÿ ùiëüíîñòi äî

ïîâíî¨ åíåðãi¨ òðåáà äîäàòè âåëè÷èíó µN , òîáòî ôàêòîð eβµN áóäå âiäïîâiäàòè
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çà ðîçïîäië êiëüêîñòi ÷àñòèíîê. Òîäi âèðàç äëÿ ùiëüíîñòi áóäå ìàòè âèãëÿä:

DΛ(γ̃, N) =
1

ZΛ

1

N !h3N
eβµN−βE(γ̃), N = |γ̃|, (1.38)

äå ïîñòiéíà íîðìóâàííÿ ZΛ íîñèòü íàçâó âåëèêî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè i âèðà-

æà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

ZΛ =
∑
N≥0

1

N !

∫
Γ̃
(N)
Λ

dγ̃

h3N
eβµN−βE(γ̃)dγ̃, (1.39)

äå h� ïîñòiéíà Ïëàíêà. Ôiçè÷íå îá ðóíòóâàííÿ öi¹¨ ôîðìóëè áiëüø çàïëóòàíå i

ìè íå áóäåìî éîãî íàâîäèòè.
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Íåñêií÷åííi êîìïàêòíi ãiááñîâi ñèñòåìè íà  ðàòöi

2.1. Ïðîñòið êîíôiãóðàöié.
Íåõàé Zd d-âèìiðíà êóái÷íà  ðàòêà. Êîæíîìó j ∈ Zd ïðèïèøåìî ñïií sj ∈ S,

äå S äåÿêèé ìåòðè÷íèé êîìïàêò àáî ïðîñòî ñêií÷åííà ìíîæèíà. Òîäi ïðîñòið

êîíôiãóðàöié

Γ = SZd

(2.1)

áóäå ñêëàäàòèñÿ ç åëåìåíòiâ

γ = {sj}j∈Zd . (2.2)

Âiäïîâiäíî äëÿ êîæíîãî Λ ⊂ Zd

γΛ = {sj}j∈Λ ∈ ΓΛ = SΛ. (2.3)

2.2. Ãàìiëüòîíiàíè âçà¹ìîäi¨.
Íåõàé X ⊂ Zd i |X| < ∞, à V öå äåÿêèé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ñïiíiâ â X,

òîáòî ôóíêöiÿ íà ΓX . Òîäi ôîðìàëüíèé Ãàìiëüòîíiàí ìà¹ âèãëÿä

H(γ) =
∑
ηbγ

V (η) ≡
∑
XbZd

V (γX). (2.4)

Ëîêàëüíèé Ãàìiëüòîíiàí

H(γΛ) =
∑
X⊆Λ

V (γX). (2.5)

Ãàìiëüòîíiàí âçà¹ìîäi¨ ñïiíiâ â Λ i ïîçà Λ, òîáòî â Λc = Zd \ Λ ¹:

H(γΛ; γΛc) =
∑
XbZd,
X∩Λ̸=∅,
X∩Λc ̸=∅

V (γX). (2.6)

Ïîçíà÷èìî åíåðãiþ êîíôiãóðàöi¨ γΛ ç óðàõóâàííÿì ¨¨ âçà¹ìîäi¨ ç êîíôiãóðàöi¹þ

γΛc ôîðìóëîþ
13
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HΛ(γ) := H(γΛ) +H(γΛ; γΛc). (2.7)

Âàæëèâèì êëàñîì âçà¹ìîäié ¹ âçà¹ìîäiÿ íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ.

Îçíà÷åííÿ 2.1.
Äâà âóçëè i, j ∈ Zd íàçèâàþòü íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè ÿêùî

|i− j| = 1. (2.8)

Äëÿ êóái÷íî¨ ãðàòêè ÷èñëî íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ i-ãî âóçëà Ni = 2d.

Îçíà÷åííÿ 2.2.
Ìåæåþ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè Λ ⊂ Zd(|Λ| <∞) ¹ ìíîæèíà

∂Λ := {j ∈ Λc | ∃ i ∈ Λ òàêå, ùî |i− j| = 1}. (2.9)

Îçíà÷åííÿ 2.3.
Ãàìiëüòîíiàí âiäïîâiäà¹ âçà¹ìîäi¨ íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ, ÿêùî

H(γΛ; γΛc) = H(γΛ; γ∂Λ). (2.10)

Ââåäåìî òàêîæ ïîíÿòòÿ âiäíîñíîãî Ãàìiëüòîíiàíó:

H(γ | γ′) = H(γ)− h(γ′). (2.11)

Öåé Ãàìiëüòîíiàí ¹ íå ôîðìàëüíèì, ÿêùî γ = γ′ − a.s. (ìàéæå âñþäè), òîáòî,

ÿêùî si ̸= s
′
i òiëüêè äëÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà âóçëiâ. Âií çáiãà¹òüñÿ ç Ãàìiëüòîíià-

íîì HΛ(γ) ÿêùî â íüîìó ïîêëàñòè γ′ = γΛc äëÿ äåÿêîãî Λ b Zd.
2.3.Îñíîâíèé ñòàí.
Îçíà÷åííÿ 2.4.

Êîíôiãóðàöiþ γ0 íàçèâàþòü îñíîâíèì ñòàíîì Ãàìiëüòîíiàíà H, ÿêùî

H(γ | γ0) ≥ 0 äëÿ âñiõ γ = γ0 − a.s.. (2.12)

2.4.Ïðèêëàä: ìîäåëü Içiíãà.
Ïðîñòið êîíôiãóðàöié

S = {−1, 1}, Γ = (±1)Z
d

. (2.13)

Ãàìiëüòîíiàí

HΛ(γ) = −J
∑

{i,j}⊂Λ,
|i−j|=1

sisj − J
∑
i∈Λ,
j∈Λc,
|i−j|=1

sisj. (2.14)
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ßêùî J > 0, ñèñòåìó íàçèâàþòü ôåðîìàãíåòèêîì, ÿêùî J < 0, ñèñòåìó íàçèâà-

þòü àíòèôåðîìàãíåòèêîì.

2.5. Ãiááñîâi ðîçïîäiëè.
Óìîâíèé ðîçïîäië Ãiááñà.
Íåõàé µ{i}

0 (·) = µ0(·) äåÿêèé (íå îáîâ'ÿçêîâî iìîâiðíiñíèé) ðîçïîäië çíà÷åííÿ
ñïiíiâ ó êîæíîìó ç âóçëiâ i ∈ Zd. Âèçíà÷èìî äëÿ äåÿêîãî Λ b Zd íà ïðîñòîði
ΓΛ ìiðó µΛ

0 ÿê äîáóòîê ìið µ0:

µΛ
0 =

⊗
i∈Λ

µ
{i}
0 . (2.15)

Ðîçãëÿíåìî Ãàìiëüòîíiàíè, äëÿ ÿêèõ HΛ(γ) <∞, γ ∈ Γ i

QΛ(γΛc) =

∫
ΓΛ

e−βHΛ(γ)dµΛ
0 (γΛ) <∞. (2.16)

Îçíà÷åííÿ 2.5.
Óìîâíèì ðîçïîäiëîì Ãiááñà â îá'¹ìi Λ ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè γΛc íàçèâàþòü

ðîçïîäië iìîâiðíîñòi íà ïðîñòîði ΓΛ êîíôiãóðàöié γΛ, ùiëüíiñòü ÿêîãî âiäíîñíî

ìiðè µΛ
0 ìà¹ âèãëÿä

p(γΛ | γΛc) =
1

QΛ(γΛc)
e−βHΛ(γ) (2.17)

Çàóâàæåííÿ 2.1.
ßêùî ðàäióñ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ñïiíàìè ¹ ñêií÷åííèì, òî HΛ(γ) ¹ çàâæäè ñêií÷åí-

íîþ âåëè÷èíîþ.

Òâåðäæåííÿ 2.1.
Íåõàé Λ1 ⊂ Λ2. Òîäi

p(γΛ1 | γΛc
1
) =

p(γΛ2 | γΛc
2
)∫

ΓΛ1
p(γΛ2 | γΛc

2
)µΛ1

0 (dγΛ1)
. (2.18)

Äîâåäåííÿ ¹ íàñëiäêîì îçíà÷åíü (2.7), (2.16), (2.17). Äiéñíî, çãiäíî îçíà÷åííÿ

(2.7) äëÿ äîâiëüíèõ Λ1 ⊂ Λ2

HΛ2(γ) = H(γΛ2) +H(γΛ2 ; γΛc
2
) =

= H(γΛ1) +H(γΛ2\Λ1) +H(γΛ1 ; γΛ2\Λ1)+

+H(γΛ1 ; γΛc
2
) +H(γΛ2\Λ1 ; γΛc

2
) +H(γΛ1 ; γΛ2\Λ1 ; γΛc

2
),

äå

H(γΛ1 ; γΛ2\Λ1 ; γΛc
2
) =

∑
XbZd,
X∩Λ1 ̸=∅,

X∩Λ2\Λ1 ̸=∅,
X∩Λc

2 ̸=∅

V (γX).
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Äàëi ðîçïèøåìî ïðàâó ÷àñòèíó (2.18), âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ (2.17) i

ðîçïèñàâøè HΛ2(γ) çãiäíî ïåðåäîñòàííüî¨ òà îñòàííüî¨ ðiâíîñòåé.

Ãðàíè÷íèé ðîçïîäië Ãiááñà.

Îçíà÷åííÿ 2.6.
Ðîçïîäië P íà Γ íàçèâàþòü ãðàíè÷íèì ðîçïîäiëîì Ãiááñà, ùî âiäïîâiäà¹

Ãàìiëüòîíiàíó H, ÿêùî äëÿ áóäü ÿêîãî Λ b Zd:

1) ìíîæèíà êîíôiãóðàöié Γ, äëÿ ÿêèõ

HΛ(γ) <∞ i QΛ(γΛc) <∞ (2.19)

ìà¹ P -iìîâiðíiñòü 1;

2) ç P -iìîâiðíiñòþ 1 óìîâíèé ðîçïîäië, iíäóêîâàíèé ðîçïîäiëîì P íà ΓΛ

ïðè ôiêñîâàíèõ ãðàíè÷íèõ êîíôiãóðàöiÿõ γΛc ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèì âiäíîñíî

ìiðè µΛ
0 , à éîãî ùiëüíiñòü âiäíîñíî öi¹¨ ìiðè âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.17).

Òàêå âèçíà÷åííÿ ðîçïîäiëó Ãiááñà äëÿ íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè áóëî âïåøå çà-

ïðîïîíîâàíî íåçàëåæíî Äîáðóøèíèì (Ð.Ë. Äîáðóøèí)(1968) òà Ëåíôîððäîì-

Ðóåëëîì (O.E. Lanford, D. Ruelle) (1968).

2.5. Iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ Ãiááñà.

Íåõàé S � ìåòðè÷íèé êîìïàêò. Òîäi ïî òåîðåìi Òèõîíîâà Γ òåæ áóäå ìåòðè-

÷íèì êîìïàêòîì â òîïîëîãi¨ ïðÿìîãî äîáóòêó. Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíó òåîðåìó

öüîãî ïiäðîçäiëó.

Òåîðåìà 2.1.
Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ áóäü ÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè Λ b Zd ôóíêöiÿ HΛ(γ) ¹

íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ íà Γ, à ìiðà µ0 ¹ ñêií÷åííîþ. Òîäi iñíó¹ ïðèíàéìíi îäèí

ãðàíè÷íèé ðîçïîäië Ãiááñà.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí

Λ1 ⊂ Λ2 ⊂ . . . ⊂ Λn ⊂ . . . , ∪
n
Λn = Zd (2.20)

i äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü ãðàíè÷íèõ óìîâ γΛk
, k = 1, 2, .... Ïîáóäó¹ìî çà äîïîìî-

ãîþ ùiëüíîñòåé (2.17) âiäïîâiäíó ïîñëiäîâíiñòü ìið

µk(γΛk
| γΛc

k
) = p(γΛk

| γΛc
k
)µΛk

0 (dγΛk
). (2.21)

Âíàñëiäîê êîìïàêòíîñòi Γ, ïîñëiäîâíiñòü µk âêëþ÷à¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü, ùî ñëàáî

çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ãðàíè÷íî¨ ìiðè µ, ùî âiäïîâiäà¹ ðîçïîäiëó P . Äëÿ ïðîñòîòè
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ìîæíà ââàæàòè, ùî ñàìà ïîñëiäîâíiñòü µk çáiãà¹òüñÿ äî µ. Çàëèøèëîñü äîâå-

ñòè, ùî âiäïîâiäíèé óìîâíèé ðîçïîäië (òîáòî óìîâíèé ðîçïîäië, iíäóêîâàíèé

ðîçïîäiëîì P ) ìà¹ ùiëüíiñòü, ÿêà çáiãà¹òüñÿ ç (2.17), òîáòî, ùî ìiðà µ ¹ ìiðîþ

Ãiááñà. Öå îçíà÷à¹, ùî, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè Λ b Zd i äîâiëü-
íî¨ îáìåæåíî¨ B(ΓΛ)-âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ f ïîáóäóâàòè ïî ùiëüíîñòi (2.17) óìîâíå

ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âiäíîñíî σ-àëãåáðè B(ΓΛc) çà ôîðìóëîþ:

E[f | B(ΓΛc)](γΛc) =

∫
ΓΛ

f(γΛ)p(γΛ | γΛc)µΛ
0 (dγΛ), (2.22)

òî çãiäíî âèçíà÷åííÿ óìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií-

÷åííî¨ ìíîæèíè Λ′ b Zd, Λ ∩ Λ′ = ∅) i äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨ B(Γ′
Λ)-âèìiðíî¨

ôóíêöi¨ g âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü:∫
Γ

g(γΛ′)f(γΛ)µ(dγ) =

∫
Γ

g(γΛ′)E[f | B(ΓΛc)](γΛc)µ(dγ) =

=

∫
Γ

g(γΛ′)

[∫
ΓΛ

f(γ′Λ)p(γ
′
Λ | γΛc)µΛ

0 (dγ
′
Λ)

]
µ(dγ). (2.23)

Öå ðiâíÿííÿ ¹, ôàêòè÷íî, âèçíà÷åííÿì ìiðè Ãiááñà äëÿ íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè

ñïiíiâ íà Zd. Âîíî ìà¹ íàçâó ÄËÐ-ðiâíÿííÿ (ðiâíÿííÿ Äîáðóøèíà-Ëåíôîðäà-

Ðóåëëà. Ùîá äîâåñòè iñíóâàííÿ ãðàíè÷íîãî ðîçïîäiëó äëÿ ñèñòåìè, ÿêó ìè ðîç-

ãëÿäà¹ìî, âèáåðåìî â ïîñëiäîâíîñòi ìið µk íîìåð k íàñòiëüêè âåëèêèé, ùîá

Λ ∪ Λ′ ⊂ Λk. Òîäi çà âèçíà÷åííÿì ìiðè µk ìà¹ìî:

Lk :=

∫
ΓΛk

g(γΛ′)f(γΛ)µk(dγΛk
| γΛc

k
) =

∫
ΓΛk

g(γΛ′)f(γΛ)p(γΛk
| γΛc

k
)µΛk

0 (dγΛk
).

(2.24)

Ç ôîðìóëè (2.17) çíàõîäèìî

p(γΛk
| γΛc

k
) = p(γΛ | γΛc)

∫
ΓΛ

p(γΛk\Λ ∪ γ′Λ | γΛc
k
)µΛ

0 (dγ
′
Λ). (2.25)

Ïiäñòàâèìî öåé âèðàç ó ïðàâó ÷àñòèíó ôîðìóëè (2.24). Òîäi, ðîçáèâàþ÷è îäíî-

÷àñíî iíòåãðóâàííÿ çà ìiðîþ µΛk
0 íà äâà iíòåãðàëè:∫

ΓΛk

(· · · )µΛk
0 (dγΛk

) =

∫
ΓΛk\Λ

∫
ΓΛ

(· · · )µΛk\Λ
0 (dγΛk\Λ)µ

Λ
0 (dγΛ), (2.26)

çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ γΛ ↔ γ′Λ i ïåðåñòàâèìî iíòåãðàëè çà ìiðàìè µΛ
0 (dγΛ) i

µΛ
0 (dγ

′
Λ). Îòðèìà¹ìî âèðàç∫

ΓΛk

g(γΛ′)

[∫
ΓΛ

f(γ′Λ)p(γ
′
Λ | γΛc)µΛ

0 (dγ
′
Λ)

]
p(γΛk

| γΛc
k
)µΛk

0 (dγΛk
) = Rk. (2.27)
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Âèêîíàâøè ãðàíè÷íèé ïåðåõiä k → ∞, áà÷èìî, ùî Lk ïðÿìó¹ äî ëiâî¨ ÷àñòè-

íè ðiâíÿííÿ (2.23), à Rk ïðÿìó¹ äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (2.23). Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Îòæå äëÿ íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè ñïiíiâ, ùî ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â äåÿêîìó

êîìïàêòíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði S iñíó¹ ïðèíàéìíi îäèí ñòàí Ãiááñà. Ó íàñòó-

ïíié ëåêöi¨ ìè ïîêàæåìî, ùî ¹äèíiñòü ÷è íå¹äèíiñòü ãiááñîâîãî ñòàíó çàëåæèòü

âiä ïàðàìåòðà β, òîáòî âiä òåìïåðàòóðè ñèñòåìè.
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Äâîâèìiðíà ìîäåëü Içiíãà. Êîíòóðíà òåõíiêà

3.1.Ãàìiëüòîíiàí. Ãiááñîâi ñòàíè.
Íàãàäà¹ìî, ùî ïðîñòið êîíôiãóðàöié

S = {−1, 1}, Γ = (±1)Z
d

, (3.1)

à Ãàìiëüòîíiàí êîíôiãóðàöi¨ ñïiíiâ â îáìåæåíié îáëàñòi Λ b Z2 ç ãðàíè÷íèìè

óìîâàìè γ̄ = {s̄i}ΓΛc ìà¹ âèãëÿä:

H(γΛ) +H(γΛ; γ̄Λc) = −J
∑

<i,j>⊂Λ

sisj − J
∑
i∈Λ,
j∈Λc,
<i,j>

sis̄j. (3.2)

Òóò ââåäåíå ïîçíà÷åííÿ < i, j >:= |i−j| = 1. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè âèïàäîê J > 0,

òîáòî ôåðîìàãíåòèê.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî îñíîâíi ñòàíè, òîáòî, ñòàíè, ùî âiäïîâiäàþòü íàé-

ìåíøîìó çíà÷åííþ åíåðãi¨ ¹:

Ψ
(+)
0 = {si = +1}i∈Z2 , Ψ

(−)
0 = {si = −1}i∈Z2 (3.3)

Î÷åâèäíî, ùî

H(Ψ
(+)
0;Λ) = H(Ψ

(−)
0;Λ), (3.4)

òîáòî ñòàíè ¹ âèðîäæåíèìè.Ùîá çíÿòè âèðîäæåíiñòü, òðåáà âêëþ÷èòè çîâíiøí¹

ïîëå, òîáòî ðîçãëÿíóòè ãàìiëüòîíiàí

HI(γΛ) = H(γΛ) + B
∑
i∈Λ

si. (3.5)

Óìîâíèé ðîçïîäië, ùî âiäïîâiäà¹ çàäàíèì ãðàíè÷íèì óìîâàì(êîíôiãóðàöiÿì)

γ̄ = {s̄i}ΓΛc ìà¹ âèãëÿä:

p(γΛ | γ̄Λc) =
1

QΛ(γ̄Λc)
e−β(H(γΛ)+H(γΛ;γ̄Λc )), (3.6)

19
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QΛ(γ̄Λc) =
∑

{si}i∈Λ

e−β(H(γΛ)+H(γΛ;γ̄Λc )) (3.7)

Ââåäåìî äâà ðîçïîäiëè, ùî âiäïîâiäàþòü ãðàíè÷íèì óìîâàì, ÿêi â îáëàñòi Λc =

Z2 \ Λ çáiãàþòüñÿ àáî Ψ
(+)
0 ç àáî ç Ψ(−)

0 :

pΛ+(γΛ) = p(γΛ | Ψ(+)
0;Λc), pΛ−(γΛ) = p(γΛ | Ψ(−)

0;Λc). (3.8)

Ìè çàðàç ïîêàæåìî, ùî ïðè äîñòàòíüî íèçüêèõ òåìïåðàòóðàõ (β >> 1) âiäïî-

âiäíi ãðàíè÷íi ðîçïîäiëè áóäóòü ðiçíi, òîáòî

lim
Λ↗Z2

pΛ+ ̸= lim
Λ↗Z2

pΛ−. (3.9)

3.2.Ìåæà êîíôiãóðàöi¨. Êîíòóðè êîíôiãóðàöi¨.
Íåõàé Z̃2�ðîçáèòòÿ R2 íà îäèíè÷íi êâàäðàòè ∆j, öåíòðè ÿêèõ çíàõîäÿòüñÿ ó

âóçëàõ j ∈ Z2. Íåõàé Λ b Z2 ¹ êâàäðàòîì, òîáòî âiäïîâiäíå Λ̃ b Z̃2 ìà¹ âèãëÿä:

Λ̃ = ∪
j∈Λ

∆j. (3.10)

Íåõàé â Λ çàäàíà êîíôiãóðàöiÿ γΛ = {sj}j∈Λ, à â Λc ãðàíè÷íà êîíôiãóðàöiÿ

Ψ
(+)
0;Λc . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Λ(−) ⊂ Λ ìíîæèíó

Λ(−) = Λ(−)(γΛ) := {j ∈ Λ | sj = −1}. (3.11)

Âiäïîâiäíà ìíîæèíà â Z̃2 ¹

Λ̃(−) = ∪
j∈Λ(−)

∆j. (3.12)

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ìåæåþ êîíôiãóðàöi¨ γΛ áóäåìî íàçèâàòè ìåæó ìíîæèíè

Λ̃(−):

∂γΛ := ∂Λ̃(−), (3.13)

òîáòî êîíòóð, ñêëàäåíèé ç ðåáåð êóáèêiâ ∆j, ùî îòî÷ó¹ Λ̃(−). Íà ìàëþíêó ìåæà

∂γΛ áóäå âèãëÿäàòè ÿê ìåæà ìíîæèíè îñòðiâöiâ çi çíà÷åííÿìè ñïiíiâ sj = −1

(ìiíóñiâ) ó ìîði ïëþñiâ, òîáòî êâàäðàòèêiâ, ó ÿêèõ çíà÷åííÿ ñïiíó sj = +1.

Ìåæó êîæíîãî ç îñòðiâöiâ áóäåìî íàçèâàòè êîíòóðàìè êîíôiãóðàöi¨ i ïîçíà÷àòè

ëiòåðîþ C. Îòæå êîæíà ìåæà êîíôiãóðàöi¨ áóäå äåÿêèì íàáîðîì êîíòóðiâ:

∂γΛ = {C1, ..., Ck}, k = k(γΛ) = 0, 1, 2, .... (3.14)

Êîæíié êîíôiãóðàöi¨ γΛ îäíîçíà÷íî âiäïîâiäà¹ ïåâíèé íàáið êîíòóðiâ, ïî ÿêèì

ìîæíà âiäíîâèòè êîíôiãóðàöiþ.
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3.3. Iìîâiðíiñòü îêðåìîãî êîíòóðó. Íåðiâíiñòü Ïàé¹ðëñà.
Çðîçóìiëî, ùî äåÿêèé êîíòóð C ìîæå íàëåæàòè áàãàòüîì êîíôiãóðàöiÿì.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç PΛ
+ (C) iìîâiðíiñòü òîãî, ùî çàäàíèé êîíòóð C íàëåæèòü ìåæi

äåÿêî¨ êîíôiãóðàöi¨ ∂γΛ ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè Ψ
(+)
0;Λc . Òîäi

PΛ
+ (C) =

∑
{si}i∈Λ:C∈∂γΛ

e−βH(γΛ|+)

QΛ(+)
, (3.15)

äå

H(γΛ | +) = H(γΛ) +H(γΛ; Ψ
(+)
0;Λc), (3.16)

à QΛ(+) çáiãà¹òüñÿ ç âèðàçîì (3.7) ïðè γ̄Λc = Ψ
(+)
0;Λc .

Ëåìà 3.1. (R. Peierls (1936)
Iìîâiðíiñòü êîíòóðó C äîâæèíîþ |C| îöiíþ¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

PΛ
+ (C) = P+(C) ≤ e−2βJ |C|. (3.17)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé N c
Λ ÷èñëî ñóñiäiâ â îá'¹ìi Λ. ßêùî Λ ¹ êâàäðàòîì, òî

N c
Λ = 2|Λ|+ 2(|Λ|)1/2, (3.18)

áî êîæíèé âóçîë ìà¹ ÷îòèðè ñóñiäè, àëå âðàõîâó¹òüñÿ äâà ðàçè, à ãðàíè÷íi îäèí

ðàç. Ïîçíà÷èìî ÷èñëî ñóñiäiâ ç îäíàêîâî íàïðàâëåíèìè ñïiíàìè si = sj, |i−j| =
1 ÷åðåç

N+
Λ = N++ +N−−, (3.19)

à ÷èñëî ñóñiäiâ ç si ̸= sj, |i− j| = 1 ÷åðåç N−
Λ = N+−. Òîäi

N c
Λ = N+

Λ +N−
Λ . (3.20)

Âèðàçèìî Ãàìiëüòîíiàí ÷åðåç N+ i N−:

H(γΛ | +) = −J(N+
Λ −N−

Λ ). (3.21)

Ç îçíà÷åííÿ êîíòóðó âèïëèâà¹, ùî ïàðà ñóñiäiâ, äëÿ ÿêèõ si ̸= sj çàâæäè ëåæàòü

ïî ðiçíi ñòîðîíè ðåáåð, ÿêi óòâîðþþòü ìåæó êîíòóðó. Îòæå

N− = |∂γΛ| =
k∑
i=1

|∂Ci|. (3.22)

Òîäi

N+
Λ = N c

Λ −N− = N c
Λ − |∂γΛ|, (3.23)
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à

H(γΛ | +) = −J(N c
Λ − 2|∂γΛ|). (3.24)

Îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî äëÿ P+(C) íàñòóïíèé âèðàç:

PΛ
+ (C) =

∑
{si}i∈Λ:C∈∂γΛ

e−2βJ |∂γΛ|∑
{si}i∈Λ

e−2βJ |∂γΛ|
, (3.25)

áî âèðàç eβJN
c
Λ ñêîðî÷ó¹òüñÿ ç òàêèì ñàìèì âèðàçîì ó çíàìåííèêó. Íåõàé òåïåð

M+
C öå ìíîæèíà êîíôiãóðàöié, äëÿ ÿêèõ C ∈ ∂γΛ, à M−

C öå ìíîæèíà êîíôiãó-

ðàöié, äëÿ ÿêèõ C ∩ ∂γΛ = ∅. Ïîáóäó¹ìî âiäîáðàæåííÿ IC ìiæ M+
C i M−

C . Äëÿ

äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ γΛ ∈ M+
C çàäàìî äiþ IC òàêèì ÷èíîì, ùî â êîíôiãóðàöi¨

ICγΛ â ñåðåäèíi êîíòóðó C óñi ñïiíè çìiíþþòü ñâié çíàê íà ïðîòèëåæíèé. Öå

îçíà÷à¹, ùî êîíòóð C çíèêà¹, òîáòî êîíôiãóðàöiÿ ICγΛ ∈ M−
C . Çðîçóìiëî, ùî

∂γΛ = ∂(ICγΛ) ∪ C. (3.26)

Çâiäñè ìà¹ìî:

|∂γΛ| = |∂(ICγΛ)|+ |C|. (3.27)

Çàìiíèìî ó çíàìåííèêó âèðàçó (3.25) ñóìó ïî óñiì ìîæëèâèì êîíôiãóðàöiÿì

íà ñóìó ïî êîíôiãóðàöiÿì â M−
C , çáiëüøóþ÷è òèì ñàìèì ïðàâó ÷àñòèíó (3.25).

Îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü:

PΛ
+ (C) ≤

∑
γΛ∈M+

C

e−2βJ |∂γΛ|

∑
γΛ∈M−

C

e−2βJ |∂γΛ|
. (3.28)

Ìíîæèíà êîíôiãóðàöié M+
C âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä M−

C òèì, ùî âñi êîíôiãóðàöi¨ â

M−
C óòâîðþþòüñÿ ç êîíôiãóðàöié ìíîæèíè M+

C øëÿõîì çíèùåííÿ êîíòóðó C.

Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ íà ΓΛ ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà:∑
γΛ∈M−

C

f(γΛ) =
∑

γΛ∈M+
C

f(ICγΛ). (3.29)

Âðàõîâóþ÷è öþ ôîðìóëó i ñïiââiäíîøåííÿ (3.27) íåðiâíiñòü (3.28) ìîæíà ïåðå-

ïèñàòè òàêèì ÷èíîì:

PΛ
+ (C) ≤

∑
γΛ∈M+

C

e−2βJ |∂γΛ|

∑
γΛ∈M+

C

e−2βJ |∂(ICγΛ)|
= e−2βJ |C|, (3.30)
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ùî é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè. �
Íàñëiäîê 3.1. Äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ β iìîâiðíiñòü ïîÿâè âåëèêèõ êîí-

òóðiâ ¹ ìàëîþ. Àáî áiëüø òî÷íî, iñíó¹ ïîñòiéíà C1 = C1(β) òàêà, ùî

P 1
+ := PΛ

+{γΛ | |C| > C1 ln |Λ| õî÷ äëÿ îäíîãî C ∈ ∂γΛ} → 0, (3.31)

ïðè Λ ↗ Z2, à C1 → 0 ïðè β → ∞.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî íà êîæíîìó êîíòóði ïî÷àòêîâó òî÷êó, íàïðèêëàä, íàé-

íèæ÷ó êðàéíþ ëiâó. Ïiäðàõó¹ìî iìîâiðíiñòü òîãî, ùî òî÷êà k0 ∈ Z2 íàëåæèòü

êâàäðàòó ∆k0 , íèæíié ëiâèé êóò ÿêîãî ¹ ïî÷àòêîì êîíòóðó C, äîâæèíà ÿêîãî

áiëüøå íiæ C1 ln |Λ|. Êîíñòàíòó C1 âèçíà÷èìî ïiçíiøå.

×èñëî êîíòóðiâ, äîâæèíîþ L ç ïî÷àòêîì k0 ïîçíà÷èìî Nk0(L). Ëåãêî ïiäðà-

õóâàòè, ùî

Nk0(L) ≤ 3L−1, (3.32)

áî, âíàñëiäîê îçíà÷åííÿ ïî÷àòêó êîíòóðó, ç òî÷êè k0 ìîæíà ïðîâåñòè íàñòóïíå

ðåáðî òiëüêè ó 3-õ íàïðÿìêàõ. Âèõîäÿ÷è ç òîãî, ùî çà Ëåìîþ Ïàéåðëñà iìîâið-

íiñòü ïîÿâè êîíòóðó äîâæèíîþ L íå ïåðåâèùó¹ ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (3.17),

iìîâiðíiñòü êîíôiãóðàöié γΛ, ó ÿêèõ ç'ÿâèòüñÿ õî÷à á îäèí êîíòóð äîâæèíîþ L

ìîæíà îöiíèòè íàñòóïíîþ íåðiâíiñòþ:

PΛ
+{γΛ | k0 − ïî÷àòîê êîíòóðó, C ∈ ∂γΛ, |C| = L} ≤ 3L−1e−2βJL. (3.33)

Âèáåðåìî ïàðàìåòð β òàêèì, ùî

3e−2βJ < 1 ⇒ β >
1

2J
ln 3. (3.34)

Òîäi

PΛ
+{γΛ | k0, C ∈ ∂γΛ, |C| ≥ C1 ln |Λ|} ≤

∑
L≥C1 ln |Λ|

3L−1e−2βJL ≤ (3.35)

≤ 1

3

exp[(ln 3− 2βJ)C1 ln |Λ|]
1− 3e−2βJ

≤ |Λ|(ln 3−2βJ)C1

1− 3e−2βJ
. (3.36)

Âðàõîâóþ÷è, ùî k0 ìîæíà âèáðàòè |Λ|-ñïîñîáàìè îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî íåðiâ-

íiñòü

P 1
+ ≤ |Λ|(ln 3−2βJ)C1+1

1− 3e−2βJ
. (3.37)

Äëÿ òîãî, ùîá çàáåçïå÷èòè ñïðàâåäëèâiñòü íàøîãî òâåðäæåííÿ, íåîáõiäíî, ùîá

âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü:

(ln 3− 2βJ)C1 + 1 < 0, òîáòî, ùîá C1 >
1

2βJ − ln 3
. (3.38)
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�
3.4. Òåîðåìà Ïàéåðëñà.
Òåîðåìà Ïàéåðëñà. Iñíó¹ êðèòè÷íà òåìïåðàòóðà Tc (àáî βc = 1/kBT ),

òàêà ùî äëÿ âñiõ T < Tc (β > βc) ñèñòåìà ìîæå ïåðåáóâàòè ïðèíàéìíi ó äâîõ

ðiçíèõ òðàíñëÿöiéíî-iíâàðiàíòíèõ ñòàíàõ, ùî âiäïîâiäàþòü äâîì îñíîâíèì

ñòàíàì Ãàìiëüòîíiàíó H: Ψ(+)
0 i Ψ(−)

0 .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ñïèðà¹òüñÿ íà íàñòóïíèé íàñëiäîê ç Ëåìè Ïàéåðëñà.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé âóçîë 0 = (0,0) ∈ Λ. Òîäi

PΛ
+ := PΛ

+{γΛ | s0 = −1} → 0 ïðè β → ∞. (3.39)

Äîâåäåííÿ. s0 = −1, òî 0 ∈ Int{C}. Íåõàé ïî÷àòîê êîæíîãî êîíòóðó âèçíà÷à-
¹òüñÿ âóçëîì k0 = (p, q) ∈ Λ. Òîäi äîâæèíà íàéìåíøîãî êîíòóðó ç ïî÷àòêîì k0

i òàêîãî, ùî îõîïëþ¹ âóçîë 0 äîðiâíþ¹ 2(|p| + |q|) + 4. Òîäi, òàê ñàìî, ÿê i ïðè

äîâåäåííi íàñëiäêó 1, îòðèìó¹ìî:

PΛ
+{γΛ | 0 ∈ Int{C}, k0 = (p, q), C ∈ ∂γΛ, |C| ≤ C1 ln |Λ|} ≤ (3.40)

≤
C1 ln |Λ|∑

L=2(|p|+|q|)+4

3L−1e−2βJL ≤ 32(|p|+|q|)+3e−4βJ(|p|+|q|+2)

1− 3e−2βJ
.

Òîäi

PΛ
+{γΛ | s0 = −1} = (3.41)

=
∑

(p,q)∈Λ

PΛ
+{γΛ | 0 ∈ Int{C}, k0 = (p, q), C ∈ ∂γΛ, |C| ≤ C1 ln |Λ|}+

+PΛ
+{γΛ | 0 ∈ Int{C}, |C| ≥ C1 ln |Λ|, õî÷ äëÿ îäíîãî C ∈ ∂γΛ} ≤

≤ 27e−8βJ

1− 3e−2βJ

[
1 +

∞∑
m=1

2(m+ 1)(9e−4βJ)m

]
+

|Λ|(ln 3−2βJ)C1+1

1− 3e−2βJ
.

Ó ïåðåäîñòàííüîìó äîäàíêó ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (3.41) âðàõîâàíî, ùî

êiëüêiñòü p i q äëÿ ÿêèõ |p| + |q| = m äîðiâíþ¹ 2(m + 1). Ëåãêî áà÷èòè, ùî

ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (3.41) ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè β → ∞, ùî é ñòâåðäæó¹

íàñëiäîê 2.

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè Ïàé¹ðëñà. Ïîçíà÷èìî ãðàíè÷íi ðîçïîäiëè

P± := lim
Λ↗Z2

PΛ
±{γΛ | Ψ(±)

0;Λc}. (3.42)

Òîäi ç íàñëiäêó 2 âèïëèâà¹, ùî çíàéäåòüñÿ β òàêå, ùî

P+{s0 = −1} <
1

3
. (3.43)
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ßêùî òåïåð ïðîâåñòè òàêi ñàìi ìiðêóâàííÿ, çàìiíèâøè çíàê + íà çíàê −, îòðè-
ìà¹ìî íåðiâíiñòü

P−{s0 = +1} <
1

3
. (3.44)

Ç íåðiâíîñòi (3.44) çíàõîäèìî, ùî

P−{s0 = −1} = 1− P−{s0 = +1} >
2

3
. (3.45)

Îòæå

P+{s0 = −1} ̸= P−{s0 = −1}, (3.46)

òîáòî iìîâiðíiñòü òî¨ ñàìî¨ ïîäi¨ ïðè ðiçíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâàõ ¹ ðiçíîþ, ùî

ñâiä÷èòü ïðî ðiçíi ãðàíè÷íi ðîçïîäiëè.

Òåîðåìà äîâåäåíà. �
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Ëåêöiÿ 4.

Ãðàò÷àñòi ãàçè: ãiááñîâi ðîçïîäiëè

4.1.Ãiááñîâi àíñàìáëi ãðàò÷àñòèõ ãàçiâ.
Ãðàò÷àñòèì ãàçîì áóäåìî íàçèâàòè íåñêií÷åííó ñèñòåìó òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê,

ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ó âóçëàõ ãðàòêè Zd i ìîæóòü ïåðåñòðèáóâàòè â iíøi âóçëè ïiä

âïëèâîì äåÿêî¨ âçà¹ìîäi¨

V := (0, 0, V
(2)
j1j2

, ..., V
(n)
j1...jn

, ...). (4.1)

Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè íàéïðîñòiøèé âèïàäîê ïàðíî¨ òðàíñëÿöiéíî-iíâàðiàíòíî¨

âçà¹ìîäi¨

V
(n)
j1...jn

≡ 0, äëÿ n ̸= 2, Vj1j2 = V
(2)
j1j2

=

{
ϕ0, äëÿ j1 = j2,

ϕ|j1−j2|, êîëè j1 ̸= j2.
(4.2)

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè ϕ0 = +∞ ïîòåíöiàë ϕ íàçèâàþòü ïîòåíöiàëîì

ç òâåðäîþ ñåðöåâèíîþ (hard-core potential). ×àñòiøå âñüîãî ñàìå òàêó ñèñòåìó

íàçèâàþòü ãðàò÷àñòèì ãàçîì.

Ïðîñòið êîíôiãóðàöié òàêî¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Γ = {γ = {nj}j∈Zd | nj ∈ N0, }. (4.3)

Ó âèïàäêó ñèñòåìè, ùî âçà¹ìîäi¹ ÷åðåç ïîòåíöiàë òâåðäî¨ ñåðöåâèíè nj ∈ {0, 1},
òîáòî ó âóçëi ãðàòêè ìîæå çíàõîäèòèñü íå áiëüøå îäíi¹¨ ÷àñòèíêè. Ëåãêî áà÷èòè,

ùî ó öüîìó âèïàäêó ïðñòið êîíôiãóðàöié çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ óñiõ ïiäìíîæèí

ãðàòêè Zd:
Γ = CZd = {c j Zd}. (4.4)

Ó âèïàäêó ñêií÷åíî¨ ãðàòêè Λ b Zd

27
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ΓΛ = CΛ = {c j Λ}. (4.5)

Ó ïåðøié ëåêöi¨ ìè âiäçíà÷àëè, ùî iñíóþòü òðè ñïîñîáè ïîáóäîâè ðiâíî-

âàæíèõ ãiááñîâèõ ñòàíiâ, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç òàê çâàíèìè ãiááñîâèìè àíñàìáëÿìè:

ìiêðîêàíîíi÷íèé, êàíîíi÷íèé i âåëèêèé êàíîíi÷íèé.

1o. Ìiêðîêàíîíi÷íèé ðîçïëäië.
Â îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ b Zd ÷èñëî ÷àñòèíîê N ≤ |Λ| i åíåðãiÿ

EΛ(γ) = EΛ(c) =
∑

{j,k}⊂c

ϕ|j−k|, c j Λ (4.6)

¹ ôiêñîâàíèìè. Ïðîñòið êîíôiãóðàöié

ΓΛ = CΛ,N,E = {c j Λ | |c| = N, EΛ(c) = E0}. (4.7)

Âiäïîâiäíèé ðîçïîäië ¹ ðiâíîìiðíèì

PrΛ,N,E({c}); =
1

|CΛ,N,E|
= µΛ

(MCA)(c). (4.8)

Âåëè÷èíà

S(Λ, N,E) := ln |CΛ,N,E| (4.9)

ìà¹ íàçâó êîíôiãóðàöiéíà åíòðîïiÿ.

2o. Êàíîíi÷íèé ðîçïîäië.
Â îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ b Zd ÷èñëî ÷àñòèíîê N ≤ |Λ| i òåìïåðàòóðà β ¹

ôiêñîâàíèìè. Ïðîñòið êîíôiãóðàöié

ΓΛ = CΛ,N = {c j Λ | |c| = N, β −ôiêñîâàíå}. (4.10)

Iìîâiðíiñòü êîæíî¨ êîíôiãóðàöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

PrΛ,N,β({c}); =
1

QΛ,N(β)
e−βEΛ(c) = µΛ

(CA)(c), (4.11)

äå íîðìóâàëüíà ïîñòiéíà

QΛ,N(β) =
∑

c∈CΛ,N

e−βEΛ(c) (4.12)

ìà¹ íàçâó êîíôiãóðàöiéíîãî iíòåãðàëó, à ¨¨ ëîãàðèôì, à òî÷íiøå

F (Λ, N, β) := −kT lnQΛ,N(β) (4.13)

âiëüíîþ åíåðãi¹þ Ãåëüìãîëüöà àáî ïðîñòî âiëüíîþ åíåðãi¹þ.
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3o. Âåëèêèé êàíîíi÷íèé ðîçïëäië.
Â îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ b Zd õiìi÷íèé ïîòåíöiàë µ i òåìïåðàòóðà β ¹ ôiêñî-

âàíèìè. ×àñòèíêè ìîæóòü âiëüíî ïðîíèêàòè ÷åðåç ìåæó ñèñòåìè ∂Λ, àëå çîâíi

ïîñóäèíè Λ âîíè íå âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ, à ëèøå ç ÷àñòèíêàìè ñèñòåìè â Λ.

Ïðîñòið êîíôiãóðàöié

ΓΛ = CΛ = {c j Λ | (µ, β)−ôiêñîâàíi}. (4.14)

Iìîâiðíiñòü êîæíî¨ êîíôiãóðàöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

PrΛ,z,β({c}) =
1

ZΛ(z, β)
e−βEΛ(c)+µ|c| =

z|c|

ZΛ(z, β)
e−βEΛ(c) = µΛ

(GCA)(c), (4.15)

äå íîðìóâàëüíà ïîñòiéíà

ZΛ(z, β) =
∑
c∈CΛ

z|c|e−βEΛ(c) (4.16)

ìà¹ íàçâó Âåëèêà ñòàòèñòè÷íà ñóìà, à ¨¨ ëîãàðèôì, à òî÷íiøå

p(Λ, z, β) :=
kT

|Λ|
lnZΛ(z, β) (4.17)

òèñêîì. Ïîñòiéíó z = eβµ íàçèâàþòü àêòèâíiñòþ.

4.2. Òåðìîäèíàìi÷íà ãðàíèöÿ. Ãðàíè÷íi ðîçïîäiëè.
Ùî îçíà÷à¹ äîñëiäèòè ñèñòåìó, íàïðèêëàä ãàç, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç äóæå âå-

ëèêîãî ÷èñëà àòîìiâ, òîáòî ¹ ìàêðî-ñèñòåìîþ? Î÷åâèäíî, ùî öå îçíà÷à¹ äîñëi-

äèòè éîãî ìàêðîñêîïi÷íi õàðàêòåðèñòèêè, òàêi ÿê òèñê, ãóñòèíà, òåïëî¹ìíiñòü,

òîùî. Òàêi õàðàêòåðèñòèêè íå ïîâèííi çàëåæàòè âiä ðîçìiðiâ ñèñòåìè, òîáòî

îá'¹ìó Λ. Îòæå äëÿ âñiõ ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí òðåáà çíàéòè ¨õ ñåðåäí¹ çíà-

÷åííÿ çà äåÿêèé ïðîìiæîê ÷àñó i öi ñåðåäíi íå ïîâèííi çàëåæàòè âiä Λ. Iíøè-

ìè ñëîâàìè, òðåáà âèêîíàòè |it òåðìîäèíàìi÷íèé ãðàíè÷íèé ïåðåõiä Λ ↗ Zd.
Ñïîñòåðåæóâàíi âåëè÷èíè öå ôóíêöi¨, ÿêi çàëåæàòü âiä òîãî ÿêèì ÷èíîì ðîç-

òàøîâàíi ÷àñòèíêè ñèñòåìè, òîáòî ¹ ôóíêöiÿìè íà ïðîñòîði êîíôiãóðàöié Γ. Ó

íàøîìó âèïàäêó Γ = C öå óñi ìîæëèâi çëi÷åíi (àáî ñêií÷åííi) ïiäìíîæèíè Zd.
Àëå â ðåàëüíîìó åêñïåðèìåíòi ìè ñïîñòåðiãà¹ìî òiëüêè äåÿêó îáìåæåíó îáëàñòü

ñèñòåìè i öi ôóíêöi¨ çàëåæàòü òiëüêè âiä çìiííèõ öi¹¨ îáëàñòi, òîáòî äëÿ äåÿêî¨

îáëàñòi B b Zd

FB(c) = F (c ∩B). (4.18)

Òàêi ôóíêöi¨ âiä íåñêií÷åííîãî ÷èñëà çìiííèõ íàçèâàþòüñÿ ëîêàëüíèìè ñïîñòå-

ðåæóâàíèìè i ¹ öèëiíäðè÷íèìè ôóíêöiÿìè íà Zd. Òîäi òåðìîäèíàìi÷íèé ãðà-

íè÷íèé ïåðåõiä ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê iñíóâàííÿ ãðàíè÷íîãî ðîçïîäiëó Ãiááñà, çà

ÿêèì âèçíà÷à¹òüñÿ âiäïîâiäíå ñåðåäí¹.
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Îçíà÷åííÿ 4.1. ßêùî äëÿ äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨ ëîêàëüíî ñïîñòåðåæóâàíî¨

ôóíêöi¨ FB i äîâiëüíî¨ çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi

Λ1 ⊂ Λ2 ⊂ · · · ⊂ Λn ⊂ · · · , ∪
n≥1

Λn = Zd (4.19)

iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
Λ↗Zd

< FB >µΛ= lim
Λ↗Zd

∑
c∈CΛ

FB(c)µ
Λ(c) =< FB >µ=

∫
C

FB(c)dµ(c), (4.20)

òîäi µ íàçèâàþòü ãðàíè÷íèì ðîçïîäiëîì Ãiááñà.

Çàóâàæåííÿ. Â ñåíñi ÄËÐ òàêèé ãðàíè÷íèé ðîçïîäië âiäïîâiäà¹ ïîðîæíiì

ãðàíè÷íèì óìîâàì. Òîáòî

w − lim
Λ↗Zd

µΛ(c | ∅) = µ(c | ∅),

äå µΛ(c | c̄), c̄ ∈ ΓZd\Λ âèçíà÷à¹òüñÿ àíàëîãi÷íî ôîðìóëi (2.17)-Ëåêöiÿ 2.

Ïîáóäîâà òàêîãî ãðàíè÷íîãî ðîçïîäiëó çàëåæèòü âiä âèáîðó àíñàìáëþ, òîáòî

ðîçïîäiëó â îáìåæåíîìó îá'¹ìi.

1o. Ìiêðîêàíîíi÷íèé ðîçïîäië. Ó öüîìó âèïàäêó ãðàíè÷íèé ïåðåõiä âè-

êîíó¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá åíåðãiÿ íà îäèíèöþ îá'¹ìó i ÷èñëî ÷àñòèíîê íà

îäèíèöþ îá'¹ìó çàëèøàëèñü ñòàëèìè:

lim
Λ↗Zd:E/|Λ|→e,N/|Λ|→ρ

< FB >µΛ
(MCA)

=< FB >e,ρ . (4.21)

2o. Êàíîíi÷íèé ðîçïîäië. Ó öüîìó âèïàäêó òåìïåðàòóðà i ÷èñëî ÷àñòèíîê

íà îäèíèöþ îá'¹ìó çàëèøàþòüñÿ ñòàëèìè:

lim
Λ↗Zd:N/|Λ|→ρ

< FB >µΛ
(CA)

=< FB >β,ρ . (4.22)

3o. Âåëèêèé êàíîíi÷íèé ðîçïëäië. Ó öüîìó âèïàäêó òåìïåðàòóðà i õiìi-

÷íèé ïîòåíöiàë ¹ ñòàëèìè:

lim
Λ↗Zd

< FB >µΛ
(GCA)

=< FB >β,µ≡< FB >β,z . (4.23)

Âiäïîâiäíi ñiìåéñòâà ìið ïîçíà÷èìî µe,ρ, µβ,ρ, µβ,z.

Îñíîâíà ãiïîòåçà � ãiïîòåçà åêâiâàëåíòíîñòi àíñàìáëiâ:
Iñíó¹ òiëüêè îäíå ñiìåéñòâî ìið ç ðiçíîþ ïàðàìåòðèçàöi¹þ, òîáòî iñíó-

þòü òàêi ôóíêöiîíàëüíi çàëåæíîñòi:

z 7→ ρ = ρ(z), β −ôiêñîâàíå, (4.24)
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ùî

µ(GCA) ≡ µβ,z = µ(CA) ≡ µβ,ρ(z) = µ; (4.25)

àáî

e 7→ β = β(e), ρ−ôiêñîâàíå, (4.26)

ùî

µ(MCA) ≡ µρ,e = µ(CA) ≡ µρ,β(e) = µ; (4.27)

i

(β, z) 7→ (e, ρ(e)), (4.28)

ùî

µ(GCA) ≡ µβ,z = µ(MCA) ≡ µe,ρ(e) = µ. (4.29)

Öÿ ãiïîòåçà äîâåäåíà òiëüêè äëÿ äåÿêèõ ñïåöèôi÷íèõ ïðîñòèõ ñèñòåì.

Íàøèì íàñòóïíèì êðîêîì ¹ ïîáóäîâà ãðàíè÷íîãî ðîçïîäiëó äëÿ ñèñòåìè ãðà-

ò÷àñòîãî ãàçó. Çàóâàæèìî, ùî ñïîñiá òàêî¨ ïîáóäîâè, òîáòî ñïîñiá âèáîðó àíñàì-

áëþ çàëåæèòü âiä êîíêðåòíî¨ ñèñòåìè. Ó âèïàäêó ãðàò÷àñòîãî ãàçó íàéçðó÷íiøå

ïðàöþâàòè ó âåëèêîìó êàíîíi÷íîìó àíñàìáëi.

4.3. Ïîáóäîâà ñêií÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ.
Íåõàé µΛ = µΛ

(GCA) ≡ µΛ
β,z ðîçïîäië â îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ âèçíà÷à¹òüñÿ

ôîðìóëàìè (4.15), (4.16). Öå îçíà÷à¹, ùî ìè ìà¹ìî iìîâiðíiñíó ìiðó íà B(CΛ).

Âèçíà÷èìî çâóæåííÿ µΛ
β,z = µΛ íà CB, äå B j Λ:

µΛ
B := µΛ � CB (4.30)

ÿê iìîâiðíiñíèé ðîçïîäië íà êîíôiãóðàöiÿõ

c0 := c ∩B, c j Λ. (4.31)

Òàêå çâóæåííÿ ìîæíà îïèñàòè áiëüø êîíñòðóêòèâíî, à ñàìå äëÿ áóäü ÿêîãî

c0 j B âèçíà÷èìî ìíîæèíó

V B
c0

:= {c ∈ CΛ | c ∩B = c0}. (4.32)

Òîäi çà îçíà÷åííÿì

µΛ
B(c0) := µΛ(V B

c0
) =

∑
c′jΛ\B

µΛ(c0 ∪ c′). (4.33)

Ç îçíà÷åííÿ (4.33) âèïëèâà¹ òîòîæíiñòü

< FB >µΛ :=
∑
cjΛ

FB(c)µ
Λ(c) =

∑
c0jB

∑
c′jΛ\B

FB(c0)µ
Λ(c0 ∪ c′) =
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=
∑
c0jB

FB(c0)µ
Λ(V B

c0
) =

∑
c0jB

FB(c0)µ
Λ
B(c0) = < FB >µΛB

. (4.34)

Çàóâàæåííÿ. ßêùî çàìiñòü ìiðè µΛ ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìiðà µ íà ïðîñòîði

íåñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié Γ = C, òî ôîðìóëà

µB(c0) := µ(V B
c0
) (4.35)

òàêîæ âèçíà÷à¹ çâóæåííÿ ìiðè µ íà CB, àëå äðóãà ðiâíiñòü ó ôîðìóëi (4.33) âæå

íåìà¹ ñìèñëó, áî µ(c) ≡ 0, c ∈ C. Ðàçîì ç òèì ðiâíîñòi ïåðøîãî i îñòàííüîãî

âèðàçiâ â (4.34) çáåðåæåòüñÿ. Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 4.1 Äëÿ áóäü ÿêîãî B b Zd

< FB >µ = < FB >µB (4.36)

Äîâåäåííÿ.

< FB >µ :=
∑
c0jB

FB(c0)µ(V
B
c0
) =

∑
c0jB

FB(c0)µB(c0) = < FB >µB . (4.37)

�
Ç öüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹

Òâåðäæåííÿ 4.2 Ðîçïîäië µ ¹ ãðàíè÷íèì ðîçïîäiëîì Ãiááñà íà Γ = C

òîäi, i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè B b Zd i c j B

ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü:

lim
Λ↗Zd

µΛ
B(c) = µB(c). (4.38)

Äîâåäåííÿ. Ç ðiâíîñòåé (4.34), (4.36) i ñêií÷åííîñòi |B| <∞ âèïëèâà¹, ùî

lim
Λ↗Zd

< FB >µΛ= lim
Λ↗Zd

< FB >µΛB
= lim

Λ↗Zd

∑
c0jB

FB(c0)µ
Λ
B(c0) =

∑
c0jB

FB(c0)µB(c0) =< FB >µB=< FB >µ . (4.39)

Îòæå äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè iñíóâàííÿ ãðàíè÷íîãî ðîçïîäiëó Ãiááñà òðåáà, ïî

ïåðøå, âñòàíîâèòè ïîòî÷êîâó çáiæíiñòü ñêií÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ µΛ
B, òîáòî

ðiâíiñòü (4.38), à, ïî äðóãå, äîâåñòè óìîâó óçãîäæåíîñòi äëÿ óñüîãî ñiìåéñòâà

ñêií÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ {µB}BbZd :

Îçíà÷åííÿ 4.2. Ñiìåéñòâî ñêií÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ {µB}BbZd ¹ ïî-

ïàðíî óçãîäæåíi, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ îáìåæåíèõ ìíîæèí B1 ⊂ B2 b Zd

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

µB2 � CB1 = µB1 . (4.40)
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Óçãîäæåíiñòü ñiìåéñòâà ðîçïîäiëiâ, ÿêi âèçíà÷åíi ðiâíiñòþ (4.35) âèïëèâà¹ ç

íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 4.3 ßêùî äëÿ µΛ
B iñíó¹ ãðàíèöÿ (4.38), òî ñiìåéñòâî ðîçïî-

äiëiâ {µB}BbZd ¹ ïîïàðíî óçãîäæåíå.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ öüîãî äîñòàòíüî âñòàíîâèòè óçãîäæåíiñòü ñêií-

÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ {µΛ
B}BjΛ. Äiéñíî, ç îçíà÷åííÿ (4.33)

µΛ
B2

�CB1
(c0) =

∑
c′jB2\B1

µΛ
B2
(c0 ∪ c′) =

=
∑

c′jB2\B1

∑
c
′′jΛ\B2

µΛ(c0 ∪ c′ ∪ c
′′
) =

∑
cjΛ\B1

µΛ(c0 ∪ c) = µΛ
B1
(c0). (4.41)

Ç óìîâè iñíóâàííÿ ãðàíèöi ÿê äëÿ ïðàâî¨, òàê i äëÿ ëiâî¨ ÷àñòèí ðiâíîñòi (4.41)

âèïëèâ¹ ðiâíiñòü (4.40).

�
Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî iñíóâàííÿ ãðàíèöi (4.38) äëÿ ñiìåéñòâà ðîçïîäiëiâ {µB}BbZd

òà ¨õ ïîïàðíà óçãîäæåíiñòü ¹ íå òiëüêè íåîáõiäíèìè, à é äîñòàòíiìè óìîâàìè

iñíóâàííÿ ¹äèíî¨ ìiðè íà ïðîñòîði íåñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié Γ = C. Öå âèïëè-

âà¹ ç âiäîìî¨ òåîðåìè Êîëìîãîðîâà.

Òåîðåìà 4.1 Íåõàé {µB}BbZd ñiì'ÿ iìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ, âèçíà÷åíèõ íà

âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðàõ CB òàêèõ, ùî óìîâè óçãîäæåíîñòi (4.40) âèêîíóþòüñÿ

äëÿ êîæíî¨ ïàðè ìíîæèí B1 ⊂ B2 b Zd. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé iìîâiðíiñíèé ðîçïîäië
µ íà C òàêèé, ùî

µ � CB = µB (4.42)

äëÿ êîæíîãî B b Zd.
Çàóâàæåííÿ. Íà çàâåðøåííÿ öi¹¨ ëåêöi¨ òðåáà çàóâàæèòè, ùî äîâåäåííÿ

iñíóâàííÿ ãðàíèöi (4.38) äëÿ ãðàò÷àñòîãî ãàçó ç nj ∈ {0, 1} i âçà¹ìîäi¹þ íàé-

áëèæ÷èõ ñóñiäiâ òàêå ñàìå ÿê i â ìîäåëi Içiíãà äëÿ ñïiíiâ. Áiëüø òîãî öi ìîäåëi

¹ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî â ìîäåëi ãðàò÷àñòîãî ãàçó çðîáèòè çàìiíè:

nj =
sj + 1

2
, ϕ|j−k| = −Jδ1,|j−k|, j, k ∈ Zd. (4.43)
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Ãðàò÷àñòi ãàçè: êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ òà ðiâíÿííÿ

äëÿ íèõ.

5.1. Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ãiááñîâèõ ìið.
Íåõàé µ (µΛ) ðîçïîäië Ãiááñà íà C (CΛ). Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ âèçíà÷àþòüñÿ

íà ïðîñòîði ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié

C0 = Cfin
Zd =

⨿
n≥0

C(n), C(0) = ∅, (5.1)

à

C(n) := {c ∈ C | |c| = n}. (5.2)

Òîäi äëÿ s ∈ C0 âèçíà÷èìî êîðåëÿöiéíèé ôóíêöiîíàë ôîðìóëîþ:

ρµ(s) ≡ ρ(s) := Pr({c ∈ C | s b c}). (5.3)

Ó âèïàäêó ìiðè µΛ íà CΛ

ρΛµ(s) ≡ ρΛ(s) =
∑

c∈CΛ:sjc
µΛ(c) ≡

∑
cjΛ\s

µΛ(s ∪ c). (5.4)

Òîäi n-òî÷êîâà êîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê çâóæåííÿ

ρn(k1, ..., kn) := ρ(s) �C(n) , s = {k1, ..., kn}, kj ∈ Zd. (5.5)

Ñïðàâåäëèâà òàêîæ îáåðíåíà ôîðìóëà äî ôîðìóëè (5.4):

µΛ(c) =
∑

s∈CΛ:cjs
(−1)|s\c|ρΛµ(s) (5.6)

äëÿ áóäü ÿêîãî c ∈ CΛ. Äiéñíî,
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s∈CΛ:cjs

(−1)|s\c|ρΛµ(s) =
∑

s∈CΛ:cjs
(−1)|s\c|

∑
c′∈CΛ:sjc′

µΛ(c′) =

=
∑

c′∈CΛ:cjc′
µΛ(c′)

∑
s∈CΛ:cjsjc′

(−1)|s\c|, (5.7)

àëå ∑
s∈CΛ:cjsjc′

(−1)|s\c| =
∑

s′∈CΛ:s′jc′\c
(−1)|s

′| =

=

|c′\c|∑
n=0

Cn
|c′\c|(−1)n = (1− 1)|c

′\c| =

{
1, äëÿ c′ \ c = ∅,
0, êîëè c′ \ c ̸= ∅

(5.8)

Îòæå ó ñóìi ó âèðàçi (5.7) çáåðiãà¹òüñÿ òiëüêè äîäàíîê ç c ≡ c′, òîáòî ëiâà

÷àñòèíà (5.6).

Âèñíîâîê: ðîçïîäië µΛ íà CΛ îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíèé ñiì'¹þ ñâî¨õ êîðåëÿ-

öiéíèõ ôóíêöié.

Ïîêàæåìî, ùî òàêå ñàìå òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå i äëÿ ãðàíè÷íèõ µ i ρ,

ÿêùî âîíè iñíóþòü. Äiéñíî, ç îçíà÷åííÿ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ðîçïîäiëó (4.33)

äëÿ áóäü ÿêèõ B j Λ b Zd i c0 j B i ôîðìóëè (5.6) ìà¹ìî:

µΛ
B(c0) :=

∑
c′jΛ\B

µΛ(c0 ∪ c′) =
∑

c′jΛ\B

∑
s∈CΛ:c0∪c′js

(−1)|s\(c0∪c
′)|ρΛµ(s) (5.9)

Óñi ñóìè â (5.9) ¹ ñêií÷åíèìè, òîìó ìîæíà ñïðÿìóâàòè Λ ↗ Zd i îòðèìàòè

ðiâíiñòü äëÿ ãðàíè÷íèõ îá'¹êòiâ:

µB(c0) :=
∑
c′jBc

∑
s∈C0:c0∪c′js

(−1)|s\(c0∪c
′)|ρµ(s) (5.10)

Îòæå ñiì'ÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié (àáî êîðåëÿöiéíèé ôóíêöiîíàë) îäíîçíà÷íî

âèçíà÷àþòü ñiì'þ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ, i òèì ñàìèì çà òåîðåìîþ Êîë-

ìîãîðîâà ãðàíè÷íèé ãiááñîâèé ðîçïîäië.

Çàóâàæåííÿ 5.1. Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ, ÿêå ñïðàâåäëèâå äëÿ ñèñòåìè ãðà-

ò÷àñòîãî ãàçó, íå ¹ çàãàëüíèì. Äëÿ äîâiëüíèõ ñèñòåì ñiì'ÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóí-

êöié ρµ âèçíà÷à¹òüñÿ ìiðîþ µ îäíîçíà÷íî, àëå íå íàâïàêè. Ùîá áóëî ñïðàâå-

äëèâå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, òðåáà íàêëàñòè íà ρµ äîäàòêîâi îáìåæåííÿ.

Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ïiäðîçäiëó âiäçíà÷èìî ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ êîðåëÿ-

öiéíèõ ôóíêöié: çà äîïîìîãîþ öèõ ôóíêöié îáðàõîâóþòüñÿ ñåðåäíi çíà÷åííÿ

ëîêàëüíèõ ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí. Äiéñíî, êîæíà ëîêàëüíà ñïîñòåðåæóâàíà
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âåëè÷èíà ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ñâî¨ìè ëîêàëüíèìè êâàçiñïîñòåðåæóâàíèìè

ôîðìóëîþ:

FB(c) :=
∑
sbc

fB(s). (5.11)

Òîäi

< FB >µΛ =
∑
c∈CΛ

FB(c)µ
Λ(c) =

∑
c∈CΛ

∑
sjc

fB(s)µ
Λ(c) =

∑
s∈CΛ

fB(s)
∑

c∈CΛ:sjc
µΛ(c) =

∑
s∈CΛ

fB(s)ρ
Λ(s). (5.12)

Ó ïåðøîìó i îñòàííüîìó âèðàçi ðiâíîñòi (5.12) ìîæíà ïåðåéòè äî ãðàíèöi Λ ↗
Zd. Òîáòî, ÿêùî òàêi ãðàíèöi iñíóþòü, òî ôîðìóëà äëÿ ñåðåäíüîãî çáåðiãà¹òüñÿ
i äëÿ ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ Ãiááñà.

5.1. Ðiâíÿííÿ Êiðêâóäà Çàëüöáóðãà.

Îòæå äëÿ ñèñòåìè ãðàò÷àñòîãî ãàçó ïðîáëåìà iñíóâàííÿ ãðàíè÷íî¨ ìiðè Ãiáá-

ñà çâîäèòüñÿ äî ïðîáëåìè iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié

ρ(s) = lim
Λ↗Zd

ρΛ(s), s ∈ C0. (5.13)

Öþ ïðîáëåìó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè, ïîáóäóâàâøè äåÿêi ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöiîíàëiâ

ρΛ(s). Çàïèøåìî äëÿ öüîãî âèãëÿä ρΛ(s) ÷åðåç âèçíà÷åíèé ôîðìóëàìè (4.15) i

(5.4) ðîçïîäië µΛ = µ
(GCA)
Λ = µΛ

β,z. Äëÿ áóäü ÿêîãî s ∈ CΛ

ρΛ(s) ≡ ρΛβ,z(s) =
1

ZΛ

∑
cjΛ\s

z|s∪c|e−βEΛ(s∪c). (5.14)

Ðîçïèøåìî âèðàç äëÿ åíåðãi¨. Äëÿ áóäü ÿêîãî k0 ∈ s

EΛ(s ∪ c) =
∑

{k,k′}⊂s∪c

Vkk′ =

=
∑
k′∈s′

Vk0k′ +
∑
k′∈c

Vk0k′ +
∑

{k,k′}⊂s′∪c

Vkk′ , (5.15)

äå s′ = s \ {k0}. Òîäi

ρΛ(s) = z
e−β

∑
k′∈s′ Vk0k′

ZΛ

∑
cjΛ\s

z|s
′∪c|e−β

∑
k′∈c Vk0k′e−βEΛ(s

′∪c) =

= z
e−β

∑
k′∈s′ Vk0k′

ZΛ

∑
cjΛ\s′

z|s
′∪c|e−β

∑
k′∈c Vk0k′e−βEΛ(s

′∪c). (5.16)
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Îñòàííÿ ñóìà ìà¹ íà îäèí äîäàíîê áiëüøå, áî s′ = s\{k0}, àëå ïåðøà åêñïîíåíòà
ó öié ñóìi áóäå ìiñòèòü ôàêòîð e−βVk0k0 ≡ 0, áî Vk0k0 = +∞. Ïðåäñòàâèìî öþ

åêñïîíåíòó ó òàêîìó âèãëÿäi:

e−β
∑

k′∈c Vk0k′ =
∏
k′∈c

[
(e−βVk0k′ − 1) + 1

]
=
∑
tjc

∏
k′∈t

(e−βVk0k′ − 1) (5.17)

i ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: ∑
k′∈s′

Vk0k′ := W (k0; s
′). (5.18)

Òîäi (5.16) ïåðåïèøåòüñÿ òàêèì ÷èíîì:

ρΛ(s) = ze−βW (k0;s′)
∑
cjΛ\s′

1 +
∑
∅≠tjc

∏
k′∈t

(e−βVk0k′ − 1)

×

×z
|s′∪c|e−βEΛ(s

′∪c)

ZΛ

. (5.19)

Ó äðóãîìó äîäàíêó ïîìiíÿ¹ìî ïîðÿäîê ñóìóâàííÿ, ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ∑
∅≠cjΛ\s′

∑
∅≠tjc

(∏
k′∈t

ak0k′

)
b(s′ ∪ c) =

=
∑

∅≠tjΛ\s′

(∏
k′∈t

ak0k′

) ∑
∅≠cjΛ\(t∪s′)

b(t ∪ s′ ∪ c) (5.20)

îòðèìó¹ìî âèðàç:

ρΛ(s) = ze−βW (k0;s′)
1

ZΛ

∑
cjΛ\s′

z|s
′∪c|e−βEΛ(s

′∪c)+

+ze−βW (k0;s′)
∑

∅≠tjΛ\s′

∏
k′∈t

(
e−βVk0k′ − 1

) ∑
∅≠cjΛ\(t∪s′)

z|t∪s
′∪c|

ZΛ

e−βEΛ(t∪s′∪c). (5.21)

Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ (5.14) îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ:

ρΛ(s) = ze−βW (k0;s′)

ρΛ(s′) + ∑
∅̸=tjΛ\s′

∏
k′∈t

(
e−βVk0k′ − 1

)
ρΛ(s′ ∪ t)

 . (5.22)

Ó âèïàäêó êîëè s = {k0}, |s| = 1, s′ = ∅ ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä:

ρΛ({k0}) = z

1 +
∑

∅̸=tjΛ

∏
k′∈t

(
e−βVk0k′ − 1

)
ρΛ(t)

 . (5.23)
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Ðiâíÿííÿ ÊÇ ó íåñêií÷åííîìó îá'¹ìi. Ïîáóäîâà

ðîçâ'ÿçêiâ.

Ïîáóäîâó ìiðè Ãiááñà µG, ùî âiäïîâiäà¹ êîðåëÿöiéíèì ôóíêöiÿì ρ, âèêîíà¹ìî

â òðè åòàïè: 1) ñïåðøó ïîáóäó¹ìî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü, ÿêi ìè âèçíà÷èìî íà íå-

ñêií÷åííié ãðàòöi Zd ó ïåâíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði òàê ñàìî ÿê i ðiâíÿííÿ

(5.22),(5.23); 2) ïîòiì ïîáóäó¹ìî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (5.22),(5.23); 3) äîâåäåìî,

ùî ðîçâ'ÿçêè äðóãèõ ðiâíÿíü ïðÿìóþòü äî ðîçâ'ÿçêiâ ïåðøèõ ó òîìó ñàìîìó

ïðîñòîði êîëè ðîçìiðè ñêií÷åííî¨ ãðàòêè Λ ↗ Zd.
6.1. Âèçíà÷åííÿ ðiâíÿíü ÊÇ ó ïðîñòîði Áàíàõà Eξ.
Ðiâíÿííÿ (5.22),(5.23) ¹ òîòîæíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè ìiæ êîðåëÿöiéíèìè

ôóíêöiîíàëàìè ðiçíèõ àðãóìåíòiâ. Ìè çàðàç ââåäåìî (ïîñòóëþ¹ìî) òàêi ñàìi

ðiâíÿííÿ, çàìiíèâøè â ðiâíÿííÿõ (5.22),(5.23) ñêií÷åííó ìíîæèíó Λ íà íåñêií-

÷åííó ãðàòêó Zd. Ïîçíà÷èìî

ρ(s) := ρZ
d

(s). (6.1)

Íåõàé ôóíêöiîíàëè ρ(s) çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì ñïiââiäíîøåííÿì:

ρ({k0}) = z

1 +
∑

∅̸=tjZd

∏
k′∈t

(
e−βVk0k′ − 1

)
ρ(t)

 , (6.2)

ρ(s) = ze−βW (k0;s′)

ρΛ(s′) + ∑
∅̸=tjZd\s′

∏
k′∈t

(
e−βVk0k′ − 1

)
ρ(s′ ∪ t)

 , (6.3)

äå s′ = s \ {k0}, s ∈ C0, (àáî s b Zd).
Ïåðø íiæ âèçíà÷èòè öi ðiâíÿííÿ, ÿê îäíå îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ ó ïåâíîìó

áàíàõîâîìó ïðîñòîði, íàêëàäåìî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè íà ïîòåíöiàë
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âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó ðiçíèõ âóçëàõ.

AI.
−D ≤

∑
k′∈Zd\{k0}

Vk0k′ = V0 < ∞. (6.4)

Äëÿ ñïðîùåííÿ äîâåäåííÿ ìè áóäåìî ââàæàòè, ùî ïîòåíöiàë Vkk′ ¹ ôiíiòíèì,

òîáòî äëÿ äåÿêîãî R > 0

Vkk′ ≡ 0, ÿêùî |k − k′| > R. (6.5)

Çàóâàæèìî, ùî ó öüîìó âèïàäêó óìîâà AI. àâòîìàòè÷íî âèêîíó¹òüñÿ.
Îçíà÷åííÿ 6.1. Íåõàé Eξ öå ëiíiéíèé ïðîñòið ôóíêöiîíàëiâ

f := {f(s)}s∈C0 (6.6)

òàêèõ, ùî

∥f∥ξ := sup
s∈C0

|f(s)|ξ−|s| < ∞. (6.7)

Ó ïðîñòîði Eξ âèçíà÷èìî îïåðàòîð K, ùî äi¹ íà ôóíêöiþ f ∈ Eξ çà ôîðìóëàìè:

(Kf) ({k0}) :=
∑

∅̸=tjZd

∏
k′∈t

(
e−βVk0k′ − 1

)
f(t), (6.8)

(Kf) (s) := e−βW (k0;s′)× (6.9)

×

f(s′) + ∑
∅≠t⊂Zd\s′

∏
k′∈t

(
e−βVk0k′ − 1

)
f(s′ ∪ t)

 , |s| ≥ 2.

Íåõàé

ρ := {ρ(s)}s∈C0 , ρ0 := {ρ0(s)}s∈C0 , (6.10)

äå

ρ0(s) =

{
1, äëÿ |s| = 1,

0, êîëè |s| ≥ 2
(6.11)

Òîäi ñïiââiäíîøåííÿ (6.2), (6.3) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi îäíîãî îïåðàòîðíîãî

ðiâíÿííÿ

ρ = zKρ + ρ0. (6.12)

6.2. Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ÊÇ ó ïðîñòîði Áàíàõà Eξ.
Ëåìà 6.1. ßêùî ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (6.4) (àáî (6.5)),

òîäi äëÿ äîâiëüíîãî β > 0 iñíó¹ z0 = z0(β) òàêå, ùî äëÿ áóäü ÿêîãî z < z0 iñíó¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6.12), ÿêèé ìîæíà ïîäàòè ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

ρ = (11 − zK)−1 ρ0 =
∞∑
n=0

znKnρ0. (6.13)



Ëåêöiÿ 6. 41

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâåäåííÿ Ëåìè òðåáà äîâåñòè, ùî ïðè äî-

âiëüíîìó çíà÷åííi β > 0 îïåðàòîð K ¹ îáìåæåíèì îïåðàòîðîì ó ïðîñòîði Eξ,

òîáòî

∥K∥ = sup
f∈Eξ:∥f∥=1

∥Kf∥Eξ
< ∞. (6.14)

Ðîçãëÿíåìî ñïåðøó âèïàäîê |s| = 1. Òîäi ç ðiâíÿííÿ (6.9) i âèçíà÷åííÿ íîðìè

(6.7) ìà¹ìî

| (Kf) ({k0})| ≤ ∥f∥Eξ

∑
t⊂Zd

∏
k′∈t

(
|e−βVk0k′ − 1|ξ

)
≤

≤ ∥f∥Eξ

∏
k′∈Zd

(
1 + |e−βVk0k′ − 1|ξ

)
≤ ∥f∥Eξ

∏
k′∈Zd

e|e
−βVk0k

′−1|ξ ≤

≤ ∥f∥Eξ
eξ

∑
k∈Zd|e

−βVk0k
′−1| = eξC(β)∥f∥Eξ

, (6.15)

äå ôàêòîð

C(β) =
∑
k∈Zd

|e−βVk0k′ − 1| < ∞ (6.16)

¹ ñêií÷åííèé âíàñëiäîê óìîâè (6.4). Îòæå

∥Kf∥Eξ
≤ ξ−1eξC(β)∥f∥Eξ

(6.17)

Àíàëîãi÷íî äëÿ |s| ≥ 2:

| (Kf) (s)|ξ−|s| ≤

≤ ξ−1eβD

|f(s′)|ξ−|s′| +
∑

∅≠t⊂Zd

∏
k′∈t

(
|e−βVk0k′ − 1|ξ

)
|f(s′ ∪ t)|ξ−(|s′|+|t|)

 ≤

≤ ξ−1eβD+ξC(β) sup
t⊂Zd

|f(s′ ∪ t)|ξ−(|s′|+|t|). (6.18)

Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ íîðìè (6.7) äëÿ âåêòîðà ïðîñòîðó Eξ i íîðìè îïåðàòîðà

(6.14), îòðèìó¹ìî ç íåðiâíîñòåé (6.17) i (6.18) îöiíêó äëÿ íîðìè îïåðàòîðà K:

∥K∥Eξ
≤ ξ−1eβD+ξC(β). (6.19)

Äëÿ òîãî, ùîá îöiíêà áóëà ÿê íàéêðàùîþ òðåáà çíàéòè ìiíiìóì ôóíêöi¨

φ(ξ) = ξ−1eξC(β). (6.20)

Ëåãêî ïiäðàõóâàòè, ùî öå áóäå âèêîíóâàòèñÿ ïðè ξ = ξ0 = C(β)−1 i φ(ξ0) =

eC(β), à íîðìà îïåðàòîðà K áóäå:

∥K∥Eξ0
< C(β)eβD+1 := k0(β). (6.21)
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Îòæå ïðè

m0 := |z|k0(β) < 1, òîáòî |z| < z0 = C(β)−1e−βD−1 (6.22)

ðiâíÿííÿ (6.12) áóäå ìàòè ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ó ïðîñòîði Eξ0 .

�
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Iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié.

Ó ïîïåðåäíié ëåêöi¨ áóëè ïîáóäîâàíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ ÊÇ (6.12) ó Áàíàõîâî-

ìó ïðîñòîði Eξ. Çàðàç ìè ïîêàæåìî, ùî öi ðîçâ'ÿçêè ¹ ãðàíè÷íèìè çíà÷åííÿ-

ìè êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ ρΛ(s), ÿêi çàäîâîëüíÿëè ðiâíÿííÿ (5.22), (5.23).

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ¹ íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 7.1. ßêùî ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (6.4) (àáî (6.5)),

òîäi äëÿ äîâiëüíîãî β > 0 iñíó¹ z0 = z0(β) òàêå, ùî äëÿ áóäü ÿêîãî z < z0 iñíó¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (5.22), (5.23), ÿêèé ó ãðàíèöi

Λ ↗ Zd çáiãà¹òüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó (6.13):

lim
Λ↗Zd

ρΛ(s) = ρ(s). (7.1)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî öþ ëåìó ó âèïàäêó, êîëè ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ Vkk′ ¹ ôi-

íiòíèì, òîáòî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (6.5). Âèçíà÷èìî â Eξ îïåðàòîð 11Λ ÿê îïåðàòîð

ìíîæåííÿ íà õàðàêòåðèñòè÷íèé ôóíêöiîíàë

χΛ(s) =

{
1, êîëè s j Λ,

0, êîëè s " Λ,
(7.2)

i ââåäåìî îïåðàòîð

KΛ = 11ΛK11Λ (7.3)

òà âåêòîð

ρΛ0 = 11Λρ0. (7.4)

Òîäi, òàê ñàìî, ÿê i ó âèïàäêó íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè ðiâíÿííÿ (5.22), (5.23)ìîæíà

ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi îäíîãî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ ó ïðîñòîði Eξ:
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ρΛ = zKΛρ
Λ + ρΛ0 . (7.5)

Î÷åâèäíî, ùî ρΛ0 ∈ Eξ0 i z∥KΛ∥ξ0 = m0 < 1 ïðè òèõ ñàìèõ çíà÷åííÿõ z, β, à,

îòæå ρΛ ∈ Eξ0 . Òîäi òàê ñàìî ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó

ρΛ = (11Λ − zKΛ)
−1 ρΛ0 =

∞∑
n=0

znKn
Λρ

Λ
0 . (7.6)

Îòæå òðåáà äîâåñòè iñíóâàííÿ ãðàíèöi (7.1) äëÿ êîæíîãî s ∈ C0, òîáòî â ñåíñi

ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi. Äëÿ êîæíî¨ êîíôiãóðàöi¨ s ∈ CΛ âèáåðåìî Λ òàêèì ÷èíîì,

ùîá

nR < d(s,Λc) ≤ (n+ 1)R (7.7)

äëÿ äåÿêîãî n ≥ 0, (Λc = Zd \ Λ), äå R ðàäióñ âçà¹ìîäi¨, à

d(s,Λc) := min
k∈s,j∈Λc

|k − j|. (7.8)

Òîäi (
Kp

Λρ
Λ
0

)
(s) = (Kpρ0) (s) (7.9)

äëÿ âñiõ 0 ≤ p ≤ n.

Ùîá äîâåñòè öå òâåðäæåííÿ, çàïèøåìî äiþ îïåðàòîðiâ KΛ i K íà ôóíêöi¨

f1, f2 òàêi, ùî f1(s) = f2(s) ïðè s j Λ ç d(s,Λc) ≥ pR i f1(∅) = f2(∅) = 1:

(KΛf1) (s) := e−βW (k0;s′)× (7.10)

×

f1(s′) + ∑
∅≠tj(R(k0)\s′)∩Λ

∏
k′∈t

(
e−βVk0k′ − 1

)
f1(s

′ ∪ t)

 , |s| ≥ 2,

(Kf2) (s) := e−βW (k0;s′)× (7.11)

×

f2(s′) + ∑
∅≠tj(R(k0)\s′)

∏
k′∈t

(
e−βVk0k′ − 1

)
f2(s

′ ∪ t)

 , |s| ≥ 2,

äå

R(k0) := {k′ ∈ Zd | |k0 − k′| ≤ R}. (7.12)

Öå îçíà÷à¹, ùî

e−βVk0k′ − 1 = 0, ÿêùî |k0 − k′| > R. (7.13)

Òîäi ðiâíiñòü (7.10) áóäå âèïëèâàòè ç íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.
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Òâåðäæåííÿ 7.1. ßêùî f1(s) = f2(s) äëÿ âñiõ s j Λ, òàêèõ, ùî d(s,Λc) ≥
pR, òîäi

(KΛf1) (s) = (Kf2) (s) (7.14)

äëÿ âñiõ s j Λ, äëÿ ÿêèõ d(s,Λc) ≥ (p+ 1)R.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ÿêùî s j Λ òî i s′ j Λ, à, îòæå, ïåðøi äîäàíêè â (7.11) i

(7.12) çáiãàþòüñÿ, áî f1(s′) = f2(s
′). Ó äðóãèõ äîäàíêàõ t j R(k0), áî iíàêøå âîíè

ðiâíi íóëþ âíàñëiäîê (7.13). Àëå òîäi iç íåðiâíîñòi d(s,Λc) ≥ (p+ 1)R âèïëèâà¹,

ùî d(s′ ∪ t,Λc) ≥ pR, ùî â ñâîþ ÷åðãó çàáåçïå÷ó¹ ðiâíiñòü f1(s′ ∪ t) = f2(s
′ ∪ t),

à îòæå i (7.14). Òàêèì ÷èíîì, ç òâåðäæåííÿ 7.1 âèïëèâà¹, ùî ç ðiâíîñòi ρΛ0 (s) =

ρ0(s) äëÿ áóäü ÿêîãî s j Λ ñëiäó¹, ùî(
KΛρ

Λ
0

)
(s) = (Kρ0) (s) (7.15)

äëÿ êîæíîãî s j Λ, òàêîãî, ùî d(s,Λc) ≥ R. Àíàëîãi÷íî ç ðiâíîñòi (7.15) âèïëè-

âà¹, ùî (
K2

Λρ
Λ
0

)
(s) =

(
K2ρ0

)
(s) (7.16)

äëÿ êîæíîãî s j Λ, òàêîãî, ùî d(s,Λc) ≥ 2R. Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, ïðèõî-

äèìî äî ðiâíîñòi (7.10) äëÿ âñiõ p ≤ n ïðè óìîâi, ùî d(s,Λc) ≥ nR.

Òàêèì ÷èíîì ç ðiâíîñòi (7.10) âèïëèâà¹, ùî ÿêùî nR < d(s,Λc) ≤ (n+1)R,

òîäi

ρ(s)− ρΛ(s) =
∞∑

l=n+1

zl
(
K lρ0

)
(s)−

∞∑
l=n+1

zl
(
K l

Λρ
Λ
0

)
(s). (7.17)

Òåïåð ç îöiíîê íîðì îïåðàòîðiâ K i KΛ (äèâ. (6.21)) âèïëèâàþòü íàñòóïíi îöií-

êè:

|
(
K lρ0

)
(s)| ≤ k0(β)

l∥ρ0∥ξ0ξ
|s|
0 , (7.18)

|
(
K l

Λρ
Λ
0

)
(s)| ≤ k0(β)

l∥ρΛ0 ∥ξ0ξ
|s|
0 . (7.19)

Äîìíîæèâøè öi íåðiâíîñòi íà zl i ïiäñóìóâàâøè çà l âiä n+1 äî íåñêií÷åííîñòi,

îòðèìà¹ìî íåðiâíîñòi:

|
∞∑

l=n+1

zl
(
K lρ0

)
(s)| ≤ Cmn+1

0 ξ
|s|
0 , (7.20)

|
∞∑

l=n+1

zl
(
K l

Λρ
Λ
0

)
(s)| ≤ Cmn+1

0 ξ
|s|
0 , (7.21)

äå êîíñòàíòà C = (1 −m0)
−1 ç m0 âèçíà÷åíèì â (6.22). Îñòàòî÷íî äëÿ ðiçíèöi

(7.17) îòðèìó¹ìî îöiíêó

|ρ(s)− ρΛ(s)| ≤ 2Cmn+1
0 ξ

|s|
0 , (7.22)
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àáî âíàñëiäîê òîãî, ùî çà óìîâîþ

n+ 1 ≥ d(s,Λc)

R
, (7.23)

i m0 < 1, îñòàòî÷íî ìà¹ìî:

|ρ(s)− ρΛ(s)| ≤ 2Cm
d(s,Λc)

R
0 ξ

|s|
0 . (7.24)

Îòæå ïðè Λ ↗ Zd

ρ(s) = lim
Λ↗Zd

ρΛ(s) äëÿ áóäü ÿêîãîs ∈ C0. (7.25)

Öå îñòàòî÷íî âñòàíîâëþ¹ iñíóâàííÿ i âèãëÿä ãðàíè÷íèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié

i âiäïîâiäíî¨ ìiðè Ãiááñà ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ õiìi÷íî¨ àêòèâíîñòi z.
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Ãiááñîâi ðîçïîäiëè ç íåïîðîæíiìè ãðàíè÷íèìè

óìîâàìè.

8.1. Óìîâíèé ðîçïîäië Ãiááñà äëÿ ñêií÷åííî¨ ñèñòåìè.
Ó ïîïåðåäíiõ ëåêöiÿõ ìè ðîçãëÿäàëè ñêií÷åííó ñèñòåìó ãðàò÷àñòîãî ãàçó

â îáìåæåíié îáëàñòi Λ b Zd, ââàæàþ÷è, ùî â îáëàñòi Λc = Zd \ Λ âiäñóòíi

÷àñòèíêè, òîáòî êîíôiãóðàöiÿ CΛc = ∅. Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñêií÷åííó ñèñòåìó â

Λ, ÿêà ìîæå âçà¹ìîäiÿòè ç äåÿêîþ ôiêñîâàíîþ êîíôiãóðàöi¹þ c̄ ∈ CΛc . Åíåðãiÿ

òàêî¨ êîíôiãóðàöi¨ äîðiâíþ¹

EΛ(c | c̄) = EΛ(c) + WΛ(c; c̄), (8.1)

äå

WΛ(c; c̄) =
∑
k∈c,
k′∈c̄

Vkk′ . (8.2)

Ó âèïàäêó ôiíiòíîãî ïîòåíöiàëó, ÿêèé ìè ðîçãëÿäà¹ìî

k′ ∈ CR := {k′ ∈ c̄ | d(k′,Λ) ≤ R} . (8.3)

Îçíà÷åííÿ 8.1. Ðîçïîäië Ãiááñà, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëàìè

µΛ(c | c̄) =
z|c|

ZΛ(c̄)
e−βEΛ(c|c̄), c ∈ CΛ, (8.4)

ZΛ(c̄) =
∑
c∈CΛ

z|c|e−βEΛ(c|c̄) (8.5)

íàçèâàþòü óìîâíèì ðîçïîäiëîì Ãiááñà â îá'¹ìi Λ ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè c̄.
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8.2. Ãðàíè÷íi ðîçïîäiëè Ãiááñà äëÿ íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè.
Îçíà÷åííÿ 8.2. Ðîçïîäië Ãiááñà µ íàçèâàþòü ÷èñòèì ãðàíè÷íèì ðîçïîäi-

ëîì, ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ñêií÷åííèõ ìíîæèí

Λ1 ⊂ Λ2 ⊂ · · · ⊂ Λn ⊂ · · · , ∪
n≥1

Λn = Zd (8.6)

i ïîñëiäîâíiñòü ãðàíè÷íèõ êîíôiãóðàöié {c̄n}, òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ëîêàëüíî

îáìåæåíî¨ BB(C)-âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ FB iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
Λ↗Zd

< FB >µΛ= lim
Λ↗Zd

∑
c∈CΛ

FB(c)µ
Λ(c) =< FB >µ=

∫
C

FB(c)dµ(c | c̄). (8.7)

Îçíà÷åííÿ 8.3. Ðîçïîäië Ãiááñà µ íàçèâàþòü ãðàíè÷íèì ðîçïîäiëîì, ÿêùî âií

¹ àáî âèïóêëîþ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ÷èñòèõ ãiááñîâèõ ðîçïîäiëiâ µk, òîáòî

µ =
N∑
k=1

αkµk, αk > 0,
N∑
k=1

αk = 1. (8.8)

àáî ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ òàêî¨ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ðîçïîäiëiâ µΛn
k .

Îçíà÷åííÿ 8.3. Ðîçïîäië µ íàçèâàþòü ãðàíè÷íèì ðîçïîäiëîì Ãiááñà ó ñåíñi

ÄËÐ, ÿêùî éîãî óìîâíi ðîçïîäiëè âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (8.4), (8.5). Äëÿ

ñèñòåìè ãðàò÷àñòîãî ãàçó öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî Λ ∈ Bc(Zd) i äîâiëüíî¨
êîíôiãóðàöi¨ c̄ ∈ CΛc iìîâiðíiñòü êîíôiãóðàöi¨ c ∈ C , ÿêà â Λc çáiãà¹òüñÿ ç c̄

äîðiâíþ¹

Pr ({c ∩ Λ = cΛ | c ∪ Λc = c̄})µΛ(c | c̄) =
z|c|

ZΛ(c̄)
e−βEΛ(c|c̄), c ∈ CΛ. (8.9)

8.3. �äèíiñòü ðîçïîäiëó Ãiááñà äëÿ íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè ãðàò÷à-
ñòîãî ãàçó.

Âèçíà÷èìî ó ïëîùèíi R+ ⊗ R+ îáëàñòü ïàðàìåòðiâ (β, z):

Γ =

{
(β, z) ⊂ R+ ⊗ R+ | |z| < e−βD−1

C(β)

}
. (8.10)

Òåîðåìà 8.1. Íåõàé ïîòåíöiàë Vkk′ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó∑
k:k ̸=k0

Vkk0 ≥ −D, D ≥ 0 (8.11)

i ¹ ôiíiòíèì (äèâ. (6.5)). Òîäi ïðè (β, z) ∈ Γ iñíó¹ òiëüêè îäèí ãðàíè÷íèé

ðîçïîäië Ãiááñà.



Ëåêöiÿ 8. 49

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 8.1. Âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü çðîñòàþ÷èõ îá'¹ìiâ Λn çãi-

äíî (8.6) i äëÿ äîâiëüíî¨ c̄ ∈ C ïîñëiäîâíiñòü c̄n = c̄ ∩ Λcn, Λ
c
n = Zd \ Λn. Ïîñëi-

äîâíiñòü êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ, ùî âiäïîâiäà¹ ñèñòåìàì ãðàò÷àñòîãî ãàçó

â îá'¹ìàõ Λn ç ãðàíè÷íèìè êîíôiãóðàöiÿìè c̄n ìà¹ âèãëÿä:

ρΛn(s | c̄n) ≡ ρΛn
β,z(s | c̄n) =

1

ZΛ(c̄)

∑
cjΛn\s

z|s∪c|e−βEΛn (s∪c|c̄n). (8.12)

Íàãàäà¹ìî, ùî

EΛn(s ∪ c | c̄n) = EΛn(s ∪ c) + WΛn(s ∪ c; c̄n) (8.13)

Ïîâòîðèâøè óñi âèêëàäêè ëåêöi¨ 5, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ:

ρΛn({k0} | c̄n) = ze−βWΛn (k0;c̄n)

1 +
∑

∅̸=tjΛn

∏
k′∈t

(
e−βVk0k′ − 1

)
ρΛn(t | c̄n)

 . (8.14)
ρΛn(s | c̄n) = ze−βWΛn (k0;s

′∪c̄n)× (8.15)

×

ρΛn(s′) +
∑

∅̸=tjΛn\s′

∏
k′∈t

(
e−βVk0k′ − 1

)
ρΛn(s′ ∪ t | c̄n)

 , |s| ≥ 2.

Íàãàäà¹ìî, ùî s′ = s \ {k0}. ßêùî âèçíà÷èòè òàêèì ñàìèì ÷èíîì ó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði Eξ îïåðàòîð K c̄
Λ, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ïðàâèìè ÷àñòèíàìè ðiâíÿíü (8.12)

i (8.13), òîäi ðîçâ'ÿçîê çàïèøåòüñÿ òàê ñàìî, ÿê i ðiâíÿíü (5.22), (5.23), òîáòî ó

âèãëÿäi (7.6):

ρΛn(· | c̄n) =
∞∑
m=0

zm
(
K c̄n

Λn

)m
ρΛn
0 . (8.16)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ÿêùî âèáðàòè Λn äëÿ äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨ êîíôiãóðàöi¨ s ∈ C0

äîñòàòíüî âåëèêèì, òîäi âíàñëiäîê ñêií÷åííîãî ðàäióñó âçà¹ìîäi¨

WΛn(k0; c̄n) = 0, à WΛn(k0; s
′ ∪ c̄n) = WΛn(k0; s

′). (8.17)

Öå îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîð K c̄n
Λn

= KΛn , à, îòæå, îöiíêà (7.24), ÿêà áóëà îòðèìà-

íà â ïîïåðåäíié ëåêöi¨ ìîæå áóòè çàïèñàíà äëÿ îöiíêè ðiçíèöi ìiæ ãðàíè÷íîþ

êîðåëÿöiéíîþ ôóíêöi¹þ i ôóíêöi¹þ ρΛn(s | c̄n)

|ρ(s)− ρΛn(s | c̄n)| ≤ 2Cm
d(s,Λc

n)

R
0 ξ

|s|
0 . (8.18)

Öå îçíà÷à¹, ùî ãðàíè÷íi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨, à, îòæå, i ãðàíè÷íà ìiðà Ãiááñà

íå áóäå çàëåæàòè âiä âèáîðó ãðàíè÷íèõ óìîâ, òîáòî áóäå ¹äèíîþ. �
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8.3. Âëàñòèâîñòi ãiááñîâèõ ìið äëÿ íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè ãðàò÷àñòî-
ãî ãàçó.

8.3.1. Âëàñòèâiñòü ïåðåìiøóâàííÿ.

Ôiçè÷íî öÿ âëàñòèâiñòü îçíà÷à¹, ùî ó âåëèêèõ ñèñòåìàõ ïðè òåìïåðàòóðàõ

âèùèõ çà äåÿêó êðèòè÷íó òåìïåðàòóðó (β < βc) ïîâåäiíêà äàëåêèõ (çà âiäñòàí-

íþ) ïiäñèñòåì ¹ ñòàòèñòè÷íî íåçàëåæíîþ. Ìàòåìàòè÷íî öþ âëàñòèâiñòü ìîæíà

çàïèñàòè íåðiâíiñòþ íà êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨.

Ëåìà 8.1 Íåõàé ρ(s; β, z) êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ãiááñîâñüêîãî ðîçïîäiëó µ íà

ïðîñòîði êîíôiãóðàöié C i íåõàé s1, s2 ∈ C0 äâi ïiäêîíôiãóðàöi¨, ùî íå ïåðåòè-

íàþòüñÿ. Òîäi iñíó¹ òàêå β0 (àáî z0 = z0(β)), ùî äëÿ âñiõ β < β0 :

|ρ(s1 ∪ s2)− ρ(s1)ρ(s2)| ≤ 2Cm
d(s1,s2)
0 ξ|s1|+|s2|, (8.19)

äå m0 < 1 (äèâ. (6.21), (6.22)), à êîíñòàíòè C, ξ çàëåæàòü âiä β, z.

Iäåÿ äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî îá'¹ì Λ b Zd òàêèé, ùî s1∪s2 ∈ CΛ, i s1∩s2 = ∅.
Íåõàé µΛ ãiááñîâèé ðîçïîäië íà CΛ. Ðîçãëÿíåìî óìîâíó iìîâiðíiñòü òîãî, ùî

äåÿêà êîíôiãóðàöiÿ c ∈ CΛ ìiñòèòü ó ñîái s1:

µΛ(c | s1 j c) =
µΛ(c)∑

c′:s1jc′ µ
Λ(c′)

=
µΛ(c)

ρΛ(s1)
. (8.20)

Òîäi çà îçíà÷åííÿì êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié (5.3), (5.4) âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ:

ρΛ(s | s1) =
ρΛ(s)

ρΛ(s1)
, (8.21)

äå ρΛ(s | s1)� êîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ óìîâíî¨ ãiááñîâî¨ ìiðè µΛ(· | s1). Ïîêëàäåìî
ó ôîðìóëi (8.21) s = s1 ∪ s2 i âðàõó¹ìî, ùî ç îçíà÷åííÿ êîðåëÿöiéíî¨ ôóíêöi¨

5.3), (5.4) âèïëèâà¹, ùî

ρΛ(s1 ∪ s2 | s1) = ρΛ(s2 | s1). (8.22)

Òîäi ìà¹ìî

ρΛ(s2 | s1) =
ρΛ(s2 ∪ s1)
ρΛ(s1)

. (8.23)

Îòæå

ρΛ(s2 ∪ s1) = ρΛ(s2 | s1)ρΛ(s1). (8.24)

Òîäi

|ρ(s1 ∪ s2)− ρ(s1)ρ(s2)| = |ρ(s1)||ρ(s2 | s1)− ρ(s2)|. (8.25)
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Îöiíêà ðiçíèöi |ρ(s2 | s1)−ρ(s2)| îá÷èñëþ¹òüñÿ òàê ñàìî ÿê i îöiíêà (8.16), òîáòî
ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè d(s1, s2) → ∞.

8.3.2. Âëàñòèâiñòü åðãîäè÷íîñòi.
Òåîðåìà Áiðêãîôà�Âiíåðà. ßêùî FB ¹ ëîêàëüíîþ ñïîñòåðåæóâàíîþ, òî

lim
Λ↗Zd

1

|Λ|
∑
x∈Λ

FB+x(c) = < FB >µ (8.26)

ìàéæå äëÿ âñiõ c ∈ C.Ìíîæèíà B + x öå çñóâ ìíîæèíè B íà âåêòîð x ó

ïðîñòîði Zd.



52 Ëåêöiÿ 9.



Ëåêöiÿ 9.

Ïðîñòîðè êîíôiãóðàöié íåïåðåðâíèõ ñèñòåì òà ¨õ

òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà. Ôóíêöi¨ íà ïðîñòîðàõ êîí-

ôiãóðàöié.

Íåõàé X öå äåÿêèé çâ'ÿçíèé ðiìàíiâ C∞ ìíîãîâèä, íà ÿêèé íàêëàäåìî íàñòóïíi

óìîâè:

1) iñíó¹ áîðåëiâñüêà σ-àëãåáðà B(X): ëiòåðîþ Bc(X) áóäåìî ïîçíà÷àòè óñi

âèìiðíi ìíîæèíè, ùî ìàþòü êîìïàêòíå çàìèêàííÿ; iñíó¹ âïîðÿäêîâàíà ïîñëi-

äîâíiñòü (Λn)n∈N:

Λn ⊂ Λn+1,
∪
n∈N

Λn = X

i äëÿ êîæíîãî Λ ∈ Bc(X) iñíó¹ n ∈ N òàêå, ùî Λ ⊂ Λn;

2) íà X çàäàíà íåâèðîäæåíà, íå àòîìàðíà ìiðà Ðàäîíà σ: òîáòî äëÿ áóäü ÿêî¨

âiäêðèòî¨ ìíîæèíè O ∈ B(X), σ(O) > 0, äëÿ áóäü ÿêîãî Λ ∈ Bc(X), σ(Λ) <∞
i σ({x}) = 0 äëÿ áóäü ÿêîãî x ∈ X.

Çàóâàæåííÿ 9.1. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè âèïàäîê íåêîìïàêòíîãî ìíîãîâèäó:

σ(X) = ∞. Ó âèïàäêó ñèñòåì êëàñè÷íîãî íåïåðåðâíîãî òî÷êîâîãî ãàçó X = Rd,

à σ, áóäå ìiðîþ Ëåáåãà â Rd.

9.1. Ïðîñòið íåñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié.
Ïðîñòið êîíôiãóðàöié íà ìíîãîâèäiX âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà óñiõ ëîêàëü-

íî ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí â X:

ΓX ≡ Γ := {γ ⊂ X| |γ ∩ Λ| <∞, äëÿ âñiõ Λ ∈ Bc(X)} , (9.1)

äå |A| := cardA, A ∈ Bc(X). Ñèìâîë | · | ìîæå òàêîæ îçíà÷àòè ìiðó Ëåáåãà íà

ìíîæèíi, àëå çíà÷åííÿ éîãî çàâæäè áóäå çðîçóìiëå ç êîíòåêñòó, êðiì òîãî

γ := {x1, ..., xn, ...} ≡ {xπ(1), ..., xπ(n), ...} (9.2)
53
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i xi ̸= xj, ÿêùî i ̸= j, à π ∈ PN.

Öå äîñèòü ïðèðîäíå âèçíà÷åííÿ ç òî÷êè çîðó çàñòîñóâàíü, îñêiëüêè â îáìå-

æåíîìó îá'¹ìi íå ìîæå çíàõîäèòèñÿ íåñêií÷åííå ÷èñëî îá'¹êòiâ (÷àñòèíîê). Ç

âèçíà÷åííÿ (2.1), (2.2) âèäíî, ùî Γ íå ¹ ëiíiéíîþ ìíîæèíîþ. Àëå Γ ìîæíà

çðîáèòè òîïîëîãi÷íèì íåëiíiéíèì ïðîñòîðîì; êîæíèé åëåìåíò γ ∈ Γ ìîæíà

îòîòîæíèòè ç íåâiä'¹ìíîþ ìiðîþ Ðàäîíà:

Γ ∋ γ 7→
∑
x∈γ

εx ∈ M+(X), (9.3)

äå εx�ìiðà Äiðàêà:

εx(f) = f(x), f ∈ C0(X), (9.4)

äå C0(X)�ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, àM+(X)�ïðîñòið

íåâiä'¹ìíèõ ìið Ðàäîíà íà B(X). Âiäïîâiäíà äèôåðåíöiàëüíà ìiðà ¹

γ(dσ) =
∑
x∈γ

εxdσ. (9.5)

Ïðîñòið Γ ìîæíà íàäiëèòè òîïîëîãi¹þ, ÿêà iíäóêîâàíà vague òîïîëîãi¹þ â

M+(X), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê íàéñëàáøà òîïîëîãiÿ, ïî âiäíîøåííÿ äî ÿêî¨ âiä-

îáðàæåííÿ

Γ ∋ γ 7→< γ, f > =

∫
X

f(x)γ(dσ) =
∑
x∈γ

f(x) (9.6)

¹ íåïåðåðâíèì äëÿ êîæíî¨ f ∈ C0(X). Ìîæíà íàâåñòè åêâiâàëåíòíèé ( ìîæå

áiëüø ïðîçîðèé) îïèñ öi¹¨ òîïîëîãi¨ íà ìîâi çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi êîíôiãóðà-

öié (γn)n∈N äî êîíôiãóðàöi¨ γ ∈ Γ.

Îçíà÷åííÿ 9.1. Ïîñëiäîâíiñòü γn çáiãà¹òüñÿ äî γ ∈ Γ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè äëÿ áóäü ÿêîãî Λ ∈ Bc(X), òàêî¨, ùî γ∩∂Λ = ∅ (∂Λ öå ìåæà Λ) ìà¹ ìiñöå

lim
n→∞

|γn ∩ Λ| = |γ ∩ Λ|. (9.7)

Ïåðåäáàçîþ â öié òîïîëîãi¨ ¹ ìíîæèíè âèãëÿäó:

{γ ∈ Γ | |γΛ| = n, γ∂Λ = ∅, Λ ∈ Bc(X), n ∈ N0}.

Ïîçíà÷èìî B(Γ) áîðåëiâñüêó σ-àëãåáðó, ùî âiäïîâiäà¹ öié òîïîëîãi¨. Öþ σ-

àëãåáðó ìîæíà òàêîæ âèçíà÷èòè ïî iíøîìó

Îçíà÷åííÿ 9.2. B(Γ) ¹ íàéìåíøà σ-àëãåáðà íà Γ, ïî âiäíîøåííþ äî ÿêî¨

óñi âiäîáðàæåííÿ

NΛ : Γ 7→ N0 ; γ 7→ |γ ∩ Λ| (9.8)
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¹ âèìiðíèìè äëÿ áóäü ÿêîãî Λ ∈ Bc(X).

Áóäåìî öå ïîçíà÷àòè ôîðìóëîþ:

B(Γ) := σ({NΛ | Λ ∈ Bc(X)}) (9.9)

9.2. Ïðîñòið êîíôiãóðàöié ΓY .

Íåõàé Y ∈ B(X). Âèçíà÷èìî ïðîñòið êîíôiãóðàöié

ΓY := {γ ∈ Γ | |γ ∩X \ Y | = 0} . (9.10)

Âiäïîâiäíà σ-àëãåáðà ¹

B(ΓY ) := σ({NΛ � ΓY | Λ ∈ Bc(X)}). (9.11)

Öÿ σ-àëãåáðà ¹ içîìîðôíîþ äî

BY (Γ) := σ({NΛ | Λ ∈ Bc(X), Λ ⊂ Y }). (9.12)

Äëÿ Λ ∈ Bc(X)

ΓΛ := {γ ∈ Γ | |γ ∩X \ Λ| = 0} (9.13)

áóäå ïðîñòîðîì êîíôiãóðàöié â îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ. Ç âèçíà÷åííÿ (2.1) âèïëè-

âà¹, ùî óñi êîíôiãóðàöi¨ ó ïðîñòîði ΓΛ ¹ ñêií÷åííèìè. Ùîá çðîçóìiòè içîìîðôiçì

σ-àëãåáð B(ΓΛ) i BΛ(Γ) âèçíà÷èìî ïðîåêòîð

pΛ : Γ 7→ ΓΛ ; γ 7→ γ ∩ Λ := γΛ. (9.14)

Îòæå, êîæíîìó γΛ ∈ B(ΓΛ) ñïiâñòàâëÿ¹òüñÿ öiëèé êëàñ γ̃ := {γ ∈ Γ | γ∩Λ = γΛ}.

9.3. Ïðîñòið ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié Γ0.

Âèçíà÷èìî ñïî÷àòêó ïðîñòið êîíôiãóðàöié ç ôiêñîâàíèì ÷èñëîì òî÷îê:

Γ
(n)
Y := {γ ∈ ΓY | |γ| = n, n ∈ N} , Γ(0)

Y := ∅. (9.15)

Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè äâà âèïàäêè: êîëè Y ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ Y = X, òîáòî

çáiãà¹òüñÿ ç óñiì ìíîãîâèäîì X, àáî æ Y = Λ ∈ Bc(X). Òåïåð ïðîñòið óñiõ

ìîæëèâèõ ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié â X âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

Γ0 :=
∞⨿
n=0

Γ
(n)
X . (9.16)
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Çðîçóìiëî, ùî Γ0 ¹ ïiäìíîæèíîþ Γ, àëå ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè éîãî ÿê ñàìî-

ñòiéíèé ïðîñòið i ââåäåìî â íüîìó òîïîëîãiþ iíøèì ÷èíîì. Âèçíà÷èìî äëÿ áóäü

ÿêî¨ ìíîæèíè Y ∈ B(X) ìíîæèíó

Ỹ (n) := {(x1, ..., xn) ∈ Y n | xi ∈ Y, xi ̸= j, äëÿ i ̸= j} , (9.17)

òîáòî ç äåêàðòîâîãî äîáóòêó Y n âèëó÷èì óñi äiàãîíàëi. Òîïîëîãi÷íó ñòðóêòóðó

ó ïðîñòîði Γ(n)
Y âèçíà÷èìî çà äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ

symn
Y : Ỹ (n) 7→ Γ

(n)
Y ; (x1, ..., xn) 7→ {x1, ..., xn}. (9.18)

Òàêå âiäîáðàæåííÿ çàäà¹ içîìîðôiçì ìiæ ôàêòîð ìíîæèíîþ Ỹ (n)/Pn i Γ
(n)
Y . Çðî-

çóìiëî, ùî áóäü ÿêà ìíîæèíà U ⊂ Γ
(n)
Y ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

(symn
Y )

−1U ¹ âiäêðèòîþ â Ỹ (n).

Çàóâàæåííÿ 9.2. Ç íàâåäåíèõ âèùå ïîáóäîâ âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü ÿêîãî

Λ ∈ Bc(X) ïðîñòîðè Γ0;Λ i ΓΛ çáiãàþòüñÿ ÿê ìíîæèíè, àëå ¹ ðiçíèìè òîïîëî-

ãi÷íèìè ïðîñòîðàìè.

Îáìåæåíi ìíîæèíè â Γ0. Ìíîæèíà A ∈ B(Γ0) íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ,

ÿêùî iñíó¹ Λ ∈ B(X) i N ∈ N0 òàêå, ùî

A ⊂
N⨿
n=0

Γ
(n)
Λ

. Êëàñ B(Γ0)-âèìiðíèõ îáìåæåíèõ ìíîæèí áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç Bb(Γ0).

9.4. Ôóíêöi¨ íà Γ0 i Γ.
Ðiçíi ïðîñòîðè ôóíêöié, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç ïðîñòîðàìè êîíôiãóðàöié Γ0 i Γ ìè

âèçíà÷èìî ïiçíiøå, êîëè ââåäåìî ìiðè íà öèõ ïðîñòîðàõ. Çàðàç ìè íàâåäåìî

äåÿêi ïðèêëàäè ôóíêöié òà äåÿêi çàãàëüíi êëàñè ôóíêöié. Âàæëèâîþ ôóíêöi¹þ

íà ïðîñòîði Γ0 ¹ òàê çâàíà Ëåáåã-Ïóàññîíiâñüêà åêñïîíåíòà:

eλ(f, η) =
∏
x∈η

f(x), η ∈ Γ0, f ∈ C(X). (9.19)

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ G íà Γ0 çàäà¹òüñÿ íåñêií÷åííîþ ïîñëiäîâíiñòþ

ôóíêöié iç çðîñòàþ÷èì ÷èñëîì çìiííèõ:

G = {Gn(x1, ..., xn)}n∈N0 , Gn = G � Γ(n)
0 , G0 = G(∅) = const . (9.20)

Íåõàé L0(Γ,B(Γ)) öå ïðîñòið óñiõ B(Γ)−âèìiðíèõ ôóíêöié. Íà ïðîñòîði íå-

ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié Γ âàæëèâèì êëàñîì ôóíêöié ¹ òàê çâàíi öèëiíäðè÷íi
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ôóíêöi¨:

FL0(Γ) =
∪

Λ∈Bc(X)

L0(Γ,BΛ(Γ)).

Îáëàñòü Λ íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ öèëiíäðè÷íîñòi. Ôóíêöiÿ F ∈ L0(Γ,BΛ(Γ)) òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè

F � ΓΛ ∈ L0(Γ,BΛ(Γ)) i F (γ) = F (γΛ).

Ïðèêëàäè. Íåõàé f ∈ C0(X) i supp f = Λ ∈ Bc(X). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî γ ∈ Γ

< f, γ > =

∫
X

f(X)γ(dσ) =

∫
Λ

f(X)γ(σ(dx)) =

=

∫
X

f(X)γ + Λ(σ(dx)) =< f, γΛ > . (9.21)

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîáóäóâàòè áiëüø çàãàëüíó ôóíêöiþ. Íåõàé f1, ..., fn ∈ C0(X)

i supp fi ⊂ Λ ∈ Bc(X) i Fn ∈ C(Rn). Òîäi

F (γ) = Fn(< f1, γ >,< f2, γ >, ..., < fn, γ >) ∈ FL0(Γ). (9.22)

Ïóàññîíiâñüêà åêñïîíåíòà:

eπ(f, γ) = e<γ,ln(1+f)>−<f>σ , γ ∈ Γ, f ∈ C0(X), (9.23)

< f >σ:=

∫
X

f(x)σ(dx) (9.24)

Ôîêiâñüêà åêñïîíåíòà:

eF (f) =

(
f⊗n
√
n!

)
n∈N0

=

(
1, f(x1), ...,

1√
n!

n∏
i=1

f(xi), ...

)
. (9.25)
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Ìiðè íà ïðîñòîðàõ êîíôiãóðàöié íåïåðåðâíèõ ñè-

ñòåì:ìiðà Ïóàññîíà.

10.1. Ìiðà Ëåáåãà-Ïóàññîíà íà Γ0 i ΓΛ.
Íåõàé íà X çàäàíà íåâèðîäæåíà, íå àòîìàðíà ìiðà Ðàäîíà σ: òîáòî äëÿ

áóäü ÿêî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè O ∈ B(X), σ(O) > 0, äëÿ áóäü ÿêîãî Λ ∈
Bc(X), σ(Λ) <∞ i σ({x}) = 0 äëÿ áóäü ÿêîãî x ∈ X.

Òîäi äëÿ áóäü ÿêîãî n ∈ N âèçíà÷èìî ìiðó σ⊗n íà (Xn,B(Xn)). Âíàñëiäîê ¨¨

íåàòîìàðíîñòi, äëÿ áóäü ÿêî¨ ìíîæèíè Y ∈ B(X)

σ⊗n(Y n \ Ỹ (n)) = 0, (10.1)

äå Ỹ (n) âèçíà÷åíà â Ëåêöi¨ 9 ôîðìóëîþ (9.17).

Âèçíà÷èìî ìiðó σ(n)
Y íà B(Γ

(n)
Y ) çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

σ
(n)
Y := σ⊗n

Y ◦ (symn
Y )

−1, σY := σ � Y, (10.2)

äå ïðàâà ÷àñòèíà îçíà÷à¹ îáðàç ìiðè σ⊗n âiäíîñíî âiäîáðàæåííÿ (9.18).

Îçíà÷åííÿ 10.1 Ìiðîþ Ëåáåãà-Ïóàññîíà, ùî ïîðîäæåíà ìiðîþ iíòåíñèâ-

íîñòi σ íàçèâàþòü ñiãìà-ñêií÷åííó ìiðó íà (Γ0,B(Γ0)), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íå-

ñêií÷åííèì ðÿäîì:

λσ :=
∞∑
n=0

1

n!
σ
(n)
X ≡

∞∑
n=0

1

n!
σ(n), σ(0)(∅) := 1. (10.3)

Äëÿ Λ ∈ Bc(X) âèçíà÷èìî îáìåæåííÿ λσ íà (ΓΛ,B(ΓΛ)) ôîðìóëîþ

λΛσ := λσ � ΓΛ :=
∞∑
n=0

1

n!
σ
(n)
Λ . (10.4)

Ç âèçíà÷åííÿ (10.4) ëåãêî ïîðàõóâàòè, ùî

λΛσ (ΓΛ) = eσ(Λ). (10.5)
59
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ÄëÿB(Γ0)-âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ F iíòåãðàë çà ìiðîþ λσ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ∫
Γ0

F (γ)λσ(dγ) =
∞∑
n=0

1

n!

∫
X

· · ·
∫
X

F ({x}n1 )σ(dx1) · · ·σ(dxn) =

=
∞∑
n=0

1

n!

∫
X

· · ·
∫
X

Fn(x1, ..., xn)σ(dx1) · · ·σ(dxn),

{x}n1 := {x1, ..., xn}. (10.6)

10.2. Ìiðà Ïóàññîíà íà Γ.
10.2.1. Âèçíà÷åííÿ ìiðè Ïóàññîíà íà Γ. Çà äîïîìîãîþ ìiðè λΛσ âèçíà-

÷èìî éìîâiðíîñíó ìiðó íà (ΓΛ,B(ΓΛ)) ôîðìóëîþ

πΛ
σ := e−σ(Λ)λΛσ . (10.7)

Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ

Ïðîïîçèöiÿ 10.1 Ñiìåéñòâî ìið {πΛ
σ : Λ ∈ Bc(X)} ¹ ïîïàðíî óçãîäæåíèì,

òîáòî äëÿ áóäü ÿêèõ Λ1 j Λ2

πΛ2
σ � ΓΛ1 = πΛ1

σ . (10.8)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ öèëiíäðè÷íî¨

ôóíêöi¨ FΛ1(γ), γ ∈ ΓΛ2 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà∫
ΓΛ2

F (γ ∩ Λ1)π
Λ2
σ (dγ) =

∫
ΓΛ1

F (γ ∩ Λ1)π
Λ1
σ (dγ). (10.9)

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ îçíà÷åííÿì (10.7) i ôîðìóëîþ (10.6)i ðîçïèøåìî ëiâó ÷àñòèíó

ôîðìóëè (10.9).∫
ΓΛ2

F (γ ∩ Λ1)π
Λ2
σ (dγ) =

= e−σ(Λ2)

∞∑
n=0

1

n!

(∫
Λ2

σ(dx)

)n
F ({x}n1 ∩ Λ1) =

= e−σ(Λ2)

∞∑
n=0

1

n!

(∫
Λ1

σ(dx) +

∫
Λ2\Λ1

σ(dx)

)n
F ({x}n1 ∩ Λ1) =

= e−σ(Λ2)

∞∑
n=0

n∑
k=0

1

k!(n− k)!

(∫
Λ1

σ(dx)

)k (∫
Λ2\Λ1

σ(dx)

)n−k
F ({x}n1 ∩ Λ1) =

= e−σ(Λ2)eσ(Λ2\Λ1)

∞∑
k=0

1

k!

(∫
Λ1

σ(dx)

)k
F ({x}k1) =

=

∫
ΓΛ1

F (γ ∩ Λ1)π
Λ1
σ (dγ).
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Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó ìè âèêîðèñòàëè äåùî íåñòàíäàðòíå ïîçíà÷åííÿ äëÿ êðà-

òíèõ iíòåãðàëiâ. �
Çà òåîðåìîþ Êîëìîãîðîâà (äèâ., íàïðèêëàä, K.R. Parthasarathy "Prbability

Measures on Metric Spaces". Probability and Mathematical Statistics. Academic

Press, New York and London, 1967) ñiì'ÿ {πΛ
σ : Λ ∈ Bc(X)} ¹äèíèì ÷èíîì âèçíà-

÷à¹ ìiðó πσ íà (Γ,B(Γ)) òàêèì ÷èíîì, ùî

∀Λ ∈ Bc(X), πΛ
σ = πσ ◦ (pΛ)−1. (10.10)

10.1.2. Ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ìiðè Ïóàññîíà. Íåõàé ôóíêöiÿ f ∈
C0(X) ¹ òàêîþ, ùî iñíó¹ Λ òàêå, ùî supp f ⊂ Λ ∈ Bc(X). Òîäi

∀γ ∈ Γ, < γ, f > = < pΛγ, f > . (10.11)

Çà îçíà÷åííÿì ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ìiðè πσ âèçíà÷à¹òüñÿ iíòåãðàëîì:

lπσ(f) : =

∫
Γ

e<γ,f>πσ(dγ) =

∫
Γ

e<pΛγ,f>πσ(dγ) =

∫
ΓΛ

e<γ,f>πΛ
σ (dγ) =

= e−σ(Λ)
∞∑
n=0

1

n!

∫
Λn

e
∑n

k=1 f(xk)σ(dx1) · · ·σ(dxn) =

= e−σ(Λ)e
∫
Λ e

f(x)σ(dx) = e
∫
X(ef(x)−1)σ(dx) (10.12)

10.3. Âëàñòèâîñòi ìið Ïóàññîíà i Ëåáåãà-Ïóàññîíà.
10.3.1. Íåñêií÷åííî-ïîäiëüíiñòü ìið.
Ëåìà 10.1. Íåõàé X1 ∈ B(X) i X2 ∈ B(X) ¹ òàêèìè, ùî X1 ∩ X2 = ∅ i

X1 ∪X2 = X, à ôóíêöi¨ Fi, (i = 1, 2) ¹ BXi
(Γ0)-âèìiðíi. Òîäi∫

Γ0

F1(γ)F2(γ)λσ(dγ) =

∫
Γ0,X1

F1(γ)λ
X1
σ (dγ)

∫
Γ0,X2

F2(γ)λ
X2
σ (dγ). (10.13)

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì 10.1 (äèâ. ô-ëó (10.6)∫
Γ0

F1(γ)F2(γ)λσ(dγ) =

=
∞∑
n=0

1

n!

(∫
X

σ(dx)

)n
F1({x}n1 ∩X1)F2({x}n1 ∩X2) =

=
∞∑
n=0

1

n!

(∫
X1

σ(dx) +

∫
X2

σ(dx)

)n
F1({x}n1 ∩X1)F2({x}n1 ∩X2) =

=
∞∑
n=0

n∑
k=0

1

k!(n− k)!

(∫
X1

σ(dx)

)k (∫
X2

σ(dx′)

)n−k
F1({x}k1)F2({x′}n−k1 ) =

=

∫
Γ0,X1

F1(γ)λ
X1
σ (dγ)

∫
Γ0,X2

F2(γ)λ
X2
σ (dγ).
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�
Ëåìà 10.2. Íåõàé X1 ∈ B(X) i X2 ∈ B(X) ¹ òàêèìè, ùî X1 ∩ X2 = ∅ i

X1 ∪X2 = X, à ôóíêöi¨ Fi, (i = 1, 2) ¹ BXi
(Γ)-âèìiðíi. Òîäi∫

Γ

F1(γ)F2(γ)πσ(dγ) =

∫
ΓX1

F1(γ)π
X1
σ (dγ)

∫
ΓX2

F2(γ)π
X2
σ (dγ). (10.14)

Äîâåäåííÿ. Ïðèéìåìî, ïîêè ùî, íà âiðó, ùî ëiíiéíà îáîëîíêà ìíîæèíè åêñ-

ïîíåíöiàëüíèõ âåêòîðiâ {e<γ,f> | f ∈ C0(X)} ¹ âñþäè ùiëüíîþ â L2(Γ, πσ). Òîìó

íàì áóäå äîñòàòíüî äîâåñòè ëåìó äëÿ ôóíêöié

Fi(γ) = e<γ,fi>, i = 1, 2, supp fi j Xi, fi ∈ C0(X). (10.15)

Òîäi ∫
Γ

F1(γ)F2(γ)πσ(dγ) =

∫
ΓX

e<γ,f1>e<γ,f2>πσ(dγ) =

=

∫
ΓX

e<γ,(f1+f2)>πσ(dγ) = e
∫
X(ef1(x)+f2(x)−1)σ(dx) =

= e
∫
X1

(ef1(x)+f2(x)−1)σ(dx)+
∫
X2

(ef1(x)+f2(x)−1)σ(dx)
=

=

∫
ΓX1

e<γ,f1>πσ(dγ)

∫
ΓX2

e<γ,f2>πσ(dγ) =

=

∫
ΓX1

F1(γ)π
X1
σ (dγ)

∫
ΓX2

F2(γ)π
X2
σ (dγ).

�

10.3.2. Ôîðìóëà Ìåêêå.
Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîçèòèâíî¨ B(X)⊗B(Γ)-âèìiðíî¨ ôóíêöi¨H ñïðàâåäëèâà ôîð-

ìóëà: ∫
Γ

∑
x∈γ

H(x; γ)πσ(dγ) =

∫
Γ

∫
X

H(x; γ ∪ {x})σ(dx)πσ(dγ). (10.16)

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèìè ñàìèìè àðãóìåíòàìè, ùî i ïðè äîâåäåííi ïî-

ïåðåäíüî¨ ëåìè i âiçüìåìî ôóíêöiþ H ó âèãëÿäi:

H(x; γ) = h(x)e<γ,(αh+βg)>, α, β ∈ C, h, g ∈ C0(X). (10.17)

Òîäi ∫
Γ

∑
x∈γ

h(x)e<γ,(αh+βg)>πσ(dγ) =

∫
Γ

< γ, h > e<γ,(αh+βg)>πσ(dγ) =
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=
d

dα

∫
Γ

e<γ,(αh+βg)>πσ(dγ) =
d

dα
e
∫
X(eαh(x)+βg(x)−1)σ(dx) =∫

Γ

e<γ,(αh+βg)>πσ(dγ)

∫
X

h(x)eαh(x)+βg(x)σ(dx) =

=

∫
Γ

∫
X

h(x)e<γ∪{x},(αh+βg)>σ(dx)πσ(dγ).

10.3.3. Ìíîæèíè ìiðè íóëü.
Íåõàé∆ öå ðîçáèòòÿX íà d-êóáè, òàêi ùî äëÿ áóäü ÿêèõ∆,∆′ ∈ ∆, ∆∩∆′ =

∅ i
X =

⨿
∆∈∆

∆. (10.18)

Âèçíà÷èìî ìíîæèíó

O∆(N0) :=
{
γ ∈ Γ | ∀∆ ∈ ∆, |γ∆| ≤ N0, N0 ∈ N

}
. (10.19)

Ëåìà 10.3.

πσ(O∆(N0)) = 0. (10.20)

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî iíäèêàòîð ìíîæèíè O∆(N0):

11O∆(N0)(γ) =
∏
∆∈∆

11{γ∆:|γ∆|≤N0}(γ). (10.21)

Òîäi

πσ(O∆(N0)) =

∫
Γ

∏
∆∈∆

11{γ∆:|γ∆|≤N0}(γ)πσ(dγ) =

∏
∆∈∆

∫
Γ∆

11{γ∆:|γ∆|≤N0}(γ)π
∆
σ (dγ) =

∏
∆∈∆

e−σ(∆)

∫
Γ∆

11{γ∆:|γ∆|≤N0}(γ)λ
∆
σ (dγ) =

∏
∆∈∆

e−σ(∆)

(
1 + σ(∆) +

1

2!
σ(∆)2 + · · ·+ 1

N0!
σ(∆)N0

)
= 0.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü ñëiäó¹ ç òîãî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî êóáèêà ∆ ∈ ∆ ìíîæíèê ïiä

çíàêîì íåñêií÷åííîãî äîáóòêó ¹ ìåíøèì îäèíèöi.

�
Íàñëiäîê.

πσ(Γ0) = 0. (10.22)
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Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ âèçíà÷åííÿì (9.16) òà ñiãìà-àäèòèâíiñòþ ìiðè πσ.

Òîäi

πσ(Γ0) =
∞∑
n=0

πσ(Γ
(n)
X ) = 0. (10.23)
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Ìiðè Ãàóññà íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ.

11.1. Ìiðà Ãàóññà â Rn.
Ïî÷íåìî ç R1. Ãàóññîâà ìiðà â R1 âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëàìè:

µG(∆) = π−1/2

∫
∆

e−x
2

dx =

∫
∆

µG(dx), ∆ ∈ B(R1), (11.1)

àáî

µG(∆) = (2π)−1/2

∫
∆

e−
1
2
x2dx =

∫
∆

µG(dx), ∆ ∈ B(R1). (11.2)

Ìè áóäåìî ïðèòðèìóâàòèñü âèçíà÷åííÿ ôîðìóëîþ (11.2). Âiäïîâiäíó ìiðó â Rn

ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê ïðîäàêò-ìiðó n-îäíàêîâèõ êîïié:

µG1 (dx) = µG(dx1)× · · · × µG(dxn) = (2π)−n/2e−
1
2
x2dx,

x2 = x21 + · · ·+ x2n, dx = dx1 · · · dxn, xj ∈ R1, j = 1, ..., n.

Òàêà ìiðà ìà¹ íàçâó êàíîíi÷íî¨ ãàóññîâî¨ ìiðè. Çàãàëüíå âèçíà÷åííÿ ãàóññîâî¨

ìiðè â Rn ôîðìóëþ¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì.

Âèçíà÷åííÿ 11.1. Ãàóññîâîþ ìiðîþ â Rn ç êîðåëÿöiéíèì îïåðàòîðîì (ìà-

òðèöåþ) C (äîäàòíié îïåðàòîð â Rn) i ñåðåäíiì çíà÷åííÿì a íàçèâà¹òüñÿ íà-

ñòóïíà éìîâiðíiñíà ìiðà

µGC,a(∆) = (2π)−n/2(DetC)−1/2

∫
∆

e−
1
2
((x−a),C−1(x−a))Rndx =

=

∫
∆

µGC,a(dx), x, a ∈ Rn, ∆ ∈ B(Rn). (11.3)

Çðîáèìî â iíòåãðàëi (11.3) çàìiíó çìiííèõ

Rn ∋ x 7→ y ∈ Rn : x = a+ A(y − b), (11.4)

äå A� ìàòðèöÿ, ùî ìà¹ îáåðíåíó, à b ∈ Rn� ôiêñîâàíèé âåêòîð. Âíàñëiäîê òîãî,

ùî ÿêîáiàí ïåðåòâîðåííÿ J = DetA i âëàñòèâîñòåé âèçíà÷íèêà, îòðèìó¹ìî
65
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µGC,a(∆) = (2π)−n/2(DetCA)
−1/2

∫
∆̃

e−
1
2
((y−b),C−1

A (y−b))Rndy,

CA = A−1C(A∗)−1, (11.5)

äå ∆̃ öå îáðàç ìíîæèíè ∆ ïðè âiäîáðàæåííi (11.4). Ïîðiâíþþ÷è (11.3) i (11.5)

ìà¹ìî:

µGC,a(∆) = µGCA,b
(∆̃). (11.6)

Âíàñëiäîê òîãî, ùî îïåðàòîðè CA = A−1C(A∗)−1 ïðè ôiêñîâàíîìó ïîçèòèâíîìó

îïåðàòîði C i äîâiëüíîìó A, ùî ìà¹ îáåðíåíèé, ïðîáiãàþòü óñþ ìíîæèíó ïîçè-

òèâíèõ îïåðàòîðiâ â Rn, òî ðiâíiñòü (11.6) âêàçó¹ íà òå, ùî áóäü ÿêi äâi ãàóññîâi

ìiðè â Rn âèðàæàþòüñÿ îäíà ÷åðåç äðóãó. Êîðèñòóþ÷èñü ïðàâèëîì çàìiíè çìií-

íî¨ ëåãêî îáðàõóâàòè ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ìiðè µGC,a:

µ̃GC,a(y) =

∫
Rn

ei(y,x)RnµGC,a(dx) = ei(y,a)Rn−
1
2
(y,Cy)Rn . (11.7)

Ïðîïîçèöiÿ 4.1 Íåõàé K = Rm, (m < n) ¹ ïiäïðîñòið â Rn. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨

ìíîæèíè ∆ ∈ B(K) ìiðà µGC,a(∆×Rn−m) ¹ ãàóññîâîþ ìiðîþ â K ç êîâàðiàöi¹þ

CK = PKCPK i ñåðåäíiì aK = PKa ∈ K, äå PK� ïðîåêòîð: PK : Rn 7→ K = Rm.

Òîáòî

µGC,a(∆× Rn−m) = µGCK ,aK
(∆). (11.8)

Äîâåäåííÿ ñëiäó¹ ç ðiâíîñòi ïåðåòâîðåíü Ôóð'¹ ìið µGC,a � K i µGCK ,aK
, òîáòî

ðiâíîñòi:

Âïðàâà 11.1.

µ̃GC,a(· × Rn−m)(y) = µ̃GCK ,aK
(y), y ∈ K. (11.9)

Ëåãêî òàêîæ ïåðåâiðèòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

Âïðàâà 11.2.Äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà b ∈ Rn i îïåðàòîðà A â Rn ñïðàâåäëèâi

ôîðìóëè: ∫
Rn

(x, b)RnµGC,a(dx) = (b, a)Rn . (11.10)∫
Rn

(Ax, x)RnµGC,a(dx) = Tr (CA) + (Aa, a)Rn . (11.11)

11.2. Ìiðà Ãàóññà â R∞.
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Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê íåñêií÷åííîãî çëi÷åíîãî äîáóòêó ãàóññîâèõ ìið, òàê çâà-

íi ãàóññîâi ïðîäàêò-ìiðè. Ó öié ñèòóàöi¨ ïðîñòið R∞ íàäiëÿ¹òüñÿ ñiãìà-àëãåáðîþ

Z(R∞), ÿêà ïîðîäæåíà öèëiíäðè÷íèìè ìíîæèíàìè âèãëÿäó:

Z = Z(i1, ..., in; ∆) := {x ∈ R∞ | (xi1 , ..., xin) ∈ ∆ ∈ B(Rn)}. (11.12)

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ðîçãëÿäàòè ïðîñòið R∞ ÿê òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ç òèõî-

íiâñüêîþ òîïîëîãi¹þ, òî

Z(R∞) = B(R∞). (11.13)

Äèâèñü äîâåäåííÿ â [2]( ãë.3,§1, ï.4).
Äëÿ çàäàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi C = (ck)

∞
k=1 i ck > 0 ââåäåìî â R∞ ãàóññîâó

ïðîäàêò-ìiðó:

µGC = ⊗
k≥1

µGck , µ
G
ck
(dxk) = (πck)

−1/2e
−x2k

ck dxk, k ∈ N, xk ∈ R1. (11.14)

Âàæëèâèì ïèòàííÿì ¹ âñòàíîâëåííÿ ìíîæèí ïîâíî¨ ìiðè i ìíîæèí íóëüîâî¨

ìiðè. Ùîá ç'ÿñóâàòè öå ïèòàííÿ, áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïðîñòið R∞ ÿê îñíàùåííÿ

ïðîñòîðó l2 = l2(R1) ç äîïîìîãîþ ÿäåðíîãî ïiäïðîñòîðó R∞
0 , òîáòî òðiéêó(äèâ.

äåòàëüíiøå [2]( ãë.1,§1)
R∞ ⊃ l2 ⊃ R∞

0 . (11.15)

Ñôîðìóëþ¹ìî ñïåðøó äîïîìiæíó ëåìó.

Ëåìà 11.1. Äëÿ êîæíîãî âåêòîðà-âàãè p = (pk)
∞
k=1, pk > 0 ãiëüáåðòiâ ïðî-

ñòið

l2(p) :=

{
x ∈ R∞ |

∞∑
k=1

x2kpk := ||x||l2(p) <∞

}
(11.16)

âõîäèòü â Z(R∞).

Äîâåäåííÿ. Ïðåäñòàâèìî l2(p) ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ çàìêíóòèõ êóëü:

l2(p) =
∞∪
R=1

B̃R(0), B̃R(0) = {x ∈ l2(p) | ||x||l2(p) ≤ R}, n, R ∈ N.

Ââåäåìî ìíîæèíè

βn,R :=

{
x ∈ R∞ |

n∑
k=1

x2kpk < R2

}
∈ Z(R∞).

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî B̃R(0) =
∩∞
n=1 βn,R. Òîìó B̃R(0), à çíà÷èòü i l2(p) âõîäÿòü â

Z(R∞). �
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Òåîðåìà 11.1(êðèòåðié Êîëìîãîðîâà-Õií÷èíà).
ßêùî ðÿä

∑∞
k=1 pkck <∞, òî µGC(l2(p)) = 1. Â iíøîìó âèïàäêó µGC(l2(p)) = 0.

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ

R∞ ∋ x 7→ fε(x) = e−ε
∑∞

k=1 pkx
2
k , ε > 0

ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü, ùî fε(x) > 0, ÿêùî x ∈ l2(p) i fε(x) = 0, ÿêùî x ̸∈ l2(p).

Ïîñëiäîâíiñòü öèëiíäðè÷íèõ ôóíêöié fε,n(x) = exp{−ε
∑n

k=1 pkx
2
k} ìîíîòîííî

ñïàäà¹ i ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî fε(x) ïðè n→ ∞. Òîäi çà òåîðåìîþ Á. Ëåâi∫
R∞

fε(x)µ
G
C(dx) = lim

n→∞

∫
R∞

fε,n(x)µ
G
C(dx). (11.17)

Àëå ∫
R∞

fε,n(x)µ
G
C(dx) =

n∏
k=1

(πck)
−1/2

∫
R1

e−x
2
k(εpk+c

−1
k )dxk =

=
n∏
k=1

1√
(εpk + c−1

k )ck

=

(
n∏
k=1

(1 + εpkck)

)−1/2

.

Òîäi ç ðiâíîñòi (11.17) ìà¹ìî:∫
R∞

fε(x)µ
G
C(dx) =

(
∞∏
k=1

(1 + εpkck)

)−1/2

. (11.18)

Òîäi, ÿêùî
∑∞

k=1 pkck = ∞, òî â íàñëiäîê (11.18)
∫
R∞ fε(x)µ

G
C(dx) = 0, çâiäêè

îòðèìó¹ìî, ùî µGC(l2(p)) = 0.

ßêùî æ
∑∞

k=1 pkck < ∞, òî
∏∞

k=1(1 + εpkck) ¹ çáiæíèé i
∫
R∞ fε(x)µ

G
C(dx) > 0

iñíó¹, à fε(x) → 11l2(p)(x) ïîòî÷êîâî ïðè ε→ 0. Òîìó

lim
ε→0

∫
R∞

fε(x)µ
G
C(dx) = µGC(l2(p)).

Àëå

lim
ε→0

∞∏
k=1

(1 + εpkck) = 1,

çâiäêè é ñëiäó¹, ùî µGC(l2(p)) = 1. �

11.2. Ãàóññîâi ìiðè ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði.
Ãàóññîâà ìiðà ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði ìîæå áóòè âèçíà÷åíà çà äîïîìîãîþ

ïðîäîâæåííÿ ìiðè, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íà öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèíàõ, ÿêi âèçíà÷àþ-

òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé H� äiéñíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, ó ÿêîìó çàäàíèé
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ïîçèòèâíèé ÿäåðíèé îïåðàòîð C. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (ej)
∞
j=1 îðòîíîðìîâàíèé áà-

çèñ â H, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà C:

Cej = λjej,

∞∑
j=1

λj = TrC < ∞. (11.19)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç K ñóêóïíiñòü óñiõ ñêií÷åíî-âèìiðíèõ ïiäïðîñòîðiâ H, íàòÿãíó-

òèõ íà áàçèñíi âåêòîðè (ej)j∈Ik , äå Ik ⊂ {1, 2, ...}, |Ik| = k, k = 1, 2, ..., òîáòî äëÿ

âiäïîâiäíîãî ïðîñòîðó K ∈ K, dimK = k. Äëÿ äåÿêîãî K ∈ K i ôiêñîâàíîãî

∆ ∈ B(K) âèçíà÷èìî ìíîæèíó

Z = Z(K; ∆) : = {ϕ ∈ H | PKϕ ∈ ∆ ∈ B(K)} = (11.20)

= {ϕ ∈ H | ((ϕ, ei1), ..., (ϕ, eik)) ∈ ∆ ∈ B(K)},

äå PK îðòîãîíàëüíèé ïðîåêòîð: H 7→ K. Òàêó ìíîæèíó â H íàçèâàþòü öèëií-

äðè÷íîþ ìíîæèíîþ ç "îñíîâîþ"∆ i êîîðäèíàòîþ K.

Ââåäåìî ìíîæèíó

C := {Z(K; ∆) | ∆ ∈ B(K), K ∈ K}, (11.21)

ÿêà ¹ àëãåáðîþ öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí Z(K,∆), áî äëÿ äâîõ äîâiëüíèõ ìíîæèí

Z1(K1; ∆1) i Z2(K2; ∆2) ¨õ îá'¹äíàííÿ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi Z(K; ∆),

äå K=ë.î.(K1, K2), à ∆ = ∆1 ∪ ∆2. Âiäïîâiäíó ñiãìà-àëãåáðó ïîçíà÷èìî Cσ.
Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 11.2. Cσ(K,H)=B(H).

Äîâåäåííÿ. Âêëþ÷åííÿ B(H) ⊂ Cσ(K,H) ¹ íàñëiäêîì òîãî, ùî ìíîæèíà

∪K∈KK ¹ âñþäè ùiëüíîþ ìíîæèíîþ â H (äèâ. äåòàëüíiøå [ÁÊ'88, ãë.2, �1, ï.4]).

Îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî äëÿ áóäü ÿêîãî K ∈ K, Z(K,∆) ∈
B(H). �

Òåïåð íà àëãåáði C(K,H)âèçíà÷èìî öèëiíäðè÷íó ìiðó Ãàóññà, ùî âiäïîâiäà¹

êîâàðiàöiéíîìó îïåðàòîðó C i äåÿêîìó ôiêñîâàíîìó âåêòîðó a ∈ H, íàñòóïíîþ

ôîðìóëîþ:

µGc;C,a(Z(K,∆)) = (2π)−k/2(DetCK)
−1/2

∫
∆

e−
1
2
((ϕ−aK),C−1

K (ϕ−aK))HdmK(ϕ), (11.22)

äå CK = PKCPK , aK = PKa, à mK ëåáåãîâà ìiðà â K, iíäóêîâàíà ìåòðèêîþ â

H. Iñíóâàííÿ ìiðè Ãàóññà â óñüîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H ñëiäó¹ ç íàñòóïíî¨

òåîðåìè.

Òåîðåìà 11.2.
Ôîðìóëà (11.22) âèçíà÷à¹ öèëiíäðè÷íó ìiðó â H, ÿêà ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ìiðè
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íà Cσ(K,H) = B(H). Îòðèìàíó ìiðó µGC,a áóäåìî íàçèâàòè ìiðîþ Ãàóññà ç

êîâàðiàöiéíèì îïåðàòîðîì C i ñåðåäíiì çíà÷åííÿì a.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ñïèðà¹òüñÿ íà çàãàëüíèé êðèòåðié ïðîäîâæåííÿ öèëií-

äðè÷íèõ ìið äî ìið íà B(H), ÿêèé ìè ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíîþ ëåìîþ.

Ëåìà 4.3. Äëÿ òîãî, ùîá öèëiíäðè÷íó ìiðó µc ìîæíà áóëî ïðîäîâæèòè

äî éìîâiðíiñíî¨ ìiðè µ íà B(H), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü íà-

ñòóïíà óìîâà: äëÿ áóäü ÿêîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ òàêå R > 0, ùî µc(Z) < ε äëÿ

êîæíîãî Z ∈ C(K,H), ÿêå ëåæèòü çîâíi êóëi B̃R(0) = {ϕ ∈ H | ||ϕ||H ≤ R}.
Äîâåäåííÿ äèâèñü â [2]( ãë. 2, �1, ï.4 (Ëåìà 1.3).

Äîâåäåííÿ ò. 11.2. Îòæå òðåáà ïåðåâiðèòè ÷è âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 11.3.

Ðîçãëÿíåìî â H êóëþ B̃R(0) = {ϕ ∈ H | ||ϕ||H ≤ R} i öèëiíäðè÷íó ìíîæèíó
Z(K; ∆) (K ∈ K), ÿêà ëåæèòü çîâíi öi¹¨ êóëi. Òîäi âíàñëiäîê òîãî, ùî ∆ ëåæèòü

çîâíi êóëi, à ϕ ∈ ∆ îòðèìà¹ìî, âèêîðèñòàâøè (11.22) i (11.11):

µGc;C,a(Z(K,∆)) ≤ (DetCK)
−1/2

(2π)k/2

∫
∆

||ϕ||2H
R2

e−
1
2
((ϕ−aK),C−1

K (ϕ−aK))HdmK(ϕ) =

=
1

R2

∫
∆

(ϕ, ϕ)RnµGC,a(dϕ) =
1

R2

(
TrCK + ||aK ||2H

)
≤

≤ 1

R2

(
TrC + ||a||2H

)
. (11.23)

Ç íåðiâíîñòi (11.23) ñëiäó¹, ùî ìiðà µGc;C,a(Z(K,∆)) ìîæå áóòè çðîáëåíà ÿê çàâ-

ãîäíî ìàëîþ ïðè âåëèêèõ R. �

11.3. Ãàóññîâi ìiðè ó ãiëüáåðòîâèõ îñíàùåííÿõ.
Öi ïèòàííÿ äåòàëüíî îáãîâîðþþòüñÿ â ìîíîãðàôi¨ [ÁÊ'88, ãë. 2]. Òóò ìè

ëèøå çâåðíåìî óâàãó íà äåÿêi îñíîâíi ìîìåíòè i ñôîðìóëþ¹ìî äâi âàæëèâi òå-

îðåìè. Ïåðø çà âñå çâåðíåìî óâàãó, ùî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ äîâiëüíî¨ ìiðè µ â

ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

µ̃(f) =

∫
H
ei(f,ϕ)Hdµ(ϕ). (11.24)

Äëÿ ãàóññîâî¨ ìiðè, ùî âiäïîâiäà¹ êîâàðiàöiéíîìó îïåðàòîðó C (âèáåðåìî a = 0

äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó), öåé iíòåãðàë ëåãêî ïîðàõóâàòè íà öèëiíäðè÷íèõ ìíîæè-

íàõ, ÿêi ìè âèçíà÷àëè ôîðìóëîþ (11.20), ñêîðèñòàâøèñü (13.2), òîáòî ôàêòè÷íî

âèáðàâøè âåêòîðè f, ϕ ∈ H ó âèãëÿäi:

f =
N∑
j=1

fjej, ϕ =
N∑
k=1

ϕkek, (11.25)
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äå (ej)
∞
j=1�îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â H, ÿêèé çáiãà¹òüñÿ ç ïîâíîþ ñèñòåìîþ âëà-

ñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà C. Òîäi

Âïðàâà 11.3.

µ̃GC,0(f) =

∫
H
ei(f,ϕ)HdµGC,0(ϕ) = e−

1
2
(Cf,f)H . (11.26)

Âèáåðåìî òåïåð äëÿ H = H0 òðiéêó

H− ⊃ H0 ⊃ H+. (11.27)

(Äèâèñü äåòàëüíiøå [2]( ãë. 1, �1).

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ öèëiíäðè÷íî¨ ìiðè µc âH0 ìîæíà âèçíà÷èòü ïåðåòâîðåííÿ

Ôóð'¹ ôîðìóëîþ (11.24) íà ëiíiéíié ìíîæèíi âåêòîðiâ f ∈ L := ∪K∈KK, ÿêà

ùiëüíà â H0. Ðîçøèðåííÿ ìiðè µc íà H− çàäà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 11.3.
Íåõàé ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ µ̃c(f), f ∈ L íåïåðåðâíî â òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó H0.

Òîäi âèõiäíà öèëiíäðè÷íà ìiðà µc ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ìiðè µ íà B(H−).

Ñôîðìóëþ¹ìî ùå îäíó âàæëèâó òåîðåìó, ÿêà ñëiäó¹ ç äåÿêèõ áiëüø çàãàëü-

íèõ êîíñòðóêöié (äèâ., íàïðèêëàä, [2]( ãë. 5)i ÿêó íàçèâàþòü òåîðåìîþ Ìiíëîñà.

Òåîðåìà 11.4.
Íåõàé χ(f) ¹ äîäàòíî-âèçíà÷åíèì ôóíêöiîíàëîì íà H+, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ

N ∈ N, λj ∈ C i fj ∈ H+(j = 1, ..., N) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

N∑
i,j=1

λiλjχ(fi − fj) ≥ 0, (11.28)

òîäi iñíó¹ éìîâiðíiñíà ìiðà µ íà H− òàêà, ùî

χ(f) =

∫
H
ei(f,ϕ)Hdµ(ϕ). (11.29)
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Âëàñòèâîñòi iíòåãðàëiâ çà ãàóññîâîþ ìiðîþ.

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè Ìiðó Ãàóññà, ùî âiäïîâiäà¹ êîâàðiàöiéíîìó îïåðàòîðó C òà

ñåðåäíüîìó a = 0 â äåÿêîìó ãiëüáåðòîâîìó îñíàùåííi Φ′ ⊃ H ⊃ Φ. Òîäi (äèâ.

(11.26)) äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ Φ∫
Φ′
eiϕ(f)dµGC(ϕ) = e−

1
2
C(f,f), (12.1)

äå ÷åðåç ϕ(f) ìè ïîçíà÷à¹ìî çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó ϕ ∈ Φ′ íà ôóíêöi¨

f ∈ Φ. Íàïðèêëàä äëÿ ϕ ∈ H ϕ(f) = (f, ϕ)H. Êðiì òîãî äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ H
ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ C(f, g) = (f, Cg)H i µGC = µGC,0.

12.1. Ôîðìóëà ìîìåíòiâ.

Ëåìà 12.1. Äëÿ äîâiëüíèõ f1, ..., f2n+1 ∈ Φ âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi∫
Φ′
ϕ(f1) · · ·ϕ(f2n)dµGC(ϕ) =

′∑
π

C(fπ(1), fπ(2)) · · ·C(fπ(2n−1), fπ(2n))∫
Φ′
ϕ(f1) · · ·ϕ(f2n+1)dµ

G
C(ϕ) = 0, (12.2)

äå ñóìà
∑′

π öå ñóìà ïî (2n)!/n!2n ñïîñîáàìè ðîçáèòòÿ ÷èñåë 1, 2, ..., n íà n

ðiçíèõ ïàð (π(1), π(2)), ..., (π(2n− 1), π(2n)).

Äîâåäåííÿ. Ïiäñòàâèìî ó ôîðìóëó (12.1) f = t1f1 + · · ·+ t2nf2n. Òîäi∫
Φ′
ϕ(f1) · · ·ϕ(f2n)dµGC(ϕ) = (−i)2n ∂2n

∂t1 · · · ∂t2n

∫
Φ′
ei

∑2n
i=1 tiϕ(fi)dµGC(ϕ)|ti=0, i=1,2n =

= (−i)2n ∂2n

∂t1 · · · ∂t2n
e−

1
2

∑2n
i,j=1 C(fi,fj)titj |ti=0, i=1,2n. (12.3)

�
12.2. Ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè.

73
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Ùîá çàïèñàòè öþ ôîðìóëó íàì òðåáà âèçíà÷èòè ïîõiäíó äåÿêîãî ôóíêöiî-

íàëó A(ϕ), ÿêèé ìè äëÿ âèçíà÷åíîñòi áóäåìî ââàæàòè ôóíêöiîíàëîì ç ïðîñòîðó

Φ′ = D′(Rd). Òîäi ïîõiäíó ôóíêöiîíàëà A(ϕ) âçäîâæ íàïðÿìêó ψ ∈ D′(Rd) âè-

çíà÷èìî ôîðìóëîþ:

(DψA)(ϕ) := lim
ε→0

A(ϕ+ εψ)− A(ϕ)

ε
. (12.4)

Íàïðèêëàä äëÿ ôóíêöiîíàëiâ òèïó ìîíîìà òà åêñïîíåíòè ç ôîðìóëè (12.4) ñëi-

äó¹, ùî

Dψϕ(f)
n = nψ(f)ϕ(f)n−1, Dψe

ϕ(f) = ψ(f)eϕ(f). (12.5)

Ó âèïàäêàõ, ÿêi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè, ψ = δx� ôóíêöiÿ Äiðàêà â òî÷öi x. Òîäi

ìè áóäåìî öå ïîçíà÷àòè òàê:

(DδxA)(ϕ) :=
δA(ϕ)

δϕ(x)
. (12.6)

Ëåãêî ïiäðàõóâàòè, ùî
δϕ(f)

δϕ(x)
= δx(f) = f(x). (12.7)

Àáî ôîðìàëüíî ìîæíà çàïèñóâàòè:

δϕ(y)

δϕ(x)
= δx(y) = δ(x− y). (12.8)

Ëåìà 12.2. Íåõàé F ∈ L2(Φ′, µGC). Òîäi∫
Φ′
ϕ(f)F (ϕ)dµGC(ϕ) =

∫
Φ′
dµGC(ϕ)C(f,

δ

δϕ
)F (ϕ) := (12.9)

:=

∫
Φ′

∫
Rd

dyC(x, y)
δF (ϕ)

δϕ(y)
dµGC(ϕ),

äå C(x, y) ÿäðî êîâàðiàöiéíîãî îïåðàòîðà C.

Äîâåäåííÿ. Òàê ñàìî, ÿê i ó âèïàäêó ç ïðîñòîðîì L2(Γ, πσ) (äèâ. ëåêöiþ 3)

ëiíiéíà îáîëîíêà ìíîæèíè åêñïîíåíöiàëüíèõ âåêòîðiâ {e<γ,f> | f ∈ C0(X)} ¹

âñþäè ùiëüíîþ â L2(Φ′, µGC). Òîìó íàì áóäå äîñòàòíüî äîâåñòè ëåìó äëÿ ôóíêöié

F (ϕ) = eiϕ(g), supp g ∈ C0(Rd). (12.10)

Ðîçãëÿíåìî äëÿ öüîãî ôóíêöiþ

I(t) =

∫
Φ′
eiϕ(g+tf)dµGC(ϕ) = e−

1
2
C(g+tf,g+tf).
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Òîäi ∫
Φ′
ϕ(f)F (ϕ)dµGC(ϕ) = −idI(t)

dt
|t=0 = iC(f, g)e−

1
2
C(g,g) =

= iC(f, g)

∫
Φ′
eiϕ(g)dµGC(ϕ) =

∫
Φ′
dµGC(ϕ)C(f,

δ

δϕ
)eiϕ(g) (12.11)

�

12.3. Çàìiíà çìiííèõ òèïó çñóâó.
Ëåìà 12.3. Íåõàé g ∈ D(C−1). Òîäi â ãàóññîâîìó iíòåãðàëi ìîæíà çðîáèòè

çàìiíó çìiííî¨ ϕ = ψ + g:∫
Φ′
F (ϕ)dµGC(ϕ) = e−

1
2
(g,C−1g)

∫
Φ′
e−(ψ,C−1g)F (ψ + g)dµGC(ϕ). (12.12)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé F (ϕ) = eiϕ(f). Òîäi ïðàâà ÷àñòèíà (12.12) áóäå ìàòè âèãëÿä:

e−
1
2
(g,C−1g)

∫
Φ′
e−(ψ,C−1g)ei(ψ,f)+i(g,f)dµGC(ψ) =

= ei(g,f)−
1
2
(g,C−1g)

∫
Φ′
ei(ψ,f+iC

−1g)dµGC(ψ) =

= ei(g,f)−
1
2
(g,C−1g)e−

1
2
(f+iC−1g,f+iC−1g) =

= ei(g,f)−
1
2
(g,C−1g)e−

1
2(f+iC−1g,C(f+iC−1g)) =

= e−
1
2
(f,Cf) =

∫
Φ′
ei(f,ϕ)dµGC(ϕ).

�

12.4. Ôîðìóëà çàìiíè êîâàðiàöi¨.
Ëåìà 12.4. Íåõàé N̂ îáìåæåíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð â H òàêèé, ùî

||C1/2N̂C1/2|| < 1. (12.13)

Òîäi ∫
H
e

1
2
(ϕ,N̂ϕ)dµGC(ϕ) =

(
Det(I− C1/2N̂C1/2)

)−1/2

, (12.14)

à ãàóññîâà ìiðà µGC′ ç êîâàðiàöi¹þ C ′ = (C−1 − N̂)−1 ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà

âiäíîñíî ìiðè µGC, à âiäïîâiäíà ïîõiäíà Ðàäîíà-Íiêîäèìà äîðiâíþ¹

dµGC′

dµGC
= I−1

N e
1
2
(ϕ,N̂ϕ), IN =

∫
H
e

1
2
(ϕ,N̂ϕ)dµGC(ϕ). (12.15)
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Çàóâàæåííÿ 12.1. Ó âèïàäêó ïîçèòèâíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ A

ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü DetA = exp(Tr lnA).

Äîâåäåííÿ. Iíòåãðàë (12.14) ëåãêî ðîçðàõóâàòè íà äîâiëüíîìó ñêií÷åííîâè-

ìiðíîìó ïiäïðîñòîði K ∈ K ⊂ H i ïðîäîâæèòè ðåçóëüòàò íà âåñü ïðîñòið H.

Äiéñíî

IN = (2π)−k/2(DetC)−1/2

∫
K

e−
1
2
(ϕ,(C−1−N̂)ϕ)dϕ = (12.16)

= (2π)−k/2(DetC)−1/2(2π)k/2
(
Det(C−1 − N̂)−1

)1/2
=

=
(
Det(I− C1/2N̂C1/2)

)−1/2

Ùîá ïåðåâiðèòè äðóãå òâåðäæåííÿ îá÷èñëèìî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ìiðè µGC′ íà

ïðîñòîði K:∫
K

ei(ϕ,f)KdmuGC′ = I−1
N

∫
K

ei(ϕ,f)K+ 1
2
(ϕ,N̂ϕ)dµGC(ϕ) =

= I−1
N (2π)−k/2(DetC)−1/2

∫
K

ei(ϕ,f)K+ 1
2
(ϕ,N̂ϕ)− 1

2
(ϕ,C−1ϕ)dϕ =

= (2π)−k/2
(
Det(C−1 − N̂)−1

)−1/2
∫
K

ei(ϕ,f)K− 1
2
(ϕ,(C−1−N̂)ϕ)dϕ =

=

∫
K

ei(ϕ,f)KdµGC′(ϕ) = e−
1
2
(f,C′f). (12.17)

�

12.5. Åëåìåíòè âiêiâñüêîãî ÷èñëåííÿ.
Iñòîðè÷íî îïåðàöiþ âiêiâñüêîãî ìíîæåííÿ (äîáóòîê Âiêà) áóëî ââåäåíî Âiêîì

(G.C. Wick) ç ìåòîþ ðåãóëÿðèçàöi¨ ïðè ìíîæåííi êâàíòîâèõ ïîëiâ, ÿêi ðîçãëÿäà-

ëèñÿ ÿê îïåðàòîðíîçíà÷íi óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨. Òàêèé ñàìèé çìiñò ìîæíà ïðè-

äàòè öié îïåðàöi¨ i ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, ÿêà, ÿê âiäîìî,

¹ íå âèçíà÷åíîþ ó ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Íîâîãî çìiñòó öÿ îïåðàöiÿ

íàáóëà ó ãàóññiâñüêîìó ÷èñëåííi ÿê îïåðàöiÿ îðòîãîíàëiçàöi¨ ìîíîìiâ ó ïðîñòîði

L2(Φ′, µGC). Ìè âèçíà÷èìî ¨¨ àêñiîìàòè÷íî, à â íàñòóïíié ëåêöi¨ ïîêàæåìî ÿêå

âiäíîøåííÿ âîíà ìà¹ äî íåñêií÷åííîâèìiðíîãî àíàëiçó.

Âèçíà÷åííÿ ñòåïåíi Âiêà óçàãàëüíåíîãî ãàóññîâîãî ïîëÿ.
Òóò óçàãàëüíåíèì ãàóññîâèì ïîëåì ìè áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöiîíàëè ϕ ∈ Φ′,

çà ÿêèìè áóäóþòüñÿ åëåìåíòè ïðîñòîðó L2(Φ′, µGC).

Îçíà÷åííÿ 12.1. n-òà ñòåïiíü ãàóññîâîãî ïîëÿ ϕ(f) = (ϕ, f), f ∈ Φ ⊂ H
íàçèâàþòü âåëè÷èíó : ϕ(f)n : , ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèìè ôîðìóëàìè:
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: ϕ(f)0 : = 1, (12.18)

∂

∂ϕ(f)
: ϕ(f)n : = n : ϕ(f)n−1 :,∫

Φ′
dµGC(ϕ) : ϕ(f)

n : :=<: ϕ(f)n :>= 0, n ≥ 1.

Ç îçíà÷åííÿ 5.1 ëåãêî âèðàçèòè ñòåïiíü Âiêà ÷åðåç çâè÷àéíó ñòåïiíü. Íàïðè-

êëàä äëÿ n = 1 ç (12.18)(äðóãà ðiâíiñòü) ñëiäó¹, ùî : ϕ(f) := ϕ(f) + C1, à ç

(12.18)(òðåòÿ ðiâíiñòü) i ç (12.2) ñëiäó¹, ùî C1 = − < ϕ(f) >= 0.

Äëÿ n = 2:

∂

∂ϕ(f)
: ϕ(f)2 : = 2 : ϕ(f) := 2ϕ(f).

Çâiäñè : ϕ(f)2 : = ϕ(f)2 + C2, à ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ìà¹ìî:

C2 = − < ϕ(f)2 >= −C(f, f).

Îòæå

: ϕ(f)2 : = ϕ(f)2 − C(f, f). (12.19)

ßêùî çàïèñàòè ôîðìóëó (12.19) äëÿ óçàãàëüíåíîãî ãàóññîâîãî ïîëÿ (òîáòî íà

ìîâi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ç D′(Rd)), âîíà áóäå âèãëÿäàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

: ϕ(x)ϕ(y) : = ϕ(x)ϕ(y) − C(x, y). (12.20)

Ó âèïàäêó êîëè ïðè x = y ôóíêöiÿ C(x, x) = ∞ öå îçíà÷à¹ ðåãóëÿðèçàöiþ

äîáóòêó ϕ(x)ϕ(x), ÿêèé íå ¹ âèçíà÷åíèì ó ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

Âïðàâà 12.1. Îá÷èñëèòè : ϕ(f)3 : i : ϕ(f)4 :.

Âèçíà÷åííÿ âiêiâñüêî¨ åêñïîíåíòè.
Íåõàé α ∈ R1. Ðîçêëàäàþ÷è åêñïîíåíòó â ðÿä, ìà¹ìî:

: eαϕ(f) : =
∞∑
n=0

αn

n!
: ϕ(f)n : . (12.21)

Òîäi ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ (12.18) ñëiäó¹, ùî

∂

∂ϕ(f)
: eαϕ(f) : = α : eαϕ(f) :



78 Ëåêöiÿ 12.

Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ ôóíêöiÿ

: eαϕ(f) : = C3e
αϕ(f).

Âèêîðèñòîâóþ÷è òðåò¹ ðiâíÿííÿ â (12.18) ìà¹ìî

<: eαϕ(f) :> = 1, C3 =
1

< eαϕ(f) >
.

Àëå

< eαϕ(f) > =

∫
Φ′
eαϕ(f)dµGC(ϕ) = e

1
2
α2C(f,f).

Îòæå

: eαϕ(f) : = e−
1
2
α2C(f,f)eαϕ(f). (12.22)

Ç öi¹¨ ôîðìóëè ëåãêî îòðèìàòè âèðàç äîâiëüíîãî ñòåïåíÿ Âiêà ãàóññîâîãî ïîëÿ,

ïðîäèôèðèíöiþâàâøè çà ïàðàìåòðîì α âiäïîâiäíå ÷èñëî ðàç i ïðèðiâíÿâøè α =

0:

: ϕ(f)n : =

[n/2]∑
m=0

(−1)m

2m
n!

m!(n− 2m)!
C(f, f)mϕ(f)n−2m. (12.23)

I íàâïàêè, çàïèñàâøè

eαϕ(f) = e
1
2
α2C(f,f) : eαϕ(f) : (12.24)

îòðèìà¹ìî âèðàç çâè÷àéíîãî ñòåïåíÿ ÷åðåç âiêiâñüêó ñòåïiíü:

ϕ(f)n =

[n/2]∑
m=0

1

2m
n!

m!(n− 2m)!
C(f, f)m : ϕ(f)n−2m : . (12.25)

ßêùî ââåñòè ïîçíà÷åííÿ ϕ(f) = t i ïîêëàñòè C(f, f) = 1, òîäi ðiâíiñòü (12.23)

íàáóäå âèãëÿäó : tn := hn(t), äå hn îðòîíîðìîâàíi ïîëiíîìè Åðìiòà:

hn(t) = (−1)ne
t2

2
dn

dtn
e−

t2

2 .

Öå äîçâîëÿ¹ ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 12.5. Äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ Φ0∫
Φ′

: ϕ(f)n :: ϕ(g)m : µGC(dϕ) = δnmC(f, g)
n. (12.26)
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Äîâåäåííÿ.

l.h.s.(12.26) =
dn

dαn
dm

dβm

∫
Φ′

: eαϕ(f) :: eβϕ(g) : µGC(dϕ)
∣∣∣
α=β=0

=

=
dn

dαn
dm

dβm

[
e−

1
2
α2C(f,f)− 1

2
β2C(g,g)

∫
Φ′
eαϕ(αf+βg)µGC(dϕ)

]
α=β=0

,

=
dn

dαn
dm

dβm

[
eαβC(f,g)

]
α=β=0

= r.h.s.(12.26)

�
Àíàëîãi÷íî îçíà÷åííþ 12.1 ìîæíà âèçíà÷èòè äîáóòîê Âiêà äîâiëüíîãî ÷èñëà

ïîëiâ ó äîâiëüíèõ ñòåïåíÿõ:

: ϕ(f1)
0 · · ·ϕ(fk)0 : = 1, (12.27)

∂

∂ϕ(fi)
: ϕ(f1)

n1 · · ·ϕ(fk)nk : = ni : ϕ(f1)
n1 · · ·ϕ(fi)ni−1 · · ·ϕ(fk)nk :,∫

ϕ′
dµGC(ϕ) : ϕ(f1)

n1 · · ·ϕ(fk)nk : =<: ϕ(f1)
n1 · · ·ϕ(fk)nk :>= 0, n ≥ 1.
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Äåÿêi íàéáiëüø âàæëèâi ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè

íåñêií÷åííîâèìiðíîãî àíàëiçó:ïðîñòið Ôîêà áîçî-

íiâ.

13.1. Ïðîñòið Ôîêà, ïîáóäîâàíèé çà ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì H.
Íåõàé H äiéñíèé àáî êîìïëåêñíèé ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Çà äî-

ïîìîãîþ ïðîñòîðó H ïîáóäó¹ìî òåíçîðíó ñòåïiíü H⊗n, n ∈ N0, ïîêëàâøè çà

îçíà÷åííÿì H⊗0 := C (àáî H⊗0 := R ). Òîäi ïðîñòið Ôîêà F âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

îðòîãîíàëüíà ñóìà

F = F(H) :=
∞⊕
n=0

H⊗n (13.1)

Ïðîñòîðè òàêîãî âèãëÿäó âèêîðèñòîâóþòü ó êâàíòîâié ìåõàíiöi, êâàíòîâié òå-

îði¨ ïîëÿ i ñòàòèñòè÷íié ìåõàíiöi äëÿ îïèñó âçà¹ìîäi¨ íåñêií÷åííîãî ÷èñëà ÷à-

ñòèíîê. Àëå, ÿê ïðàâèëî, âèêîðèñòîâóþòü äâà íàéáiëüø âàæëèâi ïiäïðîñòîðè:

öå ïðîñòið Ôîêà áîçîíiâ FB i ïðîñòið Ôîêà ôåðìiîíiâ FF , àáî æ ¨õ òåíçîðíèé

äîáóòîê FB⊗FF , ÿêùî òðåáà îïèñàòè âçà¹ìîäiþ áîçîíiâ i ôåðìiîíiâ. Ó âèïàäêó,

êîëè ðîçãëÿäà¹òüñÿ âçà¹ìîäiÿ äåêiëüêîõ ñîðòiâ ÷àñòèíîê, òðåáà ðîçãëÿäàòè òåí-

çîðíèé äîáóòîê óñiõ ïðîñòîðiâ Ôîêà, êîæíèé ç ÿêèõ âiäïîâiäà¹ ïåâíîìó ñîðòó

÷àñòèíîê.

Ðîçãëÿíåìî, ÿê ïðèêëàä, ïðîñòið Ôîêà, ùî âiäïîâiäàþ âçà¹ìîäi¨ áîçîíiâ

îäíîãî ñîðòó, òîáòî ïðîñòið FB. Íåõàé äëÿ âèçíà÷åíîñòi H = L2(Rd, σ), äå σ

öå ìiðà Ëåáåãà (σ(dx) = dx). Òîäi

FB = FB(L
2(Rd, σ)) :=

∞⊕
n=0

L2
(
(Rd)⊗sn, σ⊗sn

)
, (13.2)

äå ⊗sn îçíà÷à¹ ñèìåòðè÷íó òåíçîðíó ñòåïiíü. Åëåìåíòàìè ïðîñòîðó F ¹
81
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ïîñëiäîâíîñòi-ñòîâï÷èêè:

F =


F0

F1

F2

...

 , (13.3)

äå Fn = Fn(x1, ..., xn), xj ∈ Rd ¹ ñèìåòðè÷íèìè ôóíêöiÿìè ñâî¨õ àðãóìåíòiâ.

Ïðè÷îìó F ∈ FB, ÿêùî

∥F∥ = ∥F∥FB
=

(
∞∑
n=0

∥Fn∥2L2((Rd)⊗sn,σ⊗sn)

)1/2

<∞. (13.4)

13.2. Ìíîæèíà ôiíiòíèõ âåêòîðiâ. Íàéáiëüø çðó÷íîþ âñþäè-ùiëüíîþ

ìíîæèíîþ â F ∈ FB ¹ ìíîæèíà ôiíiòíèõ âåêòîðiâ D0:

D0 := {F ∈ FB | ∃N ∈ N0 s.th. for n ≥ N, Fn ≡ 0} . (13.5)

Òâåðäæåííÿ 13.1. D0 = FB.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî F ∈ FB \ D0 ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü âåêòîðiâ

F (n) ∈ D0 òàêèì ÷èíîì:

F (n) =



F0

F1

...

Fn

0
...


. (13.6)

Òîäi çà îçíà÷åííÿì íîðìè (13.4)

∥F − F (n)∥2 =
∞∑

k=n+1

∥Fk∥2L2((Rd)⊗sk,σ⊗sk). (13.7)

Ç óìîâè òîãî, ùî F ∈ FB (òîáòî çáiæíîñòi ðÿäó (13.4)) ñëiäó¹, ùî
∞∑

k=n+1

∥Fk∥2L2((Rd)⊗sk,σ⊗sk) → 0 ïðè n→ ∞. (13.8)

�

13.3. Îïåðàòîðè íàðîäæåííÿ i çíèùåííÿ. Ïðîñòið Ôîêà ¹ ïðîñòîðîì

ñòàíiâ ñèñòåìè, â ÿêié âiäáóâàþòüñÿ âçà¹ìîäiÿ ÷àñòèíîê, â ðåçóëüòàòi ÿêî¨ ìî-

æóòü íàðîäæóâàòèñü íîâi ÷àñòèíêè i çíèêàòè òi, ÿêi ïðèéìàþòü ó÷àñòü ó öié
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âçà¹ìîäi¨. Äëÿ îïèñó òàêèõ ïðîöåñiâ áóëè ââåäåíi âiäïîâiäíi îïåðàòîðè, ÿêi òàê

i íàçèâàþòüñÿ îïåðàòîðàìè íàðîäæåííÿ i çíèùåííÿ. Â òåîði¨ âçà¹ìîäiþ÷èõ ïî-

ëiâ âîíè çàäàþòüñÿ ñâî¨ìè êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè, ÿêi ìàþòü îäíó

âàæëèâó âëàñòèâiñòü, ùî ¨õ êîìóòàòîð (÷è àíòèêîìóòàòîð) ¹ çâè÷àéíîþ óçà-

ãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà îïèñó¹ õàðàêòåð ðîçïîâñþäæåííÿ äàíîãî ïîëÿ. Ìè

çàðàç íå âèâ÷à¹ìî öi ñèñòåìè i òîìó çàäàìî îïåðàòîðè íàðîäæåííÿ i çíèùåííÿ

ÿê äåÿêó àáñòðàêòíó àëãåáðó îïåðàòîðiâ, ÿêà ÿêiñíî âiäîáðàæà¹ õàðàêòåðíi ðè-

ñè áîçîííèõ ñèñòåì. Îòæå êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ñiì'¹þ îïåðàòîðiâ

íàðîäæåííÿ a+(f), f ∈ Φ ⊂ H i ñiì'¹þ îïåðàòîðiâ çíèùåííÿ a−(g), g ∈ Φ ⊂ H
ìàþòü òàêèé âèãëÿä:

[a−(g), a+(f)]− := a−(g)a+(f) − a+(f)a−(g) = (g, f)H. (13.9)

Ïðåäñòàâëåííÿ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü (13.9) ó âèùåâèçíà÷åíîìó ïðñòîði

Ôîêà (òîáòî H = L2(Rd, σ)) ìà¹ òàêèé âèãëÿä. Äëÿ äîâiëüíîãî F ∈ D0 âèçíà÷è-

ìî äiþ öèõ îïåðàòîðiâ òàêèìè ôîðìóëàìè:(
a+(f)F

)
0
= 0, (13.10)(

a+(f)F
)
n
(x1, ..., xn) =

1√
n

n∑
j=1

f(xj)Fn−1(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn), n ≥ 1,

(
a−(g)F

)
n
(x1, ..., xn) =

√
n+ 1

∫
Rd

dx g(x)Fn+1(x, x1, ..., xn), n ≥ 0. (13.11)

Âïðàâà 13.1. Êîðèñòóþ÷èñü (13.10) i (13.11) äîâåñòè ñïðàâåäëèâiñòü

(13.9).

Îïåðàòîðè a±(f) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ìàòðèöü:

a+(f) =


0 0 0 0 ·

a1,0(f) 0 0 0 ·
0 a2,1(f) 0 0 ·
0 0 a3,2(f) 0 ·
· · · · ·

 , (13.12)

a−(f) =


0 a0,1(f) 0 0 ·
0 0 a1,2(f) 0 ·
0 0 0 a2,3(f) ·
0 0 0 0 ·
· · · · ·

 , (13.13)
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äå ìàòðè÷íi åëåìåíòè an,n−1 i an,n+1 öå îïåðàòîðè, ùî äiþòü âiäïîâiäíî ç

ïðîñòîðiâ H⊗sn−1 i H⊗sn+1 ó ïðîñòið H⊗sn òàê, ùî(
a+(f)F

)
n

= an,n−1(f)Fn−1,
(
a−(f)F

)
n

= an,n+1(f)Fn+1. (13.14)

Ìàòðèöi (13.12) íàçèâàþòüñÿ ÿêîái¹âèìè ìàòðèöÿìè îïåðàòîðiâ a±(f).

Äàëi çà âèçíà÷åííÿì íîðìè ó ïðîñòîði H⊗sn = L2
(
(Rd)⊗sn, σ⊗sn

)
ëåãêî äîâå-

ñòè îáìåæåíiñòü öèõ îïåðàòîðiâ, ÿê îïåðàòîðiâ ç îäíîãî ïðîñòîðó â iíøèé. Öå

ñëiäó¹ ç ïðîñòèõ íåðiâíîñòåé, ÿêi îòðèìóþòüñÿ ç äîïîìîãîþ íåðiâíîñòåé Øâàð-

öà, i ÿêi ìè çàïèøåìî ó âèãëÿäi âïðàâè.

Âïðàâà 13.2. Êîðèñòóþ÷èñü (13.10) i (13.11) òà âèçíà÷åííÿì íîðìè ó ïðî-

ñòîði L2
(
(Rd)⊗sn, σ⊗sn

)
äîâåñòè íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

∥an,n−1(f)Fn−1∥L2((Rd)⊗sn,σ⊗sn) ≤
√
n∥f∥L2(Rd,σ)∥Fn−1∥L2((Rd)⊗sn−1,σ⊗sn−1),

(13.15)

∥an,n+1(f)Fn+1∥L2((Rd)⊗sn,σ⊗sn) ≤
√
n+ 1∥f∥L2(Rd,σ)∥Fn+1∥L2((Rd)⊗sn+1,σ⊗sn+1).

(13.16)

Ç íåðiâíîñòåé (13.15) i (13.16) ñëiäó¹, ùî

∥an,n−1(f)∥ ≤
√
n∥f∥L2(Rd,σ), ∥an,n+1(f)∥ ≤

√
n+ 1∥f∥L2(Rd,σ), (13.17)

à òàêîæ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 13.1. Îïåðàòîðè a±(f) ¹ íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðàìè ó ôî-

êiâñüêîìó ïðîñòîði FB i âèçíà÷åíi íà âñþäè ùiëüíié ìíîæèíi ôiíiòíèõ âå-

êòîðiâ D0 ⊂ FB.

Ñïðàâåäëèâà, òàêîæ, íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 13.1. Äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ F ∈ D0 i G ∈ D0 âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà

ðiâíiñòü: (
a+(f)F,G

)
=
(
F, a−(f)G

)
. (13.18)

Äîâåäåííÿ. Çà âèçíà÷åííÿì (13.10)

(
a+(f)F,G

)
=

∞∑
n=1

∫
Rnd

dx1 · · · dxn×

× 1√
n

n∑
j=1

f(xj)Fn−1(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn)Gn(x1, ..., xn) =

=
∞∑
n=0

∫
Rnd

dx1 · · · dxnFn(x1, ..., xn)
√
n+ 1

∫
Rd

dx f(x)Gn+1(x, x1, ..., xn) =
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=
(
F, a−(f)G

)
.

�
Ðiâíiñòü (13.18) îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîð a(f) := a+(f) + a−(f) ¹ ñèìåòðè÷íèì

îïåðàòîðîì â FB. Éîãî ìàòðèöÿ ßêîái ìà¹ âèãëÿä (13.12), àëå ÿê ç íàääiàãî-

íàëüíîþ òàê i ïiääiàãîíàëüíîþ íåòðèâiàëüíîþ ÷àñòèíîþ. Êðiì òîãî, âíàñëiäîê

íåðiâíîñòåé (13.17) îïåðàòîð a(f) := a+(f) + a−(f) çàäîâîëüíÿ¹ âiäîìié ëåìi

Êàðëåììàíà ( äèâ., íàïðèêëàä, [3] àáî [1]).

Ëåìà Êàðëåììàíà. Äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîð a(f) := a+(f) + a−(f), çà-

äàíèé íà ìíîæèíi ôiíiòíèõ âåêòîðiâ ó ïðîñòîði FB ÿêîái¹âîþ ñèìåòðè÷íîþ

ìàòðèöåþ ç îïåðàòîðiâ an,n+1 i an,n−1 ìàâ iíäåêñè äåôåêòó (0.0), äîñòàòíüî,

ùîá âèêîíóâàëàñü íàñòóïíà óìîâà:

∞∑
n=0

1

max{∥an,n+1∥, ∥an,n−1∥}
= ∞.

Îòæå ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð a(f) := a+(f) + a−(f) ìà¹ iíäåêñè äåôåêòó

(0,0) i çà òåîði¹þ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü ¹ ñóòò¹âî ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòî-

ðîì.

13.4. Öèêëi÷íèé âåêòîð.
Âåêòîð

Ω0 =

1

0
...

 (13.19)

ìà¹ íàçâó âàêóóìíîãî âåêòîðà, áî äiÿ îïåðàòîðà çíèùåííÿ îáåðòà¹ öåé âåêòîð

â íóëü:

a−(f)Ω0 = 0, (13.20)

à îïåðàòîð íàðîäæåííÿ ïåðåâîäèòü öåé âåêòîð â îäíî÷àñòèíêîâèé ñòàí:

a+(f)Ω0 =


0

f(x1)

0
...

 . (13.21)

Âåêòîð Ω0 ¹ öèêëi÷íèì âåêòîðîì îïåðàòîðà a+(f), áî ëiíiéíà îáîëîíêà âåêòîðiâ

{a+(f)n}∞n=0 ¹ âñþäè ùiëüíîþ ìíîæèíîþ â FB, òîáòî ìíîæèíà{
a+(f)nΩ0 | n ∈ N0, f ∈ H

}
(13.22)
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¹ òîòàëüíîþ ìíîæèíîþ â FB. Â ëåêöi¨ 2 ìè íàâîäèëè ïðèêëàä åêñïîíåíöiéíîãî

âåêòîðà eF (f) (äèâ. (9.25)). Òîäi ç (13.10) ñëiäó¹, ùî

ea
+(f)Ω0 = eF (f), ∥eF (f)∥2FB

= e∥f∥
2
H . (13.23)

Òàêi âåêòîðè ó ïðîñòîði Ôîêà íàçèâàþòüñÿ êîãåðåíòíèìè ñòàíàìè. Ëåãêî äîâå-

ñòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ

Òâåðäæåííÿ 13.2. Ìíîæèíà {eF (f) | f ∈ H} ¹ òîòàëüíîþ â FB.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî â (13.23) ôóíêöiþ f ∈ H ó âèãëÿäi f =
∑n

i=1 αifi, αi ∈
R1, fi ∈ H i ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî âåêòîð ea

+(f)Ω0 çà ïàðàìåòðàìè αi âiäïîâiäíå

÷èñëî ðàçiâ, ïðèðiâíÿâøè α1 = · · · = αn = 0. Òîäi äîâåäåííÿ ñëiäó¹ ç òîãî, ùî

îòðèìàíà ìíîæèíà âåêòîðiâ {a+(f1) · · · a+(fn)Ω0 | n ∈ N0, fi ∈ H} ¹ òîòàëüíîþ
â FB i ôàêòó iñíóâàííÿ ñèëüíî¨ ïîõiäíî¨. �

13.5. Áàçèñ ó ïðîñòîði Ôîêà FB(L
2(Rd, σ)).

Íåõàé (ẽi(t))
∞
i=0 ¹ áàçèñ ó ïðîñòîði L

2(R1, σ). Öåé áàçèñ ìîæíà âèáðàòè, íà-

ïðèêëàä, ó âèãëÿäi ïîñëiäîâíîñòi îðòîíîðìîâàíèõ ôóíêöié ×åáèøåâà-Åðìiòà:

ẽi(t) =

(
1√
π2ii!

)1/2

Hi(t)e
− 1

2
t2 , i = 0, 1, 2, .... (13.24)

Òîäi áàçèñ â L2(Rd, σ) áóäó¹òüñÿ çâè÷àéíèì ÷èíîì:

ek(x) = ẽk(1)(x
(1)) · · · ẽk(d)(x(d)),k ∈ Zd+. (13.25)

Ùîá âèçíà÷èòè áàçèñ ó ïðîñòîði L2
(
(Rd)⊗sn, σ⊗sn

)
âèçíà÷èìî ôóíêöi¨

Ek1,...,kn(x1, ..., xn) = ek1(x1) · · · ekn(xn). (13.26)

Öÿ ñèñòåìà ôóíêöié ¹ îðòîíîðìîâàíîþ, àëå íå ¹ ñèìåòðè÷íîþ ôóíêöi¹þ ñâî¨õ

àðãóìåíòiâ. Òîìó íàñòóïíèì êðîêîì ¹ ñèìåòðèçàöiÿ:

ES
k1,...,kn

(x1, ..., xn) = ŜnEk1,...,kn(x1, ..., xn) := (13.27)

:=
1

n!

∑
π∈Pn

Ek1,...,kn(xπ(1), ..., xπ(n)).

Àëå òåïåð ôóíêöi¨ (13.27) âæå íå ¹ íîðìîâàíi íà îäèíèöþ. Ùîá ïîáóäóâàòè íîð-

ìîâàíèé çëi÷åíèé áàçèñ ââåäåìî ÿêèìîñü ÷èíîì âïîðÿäêóâàííÿ âåêòîðiâ áàçèñó

(13.25), òîáòî â îäíî÷àñòèíêîâîìó ïðîñòîði L2(Rd, σ). Íàïðèêëàä

e1(x) := e(0,...,0)(x), e2(x) := e(1,0,...,0)(x), ..., (13.28)
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òîáòî íàäàþ÷è âåêòîðó k = (k(1), ..., k(d)) âñåìîæëèâi çíà÷åííÿ k(i) = 0, 1, 2, ....

Òîäi ó ïîáóäîâàíîìó âåêòîði ES
k1,...,kn

(x1, ..., xn) êîæíèé ç âåêòîðiâ ej, j ∈ N
ìîæå ïîâòîðèòèñü âiäïîâiäíå ÷èñëî ðàçiâ. Íåõàé nj� öå êiëüêiñòü âåêòîðiâ ej
â ïîáóäîâi (13.27). Òîäi âåêòîð (k1, ...,kn) ìîæíà ïåðåïîçíà÷èòè íåñêií÷åííîþ

ïîñëiäîâíiñòþ n := (n1, n2, ..., nj, ...) ç n = n1+n2+ · · ·+nj+ · · · , à âåêòîð (13.27)
ìîæíà ïåðåïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

ES
n(x1, ..., xn) = ES

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n1

,2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n2

,...
(x1, ..., xn) := (13.29)

= Ŝn (e1(x1) · · · e1(xn1)e2(xn1+1) · · · e2(xn1+n2) · · · ) .

Áàçèñíi âåêòîðè ó ïðîñòîði L2
(
(Rd)⊗sn, σ⊗sn

)
âèçíà÷èìî ôîðìóëîþ:

en(x1, ..., xn) := NnE
S
n(x1, ..., xn), (13.30)

äå Nn ïîêè ùî íå âèçíà÷åíèé ìíîæíèê, ÿêèé òðåáà âèçíà÷èòè ç óìîâè:

(en, en)L2((Rd)⊗sn,σ⊗sn) = 1. (13.31)

Êîæíèé äîäàíîê ó ñóìi (13.27) àáî (13.29) ìà¹ n1!n2! · · ·nj! · · · ñîái ïîäiáíèõ, à
êiëüêiñòü òàêèõ ðiçíèõ ãðóï ¹ n!/n1!n2! · · ·nj! · · · . Òîäi, âðàõîâóþ÷è ìíîæíèê n!
â çíàìåííèêó ñóìè â (13.27), îòðèìó¹ìî:

(ES
n , E

S
n )L2((Rd)⊗sn,σ⊗sn) =

1

n!
(n1!n2! · · ·nj! · · · )2

n!

n1!n2! · · ·nj! · · ·
=

=
n1!n2! · · ·nj! · · ·

n!
.

Îòæå

Nn =

(
n!

n1!n2! · · ·nj! · · ·

)1/2

. (13.32)

Îñòàòî÷íèé âèãëÿä áàçèñó â FB áóäå ìàòè âèãëÿä:

ên :=



0
...

0

en(x1, ..., xn)

0
...


. (13.33)
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Äëÿ äîâiëüíîãî F ∈ FB ñïðàâåäëèâèé ðîçêëàä:

F =
∑
n

fnên =
∑

n1,n2,...

f(n1, n2, ...)ên. (13.34)

Öåé áàçèñ ìà¹ íàçâó áàçèñó ÷èñåë çàïîâíåííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü f̂ = (f(n1, n2, ...)) ∈
l2, à ôîðìóëà (13.34) çàäà¹ içîìîðôiçì ìiæ l2 i ïðîñòîðîì Ôîêà FB.
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Äåÿêi íàéáiëüø âàæëèâi ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè

íåñêií÷åííîâèìiðíîãî àíàëiçó:ïðîñòið Ôîêà ôåð-

ìiîíiâ.
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Içîìîðôiçì ïðîñòîðiâ L2(Φ′, µG), L2(Γ0, λσ), L
2(Γ, λπ)

òà FB.

Çâè÷àéíî óñi ñåïàðàáåëüíi ãiëüáåðòîâi ïðñòîðè ¹ içîìîðôíi. Àëå ïîáóäóâàòè òàêi

içîìîðôiçìè ó ÿâíîìó âèãëÿäi ¹ ñêëàäíîþ ìàòåìàòè÷íîþ ïðîáëåìîþ. Ó âèïàä-

êó âèùå ïðèâåäåíèõ ïðîñòîðiâ ìè ñïðîáó¹ìî öå çðîáèòè. Ðîçãëÿíåìî ñïåðøó

ïðîñòîðè L2(Φ′, µG) òà ïðîñòið Ôîêà FB.

15.1. Ðîçêëàä Âiíåðà-Iòî. Içîìîðôiçì Ñiãàëà.

Içîìîðôiçì Ñiãàëà ¹ âàæëèâèì êîíñòðóêòèâíèì ïðèêëàäîì ïîáóäîâè içî-

ìîðôiçìó ìiæ ïðîñòîðàìè L2(Φ′, µG) òà FB. Äëÿ ïîáóäîâè òàêîãî içîìîðôiçìó

çðó÷íî ñïåðøó ïîáóäóâàòè ðîçêëàä L2(Φ′, µGC) â îðòîãîíàëüíó íåñêií÷åííó ñóìó

"îäíîâèìiðíèõ"ïiäïðîñòîðiâ. Iäåþ òàêî¨ ïîáóäîâè ìîæíà çðîçóìiòè íà òàêîìó

ïðèêëàäi. Âèáåðåìî â L2(R1, µG1 ) ,áàçèñ ó âèãëÿäi íîðìîâàíèõ ïîëiíîìiâ �ðìiòà:

hi(t) =

(
1

2ii!

)1/2

Hi(t), t ∈ R1 i = 0, 1, 2, .... (15.1)

Öåé áàçèñ áóäó¹òüñÿ îðòîãîíàëiçàöi¹þ çà Øìiäòîì ïîñëiäîâíîñòi ìîíîìiâ

1, x, x2, ..., xn, .... Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ∈ L2(R1, µG1 ) ñïðàâåäëèâèé ðîç-

êëàä Ôóð'¹-�ðìiòà:

f(t) =
∞∑
i=0

fihi(t), fi = (f,Hi)L2(R1,µG1 ), (15.2)

ÿêèé âñòàíîâëþ¹ óíiòàðíèé içîìîðôiçì ìiæ L2(R1, µG1 ) i l2(C). Ñêîðèñòà¹ìîñÿ
öi¹þ iäå¹þ i ïîáóäó¹ìî ðîçêëàä, ÿêèé óçàãàëüíþ¹ ðîçêëàä (15.2). Ïðè öüîìó

ðîëü ïðîñòîðó l2(C) áóäå âèäiãðàâàòè ïðîñòið Ôîêà, ÿêèé ìè äåòàëüíî ðîçãëÿ-

íóëè íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨.
91
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pn;µGC (Φ
′)� çàìêíóòèé ïiäïðîñòið â L2(Φ′, µGC), ùî ñêëàäà-

¹òüñÿ ç óñiõ âèìiðíèõ ïîëiíîìiâ ñòåïåíi íå âèùå n. Òàêèé ïiäïðîñòið ìîæíà

âèçíà÷èòè ÿê çàìêíóòó ëiíiéíó îáîëîíêó ìîíîìiâ

m∏
k=1

(fk, ϕ) =
m∏
k=1

ϕ(fk), fk ∈ Φ, m = 1, ...,m (15.3)

i êîíñòàíò. Äàëi âèçíà÷èìî ïiäïðîñòîðè Γn(Φ
′, µGC) ⊂ L2(Φ′, µGC) òàêèì ÷èíîì:

Γn(Φ
′, µGC) := Pn;µGC (Φ

′)⊖ Pn−1;µGC
(Φ′), n ≥ 1; P0;µGC

(Φ′) := C. (15.4)

Çà îçíà÷åííÿì ïiäïðîñòîðè Γn(Φ
′, µGC) ïîïàðíî îðòîãîíàëüíi i âíàñëiäîê ùiëü-

íîñòi ïîëiíîìiâ ó ïðîñòîði L2(Φ′, µGC) ñïðàâåäëèâèé ðîçêëàä:

L2(Φ′, µGC) =
∞⊕
n=0

Γn(Φ
′, µGC). (15.5)

Öåé ðîçêëàä íàçèâàþòü ðîçêëàäîì Âiíåðà�Iòî. Íàñòóïíà òåîðåìà ïîâ'ÿçó¹ îïå-

ðàöiþ âiêiâñüêîãî äîáóòêó ç ç ïðîñòîðàìè Γn(Φ
′, µGC).

Òåîðåìà 15.1.
Íåõàé fi, gj ∈ Φ, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m. Òîäi∫

Φ′
:

n∏
i=1

ϕ(fi) ::
m∏
j=1

ϕ(gj) : dµ
G
C(ϕ) = δnm

∑
π∈Pn

C(f1, gπ(1)) · · ·C(fn, gπ(n)), (15.6)

êðiì òîãî äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ Φ′

: ϕ(f)n : = 2−n/2C(f, f)n/2Hn

(
ϕ(f)√
2C(f, f)

)
. (15.7)

Äîâåäåííÿ. Ç ôîðìóë (12.22), (12.1) ñëiäó¹, ùî∫
Φ′

: eϕ(f) :: eϕ(g) : dµGC(ϕ) = eC(f,g). (15.8)

Âèáåðåìî f =
∑n

i=1 αifi i g =
∑m

j=1 βjgj, ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî (15.8) çà

α1, ..., αn, β1, ..., βm i ïðèðiâíÿ¹ìî α1 = · · · = βm = 0. Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî

ðiâíiñòü (15.6).

Ðiâíiñòü (15.7) ñëiäó¹ ç ôîðìóëè (12.22). Äiéñíî, ïðèðiâíþþ÷è

1/2α2G(f, f) = z2, αϕ(f) = 2zt i âðàõîâóþ÷è òå, ùî ôóíêöiÿ exp[2tz − z2] ¹

òâiðíîþ ôóíêöi¹þ ïîëiíîìiâ Åðìiòà, òîáòî

e2tz−z
2

=
∞∑
n=0

zn

n!
Hn(t), (15.9)
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îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü (15.7), äèôåðåíöiþþ÷è n ðàçiâ çà çìiííîþ z. �
Çàóâàæåííÿ 15.1. Ç òåîðåìè 15.1 ñëiäó¹, ùî ìîíîìè Âiêà : ϕ(f)n :∈

Γn(Φ
′, µGC), à îïåðàöiÿ âiêiâñüêîãî äîáóòêó(àáî ñòåïåíi) âiäïîâiäà¹ îðòîãîíàëi-

çàöi¨ ïîñëiäîâíîñòi ñòåïåíiâ (ϕ(f)n)∞n=0.

Òåïåð içîìîðôiçì ìiæ ïðîñòîðîì L2(Φ′, µGC) i ïðîñòîðîì Ôîêà ââîäèòüñÿ íà-

ñòóïíèì ÷èíîì. Çàäàìî éîãî ñïåðøó íà òîòàëüíié ìíîæèíi â FB(H) âåêòîðiâ

âèãëÿäó Ŝn(f1 ⊗ · · · ⊗ Fn):

IGŜn(f1 ⊗ · · · ⊗ fn) := (n!)−1/2 :
n∏
k=1

ϕ(fk) :, n ≥ 1; IG = 11 äëÿ n = 0. (15.10)

Òîäi äëÿ êîæíîãî ôîêiâñüêîãî âåêòîðà F ∈ FB âèãëÿäó (13.3) ïîñòàâèìî ó

âiäïîâiäíiñòü ôóíêöiþ

(IGF ) (ϕ) :=
∞∑
n=0

1√
n!

: (Fn, ϕ
⊗n)H⊗n :∈ L2(Φ′, µGC), (15.11)

äå ôóíêöi¨ (Fn, ϕ⊗n)H⊗n âèçíà÷àþòüñÿ ÿê çàìèêàííÿ ñòåïåíiâ òîòàëüíî¨ ìíîæè-

íè âåêòîðiâ Ŝn(f1 ⊗ · · · ⊗ fn).

ßâíèé âèãëÿä ôóíêöi¨ â L2(Φ′, µGC) ìîæíà âèïèñàòè, íàïðèêëàä, äëÿ êîãå-

ðåíòíèõ âåêòîðiâ ïðîñòîðó Ôîêà (13.23), òîáòî âåêòîðiâ âèãëÿäó (9.25):

(IGeF ) (ϕ) :=
∞∑
n=0

1

n!
: ϕ(f)n) :=: eϕ(f) := eϕ(f)−

1
2
C(f,f). (15.12)

Çàóâàæåííÿ 15.2. Ùîá óçãîäèòè âèêëàäêè öüîãî ïiäðîçäiëó ç âiäïîâiäíè-

ìè ôîðìóëàìè ìîíîãðàôi¨ [ÁÊ, Ãë. 2, �, ïï. 2,3] òðåáà âçÿòè îïåðàòîð êîâà-

ðiàöi¨ S = 2C.

15.2. Içîìîðôiçì ïðîñòîðiâ L2(Γ0, λσ) òà FB.

Íåõàé G : Γ0 7→ C � êîìïëåêñíî-çíà÷íà ôóíêöiÿ íà ïðîñòîði ñêií÷åííèõ

êîíôiãóðàöié Γ0. Âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié Fn, n = 0, 1, 2, ... íàñòóïíèì

÷èíîì:

G(η) � Γ(n)
0 = G({x1, ..., xn}) = Gn(x1, ..., xn) :=

√
n!Fn(x1, ..., xn). (15.13)

Òîäi çà âèçíà÷åííÿì ìiðè Ëåáåãà-Ïóàññîíà (10.6) ìà¹ìî:
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∫
Γ0

|G(η)|2λσ(dγ) =
∞∑
n=0

1

n!

∫
X

· · ·
∫
X

|G({x1, ..., xn})|2σ(dx1) · · ·σ(dxn) =

(15.14)

=
∞∑
n=0

∫
X

· · ·
∫
X

|Fn(x1, ..., xn)|2σ(dx1) · · · σ(dxn) = ∥F∥2FB
.

Âèõîäÿ÷è ç ðiâíîñòi (15.14) ìîæíà âèçíà÷èòè óíiòàðíèé içîìîðôiçì Iλ íà-

ñòóïíèì ÷èíîì:

Iλ : L
2(Γ0, λσ) ∋ G 7→ F ∈ FB. (15.15)

Ç âèçíà÷åííÿ (15.29) ñëiäó¹, ùî ôîêiâñüêà åêñïîíåíòà (9.25) ïåðåõîäèòü â âåêòîð

eλ(f) = I−1
λ eF (f), òàêèé, ùî

eλ(f ; η) � Γ(n)
0 = eλ(f ; {x1, ..., xn}) =

n∏
i=1

f(xi). (15.16)

Îòæå âiäïîâiäíà åêñïîíåíòà ó ïðîñòîði L2(Γ0, λσ) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëàìè:

eλ(f ; η) :=
∏
x∈η

f(x), η ∈ Γ0 \ {∅},

eλ(f ; ∅) := 1. (15.17)

Âïðàâà 15.1. Äîâåñòè, ùî

∥eλ(f ; ·)∥2L2(Γ0,λσ)
= e

∥f∥2
L2(X,σ) ,∫

Γ0

eλ(f ; η)λσ(dη) = e<f>σ = e
∫
X f(x)σ(dx).

15.2. Içîìîðôiçì ïðîñòîðiâ L2(Γ, πσ) òà FB.

Íà 10-é ëåêöi¨ ìè âñòàíîâèëè, ùî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ìiðè Ïóàññîíà âè-

çíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (10.12):

lπσ(f) = e
∫
X(ef(x)−1)σ(dx) (15.18)

Ìiðó Ïóàññîíà ìîæíà òàêîæ ðîçãëÿäàòè íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ

ôóíêöié D′, ÿêèé âêëþ÷à¹ â ñåáå íåëiíéíèé ïðîñòið íåñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié

Γ. I òîäi
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lπσ(f) =

∫
D′
e<ω,f>πσ(dω) = e

∫
X(ef(x)−1)σ(dx) (15.19)

Òîäi ïðîñòið L2(D′, πσ) ¹ äîáðå âèâ÷åíèì îá'¹êòîì, à âiäïîâiäíèé àíàëiç ìà¹

íàçâó "poissonian white noise analysis". Ùîá âñòàíîâèòè ðîçêëàä, ïîäiáíèé ðîç-

êëàäó Âiíåðà-Iòî ó âèïàäêó ïðîñòîðó L2(Φ′, µG) ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë

eπ(f, ω) = e<ω,ln(1+f)>−<f>σ . (15.20)

Öåé ôóíêöiîíàë ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê òâiðíèé ôóíêöiîíàë òàê çâàíèõ ìîíîìiâ

Øàðëå, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ðîçêëàäîì:

eπ(f, ω) =
∞∑
n=0

1√
n!
< Cσ

n(ω), f
⊗n > . (15.21)

Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 15.1. Äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ D0 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
D′
< Cσ

n(ω), f
⊗n >< Cσ

m(ω), g
⊗m > πσ(dω) = δmn(f

⊗n, g⊗n)L2(X⊗n,σ⊗n). (15.22)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äëÿ f, g ∈ D0 i z1, z2 ∈ o(C) iíòåãðàë∫
D′
eπ(z1f, ω)eπ(z2g, ω)πσ(dω) = (15.23)

= e−z1<f>σ−z2<g>σ

∫
D′
e<ω,ln[(1+z1f)(1+z2g)]>πσ(dω) =

= e−z1<f>σ−z2<g>σe
∫
X((1+z1f)(1+z2g)−1)σ(dx)

= ez1z2(f,g)L2(X,σ) =
∞∑
n=0

zn1 z
n
2

n!
(f⊗n, g⊗n)L2(X⊗n,σ⊗n).

Àëå âíàñëiäîê (15.21)∫
D′
eπ(z1f, ω)eπ(z2g, ω)πσ(dω) =

=
∞∑

m,n=0

z1√
n!

z2√
m!

∫
D′
< Cσ

n(ω), f
⊗n >< Cσ

m(ω), g
⊗m > πσ(dω).

(15.24)

Ïðèðiâíþþ÷è â (15.23) i (15.24) êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ z1 i z2
îòðèìà¹ìî (15.22) �
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Çà äîïîìîãîþ ìîíîìiâ Øàðëå áóäó¹òüñÿ ëiíiéíèé ïðîñòið óñiõ âèìiðíèõ ïî-

ëiíîìiâ:

Pn(D′) :=

{
P | P(ω) =

N∑
n=0

< Cσ
n(ω), fn >, ω ∈ D′, fn ∈ D⊗sn, N ∈ N0

}
.

(15.25)

Âíàñëiäîê ùiëüíîñòi ïîëiíîìiâ Pn(D′) â L2(D′, πσ), äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ F ∈
L2(D′, πσ) iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü Fn ∈ L2(X⊗sn, σ⊗sn), n ≥ 0 òàêà, ùî

F (ω) =
∞∑
n=0

< Cσ
n(ω), Fn > (15.26)

i

∥F∥2L2(D′,πσ)
=

∞∑
n=0

∥Fn∥2L2(X⊗sn,σ⊗sn). (15.27)

Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîð

F̂ =



F0

F1

...

Fn
...


∈ FB. (15.28)

Ðîçêëàä (15.26) çàäà¹ óíiòàðíèé içîìîðôiçì

Iπ : L2(D′, πσ) ∋ F 7→ F̂ ∈ FB. (15.29)
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Ìiðà Ãiááñà íà ïðîñòîðàõ êîíôiãóðàöié íåïåðåðâ-

íèõ ñèñòåì.

16.1. Ìiðà Ãiááñà íà ΓΛ, Λ ∈ Bc(Rd).
Ó ïåðøié ëåêöi¨ áóëè ïðèâåäåíi ôiçè÷íi ìiðêóâàííÿ, ÿêi äîçâîëèëè âèçíà÷è-

òè iìîâiðíiñíó ìiðó íà ìíîæèíi êîíôiãóðàöié

Γ̃Λ ∋ γ̃ := {(x1, p1), ..., (xN , pN)}, (16.1)

{x1, ..., xN} = γ ∈ ΓΛ, |γ| = N ∈ N0 pn ∈ Rd.

Òàêi êîíôiãóðàöi¨ íàçèâàþòü ìàðêîâàíèìè, áî êîæíié òî÷öi x ∈ γ ∈ ΓΛ ïðèïè-

ñóþòü äåÿêó çìiííó (ìàðêó) px ∈ Rd. Ó âèïàäêó, êîëè êîíôiãóðàöi¨ γ âiäïîâiäà-

þòü ïîëîæåííÿì òî÷êîâèõ iäåíòè÷íèõ ÷àñòèíîê, ÿêi âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ, à

çìiííi px = mvx, x ∈ γ, äå vx- øâèäêîñòi ÷àñòèíîê, à m-¨õ ìàñè, ìiðà ìà¹ íàçâó

ìiðè Ãiááñà. Iñíó¹ òðè ñïîñîáè ïîáóäîâè òàêî¨ ìiðè â çàëåæíîñòi âiä óìîâ, ÿêi

íàêëàäàþòüñÿ íà ñèñòåìó, ùî çíàõîäèòüñÿ â äåÿêié îáìåæåíié îáëàñòi ïðîñòîðó

Rd. Íàãàäà¹ìî, ùî Ãiááñ çàïðîïîíóâàâ çàìiñòü îäíi¹¨ ñèñòåìè ââåñòè àíñàìáëü

òîòîæíèõ ñèñòåì, ÿêi êîæíî¨ ìèòi, ç ÿêîþñü iìîâiðíiñòþ çàéìàþòü òó ÷è ií-

øó êîíôiãóðàöiþ. Òàêi îäíàêîâi åêçåìïëÿðè ñèñòåì îòðèìàëè íàçâó àíñàìáëiâ

Ãiááñà. Ïåðøèé ñïîñiá ââåäåííÿ ìiðè ïîâ'ÿçàíèé ç òàê çâàíèì ìiêðîêàíîíi÷íèì

àíñàìáëåì, êîëè ñèñòåìà ¹ ïîâíiñòþ içîëüîâàíà i ìà¹ ôiêñîâàíó åíåðãiþ E0. Òîäi

óñi ïðîöåñè â ñèñòåìi âiäáóâàþòüñÿ íà ãiïåðïîâåðõíi (1.21) i î÷åâèäíî, ùî çà-

ãàëüíà ìiðà ñèñòåìè ïðîïîðöiéíà ôóíêöi¨ Äiðàêà, òîáòî ìà¹ âèãëÿä (1.22). Äëÿ

áiëüøîñòi ñèñòåì òàêà ìiðà ¹ äîñèòü íå çðó÷íà äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî îïèñó, áî

òðåáà çíàòè ÿâíó çàëåæíiñòü E(γ̃) âiä γ̃, ÿêà ÿê ïðàâèëî ¹ ñêëàäíîþ.

Äðóãèé ñïîñiá âiäïîâiäà¹ àíñàìáëþ ñèñòåì ç ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê

N , ùî çàéìàþòü îáìåæåíó îáëàñòü Λ b Rd ( |Λ| = V ) i çíàõîäÿòüñÿ â, òàê

çâàíîìó, òåðìîñòàòi� íåñêií÷åííié ñèñòåìi, ùî ìà¹ ôiêñîâàíó òåìïåðàòóðó T
97
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i ÿâëÿ¹ ñîáîþ iäåàëüíèé ãàç ìîëåêóë ç êîîðäèíàòàìèQi, iìïóëüñàìèPi, i = 1, ....

Ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ â íåïðîíèêëèâié ïîñóäèíi i ìîæå îáìiíþâàòèñü åíåðãi¹þ

ç òåðìîñòàòîì. Òàêèé àíñàìáëü ñèñòåì íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì àíñàìáëåì.

Â ïåðøié ëåêöi¨, âèõîäÿ÷è ç ôiçè÷íèõ ìiðêóâàíü, ìè âèçíà÷èëè, ùî éìîâið-

íiñíà ìiðà, çà ÿêîþ òðåáà ðîçðàõîâóâàòè ñåðåäíi óñiõ ôiçè÷íèõ âåëè÷èí (ñïî-

ñòåðåæóâàíèõ â åêñïåðèìåíòàõ) ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà

(dσ ⊗ dp)N , à ¨¨ ùiëüíiñòü (ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ) â îáìå-

æåíîìó îá'¹ìi âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (1.26):

DΛ(γ̃) =
1

Q(Λ, N)
e−βE(γ̃), β =

1

kBT
, (16.2)

äå

E(γ) =
∑
x∈γ

p2x
2mx

+ U(γ). (16.3)

öå ïîâíà åíåðãiÿ ñèñòåìè, à ïîñòiéíà íîðìóâàííÿ

Q(Λ, N) =

∫
Γ̃

e−βE(γ̃)(dσ ⊗ dp)N (16.4)

íàçèâà¹òüñÿ êîíôiãóðàöiéíèì iíòåãðàëîì àáî ìàëîþ ñòàòèñòè÷íîþ ñóìîþ.

Ôîðìóëó (16.2) ìîæíà ââàæàòè ïîñòóëàòîì, ÿêèé ¹ îá ðóíòîâàíèé íà ôiçè-

÷íîìó ðiâíi ñòðîãîñòi. Âiäïîâiäíi ñåðåäíi áóäóþòüñÿ çà ôîðìóëîþ (1.37).

Òðåòié ñïîñiá ââåäåííÿ ìiðè âiäïîâiäà¹ òàê çâàíîìó âåëèêîìó êàíîíi÷íîìó

àíñàìáëþ. Âií âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïîïåðåäíüîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ òèì, ùî

êiëüêiñòü ÷àñòèíîê â Λ ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ðîçïîäië ÿêî¨ çàäà¹òüñÿ çà

äîïîìîãîþ äåÿêîãî äîäàòêîâîãî ïàðàìåòðà µ, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ õiìi÷íèì ïî-

òåíöiàëîì. Âèðàç äëÿ ùiëüíîñòi áóäå ìàòè âèãëÿä:

DΛ(γ̃, N) =
1

ZΛ

1

N !h3N
eβµN−βE(γ̃), N = |γ̃|, (16.5)

äå ïîñòiéíà íîðìóâàííÿ ZΛ ìà¹ íàçâó âåëèêî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè i âèðàæà¹-

òüñÿ ôîðìóëîþ:

ZΛ =
∑
N≥0

1

N !

∫
Γ̃
(N)
Λ

dγ̃

h3N
eβµN−βE(γ̃)(dσ ⊗ dp)N , (16.6)

äå h� ïîñòiéíà Ïëàíêà.

Äëÿ ðiâíîâàæíèõ ñèñòåì óñi ñïîñòåðåæóâàíi âåëè÷èíè ¹ ôóíêöiÿìè êîîðäè-

íàò. Òîìó ó âèðàçàõ äëÿ ñåðåäíiõ òà ó âèðàçi äëÿ âåëèêî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè



Ëåêöiÿ 16. 99

ìîæíà âèêîíàòè iíòåãðóâàííÿ ïî iìïóëüñíèì çìiííèì pi ∈ Rd, i = 1, N i ïåðå-

ïèñàòè âèðàç äëÿ ìiðè Ãiááñà äëÿ âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ íà ïðîñòîði

êîíôiãóðàöié ΓΛ ó òàêîìó âèãëÿäi:

µΛ(dγ) =
1

ZΛ

e−βU(γ)λzσ(dγ), (16.7)

ZΛ =

∫
ΓΛ

e−βU(γ)λzσ(dγ), (16.8)

äå ìè ñêîðèñòàëèñÿ âèçíà÷åííÿì ìiðè Ëåáåãà-Ïóàññîíà (10.4), (10.6), à ïîñòiéíà

z =
eβµ

hd

∫
Rd

e−
p2

2mdp = eβµ
(
2πm

βh2

)d/2
(16.9)

i íàçèâà¹òüñÿ àêòèâíiñòþ ñèñòåìè.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî âèçíà÷åííÿ (16.7), (16.8) ìîæå áóòè íåêîðåêòíèì, ÿêùî

åêñïîíåíòà e−βU(γ) íå ¹ iíòåãðîâíîþ ôóíêöi¹þ çà ìiðîþ λΛzσ. Ùîá çðîáèòè öå

âèçíà÷åííÿ êîðåêòíèì, òðåáà íàêëàñòè íà âçà¹ìîäiþ ïåâíi îáìåæåííÿ.

Äîñòàòíüîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ ìiðè Ãiááñà íà ΓΛ ¹ óìîâà ñòiéêîñòi (S) âçà-
¹ìîäi¨:

(S) : ∀γ ∈ Γ0 ∃ B ≥ 0, U(γ) ≥ −B|γ|. (16.10)

Ó öüîìó êóðñi áóäåìî ðîçãëÿäàòè íàéáiëüø ïðîñòèé âèïàäîê ïàðíî¨ âçà¹ìîäi¨

ìiæ ÷àñòèíêàìè. Öå îçíà÷à¹, ùî åíåðãiÿ âçà¹ìîäi¨ ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

U(γ) =
∑

{x,y}∈γ

V2(x, y) :=
∑

{x,y}∈γ

ϕ(|x− y|), γ ∈ Γ0. (16.11)

Íàéáiëüø ðåàëiñòè÷íèìè ïîòåíöiàëàìè â ìîëåêóëÿðíié ôiçèöi, äëÿ ÿêèõ âèêî-

íó¹òüñÿ óìîâà (16.10), ¹ ïîòåíöiàëè âèãëÿäó:

Ðèñ. 1.1

Íàñòóïíèì êðîêîì ¹ âèçíà÷åííÿ ìiðè Ãiááñà íà ïðîñòîði íåñêií÷åííèõ êîí-

ôiãóðàöié Γ. Ó öüîìó âèïàäêó âòðà÷àþòü ñåíñ óñi òðè ìíîæíèêè ó ôîðìóëi
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(16.7). Âèçíà÷åííÿ ìiðè Ãiááñà äëÿ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì òàêîæ ìîæíà çðîáèòè

äâîìà ñïîñîáàìè. Êîðèñòóþ÷èñü âèçíà÷åííÿìè (16.7), (16.8), ìîæíà ïîáóäóâàòè

ñiì'þ ñêií÷åííî-âèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ íà ñiãìà-àëãåáði öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí â

Γ, à ïîòiì çà òåîðåìîþ Êîëìîãîðîâà ïîøèðèòè ìiðó, ÿêà âiäïîâiäà¹ öèì ðîçïî-

äiëàì íà âñþ ñiãìà-àëãåáðó B(Γ). Âïåðøå òàêà êîíñòðóêöiÿ áóëà çàïðîïîíîâàíà

ðîñiéñüêèì ìàòåìàòèêîì Ð.À. Ìiíëîñîì ó 1967 ðîöi. Äðóãèé ñïîñiá áiëüø êîí-

ñòðóêòèâíèé áóâ çàïðîïîíîâàíèé ðîñiéñüêèì ìàòåìàòèêîì Ð.Ë. Äîáðóøèíèì i

íåçàëåæíî àìåðèêàíöåì Î.�. Ëåíôîðäîì i ôðàíöóçîì Ä. Ðþåëëîì òåæ ó 1967

ðîöi. Ñôîðìóëþ¹ìî öþ êîíñòðóêöiþ äåòàëüíî.

16.2. Óìîâíà ìiðà Ãiááñà.
Ââåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ. Åíåðãiÿ âçà¹ìîäi¨ äâîõ êîíôiãóðàöié η, γ ∈ Γ0:

W (η; γ) =
∑
x∈η,
y∈γ

V2(x, y). (16.12)

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè òàêèé êëàñ ïîòåíöiàëiâ i òàêó ìíîæèíó êîíôiãóðàöié â Γ,

äëÿ ÿêèõ äëÿ áóäü ÿêîãî Λ ∈ Bc(Rd)

W (γΛ; γΛc) < ∞, γ ∈ Γ. (16.13)

Ââåäåìî äëÿ òàêèõ êîíôiãóðàöié òàêó âåëè÷èíó:

U(γΛ | γΛc) = U(γΛ) + W (γΛ; γΛc) (16.14)

i ñiì'þ ìíîæèí {RΛ : Λ ∈ Bc(Rd)}, äå

RΛ := {γ ∈ Γ | ∀η ∈ ΓΛ, ∃B ≥ 0, òàêå, ùî U(η | γΛc) ≥ −B|η|} . (16.15)

Îçíà÷åííÿ 16.1 Iìîâiðíiñíi ìiðè íà Γ, ïîðîäæåíi ñiìåéñòâîì ìíîæèí

Λ ∈ Bc(Rd) i çàäàíi çà äîïîìîãîþ ùiëüíîñòåé

fΛ(η | γ) =

{
1

ZΛ(γΛc )
e−βU(η|γΛc ), η ∈ ΓΛ, γ ∈ RΛ,

0, â iíøèõ âèïàäêàõ,
(16.16)

ZΛ(γΛc) =

∫
ΓΛ

e−βU(η|γΛc )λzσ(dη) (16.17)

âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà-Ïóàññîíà λσ íàçèâàþòü óìîâíîþ ìiðîþ Ãiááñà.

Óìîâíà ìiðà Ãiááñà çàäà¹òüñÿ ñiìåéñòâîì ñïåöèôiêàöié

{ΠΛ(· | γ) : Λ ∈ Bc(Rd), γ ∈ Γ}
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çà ôîðìóëîþ:

∀A ∈ B(Γ), ΠΛ(A | γ) =

∫
Aγ

fΛ(η | γ)λzσ(dη), (16.18)

Aγ := {η ∈ ΓΛ | η ∪ γΛc ∈ A}. (16.19)

16.3. Âèçíà÷åííÿ ìiðè Ãiááñà íà Γ i ðiâíÿííÿ ÄËÐ.
Îçíà÷åííÿ 16.2 Ìiðîþ Ãiááñà íà Γ íàçèâàþòü òàêó ìiðó µ, óìîâíèé ðîç-

ïîäië ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ç ΠΛ, òîáòî

Eµ [11A | B(ΓΛc)] (·) = ΠΛ(A | ·) µ− a.e., A ∈ B(Γ). (16.20)

Çà îçíà÷åííÿì óìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ

µ (ΠΛ(A | ·)) =

∫
Γ

ΠΛ(A | γ)µ(dγ) = µ(A). (16.21)

Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ íàçâó ðiâíÿííÿ Äîáðóøèíà-Ëåíôîðäà-Ðþåëëà (ÄËÐ). Ïî-

çíà÷èìî ìíîæèíó ìið Ãiááñà, ùî âiäïîâiäàþòü ïîòåíöiàëó V ÷åðåç GV .
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Õàðàêòåðèçàöiÿ ìið Ãiááñà.

Òåîðåìà 17.1. Íåõàé µ ∈ GV . Òîäi íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(1)� DLR�ðiâíÿííÿ.∫
Γ

ΠΛ(A | γ)µ(dγ) =

∫
Γ

11A(γ)µ(dγ) = µ(A). (17.1)

(2)� RE�ðiâíÿííÿ Ðþåëëà (Ruelle).

Äëÿ áóäü ÿêî¨ ïîçèòèâíî¨ B(Γ)-âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ F i Λ ∈ Bc(Rd) ìà¹ ìiñöå

ðiâíiñòü:∫
Γ

F (γ)µ(dγ) =

∫
ΓΛ

[∫
ΓΛc

F (η ∪ γ)e−βU(η|γ)µ(dγ)

]
λzσ(dγ). (17.2)

(3)� GNZ�ðiâíÿííÿ (Georgii,Nguen,Zessin).

Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîçèòèâíî¨ B(Rd)⊗B(Γ)-âèìiðíî¨ ôóíêöi¨H ñïðàâåäëèâà ôîð-

ìóëà:∫
Γ

∑
x∈γ

H(x; γ)µ(dγ) = z

∫
Γ

∫
Rd

H(x; γ ∪ {x})e−βW ({x};γ)σ(dx)µ(dγ). (17.3)

Äîâåäåííÿ.

1) DLR(1) ⇒ GNZ(3)

Íåõàé Λ ∈ Bc(Rd). σ-àëãåáðó ìíîæèí B(Γ) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ìíîæèíàìè

A1 ∩ A2, äå A1 ∈ BΛ(Γ), a A2 ∈ BΛc(Γ). Äiéñíî íåõàé A ∈ B(Γ). Ïîçíà÷èìî

AΛ = A ∩ ΓΛ, AΛc = A ∩ ΓΛc = ΓΛc ∩ A. Òîäi ìíîæèíó A ìîæíà çàïèñàòè ó

âèãëÿäi: AΛ×ΓΛc ∩ΓΛ×AΛc = A1∩A2. Òîìó, äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè 1) äîñòàòíüî

äîâåñòè ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíÿííÿ GNZ äëÿ ôóíêöi¨

H(x; γ) = 11Λ(x)11A1(γ)11A2(γ). (17.4)
103



104 Ëåêöiÿ 17.

Òîäi ∫
Γ

∑
x∈γ

H(x; γ)µ(dγ) =

∫
Γ

NΛ(γ)11A1(γ)11A2(γ)µ(dγ) =

=

∫
A2

NΛ(γ)11A1(γ)µ(dγ) := (I). (17.5)

Òóò NΛ(γ) := |γΛ| =
∑

x∈γ 11Λ(x). Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ îçíà÷åííÿì óìîâíîãî ìà-

òåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ, çãiäíî ÿêîãî äëÿ äîâiëüíîãî A2 ∈ BΛc(Γ) óìîâíå ìà-

òåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ BΛ-âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ g çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ∫
A2

Eµ [g(·) | BΛc(Γ)] (γ)µ(dγ) =

∫
A2

g(γ)µ(dγ). (17.6)

Òîäi, âèáèðàþ÷è â (17.6) g(γ) = NΛ(γ)11A1(γ), ìà¹ìî

(I) =

∫
Γ

11A2(γ)Eµ [NΛ(·)11A1(·) | BΛc(Γ)] (γ)µ(dγ) =: (II).

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî µ ∈ GV , òîáòî ñïðàâåäëèâå ðiâíÿííÿ (16.20), ÿêå äëÿ

ôóíêöi¨ g(γ) = NΛ(γ)11A1(γ) ïðèâîäèòü (II) äî âèãëÿäó:

(II) =

∫
Γ

11A2(γ)ΠΛ(NΛ(·)11A1(·) | γ)µ(dγ) =

=

∫
A2

∫
ΓΛ

NΛ(η)11A1(η)fΛ(η | γΛc)λzσ(dη)µ(dγ) =

=

∫
A2

∫
ΓΛ

∑
x∈η

11Λ(x)11A1(η)fΛ(η | γΛc)λzσ(dη)µ(dγ) =: (III).

Çàñòîñó¹ìî â îñòàííüîìó iíòåãðàëi çà ìiðîþ λzσ ôîðìóëó Ìåêêå. Îòðèìó¹ìî:

= z

∫
A2

∫
ΓΛ

∫
Λ

11A1(η ∪ {x})fΛ(η ∪ {x} | γΛc)σ(dx)λzσ(dη)µ(dγ) =: (III).

Äàëi çà îçíà÷åííÿì ùiëüíîñòi (16.16)-(16.17)

fΛ(η ∪ {x} | γΛc) = e−βW (x;η∪γΛc )fΛ(η | γΛc)

i ìè îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî, âèêîðèñòîâóþ÷è çíîâó âèçíà÷åííÿ óìîâíîãî ìàòå-

ìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ (17.6):

(III) = z

∫
A2

∫
ΓΛ

∫
Λ

11A1(η ∪ {x})fΛ(η | γΛc)e−βW (x;η∪γΛc )σ(dx)λzσ(dη)µ(dγ) =

= z

∫
A2

∫
Λ

Eµ
[
11A1(· ∪ {x})e−βW (x;·∪γΛc ) | BΛc(Γ)

]
(γΛc)σ(dx)µ(dγΛc) =

= z

∫
Γ

∫
Rd

11Λ(x)11A1(γ ∪ {x})11A2(γ)e
−βW (x;γ)σ(dx)µ(dγ) =

= z

∫
Γ

∫
Rd

H(γ ∪ {x})e−βW (x;γ)σ(dx)µ(dγ)
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Ïåðøèé i îñòàííié ÷ëåíè öi¹¨ ðiâíîñòi çáiãàþòüñÿ ç ðiâíÿííÿì GNZ.

2) GNZ(3) ⇒ RE(2)

Íåõàé Λ ∈ Bc(Rd), a F öå B(Γ)-âèìiðíà ïîçèòèâíà ôóíêöiÿ. Ðîçãëÿíåìî

iíòåãðàëè (m ≥ 0):

Im(F ) :=

∫
Γ

11{NΛ(γ)=m}(γ)F (γ)µ(dγ). (17.7)

Ïðè m = 0 ìà¹ìî:

I0(F ) :=

∫
Γ

11{NΛ(γ)=0}(γ)F (γ)µ(dγ) =

∫
ΓΛc

F (γ)µ(dγ). (17.8)

Ïðè m ≥ 1 çàïèøåìî iíòåãðàë (17.7) ó âèãëÿäi:

Im(F ) :=

∫
Γ

11{NΛ(γ)=m}(γ)F (γ)µ(dγ) =

=
1

m

∫
Γ

∑
x1∈γ

11Λ(x1)11{NΛ(γ)=m}(γ)F (γ)µ(dγ). (17.9)

Çàñòîñó¹ìî ðiâíÿííÿ GNZ (17.3) ç ôóíêöi¹þ H(x; γ) = 11Λ(x)11{NΛ(γ)=m}(γ)F (γ).

Òîäi

Im(F ) =
z

m

∫
Γ

∫
Rd

11Λ(x1)11{NΛ(γ∪{x1})=m}(γ ∪ {x1})×

× F (γ ∪ {x1})e−βW ({x1};γ)σ(dx1)µ(dγ) =

=
z

m

∫
Γ

∫
Λ

11{NΛ(γ)=m−1}(γ)×

× F (γ ∪ {x1})e−βW ({x1};γ)σ(dx1)µ(dγ) =

=
1

m
Im−1(F1), (17.10)

äå

F1(γ) := z

∫
Λ

F (γ ∪ {x1})e−βW ({x1};γ)σ(dx1). (17.11)

Ïîâòîðèâøè òàêi ñàìi îïåðàöi¨ îòðèìó¹ìî, ùî

Im(F ) =
1

m(m− 1)
Im−2(F2), (17.12)

äå

F2(γ) := z2
∫
Λ

∫
Λ

F (γ ∪ {x1, x2})e−βU({x1,x2})−βW ({x1,x2};γ)σ(dx1)σ(dx2). (17.13)
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Ïiñëÿ m êðîêiâ îòðèìó¹ìî ôîðìóëó

Im(F ) =
1

m!
I0(Fm), (17.14)

äå

Fm(γ) := zm
∫
Λ⊗m

F (γ ∪ {x1, ..., xm})e−βU({x1,...,xm})−βW ({x1,...,xm};γ)σ(dx)⊗m.

(17.15)

Âðàõîâóþ÷è (17.8), ïðîñóìîâóþ÷è âiä m = 0 äî m = ∞ i âðàõîâóþ÷è, ùî

∞∑
m=0

11{NΛ(γ)=m}(γ) = 1 (17.16)

îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ (RE)(17.2).

3) RE(2) ⇒ DLR(1)

Äëÿ áóäü ÿêîãî Λ ∈ Bc(Rd) âiçüìåìî äîâiëüíó ìíîæèíó A ∩ A′, A ∈
BΛ(Γ), A

′ ∈ BΛc(Γ). Òîäi äëÿ ìiðè µ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (RE) (17.2),

ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ:

µ(A ∩ A′) =

∫
ΓΛ

[∫
ΓΛc

11A∩A′(η ∪ γ)e−βU(η|γ)µ(dγ)

]
λzσ(dγ). (17.17)

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ î÷åâèäíîþ ðiâíiñòþ

11A∩A′(η ∪ γ)11ΓΛ
(η)11ΓΛc (γ) = 11A(η)11A′(γ)11ΓΛ

(η)11ΓΛc (γ). (17.18)

Òîäi

µ(A ∩ A′) =

∫
A′
11{NΛ(γ)=0}(γ)

[∫
A

e−βU(η|γ)λzσ(dη)

]
µ(dγ). (17.19)

Çà îçíà÷åííÿì óìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ, äëÿ äîâiëüíî¨ B(Γ)-

âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ f i äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A′ ∈ BΛc(Γ)∫
A′
Eµ [f(·) | BΛc(Γ)] (γ)µ(dγ) =

∫
A′
f(γ)µ(dγ). (17.20)

Òîäi (17.17) ìîæíà ïåðåïìñàòè ó âèãëÿäi:

µ(A ∩ A′) =

∫
A′
Eµ

[
11{NΛ(·)=0}(·)

∫
A

e−βU(η|·)λzσ(dη) | BΛc(Γ)

]
µ(dγ). (17.21)
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ßêùî òåïåð ðîçãëÿíóòè (18.20) ç A = ΓΛ, òîäi çà îçíà÷åííÿì iòåãðàë ïiä çíàêîì

ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ¹ ZΛ(·), à ðiâíÿííÿ (18.20) íàáóäå âèãëÿäó:

µ(A′) =

∫
A′
Eµ
[
11{NΛ(·)=0}(·)ZΛ(·) | BΛc(Γ)

]
µ(dγ). (17.22)

Âíàñëiäîê òîãî, ùî öå ðiâíÿííÿ ñïðàâåäëèâå ïðè äîâiëüíèõ A′ ∈ BΛc(Γ) ìà¹

ìiñöå ôîðìóëà:

Eµ
[
11{NΛ(·)=0}(·)ZΛ(·) | BΛc(Γ)

]
= 1, µ− a.e. (17.23)

Àëå ZΛ(·) ¹BΛc(Γ)-âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà çà îçíà÷åííÿì áiëüøå îäèíèöi, òîìó

çà âëàñòèâiñòþ óìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ìà¹ìî:

Eµ
[
11{NΛ(·)=0}(·) | BΛc(Γ)

]
(γ) =

1

ZΛ(γ)
. (17.24)

Ïîâåðòàþ÷èñü äî ðiâíÿííÿ (18.20),ç òèõ ñàìèõ ìiðêóâàíü çàïèøåìî iíòåãðàë

ïî ìíîæèíi A ïiñëÿ ôóíêöi¨ Eµ
[
11{NΛ(·)=0}(·) | BΛc(Γ)

]
(γ) i âðàõó¹ìî (17.22).

Îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî:

µ(A ∩ A′) =

∫
A′

1

ZΛ(γ)

[∫
A

e−βU(η|·)λzσ(dη)

]
µ(dγ) =

∫
A′
ΠΛ(A, γ)µ(dγ). (17.25)

Öÿ ôîðìóëà ïðè A′ = Γ i ¹ ðiâíÿííÿ DLR:

µ(A) =

∫
Γ

ΠΛ(A, γ)µ(dγ). (17.26)

�
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Ëåêöiÿ 18.

Îñíîâíi õàðàêòåðèñòèêè ìið Ãiááñà: êîðåëÿöiéíi

ôóíêöi¨.

18.1. Êîðåëÿöiéíi ìiðè òà êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨.

ßêùî ìiðà, âëàñòèâîñòi ÿêî¨ òðåáà âèâ÷èòè, íå ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ

âiäíîñíî äåÿêî¨ äîáðå âèâ÷åíî¨ ìiðè, òî äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé òàêî¨ ìiðè ¹

äîñèòü âàæêîþ ïðîáëåìîþ. Òîäi âàæëèâî çíàòè äåÿêi íåïðÿìi õàðàêòåðèñòèêè

òàêî¨ ìiðè. Îäíi¹þ ç îñíîâíèõ õàðàêòåðèñòèê ¹ ïîñëiäîâíiñòü ìîìåíòiâ. Íàïðè-

êëàä, äëÿ ìiðè µ, ùî çàäàíà íà R1 ìîìåíòè âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

mk =

∫
Rd

tkµ(dt). (18.1)

Àëå iñíóâàííÿ ïîñëiäîâíîñòi íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë mk, (k = 0, 1, 2, ...) ùå íå îçíà-

÷à¹, ùî òàêié ïîñëiäîâíîñòi âiäïîâiäà¹ äåÿêà ìiðà µ. Íåîáõiäíîþ óìîâîþ iñíó-

âàííÿ òàêî¨ ìiðè ¹ íåðiâíiñòü

N∑
j,k=0

mj+kλjλ̄k ≥ 0, (18.2)

ÿêà ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ äëÿ äîâiëüíèõ N ∈ N, λj ∈ C. Äîñòàòíüîþ óìîâîþ

¹ iñíóâàííÿ êîíñòàíòè C > 0, òàêî¨, ùî

|mk| ≤ Ckk!. (18.3)

Öÿ óìîâà çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà:

Lµ(z) =

∫
R1

etzµ(dt) =
∞∑
k=0

zk

k!
mk. (18.4)

Óìîâà (18.2) âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi
109
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R1

|
N∑
k=0

λkt
k|2µ(dt) ≥ 0. (18.5)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð àíàëîã ïðîáëåìè ìîìåíòiâ íà ïðîñòîði êîíôiãóðàöié Γ.

Ïåðø çà âñå òðåáà çàóâàæèòè, ùî êîæíó êîíôiãóðàöiþ γ ìîæíà îòîòîæíèòè ç

óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ (äèâ. (9.3), (9.4)). Àëå ó ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié

îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ (çâåäåííÿ ó ñòåïiíü)íå ¹ âèçíà÷åíîþ. Ó ãàóññîâîìó àíàëiçi

(òîáòî íà ïðîñòîðàõ ôóíêöié, ÿêi iíòåãðîâíi çà ìiðîþ Ãàóññà) ââîäÿòü òàê çâàíó

âiêiâñüêó ðåãóëÿðèçàöiþ (äèâ. ëåêöiþ 5). Òàê ñàìî ìîæíà çðîáèòè i ó âèïàäêó

ïóàññîíiâñüêîãî àíàëiçó.

Ïåðøà ñòåïiíü âèçíà÷à¹òüñÿ çâè÷àéíèì ÷èíîì çà âèçíà÷åííÿì óçàãàëüíåíî¨

ôóíêöi¨. Íåõàé G ¹ ôóíêöi¹þ íà ïðîñòîði êîíôiãóðàöié Γ0 (G : Γ0 → R), òàêîþ,
ùî

G � Γ(n)
0 = G(n)({x1, ..., xn}) := Gn(x1, ..., xn), Gn ∈ C0(Rdn). (18.6)

Òîäi

< G(1), γ > :=
∑
x1∈γ

< G(1), εx1 > =
∑
x1∈γ

G1(x1). (18.7)

n-ó ñòóïiíü âèçíà÷èìî ôîðìóëîþ

< G(n), : γ⊗n :> :=
∑

{x1,...,xn}⊂γ

Gn(x1, ..., xn). (18.8)

Òîäi àíàëîãîì ôîðìóëè ìîìåíòiâ ¹ ôîðìóëà∫
Γ

< G(n), : γ⊗n :> µ(dγ) :=

∫
Rdn

Gn(x1, ..., xn)ρ
(n) ((σ(dx1), ..., σ(dxn)) . (18.9)

Ôóíêöiþ ρ(n), áóäåìî íàçèâàòè êîðåëÿöiéíîþ ìiðîþ ìiðè µ íà Γ(n). ßêùî êîðå-

ëÿöiéíà ìiðà ρ(n) ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà â Rdn, òîäi ¨¨

ùiëüíiñòü âèçíà÷à¹ âiäïîâiäíó êîðåëÿöiéíó ôóíêöiþ:

ρ(n) ((σ(dx1), ..., σ(dxn)) :=
1

n!
ρn(x1, ..., xn)σ(dx1) · · ·σ(dxn) (18.10)

Ç óðàõóâàííÿì (18.8) ôîðìóëó (18.9) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi∫
Γ

∑
{x1,...,xn}⊂γ

Gn(x1, ..., xn)µ(dγ) = (18.11)

=

∫
Rdn

Gn(x1, ..., xn)ρ
(n) ((σ(dx1), ..., σ(dxn)) .
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Êîðåëÿöiéíó ìiðó òåïåð ìîæíà âèçíà÷èòè íà ïðîñòîði óñiõ ñêií÷åííèõ êîíôiãó-

ðàöié Γ0, ïðîñóìóâàâøè ðiâíiñòü (18.11) çà âñiìà n ≥ 0. Äëÿ òîãî, ùîá çàïèñàòè

öþ ôîðìóëó ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi, âèçíà÷èìî îïåðàòîð K : C0(Γ0) → C0(Γ)

íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

(KG) (γ) :=
∞∑
n=0

∑
{x1,...,xn}⊂γ

Gn(x1, ..., xn) =
∑
ηbγ

G(η). (18.12)

Òîäi ç (18.11) îòðèìó¹ìî ôîðìóëó:∫
Γ

(KG) (γ)µ(dγ) =

∫
Γ0

G(η)ρ(dη), (18.13)

À ó âèïàäêó (18.10) ∫
Γ

(KG) (γ)µ(dγ) =

∫
Γ0

G(η)ρ(η)λσ(dη). (18.14)

Ïiäñòàâëÿþ÷è â (18.13) G = 11A, A ∈ B(Γ0) îòðèìó¹ìî îçíà÷åííÿ êîðåëÿöiéíî¨

ìiðè íà B(Γ0):

ρµ(A) = ρ(A) =

∫
Γ

(K11A) (γ)µ(dγ). (18.15)

18.1. Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ãiááñîâèõ ìið.

Ïåðø íiæ âñòàíîâèòè âèãëÿä êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié, ùî âiäïîâiäàþòü ìiðàì

Ãiááñà, äîâåäåìî íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 18.1. Äëÿ âñiõ ïîçèòèâíèõ âèìiðíèõ ôóíêöié G : Γ0 7→ R i H :

Γ0 × Γ0 7→ R ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà ðiâíiñòü:∫
Γ0

G(γ)
∑
η⊂γ

H(η, γ \ η)λσ(dγ) =
∫
Γ0

∫
Γ0

G(η ∪ γ)H(η, γ)λσ(dγ)λσ(dη). (18.16)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé η � Γ(k)
0 = {x1, ..., xk} := {x}k1, γ � Γ(m)

0 = {xk+1, ..., xk+m} :=

{x}k+mk+1 . Òîäi ∫
Γ0

∫
Γ0

G(η ∪ γ)H(η, γ)λσ(dγ)λσ(dη) =

∞∑
k,m=0

1

k!m!

∫
Rdk

∫
Rdm

G({x}k+m1 )H({x}k1, {x}k+mk+1 )σ(dx)
k+m =

∞∑
n=0

1

n!

n∑
k=0

Ck
n

∫
Rdn

G({x}n1 )H({x}k1, {x}nk+1)σ(dx)
n =
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Γ0

G(γ)
∑
η⊂γ

H(η, γ \ η)λσ(dγ).

�
Îçíï÷åííÿ 18.1. Ìiðà µ íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî àáñîëþòíî-íåïåðåðâíà âiä-

íîñíî ìiðè λzσ, ÿêùî äëÿ áóäü ÿêîãî Λ ∈ Bc(Rd) ìiðà µΛ = µ ◦ p−1
Λ ¹ àáñîëþòíî-

íåïåðåðâíà âiäíîñíî ìiðè λΛzσ, òîáòî iñíó¹ ïîõiäíà Ðàäîíà-Íiêîäèìà:

dµΛ

dλΛzσ
(γ). (18.17)

Íàñòóïíà ëåìà äà¹ ìîæëèâiñòü âèçíà÷èòè öþ ïîõiäíó äëÿ µ ∈ GV :
Ëåìà 18.2. Íåõàé µ ∈ GV . Òîäi âîíà ¹ ëîêàëüíî-íåïåðåðâíà âiäíîñíî λzσ, i

dµΛ

dλΛzσ
(η) =

∫
ΓΛc

e−βU(η)−βW (η;γ)µ(dγ). (18.18)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé F ¹ ïîçèòèâíîþBΛ(Γ)-âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ. Òîäi iñíó¹B(ΓΛ)-

âèìiðíà ôóíêöiÿ f òàêà, ùî F = f ◦ pΛ (F (γ) = f(γΛ)). Òîäi çà îçíà÷åííÿì

ïðîåêöi¨ ìiðè ∫
Γ

F (γ)µ(dγ) =

∫
ΓΛ

f(η)µΛ(dη). (18.19)

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî ìiðà µ ¹ ãiááñîâîþ i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ RE (17.2).

Òîäi ∫
Γ

F (γ)µ(dγ) =

∫
ΓΛ

[∫
ΓΛc

F (η ∪ γ)e−βU(η|γ)µ(dγ)

]
λzσ(dη) =∫

ΓΛ

f(η)

[∫
ΓΛc

e−βU(η)−βW (η;γ)µ(dγ)

]
λzσ(dη) (18.20)

Âðàõîâóþ÷è, ùî çà âèçíà÷åííÿì ïîõiäíî¨ Ðàäîíà-Íiêîäèìà∫
ΓΛ

f(η)µΛ(dη) =

∫
ΓΛ

f(η)
dµΛ

dλΛzσ
(η)λzσ(dη) (18.21)

i ïîðiâíþþ÷è (18.21) ç (18.20) îòðèìó¹ìî (18.18).

�
Ëåìà 18.3. Íåõàé µ ∈ GV i äëÿ áóäü ÿêîãî Λ ∈ Bc(Rd) iñíó¹ ïîñòiéíà CΛ > 0

òàêà, ùî
dµΛ

dλΛzσ
(η) = ≤ C

|η|
Λ . (18.22)

Òîäi êîðåëÿöiéíà ìiðà (18.15) ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî ìiðè λzσ, à ¨¨

ùiëüíiñòü âèðàæà¹òüñÿ êîðåëÿöiéíèì ôóíêöiîíàëîì, ÿêèé ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

ρ(η) =

∫
Γ

e−βU(η)−βW (η;γ)µ(dγ). (18.23)
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Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî äëÿ áóäü ÿêîãî A ∈ Bc(Γ0) iñíó¹ Λ ∈
Bc(Rd) òàêå, ùî ôóíêöiÿ (K11A) (γ) ¹ BΛ(Γ0)-âèìiðíîþ, à

ρ(A) =

∫
ΓΛ

(K11A) (γ)µ
Λ(dγ) =

∫
ΓΛ

∑
η⊂γ

11A(η)
dµΛ

dλΛzσ
(γ)λΛzσ(dγ). (18.24)

Çàñòîñó¹ìî äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè (18.24) Ëåìó 10.1 (ðiâíiñòü (18.16)) ç

G(γ) =
dµΛ

dλΛzσ
(γ), H(η, γ \ η)) = 11A(η)11ΓΛ

(γ \ η). (18.25)

Îòðèìó¹ìî, ùî

ρ(A) =

∫
ΓΛ

∫
ΓΛ

11A(η)
dµΛ

dλΛzσ
(η ∪ γ)λΛzσ(dγ)λzσ(dη). (18.26)

Çâiäñè îòðèìó¹ìî

ρ(η) =

∫
ΓΛ

dµΛ

dλΛzσ
(η ∪ γ)λzσ(dγ). (18.27)

Ïiäñòàâèìî â (18.27) âèðàç (18.18). Òîäi ìà¹ìî

ρ(η) =

∫
ΓΛ

∫
ΓΛc

e−βU(η∪γ)−βW (η∪γ;ξ)µ(dξ)λzσ(dγ) = (18.28)

=

∫
ΓΛ

∫
ΓΛc

e−βU(η)−βW (η;γ∪ξ)e−βU(γ)−βW (γ;ξ)µ(dξ)λzσ(dγ).

Çàñòîñîâóþ÷è â îñòàííüîìó âèðàçi (18.28) ðiâíÿííÿ Ðþåëëà (RE) (17.2) îòðè-
ìó¹ìî (18.23). �

Íà çàâåðøåííÿ íàâåäåìî âèðàç äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié, ùî âiäïîâiäàþòü

óìîâíîìó ðîçïîäiëó Ãiááñà â îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ òà ôiêñîâàíèì ãðàíè÷íèì

êîíôiãóðàöiÿì γ̄ ∈ ΓΛc :

ρΛ(η | γ̄) =
z|η|

ZΛ(γ̄)

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ|γ̄)λzσ(dγ). (18.29)
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Ðiâíÿííÿ äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié.

Ïðîáëåìà ïîáóäîâè ãðàíè÷íî¨ ìiðè Ãiááñà (ãiááñîâîãî ñòàíó) ïîâ'ÿçàíà ç ïîáóäî-

âîþ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ó ïðîñòîði Γ0. Ðiâíÿííÿ (18.23) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹

êîðåëÿöiéíèé ôóíêöiîíàë ρ(η) ÿêùî çàäàíà ìiðà µ. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå ¹

âiðíèì. Òàê ñàìî, ÿê i ó çâè÷àéíié ïðîáëåìi ìîìåíòiâ, äëÿ òîãî, ùîá ñiì'¨ êîðå-

ëÿöiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ

{ρ(η) | η ∈ Γ0}

îäíîçíà÷íî âiäïîâiäàëà ìiðà Ãiááñà µ ∈ GV òðåáà íàêëàñòè äåÿêi óìîâè íà ρ(η).

Öå ïèòàííÿ ìè ðîçãëÿíåìî ó íàñòóïíié ëåêöi¨. Çàðàç ìè îáãîâîðèìî ïèòàííÿ

äëÿ ÷îãî ïîòðiáíi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ i ÿê ¨õ áóäóâàòè äëÿ ñèñòåìè ÷àñòèíîê ç

çàäàíîþ âçà¹ìîäi¹þ.

19.1. Ëîêàëüíi ñïîñòåðåæóâàíi òà êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨.

Ìåòîþ ñòàòèñòè÷íî¨ òåîði¨ ¹ çíàõîäæåííÿ ôîðìóë äëÿ îáðàõóíêó ôiçè÷íèõ

âåëè÷èí (àáî âåëè÷èí iíøî¨ ïðèðîäè), ÿêi ìîæíà ñïîñòåðiãàòè â åêñïåðèìåí-

òi àáî â ïðèðîäi. Òàêi âåëè÷èíè íàçèâàþòüñÿ ñïîñòåðåæóâàíèìè âåëè÷èíàìè

i ¹ ôóíêöiÿìè êîíôiãóðàöiéíèõ çìiííèõ. Ïðèðîäíî, ùî öÿ çàëåæíiñòü ïîâèííà

áóòè òiëüêè âiä äåÿêî¨ ëîêàëüíî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ, áî ìè ìîæåìî ñïîñòåðiãà-

òè òiëüêè îáìåæåíó îáëàñòü ñèñòåìè. Òîìó ìàòåìàòè÷íî âèçíà÷èòè ëîêàëüíó

ñïîñòåðåæóâàíó âåëè÷èíó ìîæíà òàêèì ÷èíîì.

Îçíà÷åííÿ 19.1 Áóäü ÿêà âèìiðíà ôóíêöiÿ FB, âèçíà÷åíà íà êîíôiãóðà-

öiéíîìó ïðîñòîði Γ, íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíîþ ñïîñòåðåæóâàíîþ, ÿêùî âîíà çà-

ëåæèòü òiëüêè âiä ÷àñòèíè êîíôiãóðàöi¨ ÷àñòèíîê, ùî ìiñòèòüñÿ ó îáëàñòi

B b Rd, òîáòî

FB(γ) = f(γ ∩B) = f(γB)

¹ öèëiíäðè÷íîþ ôóíêöi¹þ.
115
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�¨ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ç äîïîìîãîþ éìîâiðíiñíîãî ðîçïîäiëó µ çà

ôîðìóëîþ

< FB >µ=

∫
Γ

FB(γ)dµ(γ), (19.1)

Ç óñiõ ôiçè÷íèõ âåëè÷èí (òîáòî ôóíêöié, ùî ââåäåíi íà ìíîæèíi ñòàíiâ Γ ôi-

çè÷íî¨ ñèñòåìè) ÷àñòiøå âñüîãî çóñòði÷àþòüñÿ òàê çâàíi ñóìàòîðíi âåëè÷èíè.

Îòæå, ââåäåìî ïîíÿòòÿ ñóìàòîðíî¨ âåëè÷èíè.

Îçíà÷åííÿ 19.2 Âåëè÷èíà F (·) íàçèâà¹òüñÿ ñóìàòîðíîþ âåëè÷èíîþ k-ãî

ïîðÿäêó, ÿêùî ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

FB(γ) =
∑

{x1,...,xk}⊂γ

fB;k(x1, . . . , xk), (19.2)

äå fB;k(x1, . . . , xk) � äåÿêà ñèìåòðè÷íà ôóíêöiÿ ñâî¨õ çìiííèõ.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ëîêàëüíó ñïîñòåðåæóâàíó âåëè÷èíó ìîæíà çàïèñàòè

ó âèãëÿäi:

FB(γ) =
∞∑
k=0

∑
{x1,...,xk}⊂γ

fB;k(x1, . . . , xk) =
∑
ηbγ

fB(η). (19.3)

Òîäi, âðàõîâóþ÷è ôîðìóëè (18.12), (18.14) âèðàç (19.1) äëÿ ñåðåäíiõ âiä ôóí-

êöié (19.3) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

< FB >µ=

∫
Γ

FB(γ)µ(dγ) =

∫
Γ0

fB(η)ρ(η)λσ(dη). (19.4)

Îòæå, çíàþ÷è âèðàç äëÿ êîðåëÿöiéíî¨ ôóíêöi¨, ìîæíà îá÷èñëèòè ñåðåäíi ñïî-

ñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí îáðàõîâóþ÷è iíòåãðàëè çà ìiðîþ Ëåáåãà-Ïóàññîíà.

19.2. Ðiâíÿííÿ Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié.

Êîðåëÿöiéíî¨ ôóíêöi¨ íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè (18.23) ìîæíà ïîáóäóâàòè âè-

õîäÿ÷è ç ¨õ âèðàçó äëÿ îáìåæåíèõ ìíîæèí Λ ∈ Bc(Rd). Ïîêëàäàþ÷è ó âèðàçi

(18.29) γ̄ = ∅ îòðèìà¹ìî âèðàç:

ρΛ(η) =
z|η|

ZΛ

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ)λzσ(dγ). (19.5)

Äîñòàòíüîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié íà ΓΛ ¹ óìîâà ñòiéêîñòi

(S)(äèâ. ô-ëó (16.10)). Öÿ óìîâà äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè îöiíêè:

1 ≤ ZΛ ≤ eze
βBσ(Λ) (19.6)
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òà

0 ≤ ρΛ(η) ≤ Z−1
Λ eze

βBσ(Λ). (19.7)

Öi îöiíêè ñëiäóþòü ç óìîâè (16.10) i âèçíà÷åííÿ iíòåãðàëó çà ìiðîþ Ëåáåãà-

Ïóàññîíà (10.6). Àëå îöiíêà (19.7) íå äà¹ ïiäñòàâ çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ïîñëi-

äîâíiñòü ôóíêöié ρΛ(η) ìà¹ òåðìîäèíàìi÷íó ãðàíèöþ ïðè Λ ↑ Rd.

Îäíèì iç ñïîñîáiâ ïîáóäîâè êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ïðè íåñêií÷åííîìó îá'¹ìi

¹ ìåòîä ðiâíÿíü. Òðåáà îòðèìàòè ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié ρ i çíàéòè ¨õ ðîçâ'ÿçîê.

Îòðèìà¹ìî ñïåðøó òàêi ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié ρΛ, òîáòî ó ñêií÷åííîìó îá'¹ìi.

Âèäiëèìî äëÿ öüîãî â êîíôiãóðàöi¨ η äåÿêó òî÷êó x ∈ η i ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

η(x̂) := η \ {x}. Òîäi âèðàç (19.5) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi:

ρΛ(η) = z|η|
e−βW (x;η(x̂))

ZΛ

∫
ΓΛ

e−βW (x;γ)e−βU(η(x̂)∪γ)λzσ(dγ). (19.8)

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî ó âèïàäêó ïàðíîãî ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨ åíåðãiÿ âçà¹-

ìîäi¨ äâîõ êîíôiãóðàöié çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (16.12). Òîäi åêñïîíåíòó â (19.8)

ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

e−βW (x;γ) =
∏
y∈γ

[
(e−βV2(x,y) − 1) + 1

]
. (19.9)

Äàëi äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ C(Rd) i äîâiëüíîãî γ ∈ ΓΛ ñïðàâå-

äëèâà ïðîñòà êîìáiíàòîðíà ôîðìóëà:∏
y∈γ

[1 + φ(y)] =
∑
ξ⊆γ

∏
y∈ξ

φ(y) =
∑
ξ⊆γ

eλ(φ; ξ). (19.10)

Ââåäåìî íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ:

K(x; ξ) := eλ(e
−βV2(x,y) − 1; ξ) =


∏

y∈ξ(e
−βV2(x,y) − 1), |ξ| ≥ 1,

1, ξ = ∅.
(19.11)

Òîäi âèðàç (19.8) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi:

ρΛ(η) = z|η|
e−βW (x;η(x̂))

ZΛ

∫
ΓΛ

∑
ξ⊆γ

K(x; ξ)e−βU(η(x̂)∪γ)λzσ(dγ). (19.12)

Çàñòîñó¹ìî äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè (19.12) Ëåìó 10.1 (ðiâíiñòü (18.16)) ç ΓΛ çàìiñòü

Γ0 i

G(γ) = e−βU(η(x̂)∪γ), (19.13)

H(ξ, γ \ ξ)) = K(x; ξ) ≡ K(x; ξ)11ΓΛ
(γ \ ξ).
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Òîäi

ρΛ(η) = z|η|
e−βW (x;η(x̂))

ZΛ

∫
ΓΛ

∫
ΓΛ

K(x; ξ)e−βU(η(x̂)∪ξ∪γ)λzσ(dγ)λzσ(dξ). (19.14)

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ êîðåëÿöiéíîãî ôóíêöiîíàëó (19.5) îòðèìà¹ìî îñòà-

òî÷íå ñïiââiäíîøåííÿ:

ρΛ(η) = ze−βW (x;η(x̂))

∫
ΓΛ

K(x; ξ)ρΛ(η
(x̂) ∪ ξ)λσ(dξ). (19.15)

Â îñòàííüîìó iíòåãðàëi áóëà âèêîðèñòàíà ðiâíiñòü:∫
ΓΛ

z−|ξ|f(ξ)λzσ(dξ) =

∫
ΓΛ

f(ξ)λσ(dξ), (19.16)

ßêà ñëiäó¹ ç îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà çà ìiðîþ Ëåáåãà-Ïóàññîíà.

Ôîðìàëüíî òàêå ñàìå ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè i äëÿ íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè

â óñüîìó ïðîñòîði Rd:

ρ(η) = ze−βW (x;η(x̂))

∫
Γ0

K(x; ξ)ρ(η(x̂) ∪ ξ)λσ(dξ), η ∈ Γ0. (19.17)

ßêùî iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè îáîõ ðiâíÿíü (19.15), (19.17) , i ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

(19.15) â äåÿêîìó ñåíñi ïðÿìó¹ äî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (19.17) ïðè Λ ↑ Rd, òî

âií âiäïîâiäà¹ ñiì'¨ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ìiðè Ãiááñà. ßêùî òàêèé ðîçâ'ÿçîê ¹

¹äèíèì ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ z, β, òî âiäïîâiäíà

ìiðà Ãiááñà áóäå âiäïîâiäàòè ¹äèíîìó ãiááñiâñüêîìó ñòàíó. ßêùî æ ¹ äåêiëü-

êà ðîçâ'ÿçêiâ ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ z, β, òîäi öi

ðîçâ'ÿçêè áóäóòü âiäïîâiäàòè ðiçíèì ãiáñiâñüêèì ñòàíàì i òîäi êàæóòü, ùî â

ñèñòåìi â îêîëi öèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ âiäáóâà¹òüñÿ ôàçîâèé ïåðåõiä.

19.2. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà äëÿ ðîçðiäæåíèõ ñè-
ñòåì.

Ïîáóäó¹ìî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (19.17) ïðè óìîâi, ùî àêòèâíiñòü ÷àñòèíîê

ñèñòåìè z ¹ äîñòàòíüî ìàëîþ. Áóäåìî òàêîæ ïðèïóñêàòè, ùî åíåðãiÿ ñèñòåìè

U , ïîáóäîâàíà çà äîïîìîãîþ ïàðíîãî ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨ (äèâ. ô-ëó (16.11)) i

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ñòiéêîñòi (16.10), à ïàðíèé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó ðåãóëÿðíîñòi:

C(β) := sup
x∈Rd

∫
Rd

|e−βV2(x,y) − 1|σ(dy) < ∞. (19.18)
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Ìîäèôiêó¹ìî ðiâíÿííÿ (19.17), çàñòîñóâàâøè ñèìåòðèçàöiþ Ðþåëëÿ. Âèçíà÷è-

ìî B(Rd)⊗B(Γ0)-âèìiðíó ôóíêöiþ:

χ̃W (x; η(x̂)) =

1 ÿêùî W (x; η(x̂)) ≥ −2B,

0 ó ðåøòi âèïàäêiâ,
(19.19)

Ç óìîâè ñòiéêîñòi (16.10) ñëiäó¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ η ∈ Γ0 çíà-

éäåòüñÿ òî÷êà x ∈ η òàêà, ùî

W (x; η(x̂) ≥ −2B, (19.20)

áî çà óìîâîþ (16.10) ∑
x∈η

W (x; η(x̂) = 2U(η) ≥ −2B|η|. (19.21)

ßêùî á íåðiâíiñòü (19.20) íå âèêîíóâàëàñÿ, òîäi á∑
x∈η

W (x; η(x̂) = 2U(η) < −2B|η|, (19.22)

ùî ïðîòèði÷èëî á (19.21). Ç öèõ ïðîñòèõ ìiðêóâàíü îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü:∑
x∈η

χ̃W (x; η(x̂)) ≥ 1., (19.23)

Òåïåð ìîæíà âèçíà÷èòè ôóíêöiþ

χ(x; η(x̂)) =
χ̃W (x; η(x̂))∑
y∈η χ̃W (y; η(x̂))

(19.24)

Òåïåð, äîìíîæèâøè ðiâíÿííÿ (19.17) íà ôóíêöiþ χ(x; η(x̂)) i ïðîñóìóâàâøè çà

âñiìà x ∈ η îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ:

ρ(η) = z
∑
x∈η

χ(x; η(x̂))e−βW (x;η(x̂))

∫
Γ0

K(x; ξ)ρ(η(x̂) ∪ ξ)λσ(dξ), η ∈ Γ0. (19.25)

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ðiâíÿííÿ (19.25) ÿê àáñòðàêòíå îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

ρ = zK̂ρ + ρ0 (19.26)

â áàíàõîâîìó ïðîñòîði Eξ = Eξ(Γ0) ç íîðìîþ:

∀G ∈ Eξ, ∥G∥ξ := sup
η∈Γ0

|G(η)|ξ−|η| < ∞. (19.27)
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Âåêòîð

ρ0(η) =


1 ÿêùî η = ∅,

z ÿêùî η = {x}, |γ| = 1,

0 ó ðåøòi âèïàäêiâ,

(19.28)

îïåðàòîð K̂ äi¹ íà ôóíêöiþ G ∈ Eξ çà ïðàâèëîì:(
K̂G

)
(∅) = 0, (19.29)(

K̂G
)
({x}) =

∫
Γ0

(
11Γ0(γ)− 11{∅}(γ)

)
K(x; ξ)G(η(x̂) ∪ ξ)λσ(dξ).(

K̂G
)
(η) =

∑
x∈η

χ(x; η(x̂))e−βW (x;η(x̂))

∫
Γ0

K(x; ξ)G(η(x̂) ∪ ξ)λσ(dξ), |η| > 1.

Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 19.1. Íåõàé ïîòåíöiàë V2 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (16.10), (19.18). Òîäi

îïåðàòîð K̂ ¹ îáìåæåíèì îïåðàòîðîì â Eξ i äëÿ äîâiëüíîãî G ∈ Eξ âèêîíó¹-

òüñÿ òàêà íåðiâíiñòü:

∥K̂G∥ξ ≤ K(ξ)∥G∥ξ, (19.30)

äå

K(ξ) = ξ−1e2βB+ξC(β). (19.31)

Äîâåäåííÿ.

|
∫
Γ0

K(x; ξ)G(η(x̂) ∪ ξ)λσ(dξ)|ξ−|η| ≤

≤ ∥G∥ξξ−1

∞∑
n=0

ξn

n!

∫
Rd

· · ·
∫
Rd

(
n∏
i=1

|e−βV2(x,yi) − 1|

)
σ(dy1) · · ·σ(dyn) ≤

≤ ξ−1eξC(β)∥G∥ξ. (19.32)

Äàëi çà âèçíà÷åííÿì (19.19)

χ̃W (x; η(x̂))e−βW (x;η(x̂)) ≤ e2βBχ̃W (x; η(x̂)). (19.33)

Âðàõîâóþ÷è (19.32), (19.33), (19.24) òà (19.27) îòðèìó¹ìî îöiíêó (19.30). �
Íàñëiäîê. Ðiâíÿííÿ (19.26) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

ρ =
(
11− zK̂

)−1

ρ0 =
∞∑
n=0

znK̂nρ0 (19.34)
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|z| < ξe−2βB−ξC(β). (19.35)

Íàéîïòèìàëüíiøå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ξ ¹ ξ = C(β)−1, òîáòî ïðè

|z| < e−2βB−1C(β)−1. (19.36)

Çàóâàæåííÿ. Àíàëîãi÷íå ðiâíÿííÿ ìîæíà ðîçãëÿíóòè äëÿ êîðåëÿöiéíèõ

ôóíêöié ρΛ â îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ ∈ Bc(Rd). Éîãî ðîçâ'ÿçêè çàäàþòüñÿ âiäïî-

âiäíèì ðÿäîì, êîæíèé ÷ëåí ÿêîãî áóäå ïðÿìóâàòè äî âiäïîâiäíîãî ÷ëåíà ðÿäó

(19.34) ïðè Λ ↑ Rd.
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