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ВСТУП

Актуальнiсть теми.

Як вiдомо, дослiдження багатьох складних об’єктiв i явищ у рiзних галу-

зях науки потребують побудови й обґрунтування вiдповiдних математичних

моделей. Однак, дуже часто наявна iнформацiя дозволяє записати лише фор-

мальну модель, для якої за традицiйних пiдходiв не iснує ефективних обчи-

слювальних алгоритмiв. Йдеться про тi випадки, коли подiбнi моделi призво-

дять до некоректних задач. Складнiсть розв’язування таких задач полягає в

тому, що для них здебiльшого неможливо встановити умови iснування та єди-

ностi розв’язку в якому-небудь “природньому” функцiональному просторi, а

найголовнiше, немає стiйкостi розв’язку (що розумiється в класичному сенсi)

вiд вхiдних даних задачi. I лише на початку 60-х рокiв минулого сторiччя в

роботах А.М. Тiхонова, М.М. Лаврентьєва, В.О. Морозова i В.К. Iванова були

закладенi основи теорiї некоректних задач i дано строге математичне означе-

ння стiйкостi розв’язування вiдповiдних задач. Одним з основних понять цiєї

теорiї є метод регуляризацiї (регуляризуючий алгоритм). Коротше кажучи,

пiд регуляризацiєю некоректної задачi розумiється таке її включення в па-

раметричну сiм’ю коректних задач, що при граничному значеннi параметра

отримуємо некоректну вихiдну або еквiвалентну їй.

В межах даної дисертацiї розглянуто проблему побудови оптимальних за

точнiстю регуляризованих наближень до розв’язкiв жорстко некоректних за-

дач Ax = f зi збуреними вхiдними даними Ah, fδ. З цiєю метою як регу-

ляризатори застосовуються стандартний метод Тiхонова i його iтерований

варiант, де параметр регуляризацiї вибирається згiдно принципу рiвноваги.

При цьому встановлено, що запропонованi пiдходи забезпечують точнiсть

O((ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1
h+δ)

−p) на класах жорстко некоректних задач, що розглядаються.

Крiм того, в дисертацiї дослiджується проблема ефективностi побудова-

них наближень до розв’язкiв жорстко некоректних задач у сенсi iнформа-
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цiйної та алгоритмiчної складностi. Iнакше кажучи, вивчається питання про

мiнiмально можливий обсяг iнформацiйних i обчислювальних витрат, що за-

безпечують наперед задану точнiсть розв’язку.

Щодо iсторiї питання, зауважимо, що вперше в роботi Г.М. Вайнiкко i Р.

Плато [52] для помiрно некоректних задач був запропонований клас еконо-

мiчних (у сенсi обсягу задiяної дискретної iнформацiї) проекцiйних методiв,

де за схему дискретизацiї використовувалася стандартна схема Гальоркiна.

Пiзнiше в роботi С.В. Переверзєва i С.Г. Солодкого [49] були отриманi першi

порядковi оцiнки мiнiмального радiуса гальоркiнської iнформацiї для рiвнянь

Фредгольма I роду з операторами, ядра яких мають iзотропну гладкiсть. На-

далi дослiдження, iнiцiйованi в [49], були продовженi в низцi робiт, серед яких

видiлимо [13], [61]. При цьому, як виявилося, оптимальнi порядки величин,

що характеризують iнформацiйну та алгоритмiчну складнiсть, реалiзуються

не в рамках стандартної схеми Гальоркiна, а деякої її модифiкацiї, що нази-

вають гiперболiчним хрестом. Важливо пiдкреслити, що складнiсть некоре-

ктних задач до недавна вивчалася лише у разi помiрно некоректних задач.

Що стосується жорстко некоректних задач, то дослiдження в цьому напрям-

ку довгий час взагалi не проводилися. Тут можна згадати лише роботу С.В.

Переверзєва i П. Maте [40], де розглядалося питання економiчної дискретиза-

цiї у межах стандартної схеми Гальоркiна для некоректних задач, розв’язки

яких задовольняють загальн умовi джерела.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ро-

бота проводилася згiдно iз загальним планом дослiджень вiддiлу теорiї на-

ближень Iнституту математики НАН України в рамках держбюджетної теми

“Оптимiзацiя методiв розв’язування некоректних задач та розвиток теорiї па-

ралельних асинхронних обчислень” за номером № 0111U001010.

Мета i завдання дослiдження. Метою даної роботи є побудова стiй-

ких наближень до розв’язкiв рiвнянь з широких класiв жорстко некоректних
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задач; розробка й обґрунтування алгоритмiв, що гарантують оптимальну за

порядком точнiсть, та є економiчними у сенсi обчислювальних витрат.

Об’єктом дослiдження є жорстко некоректнi задачi, що подаються у ви-

глядi операторних та iнтегральних рiвнянь I роду зi збуреними вхiдними да-

ними.

Предметом дослiдження є оптимальнi за порядком точностi та економi-

чнi за обсягом обчислювальних ресурсiв методи до розв’язування жорстко

некоректних задач.

Методи дослiдження. У дисертацiї дослiджуються методи теорiї неко-

ректних задач, математичного й функцiонального аналiзу, обчислювальної

математики.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати ро-

боти, що визначають наукову новизну i виносяться на захист, полягають у

наступному: розглянуто проблему ефективного розв’язування жорстко неко-

ректних задач, що поданi у виглядi операторних та iнтегральних рiвнянь I

роду зi збуреними вхiдними даними та

• запропоновано два пiдходи до наближеного розв’язування, що поляга-

ють у комбiнацiї правилу зупинки за принципом рiвноваги зi стандар-

тним методом Тiхонова та з його iтерованим варiантом, вiдповiдно;

• встановлено, що запропонованi пiдходи гарантують оптимальний поря-

док точностi на дослiджуваних класах жорстко некоректних задач;

• здiйснено порiвняльний аналiз цих пiдходiв;

• побудована економiчна у сенсi обсягу задiяної гальоркiнської iнформа-

цiї проекцiйна схема дискретизацiї для рiвнянь Фредгольма I роду з

ядрами скiнченної гладкостi;

• за допомогою запропонованої схеми дискретизацiї отриманi порядковi

оцiнки мiнiмального радiуса гальоркiнської iнформацiї на класах задач,

що дослiджуються;
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• для рiвнянь Фредгольма I роду з ядрами скiнченної гладкостi розро-

блено проекцiйний метод, побудований на основi цiєї схеми, що є еконо-

мiчним у сенсi обсягу обчислювальних витрат;

• знайдено порядковi оцiнки мiнiмального радiуса обчислювальних ви-

трат. При цьому встановлено, що оптимальний порядок зазначеної ве-

личини реалiзується в рамках проекцiйного методу, що дослiджується.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота

носить теоретичний характер. Запропонованi i обґрунтованi у нiй алгори-

тми розв’язування жорстко некоректних задач дозволяють отримувати стiй-

кi наближення з оптимальною за порядком точнiстю. Дослiдженi у роботi

проекцiйнi методи розв’язування широких класiв iнтегральних рiвнянь Фре-

дгольма I роду дозволяють, у порiвняннi з вiдомими ранiше методами, iсто-

тно скоротити обсяг задiяної дискретної iнформацiї та обсяг обчислювальних

ресурсiв без втрати точностi.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дiяльно-

стi i постановка задач належать науковому керiвнику та спiвавтору праць

С.Г. Солодкому. Всi результати дисертацiї, якi виносяться на захист, одержанi

автором самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї до-

повiдались та обговорювались на семiнарах в Iнститутi математики НАН

України, а також були зробленi виступи на конференцiях:

• Мiжнароднiй конференцiї “Обратные и некорректные задачи математи-

ческой физики” (Росiя, Новосибiрськ, 5-12 серпня 2012 року);

• П’ятiй мiжнароднiй конференцiї “Обчислювальна та прикладна мате-

матика” (Київ, 10–11 вересня 2012 року);

• 18th International Conference “Mathematical Modeling and Analysis”

(Estonia, Таrтu, 27–30 May 2013);

• Шостiй мiжнароднiй конференцiї “Обчислювальна та прикладна мате-

матика” (Київ, 5–6 вересня 2013 року);
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• Сороковiй Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Питання оптимiзацiї об-

числень"(Крим, Велика Ялта, смт. Кацивелi, 30 вересня – 4 жовтня 2013

року);

• Дев‘ятнадцятiй Всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi пробле-

ми прикладної математики та iнформатики"(Львiв, 3–4 жовтня 2013

року).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано у 12

роботах, з них 6 статей – у спецiалiзованих фахових виданнях, три з яких

знаходяться у мiжнароднiй базi даних Scopus, а також додатково висвiтлено

у матерiалах 6 наукових конференцiй.

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, трьох роз-

дiлiв та списку лiтератури. У першому роздiлi наведенi основнi поняття й

означення теорiї некоректних задач. Основним об’єктом дослiдження даної

дисертацiї є операторне рiвняння I роду

Ax = f, (1)

де A – лiнiйний оператор, що дiє мiж гiльбертовими просторамиX та Y. Наша

мета – знайти (наближено) деякий розв’язок x ∈ X операторного рiвняння

(1), що вiдповiдає правiй частинi f ∈ Range(A) ⊂ Y. При цьому припускає-

ться, що замiсть f вiдомо лише її деяке збурення fδ таке, що ‖f − fδ‖ ≤ δ,

де δ > 0.

Далi в §1.1 сформульована загальна умова джерела, яка характеризує

гладкiснi властивостi шуканого розв’язку, що має мiнiмальну норму в X. Та-

кий розв’язок прийнято називати нормальним i позначати x†. Зазначимо, що

в межах цiєї дисертацiї дослiджуються задачi (1) з розв’язками, що задоволь-

няють умовi джерела логарифмiчного типу

x† ∈MK
p,ρ(A) := {u : u = (ln . . . ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

(A∗A)−1)−pv, ‖v‖ ≤ ρ}, (2)
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де через A∗ позначається оператор, спряжений до A. Як вiдомо, такi задачi

належать до жорстко некоректних.

Наприкiнцi першого параграфа наведенi деякi приклади жорстко некоре-

ктних задач, що зустрiчаються в теорiї градiєнтометрiї супутника, в дифра-

кцiйнiй оптицi i в теорiї рiвноваги осаду.

У параграфi 1.2 введено поняття методу регуляризацiї за Тiхоновим, за

допомогою якого здiйснюється перехiд вiд некоректної задачi до деякої близь-

кої до неї коректної задачi або послiдовностi коректних задач.

Означення 0.1. Сiм’я обмежених операторiв Rα : Y → X називається ме-

тодом регуляризацiї (регуляризатором) задачi (1), якщо для кожного f ∈

Range(A) виконується

sup
fδ : ‖f−fδ‖≤δ

inf
x∈A−1f

‖Rαfδ − x‖ → 0 (3)

при α→ 0, де α = α(δ)→ 0 при δ → 0. Тут A−1f – повний прообраз елемента

f, а Rαfδ приймається за наближення до точного розв’язку x.

Наслiдуючи А.Б. Бакушинського [1], обмежимося розглядом таких мето-

дiв регуляризацiї, якi можна подати у виглядi

Rα := gα(A∗A)A∗ (4)

за допомогою твiрної функцiї gα, що задовольняє умови

sup
0<λ≤1

λµ|1− λgα(λ)| ≤ κµαµ, (5)

sup
0<λ≤1

λ1/2|gα(λ)| ≤ κ∗α−1/2 (6)

при деяких додатних константах κµ,κ∗ та параметрi 0 ≤ µ ≤ µ∗. При цьо-

му величину µ∗ називають квалiфiкацiєю методу Rα. Щодо умови (5), то

вона забезпечує оптимальний порядок точностi наближення до нормальних

розв’язкiв x† з множини (2), який у разi δ−збурення в правих частинах рiв-

няння (1) складає величину O((ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1
δ )
−p)
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Наприкiнцi параграфа 1.2 наведенi приклади методiв регуляризацiї, що

задовольняють умови (4) – (6).

Другий роздiл присвячено дослiдженню проблем побудови стiйких набли-

жень, що гарантують оптимальну за порядком точнiсть на широких класах

жорстко некоректних задач.

У параграфi 2.1 детально описується принцип рiвноваги, який полягає у

виборi значення параметра регуляризацiї α таким чином, щоб врiвноважити

двi функцiї Φ i Ψ в оцiнцi похибки ‖x† − Rαfδ‖ ≤ Φ(α) + Ψ(α), де функцiя

Φ визначає точнiсть методу регуляризацiї i є монотонно зростаюча по α, а

Ψ характеризує стiйкiсть методу i є монотонно спадною. Далi вводиться у

розгляд дискретна множина можливих значень параметра регуляризацiї

∆N = {αi = (q2)iα0, i = 1, 2, ..., N}, q > 1,

α0 = n(h+ δ)2, N : αN+1 > mk, k = 1, ..., K,

де n – параметр дискретизацiї. Принцип рiвноваги полягає в побудовi мно-

жини

M+(∆N) = {αi ∈ ∆N : ‖Rαifδ −Rαjfδ‖ ≤ 4Ψ(αj), j = 1, 2, ..., i}

та в виборi значення параметра регуляризацiї за правилом

α = α+ := max{α ∈M+(∆N)}. (7)

При цьому в алгоритмi задiянi допомiжнi множина та величина

M(∆N) := {αi ∈ ∆N : Φ(αi) ≤ Ψ(αi), i = 1, 2, · · · , N}

α∗ := max{α ∈M(∆N)}.

Наприкiнцi параграфа продемонстровано роботу принципу рiвноваги на при-

кладi оберненої задачi реконструкцiї профiлю в дифракцiйнiй оптицi.

Параграф 2.2 мiстить доведення допомiжних тверджень i фактiв, що не-

обхiднi для встановлення основних результатiв другого роздiлу.
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У параграфах 2.3, 2.4 для дослiдження жорстко некоректних задач (1) з

неточно заданими вхiдними даними Ah, fδ та розв’язками з множиниMK
p,ρ(A)

(2) (при деяких вiдомих параметрах ρ > 0, K = 1, 2, . . . i невiдомому зна-

ченнi p > 0) застосовуються два пiдходи, що складаються з комбiнацiї прин-

ципу рiвноваги зi стандартним методом Тiхонова, а також з його iтерованим

варiантом, вiдповiдно. При цьому встановлено, що запропонованi стратегiї

забезпечують порядок точностi O((ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1
h+δ)

−p) на всiй множинi розв’язкiв

(2).

Нагадаємо, що за стандартним методом Тiхонова регуляризований розв’я-

зок xh,δα визначається як розв’язок варiацiйної задачi

Ihα(x) := ‖Ahx− fδ‖2 + α‖x‖2 → min . (8)

Оскiльки для чисельної реалiзацiї тiхонiвського методу необхiдно вико-

нувати всi обчислення зi скiнченним обсягом вхiдних даних, то варiацiйна

задача (8) замiнюється на наступну

Ihα,n(x) := ‖Ah,nx− fδ‖2 + α‖x‖2 → min,

де Ah,n – деяке скiнченновимiрне наближення до Ah, таке що rank(Ah,n) = n.

Не обмежуючись якоюсь конкретною схемою дискретизацiї, будемо припу-

скати, що скiнченновимiрне наближення Ah,n з rank(Ah,n) = n вибрано так,

щоб

‖Ah − Ah,n‖ ≤ ε, ε =

δρ−1, 0 < h ≤ δ,

h, h > δ
.

Знаходження наближеного розв’язку вимагає в цьому випадку розв’язування

лiнiйного операторного рiвняння другого роду

αx+ A∗h,nAh,nx = A∗h,nfδ,

iнакше кажучи, наближення шукаються у виглядi

xh,δα,n = (αI + A∗h,nAh,n)
−1A∗h,nfδ. (9)
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За iтерованим методом Тiхонова необхiдно вибрати натуральне m, по-

чаткове наближення xh,δ0,α = 0 i послiдовно обчислити елементи xh,δi,α , i =

1, 2, . . . ,m, за правилом

xh,δi,α = α(A∗hAh + αI)−1xh,δi−1,α + α(A∗hAh + αI)−1A∗hfδ,

деm ≥ p1, а за наближений розв’язок береться xh,δm,α. Тодi елемент xh,δm,α можна

переписати у виглядi

xh,δm,α =
m∑
i=1

αi−1(A∗hAh + αI)−iA∗hfδ.

Наближений розв’язок дискретизованого рiвняння, знайдений в межах

iтерованого методу Тiхонова, позначимо через

xh,δm,α,n =
m∑
i=1

αi−1(A∗h,nAh,n + αI)−iA∗h,nfδ. (10)

Основнi результати другого роздiлу викладенi у таких твердженнях.

Теорема 0.1. Нехай параметр регуляризацiї α = α+ вибирається за пра-

вилом (7). Тодi для будь-яких x† ∈ MK
p,ρ(A) й K = 1, 2, . . . справджується

наступна оцiнка

‖x† − xh,δα+,n
‖ ≤ 6qρC1(ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1

α̂
)−p,

де C1 залежить лише вiд величини p, а xh,δα+,n
визначається спiввiдношенням

(9).

Теорема 0.2. Нехай x† ∈ MK
p,ρ(A), K = 1, 2, . . . , i виконується умова

теореми 0.1. Тодi для достатньо малих h, δ > 0 має мiсце наступна оцiнка

‖x† − xh,δα+,n
‖ ≤ C ′p(ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1

h+ δ
)−p,

де C ′p залежить лише вiд q, ρ, p й K, а xh,δα+,n
визначається спiввiдношенням

(9).
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Теорема 0.3. Нехай параметр регуляризацiї вибирається за правилом (7).

Тодi для будь-яких x† ∈MK
p,ρ(A), 0 < p ≤ p1 й K = 1, 2, . . . справджується

наступна оцiнка

‖x† − xh,δm,α+,n
‖ ≤ 6qρ(ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1

α̂
)−p,

де xh,δm,α+,n
визначається спiввiдношенням (10).

Теорема 0.4. Нехай x† ∈M 1
p,ρ(A), 0 < p ≤ p1, i виконується умова теореми

0.3. Тодi для будь-яких δ, h > 0 має мiсце наступна оцiнка

‖x† − xh,δm,α+,n
‖ ≤ C ′′p

(
ln

ρ

ρc3h+ c4δ

)−p
,

де C ′′p = 6qρ
(

2p+1
2

)p
, а xh,δm,α+,n

визначається спiввiдношенням (10).

Теорема 0.5. Нехай x† ∈ MK
p,ρ(A), 0 < p ≤ p1, K = 2, 3, . . . i виконується

умова теореми 0.3. Тодi для достатньо малих h, δ > 0 має мiсце оцiнка

‖x† − xh,δm,α+,n
‖ ≤ C ′′′p

[
ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

ρ

ρc3h+ c4δ

]−p
,

де C ′′′p = 2p6qρ, а xh,δm,α+,n
визначається спiввiдношенням (10).

Зауважимо, що в теоремах 0.1, 0.3 оцiнка похибки стандартного та iте-

рованого методiв Тiхонова залежить вiд значення параметра регуляризацiї,

в той час як теореми 0.2, 0.4, 0.5 дозволяють виразити знайдену в теоремах

0.1, 0.3 оцiнку точностi тiльки через вiдомi величини: рiвнi похибки вхiдних

даних h i δ. Пiдкреслимо, що теорема 0.5 дозволяє узагальнити результат

теореми 0.4 на випадок довiльного K ∈ N.

Як випливає з теорем 0.2, 0.4 й 0.5, для h ≤ O(δξ) при будь-якому ξ >

0 запропонованi пiдходи забезпечують оптимальну за порядком точнiсть на

класах жорстко некоректних задач, що дослiджуються.

У параграфi 2.5 наведенi результати обчислювальних експериментiв, що

пiдтверджують ефективнiсть запропонованих вище пiдходiв.

Третiй роздiл присвячений знаходженню iнформацiйної та алгоритмiчної

складностi жорстко некоректних задач, якi можуть бути поданi у виглядi
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рiвнянь Фредгольма I роду

Ax(t) = f(t), t ∈ [0; 1], (11)

з iнтегральним оператором

Ax(t) =

∫ 1

0

a(t, τ)x(τ)dτ, (12)

що неперервно дiє в L2 = L2(0; 1). При цьому припускається, що множина

Range(A) не замкнена в L2 й f ∈ Range(A). Також вважається, що права

частина рiвняння (11) задана з деякою похибкою δ > 0, тобто замiсть f вiдомо

її збурення fδ ∈ L2 : ‖f − fδ‖ ≤ δ. Метою наших дослiджень є наближене

знаходження розв’язку x† (11) з мiнiмальною нормою в L2, що належить

множинi

M 1
p,ρ(A) = Mp(A) := {u : u = ln−p(A∗A)−1v, ‖v‖ ≤ ρ}. (13)

Тут величини p, ρ > 0 припускаються вiдомими. Будемо дослiджувати опе-

ратори (12), що при деяких r, s > 0 належать до класу

Hr,s
γ := {A : ‖A‖ ≤ γ0,

∞∑
n+m=1

â2
n,m n2r ·m2s ≤ γ2

1}, γ = (γ0; γ1), γ0 ≤ e−
1
2 ,

де

ân,m =

∫ 1

0

∫ 1

0

en(t)em(τ)a(t, τ)dτdt,

n,m ∈ Z+, n = 1 при n = 0 i n = n у протилежному випадку.

Через (Hr,s
γ ,Mp(A)) позначимо клас рiвнянь (11) з операторами (12) iз

Hr,s
γ та розв’язками з (13).

Далi за допомогою довiльно взятої обмеженої областi Ω ⊂ [1;∞)× [1;∞)

координатної площини здiйснюємо перехiд вiд (11) до дискретизованого рiв-

няння AΩx = Pω1
fδ, де ω1 = {i : (i; j) ∈ Ω} i

AΩx =
∑

(i,j)∈Ω

(Aej, ei)(x, ej)ei, Pω1
fδ =

∑
k∈ω1

(fδ, ek)ek. (14)
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Набiр скалярних добуткiв вигляду

(Aej, ei), (fδ, ek), (i; j) ∈ Ω, k ∈ ω1, (15)

задiяних при побудовi (14), називається гальоркiнською iнформацiєю про

(11), а пiд card(Ω) будемо розумiти загальну кiлькiсть скалярних добуткiв

вигляду (Aej, ei) з (15).

У роздiлi 3 зосередимося на дослiдженнi проекцiйних методiв розв’язува-

ння рiвнянь iз (Hr,s
γ ,Mp(A)) при r ≥ s. Тут пiд проекцiйним методом розв’я-

зування (11) розумiємо будь-яке вiдображення P = P(Ω) : L2 → L2, яке за

допомогою гальоркiнської iнформацiї (15) про рiвняння (11) зiставляє правiй

частинi рiвняння елемент P(AΩ)fδ ∈ L2, що є многочленом за базисом {ei}∞i=1

з номерами гармонiк iз ω2 := {j : (i; j) ∈ Ω}. Цей елемент приймається за на-

ближений розв’язок (11).

Пiд похибкою методу P(Ω) на класi рiвнянь (Hr,s
γ ,Mp(A)), зазвичай, ро-

зумiється його найбiльше вiдхилення

εδ
(
Hr,s
γ ,Mp(A),P(Ω)

)
= sup

A∈Hr,sγ
sup

x†∈Mp(A)

sup
fδ:‖f−fδ‖≤δ

‖x† − P(AΩ)fδ‖.

Мiнiмальний радiус гальоркiнської iнформацiї задається величиною

RN,δ

(
Hr,s
γ ,Mp(A)

)
= inf

Ω: card(Ω)≤N
inf
P(Ω)

εδ
(
Hr,s
γ ,Mp(A),P(Ω)

)
.

Ця величина характеризує iнформацiйну складнiсть класу задач

(Hr,s
γ ,Mp(A)).

Позначимо через ΠM множину усiх можливих проекцiйних методiв, якi

для побудови наближеного розв’язку потребують виконання не бiльш нiж

M елементарних арифметичних операцiй (е.а.о.). Мiнiмальний радiус обсягу

обчислювальних витрат задається величиною

RM,δ

(
Hr,s
γ ,Mp(A)

)
= inf

Ω: card(Ω)≤M
inf

P(Ω)∈ΠM

εδ
(
Hr,s
γ ,Mp(A),P(Ω)

)
.

Ця величина характеризує алгоритмiчну складнiсть класу задач

(Hr,s
γ ,Mp(A)).
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Як вiдомо (див. [63]), методи, що гарантують для величини

εδ
(
Hr,s
γ ,Mp(A),P(Ω)

)
порядок точностi O(ln−p δ−1) на дослiджуваному

класi рiвнянь є оптимальними за порядком. Очевидно, що серед усiх набли-

жених методiв має сенс вивчати в першу чергу тi, якi є оптимальними на

класах задач, що дослiджуються.

У роздiлi 3 вперше знайденi оцiнки величинRN,δ iRM,δ для класiв жорстко

некоректних задач (Hr,s
γ ,Mp(A)), r ≥ s.

Для економiчної дискретизацiї рiвнянь (11) замiсть стандартної схеми Га-

льоркiна PnAPm скористаємося її модифiкацiєю, в межах якої за область Ω

для iндексiв (i, j) береться гiперболiчний хрест

Γb,n = {1} × [1; 2bn]
n⋃
k=1

(2k−1; 2k]× [1; 2bn−rk/s] ⊂ [1; 2n]× [1; 2bn], (16)

де r
s < b ≤ 2r

s , n ∈ N.

Наближений розв’язок шукається у виглядi

xnα,δ = gα(A∗nAn)A
∗
nP2nfδ, (17)

де

An = Ab
n := P1AP2bn +

n∑
k=1

(P2k − P2k−1)AP2bn−
r
s k, (18)

а твiрна функцiя gα задовольняє умови (5)–(6).

Зазначимо (див., наприклад, [34]), що бiльшiсть вiдомих регуляризато-

рiв (у тому числi, стандартний метод Тiхонова та його iтерований варiант)

вiдповiдають (5)–(6).

Проекцiйний метод (17)–(18) з апрiорним правилом вибору параметра ре-

гуляризацiї α

ln−p α−1 = δ/
√
α (19)

позначимо через P ′g(Γb,n) = P ′(Γb,n).

У параграфах 3.2, 3.3 наведенi допомiжнi твердження i факти, що опису-

ють апроксимацiйнi властивостi проекцiйної схеми (18).
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Параграф 3.4 присвячений дослiдженню iнформацiйної складностi класiв

задач (Hr,s
γ ,Mp(A)), r ≥ s.

Основнi результати §3.4 мiстяться в наступних трьох теоремах, де пiд N

розумiється обсяг задiяної в обчисленнях гальоркiнської iнформацiї (15).

Теорема 0.6. При N таких, що

N−s ln−pN 2s �


δ

lns+1 δ−1
, r = s

δ
ln δ−1 , r > s

, (20)

виконується

RN,δ(Hr,s
γ ,Mp(A)) ≤ εδ

(
Hr,s
γ ,Mp(A),P ′(Γb,n)

)
≤ C̃p ln−pN 2s,

де C̃p залежить лише вiд параметрiв задачi p, ρ, r, s, γ0, γ1, вiд параметра

дискретизацiї b i вiд параметрiв регуляризацiї κ0,κp,κ∗.

Теорема 0.7. При N таких, що

N−s ln−pN 2s ≤ δ, (21)

має мiсце оцiнка

RN,δ(Hr,s
γ ,Mp(A)) ≥ Ĉp ln−pN 2s,

де Ĉp = 2−p−1.

Комбiнацiя теорем 0.6 i 0.7 дає наступне твердження.

Теорема 0.8. При N , що задовольняють (20), справджується

RN,δ(Hr,s
γ ,Mp(A)) � ln−pN 2s � ln−p δ−1.

Зазначений оптимальний порядок на класi (Hr,s
γ ,Mp(A)) реалiзується в рам-

ках проекцiйного методу P ′(Γb,n) (17) - (19).

Параграф 3.5 присвячений дослiдженню алгоритмiчної складностi класiв

задач (Hr,s
γ ,Mp(A)), r ≥ 2s.

На початку §3.5 встановлюється порядкова оцiнка обсягу обчислюваль-

них витрат (тобто кiлькiсть виконуваних арифметичних дiй) для проекцiй-

ного методу з [40], що полягає в комбiнацiї ординарного тiхоновського методу
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регуляризацiї зi стандартною гальоркiнською схемою дискретизацiї. В рам-

ках цього методу наближений розв’язок задачi (11) знаходиться з рiвняння

другого роду

αxn,m + A∗n,mAn,mxn,m = A∗n,mfδ, (22)

де

An,m = PnAPm, (23)

а α, як i ранiше, вибирається за правилом

ln−p α−1 = δ/
√
α. (24)

Теорема 0.9. Для побудови наближеного розв’язку в межах проекцiйного

методу (22) - (24) необхiдно виконати

O(δ−
1
sδ−

2ε
r ln−p/s δ−1)

е.а.о. над значеннями функцiоналiв

(ei, Aej), (ek, fδ), (i; j) ∈ [1, n]× [1,m], k = 1, n. (25)

Основний результат §3.5 викладений у наступнiй теоремi.

Теорема 0.10. Покладемо в (16) b = 1+ r
s . Тодi мають мiсце спiввiдношення

RN,δ(Hr,s
γ ,Mp(A)) � ln−p δ−1 � ln−pN 2s, (26)

де N – обсяг обчислювальних витрат. При цьому

N =

O
(
δ−

1
s (ln δ−1)

1−p+s
s

)
, r = 2s

O
(
δ−

1
s (ln δ−1)

1−p
s

)
, r > 2s

. (27)

Зазначений оптимальний порядок реалiзується в рамках проекцiйного ме-

тоду P ′(Γb,n) (17)–(19), де за регуляризатор обрано ординарний метод Тi-

хонова.
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Порiвняння результатiв теорем 0.9 i 0.10, дозволяє дiстатися висновку,

що запропонований проекцiйний метод не тiльки призводить до скорочення

обсягу обчислень по вiдношенню до стандартної гальоркiнської схеми дис-

кретизацiї, а й реалiзує порядковi оцiнки величини RN,δ на класах рiвнянь

(Hr,s
γ ,Mp(A)), r ≥ 2s.
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РОЗДIЛ 1

ЖОРСТКО НЕКОРЕКТНI ЗАДАЧI. ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

1.1. Основнi поняття та означення теорiї некоректних

задач

У цьому роздiлi будуть викладенi основнi поняття теорiї некоректних за-

дач, розглянутi методи, що забезпечують їх стiйке розв’язування, а також

наведенi приклади таких задач.

Основним об’єктом дослiджень в теорiї лiнiйних некоректних задач є опе-

раторне рiвняння

Ax = f, (1.1)

де A – лiнiйний оператор, що дiє мiж просторами X та Y. Потрiбно (на-

ближено) знайти деякий розв’язок x ∈ X операторного рiвняння (1.1), що

вiдповiдає правiй частинi f ∈ Y.

Слiд зазначити, що зацiкавленiсть до некоректних задач помiтно зро-

сла на початку ХХ сторiччя, коли французьким математиком Ж. Адама-

ром (1902 р.) були сформульованi умови коректностi задач (див. [32]). Отже,

згiдно Адамару, коректно поставленою (або коректною) називають задачу,

розв’язок якої iснує, єдиний i неперервно залежить вiд вхiдних даних, тобто

якщо fn → f ∈ Y, то xn → x ∈ X при Axn = fn. Якщо хоча б одна з цих

трьох умов порушується, то задача вважається некоректно поставленою (або

некоректною). Там же Адамаром був наведений приклад некоректної задачi,

а саме, задача Кошi для рiвняння Лапласа. До того ж, автор висловив при-

пущення, що тiльки коректнi задачi має сенс розглядати при розв’язуваннi

практичних проблем. Тривалий час ця точка зору залишалася чiльною, i ли-

ше у 1943 роцi А.М. Тiхонов вказав на практичну важливiсть некоректних

задач i можливiсть їх стiйкого розв’язування. У 50–60 роках минулого столi-

ття з’явилася низка принципово нових пiдходiв, якi склали основу сучасної



20

теорiї некоректних задач i знайшли своє вiдображення у працях таких вiдо-

мих авторiв як А.М. Тiхонов, М.М. Лаврентьєв, В.К. Iванов, В.О. Морозов

та багатьох iнших.

Зазначимо, що на даний час некоректнi задачi iнтенсивно вивчаються у

рiзних роздiлах класичної математики (наприклад, в обчислювальнiй алге-

брi, в теорiї диференцiальних та iнтегральних рiвнянь, в теорiї рiвнянь з ча-

стинними похiдними, у функцiональному аналiзi та iн.). З iншого боку, тео-

рiя некоректних задач знайшла своє широке застосування при розв’язуваннi

практичних задач майже у всiх галузях науки, зокрема, таких як астрономiя,

геофiзика, екологiя (дiагностика стану повiтря, води тощо), економiка (теорiя

оптимального керування, фiнансова математика й iн.), медицина (рентгенiв-

ська томографiя, УЗД тощо).

На сьогоднi iснує обширна лiтература, присвячена дослiдженню некоре-

ктних задач. Тут, в першу чергу, слiд вiдзначити монографiї А.М. Тiхонова

та В.Я. Арсенiна [15], В.К. Iванова, В.В. Васiна та В.П. Танани [5], М.М. Лав-

рентєва [8], В.О. Морозова та О.I. Грєбєннiкова [9], Г.М. Вайнiкко та А.Ю.

Вєрєтєннiкова [3] , А.Б. Бакушинського та О.В. Гончарського [2], С.I. Каба-

нiхiна [6], H. Engl, М. Hanke, А. Neubauer [27], C.W. Groetsch [31], A.K. Louis

[36].

Повернемося до лiнiйного операторного рiвняння (1.1)

Ax = f,

де A : X → Y, а X й Y – гiльбертови простори. Для скорочення позначи-

мо скалярнi добутки в обох просторах через (·, ·) i вiдповiднi їм норми через

‖ · ‖. До того ж, таким самим символом ‖ · ‖ позначатимемо стандартну опе-

раторну норму. З контексту буде зрозумiло, який саме простiр або норма

маються на увазi. Нагадаємо, що нам належить знайти розв’язок рiвняння

(1.1), що вiдповiдає правiй частинi f. Слiд пiдкреслити, що стiйкiсть i нестiй-

кiсть розв’язку пов’язанi з тим, яким чином визначаються простори X та Y
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(в тому числi i їх норми). При цьому багато задач можуть бути некоректно

поставленi при одному виборi пари просторiв i коректно поставленi – при

iншому. Варто також вiдзначити, що ми часто не вiльнi у виборi просторiв

X та Y ; в окремих випадках можна отримати неперервнiсть оператора A−1

за рахунок вiдповiдного вибору топологiї, але це лише формальний пiдхiд

до подолання труднощiв, оскiльки на практицi простори X та Y (так само

як i норми в них) зазвичай визначаються умовами конкретної задачi. Вра-

ховуючи можливiсть невиконання умови єдиностi (в умовах коректностi за

Адамаром), надалi будемо шукати наближення до точного розв’язку (1.1), що

має мiнiмальну норму в просторi X. Такий розв’язок (див., наприклад, [27])

зазвичай називають нормальним розв’язком (1.1) i позначають символом x†.

Зауважимо, що одного тiльки вибору конкретного розв’язку недостатньо

для встановлення теоретичних оцiнок точностi побудованих наближень. Для

отримання таких оцiнок також необхiдна деяка додаткова iнформацiя про

властивостi гладкостi шуканого розв’язку. Тому зазвичай припускається, що

розв’язок x† задовольняє деякiй умовi джерела. Загальна умова джерела має

вигляд

x† ∈Mρ(A) := {u : u = ϕ(A∗A)v, ‖v‖ ≤ ρ},

де A∗ – оператор, спряжений до A, а iндексна функцiя ϕ є монотонно зроста-

юча i така, що ϕ(0) = 0. При цьому ϕ може припускатися як вiдомою, так i

невiдомою. Найбiльш дослiджуваною на сьогоднi є умова джерела гельдерiв-

ського типу. Тут ϕ є степенева функцiя ϕ(λ) = λp, де p > 0 – параметр, що

характеризує гладкiсть розв’язку. У цьому випадку

x† ∈Mp,ρ(A) := {u : u = (A∗A)pv, ‖v‖ ≤ ρ}. (1.2)

Задачi (1.1), розв’язки яких задовольняють умову (1.2), називаються помiрно

некоректними.
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Iнший, не менш поширений, тип гладкостi розв’язкiв характеризується

умовою джерела логарифмiчного типу. У цьому випадку маємо

x† ∈MK
p,ρ(A) := {u : u = (ln . . . ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

(A∗A)−1)−pv, ‖v‖ ≤ ρ}. (1.3)

Задачi (1.1) з розв’язками iз (1.3) називаються жорстко некоректними. Саме

дослiдженню жорстко некоректних задач присвячена дана дисертацiя.

Далi наведемо деякi конкретнi приклади жорстко некоректних задач, що

зустрiчаються на практицi.

Приклад 1.1. Обернена задача у градiєнтометрiї супутника.

Нехай функцiя u задовольняє рiвняння Лапласа

4u = 0

в областi {x ∈ Rm+1 : |x| ≥ 1}. Зауважимо, що у разi m = 2 функцiя u описує

гравiтацiйний потенцiал Землi в сферичнiй системi координат. При цьому ра-

дiус Землi нормований до 1. Поведiнка u на нескiнченностi характеризується

умовою

|u(x)| = O(|x|1−m), |x| → ∞.

Наша мета – визначити потенцiал

f = u|Sm ,

що заданий на поверхнi Землi Sm := {x ∈ Rm+1 : |x| = 1} за вимiрюваннями,

отриманими зi супутника

g =
∂2u

∂r2

∣∣∣∣
RSm

(r = |x|),

що задаються на поверхнi орбiти супутника RSm = {x ∈ Rm+1 : |x| =

R}, R > 1, де −∂2u
∂r2 – швидкiсть змiни гравiтацiйної сили.

Нехай v – розв’язок внутрiшньої задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа з

граничними умовами f. При r = |x| та x̂ = x
|x| функцiю v можна представити
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за допомогою формули Пуассона у виглядi

v(rx̂) = v(x̂, r) =
1− r2

γm

∫
Sm

f(ŷ) ds(ŷ)

|rx̂− ŷ|m+1
,

де γm = 2π(m+1)/2

Γ((m+1)/2) – площа поверхнi Sm, а Γ(n) – Гамма функцiя. Далi, ско-

риставшись формулою

4 =
∂2

∂r2
+
m+ 1

r

∂

∂r
+

1

r2
4Sm,

отримуємо

u(x̂, r) = r1−mv(x̂,
1

r
).

Таким чином, задачу, що розглядається, можна подати як iнтегральне

рiвняння першого роду (1.1) з оператором A = ASG : L2(Sm)→ L2(Sm), який

має вигляд

(ASGf)(x̂) =
c

γm

∫
Sm

∂2

∂R2
{R1−m 1−R−2

|R−1x̂− ŷ|m+1
}f(ŷ) ds(ŷ), (1.4)

де c – деяка стала, що обирається таким чином, щоб обмежити норму

‖A∗SGASG‖ = ‖ASG‖2 ≤ exp(−1).

Варто зауважити, що в теорiї градiєнтометрiї супутника зазвичай при-

пускають, що точний розв’язок задачi (1.1) з оператором (1.4) є елементом

сферичного простору Соболєва

Hp(Sm) = {f ∈ L2(Sm) : ‖f‖2
p =

∞∑
l=0

2l+1∑
k=1

(l + 1)2p|(Ψl,k, f)|2 <∞}.

З iншого боку, оскiльки для сингулярних значень {σl} оператора (1.4) вико-

нується

lnσ−2
l � (l + 1),

то знайдуться додатнi константи c2 ≥ c1 > 0 такi, що для кожного елемента

f соболєвського простору Hp має мiсце двостороння оцiнка

c1‖f‖p ≤ ‖ lnp(A∗A)−1f‖ ≤ c2‖f‖p.
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А це в свою чергу означає, що кожен елемент з Hp належить множинi (1.3)

при K = 1.

Приклад 1.2. Обернена задача у дифракцiйнiй оптицi.

Розглянемо двовимiрну модель процесу розсiювання iдеальної вiдбиваю-

чої перiодичної поверхнi. Згiдно роботам Ж.Бао [19], Хеттлiха i Кiрша [33]

цю проблему можна сформулювати наступним чином. Нехай f ∈ C2(R) –

2π-перiодична функцiя, причому f(x) < 0 для всiх x ∈ R. I нехай

Ωf = {(x, y) : y > f(x), x ∈ R}.

Через

∂Ωf = {(x, y) : y = f(x), x ∈ R}

позначимо перiодичну поверхню, яку необхiдно визначити за даними розсi-

ювання. Для цього введемо у розгляд поле вiдбиття uI(x, y; k), яке утворює

гармонiчну у часi плоску електромагнiтну хвилю, що визначається формулою

uI(x, y; k) = exp{ik(x sin θ − y cos θ)}. (1.5)

Тут i =
√
−1, а константа k ∈ R – iндекс розсiювання речовини, що напов-

нює Ωf , й визначається формулою k = ωc−1
0

√
εµ, де ω - кутова частота, c0

- швидкiсть свiтла, µ > 0 - магнiтна проникнiсть, а ε - дiелектрична стала.

Через θ в (1.5) позначено кут вiдбиття.

Припустимо, що 0 < |θ| < π
2 , 0 < k < 1

2π . Тодi результуюче поле роз-

сiювання uS(x, y; k) задовольняє рiвняння Гельмгольца з граничною умовою

iдеального вiдбиття:

∆uS + k2uS = 0 в Ωf , (1.6)

uS + uI = 0 на ∂Ωf , (1.7)

uS задовольняє так звану умову вихiдної хвилi

uS =
∑
n∈Z

une
i(αnx+βny), якщо y > ‖f‖C[0;2π]. (1.8)
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У цьому прикладi функцiя uS вважається комплекснозначною. Тут i надалi

будемо вважати

αn = n+ k sin θ, βn =
√
k2 − (n+ k sin θ)2, 0 ≤ argβn < π. (1.9)

Крiм того, на uS накладемо умову (k sin θ)-квазiперiодичностi:

uS(x+ 2π, y; k) = exp(2πik sin θ)uS(x, y; k) (1.10)

для усiх (x, y) ∈ R2 (див. [19]).

Тепер можна сформулювати обернену задачу.

Визначимо y = f(x), x ∈ R, за вимiрюваннями uS(x, y; k), x ∈ (0; 2π),

де uS задовольняє умови (1.6)-(1.8) й (1.10).

Врахувавши (k sin θ)-квазiперiодичнiсть, покладемо

u = u(x, y; k) = uI(x, y; k) + uS(x, y; k).

Тодi (1.6)-(1.8) i (1.10) можна переписати у термiнах загального поля u:

∆u+ k2u = 0 в Ωf , (1.11)

u = 0 на ∂Ωf , (1.12)

u(x+ 2π, y; k) = exp(2πik sin θ)u(x, y; k), (1.13)

u− uI задовольняє умову вихiдної хвилi. (1.14)

Оскiльки k зафiксовано таким чином, що виконується (1.9), то будемо пи-

сати u(x, y) замiсть u(x, y; k). Тодi наша обернена задача еквiвалентна насту-

пнiй задачi: необхiдно визначити y = f(x), x ∈ R, за даними вимiрювання

u(x, 0), x ∈ (0; 2π), де u задовольняє (1.11)–(1.14).

Для фiксованих додатних констант M0,M, k i a0, a таких, що 0 < M ≤

a0 ≤ a i 0 < k < 1, покладемо

F = {f ∈ C3+k(R) : ‖f‖C3+k[0;2π] ≤M0, f − 2π-перiодична,

djf

dxj
(0) =

djf

dxj
(2π), j = 0, 1, 2, 3,

f(0) = f(2π) = −a0, −a ≤ f(x) ≤ −M, 0 ≤ x ≤ 2π}−



26

припустима множина невiдомих поверхонь.

Нехай

‖f‖C3+k[0;2π] :=
3∑
j=0

∥∥∥∥djfdxj
∥∥∥∥
C[0;2π]

+ sup
0<x,x′≤2π,x6=x′

|(d
3f
dx3 )(x)− (d

3f
dx3 )(x′)|

|x− x′|k
.

Покладемо Ωf = {(x, y) : y > f(x), x ∈ R} для f ∈ F . Для fj ∈ F , j = 1, 2,

розглянемо

∆uj + k2uj = 0 в Ωfj ,

uj = 0 на ∂Ωfj ,

uj − (k sin θ)-квазiперiодична, тобто uj(x + 2π, y) = exp(2πik sin θ)uj(x, y).

Далi, будемо вважати, що uj − uI задовольняє умову вихiдної хвилi.

У теоремi 2.1 [33] встановлено, що в наведених вище умовах iснує стала

c = c(k, θ,F) > 0 така, що для всiх f1, f2 ∈ F має мiсце оцiнка

‖f1 − f2‖C[0;2π] ≤
c

| ln | ln 1
‖(u1−u2)(·,0)‖H1(0;2π)

||
.

Отже, розв’язок рiвняння (1.6) належить множинi (1.3) при K = 2 i p = 1.

Ще одним прикладом жорстко некоректної задачi, що представлена у ви-

глядi (1.1), є рiвняння Фуджити, яке зустрiчається в теорiї рiвноваги осаду i

описується наступним чином

Ax(t) :=

∫ 1

0

a(t, τ)x(τ) dτ = f(t),

де a(t, τ) = cτe−ctτ

1−e−cτ , а c > 0 – деяка стала.
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1.2. Стiйкi методи розв’язування лiнiйних некоректних

задач

У цьому параграфi будуть наведенi означення стiйкостi методiв (регуля-

ризаторiв) розв’язування некоректних задач, а також розглянуто деякi кон-

кретнi приклади таких методiв.

Як вiдомо, в основi сучасної теорiї некоректно поставлених задач лежить

поняття регуляризуючого алгоритму (регуляризуючої сiм’ї операторiв), яке

було введено у 1963 роцi А.М. Тiхоновим. Коротко кажучи, регуляризуюча

сiм’я {Rα}α>0 складається з операторiв Rα, кожен з яких дозволяє побуду-

вати наближений розв’язок xα = Rαf рiвняння (1.1), що прямує до точно-

го розв’язку при α → +0, забезпечуючи тим самим стiйкiсть наближення.

Такий пiдхiд дозволяє знайти розв’язок з досить високою точнiстю для ши-

рокого кола некоректних задач, тодi як традицiйнi чисельнi методи, що не

враховують особливостi некоректних задач, дають, взагалi кажучи, нестiйкi

результати.

Далi перейдемо до бiльш строгих означень. Як i ранiше, розглянемо лi-

нiйне операторне рiвняння (1.1)

Ax = f,

де A : X → Y – лiнiйний компактний оператор, що дiє мiж гiльбертовими

просторами X та Y , при цьому множина Range(A) незамкнена в Y. Також

будемо припускати, що замiсть правої частини f вiдомо деяке її збурення

fδ : ‖f − fδ‖ ≤ δ, δ > 0.

Означення 1.1. Сiм’я обмежених операторiв Rα : Y → X називається

методом регуляризацiї (регуляризатором) задачi (1.1), якщо для кожного

f ∈ Range(A) виконується

sup
fδ : ‖f−fδ‖≤δ

inf
x∈A−1f

‖Rαfδ − x‖ → 0 (1.15)
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при α→ 0, де α = α(δ)→ 0 при δ → 0. Тут A−1f – повний прообраз елемента

f.

Якщо α залежить лише вiд рiвня похибки δ i не залежить вiд fδ, то пра-

вило вибору α називається апрiорним. В iншому випадку – апостерiорним

вибором параметра регуляризацiї.

Бiльш ретельний аналiз некоректних задач вимагає врахування збурень

також i в операторi A, якi виникають, зокрема, через неточностi математи-

чної моделi явищ, що описуються, та (або) в результатi похибки дискретизацiї

на стадiї пiдготовки до чисельного розв’язування задачi. Отже, вiзьмемо рiв-

няння (1.1) i будемо припускати, що замiсть A вiдоме деяке його збурення

Ah : ‖A−Ah‖ ≤ h, h > 0. При цьому Ah – також лiнiйний оператор, що дiє

мiж гiльбертовими просторами X та Y, iнакше кажучи, у нашому розпоря-

дженнi є збурене рiвняння

Ahx = fδ. (1.16)

У цьому випадку бiльш зручним є

Означення 1.2. Регуляризатором задачi (1.1),(1.16) називається сiм’я опе-

раторiв Rα = Rα(Ah) : (Y × [X → Y ]) → X (δ > 0, h > 0) таких, що для

кожних Ah ∈ L(X, Y ) та f ∈ Range(A) виконується

sup
Ah : ‖A−Ah‖≤h

sup
fδ : ‖f−fδ‖≤δ

inf
x∈A−1f

‖Rα(Ah)fδ − x‖ → 0 (1.17)

при α→ 0, де α = α(δ, h)→ 0 при δ, h→ 0.

Далi розглянемо такi важливi поняття теорiї некоректних задач, як опти-

мальнiсть i оптимальнiсть за порядком наближених методiв розв’язування.

Точнiсть метода P на множинiM ⊂ X характеризується його найбiльшим

вiдхиленням

ε(δ,M,P) := sup
x∈M

sup
fδ : ‖f−fδ‖≤δ

‖x− Pfδ‖.

Метод Pδ : Y → X називається оптимальним (за точнiстю) на M, якщо

ε(δ,M,Pδ) = inf
P

ε(δ,M,P),
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й оптимальним за порядком на M, якщо

ε(δ,M,Pδ) ≤ C inf
P

ε(δ,M,P),

де 0 < δ < δ0, а C ≥ 1 – деяка стала. Тут пiд методом розв’язування задачi

(1.1) будемо розумiти будь-яке вiдображення P : Y → X, що зiставляє правiй

частинi fδ ∈ Y елемент Pfδ ∈ X, який приймається за наближений розв’язок

рiвняння. Вiд P не вимагається анi лiнiйностi, анi неперервностi. Настiльки

загальне розумiння методу корисно тодi, коли йдеться про порiвняння точно-

стi усiх можливих методiв розв’язування (1.1).

Вiдомо (див., наприклад, [3, c.14],[63]), що для помiрно некоректних задач

з розв’язками (1.2) оптимальний порядок точностi складає O
(
δp/p+1

)
, а у разi

жорстко некоректних задач з розв’язками (1.3) – O

(
(ln . . . ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1
δ )
−p

)
.

Наслiдуючи А.Б. Бакушинського [1], будемо розглядати такi оператори

регуляризацiї, якi можна подати у виглядi

Rα := gα(A∗A)A∗ (1.18)

за допомоги твiрної функцiї gα, що задовольняє умови

sup
0<λ≤1

λµ|1− λgα(λ)| ≤ κµαµ, (1.19)

sup
0<λ≤1

λ1/2|gα(λ)| ≤ κ∗α−1/2 (1.20)

при деяких додатних сталих κµ,κ∗ та параметрi 0 ≤ µ ≤ µ∗. Величину µ∗

при цьому називають квалiфiкацiєю методу Rα.

У межах будь-якого методу (1.18) пiд наближенням до нормального

розв’язку x† розумiється елемент xδα, який знаходиться за правилом

xδα = gα(A∗A)A∗fδ.

Встановлено (див., наприклад, [7]), що виконання умов (1.19)–(1.20) за-

безпечує регуляризуючим методам оптимальний порядок наближення до нор-
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мального розв’язку x† на класах помiрно та жорстко некоректних задач. Далi

наведемо приклади методiв регуляризацiї з описуваного класу.

Приклад 1.3. Метод Лаврентьєва (1957)

Перший метод регуляризацiї був запропонований i обґрунтований М.М.

Лаврентьєвим спершу для наближеного розв’язування задачi Кошi для рiв-

няння Лапласа (класичний приклад некоректної задачi) i полягає в замiнi

оператора вихiдної задачi на близький до нього i такий, що перетворена в

такий спосiб задача стає коректною за Адамаром. Для довiльних оператор-

них рiвнянь (зi самоспряженим i невiд’ємним оператором) першого роду цей

метод був сформульований ним у 1959 роцi.

Отже, метод Лаврентьєва полягає в переходi вiд рiвнянь (1.1), (1.16), де

A = A∗ ≥ 0, Ah = A∗h ≥ 0, до регуляризованого рiвняння 2-го роду

αxα + Ahxα = fδ

з малим додатнiм параметром α. Твiрна функцiя цього методу має вигляд

gα = (α + λ)−1, 0 ≤ λ <∞.

Квалiфiкацiя методу Лаврентьєва дорiвнює µ∗ = 1.

Приклад 1.4. Метод Тiхонова (1963)

Метод Тiхонова належить до варiацiйних методiв, iншими словами, зна-

ходження наближеного розв’язку за цим методом пов’язане з розв’язанням

екстремальної задачi

‖Ahx− fδ‖2 + α‖x‖2 → min,

i полягає у переходi вiд рiвнянь (1.1), (1.16) до регуляризованого рiвняння

2-го роду

αx+ A∗hAhx = A∗hfδ. (1.21)

Цей метод має вигляд (1.18) з твiрною функцiєю

gα = (α + λ)−1



31

та параметрами κ∗ = 1/2, κµ = µµ(1− µ)1−µ. Квалiфiкацiя метода Тiхонова

µ∗ = 1.

Зауважимо, що на вiдмiну вiд методу Лаврентьєва метод (1.21) не потре-

бує анi самоспряженостi, анi позитивностi оператора вхiдної задачi.

Приклад 1.5. Iтерований варiант методу Тiхонова

Задамо натуральне числоm ≥ 1 i покладемо x0 = 0, послiдовно знаходимо

елементи x1, x2, . . . xm як розв’язки рiвнянь

αxl + A∗hAhxl = αxl−1 + A∗hfδ, l = 1, 2, . . . ,m, (1.22)

де α > 0 – деякий додатнiй параметр. За наближений розв’язок рiвняння

(1.1) приймається елемент xm. Для метода (1.22) твiрна система функцiй має

вигляд

gm,α(λ) = λ−1
(
1− (1 + α−1λ)−m

)
, λ 6= 0,

i задовольняє умови (1.19) – (1.20) при κ∗ = m1/2, κµ = ( µm)µ(1 − µ
m)m−µ.

Квалiфiкацiя цього методу µ∗ = m. Очевидно, при m = 1 ми приходимо до

методу Тiхонова (1.21).

На закiнчення цього параграфа наведемо ще один приклад сiм’ї методiв

регуляризацiї, що належать до напiвiтеративних методiв.

Приклад 1.6. ν–методи

Розглянемо сiм’ю напiвiтеративних методiв регуляризацiї, що прийнято

називати ν–методами. Вперше ν–методи були введенi у розгляд Г. Бракхаге

у 1987 р. для знаходження оцiнок методу спряжених градiєнтiв [22]. Пiзнiше

ν–методи почали використовуватися як самостiйнi методи регуляризацiї. При

цьому варто вiдзначити, що (1/2)–метод розглядався трохи ранiше (у 1984

р.) А.С. Немiровським та Б.Т. Поляком [46]. Цей варiант ν–методу прийнято

називати в спецiальнiй лiтературi методом Чебишова.

Наведемо строге означення ν–методiв. Зауважимо, що такi методи лег-

ко реалiзуються на практицi за допомогою рекурсивної процедури. А саме,
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послiдовнi наближення обчислюються наступним чином

xδk = xδk−1 + σk(x
δ
k−1 − xδk−2) + θkA

∗(fδ − Axδk−1),

де σ1 = 0, θ1 = (4ν + 2)/(4ν + 1), а

σk =
(k − 1)(2k − 3)(2k + 2ν − 1)

(k + 2ν − 1)(2k + 4ν − 1)(2k + 2ν − 3)
,

θk = 4
(2k + 2ν − 1)(k + ν − 1)

(k + 2ν − 1)(2k + 4ν − 1)(2k + 2ν − 3)
, k > 1.

Цей метод вигляду (1.18) з твiрною функцiєю

gk(λ) = P
(2ν−1/2,−1/2)
k (1− 2λ)/P

(2ν−1/2,−1/2)
k (1), ν > 0.

Тут P (α,β)
k – полiноми Якобi. Квалiфiкацiя ν–методiв дорiвнює µ∗ = ν.
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РОЗДIЛ 2

ОПТИМАЛЬНI СТРАТЕГIЇ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЖОРСТКО

НЕКОРЕКТНИХ ЗАДАЧ

Даний роздiл присвячений проблемам побудови стiйких наближень, що

забезпечують оптимальний порядок точностi на широких класах жорстко не-

коректних задач. Отже, розглянемо операторне рiвняння I роду

Ax = f, (2.1)

де A : X → Y – лiнiйний компактний оператор, що дiє мiж гiльбертовими

просторами X та Y , при цьому множина Range(A) незамкнена в Y. Також,

будемо припускати, що замiсть правої частини f вiдомо лише деяке її збуре-

ння fδ ∈ Y , ‖f − fδ‖ ≤ δ, δ > 0, а замiсть A – оператор Ah : ‖A−Ah‖ ≤ h, де

Ah : X → Y – також лiнiйний компактний оператор.

Нагадаємо, що жорстко некоректнi задачi мають таку особливiсть, що то-

чний розв’язок рiвняння (2.1) задовольняє деяку умову джерела логарифмi-

чного типу. Метою наших найближчих дослiджень є наближене вiдшукання

розв’язку x† (2.1), який має мiнiмальну норму в X та належить множинi

MK
p,ρ(A) := {x : x = (ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

(A∗A)−1)−pv, ‖v‖ ≤ ρ} (2.2)

при деяких вiдомих параметрах ρ > 0, K = 1, 2, ... й невiдомому значеннi

p > 0, де операторна функцiя (ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(A∗A)−1)−p задається спектральним

розкладом оператора

A∗A =
∞∑
k=1

σ2
k(Ψk, ·)Ψk

наступним чином

(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(A∗A)−1)−pv =
∞∑
l=1

(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(σ−2
l ))−p(Ψl, v)Ψl.
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При цьому цiлком природньо припускати, що

‖A‖ ≤MK , MK = m
1/2
K , mk =

e
−1, k = 1

e
− 1
mk−1 , k = 2, . . . , K

,

тобто

σl ≤MK , l = 1, 2, . . . .

2.1. Принцип рiвноваги

Питання про неявний (апостерiорний) вибiр параметра регуляризацiї за

вiдсутностi точних даних про гладкiсть розв’язку традицiйно вважається

одним з ключових в теорiї регуляризацiї. Вперше апостерiорне правило вибо-

ру параметра регуляризацiї було описано в роботi Д.Л. Фiллiпса [50]. На сьо-

годнi в теорiї регуляризацiї вiдома велика кiлькiсть рiзних методiв апостерiор-

ного вибору параметра, серед яких, в першу чергу, слiд назвати принцип не-

в’язки (див. [50, 44, 39, 56]), метод Гфререра (див. [30, 25, 54]), який деколи на-

зивають методом мiнiмальних границь [37], правило монотонної похибки, що

було запропоноване У. Таутенханом та У. Хямарiком (див. [64]), i принцип рiв-

новаги, який також називають принципом Лепського (див. [35, 41, 47, 53, 40]).

Безумовно, найбiльш дослiджуваним на сьогоднiшнiй день правилом апосте-

рiорного вибору є принцип нев’язки. Зауважимо, що метод мiнiмальних гра-

ниць та правило монотонної похибки були розробленi для некоректних задач

виключно в гiльбертових просторах, в той час як принцип нев’язки засто-

совний i до задач у банахових просторах (див., наприклад, [51]). До того ж

недолiком методу мiнiмальних границь i правила монотонної похибки можна

вважати те, що для їх реалiзацiї потрiбен додатковий наближений розв’язок,

який необхiдно попередньо знайти за допомогою методу регуляризацiї бiльш

високої квалiфiкацiї. У цьому параграфi буде детально розглянуто один з на-

званих вище апостерiорних методiв, а саме, принцип рiвноваги. Щодо iсторiї
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питання, зауважимо, що вперше цей метод був застосований О.В. Лепським в

задачах статистики (див. [35]), далi для лiнiйних некоректних задач цей прин-

цип був реалiзований в роботi [41], а для нелiнiйних операторних рiвнянь – у

роботi [20].

Тепер перейдемо до опису принципу рiвноваги, що застосовується безпо-

середньо до некоректних задач. НехайRα – деякий регуляризуючий оператор

(сюди входять, зокрема, методи з описаного у першому роздiлi класу регу-

ляризаторiв за Бакушинським). Зазвичай, похибка методу регуляризацiї для

задач (2.1) зi збуреною правою частиною задається у виглядi

‖x† −Rαfδ‖ ≤ ‖x† −Rαf‖+ ‖Rαf −Rαfδ‖, (2.3)

де перший доданок у правiй частинi (2.3) є точнiстю методу регуляризацiї,

в той час як другий характеризує стiйкiсть методу регуляризацiї. Будемо

вважати, що шуканий розв’язок має вигляд x† = ϕ(A∗A)v, ‖v‖ ≤ ρ, де

функцiя ϕ(α) є неперервно зростаючою й такою, що 0 = ϕ(0) ≤ ϕ(α) ≤ 1, та

‖x† −Rαf‖ ≤ ϕ(α). (2.4)

Другий доданок у правiй частинi (2.3) можна оцiнити наступним чином

‖Rαf −Rαfδ‖ ≤
δ

λ(α)
, (2.5)

де λ(α) = ‖Rα‖, якщо задача (2.1) – лiнiйна, або λ(α) = ‖R′α‖ у нелiнiйному

випадку. (Тут R′α позначає похiдну за Фреше оператора Rα.) Вiдзначимо, що

для стандартних методiв регуляризацiї таких, як метод Тiхонова, Лаврентьє-

ва та iн., виконується λ(α) = γ
√
α, де γ – деяка вiдома константа. Таким

чином, скориставшись (2.4) i (2.5), спiввiдношення (2.3) можна записати у

виглядi

‖x† −Rαfδ‖ ≤ ϕ(α) +
δ

λ(α)
. (2.6)
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Практично всi вiдомi результати про точнiсть методiв регуляризацiї є

асимптотичними при δ → 0. Цi результати показують, що вибiр

α = α̂ := (ϕλ)−1 (δ), (2.7)

який врiвноважує двi функцiї ϕ(α) й δ
λ(α) , приводить до оцiнки похибки

‖x† −Rαfδ‖ ≤ 2ϕ
(

(ϕλ)−1 (δ)
)
,

що є оптимальною вiдносно δ.

На жаль, апрiорний вибiр параметра регуляризацiї (2.7), взагалi кажучи,

не завжди можливий, оскiльки гладкiсть шуканого розв’язку x† визначається

функцiєю ϕ, яка, зазвичай, невiдома.

На практицi для вибору параметра α потрiбнi такi правила, якi не вима-

гають додаткових знань про гладкiсть розв’язку. Наприклад, рiзнi значення

параметра регуляризацiї αi можуть вибиратися з деякої скiнченної множини

∆N = {αi : 0 < α0 < α1 < · · · < αN}. (2.8)

Тодi вiдповiднi регуляризованi розв’язки матимуть вигляд

xδαi = Rαifδ, i = 1, 2, . . . , N.

Згiдно подання

α̂ : ϕ(α̂) =
δ

λ(α̂)

оптимальним вибором значення αi ∈ ∆N буде

α∗ = αl = max{αi : αi ∈M(∆N)},

де M(∆N) := {αi : αi ∈ ∆N , ϕ(αi) = δ
λ(αi)
}. Тут варто вiдзначити, що у

разi невiдомого ϕ такий вибiр параметра регуляризацiї також неможливий. В

той же час, для будь-яких αi, αj : αi ≥ αj, що належать множинi M(∆N),

оцiнка норми ‖xδαi−x
δ
αj
‖ не потребує нiякої iнформацiї про ϕ. Неважко впев-

нитися (див. [41]), що

‖xδαi − x
δ
αj
‖ ≤ 4δ

λ(αj)
.
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А це, в свою чергу, призводить до того, що верхня границя множини

M+(∆N) := {αi ∈ ∆N : ‖xδαi − x
δ
αj
‖ ≤ 4δ

λ(αj)
, j = 0, 1, 2, . . . , i} (2.9)

буде достатньо близькою до шуканого значення α∗. Таким чином, можна по-

класти

α+ = max{αi : αi ∈M+(∆N)}. (2.10)

Зауважимо, що за множину ∆N можна розглядати геометричну сiтку

∆N = {αi : αi = µiα0, i = 0, 1, · · · , N},

де µ > 1.

Слiд зазначити, що вперше за множину можливих значень параметра ре-

гуляризацiї геометрична сiтка була задiяна в роботах А.М. Тiхонова i В.Б.

Гласко (див. [65, 66]), а метод вибору параметра αm = µmα0 з такої сiтки

отримав назву квазiоптимального критерiю.

Далi опишемо принцип рiвноваги, що застосовується безпосередньо до на-

шої задачi. Як вже зазначалося ранiше (див. (2.6)), оцiнка похибки методу

регуляризацiї задачi (2.1) зi збуреними вхiдними даними має вигляд

‖x† −Rαfδ‖ ≤ Φ(α) + Ψ(α), (2.11)

де функцiя Φ(α) = ϕ(α) – монотонно зростаюча по α, а Ψ(α) = δ
λ(α) – моно-

тонно спадна.

Нагадаємо, що принцип рiвноваги полягає у виборi значення параметра

регуляризацiї α таким чином, щоб врiвноважити двi функцiї, якi задають

оцiнку похибки (2.11). Враховуючи поведiнку функцiй Φ та Ψ (а саме, їх

монотоннiсть та угнутiсть), вибiр значення параметра регуляризацiї α = α̂,

який теоретично мiнiмiзує праву частину оцiнки похибки, буде врiвноважу-

вати величини Φ(α) та Ψ(α), тобто

Φ(α̂) = Ψ(α̂),
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а у межах принципу рiвноваги за параметр регуляризацiї, як зазначалось

ранiше, береться елемент

α = α+ := max{α ∈M+(∆N)}. (2.12)

Поведiнка функцiй Φ(α) та Ψ(α), а також вибiр α̂, α+ i α∗ схематично зобра-

женi на рисунку 2.1.

рис. 2.1

При цьому варто зазначити (див., наприклад, [47]), що принцип рiвноваги

дозволяє вибрати значення α+ досить близьким до теоретично найкращого α̂

таким чином, щоб гарантувати оптимальний порядок точностi розв’язування

рiвняння (2.1) з x† = ϕ(A∗A)v, ‖v‖ ≤ ρ, де ϕ – невiдома функцiя.

Нижче наведемо детальний опис роботи принципу рiвноваги на конкре-

тному прикладi.

Приклад 2.1. Обернена задача реконструкцiї профiлю в дифракцiйнiй оптицi.

Нехай профiль дифракцiйної решiтки в двовимiрному просторi характе-

ризується кривою Λf := {(x1, f(x1)) : x1 ∈ R}, де f−2π–перiодична функцiя,

i нехай Ωf := {x = (x1, x2) : x2 > f(x1), x1 ∈ R} – поле з показником

заломлення речовини k, де k – деяке додатне число.

Припустимо, що плоска хвиля, яка задається у виглядi uin(x) =

exp(iαx1 − iβx2), падає зверху на Λf . Тут α = k sin θ, β = k cos θ, а

θ ∈ (−π
2 ,

π
2 ) – кут падiння. Тодi процес розсiювання такої хвилi через Λf
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описується задачею Дiрiхле для рiвняння Гельмгольца

∆u+ k2u = 0 в Ωf ,

u = −uin на Λf .
(2.13)

Тут припускається, що поле розсiювання u задовольняє деякiй умовi випро-

мiнювання, iнакше кажучи, u складається з обмежених плоских хвиль

u(x1, x2) =
∑
n∈Z

An exp[i(n+ α)x1 + iβnx2], (2.14)

де βn =
√
k2 − (n+ α)2 ∈ C, An ∈ C – коефiцiєнти Релея. Щоб уникнути

резонансу, будемо вважати, що βn 6= 0, n ∈ Z.

Обернена задача реконструкцiї профiлю полягає у вiдновленнi функцiї f,

що визначає профiль, за проекцiєю ub(x) = u(x, b) поля розсiювання u(x1, x2)

на пряму x2 = b для заданих падаючих хвиль uin. Без втрати загальностi

можна вважати, що невiдомий профiль Λf розташований мiж прямими x2 =

b0 i x2 = b, тобто

b0 < f(x1) < b, x1 ∈ R. (2.15)

Подамо поле розсiювання у виглядi потенцiалу простого шару

u(x1, x2) =

∫ 2π

0

z(t)G(x1, x2, t, 0) dt

з невiдомою функцiєю щiльностi z ∈ L2(0, 2π) i з просторовою квазiперiоди-

чною функцiєю Грiна

G(x1, x2, y1, y2) =
i

2π

∑
n∈Z

1

βn
exp[i(n+ α)(x1 − y1) + iβn(x2 − y2)].

Далi обернену задачу вiдновлення профiлю можна звести до наступної

системи iнтегральних рiвнянь

Tz(x1) :=
∫ 2π

0 z(t)G(x1, b, t, 0) dt = ub(x1), (2.16)

Sfz(x1) :=
∫ 2π

0 z(t)G(x1, f(x1), t, 0) dt = −uin ◦ f(x1), (2.17)
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що є нелiнiйною вiдносно f. Тут uin ◦ f(x1) = exp(inαx1 + iβf(x1)).

Варто зазначити, що в обчисленнях можна використовувати лише де-

який скiнченний вектор
(
Aδ
n

)
n∈U , який визначає “збурену проекцiю” uδb(x1) =∑

n∈U Aδ
n exp[i(n+ α)x1 + iβnb] таку, що

‖ub − uδb‖ ≤ δ, (2.18)

де U – деяка обмежина множина, а ‖ · ‖ означає норму в комплексному гiль-

бертовому просторi L2(0, 2π). Таким чином, замiсть рiвняння (2.16) матимемо

збурене рiвняння Tz = uδb, а система (2.16)–(2.17) набуває вигляд

Tz = uδb,

Sfz(x1) = −uin ◦ f(x1).
(2.19)

З роботи [47] випливає, що дослiджувану в цьому прикладi задачу доцiль-

но розглядати в просторi

L−b0+h
2,exp :=

{
z : ‖z‖2

L
−b0+h
2,exp

:=
∑
n∈Z

|zn|2|e2iβn||βn|−2 <∞

}
де zn – значення функцiоналу (z, ei(n+α))L2(0,2π), n ∈ Z.

Крiм того, в [47] була знайдена оцiнка похибки системи (2.19):

‖z0 − zm,δ‖L−b0+h2,exp
≤ ϕ(

1

m
) + δe|βm|(b+h−b0). (2.20)

Нагадаємо, що наша мета полягає у мiнiмiзацiї правої частини (2.20) за

рахунок вибору параметра регуляризацiї m за принципом рiвноваги. Оцiнка

(2.20) є оцiнкою (2.6) при α = 1
m та

λ(α) = exp[−
√
|k2 − (α−1 + k sin θ)2|(b+ h− b0)].

Для таких α й λ множина ∆M (2.8) набуває вигляд ∆M = {αi = 1
M−i+1}

M
i=0,

а критерiй вибору за принципом рiвноваги (2.10) можна записати наступним

чином

m+ = min{m : ‖zm,δ − zn,δ‖L−b0+h2,exp
≤ 4δe|βm|(b+h−b0), n = M + 1,M, . . . ,m}.
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2.2. Допомiжнi результати

Як зазначалось ранiше, мета наших дослiджень полягає в побудовi опти-

мальних за точнiстю наближених розв’язкiв жорстко некоректних задач (2.1)

зi збуреними вхiдними даними, точнi розв’язки яких задовольняють умову

джерела вигляду (2.2).

Вiдзначимо, що при розв’язуваннi жорстко некоректних задач, на вiдмiну

вiд помiрно некоректних, щоб забезпечити оптимальний порядок точностi на

всiй шкалi (по p) класiв дослiджуваних задач, досить використовувати регу-

ляризатори простої структури, наприклад, стандартний (ординарний) метод

Тiхонова або його iтерований варiант. Тому для розв’язування зазначених

задач нами буде розглянуто два пiдходи, якi полягають у комбiнацiї прин-

ципу рiвноваги зi стандартним методом Тiхонова, а також з його iтерованим

варiантом, вiдповiдно. При цьому буде показано, що обидвi цi стратегiї дозво-

ляють досягти порядок точностi O((ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1
h+δ)

−p) на всiй множинi розв’язкiв

(2.2). Далi буде проведено порiвняльний аналiз цих двох пiдходiв.

У цьому параграфа будуть наведенi деякi означення та факти, а також

встановлено низку тверджень допомiжного характеру, якi знадобляться на-

далi.

Насамперед введемо у розгляд наступнi елементи:

xα = (αI + A∗A)−1A∗f, (2.21)

xhα,n = (αI + A∗h,nAh,n)
−1A∗h,nf, (2.22)

xh,δα,n = (αI + A∗h,nAh,n)
−1A∗h,nfδ, (2.23)

xm,α =
m∑
i=1

αi−1(A∗A+ αI)−iA∗f, (2.24)

xhm,α,n =
m∑
i=1

αi−1(A∗h,nAh,n + αI)−iA∗h,nf, (2.25)
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xh,δm,α,n =
m∑
i=1

αi−1(A∗h,nAh,n + αI)−iA∗h,nfδ. (2.26)

Тут xα, xm,α – наближенi розв’язки регулярiзованих рiвнянь (без збурення

у вхiдних даних) стандартним i iтерованим методами Тiхонова вiдповiдно,

xhα,n, x
h
m,α,n – наближенi розв’язки дискретизованих рiвнянь (зi збуреним опе-

ратором) стандартним i iтерованим методами Тiхонова i, нарештi, xh,δα,n, xh,δm,α,n
– наближенi розв’язки дискретизованих рiвнянь (зi збуреним оператором

i збуреною правою частиною) стандартним i iтерованим методами Тiхоно-

ва, вiдповiдно. Оскiльки для чисельної реалiзацiї зазначених методiв необ-

хiдно виконувати всi обчислення зi скiнченним обсягом вхiдних даних, то

через Ah,n позначимо деяке скiнченновимiрне наближення до Ah, таке що

rank(Ah,n) = n. При цьому будемо вважати скiнченновимiрне наближення

Ah,n обране таким чином, щоб виконувалась умова

‖Ah − Ah,n‖ ≤ ε, ε =

δρ−1 , 0 < h ≤ δ

h , h > δ
. (2.27)

Ранiше Т. Хоаге (див. [34, лема 3.13]) було доведено, що для всiх p > 0 при

деякiй величинi C1 = C1(p) виконується нерiвнiсть

α

α + λ
ln−p

1

λ
≤ C1 ln−p

1

α
, α, λ ∈ (0; e−1]. (2.28)

Насамперед уточнимо константу C1 у нерiвностi (2.28). Отже, розглянемо два

випадки.

1) Нехай 0 < λ ≤ α . Тодi згiдно монотонностi функцiї ln маємо

α

α + λ
ln−p

1

λ
≤ ln−p

1

α
.

2) Нехай тепер λ ≥ α. Нагадаємо, що в цьому випадку нерiвнiсть (2.28)

безпосередньо випливає з наступного результату (див. [34, лема 3.13]): якщо

покласти q := α
λ , то справджується

q ≤ C1(− ln q + 1)−p, 0 < q ≤ 1,



43

або

q(ln
1

q
+ 1)p ≤ C1, 0 < q ≤ 1. (2.29)

Отже, нам належить знайти найменшу константу C1, для якої виконується

нерiвнiсть (2.29). Для цього введемо допомiжну функцiю

ϑ(q) := q(ln
1

q
+ 1)p, 0 < q ≤ 1,

i обчислимо найбiльше значення цiєї функцiї на iнтервалi (0; 1].

Спершу знайдемо критичнi точки ϑ(q). Легко бачити, що

ϑ
′
(q) = (ln

1

q
+ 1)p−1[ln

1

q
+ 1− p].

Очевидно, що ϑ′(q) = 0 лише при q = e1−p. I знову розглянемо два випадки.

а) 0 < p ≤ 1, тодi q = e1−p 6∈ (0; 1]. Очевидно ϑ′(q) > 0 на всьому iнтервалi

(0; 1], а це означає, що функцiя ϑ(q) є монотонно зростаючою на (0; 1]. Отже,

своє найбiльше значення вона досягає при q = 1, тобто max
(0;1]

ϑ(q) = ϑ(1) = 1.

b) p ≥ 1. У цьому випадку q = e1−p ∈ (0; 1]. Для встановлення найбiльшо-

го значення функцiї ϑ(q) на (0; 1] ми маємо обчислити значення цiєї функцiї

у критичнiй точцi, а також на кiнцях iнтервалу. Через те що функцiя ϑ(q) не

визначена в нулi, знайдемо її граничне значення при q → 0. Оскiльки p ≥ 1,

то число p можна подати у виглядi p = k+γ, де k ∈ N, 0 ≤ γ < 1, i застосу-

вавши до обчислення границi lim
q→0

f(q) k разiв правило Лопiталя, знаходимо

lim
q→0

f(q) = p(p− 1)...(p− k + 1) lim
q→0

(ln 1
q + 1)γ

1
q

=

= . . . = p(p− 1)...(p− k) lim
q→0

(ln 1
q + 1)γ−1 q(− 1

q2 )

− 1
q2

= 0.

Крiм того, ϑ(1) = 1 i ϑ(e1−p) = e1−ppp. Безпосереднє порiвняння знайдених

значень дозволяє переконатися в тому, що при будь-якому p ≥ 1

max
(0;1]

ϑ(q) = ϑ(e1−p) = e1−ppp.
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Таким чином, об’єднавши знайденi вище оцiнки, отримуємо, що у спiввiд-

ношеннi (2.28) C1 набуває вигляду

C1 =

 1 , 0 < p ≤ 1

e
(
p
e

)p
, p ≥ 1

. (2.30)

Обчислена вище константа C1(p) буде неодноразово задiяна в наших

подальших твердженнях. До того ж, тепер ми можемо уточнити один вi-

домий результат Т. Хоаге, що знадобиться в наших подальших мiркуваннях.

А саме, сформулюємо пропозицiю 3.12 [34] у прийнятих тут позначеннях:

Нехай x† ∈M 1
p,ρ(A). Тодi має мiсце нерiвнiсть

‖x† − xα‖ ≤ C1ρ ln−p
1

α
, (2.31)

де xα = (αI + A∗A)−1A∗f (див. (2.21)) i C1 задовольняє спiввiдношення

(2.30).

Тепер узагальнимо цей результат на випадок довiльного K ∈ N.

Лема 2.1. Нехай

‖A‖ ≤MK , MK = m
1/2
K , mk =

e
−1, k = 1

e
− 1
mk−1 , k = 2, ..., K

i x† ∈MK
p,ρ(A), p > 0, K = 1, 2, . . . . Тодi має мiсце наступна оцiнка

‖x† − xα‖ ≤ C1ρ((ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

α
)−p, (2.32)

де xα = (αI +A∗A)−1A∗f (див. (2.21)), а константа C1 задовольняє спiввiд-

ношення (2.30).



45

Доведення. Насамперед оцiнимо норму вiдхилення

‖x† − xα‖ =

= ‖((ln ... ln︸ ︷︷ ︸
Kразiв

(A∗A)−1)−pv − (αI + A∗A)−1A∗A((ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(A∗A)−1)−pv‖ ≤

≤ ρ sup
0<λ≤mk

∣∣∣∣∣(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

λ
)−p − λ

α + λ
(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

λ
)−p

∣∣∣∣∣ =

= ρ sup
0<λ≤mk

α

α + λ
(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

λ
)−p.

(2.33)

Далi оцiнимо вираз, що знаходиться пiд знаком супремуму:

α

α + λ
(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

λ
)−p ≥ 0. (2.34)

Нехай спершу 0 < λ ≤ α. Очевидно, що функцiя (ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1
λ)−p є монотонно

зростаючою по λ. Тодi з того, що λ ≤ α, випливає

(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

λ
)−p ≤ (ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1

α
)−p.

Отже, отримаємо

α

α + λ
(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

λ
)−p ≤ (ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1

α
)−p.

Нехай тепер 0 < α ≤ λ ≤ mk. Тут в свою чергу також розглянемо два

випадки.

a) 0 < p ≤ 1. Вираз (2.34) перетворимо наступним чином

α

α + λ
(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

λ
)−p =

αλ

α + λ
ĥ(λ),

де

ĥ(λ) =
1

λ
(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

λ
)−p, λ ∈ (0;mk].

Легко бачити, що

ĥ
′
(λ) =

(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1
λ)−p−1

λ2ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K−1 раз

1
λ · · · ln

1
λ

[
p− ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1

λ
ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K−1 раз

1

λ
· · · ln 1

λ

]
.
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Очевидно, що ĥ
′
(λ) < 0 для будь-якого λ ∈ (0;mk], а це означає, що

функцiя ĥ(λ) - монотонно спадна на (0;mk]. Тодi ĥ(λ) ≤ ĥ(α) для λ ≥ α.

Таким чином, знаходимо

α

α + λ
(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

λ
)−p =

αλ

α + λ
ĥ(λ) ≤ αλ

α + λ

1

α
(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

α
)−p =

=
λ

α + λ
(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

α
)−p ≤ (ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1

α
)−p.

б) Залишилося розглянути випадок p ≥ 1. Нагадаємо, що ми хочемо встано-

вити iстиннiсть нерiвностi

α

α + λ
(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

λ
)−p ≤ C1(ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1

α
)−p, (2.35)

λ ∈ (0;mk], mk =

e
−1, k = 1

e
− 1
mk−1 , k = 2, ..., K

,

для довiльних K = 2, 3, 4, . . . .

Спершу розглянемо випадок K = 2, тобто встановимо правильнiсть не-

рiвностi
α

α + λ
(ln ln

1

λ
)−p ≤ C1(ln ln

1

α
)−p.

Позначимо

ν(λ) :=
α

α + λ
(ln ln

1

λ
)−p, α ≤ λ ≤ e−e.

Далi h(λ) перепишемо у виглядi

ν(λ) =
α

α + λ
ln−p

1

λ
lnp

1

λ
(ln ln

1

λ
)−p.

I розглянемо допомiжну функцiю

v(λ) := lnp
1

λ
(ln ln

1

λ
)−p, λ ∈ (0; e−e].

Легко переконатися, що

v
′
(λ) =

p lnp−1 1
λ(ln ln 1

λ)−p−1

λ
[1− ln ln

1

λ
]
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i v′(λ) < 0 для будь-якого λ ∈ (0; e−e); отже, функцiя v(λ) – монотонно спадна

на (0; e−e]. А це означає, що для λ ≥ α виконується

v(λ) ≤ v(α). (2.36)

Оскiльки (0; e−e] ⊂ (0; 1], то згiдно (2.28) й (2.36) знаходимо

ν(λ) ≤ C1 ln−p
1

α
lnp

1

α
(ln ln

1

α
)−p = C1(ln ln

1

α
)−p,

де константа C1 визначається спiввiдношенням (2.30). Що i треба було дове-

сти.

Для доведення нерiвностi (2.35) у випадку довiльного K ≥ 3 скористає-

мося методом математичної iндукцiї. Отже, при K = 2 нерiвнiсть (2.35) була

встановлена вище. Далi припустимо, що нерiвнiсть (2.35) справджується при

деякому довiльно узятому K − 1 ≥ 2, iнакше кажучи, нехай має мiсце спiв-

вiдношення

α

α + λ
( ln ... ln︸ ︷︷ ︸
(K−1) раз

1

λ
)−p ≤ C1( ln ... ln︸ ︷︷ ︸

(K−1) раз

1

α
)−p, (2.37)

λ ∈ (0;mk−1], mk =

e
−1, k = 1

e
− 1
mk−1 , k = 2, ..., K − 1

,

i залишилося довести нерiвнiсть (2.35) для K. Для цього введемо у розгляд

функцiю

κ(λ) :=
α

α + λ
(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

λ
)−p =

=
α

α + λ
( ln ... ln︸ ︷︷ ︸
(K−1) раз

1

λ
)−p( ln ... ln︸ ︷︷ ︸

(K−1) раз

1

λ
)p(ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1

λ
)−p, λ ∈ (0;mk], K > 2.

Позначимо

κ̂(λ) = ( ln ... ln︸ ︷︷ ︸
(K−1) раз

1

λ
)p(ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1

λ
)−p, λ ∈ (0;mk].
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Тепер знаходимо

κ̂′(λ) =

p( ln ... ln︸ ︷︷ ︸
(K−1) раз

1
λ)p−1(ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1
λ)−p−1

λ ln ... ln︸ ︷︷ ︸
(K−2) рази

1
λ · · · ln

1
λ

[1− ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

λ
].

Очевидно, що κ̂′(λ) < 0 для будь-якого λ ∈ (0;mk], а це означає, що фун-

кцiя κ̂(λ) - монотонно спадна на iнтервалi (0;mk], отже, κ̂(λ) ≤ κ̂(α) при

λ ≥ α. Оскiльки iнтервали (0;mk] утворюють вкладену послiдовнiсть, тобто

(0;mk] ⊂ (0;mk−1], k = 2, ..., K, то згiдно припущення (2.37) справджується

κ̂(λ) ≤ C1( ln ... ln︸ ︷︷ ︸
(K−1) раз

1

α
)−p( ln ... ln︸ ︷︷ ︸

(K−1) раз

1

α
)p(ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1

α
)−p = C1(ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1

α
)−p.

Об’єднавши усi знайденi вище оцiнки, отримуємо нерiвнiсть (2.35).

I нарештi, пiдставивши (2.35) в оцiнку норми (2.33), знаходимо

‖x† − xα‖ ≤ C1ρ(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

α
)−p,

де константа C1 визначається спiввiдношенням (2.30). Таким чином, лема

повнiстю доведена.

Зауваження 2.1. Як зазначалося вище, вперше подiбний результат у випадку

K = 1 був отриманий Т. Хоаге (см. [34]). Далi узагальнення цього резуль-

тату з [34] на випадок довiльного K = 1, 2, . . . було приведено у монографiї

[1, с. 38, лема 2] у разi самоспряжених невiд’ємних операторiв. Таким чином,

лема 2.1 в свою чергу узагальнює згаданий результат iз [1] на випадок до-

вiльних лiнiйних операторiв. Крiм того, нами обчислена константа C1, яка,

як виявилося, не залежить вiд K.

Далi нагадаємо (див., наприклад, [68]), що для будь-якого лiнiйного обме-

женого оператора B виконуються спiввiдношення

B(αI +B∗B)−1 = (αI +BB∗)−1B,

‖(αI +B∗B)−1‖ ≤ α−1, ‖(αI +B∗B)−1B∗‖ ≤ 1
2
√
α
,

‖B(αI +B∗B)−1B∗‖ ≤ 1.

(2.38)
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Для обчислення оцiнки точностi пiдходу, що полягає у комбiнацiї стан-

дартної тiхоновської регуляризацiї з принципом рiвноваги, нам знадобиться

наступний допомiжний результат.

Лема 2.2. Нехай

‖A‖ ≤MK , MK = m
1/2
K , mk =

e
−1, k = 1

e
− 1
mk−1 , k = 2, . . . , K

,

i x† ∈MK
p,ρ(A), K = 1, 2, . . . . Тодi має мiсце наступна нерiвнiсть

‖xα − xhα,n‖ ≤
(h+ ε)ρ√

α
,

де xhα,n = (αI + A∗h,nAh,n)
−1A∗h,nf, ε =

δρ
−1, 0 < h ≤ δ

h, h > δ
.

Доведення. Зауважимо, що

‖x†‖ = ‖(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(A∗A)−1)−pv‖ ≤ ρ sup
0<λ≤e−1

(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

λ
)−p ≤ ρ

i

‖A− Ah,n‖ ≤ ‖A− Ah‖+ ‖Ah − Ah,n‖ ≤ h+ ε. (2.39)

Оцiнимо норму вiдхилення

‖xα − xhα,n‖ := ‖(αI + A∗A)−1A∗f − (αI + A∗h,nAh,n)
−1A∗h,nf‖.

Для цього перетворимо останнiй вираз, що стоїть пiд знаком норми:

(αI + A∗A)−1A∗f − (αI + A∗h,nAh,n)
−1A∗h,nf =

= A∗(αI + AA∗)−1f − (αI + A∗h,nAh,n)
−1A∗h,nf =

=
[
A∗ − (αI + A∗h,nAh,n)

−1A∗h,n(αI + AA∗)
]

(αI + AA∗)−1f =

= (αI + A∗h,nAh,n)
−1
[
(αI + A∗h,nAh,n)A

∗ − A∗h,n(αI + AA∗)
]

(αI + AA∗)−1f =

= (αI + A∗h,nAh,n)
−1
[
α(A∗ − A∗h,n) + A∗h,n(Ah,n − A)A∗

]
(αI + AA∗)−1Ax†.



50

Таким чином,

‖xα − xhα,n‖ =‖α(αI + A∗h,nAh,n)
−1(A∗ − A∗h,n)(αI + AA∗)−1Ax†+

+(αI + A∗h,nAh,n)
−1A∗h,n(Ah,n − A)A∗(αI + AA∗)−1Ax†‖ ≤ I1 + I2,

де

I1 := α‖(αI + A∗h,nAh,n)
−1(A∗ − A∗h,n)(αI + AA∗)−1Ax†‖,

I2 := ‖(αI + A∗h,nAh,n)
−1A∗h,n(Ah,n − A)A∗(αI + AA∗)−1Ax†‖.

Для оцiнки кожного з доданкiв I1 i I2 застосуємо (2.27) та (2.38). Отже, маємо

I1 ≤ ‖A∗ − A∗h,n‖ 1
2
√
α
ρ ≤ (h+ ε)ρ

2
√
α

,

I2 ≤ 1
2
√
α
‖A− Ah,n‖ρ ≤

(h+ ε)ρ

2
√
α

.

Нарештi, об’єднавши знайденi оцiнки для I1 й I2, знаходимо

‖x† − xhα,n‖ ≤
(h+ ε)ρ√

α
.

Лема доведена.

Тепер можна сформулювати результат, який дає оцiнку точностi пiдходу,

що полягає у комбiнацiї стандартної тiхоновської регуляризацiї з принципом

рiвноваги, через рiвнi похибки вхiдних даних h, δ, а також через величину

параметра регуляризацiї α.
Теорема 2.1. Нехай

‖A‖ ≤MK , MK = m
1/2
K , mk =

e
−1, k = 1

e
− 1
mk−1 , k = 2, . . . , K

,

й x† ∈MK
p,ρ(A), K = 1, 2, . . .. Тодi має мiсце оцiнка

‖x† − xh,δα,n‖ ≤ ρC1(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

α
)−p +

2(h+ ε)ρ+ δ

2
√
α

, (2.40)

де xh,δα,n = (αI + A∗h,nAh,n)
−1A∗h,nfδ, ε =

δρ
−1, 0 < h ≤ δ

h, h > δ
,

а C1 визначається спiввiдношенням (2.30).



51

Доведення. Скористаємося правилом трикутника

‖x† − xh,δα,n‖ ≤ ‖x† − xα‖+ ‖xα − xhα,n‖+ ‖xhα,n − xh,δα,n‖

й оцiнимо останнiй доданок

‖xhα,n − xh,δα,n‖ =‖(αI + A∗h,nAh,n)
−1A∗h,nf − (αI + A∗h,nAh,n)

−1A∗h,nfδ‖ ≤

≤‖(αI + A∗h,nAh,n)
−1A∗h,n(f − fδ)‖.

Звiдки за допомогою (2.38) знаходимо

‖xhα,n − xh,δα,n‖ ≤
δ

2
√
α
. (2.41)

Згiдно лем 2.1, 2.2 й спiввiдношення (2.41) остаточно отримуємо шукану оцiн-

ку.

Наряду зi стандартним методом Тiхонова за регуляризатор будемо ви-

користовувати також його iтерований варiант. Наведенi нижче вiдомостi i

факти вiдносяться саме до останнього пiдходу.

Як вiдомо (див. [68, с. 92]), для будь-яких лiнiйних операторiв A,B ∈

L(X, Y ) й натурального m має мiсце розкладання

Am −Bm =
m−1∑
j=0

Aj(A−B)Bm−j−1. (2.42)

Лема 2.3. (див. [68, с. 34])

Якщо g – обмежена вимiрна за Борелем функцiя на [0; M 2
K ], A ∈

L(X, Y ), ‖A‖ ≤ MK , K = 1, 2, ..., то

A∗g(AA∗) = g(A∗A)A∗,

Ag(A∗A) = g(AA∗)A.

Крiм того, нагадаємо (див.[68], с. 21), що твiрна функцiя g(λ) := gm,α(λ)

iтерованого методу Тiхонова набуває вигляд

gm,α(λ) =
m∑
i=1

αi−1(α + λ)−i =
1

λ
(1− αm

(α + λ)m
), λ 6= 0, (2.43)
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i задовольняє нерiвнiсть (див. [68], с. 22)

sup
0<λ<∞

√
λgm,α(λ) ≤

√
m

α
. (2.44)

Далi встановимо низку допомiжних тверджень, якi знадобляться надалi

для аналiзу апроксимацiйних властивостей пiдходу, що складається з комбi-

нацiї iтерованого методу Тiхонова з принципом рiвноваги.
Лема 2.4. Нехай

‖A‖ ≤MK , MK = m
1/2
K , mk =

e
−1, k = 1

e
− 1
mk−1 , k = 2, ..., K

.

Тодi має мiсце наступна оцiнка

‖x† − xm,α‖ ≤ ρ(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

α
)−p,

де xm,α визначається спiввiдношенням (2.24).

Доведення. Насамперед зазначимо

‖x† − xm,α‖ = ‖[(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(A∗A)−1)−pv−

−
m∑
i=1

αi−1(A∗A+ αI)−iA∗A(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(A∗A)−1)−pv]‖ ≤

≤ ρ‖[I −
m∑
i=1

αi−1(A∗A+ αI)−iA∗A](ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(A∗A)−1)−p‖ ≤

≤ ρ sup
0<λ≤mK

∣∣∣∣∣[I −
m∑
i=1

αi−1 λ

(λ+ α)i
](ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

λ
)−p

∣∣∣∣∣ ≤
≤ ρ sup

0<λ≤mK

(
α

α + λ
)m(ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1

λ
)−p.

Для оцiнки виразу, що знаходиться пiд знаком супремуму, розглянемо два

випадки:

1) Нехай спершу λ ≤ α. Оскiльки функцiя (ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1
λ)−p є монотонно зростаю-

чою по λ, то

(
α

α + λ
)m(ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1

λ
)−p ≤ (ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1

α
)−p.
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2) Тепер нехай λ ≥ α. Розглянемо функцiю

y(λ) =
1

λm
(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

λ
)−p, λ ∈ (0;mK ].

Легко показати, що

y′(λ) = λ−m−1(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

λ
)−p−1( ln ... ln︸ ︷︷ ︸

(K−1) раз

1

λ
)−1...(ln

1

λ
)−1×

×[p−mln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

λ
ln ... ln︸ ︷︷ ︸

(K−1) раз

1

λ
· ... · ln 1

λ
].

Оскiльки y′(λ) < 0 при p < m, то y(λ) монотонно спадає при 0 < p < m.

Значить, y(λ) ≤ y(α) при λ ≥ α й(
α

α + λ

)m
(ln ... ln︸ ︷︷ ︸ 1

λ
K разiв

)−p =

(
α

α + λ

)m
· λm · 1

λm
(ln ... ln︸ ︷︷ ︸ 1

λ
K разiв

)−p ≤

≤ λm

(α + λ)m
(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

α
)−p ≤ (ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1

α
)−p.

Таким чином, у загальному випадку маємо

‖x† − xm,α‖ ≤ ρ(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

α
)−p,

отже, твердження леми доведено.

Лема 2.5. Нехай

‖A‖ ≤MK , MK = m
1/2
K , mk =

e
−1, k = 1

e
− 1
mk−1 , k = 2, . . . , K

.

Тодi справджується наступна оцiнка

‖xm,α − xhm,α,n‖ ≤
ρ(m+

√
m)(h+ ε)√
α

,

де xm,α i xhm,α,n визначаються спiввiдношеннями (2.24), (2.25) вiдповiдно, а

ε =

δρ
−1, 0 < h ≤ δ

h, h > δ
.
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Доведення. Очевидно, що

‖x†‖ = ‖(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(A∗A)−1)−pv‖ ≤ ρ sup
0<λ≤mK

|(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

λ
)−p| ≤ ρ,

‖A− Ah,n‖ ≤ ‖A− Ah‖+ ‖Ah − Ah,n‖ ≤ h+ ε.

Далi оцiнимо норму

‖xm,α − xhm,α,n‖ = ‖gm,α(A∗A)A∗f − gm,α(A∗h,nAh,n)A
∗
h,nf‖ =

= ‖gm,α(A∗A)A∗Ax0 − gm,α(A∗h,nAh,n)A
∗
h,nAx0‖ ≤

≤ ρ‖gm,α(A∗A)A∗A− gm,α(A∗h,nAh,n)A
∗
h,nA‖

i перетворимо вираз, що стоїть пiд знаком останньої норми:

gm,α(A∗A)A∗A− gm,α(A∗h,nAh,n)A
∗
h,nA =

= gm,α(A∗A)A∗A− gm,α(A∗h,nAh,n)A
∗
h,nAh,n+

+ gm,α(A∗h,nAh,n)A
∗
h,nAh,n − gm,α(A∗h,nAh,n)A

∗
h,nA = I3 + I4,

де

I3 := gm,α(A∗A)A∗A− gm,α(A∗h,nAh,n)A
∗
h,nAh,n,

I4 := gm,α(A∗h,nAh,n)A
∗
h,nAh,n − gm,α(A∗h,nAh,n)A

∗
h,nA.

Тепер оцiнимо кожен з доданкiв I3, I4. Отже,

I3 = (I − αm(αI + A∗A)−m − (I − αm(αI + A∗h,nAh,n)
−m) =

= αm[(αI + A∗h,nAh,n)
−m − (αI + A∗A)−m].

До виразу, що знаходиться у квадратних дужках, застосуємо формулу (2.42):

I3 = αm
m−1∑
j=0

(αI + A∗h,nAh,n)
−j · [(αI + A∗h,nAh,n)

−1 − (αI + A∗A)−1]×

× (αI + A∗A)−m+j+1 = αm
m−1∑
j=0

(αI + A∗h,nAh,n)
−j−1(A∗A− A∗h,nAh,n)×

× (αI + A∗A)−m+j = αm
m−1∑
j=0

(αI + A∗h,nAh,n)
−j−1(A∗ − A∗h,n)A×

× (αI + A∗A)−m+j + αm
m−1∑
j=0

(αI + A∗h,nAh,n)
−j−1A∗h,n(A− Ah,n)×

× (αI + A∗A)−m+j.
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Звiдки з урахуванням леми 2.3 й оцiнок (2.38) маємо

‖I3‖ ≤
m−1∑
j=0

[‖(αI + A∗h,nAh,n)
−1‖j−1‖(αI + AA∗)−m+jA‖+

+ ‖(αI + A∗h,nAh,n)
−j−1A∗h,n‖ · ‖(αI + A∗A)−1‖m−j]αm‖A− Ah,n‖ =

=
m−1∑
j=0

[α−j−1‖(αI + A∗A)−m+j−1‖ · ‖(αI + A∗A)−1A‖+

+ ‖(αI + A∗h,nAh,n)
−1‖j · ‖(αI + A∗h,nAh,n)

−1A∗h,n‖α−m+j]αm‖A− Ah,n‖ ≤

≤
m−1∑
j=0

[α−j−1 · α−m+j+1 · 1

2
√
α

+ α−j
1

2
√
α
· α−m+j]αm · ‖A− Ah,n‖ =

=
m−1∑
j=0

1√
α
‖A− Ah,n‖ ≤

m√
α

(h+ ε). (2.45)

Знову враховуючи нерiвностi (2.38), знаходимо

‖I4‖ = ‖gm,α(A∗h,nAh,n)A
∗
h,n(Ah,n − A)‖ ≤

≤ sup
0<λ≤mK

|
√
λgm,α(λ)| · ‖Ah,n − A‖ ≤

√
m√
α

(h+ ε). (2.46)

Об’єднавши спiввiдношення (2.45) й (2.46), остаточно отримуємо

‖xm,α,n − xhm,α,n‖ ≤ ρ

(
m√
α

(h+ ε) +

√
m√
α

(h+ ε)

)
=

=
ρ(m+

√
m)(h+ ε)√
α

.

Тим самим твердження леми доведено.

Сформулюємо i доведемо результат, який дає оцiнку точностi пiдходу, що

дослiджується, через рiвень похибки вхiдних даних h, δ та величину параме-

тра регуляризацiї α.

Теорема 2.2. Нехай

‖A‖ ≤MK , MK = m
1/2
K , mk =

e
−1, k = 1

e
− 1
mk−1 , k = 2, . . . , K

i x† ∈MK
p,ρ(A).
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Тодi має мiсце оцiнка

‖x† − xh,δm,α,n‖ ≤ ρ((ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

α
)−p +

ρ(m+
√
m)(h+ ε)√
α

+
δ
√
m√
α
, (2.47)

де xh,δm,α,n – наближений розв’язок, що визначається спiввiдношенням (2.26).

Доведення. Скористаємося правилом трикутника

‖x† − xh,δm,α,n‖ ≤ ‖x† − xm,α‖+ ‖xm,α − xhm,α,n‖+ ‖xhm,α,n − xh,δm,α,n‖

i розглянемо останнiй доданок:

‖xhm,α,n − xh,δm,α,n‖ = ‖gm,α(A∗h,nAh,n)A
∗
h,nf − gm,α(A∗h,nAh,n)A

∗
h,nfδ‖ ≤

≤ ‖gm,α(A∗h,nAh,n)A
∗
h,n‖ × ‖f − fδ‖ ≤ δ sup

0<λ≤mK

(
√
λgm,α(λ)).

Звiдки, згiдно нерiвностi (2.44), знаходимо

‖xhm,α,n − xh,δm,α,n‖ ≤
δ
√
m√
α
. (2.48)

I, нарештi, об’єднавши леми 2.4, 2.5 та спiввiдношення (2.48), отримуємо шу-

кану оцiнку.
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2.3. Стандартний метод Тiхонова

У цьому параграфi для дослiдження жорстко некоректних задач (2.1) з

неточно заданими вхiдними даними Ah, fδ й розв’язками з множини MK
p,ρ(A)

(2.2) (при будь-якому фiксованому K = 1, 2, . . .) буде застосований стандар-

тний метод Тiхонова з правилом зупинки згiдно принципу рiвноваги. При

цьому буде встановлено, що запропонована комбiнацiя забезпечує порядок

точностi O((ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1
h+δ)

−p) на всiй множинi розв’язкiв (2.2).

Нагадаємо, що за стандартним методом Тiхонова регуляризований розв’я-

зок xh,δα визначається як розв’язок варiацiйної задачi

Ihα(x) := ‖Ahx− fδ‖2 + α‖x‖2 → min . (2.49)

Оскiльки для чисельної реалiзацiї тiхонiвського методу необхiдно вико-

нувати всi обчислення зi скiнченним обсягом вхiдних даних, то варiацiйна

задача (2.49) замiнюється на наступну

Ihα,n(x) := ‖Ah,nx− fδ‖2 + α‖x‖2 → min,

де Ah,n – деяке скiнченновимiрне наближення до Ah, таке що rank(Ah,n) = n.

Знаходження наближеного розв’язку вимагає в цьому випадку розв’язування

лiнiйного операторного рiвняння

αx+ A∗h,nAh,nx = A∗h,nfδ, (2.50)

iнакше кажучи, наближення шукаються у виглядi

xh,δα,n = (αI + A∗h,nAh,n)
−1A∗h,nfδ. (2.51)

Не обмежуючись якоюсь конкретною схемою дискретизацiї, будемо вва-

жати скiнченновимiрне наближення Ah,n обране так, щоб виконувалася умова

‖Ah − Ah,n‖ ≤ ε, ε =

δρ−1 , 0 < h ≤ δ

h , h > δ
. (2.52)
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Як було встановлено в теоремi 2.1, оцiнка похибки для стандартного ме-

тоду Тiхонова має вигляд

‖x† − xh,δα,n‖ ≤ ρC1(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

α
)−p +

2(h+ ε)ρ+ δ

2
√
α

, (2.53)

де

xh,δα,n = (αI + A∗h,nAh,n)
−1A∗h,nfδ,

а C1 визначається спiввiдношенням (2.30). Тепер нам належить мiнiмiзувати

праву частину (2.53), обираючи α згiдно з принципом рiвноваги. Iнакше ка-

жучи, потрiбно вибрати значення параметра регуляризацiї α таким чином,

щоб якомога точнiше врiвноважити двi функцiї, що задають оцiнку похибки.

У даному випадку цi функцiї (див. (2.53)) мають вигляд

Φ1(α) := ρC1(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

α
)−p,

Ψ1(α) :=
2(h+ ε)ρ+ δ

2
√
α

.

Враховуючи, що (див. (2.52))

ε =

δρ−1 , 0 < h ≤ δ

h , h > δ
,

функцiю Ψ1(α) можна подати наступним чином

Ψ1(α) =
c1hρ+ c2δ

2
√
α

,

де c1 =

2 , h < δ

4 , h ≥ δ
, c2 =

3 , h < δ

1 , h ≥ δ
.

Тепер (2.53) перепишемо у виглядi

‖x† − xh,δα,n‖ ≤ Φ1(α) + Ψ1(α). (2.54)
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Далi розглянемо дискретну множину можливих значень параметра регуля-

ризацiї
∆N = {αi = (q2)iα0, i = 1, 2, . . . , N}, q > 1,

α0 = n(h+ δ)2, N : αN+1 > mk, k = 1, . . . , K.

Використовуючи принцип рiвноваги, будуємо множину

M+(∆N) = {αi ∈ ∆N : ‖xh,δm,αi,n − x
h,δ
m,αj ,n

‖ ≤

≤ 4Ψ1(αj), j = 1, 2, . . . , i},

з якої вибираємо значення параметра регуляризацiї за правилом

α = α+ := max{α ∈M+(∆N)}. (2.55)

Крiм того, введемо допомiжну множину

M(∆N) := {αi ∈ ∆N : Φ1(αi) ≤ Ψ1(αi), i = 1, 2, . . . , N}

i допомiжну величину

α∗ := max{α ∈M(∆N)}.

Тепер ми можемо перейти до основних результатiв цього параграфа.

Теорема 2.3. Нехай параметр регуляризацiї α = α+ вибирається за пра-

вилом (2.55). Тодi для будь-якого x† ∈ MK
p,ρ(A), K = 1, 2, . . . , має мiсце

наступна оцiнка

‖x† − xh,δα+,n
‖ ≤ 6qρC1(ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1

α̂
)−p,

де C1 визначається спiввiдношенням (2.30).

Доведення. Насамперед покажемо, що α∗ ≤ α+. Враховуючи (2.54), поведiн-

ку функцiй Φ1(α),Ψ1(α) й означення множини M(4N), для будь-якого αj,

αj < α∗, маємо

‖xh,δα∗,n − x
h,δ
αj ,n
‖ ≤ ‖x† − xh,δα∗,n‖+ ‖x† − xh,δαj ,n‖ ≤

≤ Φ1(α∗) + Ψ1(α∗) + Φ1(αj) + Ψ1(αj) ≤

≤ 2Φ1(α∗) + Ψ1(α∗) + Ψ1(αj) ≤ 3Ψ1(α∗) + Ψ1(αj) ≤ 4Ψ1(αj).
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Таким чином, α∗ ∈ M+(∆N). А отже, виконується нерiвнiсть α∗ ≤ α+. Далi,

скориставшись (2.54) при α = α∗, а також означенням множин M+(4N) й

M(4N), знаходимо

‖x† − xh,δα+,n
‖ ≤ ‖x† − xh,δα∗,n‖+ ‖xh,δα∗,n − x

h,δ
α+,n
‖ ≤ 6Ψ1(α∗). (2.56)

Згiдно подання функцiї Ψ1 легко бачити, що

Ψ1(q
2α∗) =

ρc1h+ c2δ

2
√
q2α∗

=
1

q
· ρc1h+ c2δ

2
√
α∗

=
1

q
Ψ1(α∗). (2.57)

З iншого боку, очевидно, що α∗ ≤ α̂ ≤ q2α∗. Враховуючи (2.56) й (2.57),

остаточно отримуємо

‖x† − xh,δα+,n
‖ ≤ 6qΨ1(q

2α∗) ≤ 6qΨ1(α̂) = 6qΦ1(α̂) = 6qρC1(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

α̂
)−p.

Теорему доведено.

Наступне твердження дозволяє виразити знайдену в теоремi 2.3 оцiнку

точностi тiльки через вiдомi величини: рiвнi похибки вхiдних даних h i δ.

Теорема 2.4. Нехай x† ∈ MK
p,ρ(A), K = 1, 2, . . . , та виконується умова

теореми 2.3. Тодi для достатньо малих h, δ > 0 має мiсце наступна оцiнка

‖x† − xh,δα+,n
‖ ≤ C ′p(ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1

h+ δ
)−p,

де C ′p залежить лише вiд q, ρ, p й K.

Доведення. Згiдно рiвностi Φ1(α̂) = Ψ1(α̂) маємо

ρC1(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

α̂
)−p =

ρc1h+ c2δ

2
√
α̂

,

або

α̂ =

(
ρc1h+ c2δ

2ρC1

)2

(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

α̂
)2p.
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Оскiльки для будь-яких

x >



0, K = 1

1, K = 2

exp(...(exp︸ ︷︷ ︸(1)))

(K−2) рази

, K = 3, 4, . . .

справджується нерiвнiсть ln ... ln︸ ︷︷ ︸x
K разiв

< x, то

α̂ ≤
(
ρc1h+ c2δ

2ρC1

)2(
1

α̂

)2p

,

α̂ ≤
(
ρc1h+ c2δ

2ρC1

) 2
2p+1

.

Отже, згiдно теореми 2.3 отримуємо

‖x† − xh,δα+,n
‖ ≤ 6qρC1

(
ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(
2ρC1

ρc1h+ c2δ

) 2
2p+1

)−p
, (2.58)

де h й δ такi, що виконується умова

(
2ρC1

ρc1h+ c2δ

) 2
2p+1

≥ m−1
k , mk =

e
−1, k = 1

e
− 1
mk−1 , k = 2, . . . , K

. (2.59)

Спочатку оцiнимо похибку запропонованого методу при K = 1:

‖x† − xh,δα+,n
‖ ≤ 6qρC1

(
ln

(
2ρC1

ρc1h+ c2δ

) 2
2p+1

)−p
=

= 6qρC1

(
2p+ 1

2

)p(
ln

2ρC1

ρc1h+ c2δ

)−p
≤ C ′1 ln−p

1

h+ δ
,

де C ′1 залежить лише вiд p, q i ρ. Тепер покажемо, що для довiльного K =

2, 3, . . . має мiсце нерiвнiсть

ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(
2ρC1

ρc1h+ c2δ

) 2
2p+1

≥ C ′K ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(
2ρC1

ρc1h+ c2δ

)
, (2.60)
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де

C ′K =

 1 , 0 < p ≤ 1
2

1
1+ln(1+ln(1+···+ln(1+ln 2p+1

2 )))
, p ≥ 1

2

,

а ln в означеннi C ′K повторюється K − 1 раз. Спершу розглянемо випадок

0 < p ≤ 1
2 та покажемо, що для будь-якого K = 2, 3, . . . виконується

ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(
2ρC1

ρc1h+ c2δ

) 2
2p+1

≥ ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(
2ρC1

ρc1h+ c2δ

)
. (2.61)

Оскiльки при 0 < p ≤ 1
2 справджується

(
2ρC1

ρc1h+c2δ

) 2
2p+1 ≥

(
2ρC1

ρc1h+c2δ

)
, то враху-

вавши монотоннiсть ln, нерiвнiсть (2.61) доведено.

Отже, залишилося розглянути випадок p ≥ 1
2 . Нехай спочатку K = 2,

тобто нам належить встановити iстиннiсть нерiвностi

ln ln
(

2ρC1

ρc1h+c2δ

) 2
2p+1

ln ln
(

2ρC1

ρc1h+c2δ

) ≥ C ′2, (2.62)

де C ′2 = 1
1+ln 2p+1

2

. Позначимо

t = ln

(
2ρC1

ρc1h+ c2δ

)
.

Оскiльки h, δ задовольняють умови (2.59), то t ≥ 2p+1
2 e.

Тепер розглянемо функцiю

u1(t) :=
ln 2

2p+1t

ln t
= 1 +

ln 2
2p+1

ln t
, t ≥ 2p+ 1

2
e,

i дослiдимо її на найменше значення на промiжку [2p+1
2 e;∞).

Оскiльки u′1(t) = ln 2
2p+1(− 1

ln2 t
)1
t > 0 для будь-якого t ≥ 2p+1

2 e, то функцiя

u1(t) монотонно зростає по t, а отже, найменше значення вона досягає при

t = 2p+1
2 e. А це означає, що

min
2p+1

2 e≤t<∞
u1(t) = u1(

2p+ 1

2
e) =

1

ln(2p+1
2 e)

=
1

1 + ln 2p+1
2

.

Поклавши C ′2 = 1
1+ln 2p+1

2

, отримуємо шукану нерiвнiсть.
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Для доведення нерiвностi (2.60) у разi довiльного K скористаємося мето-

дом математичної iндукцiї.

Отже, при K = 2 має мiсце нерiвнiсть (2.60) (див. доведення (2.62)). При-

пустимо, що нерiвнiсть (2.60) справджується для довiльно взятого K−1 ≥ 2,

тобто нехай виконується

ln ... ln︸ ︷︷ ︸
(K−1) раз

(
2ρC1

ρc1h+ c2δ

) 2
2p+1

≥ C ′K−1 ln ... ln︸ ︷︷ ︸
(K−1) раз

(
2ρC1

ρc1h+ c2δ

)
(2.63)

при C ′K−1 = 1
1+ln(1+ln(1+···+ln(1+ln 2p+1

2 )))
, де ln повторюється K − 2 рази. I дове-

демо (2.60).

Запишемо рiвнiсть

ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(
2ρC1

ρc1h+ c2δ

) 2
2p+1

= ln

 ln ... ln︸ ︷︷ ︸
(K−1) раз

(
2ρC1

ρc1h+ c2δ

) 2
2p+1

 .
Згiдно монотонностi функцiї ln i нерiвностi (2.63) знаходимо

ln

 ln ... ln︸ ︷︷ ︸
(K−1) раз

(
2ρC1

ρc1h+ c2δ

) 2
2p+1

 ≥ ln

C ′K−1 ln ... ln︸ ︷︷ ︸
(K−1) раз

(
2ρC1

ρc1h+ c2δ

) .
Залишилося показати, що

ln

C ′K−1 ln ... ln︸ ︷︷ ︸
(K−1) раз

(
2ρC1

ρc1h+c2δ

)
ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(
2ρC1

ρc1h+c2δ

) ≥ C ′K .

Скористаємося такими самими мiркуваннями, що i при доведеннi випадку

K = 2. Покладемо

t = ln ... ln︸ ︷︷ ︸
(K−1) раз

(
2ρC1

ρc1h+ c2δ

)
та враховуючи, що h, δ задовольняють умови (2.59), маємо t ≥ e

C ′K−1
. Тепер

розглянемо функцiю

u2(t) :=
ln(C ′K−1t)

ln t
= 1 +

ln(C ′K−1)

ln t
, t ≥ e

C ′K−1

.
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Дослiдимо її на найменше значення на iнтервалi [ e
C ′K−1

;∞). Врахувавши, що

ln(C ′K−1) < 0, маємо

u′2(t) = ln(C ′K−1)(−
1

ln2 t
)
1

t
> 0

для будь-якого t ≥ e
C ′K−1

. Iнакше кажучи, функцiя u2(t) монотонно зростає

на всьому промiжку [ e
C ′K−1

;∞), а отже, найменше значення вона досягає при

t = e
C ′K−1

, тобто

min
e

C′
K−1
≤t<∞

u2(t) = u2(
e

C ′K−1

) =
1

ln( e
C ′K−1

)
=

=
1

1 + ln(1 + ln(1 + · · ·+ ln(1 + ln 2p+1
2 )))

.

Поклавши C ′K = 1
1+ln(1+ln(1+···+ln(1+ln 2p+1

2 )))
, де ln повторюєтьсяK−1 раз, отри-

муємо нерiвнiсть (2.60).

I нарештi, пiдставивши нерiвнiсть (2.60) в оцiнку норми (2.58), знаходимо

‖x† − xh,δα+,n
‖ ≤ 6qρC1

(
C ′K ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

(
2ρC1

ρc1h+ c2δ

))−p
≤

≤ C ′p(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

h+ δ
)−p.

Теорема повнiстю доведена.

Зауваження 2.2. Як було показано в роботi [62], розв’язування жорстко не-

коректних задач (2.1) – (2.2) при h = 0 стандартним методом Тiхонова в

комбiнацiї з принципом нев’язки Морозова забезпечує оптимальний (за лога-

рифмiчною шкалою) порядок точностi O((ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1
δ )
−p) вiдновлення розв’язкiв

з множини MK
p,ρ(A), K ∈ N. З iншого боку, з теореми 2.4 випливає, що до-

слiджувана нами стратегiя розв’язування жорстко некоректних задач (2.1) –

(2.2) при h ≤ O(δξ), ∀ξ > 0, забезпечує той самий порядок точностi набли-

ження розв’язкiв з тих самих множин MK
p,ρ(A), а це в свою чергу означає,

що запропонований нами пiдхiд при h ≤ O(δξ), ∀ξ > 0, є оптимальним за

порядком на класi жорстко некоректних задач, що дослiджуються.



65

Зауваження 2.3. Ранiше, в [56] i [62], для розв’язування рiвнянь (2.1) з

x† ∈ MK
p,ρ(A) також використовувався стандартний метод Тiхонова, але при

цьому за правило зупинки розглядався принцип нев’язки. Порiвняння ре-

зультатiв iз згаданих робiт з теоремами 2.3, 2.4 показує, що порядки точностi

всiх порiвнюваних методiв збiгаються, в той же час наш пiдхiд має iстотну

перевагу. А саме, при реалiзацiї алгоритмiв з [56], [62] була задiяна нижня

межа p0 для можливих значень p (p > p0 > 0), де величина p0 припускалася

вiдомою. У рамках нашого пiдходу це обмеження зняте i всi отриманi вище

результати справджуються при будь-яких p > 0.



66

2.4. Iтерований метод Тiхонова

У цьому параграфi для регуляризацiї жорстко некоректних задач (2.1),

розв’язки яких належать MK
p,ρ(A) (2.2) при K = 1, 2, . . . i 0 < p ≤ p1, зi збу-

реними оператором i правою частиною, буде застосований iтерований метод

Тiхонова, де параметр регуляризацiї обирається за принципом рiвноваги. При

цьому буде показано, що описаний пiдхiд до розв’язування задач (2.1)-(2.2)

дозволяє досягти точнiсть O((ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1
h+δ)

−p) на зазначених класах рiвнянь.

Нагадаємо, що iтерований метод Тiхонова полягає у виборi натурально-

го m, початкового наближення xh,δ0,α i в послiдовному обчисленнi елементiв

xh,δi,α , i = 1, 2, . . . ,m, за правилом

xh,δi,α = α(A∗hAh + αI)−1xh,δi−1,α + α(A∗hAh + αI)−1A∗hfδ, (2.64)

де m ≥ p1, а за наближений розв’язок береться xh,δm,α. Покладемо xh,δ0,α = 0.

Тодi елемент xh,δm,α можна переписати у виглядi

xh,δm,α =
m∑
i=1

αi−1(A∗hAh + αI)−iA∗hfδ. (2.65)

Як i ранiше, не обмежуючись якоюсь конкретною схемою дискретизацiї, бу-

демо припускати, що скiнченновимiрне наближення Ah,n з rank(Ah,n) = n

вибрано так, щоб

‖Ah − Ah,n‖ ≤ ε, ε =

δρ−1, 0 < h ≤ δ,

h, h > δ
. (2.66)

А наближений розв’язок дискретизованого рiвняння iтерованого методу Тi-

хонова, так само як i в (2.26), позначимо через

xh,δm,α,n =
m∑
i=1

αi−1(A∗h,nAh,n + αI)−iA∗h,nfδ. (2.67)

При встановленнi основних результатiв цього параграфа буде застосовано

принцип рiвноваги, що полягає, як зазначалося ранiше, у виборi значення
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параметра регуляризацiї α таким чином, щоб врiвноважити двi функцiї Φ

i Ψ, якi задають оцiнку похибки. Оскiльки оцiнка похибки для iтерованого

методу Тiхонова має вигляд (див. теорему 2.2)

‖x† − xh,δm,α,n‖ ≤ ρ((ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

α
)−p +

ρ(m+
√
m)(h+ ε)√
α

+
δ
√
m√
α
, (2.68)

де xh,δm,α,n визначається спiввiдношенням (2.67), то в нашому випадку функцiї

Φ та Ψ, набувають вигляду

Φ2(α) := ρ(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

α
)−p,

Ψ2(α) :=
ρ(m+

√
m)(h+ ε) + δ

√
m√

α
.

Врахувавши, що (див. (2.66))

ε =

δρ
−1, 0 < h ≤ δ

h, h > δ
,

запишемо функцiю Ψ2(α) наступним чином

Ψ2(α) =
ρc3h+ c4δ√

α
,

де c3 =

m+
√
m, 0 < h ≤ δ

2(m+
√
m), h > δ

, c4 =

m+ 2
√
m, 0 < h ≤ δ

√
m, h > δ

.

Тепер (2.68) можна переписати

‖x† − xh,δm,α,n‖ ≤ Φ2(α) + Ψ2(α). (2.69)

Далi розглянемо множини

∆N = {αi = (q2)iα0, i = 1, 2, . . . , N}, q > 1,

α0 = n(h+ δ)2, N : αN+1 > mk, k = 1, . . . , K,

та

M+(∆N) = {αi ∈ ∆N : ‖xh,δm,αi,n − x
h,δ
m,αj ,n

‖ ≤ 4Ψ2(αj), j = 1, 2, . . . , i}.
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Згiдно принципу рiвноваги за параметр регуляризацiї беремо елемент

α = α+ := max{α ∈M+(∆N)}. (2.70)

Крiм того, введемо допомiжну множину

M(∆N) := {αi ∈ ∆N : Φ2(αi) ≤ Ψ2(αi), i = 1, 2, . . . , N}

та допомiжну величину

α∗ := max{α ∈M(∆N)}.

Нижче будуть доведенi основнi результати цього параграфа.

Теорема 2.5. Нехай параметр регуляризацiї вибирається за правилом

(2.70). Тодi для будь-яких x† ∈ MK
p,ρ(A), 0 < p ≤ p1 i K = 1, 2, . . . справ-

джується наступна оцiнка

‖x† − xh,δm,α+,n
‖ ≤ 6qρ(ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1

α̂
)−p.

Доведення. Насамперед покажемо, що α∗ ≤ α+. Враховуючи (2.69), поведiн-

ку функцiй Φ2(α),Ψ2(α) та означення множини M(∆N), для будь-якого αj,

αj < α∗, маємо

‖xh,δm,α∗,n − x
h,δ
m,αj ,n

‖ ≤ ‖x† − xh,δm,α∗,n‖+ ‖x† − xh,δm,αj ,n‖ ≤

≤ Φ2(α∗) + Ψ2(α∗) + Φ2(αj) + Ψ(αj)2 ≤

≤ 2Φ2(α∗) + Ψ2(α∗) + Ψ2(αj) ≤ 3Ψ2(α∗) + Ψ2(αj) ≤ 4Ψ2(αj).

Таким чином, α∗ ∈ M+(∆N). А, значить, виконується нерiвнiсть α∗ ≤ α+.

Далi, скориставшись (2.69) при α = α∗, а також означенням множинM+(∆N)

й M(∆N), маємо

‖x† − xh,δm,α+,n
‖ ≤ ‖x† − xh,δm,α∗,n‖+ ‖xh,δm,α∗,n − x

h,δ
m,α+,n

‖ ≤ 6Ψ(α∗). (2.71)

З подання функцiї Ψ2 випливає, що

Ψ2(q
2α∗) =

ρc3h+ c4δ√
q2α∗

=
1

q

ρc3h+ c4δ√
α∗

=
1

q
Ψ2(α∗). (2.72)



69

З iншого боку, очевидно α∗ ≤ α̂ ≤ q2α∗. Враховуючи (2.71) й (2.72), отриму-

ємо

‖x† − xh,δm,α+,n
‖ ≤ 6qΨ2(q

2α∗) ≤ 6qΨ2(α̂) = 6qΦ2(α̂) = 6qρ(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

α̂
)−p.

Теорема 2.5 доведена.

Наступне твердження дозволяє у випадку K = 1 виразити знайдену в

теоремi 2.5 оцiнку точностi через вiдомi рiвнi похибки δ й h.

Теорема 2.6. Нехай x† ∈M 1
p,ρ(A), 0 < p ≤ p1, i виконується умова теореми

2.5. Тодi для будь-яких δ, h > 0 має мiсце наступна оцiнка

‖x† − xh,δm,α+,n
‖ ≤ C ′′p

(
ln

ρ

ρc3h+ c4δ

)−p
,

C ′′p = 6qρ

(
2p+ 1

2

)p
.

Доведення. Згiдно рiвностi Φ2(α̂) = Ψ2(α̂) знаходимо

ρ ln−p
1

α̂
=
ρc3h+ c4δ√

α̂
.

Тодi

α̂ =

(
ρc3h+ c4δ

ρ

)2

ln2p 1

α̂
.

Оскiльки для будь-яких x > 0 вiрно lnx < x, то

α̂ ≤
(
ρc3h+ c4δ

ρ

)2(
1

α̂

)2p

,

α̂ ≤
(
ρc3h+ c4δ

ρ

) 2
2p+1

.

Отже, з урахуванням теореми 2.5 маємо

‖x† − xh,δm,α+,n
‖ ≤ 6qρ

(
ln

(
ρ

ρc3h+ c4δ

) 2
2p+1

)−p
=

= 6qρ

(
2p+ 1

2

)p(
ln

ρ

ρc3h+ c4δ

)−p
.

Позначивши C ′′p = 6qρ
(

2p+1
2

)p, отримаємо твердження теореми 2.6.
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Зауваження 2.4. При p1 = 1 i h = 0 результат теореми 2.6 ранiше був отри-

маний в [59]. Таким чином, теорема 2.6 узагальнює результат [59] на випадок

довiльних p1 > 0 i h > 0.

Наступна теорема дозволяє узагальнити результат теореми 2.6 для до-

вiльного K ≥ 1. При цьому доведення теореми 2.7 буде проводитися методом

математичної iндукцiї з безпосереднiм використанням результату попередньої

теореми.

Теорема 2.7. Нехай x† ∈MK
p,ρ(A), 0 < p ≤ p1, K = 2, 3, . . . , та виконується

умова теореми 2.5. Тодi для достатньо малих h, δ > 0 має мiсце оцiнка

‖x† − xh,δm,α+,n
‖ ≤ C ′′′p

[
ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

ρ

ρc3h+ c4δ

]−p
,

де C ′′′p = 2p6qρ.

Доведення. Враховуючи рiвнiсть Φ2(α̂) = Ψ2(α̂), знаходимо

ρ

(
ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

α̂

)−p
=
ρc3h+ c4δ√

α̂
,

α̂ =

(
ρc3h+ c4δ

ρ

)2
(

ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

α̂

)2p

.

Оскiльки для будь-яких

x >



0, K = 1

1, K = 2

exp(...(exp︸ ︷︷ ︸(1)))

(K−2) рази

, K = 3, 4, ...

виконується нерiвнiсть ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

x < x, то

α̂ ≤
(
ρc3h+ c4δ

ρ

) 2
2p+1

,
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тим самим знайдено оцiнку зверху для значення параметра регуляризацiї, що

теоретично мiнiмiзує похибку.

Таким чином, згiдно теореми 2.5 отримуємо

‖x† − xh,δm,α+,n
‖ ≤ 6qρ

(
ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1

α̂

)−p
≤ 6qρ

[
ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(
ρ

ρc3h+ c4δ

) 2
2p+1

]−p
.

Далi оцiнимо зверху величину[
ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(
ρ

ρc3h+ c4δ

) 2
2p+1

]−p
.

Нехай спочатку K = 2, тобто потрiбно знайти оцiнку зверху для величини[
ln ln

(
ρ

ρc3h+ c4δ

) 2
2p+1

]−p
.

Очевидно, для будь-якого фiксованого p, 0 < p <∞, знайдуться такi h0, δ0 >

0, що при всiх 0 < h ≤ h0 й 0 < δ ≤ δ0 виконується нерiвнiсть(
2p+ 1

2

)2

≤ ln
ρ

c3ρh+ c4δ
.

Звiдки з монотонностi ln маємо

ln

(
2p+ 1

2

)2

≤ ln ln
ρ

c3ρh+ c4δ
,

ln

(
2p+ 1

2

)
≤ 1

2
ln ln

ρ

c3ρh+ c4δ
,

ln ln

(
ρ

ρc3h+ c4δ

) 2
2p+1

= ln ln
ρ

ρc3h+ c4δ
− ln

2p+ 1

2
≥ 1

2
ln ln

ρ

ρc3h+ c4δ
.

Отже, [
ln ln

(
ρ

ρc3h+ c4δ

) 2
2p+1

]−p
≤ 2p

[
ln ln

ρ

ρc3h+ c4δ

]−p
.

Далi, у разi довiльного K > 2 покажемо, що для достатньо малих h, δ > 0

виконується нерiвнiсть

ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(
ρ

ρc3h+ c4δ

) 2
2p+1

≥ 1

2
ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(
ρ

ρc3h+ c4δ

)
. (2.73)
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Для цього скористаємося методом математичної iндукцiї. Отже, при K = 2

правильнiсть нерiвностi (2.73) було доведено вище. Припустимо тепер, що

нерiвнiсть (2.73) виконується й для K − 1, K ≥ 3, тобто має мiсце спiввiдно-

шення

ln ... ln︸ ︷︷ ︸
(K−1) раз

(
ρ

ρc3h+ c4δ

) 2
2p+1

≥ 1

2
ln ... ln︸ ︷︷ ︸

(K−1) раз

(
ρ

ρc3h+ c4δ

)
. (2.74)

Нам залишилося довести цей факт для K. Перетворимо

ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(
ρ

ρc3h+ c4δ

) 2
2p+1

= ln

 ln ... ln︸ ︷︷ ︸
(K−1) раз

(
ρ

ρc3h+ c4δ

) 2
2p+1

 .

Тодi згiдно припущення iндукцiї (2.74) справджується

ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(
ρ

ρc3h+ c4δ

) 2
2p+1

≥ ln

1

2
ln ... ln︸ ︷︷ ︸

(K−1) раз

ρ

ρc3h+ c4δ

 .
Далi розглянемо величину

ln

1

2
ln ... ln︸ ︷︷ ︸

(K−1) раз

ρ

ρc3h+ c4δ

− 1

2
ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

ρ

ρc3h+ c4δ
=

= ln


1
2 ln ... ln︸ ︷︷ ︸

(K−1) раз

ρ
ρc3h+c4δ ln ... ln︸ ︷︷ ︸

(K−1) раз

ρ
ρc3h+c4δ

1/2


= ln

1

2

 ln ... ln︸ ︷︷ ︸
(K−1) раз

ρ

ρc3h+ c4δ

1/2
 > 0.

Отже,

ln

1

2
ln ... ln︸ ︷︷ ︸

(K−1) раз

ρ

ρc3h+ c4δ

 ≥ 1

2
ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

ρ

ρc3h+ c4δ
.

Таким чином, нерiвнiсть (2.73) встановлено, тому[
ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

(
ρ

ρc3h+ c4δ

) 2
2p+1

]−p
≤

[
1

2
ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

ρ

ρc3h+ c4δ

]−p
=

= 2p

[
ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

ρ

ρc3h+ c4δ

]−p
.
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А значить, згiдно теореми 2.5 виконується

‖x† − xh,δm,α+,n
‖ ≤ 6qρ2p

[
ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

ρ

ρc3h+ c4δ

]−p
.

Поклавши C ′′′p = 2p6qρ, отримуємо твердження теореми.

Зауваження 2.5. У роботi [62] при розв’язуваннi задач (2.1) зi збуренням

тiльки в правiй частинi i розв’язками з множини MK
p,ρ(A) для довiльного

K ∈ N було показано (див. [62, теорема 4.2]), що

ε(MK
p,ρ(A), δ) = O((ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1

δ
)−p),

де величина

ε(MK
p,ρ(A), δ) := inf

S:Y→X
sup

x†∈MK
p,ρ(A)

sup
fδ∈Y :‖f−fδ‖≤δ

‖x† − Sfδ‖

визначає найменшу можливу похибку вiдновлення розв’язкiв задачi (2.1) з

множини (2.2) серед усiх наближених методiв S : Y → X, що побудованi

по збуренням fδ. Це означає (див. [62, теорема 4.1]), що величина похибки

O((ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1
δ )
−p) дає оптимальний порядок наближеного знаходження розв’яз-

кiв вигляду (2.2), коли h = 0. При цьому в [62] вважалася вiдомою нижня

межа p0 можливих значень параметра p : p > p0 > 0. З iншого боку, з теорем

2.6 та 2.7 випливає, що для h ≤ O(δξ), ∀ξ > 0, встановлена нами точнiсть

наближеного розв’язування (2.1) має порядок O((ln ... ln︸ ︷︷ ︸
Kразiв

1
δ )
−p). А це, в свою

чергу, означає, що для h ≤ O(δξ), ∀ξ > 0, запропонований нами пiдхiд забез-

печує оптимальну за порядком точнiсть розв’язування жорстко некоректних

задач, причому тут в обчисленнях використовується верхня межа можливих

значень p : 0 < p ≤ p1.

Зауваження 2.6. Проведемо порiвняльний аналiз стратегiй розв’язування,

запропонованих у §2.3 й §2.4. Апроксимацiйнi характеристики, отриманi для

цих пiдходiв, наведенi в таблицi 2.1.
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Таблиця 2.1

Iтерований Стандартний

метод Тiхонова метод Тiхонова

‖x† − xm,α‖ ≤ ρ(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1
α)−p ‖x† − xα‖ ≤ C1ρ(ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K разiв

1
α)−p,

C1 =

1, 0 < p ≤ 1

e
(
p
e

)p
, p ≥ 1

При K = 1 : При K = 1 :

‖x† − xh,δm,α+,n
‖ ≤ ‖x† − xh,δα+,n

‖ ≤

≤ 6qρ
(

2p+1
2

)p (
ln 2ρ

ρc3h+c4δ

)−p
≤ 6qρC1

(
2p+1

2

)p (
ln 2ρC1

ρc1h+c2δ

)−p
Для довiльного K ≥ 2 : Для довiльного K ≥ 2 :

‖x† − xh,δm,α+,n
‖ ≤ ‖x† − xh,δα+,n

‖ ≤

≤ C ′′′p

(
ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

2ρ
ρc3h+c4δ

)−p
, ≤ 6qρC1 (C ′K)−p

(
ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

2ρC1

ρc1h+c2δ

)−p
,

C ′′′p = 2p6qρ C ′K =


1, 0 < p ≤ 1

2

1

1+ln(1+ln(1+···+ln( 2p+1
2 )

, p ≥ 1
2

,

ln повторюється (K − 1) раз
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Порiвнявши наведенi в таблицi 2.1 результати, вiдзначимо, що при K = 1

й 0 < p ≤ 1 константи в оцiнках похибок для обох пiдходiв збiгаються, а при

p ≥ 1 константа в оцiнцi похибки для iтерованого методу Тiхонова менша,

нiж для стандартного, так само, як i при значеннях K ≥ 2, p ≥ e. Це свiд-

чить про бiльшу ефективнiсть iтерованого методу Тiхонова у сенсi точностi

розв’язування. З iншого боку, стандартний метод Тiхонова має бiльш просту

структуру, на вiдмiну вiд його iтерованого варiанту, що в свою чергу дозво-

ляє скоротити обсяг обчислювальних витрат при використаннi ординарного

варiанту цього регуляризатора.
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2.5. Чисельнi експерименти

У цьому параграфi будуть наведенi чисельнi експерименти, що демон-

струють ефективнiсть дослiдженого в §2.3 пiдходу, який полягає в комбiнацiї

стандартного методу Тiхонова з принципом рiвноваги, i проведене порiвнян-

ня цих результатiв з результатами, отриманими ранiше для iнших методiв.

Наслiдуючи [10, 23], розглянемо iнтегральне рiвняння з логарифмiчним

ядром

Ax(t) :=

1∫
0

ln(t− τ)x(τ)dτ = y(t), t ∈ [2, 3]. (2.75)

Оскiльки [0, 1]
⋂

[2, 3] = ∅, а ядро оператора є аналiтичною функцiєю вiдносно

змiнних t й τ , то задача (2.75) з розв’язками, що мають скiнченну гладкiсть,

а також з кусково-розривними розв’язками, буде жорстко некоректною.

Як i в [10], дискретизуватимемо оператор рiвняння наступним чином

An,hx(t) =

∫ 1

0

an,h(t, τ)x(τ)dτ, (2.76)

де

an,h(t, τ) =
∑

(i,j)∈Ωn

ϕj(s)ψi(t)âh(i, j),

âh(i, j) =

1∫
0

3∫
2

ah(t, τ)ϕj(τ)ψi(t)dtdτ,

ah(t, τ) - сума ряду Тейлора така, що ‖ah(t, τ) − ln(t − τ)‖L2(2,3)×(0,1) ≤ h.

Тут {ϕi}, {ψi}, i = 1, 2, . . . , – ортонормованi системи полiномiв Лежандра,

що розглядаються на вiдрiзках [0, 1], [2, 3] вiдповiдно, а Ωn = {(i, j) : i · j ≤

n + 1, i ≤ n, j ≤ n} – область координатної площини, вiдповiдно до якої

проводиться чисельна дискретизацiя задачi (2.75).

Так само, як i в [10, 23], протестуємо наш алгоритм у трьох випадках,

коли розв’язки задачi (2.75) вiдомi точно. А саме, нехай правi частини y(t) =
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yk(t), k = 1, 2, 3, задаються у виглядi

y1(t) =
t2

2
ln t+

(t− 1)2

2
ln(t− 1)− (t2 − 1 +

1

4
) ln(t− 1

2
)− 3

8
,

y2(t) =
t2

2
ln t− t2 − 1

2
ln(t− 1)− t

2
− 1

4
,

y3(t) = t ln t− (t− 1

2
) ln(t− 1

2
)− 1

2
.

Очевидно, що функцiї

x1(τ) =

{
τ, τ ∈ [0, 1

2 ]

1− τ, τ ∈ (1
2 , 1]

, x2(τ) = τ, x3(τ) =

{
1, τ ∈ [0, 1

2 ]

0, τ ∈ (1
2 , 1]

,

є розв’язками задачi (2.75) при y = yk, k = 1, 2, 3, вiдповiдно. Збуренi да-

нi yδ(t) = yδ,k(t), k = 1, 2, 3, будуються у виглядi кусково-лiнiйних функцiй,

якi iнтерполюють значення yδ,k(tj) = yk(tj) + δzj в точках tj = 2 + j
M , i =

0, 1, 2, . . . ,M, де M = 5000, а значення zj обираються генератором ви-

падкових чисел так, щоб виконувалося |zj| ≤ 1. Тут δ характеризує рiвень

похибки вхiдних даних.

Обчислення були проведенi для трьох рiзних рiвнiв похибки, а саме

δ = h = 10−6, 10−7, 10−8. Чисельнi результати розв’язування задачi (2.76)

описаним вище методом (а також результати робiт [10, 23]), представленi в

таблицях 2.2, 2.3, й 2.4 для k = 1, 2, 3, вiдповiдно.

У таблицях введенi наступнi позначення:

“error” визначає похибку наближення у метрицi L2(0, 1);

δ – рiвень похибки вхiдних даних;

n – рiвень дискретизацiї;

q – знаменник геометричної прогресiї.
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Табл. 2.2

Метод з §2.3 Метод з [10] Метод з [23]

q 1.5 0.75 1.5

δ 10−6 10−7 10−8 10−6 10−7 10−8 10−7

error 0.1048 0.0560 0.0546 0.0549 0.0405 0.0381 0.7561− 0.0052

n 6 7 8 6 7 8 20

Табл. 2.3

Метод з §2.3 Метод з [10] Метод з [23]

q 1.5 0.75 1.5

δ 10−6 10−7 10−8 10−6 10−7 10−8 10−8

error 0.0473 0.0043 0.0082 0.0493 0.0039 0.0003 0.39058− 0.0005

n 6 7 8 6 7 8 21

Табл. 2.4

Метод з §2.3 Метод з [10] Метод з [23]

q 1.5 0.75 1.5

δ 10−6 10−7 10−8 10−6 10−7 10−8 10−8

error 0.2538 0.2434 0.2430 0.2423 0.2377 0.1877 0.40128− 0.17112

n 6 7 8 6 7 8 24

Проведемо порiвняльний аналiз отриманих результатiв для всiх трьох пiд-

ходiв. Очевидно, що запропонований нами алгоритм дає такий самий порядок

точностi наближення, що i в [10], при однаковому обсязi використаної дискре-

тної iнформацiї. У той же час, як згадувалося вище, наш пiдхiд не вимагає

додаткової iнформацiї про гладкiсть розв’язку. Крiм того, порiвняння нашого

пiдходу з методом iз [23] призводить до наступних висновкiв: обидвi стратегiї
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забезпечують однаковий порядок точностi, але запропонована в §2.3 страте-

гiя дозволяє iстотно зменшити обсяг дискретної iнформацiї. Останнiй факт

пiдтверджує економiчнiсть нашого пiдходу в порiвняннi з алгоритмом iз [23].

Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi для ефективного розв’язування жорстко некоректних за-

дач, що поданi у виглядi операторних рiвнянь I роду зi збуреними вхiдними

даними, були запропонованi два пiдходи, що полягають у комбiнацiї принци-

пу рiвноваги зi стандартним методом Тiхонова, а також з його iтерованим

варiантом, вiдповiдно. При цьому встановленi наступнi основнi результати:

• Доведено, що побудованi в рамках зазначених пiдходiв стiйкi наближен-

ня забезпечують порядок точностi O((ln · · · ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1
h+δ)

−p) на класах жорстко

некоректних задач, що розглядаються.

• Встановлено, що при h ≤ O(δξ) для довiльних ξ > 0 цi методи забезпе-

чують оптимальний порядок точностi.

• Проведено чисельнi експерименти, що демонструють ефективнiсть за-

пропонованого пiдходу на конкретних прикладах рiвнянь з класiв задач,

що дослiджуються.

Матерiали цього роздiлу опублiковано в роботах [45], [57].
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РОЗДIЛ 3

СКЛАДНIСТЬ ЖОРСТКО НЕКОРЕКТНИХ ЗАДАЧ

3.1. Поняття мiнiмального радiуса для гальоркiнської

iнформацiї та для обсягу обчислювальних витрат.

Постановка задачi

Дослiдження даного роздiлу присвяченi знаходженню iнформацiйної та

алгоритмiчної складностi деяких класiв жорстко некоректних задач.

Вiдзначимо, що iнтенсивне вивчення складностi рiзного роду задач бе-

ре свiй початок з робiт Дж. Трауба i Х. Вожьняковського, якi у своїх мо-

нографiях [67, 17] виклали основи IBC–теорiї (Information Based Complexi-

ty Theory). У рамках цiєї теорiї пiд iнформацiйною складнiстю розумiється

найменший обсяг дискретної iнформацiї, що необхiдна для знаходження на-

ближеного розв’язку iз заданою точнiстю, а пiд алгоритмiчною складнiстю

– мiнiмальне число арифметичних дiй, якi потрiбно виконати для побудови

такого розв’язку.

Варто пiдкреслити, що проблема складностi некоректних задач у сенсi

IBC–теорiї до недавнього часу залишалася вiдкритою. Бiльш того, в [70, 71]

обговорювалася принципова можливiсть коректної постановки подiбних за-

дач. Тому результати робiт [49, 12], що мiстять першi точнi порядковi оцiнки

iнформацiйної та алгоритмiчної складностi деяких класiв помiрно некоре-

ктних задач, можна вважати вiдправною точкою у вивченнi зазначеної про-

блематики. Щодо жорстко некоректних задач, то дослiдження в цьому на-

прямку ранiше взагалi не проводилися.

Далi, наслiдуючи [49], наведемо строгу постановку задач, що вивчаються

в роздiлi 3. Отже, розглянемо рiвняння Фредгольма I роду

Ax(t) = f(t), t ∈ [0; 1], (3.1)



81

з iнтегральним оператором

Ax(t) =

∫ 1

0

a(t, τ)x(τ)dτ, (3.2)

що неперервно дiє в L2 = L2(0; 1). При цьому припускатимемо, що множина

Range(A) не замкнена в L2 i f ∈ Range(A). Також будемо вважати, що права

частина рiвняння (3.1) задана з деякою похибкою δ > 0, тобто замiсть f

вiдомо її збурення fδ ∈ L2 : ‖f − fδ‖ ≤ δ.

Як вже зазначалося в §2.2, жорстко некоректнi задачi мають таку особли-

вiсть, що точний розв’язок рiвняння (3.1) задовольняє деякiй умовi джере-

ла логарифмiчного типу. Метою наших подальших дослiджень є наближене

знаходження розв’язку x† (3.1) з мiнiмальною нормою в L2, що належить

множинi

M 1
p,ρ(A) = Mp(A) := {u : u = ln−p(A∗A)−1v, ‖v‖ ≤ ρ}. (3.3)

Тут, як i ранiше, A∗ означає оператор, спряжений до A, тобто

A∗u(t) =

∫ 1

0

a(τ, t)u(τ)dτ,

а величини p, ρ > 0 припускаються вiдомими.

Нехай далi {e1, e2, . . . , em, . . . } – деякий ортонормований базис у L2. Через

Pm позначимо ортопроектор на span{e1, e2, . . . , em} :

Pmϕ(t) =
m∑
i=1

(ϕ, ei)ei(t).

Введемо у розгляд наступний клас дослiджуваних операторiв (3.2):

Hr,s
γ := {A : ‖A‖ ≤ γ0,

∞∑
n+m=1

â2
n,m n2r ·m2s ≤ γ2

1}, γ = (γ0; γ1), γ0 ≤ e−
1
2 ,

де r, s > 0,

ân,m =

∫ 1

0

∫ 1

0

en(t)em(τ)a(t, τ)dτdt,

n,m ∈ Z+, n = 1 при n = 0 i n = n у протилежному випадку.



82

Зауважимо, що за базис можуть бути використанi, зокрема, ортонормо-

вана система функцiй Хаара (0 < r, s ≤ 1), пiдпростiр тригонометричних

многочленiв (в перiодичному випадку), а також ортонормована система по-

лiномiв Лежандра, що розглядається на вiдрiзку [0;1].

Вiдомо, якщо ядро a(t, τ) оператора A вигляду (3.2) має мiшанi частиннi

похiднi i для усiх i = 0, 1, . . . , r, j = 0, 1, . . . , s виконується∫ 1

0

∫ 1

0

[
∂i+ja(t; τ)

∂ti∂τ j

]2

dtdτ <∞,

то A ∈ Hr,s
γ при деякому наборi γ = (γ0; γ1) та будь-якому з вище перерахо-

ваних базисiв.

Надалi клас рiвнянь (3.1) iз операторами (3.2) з Hr,s
γ й розв’язками з (3.3)

позначатимемо (Hr,s
γ ,Mp(A)).

У межах цього роздiлу зосередимося на дослiдженнi проекцiйних методiв

розв’язування рiвнянь iз (Hr,s
γ ,Mp(A)) при r ≥ s.

Вiдомо (див., наприклад, [16, с. 87]), що довiльний лiнiйний неперервний

оператор A : L2 → L2 може бути представлений за допомогою нескiнченної

матрицi {(Aej, ei)}∞i,j=1 у виглядi

Ag =
∞∑

i,j=1

(Aej, ei)(g, ej)ei.

Кожному скалярному добутку (Aej, ei) зiставимо точку (i; j) координатної

площини, яка буде вiдповiдати iндексу скалярного добутку (Aej, ei). А пiд

iндексом скалярного добутку (g, ej) будемо розумiти натуральне число j.

Далi вiзьмемо довiльну обмежену область Ω ⊂ [1;∞) × [1;∞) координа-

тної площини. Через ω1, ω2 позначимо проекцiї цiєї областi на вiсi Oi та Oj,

тобто ω1 := {i : (i; j) ∈ Ω}, ω2 := {j : (i; j) ∈ Ω}. За допомогою Ω здiйснемо

перехiд вiд (3.1) до дискретизованого рiвняння

AΩx = Pω1
fδ,
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де

AΩx =
∑

(i,j)∈Ω

(Aej, ei)(x, ej)ei,

Pω1
fδ =

∑
k∈ω1

(fδ, ek)ek.
(3.4)

Набiр скалярних добуткiв вигляду

(Aej, ei), (fδ, ek), (i; j) ∈ Ω, k ∈ ω1, (3.5)

що використовуються при побудовi (3.4), називають гальоркiнською iнфор-

мацiєю про (3.1), а пiд card(Ω) розумiється загальна кiлькiсть скалярних до-

буткiв вигляду (Aej, ei) з (3.5).

Зокрема, якщо Ω = [1;n]× [1;m], ω1 = [1, n], то ми одержуємо стандартну

гальоркiнську схему дискретизацiї з card(Ω) = n · m. Дослiдження рiзних

класiв некоректних задач за допомогою саме такої схеми були проведенi у

низцi робiт, серед яких видiлимо [52, 40].

Пiд проекцiйним методом розв’язування (3.1) надалi будемо розумiти

будь-яке вiдображення P = P(Ω) : L2 → L2, яке за допомогою гальоркiнської

iнформацiї (3.5) про рiвняння (3.1) зiставляє правiй частинi розв’язуваного

рiвняння елемент P(AΩ)fδ, що є многочленом за базисом {ei}∞i=1 з номерами

гармонiк iз ω2. Цей елемент приймається за наближений розв’язок (3.1). За-

значимо, що вiд методу P не вимагається анi лiнiйностi, анi неперервностi.

Таке загальне розумiння методу корисне, зокрема, при порiвняннi апрокси-

мацiйних властивостей усiх можливих способiв розв’язування (3.1).

Пiд похибкою методу P(Ω) на класi рiвнянь (Hr,s
γ ,Mp(A)), зазвичай, бу-

демо розумiти його найбiльше вiдхилення

εδ
(
Hr,s
γ ,Mp(A),P(Ω)

)
= sup

A∈Hr,sγ
sup

x†∈Mp(A)

sup
fδ:‖f−fδ‖≤δ

‖x† − P(AΩ)fδ‖.

Мiнiмальний радiус гальоркiнської iнформацiї задамо величиною

RN,δ

(
Hr,s
γ ,Mp(A)

)
= inf

Ω: card(Ω)≤N
inf
P(Ω)

εδ
(
Hr,s
γ ,Mp(A),P(Ω)

)
.
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Ця величина характеризує iнформацiйну складнiсть класу задач

(Hr,s
γ ,Mp(A)).

Позначимо через ΠM множину усiх можливих проекцiйних методiв, якi

для побудови наближеного розв’язку потребують виконання не бiльш нiж

M елементарних арифметичних операцiй (е.а.о.). Мiнiмальний радiус обсягу

обчислювальних витрат задамо величиною

RM,δ

(
Hr,s
γ ,Mp(A)

)
= inf

Ω: card(Ω)≤M
inf

P(Ω)∈ΠM

εδ
(
Hr,s
γ ,Mp(A),P(Ω)

)
.

Ця величина характеризує алгоритмiчну складнiсть класу задач

(Hr,s
γ ,Mp(A)).

Нагадаємо, що ранiше у роботi [63] було встановлено, що похибка

довiльного наближеного методу на класi жорстко некоректних задач з

розв’язками з (3.3) та δ−збуреними правими частинами не може бу-

ти меншою, нiж O(ln−p δ−1). Тому методи, що гарантують для величини

εδ
(
Hr,s
γ ,Mp(A),P(Ω)

)
вказаний порядок точностi, будемо називати оптималь-

ними за порядком. Очевидно, серед усiх проекцiйних методiв доцiльно роз-

глядати насамперед такi, що є оптимальними.

Щодо iсторiї дослiдження складностi некоректних задач, вiдзначимо, що

вперше економiчнi за обсягом задiяної гальоркiнської iнформацiї (3.5) прое-

кцiйнi методи розв’язування помiрно некоректних задач з точними розв’яз-

ками вигляду

x† = (A∗A)ν/2v, ‖v‖ ≤ ρ, 0 < ν <∞, (3.6)

були побудованi в [52], де за схему дискретизацiї використовувався виключно

стандартний метод Гальоркiна. Згодом в роботi [49] були отриманi першi по-

рядковi оцiнки мiнiмального радiуса гальоркiнської iнформацiї для рiвнянь

(3.1) з розв’язками (3.6) при фiксованому ν = 2 й операторами з Hr,r
γ . Нада-

лi дослiдження, iнiцiйованi в [49], були продовженi в низцi робiт, серед яких

назвемо [13, 61]. При цьому, як виявилося, оптимальнi порядки величин, що
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характеризують iнформацiйну та алгоритмiчну складнiсть рiвнянь (3.1), реа-

лiзуються не в рамках стандартної схеми Гальоркiна, а деякої її модифiкацiї,

що ґрунтується на iдеї гiперболiчного хреста (докладнiше про це див. §3.2).

Як вже зазначалося вище, складнiсть некоректних задач до останнього часу

вивчалася лише у випадку рiвнянь (3.1) з розв’язками вигляду (3.6). Щодо iн-

ших типiв некоректних задач (зокрема, жорстко некоректних), то тут можна

згадати лише статтю [40], в якiй розглядалося питання економiчної дискре-

тизацiї в межах стандартної схеми Гальоркiна для задач (3.1) з розв’язками,

що задовольняють загальнiй умовi джерела

x† = ϕ(A∗A)v,

де iндексна функцiя ϕ припускалася неперервно зростаючою й такою, що

ϕ(0) = 0, ϕ(γ2
0) = 1. Очевидно, що умови (3.3) i (3.6) є частинним випадком

останньої. Проте оцiнки складностi в роботi [40] знайденi не були.

У цьому роздiлi будуть вперше знайденi оцiнки величин RN,δ, RM,δ, що

характеризують iнформацiйну та алгоритмiчну складнiсть класiв жорстко

некоректних задач (Hr,s
γ ,Mp(A)).

На закiнчення параграфа сформулюємо в наших позначеннях один до-

помiжний результат з [40] (див. [40, пропозицiя 2]), який знадобиться нам

надалi. Отже,

Лема 3.1. При будь-яких p > 0 i m = 1, 2, . . . має мiсце наступна нерiв-

нiсть

‖(I − Pm) ln−p(A∗A)−1‖ ≤ ln−p(‖A(I − Pm)‖−2).
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3.2. Економiчна проекцiйна схема дискретизацiї. Апро-

ксимацiйнi властивостi

Оскiльки на практицi при побудовi чисельного розв’язку припустиме ви-

користання лише скiнченного обсягу дискретної iнформацiї про задачу, то

замiсть вихiдного рiвняння нам доводиться розглядати його скiнченнови-

мiрний аналог. Такий етап побудови наближеного розв’язку в чисельному

аналiзi прийнято називати дискретизацiєю. У зв’язку з цим виникає акту-

альна проблема мiнiмiзацiї обсягу задiяної дискретної iнформацiї та змен-

шення кiлькостi виконуваних у процесi розв’язування арифметичних дiй

без втрати точностi.

Для економiчної дискретизацiї рiвнянь з
(
Hr,s
γ ,Mp(A)

)
, r ≥ s, замiсть

стандартної схеми Гальоркiна PnAPm скористаємося її модифiкацiєю, у ме-

жах якої за область Ω для iндексiв (i, j) береться гiперболiчний хрест вигляду

Γb,n = {1} × [1; 2bn]
n⋃
k=1

(2k−1; 2k]× [1; 2bn−rk/s] ⊂ [1; 2n]× [1; 2bn], (3.7)

де r
s < b ≤ 2r

s , n ∈ N. Для спрощення, тут i надалi, будемо вважати r/s

цiлим числом.

Наближений розв’язок шукатимемо у виглядi

xnα,δ = gα(A∗nAn)A
∗
nP2nfδ, (3.8)

де

An = Ab
n := P1AP2bn +

n∑
k=1

(P2k − P2k−1)AP2bn−
r
s k, (3.9)

а твiрна функцiя gα задовольняє умови

sup
0<λ≤γ20

√
λ |gα(λ)| ≤ κ∗√

α
,

sup
0<λ≤γ20

|1− λgα(λ)| ln−µ λ−1 ≤ κµ ln−µ
1

α

(3.10)

при деяких сталих κ∗, κµ > 0 й довiльному µ ≥ 0.
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Вiдзначимо (див., наприклад, [34]), що бiльшiсть вiдомих регуляризато-

рiв (зокрема, стандартний метод Тiхонова, а також його iтерований варiант)

задовольняють (3.10).

Проекцiйний метод (3.8) - (3.10) з апрiорним правилом вибору параметра

регуляризацiї α

ln−p α−1 = δ/
√
α (3.11)

позначимо через P ′g(Γb,n) = P ′(Γb,n).

Нижче ми доведемо твердження, що характеризують апроксимацiйнi вла-

стивостi запропонованої схеми (3.9).

Лема 3.2. Нехай A ∈ Hr,s
γ , r ≥ s. Тодi має мiсце наступна оцiнка

‖A∗A− A∗nAn‖ ≤ γ̄γ1C02
−sbn,

де An визначається спiввiдношенням (3.9), γ̄ = max{γ0, γ1},

C0 = 3 +
22r+1

2r − 1
. (3.12)

Доведення. Передусiм, розпишемо подання

A∗nAn = P2bnA
∗P1AP2bn +

n∑
k=1

P2bn−
r
s kA

∗ (P2k − P2k−1)AP2bn−
r
s k.

Далi, неважко бачити, що

A∗A− A∗nAn = (I − P2bn)A
∗A+ P2bnA

∗A (I − P2bn) + P2bnA
∗AP2bn − A∗nAn,

де

P2bnA
∗AP2bn − A∗nAn = P2bnA

∗ (I − P2n)AP2bn + (P2bnA
∗P2nAP2bn − A∗nAn) .
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Останню рiзницю подамо у виглядi:

P2bnA
∗P2nAP2bn − A∗nAn =

=
n∑
k=1

P2bnA
∗ (P2k − P2k−1)AP2bn −

n∑
k=1

P2bn−
r
s kA

∗ (P2k − P2k−1)AP2bn−
r
s k =

=
n∑
k=1

(P2bn − P2bn−
r
s k)A

∗ (P2k − P2k−1)AP2bn+

+
n∑
k=1

P2bn−
r
s kA

∗ (P2k − P2k−1)A(P2bn − P2bn−
r
s k).

Таким чином,

‖A∗A− A∗nAn‖ ≤

≤ γ0γ12
−sbn + γ0γ12

−sbn + γ2
12−2rn + 2

n∑
k=1

‖(I − P2bn−
r
s k)A

∗(P2k − P2k−1)A‖ ≤

≤ 2γ0γ12
−sbn + γ2

12−2rn + 2γ2
12−sbn22r

n∑
k=1

2−kr ≤

≤ 2γ0γ12
−sbn + γ2

12−2rn + 2γ2
12−sbn

22r

2r − 1
.

Врахувавши, що b ≤ 2r
s , остаточно отримуємо

‖A∗A− A∗nAn‖ ≤ γ̄γ1C02
−sbn,

де γ̄ = max{γ0, γ1}, а C0 визначається спiввiдношенням (3.12).

Таким чином, лема доведена.

Для встановлення ще однiєї апроксимацiйної властивостi схеми (3.9) нам

знадобиться

Лема 3.3. Нехай I :=
∫ n

0 (sbn− rx)−pdx, sb > r. Тодi справджується

I =
1

r
ln

sb

sb− r
, p = 1,

I ≤ βp
r

(sbn)1−p, p 6= 1,

де

βp =
1

(p− 1)

[
(sb− r)1−p

(sb)1−p − 1

]
. (3.13)
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Доведення. Розглянемо два випадки.

1) Нехай спершу p 6= 1, тодi

I = −1

r
(sbn− rx)1−p 1

1− p

∣∣∣∣n
0

=
1

r(p− 1)
(sbn)1−p

[
(sb− r)1−p

(sb)1−p − 1

]
=

1

r
βp(sbn)1−p,

де βp визначається спiввiдношенням (3.13).

2) Залишилося розглянути випадок p = 1 :

I =

∫ n

0

1

sbn− rx
dx = −1

r
ln(sbn− rx)

∣∣∣∣n
0

=
1

r
ln

sb

sb− r
.

Таким чином, лема доведена.

Розглянемо βp як функцiю вiд p та дослiдимо її поведiнку на iнтервалi

(0;∞). Покладемо у (3.13)

t =
sb− r
r

, 0 < t ≤ 1,

й перепишемо (3.13) наступним чином

βp =
1

p− 1

(
t1−p − 1

)
, p > 0, p 6= 1.

Далi дослiдимо βp на найбiльше значення на (0,∞). Отже,

β′p = − 1

(p− 1)2

(
t1−p − 1

)
+

(
− 1

p− 1
t1−p ln t

)
=

=
t1−p

(p− 1)2

[
(p− 1) ln

1

t
− (1− tp−1)

]
=

t1−p

(p− 1)2
[β1(p)− β2(p)] ,

де

β1(p) := (p− 1) ln
1

t
,

β2(p) := 1− tp−1.

Очевидно, що t1−p

(p−1)2 > 0, для всiх p ∈ (0,∞), p 6= 1. Визначимо знак виразу,

що стоїть у квадратних дужках. Для цього дослiдимо поведiнку функцiй

β1(p), β2(p) на (0,∞).
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Оскiльки

β′2(p) := −tp−1 ln t > 0,

β′′2 (p) := −tp−1 ln2 t < 0

для усiх p ∈ (0,∞), то β2(p) є монотонно зростаючою й опуклою вгору на

(0,∞). Очевидно, що β1(1) = β2(1) = 0. Легко показати, що функцiя β1(p) :=

(p− 1) ln 1
t є дотичною до графiка функцiї β2(p) у точцi p = 1.

Таким чином, врахувавши поведiнку функцiй β1(p), β2(p), отримуємо на-

ступну нерiвнiсть β1(p)− β2(p) > 0 для всiх p ∈ (0,∞), p 6= 1. Отже, β′p > 0,

для всiх p ∈ (0,∞), p 6= 1.

Далi дослiдимо поведiнку функцiї βp на нескiнченностi, в околi 1, а також

у нулi справа. Для цього обчислимо границi:

lim
p→∞

1

p− 1

(
t1−p − 1

)
=∞,

lim
p→1−0

1

p− 1

(
t1−p − 1

)
= − ln t,

lim
p→1+0

1

p− 1

(
t1−p − 1

)
= − ln t,

lim
p→0+

1

p− 1

(
t1−p − 1

)
= 1− t.

Таким чином, якщо довизначити βp в точцi p = 1 :

βp =

− ln sb−r
r , p = 1

1
p−1

((
sb−r
r

)1−p − 1
)
, p 6= 1

, (3.14)

можна дiстатися наступного висновку.

Наслiдок 3.1. Функцiя βp (3.14) є неперервною монотонно зростаючою на

(0,∞).

Лема 3.4. Нехай A ∈ Hr,s
γ , r ≥ s. Тодi при будь-якому p > 0 має мiсце

наступна оцiнка

‖ (P2nA− An) ln−p(A∗A)−1v‖ ≤ γ1ρC12
−sbn(sbn)1−p,
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де An визначається спiввiдношенням (3.9) й

C1 =

(
ō(1) +

2r

r
βp

)
ln−p 2. (3.15)

Доведення. Спершу розпишемо рiзницю

P2nA− An = P1A(I − P2bn) +
n∑
k=1

(P2k − P2k−1)A(I − P2bn−
r
s k).

Звiдси маємо

‖(P2nA− An) ln−p(A∗A)−1v‖ ≤

≤ ‖A(I − P2bn)‖‖(I − P2bn) ln−p(A∗A)−1v‖+

+
n∑
k=1

‖ (P2k − P2k−1)A(I − P2bn−
r
s k)‖‖(I − P2bn−

r
s k) ln−p(A∗A)−1v‖.

Далi нам належить оцiнити величини

S1 := ‖(I − P2bn) ln−p(A∗A)−1v‖,

S2 := ‖(I − P2bn−
r
s k) ln−p(A∗A)−1v‖.

Застосувавши лему 3.1, отримуємо

S1 ≤ ρ ln−p
(
‖A(I − P2bn)‖−2

)
≤ ρ ln−p

(
(γ12

−sbn)−2
)

=

= ρ (2sbn ln 2− 2 ln γ1)
−p .

Без втрати загальностi будемо вважати, що

2 ln γ1 ≤ sbn ln 2.

Отже,

S1 ≤ ρ(sbn)−p ln−p 2.

Аналогiчно знаходимо оцiнку для S2:

S2 ≤ ρ ln−p
(
‖A(I − P2bn−

r
s k)‖−2

)
≤ ρ ln−p

(
γ12
−s(bn− rsk)

)−2

=

= ρ (2(sbn− rk) ln 2− 2 ln γ1)
−p ≤ ρ(sbn− rk)−p ln−p 2.
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Врахувавши знайденi вище оцiнки для S1 i S2, отримуємо

‖(P2nA− An) ln−p(A∗A)−1v‖ ≤ γ1ρ2−sbn(sbn)−p ln−p 2+

+ ρ ln−p 2
n∑
k=1

‖ (P2k − P2k−1)A(I − P2bn−
r
s k)‖ (sbn− rk)−p .

Звiдки в силу означення класу Hr,s
γ знаходимо

‖(P2nA− An) ln−p(A∗A)−1v‖ ≤

≤ γ1ρ2−sbn(sbn)−p ln−p 2 + γ1ρ(ln−p 2)2r2−sbn
n∑
k=1

(sbn− rk)−p =

= γ1ρ2−sbn(sbn)−p ln−p 2 + γ1ρ(ln−p 2)2r2−sbn((sbn− rn)−p − (sbn)−p+

+
n−1∑
k=0

(sbn− rk)−p).

Останню суму
∑n−1

k=0(sbn− rk)−p оцiнимо зверху через iнтеграл

I :=

∫ n

0

(sbn− rx)−pdx.

Отже, згiдно леми 3.3 маємо, що при p = 1

I =
1

r
βp,

а при p 6= 1

I ≤ βp
r

(sbn)1−p,

де βp визначається спiввiдношенням (3.14). Отже,

‖(P2nA− An) ln−p(A∗A)−1v‖ ≤

≤ γ1ρ2−sbn(ln 2)−p(sbn)−p + γ1ρ(ln 2)−p2r2−sbn
(
I + (sbn− rn)−p − (sbn)−p

)
≤

≤ γ1ρC12
−sbn(sbn)1−p,

де

C1 =

(
ō(1) +

2r

r
βp

)
ln−p 2. (3.16)

Таким чином, лема повнiстю доведена.
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3.3. Допомiжнi результати

У цьому параграфi буде доведено низку допомiжних тверджень, що необ-

хiднi для встановлення основних результатiв третього роздiлу.

Лема 3.5. Мають мiсце двостороннi оцiнки

1

2
2bnn ≤ card(Γb,n) ≤ η12

bnn, r = s,

η22
bn ≤ card(Γb,n) ≤ η32

bn, r > s,
(3.17)

де

η1 =
3

2
, η2 = 1 + 2−r/s, η3 =

1

1− 21−r/s . (3.18)

Доведення. Згiдно (3.7) маємо

card(Γb,n) =
n∑
k=0

card(Qk),

де Qk =

(2k−1; 2k]× [1; 2bn−rk/s], k = 1, 2, . . . n

{1} × [1; 2bn], k = 0
.

Звiдки

card(Γb,n) = 2bn +
1

2

n∑
k=1

2k2bn−rk/s.

Далi розглянемо два випадки.

1) Нехай спершу r = s, тодi справджується рiвнiсть

card(Γb,n) = 2bn +
1

2

n∑
k=1

2bn = 2bn
(

1 +
n

2

)
= 2bnn

(
1

2
+

1

n

)
.

Очевидно,
1

2
2bnn ≤ card(Γb,n) ≤

3

2
2bnn.

2) У випадку r > s послiдовнiсть величин {card(Qk)}nk=1 є геометричною

прогресiю зi знаменником 21− rs , для яких мають мiсце спiввiдношення

card(Γb,n) = 2bn

(
1 +

1

2

n∑
k=1

2k(1− rs )

)
.
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Звiдки

card(Γb,n) =
1

2
2bn

(
1 +

n∑
k=0

2k(1− rs )

)
=

1

2
2bn
(

1 +
2(1−r/s)(n+1) − 1

2(1−r/s) − 1

)
.

Далi, останнiй вираз у дужках оцiнимо зверху i знизу:

1 +
2(1−r/s)(n+1) − 1

2(1−r/s) − 1
=

2− 2(1−r/s) (1 + 2(1−r/s)n)
1− 21−r/s ≤ 2

1− 21−r/s ,

1 +
2(1−r/s)(n+1) − 1

2(1−r/s) − 1
= 1 +

1− 2(1−r/s)(n+1)

1− 21−r/s ≥ 1 +
1− 22(1−r/s)

1− 21−r/s = 2 + 21−r/s.

Таким чином, остаточно знаходимо

(1 + 2−r/s)2bn ≤ card(Γb,n) ≤
1

1− 21−r/s2
bn.

Твердження леми повнiстю доведено.

Лема 3.6. Iснують такi θ, 0 < θ < 1, що

ln
2sbn

γ̄γ1C0
≥ ln 2θsbn, (3.19)

де γ̄ = max{γ0, γ1}, γ0 ≤ e−1/2, C0 = 3 + 22r+1

2r−1 .

Доведення. Очевидно, що завжди можна вибрати 0 < θ < 1 так, щоб вико-

нувалося

2sbn ≥ (γ̄γ1C0)
1

1−θ .

Логарифмуючи останню нерiвнiсть, знаходимо

ln 2sbn ≥ 1

1− θ
ln(γ̄γ1C0).

Тодi

(1− θ) ln 2sbn ≥ ln(γ̄γ1C0),

ln
2sbn

γ̄γ1C0
− ln 2θsbn ≥ 0.

Що й треба було довести.
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Лема 3.7. Нехай виконанi умови

2sbn(sbn)p−1 = δ−1 (3.20)

й (3.19). Тодi має мiсце оцiнка

ln 2sbn ≥ η4 ln δ−2, (3.21)

де

η4 =

1/2, 0 < p ≤ 1

ln(γ̄γ1C0)
2(ln(γ̄γ1C0)+(1−θ)(p−1)[ln ln(γ̄γ1C0)−ln(1−θ)−ln ln 2]) , p ≥ 1

. (3.22)

Доведення. Логарифмуючи (3.20), отримаємо

ln δ−1 = sbn ln 2 + (p− 1) ln(sbn).

Далi перепишемо (3.21) у виглядi

sbn ln 2

2(sbn ln 2 + (p− 1) ln(sbn))
≥ η4

i розглянемо допомiжну функцiю

ϑ(t) =
t ln 2

2(t ln 2 + (p− 1) ln t)
, t ≥ 1

1− θ
· ln(γ̄γ1C0)

ln 2
.

Для дослiдження цiєї функцiї на найменше значення, розглянемо два випад-

ки.

1) Нехай спершу p = 1, тодi

ϑ(t) ≡ 1

2
при всiх t ≥ 1

1− θ
ln(γ̄γ1C0)

ln 2
.

2) Нехай тепер p 6= 1. У цьому разi

ϑ′(t) =
(p− 1) ln 2

2(t ln 2 + (p− 1) ln t)2
(ln t− 1).

Очевидно, що ϑ′(t) = 0 тодi i тiльки тодi, коли t = e. Без втрати загальностi

припускатимемо, що e /∈
[

1
1−θ ·

ln(γ̄γ1C0)
ln 2 ,∞

)
. Й знову розглянемо два випадки.
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а) Нехай спершу 0 < p < 1, тодi ϑ′(t) < 0. Отже, ϑ(t) монотонно спадає на

всьому iнтервалi
[

1
1−θ ·

ln(γ̄γ1C0)
ln 2 ,∞

)
i своє найменше значення досягає при

t→∞, тобто

min
t

ϑ(t) = lim
t→∞

t ln 2

2(t ln 2 + (p− 1) ln t)
=

1

2
.

b) Залишилося розглянути випадок p > 1. У цьому разi ϑ(t) монотонно зро-

стає на всьому iнтервалi
[

1
1−θ ·

ln(γ̄γ1C0)
ln 2 ,∞

)
. Тодi найменше значення ϑ(t) до-

сягає при t = 1
1−θ

ln(γ̄γ1C0)
ln 2 , тобто

min
t

ϑ(t) =
1

1−θ ln(γ̄γ1C0)

2( 1
1−θ ln(γ̄γ1C0) + (p− 1) ln ln(γ̄γ1C0)

(1−θ) ln 2 )
=

=
ln(γ̄γ1C0)

2(ln(γ̄γ1C0) + (1− θ)(p− 1)[ln ln(γ̄γ1C0)− ln(1− θ)− ln ln 2])
.

Таким чином,

ln 2sbn ≥ η4 ln δ−2,

де η4 визначається спiввiдношенням (3.22). Твердження леми повнiстю дове-

дено.

Лема 3.8. Нехай α вибирається за правилом (3.11):

ln−p
1

α
=

δ√
α
.

Тодi при α ∈ (0; e−1] має мiсце наступна оцiнка

ln
2sbn

γ̄γ1C0
≥ θη4 ln

1

α
,

де 0 < θ < 1, а η4 визначається спiввiдношенням (3.22).

Доведення. З лем 3.6, 3.7 випливає

ln
2sbn

γ̄γ1C0
≥ ln 2θsbn ≥ θη4 ln δ−2.

Далi, з (3.11) знаходимо

ln δ−2 = lnα−1 + 2p ln lnα−1.
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Очевидно, що для всiх α ∈ (0; e−1] виконується

ln δ−2 ≥ lnα−1.

Отже,

ln
2sbn

γ̄γ1C0
≥ θη4 ln

1

α
.

Лема 3.9. Нехай α вибирається за правилом (3.11):

ln−p
1

α
=

δ√
α
.

Тодi має мiсце наступна оцiнка

ln δ−2 ≤ η5 ln
1

α
, (3.23)

де η5 = 1 + 2p
e .

Доведення. Спiввiдношення (3.23) перепишемо у виглядi

ln δ−2

ln 1
α

≤ η5

i знайдемо максимум виразу, що знаходиться в лiвiй частинi останньої нерiв-

ностi.

З (3.11) випливає

ln δ−2 = ln
1

α
+ 2p ln ln

1

α
.

Розглянемо допомiжну функцiю

φ(t) =
t+ 2p ln t

t
= 1 + 2p

ln t

t
, t > 0,

i дослiдимо її на найбiльше значення на iнтервалi (0;∞). Отже,

φ′(t) =
2p(1− ln t)

t2
.

Очевидно, що φ′(t) = 0 тiльки у точцi t = e, яка є точкою максимуму для

φ(t), i

φ(e) = 1 +
2p

e
> 1.
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Оскiльки на кiнцях iнтервалу (0;∞) функцiя φ(t) не визначена, то знайдемо

її граничнi значення при t→ 0 й t→∞ :

lim
t→0

φ(t) = lim
t→0

(1 + 2p
ln t

t
) = −∞,

lim
t→∞

φ(t) = lim
t→∞

(1 + 2p
ln t

t
) = 1.

Порiвнявши знайденi значення, у результатi отримуємо

max
t>0

φ(t) = φ(e) = 1 +
2p

e
.

Таким чином,

ln δ−2 ≤ η5 ln
1

α
,

де η5 = 1 + 2p
e .

Лема доведена.

Лема 3.10. Нехай n вибирається згiдно (3.20). Тодi мають мiсце такi оцiн-

ки

ln δ−1 ≥ ζ1 lnN s, r = s

ln δ−1 ≥ ζ2 lnN s, r > s
,

де N =: card(Γb,n) i

ζ1 =


p
s+1 , 0 < p ≤ 1 + s

1, p ≥ 1 + s
, ζ2 =


p, 0 < p ≤ 1

2

2p− 1, 1
2 < p < 1

1, p ≥ 1

. (3.24)

Доведення. Нехай спершу r = s. З (3.20) i (3.17) випливає

δ−1 ≥ N s(
1

η1
sb)s(sbn)p−1−s,

де константа η1 визначається спiввiдношенням (3.18). Звiдки згiдно монотон-

ностi логарифма знаходимо

ln δ−1 ≥ lnN s + s ln(
1

η1
sb) + (p− 1− s) ln(sbn). (3.25)
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Тут, у свою чергу, розглянемо два випадки.

a) Спершу припустимо, що p ≥ 1 + s. Тодi очевидно

ln δ−1 ≥ lnN s, sb ≥ η1.

b) Нехай тепер 0 < p ≤ 1 + s. Без втрати загальностi вважатимемо, що

(η1)
s(sbn) ≤ 2s(bn−1).

Тодi

(sbn)s+1 ≤ 2s(bn−1)(
1

η1
sbn)s.

З (3.17) i останньої нерiвностi отримуємо

(sbn)s+1 ≤ N s(
1

η1
sb)s.

Логарифмуємо

(s+ 1) ln(sbn) ≤ lnN s + ln(
1

η1
sb)s,

звiдки випливає

(s+ 1− p) ln(sbn) ≤ (s+ 1− p)
s+ 1

(lnN s + ln(
1

η1
sb)s).

Згiдно спiввiдношення (3.25) знаходимо

ln δ−1 ≥ lnN s + s ln(
1

η1
sb)− (s+ 1− p) ln(sbn) ≥

≥ lnN s + s ln(
1

η1
sb)− (s+ 1− p)

s+ 1
(lnN s + ln(

1

η1
sb)s) =

=
p

s+ 1
lnN s + s

p

s+ 1
ln(

1

η1
sb) ≥ p

s+ 1
lnN s, sb ≥ η1.

Об’єднавши знайденi оцiнки для ln δ−1, в результатi отримуємо

ln δ−1 ≥ ζ1 lnN s,

де ζ1 визначена в (3.24).

Тепер нехай r > s. Тодi згiдно (3.20) i (3.17) маємо

δ−1 = 2sbn(sbn)p−1 ≥
(

1

η3

)s
N s(sbn)p−1,
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де η3 визначається спiввiдношенням (3.18). Логарифмуємо

ln δ−1 ≥ lnN s + ln

((
1

η3

)s
(sbn)(p−1)

)
. (3.26)

Розглянемо три випадки.

c) Нехай спершу p ≥ 1, тодi очевидно, що ln δ−1 ≥ lnN s для n ≥ η
s/(p−1)
3

sb .

d) Тепер нехай 1
2 < p < 1. Враховуючи (3.26), маємо

ln δ−1 ≥ lnN s−(1−p) ln sbn−s ln η3 = lnN s−(1−p) ln sbn

(
1 +

s ln η3

(1− p) ln sbn

)
.

Оскiльки s ln η3
(1−p) ln sbn ≤ 1 при n ≥ 1

sbη
s

1−p
3 , то

ln δ−1 ≥ lnN s − 2(1− p) ln sbn.

Далi, врахувавши очевидну нерiвнiсть sbn ≤ (η22
bn)s та спiввiдношення

(3.17), остаточно знаходимо

ln δ−1 ≥ lnN s − 2(1− p) lnN s = (2p− 1) lnN s.

e) Залишилося розглянути випадок 0 < p ≤ 1
2 . Згiдно (3.26) маємо

ln δ−1 ≥ lnN s − (1− p) ln
(
η

s
1−p
3 (sbn)

)
.

Без втрати загальностi можна вважати, що

η
s

1−p
3 (sbn) ≤ (η22

bn)s.

Отже, враховуючи (3.17), маємо

ln δ−1 ≥ lnN s − (1− p) lnN s,

ln δ−1 ≥ p lnN s.

Об’єднуючи знайденi оцiнки для ln δ−1, в результатi отримуємо

ln δ−1 ≥ ζ2 lnN s,

де ζ2 визначена в (3.24).

Таким чином, лема повнiстю доведена.
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На закiнчення параграфа наведемо ще один результат (див. [42, теорема

4]), який нам знадобиться надалi:

Для будь-яких 0 < p <∞ має мiсце оцiнка

| ln−p 1

s
− ln−p

1

t
| ≤ C2 ln−p |s− t|−1, (3.27)

де s, t ∈ (0; e−1] такi, що |s− t| < e−1, i

C2 =

1, 0 < p ≤ 1

1 + 4(5p)p, p > 1
. (3.28)
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3.4. Мiнiмальний радiус для гальоркiнської iнформацiї

Даний параграф присвячений знаходженню порядкової оцiнки мi-

нiмального радiуса гальоркiнської iнформацiї RN,δ на класах задач

(Hr,s
γ ,Mp(A)), r ≥ s. При цьому буде встановлено, що оптимальний

порядок зазначеної величини досягається у рамках запропонованого нами

пiдходу P ′(Γb,n) (3.8) - (3.10).

Насамперед введемо допомiжнi величини:

C3 = 1 +
2p

e
,

C4 =

θ/2, 0 < p ≤ 1

θ ln(γ̄γ1C0)
2(ln(γ̄γ1C0)+(p−1)(1−θ)[ln ln(γ̄γ1C0)−ln(1−θ)−ln ln 2]) , p ≥ 1

, (3.29)

де 0 < θ < 1 – деяка стала,

C5 = Cp
3

[
ρκ(1 + C2C

−p
4 ) + κ∗(1 + γ1ρC1)

]
, (3.30)

C6 =


p
s+1 , 0 < p ≤ 1 + s

1, p ≥ 1 + s
, C7 =


p, 0 < p ≤ 1

2

2p− 1, 1
2 < p < 1

1, p ≥ 1

.

Тут κ = max{κ0,κp}, a константи C0, C1, C2 визначаються спiввiдноше-

ннями (3.12), (3.15) i (3.28), вiдповiдно.

Сформулюємо i доведемо результат, що дає оцiнку зверху для RN,δ через

величину N , яка являє собою обсяг задiяної в обчисленнях гальоркiнської

iнформацiї.
Теорема 3.1. При N таких, що

N−s ln−pN 2s �


δ

lns+1 δ−1
, r = s

δ
ln δ−1 , r > s

, (3.31)
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виконується

RN,δ(Hr,s
γ ,Mp(A)) ≤ εδ

(
Hr,s
γ ,Mp(A),P ′(Γb,n)

)
≤ C̃p ln−pN 2s,

де

C̃p = C5C
−p
8 , (3.32)

C8 =

C6, r = s

C7, r > s
. (3.33)

Доведення. Подамо похибку методу P ′(Γb,n) наступним чином

x† − xnα,δ := x† − gα(A∗nAn)A
∗
nP2nfδ =

= (x† − gα(A∗nAn)A
∗
nP2nf) + gα(A∗nAn)A

∗
nP2n(f − fδ).

(3.34)

Враховуючи (3.10), другий доданок оцiнюється одразу

‖gα(A∗nAn)A
∗
nP2n(f − fδ)‖ ≤

κ∗δ√
α
.

Далi, перепишемо перший доданок з (3.34):

x† − gα(A∗nAn)A
∗
nP2nAx

† =

= x† − gα(A∗nAn)A
∗
nAnx

† + gα(A∗nAn)A
∗
n(An − P2nA)x† =

=
(
ln−p(A∗nAn)

−1v − gα(A∗nAn)A
∗
nAn ln−p(A∗nAn)

−1v
)

+

+ (I − gα(A∗nAn)A
∗
nAn)(ln

−p(A∗A)−1v − ln−p(A∗nAn)
−1v)+

+ gα(A∗nAn)A
∗
n(An − P2nA)x†.

Знову скориставшись (3.10), знаходимо

‖x† − gα(A∗nAn)A
∗
nP2nf‖ ≤

≤ κpρ ln−p
1

α
+

κ∗√
α
‖(An − P2nA)x†‖+

+ ‖I − gα(A∗nAn)A
∗
nAn‖‖ ln−p(A∗A)−1v − ln−p(A∗nAn)

−1v‖ ≤

≤ κpρ ln−p
1

α
+

κ∗√
α
‖(An − P2nA)x†‖+ κ0‖ ln−p(A∗A)−1v − ln−p(A∗nAn)

−1v‖.
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Об’єднавши отриманi вище оцiнки, у результатi дiстаємось нерiвностi

‖x† − xnα,δ‖ ≤

≤ κpρ ln−p
1

α
+

κ∗√
α

(
δ + ‖(P2nA− An) ln−p(A∗A)−1v‖

)
+

+ κ0‖ ln−p(A∗A)−1v − ln−p(A∗nAn)
−1v‖.

Тепер можна оцiнити останнiй доданок у (3.34). Отже, враховуючи (3.27) та

лему 3.2, маємо

‖ ln−p(A∗A)−1v − ln−p(A∗nAn)
−1v‖ ≤ C2ρ ln−p ‖A∗A− A∗nAn‖−1 ≤

≤ C2ρ ln−p
2sbn

γ̄γ1C0
,

де C2 визначається спiввiдношенням (3.28).

Покладемо κ = max{κ0,κp}. Скориставшись лемою 3.4 та врахувавши

останнi нерiвностi, знаходимо

‖x† − xnα,δ‖ ≤

≤ κpρ ln−p
1

α
+

κ∗√
α

(
δ + γ1ρC12

−sbn(sbn)1−p)+ κ0C2ρ ln−p
2sbn

γ̄γ1C0
≤

≤ ρκ
(

ln−p
1

α
+ C2 ln−p

2sbn

γ̄γ1C0

)
+

κ∗√
α

(
δ + γ1ρC12

−sbn(sbn)1−p) . (3.35)

Далi, для мiнiмiзацiї оцiнки (3.35) потрiбно належним чином вибрати пара-

метри дискретизацiї b, n та регуляризацiї α. Отже, покладемо

2sbn(sbn)p−1 = δ−1, (3.36)

а величину α будемо вибирати вiдповiдно до (3.11), тобто

δ−1 ln−p α−1 =
1√
α
. (3.37)

Очевидно (див. лему 3.9), що

lnα−1 ≥ C−1
3 ln δ−2, (3.38)

де C3 = 1 + 2p
e .



105

Крiм того, справджується оцiнка (див. лему 3.8 )

ln−p
2sbn

γ̄γ1C0
≤ C−p4 ln−p

1

α
,

де C4 визначається спiввiдношенням (3.29).

Тепер оцiнку (3.35) можна переписати у виглядi

‖x† − xnα,δ‖ ≤ ρκ
(

ln−p
1

α
+ C2C

−p
4 ln−p

1

α

)
+

κ∗√
α

(1 + γ1ρC1) δ.

Скориставшись (3.37) та (3.38), отримаємо

‖x† − xnα,δ‖ ≤
[
ρκ(1 + C2C

−p
4 ) + κ∗(1 + γ1ρC1)

]
Cp

3 ln−p δ−2 =

= 2−pC5 ln−p δ−1,
(3.39)

де константа C5 визначена в (3.30).

Далi виразимо праву частину (3.39) через величину N , де

N =: card(Γb,n) �

2bnn, r = s

2bn, r > s
. (3.40)

Згiдно леми 3.10 маємо

ln δ−1 ≥ 2−1C8 lnN 2s,

де C8 визначається спiввiдношенням (3.33).

Таким чином, оцiнка (3.39) набуває вигляд

‖x† − xnα,δ‖ ≤ C̃p ln−pN 2s,

де C̃p визначена в (3.32).

Нижче нам належить виразити обсяг card(Γb,n) через δ. Розглянемо два

випадки.

1) Нехай спершу r = s, тодi

card(Γb,n) := N � 2bnn =
1

sb
(2sbn(sbn)p−1)

1
s (sbn)

1−p
s +1 � δ−

1
s (ln δ−1)

1−p+s
s .
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2) Тепер нехай r > s, тодi

card(Γb,n) := N � 2bn = (2sbn(sbn)p−1)
1
s (sbn)

1−p
s � δ−

1
s (ln δ−1)

1−p
s .

Таким чином, об’єднуючи знайденi порядковi оцiнки для card(Γb,n), в резуль-

татi отримуємо

card(Γb,n) �

δ
− 1
s (ln δ−1)

1−p+s
s , r = s

δ−
1
s (ln δ−1)

1−p
s , r > s

. (3.41)

Нам залишилося показати, що виконується спiввiдношення (3.31).

Отже, з (3.40) й (3.41) знаходимо

N−s �

δ(ln δ
−1)p−1−s, r = s

δ(ln δ−1)p−1, r > s
, N 2s �

22sbn(sbn)2s, r = s

22sbn, r > s
.

Звiдси маємо,

ln(N 2s) � sbn � ln δ−1, r ≥ s,

й

N−s ln−p(N 2s) �


δ

lns+1 δ−1
, r = s

δ
ln δ−1 , r > s

,

що в результатi i дає нам (3.31).

Таким чином, твердження теореми повнiстю доведено.

Як уже згадувалося ранiше, в роботi [40] на основi стандартної гальоркiн-

ської схеми дискретизацiї PnAPm були побудованi проекцiйнi методи розв’я-

зування широких класiв некоректних задач. Для класiв (Hr,s
γ ,Mp(A)) резуль-

тат теореми 2 [40] можна переформулювати у наших позначеннях наступним

чином.

Теорема 3.2. [40] Нехай наближений розв’язок задачi (3.1) шукається у

виглядi

xn,mα,δ = gα(A∗n,mAn,m)A∗n,mPnfδ,
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де An,m = PnAPm, а твiрна функцiя gα задовольняє умови (3.10). Тодi на

класi рiвнянь (Hr,s
γ ,Mp(A)) має мiсце оцiнка

‖x† − xn,mα,δ ‖ ≤ κpρ
[
ln−p

1

α
+ (1 + d1) ln−p

m2s

γ2
1

+ d ln−p
n2r

γ2
1

]
+

+
κ∗√
α

[
δ + γ1ρm

−s ln−p
m2s

γ2
1

]
,

(3.42)

де d, d1 > 0 – деякi сталi, що не залежать вiд δ, n,m, α

Аналiз оцiнки (3.42) показує, що для збереження оптимального порядку

точностi O(ln−p δ−1) на всьому класi (Hr,s
γ ,Mp(A)) параметри регуляризацiї

та дискретизацiї слiд обирати за правилами

√
α ln−p

1

α
= O(δ),

m−s ln−p
m2s

γ2
1

= O(δ), n = O(δ−
ε
r ), (3.43)

де ε > 0. Тодi оцiнка (3.42) набуває вигляд

‖x† − xn,mα,δ ‖ ≤ C
ln−p δ−1

εp
. (3.44)

Очевидно, що величина ε не може бути як завгодно близькою до нуля,

щоб не допустити iстотного зростання похибки.

Залишилося пiдрахувати обсяг задiяної гальоркiнської iнформацiї (3.5):

card([1;n]× [1;m]) � δ−1/sδ−ε/r
ln−p/s δ−1

2p/s
. (3.45)

Зауваження 3.1. Порiвняння отриманих оцiнок (3.44), (3.45) для методiв з

[40] з результатами теореми 3.1 показує, що обидва пiдходи гарантують опти-

мальний порядок точностi на всьому класi жорстко некоректних задач, що

дослiджуються, разом з тим задiяна нами модифiкацiя гальоркiнського мето-

ду дозволяє iстотно (тобто за порядком) скоротити обсяг дискретної iнфор-

мацiї.
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Бiльш того, нижче буде встановлено, що використана нами схема дискре-

тизацiї (3.8) не просто є економiчною, але й дозволяє реалiзувати найменшi

порядки величин RN,δ, RM,δ.

Насамперед нам належить знайти оцiнку знизу для мiнiмального радiусу

гальоркiнської iнформацiї (3.5).

Отже, зафiксуємо довiльно обрану область Ω координатної площини,

card(Ω) = N, i побудуємо оператор A1 ∈ Hr,s
γ так, щоб A1,Ω = 0. Для спрощен-

ня будемо будувати iнтегральний операторA1 з виродженим ядром. Виберемо

натуральнеM так, щоб N ≤M ≤ 2N йM /∈ ω2, де ω2 = {j : (i; j) ∈ Ω}. Оче-

видно, щонайменше одне таке натуральне число завжди знайдеться. Далi, за

ядро оператора A1 вiзьмемо функцiю

a1(t; τ) =
e1(t)eM(τ)

M s
.

Нескладно переконатися, що для будь-яких γ1 ≥ 1 та M таких, що M s ≥ 1
γ0
,

має мiсце включення A1 ∈ Hr,s
γ .

Зауважимо тут же, що замiна оператора A1 (скiнченного рангу) операто-

ром 1
2A1 + B, де B – довiльний оператор iз Hr,s

γ′
, γ ′ = (1

2γ0,
1
2γ1), такий що

rank(B) =∞ , BPω2
= 0, Bei(t) = 0, i = 1,M , нiчого не змiнить в подальших

мiркуваннях.

Легко бачити, що оператор A∗1A1 має єдину власну функцiю eM(t), якiй

вiдповiдає власне значення M−2s. Отже, для будь-яких p > 0 i v ∈ L2 має

мiсце розклад

ln−p(A∗1A1)
−1v(t) = ln−pM 2s(eM , v)eM(t). (3.46)

За розв’язок рiвняння

A1x = f1

вiзьмемо елемент x1 iз множини (3.3) з v = eM . (Тут i надалi, для спрощення,

вважатимемо ρ = 1.)
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Враховуючи (3.46), маємо

x1(t) := ln−p(A∗1A1)
−1eM(t) =

eM(t)

lnpM 2s
.

Звiдси знаходимо

f1(t) := A1x1(t) =

∫ 1

0

e1(t)eM(τ)

M s
· eM(τ)

lnpM 2s
dτ =

=
e1(t)

M s lnpM 2s

∫ 1

0

e2
M(τ)dτ =

e1(t)

M s lnpM 2s
.

Вiзьмемо ще одне (тривiальне) рiвняння з класу (Hr,s
γ ,Mp(A)):

A2x2 = f2,

де A2 = 0, x2(t) = f2(t) ≡ 0.

Нехай N−s ln−pN 2s ≤ δ, звiдки безпосередньо випливаєM−s ln−pM 2s ≤ δ.

Тодi можна взяти наступнi δ-збурення для f1 i f2:

f1,δ(t) = f2,δ(t) ≡ 0.

Враховуючи очевидну рiвнiсть A1,Ω = A2,Ω = 0, для довiльного P(Ω) маємо

‖x1‖ = ‖x1 − x2‖ ≤ ‖x1 − P(A1,Ω)f1,δ‖+ ‖x2 − P(A2,Ω)f2,δ‖ ≤

≤ sup
fδ:‖f1−fδ‖≤δ

‖x1 − P(A1,Ω)fδ‖+ sup
fδ:‖f2−fδ‖≤δ

‖x2 − P(A2,Ω)fδ‖ ≤

≤ sup
x†∈Mp(A1)

sup
fδ:‖f1−fδ‖≤δ

‖x† − P(A1,Ω)fδ‖+

+ sup
x†∈Mp(A2)

sup
fδ:‖f2−fδ‖≤δ

‖x† − P(A2,Ω)fδ‖ ≤

≤ 2 sup
A∈Hr,sγ

sup
x†∈Mp(A)

sup
fδ:‖f−fδ‖≤δ

‖x† − P(AΩ)fδ‖ =:

=: 2εδ(Hr,s
γ ,Mp(A),P(Ω)).

Отже,

εδ(Hr,s
γ ,Mp(A),P(Ω)) ≥ 1

2 lnpM 2s
≥ 1

2 lnp(2N)2s
≥ Ĉp

lnpN 2s
,
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де Ĉp = 2−p−1.

З довiльностi проекцiйного методу P й областi Ω остаточно знаходимо

RN,δ(Hr,s
γ ,Mp(A)) ≥ Ĉp

lnpN 2s
.

Тим самим встановлено наступний результат.

Теорема 3.3. При N таких, що

N−s ln−pN 2s ≤ δ, (3.47)

має мiсце оцiнка

RN,δ(Hr,s
γ ,Mp(A)) ≥ Ĉp ln−pN 2s,

де Ĉp = 2−p−1.

Комбiнуючи теореми 3.1 i 3.3, отримаємо наступне твердження.

Теорема 3.4. При N , що задовольняють (3.31), справджується

RN,δ(Hr,s
γ ,Mp(A)) � ln−pN 2s � ln−p δ−1.

Зазначений оптимальний порядок на класах (Hr,s
γ ,Mp(A)), r ≥ s, реалiзує-

ться в рамках проекцiйного методу P ′(Γb,n) (3.8) – (3.10).

Зауваження 3.2. Звернемо увагу на той факт, що згiдно теоремi 3.3 дося-

гнення нижньої межi для величини RN,δ(Hr,s
γ , Mp(A)) може бути здiйснено

при будь-яких N, що задовольняють (3.47). З iншого боку (див. теореми 3.1 й

3.4), оптимальний порядок величини RN,δ(Hr,s
γ , Mp(A)) досягається за допо-

могою методу P ′(Γb,n), де N вибирається вiдповiдно до (3.31) i має додатко-

вий логарифмiчний множник у порiвняннi з мiнiмально можливим значенням

(пор. (3.47)). Нагадаємо, що пiд iнформацiйною складнiстю задачi у межах

IBC-теорiї (див. [67], [17]) прийнято розумiти найменший обсяг дискретної iн-

формацiї, що необхiдна для розв’язання задачi з наперед заданою точнiстю.

Таким чином, з теорем 3.1, 3.3 та 3.4 випливає, що нами знайдений основний

порядок iнформацiйної складностi проекцiйних методiв на класах жорстко

некоректних задач (Hr,s
γ , Mp(A)), r ≥ s.
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Зауваження 3.3. Без сумнiву, є iнтерес розглянути подiбну задачу на iнших

важливих класах жорстко некоректних задач, коли ядра операторiв (3.2) є

нескiнченно диференцiйованими функцiями. Проведенi нами дослiдження по-

казали, що дискретизацiя рiвнянь (3.1) з такими ядрами за допомогою стан-

дартної гальоркiнської схеми, а також її модифiкацiї (3.9), не призводить до

того, щоб отриманi оцiнки зверху для величини RN,δ спiвпали з вiдповiдни-

ми нижнiми оцiнками. Вiдзначимо також, що рекомендацiї з теорiї функцiй

щодо оптимального наближення нескiнченно диференцiйовних функцiй двох

змiнних також не призводять до бажаного результату. Таким чином, для кла-

сiв задач (3.1), що обговорюються у цьому зауваженнi, питання про порядок

мiнiмального радiуса гальоркiнської iнформацiї залишається вiдкритим.
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3.5. Мiнiмальний радiус для обсягу обчислювальних ви-

трат

У цьому параграфi будуть знайденi порядковi оцiнки величини RN,δ, що

характеризує алгоритмiчну складнiсть класiв рiвнянь (Hr,s
γ ,Mp(A)), r ≥

2s. При цьому буде встановлено, що оптимальний порядок величини RN,δ

реалiзується в рамках запропонованого проекцiйного методу P ′(Γb,n) (3.8) –

(3.10), де за регуляризатор застосовується ординарний метод Тiхонова.

Спочатку знайдемо порядкову оцiнку обсягу обчислювальних витрат (тоб-

то кiлькiсть виконуваних арифметичних дiй) для проекцiйного методу з [40],

що полягає в комбiнацiї ординарного тiхоновського методу регуляризацiї зi

стандартною гальоркiнською схемою дискретизацiї. Нагадаємо, що в рамках

цього методу наближений розв’язок задачi (3.1) знаходиться з рiвняння дру-

гого роду

αxdisc + A∗n,mAn,mxdisc = A∗n,mfδ, (3.48)

де

An,m = PnAPm, (3.49)

а α, як i ранiше, вибирається за правилом

ln−p α−1 = δ/
√
α. (3.50)

Теорема 3.5. Для побудови наближеного розв’язку в межах проекцiйного

методу (3.48) - (3.50) необхiдно виконати

O(δ−
1
sδ−

2ε
r

ln−p/s δ−1

2p/s
)

е.а.о. над значеннями функцiоналiв

(ei, Aej), (ek, fδ), (i; j) ∈ [1, n]× [1,m], k = 1, n. (3.51)
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Доведення. Наслiдуючи роботу [48], подамо розв’язок xdisc у наступному ви-

глядi

xdisc =
n∑
i=1

xiψi, (3.52)

де ψi = PmA
∗ei, i = 1, 2, . . . n. Легко бачити, що

A∗n,mAn,mψj = PmA
∗PnAPmψj = PmA

∗
n∑
i=1

ei(ei, APmψj) =

=
n∑
i=1

PmA
∗ei(ei, APmψj) =

n∑
i=1

PmA
∗ei(PmA

∗ei, ψj) =
n∑
i=1

ψi(ψi, ψj).

Тодi з (3.52) маємо

A∗n,mAn,mxdisc = A∗n,mAn,m

(
n∑
j=1

xjψj

)
=

n∑
i=1

ψi

(
ψi,

n∑
j=1

xjψj

)
=

=
n∑
i=1

ψi

n∑
j=1

xjaij,

(3.53)

де aij = (ψi, ψj), i, j = 1, n. Крiм того,

A∗n,mfδ = PmA
∗Pnfδ = PmA

∗
n∑
i=1

ei(ei, fδ) =
n∑
i=1

ψi(ei, fδ) =
n∑
i=1

ψifi, (3.54)

де fi = (ei, fδ), i = 1, n. Згiдно (3.48) невiдомi коефiцiєнти xi в поданнi

(3.52) визначатимемо з системи лiнiйних рiвнянь:

α
n∑
i=1

xiψi +
n∑
i=1

ψi

n∑
j=1

xjaij =
n∑
i=1

ψifi,

αxi +
n∑
j=1

xjaij = fi, i = 1, n. (3.55)

Щоб розв’язати систему (3.55), наприклад, методом Гауса, необхiдно викона-

ти N1 = O(n3) е.а.о.
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Оцiнимо тепер кiлькiсть арифметичних операцiй, що необхiднi для обчи-

слення коефiцiєнтiв (ψi, ψj), i, j = 1, n. Отже,

(ψi, ψj) = (PmA
∗ei, PmA

∗ej) = (ei, APmA
∗ej) =

=

(
ei, A

m∑
l=1

el(el, A
∗ej)

)
=

m∑
l=1

(ei, Ael)(el, A
∗ej) =

m∑
l=1

(ei, Ael)(ej, Ael).

Згiдно отриманого подання, для визначення кожного скалярного добутку

(ψi, ψj) потрiбно виконати m операцiй множення й (m− 1) операцiю додава-

ння коефiцiєнтiв (ei, Aej). Таким чином, для знаходження всiх коефiцiєнтiв

(ψi, ψj) потрiбно виконати N2 = (2m− 1)× n2 е.а.о.

Тепер залишається дослiдити етап переходу вiд подання розв’язку у ви-

глядi (3.52) до стандартного розкладу многочлена за базисом {ei}∞i=1. А саме,

шляхом тотожних перетворень отримуємо

xdisc =
n∑
i=1

xiψi =
n∑
i=1

xiPmA
∗ei =

=
n∑
i=1

xi

m∑
l=1

el(el, A
∗ei) =

m∑
l=1

el

n∑
i=1

xi(ei, Ael) =
m∑
l=1

ϕlel,

де

ϕl =
n∑
i=1

xi(ei, Ael), l = 1,m. (3.56)

Отже, для обчислення всiх коефiцiєнтiв ϕl, l = 1,m, потрiбно здiйснити

N2 = (2n− 1)×m е.а.о.

Таким чином, загальне число е.а.о., що задiянi на всiх етапах, у результатi

становить

N = N1 +N2 +N3 = O(n3) +O(m× n2) +O(n×m).

Виразимо величину N через рiвень похибки δ. Оскiльки (див. (3.43))

m � δ−
1
s
ln−p/s δ−1

2p/s
, n � δ−

ε
r ,
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то

N = O(m× n2) = O(δ−
1
sδ−

2ε
r

ln−p/s δ−1

2p/s
).

Що й дає нам твердження теореми.

З iншого боку, з теореми 7 [12] випливає, що для побудови наближено-

го розв’язку xnα,δ в межах проекцiйного методу P ′(Γb,n) (3.8) – (3.10), де за

регуляризатор використано ординарний метод Тiхонова, достатньо виконати

N = O(23n) +

O(2bn), r > 2s

O(2bnn), r = 2s
(3.57)

елементарних алгебраїчних операцiй.

Теорема 3.6. Покладемо в (3.7) b = 1+ r
s . Тодi мають мiсце спiввiдношення

RN,δ(Hr,s
γ ,Mp(A)) � ln−p δ−1 � ln−pN 2s, (3.58)

де N - обсяг обчислювальних витрат. При цьому

N =

O
(
δ−

1
s (ln δ−1)

1−p+s
s

)
, r = 2s

O
(
δ−

1
s (ln δ−1)

1−p
s

)
, r > 2s

. (3.59)

Вказаний оптимальний порядок реалiзується в рамках проекцiйного мето-

ду P ′(Γb,n) (3.8)− (3.10), де за регуляризатор застосовується ординарний

метод Тiхонова.

Доведення. З означення величин RN,δ(Hr,s
γ ,Mp(A)) та RM,δ(Hr,s

γ ,Mp(A)) є

очевидним спiввiдношення

RN,δ(Hr,s
γ ,Mp(A)) ≤ RN,δ(Hr,s

γ ,Mp(A)), (3.60)

звiдки випливає, що нижня оцiнка для RN,δ може бути взята з теореми 3.3.

Далi знайдемо оцiнку зверху для величини RM,δ(Hr,s
γ ,Mp(A)). Згiдно (3.39)

маємо

‖x† − xnα,δ‖ ≤ 2−pC5 ln−p δ−1, (3.61)
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де стала C5 визначена в (3.30).

Тепер оцiнку (3.61) виразимо через величину обчислювальних витрат N

(3.57). Для цього розглянемо два випадки.

1) Нехай спершу r = 2s. З (3.57) випливає, що завжди знайдуться такi

β2 ≥ β1 ≥ 1, що має мiсце двостороння оцiнка

β12
3nn ≤ N ≤ β22

3nn, (3.62)

де, згiдно (3.36), δ вибирається за правилом

23sn(3sn)p−1 = δ−1. (3.63)

З (3.62) й (3.63) отримуємо

δ−1 ≥ N s

(
3

β2
s

)s
(3sn)p−1−s.

Логарифмуємо

ln δ−1 ≥ lnN s + ln

[(
3s

β2

)s
(3sn)p−1−s

]
. (3.64)

Тут, у свою чергу, також розглянемо два випадки.

а) Нехай p > 1 + s. Тодi очевидно, що

ln δ−1 ≥ lnN s, n ≥ 1

3s

(
β2

3s

) s
p−1−s

.

b) Нехай тепер p ≤ 1 + s. Без втрати загальностi можна вважати, що

(β2)
s(3sn) ≤ βs123sn.

Тодi βs2(3sn)s+1 ≤ βs123sn(3sn)s. Отже,

(3sn)s+1 ≤ (β12
3nn)s(

3s

β2
)s ≤ N s(

3s

β2
)s,

(s+ 1) ln 3sn ≤ lnN s + ln

(
3s

β2

)s
.

Звiдки безпосередньо знаходимо

(s+ 1− p) ln 3sn ≤ s+ 1− p
s+ 1

(
lnN s + ln(

3s

β2
)s
)
.
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З спiввiдношення (3.64) знаходимо

ln δ−1 ≥ lnN s + s ln

(
3s

β2

)
− (s+ 1− p) ln(3sn) ≥

≥ lnN s + s ln

(
3s

β2

)
− s+ 1− p

s+ 1

(
lnN s + ln(

3s

β2
)s
)

=

=
p

s+ 1
lnN s +

sp

s+ 1
ln

3s

β2
.

Неважко переконатися, що для всiх N ≥
(
β2
3s

)2

виконується ln 3s
β2
≥ −1

2 lnN .

Таким чином, маємо

ln δ−1 ≥ p

2(s+ 1)
lnN s.

Об’єднавши знайденi оцiнки для ln δ−1, в результатi отримуємо

ln δ−1 ≥ C1 lnN s,

де

C1 =


p

2(s+1) , 0 < p ≤ 1 + s

1, p > 1 + s
.

2) Залишилося розглянути випадок r > 2s. Згiдно (3.57) завжди знайдуться

такi сталi β4 ≥ β3 ≥ 1, що справджується

β32
bn ≤ N ≤ β42

bn, b > 3, (3.65)

де, як i ранiше, δ вибираємо за правилом (3.36). Далi,

δ−1 =
(
β42

bn
)s( 1

β4

)s
(sbn)p−1 ≥ N s

(
1

β4

)s
(sbn)p−1,

ln δ−1 ≥ lnN s + ln

[(
1

β4

)s
(sbn)p−1

]
. (3.66)

Тут, у свою чергу, розглянемо три випадки.

а) Нехай p ≥ 1, тодi очевидно, що ln δ−1 ≥ lnN s для всiх n ≥ β
s/(p−1)
4

sb .
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b) Тепер нехай 1
2 < p ≤ 1. Врахувавши (3.66), маємо

ln δ−1 ≥ lnN s − (1− p) ln(sbn)− s ln β4 =

= lnN s − (1− p) ln(sbn)

(
1 +

s ln β4

(1− p) ln(sbn)

)
.

Оскiльки s lnβ4
(1−p) ln(sbn) ≤ 1 для всiх n ≥ 1

sbβ
s

1−p
4 , тодi безпосередньо знаходимо

ln δ−1 ≥ lnN s − 2(1− p) ln(sbn).

Звiдки за допомогою очевидної нерiвностi sbn ≤ βs32sbn та спiввiдношення

(3.65) отримаємо

ln δ−1 ≥ lnN s − 2(1− p) lnN s = (2p− 1) lnN s.

с) Залишилося розглянути випадок 0 < p ≤ 1
2 . Згiдно (3.66) маємо

ln δ−1 ≥ lnN s − (1− p) ln
(
β

s
1−p
4 (sbn)

)
.

Без втрати загальностi вважатимемо, що β
s

1−p
4 (sbn) ≤ βs32sbn. Отже, враху-

вавши (3.65), знаходимо

ln δ−1 ≥ lnN s − (1− p) lnN s = p lnN s.

Таким чином, об’єднавши знайденi оцiнки для ln δ−1, остаточно отримаємо

ln δ−1 ≥ C2 lnN s,

де

C2 =


p, 0 < p ≤ 1

2

2p− 1, 1
2 < p ≤ 1

1, p ≥ 1

.

Тепер оцiнку (3.61) можна переписати у виглядi

‖x† − xnα,δ‖ ≤ Cp ln−pN 2s, (3.67)
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де

Cp =

C5C
−p
1 , r = 2s

C5C
−p
2 , r > 2s

.

Комбiнацiя (3.60), (3.67) i теореми 3.3 дає нам спiввiдношення (3.58).

Залишилося перевiрити виконання (3.59).

Поклавши b = 1 + r
s й δ−1 = 2sbn(sbn)p−1 в (3.57), одержуємо спiввiдноше-

ння (3.59). Тим самим теорема повнiстю доведена.

Зауваження 3.4. З оцiнки (3.59) випливає, що збiльшення гладкостi опера-

тора A за зовнiшньою змiнною r (вiд r = 2s до r > 2s) призводить до змен-

шення на логарифмiчний множник в оцiнцi обсягу обчислювальних витрат,

що необхiднi для досягнення оптимального порядку точностi.

Зауваження 3.5. Порiвнявши результати теорем 3.5 та 3.6, можна дiстати-

ся висновку, що запропонований нами метод (3.8)–(3.10) дозволяє не тiльки

скоротити обсяг обчислень вiдносно стандартної гальоркiнської схеми дискре-

тизацiї, а й реалiзувати порядковi оцiнки величини RN,δ на класах рiвнянь

(Hr,s
γ ,Mp(A)), r ≥ 2s.

Висновки до роздiлу 3

Розглянуто проблему оптимального розв’язування жорстко некоректних

задач, що подаються у виглядi рiвнянь Фредгольма I роду з ядрами скiнчен-

ної гладкостi. При цьому отриманi такi основнi результати:

• Побудована проекцiйна схема дискретизацiї, що є економiчною у сенсi

обсягу задiяної гальоркiнської iнформацiї.

• За допомогою запропонованої схеми дискретизацiї отриманi порядковi

оцiнки мiнiмального радiуса гальоркiнської iнформацiї на класах задач,

що дослiджуються.

• Розроблено проекцiйний метод, побудований на основi цiєї схеми, який

є економiчним у сенсi обсягу обчислювальних витрат.
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• Знайдено порядковi оцiнки мiнiмального радiуса обчислювальних ви-

трат. При цьому встановлено, що оптимальний порядок зазначеної ве-

личини реалiзується в рамках проекцiйного методу, що дослiджується.

Матерiали цього роздiлу опублiковано в роботах [11, 60, 14, 58].
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ВИСНОВКИ

Дослiджено проблему побудови стiйких наближень до розв’язкiв жорстко

некоректних задач, що поданi у виглядi операторних та iнтегральних рiв-

нянь I роду зi збуреними вхiдними даними. При цьому отриманi такi основнi

результати:

1. Запропоновано два пiдходи, що полягають в комбiнацiї принципу рiв-

новаги зi стандартним методом Тiхонова, а також з його iтерованим

варiантом, вiдповiдно.

2. Доведено, що побудованi в рамках зазначених пiдходiв стiйкi наближе-

ння гарантують порядок точностi O((ln · · · ln︸ ︷︷ ︸
K разiв

1
h+δ)

−p) на класах жорстко

некоректних задач, що розглядаються.

3. Встановлено, що при h ≤ O(δξ), ∀ξ > 0, цi методи забезпечують опти-

мальний порядок точностi.

4. Побудована економiчна (у сенсi обсягу задiяної гальоркiнської iнфор-

мацiї) проекцiйна схема дискретизацiї для рiвнянь Фредгольма I роду

з ядрами скiнченної гладкостi.

5. За допомогою запропонованої схеми дискретизацiї отриманi порядковi

оцiнки мiнiмального радiуса гальоркiнської iнформацiї на класах задач,

що дослiджуються.

6. Для рiвнянь Фредгольма I роду з ядрами скiнченної гладкостi розро-

блено проекцiйний метод, який є економiчним у сенсi обсягу обчислю-

вальних витрат.

7. Знайдено порядковi оцiнки мiнiмального радiуса обчислювальних ви-

трат. При цьому встановлено, що оптимальний порядок зазначеної ве-

личини реалiзується в рамках запропонованого проекцiйного методу.

Результати роботи мають теоретичний характер i можуть бути викорис-

танi при розв’язуваннi рiзноманiтних прикладних задач.
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