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Перелiк умовних позначень

xi ≡ (qi, pi) фазовi координати i-ої частинки;
ui = (ji, ui) ∈ J × U номер субпопуляцiї i-ої складової системи у мiкроскопiчному

станi ui ∈ U ;
|Y | кiлькiсть елементiв множини iндексiв Y ≡ (1, . . . , s);
{Y } множина iндексiв Y ≡ (1, . . . , s), яка складається з одного

елементу, тобто |{Y }| = 1;
P : Y =

⋃
iYi розбиття множини Y на пiдмножини Yi ⊂ Y , якi взаємно не

перетинаються;
|P| кiлькiсть пiдмножин розбиття P множини;(
·, ·
)

символ твiрного функцiоналу;
θ(·) вiдображення декластеризацiї множини;
ε скейлiнговий параметр;

{ . , . } дужки Пуассона;
Sn(t) група операторiв рiвняння Лiувiлля для спостережуваних;

Sn(−t) група операторiв рiвняння Лiувiлля для станiв;
etΛn пiвгрупа операторiв n марковських стохастичних процесiв;
etΛ

∗
n спряжена пiвгрупа операторiв n марковських стохастичних

процесiв;
An(t) кумулянт n-го порядку пiвгруп операторiв (твiрний оператор

розкладiв непертурбативних розв’язкiв iєрархiй еволюцiйних
рiвнянь);

Ân(t) кумулянт розсiяння n-го порядку;
Vn(t) твiрний оператор n-го порядку розкладу для маргiнального

функцiоналу стану.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. В останнi два десятилiття спостерiгається зна-
чний прогрес у розвитку теорiї еволюцiйних рiвнянь систем багатьох
частинок сучасної математичнoї фiзики. Зoкрема, це обумовлено ство-
ренням нових функцiонально-аналiтичних метoдiв дослiдження дифе-
ренцiальних рiвнянь з частинними пoхiдними та методiв чисельного мо-
делювання еволюцiйних процесiв зазначених систем.

Одним з напрямкiв розвитку цiєї теорiї є пiдхiд заснований в пра-
цях академiка М.М. Боголюбова, який ґрунтується на теорiї еволюцiй-
них рiвнянь у функцiональних похiдних для твiрних функцiоналiв, яки-
ми описуються стани систем багатьох частинок. Дослiдження еволюцiй-
них рiвнянь у функцiональних похiдних систем статистичної механiки
дає можливiсть побудувати у термiнах груп операторiв непертурбатив-
нi розв’язки iєрархiй еволюцiйних рiвнянь для послiдовностей функцiй,
якими описуються стани та спостережуванi величини таких систем.

В останнi роки теорiя еволюцiйних рiвнянь систем багатьох частинок
знайшла широке застосування до опису кiнетичних процесiв в складних
системах рiзноманiтної природи, зокрема, до проблеми математичного
опису колективної поведiнки активних м’яких конденсованих речовин,
наприклад, систем, якi складаються з багатьох клiтин та їх розчинiв;
популяцiй мiкроорганiзмiв, тварин i т.п. У сучасних працях з теорiї та-
ких систем в основу опису покладено апрiорi сформульованi еволюцiйнi
рiвняння типу рiвнянь суцiльного середовища або кiнетичнi рiвняння
для динамiчних систем, якi є аналогом системи частинок iз зiткнення-
ми в теорiї нелiнiйного рiвняння Больцмана. Треба зазначити, що хара-
ктернi колективнi властивостi активних м’яких конденсованих речовин
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вiдрiзняються вiд статистичної поведiнки звичайної речовини, яка скла-
дається iз взаємодiючих частинок, що рухаються за iнерцiєю. Зокрема,
до таких властивостей активної м’якої речовини треба вiднести: ефе-
кти пам’ятi кiнетичних процесiв в таких системах; наявнiсть кореляцiй
станiв, що властиво системам у конденсованих станах; багаточастин-
ковий тип взаємодiї їх складових. Внаслiдок необхiдностi враховувати
такi властивостi, традицiйнi методи виведення кiнетичних рiвнянь з ди-
намiки систем багатьох частинок не дозволяють обґрунтувати кiнетичнi
рiвняння у цьому випадку i потребують розвитку нових методiв.

Зауважимо, що проблема обґрунтування нелiнiйних кiнетичних рiв-
нянь є фундаментальною проблемою сучасної математичної фiзики, в
дослiдження якої пiонерський внесок було зроблено М.М. Боголюбо-
вим. В останнiй час у зв’язку з практичним використанням кiнетичних
процесiв систем частинок в конденсованих станах теорiя кiнетичних рiв-
нянь почала iнтенсивно розвиватись. Київський науковiй школi з мате-
матичної фiзики належать прiоритетнi результати в цьому напрямку
дослiджень.

Зважаючи на сучасний етап розвитку математичної теорiї еволюцiй-
них рiвнянь систем багатьох частинок, а також на проблеми математи-
чного моделювання кiнетичних процесiв в активних м’яких конденсо-
ваних речовинах, дисертацiя присвячена розробцi методiв дослiдження
еволюцiйних рiвнянь систем багатьох частинок та їх застосування до
математичного опису колективної поведiнки активних м’яких конден-
сованих речовин.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Тематика дослiджень дисертацiйної роботи пов’язана з науковою про-
грамою Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевчен-
ка "Якiсне дослiдження та асимптотичне iнтегрування нелiнiйних си-
стем" , яка входить до програми "Якiснi та аналiтичнi методи дослi-
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дження i моделювання нелiнiйних систем та фiзико-механiчних полiв"
(номер державної реєстрацiї 0106U005863), науково-дослiдної теми Iн-
ституту математики НАН України: "Еволюцiйнi та спектральнi зада-
чi для диференцiальних рiвнянь у банаховому просторi" (номер дер-
жавної реєстрацiї 0111U001027) та з мiжнародним науковим проектом
"Mathematicians for Life Sciences" , FP7-People-2011-IRSES (номер прое-
кту 295164).

Мета i задачi дослiдження. Об’єктом дослiдження є еволюцiй-
нi рiвняння систем багатьох частинок, зокрема еволюцiйнi рiвняння у
функцiональних похiдних.

Предметом дослiдження є побудова розв’язкiв задач Кошi для iє-
рархiй еволюцiйних рiвнянь систем багатьох частинок та математичне
обґрунтування кiнетичних рiвнянь для активних м’яких речовин.

Мета й основнi задачi дослiдження полягали в наступному:
- розробити метод опису еволюцiї станiв та спостережуваних систем

багатьох частинок за допомогою еволюцiйних рiвнянь у функцiональ-
них похiдних;

- дослiдити скейлiнгову асимптотику розв’язку iєрархiї еволюцiйних
рiвнянь для маргiнальних спостережуваних активних м’яких конденсо-
ваних речовин;

- описати колективну поведiнку активної м’якої конденсованої речо-
вини у термiнах одночастинкової функцiї розподiлу, яка є розв’язком
кiнетичного рiвняння;

- обґрунтувати кiнетичне рiвняння для активної м’якої конденсованої
речовини з урахуванням початкових кореляцiй.

Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi застосовуються мето-
ди теорiї напiвгруп операторiв та функцiонально-аналiтичнi методи до-
слiдження еволюцiйних рiвнянь систем багатьох частинок, розробленi
київською науковою школою iз сучасної математичної фiзики.
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Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати
дисертацiї, якi визначають наукову новизну та виносяться на захист,
такi:
• побудовано еволюцiйнi рiвняння у функцiональних похiдних, якими

описується еволюцiя станiв та спостережуваних систем багатьох части-
нок статистичної механiки;
• за допомогою встановлених зв’язкiв мiж твiрними функцiоналами

для послiдовностей функцiй, якими описуються стани i спостережуванi
систем багатьох частинок, побудовано розв’язки задачi Кошi для iєрар-
хiй еволюцiйних рiвнянь для маргiнальних спостережуваних та маргi-
нальних функцiй розподiлу;
• обґрунтовано немарковське кiнетичне рiвняння, яким описується

еволюцiя всiх можливих станiв активної м’якої речовини у термiнах
одночастинкової функцiї розподiлу;
• для динамiчної системи, якою описується активна м’яка речовина,

побудовано границю самоузгодженого поля розв’язку iєрархiї еволю-
цiйних рiвнянь для маргiнальних спостережуваних та встановлено її
зв’язок з граничними маргiнальними функцiями розподiлу;
• за допомогою побудованої асимптотики маргiнальних спостережу-

ваних обґрунтувано кiнетичне рiвняння самоузгодженого поля з поча-
тковими кореляцiями для активної м’якої речовини в конденсованих
станах.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати ди-
сертацiйної роботи мають теоретичний характер. Вони можуть бути ви-
користанi з метою математичного моделювання кiнетичних процесiв в
активних м’яких речовинах. Результати дисертацiї також можуть бути
складовою частиною спецiальних курсiв iз сучасної математичної фi-
зики та теорiї диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними для
аспiрантiв i студентiв математичних i фiзичних факультетiв унiверси-
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тетiв та наукових установ.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку дослiдження
i постановка задач належать науковому керiвнику. Результати дисер-
тацiї, якi визначають наукову новизну роботи та виносяться на захист,
отримано дисертантом самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної ро-
боти доповiдались i обговорювалися на наукових конференцiях:

– Український математичний конгрес (Київ, 2009);
– Х зимова школа з теоретичної фiзики (Дубна, 2012);
– 1st EUMLS Conference "Mathematics for Life Science" (Kyiv, 2012);
– 2nd EUMLS Conference "Mathematics for Life Science" (Olenivka,

2013);
– International conference "Semigroups of Operators: Theory and Appli-

cations" (Bedlewo, 2013);
– Мiжнародна конференцiя "Диференцiальнi рiвняння, обчислюваль-

на математика, теорiя функцiй та математичнi методи механiки"до 100-
рiччя вiд дня народження члена-кореспондента НАН України Положого
Г.М. (Київ, 2014);

– International conference "The Education and Science and Their Role
in Social and Industrial Progress of Society" (Kyiv, 2014);

– V Всеукраїнська наукова конференцiя "Сучаснi проблеми теорiї
ймовiрностей та математичного аналiзу" (Ворохта, 2015);

– International Conference of Young Mathematicians (Kyiv, 2015);

та на наукових семiнарах:

– "Асимптотичнi та аналiтичнi методи для задач математичної фiзи-
ки" кафедри математичної фiзики механiко-математичного факультету
Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка (керiв-
ники: професор В.Г. Самойленко, професор Т.А. Мельник), 2012, 2014,
2015;
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– "Мiський об’єднаний семiнар з математичної фiзики" Iнституту ма-
тематики НАН України (керiвники: член-кореспондент НАН України
професор А.Г. Нiкiтiн, професор Є.Д. Бiлоколос), 2015;

– "Математика та природничi науки" Iнституту математики НАН
України (керiвники: старший науковий спiвробiтник О.В. Антонюк,
старший науковий спiвробiтник С.I. Максименко), 2011.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у шiстьох
наукових статтях [6], [7], [12], [49], [50], [61], якi входять до перелiку фа-
хових видань МОН України, трьох препринтах [51], [52], [62] та п’ятьох
тезах доповiдей у матерiалах мiжнародних конференцiй [8], [9], [13], [53]
– [56].

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi вступу,
п’яти роздiлiв, висновкiв та перелiку використаних джерел.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, сформульова-
но мету i завдання дослiдження, наведено результати, якi визначають
наукову новизну роботи, i викладено основний змiст роботи.

Перший роздiл дисертацiйної роботи присвячено огляду лiтератури
за її темою, де висвiтлено сучасний стан, основнi досягнення i тенден-
цiї розвитку теорiї еволюцiйних рiвнянь систем багатьох частинок та
її новiтнє застосування, а саме: до кiнетичної теорiї активних м’яких
конденсованих речовин. Також проаналiзовано внесок в цю теорiю ре-
зультатiв, якi отримано в дисертацiї.

У другому роздiлi викладено строгi результати з теорiї еволюцiйних
рiвнянь у функцiональних похiдних для твiрних функцiоналiв послiдов-
ностей функцiй, якими описуються стани та спостережуванi величини
класичних систем нефiксованої кiлькостi частинок (нерiвноважний ве-
ликий канонiчний ансамбль).

За допомогою встановлених зв’язкiв мiж введеними твiрними фун-
кцiоналами для спостережуваних величин, а також для станiв, у вiдпо-
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вiдних банахових просторах побудовано непертурбативнi розв’язки для
задачi Кошi для дуальної iєрархiї рiвнянь ББҐКI та для iєрархiї рiвнянь
ББҐКI у термiнах груп операторiв рiвняння Лiувiлля.

У цьому роздiлi також розвинуто альтернативний спосiб опису ево-
люцiї станiв систем багатьох частинок за допомогою iєрархiї нелiнiйних
рiвнянь ББҐКI для маргiнальних кореляцiйних функцiй, який ґрунтує-
ться на еволюцiйному рiвняннi у функцiональних похiдних для твiрного
функцiоналу послiдовностi кореляцiних функцiй.

У третьому роздiлi дoслiджено прoблему математичнoгo опису коле-
ктивної поведiнки активних м’яких конденсованих речовин. За допомо-
гою побудованого в попередньому роздiлi непертурбативного розв’язку
дуальної (двоїстої) iєрархiї рiвнянь ББҐКI для маргiнальних спостере-
жуваних багатьох взаємодiючих стохастичних марковських процесiв об-
ґрунтовано немарковське кiнетичне рiвняння, яким описуються ефекти
пам’ятi колективної поведiнки активних м’яких конденсованих речовин.

Також у цьому роздiлi дослiджено скейлiнгову границю самоузгодже-
ного поля розв’язку задачi Кошi для побудованого нелiнiйного кiнети-
чного рiвняння та послiдовностi маргiнальних функцiоналiв стану, якою
описується еволюцiя всiх можливих кореляцiй в системi, зокрема, для
вiдповiдних початкових даних встановлено властивiсть поширення по-
чаткового хаосу.

У четвертому рoздiлi розвинуто новий пiдхiд до опису кiнетичної
еволюцiї активних м’яких речовинах у термiнах спостережуваних ве-
личин, а саме побудовано скейлiнґову границю самоузгодженого поля
розв’язку задачi Кошi для iєрархiї еволюцiйних рiвнянь для маргiналь-
них спостережуваних взаємодiючих стохастичних марковських стриб-
коподiбних процесiв.

Для початкових станiв статистично незалежних компонент системи,
в границi самоузгодженого поля доведено еквiвалентнiсть опису ево-
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люцiї системи у термiнах граничних маргiнальних спостережуваних та
за допомогою одночастинкової маргiнальної функцiї розподiлу, яка є
розв’язком кiнетичного рiвняння самоузгодженого поля побудованого
у попередньому роздiлi iншим методом, як рiвняння, яким описується
асимптотична поведiнка розв’язку немарковського кiнетичного рiвнян-
ня активних м’яких конденсованих речовин, а також на основi традицiй-
ного методу, який ґрунтується на дослiдженнi границi самоузгоджено-
го поля, для непертурбативного розв’язку iєрархiя рiвнянь ББҐКI для
маргiнальних функцiй розподiлу.

Для системи багатьох взаємодiючих стохастичних марковських про-
цесiв за допомогою зазначених двох методiв доведено властивiсть поши-
рення початкового хаосу в скейлiнговiй границi самоузгодженого поля.

П’ятий роздiл дисертацiї присвячено дослiдженню однiєї з вiдкритих
математичних проблем сучасної кiнетичної теорiї, яка полягає в стро-
гому обґрунтуванням кiнетичних рiвнянь для систем частинок в кон-
денсованих станах. Використовуючи розвинутий у попередньому роз-
дiлi дисертацiї метод виведення кiнетичних рiвнянь, а саме: розв’язок
дуальної iєрархiї рiвнянь самоузгодженого поля для граничних маргi-
нальних спостережуваних, для системи багатьох взаємодiючих стоха-
стичних марковських стрибкоподiбних процесiв побудовано кiнетичне
рiвняння самоузгодженого поля з початковими кореляцiями та описано
процес поширення початкових кореляцiй в активних м’яких конденсо-
ваних речовинах.
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РОЗДIЛ 1

Oгляд лiтератури

В останнi два десятилiття спостерiгається значний прогрес у роз-
витку теорiї еволюцiйних рiвнянь систем багатьох частинок сучасної
математичнoї фiзики. Зoкрема, це обумовлено виникненням нових
функцiонально-аналiтичних методiв дослiдження диференцiальних рiв-
нянь в частинних пoхiдних [14],[34],[98],[104] та розвитком методiв чи-
сельного моделювання еволюцiйних процесiв зазначених систем [38],[97].

Один з пiдходiв цiєї теорiї полягає в застосуваннi еволюцiйних рiв-
нянь у функцiональних похiдних [5],[47],[57],[60],[78] для твiрних фун-
кцiоналiв послiдовностей функцiй, якими описуються стани або спосте-
режуванi величини систем багатьох частинок. Основи цього пiдходу до
опису еволюцiї систем статистичної механiки було закладено у працях
В. Вольтерра [5], Т. Гронвелла [78] та М. Боголюбова [2]–[4]. Серед них
вiдзначимо роботу М. Боголюбова [2], яка вийшла в свiт у збiрнику
праць Iнституту математики, де, зокрема, вперше було сформульовано
iєрархiю рiвнянь ББҐКI (Боголюбов – Борн – Ґрiн – Кiрквуд – Йован)
як еволюцiйне рiвняння у функцiональних похiдних для твiрного фун-
кцiоналу s-частинкових (маргiнальних) функцiй розподiлу.

Як вiдомо [1],[4],[34],[35], iєрархiя рiвнянь ББҐКI для маргiнальних
функцiй розподiлу описує еволюцiю всiх можливих станiв систем скiн-
ченої та нескiнченної кiлькостi частинок. У випадку систем скiнченої
кiлькостi частинок iєрархiя таких рiвнянь є системою рiвнянь, яка рiв-
носильна рiвнянню Лiувiлля для щiльностi функцiї розподiлу (для опи-
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су еволюцiї чистих станiв класичних систем достатнiми рiвняннями є
рiвняння Гамiльтона [34]).

Традицiйно, починаючи iз працi М. Боголюбова [4], розв’язок задачi
Кошi для iєрархiї рiвнянь ББҐКI будується за допомогою методiв тео-
рiї збурень у виглядi формального ряду iтерацiй. Математична теорiя
iєрархiї рiвнянь ББҐКI бере свої витоки з роботи Д. Петрини [10]. У
сучасних працях [34],[58],[99],[64] розв’язок iєрархiї рiвнянь ББҐКI для
систем нескiнченної кiлькостi частинок, тобто систем зi статистичною
поведiнкою, побудовано методами теорiї збурень у банаховому просторi
послiдовностей обмежених функцiй для сингулярних потенцiалiв взає-
модiї, а саме: систем частинок iз зiткненням [104]. Огляду строгих ре-
зультатiв iз теорiї iєрархiї рiвнянь ББҐКI квантових систем багатьох
частинок присвячено роботу [74].

У статтi Р. Льюiса [92], використовуючи еволюцiйне рiвняння у фун-
кцiональних похiдних для твiрного функцiоналу маргiнальних функцiй
розподiлу, побудовано формальний непертурбативний роз’язок iєрархiї
рiвнянь ББҐКI у редукованiй формi у термiнах груп операторiв рiв-
няння Лiувiлля. За допомогою методiв теорiї пiвгруп операторiв такий
роз’язок незалежно було строго побудовано в працях Д. Петрини. Заува-
жимо, що вперше структуру розкладу для непертурбативного роз’язку
iєрархiї рiвнянь ББҐКI було проаналiзовано за допомогою аналогiї з
вiрiальними розкладами рiвноважних маргiнальних функцiй розподiлу
в роботi [77] (див. також огляд [37] з iсторiї цiєї проблеми). Детальний
огляд строгих результатiв iз теорiї iєрархiї рiвнянь ББҐКI для класи-
чних систем частинок отриманих у ХХ ст. наведено у монографiї [34].

Як вiдомо [28],[74], системи багатьох частинок описуються у термi-
нах спостережуваних величин i станiв. Функцiонал середнiх значень
спостережуваних визначає дуальнiсть мiж спостережуваними i стана-
ми, i внаслiдок цього iснує два еквiвалентнi способи опису еволюцiї си-
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стем частинок. Для систем довiльної кiлькостi частинок спостережуванi
описуються нескiнченною послiдовнiстю, яка є розв’язком послiдовностi
рiвнянь Лiувiлля для спостережуваних, дуальними рiвняннями до яких
є рiвняння Лiувiлля для функцiй розподiлу. Еквiвалентний спосiб опису
еволюцiї спостережуваних системи багатьох частинок полягає в її описi
за допомогою нескiнченної послiдовностi маргiнальних (s-частинкових)
спостережуваних, яка є розв’язком дуальної iєрархiї рiвнянь ББҐКI.

Строгi результати з iснування непертурбативного роз’язку задачi Ко-
шi для дуальної iєрархiї рiвнянь ББҐКI, для iєрархiї рiвнянь ББҐКI та
для iєрархiї нелiнiйних рiвнянь ББҐКI у вiдповiдних банахових просто-
рах було отримано в роботах [29],[66],[67],[73]. Зокрема, було встановле-
но, що такi розв’язки зображуються у формi розкладiв, твiрнi оператори
яких є вiдповiдного порядку кумулянтами (семiiнварiантами) груп опе-
раторiв рiвнянь Лiувiлля систем скiнченої кiлькостi частинок. Для не-
симетричних систем багатьох частинок [34] такi результати встановлено
в [67]. Зауважимо, за певних умов на потенцiал взаємодiї та початковi
данi непертурбативнi розв’язки iєрархiї рiвнянь ББҐКI спiвпадають з
розв’язками побудованими за теорiєю збурень, що встановлюється вна-
слiдок справедливостi аналогiв рiвнянь Дюамель для кумулянтiв груп
операторiв рiвнянь Лiувiлля [74].

Строгi результати з теорiї еволюцiйних рiвнянь у функцiональних по-
хiдних для твiрних функцiоналiв послiдовностей функцiй, якими опи-
суються стани та спостережуванi величини класичних систем багатьох
частинок отримано у роботах [6],[49]. За допомогою встановлених зв’яз-
кiв мiж введеними твiрними функцiоналами для спостережуваних вели-
чин, а також для станiв, у вiдповiдних банахових просторах у термiнах
груп операторiв рiвняння Лiувiлля побудовано непертурбативнi розв’яз-
ки для задачi Кошi для iєрархiї дуальних рiвнянь ББҐКI та для iєрархiї
рiвнянь ББҐКI. У роботi [49] розвинуто альтернативний спосiб опису
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еволюцiї станiв систем багатьох частинок, який ґрунтується на еволю-
цiйному рiвняннi у функцiональних похiдних для твiрного функцiоналу
послiдовностi кореляцiйних функцiй, що дозволило побудувати розкла-
ди для непертурбативних розв’язкiв задачi Кошi для iєрархiї нелiнiйних
рiвнянь ББҐКI для маргiнальних кореляцiйних функцiй та для iєрархiї
рiвнянь ББҐКI для маргiнальних функцiй розподiлу у термiнах нелi-
нiйних груп операторiв iєрархiї рiвнянь Лiувiлля [101] для кореляцiйних
функцiй.

Один з напрямкiв розвитку математичної теорiї еволюцiйних рiвнянь
систем багатьох частинок полягає в строгому виведеннi нелiнiйних кi-
нетичних рiвнянь з iєрархiй еволюцiйних рiвнянь систем нескiнченної
кiлькостi частинок, що є актуальною проблемою сучасної математичної
фiзики [34],[35],[103].

Вiдомо [1],[63],[19], що за певних умов, еволюцiя станiв системи бага-
тьох частинок описується за допомогою одночастинкової функцiї роз-
подiлу, яка задовольняє нелiнiйному кiнетичному рiвнянню, тобто кiне-
тичним рiвнянням описується колективна поведiнка системи багатьох
взаємодiючих частинок або, iншими словами, ефективна еволюцiя ста-
ну типової частинки системи. Основнi пiдходи до виведення кiнетичних
рiвнянь було сформульовано в працях М. Боголюбова [4] i Г. Ґреда [76].
Зауважимo, що вперше послiдовний метод виведення кiнетичних рiв-
нянь булo сфoрмульoванo в працях М. Бoгoлюбoва за допомогою ме-
тoдiв теoрiї збурень [4].

Скейлiнговий метод виведення кiнетичних рiвнянь Г. Ґреда було роз-
винуто для системи твердих куль в роботах О. Ленфорда [91] (див. огляд
в монографiї [58]) i обґрунтовано в працях В. Герасименка, Д. Петри-
ни [100], Г. Шпона [103] та К. Черчиньянi, Р. Iлнера, М. Пульвiрен-
тi [35]. Сучасний стан проблеми i новiтнi досягнення з обґрунтування
скейлiнгової границi Больцмана – Ґреда для класичних систем багатьох
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частинок, зокрема, систем частинок з короткосяжним потенцiалом вза-
ємодiї, вiдображено у монографiях [58],[99]. В останнiй час в роботi [71]
розроблено новi методи виведення кiнетичного рiвняння Больцмана в
границi Больцмана – Ґреда, зокрема, отримано рiвняння, яким опису-
ється асимптотична поведiнка розв’язку кiнетичного рiвняння Енскога
[59].

У монографiї [83] наведено строгi результати з асимптотичної поведiн-
ки стохастичних систем взаємодiючих частинок у вiдповiдних скейлiн-
гових границях, в оглядi [74] – для квантових систем багатьох частинок
(див. також цитованi там роботи вiдносно строгих результатiв з iсну-
вання можливих типiв скейлiнгових границь) та роботи [69],[70],[72], в
яких розроблено новi пiдходи до виведення квантових кiнетичних рiв-
нянь, а також розглянуто проблему обґрунтування методу Боголюбова.
В роботах [7],[50],[12],[61] дoслiджено прoблему математичнoгo виведе-
ння кiнетичних рiвнянь для системи багатьох взаємодiючих стохасти-
чних процесiв марковського типу [84],[90], якою описується мiкроскопi-
чна еволюцiя м’яких конденсованих речовин.

Пiдкреслимо, що математичне oбґрунтування нелiнiйних кiнетичних
рiвнянь для м’якoї кoнденсoванoї речoвини, є однiєю з фундаменталь-
них прoблем сучаснoї математичнoї фiзики [16],[81],[85],[96], оскiльки
кiнетичнi рiвняння в останнiй час знайшли широке застосування до
опису колективної поведiнки складних систем рiзноманiтної природи,
наприклад, таких як бiологiчнi [20],[21],[23],[25],[26],[46] та соцiально-
економiчнi системи [32],[44],[80].

В останнiй час значний прогрес у зазначеному напрямку дослiджень
було досягнуто у математичному моделюваннi так званих активних м’я-
ких кондесованих речовин [26],[40],[93],[94]. До вiдомих прикладiв таких
систем можна вiднести популяцiї тварин та мiкроорганiзмiв, зокрема,
популяцiй бактерiй; розчини клiтин [26],[32],[41] – [43],[94],[89].
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Характернi властивостi колективної поведiнки активних м’яких кон-
денсованих речовин вiдрiзняються вiд статистичної поведiнки звичай-
ної речовини, яка складається iз взаємодiючих частинок, що рухаються
за iнерцiєю. Зокрема, до таких властивостей активної м’якої речовини
треба вiднести: сильно нерiвноважнi стани системи; наявнiсть ефектiв
пам’ятi кiнетичних процесiв в таких системах; кореляцiї початкових ста-
нiв, що властиво системам у конденсованих станах; багаточастинковий
тип взаємодiї складових системи. Пiдкреслимо, що внаслiдок таких вла-
стивостей, традицiйнi методи виведення кiнетичних рiвнянь з динамiки
систем багатьох частинок не дають можливостi обґрунтовувати кiнети-
чнi рiвняння у цьому випадку.

У сучасних працях з теорiї активних м’яких конденсованих
речовин в основу опису колективної поведiнки покладено апрi-
орi сформульованi еволюцiйнi рiвняння типу рiвнянь суцiльно-
го середовища [32],[44],[45],[93], або кiнетичнi рiвняння [21],[22],[25],
[27],[33],[84],[105],[87]. Моделювання на мiкроскопiчному рiвнi динамiки
таких систем залишається вiдкритою проблемою [93],[95] i з цiєю метою
використовуються рiзного типу еволюцiйнi рiвняння багатьох взаємодi-
ючих стохастичних процесiв [30],[36],[48],[88].

У роботi М. Лаховича [84] мiкроскопiчна еволюцiя активних м’я-
ких конденсованих речовин описується за допомогою системи бага-
тьох взаємодiючих стохастичних стрибкоподiбних процесiв марковсько-
го типу, яка є аналогом динамiчної системи частинок iз зiткнення-
ми в теорiї кiнетичного рiвняння Больцмана [35], яке, зазначимо, в
останнiй час широко використовуються до опису колективної поведiн-
ки складних систем рiзноманiтної природи, наприклад, у таких працях
[15],[21],[27],[31],[85],[96]. Для системи багатьох взаємодiючих стохасти-
чних процесiв у роботi [84] за допомогою методiв теорiї збурень обґрун-
товано кiнетичне рiвняння в границi середнього поля. Зазначена модель
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мiкроскопiчної динамiки дає можливiсть описати характернi властиво-
стi активних м’яких конденсованих речовин.

Еволюцiю активних м’яких конденсованих речовин на мiкроскопi-
чному рiвнi природно описувати у термiнах еволюцiї спостережуваних
величин. У роботi [50] розвинуто такий пiдхiд. Вiн ґрунтується на iє-
рархiї еволюцiйних рiвнянь для маргiнальних спостережуваних (дуаль-
на iєрархiя рiвнянь ББҐКI) системи багатьох взаємодiючих стохасти-
чних процесiв марковського типу [84]. За допомогою непертурбативного
розв’язку задачi Кошi для iєрархiї еволюцiйних рiвнянь для маргiналь-
них спостережуваних встановлено зв’язок мiж методом опису еволюцiї у
термiнах маргiнальних спостережуваних та за допомогою одночастин-
кової маргiнальної функцiї розподiлу, а саме: обґрунтовано кiнетичне
рiвняння немарковського типу та описано процеси народження коре-
ляцiй i поширення початкових кореляцiй в активних м’яких речовинах.
Зуважимо, що розвинутий пiдхiд до опису кiнетичної еволюцiї дозволяє
враховувати поправки до побудованих в скейлiнгових границях асим-
птотик.

У роботi [7] розвинуто пiдхiд до опису в скейлiнговiй границi само-
узгодженого поля кiнетичної еволюцiї активних м’яких конденсованих
речовинах у термiнах спостережуваних величин, а саме: встановлено
асимптотичну поведiнку iєрархiї еволюцiйних рiвнянь для маргiнальних
спостережуваних взаємодiючих стохастичних марковських процесiв.

Використовуючи розвинутий у роботi [7] метод до виведення кiне-
тичних рiвнянь, у роботi [61] для системи багатьох взаємодiючих сто-
хастичних марковських процесiв, стани яких характеризуються коре-
ляцiями, побудовано кiнетичне рiвняння з початковими кореляцiями, а
також описано процес поширення початкових кореляцiй у границi само-
узгодженого поля, що, зокрема, дало можливiсть пояснити деякi типовi
колективнi властивостi активних м’яких конденсованих речовин.
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РОЗДIЛ 2

Еволюцiйнi рiвняння у функцiональних
похiдних систем багатьох частинок

Одна з проблем сучасної математичної фiзики полягає у розвитку
методiв побудови розв’язкiв задачi Кошi для iєрархiй еволюцiйних рiв-
нянь, якими описуються системи багатьох частинок статистичної меха-
нiки. Серед напрямкiв до вирiшення цiєї проблеми є пiдхiд, який ґрун-
тується на теорiї еволюцiйних рiвнянь у функцiональних похiдних для
твiрних функцiоналiв, якими описуються стани систем багатьох части-
нок.

У цьому роздiлi викладено строгi результати з теорiї еволюцiйних
рiвнянь у функцiональних похiдних для твiрних функцiоналiв послiдов-
ностей функцiй, якими описуються стани та спостережуванi величини
класичних систем багатьох частинок.

За допомогою встановлених зв’язкiв мiж введеними твiрними фун-
кцiоналами для спостережуваних величин, а також для станiв, у вiдпо-
вiдних банахових просторах у термiнах груп операторiв рiвняння Лiувi-
лля побудовано непертурбативнi розв’язки для задачi Кошi для iєрархiї
дуальних рiвнянь ББҐКI та для iєрархiї рiвнянь ББҐКI.

У цьому роздiлi також розвинуто альтернативний спосiб опису еволю-
цiї станiв систем багатьох частинок, який ґрунтується на еволюцiйному
рiвняннi у функцiональних похiдних для твiрного функцiоналу послi-
довностi кореляцiних функцiй.
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За допомогою встановлених зв’язкiв мiж твiрним функцiоналом для
послiдовностi кореляцiйних функцiй та твiрними функцiоналами для
послiдовностi маргiнальних кореляцiйних функцiй та маргiнальних
функцiй розподiлу побудовано непертурбативнi розв’язки задачi Кошi
для iєрархiї нелiнiйних рiвнянь ББҐКI для маргiнальних кореляцiйних
функцiй та для iєрархiї рiвнянь ББҐКI для маргiнальних функцiй роз-
подiлу у термiнах нелiнiйних груп операторiв iєрархiї рiвнянь Лiувiлля
для кореляцiйних функцiй.

2.1. Еволюцiйнi рiвняння у функцiональних похi-
дних для станiв

Як вiдомо, еволюцiя станiв систем скiнченої кiлькостi частинок опи-
сується двома еквiвалентними способами: у термiнах функцiй розподiлу,
якi задовольняють рiвнянню Лiувiлля, або у термiнах фiнiтної послiдов-
ностi маргiнальних (s-частинкових) функцiй розподiлу, яка є розв’язком
системи рiвнянь ББҐКI.

У роздiлi розглядаються системи нефiксованої кiлькостi частинок, се-
редня кiлькiсть яких є скiнченою величиною (нерiвноважний великий
канонiчний ансамбль). У цьому випадку еволюцiя станiв системи ба-
гатьох частинок описується нескiнченною послiдовнiстю функцiй роз-
подiлу, якi є розв’язком послiдовностi рiвнянь Лiувiлля або iєрархiєю
рiвнянь ББҐКI для нескiнченної послiдовностi маргiнальних функцiй
розподiлу. Еволюцiя станiв систем нескiнченної кiлькостi частинок опи-
сується у термiнах нескiнченної послiдовностi маргiнальних функцiй
розподiлу з вiдповiдних функцiональних просторiв, яка задовольняє iє-
рархiю рiвнянь ББҐКI.

У цьому роздiлi розвинуто пiдхiд до опису еволюцiї станiв систем
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багатьох частинок у термiнах твiрного функцiоналу для маргiнальних
функцiй розподiлу, який є розв’язком еволюцiйного рiвняння у функцiо-
нальних похiдних.

Нехай f = (f0, f1(x1), . . . , fn(x1, . . . , xn), . . .) – послiдовнiсть вимiрних
функцiй, якi визначенi на фазовому просторi вiдповiдної кiлькостi ча-
стинок, тобто xi ≡ (qi, pi) – фазовi координати i-тої частинки, f0 – дiй-
сне число та u = (1, u(x1), . . . ,

∏n
i=1 u(xi), . . .) – послiдовнiсть добуткiв

нескiнченно диференцiйованих iнтегрованих функцiй u(xi), i ≥ 1.
Розглянемо такий функцiонал

(f, u)
.
= (2.1)

∞∑
n=0

1

n!

∫
. . .

∫
fn(x1, . . . , xn)

n∏
i=1

u(xi)dx1 . . . dxn.

Оскiльки функцiї u(xi), i ≥ 1 є iнтегрованими, тодi функцiонал
(2.1) iснує. Функцiонал (2.1) будемо називати твiрним для функцiй
fn(x1, . . . , xn), n ≥ 1, оскiльки виконується така рiвнiсть

fn(x1, . . . , xn) =
δn

δu(x1) . . . δu(xn)
(f, u) |u=0, (2.2)

де δn/δu(x1) . . . δu(xn) – функцiональна похiдна n-го порядку (похiдна
Гато n-го порядку [57, 60]).

Надалi будемо розглядати систему нефiксованої кiлькостi частинок у
просторi R3, кожна n-частинкова пiдсистема якої визначена за допомо-
гою гамiльтонiану [34]

Hn =
n∑
i=1

K(pi) +
n∑

i<j=1

Φ(qi − qj), (2.3)

де K(pi) ≡ p2i
2m ,m ≡ 1 – кiнетична енергiя i-ї частинки та функцiя

Φ(qi − qj) – парний потенцiал взаємодiї. Надалi будемо вважати, що
функцiя Φ задовольняє умови, якi гарантують iснування глобального
розв’язку рiвнянь Гамiльтона для системи скiнченної кiлькостi частинок
[34].
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Еволюцiю стану системи багатьох частинок будемо описувати за
допомогою послiдовностi функцiй розподiлу D(t) = (1, D1(t, x1), . . . ,

Dn(t, x1, . . . , xn), . . .). Елементи послiдовностi є iнтегрованими функцiя-
миDn(t, x1, . . . , xn), якi визначенi на n-частинковому фазовому просторi
та є симетричними вiдносно перестановок аргументiв x1, . . . , xn. Вiдпо-
вiдно до означення (2.1) для функцiй розподiлу Dn(t, x1, . . . , xn), n ≥ 1,
введемо твiрний функцiонал

(D(t), u)
.
= (2.4)

∞∑
n=0

1

n!

∫
. . .

∫
Dn(t, x1, . . . , xn)

n∏
i=1

u(xi)dx1 . . . dxn.

Еволюцiя стану системи багатьох частинок у термiнах твiрного фун-
кцiоналу (2.4) описується за допомогою такого еволюцiйного рiвняння
у функцiональних похiдних

d

dt
(D(t), u) =

∫ {
K(p1),

δ

δu(x1)
(D(t), u)

}
u(x1)dx1 + (2.5)

1

2!

∫ ∫ {
Φ(q1 − q2),

δ2

δu(x1)δu(x2)
(D(t), u)

}
u(x1)u(x2)dx1dx2,

де символом { . , . } позначено дужки Пуассона [14]

{Hn, Dn(t)} =
n∑
i=1

(
〈∂Hn

∂qi
,
∂Dn(t)

∂pi
〉 − 〈∂Hn

∂pi
,
∂Dn(t)

∂qi
〉
)
, (2.6)

та 〈 . , . 〉 – скалярний добуток векторiв.
Беручи до уваги рiвнiсть (2.2), бачимо, що функцiї розподiлу

Dn(t), n ≥ 1, задовольняють послiдовнiсть рiвнянь Лiувiлля:

∂

∂t
Dn(t) = {Hn, Dn(t)}, n ≥ 1. (2.7)

Зазначимо, що обернене твердження також є справедливим, тобто твiр-
ний функцiонал для розв’язкiв послiдовностi рiвнянь Лiувiлля (2.7) за-
довольняє рiвняння (2.5). Надалi еволюцiйне рiвняння (2.5) будемо на-
зивати рiвнянням Лiувiлля у функцiональних похiдних для станiв.
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Розглянемо еквiвалентний пiдхiд до опису еволюцiї станiв системи
багатьох частинок, а саме: у термiнах твiрного функцiоналу для маргi-
нальних функцiй розподiлу [34].

Твiрний функцiонал для послiдовностi маргiнальних функцiй розпо-
дiлу F (t) = (1, F1(t, x1), . . . , Fn(t, x1, . . . , xn), . . .) визначимо за допомо-
гою твiрного функцiоналу (2.4) в такий спосiб

(F (t), u) = (D̃(t), u+ 1), (2.8)

де D̃(t) = (D(t), I)−1(1, D1(t, x1), . . . , Dn(t, x1, . . . , xn), . . .) послiдов-
нiсть нормованих функцiй розподiлу, (D(t), I) - нормуючий множник
функцiоналу

(D(t), I)
.
=

∞∑
n=0

1

n!

∫
. . .

∫
Dn(t, x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn,

та введена послiдовнiсть I ≡ (1, . . . , 1, . . .).
Встановимо зв’язок мiж маргiнальними функцiями розподiлу та фун-

кцiями розподiлу, використовуючи рiвнiсть (2.8) для їх твiрних фун-
кцiоналiв. Для цього перетворимо твiрний функцiонал (D̃(t), u + 1) до
вигляду (2.1). Справедлива така рiвнiсть

(D̃(t), u+ 1) = (eaD̃(t), u), (2.9)

де оператор a (аналог оператора знищення квантової теорiї поля
[34]) визначений на послiдовностях iнтегрованих функцiй f ∈ L1 =⊕∞

n=0 L
1(R3n × R3n) згiдно з формулою:

(af)n(x1, . . . , xn)
.
=

∫
fn+1(x1, . . . , xn+1)dxn+1. (2.10)

Дiйсно, справедлива рiвнiсть

(D̃(t), u+ 1) = (D(t), I)−1 ×
∞∑
n=0

1

n!

∫
. . .

∫
Dn(t, x1, . . . , xn)

n∏
i=1

(u(xi) + 1)dx1 . . . dxn =
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(D(t), I)−1
∞∑
n=0

1

n!

∫
. . .

∫
Dn(t, x1, . . . , xn)×

n∑
s=0

n∑
i1<...<is=1

u(xi1) . . . u(xis)dx1 . . . dxn = (D(t), I)−1 ×

∞∑
s=0

1

s!

∞∑
n=0

1

n!

∫
. . .

∫
Ds+n(t, x1, . . . , xs+n)

s∏
i=1

u(xi)dx1 . . . dxs+n.

Таким чином, згiдно з визначенням (2.2) з означення (2.8) та рiвностi
(2.9) отримуємо вираз для маргiнальних функцiй розподiлу у випадку
великого канонiчного нерiвноважного ансамбля [34]. Отже вiдповiдно до
означення (2.10) останнiй вираз спiвпадає з правою частиною рiвностi
(2.9) i остаточно маємо:

Fs(t, x1, . . . , xs) = (D(t), I)−1 × (2.11)
∞∑
n=0

1

n!

∫
. . .

∫
Ds+n(t, x1, . . . , xs+n)dxs+1 . . . dxs+n, s ≥ 1.

Використовуючи рiвняння Лiувiлля у функцiональних похiдних (2.5)
та спiввiдношення (2.8) мiж твiрними функцiоналами для маргiналь-
них функцiй розподiлу та функцiями розподiлу, отримуємо еволюцiй-
не рiвняння у функцiональних похiдних для твiрного функцiоналу для
маргiнальних функцiй розподiлу

d

dt
(F (t), u) =

∫ {
K(p1),

δ

δu(x1)
(F (t), u)

}
(u(x1) + 1)dx1 + (2.12)

1

2!

∫ ∫ {
Φ(q1 − q2),

δ2

δu(x1)δu(x2)
(F (t), u)

} 2∏
i=1

(u(xi) + 1)dx1dx2.

Отримане рiвняння будемо називати рiвнянням ББҐКI у функцiональ-
них похiдних [23, 24].

Враховуючи рiвнiсть (2.2), за допомогою еволюцiйного рiвняння
(2.12) можна встановити, що маргiнальнi функцiї розподiлу (2.11) за-
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довольняють iєрархiю рiвнянь ББҐКI:

∂

∂t
Fs(t) =

{
Hs, Fs(t)

}
+

∫ { s∑
i=1

Φ(qi − qs+1), Fs+1(t)
}
dxs+1, (2.13)

s ≥ 1,

де { . , . } – дужки Пуассона (2.6). Аналогiчно випадку рiвняння Лiу-
вiлля (2.7), твiрний функцiонал для розв’язкiв iєрархiї рiвнянь ББҐКI
(2.13) задовольняє рiвняння ББҐКI у функцiональних похiдних (2.12).

Отриманi вище результати узагальнимо на випадок систем частинок
з багаточастинковим потенцiалом взаємодiї, а саме системи багатьох
частинок з гамiльтонiаном такої структури

Hn =
n∑
i=1

K(pi) +
n∑
k=1

n∑
1=i1<...<ik

Φ(k)(qi1, . . . , qik), n ≥ 1, (2.14)

де функцiя Φ(k) – k-частинковий потенцiал взаємодiї.
Для таких систем рiвняння Лiувiлля у функцiональних похiдних має

такий вигляд

d

dt
(D(t), u) =

∫ {
K(p1),

δ

δu(x1)
(D(t), u)

}
u(x1)dx1 + (2.15)

∞∑
n=1

1

n!

∫
. . .

∫ {
Φ(n)(q1, . . . , qn),

δn

δu(x1) . . . δu(xn)
(D(t), u)

}
×

n∏
i=1

u(xi)dx1 . . . dxn.

Вiдповiднi функцiї розподiлу задовольняють послiдовнiсть рiвнянь Лi-
увiлля (2.7) з гамiльтонiаном (2.14) вiдповiдно.

Еволюцiйне рiвняння у функцiональних похiдних для твiрного фун-
кцiоналу для маргiнальних функцiй розподiлу у випадку систем з бага-
точастинковим потенцiалом взаємодiї має такий вигляд

d

dt
(F (t), u) =

∫ {
K(p1),

δ

δu(x1)
(F (t), u)

}
(u(x1) + 1)dx1 + (2.16)
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∞∑
n=1

1

n!

∫
. . .

∫ {
Φ(n)(q1, . . . , qn),

δn

δu(x1) . . . δu(xn)
(F (t), u)

}
×

n∏
i=1

(u(xi) + 1)dx1 . . . dxn.

У цьому випадку маргiнальнi функцiї розподiлу задовольняють iєрар-
хiю рiвнянь ББҐКI:

∂

∂t
Fs(t) =

{
Hs, Fs(t)

}
+ (2.17)

s∑
k=1

1

k!

s∑
i1 6=...6=ik=1

∞∑
n=1

1

n!

∫
. . .

∫ {
Φ(k+n)(qi1, . . . , qik, qs+1, . . . ,

qs+n), Fs+n(t)
}
dxs+1 . . . dxs+n, s ≥ 1.

Зауважимо, що структура еволюцiйних рiвнянь у функцiональних по-
хiдних (2.5) та (2.12), на вiдмiну вiд структури еволюцiйних рiвнянь
(2.7) та (2.13) для вiдповiдних функцiй розподiлу, є подiбною.

2.2. Непертурбативний розв’язок задачi Кошi для
iєрархiї рiвнянь ББҐКI

За допомогою розв’язку рiвняння Лiувiлля (2.7) та спiввiдношен-
ня мiж твiрними функцiоналами (2.8), побудуємо непертурбативний
розв’язок задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь ББҐКI (2.13).

Розглянемо послiдовнiсть

D̃(t) = (S(−t)D(0), I)−1 ×

(1, (S1(−t)D1(0))(x1), . . . , (Sn(−t)Dn(0))(x1, . . . , xn), . . .),

де однопараметрична сiм’я вiдображень {Sn(−t)}t∈R – група iзоме-
тричних операторiв, яка визначена на просторi iнтегрованих фун-
кцiй L1

n як група зсувiв аргументiв функцiй вздовж розв’язкiв
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{Xi(−t, x1, . . . , xn)}ni=1 рiвнянь Гамiльтона [11]

(Sn(−t)fn)(x1, . . . , xn)
.
= (2.18)

fn(X1(−t, x1, . . . , xn), . . . , Xn(−t, x1, . . . , xn)).

Зауважимо, що функцiя Sn(−t)Dn(0) є розв’язком задачi Кошi для рiв-
няння Лiувiлля (2.7) з початковими даними Dn(0) [34].

У кожному членi ряду, яким зображується функцiонал (eaS(−t)D(0), u),
розкладемо групу операторiв (2.18) у кластерний розклад за кумулян-
тами груп операторiв (2.18), а саме

Ss+n(−t, Y, X \ Y ) =
∑

P: ({Y }, X\Y )=
⋃
iXi

∏
Xi⊂P

A|Xi|(−t,Xi), (2.19)

n ≥ 0,

де використано такi позначення: Y ≡ (1, . . . , s), множина ({Y })
– множина, яка складається з одного елементу Y = (1, . . . , s);
X ≡ (1, . . . , s + n),

∑
P:({Y }, X\Y )=

⋃
iXi

– сума по всiм можливим
розбиттям P множини ({Y }, X \ Y ) на |P| непорожнiх пiдмножин
Xi ⊂ ({Y }, X \ Y ), якi не перетинаються.

Згiдно з рiвнiстю∑
P: ({Y }, X\Y )=

⋃
iXi

∏
Xi⊂P

A|Xi|(−t,Xi) =

∑
Z⊂X\Y

A1+|Z|(−t, {Y }, Z)
∑

P:X\Y \Z=
⋃
iXi

∏
Xi⊂P

A|Xi|(−t,Xi),

та внаслiдок симетричностi пiдiнтегральних функцiй кожного члену ря-
ду, яким зображується функцiонал (eaS(−t)D(0), u), справедлива така
операторна рiвнiсть∑

Z⊂X\Y

A1+|Z|(−t, {Y }, Z)
∑

P:X\Y \Z=
⋃
iXi

∏
Xi⊂P

A|Xi|(−t,Xi) =

n∑
k=0

n∑
i1<...<ik=1

A1+k(−t, {Y }, s+ 1, . . . , s+ k)×
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P: (s+k+1,...,s+n)=

⋃
iXi

∏
Xi⊂P

A|Xi|(−t,Xi).

В результатi маємо

(eaS(−t)D(0), u) =
∞∑
s=0

1

s!

∞∑
n=0

1

n!

∫
. . .

∫
A1+|X\Y |(−t, {Y }, X \ Y )×

∞∑
k=0

1

k!

∑
P: (s+n+1,...,s+n+k)=

⋃
iXi

∏
Xi⊂P

A|Xi|(−t,Xi)Ds+n+k(0)×

s∏
i=1

u(xi)dx1 . . . dxs+n+k.

Зауважимо, що розв’язком кластерного розкладу (2.19) є кумулянт
(1 + n)-го порядку груп операторiв (2.18)

A1+n(−t, {Y }, X \ Y ) = (2.20)∑
P: ({Y }, X\Y )=

⋃
iXi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏
Xi⊂P

S|θ(Xi)|(−t, θ(Xi)),

де θ({Y }, X \ Y ) = X – вiдображення декластеризацiї [65].
Остаточно, враховуючи рiвнiсть∫

. . .

∫ ∑
P: (s+n+1,...,s+n+k)=

⋃
iXi

∏
Xi⊂P

A|Xi|(−t,Xi)Ds+n+k(0,

x1, . . . , xs+n+k)dxs+n+1 . . . dxs+n+k =∫
. . .

∫
Ds+n+k(0, x1, . . . , xs+n+k)dxs+n+1 . . . dxs+n+k,

та аналогiчну рiвнiсть для нормуючого множника [34]

(S(−t)D(0), I) = (D(0), I),

згiдно з означенням маргiнальних функцiй розподiлу в початковий мо-
мент часу, iз спiввiдношення (2.8) для маргiнальних функцiй розподiлу
отримуємо такий розклад у ряд

Fs(t, x1, . . . , xs) =
∞∑
n=0

1

n!

∫
. . .

∫
A1+n(−t, {Y }, X \ Y )Fs+n(0, (2.21)
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x1, . . . , xs+n)dxs+1 . . . dxs+n,

де твiрний оператор A1+n(−t, {Y }, X\Y ) цього ряду – кумулянт (1+n)-
го порядку (2.20) груп операторiв (2.18).

Таким чином, справедливе таке твердження.

Теорема 2.1. Розклад у ряд (2.21) є розв’язком задачi Кошi для iєрар-
хiї рiвнянь ББҐКI (2.17) тодi i тiльки тодi, якщо твiрнi оператори
A1+n(−t), n ≥ 0, задовольняють рекурентнi спiввiдношення (2.19).

Зауважимо, за певних умов на потенцiал взаємодiї та початковi данi
непертурбативний розв’язок (2.21) для iєрархiї рiвнянь ББҐКI спiвпа-
дає з розв’язком побудованим за теорiєю збурень [34]. Цей факт є наслiд-
ком справедливостi аналогiв рiвнянь Дюамель для кумулянтiв (2.20)
груп операторiв (2.18) [67, 73].

Зазначимо, що вперше непертурбативний розв’язок задачi Кошi для
iєрархiї рiвнянь ББҐКI було побудовано в роботi [92] (див. також [34])
в формi розкладу, твiрнi оператори якого визначались редукованими
кумулянтами вiдповiдного порядку груп операторiв (2.18), а саме:

U1+n(−t, {Y }, X \ Y ) = (2.22)
n∑
k=0

(−1)k
n!

k!(n− k)!
Ss+n−k(−t, Y, s+ 1, . . . , s+ n− k).

Дiйсно, використовуючи редукованi кластернi розклади для груп опе-
раторiв (2.18) за новими еволюцiйним операторам (редукованим куму-
лянтом)

Ss+n(−t, Y,X \ Y ) =
n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
U1+k(−t, {Y }, s+ 1, . . . , s+ k),

для твiрного функцiоналу (D̃(t), u+ 1) справедлива така рiвнiсть

(D̃(t), u+ 1) = (D(0), I)−1(S(−t)D(0), u+ 1) =
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(D(0), I)−1
∞∑
s=0

1

s!

∞∑
n=0

1

n!

∫
. . .

∫
U1+n(−t)

∞∑
k=0

1

k!
Ds+n+k(0)×

s∏
i=1

u(xi)dx1 . . . dxs+n+k.

В результатi маємо

Fs(t, x1, . . . , xs) =
∞∑
n=0

1

n!

∫
. . .

∫
U1+n(−t, {Y }, X \ Y )Fs+n(0,

x1, . . . , xs+n)dxs+1 . . . dxs+n,

де твiрний оператор U1+n(−t) – редукований кумулянт груп операторiв
(1 + n)-го порядку (2.22).

2.3. Еволюцiйне рiвняння у функцiональних похi-
дних для твiрного функцiоналу для маргiналь-
них спостережуваних

Cистеми багатьох частинок описуються у термiнах спостережуваних
величин i станiв. Функцiонал середнiх значень спостережуваних визна-
чає дуальнiсть мiж спостережуваними i станами, i внаслiдок цього iснує
два еквiвалентнi способи опису еволюцiї систем частинок.

Для систем нефiксованої кiлькостi частинок спостережуванi опису-
ються нескiнченною послiдовнiстю, яка є розв’язком послiдовностi рiв-
нянь Лiувiлля для спостережуваних, дуальними рiвняннями до яких є
рiвняння Лiувiлля для функцiй розподiлу. Еквiвалентний спосiб опису
еволюцiї спостережуваних системи багатьох частинок полягає в її описi
за допомогою нескiнченної послiдовностi маргiнальних (s-частинкових)
спостережуваних, яка є розв’язком дуальної iєрархiї рiвнянь ББҐКI.

У цьому роздiлi розвинуто пiдхiд до опису еволюцiї спостережуваних
систем багатьох частинок у термiнах твiрного функцiоналу для маргi-
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нальних спостережуваних, який є розв’язком вiдповiдного еволюцiйного
рiвняння у функцiональних похiдних.

Еволюцiя спостережуваних системи нефiксованого кiлькостi части-
нок описується за допомогою послiдовностi A(t) = (A0, A1(t, x1), . . . ,

An(t, x1, . . . , xn), . . .) функцiй An(t, x1, . . . , xn), визначених на n-час-
тинковому фазовому просторi, якi є симетричними вiдносно переста-
новки аргументiв x1, . . . , xs обмеженими функцiями, A0 – дiйсне число.

Вiдповiдно до означення (2.1) визначимо твiрний функцiонал для спо-
стережуваних (A(t), u) таким чином

(A(t), u)
.
=

∞∑
n=0

1

n!

∫
. . .

∫
An(t, x1, . . . , xn)

n∏
i=1

u(xi)dx1 . . . dxn. (2.23)

Функцiонал (2.23) iснує для iнтегрованих функцiй u(xi), i ≥ 1.
У термiнах твiрного функцiоналу (2.23) еволюцiя спостережуваних

систем багатьох частинок з гамiльтонiаном (2.3) визначається таким
еволюцiйним рiвнянням

d

dt
(A(t), u) =

∫ { δ

δu(x1)
(A(t), u), K(p1)

}
u(x1)dx1 + (2.24)

1

2!

∫ ∫ { δ2

δu(x1)δu(x2)
(A(t), u),Φ(q1 − q2)

}
u(x1)u(x2)dx1dx2,

де { . , . } – дужки Пуассона (2.6).
Враховуючи рiвнiсть (2.2), встановлюємо, що послiдовнiсть функцiй

An(t), n ≥ 1, задовольняє послiдовнiсть рiвнянь Лiувiлля для спостере-
жуваних:

∂

∂t
An(t) =

{
An(t), Hn

}
, n ≥ 1. (2.25)

Справедливим є також i обернене твердження, тобто твiрний функцiо-
нал для розв’язкiв послiдовностi рiвнянь Лiувiлля (2.25) задовольняє
рiвняння у функцiональних похiдних (2.24).

Визначимо твiрний функцiонал для маргiнальних спостережуваних
B(t) = (B0, B1(t, x1), . . . , Bs(t, x1, . . . , xs), . . .) через твiрний функцiонал



33

спостережуваних (2.23) таким чином

(B(t), u) = (A(t), u(u, I)−1), (2.26)

де використано позначення

u(u, I)−1 =

(1, u(x1), . . . ,
n∏
i=1

u(xi), . . .)
∞∑
k=0

(−1)k

k!

∫
. . .

∫ k∏
j=1

u(xj)dx1 . . . dxk.

Зауважимо, за допомогою твiрного функцiоналу для маргiнальних спо-
стережуваних (B(t), u) визначається еквiвалентний пiдхiд до опису ево-
люцiї спостережуваних систем скiнченної кiлькостi частинок, який та-
кож дозволяє описати еволюцiю спостережуваних величин у випадку
систем нескiнченної кiлькостi частинок.

Використовуючи спiввiдношення (2.26), встановимо спiввiдношення
мiж маргiнальними спостережуваними та спостережуваними. Перетво-
римо твiрний функцiонал (A(t), u(u, I)−1) до вигляду (2.1) та визначимо
функцiї, для яких цей функцiонал є твiрним функцiналом. Справедлива
така рiвнiсть (дуальний аналог рiвностi (2.9))

(A(t), u(u, I)−1) = (e−a
+

A(t), u), (2.27)

де оператор a+ визначено на послiдовностях обмежених функцiй b ∈
L∞ (аналог оператора народження квантової теорiї поля [34], який є
спряженим оператором до оператора (2.10) у сенсi функцiоналу середнiх
значень спостережуваних [34]) за допомогою формули

(a+b)s(x1, . . . , xs)
.
=

s∑
j=1

bs−1((x1, . . . , xs) \ (xj)).

В результатi маємо

(A(t), u(u, I)−1) =
∞∑
n=0

1

n!

∞∑
k=0

(−1)k

k!

∫
. . .

∫
An(t, x1, . . . , xn)×



34

k+n∏
i=1

u(xi)dx1 . . . dxk+n =
∞∑
n=0

1

n!

∫
. . .

∫ n∑
k=0

(−1)k ×

n!

k!(n− k)!
An−k(t, x1, . . . , xn−k)

n∏
i=1

u(xi)dx1 . . . dxn.

Внаслiдок симетричностi функцiй для спостережуваних згiдно з озна-
ченням (2.2), iз спiввiдношення (2.26) отримуємо вираз для розкладу
маргiнальних (s-частинкових) спостережуваних у випадку нерiвнова-
жного великого канонiчного ансамблю [28],[29]

Bs(t, x1, . . . , xs) = (2.28)
s∑

n=0

(−1)n

n!

s∑
j1 6=...6=jn=1

As−n
(
t, (x1, . . . , xs) \ (xj1, . . . , xjn)).

Використовуючи рiвнiсть (2.26), з рiвняння Лiувiлля у функцiональ-
них похiдних для спостережуваних (2.24) отримуємо еволюцiйне рiвня-
ння у функцiональних похiдних для твiрного функцiоналу для маргi-
нальних спостежуваних

d

dt
(B(t), u) =

∫ { δ

δu(x1)
(B(t), u), K(p1)

}
u(x1)dx1 + (2.29)

1

2!

∫ ∫ {( δ2

δu(x1)δu(x2)
(B(t), u) +

2∑
j=1

δ

δu(xj)
(B(t), u)

)
,

Φ(q1 − q2)
} 2∏
i=1

u(xi)dx1dx2.

Еволюцiйне рiвняння (2.29) будемо називати дуальним рiвнянням
ББҐКI у функцiональних похiдних.

Враховуючи рiвнiсть (2.2), з еволюцiйного рiвняння (2.29) отримуємо,
що маргiнальнi спостережуванi (2.28) задовольняють дуальну iєрархiю
рiвнянь ББҐКI [29]:

∂

∂t
Bs(t, x1, . . . , xs) =

{
Bs(t, x1, . . . , xs), Hs

}
+ (2.30)
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s∑
i6=j=1

{
Bs−1(t, (x1, . . . , xs) \ (xi)),Φ(qi − qj)

}
, s ≥ 1.

Як i у випадку рiвнянь Лiувiлля (2.25), твiрний функцiонал для розв’яз-
ку дуальної iєрархiї рiвнянь ББҐКI (2.30) задовольняє дуальне рiвняння
ББҐКI у функцiональних похiдних (2.29).

Узагальнимо побудоване еволюцiйне рiвняння (2.29) для систем вза-
ємодiючих частинок для випадку багаточастинкового потенцiалу. Тодi
рiвняння Лiувiлля у функцiональних похiдних має такий вигляд

d

dt
(A(t), u) =

∫ { δ

δu(x1)
(A(t), u), K(p1)

}
u(x1)dx1 + (2.31)

∞∑
n=1

1

n!

∫
. . .

∫ { δn

δu(x1) . . . δu(xn)
(A(t), u),Φ(n)(q1, . . . , qn)

}
×

n∏
i=1

u(xi)dx1 . . . dxn,

а спостережуванi задовольняють послiдовнiсть рiвнянь Лiувiлля (2.25)
з гамiльтонiаном (2.14), вiдповiдно.

Для систем багатьох частинок з гамiльтонiаном (2.14) еволюцiйне рiв-
няння в функцiальних похiдних для твiрного функцiоналу для маргi-
нальних спостережуваних має вигляд

d

dt
(B(t), u) =

∫
{ δ

δu(x1)
(B(t), u), K(p1)}u(x1)dx1 + (2.32)

∞∑
n=1

1

n!

∫
. . .

∫
{

n∑
k=1

n∑
i1<...<ik=1

δk

δu(xi1) . . . δu(xik)
(B(t), u),

Φ(n)(q1, . . . , qn)}
n∏
i=1

u(xi)dx1 . . . dxn,

а послiдовнiсть маргiнальних спостережуваних задовольняє вiдповiдну
дуальну iєрархiю рiвнянь ББҐКI

∂

∂t
Bs(t, x1, . . . , xs) =

{
Bs(t, x1, . . . , xs), Hs

}
+ (2.33)
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s∑
n=1

1

n!

s∑
k=n+1

1

(k − n)!

s∑
j1 6=...6=jk=1

{
Bs−n(t, (x1, . . . ,

xs) \ (xj1, . . . , xjn)),Φ
(k)(xj1, . . . , xjk)

}
.

Таким чином, еволюцiйнi рiвняння у функцiональних похiдних для
твiрних функцiоналiв (2.4) та (2.23) вiдповiдно є (2.15) та (2.31), а для
твiрних функцiоналiв (2.8) та (2.26) є рiвняннями у функцiональних
похiдних (2.16) та (2.32) вiдповiдно.

За допомогою розв’язку рiвняння Лiувiлля (2.25) та спiввiдношен-
ня мiж твiрними функцiоналами (2.26) побудуємо непертурбативний
розв’язок задачi Кошi для дуальної iєрархiї рiвнянь ББҐКI (2.33).

Розглянемо послiдовнiсть

A(t) = (A0, S1(t)A1(0, x1), . . . , Sn(t)An(0, x1, . . . , xn), . . .),

де група операторiв Sn(t), яка визначена в просторi обмежених фун-
кцiй L∞n за допомогою формули (2.18), задає розв’язок задачi Кошi для
рiвняння Лiувiлля для спостережуваних системи n частинок з початко-
вими даними An(0). Використовуючи рiвнiсть (2.27), в кожному членi
ряду функцiоналу (e−a

+

S(t)A(0), u) розкладемо оператори Sn(t), n ≥ 1

в такий кластерний розклад

(−1)nSs−n(t, Y \X) = (2.34)
n∑
k=0

(−1)n−k
∑

i1<...<ik∈(j1,...,jn)

A1+k(t, {Y \ (i1, . . . , ik)}, i1, . . . , ik),

де використано такi позначення: X ≡ (j1, . . . , jn) ⊂ Y , (i1, . . . , ik) ⊂ X.
В результатi справедливими є такi рiвностi

(e−a
+

S(t)A(0), u) =
∞∑
s=0

1

s!

∫
. . .

∫ s∑
n=0

(−1)n

n!

s∑
j1 6=... 6=jn=1

Ss−n(t)As−n(0)((x1, . . . ,
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xs) \ (xj1, . . . , xjn))
s∏
i=1

u(xi)dx1 . . . dxs =

∞∑
s=0

1

s!

∫
. . .

∫ s∑
n=0

1

n!

s∑
j1 6=...6=jn=1

A1+n(t, {Y \X}, X)
s−n∑
k=0

(−1)k

k!
×

s∑
i1 6= . . . 6= ik = 1,

i1, . . . , ik 6= j1, . . . , jn

As−n−k(0, (x1, . . . , xs) \ (xj1, . . . ,

xjn) \ (xi1, . . . , xik))
s∏
i=1

u(xi)dx1 . . . dxs.

Вiдповiдно до означення маргiнальних спостережуваних (2.28) у поча-
тковий момент часу, iз спiввiдношення (2.26) та рiвностi (2.27) остаточно
отримуємо розклад для маргiнальних спостережуваних

Bs(t, x1, . . . , xs) =
s∑

n=0

1

n!

s∑
j1 6=...6=jn=1

A1+n(t, {Y \X}, X)Bs−n(0, (2.35)

(x1, . . . , xs) \ (xj1, . . . , xjn)),

де використано позначення X ≡ (j1, . . . , jn) ⊂ Y ≡ (1, . . . , s) та твiрний
оператор A1+n(t) – кумулянт (1 + n)-го порядку груп операторiв (2.18),
який визначено таким розкладом [29],[67]

A1+n(t, {Y \X}, X)
.
= (2.36)∑

P: ({Y \X}, X)=
⋃
iXi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏
Xi⊂P

S|θ(Xi)|(t, θ(Xi)),

де
∑

P: ({Y \X}, X)=
⋃
iXi

– сума по всiм можливим розбиттям множини
({Y \ X}, X) на |P| непорожнiх пiдмножин, якi не перетинаються, та
використано позначення з формули (2.35).

Наведемо найпростiшi приклади кумулянтiв (2.36) груп операторiв
(2.18):

A1(t, {Y }) = Ss(t, Y ),
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A2(t, {Y \ (j)}, j) = Ss(t, Y )− Ss−1(t, Y \ (j))S1(t, j).

Доведемо, що кумулянти (2.36) груп операторiв (2.18) є розв’язка-
ми рекурентних спiввiдношень (2.34). Для цього розглянемо рекурентнi
спiввiдношення (2.34) для функцiй bs−n((x1, . . . , xs)\(xj1, . . . , xjn)). Тодi
справедливими є такi рiвностi:

(−1)nSs−n(t, Y \X)
∑

P:X=
⋃
iXi

(−1)|P||P|!
∏
Xi⊂P

S|Xi|(t,Xi)bs−n((x1, . . . ,

xs) \ (xj1, . . . , xjn)) =
n∑
k=0

(−1)n−k
∑

i1<...<ik∈(j1,...,jn)

A1+k(t,

{(1, . . . , s) \ (i1, . . . , ik)}, i1, . . . , ik)bs−n((x1, . . . , xs) \ (xj1, . . . , xjn)),

0 ≤ n < s,

де використано позначення з формули (2.36). З цих рекурентних спiввiд-
ношень отримуємо такi кластернi розклади для груп операторiв (2.18):

Ss(t, Y \X, X) =
∑

P: ({Y \X}, X)=
⋃
iXi

∏
Xi⊂P

A|Xi|(t,Xi), |X| ≥ 0, (2.37)

i вiдповiдно, розкладами (2.36) визначається розв’язок рекурентних
спiввiдношень (2.37).

Таким чином, справедливим є таке твердження.

Теорема 2.2. Розклад (2.35) є розв’язком задачi Кошi для дуальної
iєрархiї рiвнянь ББҐКI (2.33) тодi i тiльки тодi, якщо його твiрнi
оператори A1+n(t), n ≥ 0, задовольняють рекурентнi спiввiдношення
(2.37).

Зазначимо, що аналогами розкладiв (2.21),(2.22) у випадку розв’яз-
ку дуальної iєрархiї рiвнянь ББҐКI (2.30) є розклад (2.35), твiрними
операторами якого є такi редукованi кумулянти груп операторiв (2.18):

U1+n(t, {1, . . . , s− n}, s− n+ 1, . . . , s) = (2.38)
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n∑
k=0

(−1)k
n!

k!(n− k)!
Ss−k(t), n ≥ 0.

Зауважимо, що для деяких класiв спостережуваних розклад (2.35)
має бiльш просту структуру. Розглянемо однокомпонентну послi-
довнiсть маргiнальних спостережуваних B(1) = (0, a1(x1), 0, . . .).
Вiдповiдно до спiввiдношення (2.28) така послiдовнiсть маргiналь-
них спостережуваних вiдповiдає спостережуванiй адитивного типу
A(1) = (0, a1(x1), . . . ,

∑n
i=1a1(xi), . . .), (в загальному випадку послiдов-

ностi B(k) = (0, . . . , 0, ak(x1, . . . , xk), 0, . . .) вiдповiдає спостережувана
k-арного типу A(k) = (0, . . . , 0, ak(x1, . . . , xk), . . . ,

∑n
i1<...<ik=1 ak(xi1, . . . ,

xik), . . .)). Тодi для спостережуваних адитивного типу розв’язок (2.35)
зображується таким розкладом

B(1)
s (t, x1, . . . , xs) = As(t, 1, . . . , s)

s∑
i=1

a1(xi),

де твiрний оператор As(t) – кумулянт s-го порядку (2.36) груп операто-
рiв (2.18).

2.4. Еволюцiйнi рiвняння у функцiональних похi-
дних для твiрних функцiоналiв для кореляцiй-
них функцiй

Еволюцiю станiв систем багатьох частинок можна описати не лише у
термiнах нескiнченної послiдовностi функцiй розподiлу або маргiналь-
них функцiй розподiлу, але й в еквiвалентний спосiб за допомогою по-
слiдовностi кореляцiйних функцiй або маргiнальних кореляцiйних фун-
кцiй.

У цьому роздiлi розвинуто пiдхiд до опису еволюцiї станiв систем
багатьох частинок у термiнах твiрних функцiоналiв для кореляцiйних
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функцiй та твiрних функцiоналiв для маргiнальних кореляцiйних фун-
кцiй, якi є розв’язками вiдповiдних еволюцiйних рiвнянь у функцiональ-
них похiдних.

Визначимо твiрний функцiонал (g(t), u) для кореляцiйних функцiй
gs(t, x1, . . . , xs), s ≥ 1, через твiрний функцiонал (2.4) послiдовностi
функцiй розподiлу таким спiввiдношенням

(D(t), u) = e(g(t),u), (2.39)

де використано позначення з формули (2.4).
Враховуючи рiвнiсть

δk

δu(x1) . . . δu(xk)
(D(t), u) =

e(g,u)
∑

P : (x1, . . . , xk) =
⋃

jXj ,

Xj ≡ (xi1 , . . . , xi|Xj |
)

∏
Xj⊂P

δ|Xj |

δu(xi1) . . . δu(xi|Xj |)
(g(t), u), k ≥ 1,

де
∑

P:(x1,...,xn)=
⋃
jXj

– сума по всiм можливим розбиттям P мно-
жини аргументiв (x1, . . . , xn) на |P| непорожнiх пiдмножин Xj ≡
(xi1, . . . , xi|Xj |) ⊂ (x1, . . . , xn), якi не перетинаються, згiдно з рiвнян-
ням Лiувiлля у функцiональних похiдних (2.5), еволюцiйне рiвняння у
функцiональних похiдних для твiрного функцiоналу для кореляцiйних
функцiй (2.39) має вигляд

d

dt
(g(t), u) =

∫ {
K(p1),

δ

δu(x1)
(g(t), u)

}
u(x1)dx1 + (2.40)

1

2!

∫ ∫ {
Φ(q1 − q2),

( δ2

δu(x1)δu(x2)
(g(t), u) +

2∏
j=1

δ

δu(xj)
(g(t), u)

)}
u(x1)u(x2)dx1dx2.

У випадку систем частинок з гамiльтонiаном (2.14) еволюцiйне рiвняння
у функцiональних похiдних для твiрного функцiоналу для кореляцiйних
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функцiй (2.40) має таку структуру

d

dt
(g(t), u) =

∫ {
K(p1),

δ

δu(x1)
(g(t), u)

}
u(x1)dx1 + (2.41)

∞∑
n=1

1

n!

∫
. . .

∫ {
Φ(n)(q1, . . . , qn),

∑
P : (x1, . . . , xn) =

⋃
jXj ,

Xj ≡ (xi1 , . . . , xi|Xj |
)

∏
Xj⊂P

δ|Xj |(g(t), u)

δu(xi1) . . . δu(xi|Xj |)

} n∏
i=1

u(xi)dx1 . . . dxn,

де
∑

P:(x1,...,xn)=
⋃
jXj

– сума по всiм можливим розбиттям P мно-
жини аргументiв (x1, . . . , xn) на |P| непорожнiх пiдмножин Xj ≡
(xi1, . . . , xi|Xj |) ⊂ (x1, . . . , xn), якi не перетинаються.

Враховуючи рiвнiсть (2.2), отримуємо, що кореляцiйнi функцiї
gs(t), s ≥ 1, задовольняють iєрархiю рiвнянь Лiувiлля для кореляцiй-
них функцiй [68, 103]

∂

∂t
gs(t, x1, . . . , xs) =

{
Hs, gs(t)

}
+

∑
P : (x1, . . . , xs) =

⋃
i Xi,

|P| > 1

∑
Z1 ⊂ X1,

Z1 6= ∅

. . . (2.42)

∑
Z|P| ⊂ X|P|,

Z|P| 6= ∅

{
Φ

(
|P|∑
r=1
|Zr|)

(Z1, . . . , Z|P|),
∏
Xi⊂P

g|Xi|(t,Xi)
}
,

де використано позначення з формули (2.41).
Зауважимо, що кореляцiйнi функцiї gn(t), n ≥ 1, iнтерпретуються як

функцiї, якi описують кореляцiю станiв, описаних у термiнах функцiй
розподiлу Dn(t), n ≥ 1, якi є розв’язками рiвнянь Лiувiлля (2.7). Дiй-
сно, згiдно з означенням (2.2), iз спiввiдношення (2.39) мiж твiрними
функцiоналами отримуємо кластерний розклад для функцiй розподiлу
через кореляцiйнi функцiї:

Ds(t, x1, . . . , xs) =
∑

P : (x1, . . . , xs) =
⋃

i Xi

∏
Xi⊂P

g|Xi|(t,Xi), s ≥ 1, (2.43)



42

тобто кореляцiйнi функцiї є кумулянтами (семiiнварiантами) функцiй
розподiлу:

gs(t, x1, . . . , xs) =∑
P : (x1, . . . , xs) =

⋃
i Xi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏
Xi⊂P

D|Xi|(t,Xi), s ≥ 1,

де використано позначення з формули (2.41).
Кластерний розклад (2.43) є наслiдком такої рiвностi для твiрних

функцiоналiв

e(g(t),u) = (Exp∗g(t), u), (2.44)

де функцiонал (Exp∗g(t), u) – твiрний функцiонал такої послiдовностi
функцiй:

(Exp∗g(t))s(x1, . . . , xs) =
∑

P : (x1, . . . , xs) =
⋃

i Xi

∏
Xi⊂P

g|Xi|(t,Xi), s ≥ 1.

Дiйсно, для послiдовностей функцiй f, f̃ ∈ L1 визначимо ∗-добуток

(f ∗ f̃)|Y |(Y ) =
∑
Z⊂Y

f|Z|(Z) f̃|Y \Z|(Y \ Z), (2.45)

де
∑

Z⊂Y – сума по всiм пiдмножинам Z множини Y ≡ (x1, . . . , xs).
Враховуючи означення (2.45) ∗-добутку для послiдовностi f = (0,

f1(x1), . . . , fn(x1, . . . , xn), . . .), введемо вiдображення Exp∗

(Exp∗ f)|Y |(Y ) =
(
I +

∞∑
n=1

1

n!
f ∗n
)
|Y |(Y ) = (2.46)

1δ|Y |,0 +
∑

P:Y=
⋃
iXi

∏
Xi⊂P

f|Xi|(Xi),

де використовуються позначення, якi введено в формулах (2.45) та
(2.41), δ|Y |,0 – сивмол Кронекера та I ≡ (1, 0, . . . , 0, . . .).

Справедлива така рiвнiсть

(f ∗ f̃ , u) = (f, u)(f̃ , u). (2.47)
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Тодi згiдно з означенням (2.46), отримуємо рiвнiсть (2.44).
Розв’язок задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь Лiувiлля (2.42) з початко-

вими даними g(0) визначається таким однопараметричним нелiнiйним
вiдображенням [68],[101] (див. також [74])

gs(t, x1, . . . , xs) = S(t, 1, . . . , s|g(0)) ≡ (2.48)∑
P: (x1,...,xs)=

⋃
iXi

A|P|(−t, {X1}, . . . , {X|P|})
∏
Xi⊂P

g|Xi|(0, Xi),

де твiрний оператор A|P|(−t) – кумулянт |P|-го порядку груп операторiв
(2.18), який визначений таким розкладом

A|P|(−t, {X1}, . . . , {X|P|})
.
= (2.49)∑

P′ : ({X1},...,{X|P|})=
⋃
k Zk

(−1)|P
′ |−1(|P′| − 1)!

∏
Zk⊂P′

S|θ(Zk)|(−t, θ(Zk)),

де символ
∑

P′ : ({X1},...,{X|P|})=
⋃
k Zk

– сума по всiм можливим розбиттям P
′

множини ({X1}, . . . , {X|P|}) на |P′| непорожнiх, неперетинних пiдмно-
жин Zk ⊂ ({X1}, . . . , {X|P|}).

Дiйсно, враховуючи формулу (2.18), для розв’язкiв послiдовностi рiв-
нянь Лiувiлля та кластерний розклад функцiй розподiлу по кореляцiй-
ним функцiям у початковий момент часу

D(0) = Exp∗g(0),

з рiвностi (2.44) отримуємо

(g(t), u) =
(
Ln∗(I + S(−t)Exp∗g(0)), u

)
, (2.50)

де вiдображення Ln∗ є оберненим до вiдображення (2.46) i визначається
згiдно з такою формулою

(Ln∗ (I + f))|Y |(Y ) =
( ∞∑
n=1

(−1)n−1

n
f ∗n
)
|Y |(Y ) =∑

P:Y=
⋃
iXi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏
Xi⊂P

f|Xi|(Xi).
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Прирiвнюючи функцiональнi похiднi однакових порядкiв твiрних фун-
кцiоналiв з рiвностi (2.51), отримуємо розклад (2.48) для розв’язку за-
дачi Кошi для iєрархiї рiвнянь Лiувiлля (2.42).

Визначимо твiрний функцiонал для маргiнальних функцiй розподiлу
(F (t), u) та твiрний функцiонал для маргiнальних кореляцiйних фун-
кцiй (G(t), u) у термiнах твiрного функцiоналу для кореляцiйних фун-
кцiй (g(t), u) та встановимо спiввiдношення мiж вказаними твiрними
функцiоналами.

Вiдповiдно до спiввiдношень (2.8) та (2.39), твiрний функцiонал для
маргiнальних функцiй розподiлу можна визначити через твiрний фун-
кцiонал для кореляцiйних функцiй в такий спосiб

(F (t), u) = e(g(t),u+1)−(g(t),I). (2.51)

Використовуючи спiввiдношення (2.51), отримаємо еволюцiйне рiвня-
ння у функцiональних похiдних для твiрного функцiоналу для мар-
гiнальних функцiй розподiлу за допомогою еволюцiйного рiвняння у
функцiональних похiдних для твiрного функцiоналу для кореляцiйних
функцiй (2.40).

Згiдно з рiвнiстю (2.51) та означення (2.2) отримуємо розклад у ряд
для маргiнальних функцiй розподiлу у термiнах кореляцiйних функцiй:

Fs(t, x1, . . . , xs) = (2.52)
∞∑
n=0

1

n!

∫
. . .

∫
g1+n(t, {Y }, xs+1, . . . , xs+n)dxs+1 . . . dxs+n, s ≥ 1,

де через {Y } позначено множину аргументiв, що мiстить один
елемент Y ≡ (x1, . . . , xs), та послiдовнiсть кореляцiйних функцiй
g1+n(t, {Y }, xs+1, . . . , xs+n), n ≥ 0, є розв’язком вiдповiдної задачi Ко-
шi для iєрархiї рiвнянь Лiувiлля (2.42) [65].

Доведемо справедливiсть спiввiдношення (2.52). З цiєю метою пере-
творимо твiрний функцiонал у правiй частинi рiвностi (2.51) до канонi-
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чного вигляду, використовуючи рiвностi (2.44) та (2.9)

e(g(t),u+1)−(g(t),I) = (Exp∗g(t), I)−1(Exp∗g(t), u+ 1) =

(Exp∗g(t), I)−1(eaExp∗g(t), u).

Функцiонал (Exp∗g(t), I)−1(eaExp∗g(t), u) є твiрним функцiоналом для
послiдовностi функцiй

(Exp∗g(t), I)−1eaExp∗g(t).

Запишемо останнiй вираз покомпонентно. Для цього на множинi вимiр-
них функцiй визначимо такi вiдображення:

(dY f)n
.
= f|Y |+n(Y, xs+1, . . . , xs+n),

(d{Y }f)n
.
= f1+n({Y }, xs+1, . . . , xs+n), n ≥ 0.

У термiнах цих вiдображень маємо

(Exp∗g(t), I)−1(eaExp∗g(t))s(Y ) = (Exp∗g(t), I)−1(dYExp∗g(t), I).

Оскiльки справедливi такi рiвностi [65]:

dYExp∗g(t) = d{Y }Exp∗g(t),

d{Y }Exp∗g(t) = Exp∗g(t) ∗ d{Y }g(t),

тодi, враховуючи рiвнiсть (2.47), остаточно встановлюємо спiввiдноше-
ння (2.52)

(Exp∗g(t), I)−1(dYExp∗g(t), I) = (d{Y }g(t), I).

За допомогою розв’язку (2.48) задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь Лi-
увiлля (2.40) для кореляцiйних функцiй та спiввiдношення (2.51) мiж
твiрними функцiоналами, також можна встановити розклад у ряд (2.21)
для розв’язку задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь ББҐКI (2.13) для мар-
гiнальних функцiй розподiлу.
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Аналогiчно спiввiдношенню (2.8) визначимо твiрний функцiонал для
маргiнальних кореляцiйних функцiй через твiрний функцiонал для ко-
реляцiйних функцiй

(G(t), u) = (g(t), u+ 1)− (g(t), I). (2.53)

Вiдповiдно до означення (2.2), покомпонентно рiвнiсть (2.53) має ви-
гляд:

Gs(t, x1, . . . , xs) = (2.54)
∞∑
n=0

1

n!

∫
. . .

∫
gs+n(t, x1, . . . , xs+n)dxs+1 . . . dxs+n, s ≥ 1,

де послiдовнiсть кореляцiйних функцiй gs+n(t), s ≥ 1, n ≥ 0, є розв’яз-
ком iєрархiї рiвнянь Лiувiлля (2.42). Пiдкреслимо, що на вiдмiну вiд
розкладу для маргiнальної функцiї розподiлу (2.52), де кожен член ви-
значається за допомогою (1 + n)-частинкової кореляцiйної функцiї, ко-
жен член розкладу (2.54) для маргiнальних кореляцiйних функцiй ви-
значається (s+ n)-частинковою кореляцiйною функцiєю.

Використовуючи спiввiдношення (2.53) та (2.51), отримуємо таке спiв-
вiдношення мiж твiрними функцiоналами для маргiнальних функцiй
розподiлу та маргiнальних кореляцiйних функцiй

(F (t), u) = e(G(t),u). (2.55)

Згiдно з означенням (2.2), iз спiввiдношення (2.55) отримуємо кла-
стерний розклад маргiнальних функцiй розподiлу через маргiнальнi ко-
реляцiйнi функцiї (аналог кластерного розкладу (2.43) або (2.39))

Fs(t, x1, . . . , xs) =
∑

P : (x1, . . . , xs) =
⋃

i Xi

∏
Xi⊂P

G|Xi|(t,Xi), s ≥ 1, (2.56)

де символ
∑

P – сума по всiм можливим розбиттям P множини
(x1, . . . , xs) на |P| непорожнiх пiдмножин Xi, якi попарно не перети-
наються.
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Використовуючи спiввiдношення (2.53) та еволюцiйне рiвняння у
функцiональних похiдних для твiрного функцiоналу для кореляцiйних
фукнцiй (2.40), побудуємо еволюцiйне рiвняння у функцiональних по-
хiдних для твiрного функцiоналу для маргiнальних кореляцiйних фун-
кцiй, в результатi маємо

d

dt
(G(t), u) =

∫ {
K(p1),

δ

δu(x1)

}
(G(t), u)(u(x1) + 1)dx1 + (2.57)

1

2!

∫ ∫ {
Φ(q1 − q2),

( δ2

δu(x1)δu(x2)
(G(t), u) +

2∏
j=1

δ

δu(xj)
(G(t), u)

)} 2∏
i=1

(u(xi) + 1)dx1dx2,

У випадку систем частинок з гамiльтонiаном (2.14) еволюцiйне рiвняння
у функцiональних похiдних для твiрного функцiоналу для маргiналь-
них кореляцiйних функцiй має такий вигляд

d

dt
(G(t), u) =

∫ {
K(p1),

δ

δu(x1)
(G(t), u)

}
(u(x1) + 1)dx1 + (2.58)

∞∑
n=1

1

n!

∫
. . .

∫ {
Φ(n)(q1, . . . , qn),

∑
P : (x1, . . . , xn) =

⋃
jXj ,

Xj ≡ (xi1 , . . . , xi|Xj |
)

∏
Xj⊂P

δ|Xj |(G(t), u)

δu(xi1) . . . δu(xi|Xj |)

} n∏
i=1

(u(xi) + 1)dx1 . . . dxn,

де використовуються позначення, якi введенi в формулi (2.41).
Беручи до уваги означення (2.2), згiдно з рiвнянням (2.58) встановлю-

ємо iєрархiю нелiнiйних рiвнянь ББҐКI для маргiнальних кореляцiйних
функцiй

∂

∂t
Gs(t) =

{
Hs, Gs(t)

}
+

∑
P : (x1, . . . , xs) =

⋃
i Xi,

|P| > 1

∑
Z1 ⊂ X1,

Z1 6= ∅

. . . (2.59)
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∑
Z|P| ⊂ X|P|,

Z|P| 6= ∅

{
Φ

(
|P|∑
r=1
|Zr|)

(Z1, . . . , Z|P|),
∏
Xi⊂P

G|Xi|(t,Xi)
}

+

∞∑
n=1

n∑
k=1

s∑
1=j1<...<jk

∫
. . .

∫ {
Φ(n+1)(qj1, . . . , qjk, qs+1, . . . , qs+n+1−k),∑

P : (x1, . . . , xs+n+1−k) =
⋃

jXj , |P| ≤ n+ 1,

Xj 6⊆ Y \ (xj1 , . . . , xjk )

∏
Xj⊂P

G|Xj |(t,Xj)
}
dxs+1 . . . dxs+n+1−k,

де використано позначення з формули (2.41).
Вiдмiтимо, що структури еволюцiйних рiвнянь у функцiональних по-

хiдних (2.40) та (2.57) є подiбними, на вiдмiну вiд структури цих iєрархiй
для вiдповiдних кореляцiйних функцiй.

За допомогою розв’язку (2.48) iєрархiї рiвнянь Лiувiлля (2.42) та спiв-
вiдношення (2.53) для твiрних функцiоналiв вiдповiдних функцiй, ана-
логiчно випадку спiввiдношення (2.8), побудуємо розклад для розв’язку
задачi Кошi для iєрархiї нелiнiйних рiвнянь ББҐКI (2.59) для маргi-
нальних кореляцiйних функцiй.

Оскiльки справедлива рiвнiсть

(g(t), u+ 1) = (S(t|g(0)), u+ 1) = (eaS(t|g(0)), u), (2.60)

розкладемо твiрнi оператори (2.48) функцiоналу (eaS(t|g(0)), u) у вiд-
повiднi кластернi розклади. В результатi iз спiввiдношення (2.53) отри-
муємо розв’язок iєрархiї нелiнiйних рiвнянь ББҐКI [66]:

Gs(t, x1, . . . , xs) =
∞∑
n=0

1

n!

∫
. . .

∫
U1+n(t; {x1, . . . , xs}, (2.61)

xs+1, . . . , xs+n | G(0))dxs+1 . . . dxs+n, s ≥ 1,

де твiрний оператор U1+n(t | •) – редукований нелiнiйний кумулянт
(n+1)-го порядку груп операторiв (2.48), який визначається таким роз-
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кладом

U1+n(t; {Y }, xs+1, . . . , xs+n | G(0))
.
=

n∑
k=0

(−1)k
n!

k!(n− k)!
× (2.62)

∑
P:(x1,...,xs+n−k)=

⋃
iXi

A|P|(−t,X1, . . . , X|P|)
k∑

k1=0

k!

k1!(k − k1)!
. . .

k∑
k|P|−1=0

k|P|−2!

k|P|−1!(k|P|−2 − k|P|−1)!
G|X1|+k−k1(0, X1, xs+n−k+1, . . . ,

xs+n−k1) . . . G|X|P||+k|P|−1(0, X|P|, xs+n−k|P|−1+1, . . . , xs+n),

та оператор A|P|(−t) – кумулянт |P|-го порядку груп операторiв рiвнянь
Лiувiлля, який визначено формулою (2.49). Наведемо декiлька прикла-
дiв редукованих нелiнiйних кумулянтiв (2.62):

U1(t; {Y } | G(0)) = G(t;Y | G(0)) =∑
P:Y=

⋃
iXi

A|P|(−t, {X1}, . . . , {X|P|})
∏
Xi⊂P

G|Xi|(0, Xi),

U2(t; {Y }, xs+1 | G(0)) =∑
P: (Y,xs+1)=

⋃
iXi

A|P|(−t, {X1}, . . . , {X|P|})
∏
Xi⊂P

G|Xi|(0, Xi)−

∑
P:Y=

⋃
iXi

A|P|(−t, {X1}, . . . , {X|P|})
|P|∑
j=1

∏
Xi ⊂ P,

Xi 6= Xj

G|Xi|(0, Xi)×

G|Xj |+1(0, Xj, xs+1).

Якщо початковi данi задовольняють умову хаосу [34], тобто в поча-
тковий момент частинки є статистично незалежними,

G(1)(0) ≡ (0, G1(0, x1), 0, . . .),

для редукованого нелiнiйного кумулянту (1+n)-го порядку (2.62) маємо

U1+n(t; {Y }, X \ Y | G(1)(0)) = As+n(−t,X)
s+n∏
i=1

G1(0, xi),
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де As+n(−t) – кумулянт (s + n)-го порядку груп операторiв рiвнянь
Лiувiлля, який визначено формулою (2.20), i отже структура розкладу
для розв’язку (2.61) спрощується.

Беручи до уваги останню рiвнiсть, бачимо, що у випадку вiдсутно-
стi початкових кореляцiй, кореляцiї, якi виникають у процесi еволюцiї
систем багатьох частинок, визначаються кумулянтами (2.20) груп опе-
раторiв (2.18) рiвнянь Лiувiлля.

2.5. Висновки до другого роздiлу

У цьому роздiлi дисертацiйної роботи розвинуто пiдхiд до дослiдже-
ння нерiвноважних систем статистичної механiки за допомогою еволю-
цiйних рiвнянь у функцiональних похiдних для твiрних функцiоналiв
для послiдовностей функцiй, якими описуються спостережуванi вели-
чини та стани систем багатьох частинок.

Вперше сформульовано рiвняння у функцiональних похiдних для
твiрного функцiоналу маргiнальних спостережуваних (2.32) i за йо-
го допомогою розвинуто метод побудови непертурбативного розв’язку
(2.35) для задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь (дуальна iєрархiя рiвнянь
ББҐКI) для маргiнальних спостережуваних (2.33). Встановлено, що та-
кий розв’язок зображується у формi розкладу за групами спадаючої
кiлькостi частинок, твiрнi оператори якого є вiдповiдного порядку ку-
мулянтами груп операторiв рiвнянь Лiувiлля для спостережуваних си-
стеми скiнченої кiлькостi частинок (2.36). Також сформульовано умови,
при яких такий розв’язок еквiвалентний розв’язку побудованого за те-
орiєю збурень.

Встановлено зв’язок мiж твiрними функцiоналами для послiдовно-
стей функцiй, якими визначаються рiзнi способи опису стану систем
багатьох частинок (2.39), (2.51), (2.53), (2.55). Зокрема, розвинуто пiд-
хiд до опису станiв систем багатьох частинок у термiнах кореляцiйних
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функцiй, якi є розв’язком задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь Лiувiлля
(2.42). Це дало можливiсть у вiдповiдних функцiональних просторах
побудувати непертурбативнi розв’язки задач Кошi для iєрархiй рiвнянь
для маргiнальних функцiй розподiлу (2.17) i маргiнальних кореляцiй-
них функцiй (2.59) у термiнах нелiнiйних груп операторiв iєрархiї рiв-
нянь Лiувiлля для кореляцiйних функцiй.

Пiдкреслимо, що для початкових даних з функцiональних просторiв,
якими описуються стани систем нескiнченої кiлькостi частинок, стру-
ктура твiрних операторiв побудованих розкладiв для розв’язкiв (куму-
лянти вiдповiдних груп операторiв) дає можливiсть скорочення розбi-
жних членiв в таких розкладах, якi є типовими для таких систем. Iнши-
ми словами, сформульовано метод регулярiзацiї розбiжних iнтегралiв в
кожному членi розкладу для станiв або в кожному членi розкладу для
функцiоналу середнiх значень спостережуваних у випадку дуальної iє-
рархiї рiвнянь ББҐКI.

Зазначенi вище результати узагальнено для систем частинок з бага-
точастинковим потенцiалом взаємодiї.

Результати цього роздiлу опублiковано в статтях [6],[49],[61], преприн-
тах [51],[62] та тезах доповiдей в матерiалах праць Українського мате-
матичного конгресу [13].
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РОЗДIЛ 3

Немарковське кiнетичне рiвняння для
активної м’якої речовини

У цьoму рoздiлi дисертацiї за допомогою отриманих у попередньому
роздiлi результатiв дoслiджується прoблема математичнoгo опису коле-
ктивної поведiнки активних м’яких конденсованих речовин. У сучасних
працях з теорiї таких систем в основу опису покладено апрiорi сфор-
мульованi еволюцiйнi рiвняння типу рiвнянь суцiльного середовища або
кiнетичнi рiвняння. У дисертацiйнiй роботi еволюцiя активних м’яких
конденсованих речовин на мiкроскопiчному рiвнi описується за допомо-
гою динамiчної системи багатьох взаємодiючих стохастичних стрибко-
подiбних процесiв марковського типу, яка є аналогом динамiчної систе-
ми частинок iз зiткненнями в теорiї кiнетичного рiвняння Больцмана,
i яка в останнiй час широко використовуються до опису колективної
поведiнки складних систем рiзноманiтної природи.

Зазначена модель мiкроскопiчної динамiки дає можливiсть описати
характернi властивостi активних м’яких конденсованих речовин, якi
вiдрiзняються вiд статистичної поведiнки звичайної речовини, що скла-
дається iз взаємодiючих частинок, якi рухаються за iнерцiєю. Зокрема,
до таких властивостей активної м’якої речовини треба вiднести: ефе-
кти пам’ятi кiнетичних процесiв в таких системах; наявнiсть кореляцiй
початкових станiв, що властиво системам у конденсованих станах; бага-
точастинковий тип взаємодiї. Пiдкреслимо, що внаслiдок необхiдностi
враховувати такi властивостi, традицiйнi методи виведення кiнетичних
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рiвнянь з динамiки систем багатьох частинок не дозволяють обґрунто-
вувати кiнетичнi рiвняння у цьому випадку.

Оскiльки еволюцiю активної м’якої конденсованої речовини на мiкро-
скопiчному рiвнi природно описувати у термiнах еволюцiї спостережува-
них величин, у цьому роздiлi роботи розвинуто пiдхiд, який ґрунтується
на iєрархiї еволюцiйних рiвнянь для маргiнальних спостережуваних си-
стеми багатьох взаємодiючих стохастичних процесiв марковського типу.

За допомогою побудованого в попередньому роздiлi розв’язку зада-
чi Кошi для iєрархiї еволюцiйних рiвнянь для маргiнальних спостере-
жуваних встановлено зв’язок мiж методом опису еволюцiї у термiнах
маргiнальних спостережуваних та за допомогою одночастинкової мар-
гiнальної функцiї розподiлу, а саме: обґрунтовано кiнетичне рiвняння
немарковського типу та описано процеси народження кореляцiй i по-
ширення початкових кореляцiй в активних м’яких речовинах.

Також у цьому роздiлi дослiджено скейлiнгову асимптотичну поведiн-
ку, а саме границю самоузгодженого поля, розв’язку задачi Кошi для
побудованого кiнетичного рiвняння та послiдовностi маргiнальних фун-
кцiоналiв стану, якою описується еволюцiя всiх можливих кореляцiй в
системi.

3.1. Еволюцiйнi рiвняння для системи багатьох вза-
ємодiючих стохастичних процесiв марковсько-
го типу

Розглянемо систему не фiксованої, але скiнченої середньої кiлько-
стi частинок (складових) N рiзних субпопуляцiй, з яких складається
активна м’яка речовина. Кожна i-та частинка характеризується змiн-
ними ui = (ji, ui) ∈ J × U , де ji ∈ J ≡ (1, . . . , N) – номер субпопуляцiї
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частинки i ui ∈ U ⊂ Rd – величини, якими описуються її мiкроскопiчний
стан [84].

Динамiка складових (частинок), з яких складається активна речо-
вина, описується пiвгрупою операторiв etΛ = ⊕∞n=0e

tΛn марковських
стрибкоподiбних процесiв визначеною на просторi Cγ послiдовностей
b = (b0, b1, . . . , bn, . . .) вимiрних обмежених функцiй bn(u1, . . . ,un), якi
є симетричними вiдносно перестановки аргументiв u1, . . . ,un, з такою
нормою

‖b‖Cγ = max
n≥0

γn

n!
‖bn‖Cn =

max
n≥0

γn

n!
max
j1,...,jn

max
u1,...,un

∣∣bn(u1, . . . ,un)
∣∣,

де 0 < γ < 1 – параметр.
Iнфiнiтезимальний генератор Λn пiвгрупи операторiв etΛn визначено

на пiдпросторi Cn ⊂ Cγ i вiн має таку структуру [86]

(Λnbn)(u1, . . . ,un) = (3.1)
N∑
k=1

εk−1
n∑

i1 6=...6=ik=1

(Λ[k](i1, . . . , ik)bn)(u1, . . . ,un)
.
=

N∑
k=1

εk−1
n∑

i1 6=...6=ik=1

a[k](ui1, . . . ,uik)
( ∫
J×U

A[k](v; ui1, . . . ,uik)×

bn(u1, . . . ,ui1−1,v,ui1+1, . . .un)dv− bn(u1, . . . ,un)
)
,

де коефiцiєнт ε > 0 – скейлiнговий параметр та використано та-
кий символ

∫
(J×U)n du1 . . . dun ≡

∑
j1∈J . . .

∑
jn∈J

∫
Un du1 . . . dun. Фун-

кцiї a[k](ui1, . . . ,uik), k ≥ 1, характеризують взаємодiю мiж активними
частинками, зокрема, у випадку k = 1 – взаємодiю частинок з оточен-
ням, i є вимiрними позитивними обмеженими функцiями визначеними
на множинi (J × U)n такими, що

0 ≤ a[k](ui1, . . . ,uik) ≤ a[k]
∗ ,
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де a
[k]
∗ – деяка стала. Вимiрнi iнтегрованi позитивнi функцiї

A[k](v; ui1, . . . ,uik), k ≥ 1, описують iмовiрнiсть переходу i1-ої актив-
ної частинки з мiкроскопiчного стану ui1 в стан v в результатi взаємодiї
з активними частинками, якi знаходяться в станах ui2, . . . , uik . Функцiї
A[k](v; ui1, . . . ,uik), k ≥ 1, задовольняють таким умовам:∫

J×U

A[k](v; ui1, . . . ,uik)dv = 1, k ≥ 1.

У роботi [84] наведено приклади функцiй a[k] i A[k], якi мають вiдповiдну
iнтерпретацiю для систем багатьох органiзмiв математичної бiологiї.

У випадку k = 1 генератор (3.1) має таку структуру:
∑n

i1=1 Λ
[1]
n (i1),

i вiн описує еволюцiю невзаємодiючих складових (стохастичних проце-
сiв) системи. Випадок k ≥ 2 вiдповiдає системi стохастичних процесiв з
k-арною взаємодiєю. Зазначений тип взаємодiї є характерним для бiоло-
гiчних систем у порiвняннi з системами багатьох частинок статистичної
механiки, наприклад, газiв атомiв з парним потенцiалом взаємодiї ча-
стинок.

У просторi Cn однопараметрична сiм’я вiдображень {etΛn}t∈R є ∗-
слабко неперервною iзометричною пiвгрупою операторiв [39],[85].

Як зазначалось вище, на мiкроскопiчному рiвнi еволюцiю активних
м’яких речовин природно описувати за допомогою спостережуваних ве-
личин, а не у термiнах еволюцiї станiв.

Еволюцiя маргiнальних спостережуваних B(t) = (B0, B1(t,u1), . . . ,

Bs(t,u1, . . . ,us), . . .) у випадку активної м’якої речовини визначається
задачею Кошi для дуальної iєрархiї рiвнянь ББҐКI:

∂

∂t
Bs(t,u1, . . . ,us) = ΛsBs(t) +

s−1∑
n=1

1

n!

s∑
k=n+1

1

(k − n)!
× (3.2)

s∑
j1 6=...6=jk=1

εk−1Λ[k](j1, . . . , jk)Bs−n(t, (u1, . . . ,us) \ (uj1, . . . ,ujn)),
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Bs(t,u1, . . . ,us) |t=0= B0,ε
s (u1, . . . ,us), s ≥ 1, (3.3)

де оператори Λs та Λ[k] визначено формулою (3.1) та послiдовнiсть фун-
кцiй B0,ε

s , s ≥ 1, – послiдовнiсть початкових маргiнальних спостережу-
ваних.

Як встановлено в попередньому роздiлi дисертацiї, непертурбативний
розв’язок B(t) = (B0, B1(t), . . . , Bs(t), . . .) задачi Кошi для рекурентних
еволюцiйних рiвнянь (3.2),(3.3) зображується такими розкладами (2.35):

Bs(t,u1, . . . ,us) =
s∑

n=0

1

n!

s∑
j1 6=...6=jn=1

A1+n(t, {Y \ Z}, (3.4)

Z)B0,ε
s−n(u1, . . . ,uj1−1,uj1+1, . . . ,ujn−1,ujn+1, . . . ,us), s ≥ 1,

де використано позначення Z ≡ (j1, . . . , jn) ⊂ Y ≡ (1, . . . , s) та твiрний
оператор n-го члену цього розкладу є кумулянтом (1 + n)-го порядку
пiвгруп операторiв {etΛk}t∈R, k ≥ 1, який визначається такою формулою
(2.36)

A1+n(t, {Y \ Z}, Z)
.
= (3.5)∑

P: ({Y \Z}, Z)=
⋃
iZi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏
Zi⊂P

etΛ|θ(Zi)|.

У виразi (3.5) символ
∑

P: ({Y \Z}, Z)=
⋃
iZi

позначена сума по всiм можли-
вим розбиттям множини ({Y \Z}, Z) на |P| непорожнiх пiдмножин Zi,
якi взаємно не перетинаються. Наведемо типовi приклади кумулянтiв
пiвгруп операторiв

A1(t, {1, . . . , s}) = etΛs,

A1+1(t, {(1, . . . , s) \ j}, j) = e
t
N∑
k=1

εk−1
s∑

i1 6=... 6=ik=1

Λ[k](i1,...,ik)

−

e
t
N∑
k=1

εk−1
s∑

i1 6=...6=ik 6=j=1

Λ[k](i1,...,ik)

etΛ
[1](j).

Оскiльки для твiрних операторiв розкладу (3.4) справедлива така
оцiнка ∥∥A1+n(t, {Y \ Z}, Z)bs

∥∥
Cs
≤ n!en+2

∥∥bs∥∥Cs,
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тодi за умови, що γ < e−1, послiдовнiсть маргiнальних спостережуваних
(3.4) належить простору Cγ i виконується нерiвнiсть∥∥B(t)

∥∥
Cγ
≤ e2(1− γe)−1

∥∥B(0)
∥∥
Cγ
. (3.6)

Для задачi Кошi (3.2),(3.3) справедливе таке твердження.

Теорема 3.1. Якщо B(0) = (B0, B
0,ε
1 , . . . , B0,ε

s , . . .) ∈ Cγ, де γ < e−1,
послiдовнiсть B(t) маргiнальних спостережуваних, якi визначенi роз-
кладами (3.4) є класичним розв’язком задачi Кошi для дуальної iєрархiї
рiвнянь ББҐКI для активної м’якої речовини (3.2),(3.3).

Доведення цього твердження подiбне доведенню теореми iснування
для класичних систем багатьох частинок.

Зазначимо, що подiбно до класичних систем багатьох частинок, для
системи марковських стрибкоподiбних процесiв, якою описується актив-
на м’яка речовина, iснує еквiвалентний метод опису еволюцiї таких си-
стем, а саме: у термiнах маргiнальних функцiй розподiлу, якi задоволь-
няють вiдповiдну iєрархiю рiвнянь ББҐКI.

Розглянемо функцiонал для середнiх значень маргiнальних спостере-
жуваних [34]:

(B(t), F (0)) = (3.7)
∞∑
s=0

1

s!

∫
(J×U)s

du1 . . . dusBs(t,u1, . . . ,us)F 0,ε
s (u1, . . . ,us),

де початковий стан визначається послiдовнiстю маргiнальних функцiй
розподiлу F (0) = (1, F 0,ε

1 , . . . , F 0,ε
s , . . .).

Нехай L1
α = ⊕∞n=0α

nL1
n простiр послiдовностей f = (f0, f1, . . . , fn, . . .)

iнтегрованих функцiй fn = fn(u1, . . . ,un), якi визначенi на множинi
(J × U)n, з такою нормою

‖f‖L1
α

=
∞∑
n=0

αn‖fn‖L1
n

=
∞∑
n=0

αn
∑
j1,...,jn

∫
Un

du1 . . . dun
∣∣fn(u1, . . . ,un)

∣∣,
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де α > 1 – параметр.
Якщо F (0) ∈ L1

α та B(0) ∈ Cγ, враховуючи нерiвнiсть (3.6), за умови
γ < e−1, справедлива така оцiнка∣∣(B(t), F (0))

∣∣ ≤
e2(1− eγ)−1‖B(0)‖Cγ

∞∑
s=0

γ−s
∫

(J×U)s

du1 . . . dus |F 0,ε
s (u1, . . . ,us)| ≤

e2(1− eγ)−1‖B(0)‖Cγ‖F (0)‖L1
α

∞∑
s=0

(αγ)−s.

Таким чином, якщо α > γ−1, тодi для послiдовностей F (0) ∈ L1
α та

B(0) ∈ Cγ функцiонал (3.7) iснує при t ≥ 0.
Еквiвалентнiсть двох пiдходiв до опису еволюцiї активної м’якої ре-

човини є наслiдком справедливостi такої рiвностi для функцiоналу се-
реднiх значень спостережуваних (3.7)

(B(t), F (0)) = (B(0), F (t)), (3.8)

де послiдовнiсть F (t) = (1, F1(t), . . . , Fs(t), . . .) маргiнальних функцiй
розподiлу Fs(t) = Fs(t,u1, . . . ,us) є розв’язком задачi Кошi для iєрархiї
рiвнянь ББҐКI для активної м’якої речовини [84]

∂

∂t
Fs(t,u1, . . . ,us) = Λ∗sFs(t,u1, . . . ,us) + (3.9)

s∑
k=1

1

k!

s∑
i1 6=... 6=ik=1

N−k∑
n=1

εk+n−1

n!

∫
(J×U)n

dus+1 . . . dus+nΛ∗[k+n](i1, . . . ,

ik, s+ 1, . . . , s+ n)Fs+n(t,u1, . . . ,us+n),

Fs(t,u1, . . . ,us) |t=0= F 0,ε
s (u1, . . . ,us), s ≥ 1. (3.10)

Генератор iєрархiї еволюцiйних рiвнянь (3.9) визначається оператора-
ми Λ∗s та Λ∗[k+n], якi є спряженими операторами до операторiв (3.1) в
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сенсi функцiоналу (3.7), i в просторi L1
n = L1((J × U)n) оператор Λ∗n

визначається такою формулою

(Λ∗nfn)(u1, . . . ,un) = (3.11)
N∑
k=1

εk−1
n∑

i1 6=...6=ik=1

(Λ∗[k](i1, . . . , ik)fn)(u1, . . . ,un)
.
=

N∑
k=1

εk−1
n∑

i1 6=...6=ik=1

( ∫
J×U

A[k](ui1; v,ui2, . . . ,uik)a
[k](v,ui2, . . . ,

uik)fn(u1, . . . ,ui1−1,v,ui1+1, . . . ,un)dv−

a[k](ui1, . . . ,uik)fn(u1, . . . ,un)
)
,

де функцiї A[k] i a[k] визначено вище в формулi (3.1).
Непертурбативний розв’язок F (t) = (1, F1(t), . . . , Fs(t), . . .) задачi

Кошi для iєрархiї еволюцiйних рiвнянь (3.9),(3.10) визначається такими
розкладами в ряд (2.21):

Fs(t,u1, . . . ,us) =
∞∑
n=0

1

n!

∫
(J×U)n

A∗1+n(t, {Y }, (3.12)

X \ Y )F 0,ε
s+n(u1, . . . ,us+n)dus+1 . . . dus+n, s ≥ 1,

де використано позначення: X ≡ (1, . . . , s+n) i Y ≡ (1, . . . , s). Твiрний
оператор A∗1+n(t) розкладу (3.12) є кумулянтом (1+n)-го порядку (2.20)
пiвгруп операторiв {etΛ∗n}t≥0, n ≥ 1, який визначається такою формулою

A∗1+n(t, {Y }, X \ Y )
.
= (3.13)∑

P: ({Y }, X\Y )=
⋃
iXi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏
Xi⊂P

etΛ
∗
|θ(Xi)|,

де використано такi позначення: множина iндексiв {Y } складається з
одного елементу Y = (1, . . . , s), вiдображення декластеризацiї елементiв
множини визначається такою формулою: θ({Y }, X \ Y ) = X, символ∑

P – сума по всiм можливим розбиттям P множини iндексiв ({Y }, X \
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Y ) на |P| непорожнiх пiдмножин Xi ⊂ ({Y }, X \ Y ), якi взаємно не
перетинаються.

Оскiльки для твiрних операторiв розкладу в ряд (3.12) справедлива
така оцiнка∥∥A1+n(t, {Y }, X \ Y )fs+n

∥∥
L1
s+n
≤ n!en+2

∥∥fs+n∥∥L1
s+n
,

тодi за умови, що α > e, послiдовнiсть маргiнальних функцiй розподiлу
(3.12) належить простору L1

α i виконується нерiвнiсть [67]∥∥F (t)
∥∥
L1
α
≤ e2(1− e

α
)−1
∥∥F (0)

∥∥
L1
α
, (3.14)

де параметер α може iнтерпретуватись як величина обернено пропор-
цiйна середнiй кiлькостi частинок (складових) системи.

Для задачi Кошi (3.9),(3.10) справедливе таке твердження.

Теорема 3.2. Якщо F (0) = (1, F 0,ε
1 , . . . , F 0,ε

s , . . .) ∈ L1
α, де α > e, по-

слiдовнiсть F (t) маргiнальних функцiй розподiлу, якi визначенi роз-
кладами в ряд (3.12) є класичним розв’язком задачi Кошi для iєрархiї
рiвнянь ББҐКI для активної м’якої речовини (3.9),(3.10).

Доведення цього твердження подiбне доведенню теореми iснування
для класичних систем багатьох частинок.

Зауважимо також, що якщо F (0) ∈ L1
α та B(0) ∈ Cγ, враховуючи

нерiвнiсть (3.14), за умови α > e, справедлива така оцiнка∣∣(B(0), F (t)))
∣∣ ≤

‖B(0)‖Cγ
∞∑
s=0

γ−s
∫

(J×U)s

du1 . . . dus |Fs(t,u1, . . . ,us)| ≤

e2(1− e

α
)−1‖B(0)‖Cγ‖F (0)‖L1

α

∞∑
s=0

(αγ)−s.

Таким чином, якщо α > γ−1, тодi для послiдовностей F (0) ∈ L1
α та

B(0) ∈ Cγ функцiонал (B(0), F (t)) iснує при t ≥ 0.
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3.2. Немарковське кiнетичне рiвняння для активної
м’якої речовини

Нехай простiр L1(J × U) – простiр iнтегрованих функцiй f1(u1) ви-
значених на множинi J × U з такою нормою

‖f1‖L1(J×U) =
∑
j1∈J

∫
U

du1

∣∣f1(u1)
∣∣.

Розглянемо початковi стани системи статистично незалежних багатьох
марковських стохастичних процесiв, тобто стани, якi в початковий мо-
мент часу описуються послiдовнiстю маргiнальних функцiй розподiлу,
якi задовольняють умову хаосу [34],[75]

F (c) = (1, F 0,ε
1 (u1), . . . ,

s∏
i=1

F 0,ε
1 (ui), . . .), (3.15)

де ε > 0 – скейлiнговий параметр, F 0,ε
1 ∈ L1(J × U). У цьому випадку

середнi значення (математичнi очiкування) маргiнальних спостережу-
ваних (3.4) визначаються за допомогою такого функцiоналу

(B(t), F (c)) = (3.16)
∞∑
s=0

1

s!

∫
(J×U)s

du1 . . . dusBs(t,u1, . . . ,us)
s∏
i=1

F 0,ε
1 (ui).

Встановимо умову iснування функцiоналу (3.16).

|(B(t), F (c))| ≤ ‖B(t)‖Cγ
∞∑
s=0

γ−s
∫

(J×U)s

du1 . . . dus
s∏
i=1

|F 0,ε
1 (ui)| =

‖B(t)‖Cγ
∞∑
s=0

γ−s‖F 0,ε
1 ‖sL1(J×U).

Отже згiдно з оцiнкою (3.6) функцiонал (3.16) iснує за такої умови на
середню кiлькость частинок (складових) системи: ‖F 0,ε

1 ‖L1(J×U) < γ <

e−1.
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Сформулюємо основний результат стосовно опису еволюцiї всiх мо-
жливих станiв системи багатьох марковських стохастичних процесiв у
термiнах одночастинкової функцiї розподiлу.

Для функцiоналу (3.16) справедливе таке зображення(
B(t), F (c)

)
=
(
B(0), F (t | F1(t))

)
, (3.17)

де F (t | F1(t)) = (1, F1(t), F2(t | F1(t)), . . . , Fs(t | F1(t)), . . .) – послiдов-
нiсть функцiоналiв (маргiнальнi функцiонали стану) вiдносно одноча-
стинкової функцiї розподiлу

F1(t,u1) = (3.18)
∞∑
n=0

1

n!

∫
(J×U)n

du2 . . . dun+1A
∗
1+n(t, 1, . . . , n+ 1)

n+1∏
i=1

F 0,ε
1 (ui).

Твiрний оператор A∗1+n(t) ряду (3.18) – кумулянт (1+n)-го порядку пiв-
груп операторiв {etΛ∗n}t≥0, n ≥ 1, iнфiнiтезимальнi генератори Λ∗n яких є
спряженими операторами до операторiв (3.1) в сенсi функцiоналу (3.16),
та в просторi L1((J ×U)n) якi визначаються згiдно з формулою (3.11).

Iншi елементи послiдовностi F (t | F1(t)) зображуються такими роз-
кладами в ряд

Fs
(
t,u1, . . . ,us | F1(t)

) .
= (3.19)

∞∑
n=0

1

n!

∫
(J×U)n

dus+1 . . . dus+nV1+n(t, {Y }, X \ Y )
s+n∏
i=1

F1(t,ui),

де використано позначення: Y ≡ (1, . . . , s), X \ Y ≡ (s + 1, . . . , s +

n) i твiрнi еволюцiйнi оператори V1+n(t), n ≥ 0, визначаються такими
розкладами [59]:

V1+n(t, {Y }, X \ Y )
.
= (3.20)

n∑
k=0

(−1)k
n∑

m1=1

. . .

n−m1−...−mk−1∑
mk=1

n!

(n−m1 − . . .−mk)!
×
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×Â1+n−m1−...−mk
(t, {Y }, s+ 1, . . . , s+ n−m1 − . . .−mk)

k∏
j=1

mj∑
kj2=0

. . .

kjn−m1−...−mj+s−1∑
kjn−m1−...−mj+s=0

s+n−m1−...−mj∏
ij=1

1

(kjn−m1−...−mj+s+1−ij − k
j
n−m1−...−mj+s+2−ij)!

×Â1+kjn−m1−...−mj+s+1−ij
−kjn−m1−...−mj+s+2−ij

(t, ij, s+ n−m1 − . . .−mj + 1

+kjs+n−m1−...−mj+2−ij , . . . , s+ n−m1 − . . .−mj + kjs+n−m1−...−mj+1−ij),

та вважається, що kj1 ≡ mj, i kjn−m1−...−mj+s+1 ≡ 0.
Наведемо приклади твiрних операторiв (3.20) розкладу в ряд (3.19)

маргiнальних функцiоналiв стану:

V1(t, {Y }) = Â1(t, {Y })
.
= etΛ

∗
s

s∏
i=1

e−tΛ
∗[1](i),

V2(t, {Y }, s+ 1) = Â2(t, {Y }, s+ 1)− Â1(t, {Y })
s∑

i1=1

Â2(t, i1, s+ 1),

V3(t, {Y }, s+ 1, s+ 2) =

Â3(t, {Y }, s+ 1, s+ 2)− Â2(t, {Y }, s+ 1)
s+1∑
i1=1

Â2(t, i1, s+ 2)−

Â1(t, {Y })
( s∑
i1=1

Â3(t, i1, s+ 1, s+ 2)−
s∑

i1=1

s+1∑
i2=1

Â2(t, i1, s+ 1)×

Â2(t, i2, s+ 2) + 2!
s∑

1=i1<i2

Â2(t, i1, s+ 1)Â2(t, i2, s+ 2)
)
,

де оператори Ân(t), n ≥ 1, з наведених розкладiв є кумулянтами пiв-
груп операторiв розсiяння {etΛ∗k

∏k
i=1 e

−tΛ∗[1](i)}t≥0, k ≥ 1 вiдповiдного
порядку.

За умови ‖F1(t)‖L1(J×U) < e−(3s+2), для довiльного t ≥ 0 ряд (3.19) є
збiжним за нормою простору L1((J × U)s).

Зауважимо, що маргiнальними функцiоналами стану (3.19) опису-
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ються усi можливi кореляцiї, якi виникають в процесi еволюцiї систе-
ми взаємодiючих стохастичних процесiв, якими моделюється еволюцiя
активної м’якої конденсованої речовини.

Для доведення основного результату встановимо справедливiсть рiв-
ностi (3.17) у випадку спецiальних класiв маргiнальних спостережува-
них.

Оскiльки у випадку початкових маргiнальних спостережуваних ади-
тивного типу B(1)(0) = (0, bε1(u1), 0, . . .) розклад для розв’язку (3.4) на-
буває вигляду:

B(1)
s (t,u1, . . . ,us) = As(t, 1, . . . , s)

s∑
i=1

bε1(ui), s ≥ 1,

тодi для функцiоналу середнiх значень спостережуваних (3.16) справе-
дливе таке зображення

(B(1)(t), F (c)) = (B(1)(0), F (t | F1(t))) =∫
(J×U)

du1 b
ε
1(u1)F1(t,u1),

де одночастинкова функцiя розподiлу F1(t,u1) визначається розкладом
у ряд (3.18).

Для маргiнальних спостережуваних k-арного типу, тобто послiдовно-
стей функцiй B(k)(0) = (0, . . . , 0, bεk(u1, . . . ,uk), 0, . . .), k ≥ 2, справедли-
ва така рiвнiсть

(B(k)(t), F (c)) = (B(k)(0), F (t | F1(t))) =
1

k!

∫
(J×U)k

du1 . . . duk bεk(u1, . . . ,uk)Fk
(
t,u1, . . . ,uk | F1(t)

)
,

де маргiнальний функцiонал стану Fk(t,u1, . . . ,uk | F1(t)) визначається
розкладом у ряд (3.19).

Доведення цiєї рiвностi ґрунтується на застосуваннi кластерних роз-
кладiв кумулянтiв пiвгруп операторiв, якi є двоїстими до кiнетичних
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кластерних розкладiв кумулянтiв пiвгруп операторiв введених у роботi
[69] у випадку квантових систем багатьох частинок.

В просторi L1(J × U) одночастинкова маргiнальна функцiя розподi-
лу (3.18) задовольняє таку задачу Кошi для немарковського кiнетично-
го рiвняння для системи багатьох взаємодiючих стохастичних процесiв
марковського типу:

∂

∂t
F1(t,u1) = Λ∗[1](1)F1(t,u1) + (3.21)

N−1∑
k=1

εk

k!

∫
(J×U)k

du2 . . . duk+1

∑
j1 6= . . . 6= jk+1 ∈
∈ (1, . . . , k + 1)

Λ∗[k+1](j1, . . . ,

jk+1)Fk+1

(
t,u1, . . . ,uk+1 | F1(t)

)
,

F1(t,u1)|t=0 = F 0,ε
1 (u1), (3.22)

де функцiонали Fk+1

(
t,u1, . . . ,uk+1 | F1(t)

)
, k ≥ 1, визначаються роз-

кладами в ряд (3.19).
Для системи, яка складається з двох субпопуляцiй, тобто у випадку

N = 2, в явному виглядi кiнетичне рiвняння (3.21) має вигляд

∂

∂t
F1(t,u1) =

∫
J×U

A[1](u1; v)a[1](v)F1(t,v)dv− a[1](u1)F1(t,u1) +

∫
J×U

du2

( ∫
J×U

A[2](u1; v,u2)a
[2](v,u2)F2

(
t,v,u2 | F1(t)

)
dv−

a[2](u1,u2)F2

(
t,u1,u2 | F1(t)

))
,

де функцiї A[k] i a[k] визначено вище в формулi (3.1).
В просторi L1(J ×U) для абстрактної задачi Кошi (3.21),(3.22) спра-

ведливе таке твердження.

Теорема 3.3. Якщо початковi данi F 0,ε
1 ∈ L1(J × U), тодi за умови,

що ‖F 0,ε
1 ‖L1(J×U) < e−1, при t ≥ 0 iснує єдиний сильний розв’язок зада-
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чi Кошi для немарковського кiнетичного рiвняння (3.21),(3.22), який
визначається розкладом в ряд (3.18).

Доведення цього твердження подiбне доведенню теореми iснування
для узагальненого кiнетичного рiвняння Ескога для системи багатьох
твердих куль [59].

Таким чином, якщо стан системи взаємодiючих стохастичних проце-
сiв, якими моделюється еволюцiя активної м’якої речовини, в початко-
вий момент часу визначається одночастинковою маргiнальною функцi-
єю розподiлу, тодi всi можливi стани системи в довiльний момент часу
можуть бути описанi у термiнах одночастинкової маргiнальної функцiї
розподiлу, яка є роз’язком задачi Кошi для немарковського кiнетичного
рiвняння (3.21),(3.22).

3.3. Асимптотична поведiнка немарковського кiне-
тичного рiвняння

За допомогою немарковського кiнетичного рiвняння (3.21) в скейлiн-
гових границях можна обґрунтувати кiнетичнi рiвняння марковського
типу для активної м’якої конденсованої речовини. Розглянемо асимпто-
тичну поведiнку розв’язку (3.18) задачi Кошi для немарковського кi-
нетичного рiвняння (3.21),(3.22) в границi самоузгодженого поля для
системи, яка складається з двох субпопуляцiй, тобто випадок N = 2.

В просторi L1(J × U) для розв’язку (3.18) абстрактної задачi Кошi
(3.21),(3.22) справедливе таке твердження.

Теорема 3.4. Нехай функцiя розподiлу f 0
1 ∈ L1(J ×U) – границя само-

узгодженого поля початкових даних (3.22), тобто iснує така границя

lim
ε→0

∥∥ε F ε,0
1 − f 0

1

∥∥
L1(J×U)

= 0.
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Тодi на скiнченому промiжку часу t ∈ (0, t0), в такому ж сенсi iснує
границя самоузгодженого поля розв’язку (3.18) задачi Кошi для немар-
ковського кiнетичного рiвняння (3.21),(3.22)

lim
ε→0

∥∥ε F1(t)− f1(t)
∥∥
L1(J×U)

= 0, (3.23)

яка зображується розкладом в такий ряд

f1(t,u1) = (3.24)
∞∑
n=0

t∫
0

dt1 . . .

tn−1∫
0

dtn

∫
(J×U)n

du2 . . . dun+1 e
(t−t1)Λ∗[1](1) ×

Λ∗[2](1, 2)
2∏

j1=1

e(t1−t2)Λ∗[1](j1) . . .

n∏
jn−1=1

e(tn−1−tn)Λ∗[1](jn−1) ×

n∑
in=1

Λ∗[2](in, 1 + n)
1+n∏
jn=1

etnΛ∗[1](jn)
1+n∏
i=1

f 0
1 (ui),

де iнфiнiтезимальнi генератори Λ∗[1] i Λ∗[2] пiвгруп операторiв визна-
чаються згiдно з формулою (3.11).

Для доведення теореми встановимо деякi допомiжнi твердження. Вве-
демо такi скороченi позначення для складових операторiв (3.11):

Λ∗[1]
s ≡

s∑
i=1

Λ∗[1](i),

Λ∗[2]
s ≡

s∑
i1 6=i2=1

Λ∗[2](i1, i2).

Твердження 3.1. Нехай fs ∈ L1((J × U)s), тодi справедлива така
рiвнiсть

lim
ε→0

∥∥ etΛ∗sfs − etΛ∗[1]s fs
∥∥
L1
s

= 0. (3.25)
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Дiйсно, оскiльки для пiвгрупи операторiв etΛ∗s справедливе рiвняння
Дюамеля [17], [18]

etΛ
∗
s = etΛ

∗[1]
s + ε

t∫
0

dt1e
(t−t1)Λ∗sΛ∗[2]

s et1Λ
∗[1]
s ,

тодi згiдно означення (3.11) оператора Λ∗s в просторi L1((J × U)s) має
мiсце така оцiнка∥∥ etΛ∗sfs − etΛ∗[1]s fs

∥∥
L1
s
≤

ε

t∫
0

dt1e
2s(t−t1)(a

[1]
∗ +(s−1)a

[2]
∗ )2s(s− 1)a[2]

∗ e
2st1a

[1]
∗
∥∥ fs∥∥L1

s
≤

ε2s(s− 1)a[2]
∗ e

2st(a
[1]
∗ +ε(s−1)a

[2]
∗ )

t∫
0

dt1e
−2st1ε(s−1)a

[2]
∗
∥∥ fs∥∥L1

s
=

e2st(a
[1]
∗ +ε(s−1)a

[2]
∗ )(1− e2stε(s−1)a

[2]
∗ )
∥∥ fs∥∥L1

s
.

Таким чином, справедлива рiвнiсть (3.25).

Твердження 3.2. Нехай fn+1 ∈ L1((J × U)n+1), тодi для кумулянта
(1+n)-го порядку пiвгруп операторiв (3.13) справедлива така рiвнiсть

lim
ε→0

∥∥ 1

n!

1

εn
A∗1+n(t, 1, . . . , n+ 1)fn+1 − (3.26)

t∫
0

dt1 . . .

tn−1∫
0

dtne
(t−t1)Λ

∗[1]
n+1

s∑
i=0

Λ∗[2](i, 2)e(t1−t2)Λ
∗[1]
n . . .

e(tn−1−tn)Λ
∗[1]
2

n∑
in=1

Λ∗[2](in, n+ 1)etnΛ
∗[1]
1 fn+1

∥∥
L1
n+1

= 0.

Iдея доведення справедливостi рiвностi (3.26) ґрунтується на рiвностi
(3.25) та на використаннi таких рекурентних спiввiдношень для куму-
лянтiв (3.13) пiвгруп операторiв:

A∗n(t, 1, . . . , n)fn = (3.27)
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ε

t∫
0

dt1e
(t−t1)Λ

∗[1]
n

∑
i<j∈(1,...,n)

Λ
∗[2]
2 (i, j)A∗n−1(t1, I)fn, n ≥ 2,

де для множини iндексiв ({i, j}, 1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , n)

використано позначення I.
Доведемо основний результат цього роздiлу теорему 3.4.
Оскiльки ряди (3.18) та (3.24) є збiжними, тодi для довiльного нескiн-

ченно малого ε > 0 iснує таке число N , що справедлива нерiвнiсть

∥∥ε F1(t)− f1(t)
∥∥
L1(J×U)

≤
N∑
n=0

∫
(J×U)

du1

∫
(J×U)n

du2 . . .

dun+1

∣∣∣ 1

n!

1

εn
A∗1+n(t, 1, . . . , n+ 1)εn+1

n+1∏
i=1

F 0,ε
1 (ui)−

t∫
0

dt1 . . .

tn−1∫
0

dtne
(t−t1)Λ

∗[1]
n+1Λ∗[2](1, 2)e(t1−t2)Λ

∗[1]
n . . .

e(tn−1−tn)Λ
∗[1]
2

n∑
in=1

Λ∗[2](in, n+ 1)etnΛ
∗[1]
1

n+1∏
i=1

f 0
1 (ui)

∣∣∣+ ε.

Використовуючи рiвностi (3.25) i (3.26), в скiнченнiй сумi почленно пе-
рейдемо до границi, в результатi встановимо справедливiсть твердження
теореми 3.4.

Якщо f 0
1 ∈ L1(J ×U), тодi гранична одночастинкова функцiя розпо-

дiлу (3.24) є сильним розв’язком задачi Кошi для кiнетичного рiвняння
самоузгодженого поля [84]:

∂

∂t
f1(t,u1) = Λ∗[1](1)f1(t,u1) + (3.28)∫

J×U

du2Λ
∗[2](1, 2)f1(t,u1)f1(t,u2),

f1(t,u1)|t=0 = f 0
1 (u1), (3.29)
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або кiнетичне рiвняння (3.28) в явному виглядi

∂

∂t
f1(t,u1) =

∫
J×U

A[1](u1; v)a[1](v)f1(t,v)dv− a[1](u1)f1(t,u1) +

∫
J×U

du2

( ∫
J×U

A[2](u1; v,u2)a
[2](v,u2)f1(t,v)f1(t,u2)dv−

a[2](u1,u2)f1(t,u1)f1(t,u2)
)
,

f1(t,u1)|t=0 = f 0
1 (u1),

де функцiї A[k] i a[k] визначено вище в формулi (3.1).
У загальному випадку багатокомпонентної взаємодiї задача Кошi для

кiнетичного рiвняння самоузгодженого поля (3.28),(3.29) має такий ви-
гляд

∂

∂t
f1(t,u1) = Λ∗[1](1)f1(t,u1) +

N−1∑
k=1

1

k!

∫
(J×U)k

du2 . . . (3.30)

duk+1

∑
j1 6=...6=jk+1∈(1,...,k+1)

Λ∗[k+1](j1, . . . , jk+1)
k+1∏
i=1

f1(t,ui),

f1(t,u1)|t=0 = f 0
1 (u1), (3.31)

де оратори Λ∗[k](j1, . . . , jk), k ≥ 1, визначаються згiдно з формулою
(3.11).

Рiвняння (3.31) є кiнетичним рiвнянням самоузгодженого поля у ви-
падку системи багатьох марковських стохастичних процесiв, яка скла-
дається iз довiльної кiлькостi N > 1 взаємодiючих субпопуляцiй.

Розглянемо асимптотичну поведiнку маргiнальних функцiоналiв ста-
ну (3.19) в границi самоузгодженого поля. Для початкових станiв
(3.15) системи багатьох взаємодiючих марковських стохастичних про-
цесiв справедливе таке твердження.
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Теорема 3.5. Нехай виконуються умови теореми 3.4 тодi для фун-
кцiоналу (3.19) справедлива така рiвнiсть

lim
ε→0

∫
(J×U)s

du1 . . . dus
∣∣∣εsFs(t,u1, . . . ,us|F1(t)

)
−

s∏
j=1

f1(t,uj)
∣∣∣ = 0,

де гранична одночастинкова функцiя розподiлу f1(t) визначається роз-
кладом в ряд (3.24).

Справедливiсть твердження теореми є наслiдком теореми 3.4 та спра-
ведливостi таких асимптотичних формул [82] для твiрних операторiв
(3.20) маргiнального функцiоналу стану (3.19):

lim
ε→0

∥∥V1(t, {1, . . . , s})fs − fs
∥∥
L1
s

= 0,

lim
ε→0

∥∥ε−sV1+n(t, {1, . . . , s}, s+ 1, . . . , s+ n)fs+n
∥∥
L1
s+n

= 0, n ≥ 2.

Згiдно з означенням кумулянта розсiяння пiвгруп операторiв перша рiв-
нiсть є наслiдком справедливостi рiвностi (3.25). Друга з цих рiвностей
є наслiдком рiвностi (3.25) та комбiнаторних властивостей твiрних опе-
раторiв (3.20) маргiнальних функцiоналiв стану (3.19).

Твердження теореми 3.5 iнтерпретується як властивiсть поширення
початкового хаосу в наближеннi самоузгодженого поля, тобто в цьому
наближеннi стани складових активної м’якої конденсованої речовини в
процесi еволюцiї залишаються статистично незалежними.

3.4. Висновки до третього роздiлу

У цьoму рoздiлi дoслiджено прoблему математичнoгo oбґрунтування
кiнетичнoгo рiвняння немарковського типу для системи багатьох взає-
модiючих стохастичних процесiв марковського типу, якою описується
еволюцiю активних м’яких конденсованих речовин на мiкроскопiчному
рiвнi.
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Розвинуто пiдхiд до опису кiнетичної еволюцiї систем багатьох части-
нок у термiнах спостережуваних величин, що дало можливiсть сфор-
мулювати новий метод виведення нелiнiйних кiнетичних рiвнянь для
систем частинок в конденсованих станах.

За допомогою непертурбативного розв’язку дуальної (двоїстої) iєрар-
хiї рiвнянь ББҐКI для маргiнальних спостережуваних взаємодiючих
стохастичних марковських процесiв (3.4) обґрунтовано кiнетичне рiв-
няння немарковського типу (3.21), яким описуються ефекти пам’ятi ко-
лективної поведiнки активних м’яких речовин. Побудовано розв’язок
цього рiвняння (3.18) та дослiджено його асимптотичнi властивостi у
границi самоузгодженого поля (4.23).

Встановлено, що для початкових станiв статистично незалежних вза-
ємодiючих стохастичних марковських процесiв у випадку маргiнальних
спостережуваних адитивного типу метод опису еволюцiї системи за до-
помогою задачi Кошi для дуальної iєрархiї рiвнянь ББҐКI (3.2),(3.3)
є еквiвалентним до пiдходу опису еволюцiї станiв системи у термiнах
одночастинкової функцiї розподiлу (3.18), яка є розв’язком задачi Ко-
шi для немарковського кiнетичного рiвняння (3.21),(3.22), а у випадку
маргiнальних спостережуваних неадитивного типу – до опису еволю-
цiї станiв у термiнах послiдовностi маргiнальних функцiоналiв стану
(3.19), якi описують усi можливi кореляцiї в активних м’яких речови-
нах за допомогою розв’язку побудованого кiнетичного рiвняння (3.21).
Доведення цього результату ґрунтується на застосуваннi методу кiнети-
чних кластерних розкладiв кумулянтiв напiвгруп операторiв скiнченої
кiлькостi взаємодiючих стохастичних марковських процесiв.

У прoстoрi iнтегрoваних функцiй для побудованого немарковського
кiнетичнoгo рiвняння дoведенo теoрему прo iснування рoзв’язку (теоре-
ма 3.3). У випадку початкових станiв, якi задовольняють умову хаосу,
для побудованого розв’язку та маргiнальних функцiоналiв стану дове-
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дено граничнi теореми самоузгодженого поля (вiдповiдно, теорема 3.4 та
теорема 3.5), зокрема, встановлено властивiсть поширення початкового
хаосу. Зазначимо, що розвинутий у цьому роздiлi пiдхiд до побудови кi-
нетичних рiвнянь дає можливiсть в скейлiнґових границях враховувати
поправки до основного члена асимптотики.

Результати цього роздiлу опублiковано в статтях [7],[50], препринтi
[52] та тезах доповiдей в матерiалах праць мiжнародних [53],[54],[56] i
всеукраїнських конференцiй [8],[9],[55].
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РОЗДIЛ 4

Границя самоузгодженого поля iєрархiй
еволюцiйних рiвнянь для активної м’якої

речовини

У цьому роздiлi дисертацiї розвинуто пiдхiд до опису кiнетичної ево-
люцiї активних м’яких конденсованих речовинах у термiнах спостере-
жуваних величин, а саме: побудовано скейлiнґову границю самоузго-
дженого поля розв’язку задачi Кошi для iєрархiї еволюцiйних рiвнянь
для маргiнальних спостережуваних (дуальна iєрархiя рiвнянь ББҐКI)
взаємодiючих стохастичних марковських процесiв.

Для початкових станiв, якi задовольняють умову хаосу, в границi са-
моузгодженого поля доведено еквiвалентнiсть опису еволюцiї системи
у термiнах граничних маргiнальних спостережуваних та за допомогою
одночастинкової маргiнальної функцiї розподiлу, яка є розв’язком кi-
нетичного рiвняння самоузгодженого поля побудованого у попередньо-
му роздiлi iншим методом, як рiвняння, яким описується асимптоти-
чна поведiнка розв’язку немарковського кiнетичного рiвняння активних
м’яких речовин. Для взаємодiючих стохастичних марковських процесiв
встановлено властивiсть поширення початкового хаосу в границi само-
узгодженого поля.

У цьому роздiлi проведено порiвняльний аналiз розвинутого пiдходу
до виведення кiнетичних рiвнянь з традицiйним методом за допомогою
iєрархiя рiвнянь ББҐКI взаємодiючих стохастичних марковських про-
цесiв, який ґрунтується на дослiдженнi границi самоузгодженого поля
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для маргiнальних функцiй розподiлу, а також для розв’язку iєрархiя
рiвнянь ББҐКI побудованого методами теорiї збурень.

4.1. Границя самоузгодженого поля для розв’язку
дуальної iєрархiї рiвнянь ББҐКI для активної
м’якої речовини

Побудуємо границю самоузгодженого (середнього) поля [102] непер-
турбативного розв’язку (3.4) задачi Кошi для дуальної iєрархiї рiвнянь
ББҐКI (3.2),(3.3) для активної м’якої речовини [14]. Для спрощення об-
числень розглянемо випадок N = 2 субпопуляцiй.

Справедливе таке твердження.

Теорема 4.1. Нехай для початкових даних B0,ε
s ∈ Cs iснує границя

b0
s ∈ Cs

w∗− lim
ε→0

(
ε−sB0,ε

s − b0
s

)
= 0,

тодi на скiнченному промiжку часу iснує границя самоузгодженого по-
ля розв’язку (3.4) задачi Кошi для дуальної iєрархiї рiвнянь ББҐКI для
активної м’якої речовини (2.30) в сенсi ∗-слабкої збiжностi в просторi
Cs

w∗− lim
ε→0

(
ε−sBs(t)− bs(t)

)
= 0,

яка визначається таким розкладом

bs(t,u1, . . . ,us) =
s∑

n=0

∫ t

0

dt1 . . .

∫ tn−1

0

dtne
(t−t1)

s∑
k1=1

Λ[1](k1)

(4.1)

s∑
i1 6=j1=1

Λ[2](i1, j1)e

(t1−t2)
s∑

l1 = 1,

l1 6= j1

Λ[1](l1)
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. . . e

(tn−1−tn)
s∑

kn = 1,

kn 6= (j1, . . . , jn−1)

Λ[1](kn)
s∑

in 6= jn = 1,

in, jn 6= (j1, . . . , jn−1)

Λ[2](in, jn)

e

tn
s∑

ln = 1,

ln 6= (j1, . . . , jn)

Λ[1](ln)

b0
s−n((u1, . . . ,us) \ (uj1, . . . ,ujn)),

Для доведення встановимо справедливiсть деяких допомiжних твер-
джень. Для складових операторiв (3.1) ведемо такi скороченi позначен-
ня:

Λ[1]
s ≡

s∑
i=1

Λ[1](i),

Λ[2]
s ≡

s∑
i1 6=i2=1

Λ[2](i1, i2).

Твердження 4.1. Нехай bs ∈ Cs, тодi справедлива така рiвнiсть

w∗− lim
ε→0

(
etΛsbs − etΛ

[1]
s bs
)

= 0. (4.2)

Дiйсно, оскiльки для пiвгрупи операторiв etΛs справедливе рiвняння
Дюамеля [17]

etΛs = etΛ
[1]
s + ε

t∫
0

dt1e
(t−t1)ΛsΛ[2]

s e
t1Λ

[1]
s ,

тодi вiдповiдно до означення (3.1) оператора Λs справедлива така оцiнка∣∣(etΛsbs − etΛ[1]
s bs)

∣∣ ≤
ε

t∫
0

dt1e
2s(t−t1)(a

[1]
∗ +ε(s−1)a

[2]
∗ )2s(s− 1)a[2]

∗ e
2st1a

[1]
∗
∥∥ bs∥∥Cs ≤

e2st(a
[1]
∗ +ε(s−1)a

[2]
∗ )(1− e2stε(s−1)a

[2]
∗ )
∥∥ bs∥∥Cs.

Таким чином, справедлива рiвнiсть (4.2).
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Внаслiдок рекурентних спiввiдношень, яким задовольняють кумулян-
ти пiвгруп операторiв (3.5),

As(t, 1, . . . , s) = ε

t∫
0

dt1e
(t−t1)Λ

[1]
s

∑
i<j∈(1,...,s)

Λ
[2]
2 (i, j)As−1(t1, {i, j},

1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , s), s ≥ 2,

згiдно з рiвнiстю (4.2) має мiсце таке твердження.

Твердження 4.2. Нехай bs−n ∈ Cs−n((J ×U)s−n), тодi для кумулянта
(1 + n)-го порядку пiвгруп операторiв (3.5) справедлива така рiвнiсть

w∗− lim
ε→0

( 1

εn
A1+n(t, {(1, . . . , s) \ (j1, . . . , jn)}, j1, . . . , jn)bs−n − (4.3)

n!

∫ t

0

dt1 . . .

∫ tn−1

0

dtne
(t−t1)

s∑
k1=1

Λ[1](k1) s∑
i1 6=j1=1

Λ[2](i1, j1)×

e

(t1−t2)
s∑

l1 = 1,

l1 6= j1

Λ[1](l1)

. . . e

(tn−1−tn)
s∑

kn = 1,

kn 6= (j1, . . . , jn−1)

Λ[1](kn)

×

s∑
in 6= jn = 1,

in, jn 6= (j1, . . . , jn−1)

Λ[2](in, jn)e

tn
s∑

ln = 1,

ln 6= (j1, . . . , jn)

Λ[1](ln)

bs−n
)
(u1, . . . ,

us) \ (uj1, . . . ,ujn)) = 0.

Доведемо теорему 4.1.
Для розкладу непертурбативного розв’язку (3.4) задачi Кошi для ду-

альної iєрархiї рiвнянь ББҐКI (3.2),(3.3) в скiнченiй сумi з нерiвностi∣∣∣(ε−sBs(t)− bs(t))
∣∣∣ ≤ s∑

n=0

∣∣∣ s∑
j1 6=... 6=jn=1

1

n!

1

εn
A1+n(t, {(1, . . . ,

s) \ (j1, . . . , jn)}, j1, . . . , jn)ε
−(s+n)B0,ε

s−n(u1, . . . ,uj1−1,uj1+1, . . . ,

ujn−1,ujn+1, . . . ,us)−∫ t

0

dt1 . . .

∫ tn−1

0

dtne
(t−t1)

s∑
k1=1

Λ[1](k1) s∑
i1 6=j1=1

Λ[2](i1, j1)×
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e

(t1−t2)
s∑

l1 = 1,

l1 6= j1

Λ[1](l1)

. . . e

(tn−1−tn)
s∑

kn = 1,

kn 6= (j1, . . . , jn−1)

Λ[1](kn)

×

s∑
in 6= jn = 1,

in, jn 6= (j1, . . . , jn−1)

Λ[2](in, jn)e

tn
s∑

ln = 1,

ln 6= (j1, . . . , jn)

Λ[1](ln)

b0
s−n((u1, . . . ,

us) \ (uj1, . . . ,ujn))
∣∣∣,

почленно перейдемо до границi, використовуючи рiвностi (4.2) i (4.3).
Згiдно з умовою на збiжнiсть початкових маргiнальних спостережува-
них в результатi встановимо справедливiсть твердження теореми 4.1.

Нехай b0 ∈ Cγ, тодi послiдовнiсть b(t) = (b0, b1(t), . . . , bs(t), . . .) гра-
ничних маргiнальних спостережуваних (4.1) є класичним розв’язком
задачi Кошi для дуальної iєрархiї рiвнянь самоузгодженого поля для
активної м’якої речовини:

∂

∂t
bs(t) =

s∑
j=1

Λ[1](j) bs(t) + (4.4)

s∑
j1 6=j2=1

(Λ[2](j1, j2)bs−1(t))(u1, . . . ,uj2−1,uj2+1, . . . ,us),

bs(t,u1, . . . ,us) |t=0= b0
s(u1, . . . ,us), s ≥ 1, (4.5)

де в рекурентних еволюцiйних рiвняннях (4.4) оператори Λ[1](j) та
Λ[2](j1, j2) визначено за допомогою формул (3.1).

В загальному випадку N субпопуляцiй дуальна iєрархiя рiвнянь са-
моузгодженого поля (4.4) для активної м’якої речовини має вигляд:

∂

∂t
bs(t,u1, . . . ,us) =

s∑
j=1

(
Λ[1](j) bs(t)

)
(u1, . . . ,us) + (4.6)

+
s−1∑
n=1

1

n!

s∑
k=n+1

1

(k − n)!

s∑
j1 6=...6=jk=1

εk−1Λ[k](j1, . . . , jk)bs−n(t, (u1, . . . ,
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us) \ (uj1, . . . ,ujn)), s ≥ 1.

В явному виглядi дуальна iєрархiя рiвнянь самоузгодженого поля
(4.4) для взаємодiючих стохастичних марковських процесiв (3.1) має
вигляд

∂

∂t
bs(t,u1, . . . ,us) =

s∑
j=1

a[1](uj)
( ∫
J×U

A[1](v; uj)bs(t,u1, . . . ,

uj−1,v,uj+1, . . . ,us)dv− bs(t,u1, . . . ,us)
)

+
s∑

j1 6=j2=1

a[2](uj1,uj2)
( ∫
J×U

A[2](v; uj1,uj2)bs−1(t,u1, . . . ,

uj1−1,v,uj1+1, . . . ,uj2−1,uj2+1, . . . ,us)dv−

bs−1(t,u1, . . . ,uj2−1,uj2+1, . . . ,us)
)
, s ≥ 1,

де функцiї A[k], k = 1, 2, та a[k], k = 1, 2, визначено вище в формулi
(3.1).

Таким чином, у термiнах спостережуваних кiнетична еволюцiя систе-
ми багатьох взаємодiючих марковських стохастичних процесiв описує-
ться в скейлiнговiй границi самоузгодженого поля за допомогою реку-
рентних еволюцiйних рiвнянь (4.6).

4.2. Границя самоузгодженого поля для розв’язку
iєрархiї рiвнянь ББҐКI для активної м’якої ре-
човини

Встановимо асимптотичну поведiнку в границi самоузгодженого по-
ля непертурбативного розв’язку (3.12) задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь
ББҐКI (3.9),(3.10).

Справедливе таке твердження.
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Теорема 4.2. Нехай для початкових маргiнальних функцiї розподiлу
iснує границя самоузгодженого поля

lim
ε→0

∥∥εs F 0,ε
s − f 0

s

∥∥
L1
s

= 0,

тодi на скiнченому промiжку часу t ∈ [0, t0) (t0 = α(8a[2]∗)−1), в сенсi
збiжностi по нормi простору L1((J × U)s) iснує границя розв’язку
(3.12) задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь ББҐКI (3.9),(3.10)

lim
ε→0

∥∥εs Fs(t)− fs(t)∥∥L1
s

= 0, (4.7)

яка зображується розкладами в такий ряд:

fs(t,u1, . . . ,us) = (4.8)
∞∑
n=0

∫
(J×U)n

dus+1 . . . dus+n

t∫
0

dt1 . . .

tn−1∫
0

dtne
(t−t1)Λ

∗[1]
s+n ×

s∑
i=1

Λ∗[2](i, s+ 1)e(t1−t2)Λ
∗[1]
s+n . . . e(tn−1−tn)Λ

∗[1]
s+n ×

s+n−1∑
in=1

Λ∗[2](in, s+ n)etnΛ
∗[1]
s+nf 0

s+n(u1, . . . ,us+n), s ≥ 1.

Доведемо граничну теорему 4.2.
Оскiльки ряди (3.12) та (4.8) є збiжними на скiнченому промiжку

часу t ∈ [0, α(8a[2]∗)−1), тодi для довiльного нескiнченно малого ε > 0

iснує таке число N , що справедлива нерiвнiсть∥∥∥εsFs(t)− fs(t)∥∥∥
L1
s

≤

N∑
n=0

∫
(J×U)n

dus+1 . . . dus+n
∣∣∣εs 1

n!
A∗1+n(t, {Y }, X \ Y )F 0,ε

s+n(u1, . . . ,us+n)−

t∫
0

dt1 . . .

tn−1∫
0

dtne
(t−t1)Λ

∗[1]
s+n

s∑
i=0

Λ∗[2](i, s+ 1)e(t1−t2)Λ
∗[1]
s+n . . .
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e(tn−1−tn)Λ
∗[1]
s+n

s+n−1∑
in=1

Λ∗[2](in, s+ n)etnΛ
∗[1]
s+nf 0

s+n

∣∣∣+ ε,

де використано позначення введенi в рiвностi (3.26).
Використовуючи рiвностi (3.25) i (3.26), в скiнченнiй сумi почленно

перейдемо до границi, в результатi встановимо справедливiсть твердже-
ння теореми 4.2.

Ряд (4.8) є сильним розв’язком вiдповiдної задачi Кошi для такої гра-
ничної iєрархiї еволюцiйних рiвнянь для системи багатьох взаємодiючих
стохастичних марковських процесiв:

∂

∂t
fs(t,u1, . . . ,us) =

(
Λ∗[1]
s fs(t)

)
(u1, . . . ,us) + (4.9)

s∑
i=1

∫
(J×U)n

dus+1

(
Λ∗[2](i, s+ 1)fs+1(t)

)
(u1, . . . ,us+1),

fs(t,u1, . . . ,us)|t=0 = f 0,ε
s (u1, . . . ,us), s ≥ 1. (4.10)

В загальному випадку системи N субпопуляцiй задача Кошi для гра-
ничної iєрархiї еволюцiйних рiвнянь має вигляд:

∂

∂t
fs(t,u1, . . . ,us) =

(
Λ∗[1]
s fs(t)

)
(u1, . . . ,us) + (4.11)

s∑
k=1

1

k!

s∑
i1 6=...6=ik=1

N−k∑
n=1

1

n!

∫
(J×U)n

dus+1 . . . dus+n
(
Λ∗[k+n](i1, . . . , ik,

s+ 1, . . . , s+ n)fs+n(t)
)
(u1, . . . ,us+n),

fs(t,u1, . . . ,us)|t=0 = f 0,ε
s (u1, . . . ,us), s ≥ 1. (4.12)

Остання iєрархiя еволюцiйних рiвнянь має назву iєрархiя рiвнянь само-
узгодженого поля або iєрархiя еволюцiйних рiвнянь типу Власова для
взаємодiючих стохастичних марковських процесiв [84].
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Зауважимо, що iєрархiя рiвнянь самоузгодженого поля (4.11) є дуаль-
ною (двоїстою) iєрархiєю рiвнянь до рекурентних еволюцiйних рiвнянь
(4.6) для граничних маргiнальних спостережуваних.

Як зазначалось вище, традицiйно асимптотичнi властивостi розв’яз-
ку задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь ББҐКI в скейлiнгових границях
[102] дослiджуються використовуючи зображення розв’язку побудова-
ного методами теорiї збурень. В роботi [84] для ряду iтерацiй iєрархiї
рiвнянь ББҐКI системи багатьох взаємодiючих стохастичних марков-
ських процесiв встановлена границя самоузгодженого поля, яка задо-
вольняє iєрархiї рiвнянь (4.11), та для початкових даних (3.15) встанов-
лена властивiсть поширення початкового хаосу для розв’язку граничної
iєрархiї рiвнянь (4.11).

Доведемо властивiсть поширення початкового хаосу в границi само-
узгодженого поля для непертурбативного розв’язку (3.12) задачi Кошi
для iєрархiї рiвнянь ББҐКI (3.9),(3.10). Зауважимо, що в iнший спосiб
для системи багатьох марковських стохастичних процесiв така власти-
вiсть в границi самоузгодженого поля була встановлена вище в теоремi
3.5. З цiєю метою встановимо асимптотичну поведiнку непертурбатив-
ного розв’язку (3.12) в границi самоузгодженого поля для початкових
станiв, якi задовольняють умову хаосу (3.15), тобто такої послiдовностi
маргiнальних функцiй розподiлу:

Fs(t,u1, . . . ,us) =
∞∑
n=0

1

n!

∫
(J×U)n

A∗1+n(t, {Y }, (4.13)

X \ Y )
s+n∏
i=1

F 0,ε
1 (ui)dus+1 . . . dus+n, s ≥ 1,

де використано позначення:X ≡ (1, . . . , s+n) i Y ≡ (1, . . . , s) та твiрний
оператор A∗1+n(t) розкладу в ряд (4.13) є кумулянтом (1+n)-го порядку
пiвгруп операторiв (3.13). За умови, що:

∥∥F 0,ε
1

∥∥
L1(J×U)

< e−1, рядом
(4.13) зображується сильний розв’язок задачi Кошi (3.9),(3.10).
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Справедливе таке твердження (властивiсть поширення початкового
хаосу).

Теорема 4.3. Нехай для початкової одночастинкової функцiї розподi-
лу iснує границя самоузгодженого поля

lim
ε→0

∥∥ε F 0,ε
1 − f 0

1

∥∥
L1(J×U)

= 0.

Тодi на скiнченому промiжку часу t ∈ [0, t0), в сенсi збiжностi по
нормi простору L1((J × U)s) iснує границя розв’язку (4.13)

lim
ε→0

∫
(J×U)s

du1 . . . dus
∣∣∣εsFs(t,u1, . . . ,us)−

s∏
i=1

f1(t,ui)
∣∣∣ = 0, (4.14)

де одночастинкова функцiя розподiлу f1(t) зображується розкладом у
ряд (3.24), який є сильним розв’язком задачi Кошi для кiнетичного
рiвняння самоузгодженого поля (3.28).

Доведемо теорему. Розкладемо маргiнальнi функцiї розподiлу в кла-
стерний розклад за маргiнальними кореляцiйними функцiями (2.56):

Fs(t,u1, . . . ,us) =
s∏
i=1

F1(t,ui) + (4.15)∑
P : {u1, . . . ,us} =

⋃
i Xi,

|P| 6= s

∏
Xi⊂P

G|Xi|(t,Xi), s ≥ 2,

де символом
∑

P позначена сума всiх можливих розбиттiв P множини
аргументiв (u1, . . . ,us) на |P| непорожнiх множин Xi ⊂ (u1, . . . ,us), якi
не перетинаються, тобто маргiнальнi кореляцiйнi функцiї визначаються
як розв’язки наведених кластерних розкладiв, а саме:

Gs(t,u1, . . . ,us) = (4.16)∑
P : (u1, . . . ,us) =

⋃
i Xi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏
Xi⊂P

F|Xi|(t,Xi), s ≥ 2.
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У випадку початкових станiв, якi задовольняють умову хаосу (3.15)
маргiнальнi кореляцiйнi функцiї (4.16) зображуються такими розклада-
ми в ряд (2.61):

Gs(t,u1, . . . ,us) = (4.17)
∞∑
n=0

1

n!

∫
(J×U)n

A∗s+n(t, 1, . . . , s+ n)
s+n∏
i=1

F 0,ε
1 (ui)dus+1 . . . dus+n,

s ≥ 2,

де твiрний оператор A∗s+n(t) розкладу в ряд (4.17) є кумулянтом (s+n)-
го порядку пiвгруп операторiв (3.13).

Аналогiчно рiвностi (3.26) для кумулянта (s+ n)-го порядку пiвгруп
операторiв справедлива така рiвнiсть

lim
ε→0

∥∥ 1

εn
A∗s+n(t, 1, . . . , s+ n)fs+n

∥∥
L1((J×U)s+n)

= 0. (4.18)

Внаслiдок цього для маргiнальних кореляцiйних функцiй (4.17) маємо:

lim
ε→0

∥∥εsGs(t)
∥∥
L1((J×U)s)

= 0, s ≥ 2, (4.19)

i отже згiдно кластерних розкладiв (4.15) встановлюємо твердження
теореми 4.3.

4.3. Еквiвалентнiсть опису еволюцiї за допомогою
побудованих асимптотик iєрархiй еволюцiйних
рiвнянь

Для початкових станiв, якi описуються у термiнах одночастинкової
функцiї розподiлу,

f (c) ≡ (1, f 0
1 (u1), . . . ,

s∏
i=1

f 0
1 (ui), . . .),
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встановимо еквiвалентнiсть опису еволюцiї системи багатьох взаємодiю-
чих стохастичних марковських процесiв за допомогою розв’язку дуаль-
ної iєрархiї рiвнянь самоузгодженого поля (4.4) для граничних маргi-
нальних спостережуваних (теорема 4.1) та у термiнах одночастинкової
функцiї розподiлу (теорема 4.3), яка є розв’язком кiнетичного рiвняння
самоузгодженого поля (3.28).

Нехай послiдовнiсть граничних маргiнальних спостережуваних
b(t) ∈ Cγ та в початковий момент одночастинкова функцiя розподiлу
f 0

1 ∈ L1(J × U), тодi за умови, що: ‖f 0
1‖L1(J×U) < γ, iснує функцiо-

нал середнiх значень граничних спостережуваних, який зображується
таким розкладом в ряд(

b(t), f (c)
)

= (4.20)
∞∑
s=0

1

s!

∫
(J×U)s

du1 . . . dus bs(t,u1, . . . ,us)
s∏
i=1

f 0
1 (ui).

Дiйсно, для функцiоналу (4.20) справедлива така оцiнка∣∣(b(t), f (c)
)∣∣ ≤ ∞∑

s=0

1

s!
‖bs(t)‖Cs‖f 0

1‖sL1(J×U) ≤

‖b(t)‖Cγ
∞∑
s=0

(γ−1‖f 0
1‖L1(J×U))

s.

Розглянемо початковi маргiнальнi спостережуванi адитивного типу,
тобто послiдовностi b(1)(0) = (0, b0

1(u1), 0, . . .) ∈ Cγ. Тодi розклади, яки-
ми зображуються граничнi маргiнальнi спостережуванi (4.1), набувають
такого вигляду:

b(1)
s (t,u1, . . . ,us) =

∫ t

0

dt1 . . .

∫ ts−2

0

dts−1 e
(t−t1)

s∑
k1=1

Λ[1](k1)

× (4.21)

s∑
i1 6=j1=1

Λ[2](i1, j1)e
(t1−t2)

s∑
l1=1, l1 6=j1

Λ[1](l1)

. . .
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e
(ts−2−ts−1)

s∑
ks−1=1, ks−1 6=(j1,...,js−2)

Λ[1](ks−1) s∑
is−1 6= js−1 = 1,

is−1, js−1 6= (j1, . . . , js−2)

Λ[2](is−1,

js−1)e
ts−1

s∑
ls−1=1, ls−1 6=(j1,...,js−1)

Λ[1](ls−1)

b0
1((u1, . . . ,us) \ (uj1, . . . ,

ujs−1)), s ≥ 1.

У випадку послiдовностi граничних маргiнальних спостережуваних
(4.21) для функцiоналу середнiх значень (4.20) справедливе таке зобра-
ження(

b(1)(t), f (c)
)

= (4.22)
∞∑
s=0

1

s!

∫
(J×U)s

du1 . . . dus b(1)
s (t,u1, . . . ,us)

s∏
i=1

f 0
1 (ui) =

∫
(J×U)

du1 b
0
1(u1)f1(t,u1),

де одночастинкова функцiя розподiлу f1(t) зображується таким розкла-
дом в ряд (3.24)

f1(t,u1) = (4.23)
∞∑
n=0

∫ t

0

dt1 . . .

∫ tn−1

0

dtn

∫
(J×U)n

du2 . . . dun+1 e
(t−t1)Λ∗[1](1) ×

Λ∗[2](1, 2)
2∏

j1=1

e(t1−t2)Λ∗[1](j1) . . .
n∏

jn−1=1

e(tn−1−tn)Λ∗[1](jn−1) ×

n∑
in=1

Λ∗[2](in, n+ 1)
n+1∏
jn=1

etnΛ∗[1](jn)
n+1∏
i=1

f 0
1 (ui),

та оператори Λ∗[m], m ≥ 1, визначено формулою (3.11). Гранична одно-
частинкова функцiя розподiлу (4.23) є сильним розв’язком задачi Кошi
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для кiнетичного рiвняння самоузгодженого поля (3.28):
∂

∂t
f1(t,u1) =

∫
J×U

A[1](u1; v)a[1](v)f1(t,v)dv− a[1](u1)f1(t,u1) +

∫
J×U

du2

( ∫
J×U

A[2](u1; v,u2)a
[2](v,u2)f1(t,v)f1(t,u2)dv−

a[2](u1,u2)f1(t,u1)f1(t,u2)
)
,

f1(t,u1)|t=0 = f 0
1 (u1),

де функцiї A[k] i a[k] визначено вище в формулi (3.1).
Таким чином, у випадку маргiнальних спостережуваних адитивного

типу метод опису еволюцiї системи багатьох взаємодiючих стохастичних
марковських процесiв за допомогою дуальної iєрархiї рiвнянь самоузго-
дженого поля (4.4) є еквiвалентним до пiдходу опису еволюцiї станiв
системи у термiнах одночастинкової функцiї розподiлу (4.23), яка задо-
вольняє кiнетичне рiвняння самоузгодженого поля (3.28).

Розглянемо початковi маргiнальнi спостережуванi k-арного типу, тоб-
то послiдовностi b(k)(0) = (0, . . . , 0, b0

k(u1, . . . ,uk), 0, . . .) ∈ Cγ. Тодi для
функцiоналу (4.20) середнiх значень розкладiв, якими зображуються у
цьому випадку граничнi маргiнальнi спостережуванi (4.1) справедливе
таке зображення:(

b(k)(t), f (c)
)

= (4.24)
∞∑
s=0

1

s!

∫
(J×U)s

du1 . . . dus b(k)
s (t,u1, . . . ,us)

s∏
i=1

f 0
1 (ui) =

1

k!

∫
(J×U)k

du1 . . . duk b0
k(u1, . . . ,uk)

k∏
i=1

f1(t,ui), k ≥ 2,

де гранична одночастинкова маргiнальна функцiя розподiлу f1(t) ви-
значається розкладом в ряд (4.23).
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Отже метод опису еволюцiї системи у випадку граничних маргiналь-
них спостережуваних неадитивного типу є еквiвалентним методу опи-
су у термiнах еволюцiї стану, для якого виконується властивiсть по-
ширення початкового хаосу. Дiйсно, маргiнальнi кореляцiйнi функцiї в
скейлiнговiй границi самоузгодженого поля визначаються за допомогою
кластерних розкладiв маргiнальних функцiй розподiлу (2.56):

k∏
i=1

f1(t,ui) =
∑

P : (u1, . . . ,uk) =
⋃

i Xi

∏
Xi⊂P

g|Xi|(t,Xi), k ≥ 2,

де символом
∑

P позначена сума всiх можливих розбиттiв P множини
аргументiв (u1, . . . ,uk) на |P| непорожнiх пiдмножин Xi ⊂ (u1, . . . ,uk),
якi не перетинаються. Розв’язки наведених кластерних розкладiв опи-
сують еволюцiю стану системи у термiнах маргiнальних кореляцiйних
функцiй, а саме: gk(t,u1, . . . ,uk) = 0, k ≥ 2, тобто в процесi еволюцiї
системи кореляцiї не народжуються.

Таким чином, для початкових станiв, якi задовольняють умову ха-
осу, в границi самоузгодженого поля доведено еквiвалентнiсть опису
еволюцiї системи у термiнах граничних маргiнальних спостережуваних
та за допомогою одночастинкової маргiнальної функцiї розподiлу, яка
є розв’язком кiнетичного рiвняння самоузгодженого поля для системи
багатьох взаємодiючих стохастичних марковських процесiв.

4.4. Висновки до четвертого роздiлу

У цьoму рoздiлi розвинуто пiдхiд до опису кiнетичної еволюцiї си-
стем багатьох частинок у термiнах спостережуваних величин, що дало
можливiсть сформулювати новий метод виведення нелiнiйних кiнети-
чних рiвнянь для систем частинок у конденсованих станах. Зокрема,
такий пiдхiд дає можливiсть будувати кiнетичнi рiвняння за наявностi
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кореляцiй початкових станiв, якими, зокрема, характеризуються кон-
денсованi стани.

Встановлено, що у випадку граничних маргiнальних спостережува-
них адитивного типу (4.21) метод опису еволюцiї системи взаємодiючих
стохастичних марковських процесiв за допомогою дуальної iєрархiї рiв-
нянь самоузгодженого поля (4.4) є еквiвалентним до пiдходу опису ево-
люцiї станiв системи у термiнах одночастинкової функцiї розподiлу, яка
є розв’язком задачi Кошi для кiнетичного рiвняння самоузгодженого
поля (3.28) побудованого в попередньому роздiлi iншим методом.

У випадку граничних маргiнальних спостережуваних неадитивного
типу метод опису еволюцiї за допомогою дуальної iєрархiї рiвнянь са-
моузгодженого поля (4.4) є еквiвалентним властивостi поширення по-
чаткового хаосу для станiв (4.14), тобто встановлено, що в наближеннi
самоузгодженого поля в процесi еволюцiї системи взаємодiючих стоха-
стичних марковських процесiв кореляцiї не народжуються.

Вище також зроблено порiвняльний аналiз цього результату (теорема
4.1) з асимптотичною поведiнкою в границi самоузгодженого (теореми
4.2 та 4.3) поля непертурбативного розв’язку (3.12)(4.13) задачi Кошi
для iєрархiї рiвнянь ББҐКI (3.9),(3.10) системи багатьох взаємодiючих
стохастичних марковських процесiв, який було побудовано в другому
роздiлi дисертацiї (2.21).

Результати цього роздiлу опублiковано в статтях [12],[7] препринтi
[52] та тезах доповiдей в матерiалах праць мiжнародних конференцiй
[8], [53], [54].
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РОЗДIЛ 5

Кiнетичне рiвняння самоузгодженого поля з
початковими кореляцiями для активної

м’якої речовини

Одна з вiдкритих математичних проблем сучасної кiнетичної теорiї
пов’язана зi строгим обґрунтуванням кiнетичних рiвнянь для систем
частинок у конденсованих станах. Це пов’язано з тiєю обставиною, що
в основу традицiйних пiдходiв до виведення кiнетичних рiвнянь покла-
дено припущення вiдсутностi кореляцiй початкових станiв, якими саме
i характеризується речовина в конденсованих станах.

Оскiльки для активних м’яких конденсованих речовин характерною
властивiстю є наявнiсть кореляцiй початкових станiв, тому в цьому роз-
дiлi, використовуючи розвинутий у попередньому роздiлi дисертацiї ме-
тод до виведення кiнетичних рiвнянь, а саме: розв’язок дуальної iєрар-
хiї рiвнянь самоузгодженого поля для граничних маргiнальних спосте-
режуваних, для системи багатьох взаємодiючих стохастичних марков-
ських процесiв побудовано кiнетичне рiвняння самоузгодженого поля з
початковими кореляцiями.

У цьому роздiлi за допомогою розвинутого пiдходу до виведення кiне-
тичних рiвнянь також описано процес поширення початкових кореляцiй
у границi самоузгодженого поля, що, зокрема, дає можливiсть поясни-
ти деякi типовi колективнi властивостi активних м’яких конденсованих
речовин.
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5.1. Методи побудови кiнетичних рiвнянь

Як вiдомо, один з напрямкiв розвитку математичної теорiї еволю-
цiйних рiвнянь систем багатьох частинок полягає у строгому виведеннi
кiнетичних рiвнянь з динамiки таких систем.

За певних умов, еволюцiя станiв системи багатьох частинок може бу-
ти описана у термiнах одночастинкової (маргiнальної) функцiї розпо-
дiлу, яка є роз’язком нелiнiйного кiнетичного рiвняння, тобто у термi-
нах стану типової частинки системи. Оскiльки еволюцiя всiх можли-
вих станiв описується за допомогою розв’язку задачi Кошi для iєрар-
хiї рiвнянь ББҐКI для послiдовностi маргiнальних функцiй розподiлу,
тому кiнетичнi рiвняння iнтерпритуються як еволюцiйнi рiвняння, яки-
ми описується еволюцiя стану в скейлiнгових наближеннях. Традицiй-
но асимптотичнi властивостi розв’язку задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь
ББҐКI в скейлiнгових границях дослiджуються за допомогою зобра-
ження розв’язку побудованого методами теорiї збурень та припущення,
що в початковому станi частинки є статистично незалежними, iншими
словами, початковий стан задовольняє умову хаосу. Вище такий пiдхiд
було реалiзовано в границi самоузгодженого поля для непертурбативно-
го розв’язку iєрархiї рiвнянь ББҐКI для системи багатьох взаємодiючих
стохастичних процесiв.

Для початкових станiв, якi задовольняють умову хаосу, в попереднiх
роздiлах розвинуто два нових метода виведення кiнетичного рiвнян-
ня самоузгодженого поля для активних м’яких речовин, мiкроскопi-
чна динамiка яких описується за допомогою взаємодiючих стохастичних
марковських процесiв. Цi методи ґрунтуються на описi еволюцiї систем
багатьох частинок у термiнах спостережуваних, а саме: за допомогою
розв’язку задачi Кошi для дуальної iєрархiї рiвнянь ББҐКI для послi-
довностi маргiнальних спостережуваних.

Один з методiв виведення кiнетичних рiвнянь у скейлiнговiй границi
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для зазначених початкових станiв полягає в описi еволюцiї станiв си-
стеми частинок у термiнах одночастинкової функцiї розподiлу на осно-
вi непертурбативного розв’язку дуальної iєрархiї рiвнянь ББҐКI для
послiдовностi маргiнальних спостережуваних та дослiдження їх вiдпо-
вiдної асимптотичної поведiнки. У третьому роздiлi було встановлено,
що у випадку маргiнальних спостережуваних адитивного типу метод
опису еволюцiї системи за допомогою задачi Кошi для дуальної iєрар-
хiї рiвнянь ББҐКI (3.2),(3.3) є еквiвалентним до пiдходу опису еволю-
цiї станiв системи у термiнах одночастинкової функцiї розподiлу (3.18),
яка є розв’язком задачi Кошi для немарковського кiнетичного рiвняння
(3.21),(3.22), а у випадку маргiнальних спостережуваних неадитивного
типу – до опису еволюцiї станiв у термiнах послiдовностi маргiнальних
функцiоналiв стану (3.19), якi описують всi можливi кореляцiї в систе-
мi за допомогою розв’язку побудованого кiнетичного рiвняння (3.21).
В границi самоузгодженого поля розв’язок задачi Кошi для немарков-
ського кiнетичного рiвняння (3.21),(3.22) задовольняє кiнетичне рiвнян-
ня самоузгодженого поля (3.28), а граничнi маргiнальних функцiоналiв
стану описують процес поширення початкового хаосу (4.14).

Ще один метод до виведення кiнетичних рiвнянь у скейлiнговiй грани-
цi полягає в побудовi асимптотики розв’язку задачi Кошi для дуальної
iєрархiї рiвнянь ББҐКI для послiдовностi маргiнальних спостережува-
них. У попередньому роздiлi встановлено, що у випадку граничних мар-
гiнальних спостережуваних адитивного типу (4.21) метод опису еволю-
цiї системи багатьох взаємодiючих стохастичних процесiв за допомогою
дуальної iєрархiї рiвнянь самоузгодженого поля (4.4) є еквiвалентним до
пiдходу опису еволюцiї станiв системи у термiнах одночастинкової фун-
кцiї розподiлу, яка є розв’язком задачi Кошi для кiнетичного рiвняння
самоузгодженого поля (3.28). У випадку граничних маргiнальних спо-
стережуваних неадитивного типу метод опису еволюцiї за допомогою
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дуальної iєрархiї рiвнянь самоузгодженого поля (4.4) є еквiвалентним
властивостi поширення початкового хаосу для станiв (4.14).

Розвинутий пiдхiд до опису колективної поведiнки активних м’яких
конденсованих речовин, а саме: у термiнах спостережуваних таких си-
стем, що у цьому випадку є бiльш природним нiж опис у термiнах станiв,
далi буде застосовано до побудови кiнетичного рiвняння самоузгодже-
ного поля з початковими кореляцiями, якими описуються конденсованi
стани систем багатьох частинок.

5.2. Кiнетичне рiвняння самоузгодженого поля з
початковими кореляцiями

Розглянемо початковий стан, який характеризується одночастинко-
вою маргiнальною функцiєю розподiлу та кореляцiйними функцiями

f (cc) ≡ (1, f 0
1 (u1), g2

2∏
i=1

f 0
1 (ui), . . . , gs

s∏
i=1

f 0
1 (ui), . . .), (5.1)

де обмеженi функцiї gs ≡ gs(u1, . . . ,us), s ≥ 2, визначають початковi
кореляцiї. Такi станi є характерними для конденсованої активної м’якої
речовини.

Якщо розв’язок задачi Кошi для дуальної iєрархiї рiвнянь самоузго-
дженого поля (4.4),(4.5) для активної м’якої речовини b(t) ∈ Cγ i поча-
ткова маргiнальна функцiя розподiлу f 0

1 ∈ L1(J × U), тодi за умови:
‖f 0

1‖L1(J×U) < γ, iснує границя самоузгодженого поля функцiоналу се-
реднiх значень для маргiнальних спостережуваних, яка визначається
наступним розкладом у ряд(

b(t), f (cc)
)

= (5.2)
∞∑
s=0

1

s!

∫
(J×U)s

du1 . . . dus bs(t,u1, . . . ,us)gs(u1, . . . ,us)
s∏
i=1

f 0
1 (ui).
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У випадку граничних маргiнальних спостережуваних адитивного ти-
пу для граничного функцiоналу середнiх значень спостережуваних (5.2)
справедливе таке зображення(

b(1)(t), f (cc)
)

= (5.3)
∞∑
s=0

1

s!

∫
(J×U)s

du1 . . . dus b(1)
s (t,u1, . . . ,us)gs(u1, . . . ,

us)
s∏
i=1

f 0
1 (ui) =

∫
(J×U)

du1 b
0
1(u1)f1(t,u1).

У рiвностi (5.3) функцiя b(1)
s (t) визначається частковим випадком роз-

кладу (4.1), а саме:

b(1)
s (t,u1, . . . ,us) =∫ t

0

dt1 . . .

∫ ts−2

0

dts−1 e
(t−t1)

s∑
k1=1

Λ[1](k1) s∑
i1 6=j1=1

Λ[2](i1, j1)×

e
(t1−t2)

s∑
l1=1, l1 6=j1

Λ[1](l1)

. . . e
(ts−2−ts−1)

s∑
ks−1=1, ks−1 6=(j1,...,js−2)

Λ[1](ks−1)

×
s∑

is−1 6= js−1 = 1,

is−1, js−1 6= (j1, . . . , js−2)

Λ[2](is−1, js−1)e
ts−1

s∑
ls−1=1, ls−1 6=(j1,...,js−1)

Λ[1](ls−1)

×

b0
1((u1, . . . ,us) \ (uj1, . . . ,ujs−1)), s ≥ 1,

та гранична одночастинкова функцiя розподiлу f1(t) визначається та-
ким розкладом у ряд

f1(t,u1) = (5.4)
∞∑
n=0

∫ t

0

dt1 . . .

∫ tn−1

0

dtn

∫
(J×U)n

du2 . . . dun+1 e
(t−t1)Λ∗[1](1) ×

Λ∗[2](1, 2)
2∏

j1=1

e(t1−t2)Λ∗[1](j1) . . .
n∏

jn−1=1

e(tn−1−tn)Λ∗[1](jn−1) ×
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n∑
in=1

Λ∗[2](in, n+ 1)
n+1∏
jn=1

etnΛ∗[1](jn)g1+n(u1, . . . ,un+1)
n+1∏
i=1

f 0
1 (ui),

де оператори Λ∗[i], i = 1, 2, є спряженими операторами (3.11) до опера-
торiв Λ[i], i = 1, 2, якi визначено формулою (3.1) в сенсi функцiоналу
математичного сподiвання (5.2).

Для початкових даних f 0
1 ∈ L1(J × U) гранична функцiя розподi-

лу (5.4) є сильним розв’язком задачi Кошi для кiнетичного рiвняння
самоузгодженого поля з початковими кореляцiями:

∂

∂t
f1(t,u1) = Λ∗[1](1)f1(t,u1) +

∫
J×U

du2Λ
∗[2](1, 2)× (5.5)

2∏
i1=1

etΛ
∗[1](i1)g2(u1,u2)

2∏
i2=1

etΛ
∗[1](i2)f1(t,u1)f1(t,u2),

f1(t,u1)|t=0 = f 0
1 (u1), (5.6)

де функцiя g2(u1,u2) – початкова двохчастинкова кореляцiйна функцiя
(5.1) i оператори Λ∗[i], i = 1, 2, та Λ∗[2](1, 2) визначено формулою (3.11).

Це твердження доводиться аналогiчно випадку доведення iснування
розв’язку для iєрархiї рiвнянь ББҐКI, який зображується рядом iтера-
цiй [34].

Пiдкреслимо, що iнтеграл зiткнень у кiнетичному рiвняннi (5.5) ви-
значається початковими кореляцiями системи (5.1), внаслiдок чого кi-
нетичне рiвняння самоузгодженого поля з початковими кореляцiями є
кiнетичним рiвнянням немарковського типу.

Таким чином, встановлено, що для початкових станiв (5.1), якi визна-
чаються одночастинковою (маргiнальною) функцiєю розподiлу та ко-
реляцiями, метод опису еволюцiї системи взаємодiючих стохастичних
марковських процесiв еквiвалентний до пiдходу за допомогою дуальної
iєрархiї рiвнянь самоузгодженого поля (4.4) у випадку маргiнальних
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спостережуваних адитивного типу полягає в описi еволюцiї станiв одно-
частинковою функцiєю розподiлу, яка є розв’язком задачi Кошi для кi-
нетичного рiвняння самоузгодженого поля з початковими кореляцiями
(5.5),(5.6).

5.3. Властивiсть поширення початкових кореляцiй

Для функцiоналу середнiх значень спостережуваних у границi само-
узгодженого поля у випадку граничних маргiнальних спостережуваних
k-арного типу b(k)(0) = (0, . . . , 0, b0

k(0u1, . . . ,uk), 0, . . .), справедлива та-
ка рiвнiсть(

b(k)(t), f (cc)
)

=
∞∑
s=0

1

s!

∫
(J×U)s

du1 . . . dus b(k)
s (t,u1, . . . , (5.7)

us)gs(u1, . . . ,us)
s∏
i=1

f 0
1 (ui) =

1

k!

∫
(J×U)k

du1 . . . duk b0
k(u1, . . . ,uk)

k∏
i1=1

etΛ
∗[1](i1)gk(u1, . . . ,

uk)
k∏

i2=1

etΛ
∗[1](i2)

k∏
i=1

f1(t,ui),

де гранична одночастинкова функцiя розподiлу f1(t,ui) визначається
розкладом (4.23) i задовольняє задачу Кошi для кiнетичного рiвняння
самоузгодженого поля з початковими кореляцiями (5.5),(5.6) та фун-
кцiя gk(u1, . . . ,uk) є початковою k-частинковою кореляцiйною функцi-
єю (5.1).

Внаслiдок рiвностi (5.7) для маргiнальних спостережуваних k-арного
типу еволюцiя системи, яка описується за допомогою дуальної iєрар-
хiї рiвнянь самоузгодженого поля (4.4), у термiнах маргiнальних (k-
частинкових) функцiй розподiлу еквiвалентна властивостi поширення
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початкових кореляцiй:

fk(t,u1, . . . ,uk) = (5.8)
k∏

i1=1

etΛ
∗[1](i1)gk(u1, . . . ,uk)

k∏
i2=1

e−tΛ
∗[1](i2)

k∏
j=1

f1(t,uj), k ≥ 2,

де функцiя f1(t) є розв’язком кiнетичного рiвняння самоузгодженого
поля з початковими кореляцiями (5.5).

Дiйсно, маргiнальнi кореляцiйнi функцiї в скейлiнговiй границi са-
моузгодженого поля визначаються за допомогою кластерних розкладiв
маргiнальних функцiй розподiлу (2.56):

fs(t,u1, . . . ,us) =
∑

P : (u1, . . . ,us) =
⋃

i Xi

∏
Xi⊂P

g|Xi|(t,Xi), s ≥ 1,

де символ
∑

P – сума по всiм можливим розбиттям P множини аргу-
ментiв (u1, . . . ,us) на |P| непорожнiх пiдмножин Xi ⊂ (u1, . . . ,us), якi
не перетинаються, тобто як розв’язки наведених кластерних розкладiв:

gs(t,u1, . . . ,us) =∑
P : (u1, . . . ,us) =

⋃
i Xi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏
Xi⊂P

f|Xi|(t,Xi), s ≥ 1.

Тодi властивiсть поширення початкових кореляцiй (5.8) у термiнах
маргiнальних кореляцiйних функцiй зображуються такими розклада-
ми:

gs(t,u1, . . . ,us) = (5.9)
k∏

i1=1

etΛ
∗[1](i1)g̃s((u1, . . . ,us)

k∏
i2=1

e−tΛ
∗[1](i2)

k∏
j=1

f1(t,uj), s ≥ 2,

де одночастинкова функцiя розподiлу f1(t) визначається iз задачi Кошi
для кiнетичного рiвняння самоузгодженого поля з початковими коре-
ляцiями (5.5),(5.6) та використано таке позначення

g̃s(u1, . . . ,us) =
∑

P : (u1, . . . ,us) =
⋃

i Xi

∏
Xi⊂P

g|Xi|(Xi),
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в якому функцiї g|Xi|(Xi), |Xi| ≤ s, є початковими кореляцiйними фун-
кцiями (5.1)

Таким чином, встановлено, що в границi самоузгодженного поля в
процесi еволюцiї активних м’яких конденсованих речовин новi кореляцiї
не народжуються, а початковi кореляцiї поширюються згiдно з форму-
лою (5.9).

5.4. Висновки до п’ятого роздiлу

Використовуючи розвинутий в дисертацiї метод до побудови кiнети-
чних рiвнянь, який ґрунтується на розв’язку задачi Кошi для дуаль-
ної iєрархiї рiвнянь самоузгодженого поля для граничних маргiнальних
спостережуваних, для початкових станiв системи багатьох взаємодiю-
чих стохастичних марковських процесiв, якi характерезуються кореля-
цiями, побудовано кiнетичне рiвняння самоузгодженного поля з поча-
тковими кореляцiями (5.5) та описано процес поширення початкових
кореляцiй у границi самоузгодженного поля.

Виведене кiнетичне рiвняння для активних м’яких конденсованих ре-
човин є немарковським кiнетичним рiвнянням внаслiдок внеску поча-
ткових кореляцiй в структуру iнтегралу зiткнень цього рiвняння (5.5).
Тобто встановлено, що ефекти пам’ятi кiнетичних процесiв у таких си-
стемах i наявнiсть початкових кореляцiй, якими характеризуються їх
конденсованi стани, є взаємно обумовленими.

Встановлено також, що в границi самоузгодженного поля в проце-
сi еволюцiї системи взаємодiючих стохастичних марковських процесiв,
новi кореляцiї не народжуються, а початковi кореляцiї поширюються
згiдно з формулою (5.9).

Результати цього роздiлу опублiковано в статтях [7],[61], препринтi
[62] та тезах доповiдей в матерiалах праць в матерiалах праць мiжна-
родних конференцiй [54],[55].
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ВИСНОВКИ

В дисертацiйнiй роботi розвинуто пiдхiд до дослiдження нерiвнова-
жних систем статистичної механiки за допомогою еволюцiйних рiвнянь
у функцiональних похiдних для твiрних функцiоналiв послiдовностей
функцiй, якими описуються спостережуванi величини та стани систем
багатьох частинок.

Вперше сформульовано рiвняння у функцiональних похiдних для
твiрного функцiоналу послiдовностi маргiнальних спостережуваних i за
його допомогою розвинуто метод побудови непертурбативного розв’язку
для задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь (дуальна iєрархiя рiвнянь ББҐКI)
для маргiнальних спостережуваних. Встановлено, що такий розв’язок
зображується у формi розкладу за групами спадаючої кiлькостi части-
нок, твiрнi оператори якого є вiдповiдного порядку кумулянтами груп
операторiв рiвнянь Лiувiлля для спостережуваних системи скiнченої
кiлькостi частинок.

Встановлено зв’язок мiж твiрними функцiоналами для послiдовно-
стей функцiй, якими визначаються рiзнi способи опису стану систем
багатьох частинок. Зокрема, розвинуто пiдхiд до опису станiв систем
багатьох частинок у термiнах кореляцiйних функцiй, якi є розв’язком
задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь Лiувiлля. Це дало можливiсть у вiдпо-
вiдних функцiональних просторах побудувати непертурбативнi розв’яз-
ки задач Кошi для iєрархiй рiвнянь для маргiнальних функцiй розпо-
дiлу i маргiнальних кореляцiйних функцiй у термiнах нелiнiйних груп
операторiв iєрархiї рiвнянь Лiувiлля для кореляцiйних функцiй. Зазна-
ченi результати узагальнено для систем частинок з багаточастинковим
потенцiалом взаємодiї.
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Розвинуто пiдхiд до опису кiнетичної еволюцiї активних м’яких ре-
човин у термiнах спостережуваних величин, що дало можливiсть сфор-
мулювати новий метод виведення нелiнiйних кiнетичних рiвнянь для
систем в конденсованих станах.

За допомогою непертурбативного розв’язку дуальної (двоїстої) iєрар-
хiї рiвнянь ББҐКI для маргiнальних спостережуваних взаємодiючих
стохастичних марковських процесiв обґрунтовано кiнетичне рiвняння
немарковського типу, яким описуються ефекти пам’ятi колективної по-
ведiнки активних м’яких речовин.

Побудовано непертурбативний розв’язок задачi Кошi для виведеного
немарковського кiнетичного рiвняння та дослiджено його асимптотичнi
властивостi у границi самоузгодженого поля.

Встановлено, що у випадку маргiнальних спостережуваних адитив-
ного типу метод опису еволюцiї системи взаємодiючих стохастичних
марковських процесiв за допомогою двоїстої iєрархiї рiвнянь ББҐКI
є еквiвалентним до пiдходу опису еволюцiї станiв системи у термiнах
одночастинкової функцiї розподiлу, яка є розв’язком задачi Кошi для
немарковського кiнетичного рiвняння, а у випадку маргiнальних спо-
стережуваних неадитивного типу до опису еволюцiї станiв у термiнах
послiдовностi маргiнальних функцiоналiв стану, якими описуються всi
можливi кореляцiї в активних м’яких речовинах за допомогою розв’язку
побудованого кiнетичного рiвняння.

В прoстoрi iнтегрoваних функцiй для побудованого немарковського
кiнетичнoгo рiвняння дoведенo теoрему прo iснування рoзв’язку. У ви-
падку початкових станiв, якi задовольняють умову хаосу, для побудо-
ваного розв’язку та маргiнальних функцiоналiв стану доведено грани-
чнi теореми самоузгодженого поля, зокрема, встановлено властивiсть
поширення початкового хаосу, тобто статистичної незалежностi станiв
системи взаємодiючих стохастичних марковських процесiв, якою опису-
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ються активнi м’якi речовини.
В границi самоузгодженого поля встановлено асимптотичну поведiн-

ку непертурбативного розв’язку для дуальної (двоїстої) iєрархiї рiв-
нянь для маргiнальних спостережуваних системи взаємодiючих стоха-
стичних марковських процесiв, якою моделюється динамiка активних
м’яких речовин. У цьому випадку в дисертацiї вперше сформульовано
iєрархiю еволюцiйних рiвнянь, за допомогою якої описуються кiнети-
чнi властивостi системи у термiнах спостережуваних величин. Вико-
ристовуючи отриманий результат, доведено, що у випадку граничних
маргiнальних спостережуваних адитивного типу метод опису еволюцiї
системи взаємодiючих стохастичних марковських процесiв за допомо-
гою дуальної iєрархiї рiвнянь самоузгодженого поля є еквiвалентним
до пiдходу опису еволюцiї станiв системи у термiнах одночастинкової
функцiї розподiлу, яка є розв’язком задачi Кошi для кiнетичного рiв-
няння самоузгодженого поля. У випадку граничних маргiнальних спо-
стережуваних неадитивного типу метод опису еволюцiї є еквiвалентним
властивостi поширення початкового хаосу, тобто встановлено, що в на-
ближеннi самоузгодженого поля в процесi еволюцiї системи кореляцiї
не народжуються.

Використовуючи розвинутий в дисертацiї метод до виведення кiне-
тичних рiвнянь, який ґрунтується на використаннi розв’язку дуаль-
ної iєрархiї рiвнянь самоузгодженого поля для граничних маргiналь-
них спостережуваних, для системи взаємодiючих стохастичних марков-
ських процесiв побудувано кiнетичне рiвняння самоузгодженного поля
з початковими кореляцiями та описано процес поширення початкових
кореляцiй в границi самоузгодженного поля.

Побудоване кiнетичне рiвняння є рiвнянням немарковського типу
внаслiдок внеску початкових кореляцiй в структуру iнтегралу зiткнень
цього рiвняння. Тобто встановлено, що ефекти пам’ятi кiнетичних про-
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цесiв в активних м’яких речовинах i наявнiсть початкових кореляцiй,
якими характеризується конденсований стан, є взаємно обумовленими.
Доведено також, що в границi самоузгодженного поля в процесi еволю-
цiї системи, новi кореляцiї не народжуються.
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