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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Задачi на власнi значення широко застосовуються

в теоретичних i прикладних проблемах механiки, фiзики, фiзичної хiмiї, бiо-

фiзики, математичнiй економiцi, теорiї систем та їх оптимiзацiї, теорiї випад-

кових процесiв i багатьох iнших галузях природничих наук. Зокрема, про-

вiдну роль у класичних галузях математичної фiзики та прикладних нау-

ках вiдiграють крайовi задачi для звичайних диференцiальних рiвнянь типу

Штурма-Лiувiлля. Вони описують цiлий ряд важливих фiзичних явищ, якi

мають виражений коливний характер та пов’язанi з вiбрацiєю i хвильовими

процесами (див. [14,85]). За допомогою самоспряжених крайових задач типу

Штурма-Лiувiлля описуються i моделюються квантово-механiчнi системи, а

саме атомнi та молекулярнi системи, включаючи атомнi решiтки, квантовi

гетероструктури, напiвпровiдники, квантовi хвилеводи, потенцiальнi ями то-

що. Вони описанi в роботах таких сучасних дослiдникiв, як S. Albeverio [40],

M. Belloni [73], Hassan S. Ashour [63] та iнших. Несамоспряженi задачi на

власнi значення виникають в гiдродинамiчнiй та в магнiто-гiдродинамiчнiй

теорiї стiйкостi, наприклад, при розглядi задач про стiйкiсть потокiв в’язкої

рiдини (див., напр., [2, c.281, c.651]).

Рiвняння типу Штурма-Лiувiлля та пов’язанi з ними диференцiальнi опе-

ратори, як зазначено в монографiї Марченка В. О. [29, 150], завжди були

постiйним джерелом нових iдей i задач для спектральної теорiї операторiв

i сумiжних роздiлiв аналiзу. Тут також варто згадати такi монографiї, при-

свяченi теорiї Штурма-Лiувiлля: Коллатц Л. [14], Аткiнсон Ф. В. [1], Левi-

тан Б. М. та Саргсян I. С. [142], Pryce J. D. [163], Козлов В. та Мазья В. [129],

пiд ред. Hinton D. та Schaefer P. W. [120], Zettl A. [183], M. A. Al-Gwaiz [49],

пiд ред. Amrein W. O. та iнших [55], Atkinson F. V. та Mingarelli A. B. [65].

Для розв’язування задач на власнi значення iснує велика кiлькiсть чи-

сельних методiв, якi умовно можна подiлити на дискретнi, аналiтичнi та

чисельно-аналiтичнi (функцiонально-дискретнi). Розробцi, обґрунтуванню

та реалiзацiї наближених методiв присвячено роботи багатьох математикiв,
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а саме: Акуленко Л., Anderssen R. S., Алгазiн С. Д., Бандирський Б. Й., Ali-

ci H., Andrew A. L., Attili B. S., Bailey P. B., Chen H., Pruess S., El-Daou M. K.,

Everitt W. N., Гаврилюк I.П., Ghelardoni P., Gladwell I., Greenberg L., He J.-

H., Ixaru L. Gr., Коллатц Л., Кравченко В.В., Ledoux V., Макаров В. Л.,

Marletta M., Paine J. W., Pryce J. D., Подлевський Б. М., Пузинiн I. В., Самар-

ський О. А., Тихонов А. М., Торба С. М., Vanden Berghe G., Weideman J. A. C.

та iншi.

Найбiльш економними з точки зору обчислювальних ресурсiв, а значить, i

бiльш ефективними при їх програмнiй реалiзацiї є дискретнi методи (див. До-

даток B). Деякi з них реалiзовано в пакетах прикладних програм, що входять

до таких вiдомих бiблiотек, як NAG Fortran Library, CALGO, CPC Program

Library, JINRLIB та iнших.

Серед недолiкiв дискретних методiв є такi: погiршення точностi iз зро-

станням номера власного значення; використання згенерованої на початку

чисельного процесу сiтки, яке, наприклад, у випадку наявностi щiльно згру-

пованих власних значень призводить до спiвпадiння їх вiдповiдних набли-

жень; обмежена кiлькiсть обчислюваних (надiйних) власних значень, яка за-

лежить вiд кроку сiтки; насичення точностi. Проблема погiршення точностi

iз зростанням номера власного значення притаманна, зокрема, спектраль-

ним методам, популярним класичним методам таким, як метод скiнченних

рiзниць (FDM) та метод Нумерова (MN), а також методу скiнченних елемен-

тiв (FEM). Частково подолати цю проблему вдалось за допомогою запропо-

нованої у 80-х роках XX столiття колективом австралiйських математикiв

Paine J. W., de Hoog F. R., Anderssen R. S. та Andrew A. L. асимптотичної

корекцiї в поєднаннi з FDM, MN та FEM в [56, 58, 60, 61, 158, 160, 178, 179].

Проте, асимптотична корекцiя є ефективною для дуже низьких за номером

власних значень.

Недолiки класичних дискретних та спектральних методiв пiдкреслює за-

ключне зауваження iз [184] про те, що «хоча число надiйних власних значень

i зростає зi збiльшенням обчислювального масштабу 𝑁 , вiдсоток надiйних

власних значень (в порiвняннi з ненадiйними власними значеннями) буде
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прямувати до нуля, коли 𝑁 прямує до нескiнченностi». Тут 𝑁 – кiлькiсть

вузлових точок розбиття. Водночас iснують задачi, якi вимагають обчисле-

ння великої кiлькостi (тисяч) власних значень та вiдповiдних нормованих

власних функцiй (див., напр., [99, 161]).

Протягом останнiх рокiв для наближеного розв’язування задач на власнi

значення широко застосовуються аналiтичнi (функцiональнi) методи, якi ба-

зуються на iдеї методу гомотопiї або, що те ж саме, методу продовження

по параметру (див., напр., [52, 62]) i дозволяють знаходити розв’язки у ви-

глядi швидкозбiжних функцiональних рядiв. Це, наприклад, запропонований

у 80-х роках ХХ столiття в [43–46, 166] американським фiзиком Джорджем

Адомяном метод декомпозицiї Адомяна (ADM) та розвинутий для задач ти-

пу Штурма-Лiувiлля в [66, 67, 121, 141, 149, 169, 170, 175]; запропонований у

1992 роцi в [132] китайським математиком Shijun Liao метод гомотопного

аналiзу (HAM) та розвинутий в [39, 123]; запропонований китайським мате-

матиком JI-Huan He у 1999 роцi в [118] метод гомотопного збурення (HPM)

та розвинутий в [64,96,118,128,156].

Бурхливий розвиток аналiтичних методiв останнiм часом пов’язаний iз

вдосконаленням засобiв комп’ютерної алгебри, за допомогою яких можна ви-

конувати складнi та громiздкi аналiтичнi перетворення. На вiдмiну вiд дис-

кретних методiв, аналiтичнi методи в цьому сенсi є досить затратними. То-

му для них актуальною є розробка алгоритмiв бiльш ефективних та менш

затратних з точки зору обчислювальних ресурсiв. Головною перевагою ана-

лiтичних методiв є можливiсть дослiдження поведiнки шуканого розв’язку

за допомогою наближеного розв’язку, отриманого в аналiтичнiй формi, адже

точний розв’язок наближається елементами того ж простору.

Спорiдненим за iдеологiєю iз згаданими методами HPM, HAM та ADM є

функцiонально-дискретний метод (FD-метод), який на вiдмiну вiд них мi-

стить в собi дискретну складову, за допомогою якої можна досягати збiжностi

у випадках, коли HPM, HAM, ADM є розбiжними. Вперше запропонований у

1991 роцi Макаровим В. Л. в [17] FD-метод дає змогу подолати перерахованi

вище недолiки дискретних методiв та може бути застосований до розв’язуван-
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ня операторних рiвнянь загального вигляду, а для ряду конкретних випадкiв

було строго доведено, що швидкiсть його збiжностi є суперекспоненцiальною.

FD-метод був розвинутий в роботах Макарова В. Л., Гаврилюка I. П., Лазур-

чака I. I., Василика В. Б., Ситника Д. О., Драгунова Д. В., Клименка А. В.,

Бандирського Б. Й., Россохатої Н. О., Уханьова О. Л., Попова A. M. та iнших.

В роботах Макарова В. Л. та його учнiв було показано, що для широкого

класу одновимiрних задач на власнi значення FD-метод збiгається iз швидкi-

стю не повiльнiшою, нiж геометрична прогресiя, знаменник якої прямо про-

порцiйний параметру дискретизацiї та обернено пропорцiйний порядковому

номеру вiдповiдного власного значення, тобто iз збiльшенням порядкового

номера власного значення зростає швидкiсть збiжностi FD-методу.

Серед особливостей, якi спричиняють труднощi при чисельному розв’я-

зуваннi задач на власнi значення за допомогою дискретних методiв, слiд

вiдмiтити наявнiсть кратних та щiльно згрупованих в кластери близьких

власних значень. Такi особливостi притаманнi, наприклад, скалярним зада-

чам Штурма-Лiувiлля другого порядку з рiвняннями Матьє i Кофi-Еванса

(див. [163, с.283], [59, 94, 105, 131, 161]) та з рiвняннями Хiлла i Ламе з перiо-

дичними та антиперiодичними крайовими умовами (див. [2, гл.9, §6], [48,76]),

скалярним задачам типу Штурма-Лiувiлля четвертого порядку з вiдповiд-

ними крайовими умовами (див. [12, гл.III, §11.2]), задачам типу Штурма-

Лiувiлля з матричними коефiцiєнтами (див. [92, 137]). Як зазначено у [92],

при недостатньо дрiбному розбиттi вiдрiзку отриманi згiдно з дискретними

методами наближення до близьких i, водночас, простих власних значень на

деякому кроцi методу починають спiвпадати.

В роботах Макарова В. Л. та його учнiв [3,71,101,102] FD-метод успiшно

обґрунтовано та застосовано для розв’язування задач типу Штурма-Лiувiлля

з близькими щiльно згрупованими в двiйки власними значеннями. При цьому

вже на етапi базової задачi, з якої починається чисельний процес, виникають

двократнi власнi значення, що зумовлює модифiкацiю традицiйного алгори-

тму FD-методу для кожної iз задач, а в [101] здiйснено узагальнення на ви-

падок абстрактної постановки задачi на власнi значення для самоспряжених
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операторiв з дискретним спектром, що дiють у гiльбертовому просторi.

Згаданi вище застосування спектральних задач, зокрема, в яких власнi

значення згрупованi в кластери близьких значень (трiйки, четвiрки i т.д.),

та недолiки дискретних методiв, якi використовуються для їх наближено-

го розв’язування, вказують на актуальнiсть побудови бiльш ефективних чи-

сельних методiв. Водночас обґрунтування FD-методу для розв’язування спе-

ктральних задач для звичайних диференцiальних рiвнянь iз кратними вла-

сними значеннями базової задачi довiльної (скiнченної) кратностi та його уза-

гальнення на випадок абстрактної постановки задачi на власнi значення на

момент початку проведення даного дисертацiйного дослiдження було вiдкри-

тим та актуальним питанням.

Зв’язок дослiдження з науковими програмами, планами, тема-

ми. Тематика дисертацiї пов’язана з науковими дослiдженнями, що проводя-

ться у вiддiлi обчислювальної математики Iнституту математики НАН Укра-

їни. Її результати було використано при виконаннi науково-дослiдної роботи

I–16–11: «Високоточнi методи розв’язування задач для операторних рiвнянь

у некласичнiй постановцi», термiн виконання з 01.01.2010 по 31.12.2015, номер

державної реєстрацiї – 0111U000020.

Мета i завдання дослiдження. Метою дослiдження є розробка, об-

ґрунтування i алгоритмiчна реалiзацiя FD-методу для спектральних задач

типу Штурма-Лiувiлля, якi можуть мати кратнi власнi значення як у вихi-

днiй постановцi, так i в процесi їх розв’язування.

Основними завданнями дослiдження є:

1) розробка та обґрунтування FD-методу для розв’язування спектральних

задач Штурма-Лiувiлля для звичайних диференцiальних рiвнянь дру-

гого порядку на скiнченному промiжку з потенцiалами iз рiзних класiв

гладкостi та у випадках, коли FD-метод є таким, що точно реалiзується;

2) розробка та обґрунтування загальної схеми FD-методу для задач на

власнi значення в абстрактнiй постановцi iз кратними власними значе-

ннями базової задачi довiльної (скiнченної) кратностi та застосування
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цiєї схеми до розв’язування одновимiрних задач на власнi значення типу

Штурма-Лiувiлля.

Об’єкт дослiдження — спектральнi задачi типу Штурма-Лiувiлля.

Предмет дослiдження — функцiонально-дискретний метод для спе-

ктральних задач типу Штурма-Лiувiлля, якi можуть мати кратнi власнi зна-

чення як у вихiднiй постановцi, так i в процесi їх розв’язування.

Методи дослiдження. В ходi дослiдження були використанi методи фун-

кцiонального аналiзу, метод твiрних функцiй, FD-метод розв’язування задач

на власнi значення.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати дослi-

дження, що визначають його наукову новизну:

1) Для задач Штурма-Лiувiлля другого порядку на вiдрiзку з крайови-

ми умовами Дiрiхле та у випадках, коли потенцiал є кусково-сталою

функцiєю та коли належить негативному простору Соболєва 𝐻−1
2 (0, 1),

отримано аналiтичнi оцiнки для поправок до власних значень 𝜆(𝑗)𝑛 згi-

дно з FD-методом (з 𝑞(𝑥) ≡ 0), якi вiдносно номера власного значен-

ня 𝑛 є непокращуваними за порядком. При цьому у випадку простору

𝐻−1
2 (0, 1) знайдено достатню умову експоненцiальної швидкостi збiжно-

стi FD-методу.

2) Для задач Штурма-Лiувiлля другого порядку на вiдрiзку з полiномi-

альним потенцiалом i крайовими умовами Дiрiхле та Дiрiхле-Неймана

отримано структурнi зображення розв’язкiв 𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥) вiдповiдних реку-

рентних задач згiдно з FD-методом (з 𝑞(𝑥) ≡ 0). Завдяки цьому здiй-

снено принципово нову алгоритмiчну реалiзацiю FD-методу, яка мiстить

тiльки звичайнi алгебраїчнi операцiї та не потребує в ходi рекурентного

процесу розв’язання крайових задач i обчислення iнтегралiв.

3) Поширено FD-метод на задачi Штурма-Лiувiлля другого порядку на

вiдрiзку з потенцiалом, який є похiдною вiд функцiї обмеженої варiа-

цiї i мiстить скiнченну лiнiйну комбiнацiю дельта-функцiй Дiрака, та
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здiйснена його алгоритмiчна реалiзацiя. Встановлено достатнi умови

експоненцiальної швидкостi збiжностi розробленого методу.

4) Запропоновано та обґрунтовано нову схему алгоритму FD-методу для

задачi на власнi значення в абстрактному формулюваннi для самоспря-

жених операторiв з дискретним спектром, що дiють у гiльбертовому

просторi, у випадку базової задачi з власними значеннями довiльної

(скiнченної) кратностi та здiйснено узагальнення на випадок банахово-

го простору. В обох випадках отримано достатнi умови суперекспонен-

цiальної швидкостi збiжностi запропонованих пiдходiв.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiї

мають як теоретичний, так i практичний характер та можуть бути використа-

нi для подальших дослiджень, пов’язаних iз розповсюдженням FD-методу на

новi класи спектральних задач та для його високоефективної програмної реа-

лiзацiї. Крiм того, висновки i результати дисертацiйного дослiдження можуть

бути використанi у процесi пiдготовки вiдповiдної навчальної та навчально-

методичної лiтератури, призначеної для читання лекцiй, спецкурсiв та прове-

дення практичних занять, якi вiдповiдають напрямку наукових дослiджень

«Чисельнi методи розв’язання задач математичної фiзики».

Отриманi результати та розробленi алгоритми можуть бути використа-

нi для високоточного наближеного розв’язання, дослiдження та моделюван-

ня реальних прикладних проблем. Наприклад, для спектральних задач типу

Штурма-Лiувiлля з рiвнянням Шрьодiнгера це:

– задачi про параметричний резонанс та квантовий рух електро-

нiв у перiодичному полi кристала (коли потенцiал є нескiнченно-

диференцiйовною перiодичною функцiєю);

– «бар’єрнi» задачi квантової механiки, прикладами застосувань яких є

транзистори, напiвпровiдники, альфа-розпад, структури з резонансним

тунелюванням електронiв, яке лежить в основi наноелектронних при-

строїв обробки сигналiв (коли потенцiал є кусково-сталою або кусково-

гладкою функцiєю);
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– моделювання атомних i молекулярних систем, в т.ч. атомних решiток,

квантових гетероструктур, квантових хвилеводiв, напiвпровiдникiв, ор-

ганiчних люмiнесцентних матерiалiв, сонячних батарей, iдеальних кри-

сталiв та дефектiв у кристалах (коли потенцiал мiстить скiнченну лiнiй-

ну комбiнацiю дельта-функцiй Дiрака), а також задачi розсiювання мо-

лекул та електронiв, коливання молекул (у випадку векторно-матричної

задачi iз симетричним матричним потенцiалом);

– класичний, квантовий та модифiкованi гармонiчнi осцилятори (коли по-

тенцiал є полiномом вiдповiдного степеня).

Узагальнений алгоритм FD-методу у п’ятому роздiлi застосовано до задач

типу Штурма-Лiувiлля четвертого порядку, за допомогою яких, наприклад,

моделюють задачi поздовжньої вiбрацiї пружного стержня, а саме: балок пе-

рекриттiв будинкiв, колон, елементiв наземних трубопроводiв, лопастей в тур-

бiнi тощо.

Особистий внесок здобувача. Всi основнi результати дисертацiйної

роботи отриманi автором самостiйно. Визначення напрямкiв дослiдження,

постановки задач, деякi iдеї доведення тверджень та аналiз отриманих ре-

зультатiв, опублiкованих в семи статтях, належать Макарову В. Л. У всiх

роботах пiдбiр та реалiзацiя чисельних прикладiв належать Романюк Н.М.

Отриманi результати, опублiкованi в роботах спiльно з Гаврилюком I. П. та

Лазурчаком I. I., належать всiм авторам з рiвноцiнним внеском кожного.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiда-

лись та обговорювались на таких наукових конференцiях та семiнарах:

∙ Мiжнародна наукова конференцiя «Сучаснi проблеми механiки та ма-

тематики», присвячена 95-рiччю заснування НАН України, 85-рiччю

вiд дня народження академiка НАН України Я. С. Пiдстригача та 40-

рiччю створеної ним наукової установи в галузi механiки i математики,

м. Львiв, 21-25 травня 2013р.

∙ VI мiжнародна конференцiя «Обчислювальна та прикладна математи-

ка» iм. академiка НАН України I. I. Ляшка, м. Київ, 5-6 вересня 2013р.
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∙ Мiжнародна математична конференцiя «Диференцiальнi рiвняння, об-

числювальна математика, теорiя функцiй та математичнi методи ме-

ханiки» до 100-рiччя вiд дня народження члена-кореспондента НАН

України Г. М. Положого, м. Київ, 23-24 квiтня 2014р.

∙ Семiнар «Математичнi проблеми механiки та обчислювальної матема-

тики» вiддiлiв Динамiки та стiйкостi багатовимiрних систем i Обчислю-

вальної математики Iнституту математики НАН України (керiвники се-

мiнару – академiк I. О. Луковський, академiк В. Л. Макаров), 14 травня

2015р.

∙ Мiжнародна конференцiя молодих математикiв, м. Київ, 03-06 червня

2015р.

Публiкацiї. Основнi результати роботи викладено в 7 статтях [22,23,25,

27, 28, 103, 147], опублiкованих у виданнях, що внесенi до перелiку наукових

фахових видань України, а також вiдображено в 4 тезах доповiдей на мiж-

народних конференцiях [20,21,24,26].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається iз

вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел та додаткiв.

Загальний обсяг роботи – 180 сторiнок, основний текст роботи викладено на

152 сторiнках. Список використаних джерел налiчує 184 найменувань.

Автор висловлює щиру подяку своєму науковому керiвниковi, доктору

фiзико-математичних наук, професору, академiку НАН України Макарову

Володимиру Леонiдовичу за мудре наставництво, пiдтримку й допомогу на

всiх етапах виконання дисертацiї.

Глибока вдячнiсть за слушнi поради та пiдтримку також колегам – нау-

ковим спiвробiтникам очолюваного Володимиром Леонiдовичем вiддiлу об-

числювальної математики Iнституту математики НАН України.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД СТАНУ ДОСЛIДЖЕНЬ

1.1 Задачi на власнi значення типу Штурма-Лiувiлля

Засновниками теорiї Штурма-Лiувiлля стали французькi математики

ЖакШарль ФрансуаШтурм таЖозеф Лiувiлль, якi вперше вивчили задачу

(1.1) у 1833 роцi. Опублiкованi ними мемуари 1830-х рокiв стали основою но-

вої на той час галузi математики — спектральної теорiї для класу звичайних

диференцiальних операторiв другого порядку. Її розвитком стало вивчення

крайових задач для звичайних диференцiальних рiвнянь високого порядку

та систем звичайних диференцiальних рiвнянь. Обширний опис iсторiї роз-

витку класичної спектральної теорiї Штурма-Лiувiлля наведено в [55,144].

Теорiя Штурма-Лiувiлля включає в себе наступнi питання: умови розв’я-

зностi; класи однозначностi; властивостi розв’язкiв та функцiй Грiна; асим-

птотична поведiнка власних значень та вiдповiдних власних функцiй. Їй при-

свячено багато робiт, зокрема монографiї таких математикiв: Коллатц Л.

(1968р.) [14], Аткiнсон Ф. В. (1968р.) [1], Марченко В. О. (1977р., 1985р.)

[29,150], Левiтан Б. М. та Саргсян I. С. (1991р.) [142], Pryce J. D. (1993р.) [163],

Козлов В. та Мазья В. (1997р.) [129], пiд ред. Hinton D. та Schaefer P. W.

(1997р.) [120], Zettl A. (2005р.) [183], M. A. Al-Gwaiz (2008р.) [49], Atki-

nson F. V. та Mingarelli A. B. (2011р.) [65].

Класична задача Штурма-Лiувiлля (ЗШЛ) полягає у вiдшуканнi нетри-

вiальних розв’язкiв (власних пар – власних значень 𝜆 та власних функцiй

𝑢(𝑥)) крайової задачi для звичайного лiнiйного диференцiального рiвняння

другого порядку

− 𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑝(𝑥)

𝑑𝑢(𝑥)

𝑑𝑥

)︂
+ 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝜆𝑤(𝑥)𝑢(𝑥) (1.1)

на скiнченному iнтервалi 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏). В найпростiшому випадку вiдомi функцiї-

коефiцiєнти 𝑝(𝑥) > 0, 𝑤(𝑥) > 0 та 𝑞(𝑥) є неперервними на (𝑎, 𝑏), а 𝑝(𝑥)

має неперервну похiдну. Розглянемо ЗШЛ для рiвняння (1.1) з роздiленими
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крайовими умовами

𝑎1𝑢(𝑎) = 𝑎2𝑝(𝑎)𝑢
′(𝑎), 𝑏1𝑢(𝑏) = 𝑏2𝑝(𝑏)𝑢

′(𝑏) (𝑎1+ 𝑎2 ̸= 0, 𝑏1+ 𝑏2 ̸= 0). (1.2)

ЗШЛ (1.1), (1.2) називають регулярною, якщо iнтервал (𝑎, 𝑏) є скiнченним,

коефiцiєнти рiвняння 𝑞(𝑥), 𝑤(𝑥) та 1
𝑝(𝑥) належать 𝐿

1(𝑎, 𝑏), тобто є iнтегровни-

ми за Лебегом на (𝑎, 𝑏), причому коефiцiєнти 𝑤(𝑥) та 𝑝(𝑥) є додатно визначенi

на (𝑎, 𝑏). В iншому випадку ЗШЛ називають сингулярною.

Найпомiтнiшими результатами класичної теорiї є такi властивостi регу-

лярної ЗШЛ (1.1), (1.2) з введеними вище припущеннями щодо коефiцiєнтiв

𝑝(𝑥), 𝑤(𝑥), 𝑞(𝑥) (див. [1, 29,142,150,163,183]):

1) власнi значення 𝜆𝑛, 𝑛 = 1, 2, ... ЗШЛ (1.1), (1.2) є дiйсними та можуть

бути впорядкованi в зростаючому порядку: 𝜆1 < 𝜆2 < ..., а кожна вiдповiдна

власна функцiя 𝑢𝑛(𝑥), 𝑛 = 1, 2, ... має точно 𝑛− 1 нулiв на (𝑎, 𝑏);

2) власнi функцiї 𝑢𝑛(𝑥), 𝑛 = 1, 2, ... ЗШЛ (1.1), (1.2) утворюють ортого-

нальну систему вiдносно скалярного добутку в гiльбертовому просторi 𝐿2[𝑎, 𝑏]

з ваговою функцiєю 𝑤(𝑥), тобто

(𝑢𝑛(𝑥), 𝑢𝑚(𝑥)) =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑢𝑛(𝑥)𝑢𝑚(𝑥)𝑤(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛿𝑛𝑚, (1.3)

де 𝛿𝑛𝑚 – символ Кронекера;

3) має мiсце Теорема Стєклова (про розклад деякої функцiї в ряд Фур’є

по системi власних функцiй задачi Штурма-Лiувiлля);

4) виконуються теореми порiвняння, осциляцiйнi теореми, знайдено оцiн-

ки для власних значень та iншi.

Задача на власнi значення (1.1) в абстрактному формулюваннi для лiнiй-

ного диференцiального оператора 𝐿, що дiє у деякому гiльбертовому просто-

рi, записується у такiй формi:

𝐿𝑢 = 𝜆𝑢 (1.4)

де

𝐿𝑢 =
1

𝑤(𝑥)

{︂
− 𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑝(𝑥)

𝑑𝑢(𝑥)

𝑑𝑥

)︂
+ 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥)

}︂
, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, (1.5)

∀𝑢(𝑥) ∈ 𝐶(1) [𝑎, 𝑏] ∩ 𝐶(2)(𝑎, 𝑏)



15

та функцiї 𝑢(𝑥) задовольняють крайовим умовам (1.2), а у бiльш загальному

випадку ЗШЛ iз диференцiальним рiвнянням 2𝑚-го порядку оператор 𝐿 має

вигляд (див., напр., [110–112]):

𝐿𝑢 =
1

𝑤(𝑥)

{︂
(−1)𝑚

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚

(︂
𝑝𝑚(𝑥)

𝑑𝑚𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑚

)︂
+

+ (−1)𝑚−1 𝑑
𝑚−1

𝑑𝑥𝑚−1

(︂
𝑝𝑚−1(𝑥)

𝑑𝑚−1𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑚−1

)︂
+ ...

...+
𝑑2

𝑑𝑥2

(︂
𝑝2(𝑥)

𝑑2𝑢(𝑥)

𝑑𝑥2

)︂
− 𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑝1(𝑥)

𝑑𝑢(𝑥)

𝑑𝑥

)︂
+ 𝑝0(𝑥)𝑢(𝑥)

}︂
. (1.6)

Тут область визначення оператора 𝐿 складається iз власних функцiй вiд-

повiдної гладкостi i таких, що задовольняють заданим крайовим умовам.

Згiдно з [112] задачу (1.4), (1.6) будемо називати регулярною, якщо вико-

нуються такi умови: iнтервал (𝑎, 𝑏) є скiнченним; коефiцiєнти рiвняння 𝑝𝑘(𝑥)

(𝑘 = 0,𝑚− 1), 𝑤(𝑥) та 1
𝑝𝑚(𝑥) належать 𝐿

1(𝑎, 𝑏); коефiцiєнти 𝑤(𝑥) та 𝑝𝑚(𝑥) є

додатно визначенi на (𝑎, 𝑏). В iншому випадку ЗШЛ називають сингулярною.

Фундаментальними властивостями оператора 𝐿 виду (1.6) та, зокрема,

(1.5) є його лiнiйнiсть та самоспряженiсть або, як її ще називають, симе-

тричнiсть. При цьому кажуть, що рiвняння (1.4) iз самоспряженим опера-

тором (1.6) записане в самоспряженiй формi. Зазначимо, що за допомогою

самоспряжених крайових задач типу Штурма-Лiувiлля описуються i моде-

люються квантово-механiчнi системи, деякi з яких, наприлад, описанi в ро-

ботах [40,63,73], а також задачi технiчної механiки (див., напр., [14]).

Вiдповiднiсть мiж спектральними теорiями диференцiальних та iнте-

гральних рiвнянь встановлює функцiя Грiна, яка є ядром iнтегрального опе-

ратора (докладнiше див., напр., [1, 29,65,129,142,150,183]).

За допомогою перетворення Лiувiлля (див., напр., [163, п.2.5.1])

𝑡 =

∫︁ √︁
𝑤/𝑝𝑑𝑥, 𝑢 = (𝑝𝑤)−1/4 · 𝑣 (1.7)

рiвняння в самоспряженiй формi (1.1) зводиться до форми фундаменталь-

ного у квантовiй механiцi рiвняння Шрьодiнгера або, як її ще називають,

нормальної форми Лiувiлля

−𝑑
2𝑣(𝑡)

𝑑𝑡2
+𝑄(𝑡)𝑣(𝑡) = 𝜆𝑣(𝑡). (1.8)
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При побудовi алгоритмiв деяких наближених методiв розв’язування ЗШЛ

використовують також перетворення змiнних, що зводять ЗШЛ другого по-

рядку (1.1) до крайової задачi для системи нелiнiйних диференцiальних рiв-

нянь першого порядку. Це, наприклад, перетворення Рiкаттi, просте та

модифiковане перетворення Прюфера (див., напр., [163, п.2.5.3]) та iншi.

Узагальненням результатiв класичної теорiї Штурма-Лiувiлля стало до-

слiдження крайових задач на власнi значення для звичайних диференцiаль-

них рiвнянь вищих порядкiв та систем рiвнянь, до яких цi рiвняння зводя-

ться. Наприклад, у [142] дослiджено спектральну теорiю одновимiрних опе-

раторiв Дiрака, що описують задачi на власнi значення для систем звичай-

них лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого порядку; у [129] дослiджено

узагальненi ЗШЛ для звичайних диференцiальних рiвнянь вищих порядкiв,

частинним випадком яких є класична ЗШЛ другого порядку; в [65] дослi-

джено узагальненi одновимiрнi багатопараметричнi ЗШЛ на 𝑘 вiдрiзках для

системи з 𝑘 диференцiальних рiвнянь другого порядку. Iсторiю розвитку та

огляд основних результатiв щодо таких задач станом на 2005 рiк наведено

в [55, c.15-19].

Важливим питанням спектральної теорiї задач типу Штурма-Лiувiлля є

асимптотичний розклад власних значень та власних функцiй, або, що те ж

саме, теорiя регуляризованих слiдiв лiнiйних диференцiальних операторiв.

Обширний огляд, присвячений iсторiї та сучасному стану теорiї регуляризо-

ваних слiдiв станом на 2006 рiк, наведено в роботi [37], в якiй основна увага

придiлена операторам з дискретним спектром.

1.2 Чисельнi методи розв’язування задач типу

Штурма-Лiувiлля та їх програмна реалiзацiя

Для розв’язування задач на власнi значення iснує велика кiлькiсть чи-

сельних методiв, якi умовно можна подiлити на дискретнi, аналiтичнi та

чисельно-аналiтичнi (функцiонально-дискретнi). В даному пiдроздiлi наве-

демо огляд основних характеристик та особливостей наявних наближених
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методiв.

Найбiльш економними з точки зору обчислювальних ресурсiв, а значить,

i бiльш ефективними при їх програмнiй реалiзацiї, є дискретнi методи. Деякi

з них реалiзовано в пакетах прикладних програм, що входять до таких вiдо-

мих бiблiотек, як: NAG Fortran Library (абревiатура вiд Numerical Analysis

Group) [155], CALGO (абревiатура вiд Collected Algorithms) [86], CPC (абре-

вiатура вiд Computer Physics Communications) Program Library [87–89], JI-

NRLIB (абревiатура вiд Joint Institute for Nuclear Research Library) [16]. В

Додатку B до дисертацiї у виглядi таблицi наведена коротка iнформацiя що-

до пакетiв прикладних програм, якi призначенi для наближеного розв’язува-

ння задач на власнi значення типу Штурма-Лiувiлля другого та четвертого

порядкiв. При цьому вказано мову запрограмованого коду, посилання на еле-

ктронний ресурс з наявним кодом, пов’язанi науковi публiкацiї, типи розв’я-

зуваних задач даними пакетами та основнi чисельнi методи, що реалiзованi

в них.

Дискретнi методи. Найпопулярнiшими пiдходами серед дискретних ме-

тодiв є такi: простi матричнi методи (метод скiнченних рiзниць (FDM)

[56, 58, 160] та метод Нумерова (NM) [57, 60, 178, 179]); методи розв’язан-

ня крайових задач (BVM) [41, 42, 54, 104]; варiацiйнi методи (метод скiн-

ченних елементiв (FEM) [61]); методи стрiльби, зокрема тi, що базую-

ться на перетвореннi Прюфера [68–70, 74, 77, 116, 159, 163]; методи Прюса

[75, 97, 151, 161–163]; спектральнi [83, 84, 109, 143, 180] та псевдоспектральнi

методи [50, 51,122,181]. Коротко опишемо особливостi цих методiв.

Дискретнi методи ще називають матричними, оскiльки вони зводять за-

дачу на власнi значення до розв’язання матричної задачi на власнi значення

𝐴𝑦 = 𝜆𝐸𝑦, де 𝐸 – одинична матриця, або до узагальненої матричної зада-

чi на власнi значення 𝐴𝑦 = 𝜆𝐵𝑦 з матрицями 𝐴,𝐵 стрiчкової структури, в

яких ширина стрiчки залежить вiд кiлькостi вузлових точок. Серед переваг

матричних методiв є вiдносна простота при їх застосуваннi та можливiсть

використання для створення достовiрного та ефективного прикладного про-

грамного забезпечення.
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Для регулярної скалярної задачi Штурма-Лiувiлля (ЗШЛ) другого по-

рядку iз крайовими умовами Дiрiхле на скiнченному вiдрiзку iз заданою рiв-

номiрною сiткою з кроком ℎ похибка методу класичної центральної апро-

ксимацiї другого порядку з 𝑞(𝑥) ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 [160] та похибка методу NM з

𝑞(𝑥) ∈ 𝐶4 [𝑎, 𝑏] [57] мають порядки 𝒪
(︀
𝑘4ℎ2

)︀
та 𝒪

(︀
𝑘6ℎ4

)︀
вiдповiдно. Тут че-

рез 𝑘 позначатимемо номер власного значення. За допомогою вiдомих по-

хибок даних методiв, якi наведенi у вступах до [3, 4], в рядi робiт здiйсне-

но так звану асимптотичну корекцiю власних значень, яка вперше була

вивчена в [158, 160]. Зокрема, за допомогою цiєї простої технiки корекцiї

модифiкований NM [60, 178, 179] для ЗШЛ другого порядку з потенцiалом

𝑞(𝑥) ∈ 𝐶4 [0, 𝜋] забезпечує кращу точнiсть обчислень власних значень, нiж

класичний NM, а саме з похибкою обчислень порядку 𝒪
(︀
𝑘3ℎ4

)︀
. У [60] строго

доведено, що похибка скоригованого NM при 𝑞(𝑥) ∈ 𝐶4 [0, 𝜋] поводить себе як

𝒪
(︀
𝑘4ℎ5

⧸︀
sin (𝑘ℎ)

)︀
, а згiдно з чисельними результатами для широкого класу

задач веде себе як 𝒪
(︀
𝑘3ℎ5

⧸︀
sin (𝑘ℎ)

)︀
.

Слiд зауважити, що класичнi дискретнi методи центральної апроксимацiї

та NM ефективно наближають тiльки власнi значення з найнижчими номе-

рами.

В роботi [56] асимптотична корекцiя поширена на випадок загальних кра-

йових умов, за виключенням перiодичних та антиперiодичних крайових умов,

та при умовi, коли 𝑞′′(𝑥) ∈ 𝐶 [0, 𝜋], похибка скоригованої центральної рiзни-

цевої апроксимацiї поводить себе як 𝒪
(︀
ℎ2
)︀
при достатньо малому 𝑘ℎ. При

умовi, коли 𝑞(𝑥) ∈ 𝐶2 [0, 𝜋], в [58] для випадку перiодичних та антиперiоди-

чних крайових умов показано, що поведiнка похибки скоригованого методу є

такою: 𝒪
(︀
𝑘ℎ2
)︀
.

У [61] за допомогою простої технiки асимптотичної корекцiї методу FEM

для регулярної ЗШЛ другого порядку на вiдрiзку [0, 𝜋] вдалось досягти то-

чностi 𝒪
(︀
𝑘ℎ2
)︀
при обчисленнi елементiв (iнтегралiв) однiєї з коефiцiєнтних

матриць 𝐹 для побудови рекурентного процесу за допомогою правила Сiм-

псона та точностi 𝒪
(︀
𝑘2ℎ2

)︀
– при використаннi правила трапецiй. При цьому

данi оцiнки точностi скоригованого методу вiрнi при умовi 𝑞(𝑥) ∈ 𝐶2 [0, 𝜋] та
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𝑞(𝑥) ∈ 𝐶4 [0, 𝜋] вiдповiдно.

Застосованi у [41, 54, 104] для апроксимацiї власних значень ЗШЛ дру-

гого порядку симетричнi методи розв’язання крайових задач («symmetric

boundary value methods» (BVM)) є узагальненням методу NM, який можна

розглядати як двокроковий BVM четвертого порядку (𝑝 = 4 вiдносно кроку

рiвномiрної сiтки ℎ) (див. [42]). Як зазначено в згаданих роботах, за допо-

могою збiльшенню крокiв в лiнiйних багатокрокових методах можна досяг-

ти як завгодно великої точностi. У випадку крайових умов Дiрiхле, коли

потенцiал є «достатньо» регулярною дiйснозначною функцiєю, запропонова-

ний в [42] метод порядку 𝑝 > 4 апроксимує 𝑘-ве власне значення регуляр-

ної ЗШЛ на скiнченному вiдрiзку [0, 𝜋] з похибкою, що поводить себе як

𝒪
(︀
𝑘𝑝+1ℎ𝑝−1/2

)︀
+𝒪

(︀
𝑘𝑝+2ℎ𝑝

)︀
, де 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑁 , 𝑁 +2 – кiлькiсть точок розби-

ття вiдрiзку.

Використовуючи iдеї класичних матричних методiв для розв’язування ре-

гулярних скалярних ЗШЛ другого порядку таких як FDM, NM та їх узагаль-

нення BVM (порядку 𝑝 = 2𝜈 + 2, 𝜈 = 2, 3, 4, ...), в роботi [167] здiйснено їх

модифiкацiю для розв’язування самоспряженої ЗШЛ четвертого порядку

𝑢(4)(𝑥) + (𝑞(𝑥)− 𝜆)𝑢(𝑥) = 0,

𝑎1𝑢(0) = 𝑎2𝑢
′(0), 𝑏1𝑢(0) = 𝑏2𝑢

′′(0), 𝑐1𝑢(1) = 𝑐2𝑢
′(1), 𝑑1𝑢(1) = 𝑑2𝑢

′′(1)

з 𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2 ̸= 0. Для кожного з методiв FDM, NM та BVM знайдено ко-

ригуючi члени, за допомогою яких здiйснено асимтотичну корекцiю власних

значень згiдно з цими методами.

Як зазначено в [159], з метою досягнення обчислювальної ефективностi

при застосуваннi до задач геофiзики слiд використовувати методи стрiльби,

якi базуються на перетвореннi Прюфера 𝑢 = 𝜌 sin 𝜃, 𝑝𝑢′ = 𝜌 cos 𝜃 (див. [163,

§5]), за допомогою якого рiвняння Штурма-Лiувiлля − (𝑝𝑢′)
′
+ 𝑞𝑢 = 𝜆𝑤𝑢

зводиться до системи диференцiальних рiвнянь першого порядку вiдносно

𝜌, 𝜃. На базi отриманої системи будується процес стрiльби (див., напр.,

[74, 77, 116, 163]). В роботi [159] здiйснено порiвняння абсолютних похибок

методiв, що використовують перетворення Прюфера, методiв стрiльби, мето-
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дiв Релея-Рiтца та методу iз [158] з метою вибору найефективнiшого залежно

вiд поставленої задачi.

Методи, якi базуються на перетвореннi Прюфера, реалiзовано в класте-

рах пiдпрограм D02KAF i D02KDF [106], D02KEF [107], що входять до NAG

Fortran Library, а також в пакетах SLEIGN (абревiатура вiд Sturm-Liouville

eigenvalue) [68,69] та SLEIGN2 [70], що належать до бiблiотеки CALGO (див.

Додаток B). При цьому у D02KEF допускається iснування точок розриву

у функцiях-коефiцiєнтах та їх похiдних. Як зазначено в [70], код SLEIGN2

став значно досконалiшою модифiкацiєю коду SLEIGN iз перевагами над вже

iснуючими на той час пакетами. Так, зокрема, розширився перелiк сингуляр-

них самоспряжених задач розв’язуваних даним пакетом, класифiкацiю яких

з наведеними прикладами, а також iсторiю розробки i опис SLEIGN2 можна

знайти в роботi [70].

Методи Прюса, основною iдеєю яких є апроксимацiя коефiцiєнтiв дифе-

ренцiального рiвняння (див. [163, §6]), для ЗШЛ другого порядку реалiзова-

но у Fortran-кодах SL02F [151] та SLEDGE (абревiатура вiд Sturm-Liouville

Estimates Determined by Global Errors) [97, 161], якi належать до бiблiотеки

CALGO (див. Додаток B). Данi методи названо на честь Steven Pruess, який у

1973 роцi в [162] довiв умови строгої збiжностi та здiйснив аналiз похибок ме-

тоду при використаннi кусково-полiномiальної апроксимацiї. В [162] доведено,

що у випадку, коли коефiцiєнти рiвняння (1.1) 𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥), 𝑤(𝑥) ∈ 𝐶2𝑚+2[𝑎, 𝑏],

абсолютнi похибки методу Прюса з використанням кусково-полiномiальних

iнтерполянтiв степеня 𝑚 для власних значень поводять себе як 𝒪
(︀
ℎ2𝑚+2

)︀
,

де максимальний дiаметр розбиття ℎ → 0. Огляд основних результатiв, що

стосуються збiжностi методiв Прюса наведено в [163, п.6.1].

Зазначимо, що варiанти цього методу були у використаннi з початку ми-

нулого столiття, а для кусково-сталого наближення коефiцiєнтiв метод був

теоретично обґрунтований М. М. Боголюбовим i М. М. Криловим в 1928 роцi

для лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку та на-

званий «metodo dei tronconi» [11, 75]. В роботi [108] 1969 року R. G. Gordon

запропонував метод кусково-полiномiального наближення коефiцiєнтiв систе-



21

ми лiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку. Варто також згадати

роботи J. Dähnn, наприклад, у [90] для ЗШЛ другого порядку використано

кусково-сталу апроксимацiю коефiцiєнтiв рiвняння.

Згаданi вище Fortran-коди SL02F, SLEDGE, SLEIGN та SLEIGN2 об’єдна-

но в пакетi SLTSTPAK (див. [164], Додаток B). Деталi реалiзацiї на прикладi

60-ти тестових задач викладенi в роботi [165].

Широкий клас регулярних i сингулярних векторних ЗШЛ другого по-

рядку можна автоматично розв’язувати за допомогою Fortran-кодiв SL09F i

SL10F, описаних в роботi [152]. Для знаходження власних значень в них ви-

користовується нова спектральна функцiя, визначена у [152] для векторних

ЗШЛ. Можливiсть задання користувачем необхiдного шуканого номера вла-

сного значення авторами названо однiєю з переваг даного коду. Коди SL11F

i SL12F базуються на матричнiй теорiї коливань i методi стрiльби, а SL12F

додатково використовує метод апроксимацiї коефiцiєнтiв диференцiального

рiвняння (див. [153]).

До колекцiї пакетiв прикладних програм бiблiотеки JINRLIB, якi призна-

ченi для розв’язування ЗШЛ другого порядку, належать пакети SLIP [32,33],

SLIPH4M [9] та SLIPM [35], що використовують неперервний аналог методу

Ньютона [34] та дають можливiсть розв’язувати задачу з точнiстю порядку

𝒪(ℎ4) по вiдношенню до кроку ℎ рiвномiрної сiтки 𝑤ℎ (див. Додаток B).

Серед недолiкiв матричних методiв є такi: погiршення точностi iз зро-

станням номера власного значення; використання згенерованої на початку

чисельного процесу сiтки, яке, наприклад, у випадку наявностi щiльно згру-

пованих власних значень призводить до спiвпадiння вiдповiдних наближень;

обмежена кiлькiсть обчислюваних власних значень, яка залежить вiд кроку

розбиття сiтки; насичення точностi.

Для рiзних задач, як правило, з гладкими розв’язками, було доведено, що

спектральнi методи (напр., тау метод, метод Гальоркiна i метод колока-

цiї) забезпечують експоненцiальну швидкiсть збiжностi, яку також назива-

ють спектральною точнiстю. Вона зумовлена використанням базису з мно-

гочленами високих степенiв, наприклад, з такими класичними ортогональни-
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ми полiномами як Якобi, Чебишева, Лежандра, Ермiта, Лагера (див. [109]).

Водночас у скiнченно-рiзницевих методах, згiдно з вище наведеним, спостерi-

гається алгебраїчне спадання похибки методу, яке пов’язане з використанням

базису з многочленами низьких степенiв. Основною iдеєю спектральних мето-

дiв є замiна власної функцiї iнтерполяцiйним полiномом. В деяких випадках

використання некласичних ортогональних полiномiв дає змогу значно покра-

щити точнiсть спектральних методiв (див., напр., [84, 180]).

В роботi [180] побудовано спектральний метод колокацiї для ЗШЛ друго-

го порядку на скiнченному промiжку, що базується на ваговому iнтерполянтi

з рацiональною ваговою функцiєю. Чисельнi розрахунки продемонстрували

значну перевагу запропонованого методу, в смислi його точностi, над класи-

чним методом Чебишева.

У [84] обґрунтовано спектральний метод для рiвняння Штурма-Лiувiлля

другого порядку та асоцiйованого з ним рiвняння Шрьодiнгера на скiнчен-

ному промiжку, а саме побудовано метод колокацiй з квадратурними (вузло-

вими) точками, отриманими за допомогою некласичних полiномiв з викори-

станням процедури «Gautschi’s Stieltjes». Розглянутий в [84] метод названо

методом квадратурної дискретизацiї («Quadrature Discretization Method» –

QDM) та здiйснено його порiвняння з традицiйними спектральними метода-

ми, що базуються на Чебишевських вузлах та вузлах Лежандра. Вiдносно

новий метод QDM у [83, 143] було використано для розв’язування рiвняння

Шрьодiнгера з рiзними потенцiалами. Метод QDM можна розглядати як уза-

гальнення спектральних методiв, що базуються на класичних ортогональних

полiномах.

В роботах H. Alici та iн. (див. [50,51] та посилання в них) для розв’язуван-

ня ЗШЛ другого порядку на скiнченному промiжку обґрунтовано псевдоспе-

ктральний метод, в якому ЗШЛ у формi Шрьодiнгера зводиться до рiвняння

гiпергеометричного типу iз збуренням 𝑄 (𝜉): 𝜎 (𝜉) 𝑦′′ + 𝜏 (𝜉) 𝑦′ + 𝑄 (𝜉) 𝑦 =

−𝜆𝑦, 𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏) , де 𝜎 (𝜉) та 𝜏 (𝜉) є полiномами степенiв не бiльше нiж 2 та 1

вiдповiдно. Дане рiвняння є дуже близьким до рiвняння гiпергеометрично-

го типу, в якому 𝑄 (𝜉) ≡ 0. Використано добре вiдомий факт про те, що
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рiвняння гiпергеометричного типу для деяких конкретних власних значень

має полiномiальнi розв’язки степеня 𝑛, якi утворюють базис в гiльбертовому

просторi.

Обширний огляд спектральних та псевдоспектральних методiв станом на

2013 рiк наведено в роботi [113]. Серед переваг псевдоспектральних мето-

дiв над спектральними в деяких роботах зазначена їх вiдносна простота при

реалiзацiї (див. [50,51,122,181]). Водночас для них притаманнi майже всi пе-

рерахованi вище недолiки матричних методiв, зокрема погiршення точностi

iз зростанням номера власного значення.

Аналiтичнi методи. Бурхливий розвиток аналiтичних методiв протя-

гом останнiх рокiв пов’язаний iз розвитком засобiв комп’ютерної алгебри, за

допомогою яких можна виконувати складнi та громiздкi аналiтичнi перетво-

рення. На вiдмiну вiд дискретних методiв, якi здебiльшого є найбiльш ефе-

ктивними та економними з точки зору обчислювальних ресурсiв, аналiтичнi

методи в цьому сенсi є досить затратними. Проте, незважаючи на це, їх го-

ловною перевагою є можливiсть дослiдження поведiнки шуканого розв’язку

за допомогою наближеного розв’язку, отриманого в аналiтичнiй формi, адже

точний розв’язок наближається елементами того ж простору.

До аналiтичних методiв наближеного розв’язання задач на власнi зна-

чення належать такi: варiацiйно-iтерацiйний метод («Variational Iteration

Method» – VIM) [53,117,119,156,171,172,174]; метод, що базується на iдеї по-

вторних iнтегралiв та рядiв Флiса (IIFSM) [78,79]; метод розкладу в степе-

невий ряд по спектральному параметру (SPPSM) [130,131]; метод гомото-

пного збурення («Homotopy Perturbation Method» – HPM) [64,96,118,128,156];

метод декомпозицiї Адомяна («Adomian Decomposition Method» –ADM)

[66, 67, 121, 141, 149, 169, 170, 175]; метод гомотопного аналiзу («Homotopy

Analysis Method» – HAM) [39,123] та iншi.

Аналiтичний метод VIM запропонований в 1999 роцi JI-Huan He в [117].

Його порiвняння з HPM при застосуваннi до ЗШЛ та крайових задач наве-

дено в роботi [156]. У VIM (див, напр., [119]) розв’язок операторного рiвня-

ння 𝑇𝑢(𝑥) = 𝑔(𝑥) апроксимується множиною функцiй, якi є узгодженими
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з крайовими умовами. Тут 𝑇 є диференцiальним оператором, що дiє на до-

статньо гладкi функцiї 𝑢(𝑥) на деякому iнтервалi, 𝑔(𝑥) – деяка вiдома ана-

лiтична функцiя. Основною iдеєю цього методу є розклад оператора 𝑇 на

суму лiнiйного 𝐿 та нелiнiйного 𝑁 операторiв, тобто розв’язується рiвнян-

ня 𝐿𝑢(𝑥) + 𝑁𝑢(𝑥) = 𝑔(𝑥), для якого iтерацiйний процес VIM будується за

допомогою коригуючого функцiоналу

𝑢𝑘+1(𝑥) = 𝑢𝑘(𝑥) +

∫︁ 𝑥

0
𝜇 [𝐿𝑢𝑘(𝑠) +𝑁𝑢̃𝑘(𝑠)− 𝑔(𝑠)] 𝑑𝑠, 𝑘 = 0, 1, 2, ... .

Узагальненi множники Лагранжа 𝜇 визначаються оптимально згiдно з ва-

рiацiйною теорiєю. Тут 𝑢̃𝑘(𝑠) – обмеженi варiацiї, тобто 𝛿𝑢̃𝑘(𝑠) = 0 (деталi

див. [119]). В роботi [53] метод VIM побудований для ЗШЛ другого порядку

на скiнченному промiжку з крайовими умовами Дiрiхле та Дiрiхле-Неймана.

Новий алгоритм методу VIM запропоновано для несингулярних ЗШЛ четвер-

того [171] та шостого порядку [172] i узагальнений на випадок ЗШЛ 2𝑚-го

порядку, 𝑚 ≥ 1 в [174].

В окрему пiдгрупу можна об’єднати аналiтичнi методи, якi базуються на

iдеї методу гомотопiї або, що те ж саме, методу продовження по параметру

(див., напр., [52, 62]) i дозволяють знаходити розв’язки у виглядi швидкозбi-

жних функцiональних рядiв. Це, наприклад, запропонований у 80-х роках

ХХ столiття американським фiзиком Джорджем Адомяном метод декомпо-

зицiї Адомяна (ADM) (див. [43–46, 166]); запропонований у 1992 роцi в [132]

китайським математиком Shijun Liao метод гомотопного аналiзу (HAM); за-

пропонований китайським математиком JI-Huan He у 1999 роцi в [118] метод

гомотопного збурення (HPM).

В роботах [128,156] HPM побудовано для ЗШЛ другого порядку, в [64] те-

хнiка методу HPM розвинута на випадок ЗШЛ другого та четвертого поряд-

ку. За допомогою HPM в [96] отримано асимптотичнi формули для власних

пар (для перших двох крокiв методу) для ЗШЛ другого порядку з крайовими

умовами Дiрiхле на скiнченному вiдрiзку. Автори наведених робiт по VIM та

HPM для ЗШЛ не наводять строгих тверджень про умови, що забезпечують

збiжнiсть методiв, а посилаються на роботи JI-Huan He для загального фор-



25

мулювання методу для звичайних диференцiальних рiвнянь (див. посилання

у вiдповiдних роботах).

Як зазначено в [39,123], метод HAM є узагальненням традицiйного мето-

ду гомотопiї, оскiльки у вiдповiдне рiвняння деформацiї нульового порядку

входить додатковий параметр ℎ, за допомогою якого регулюється збiжнiсть

методу. В роботi [39] метод HAM застосовано до ЗШЛ другого та четвертого

порядкiв, а в [123] до ЗШЛ другого порядку.

Метод декомпозицiї Адомяна (ADM) успiшно та ефективно застосову-

ється для розв’язання лiнiйних i нелiнiйних задач (диференцiальних, iнте-

гральних, iнтегро-диференцiальних та операторних рiвнянь). Обширна бi-

блiографiя наукових робiт (бiльше 900 найменувань), що стосуються методу

ADM станом на 2011 рiк наведено в [166]. Оскiльки, як зазначено в [5], при

певному виборi дискретної складової FD-метод збiгається з ADM, викладемо

основну iдею загальної схеми методу ADM.

Розглядається операторне диференцiальне рiвняння 𝐹 (𝑦(𝑥)) = 𝑔(𝑥), де

𝑔(𝑥) – вiдома функцiя, 𝐹 – нелiнiйний диференцiальний оператор, який може

бути поданий у виглядi 𝐹 = 𝐿 + 𝑅 + 𝑁 , де 𝐿 – лiнiйний диференцiальний

оператор, що мiстить оператор диференцiювання найвищого порядку та є

оборотнiм, 𝑅 – лiнiйний диференцiальний оператор меншого порядку, нiж 𝐿,

𝑁 – нелiнiйний оператор. Далi маємо

𝐿−1𝐿 (𝑦(𝑥)) = 𝐿−1𝑔(𝑥)− 𝐿−1𝑅 (𝑦(𝑥))− 𝐿−1𝑁 (𝑦(𝑥)) .

У випадку, коли 𝐿 = 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛 , оператор 𝐿
−1 визначається як оператор 𝑛-кратного

iнтегрування (див. [175]). Наприклад, якщо 𝐿 = 𝑑2

𝑑𝑥2 , то останнє перепишеться

𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥0) + (𝑥− 𝑥0) 𝑦
′(𝑥0) +

∫︁ 𝑥

𝑥0

∫︁ 𝜉

𝑥0

[𝑔(𝜂)−𝑅 (𝑦(𝜂))−𝑁 (𝑦(𝜂))] 𝑑𝜂𝑑𝜉.

Згiдно з iдеологiєю ADM невiдома функцiя 𝑦(𝑥) шукається у виглядi ряду

𝑦(𝑥) =
∑︀∞

𝑗=0 𝑦
(𝑗)(𝑥). При цьому припускається, що оператор 𝑁 аналiтичний,

тобто

𝑁(𝑦)=
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛, 𝐴𝑛=𝐴𝑛

(︁
𝑁 (·) ; 𝑦(0), 𝑦(1), ..., 𝑦(𝑗)

)︁
=

1

𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝜆𝑛

⎛⎝𝑁
⎛⎝∞∑︁
𝑗=0

𝜆𝑗𝑦(𝑗)

⎞⎠⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝜆=0

,
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де 𝐴𝑛 – так званi полiноми Адомяна степеня 𝑛 для оператора 𝑁 вiдносно

змiнних 𝑦(0), 𝑦(1), ..., 𝑦(𝑗). Пiдставивши ряди для 𝑁(𝑦) та 𝑦(𝑥) у рiвняння для

𝐿−1𝐿 (𝑦(𝑥)), отримаємо систему рекурентних спiввiдношень для 𝑦(𝑗)

𝑦(0) = 𝑓(𝑥), 𝑦(𝑗+1) = −𝐿−1𝑅(𝑦(𝑗))− 𝐿−1(𝐴𝑗), 𝑗 = 0, 1, ...

В якостi наближеного розв’язку приймається зрiзаний ряд
𝑚
𝑦 =

∑︀𝑚
𝑗=0 𝑦

(𝑗). В

монографiї [5, п.1.1] наведено огляд основних результатiв про збiжнiсть ADM.

Зауважимо, що хоча полiноми 𝐴𝑛 i названi в честь Дж. Адомяна, введенi

в розгляд вони були значно ранiше, а саме в 1927 роцi E. T. Bell в [72] та

вiдомi як полiноми Белла 𝐵𝑛 використовувались, зокрема, в комбiнаторицi.

ADM побудовано для випадку лiнiйних несингулярних ЗШЛ другого та

четвертого порядкiв у роботах [66, 67, 149] та поширено на випадок шостого

порядку в [141]. В [170] метод застосовано до ЗШЛ другого порядку на скiн-

ченному вiдрiзку з нелiнiйнiстю [𝑦 (𝑡)]𝑝 , 𝑝 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 1, зокрема, як частинний

випадок розглянуто ADM для лiнiйної задачi з 𝑝 = 1. Випадок лiнiйних та

нелiнiйних несингулярних ЗШЛ другого порядку при застосуваннi до них

ADM розглянуто в [169]. В [175] побудовано алгоритм модифiкованого ADM

для несингулярних самоспражених ЗШЛ високого порядку та, використову-

ючи теорему Банаха про нерухому точку, здiйснено аналiз збiжностi i знайде-

но оцiнки похибок методу (доведено теорему про експоненцiальну швидкiсть

збiжностi ADM).

Методи типу Адомяна, наприклад, ADM, HPM та HAM, при їх застосу-

ваннi до спектральних задач мають спiльний з деякими iз дискретних методiв

недолiк – погiршення точностi методу iз зростанням номеру власного значе-

ння.

Функцiонально-дискретнi (чисельно-аналiтичнi) методи. Розгля-

немо окремий клас змiшаних чисельно-аналiтичних методiв, що використо-

вують апроксимацiю коефiцiєнтiв диференцiального рiвняння та зарекомен-

дували себе як високоточнi та ефективнi. В них коефiцiєнти рiвняння замi-

нюються таким чином, щоб задачу можна було розв’язати аналiтично. Це

методи кускового збурення («Piecewise Perturbation Methods» – PPM), та-
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кi як «Constant (reference potential) Perturbation Method» (CPM) або «Line

Perturbation Method» (LPM), Тау метод Лежандра-Гауса («Legendre-Gauss

Tau method» – LGT) i його модифiкацiя – експоненцiально зважений Тау

метод Лежандра-Гауса («exponentially weighted Legendre–Gauss Tau method»

– ELGT), функцiонально-дискретний метод (FD-метод) та iншi.

Запропонований в роботах [93, 94] експоненцiально зважений Тау ме-

тод Лежандра-Гауса є комбiнацiєю трьох технiк: спектрального Тау методу

Лежандра-Гауса, експоненцiальної апроксимацiї та методiв збурення коефiцi-

єнтiв. Згiдно з цим методом наближенi розв’язки шукаються у виглядi скiн-

ченної суми експоненцiально зважених полiномiв Лежандра 𝑒𝜔𝑛𝑥𝐿𝑛(𝑥);𝑛 ≥ 0,

де 𝜔𝑛 – належним чином вибране комплексне число. Перед виконанням об-

числень згiдно з методом ELGT(𝑀,𝑁) потрiбно визначити кiлькiсть то-

чок Лежандра-Гауса 𝑁 , якi використовуються на кожному з 𝑀 iнтервалiв

[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] , 𝑖 = 1, 2, ...,𝑀 . В [93] показано, що вiдносно кроку ℎ розбиття вiд-

рiзку [𝑎, 𝑏] похибка методу ELGT поводить себе як 𝑂
(︀
ℎ2𝑁

)︀
, а вiдносно сте-

пеня полiнома Лежандра – 𝒪
(︁

1
𝑁 !𝑐𝑁𝑁

)︁
, де 𝑐𝑁𝑁 – старший коефiцiєнт полiнома

Лежандра 𝐿𝑁 .

Хоча дiапазон задач, до яких можна застосовувати коди пакету

SLTSTPAK, є досить широким, в окремих випадках ефективнiшими вияви-

лись програми, в яких реалiзовано методи PPM. До програмних пакетiв, в

яких реалiзовано методи CPM, належать SLCPM12 [125], LILIX [127], що вхо-

дять до CPC Program Library та пакети, якi є у вiльному доступi на офiцiй-

ному сайтi Кафедри прикладної математики, iнформатики i статистики унi-

верситету м. Гент [177], а саме: MATSLISE та MATSLISE_AD [133, 134, 136],

MATSCS [137], MATCAS [140]. Серед пакетiв прикладних програм доступних

на [177] є також пакет LPMmatlab та fortran-коди lpm42ws.f, params.dat, в

яких реалiзовано метод LPM{4, 2} [135] (див. також Додаток B).

В PPM коефiцiєнтнi функцiї диференцiального рiвняння замiнюються

кусково-полiномiальними i розв’язується отримане рiвняння, назване опор-

ним («reference equation»). До цих методiв належать CPM, якщо коефiцiєнти

замiнюються кусково-сталими функцiями, та LPM, якщо використовуються
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лiнiйнi функцiї. PPM побудованi для ЗШЛ другого порядку в нормальнiй

формi (1.8). Використання рiвномiрної сiтки є неефективним у багатьох ви-

падках, тому розбиття вiдрiзку при застосуваннi CPM вiдбувається з врахува-

нням локальних похибок на нерiвномiрнiй сiтцi iз величиною вiдрiзкiв вiдпо-

вiдно до заданого допустимого вiдхилення 𝑡𝑜𝑙. Не iснує теоретичної верхньої

межi для розмiру кроку в CPM, на вiдмiну вiд методу Нумерова, в якому

таке обмеження випливає iз мiркувань стiйкостi.

В роботi [124] побудовано алгоритм для методу CPM{𝑁,𝑄}, де 𝑁 є чи-

сло полiномiальних виразiв, за допомогою яких апроксимується потенцiал в

кожному пiдiнтервалi, i 𝑄 – число здiйснюваних корекцiй. В [124] показано,

що CPM{𝑁,𝑄} має порядок 2𝑁 + 2 для найменших власних значень при

𝑄 ≥
[︀
2
3𝑁
]︀
+ 1 i порядок 𝑁 для власних значень з високими номерами, коли

𝑄 ≥ 1. Для останнього випадку також показано, що похибка методу вiдносно

власних енергiй (значень) 𝐸 спадає як 1√
𝐸
. Водночас в роботi [135] зазначено,

що метод LPM{𝑁,𝑄} має порядок min(2𝑁 + 2, 4𝑄+ 2 + 2𝛿𝑄0), 𝑄 = 1, 2, ....

1.3 Функцiонально-дискретний метод для

розв’язування задач на власнi значення

Спорiдненим за iдеологiєю iз згаданими методами HPM, HAM та ADM є

функцiонально-дискретний метод (FD-метод), який на вiдмiну вiд них мi-

стить в собi дискретну складову, за допомогою якої можна досягати збiжно-

стi у випадках, коли HPM, HAM, ADM є розбiжними. Наявнiсть дискретної

складової робить FD-метод спорiдненим також iз методами Прюса та PPM.

FD-метод дає змогу подолати перерахованi вище недолiки дискретних мето-

дiв та може бути застосований до розв’язування операторних рiвнянь загаль-

ного вигляду (див., напр., [5]), а для ряду конкретних випадкiв було строго

доведено, що швидкiсть його збiжностi є суперекспоненцiальною.

Вперше FD-метод був запропонований у 1991 роцi Макаровим В. Л. в

роботi [17] для розв’язування регулярної скалярної задачi Штурма-Лiувiлля
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(ЗШЛ) другого порядку

𝑑2𝑢(𝑥)

𝑑𝑥2
+ (𝜆− 𝑞(𝑥))𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ (0, 1), 𝑢(0) = 𝑢(1) = 0, 𝑞(𝑥) ≥ 0 (1.9)

з кусково-сталим наближенням 𝑞(𝑥) коефiцiєнта 𝑞(𝑥), який є кусково-гладкою

функцiєю. Метод дозволяє при фiксованому параметрi дискретизацiї𝑁 (кiль-

кiсть сходинок у функцiї 𝑞(𝑥)) визначити наближення до власних функцiй i

власних значень {𝑢𝑛(𝑥), 𝜆𝑛} з точнiстю 𝒪((𝑁𝑛)−𝑚), де 𝑚 – ранг методу, 𝑛

– номер власної пари (див. теорему 1 в [17]). Для реалiзацiї методу вико-

ристовувались точнi триточковi рiзницевi схеми. В [145] введено означення,

згiдно з яким FD-метод будемо називати таким, що точно реалiзується,

якщо поправки до власних функцiй 𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥) можуть бути вираженi аналiти-

чно в термiнах елементарних функцiй.

Пiзнiше в роботах [3, 4, 18] були доведенi наступнi явнi апрiорно-

апостерiорнi оцiнки:⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑛(𝑞(·))−

𝑚

𝜆𝑛(𝑞(·))
⃒⃒⃒⃒
≤ ‖𝑞 − 𝑞‖∞

𝑟𝑚𝑛
1− 𝑟𝑛

2
(2𝑚− 1)!!

(2𝑚+ 2)!!
≤

≤ ‖𝑞 − 𝑞‖∞
𝑟𝑚𝑛

1− 𝑟𝑛

1

(𝑚+ 1)
√
𝜋𝑚

, (1.10)

⃦⃦⃦
𝑢𝑛(𝑥, 𝑞(·))−

𝑚
𝑢𝑛(𝑥, 𝑞(·))

⃦⃦⃦
0
≤ 𝑟𝑚+1

𝑛

1− 𝑟𝑛
2
(2𝑚+ 1)!!

(2𝑚+ 4)!!
≤

≤ 𝑟𝑚+1
𝑛

1− 𝑟𝑛

1

(𝑚+ 2)
√︀
𝜋(𝑚+ 1)

, (1.11)

якi є справедливими при виконаннi достатньої умови збiжностi FD-методу

𝑟𝑛 = 4 ‖𝑞 − 𝑞‖∞𝑀𝑛 < 1, (1.12)

де𝑀𝑛 = max{(𝜆(0)𝑛 −𝜆(0)𝑛−1)
−1, (𝜆

(0)
𝑛+1−𝜆

(0)
𝑛 )−1}, 𝑛 ≥ 2, 𝑀1 = max{(𝜆(0)2 −𝜆(0)1 )−1},

‖𝑞‖∞ = max𝑥∈[0,1] |𝑞(𝑥)| , ‖𝑢‖0 =
[︁∫︀ 1

0 (𝑢(𝑥))
2𝑑𝑥
]︁ 1

2

. Тут 𝜆(0)𝑛 , 𝑛 = 1, 2, ... – власнi

значення базової задачi. У випадку, коли 𝑞(𝑥) ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑁 = 0, зокрема,

при 𝑞(𝑥) ≡ 0 отриманi оцiнки (1.10), (1.11) стають явними апрiорними з

𝑀𝑛 = (𝜋2(2𝑛− 1))−1 i замiсть (1.12) вимагається виконання умови

𝑟𝑛 = 𝑟0𝑛 =
4 ‖𝑞‖∞

𝜋2(2𝑛− 1)
< 1. (1.13)
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Згiдно з доведеним в [3, 4, 18] оцiнки для поправок до власних значень 𝜆(𝑗+1)
𝑛

i норм поправок до власних функцiй 𝑢(𝑗+1)
𝑛 (𝑥) мали порядки малостi 𝒪

(︀
𝑛−𝑗
)︀

i 𝒪
(︀
𝑛−𝑗−1

)︀
вiдповiдно.

В роботi [19] доведено, що умова (1.13) є достатньою умовою збiжностi

асимптотичного ряду Марченка В. О. для
√
𝜆𝑛 з [29, 150] для ЗШЛ (1.9) з

полiномiальним потенцiалом 𝑞(𝑥) =
∑︀𝑟

𝑙=0 𝑐𝑙𝑥
𝑙 та знайдено формули для кое-

фiцiєнтiв цього асимптотичного розкладу, вираженi через коефiцiєнти асим-

тотичного розкладу для 𝜆𝑛 згiдно з FD-методом (з 𝑞(𝑥) ≡ 0).

Знайдена в [3, 4, 18] нова методика доведення експоненцiальної збiжно-

стi FD-методу з використанням методу твiрних функцiй дозволила подолати

проблему малих знаменникiв, що породжується кратнiстю власних значень

базової задачi, з якої починається чисельний процес, для ЗШЛ з перiоди-

чними i антиперiодичними крайовими умовами. В подальших роботах Мака-

рова В. Л. i його учнiв для широкого класу одновимiрних задач на власнi

значення за допомогою даної методики показано, що FD-метод збiгається iз

швидкiстю не повiльнiшою, нiж геометрична прогресiя, знаменник якої прямо

пропорцiйний параметру дискретизацiї та обернено пропорцiйний порядково-

му номеру вiдповiдного власного значення, тобто iз збiльшенням порядкового

номера власного значення зростає швидкiсть збiжностi FD-методу.

Наведемо короткий огляд робiт по FD-методу, в яких вдалось подола-

ти труднощi, пов’язанi iз кратними власними значеннями базової задачi, що

виникають при його застосуваннi до розв’язання деяких ЗШЛ. В роботi [3]

кожне власне значення базової задачi є двократним, окрiм 𝜆(0)0 = 0, яке є про-

стим, для скалярної задачi Штурма-Лiувiлля з потенцiалом 𝑞 (𝑥)=𝑞 (1− 𝑥),

𝑥 ∈ [0, 1], як для випадку перiодичних, так i для випадку антиперiодичних

крайових умов. В п. 2 з [102] розглянуто одну iз самоспряжених крайових

задач на власнi значення для звичайного диференцiального рiвняння 4-го

порядку, в якiй всi власнi значення базової задачi є простими, окрiм 𝜆(0)0 = 0,

яке є двократним. В роботi [71] при застосуваннi FD-методу до матричної

задачi Штурма-Лiувiлля з крайовими умовами Дiрiхле всi власнi значення

базової задачi є двократними. В [101] обґрунтовано FD-метод та здiйснена
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його алгоритмiчна реалiзацiя для абстрактної постановки задачi на власнi

значення для самоспряжених операторiв з дискретним спектром, що дiють у

гiльбертовому просторi у випадку, коли базова задача може мати двократнi

власнi значення.

FD-метод був обґрунтований також для некласичних задач на власнi зна-

чення типу Штурма-Лiувiлля, а саме: для лiво-визначених крайових задач,

задач з умовами Iонкiна-Самарського та Бiцадзе-Самарського [3, гл.4]; для

нелiнiйних задач в [10, 100, 148]; для векторно-матричних задач з коефiцiєн-

тами розмiрностi 2 в [71]; для ЗШЛ iз звичайними диференцiальними рiнян-

нями 4-го порядку [102] та iнших.
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РОЗДIЛ 2

ДОСЛIДЖЕННЯ ВЛАСТИВОСТЕЙ FD-МЕТОДУ ДЛЯ

СКАЛЯРНИХ ЗАДАЧ ШТУРМА-ЛIУВIЛЛЯ ДРУГОГО

ПОРЯДКУ В ЗАЛЕЖНОСТI ВIД СТУПЕНЯ

ГЛАДКОСТI ПОТЕНЦIАЛУ

2.1 Постановка задачi та зображення розв’язку

Розглянемо самоспряжену задачу Штурма-Лiувiлля для звичайного ди-

ференцiального рiвняння другого порядку у формi Шрьодiнгера на вiдрiзку

з крайовими умовами Дiрiхле:

𝑑2𝑢(𝑥)

𝑑𝑥2
+ (𝜆− 𝑞(𝑥))𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ (0, 1), 𝑢(0) = 𝑢(1) = 0 (2.1)

i застосуємо до неї FD-метод з вибором функцiї 𝑞(𝑥), що наближає потенцiал

𝑞(𝑥), тотожно рiвної нулю (або метод гомотопiй [52, 62], або, що те ж саме,

метод Адомяна [43–46, 166] в нашiй iнтерпретацiї). Наближення 𝑚-го рангу

до розв’язку задачi (2.1) має вигляд

𝑚
𝑢𝑛(𝑥) =

𝑚∑︁
𝑗=0

𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥),
𝑚

𝜆𝑛 =
𝑚∑︁
𝑗=0

𝜆(𝑗)𝑛 . (2.2)

Тут 𝑢(0)𝑛 (𝑥) =
√
2 sin (𝑛𝜋𝑥), 𝜆(0)𝑛 = (𝑛𝜋)2 – розв’язок базової задачi

𝑑2𝑢
(0)
𝑛 (𝑥)

𝑑𝑥2
+ 𝜆(0)𝑛 𝑢(0)𝑛 (𝑥) = 0, 𝑥 ∈ (0, 1), 𝑢(0)𝑛 (0) = 𝑢(0)𝑛 (1) = 0. (2.3)

Члени рядiв (2.2) визначаються як розв’язки рекурентної послiдовностi задач

𝑑2𝑢
(𝑗+1)
𝑛 (𝑥)

𝑑𝑥2
+ 𝜆(0)𝑛 𝑢(𝑗+1)

𝑛 (𝑥) = −
𝑗∑︁

𝑝=0

𝜆(𝑗+1−𝑝)
𝑛 𝑢(𝑝)𝑛 (𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥) ≡

≡ −𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝑥), 𝑥 ∈ (0, 1),

(2.4)

𝑢(𝑗+1)
𝑛 (0) = 𝑢(𝑗+1)

𝑛 (1) = 0, 𝑗 = 0, 1, ...,𝑚− 1,

з умов розв’язностi яких
∫︀ 1
0 𝐹

(𝑗+1)
𝑛 (𝑥)𝑢

(0)
𝑛 (𝑥)𝑑𝑥 = 0, 𝑗 = 0,𝑚− 1 знаходимо

𝜆(𝑗+1)
𝑛 =

1∫︁
0

𝑞(𝑥)𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥)𝑢(0)𝑛 (𝑥) 𝑑𝑥, 𝑗 = 0, 1, ...,𝑚− 1. (2.5)
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Для однозначної розв’язностi задач (2.4) на поправки до власних функцiй

𝑢
(𝑗)
𝑛 (𝑥) додатково накладається умова ортогональностi

1∫︁
0

𝑢(𝑗+1)
𝑛 (𝑥)𝑢(0)𝑛 (𝑥) 𝑑𝑥 = 0, 𝑗 = 0, 1, ...,𝑚− 1. (2.6)

Метою даного роздiлу є вивчення поведiнки складових FD-методу, тоб-

то поправок до власних пар 𝑢
(𝑗)
𝑛 (𝑥), 𝜆(𝑗)𝑛 , вiдносно порядкового номера 𝑛

в залежностi вiд ступеня гладкостi коефiцiєнта 𝑞(𝑥). Розглянемо випадки,

коли потенцiал 𝑞(𝑥) є: а) нескiнченно-диференцiйовна перiодична функцiя,

𝑞(𝑥) ∈ 𝐶∞[0, 1]; б) кусково-стала функцiя, 𝑞(𝑥) ∈ 𝑄0[0, 1]; в) кусково-гладка

функцiя, 𝑞(𝑥) ∈ 𝑄1[0, 1]∩𝐶[0, 1]; г) функцiя, що належить негативному про-
стору Соболєва 𝐻−1

2 (0, 1).

Зауваження 2.1. Найпростiший варiант FD-методу з 𝑞(𝑥) ≡ 0 згiдно з (2.2)-

(2.6) у певному розумiннi є подiбним до методу Адомяна, але в запропоно-

ваному виглядi (i це є суттєвим) для задачi Штурма-Лiувiлля (2.1) вiн у

науковiй лiтературi не зустрiчався (див. також вступ, п.1.2 та посилання в

них).

Для того, щоб записати розв’язки задач (2.4), введемо узагальнену фун-

кцiю Грiна

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉) = 2
∞∑︁

𝑝=1,𝑝 ̸=𝑛

sin(𝑝𝜋𝑥) sin(𝑝𝜋𝜉)

𝜋2(𝑛2 − 𝑝2)
=

1

4𝜋2𝑛2
(cos(𝑛𝜋(𝑥+ 𝜉))−

− cos(𝑛𝜋(𝑥− 𝜉))− 2𝜋𝑛[sin(𝑛𝜋(𝑥+ 𝜉))(1− 𝑥− 𝜉)− sin(𝑛𝜋 |𝑥− 𝜉|)× (2.7)

×(1− |𝑥− 𝜉|)]) = 𝑔𝑛(𝑥, 𝜉) +
1

4𝜋2𝑛2
[cos (𝑛𝜋(𝑥+ 𝜉))− cos(𝑛𝜋(𝑥− 𝜉))] ,

або, що те ж саме,

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉) =

⎧⎨⎩
[︁
(𝑥−1) cos(𝑛𝜋𝑥)

𝜋𝑛 − 1
2
sin(𝑛𝜋𝑥)
𝜋2𝑛2

]︁
sin(𝑛𝜋𝜉) + sin(𝑛𝜋𝑥)𝜉 cos(𝑛𝜋𝜉)

𝜋𝑛 , 0 ≤ 𝜉 < 𝑥 ≤ 1,[︁
𝑥 cos(𝑛𝜋𝑥)

𝜋𝑛 − 1
2
sin(𝑛𝜋𝑥)
𝜋2𝑛2

]︁
sin(𝑛𝜋𝜉) + sin(𝑛𝜋𝑥)(𝜉−1) cos(𝑛𝜋𝜉)

𝜋𝑛 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜉 ≤ 1.

Зауваження 2.2. Функцiя Грiна (2.7) має такi властивостi:

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉) = 𝑔𝑛(𝜉, 𝑥), 𝑔𝑛(𝑥, 𝜉) = 𝑔𝑛(1− 𝑥, 1− 𝜉),

1∫︁
0

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉) sin(𝑛𝜋𝑥). (2.8)
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При фiксованому 𝑗 розв’язок задачi (2.4), що задовольняє умовi ортого-

нальностi (2.6), можна записати у виглядi

𝑢(𝑗+1)
𝑛 (𝑥) = −

1∫︁
0

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉)𝐹
(𝑗+1)
𝑛 (𝜉) 𝑑𝜉. (2.9)

Лема 2.1. Нехай 𝑞(𝑥) ∈ 𝐻1
2 (0, 1), тодi має мiсце зображення

𝜆(2)𝑛 =

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑤𝑛 (𝑥, 𝜉) 𝑞
′(𝜉)𝑞′(𝑥)𝑑𝜉𝑑𝑥, (2.10)

де

𝑤𝑛 (𝑥, 𝜉) =

𝑥∫︁
0

𝜉∫︁
0

𝑔𝑛 (𝑡, 𝑠)𝑢
(0)
𝑛 (𝑡)𝑢(0)𝑛 (𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑡, (2.11)

i наступна оцiнка ⃒⃒⃒
𝜆(2)𝑛

⃒⃒⃒
≤ 3

4

(︃
‖𝑞‖𝐻1

2 (0,1)

2𝜋𝑛

)︃2

. (2.12)

Доведення. Iз (2.5) при 𝑗 = 1 маємо

𝜆(2)𝑛 =

1∫︁
0

𝑞(𝑥)𝑢(1)𝑛 (𝑥)𝑢(0)𝑛 (𝑥)𝑑𝑥 =

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑔𝑛 (𝑥, 𝜉) 𝑞(𝑥)𝑢
(0)
𝑛 (𝑥)𝑞(𝜉)×

× 𝑢(0)𝑛 (𝜉)𝑑𝜉𝑑𝑥 =

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑞(𝑥)𝑞(𝜉)
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝜉
𝑤𝑛 (𝑥, 𝜉) 𝑑𝜉𝑑𝑥 =

= −
1∫︁

0

𝜕

𝜕𝑥
𝑤𝑛 (𝑥, 𝜉) 𝑞

′(𝜉)𝑑𝜉𝑞(𝑥)𝑑𝑥 =

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑤𝑛 (𝑥, 𝜉) 𝑞
′(𝜉)𝑞′(𝑥)𝑑𝜉𝑑𝑥.

(2.13)

Тут використано спiввiдношення:

𝑤𝑛 (1, 𝜉) = 0,∀𝜉 ∈ [0, 1] , 𝑤𝑛 (𝑥, 1) = 0,∀𝑥 ∈ [0, 1] , 𝑤𝑛 (1, 1) = 0,

якi випливають iз властивостей (2.8) функцiї 𝑔𝑛 (𝑥, 𝜉).

Iз (2.13) слiдує оцiнка⃒⃒⃒
𝜆(2)𝑛

⃒⃒⃒
≤ max

𝑥,𝜉∈[0,1]
|𝑤𝑛 (𝑥, 𝜉)|

(︁
‖𝑞‖𝐻1

2 (0,1)

)︁2
. (2.14)
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Аналiтична форма запису функцiї (2.11) буде наступною:

𝑤𝑛 (𝑥, 𝜉) = − 1

16𝜋2𝑛2
(𝑥+ 𝜉 − |𝑥− 𝜉|) (𝑥+ 𝜉 + |𝑥− 𝜉| − 2) (cos (2𝜋𝑛𝑥) +

+ cos (2𝜋𝑛𝜉) + 1) +
1

16𝜋3𝑛3
[2 (𝑥+ 𝜉 + |𝑥− 𝜉| − 2) sin (𝜋𝑛 (𝑥+ 𝜉−

− |𝑥− 𝜉|)) + 2 (𝑥+ 𝜉 − |𝑥− 𝜉|) sin (𝜋𝑛 (𝑥+ 𝜉 + |𝑥− 𝜉|))−

− (𝑥− 𝜉 − sgn(𝑥− 𝜉)) sin (2𝜋𝑛 (𝑥− 𝜉)) + (𝑥+ 𝜉 − 1) sin (2𝜋𝑛 (𝑥+ 𝜉))]−

− 3

16𝜋4𝑛4
sin (2𝜋𝑛𝑥) sin (2𝜋𝑛𝜉) .

За допомогою системи комп’ютерної алгебри Maple експериментально вста-

новлено, що максимум |𝑤𝑛 (𝑥, 𝜉)| на областi визначення знаходиться на пря-
мiй 𝑥 = 𝜉. З необхiдних i достатнiх умов екстремума функцiї легко визначити,

що вiн досягається в точцi 𝑥 = 1
2 , 𝜉 = 1

2 при парних 𝑛 i 𝑛 = 1 та в точках

𝑥 = 𝑛±1
2𝑛 , 𝜉 =

𝑛±1
2𝑛 – при непарних 𝑛 = 3, 5, ... . Тому має мiсце оцiнка

max
𝑥,𝜉∈[0,1]

|𝑤𝑛 (𝑥, 𝜉)| ≤
⃒⃒⃒⃒
𝑤𝑛

(︂
1

2
,
1

2

)︂⃒⃒⃒⃒
=

3

16𝜋2𝑛2
. (2.15)

Лему (2.1) доведено.

Теорема 2.1. Нехай 𝑞(𝑥) – непарна функцiя на вiдрiзку [0, 1] вiдносно точки
1
2, тодi для 𝑗 = 1, 2, ... будуть виконуватись наступнi спiввiдношення:

𝑢(2𝑗−1)
𝑛 (𝑥) = −𝑢(2𝑗−1)

𝑛 (1− 𝑥), 𝑢(2𝑗)𝑛 (𝑥) = 𝑢(2𝑗)𝑛 (1− 𝑥), якщо 𝑛– непарне; (2.16)

𝑢(2𝑗−1)
𝑛 (𝑥) = 𝑢(2𝑗−1)

𝑛 (1− 𝑥), 𝑢(2𝑗)𝑛 (𝑥) = −𝑢(2𝑗)𝑛 (1− 𝑥), якщо 𝑛– парне; (2.17)

𝜆(2𝑗−1)
𝑛 = 0; (2.18)

𝜆(2𝑗) =

1∫︁
0

𝑞(𝑥)𝑢(2𝑗−1)
𝑛 (𝑥)𝑢(0)𝑛 (𝑥)𝑑𝑥. (2.19)

Доведення. Нехай виконуються умови теореми, тобто

𝑞(𝑥) = −𝑞(1− 𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1] . (2.20)

Доведення проведемо методом повної математичної iндукцiї. Iз (2.5), врахо-

вуючи (2.20), при 𝑗 = 0 одержуємо

𝜆(1)𝑛 =

1∫︁
0

𝑞(𝑥)
[︁
𝑢(0)𝑛 (𝑥)

]︁2
𝑑𝑥 = 0.
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Розв’язок задачi (2.4) при 𝑗 = 0 має вигляд

𝑢(1)𝑛 (𝑥) =

1∫︁
0

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉)𝑞(𝜉)𝑢
(0)
𝑛 (𝜉)𝑑𝜉. (2.21)

Враховуючи (2.8), з (2.21) робимо висновок, що 𝑢(1)𝑛 (𝑥) є непарною функцiєю

вiдносно точки 𝑥 = 1
2 , якщо 𝑛 є непарним, i парною функцiєю, якщо 𝑛 є

парним числом.

Повернемось до задачi (2.4) при 𝑗 = 1. Iз (2.5) i (2.21) маємо

𝜆(2)𝑛 =

1∫︁
0

𝑞(𝑥)𝑢(1)𝑛 (𝑥)𝑢(0)𝑛 (𝑥)𝑑𝑥.

Згiдно з (2.9) розв’язок задачi (2.4) при 𝑗 = 1 має вигляд

𝑢(2)𝑛 (𝑥) =

1∫︁
0

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉)𝑞(𝜉)𝑢
(1)
𝑛 (𝜉)𝑑𝜉, (2.22)

i тодi з (2.8), (2.20) i (2.22) робимо висновок, що 𝑢(2)𝑛 (𝑥) є парною функцiєю

вiдносно точки 𝑥 = 1
2 , якщо 𝑛 є непарним, i непарною функцiєю, якщо 𝑛 є

парним числом.

Припустимо, що спiввiдношення (2.16)–(2.19) справедливi при 𝑖 = 𝑠, по-

кажемо, що вони будуть справедливi i при 𝑖 = 𝑠+1. Запишемо умову розв’я-

зностi задачi (2.4) при 𝑗 = 2𝑠

1∫︁
0

⎛⎝−
2𝑠∑︁
𝑝=0

𝜆(2𝑠+1−𝑝)
𝑛 𝑢(𝑝)𝑛 (𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑢(2𝑠)𝑛 (𝑥)

⎞⎠𝑢(0)𝑛 (𝑥)𝑑𝑥 = 0,

звiдки з урахуванням припущення iндукцiї та умов ортогональностi (2.6) ма-

ємо

𝜆(2𝑠+1)
𝑛 = 0.

Тодi розв’язок задачi (2.4) при 𝑗 = 2𝑠 має вигляд

𝑢(2𝑠+1)
𝑛 (𝑥) =

1∫︁
0

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉)

⎡⎣− 𝑠∑︁
𝑝=1

𝜆(2𝑠−2𝑝+2)
𝑛 𝑢(2𝑝−1)

𝑛 (𝜉) + 𝑞(𝜉)𝑢(2𝑠)𝑛 (𝜉)

⎤⎦ 𝑑𝜉,
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що з урахуванням припущення iндукцiї приводить до спiввiдношень:

𝑢(2𝑠+1)
𝑛 (𝑥) = −𝑢(2𝑠+1)

𝑛 (1− 𝑥), якщо 𝑛− непарне,

𝑢(2𝑠+1)
𝑛 (𝑥) = 𝑢(2𝑠+1)

𝑛 (1− 𝑥), якщо 𝑛− парне,
(2.23)

а при 𝑗 = 2𝑠+ 1 вигляд розв’язку задачi (2.4)

𝑢(2𝑠+2)
𝑛 (𝑥) =

1∫︁
0

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉)

⎡⎣− 𝑠∑︁
𝑝=1

𝜆(2𝑠−2𝑝+2)
𝑛 𝑢(2𝑝)𝑛 (𝜉) + 𝑞(𝜉)𝑢(2𝑠+1)

𝑛 (𝜉)

⎤⎦ 𝑑𝜉,
разом з припущенням iндукцiї приводять до спiввiдношень (функцiя у ква-

дратних дужках є парною):

𝑢(2𝑠+2)
𝑛 (𝑥) = 𝑢(2𝑠+2)

𝑛 (1− 𝑥), якщо 𝑛− непарне,

𝑢(2𝑠+2)
𝑛 (𝑥) = −𝑢(2𝑠+2)

𝑛 (1− 𝑥), якщо 𝑛− парне.
(2.24)

Запишемо розв’язок задачi (2.4) при 𝑗 = 2𝑠+ 2

𝑢(2𝑠+3)
𝑛 (𝑥) =

1∫︁
0

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉)

⎡⎣− 𝑠+1∑︁
𝑝=1

𝜆
(2𝑠−2𝑝+4)
𝑛,𝑘 𝑢(2𝑝−1)

𝑛 (𝜉) + 𝑞(𝜉)𝑢(2𝑠+2)
𝑛 (𝜉)

⎤⎦ 𝑑𝜉,
звiдки, враховуючи припущення iндукцiї, а також (2.23) i (2.24), отримуємо

спiввiдношення

𝑢(2𝑠+3)
𝑛 (𝑥) = −𝑢(2𝑠+3)

𝑛 (1− 𝑥), якщо 𝑛− непарне,

𝑢(2𝑠+3)
𝑛 (𝑥) = 𝑢(2𝑠+3)

𝑛 (1− 𝑥), якщо 𝑛− парне.
(2.25)

Теорема доведена.

Далi будемо розглядати ряд випадкiв, коли функцiя 𝑞(𝑥) належить рiзним

класам гладкостi i FD-метод є таким, що точно реалiзується (термiнологiя

вперше була введена в роботi [145]). Зауважимо, що аналiтичнi перетворення

згiдно з FD-методом, за допомогою яких отримано наведенi в наступних пун-

ктах поправки до власних пар, здiйснено за допомогою системи комп’ютерної

алгебри Maple 17.
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2.2 Потенцiал є нескiнченно-диференцiйовною

перiодичною функцiєю

Розглянемо задачу Штурма-Лiувiлля (2.1) з потенцiалом

𝑞(𝑥) = cos(𝜋𝑥), 𝑞(𝑥) ∈ 𝐶∞[0, 1].

Дане рiвняння є частинним випадком рiвняння Хiлла з 𝑞(𝑥) = 𝑎 cos (2𝑥) +

𝑏 cos (4𝑥), де 𝑎, 𝑏 – дiйснi числа (див., напр., [157, Ch.28], [12, 29, 95, 150], [2,

§6, гл.9]) та названо рiвнянням Матьє на честь французького математика

E. L. Mathieu, який дослiдив його у 1868 роцi, описавши коливання елiпти-

чної мембрани. Серед фiзичних застосувань також слiд згадати задачi про

параметричний резонанс та квантовий рух електронiв у перiодичному полi

кристала.

Застосуємо FD-метод згiдно з (2.3)-(2.6), (2.9). В цьому випадку FD-метод

є таким, що точно реалiзується, i для 𝜆(𝑗)𝑛 , 𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥) виконується теорема 2.1.

Згiдно з алгоритмом FD-методу (2.3)-(2.6), (2.9) отримуємо аналiтичнi вирази

для поправок до власних значень:

𝜆(2)𝑛 =
1

2𝜋2 (2𝑛− 1) (2𝑛+ 1)
,

𝜆(4)𝑛 =
20𝑛2 + 7

32𝜋6 (𝑛− 1) (𝑛+ 1) (2𝑛− 1)3 (2𝑛+ 1)3
,

𝜆(6)𝑛 =
144𝑛4 + 232𝑛2 + 29

16𝜋10 (2𝑛− 3) (2𝑛+ 3) (𝑛− 1) (𝑛+ 1) (2𝑛− 1)5 (2𝑛+ 1)5
,

𝜆(8)𝑛 =
[︀
376064𝑛10 + 585216𝑛8 − 2245664𝑛6 + 256912𝑛4 + 827565𝑛2+

+68687] /
[︀
8192𝜋14(𝑛− 2)(𝑛+ 2)(2𝑛− 3)(2𝑛+ 3)(𝑛− 1)3(𝑛+ 1)3×

×(2𝑛− 1)7(2𝑛+ 1)7
]︀

та для поправок до власних функцiй:

𝑢(1)𝑛 (𝑥) = −
√
2 sin(𝜋𝑥(𝑛+ 1))

2𝜋2 (2𝑛+ 1)
+

√
2 sin(𝜋𝑥(𝑛− 1))

2𝜋2 (2𝑛− 1)
,
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𝑢(2)𝑛 (𝑥) =

√
2 sin (𝜋𝑥 (𝑛+ 2))

16𝜋4 (𝑛+ 1) (2𝑛+ 1)
+

√
2 sin (𝜋𝑥 (𝑛− 2))

16𝜋4 (𝑛− 1) (2𝑛− 1)
,

𝑢(3)𝑛 (𝑥) = −
√
2 sin (𝜋𝑥 (𝑛+ 3))

96𝜋6 (𝑛+ 1) (2𝑛+ 1) (2𝑛+ 3)
+

+

√
2 sin (𝜋𝑥 (𝑛− 3))

96𝜋6 (𝑛− 1) (2𝑛− 1) (2𝑛− 3)
−

√
2
(︀
4𝑛2 + 8𝑛+ 7

)︀
sin (𝜋𝑥 (𝑛+ 1))

32𝜋6 (𝑛+ 1) (2𝑛− 1) (2𝑛+ 1)3
+

+

√
2
(︀
4𝑛2 − 8𝑛+ 7

)︀
sin (𝜋𝑥 (𝑛− 1))

32𝜋6 (𝑛− 1) (2𝑛+ 1) (2𝑛− 1)3
,

𝑢(4)𝑛 (𝑥) =

√
2 sin (𝜋𝑥 (𝑛+ 4))

1536𝜋8 (𝑛+ 2) (𝑛+ 1) (2𝑛+ 1) (2𝑛+ 3)
+

+

√
2 sin (𝜋𝑥 (𝑛− 4))

1536𝜋8 (𝑛− 2) (𝑛− 1) (2𝑛− 1) (2𝑛− 3)
+

+

√
2
(︀
2𝑛2 + 5𝑛+ 5

)︀
sin (𝜋𝑥 (𝑛+ 2))

48𝜋8 (𝑛+ 1) (2𝑛− 1) (2𝑛+ 1)3 (2𝑛+ 3)
+

+

√
2
(︀
2𝑛2 − 5𝑛+ 5

)︀
sin (𝜋𝑥 (𝑛− 2))

48𝜋8 (𝑛− 1) (2𝑛+ 1) (2𝑛− 1)3 (2𝑛− 3)
.

Iншi вирази для поправок не наводимо через їх громiздкiсть.

Зауважимо, що в цьому випадку для кожного фiксованого номера 𝑛0

власного значення i власної функцiї iснує такий крок FD-методу 𝑗0 = 2𝑛0,

що для всiх наступних 𝑗 ≥ 𝑗0 користуватись вище наведеними формулами

не можна, виникає дiлення на нуль. Тому для кожного фiксованого номера

𝑛 = 𝑛0, 𝑛0 + 1, .... власного значення, починаючи з 𝜆(2𝑛0)𝑛0 та 𝑢(2𝑛0)𝑛0 (𝑥), замiсть

вище наведених формул треба використовувати iншi формули, якi отримуємо,

розв’язуючи вiдповiднi крайовi задачi (2.4) з накладеними умовами ортого-

нальностi (2.6).

Так, при 𝑛 = 1 вже починаючи з 𝜆(2)1 потрiбно використовувати формули,

наведенi нижче, у яких дiлення на нуль вже нема, а саме:

𝜆
(2)
1 = − 1

12𝜋2
,

𝑢
(2)
1 (𝑥) =

√
2

96𝜋4
sin(3𝜋𝑥), 𝑢

(3)
1 (𝑥) =

√
2

8640𝜋6
(25 sin(2𝜋𝑥)− 3 sin(4𝜋𝑥)) ,

𝜆
(4)
1 =

5

3456𝜋6
,
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𝑢
(4)
1 (𝑥) =

√
2

138240𝜋8
(−37 sin(3𝜋𝑥) + sin(5𝜋𝑥)),

𝑢
(5)
1 (𝑥) = −

√
2

87091200𝜋10
(−924 sin(4𝜋𝑥) + 10115 sin(2𝜋𝑥) + 9 sin(6𝜋𝑥)),

𝜆
(6)
1 = − 289

4976640𝜋10
,

при 𝑛 = 2 маємо

𝜆
(4)
2 = − 317

216000𝜋6
,

𝑢
(4)
2 (𝑥) =

√
2

48384000𝜋8
(2944 sin(4𝜋𝑥) + 75 sin(6𝜋𝑥)) ,

𝑢
(5)
2 (𝑥) =

√
2

21772800000𝜋10
(2223200 sin(𝜋𝑥) + 349344 sin(3𝜋𝑥)−

−35775 sin(5𝜋𝑥)− 375 sin(7𝜋𝑥)) ,

𝜆
(6)
2 =

10049

170100000𝜋10
,

𝑢
(6)
2 (𝑥) =

√
2

174182400000𝜋12
(25 sin(8𝜋𝑥) + 4800 sin(6𝜋𝑥)− 163843 sin(4𝜋𝑥)) ,

𝑢
(7)
2 (𝑥) =−

√
2

1207084032000000𝜋14
(1125 sin(9𝜋𝑥) + 386925 sin(7𝜋𝑥)−

− 31462695 sin(5𝜋𝑥) + 6424732160 sin(𝜋𝑥) + 799731009 sin(3𝜋𝑥)),

𝜆
(8)
2 = − 93824197

31352832000000𝜋14
.

Експериментально визначеною поведiнкою поправок до власних значень

вiдносно порядкового номера 𝑛 є така:

𝜆(𝑗)𝑛 = 𝒪
(︀
𝑛−2𝑗+2

)︀
. (2.26)

Зазначена поведiнка є справедливою до певного кроку 𝑗0 = 2𝑛0 FD-методу

до тих пiр, поки не виникає дiлення на нуль для деякого номера 𝑛0.

Поведiнка поправок до власних значень 𝜆(𝑗)𝑛 = 𝒪
(︀
𝑛−2𝑗+2

)︀
по вiдношенню

до порядкового номера 𝑛 має мiсце у випадку, коли функцiя 𝑞(𝑥) є полiном.

Цей випадок розглянуто у пунктi 3.1 (див. [22,23]).
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2.3 Потенцiал є кусково-сталою функцiєю

Розглянемо задачу Штурма-Лiувiлля (2.1) з кусково-сталим потенцiалом

𝑞(𝑥) ∈ 𝑄0[0, 1], коли

𝑞(𝑥) = 𝑎

[︂
−1

2
+ H

(︂
𝑥− 1

2

)︂]︂
=

⎧⎨⎩ −𝑎
2 , 0 ≤ 𝑥 < 1

2 ,
𝑎
2 ,

1
2 ≤ 𝑥 ≤ 1,

(2.27)

де 𝑎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, H(𝑥) – функцiя Хевiсайда (див., напр., [157, §1.16(iv)]).

За допомогою кусково-сталих потенцiалiв моделюють так званi «бар’єрнi»

задачi квантової механiки – задачi про квантово-механiчний рух у середовищi

iз стрибками потенцiалу (див., напр., [31,40]). Прикладами таких застосувань

є транзистори, напiвпровiдники, альфа-розпад (альфа- та бета-променi Ре-

зерфорда), структури з резонансним тунелюванням електронiв, яке лежить

в основi наноелектронних пристроїв обробки сигналiв та iн.

Застосуємо до задачi (2.1), (2.27) FD-метод згiдно з (2.3)-(2.6), (2.9). В

цьому випадку FD-метод є таким, що точно реалiзується, i, оскiльки 𝑞(𝑥) є

непарною функцiєю на вiдрiзку [0, 1], для 𝜆(𝑗)𝑛 , 𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥) виконується теорема 2.1.

Згiдно з алгоритмом FD-методу (2.3)-(2.6), (2.9) отримуємо аналiтичнi вирази

для поправок до власних значень:

𝜆(2)𝑛 = 𝑎2
2 cos(𝜋𝑛) + 1

16𝜋2𝑛2
, 𝜆(4)𝑛 = 𝑎4

[︂
− cos(𝜋𝑛)

768𝜋4𝑛4
− 5 + 2 cos(𝜋𝑛)

256𝜋6𝑛6

]︂
,

𝜆(6)𝑛 = 𝑎6
[︂

cos(𝜋𝑛)

245760𝜋6𝑛6
+

7 + 2 cos(𝜋𝑛)

12288𝜋8𝑛8
+

3 (3 + 8 cos(𝜋𝑛))

4096𝜋10𝑛10

]︂
,

𝜆(8)𝑛 = 𝑎8
[︂
− cos(𝜋𝑛)

165150720𝜋8𝑛8
− 24 + 11 cos(𝜋𝑛)

3932160𝜋10𝑛10
− 11 + 28 cos(𝜋𝑛)

98304𝜋12𝑛12
−

−13 (11 + 4 cos(𝜋𝑛))

65536𝜋14𝑛14

]︂
,

𝜆(10)𝑛 = 𝑎10
[︂

cos(𝜋𝑛)

190253629440𝜋10𝑛10
+

22 + 23 cos(𝜋𝑛)

660602880𝜋12𝑛12
+

+
208 + 357 cos(𝜋𝑛)

62914560𝜋14𝑛14
+

5 (47 + 21 cos(𝜋𝑛))

1572864𝜋16𝑛16
+

17 (5 + 14 cos(𝜋𝑛))

262144𝜋18𝑛18

]︂
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i для поправок до власних функцiй:

𝑢(1)𝑛 (𝑥) =

⎧⎨⎩ 𝑎
√
2

4𝜋𝑛𝑥 cos(𝜋𝑛𝑥)−
𝑎
√
2(cos(𝜋𝑛)+1)
8𝜋2𝑛2 sin(𝜋𝑛𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

2 ,

−𝑎
√
2

4𝜋𝑛 (𝑥− 1) cos(𝜋𝑛𝑥) + 𝑎
√
2(cos(𝜋𝑛)+1)
8𝜋2𝑛2 sin(𝜋𝑛𝑥), 12 < 𝑥 ≤ 1,

𝑢(2)𝑛 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑎2
√
2

384

(︁
12𝑥2−1
𝜋2𝑛2 + 6(2 cos(𝜋𝑛)−1)

𝜋4𝑛4

)︁
sin(𝜋𝑛𝑥) + 𝑎2

√
2(cos(𝜋𝑛)−1)
32𝜋3𝑛3 ×

×𝑥 cos(𝜋𝑛𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 1
2 ,

−𝑎2
√
2

384

(︁
12𝑥2−24𝑥+11

𝜋2𝑛2 + 6(2 cos(𝜋𝑛)−1)
𝜋4𝑛4

)︁
sin(𝜋𝑛𝑥)+

+𝑎2
√
2(cos(𝜋𝑛)−1)
32𝜋3𝑛3 (𝑥− 1) cos(𝜋𝑛𝑥), 12 < 𝑥 ≤ 1.

Iншi вирази для поправок не наводимо через їх громiздкiсть. Даний приклад

iлюструє наступну теорему i свiдчить про те, що оцiнка (2.28) вiдносно 𝑛 є

непокращуваною за порядком.

Теорема 2.2. Нехай 𝑞(𝑥) = 𝑎
[︀
−1

2 +H
(︀
𝑥− 1

2

)︀]︀
, 𝑎 > 0, тодi будуть мати

мiсце спiввiдношення ⃒⃒⃒
𝜆(2𝑗)𝑛

⃒⃒⃒
≤ 𝑐2𝑗

(︁ 𝑎

𝜋𝑛

)︁2𝑗
, 𝑗 = 1, 2, ..., (2.28)

𝜆(2𝑗+1)
𝑛 = 0, 𝑗 = 0, 1, ..., (2.29)

де H(𝑥) – функцiя Хевiсайда i сталi 𝑐2𝑗 не залежать вiд 𝑎, 𝑛 та

𝑐2𝑗 −−−→
𝑗→∞

0. (2.30)

Доведення. Справедливiсть рiвностей (2.29) випливає з теореми 2.1. Дове-

дення нерiвностей (2.28) будемо здiйснювати методом повної математичної

iндукцiї. При 𝑗 = 1 з (2.5) маємо

𝜆(2)𝑛 =
2 cos(𝜋𝑛) + 1

16𝜋2𝑛2
𝑎2 (2.31)

i 𝑐2 тут дорiвнює 3
16 .

Припустимо, що нерiвнiсть (2.28) виконується для всiх 𝑗 вiд 𝑗 = 1 до

𝑗 = 𝑘. Покажемо, що ця нерiвнiсть буде мати мiсце i при 𝑗 = 𝑘+1. Iз формул

(2.4), (2.5) будемо мати

𝜆(2𝑘+2)
𝑛 =

1∫︁
0

𝑞(𝑥)𝑢(0)𝑛 (𝑥)𝑢(2𝑘+1)
𝑛 (𝑥)𝑑𝑥 =

1∫︁
0

𝑞(𝑥)𝑢(0)𝑛 (𝑥)

1∫︁
0

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉1)×
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×

⎡⎣− 2𝑘∑︁
𝑝=1

𝜆(2𝑘+1−𝑝)
𝑛 𝑢(𝑝)𝑛 (𝜉1) + 𝑞(𝜉1)𝑢

(2𝑘)
𝑛 (𝜉1)

⎤⎦ 𝑑𝜉1𝑑𝑥 = (2.32)

= −
2𝑘∑︁
𝑝=1

𝜆(2𝑘+1−𝑝)
𝑛

1∫︁
0

𝑞(𝑥)𝑢(0)𝑛 (𝑥)

1∫︁
0

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉1)𝑢
(𝑝)
𝑛 (𝜉1)𝑑𝜉1𝑑𝑥+

+

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑞(𝑥)𝑢(0)𝑛 (𝑥)𝑔𝑛(𝑥, 𝜉1)𝑞(𝜉1)𝑢
(2𝑘)
𝑛 (𝜉1)𝑑𝜉1𝑑𝑥 = 𝑅2𝑘 +𝐺1

(︁
𝑢(2𝑘)𝑛

)︁
.

Використовуючи оцiнки

max
𝑥,𝜉1∈[0,1]

|𝑔𝑛 (𝑥, 𝜉1)| ≤
1

𝑛𝜋
+

1

2(𝑛𝜋)2
<

7

6𝜋𝑛
, (2.33)

⃦⃦⃦
𝑢(𝑗)𝑛

⃦⃦⃦
∞

= max
𝑥∈[0,1]

⃒⃒⃒
𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝑑𝑗

(︁ 𝑎

𝜋𝑛

)︁𝑗
, 𝑗 = 0, 1, ...,

iз (2.32) одержуємо

⃒⃒⃒
𝜆(2𝑘+2)
𝑛

⃒⃒⃒
≤ 𝑎

2

7

6𝜋𝑛

2𝑘∑︁
𝑝=1

𝑐2𝑘+1−𝑝𝑑𝑝
(︁ 𝑎

𝜋𝑛

)︁2𝑘+1
+
⃒⃒⃒
𝐺1

(︁
𝑢(2𝑘)𝑛

)︁⃒⃒⃒
= (2.34)

=
(︁ 𝑎

𝜋𝑛

)︁2𝑘+2 7

12

2𝑘∑︁
𝑝=1

𝑐2𝑘+1−𝑝𝑑𝑝 +
⃒⃒⃒
𝐺1

(︁
𝑢(2𝑘)𝑛

)︁⃒⃒⃒
= 𝑅̂2𝑘 +

⃒⃒⃒
𝐺1

(︁
𝑢(2𝑘)𝑛

)︁⃒⃒⃒
.

де 𝑑𝑗 =
(︀

4
𝜋2

)︀𝑗 1
(𝑗+1)

√
𝜋𝑗
(див., напр., [3, 18]). Далi маємо

𝐺1

(︁
𝑢(2𝑘)𝑛

)︁
=

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑞(𝑥)𝑢(0)𝑛 (𝑥)𝑔𝑛(𝑥, 𝜉1)𝑞(𝜉1)

1∫︁
0

𝑔𝑛(𝜉1, 𝜉2)×

×

⎡⎣− 2𝑘−1∑︁
𝑝=1

𝜆(2𝑘−𝑝)𝑛 𝑢(𝑝)𝑛 (𝜉2) + 𝑞(𝜉2)𝑢
(2𝑘−1)
𝑛 (𝜉2)

⎤⎦ 𝑑𝜉2𝑑𝜉1𝑑𝑥 =

= 𝑅2𝑘−1 +𝐺2

(︁
𝑢(2𝑘−1)
𝑛

)︁
,

де

𝑅2𝑘−1 = −
2𝑘−1∑︁
𝑠=1

𝜆(2𝑘−𝑠)𝑛

1∫︁
0

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑢(0)𝑛 (𝑥)𝑞(𝑥)𝑔𝑛(𝑥, 𝜉1)𝑞(𝜉1)𝑔𝑛(𝜉1, 𝜉2)×

× 𝑢(𝑠)𝑛 (𝜉2)𝑑𝜉2𝑑𝜉1𝑑𝑥,



44

𝐺2

(︁
𝑢(2𝑘−1)
𝑛

)︁
=

1∫︁
0

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑞(𝑥)𝑢(0)𝑛 (𝑥)𝑔𝑛(𝑥, 𝜉1)𝑞(𝜉1)𝑔𝑛(𝜉1, 𝜉2)𝑞(𝜉2)×

× 𝑢(2𝑘−1)
𝑛 (𝜉2)𝑑𝜉2𝑑𝜉1𝑑𝑥,

i, отже, справедлива нерiвнiсть⃒⃒⃒
𝐺1

(︁
𝑢(2𝑘)𝑛

)︁⃒⃒⃒
≤ |𝑅2𝑘−1|+

⃒⃒⃒
𝐺2

(︁
𝑢(2𝑘−1)
𝑛

)︁⃒⃒⃒
≤
(︁ 𝑎

𝜋𝑛

)︁2𝑘+2
(︂

7

12

)︂2

×

×
2𝑘−1∑︁
𝑠=1

𝑐2𝑘−𝑠𝑑𝑠 +
⃒⃒⃒
𝐺2

(︁
𝑢(2𝑘−1)
𝑛

)︁⃒⃒⃒
= 𝑅̂2𝑘−1 +

⃒⃒⃒
𝐺2

(︁
𝑢(2𝑘−1)
𝑛

)︁⃒⃒⃒
.

(2.35)

Продовжуючи за аналогiєю, одержуємо

𝐺2𝑘

(︁
𝑢(1)𝑛

)︁
= 𝐺2𝑘+1

(︁
𝑢(0)𝑛

)︁
, (2.36)

де

𝐺2𝑘+1

(︁
𝑢(0)𝑛

)︁
=

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0⏟  ⏞  
2𝑘+2

𝑢(0)𝑛 (𝜉0)
2𝑘∏︁
𝑖=0

𝑞(𝜉𝑖)𝑔𝑛(𝜉𝑖, 𝜉𝑖+1)𝑞(𝜉2𝑘+1)×

× 𝑢(0)𝑛 (𝜉2𝑘+1)𝑑𝜉2𝑘+1 . . . 𝑑𝜉0, 𝜉0 = 𝑥.

Iз формул (2.32)–(2.36) випливає, що

𝜆(2𝑘+2)
𝑛 =

2𝑘−2∑︁
𝑝=0

𝑅2𝑘−𝑝 +𝐺2𝑘+1

(︁
𝑢(0)𝑛

)︁
, (2.37)

де

𝑅2𝑘−𝑝 = −
2𝑘−𝑝∑︁
𝑠=1

𝜆(2𝑘−𝑝+1−𝑠)
𝑛

∫︁ 1

0
...

∫︁ 1

0⏟  ⏞  
𝑝+2

𝑢(0)𝑛 (𝜉0)

𝑝∏︁
𝑖=0

𝑞(𝜉𝑖)𝑔𝑛(𝜉𝑖, 𝜉𝑖+1)×

× 𝑢(𝑠)𝑛 (𝜉𝑝+1)𝑑𝜉𝑝+1...𝑑𝜉0, 𝑝 = 0, 1, ..., 2𝑘,

причому 𝑅0 = 𝑅1 = 0. З (2.37) отримуємо нерiвнiсть

⃒⃒⃒
𝜆(2𝑘+2)
𝑛

⃒⃒⃒
≤

2𝑘−2∑︁
𝑝=0

|𝑅2𝑘−𝑝|+
⃒⃒⃒
𝐺2𝑘+1

(︁
𝑢(0)𝑛

)︁⃒⃒⃒
≤
(︁ 𝑎

𝜋𝑛

)︁2𝑘+2
×

×

⎧⎨⎩
2𝑘∑︁
𝑝=1

(︂
7

12

)︂𝑝 2𝑘+1−𝑝∑︁
𝑠=1

𝑐2𝑘+2−𝑠−𝑝𝑑𝑠

⎫⎬⎭+
⃒⃒⃒
𝐺2𝑘+1

(︁
𝑢(0)𝑛

)︁⃒⃒⃒
. (2.38)
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Змiнивши порядок пiдсумовування в (2.38), отримаємо оцiнку

⃒⃒⃒
𝜆(2𝑘+2)
𝑛

⃒⃒⃒
≤
(︁ 𝑎

𝜋𝑛

)︁2𝑘+2
𝜒1

𝑘∑︁
𝑝=1

𝑐2𝑝

(︂
7

12

)︂2𝑘−2𝑝

+
⃒⃒⃒
𝐺2𝑘+1

(︁
𝑢(0)𝑛

)︁⃒⃒⃒
, (2.39)

де 𝜒1 =
(︀

7
12

)︀2
𝜒, 𝜒 =

∑︀∞
𝑙=1

(︀
48
7𝜋2

)︀𝑙 1
(𝑙+1)

√
𝜋𝑙

≈ 0.316252908.

Залишилось оцiнити
⃒⃒⃒
𝐺2𝑘+1

(︁
𝑢
(0)
𝑛

)︁⃒⃒⃒
. Враховуючи вигляд 𝑞(𝑥) з умов тео-

реми, можна переконатись, що має мiсце формула

𝐺2𝑘+1

(︁
𝑢(0)𝑛

)︁
= 𝑎2

1
2∫︁

0

1∫︁
0

. . .

1∫︁
0⏟  ⏞  

2𝑘

1
2∫︁

0

𝑢(0)𝑛 (𝜉0)
2𝑘−1∏︁
𝑖=0

𝑔𝑛(𝜉𝑖, 𝜉𝑖+1)𝑞 (𝜉𝑖+1)×

× 𝑔𝑛(𝜉2𝑘, 𝜉2𝑘+1)𝑢
(0)
𝑛 (𝜉2𝑘+1)𝑑𝜉2𝑘+1 . . . 𝑑𝜉0. (2.40)

Обчислення iнтегралiв 𝑡𝑗(𝜉𝑗) в (2.40) за змiнними 𝜉𝑗, 𝑗 = 0, 1, ..., 2𝑘 + 1 вико-

наємо послiдовно, починаючи з 𝜉0 i до 𝜉2𝑘+1. Отримаємо

𝑡0(𝜉0) = 𝑡0,1(𝜉0) = 𝑢(0)𝑛 (𝜉0) =
√
2 sin(𝜋𝑛𝜉0),

𝑡1(𝜉1) = −𝑎

1
2∫︁

0

𝑔𝑛(𝜉0, 𝜉1)𝑡0(𝜉0)𝑑𝜉0 = 𝑡1,1(𝜉1) + 𝑡1,2(𝜉1),

𝑡1,1(𝜉1) =
𝑎
√
2

4𝜋𝑛

(︂
1

2
−
⃒⃒⃒⃒
1

2
− 𝜉1

⃒⃒⃒⃒)︂
cos (𝜋𝑛𝜉1) ,

𝑡1,2(𝜉1) = − sgn

(︂
1

2
− 𝜉1

)︂
𝑎
√
2 (1 + cos (𝜋𝑛))

8𝜋2𝑛2
sin (𝜋𝑛𝜉1) ,

𝑡2(𝜉2) =

1∫︁
0

𝑞(𝜉1)𝑔𝑛(𝜉1, 𝜉2)𝑡1(𝜉1)𝑑𝜉1 = 𝑡2,1(𝜉2) + 𝑡2,2(𝜉2),

𝑡2,1(𝜉2) =
𝑎2
√
2

4𝜋2𝑛2

[︃
1

96
− 1

8

(︂
1

2
−
⃒⃒⃒⃒
1

2
− 𝜉2

⃒⃒⃒⃒)︂2
]︃
sin (𝜋𝑛𝜉2) ,

𝑡2,2(𝜉2) = sgn

(︂
1

2
− 𝜉2

)︂
𝑎2
√
2 (cos (𝜋𝑛)− 1)

32𝜋3𝑛3

(︂
1

2
−
⃒⃒⃒⃒
1

2
− 𝜉2

⃒⃒⃒⃒)︂
cos (𝜋𝑛𝜉2)−

− 𝑎2
√
2 (2 cos (𝜋𝑛)− 1)

64𝜋4𝑛4
sin (𝜋𝑛𝜉2) ,
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𝑡3(𝜉3) =

1∫︁
0

𝑞(𝜉2)𝑔𝑛(𝜉2, 𝜉3)𝑡2(𝜉2)𝑑𝜉1 = 𝑡3,1(𝜉3) + 𝑡3,2(𝜉3),

𝑡3,1(𝜉3) =
𝑎3
√
2

4𝜋3𝑛3

[︃
1

384

(︂
1

2
−
⃒⃒⃒⃒
1

2
− 𝜉3

⃒⃒⃒⃒)︂
− 1

96

(︂
1

2
−
⃒⃒⃒⃒
1

2
− 𝜉3

⃒⃒⃒⃒)︂3
]︃
cos (𝜋𝑛𝜉3) ,

𝑡3,2(𝜉3) = − sgn

(︂
1

2
− 𝜉3

)︂
𝑎3
√
2

3072𝜋4𝑛4
[12 (cos (𝜋𝑛)− 2) ×

×
(︂
1

2
−
⃒⃒⃒⃒
1

2
− 𝜉3

⃒⃒⃒⃒)︂2

− 5 cos (𝜋𝑛) + 4

]︃
sin (𝜋𝑛𝜉3)−

3𝑎3
√
2 (cos (𝜋𝑛)− 1)

256𝜋5𝑛5
×

×
(︂
1

2
−
⃒⃒⃒⃒
1

2
− 𝜉3

⃒⃒⃒⃒)︂
cos (𝜋𝑛𝜉3)

i так далi. Методом повної математичної iндукцiї доводимо, що мають мiсце

зображення

𝑡2𝑗(𝜉2𝑗) =

1∫︁
0

𝑞(𝜉2𝑗−1)𝑔𝑛(𝜉2𝑗−1, 𝜉2𝑗)𝑡2𝑗−1(𝜉2𝑗−1)𝑑𝜉2𝑗−1 =

= 𝑡2𝑗,1(𝜉2𝑗) + 𝑡2𝑗,2(𝜉2𝑗), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑡0(𝜉0) = 𝑡0,1(𝜉0) = 𝑢(0)𝑛 (𝜉0),

𝑡2𝑗,1(𝜉2𝑗) =
𝑎2𝑗

√
2

4(𝑛𝜋)2𝑗

𝑗∑︁
𝑝=0

𝜇
(2𝑗)
2𝑝

(︂
1

2
−
⃒⃒⃒⃒
1

2
− 𝜉2𝑗

⃒⃒⃒⃒)︂2𝑝

sin(𝑛𝜋𝜉2𝑗),

(2.41)

а також

𝑡2𝑗+1(𝜉2𝑗+1) =

1∫︁
0

𝑞(𝜉2𝑗)𝑔𝑛(𝜉2𝑗, 𝜉2𝑗+1)𝑡2𝑗(𝜉2𝑗)𝑑𝜉2𝑗 =

= 𝑡2𝑗+1,1(𝜉2𝑗+1) + 𝑡2𝑗+1,2(𝜉2𝑗+1), 𝑗 = 0, 1, ...,

𝑡2𝑗+1,1(𝜉2𝑗+1) =
𝑎2𝑗+1

√
2

4(𝑛𝜋)2𝑗+1

𝑗∑︁
𝑝=0

𝜇
(2𝑗+1)
2𝑝+1

(︂
1

2
−
⃒⃒⃒⃒
1

2
− 𝜉2𝑗+1

⃒⃒⃒⃒)︂2𝑝+1

×

× cos(𝑛𝜋𝜉2𝑗+1).

(2.42)

Iз (2.41) i (2.42) одержуємо

𝜇
(2𝑗+1)
2𝑝+1 =

𝜇
(2𝑗)
2𝑝

4 (2𝑝+ 1)
, 𝑝 = 0, 1, ..., 𝑗, 𝑗 = 0, 1, ..., 𝜇

(0)
0 = 4,

𝜇
(2𝑗)
0 =

𝑗−1∑︁
𝑝=0

𝜇
(2𝑗−1)
2𝑝+1

4 (2𝑝+ 2) (2𝑝+ 3)

(︂
1

2

)︂2𝑝+2

, 𝑗 = 1, 2, ..., (2.43)
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𝜇
(2𝑗)
2𝑝+2 = −

𝜇
(2𝑗−1)
2𝑝+1

4 (2𝑝+ 2)
, 𝑝 = 0, 1, ..., 𝑗 − 1, 𝑗 = 1, 2, ...,

Наслiдком спiввiдношень (2.43) є

𝜇
(2𝑗+1)
2𝑝+1 = (−1)𝑝

𝜇
(2𝑗−2𝑝+1)
1

16𝑝 (2𝑝+ 1)!
, 𝑝 = 0, 1, ..., 𝑗, 𝑗 = 0, 1, ...,

𝜇
(2𝑗+1)
1 =

1

64

𝑗−1∑︁
𝑠=0

(−1)𝑠

16𝑠(2𝑠+ 3)!
𝜇
(2𝑗−2𝑠−1)
1

(︂
1

2

)︂2𝑠

, 𝑗 = 1, 2, ... .

(2.44)

Введемо твiрну функцiю 𝑓(𝑧) =
∑︀∞

𝑗=0 𝑧
𝑗𝜇

(2𝑗+1)
1 , тодi з другого рiвняння в

(2.44) маємо

𝑓(𝑧) =

√
𝑧
8

sin
(︁√

𝑧
8

)︁ ,
звiдки

𝜇
(2𝑗+1)
1 =

1

𝑗!

𝑑𝑗𝑓(𝑧)

𝑑𝑧𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

. (2.45)

Iз (2.43), (2.44) i (2.45) одержуємо розв’язок системи рекурентних спiввiдно-

шень (2.43)

𝜇
(2𝑗+1)
2𝑝+1 =

(−1)𝑝

16𝑝 (2𝑝+ 1)! (𝑗 − 𝑝)!

𝑑𝑗−𝑝𝑓(𝑧)

𝑑𝑧𝑗−𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

,

𝑝 = 0, 1, ..., 𝑗, 𝑗 =0, 1, ...,

𝜇
(2𝑗)
0 =

𝑗−1∑︁
𝑝=0

(−1)𝑝

26𝑝+4 (2𝑝+ 3)! (𝑗 − 𝑝− 1)!

𝑑𝑗−𝑝−1𝑓(𝑧)

𝑑𝑧𝑗−𝑝−1

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

,

𝑗 =1, 2, ...,

𝜇
(2𝑗)
2𝑝+2 =

(−1)𝑝+1

24𝑝+2 (2𝑝+ 2)! (𝑗 − 𝑝− 1)!

𝑑𝑗−𝑝−1𝑓(𝑧)

𝑑𝑧𝑗−𝑝−1

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

,

𝑝 = 0, 1, ..., 𝑗 − 1, 𝑗 =1, 2, ....

(2.46)

Iз формул (2.41) i (2.42) вiдповiдно отримуємо оцiнки

‖𝑡2𝑗+1,2‖∞ ≤𝑀 2𝑗+2
𝑛

√
2

𝑎

𝑗∑︁
𝑝=0

⃒⃒⃒
𝜇
(2𝑗)
2𝑝

⃒⃒⃒ (︂1
2

)︂2𝑝+3

+
7

12
𝑀𝑛 ‖𝑡2𝑗,2‖∞ , (2.47)

‖𝑡2𝑗,2‖∞ ≤𝑀 2𝑗+1
𝑛

√
2

𝑎

𝑗−1∑︁
𝑝=0

(︂
1

2

)︂2𝑝+3 [︂7
4

⃒⃒⃒
𝜇
(2𝑗−1)
2𝑝+1

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝜇
(2𝑗)
2𝑝+2

⃒⃒⃒]︂
+

+
7

12
𝑀𝑛 ‖𝑡2𝑗−1,2‖∞ ,

(2.48)
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де 𝑀𝑛 =
𝑎
𝜋𝑛 , ‖𝑡2𝑗,2‖∞ = max

𝜉2𝑗∈[0,1]
|𝑡2𝑗,2 (𝜉2𝑗)|.

Використаємо запропоновану в роботi [3] технiку переходу вiд системи ре-

курентних нерiвностей (2.47)-(2.48) до мажоруючої її зверху системи рiвнянь.

Розв’язавши цю систему, отримуємо оцiнки

‖𝑡2𝑗+1,2‖∞ ≤
(︁ 𝑎

𝜋𝑛

)︁2𝑗+2
𝑗∑︁
𝑠=0

[︂
7

12

]︂2𝑠
𝐹𝑗−𝑠, (2.49)

‖𝑡2𝑗,2‖∞ ≤
(︁ 𝑎

𝜋𝑛

)︁2𝑗+1
𝑗−1∑︁
𝑟=0

[︂
7

12

]︂2𝑟
𝐷𝑗−𝑟, (2.50)

де

𝐹𝑗 =

√
2

𝑎

⎛⎝ 𝑗∑︁
𝑝=0

⃒⃒⃒
𝜇
(2𝑗)
2𝑝

⃒⃒⃒ (︂1
2

)︂2𝑝+3

+
7

12

𝑗−1∑︁
𝑝=0

(︂
1

2

)︂2𝑝+3 [︂7
4

⃒⃒⃒
𝜇
(2𝑗−1)
2𝑝+1

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝜇
(2𝑗)
2𝑝+2

⃒⃒⃒]︂⎞⎠ ,

𝐷𝑗 =

√
2

𝑎

⎛⎝ 7

12

𝑗−1∑︁
𝑝=0

⃒⃒⃒
𝜇
(2𝑗−2)
2𝑝

⃒⃒⃒ (︂1
2

)︂2𝑝+3

+

𝑗−1∑︁
𝑝=0

(︂
1

2

)︂2𝑝+3 [︂7
4

⃒⃒⃒
𝜇
(2𝑗−1)
2𝑝+1

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝜇
(2𝑗)
2𝑝+2

⃒⃒⃒]︂⎞⎠ .

За допомогою функцiї

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗
⃒⃒⃒
𝜇
(2𝑗+1)
1

⃒⃒⃒
=

√
𝑧
8

sinh
(︁√

𝑧
8

)︁ (2.51)

знаходимо оцiнки для виразiв 𝐹𝑗 i 𝐷𝑗

|𝐹𝑗| ≤
59
√
2

3𝑎 sinh 1

(︂
1

2

)︂6𝑗+1

, |𝐷𝑗| ≤
13
√
2

3𝑎 sinh 1

(︂
1

2

)︂6𝑗−3

. (2.52)

Iз (2.49), (2.50), (2.52) отримуємо

‖𝑡2𝑗+1,2‖∞ ≤ 𝑎2𝑗+1

(𝜋𝑛)2𝑗+2

177
√
2

187 sinh 1

(︂
1

2

)︂6𝑗+1
[︃(︂

14

3

)︂2𝑗+2

− 1

]︃
, (2.53)

‖𝑡2𝑗,2‖∞ ≤ 𝑎2𝑗

(𝜋𝑛)2𝑗+1

39
√
2

187 sinh 1

(︂
1

2

)︂6𝑗−3
[︃(︂

14

3

)︂2𝑗

− 1

]︃
. (2.54)
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Останнiй iнтеграл, який обчислюємо в (2.40), є

𝐺2𝑘+1

(︁
𝑢(0)𝑛

)︁
=

1∫︁
0

𝑢(0)𝑛 (𝜉2𝑘+1)𝑞(𝜉2𝑘+1)𝑡2𝑘+1(𝜉2𝑘+1)𝑑𝜉2𝑘+1 =

= −𝑎

1
2∫︁

0

𝑢(0)𝑛 (𝜉2𝑘+1)𝑡2𝑘+1(𝜉2𝑘+1)𝑑𝜉2𝑘+1 = −𝑎

1
2∫︁

0

𝑢(0)𝑛 (𝜉2𝑘+1)×

× 𝑡2𝑘+1,1(𝜉2𝑘+1)𝑑𝜉2𝑘+1 +

1∫︁
0

𝑢(0)𝑛 (𝜉2𝑘+1)𝑞(𝜉2𝑘+1)𝑡2𝑘+1,2(𝜉2𝑘+1)𝑑𝜉2𝑘+1 =

= − 𝑎2𝑘+2

4(𝑛𝜋)2𝑘+2

𝑘∑︁
𝑝=0

𝜇
(2𝑘+1)
2𝑝+1

⎡⎢⎣(−1)𝑛+1

(︂
1

2

)︂2𝑝+2

+
2𝑝+ 1

2

1
2∫︁

0

𝜉2𝑝2𝑘+1 ×

× cos(2𝑛𝜋𝜉2𝑘+1)𝑑𝜉2𝑘+1

]︃
+

1∫︁
0

𝑢(0)𝑛 (𝜉2𝑘+1)𝑞(𝜉2𝑘+1)𝑡2𝑘+1,2(𝜉2𝑘+1)𝑑𝜉2𝑘+1.

Звiдси, враховуючи (2.53) i використовуючи функцiю (2.51), одержуємо оцiн-

ку ⃒⃒⃒
𝐺2𝑘+1

(︁
𝑢(0)𝑛

)︁⃒⃒⃒
≤
(︁ 𝑎

𝜋𝑛

)︁2𝑘+2
· 𝛽2𝑘, 𝑘 = 0, 1, ..., (2.55)

де

𝛽2𝑘 =
1

sinh 1

(︂
1

2

)︂6𝑘+2
[︃
1

2
+

177
√
2

187

[︃(︂
14

3

)︂2𝑘+2

− 1

]︃]︃
.

Iз (2.39) i (2.55) маємо

⃒⃒⃒
𝜆(2𝑘+2)
𝑛

⃒⃒⃒
≤
(︁ 𝑎

𝜋𝑛

)︁2𝑘+2

⎡⎣𝜒1

𝑘∑︁
𝑝=1

𝑐2𝑝

(︂
7

12

)︂2𝑘−2𝑝

+ 𝛽2𝑘

⎤⎦ , (2.56)

звiдки отримуємо

𝑐2𝑘+2 ≤ 𝜒1

𝑘∑︁
𝑝=1

𝑐2𝑝

(︂
7

12

)︂2𝑘−2𝑝

+ 𝛽2𝑘. (2.57)

Замiсть знаку нерiвностi в (2.57) поставимо знак рiвностi. Отримаємо мажо-

руюче рекурентне рiвняння

𝐶2𝑘+2 = 𝜒1

𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶2𝑝

(︂
7

12

)︂2𝑘−2𝑝

+ 𝛽2𝑘, 𝑘 = 0, 1, ... (2.58)
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в тому розумiннi, що

𝐶2𝑘+2 ≥ 𝑐2𝑘+2, 𝑘 = 0, 1, ... . (2.59)

Тут

𝐶2 = 𝑐2 = 𝛽0 =
1

sinh 1

[︃
1

8
+

59
√
2

12

]︃
. (2.60)

Розв’язуючи рекурентне рiвняння (2.58), отримаємо

𝐶2𝑘+2 = 𝜒1

𝑘−1∑︁
𝑝=0

𝛽2𝑝

(︃
𝜒1 +

(︂
7

12

)︂2
)︃𝑘−1−𝑝

+ 𝛽2𝑘, 𝑘 = 0, 1, ..., (2.61)

звiдки згiдно з (2.59) одержимо оцiнку

𝑐2𝑘+2 ≤ 6.1570 · [0.4479]𝑘 − 0.2 · 10−8 · [0.3403]𝑘 − 0.1340 · [0.0156]𝑘 . (2.62)

Iз (2.56), (2.59)–(2.62) слiдує справедливiсть спiввiдношень (2.28) i (2.30).

Теорема доведена.

2.4 Потенцiал є кусково-гладкою функцiєю

Розглянемо задачуШтурма-Лiувiлля (2.1) з кусково-гладким потенцiалом

𝑞(𝑥) ∈ 𝑄1[0, 1] ∩ 𝐶[0, 1], коли

𝑞(𝑥) =
1

2
+

(︂
1

2
− 𝑥

)︂
H

(︂
𝑥− 1

2

)︂
=

⎧⎨⎩ 1
2 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

2 ,

1− 𝑥, 12 < 𝑥 ≤ 1,
(2.63)

де H(𝑥) – функцiя Хевiсайда. Застосуємо FD-метод згiдно з (2.3)-(2.6), (2.9).

В цьому випадку FD-метод є таким, що точно реалiзується.

Експериментально визначеною поведiнкою поправок до власних значень

вiдносно номера 𝑛 є така (розрахунки здiйснено до 14-ї поправки):

𝜆(1)𝑛 = 𝒪 (1) , 𝜆(2)𝑛 = 𝒪
(︀
𝑛−2
)︀
, 𝜆

(3)
2𝜇 = 𝒪

(︁
(2𝜇)−6

)︁
, 𝑛 = 2𝜇, 𝜇 = 1, 2, ...,

𝜆
(3)
2𝜇−1 = 𝒪

(︁
(2𝜇− 1)−4

)︁
, 𝑛 = 2𝜇− 1, 𝜇 = 1, 2, ..., (2.64)

𝜆(2𝑗)𝑛 = 𝒪
(︀
𝑛−2𝑗−2

)︀
, 𝜆(2𝑗+1)

𝑛 = 𝒪
(︀
𝑛−2𝑗−2

)︀
, 𝑗 = 2, 3, ... .
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Для прикладу наведемо декiлька перших поправок:

𝜆(1)𝑛 =
3

8
+

1− cos(𝜋𝑛)

4𝜋2𝑛2
,

𝜆(2)𝑛 =
5

768𝜋2𝑛2
− 3 cos(𝜋𝑛) + 7

64𝜋4𝑛4
+

5 (cos(𝜋𝑛)−1)

32𝜋6𝑛6
,

𝜆(3)𝑛 =
cos(𝜋𝑛)−1

2048𝜋4𝑛4
+

5 (8+cos(𝜋𝑛))

768𝜋6𝑛6
+

77 (cos(𝜋𝑛)− 1)

384𝜋8𝑛8
− 3 (cos(𝜋𝑛)− 1)

16𝜋10𝑛10
,

𝜆
(3)
2𝜇−1 = − 1

1024𝜋4 (2𝜇− 1)4
+

35

768𝜋6 (2𝜇− 1)6
− 77

192𝜋8 (2𝜇− 1)8
+

+
3

8𝜋10 (2𝜇− 1)10
, 𝑛 = 2𝜇− 1, 𝜆

(3)
2𝜇 =

15

256𝜋6 (2𝜇)6
, 𝑛 = 2𝜇, 𝜇 = 1, 2, ...,

𝜆(4)𝑛 =
42 cos(𝜋𝑛) + 43

589824𝜋6𝑛6
+

47 cos(𝜋𝑛)− 252

12288𝜋8𝑛8
+

1274 + 761 cos(𝜋𝑛)

4096𝜋10𝑛10
−

− 913 (cos(𝜋𝑛)− 1)

1536𝜋12𝑛12
+

143 (cos(𝜋𝑛)− 1)

512𝜋14𝑛14
.

Двi першi поправки до власних функцiй мають вигляд:

𝑢(1)𝑛 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−
√
2

16

(︁
1
𝜋𝑛 +

2(cos(𝜋𝑛)−1)
𝜋3𝑛3

)︁
𝑥 cos(𝜋𝑛𝑥)+

+
√
2

32

(︁
1

𝜋2𝑛2 +
6(cos(𝜋𝑛)−1)

𝜋4𝑛4

)︁
sin(𝜋𝑛𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

2 ,√
2

16

(︁
4𝑥−1
𝜋𝑛 − 2(cos(𝜋𝑛)−1)

𝜋3𝑛3

)︁
(𝑥− 1) cos(𝜋𝑛𝑥)−

−
√
2

32

(︁
8𝑥−5
𝜋2𝑛2 − 6(cos(𝜋𝑛)−1)

𝜋4𝑛4

)︁
sin(𝜋𝑛𝑥), 12 < 𝑥 ≤ 1,

𝑢(2)𝑛 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−
√
2

1536

(︁
1

𝜋3𝑛3 +
24(3 cos(𝜋𝑛)+2)

𝜋5𝑛5 − 216(cos(𝜋𝑛)−1)
𝜋7𝑛7

)︁
𝑥 cos(𝜋𝑛𝑥)−

−
√
2

61440

(︁
120𝑥2−17
𝜋2𝑛2 +

10(48(cos(𝜋𝑛)−1)𝑥2−23 cos(𝜋𝑛)+9)
𝜋4𝑛4 −

−80(12(cos(𝜋𝑛)−1)𝑥2+71 cos(𝜋𝑛)+67)
𝜋6𝑛6 +12960(cos(𝜋𝑛)−1)

𝜋8𝑛8

)︁
×

× sin(𝜋𝑛𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 1
2 ,

−
√
2

1536

(︁
160𝑥2−140𝑥+29

𝜋3𝑛3 + 24(7(cos(𝜋𝑛)−1)𝑥−4 cos(𝜋𝑛)+9)
𝜋5𝑛5 −

−216(cos(𝜋𝑛)−1)
𝜋7𝑛7

)︁
(𝑥− 1) cos(𝜋𝑛𝑥)−

√
2

61440

(︀
1

𝜋2𝑛2

[︀
1920𝑥4 −

−4800𝑥3 + 3960𝑥2 − 1200𝑥 +103]− 10
𝜋4𝑛4 [192(cos(𝜋𝑛)− 1)×

×𝑥3 − 48(9 cos(𝜋𝑛)− 29)𝑥2 + 48(6 cos(𝜋𝑛)− 31)𝑥−

−73 cos(𝜋𝑛)+399]− 80((cos(𝜋𝑛)−1)(12𝑥2−108𝑥)+65 cos(𝜋𝑛)−47)
𝜋6𝑛6 +

+ 12960(cos(𝜋𝑛)−1)
𝜋8𝑛8

)︁
sin(𝜋𝑛𝑥), 12 < 𝑥 ≤ 1.
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2.5 Потенцiал є функцiєю з негативного простору

Соболєва

Основною iдеєю дослiдження багатьох квантово-механiчних моделей є ви-

вчення властивостей гамiльтонiанiв наступного вигляду:

ℋ = −Δ+
∑︁
𝛼∈ℵ

𝛾𝛼𝛿𝛼 (·) , (2.65)

де Δ – самоспряжений оператор Лапласа в 𝐿2
(︀
𝑅𝑑
)︀
, 𝑑 – розмiрнiсть кон-

фiгурацiйного простору, ℵ – дискретна не бiльш нiж злiченна пiдмножина

в 𝑅𝑑, 𝛿𝛼 (·) – дельта-функцiя Дiрака в 𝛼 (деталi див. [40]). ℋ описує енер-

гiю квантово-механiчної частинки, яка рухається пiд впливом «контактного

потенцiалу» створеного «точковими джерелами» сил 𝛾𝛼, розташованих в 𝛼.

Надалi дельта-функцiю Дiрака будемо позначати через 𝛿 (𝑥).

Потенцiали типу дельта-функцiї Дiрака (the Dirac delta function potenti-

als) були використанi для моделювання атомних i молекулярних систем, в т.ч.

атомних решiток, квантових гетероструктур, квантових хвилеводiв, напiвпро-

вiдникiв, органiчних люмiнесцентних матерiалiв, сонячних батарей, iдеаль-

них кристалiв та дефектiв у кристалах тощо (див., напр., [40,63,73] i посила-

ння в них). Iсторiя дослiджень, математичнi властивостi i вiзуалiзацiя деяких

моделей, пов’язаних з такими розривними потенцiалами, та їх застосування

до фiзичних систем викладено в роботi [73].

В даному пiдроздiлi розглянемо задачу на власнi значення для гамiльто-

нiану ℋ iз 𝑑 = 1, ℵ = {𝛼}, 𝛼 = 1
2 , тобто розглянемо задачу Штурма-Лiувiлля

другого порядку (2.1) з потенцiалом 𝑞(𝑥), що є функцiєю, яка належить не-

гативному простору Соболєва 𝐻−1
2 (0, 1), а саме, випадок, коли

𝑞(𝑥) = 𝑎𝛿

(︂
𝑥− 1

2

)︂
, 𝑎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (2.66)

Лiнiйнi задачi Штурма-Лiувiлля з потенцiалами-розподiлами (distribution

potentials) широко дослiдженi теоретично (див., напр., [7, 8, 36, 168]). Обшир-

ний огляд присвячений iсторiї та сучасному стану теорiї регуляризованих

слiдiв лiнiйних операторiв станом на 2006 рiк наведено в роботi [37], в якiй

основна увага придiлена операторам з дискретним спектром.
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Застосуємо до задачi (2.1), (2.66) FD-метод згiдно з (2.3)-(2.6), (2.9). В

цьому випадку FD-метод є таким, що точно реалiзується. Використаємо

фiльтруючу властивiсть («sifting» або «sampling property») дельта-функцiї

Дiрака (див., напр., [157, §1.17]):

1∫︁
0

𝑓(𝑥)𝛿

(︂
𝑥− 1

2

)︂
𝑑𝑥 = 𝑓

(︂
1

2

)︂
∀𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1]. (2.67)

Тодi для всiх парних 𝑛 = 2𝜇, 𝜇 = 1, 2, ... отримуємо 𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥) = 0, 𝜆(𝑗)𝑛 = 0,

𝑗 = 1, 2, ..., тобто FD-метод 0-го рангу дає точний розв’язок задачi (2.1),

(2.66):

𝜆𝑛 = 𝜆(0)𝑛 = (𝜋𝑛)2, 𝑢𝑛(𝑥) = 𝑢(0)𝑛 (𝑥) =
√
2 sin(𝜋𝑛𝑥).

При непарних 𝑛 = 2𝜇− 1, 𝜇 = 1, 2, ... поведiнка поправок до власних значень

є наступною:

𝜆(2𝑗)𝑛 = 𝒪
(︀
𝑛−2𝑗

)︀
, 𝜆(2𝑗−1)

𝑛 = 𝒪
(︀
𝑛−2𝑗+2

)︀
, 𝑗 = 1, 2, ... . (2.68)

Наведемо для прикладу декiлька перших поправок при 𝑛 = 2𝜇−1, 𝜇 = 1, 2, ...

𝜆(1)𝑛 = 2𝑎, 𝜆(2)𝑛 = − 𝑎2

𝜋2𝑛2
, 𝜆(3)𝑛 = − 𝑎3

3𝜋2𝑛2
+

7𝑎3

2𝜋4𝑛4
,

𝜆(4)𝑛 =
19𝑎4

24𝜋4𝑛4
− 31𝑎4

4𝜋6𝑛6
,

𝜆(5)𝑛 =
𝑎5

15𝜋4𝑛4
− 31𝑎5

12𝜋6𝑛6
+

38785𝑎5

2048𝜋8𝑛8
− 93𝑎5

16384𝜋10𝑛10
.

При непарних 𝑛 поправки до власних функцiй 𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥), 𝑗 = 1, 2, ... є парними

функцiями на вiдрiзку [0, 1] вiдносно точки 1
2 для будь-якого 𝑗 = 1, 2, ... ,

тобто 𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥) = 𝑢
(𝑗)
𝑛 (1 − 𝑥). Для прикладу наведемо першi двi поправки до

власних функцiй:

𝑢(1)𝑛 (𝑥) = 𝑎
√
2 (−1)𝜇+1𝑔𝑛

(︂
𝑥,

1

2

)︂
,

𝑢(2)𝑛 (𝑥) = 𝑎2
√
2 (−1)𝜇+1

⎡⎣−2

1∫︁
0

𝑔𝑛

(︂
𝜉,
1

2

)︂
𝑔𝑛 (𝑥, 𝜉) 𝑑𝜉 + 𝑔𝑛

(︂
1

2
,
1

2

)︂
𝑔𝑛

(︂
𝑥,

1

2

)︂⎤⎦ .
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Дослiдимо збiжнiсть FD-методу для даного випадку. Враховуючи властивостi

функцiї 𝑞(𝑥), з (2.5) i (2.9) отримуємо

𝜆(𝑗+1)
𝑛 = 𝑎

1∫︁
0

𝛿

(︂
𝑥− 1

2

)︂
𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥)𝑢(0)𝑛 (𝑥) = 𝑎

√
2 (−1)𝜇+1 𝑢(𝑗)𝑛

(︂
1

2

)︂
,

𝑢(𝑗+1)
𝑛 (𝑥) =

1∫︁
0

𝑔𝑛 (𝑥, 𝜉)

⎡⎣− 𝑗∑︁
𝑝=1

𝜆(𝑗+1−𝑝)
𝑛 𝑢(𝑝)𝑛 (𝜉) + 𝑎𝛿

(︂
𝜉 − 1

2

)︂
𝑢(𝑗)𝑛 (𝜉)

⎤⎦ 𝑑𝜉 =
= −

𝑗∑︁
𝑝=1

𝜆(𝑗+1−𝑝)
𝑛

1∫︁
0

𝑔𝑛 (𝑥, 𝜉)𝑢
(𝑝)
𝑛 (𝜉)𝑑𝜉 + 𝑎𝑔𝑛

(︂
𝑥,

1

2

)︂
𝑢(𝑗)𝑛

(︂
1

2

)︂
,

звiдки ⃒⃒⃒
𝜆(𝑗+1)
𝑛

⃒⃒⃒
= 𝑎

√
2

⃒⃒⃒⃒
𝑢(𝑗)𝑛

(︂
1

2

)︂⃒⃒⃒⃒
, (2.69)

⃒⃒⃒⃒
𝑢(𝑗+1)
𝑛

(︂
1

2

)︂⃒⃒⃒⃒
≤

𝑗∑︁
𝑝=1

⃒⃒⃒
𝜆(𝑗+1−𝑝)
𝑛

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒⃒⃒
1∫︁

0

𝑔𝑛

(︂
1

2
, 𝜉

)︂
𝑢(𝑝)𝑛 (𝜉) 𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+

+ 𝑎

⃒⃒⃒⃒
𝑔𝑛

(︂
1

2
,
1

2

)︂⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
𝑢(𝑗)𝑛

(︂
1

2

)︂⃒⃒⃒⃒
, (2.70)

⃦⃦⃦
𝑢(𝑗+1)
𝑛

⃦⃦⃦
𝐿2

≤
𝑗∑︁

𝑝=1

⃒⃒⃒
𝜆(𝑗+1−𝑝)
𝑛

⃒⃒⃒ ⃦⃦⃦⃦⃦⃦
1∫︁

0

𝑔𝑛 (·, 𝜉)𝑢(𝑝)𝑛 (𝜉)𝑑𝜉

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿2

+

+ 𝑎

⃦⃦⃦⃦
𝑔𝑛

(︂
·, 1
2

)︂⃦⃦⃦⃦
𝐿2

⃒⃒⃒⃒
𝑢(𝑗)𝑛

(︂
1

2

)︂⃒⃒⃒⃒
. (2.71)

Звiдси одержуємо оцiнки:

⃒⃒⃒⃒
𝑢(𝑗+1)
𝑛

(︂
1

2

)︂⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑎

√
2

𝑗∑︁
𝑝=1

⃒⃒⃒⃒
𝑢(𝑗−𝑝)𝑛

(︂
1

2

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑀𝑛

⃦⃦⃦
𝑢(𝑝)𝑛

⃦⃦⃦
𝐿2

+ 𝑎

⃒⃒⃒⃒
𝑔𝑛

(︂
1

2
,
1

2

)︂⃒⃒⃒⃒
×

×
⃒⃒⃒⃒
𝑢(𝑗)𝑛

(︂
1

2

)︂⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑎

√
2𝑀𝑛

𝑗∑︁
𝑝=0

⃒⃒⃒⃒
𝑢(𝑗−𝑝)𝑛

(︂
1

2

)︂⃒⃒⃒⃒ ⃦⃦⃦
𝑢(𝑝)𝑛

⃦⃦⃦
𝐿2

, (2.72)

⃦⃦⃦
𝑢(𝑗+1)
𝑛

⃦⃦⃦
𝐿2

≤ 𝑎
√
2𝑀𝑛

𝑗∑︁
𝑝=0

⃒⃒⃒⃒
𝑢(𝑗−𝑝)𝑛

(︂
1

2

)︂⃒⃒⃒⃒ ⃦⃦⃦
𝑢(𝑝)𝑛

⃦⃦⃦
𝐿2

, (2.73)
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де

𝑀𝑛 = max
𝑥,𝜉∈[0,1]

|𝑔𝑛 (𝑥, 𝜉)| ≤
1

𝑛𝜋
+

1

2(𝑛𝜋)2
. (2.74)

Ввiвши позначення

𝑣𝑗+1=
(︁
𝑎
√
2𝑀𝑛 )

−𝑗−1

⃒⃒⃒⃒
𝑢(𝑗+1)
𝑛

(︂
1

2

)︂⃒⃒⃒⃒
, 𝑉𝑗+1=

(︁
𝑎
√
2𝑀𝑛

)︁−𝑗−1 ⃦⃦⃦
𝑢(𝑗+1)
𝑛

⃦⃦⃦
𝐿2

, (2.75)

виконаємо замiни (2.75) в системi рекурентних нерiвностей (2.72), (2.73) та

одержимо

𝑣𝑗+1 ≤
𝑗∑︁

𝑝=0

𝑣𝑗−𝑝𝑉𝑝, 𝑉𝑗+1 ≤
𝑗∑︁

𝑝=0

𝑣𝑗−𝑝𝑉𝑝. (2.76)

Замiсть знаку нерiвностi поставимо знак рiвностi. Отримаємо мажоруючу

систему рекурентних рiвнянь

𝜔𝑗+1 =

𝑗∑︁
𝑝=0

𝜔𝑗−𝑝Ω𝑝, Ω𝑗+1 =

𝑗∑︁
𝑝=0

𝜔𝑗−𝑝Ω𝑝, 𝑗 = 1, 2, ... (2.77)

в тому розумiннi, що її розв’язок мажорує вiдповiдний розв’язок системи

нерiвностей (2.76), тобто

Ω𝑗 ≥ 𝑉𝑗 , 𝜔𝑗 ≥ 𝑣𝑗 , 𝑗 = 0, 1, ... . (2.78)

Тут

𝑣0 = 𝜔0 =

⃒⃒⃒⃒
𝑢(0)𝑛

(︂
1

2

)︂⃒⃒⃒⃒
=

√
2, 𝑉0 = Ω0 =

⃦⃦⃦
𝑢(0)𝑛

⃦⃦⃦
𝐿2

= 1. (2.79)

Як бачимо,

𝜔𝑗+1 =
√
2Ω𝑗+1, (2.80)

тодi з (2.77), як наслiдок, одержуємо систему рекурентних рiвнянь

Ω𝑗+1 =

𝑗∑︁
𝑝=0

Ω𝑗−𝑝Ω𝑝, 𝑗 = 0, 1, ... , Ω0 = 1, (2.81)

розв’язком якої згiдно з [6, c.210-212] буде вираз

Ω𝑗 = 4𝑗2
(2𝑗 − 1)!!

(2𝑗 + 2)!!
, 𝑗 = 0, 1, ... . (2.82)

Враховуючи (2.69), (2.78), (2.80), (2.82), будемо мати

⃦⃦⃦
𝑢(𝑗)𝑛

⃦⃦⃦
𝐿2

≤ 2
(2𝑗 − 1)!!

(2𝑗 + 2)!!

(︁
𝑎4

√
2𝑀𝑛 )

𝑗 ≤

(︁
𝑎4

√
2𝑀𝑛

)︁𝑗
(𝑗 + 1)

√
𝜋𝑗

. (2.83)
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Остання частина нерiвностей (2.83) була одержана за допомогою мiркувань,

пов’язаних iз доведенням формули Валлiса [38, c. 344]. Враховуючи (2.79),

(2.80), (2.83), одержуємо

⃒⃒⃒⃒
𝑢(𝑗)𝑛

(︂
1

2

)︂⃒⃒⃒⃒
≤ 2

3
2
(2𝑗 − 1)!!

(2𝑗 + 2)!!

(︁
𝑎4

√
2𝑀𝑛

)︁𝑗
≤

√
2

(︁
𝑎4

√
2𝑀𝑛

)︁𝑗
(𝑗 + 1)

√
𝜋𝑗

, (2.84)

⃒⃒⃒
𝜆(𝑗+1)
𝑛

⃒⃒⃒
=𝑎

√
2

⃒⃒⃒⃒
𝑢(𝑗)𝑛

(︂
1

2

)︂⃒⃒⃒⃒
≤𝑎4(2𝑗 − 1)!!

(2𝑗 + 2)!!

(︁
𝑎4

√
2𝑀𝑛

)︁𝑗
≤𝑎2

(︁
𝑎4

√
2𝑀𝑛

)︁𝑗
(𝑗 + 1)

√
𝜋𝑗

. (2.85)

Iз (2.83), (2.85) випливає така

Теорема 2.3. Нехай виконується умова

𝑟𝑛 = 𝑎4
√
2𝑀𝑛 < 1, (2.86)

тодi FD-метод для задачi Штурма-Лiувiлля (2.1) з 𝑞(𝑥) = 𝑎𝛿
(︀
𝑥− 1

2

)︀
екс-

поненцiально збiгається i справедливими є такi оцiнки його точностi:

⃦⃦⃦
𝑢𝑛 −

𝑚
𝑢𝑛

⃦⃦⃦
𝐿2

=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑢𝑛 − 𝑚∑︁

𝑗=0

𝑢(𝑗)𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿2

≤ 𝑟𝑚+1
𝑛

(𝑚+ 2)
√︀
𝜋(𝑚+ 1)(1− 𝑟𝑛)

, (2.87)

⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑛 −

𝑚

𝜆𝑛

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜆𝑛 − 𝑚∑︁

𝑗=0

𝜆(𝑗)𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝑟𝑚𝑛

(𝑚+ 1)
√
𝜋𝑚(1− 𝑟𝑛)

. (2.88)

Оцiнки (2.85) для 𝜆(𝑗+1)
𝑛 у випадку непарного 𝑛 за порядком є непокращу-

ваними, про що свiдчать наведенi вище аналiтичнi розрахунки.

2.6 Висновки до роздiлу 2

В даному роздiлi вивчено поведiнку складових FD-методу (з 𝑞(𝑥) ≡ 0)

𝑢
(𝑗)
𝑛 (𝑥), 𝜆(𝑗)𝑛 вiдносно порядкового номера n власного значення в залежностi

вiд ступеня гладкостi потенцiалу 𝑞(𝑥). FD-метод застосовано для розв’язу-

вання самоспряжених задач Штурма-Лiувiлля другого порядку на вiдрiзку

з рiвнянням у формi Шрьодiнгера, крайовими умовами Дiрiхле та потен-

цiалами, якi належать рiзним класам гладкостi та є такими, що FD-метод
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точно реалiзується, а саме, коли 𝑞(𝑥): а) нескiнченно-диференцiйовна перi-

одична функцiя (𝑞(𝑥)∈𝐶∞[0, 1]): 𝑞(𝑥) = cos(𝜋𝑥); б) кусково-стала функцiя(︀
𝑞(𝑥) ∈ 𝑄0[0, 1]

)︀
: 𝑞(𝑥) = 𝑎 [−1/2 + H (𝑥− 1/2)] , 𝑎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0; в) кусково-

гладка функцiя
(︀
𝑞(𝑥) ∈ 𝑄1[0, 1] ∩ 𝐶[0, 1]

)︀
: 𝑞(𝑥) = 1/2+(1/2− 𝑥)H (𝑥− 1/2) ;

г) функцiя, що належить негативному простору Соболєва 𝐻−1
2 (0, 1): 𝑞(𝑥) =

𝑎𝛿 (𝑥− 1/2) , 𝑎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0.

Основнi результати даного роздiлу:

1) У випадку, коли потенцiал 𝑞(𝑥) ∈ 𝐻1
2 (0, 1) отримано нове аналiтичне зо-

браження другої поправки до власних значень 𝜆(2)𝑛 згiдно з FD-методом

(з 𝑞(𝑥) ≡ 0), а також аналiтичну оцiнку її абсолютної величини |𝜆(2)𝑛 |
(лема 2.1).

2) У випадку, коли потенцiал 𝑞(𝑥) є непарною функцiєю на вiдрiзку [0, 1]

вiдносно точки 1
2 , доведенi спiввiдношення для складових 𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥), 𝜆(𝑗)𝑛

на парних та непарних кроках FD-методу (з 𝑞(𝑥) ≡ 0) в залежностi вiд

парностi номера 𝑛 власного значення (теорема 2.1).

3) У випадках, коли потенцiал 𝑞(𝑥) є кусково-сталою функцiєю (б) та коли

𝑞(𝑥) належить негативному простору Соболєва 𝐻−1
2 (0, 1) (г), отримано

аналiтичнi оцiнки для поправок до власних значень, якi вiдносно 𝑛 є

непокращуваними за порядком (теорема 2.2, див. оцiнки (2.28), (2.85)).

При цьому у випадку (г) знайдено достатню умову експоненцiальної

збiжностi FD-методу (з 𝑞(𝑥) ≡ 0).

4) У випадках, коли потенцiал 𝑞(𝑥) є нескiнченно-диференцiйовною пе-

рiодичною функцiєю (а) та кусково-гладкою функцiєю (в), поведiнка

складових FD-методу (з 𝑞(𝑥) ≡ 0) 𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥), 𝜆(𝑗)𝑛 вiдносно порядкового

номеру 𝑛 дослiджена експериментально (див. (2.26), (2.64)).

Основнi результати даного роздiлу опублiковано в статтi [27].
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РОЗДIЛ 3

НОВА АЛГОРИТМIЧНА РЕАЛIЗАЦIЯ FD-МЕТОДУ ДЛЯ

СКАЛЯРНИХ ЗАДАЧ ШТУРМА-ЛIУВIЛЛЯ

ДРУГОГО ПОРЯДКУ

3.1 FD-метод з 𝑞(𝑥) ≡ 0 для задач з полiномiальним по-

тенцiалом

Розглянемо самоспряженi задачi Штурма-Лiувiлля на вiдрiзку для зви-

чайного диференцiального рiвняння другого порядку у формi Шрьодiнгера

у випадку, коли функцiя 𝑞(𝑥) =
∑︀𝑟

𝑙=0 𝑐𝑙𝑥
𝑙 є полiном деякого степеня 𝑟, та з

крайовими умовами a) Дiрiхле (3.2) i b) Дiрiхле-Неймана (3.3) вiдповiдно, а

саме:
𝑑2𝑢(𝑥)

𝑑𝑥2
+ (𝜆− 𝑞(𝑥))𝑢(𝑥) = 0, 𝑞(𝑥) =

𝑟∑︁
𝑙=0

𝑐𝑙𝑥
𝑙, 𝑥 ∈ (0, 1), (3.1)

a) 𝑢(0) = 𝑢(1) = 0, (3.2)

b) 𝑢(0) = 𝑢′(1) = 0. (3.3)

Застосуємо до (3.1), (3.2) та (3.1), (3.3) FD-метод з вибором функцiї 𝑞(𝑥),

що наближає 𝑞(𝑥), тотожно рiвної нулю (або метод гомотопiй [52,62], або, що

те ж саме, метод Адомяна [43–46,166] в нашiй iнтерпретацiї). В цьому випадку

FD-метод є таким, що точно реалiзується (див. [145]). Тодi наближення 𝑚-

го рангу до розв’язкiв задач (3.1), (3.2) та (3.1), (3.3) матимуть вигляд

𝑚
𝑢𝑛(𝑥) =

𝑚∑︁
𝑗=0

𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥),
𝑚

𝜆𝑛 =
𝑚∑︁
𝑗=0

𝜆(𝑗)𝑛 . (3.4)

Вiдповiднi базовi задачi для випадкiв a) та b) мають вигляд:

𝑑2𝑢
(0)
𝑛 (𝑥)

𝑑𝑥2
+ 𝜆(0)𝑛 𝑢(0)𝑛 (𝑥) = 0, 𝑥 ∈ (0, 1),

a) 𝑢(0)𝑛 (0) = 𝑢(0)𝑛 (1) = 0, (3.5)

b) 𝑢(0)𝑛 (0) =
𝑑𝑢

(0)
𝑛 (1)

𝑑𝑥
= 0, (3.6)
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розв’язками яких є власнi функцiї

𝑢(0)𝑛 (𝑥) =
√
2 sin

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑛 𝑥

)︂
(3.7)

та вiдповiднi власнi значення:

a) 𝜆(0)𝑛 = (𝜋𝑛)2, (3.8)

b) 𝜆(0)𝑛 = 𝜋2
(︂
𝑛− 1

2

)︂2

. (3.9)

Члени рядiв (3.4) визначаються як розв’язки вiдповiдної рекурентної послi-

довностi задач, а саме: для випадку крайових умов a) – (3.10), (3.11), а для

b) – (3.10), (3.12), тобто

𝑑2𝑢
(𝑗+1)
𝑛 (𝑥)

𝑑𝑥2
+ 𝜆(0)𝑛 𝑢(𝑗+1)

𝑛 (𝑥) = −
𝑗∑︁

𝑝=0

𝜆(𝑗+1−𝑝)
𝑛 𝑢(𝑝)𝑛 (𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥) ≡

≡ −𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝑥), 𝑥 ∈ (0, 1),

(3.10)

a) 𝑢(𝑗+1)
𝑛 (0) = 𝑢(𝑗+1)

𝑛 (1) = 0, (3.11)

b) 𝑢(𝑗+1)
𝑛 (0) =

𝑑𝑢
(𝑗+1)
𝑛 (1)

𝑑𝑥
= 0, (3.12)

𝑗 = 0, 1, ...,𝑚− 1,

де

𝜆(𝑗+1)
𝑛 =

1∫︁
0

𝑞(𝑥)𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥)𝑢(0)𝑛 (𝑥)𝑑𝑥 =

=
√
2

𝑟∑︁
𝑙=0

𝑐𝑙

1∫︁
0

𝑥𝑙𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥) sin

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑛 𝑥

)︂
𝑑𝑥.

(3.13)

Спiввiдношення (3.13) одержується з умов розв’язностi задач (3.10), (3.11) та

(3.10), (3.12), а для їх однозначної розв’язностi вимагається додаткова умова

ортогональностi

1∫︁
0

𝑢(𝑗+1)
𝑛 (𝑥)𝑢(0)𝑛 (𝑥) 𝑑𝑥 = 0, 𝑗 = 0, 1, ...,𝑚− 1. (3.14)
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Для того щоб записати розв’язки задач (3.10), (3.11) та (3.10), (3.12) вве-

демо узагальнену функцiю Грiна

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉) = 2
∞∑︁
𝑝=1
𝑝 ̸=𝑛

sin

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑝 𝑥

)︂
sin

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑝 𝜉

)︂
√︁
𝜆
(0)
𝑛 −

√︁
𝜆
(0)
𝑝

= (3.15)

=
1

4𝜆
(0)
𝑛

(︂
cos

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑛 (𝑥+ 𝜉)

)︂
− cos

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑛 (𝑥− 𝜉)

)︂
−

−2

√︁
𝜆
(0)
𝑛

[︂
sin

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑛 (𝑥+ 𝜉)

)︂
(1− 𝑥− 𝜉)−

− sin

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑛 (𝑥− 𝜉)

)︂
(1− |𝑥− 𝜉|)

]︂)︂
,

або, що те ж саме,

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉) =

⎛⎜⎜⎝(𝑥− H(𝑥− 𝜉)) cos

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑛 𝑥

)︂
√︁
𝜆
(0)
𝑛

−
sin

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑛 𝑥

)︂
2𝜆

(0)
𝑛

⎞⎟⎟⎠ sin

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑛 𝜉

)︂
+

+

sin

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑛 𝑥

)︂
(𝜉 − H(𝜉 − 𝑥)) cos

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑛 𝜉

)︂
√︁
𝜆
(0)
𝑛

,

де H(𝑧) – функцiя Хевiсайда.

Зауваження 3.1. Узагальнена функцiя Грiна (3.15) має такi властивостi:

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉) = 𝑔𝑛(𝜉, 𝑥), 𝑔𝑛(𝑥, 𝜉) = 𝑔𝑛(1− 𝑥, 1− 𝜉),

1∫︁
0

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉) sin

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑛 𝑥

)︂
𝑑𝑥 = 0.

(3.16)

При фiксованому 𝑗 розв’язки задач (3.10), (3.11) та (3.10), (3.12), що за-

довольняють умову ортогональностi (3.14), можна записати у виглядi

𝑢(𝑗+1)
𝑛 (𝑥) = −

1∫︁
0

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉)𝐹
(𝑗+1)
𝑛 (𝜉)𝑑𝜉, (3.17)

де початкове наближення 𝜆(0)𝑛 , 𝑢
(0)
𝑛 визначено згiдно з (3.7), (3.8) та (3.7), (3.9)

для випадкiв крайових умов a) Дiрiхле i b) Дiрiхле-Неймана вiдповiдно.

Має мiсце



61

Теорема 3.1. Справедливими є наступнi структурнi зображення розв’яз-

кiв задач (3.10), (3.11) та (3.10), (3.12), а саме при 𝑗 = 1, 2, ...,

𝑢(0)𝑛 (𝑥) =
√
2 sin

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑛 𝑥

)︂
, 𝑎

(0)
0 =

√
2, (3.18)

𝑢(2𝑗−1)
𝑛 (𝑥) =

(2𝑗−1)(𝑟+1)∑︁
𝑝=1

𝑏(2𝑗−1)
𝑝 𝑥𝑝 cos

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑛 𝑥

)︂
+

+

(2𝑗−1)(𝑟+1)−1∑︁
𝑝=0

𝑎(2𝑗−1)
𝑝 𝑥𝑝 sin

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑛 𝑥

)︂
, (3.19)

𝑢(2𝑗)𝑛 (𝑥) =

2𝑗(𝑟+1)−1∑︁
𝑝=1

𝑏(2𝑗)𝑝 𝑥𝑝 cos

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑛 𝑥

)︂
+

2𝑗(𝑟+1)∑︁
𝑝=0

𝑎(2𝑗)𝑝 𝑥𝑝 sin

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑛 𝑥

)︂
. (3.20)

Доведення. Доведення проведемо методом повної математичної iндукцiї.

Введемо позначення

𝑧(𝑡, 𝑥)=

1∫︁
0

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉)𝜉
𝑡 cos

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑛 𝜉

)︂
𝑑𝜉,

𝑧𝑇 (𝑡, 𝑥)=

1∫︁
0

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉)𝜉
𝑡 sin

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑛 𝜉

)︂
𝑑𝜉.

(3.21)

Зауважимо, що в наступних пiдпунктах 3.1.1, 3.1.2 наведено формули для

виразiв 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑧𝑇 (𝑡, 𝑥) для кожного iз випадкiв крайових умов a) Дiрiхле

(3.1), (3.2) та b) Дiрiхле-Неймана (3.1), (3.3) окремо.

Перепишемо зображення (3.19) та (3.20) в еквiвалентнiй формi, яка є

бiльш зручною для їх аналiзу та доведення теореми. Використовуючи вве-

денi позначення (3.21), (3.21), з iнтегрального зображення розв’язку (3.17)

при 𝑗 = 1, 2, ..., отримаємо

𝑢(2𝑗−1)
𝑛 (𝑥) = −

𝑗−2∑︁
𝑝=0

𝜆(2𝑗−2−2𝑝)
𝑛

⎡⎣(2𝑝+1)(𝑟+1)∑︁
𝑡=1

𝑏
(2𝑝+1)
𝑡 𝑧(𝑡, 𝑥)+

+

(2𝑝+1)(𝑟+1)−1∑︁
𝑡=1

𝑎
(2𝑝+1)
𝑡 𝑧𝑇 (𝑡, 𝑥)

⎤⎦−
𝑗−1∑︁
𝑝=1

𝜆(2𝑗−1−2𝑝)
𝑛

⎡⎣2𝑝(𝑟+1)−1∑︁
𝑡=1

𝑏
(2𝑝)
𝑡 𝑧(𝑡, 𝑥) +

(3.22)
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+

2𝑝(𝑟+1)∑︁
𝑡=1

𝑎
(2𝑝)
𝑡 𝑧𝑇 (𝑡, 𝑥)

⎤⎦+

2(𝑗−1)(𝑟+1)−1∑︁
𝑡=1

𝑏
(2𝑗−2)
𝑡

𝑟∑︁
𝑙=0

𝑐𝑙𝑧(𝑡+ 𝑙, 𝑥)+

+

2(𝑗−1)(𝑟+1)∑︁
𝑡=0

𝑎
(2𝑗−2)
𝑡

𝑟∑︁
𝑙=0

𝑐𝑙𝑧
𝑇 (𝑡+ 𝑙, 𝑥),

𝑢(2𝑗)𝑛 (𝑥) = −
𝑗−1∑︁
𝑝=1

𝜆(2𝑗−2𝑝)
𝑛

⎡⎣2𝑝(𝑟+1)−1∑︁
𝑡=1

𝑏
(2𝑝)
𝑡 𝑧(𝑡, 𝑥) +

2𝑝(𝑟+1)∑︁
𝑡=1

𝑎
(2𝑝)
𝑡 𝑧𝑇 (𝑡, 𝑥)

⎤⎦−
−

𝑗−1∑︁
𝑝=0

𝜆(2𝑗−2𝑝−1)
𝑛

⎡⎣(2𝑝+1)(𝑟+1)∑︁
𝑡=1

𝑏
(2𝑝+1)
𝑡 𝑧(𝑡, 𝑥) +

(2𝑝+1)(𝑟+1)−1∑︁
𝑡=1

𝑎
(2𝑝+1)
𝑡 𝑧𝑇 (𝑡, 𝑥)

⎤⎦+
+

(2𝑗−1)(𝑟+1)∑︁
𝑡=1

𝑏
(2𝑗−1)
𝑡

𝑟∑︁
𝑙=0

𝑐𝑙𝑧(𝑡+ 𝑙, 𝑥)+

(2𝑗−1)(𝑟+1)−1∑︁
𝑡=0

𝑎
(2𝑗−1)
𝑡

𝑟∑︁
𝑙=0

𝑐𝑙𝑧
𝑇 (𝑡+ 𝑙, 𝑥).

(3.23)

Легко перевiрити справедливiсть зображення (3.22) та (3.23) при 𝑗 = 1, а

саме

𝑢(1)𝑛 (𝑥) = 𝑎
(0)
0

𝑟∑︁
𝑙=0

𝑐𝑙𝑧
𝑇 (𝑙, 𝑥) = 𝑎

(0)
0 𝑐𝑟𝑧

𝑇 (𝑟, 𝑥) + 𝑎
(0)
0 𝑐𝑟−1𝑧

𝑇 (𝑟 − 1, 𝑥) + ... =

=

⎡⎢⎣− √
2𝑐𝑟

2

√︁
𝜆
(0)
𝑛 (𝑟 + 1)

𝑥𝑟+1+ ...

⎤⎥⎦ cos(︂√︁𝜆(0)𝑛 𝑥

)︂
+

[︃√
2𝑐𝑟

4𝜆
(0)
𝑛

𝑥𝑟+ ...

]︃
sin

(︂√︁
𝜆
(0)
𝑛 𝑥

)︂
,

де три крапки означають доданки, якi мiстять степенi 𝑥 меншi, нiж першi до-

данки у квадратних дужках. Звiдси легко визначити коефiцiєнти зображення

(3.19) при 𝑗 = 1. Так, зокрема, маємо

𝑏
(1)
𝑟+1 = −

√
2𝑐𝑟

2

√︁
𝜆
(0)
𝑛 (𝑟 + 1)

, 𝑎(1)𝑟 =

√
2𝑐𝑟

4𝜆
(0)
𝑛

. (3.24)

При 𝑗 = 1 iз (3.23) отримуємо

𝑢(2)𝑛 (𝑥)=−𝜆(1)𝑛

[︃
𝑟+1∑︁
𝑡=1

𝑏
(1)
𝑡 𝑧(𝑡, 𝑥)+

𝑟∑︁
𝑡=1

𝑎
(1)
𝑡 𝑧𝑇 (𝑡, 𝑥)

]︃
+

𝑟+1∑︁
𝑡=1

𝑏
(1)
𝑡

𝑟∑︁
𝑙=0

𝑐𝑙𝑧(𝑡+𝑙, 𝑥)+

+
𝑟∑︁
𝑡=0

𝑎
(1)
𝑡

𝑟∑︁
𝑙=0

𝑐𝑙𝑧
𝑇 (𝑡+ 𝑙, 𝑥)=𝑏

(1)
𝑟+1𝑐𝑟𝑧(2𝑟+1, 𝑥)+𝑎(1)𝑟 𝑐𝑟𝑧

𝑇 (2𝑟+2, 𝑥) + ... =

=

⎡⎢⎣ 𝑐𝑟

2

√︁
𝜆
(0)
𝑛

⎛⎜⎝ 𝑏
(1)
𝑟+1

2

√︁
𝜆
(0)
𝑛

− 𝑎
(1)
𝑟

2𝑟 + 1

⎞⎟⎠𝑥2𝑟+1 + ...

⎤⎥⎦ cos(︂√︁𝜆(0)𝑛 𝑥

)︂
+
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+

⎡⎢⎣ 𝑐𝑟𝑏
(1)
𝑟+1

4

√︁
𝜆
(0)
𝑛 (𝑟 + 1)

𝑥2𝑟+2 + ...

⎤⎥⎦ sin(︂√︁𝜆(0)𝑛 𝑥

)︂
,

де три крапки означають доданки, якi мiстять степенi 𝑥 меншi, нiж першi

доданки у квадратних дужках. Використовуючи знайденi коефiцiєнти (3.24),

звiдси легко визначити коефiцiєнти зображення (3.20) при 𝑗 = 1, зокрема,

маємо

𝑏
(2)
2𝑟+1=

𝑐𝑟

2

√︁
𝜆
(0)
𝑛

⎛⎜⎝ 𝑏
(1)
𝑟+1

2

√︁
𝜆
(0)
𝑛

− 𝑎
(1)
𝑟

2𝑟 + 1

⎞⎟⎠ = −
√
2𝑐2𝑟

8
[︁
𝜆
(0)
𝑛

]︁3/2 (︂ 1

𝑟 + 1
+

1

2𝑟 + 1

)︂
,

𝑎
(2)
2𝑟+2=

𝑐𝑟𝑏
(1)
𝑟+1

4

√︁
𝜆
(0)
𝑛 (𝑟 + 1)

= −
√
2𝑐2𝑟

8𝜆
(0)
𝑛 (𝑟 + 1)2

.

(3.25)

Зауважимо, що справедливiсть наведених формул для коефiцiєнтiв (3.24)

та (3.25) пiдтверджується також наведеними в Додатку A виразами для по-

правок 𝑢(1)𝑛 (𝑥) та 𝑢(2)𝑛 (𝑥) у випадку крайових умов Дiрiхле, якi також демон-

струють асимптотичну поведiнку поправок вiдносно iндексу 𝑛.

Нехай справедливi зображення (3.19), (3.20), або, що те ж саме, (3.22),

(3.23) при 𝑗 = 1, ..., 𝐽−1. Покажемо, що вони будуть справедливi i при 𝑗 = 𝐽 .

Змiнивши порядок пiдсумовування в кожнiй iз сум, перетворимо (3.22) до

вигляду:

𝑢(2𝐽−1)
𝑛 (𝑥) =−

(2𝐽−3)(𝑟+1)∑︁
𝑡=1

𝐽−2∑︁
𝑝=1+[ 𝑡−𝑟−2

2𝑟+2 ]

𝜆(2𝐽−2−2𝑝)
𝑛 𝑏

(2𝑝+1)
𝑡 𝑧(𝑡, 𝑥)− (3.26)

−
(2𝐽−3)(𝑟+1)−1∑︁

𝑡=1

𝐽−2∑︁
𝑝=1+[ 𝑡−𝑟−1

2𝑟+2 ]

𝜆(2𝐽−2−2𝑝)
𝑛 𝑎

(2𝑝+1)
𝑡 𝑧𝑇 (𝑡, 𝑥)−

−
2(𝐽−1)(𝑟+1)−1∑︁

𝑡=1

𝐽−1∑︁
𝑝=1+[ 𝑡

2𝑟+2 ]

𝜆(2𝐽−1−2𝑝)
𝑛 𝑏

(2𝑝)
𝑡 𝑧(𝑡, 𝑥)−

−
2(𝐽−1)(𝑟+1)∑︁

𝑡=1

𝐽−1∑︁
𝑝=1+[ 𝑡−1

2𝑟+2 ]

𝜆(2𝐽−1−2𝑝)
𝑛 𝑎

(2𝑝)
𝑡 𝑧𝑇 (𝑡, 𝑥)+



64

+

2(𝐽−1)(𝑟+1)+𝑟−1∑︁
𝑘=1

min(𝑘,𝑟)∑︁
𝑙=max(0,𝑘−2(𝐽−1)(𝑟+1)+1)

𝑐𝑙𝑏
(2𝐽−2)
𝑘−𝑙 𝑧(𝑘, 𝑥)+

+

2(𝐽−1)(𝑟+1)+𝑟∑︁
𝑘=1

min(𝑘,𝑟)∑︁
𝑙=max(0,𝑘−2(𝐽−1)(𝑟+1))

𝑐𝑙𝑎
(2𝐽−2)
𝑘−𝑙 𝑧𝑇 (𝑘, 𝑥).

Тут i надалi в межах пiдсумовування по параметру 𝑝 використано позначення

[𝑠]– цiла частина вiд числа 𝑠. Аналiз формули (3.26) з використанням виразiв

для 𝑧(𝑘, 𝑥) i 𝑧𝑇 (𝑘, 𝑥) дозволяє записати її наступним чином

𝑢(2𝐽−1)
𝑛 (𝑥) = 𝑐𝑟𝑏

(2𝐽−2)
2(𝐽−1)(𝑟+1)−1𝑧 (2 (𝐽 − 1) (𝑟 + 1) + 𝑟 − 1, 𝑥)+

+𝑐𝑟𝑎
(2𝐽−2)
2(𝐽−1)(𝑟+1)𝑧

𝑇 (2 (𝐽 − 1) (𝑟 + 1) + 𝑟, 𝑥) + ... =

=

⎡⎢⎣− 𝑐𝑟𝑎
(2𝐽−2)
2(𝐽−1)(𝑟+1)

2

√︁
𝜆
(0)
𝑛 (2𝐽 − 1) (𝑟 + 1)

𝑥(2𝐽−1)(𝑟+1) + ...

⎤⎥⎦cos(︂√︁𝜆(0)𝑛 𝑥

)︂
+

(3.27)

+

⎡⎢⎣ 𝑐𝑟

2

√︁
𝜆
(0)
𝑛

⎛⎜⎝ 𝑏
(2𝐽−2)
2(𝐽−1)(𝑟+1)−1

(2𝐽 − 1)(𝑟 + 1)− 1
+
𝑎
(2𝐽−2)
2(𝐽−1)(𝑟+1)

2

√︁
𝜆
(0)
𝑛

⎞⎟⎠𝑥(2𝐽−1)(𝑟+1)−1+ ...

⎤⎥⎦sin(︂√︁𝜆(0)𝑛 𝑥

)︂
,

де три крапки означають доданки, якi мiстять степенi 𝑥 меншi, нiж першi до-

данки у квадратних дужках. Це доводить справедливiсть зображення (3.19)

при 𝑗 = 𝐽 .

Використовуючи зображення (3.19) при 𝑗 = 𝐽 та (3.26), одержуємо ре-

курентнi формули для коефiцiєнтiв 𝑏(2𝑗−1)
𝑝 (𝑝 = 1, ..., (2𝑗 − 1)(𝑟 + 1)), 𝑎(2𝑗−1)

𝑝

(𝑝 = 0, ..., (2𝑗 − 1)(𝑟 + 1) − 1), 𝑗 = 1, 2, ..., вираженi через коефiцiєнти на

попереднiх кроках FD-методу. Наприклад:

𝑏
(2𝑗−1)
(2𝑗−1)(𝑟+1) = −

𝑐𝑟𝑎
(2𝑗−2)
2(𝑗−1)(𝑟+1)

2

√︁
𝜆
(0)
𝑛 (2𝑗 − 1) (𝑟 + 1)

,

𝑎
(2𝑗−1)
(2𝑗−1)(𝑟+1)−1 =

𝑐𝑟

2

√︁
𝜆
(0)
𝑛

⎛⎜⎝ 𝑏
(2𝑗−2)
2(𝑗−1)(𝑟+1)−1

(2𝑗 − 1)(𝑟 + 1)− 1
+
𝑎
(2𝑗−2)
2(𝑗−1)(𝑟+1)

2

√︁
𝜆
(0)
𝑛

⎞⎟⎠ , (3.28)

𝑗 = 1, 2, ..., 𝑏
(0)
−1 = 0, 𝑎

(0)
0 =

√
2.
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Вiдштовхуючись тепер вiд вже доведеного зображення (3.19) при 𝑗 = 𝐽 ,

аналогiчно доводиться справедливiсть (3.20) при 𝑗 = 𝐽 . Так, пiсля перетво-

рення кожної iз сум в еквiвалентному йому зображеннi (3.23) будемо мати

𝑢(2𝐽)𝑛 (𝑥) =−
2(𝐽−1)(𝑟+1)−1∑︁

𝑡=1

𝐽−1∑︁
𝑝=1+[ 𝑡

2𝑟+2 ]

𝜆(2𝐽−2𝑝)
𝑛 𝑏

(2𝑝)
𝑡 𝑧(𝑡, 𝑥)−

−
2(𝐽−1)(𝑟+1)∑︁

𝑡=1

𝐽−1∑︁
𝑝=1+[ 𝑡−1

2𝑟+2 ]

𝜆(2𝐽−2𝑝)
𝑛 𝑎

(2𝑝)
𝑡 𝑧𝑇 (𝑡, 𝑥)−

−
(2𝐽−1)(𝑟+1)∑︁

𝑡=1

𝐽−1∑︁
𝑝=1+[ 𝑡−𝑟−2

2𝑟+2 ]

𝜆(2𝐽−2𝑝−1)
𝑛 𝑏

(2𝑝+1)
𝑡 𝑧(𝑡, 𝑥)−

−
(2𝐽−1)(𝑟+1)−1∑︁

𝑡=1

𝐽−1∑︁
𝑝=1+[ 𝑡−𝑟−1

2𝑟+2 ]

𝜆(2𝐽−2𝑝−1)
𝑛 𝑎

(2𝑝+1)
𝑡 𝑧𝑇 (𝑡, 𝑥)+

+

2𝐽(𝑟+1)−1∑︁
𝑘=1

min(𝑘,𝑟)∑︁
𝑙=max(0,𝑘−(2𝐽−1)(𝑟+1))

𝑐𝑙𝑏
(2𝐽−1)
𝑘−𝑙 𝑧(𝑘, 𝑥)+

+

2𝐽(𝑟+1)−2∑︁
𝑘=1

min(𝑘,𝑟)∑︁
𝑙=max(0,𝑘−(2𝐽−1)(𝑟+1)+1)

𝑐𝑙𝑎
(2𝐽−1)
𝑘−𝑙 𝑧𝑇 (𝑘, 𝑥), 𝑏

(1)
0 = 0.

(3.29)

Аналiз формули (3.29) з використанням виразiв для 𝑧(𝑘, 𝑥) и 𝑧𝑇 (𝑘, 𝑥) дозво-

ляє записати її наступним чином

𝑢(2𝐽)𝑛 (𝑥) = 𝑐𝑟𝑏
(2𝐽−1)
(2𝐽−1)(𝑟+1)𝑧 (2𝐽(𝑟 + 1)− 1, 𝑥)+

+ 𝑐𝑟𝑎
(2𝐽−1)
(2𝐽−1)(𝑟+1)−1𝑧

𝑇 (2𝐽(𝑟 + 1)− 2, 𝑥) + ... = (3.30)

=

⎡⎢⎣ 𝑐𝑟

2

√︁
𝜆
(0)
𝑛

⎛⎜⎝𝑏(2𝐽−1)
(2𝐽−1)(𝑟+1)

2

√︁
𝜆
(0)
𝑛

−
𝑎
(2𝐽−1)
(2𝐽−1)(𝑟+1)−1

2𝐽(𝑟 + 1)− 1

⎞⎟⎠𝑥2𝐽(𝑟+1)−1 + ...

⎤⎥⎦cos(︂√︁𝜆(0)𝑛 𝑥

)︂
+

+

⎡⎢⎣ 𝑐𝑟𝑏
(2𝐽−1)
(2𝐽−1)(𝑟+1)

4

√︁
𝜆
(0)
𝑛 𝐽(𝑟 + 1)

𝑥2𝐽(𝑟+1) + ...

⎤⎥⎦sin(︂√︁𝜆(0)𝑛 𝑥

)︂
,

де три крапки означають доданки, якi мiстять степенi 𝑥 меншi, нiж першi до-

данки у квадратних дужках. Цим доведена справедливiсть зображення (3.20)

при 𝑗 = 𝐽 .
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Використовуючи зображення (3.20) при 𝑗 = 𝐽 та (3.29), одержуємо ре-

курентнi формули для коефiцiєнтiв 𝑏(2𝑗)𝑝 (𝑝 = 1, ..., 2𝑗(𝑟 + 1) − 1), 𝑎(2𝑗)𝑝 (𝑝 =

0, ..., 2𝑗(𝑟+1)), 𝑗 = 1, 2, ..., вираженi через коефiцiєнти на попереднiх кроках

FD-методу. Наприклад:

𝑏
(2𝑗)
2𝑗(𝑟+1)−1 =

𝑐𝑟

2

√︁
𝜆
(0)
𝑛

⎡⎢⎣𝑏(2𝑗−1)
(2𝑗−1)(𝑟+1)

2

√︁
𝜆
(0)
𝑛

−
𝑎
(2𝑗−1)
(2𝑗−1)(𝑟+1)−1

2𝑗(𝑟 + 1)− 1

⎤⎥⎦ ,

𝑎
(2𝑗)
2𝑗(𝑟+1) =

𝑏
(2𝑗−1)
(2𝑗−1)(𝑟+1)𝑐𝑟

4

√︁
𝜆
(0)
𝑛 𝑗 (𝑟 + 1)

, (3.31)

𝑗 = 1, 2, ... .

Таким чином, зображення (3.19), (3.20) є справедливими при всiх 𝑗=0, 1, ....

Теорема повнiстю доведена.

Введемо наступнi позначення:

𝛼𝑝=−
√
2

2

1∫︁
0

𝑥𝑝 cos

(︂
2

√︁
𝜆
(0)
𝑛 𝑥

)︂
𝑑𝑥, 𝛽𝑝=−

√
2

2

1∫︁
0

𝑥𝑝 sin

(︂
2

√︁
𝜆
(0)
𝑛 𝑥

)︂
𝑑𝑥. (3.32)

Iз умови ортогональностi (3.14) для поправок до власних функцiй (3.19) та

(3.20) знаходимо

𝑎
(2𝑗−1)
0 =

√
2

⎛⎝(2𝑗−1)(𝑟+1)∑︁
𝑝=1

𝑏(2𝑗−1)
𝑝 𝛽𝑝−

(2𝑗−1)(𝑟+1)−1∑︁
𝑝=1

𝑎(2𝑗−1)
𝑝

[︃ √
2

2 (𝑝+ 1)
+ 𝛼𝑝

]︃⎞⎠, (3.33)
𝑎
(2𝑗)
0 =

√
2

⎛⎝2𝑗(𝑟+1)−1∑︁
𝑝=1

𝑏(2𝑗)𝑝 𝛽𝑝−
2𝑗(𝑟+1)∑︁
𝑝=1

𝑎(2𝑗)𝑝

[︃ √
2

2 (𝑝+ 1)
+ 𝛼𝑝

]︃⎞⎠ , (3.34)

𝑗 = 1, 2, ... .

Рекурентнi формули для решти коефiцiєнтiв не наводимо через їх громiзд-

кiсть.

Iз (3.13), (3.19) та (3.20) для поправок до власних значень на непарних та

парних кроках FD-методу одержуємо формули:

𝜆(1)𝑛 = 𝑐0 +
√
2

𝑟∑︁
𝑙=1

𝑐𝑙

[︃ √
2

2 (𝑙 + 1)
+ 𝛼𝑙

]︃
, (3.35)
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𝜆(2𝑗)𝑛 = −
(2𝑗−1)(𝑟+1)∑︁

𝑝=1

𝑏(2𝑗−1)
𝑝

𝑟∑︁
𝑙=1

𝑐𝑙𝛽𝑝+𝑙+

+

(2𝑗−1)(𝑟+1)−1∑︁
𝑝=0

𝑎(2𝑗−1)
𝑝

𝑟∑︁
𝑙=1

𝑐𝑙

[︃ √
2

2 (𝑝+ 𝑙 + 1)
+ 𝛼𝑝+𝑙

]︃
, (3.36)

𝜆(2𝑗+1)
𝑛 = −

2𝑗(𝑟+1)−1∑︁
𝑝=1

𝑏(2𝑗)𝑝

𝑟∑︁
𝑙=1

𝑐𝑙𝛽𝑝+𝑙+

+

2𝑗(𝑟+1)∑︁
𝑝=0

𝑎(2𝑗)𝑝

𝑟∑︁
𝑙=1

𝑐𝑙

[︃ √
2

2 (𝑝+ 𝑙 + 1)
+ 𝛼𝑝+𝑙

]︃
. (3.37)

𝑗 = 1, 2, ... .

Отже, отримано формули для поправок до власних пар 𝜆
(𝑗)
𝑛 , 𝑢

(𝑗)
𝑛 , 𝑗 =

1, 2, ..., якi не потребують анi обчислення iнтегралiв, анi розв’язання вiдпо-

вiдних крайових задач згiдно з формулами (3.10)-(3.13) та мiстять тiльки зви-

чайнi алгебраїчнi операцiї. Це дало змогу за допомогою системи комп’ютерної

алгебри Maple 17 здiйснити ефективну програмну реалiзацiю FD-методу (з

𝑞(𝑥) ≡ 0) для задач (3.1), (3.2) та (3.1), (3.3), що успiшно проiлюстровано на

чисельних прикладах.

В наступних пiдпунктах 3.1.1, 3.1.2 наведено вирази для використаних тут

позначень 𝑧(𝑡, 𝑥) та 𝑧𝑇 (𝑡, 𝑥) згiдно з (3.21), 𝛼𝑝 та 𝛽𝑝 згiдно з (3.32) для кожного

iз випадкiв крайових умов a) Дiрiхле (3.1), (3.2) та b) Дiрiхле-Неймана (3.1),

(3.3), а також наведено чисельнi приклади.

3.1.1 Випадок крайових умов Дiрiхле. Розглянемо скалярну за-

дачу Штурма-Лiувiлля (3.1) з крайовими умовами Дiрiхле (3.2). Початковi

наближення для рекурентного процесу FD-методу згiдно з (3.7), (3.8) є таки-

ми:

𝑢(0)𝑛 (𝑥) =
√
2 sin (𝜋𝑛𝑥) , 𝜆(0)𝑛 = (𝑛𝜋)2. (3.38)

Згiдно з викладеним в пунктi 3.1 алгоритмом FD-методу (з 𝑞(𝑥) ≡ 0) поправ-

ки до власних пар обчислюються за формулами, якi мiстять тiльки звичайнi

алгебраїчнi операцiї та використовують позначення величин 𝑧(𝑡, 𝑥) та 𝑧𝑇 (𝑡, 𝑥)
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згiдно з (3.21), 𝛼𝑝 та 𝛽𝑝 згiдно з (3.32), для яких аналiтичнi вирази у випадку

крайових умов Дiрiхле є наступними:

𝑧(𝑡, 𝑥)
𝑑𝑒𝑓
= 𝑃𝑡+1(𝑥) sin(𝜋𝑛𝑥) +

𝑡

2𝜋𝑛
𝑃𝑡(𝑥) cos(𝜋𝑛𝑥),

𝑧𝑇 (𝑡, 𝑥)
𝑑𝑒𝑓
= −𝑃𝑡+1(𝑥) cos(𝜋𝑛𝑥) +

𝑡

2𝜋𝑛
𝑃𝑡(𝑥) sin(𝜋𝑛𝑥),

(3.39)

де

𝑃𝑡+1(𝑥) =
1

(𝑡+ 1) 2𝜋𝑛

[ 𝑡2 ]∑︁
𝑠=0

(−1)𝑠𝑥𝑡+1−2𝑠

(2𝜋𝑛)2𝑠
(𝑡− 2𝑠+ 2)2𝑠 , (𝑣)𝑘

𝑑𝑒𝑓
=

(𝑣 + 𝑘 − 1)!

(𝑣 − 1)!
,

та

𝛼𝑝
𝑑𝑒𝑓
= −

√
2

2

∫︁ 1

0
𝑥𝑝 cos(2𝜋𝑛𝑥)𝑑𝑥 =

√
2

4𝜋𝑛

𝑝−1∑︁
𝑖=0

𝑝! cos
(︀
𝑖+1
2 𝜋
)︀

(𝑝− 𝑖)!(2𝜋𝑛)𝑖
,

𝛽𝑝
𝑑𝑒𝑓
= −

√
2

2

∫︁ 1

0
𝑥𝑝 sin(2𝜋𝑛𝑥)𝑑𝑥 =

√
2

4𝜋𝑛

𝑝−1∑︁
𝑖=0

𝑝! sin
(︀
𝑖+1
2 𝜋
)︀

(𝑝− 𝑖)!(2𝜋𝑛)𝑖
.

(3.40)

Тут [𝑠] – цiла частина вiд числа 𝑠.

В роботах [3,18] знайдено достатню умову збiжностi FD-методу (з 𝑞(𝑥) ≡
0) для задачi (3.1), (3.2):

𝑟0𝑛 =
4 ‖𝑞‖∞

𝜋2(2𝑛− 1)
< 1 (3.41)

та доведено такi явнi апрiорнi оцiнки:⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑛 −

𝑚

𝜆𝑛

⃒⃒⃒⃒
≤ ‖𝑞‖∞

(︀
𝑟0𝑛
)︀𝑚

1− 𝑟0𝑛
2
(2𝑚− 1)!!

(2𝑚+ 2)!!
≤ ‖𝑞‖∞

(︀
𝑟0𝑛
)︀𝑚

1− 𝑟0𝑛

1

(𝑚+ 1)
√
𝜋𝑚

, (3.42)

⃦⃦⃦
𝑢𝑛 −

𝑚
𝑢𝑛

⃦⃦⃦
≤
(︀
𝑟0𝑛
)︀𝑚+1

1− 𝑟0𝑛
2
(2𝑚+ 1)!!

(2𝑚+ 4)!!
≤
(︀
𝑟0𝑛
)︀𝑚+1

1− 𝑟0𝑛

1

(𝑚+ 2)
√︀
𝜋(𝑚+ 1)

, (3.43)

де 𝑟0𝑛 =
4‖𝑞‖∞

𝜋2(2𝑛−1) , ‖𝑞‖∞ = max
𝑥∈[0,1]

|𝑞(𝑥)|.
В наступних чисельних прикладах дослiдимо поведiнку поправок до вла-

сних значень 𝜆(𝑗)𝑛 вiдносно 𝑛. Вирази для поправок до власних функцiй 𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥)

не наводимо у зв’язку з тим, що, як показали розрахунки, швидкiсть збi-

жностi їх норм вiдносно 𝑛 задовольняє оцiнку (3.43), доведену в попереднiх

роботах [3,18].
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Приклад 1. Нехай 𝑞(𝑥) =
∑︀2

𝑙=0 𝑐𝑙𝑥
𝑙. Тодi згiдно з викладеним вище алгори-

тмом за допомогою системи комп’ютерної алгебри Maple 17 отримуємо

𝜆(1)𝑛 =𝑐0 +
1

2
𝑐1 +

1

3
𝑐2 −

𝑐2
2𝜋2𝑛2

,

𝜆(2)𝑛 =
15𝑐21 + 30𝑐1𝑐2 + 16𝑐22

720𝜋2𝑛2
− 5

48

3𝑐21 + 6𝑐1𝑐2 + 4𝑐22
𝜋4𝑛4

+
7𝑐22

8𝜋6𝑛6
,

𝜆(3)𝑛 =
1

30240

𝑐2
(︀
63𝑐21 + 126𝑐1𝑐2 + 64𝑐22

)︀
𝜋4𝑛4

−
𝑐2
(︀
15𝑐21 + 30𝑐1𝑐2 + 16𝑐22

)︀
48𝜋6𝑛6

+

+
31

32

𝑐2
(︀
3𝑐21 + 6𝑐1𝑐2 + 4𝑐22

)︀
𝜋8𝑛8

− 121𝑐32
16𝜋10𝑛10

,

𝜆(4)𝑛 =
315𝑐41 + 1260𝑐31𝑐2 + 2085𝑐21𝑐

2
2 + 1650𝑐1𝑐

3
2 + 512𝑐42

725760𝜋6𝑛6
−

− 1575𝑐41 + 6300𝑐31𝑐2 + 11907𝑐21𝑐
2
2 + 11214𝑐1𝑐

3
2 + 4096𝑐42

17280𝜋8𝑛8
+

(3.44)

+
1100𝑐41 + 4400𝑐31𝑐2 + 15745𝑐21𝑐

2
2 + 22690𝑐1𝑐

3
2 + 10928𝑐42

1280𝜋10𝑛10
−

− 14573

768

𝑐22
(︀
3𝑐21 + 6𝑐1𝑐2 + 4𝑐22

)︀
𝜋12𝑛12

+
17771𝑐42
128𝜋14𝑛14

.

З наведених результатiв обчислень випливає, що поправки до власних зна-

чень вiдносно порядкового номера 𝑛 для многочлена 𝑞(𝑥) степеня 𝑟 = 2 ве-

дуть себе як 𝜆
(𝑗)
𝑛 = 𝒪

(︀
𝑛−2𝑗+2

)︀
, 𝑗 = 2, 3, .... Така ж поведiнка поправок 𝜆

(𝑗)
𝑛

є справедливою i при 𝑟 > 2. При 𝑟 = 1 (𝑐2 = 0) поведiнка поправок є насту-

пною: 𝜆
(2𝑗)
𝑛 = 𝒪

(︀
𝑛−4𝑗+2

)︀
, 𝜆

(2𝑗+1)
𝑛 = 0, 𝑗 = 1, 2, ..., яка є справедливою також

при певному пiдборi коефiцiєнтiв многочлена 𝑞(𝑥) =
∑︀𝑟

𝑙=0 𝑐𝑙𝑥
𝑙 вищого сте-

пеня 𝑟 >= 2 (наприклад, при 𝑐2 = −3
2𝑐3, 𝑟 = 3).

3.1.2 Випадок крайових умов Дiрiхле-Неймана. Розглянемо

скалярну задачу Штурма-Лiувiлля (3.1) з крайовими умовами Дiрiхле-

Неймана (3.3). Початковi наближення для рекурентного процесу FD-методу

згiдно з (3.7), (3.9) є такими:

𝑢(0)𝑛 (𝑥) =
√
2 sin

(︂
𝜋

(︂
𝑛− 1

2

)︂
𝑥

)︂
, 𝜆(0)𝑛 = 𝜋2

(︂
𝑛− 1

2

)︂2

. (3.45)

Згiдно з викладеним в пунктi 3.1 алгоритмом FD-методу (з 𝑞(𝑥) ≡ 0) поправ-

ки до власних пар обчислюються за формулами, якi мiстять тiльки звичайнi
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алгебраїчнi операцiї та використовують позначення величин 𝑧(𝑡, 𝑥) i 𝑧𝑇 (𝑡, 𝑥)

згiдно з (3.21) та 𝛼𝑝 i 𝛽𝑝 згiдно з (3.32). Аналiтичнi вирази для цих позначень

у випадку крайових умов Дiрiхле-Неймана є наступними:

𝑧(𝑡, 𝑥)=𝑅𝑡 (𝑥)+
1

𝜋 (2𝑛− 1)

(︂[︂
𝑥𝑡+1

𝑡+ 1
+
√
2

(︂
𝛼𝑡 − 𝛼𝑡+1 +

𝛽𝑡
𝜋 (2𝑛− 1)

)︂
+

+
1

𝑡+ 2
− 1

𝑡+ 1

]︂
sin

(︂
𝜋

(︂
𝑛− 1

2

)︂
𝑥

)︂
−

√
2𝛽𝑡𝑥 cos

(︂
𝜋

(︂
𝑛− 1

2

)︂
𝑥

)︂)︂
,

(3.46)

𝑧𝑇 (𝑡, 𝑥) =𝑅𝑇
𝑡 (𝑥) +

1

𝜋 (2𝑛− 1)

(︂[︂√
2

(︂
𝛽𝑡−𝛽𝑡+1−

𝛼𝑡
𝜋 (2𝑛− 1)

)︂
−

− 1

𝜋 (2𝑛− 1) (𝑡+ 1)

]︂
sin

(︂
𝜋

(︂
𝑛− 1

2

)︂
𝑥

)︂
+

+

[︂
− 𝑥𝑡+1

𝑡+ 1
+

(︂√
2𝛼𝑡 +

1

𝑡+ 1

)︂
𝑥

]︂
cos

(︂
𝜋

(︂
𝑛− 1

2

)︂
𝑥

)︂)︂
, (3.47)

де

𝑅𝑡 (𝑥) =
1

𝜋 (2𝑛− 1)

𝑥∫︁
0

𝜉𝑡 sin
(︁
𝜋 (2𝑛− 1)

(︁𝑥
2
− 𝜉
)︁)︁

𝑑𝜉 =

=
𝑡!

𝜋2 (2𝑛− 1)2

𝑡∑︁
𝑘=0

𝑥𝑡−𝑘 cos
(︀
𝜋
(︀
𝑛− 1

2

)︀
𝑥+ 𝑘𝜋

2

)︀
(𝑡− 𝑘)! (𝜋 (2𝑛− 1))𝑘

−
𝑡! cos

(︀
𝜋
(︀
𝑛− 1

2

)︀
𝑥− 𝑡𝜋

2

)︀
(𝜋 (2𝑛− 1))𝑡+2 ,

𝑅𝑇
𝑡 (𝑥) =

1

𝜋 (2𝑛− 1)

𝑥∫︁
0

𝜉𝑡 cos
(︁
𝜋 (2𝑛− 1)

(︁𝑥
2
− 𝜉
)︁)︁

𝑑𝜉 =

=
𝑡!

𝜋2 (2𝑛− 1)2

𝑡∑︁
𝑘=0

𝑥𝑡−𝑘 sin
(︀
𝜋
(︀
𝑛− 1

2

)︀
𝑥+ 𝑘𝜋

2

)︀
(𝑡− 𝑘)! (𝜋 (2𝑛− 1))𝑘

+
𝑡! sin

(︀
𝜋
(︀
𝑛− 1

2

)︀
𝑥− 𝑡𝜋

2

)︀
(𝜋 (2𝑛− 1))𝑡+2 ,

та

𝛼𝑝 =

√
2

2𝜋 (2𝑛− 1)

[︃
𝑝−1∑︁
𝑖=1

𝑝! sin
(︀
𝜋𝑖
2

)︀
(𝑝− 𝑖)! (𝜋 (2𝑛− 1))𝑖

+
2𝑝! sin

(︀
𝜋𝑝
2

)︀
(𝜋 (2𝑛− 1))𝑝

]︃
, (3.48)

𝛽𝑝 = −
√
2

2𝜋 (2𝑛− 1)

[︃
𝑝−1∑︁
𝑖=0

𝑝! cos
(︀
𝜋𝑖
2

)︀
(𝑝− 𝑖)! (𝜋 (2𝑛− 1))𝑖

+
2𝑝! cos

(︀
𝜋𝑝
2

)︀
(𝜋 (2𝑛− 1))𝑝

]︃
.

Приклад 2. Нехай 𝑞(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1𝑥. Тодi згiдно з викладеним вище алгори-

тмом FD-методу (з 𝑞(𝑥) ≡ 0) за допомогою системи комп’ютерної алгебри
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Maple 17 отримуємо

𝜆(1)𝑛 = 𝑐0 +
1

2
𝑐1 +

2𝑐1

𝜋2 (2𝑛− 1)2
,

𝜆(2)𝑛 =
𝑐21

12𝜋2 (2𝑛− 1)2
+

𝑐21
𝜋4 (2𝑛− 1)4

− 20𝑐21
𝜋6 (2𝑛− 1)6

,

𝜆(3)𝑛 =
40𝑐31

3𝜋6 (2𝑛− 1)6
− 512𝑐31

3𝜋8 (2𝑛− 1)8
+

384𝑐31
𝜋10 (2𝑛− 1)10

,

𝜆(4)𝑛 =
𝑐41

36𝜋6 (2𝑛− 1)6
+

14𝑐41
3𝜋8 (2𝑛− 1)8

− 680𝑐41
𝜋10 (2𝑛− 1)10

+
21472𝑐41

3𝜋12 (2𝑛− 1)12
−

− 9152𝑐41
𝜋14 (2𝑛− 1)14

,

𝜆(5)𝑛 =
56𝑐51

𝜋10 (2𝑛− 1)10
− 65824𝑐51

9𝜋12 (2𝑛− 1)12
+

457312𝑐51
5𝜋14 (2𝑛− 1)14

− 268800𝑐51
𝜋16 (2𝑛− 1)16

+

+
243712𝑐51

𝜋18 (2𝑛− 1)18
.

З наведених результатiв обчислень випливає, що поправки до власних зна-

чень вiдносно порядкового номера 𝑛 для многочлена 𝑞(𝑥) степеня 𝑟 = 1 ве-

дуть себе як 𝜆
(𝑗)
𝑛 = 𝒪

(︁
𝑛−2𝑗+2−4{ 𝑗

2}
)︁
, 𝑗 = 2, 3, ..., де {𝑎}– дробова частина

вiд числа 𝑎. Така ж поведiнка поправок 𝜆
(𝑗)
𝑛 спостерiгається при певному

пiдборi коефiцiєнтiв многочлена 𝑞(𝑥) =
∑︀𝑟

𝑙=0 𝑐𝑙𝑥
𝑙 вищого степеня 𝑟 >= 2.

Так, наприклад, при 𝑟 = 3 i 𝑐1 ̸= 0, 𝑐2 = −3
2𝑐3 маємо:

lim
𝑛→∞

(︁
𝜆(1)𝑛

)︁
=𝑐0 +

1

2
𝑐1 −

1

4
𝑐3,

lim
𝑛→∞

(︁
𝜆(2)𝑛 𝑛2

)︁
=

1

𝜋2

(︂
1

48
𝑐21 −

1

40
𝑐1𝑐3 +

17

2240
𝑐23

)︂
,

lim
𝑛→∞

(︁
𝜆(3)𝑛 𝑛6

)︁
=
𝑐1
𝜋6

(︂
5

24
𝑐21 −

13

64
𝑐1𝑐3 +

11

224
𝑐23

)︂
,

lim
𝑛→∞

(︁
𝜆(4)𝑛 𝑛6

)︁
=

1

𝜋6

(︂
𝑐41

2304
− 5𝑐31𝑐3

5376
+

27𝑐21𝑐
2
3

35840
− 27𝑐1𝑐

3
3

98560
+

5427𝑐43
143503360

)︂
,

lim
𝑛→∞

(︁
𝜆(5)𝑛 𝑛10

)︁
=
𝑐1
𝜋10

(︂
7𝑐41
128

− 471𝑐31𝑐3
4480

+
13509𝑐21𝑐

2
3

179200
− 188289𝑐1𝑐

3
3

7884800
+

1010817𝑐43
358758400

)︂
,
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а при 𝑟 = 3 та 𝑐1 = 0, 𝑐2 = −3
2𝑐3 одержимо

lim
𝑛→∞

(︁
𝜆(1)𝑛

)︁
= 𝑐0 −

1

4
𝑐3, lim

𝑛→∞

(︁
𝜆(2)𝑛 𝑛2

)︁
=

17𝑐23
2240𝜋2

,

lim
𝑛→∞

(︁
𝜆(3)𝑛 𝑛8

)︁
= − 237𝑐33

1280𝜋8
, lim

𝑛→∞

(︁
𝜆(4)𝑛 𝑛6

)︁
=

5427𝑐43
143503360𝜋6

,

lim
𝑛→∞

(︁
𝜆(5)𝑛 𝑛12

)︁
= − 235041𝑐53

13045760𝜋12
, lim

𝑛→∞

(︁
𝜆(6)𝑛 𝑛10

)︁
=

281393271𝑐63
519137755136000𝜋10

.

тобто поправки до власних значень ведуть себе як 𝜆
(2𝑗)
𝑛 =𝒪

(︀
1

𝑛4𝑗−2

)︀
, 𝜆

(2𝑗+1)
𝑛 =

𝒪
(︀

1
𝑛4𝑗+4

)︀
, 𝑗 = 1, 2, ....

Зауваження 3.2. Як випливає iз чисельних експериментiв i у випадку кра-

йових умов Дiрiхле i у випадку крайових умов Дiрiхле-Неймана, завжди

iснує такий полiном 𝑞(𝑥), з яким поправки до власних значень вiдносно по-

рядкового номера 𝑛 ведуть себе як 𝜆
(𝑗)
𝑛 = 𝒪

(︀
1

𝑛2𝑗−2

)︀
. Водночас, яким би не був

полiном 𝑞(𝑥), завжди будуть мати мiсце спiввiдношення 𝜆
(2𝑗)
𝑛 = 𝒪

(︀
1

𝑛4𝑗−2

)︀
,

𝜆
(2𝑗+1)
𝑛 = 𝒪

(︀
1

𝑛4𝑗+2𝑘

)︀
, 𝑘 ∈ {0, 1, 2, ...}.

Теоретико-експериментально це можна пояснити наступним чином. В

[29, 150] показано, що у випадку, коли потенцiал 𝑞(𝑥) є нескiнченно-

диференцiйовною функцiєю, справедливим є асимптотичний розклад (пiсля

переходу вiд вiдрiзку [0, 𝜋] до вiдрiзку [0, 1])

√︀
𝜆𝑛 ≃

√︁
𝜆̃𝑛 = (𝑛− 1/2)𝜋 +

∞∑︁
𝑗=0

𝑏2𝑗+1[(2𝑛− 1)𝜋]−2𝑗−1. (3.49)

Нехай ряд (3.49) є абсолютно збiжним, тодi буде абсолютно збiжним ряд

𝜆̃𝑛 = 𝜋2
(︂
𝑛− 1

2

)︂2

+
∞∑︁
𝑗=0

⎡⎣ 𝑗−1∑︁
𝑝=0

𝑏2𝑝+1𝑏2𝑗−2𝑝−1 + 𝑏2𝑗+1

⎤⎦ [𝜋(2𝑛− 1)]−2𝑗 . (3.50)

Порiвнюючи ряд (3.50) з вiдповiдним рядом, отриманим згiдно з FD-методом

для конкретного полiнома 𝑞(𝑥), одразу однозначно визначаємо 𝑏2𝑗+1, 𝑗 =

0, 1, ... (див. [19] для випадку крайових умов Дiрiхле). В якостi iлюстрацiї

повернемось до прикладу 2 до випадку, коли 𝑞(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1𝑥. Послiдовно
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отримуємо

𝑏1 =
1

2
𝑐1 + 𝑐0, 𝑏3 = 2𝑐1 +

1

12
𝑐21 − 𝑏21, 𝑏5 = 𝑐21 − 2𝑏3𝑏1,

𝑏7 = −20𝑐21 +
40

3
𝑐31 +

1

36
𝑐41 − 𝑏23 − 2𝑏5𝑏1, ... .

Згiдно з [3] справедливою є теорема, яка для задачi Штурма-Лiувiлля

(3.1) з крайовими умовами b) Дiрiхле-Неймана (3.3) визначає достатнi умо-

ви збiжностi FD-методу (з 𝑞(𝑥) ≡ 0) та оцiнки його точностi, якi є явними

апрiорними.

Теорема 3.2. [3]. Нехай виконується умова

𝑟0𝑛 =
2 ‖𝑞‖∞
𝜋2(𝑛− 1)

< 1, якщо 𝑛 = 2, 3, ..., 𝑟01 =
2 ‖𝑞‖∞
𝜋2

< 1, якщо 𝑛 = 1. (3.51)

Тодi FD-метод буде експоненцiально збiжним i його точнiсть характери-

зуєтся такими оцiнками:⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑛 −

𝑚

𝜆𝑛

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜆𝑛 − 𝑚∑︁

𝑗=0

𝜆(𝑗)𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ ‖𝑞‖∞

(𝑟0𝑛)
𝑚

1− 𝑟0𝑛
𝛼𝑚, (3.52)

⃦⃦⃦
𝑢𝑛 −

𝑚
𝑢𝑛

⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑢𝑛 − 𝑚∑︁

𝑗=0

𝑢(𝑗)𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ≤ (𝑟0𝑛)

𝑚+1

1− 𝑟0𝑛
𝛼𝑚+1, (3.53)

де 𝛼𝑚 = 2 (2𝑚−1)!!
(2𝑚+2)!! ≤

1
(𝑚+1)

√
𝜋𝑚
, ‖𝑞‖∞ = max

𝑥∈[0,1]
|𝑞(𝑥)|.

Якщо 𝐿2-оцiнка точностi FD-методу𝑚-го рангу наближення власних фун-

кцiй (3.53) з точки зору поведiнки вiдносно 𝑛 є непокращуваною, то цього не

можна сказати про оцiнку точностi наближень до власних значень (3.53).

Остання – занадто груба. Обгрунтуємо це теоретико-експериментально.

Нехай виконуються умови теореми 3.2 i ряд (3.49) абсолютно збiгається до
√
𝜆𝑛, тодi FD-метод для задачi (3.1), (3.3) буде збiжним i буде справедливим

спiввiдношення:

𝜆𝑛=
∞∑︁
𝑗=0

𝜆(𝑗)𝑛 =𝜋2(𝑛− 1/2)2+

+
∞∑︁
𝑗=0

⎡⎣ 𝑗−1∑︁
𝑝=0

𝑏2𝑝+1𝑏2𝑗−2𝑝−1+𝑏2𝑗+1

⎤⎦[𝜋(2𝑛− 1)]−2𝑗 , (3.54)
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де доданки в першiй сумi задовольняють оцiнку⃒⃒⃒
𝜆(𝑗)𝑛

⃒⃒⃒
≤ ‖𝑞‖∞ (𝑟0𝑛)

𝑗−1𝛼𝑗−1. (3.55)

Iз (3.54) слiдує, що кожне 𝜆(𝑗)𝑛 мiстить тiльки парнi степенi [𝜋(2𝑛− 1)]−1, i,

що

𝜆(1)𝑛 = 𝑏1, 𝜆
(2)
𝑛 = 𝒪

(︂
1

𝜋2(2𝑛− 1)2

)︂
,

тодi як iз (3.55) слiдує⃒⃒⃒
𝜆(1)𝑛

⃒⃒⃒
≤ ‖𝑞‖∞ ,

⃒⃒⃒
𝜆(2)𝑛

⃒⃒⃒
≤ ‖𝑞‖∞ 𝑟0𝑛 =

2 ‖𝑞‖2∞
𝜋2(𝑛− 1)

1

1− 2‖𝑞‖∞
𝜋2(𝑛−1)

.

Очевидно, що члени ряду у правiй частинi (3.54) можна об’єднати в такi гру-

пи, що новий ряд iз цих сум буде спiвпадати з рядом у лiвiй частинi спiввiдно-

шення (3.54). Таким чином теоретико-експериментально доводиться справе-

дливiсть поведiнки поправок до власних значень вiдносно 𝑛 як у випадку кра-

йових умов a) Дiрiхле-Дiрiхле (3.2), так i крайових умов b) Дiрiхле-Неймана

(3.3).

3.2 FD-метод для задачi з потенцiалом,

що є похiдною вiд функцiї обмеженої варiацiї,

та крайовими умовами Дiрiхле

Розглянемо задачу Штурма-Лiувiлля на вiдрiзку [0, 1] для звичайного ди-

ференцiального рiвняння другого порядку з крайовими умовами Дiрiхле

𝑑2𝑢(𝑥)

𝑑𝑥2
+ (𝜆− 𝑞(𝑥))𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ (0, 1), 𝑢(0) = 0, 𝑢(1) = 0, (3.56)

де 𝑞(𝑥) = 𝑑𝜎(𝑥)
𝑑𝑥 i 𝜎(𝑥) є функцiєю обмеженої варiацiї.

Наведемо деякi факти, якi нам знадобляться у подальшому. Оскiльки 𝜎(𝑥)

є функцiєю обмеженої варiацiї, то для неї має мiсце зображення

𝜎(𝑥) = ℎ(𝑥) + 𝜓(𝑥) + 𝜒(𝑥),
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де ℎ(𝑥) – функцiя стрибкiв, 𝜓(𝑥) – абсолютно неперервна функцiя i 𝜒(𝑥) –

сингулярна функцiя (див. [15, с.347]), причому вона має не бiльш нiж злiченну

кiлькiсть точок розриву, якi спiвпадають з точками розриву функцiї стриб-

кiв ℎ(𝑥). Позначимо цi точки через 𝑥𝑝 ∈ (0, 1), 𝑝 = 1, 2, ... , 𝑥1 < 𝑥2 < ...,

тодi ℎ(𝑥) =
∑︀

𝑝 𝛾𝑝H(𝑥− 𝑥𝑝), де 𝛾𝑝 – дiйснi числа, H(𝑧) – функцiя Хевiсайда.

Надалi будемо вважати, що функцiя 𝜎(𝑥) належить до класу функцiй обме-

женої варiацiї неперервних справа у будь-якiй точцi 𝑥 ∈ (0, 1) та неперервних

у точках 𝑥 = 0 i 𝑥 = 1. Цей клас будемо позначати через 𝐵𝑉𝑐[0, 1].

Суттєву роль у доведеннi збiжностi FD-методу в даному пiдроздiлi вiдi-

грала наступна теорема.

Теорема 3.3. [1, с.481] Нехай 𝜎(𝑥) ∈ 𝐵𝑉𝑐[0, 1] i функцiя 𝑓(𝑥) є неперерв-

ною на сегментi [0, 1], тодi має мiсце нерiвнiсть⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑑𝜎(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ max

𝑥∈[0,1]
|𝑓(𝑥)| ‖𝜎‖𝑣 ,

де ‖𝜎‖𝑣 = var {𝜎(𝑥); 0, 1} – повна варiацiя функцiї 𝜎(𝑥) на вiдрiзку [0, 1].

В цьому пiдроздiлi дослiджено та обгрунтовано FD-метод i здiйснена його

алгоритмiчна реалiзацiя для задачi на власнi значення (3.56) з потенцiалом,

який є похiдною вiд функцiї обмеженої варiацiї, а саме, коли

𝑞 (𝑥) =
𝑘∑︁
𝑝=1

𝛾𝑝𝛿 (𝑥− 𝑥𝑝) + 𝜓′ (𝑥) , 𝑥𝑝 ∈ (0, 1), 𝑝 = 1, 𝑘.

В [63] потенцiал такої структури 𝑉 (𝑥) =
∑︀𝐾

𝑝=1 𝛾𝑝𝛿 (𝑥− 𝑥𝑝) названо «Dirac

Comb» та за допомогою нього побудовано нову структуру квантового хвиле-

воду i встановлено залежнiсть електронної провiдностi у квантовому хвиле-

водi вiд числа 𝐾 дельта-функцiй Дiрака i величини сил 𝛾𝑗. Потенцiали, що

мiстять дельта-функцiї Дiрака, застосовуються для моделювання квантово-

механiчних систем (див., напр., [40, 63,73] i посилання в них).

Лiнiйнi задачi Штурма-Лiувiлля з потенцiалами-розподiлами («distributi-

on potentials») широко дослiдженi теоретично (див. [37]). Наведемо короткий
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огляд робiт, що стосуються розглянутої задачi. В роботi [168] доведена за-

гальна формула регуляризованого слiду для сингулярних потенцiалiв iз кла-

су функцiй, що складається iз розподiлiв 𝑞(𝑥), якi не є локально iнтегровними

функцiями i узагальненi первiснi яких
∫︀
𝑞(𝑥)𝑑𝑥 ∈ 𝐵𝑉𝑐[0, 𝜋], а в [36] знайдено

просте доведення для випадку потенцiалу 𝑞 (𝑥) = 𝛿
(︀
𝑥− 𝜋

2

)︀
. Слiд зауважити,

що у випадку, коли 𝑞 (𝑥) ∈ 𝐿1 теорема 1 з [168] мiстить результати роботи [7].

Незалежно вiд [168] у роботi [8] отримана асимптотика спектру i формула

слiду на вiдрiзку [0, 𝑙] для класу потенцiалiв, якi можуть мiстити доданки у

виглядi 𝛿 - функцiй Дiрака.

3.2.1 FD-метод з 𝑞(𝑥) ≡ 0. Для вiдшукання наближеного розв’язку

задачi (3.56) застосуємо до неї FD-метод 𝑚-го рангу з функцiєю 𝑞(𝑥), що на-

ближає 𝑞(𝑥), тотожно рiвною нулю (𝑞(𝑥) ≡ 0). Обгрунтування вибору схеми

FD-методу буде наведено у п.3.2.2 для загального випадку 𝑞(𝑥) ̸≡ 0.

Наближений розв’язок 𝑚-го рангу шукаємо у виглядi скiнченних сум

𝑚
𝑢𝑛(𝑥) =

𝑚∑︁
𝑗=0

𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥),
𝑚

𝜆𝑛 =
𝑚∑︁
𝑗=0

𝜆(𝑗)𝑛 , (3.57)

доданки в яких визначаються як розв’язки рекурентної послiдовностi задач:

𝑑2𝑢
(𝑗+1)
𝑛 (𝑥)

𝑑𝑥2
+ 𝜆(0)𝑛 𝑢(𝑗+1)

𝑛 (𝑥) = −
𝑗∑︁

𝑝=0

𝜆(𝑗+1−𝑝)
𝑛 𝑢(𝑝)𝑛 (𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥),

𝑢(𝑗+1)
𝑛 (0) = 0, 𝑢(𝑗+1)

𝑛 (1) = 0, 𝑥 ∈ (0, 1), 𝑗 = 0, 1, ...,𝑚− 1,

𝑢(0)𝑛 =
√
2 sin(𝑛𝜋𝑥), 𝜆(0)𝑛 = (𝑛𝜋)2.

(3.58)

З умов розв’язностi задач (3.58)
∫︀ 1
0 𝐹

(𝑗+1)
𝑛 (𝑥)𝑢

(0)
𝑛 (𝑥)𝑑𝑥 = 0, 𝑗 = 0,𝑚− 1 зна-

ходимо

𝜆(𝑗+1)
𝑛 = −

𝑗∑︁
𝑝=1

𝜆(𝑗+1−𝑝)
𝑛

1∫︁
0

𝑢(𝑝)𝑛 (𝑥)𝑢(0)𝑛 (𝑥)𝑑𝑥+

1∫︁
0

𝑞(𝑥)𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥)𝑢(0)𝑛 (𝑥)𝑑𝑥.

Для однозначної розв’язностi додатково накладається умова ортогональностi

1∫︁
0

𝑢(𝑗+1)
𝑛 (𝑥)𝑢(0)𝑛 (𝑥)𝑑𝑥 = 0.



77

Базова задача є такою ж як у п. 3.1 для випадку a), тому узагальнена

функцiя Грiна 𝑔𝑛(𝑥, 𝜉) згiдно з (3.15) має вигляд:

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉) =

[︂
(𝑥− H(𝑥− 𝜉)) cos(𝑛𝜋𝑥)

𝜋𝑛
− sin(𝑛𝜋𝑥)

2𝜋2𝑛2

]︂
sin(𝑛𝜋𝜉)+

+
sin(𝑛𝜋𝑥)(𝜉 − H(𝜉 − 𝑥)) cos(𝑛𝜋𝜉)

𝜋𝑛
= 𝑔𝑛,1(𝑥, 𝜉) + 𝑔𝑛,2(𝑥, 𝜉),

(3.59)

𝑔𝑛,1(𝑥, 𝜉) =
(𝑥−H(𝑥−𝜉)) cos(𝑛𝜋𝑥)

𝜋𝑛
sin(𝑛𝜋𝜉)+

sin(𝑛𝜋𝑥)(𝜉−H(𝜉 −𝑥))
𝜋𝑛

cos(𝑛𝜋𝜉),

𝑔𝑛,2(𝑥, 𝜉) = −sin(𝑛𝜋𝑥)

2𝜋2𝑛2
sin(𝑛𝜋𝜉).

Згiдно iз зауваженням 3.1 для 𝑔𝑛(𝑥, 𝜉) виконуються властивостi (2.1). Також

справедливою є така оцiнка:

|𝑔𝑛(𝑥, 𝜉)| ≤
1

𝜋𝑛
+

1

2(𝜋𝑛)2
≤ 7

6𝜋𝑛
. (3.60)

Запишемо розв’язок задачi (3.58) за допомогою узагальненої функцiї Грi-

на 𝑔𝑛(𝑥, 𝜉):

𝑢(𝑗+1)
𝑛 (𝑥) =

1∫︁
0

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉)

⎡⎣− 𝑗∑︁
𝑝=0

𝜆(𝑗+1−𝑝)
𝑛 𝑢(𝑝)𝑛 (𝜉) + 𝑞(𝜉)𝑢(𝑗)𝑛 (𝜉)

⎤⎦ 𝑑𝜉 =
= −

𝑗∑︁
𝑝=0

𝜆(𝑗+1−𝑝)
𝑛

1∫︁
0

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉)𝑢
(𝑝)
𝑛 (𝜉)𝑑𝜉 +

1∫︁
0

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉)𝑢
(𝑗)
𝑛 (𝜉)𝑑𝜎(𝜉),

𝜆(𝑗+1)
𝑛 =

1∫︁
0

𝑞(𝜉)𝑢(𝑗)𝑛 (𝜉)𝑢(0)𝑛 (𝜉)𝑑𝜉 =

1∫︁
0

𝑢(𝑗)𝑛 (𝜉)𝑢(0)𝑛 (𝜉)𝑑𝜎(𝜉).

(3.61)

Iз зображення (3.61), властивостей 𝑔𝑛(𝑥, 𝜉), зокрема iз (3.60), та теореми

3.3 отримуємо таку рекурентну систему нерiвностей:

⃦⃦⃦
𝑢(𝑗+1)
𝑛

⃦⃦⃦
∞

≤ ‖𝑔𝑛‖∞

⎛⎝ 𝑗∑︁
𝑝=1

⃒⃒⃒
𝜆(𝑗+1−𝑝)
𝑛

⃒⃒⃒ ⃦⃦⃦
𝑢(𝑝)𝑛

⃦⃦⃦
∞
+
⃦⃦⃦
𝑢(𝑗)𝑛

⃦⃦⃦
∞
‖𝜎‖𝑣

⎞⎠ ,⃒⃒⃒
𝜆(𝑗+1)
𝑛

⃒⃒⃒
≤

√
2
⃦⃦⃦
𝑢(𝑗)𝑛

⃦⃦⃦
∞
‖𝜎‖𝑣 ,

(3.62)

𝑗 = 0, 1, ...,𝑚− 1,
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де
⃦⃦⃦
𝑢
(𝑗)
𝑛

⃦⃦⃦
∞

= max
𝑥∈[0,1]

⃒⃒⃒
𝑢
(𝑗)
𝑛 (𝑥)

⃒⃒⃒
, ‖𝑔𝑛‖∞ = max

𝑥,𝜉∈[0,1]
|𝑔𝑛(𝑥, 𝜉)|. З (3.62) слiдує оцiнка

⃦⃦⃦
𝑢(𝑗+1)
𝑛

⃦⃦⃦
∞

≤𝑀𝑛

𝑗∑︁
𝑝=0

⃦⃦⃦
𝑢(𝑗−𝑝)𝑛

⃦⃦⃦
∞

⃦⃦⃦
𝑢(𝑝)𝑛

⃦⃦⃦
∞
, (3.63)

де 𝑀𝑛 =
√
2 ‖𝑔𝑛‖∞ ‖𝜎‖𝑣 ≤

√
2 7
6𝜋𝑛 ‖𝜎‖𝑣. Виконавши в (3.63) замiну

𝑈𝑗 =𝑀−𝑗
𝑛

⃦⃦⃦
𝑢(𝑗)𝑛

⃦⃦⃦
∞
, 𝑈0 =

⃦⃦⃦
𝑢(0)𝑛

⃦⃦⃦
∞

=
√
2

та перейшовши до мажорантного рiвняння, в якому 𝑈𝑗 ≤ 𝑈 𝑗, 𝑈 0 = 𝑈0 =
√
2, отримаємо нелiнiйне рекурентне спiввiдношення: 𝑈 𝑗+1 =

∑︀𝑗
𝑠=0 𝑈 𝑗−𝑠𝑈 𝑠,

розв’язком якого згiдно з [6, с.159-161, с.210] є

𝑈 𝑗 =
(2𝑗)!

𝑗! (𝑗 + 1)!
= 4𝑗2

(2𝑗 − 1)!!

(2𝑗 + 2)!!
.

Повертаючись до замiни, одержимо розв’язок нерiвностей (3.62):⃦⃦⃦
𝑢(𝑗)𝑛

⃦⃦⃦
∞

≤ 2
(2𝑗 − 1)!!

(2𝑗 + 2)!!
(4𝑀𝑛)

𝑗 ≤ (4𝑀𝑛)
𝑗

(𝑗 + 1)
√
𝜋𝑗
,⃒⃒⃒

𝜆(𝑗+1)
𝑛

⃒⃒⃒
≤ 2

√
2 ‖𝜎‖𝑣

(2𝑗 − 1)!!

(2𝑗 + 2)!!
(4𝑀𝑛)

𝑗 ≤
√
2 ‖𝜎‖𝑣

(4𝑀𝑛)
𝑗

(𝑗 + 1)
√
𝜋𝑗
,

𝑗 = 0, 1, ...,𝑚− 1,

(3.64)

де (2𝑗)!! = 2 ·4 · ... ·2𝑗, (2𝑗 + 1)!! = 1 ·3 · ... · (2𝑗+1). Остання частина нерiвно-

стей (3.64) була одержана за допомогою мiркувань, пов’язаних iз доведенням

формули Валлiса [38, с.344]. Звiдси випливає наступна теорема.

Теорема 3.4. Нехай 𝜎(𝑥) ∈ 𝐵𝑉𝑐[0, 1] i виконується умова

𝑟𝑛 = 4𝑀𝑛 = 4
√
2 ‖𝑔𝑛‖∞ ‖𝜎‖𝑣 < 1, (3.65)

тодi FD-метод для задачi Штурма-Лiувiлля (3.56) експоненцiально збiгає-

ться i мають мiсце такi оцiнки його точностi:

⃦⃦⃦
𝑢𝑛 −

𝑚
𝑢𝑛

⃦⃦⃦
∞

=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑢𝑛 − 𝑚∑︁

𝑗=0

𝑢(𝑗+1)
𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
∞

≤ 𝑟𝑚+1
𝑛

(𝑚+ 2)
√︀
𝜋(𝑚+ 1)(1− 𝑟𝑛)

, (3.66)

⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑛 −

𝑚

𝜆𝑛

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜆𝑛 − 𝑚∑︁

𝑗=0

𝜆(𝑗+1)
𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

√
2 ‖𝜎‖𝑣 𝑟𝑚𝑛

(𝑚+ 1)
√
𝜋𝑚(1− 𝑟𝑛)

. (3.67)
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Одержанi результати є значним посиленням i узагальненням вiдповiдних

результатiв пункту 2.5 (див. [27, п. 5]), а також результатiв теореми 1 iз [8].

Для того щоб показати це наведемо вiдповiдний результат iз [8]. Якщо 𝜎(𝑥)∈
𝐵𝑉𝑐[0, 1] i

𝑛 >
1

4𝜋

(︂
681

16
‖𝜎‖𝑣 + 1

)︂
𝑑𝑒𝑓
= 𝑛𝑏, (3.68)

то згiдно з позначеннями даного пункту справедливим є таке асимптотичне

зображення власних значень:

𝜆𝑛 = (𝜋𝑛)2 −
1∫︁

0

[︁
𝑢(0)𝑛 (𝑥)

]︁2
𝑑𝜎(𝑥)−

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑘𝑛(𝜉1, 𝜉2)𝑑𝜎(𝜉1)𝑑𝜎(𝜉2) + 𝜈 ′𝑛,2(𝜎),

де

𝑘𝑛(𝜉1, 𝜉2) ≡
1

4𝜋𝑛

2∑︁
𝑖=1

(1− cos(2𝜋𝑛𝜉𝑖)) sin(2𝜋𝑛𝜉3−𝑖)×

×
[︂
2

𝜋
Θ(2𝜋𝜉3−𝑖) + (−1)𝑖−1 sgn(𝜉2 − 𝜉1)

]︂
,

Θ(𝑡) = (𝜋 − 𝑡)/2,⃒⃒
𝜈 ′𝑛,2(𝜎)

⃒⃒
≤ ‖𝜎‖2𝑣

4.4 + 467 ‖𝜎‖𝑣 + 2 ‖𝜎‖2𝑣(︀
𝜋𝑛− 1

4

)︀2 𝑑𝑒𝑓
= 𝛾𝑏 (𝑛, ‖𝜎‖𝑣) . (3.69)

Водночас з теореми 3.4 випливає, що

𝜆𝑛 = (𝜋𝑛)2 + 𝜆(1)𝑛 + 𝜆(2)𝑛 +𝑅(3)
𝑛 , (3.70)

де

𝜆(1)𝑛 =

1∫︁
0

[︁
𝑢(0)𝑛 (𝑥)

]︁2
𝑑𝜎(𝑥), 𝜆(2)𝑛 =

1∫︁
0

𝑢(0)𝑛 (𝑥)𝑢(1)𝑛 (𝑥)𝑑𝜎(𝑥),

𝑢(1)𝑛 (𝑥) =

1∫︁
0

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉)𝑢
(0)
𝑛 (𝜉)𝑑𝜎(𝜉),

i для залишкового члену 𝑅
(3)
𝑛 при умовi виконання (3.65) справедливою є

оцiнка ⃒⃒⃒
𝑅(3)
𝑛

⃒⃒⃒
≤ ‖𝜎‖𝑣 𝑟2𝑛

3
√
𝜋(1− 𝑟𝑛)

. (3.71)
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Для того щоб зробити бiльш зручним порiвняння оцiнок залишкових членiв

(3.69) i (3.71), використаємо оцiнку для 𝑟𝑛

𝑟𝑛
𝑑𝑒𝑓
= 4

√
2 ‖𝑔𝑛‖∞ ‖𝜎‖𝑣 ≤ 4

√
2

[︂
1

𝜋𝑛
+

1

2(𝜋𝑛)2

]︂
‖𝜎‖𝑣

𝑑𝑒𝑓
= 𝑟𝑛,1 ≤

≤ 14
√
2

3𝜋𝑛
‖𝜎‖𝑣

𝑑𝑒𝑓
= 𝑟𝑛,2.

Тодi оцiнка (3.71) може бути замiнена наступною⃒⃒⃒
𝑅(3)
𝑛

⃒⃒⃒
≤

‖𝜎‖𝑣 𝑟2𝑛,1
3
√
𝜋(1− 𝑟𝑛,1)

𝑑𝑒𝑓
= 𝛾𝑚 (𝑛, ‖𝜎‖𝑣) , (3.72)

яка буде справедливою для всiх 𝑛 таких, що

𝑛 >
2
√
2

𝜋

⎛⎝‖𝜎‖𝑣 +

√︃
‖𝜎‖2𝑣 +

√
2

4
‖𝜎‖𝑣

⎞⎠ 𝑑𝑒𝑓
= 𝑛𝑚. (3.73)

Порiвнюючи умови (3.68) i (3.73), неважко переконатись, що

𝑛𝑏 > 𝑛𝑚, ∀ ‖𝜎‖𝑣 ∈ [0,∞), lim
‖𝜎‖𝑣→∞

(𝑛𝑏 − 𝑛𝑚) = ∞,

тобто умова (3.73) є менш строгою, нiж умова (3.68). Тепер порiвняємо оцiнки

(3.72) i (3.69) для залишкових членiв при 𝑛 > 𝑛𝑏, тобто коли обидвi оцiнки об-

ґрунтованi. Для того щоб зробити це порiвняння коректним, треба у формулi

(3.70) (див.(3.59)) вилучити другий доданок з виразу для

𝜆(2)𝑛 =

1∫︁
0

𝑢(0)𝑛 (𝑥)

1∫︁
0

𝑔𝑛,1(𝑥, 𝜉)𝑢
(0)
𝑛 (𝜉)𝑑𝜎(𝜉)𝑑𝜎(𝑥)+

+

1∫︁
0

𝑢(0)𝑛 (𝑥)

1∫︁
0

𝑔𝑛,2(𝑥, 𝜉)𝑢
(0)
𝑛 (𝜉)𝑑𝜎(𝜉)𝑑𝜎(𝑥) = 𝜆

(2)
𝑛,1 + 𝜆

(2)
𝑛,2

i об’єднати його з 𝑅(3)
𝑛 . Тодi, як не важко переконатись, одержуємо рiвнiсть

𝜈
′

𝑛,2(𝜎) = 𝑅(3)
𝑛 + 𝜆

(2)
𝑛,2,

з якої випливає оцiнка⃒⃒⃒
𝜈

′

𝑛,2(𝜎)
⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒
𝑅(3)
𝑛

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝜆
(2)
𝑛,2

⃒⃒⃒
≤

‖𝜎‖𝑣 𝑟2𝑛,1
3
√
𝜋(1− 𝑟𝑛,1)

+
‖𝜎‖2𝑣
(𝑛𝜋)2

𝑑𝑒𝑓
= 𝛾𝑚(𝑛, ‖𝜎‖𝑣).
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Шляхом елементарних викладок переконуємось, що

𝛾𝑏(𝑛, ‖𝜎‖𝑣) > 𝛾𝑚(𝑛, ‖𝜎‖𝑣), ∀ ‖𝜎‖𝑣 ≥ 0.

Зауваження 3.3. Отже, показано, що дослiдження точностi FD-методу

другого рангу може бути бiльш ефективним, нiж пiдхiд, запропонований

у пунктi 2.5 при доведеннi теореми 2.3 (див. [27, п.5]). Наведене порiвнян-

ня оцiнок залишкового члену згаданого асимптотичного розкладу Виноку-

рова В.А., Садовничого В.А. з теореми 1 в [8] та залишкового члену FD-

методу другого рангу згiдно з теоремою 3.4 показало, що FD-метод другого

рангу дає кращi теоретичнi оцiнки.

Приклад 3. Розглянемо задачу (3.56) з потенцiалом 𝑞 (𝑥) = 𝛿 (𝑥− 𝑥1)

для випадку 𝑞 (𝑥) ≡ 0, де 𝑥1 є дiйсне число та 𝑥1 ∈ (0, 1). Задача (3.56) iз

𝑥1 =
1
2 була дослiджена в пунктi 2.5 ( [27, п.5]). В даному випадку FD-метод

є таким, що точно реалiзується (див. [145]).

Введемо позначення:

𝐼0 (𝑥) = 𝑔𝑛 (𝑡, 𝑎) , 𝐼𝑗 (𝑥) =

∫︁ 1

0
𝑔𝑛 (𝑥, 𝑡) 𝐼𝑗−1 (𝑡) 𝑑𝑡, 𝑗 = 1, 2, ... .

Використаємо фiльтруючу властивiсть («sifting» або «sampling property»)

дельта-функцiї Дiрака (див., напр., [157, §1.17]) для довiльної функцiї

𝑓 (𝑥) ∈ 𝐶 [0, 1]: ∫︁ 1

0
𝑓 (𝑥) 𝛿 (𝑥− 𝑥1) 𝑑𝑥 = 𝑓 (𝑥1) , 𝑥1 ∈ (0, 1) .

Тодi згiдно з (3.61) отримаємо формули для поправок до власних значень:

𝜆(1)𝑛 =
[︁
𝑢(0)𝑛 (𝑥1)

]︁2
, 𝜆(2)𝑛 =

[︁
𝑢(0)𝑛 (𝑥1)

]︁2
𝐼0 (𝑥1) ,

𝜆(3)𝑛 =
[︁
𝑢(0)𝑛 (𝑥1)

]︁2(︂
−
[︁
𝑢(0)𝑛 (𝑥1)

]︁2
𝐼1 (𝑥1) + [𝐼0 (𝑥1)]

2

)︂
,

𝜆(4)𝑛 =
[︁
𝑢(0)𝑛 (𝑥1)

]︁2(︂[︁
𝑢(0)𝑛 (𝑥1)

]︁4
𝐼2 (𝑥1)−3

[︁
𝑢(0)𝑛 (𝑥1)

]︁2
𝐼0 (𝑥1) 𝐼1 (𝑥1)+[𝐼0 (𝑥1)]

3

)︂
,

𝜆(5)𝑛 =
[︁
𝑢(0)𝑛 (𝑥1)

]︁2(︂
−
[︁
𝑢(0)𝑛 (𝑥1)

]︁6
𝐼3 (𝑥1) +

[︁
𝑢(0)𝑛 (𝑥1)

]︁4
(4𝐼0 (𝑥1) 𝐼2 (𝑥1) +

+ 2 [𝐼1 (𝑥1)]
2
)︁
− 6

[︁
𝑢(0)𝑛 (𝑥1)

]︁2
[𝐼0 (𝑥1)]

2 𝐼1 (𝑥1) + [𝐼0 (𝑥1)]
4
)︁
.
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Вiзьмемо 𝑥1 =
1√
2
, тодi одержимо

𝐼0

(︂
1√
2

)︂
=

(︁√
2− 1

)︁
sin
(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁

2𝑛𝜋
+

cos
(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁
− 1

4𝑛2𝜋2
,

𝐼1

(︂
1√
2

)︂
=

(︁
3
√
2− 4

)︁
cos
(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁
+ 1

12𝑛2𝜋2
+

(︁√
2− 1

)︁
sin
(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁

4𝑛3𝜋3
+

+
3

16

cos
(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁
− 1

𝑛4𝜋4
,

𝐼2

(︂
1√
2

)︂
=−

(︁
2
√
2− 3

)︁
sin
(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁
+ 1

24𝑛3𝜋3
+

(︁
3
√
2− 4

)︁
cos
(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁
+ 1

16𝑛4𝜋4
+

+
3
(︁√

2− 1
)︁
sin
(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁

16𝑛5𝜋5
+

5

32

cos
(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁
− 1

𝑛6𝜋6
,

𝐼3

(︂
1√
2

)︂
=−

(︁
30
√
2− 43

)︁
cos
(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁
− 2

1440𝑛4𝜋4
−

(︁
2
√
2− 3

)︁
sin
(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁

24𝑛5𝜋5
+

+
5

96

(︁
3
√
2− 4

)︁
cos
(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁
+ 1

𝑛6𝜋6
+

5

32

(︁√
2− 1

)︁
sin
(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁

𝑛7𝜋7
+

+
35

256

cos
(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁
− 1

𝑛8𝜋8
.

Звiдси маємо аналiтичнi вирази для поправок до власних значень:

𝜆(1)𝑛 =1− cos
(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁
,

𝜆(2)𝑛 =

√
2− 1

4𝑛𝜋

[︁
2 sin

(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁
−sin

(︁
2𝜋𝑛

√
2
)︁]︁

+
1

8𝑛2𝜋2

[︁
4 cos

(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁
−

−cos
(︁
2𝜋𝑛

√
2
)︁
−3
]︁
,

𝜆(3)𝑛 =
1

48𝑛2𝜋2

[︁(︁
27−15

√
2
)︁
cos
(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁
−
(︁
36−24

√
2
)︁
cos
(︁
2𝜋𝑛

√
2
)︁
−

−
(︁
−13+9

√
2
)︁
cos
(︁
3𝜋𝑛

√
2
)︁
− 4
]︁
+

√
2− 1

8𝑛3𝜋3

[︁
−5 sin

(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁
+

+4 sin
(︁
2𝜋𝑛

√
2
)︁
− sin

(︁
3𝜋𝑛

√
2
)︁]︁

− 1

16𝑛4𝜋4

[︁
15 cos

(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁
−

−6 cos
(︁
2𝜋𝑛

√
2
)︁
+ cos

(︁
3𝜋𝑛

√
2
)︁
− 10

]︁
,

𝜆(4)𝑛 =
1

96𝑛3𝜋3

[︁(︁
33−26

√
2
)︁
sin
(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁
−
(︁
102−74

√
2
)︁
sin
(︁
2𝜋𝑛

√
2
)︁
+
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+
(︁
93−66

√
2
)︁
sin
(︁
3𝜋𝑛

√
2
)︁
−
(︁
27−19

√
2
)︁
sin
(︁
4𝜋𝑛

√
2
)︁]︁

+

+
1

128𝑛4𝜋4

[︁(︁
84
√
2−160

)︁
cos
(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁
+
(︁
260− 168

√
2
)︁
cos
(︁
2𝜋𝑛

√
2
)︁
+

+
(︁
−160 + 108

√
2
)︁
cos
(︁
3𝜋𝑛

√
2
)︁
+
(︁
35− 24

√
2
)︁
cos
(︁
4𝜋𝑛

√
2
)︁
+25

]︁
−

− 3

32𝑛5𝜋5

[︁
−14 sin

(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁
+14 sin

(︁
2𝜋𝑛

√
2
)︁
−6 sin

(︁
3𝜋𝑛

√
2
)︁
+

+ sin
(︁
4𝜋𝑛

√
2
)︁]︁ (︁√

2− 1
)︁
+

5

128𝑛6𝜋6

[︁
56 cos

(︁
𝜋𝑛

√
2
)︁
−28 cos

(︁
2𝜋𝑛

√
2
)︁
+

+ 8 cos
(︁
3𝜋𝑛

√
2
)︁
− cos

(︁
4𝜋𝑛

√
2
)︁
− 35

]︁
.

Як видно iз наведених виразiв, на вiдмiну вiд (2.68), поведiнка поправок до

власних значень є наступною: 𝜆
(𝑗)
𝑛 = 𝒪

(︀
𝑛−𝑗+1

)︀
, 𝑗 = 2, 3, ... . Символь-

нi перетворення та чисельнi розрахунки здiйснено за допомогою системи

комп’ютерної алгебри Maple 17 iз значенням системної змiнної Digits=50.

Точнi значення для перших чотирьох найменших власних значень є насту-

пними:

𝜆𝑒𝑥1 = 11.022523825094569772, 𝜆𝑒𝑥2 = 41.340740867782361817,

𝜆𝑒𝑥3 = 89.107123018325500435, 𝜆𝑒𝑥4 = 158.43248922006795733.

Чисельнi результати наведено в таблицi 3.1, а саме, абсолютнi похибки

наближень до власних значень |𝜆𝑒𝑥𝑛 −
𝑚

𝜆𝑛 |, 𝑛 = 1, 4, обчисленi за допомогою

FD-методу рангу 𝑚 = 1, 7. Як видно з результатiв розрахункiв, на практи-

Таблиця 3.1

Збiжнiсть FD-методу для власних значень 𝜆𝑛, 𝑛 = 1, 4

𝑚 |𝜆𝑒𝑥1 −
𝑚
𝜆1 | |𝜆𝑒𝑥2 −

𝑚
𝜆2 | |𝜆𝑒𝑥3 −

𝑚
𝜆3 | |𝜆𝑒𝑥4 −

𝑚
𝜆4 |

0 1.15291942 1.86232326 2.80683409 · 10−1 5.18818803 · 10−1

1 1.133359180 · 10−1 4.107077756 · 10−3 3.94803868 · 10−3 8.11115467 · 10−3

2 7.742232717 · 10−3 5.465997838 · 10−3 3.59081538 · 10−5 2.04583089 · 10−5

3 2.413263027 · 10−4 2.236100909 · 10−4 2.76880792 · 10−6 4.78997590 · 10−6

4 1.803276622 · 10−5 1.756773022 · 10−5 2.24957824 · 10−8 9.73463064 · 10−8

5 2.808138047 · 10−6 2.790308195 · 10−6 1.78267571 · 10−9 1.19558652 · 10−9

6 8.408097623 · 10−8 8.398954936 · 10−8 5.11881467 · 10−11 1.07278596 · 10−10

7 1.701810221 · 10−8 1.700439254 · 10−8 7.05364768 · 10−13 1.69101311 · 10−12



84

цi FD-метод збiгається для всiх 𝑛, включаючи 𝑛 = 1, тодi як умова (3.65)

з теореми 3.4 виконується при 𝑛 ≥ 2.

3.2.2 Загальна схема FD-методу з 𝑞(𝑥) ̸≡ 0. Якщо умова (3.65) не

виконується, то треба застосувати загальну схему FD-методу. Розглянемо цей

випадок в даному пiдпунктi. З цiєю метою занурюємо задачу (3.56) у бiльш

загальну:

𝜕2𝑢 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+

⎧⎨⎩𝜆 (𝑡)−
𝑘∑︁
𝑝=1

𝛾𝑝𝛿 (𝑥− 𝑥𝑝)− 𝜓′ (𝑥)−

−𝑡
[︁
𝜓′ (𝑥)− 𝜓′ (𝑥)

]︁}︁
𝑢 (𝑥, 𝑡) = 0,

𝑥 ∈ (0, 1) , 𝑢 (0, 𝑡) = 𝑢 (1, 𝑡) = 0,

(3.74)

де 𝜓 (𝑥) – абсолютно неперервна функцiя, 𝜓 (𝑥) – її кусково-лiнiйне набли-

ження,

𝜓 (𝑥) = 𝜓 (𝑥𝑝)
𝑥𝑝+1 − 𝑥

𝑥𝑝+1 − 𝑥𝑝
+ 𝜓 (𝑥𝑝+1)

𝑥− 𝑥𝑝
𝑥𝑝+1 − 𝑥𝑝

,

𝜓′ (𝑥) = 𝜓𝑥,𝑝 =
𝜓 (𝑥𝑝+1)− 𝜓 (𝑥𝑝)

𝑥𝑝+1 − 𝑥𝑝
,

𝑥 ∈ [𝑥𝑝, 𝑥𝑝+1] , 𝑝 = 0, 𝑘,

0 = 𝑥0 < 𝑥1 < ... < 𝑥𝑘+1 = 1.

Розв’язок (3.74) шукаємо у виглядi рядiв

𝑢𝑛 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥) 𝑡𝑗, 𝜆𝑛 (𝑡) =
∞∑︁
𝑗=0

𝜆(𝑗)𝑛 𝑡
𝑗. (3.75)

Пiдставимо формально ряди (3.75) в (3.74) i прирiвняємо коефiцiєнти при

однакових степенях 𝑡. Отримуємо рекурентну послiдовнiсть крайових задач:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐿
(0)
𝑛 𝑢

(𝑗+1)
𝑛 (𝑥) ≡ 𝑑2𝑢

(𝑗+1)
𝑛 (𝑥)
𝑑𝑥2 +

+

{︃
𝜆
(0)
𝑛 −

𝑘∑︀
𝑝=1

𝛾𝑝𝛿 (𝑥− 𝑥𝑝)− 𝜓′ (𝑥)

}︃
𝑢
(𝑗+1)
𝑛 (𝑥) =

=−
𝑗∑︀
𝑙=0

𝜆
(𝑗+1−𝑙)
𝑛 𝑢

(𝑙)
𝑛 (𝑥)+

[︁
𝜓′ (𝑥)− 𝜓′ (𝑥)

]︁
𝑢
(𝑗)
𝑛 (𝑥) ≡

≡ −𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝑥) , 𝑥 ∈ (0, 1) ,

𝑢
(𝑗+1)
𝑛 (0) = 𝑢

(𝑗+1)
𝑛 (1) = 0,

(3.76)
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𝜆(𝑗+1)
𝑛 =

1∫︁
0

𝑢(0)𝑛 (𝑥)
[︁
𝜓′ (𝑥)− 𝜓′ (𝑥)

]︁
𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥) 𝑑𝑥, (3.77)

1∫︁
0

𝑢(0)𝑛 (𝑥)𝑢(𝑗+1)
𝑛 (𝑥) 𝑑𝑥 = 0, (3.78)

𝑗 = 0, 1, ... .

Тут пара
{︁
𝜆
(0)
𝑛 , 𝑢

(0)
𝑛 (𝑥)

}︁
= {𝜆𝑛 (0) , 𝑢𝑛 (0)} – розв’язок базової задачi:

𝜕2𝑢
(0)
𝑛 (𝑥)

𝜕𝑥2
+

⎧⎨⎩𝜆(0)𝑛 −
𝑘∑︁
𝑝=1

𝛾𝑝𝛿 (𝑥− 𝑥𝑝)− 𝜓′ (𝑥)

⎫⎬⎭𝑢(0)𝑛 (𝑥) = 0, 𝑥 ∈ (0, 1) ,

𝑢(0)𝑛 (0) = 𝑢(0)𝑛 (1) = 0.

(3.79)

Достатнi умови збiжностi для рядiв (3.75) при 𝑡 = 1, де 𝑢𝑛 (𝑥) = 𝑢𝑛 (𝑥, 1),

𝜆𝑛 = 𝜆𝑛 (1) , 𝑛 = 1, 2, ..., будуть наведенi нижче. Але спочатку наведемо

алгоритмiчну реалiзацiю FD-методу.

Запишемо задачу (3.79) в iншому виглядi

𝜕2𝑢
(0)
𝑛 (𝑥)

𝜕𝑥2
+
{︁
𝜆(0)𝑛 − 𝜓′(𝑥)

}︁
𝑢(0)𝑛 (𝑥) = 0,

𝑥 ∈ (0, 𝑥1) ∪ (𝑥1, 𝑥2) ∪ ... ∪ (𝑥𝑘, 1) ,

𝑢(0)𝑛 (0) = 𝑢(0)𝑛 (1) = 0,

(3.80)

[︁
𝑢
(0)
𝑛 (𝑥)

]︁
𝑥=𝑥𝑝

= 𝑢
(0)
𝑛 (𝑥𝑝 + 0)− 𝑢

(0)
𝑛 (𝑥𝑝 − 0) = 0,[︁

𝑑𝑢
(0)
𝑛 (𝑥)
𝑑𝑥

]︁
𝑥=𝑥𝑝

=
𝑑𝑢

(0)
𝑛 (𝑥𝑝+0)
𝑑𝑥 − 𝑑𝑢

(0)
𝑛 (𝑥𝑝−0)
𝑑𝑥 = 𝛾𝑝𝑢

(0)
𝑛 (𝑥𝑝) ,

𝑝 = 1, 𝑘. (умови спряження)

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ (3.81)

Розв’язками рiвняння (3.80) на промiжках [𝑥𝑝, 𝑥𝑝+1) , 𝑝 = 0, 𝑘 − 1 та [𝑥𝑘, 1]

будуть

𝑢(0)𝑛 (𝑥) =𝐴(0)
𝑝,𝑛 sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝 (𝑥− 𝑥𝑝)

)︂
+

+𝐵(0)
𝑝,𝑛 cos

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝 (𝑥− 𝑥𝑝)

)︂
, 𝑥 ∈ [𝑥𝑝, 𝑥𝑝+1) , 𝑝 = 0, 𝑘 − 1, 𝐵

(0)
0,𝑛 = 0,

𝑢(0)𝑛 (𝑥) = 𝐴
(0)
𝑘,𝑛 sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘 (1− 𝑥)

)︂
, 𝑥 ∈ [𝑥𝑘, 1] ,
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де

𝜇(0)𝑛,𝑝 = 𝜆(0)𝑛 − 𝜓𝑥,𝑝, 𝑝 = 0, 𝑘.

Визначення сталих 𝐴(0)
𝑝,𝑛, 𝑝 = 0, 𝑘, 𝐵

(0)
𝑝,𝑛, 𝑝 = 1, 𝑘 − 1 здiйснюємо за допомогою

використання умов спряження (3.81), якi приводять до однорiдної системи:

− 𝐴
(0)
𝑝−1,𝑛 sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝−1 (𝑥𝑝 − 𝑥𝑝−1)

)︂
−

−𝐵
(0)
𝑝−1,𝑛 cos

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝−1 (𝑥𝑝 − 𝑥𝑝−1)

)︂
+𝐵(0)

𝑝,𝑛 = 0,

− 𝐴
(0)
𝑝−1,𝑛

√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝−1 cos

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝−1 (𝑥𝑝 − 𝑥𝑝−1)

)︂
+

+𝐵
(0)
𝑝−1,𝑛

√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝−1 sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝−1 (𝑥𝑝 − 𝑥𝑝−1)

)︂
+

+

√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝𝐴

(0)
𝑝,𝑛 − 𝛾𝑝𝐵

(0)
𝑝,𝑛 = 0, 𝑝 = 1, 𝑘 − 1, 𝐵

(0)
0,𝑛 = 0, (3.82)

− 𝐴
(0)
𝑘−1,𝑛 sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘−1 (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)

)︂
−

−𝐵
(0)
𝑘−1,𝑛 cos

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘−1 (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)

)︂
+

+ 𝐴
(0)
𝑘,𝑛 sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘 (1− 𝑥𝑘)

)︂
= 0,

− 𝐴
(0)
𝑘−1,𝑛

√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘−1 cos

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘−1 (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)

)︂
+

+𝐵
(0)
𝑘−1,𝑛

√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘−1 sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘−1 (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)

)︂
−

− 𝐴
(0)
𝑘,𝑛

[︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘 cos

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘 (1− 𝑥𝑘)

)︂
+

+𝛾𝑘 sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘 (1− 𝑥𝑘)

)︂]︂
= 0.

Шукаємо коренi визначникаΔ
(︁
𝜆
(0)
𝑛

)︁
системи (3.82) вiдмiннi вiд 𝜓𝑥,𝑝, 𝑝 = 0, 𝑘.

Кожне власне значення задачi (3.80)-(3.81) є нулем визначника Δ
(︁
𝜆
(0)
𝑛

)︁
кра-

тностi 1. Власнi значення утворюють монотонно зростаючу до нескiнченностi

послiдовнiсть 𝜆(0)1 < 𝜆
(0)
2 < ... < 𝜆

(0)
𝑛 < ....
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Розв’язок системи (3.82) для конкретного значення 𝜆(0)𝑛 знаходиться з то-

чнiстю до сталої, яку визначаємо з умови нормування

⃦⃦⃦
𝑢(0)𝑛

⃦⃦⃦
0
=

⎧⎨⎩
1∫︁

0

[︁
𝑢(0)𝑛 (𝑥)

]︁2
𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
2

= 1.

Послiдовнiсть нормованих власних функцiй
{︁
𝑢
(0)
𝑛 (𝑥)

}︁∞

𝑛=1
утворює повну ор-

тонормовану систему в 𝐿2 [0, 1]. Наведенi факти випливають з результатiв

роздiлу 12 в [1].

Перейдемо до розв’язання рекурентної послiдовностi задач (3.76)-(3.78).

Спочатку запишемо її в еквiвалентнiй формi:

𝐿̂(0)
𝑛 𝑢(𝑗+1)

𝑛 (𝑥) ≡ 𝑑2𝑢
(𝑗+1)
𝑛 (𝑥)

𝑑𝑥2
+ 𝜇(0)𝑛 𝑢(𝑗+1)

𝑛 (𝑥) = −𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝑥) ,

𝑥 ∈ (0, 𝑥1) ∪ (𝑥1, 𝑥2) ∪ ... ∪ (𝑥𝑘, 1) ,

𝜇(0)𝑛 (𝑥) = 𝜇(0)𝑛,𝑝, 𝑥 ∈ (𝑥𝑝, 𝑥𝑝+1) , 𝑝 = 0, 𝑘, (3.83)

𝑢(𝑗+1)
𝑛 (0) = 𝑢(𝑗+1)

𝑛 (1) = 0,[︁
𝑢
(𝑗+1)
𝑛 (𝑥)

]︁
𝑥=𝑥𝑝

= 0,[︁
𝑑𝑢

(𝑗+1)
𝑛 (𝑥)
𝑑𝑥

]︁
𝑥=𝑥𝑝

= 𝛾𝑝𝑢
(𝑗+1)
𝑛 (𝑥𝑝) , 𝑝 = 1, 𝑘.

⎫⎪⎬⎪⎭ (умови

спряження)

Розв’язок системи (3.83) подається у виглядi:

𝑢(𝑗+1)
𝑛 (𝑥) = 𝐴(𝑗+1)

𝑝,𝑛 sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝 (𝑥− 𝑥𝑝)

)︂
+𝐵(𝑗+1)

𝑝,𝑛 cos

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝 (𝑥− 𝑥𝑝)

)︂
−

−
𝑥∫︁

𝑥𝑝

sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝 (𝑥− 𝜉)

)︂
√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝

𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝜉) 𝑑𝜉, 𝑥∈ [𝑥𝑝, 𝑥𝑝+1) , 𝑝 = 0,𝑘 − 1, 𝐵

(𝑗+1)
0,𝑛 =0,

𝑢(𝑗+1)
𝑛 (𝑥)=𝐴

(𝑗+1)
𝑘,𝑛 sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘 (1− 𝑥)

)︂
+

+

1∫︁
𝑥

sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘 (𝑥− 𝜉)

)︂
√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘

𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝜉) 𝑑𝜉, 𝑥 ∈ [𝑥𝑘, 1] .
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Враховуючи умови спряження, для визначення сталих 𝐴
(𝑗+1)
𝑝,𝑛 , 𝐵

(𝑗+1)
𝑝,𝑛 з

(3.83) одержуємо таку систему:

− 𝐴
(𝑗+1)
𝑝−1,𝑛sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝−1 (𝑥𝑝−𝑥𝑝−1)

)︂
−𝐵(𝑗+1)

𝑝−1,𝑛cos

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝−1 (𝑥𝑝−𝑥𝑝−1)

)︂
+

+𝐵(𝑗+1)
𝑝,𝑛 = −

𝑥𝑝∫︁
𝑥𝑝−1

sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝−1 (𝑥𝑝 − 𝜉)

)︂
√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝−1

𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝜉) 𝑑𝜉,

− 𝐴
(𝑗+1)
𝑝−1,𝑛

√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝−1 cos

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝−1 (𝑥𝑝 − 𝑥𝑝−1)

)︂
+𝐵

(𝑗+1)
𝑝−1,𝑛

√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝−1×

× sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝−1 (𝑥𝑝−𝑥𝑝−1)

)︂
+

√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝𝐴

(𝑗+1)
𝑝,𝑛 −𝛾𝑝𝐵(𝑗+1)

𝑝,𝑛 =

= −
𝑥𝑝∫︁

𝑥𝑝−1

cos

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝−1 (𝑥𝑝 − 𝜉)

)︂
𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝜉) 𝑑𝜉,

𝑝 = 1, 𝑘−1, 𝐵
(𝑗+1)
0,𝑛 =0, (3.84)

− 𝐴
(𝑗+1)
𝑘−1,𝑛 sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘−1 (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)

)︂
−𝐵

(𝑗+1)
𝑘−1,𝑛 cos

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘−1 (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)

)︂
+

+ 𝐴
(𝑗+1)
𝑘,𝑛 sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘 (1− 𝑥𝑘)

)︂
= −

1∫︁
𝑥𝑘

sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘 (𝑥𝑘 − 𝜉)

)︂
√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘

𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝜉) 𝑑𝜉−

−
𝑥𝑘∫︁

𝑥𝑘−1

sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘−1 (𝑥𝑘 − 𝜉)

)︂
√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘−1

𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝜉) 𝑑𝜉,

− 𝐴
(𝑗+1)
𝑘−1,𝑛

√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘−1 cos

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘−1 (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)

)︂
+𝐵

(𝑗+1)
𝑘−1,𝑛

√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘−1×

× sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘−1 (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)

)︂
− 𝐴

(𝑗+1)
𝑘,𝑛

[︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘 cos

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘 (1− 𝑥𝑘)

)︂
+

+𝛾𝑘 sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘 (1− 𝑥𝑘)

)︂]︂
= −

1∫︁
𝑥𝑘

cos

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘 (𝑥𝑘 − 𝜉)

)︂
𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝜉) 𝑑𝜉−

−
𝑥𝑘∫︁

𝑥𝑘−1

cos

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘−1 (𝑥𝑘−𝜉)

)︂
𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝜉) 𝑑𝜉+𝛾𝑘

1∫︁
𝑥𝑘

sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘 (𝑥𝑘 − 𝜉)

)︂
√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘

𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝜉)𝑑𝜉.
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Матриця системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (3.84) є виродженою,

оскiльки вона спiвпадає з матрицею системи (3.82). Для того щоб вона мала

розв’язок, необхiдно i достатньо, щоб її вектор правих частин був ортого-

нальним до власного вектора спряженої матрицi.

Введемо вектори

𝑌⃗ (𝑗+1)
𝑛 =

⎧⎨⎩𝐴(𝑗+1)
0,𝑛 , 𝐴

(𝑗+1)
1,𝑛 , 𝐵

(𝑗+1)
1,𝑛⏟  ⏞  , ..., 𝐴(𝑗+1)

𝑘−1,𝑛, 𝐵
(𝑗+1)
𝑘−1,𝑛⏟  ⏞  , 𝐴(𝑗+1)

𝑘,𝑛

⎫⎬⎭
𝑇

,

𝐻⃗(𝑗+1)
𝑛 =

{︁
𝐻⃗(𝑗+1)
𝑛,𝑝

}︁𝑇
𝑝=1,𝑘

,

𝐻⃗(𝑗+1)
𝑛,𝑝 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩−
𝑥𝑝∫︁

𝑥𝑝−1

sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝−1 (𝑥𝑝 − 𝜉)

)︂
√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝−1

𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝜉) 𝑑𝜉,

−
𝑥𝑝∫︁

𝑥𝑝−1

cos

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑝−1 (𝑥𝑝 − 𝜉)

)︂
𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝜉) 𝑑𝜉

⎫⎪⎬⎪⎭, 𝑝 = 1, 𝑘−1,

𝐻⃗
(𝑗+1)
𝑛,𝑘 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩−
1∫︁

𝑥𝑘

sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘 (𝑥𝑘 − 𝜉)

)︂
√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘

𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝜉) 𝑑𝜉

−
𝑥𝑘∫︁

𝑥𝑘−1

sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘−1 (𝑥𝑘 − 𝜉)

)︂
√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘−1

𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝜉) 𝑑𝜉,

−
1∫︁

𝑥𝑘

cos

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘 (𝑥𝑘 − 𝜉)

)︂
𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝜉) 𝑑𝜉−

−
𝑥𝑘∫︁

𝑥𝑘−1

cos

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘−1 (𝑥𝑘−𝜉)

)︂
𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝜉)𝑑𝜉+

+𝛾𝑘

1∫︁
𝑥𝑘

sin

(︂√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘 (𝑥𝑘 − 𝜉)

)︂
√︁
𝜇
(0)
𝑛,𝑘

𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝜉) 𝑑𝜉

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
i позначимо матрицю системи (3.82) через 𝐷𝑛, тодi системи (3.82), (3.84) мо-
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жна зобразити у виглядi

𝐷𝑛𝑌⃗
(0)
𝑛 = 0⃗, 𝐷𝑛𝑌⃗

(𝑗+1)
𝑛 = 𝐻⃗(𝑗+1)

𝑛 , 𝑗 = 0, 1, ... . (3.85)

Нехай 𝑍⃗𝑇
𝑛 – власний вектор-рядок, що вiдповiдає нульовому власному зна-

ченню матрицi 𝐷𝑛, тобто

𝑍⃗𝑇
𝑛𝐷𝑛 = 0⃗.

Тодi необхiдною i достатньою умовою розв’язностi системи (3.85) буде

𝑍⃗𝑇
𝑛 𝐻⃗

(𝑗+1)
𝑛 = 0. (3.86)

Легко показати, що умова (3.86) еквiвалентна iнтегральнiй умовi вигляду

1∫︁
0

𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝑥)𝑢(0)𝑛 (𝑥) 𝑑𝑥 = 0. (3.87)

З умови (3.87), або, що те ж саме, з умови (3.86), знаходимо

𝜆(𝑗+1)
𝑛 =−

𝑗∑︁
𝑝=1

𝜆(𝑗−𝑝+1)
𝑛

1∫︁
0

𝑢(0)𝑛 (𝑥)𝑢(𝑝)𝑛 (𝑥) 𝑑𝑥+

+

1∫︁
0

𝑢(0)𝑛 (𝑥)
[︁
𝜓′ (𝑥)−𝜓′ (𝑥)

]︁
𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥) 𝑑𝑥.

(3.88)

Оскiльки розв’язок системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (3.85) знаходиться

з точнiстю до сталої, то з точнiстю до сталої визначається 𝑢(𝑗+1)
𝑛 (𝑥), останню

знаходимо з умови ортогональностi (3.78). Тодi формула (3.88) спрощується

до вигляду (3.77).

Викладене вище є основою реалiзацiї FD-методу, але є досить незручним

для встановлення достатнiх умов його збiжностi та одержання оцiнок його

точностi (апрiорно-апостерiорних).

Використовуючи повноту в 𝐿2 [0, 1] ортонормованої системи
{︁
𝑢
(0)
𝑛 (𝑥)

}︁∞

𝑛=1
,

запишемо розв’язок задачi (3.76) у виглядi

𝑢(𝑗+1)
𝑛 (𝑥) = −

∞∑︁
𝑝=1
𝑝̸=𝑛

1∫︁
0

𝐹 (𝑗+1)
𝑛 (𝜉)𝑢(0)𝑝 (𝜉) 𝑑𝜉

𝑢
(0)
𝑝 (𝑥)

𝜆
(0)
𝑛 − 𝜆

(0)
𝑝

.
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Звiдси одержуємо оцiнку⃦⃦⃦
𝑢(𝑗+1)
𝑛

⃦⃦⃦
≤𝑀𝑛

⃦⃦⃦
𝐹 (𝑗+1)
𝑛

⃦⃦⃦
≤

≤𝑀𝑛

{︃
𝑗∑︁
𝑙=1

⃒⃒⃒
𝜆(𝑗+1−𝑙)
𝑛

⃒⃒⃒ ⃦⃦⃦
𝑢(𝑙)𝑛

⃦⃦⃦
+
⃦⃦⃦[︁
𝜓′ (𝑥)−𝜓′ (𝑥)

]︁
𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥)

⃦⃦⃦}︃
, (3.89)

де

𝑀𝑛 = max

{︃
1

𝜆
(0)
𝑛 − 𝜆

(0)
𝑛−1

,
1

𝜆
(0)
𝑛+1 − 𝜆

(0)
𝑛

}︃
. (3.90)

Введемо функцiю

𝜔 (𝜓′) = max
0≤𝑝≤𝑘

max
𝑥∈[𝑥𝑝,𝑥𝑝+1]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑥𝑝+1∫︁
𝑥𝑝

𝜓′ (𝑥)− 𝜓′ (𝑡)

𝑥𝑝+1 − 𝑥𝑝
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ .

Тодi з (3.77), (3.89) одержуємо оцiнки

⃦⃦⃦
𝑢(𝑗+1)
𝑛

⃦⃦⃦
≤𝑀𝑛

{︃
𝑗∑︁
𝑙=1

⃒⃒⃒
𝜆(𝑗+1−𝑙)
𝑛

⃒⃒⃒ ⃦⃦⃦
𝑢(𝑙)𝑛

⃦⃦⃦
+ 𝜔 (𝜓′)

⃦⃦⃦
𝑢(𝑗)𝑛

⃦⃦⃦}︃
,⃒⃒⃒

𝜆(𝑗+1)
𝑛

⃒⃒⃒
≤ 𝜔 (𝜓′)

⃦⃦⃦
𝑢(𝑗)𝑛

⃦⃦⃦
,

(3.91)

якi приводять до наступної нерiвностi

⃦⃦⃦
𝑢(𝑗+1)
𝑛

⃦⃦⃦
≤𝑀𝑛𝜔 (𝜓′)

𝑗∑︁
𝑙=0

⃦⃦⃦
𝑢(𝑗−𝑙)𝑛

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑢(𝑙)𝑛

⃦⃦⃦
. (3.92)

Розв’язок нерiвностi (3.92) одержуємо з використанням методу твiрних фун-

кцiй аналогiчно до пункту 3.2.1 i вiн матиме вигляд (див. також [146])⃦⃦⃦
𝑢(𝑗+1)
𝑛

⃦⃦⃦
≤ (4𝑀𝑛𝜔 (𝜓′))

𝑗+1
2
(2𝑗 + 1)!!

(2𝑗 + 4)!!
≤ 𝑟𝑗+1

𝑛

(𝑗 + 2)
√︀
𝜋 (𝑗 + 1)

. (3.93)

де 𝑟𝑗+1
𝑛 = 4𝑀𝑛𝜔 (𝜓′). Використовуючи оцiнку (3.93), iз (3.91) отримуємо вiд-

повiдну оцiнку для власних значень⃒⃒⃒
𝜆(𝑗+1)
𝑛

⃒⃒⃒
≤ 𝜔 (𝜓′) 𝑟𝑗𝑛 2

(2𝑗 − 1)!!

(2𝑗 + 2)!!
≤ 𝜔 (𝜓′)

𝑟𝑗𝑛
(𝑗 + 1)

√
𝜋𝑗
. (3.94)

Одержанi оцiнки (3.93), (3.94) переконують у справедливостi такої теоре-

ми
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Теорема 3.5. Нехай

𝜎 (𝑥) =
𝑘∑︁
𝑝=0

𝛾𝑝H(𝑥− 𝑥𝑝) + 𝜓 (𝑥) (3.95)

i виконується умова

𝑟𝑛
𝑑𝑒𝑓
= 4𝑀𝑛𝜔 (𝜓′) < 1, (3.96)

тодi FD-метод для задачi Штурма-Лiувiлля (3.74), (3.95) експоненцiально

збiгається i справедливими є такi оцiнки його точностi:⃦⃦⃦
𝑢𝑛 −

𝑚
𝑢𝑛

⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑢𝑛 − 𝑚∑︁

𝑗=0

𝑢(𝑗)𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ≤ 𝑟𝑚+1

𝑛

(𝑚+ 2)
√︀
𝜋 (𝑚+ 1) (1− 𝑟𝑛)

, (3.97)

⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑛 −

𝑚

𝜆𝑛

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜆𝑛 − 𝑚∑︁

𝑗=0

𝜆(𝑗)𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝜔 (𝜓′) 𝑟𝑚𝑛

(𝑚+ 1)
√
𝜋𝑚 (1− 𝑟𝑛)

. (3.98)

Зауваження 3.4. Для того щоб визначити поведiнку 𝑟𝑛 вiдносно 𝑛, скори-

стаємось формулою (3.90) та теоремою 3.4. Тодi для знаменникiв iз (3.90)

маємо нерiвностi

𝜆(0)𝑛 − 𝜆
(0)
𝑛−1 = 𝜋2 (2𝑛− 1)+

+ 2
𝑘∑︁
𝑝=1

𝛾𝑝
[︀
sin2 (𝑛𝜋𝑥𝑝)− sin2 ((𝑛− 1)𝜋𝑥𝑝)

]︀
+𝑅(2)

𝑛 −𝑅
(2)
𝑛−1 ≥

≥ 𝜋2 (2𝑛− 1)− 4
𝑘∑︁
𝑝=1

|𝛾𝑝| −
2
∑︀𝑘

𝑝=1 |𝛾𝑝|
2
√
𝜋

[︂
𝑟𝑛

1− 𝑟𝑛
+

𝑟𝑛−1

1− 𝑟𝑛−1

]︂
,

𝜆
(0)
𝑛+1 − 𝜆(0)𝑛 ≥ 𝜋2 (2𝑛+ 1)− 4

𝑘∑︁
𝑝=1

|𝛾𝑝| −
∑︀𝑘

𝑝=1 |𝛾𝑝|√
𝜋

[︂
𝑟𝑛+1

1− 𝑟𝑛+1
+

𝑟𝑛
1− 𝑟𝑛

]︂
,

якi є cправедливими при умовi (3.65) з теореми 3.4, тобто оцiнки (3.97),

(3.98) i (3.66), (3.67) з теореми 3.4, грубо кажучи, будуть мати мiсце при

однаковому обмеженнi на 𝑛. Однак, 𝑟𝑛 має ще резерв послаблення обмеже-

ння на 𝑛 аж до його повного виключення. Цей резерв полягає у наявностi

в 𝑟𝑛 множника 𝜔 (𝜓′), який буде вiдiгравати свою роль, якщо мiнiмальний

клас гладкостi, якому повинна належати функцiя 𝜓′ (𝑥), є клас кусково-

неперервних функцiй 𝑄0 [0, 1], або, iншими словами, 𝜓 (𝑥) є неперервною

кусково-гладкою функцiєю: 𝜓 (𝑥) ∈ 𝐶 [0, 1] ∩𝑄1 [0, 1].
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Зауваження 3.5. При виконаннi умов теореми 3.5 ряди (3.75) є абсолютно

збiжними при |𝑡|≤1 та справедливими є спiввiдношення: 𝑢𝑛 (𝑥)=𝑢𝑛 (𝑥, 1)=∑︀∞
𝑗=0 𝑢

(𝑗)
𝑛 (𝑥), 𝜆𝑛=𝜆𝑛 (1)=

∑︀∞
𝑗=0 𝜆

(𝑗)
𝑛 .

Приклад 4. Розглянемо задачу (3.56) з потенцiалом 𝑞 (𝑥) = 𝛿
(︀
𝑥− 1

2

)︀
+100𝑥

i застосуємо до неї FD-метод: a) без подiлу iнтервалу (0, 1) (𝜓′(𝑥) ≡ 0,

𝑘 = 1, 𝑥1 = 1
2, 𝛾1 = 1); б) з подiлом iнтервалу (0, 1) на два пiдiнтервали

(𝜓′(𝑥) ̸≡ 0, 𝑘 = 1, 𝑥1 =
1
2, 𝛾1 = 1); в) з подiлом iнтервалу (0, 1) на чотири

пiдiнтервали (𝜓′(𝑥) ̸≡ 0, 𝑘 = 3, 𝑥𝑝 =
𝑝
4 , 𝑝 = 1, 3, 𝛾1 = 0, 𝛾2 = 1, 𝛾3 = 0).

Таблиця 3.2

Збiжнiсть FD-методу для власного значення 𝜆1

𝑚 а) 𝜓′(𝑥) ≡ 0, 𝑘 = 1,⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑒𝑥1 −

𝑚
𝜆1

⃒⃒⃒⃒ б) 𝜓′(𝑥) ̸≡ 0, 𝑘 = 1,⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑒𝑥1 −

𝑚
𝜆1

⃒⃒⃒⃒ в) 𝜓′(𝑥) ̸≡ 0, 𝑘 = 3,⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑒𝑥1 −

𝑚
𝜆1

⃒⃒⃒⃒
0 39.79669103 2.270616222 2.168801379 · 10−1

1 10.20330897 8.341737964 · 10−1 6.083140294 · 10−2

2 2.135818380 1.901098870 · 10−2 5.300909434 · 10−5

3 2.135818380 3.157060409 · 10−3 4.333553271 · 10−6

4 1.226920389 2.930165507 · 10−4 1.367746278 · 10−8

5 1.226920389 2.102813177 · 10−5 5.850330410 · 10−10

6 9.509541771 · 10−1 4.743628885 · 10−6 3.835005760 · 10−12

7 9.509541771 · 10−1 5.240882809 · 10−8 9.702842701 · 10−14

8 8.506978298 · 10−1 7.286716281 · 10−8 1.229092383 · 10−15

9 8.506978298 · 10−1 2.930256199 · 10−9 1.865391361 · 10−17

10 8.276761403 · 10−1 1.032042190 · 10−9 4.064792983 · 10−19

11 8.276761403 · 10−1 1.038538699 · 10−10 3.423104476 · 10−21

12 8.508842593 · 10−1 1.221151730 · 10−11 1.238050539 · 10−22

13 8.508842593 · 10−1 2.481662360 · 10−12 3.497226425 · 10−25

14 9.094304891 · 10−1 8.479672332 · 10−14 3.323469489 · 10−26

15 9.094304891 · 10−1 4.980766446 · 10−14 1.068874105 · 10−28

16 1.000506593 1.155397490 · 10−15 7.886548397 · 10−30

17 1.000506593 8.676674901 · 10−16 9.000481917 · 10−32

18 1.125540512 6.964067548 · 10−17 1.660871600 · 10−33

19 1.125540512 1.270480995 · 10−17 4.098653028 · 10−35

20 1.288866993 2.045466355 · 10−18 2.760733186 · 10−37

Обчислення проводилися за допомогою системи комп’ютерної алгебри
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Maple 17 iз значенням системної змiнної Digits=100. Найменше точне

власне значення розглянутої задачi є таким

𝜆𝑒𝑥1 = 51.56855019480048558891973935119068439085.

В таблицi 3.2 наведено результати розрахункiв, а саме абсолютнi похиб-

ки наближень |𝜆𝑒𝑥1 −
𝑚

𝜆1 | для першого власного значення 𝜆1, отриманi за

допомогою FD-методу рангу 𝑚 = 1, 20 у випадках a) – в).

З таблицi 3.2 видно, що найпростiший варiант FD-методу а) з 𝜓′(𝑥) ≡ 0

для першого власного значення є розбiжним, тодi як вже при подiлi iнтер-

валу (0, 1) на два i бiльше пiдiнтервали метод збiгається. Iз збiльшенням

кiлькостi точок розбиття (з однiєї до трьох) вдвiчi зросла швидкiсть збi-

жностi методу.

3.3 Висновки до роздiлу 3

В цьому роздiлi дослiджено та обгрунтовано FD-метод та здiйснено його

алгоритмiчну реалiзацiю для самоспряжених задач Штурма-Лiувiлля друго-

го порядку на вiдрiзку з рiвнянням у формi Шрьодiнгера. Розглянуто задачi

з полiномiальним потенцiалом (п. 3.1) та потенцiалом, який є похiдною вiд

функцiї обмеженої варiацiї i мiстить скiнченну лiнiйну комбiнацiю дельта-

функцiй Дiрака (п. 3.2).

Одержанi результати в п. 3.1 є доповненням до вiдповiдних результа-

тiв, отриманих в попереднiх роботах Макарова В.Л. i його учнiв, зокрема

в [3]. Результати з п. 3.2 є доповненням до роботи [148] у лiнiйному випадку

(𝑁 (𝑢) ≡ 0), в якiй потенцiал 𝑞 (𝑥) має єдину сингулярнiсть (𝑘 = 1), є уза-

гальненням результатiв пункту 2.5 (див. [27, п. 5]), де FD-метод (з 𝑞(𝑥) ≡ 0)

дослiджений для задачi (3.56) з 𝑞 (𝑥) = 𝑎𝛿 (𝑥− 1/2) , 𝑎 > 0, та є узагальне-

нням результатiв теореми 1 з [8]. Теоретичнi результати проiлюстровано на

чисельних прикладах.

Основнi результати даного роздiлу:

1) Для задач Штурма-Лiувiлля другого порядку на вiдрiзку з полiномi-

альним потенцiалом i крайовими умовами Дiрiхле та Дiрiхле-Неймана
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отримано структурнi зображення розв’язкiв 𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥) вiдповiдних реку-

рентних задач згiдно з FD-методом (з 𝑞(𝑥) ≡ 0), якi є еквiвалентними

традицiйним iнтегральним зображенням (теорема 3.1). Завдяки цьому

побудовано принципово новий алгоритм FD-методу, який є таким, що

точно реалiзується, мiстить тiльки звичайнi алгебраїчнi операцiї та не

потребує в ходi рекурентного процесу розв’язання вiдповiдних крайових

задач i обчислення iнтегралiв.

2) Використовуючи асимтотичний розклад Марченка В. О. [29, 150], для

задач Штурма-Лiувiлля другого порядку на вiдрiзку з полiномiальним

потенцiалом теоретико-експериментально дослiджено поведiнку попра-

вок до власних значень вiдносно порядкового номера 𝑛 (приклади 1, 2;

зауваження 3.2).

3) Здiйснено нову алгоритмiчну реалiзацiю FD-методу при його застосу-

ваннi до задачi Штурма-Лiувiлля другого порядку з крайовими умова-

ми Дiрiхле i потенцiалом, що є похiдною вiд функцiї обмеженої варiацiї

та мiстить скiнченну лiнiйну комбiнацiю дельта-функцiй Дiрака. Вста-

новлено достатнi умови експоненцiальної збiжностi FD-методу та отри-

мано оцiнки його точностi при 𝑞(𝑥) ≡ 0 (теорема 3.4) i в загальному

випадку з 𝑞(𝑥) ̸≡ 0 (теорема 3.5).

4) Показано, що дослiдження точностi FD-методу другого рангу може бу-

ти бiльш ефективним, нiж пiдхiд, запропонований у п. 2.5 при доведен-

нi теореми 2.3 (див. [27, п.5]). Доведено, що FD-метод другого рангу

згiдно з теоремою 3.4 дає бiльш точнi теоретичнi оцiнки залишкового

члена асимптотичного розкладу Винокурова В.А., Садовничого В.А.,

нiж оцiнки отриманi в теоремi 1 [8] (зауваження 3.3).

Основнi результати даного роздiлу опублiковано в трьох статтях [22, 23,

147] та доповiдались на трьох мiжнародних конференцiях [20,21,24].
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РОЗДIЛ 4

FD-МЕТОД ДЛЯ ЗАДАЧI НА ВЛАСНI ЗНАЧЕННЯ З

КРАТНИМИ ВЛАСНИМИ ЗНАЧЕННЯМИ БАЗОВОЇ ЗАДАЧI

В ГIЛЬБЕРТОВОМУ ПРОСТОРI

4.1 Абстрактна постановка задачi

Пояснимо iдеї збурення i гомотопiї (див., напр., [12, гл.1, §3], [13,52,62]),

на яких базується FD-метод, для наступної задачi на власнi значення для

суми самоспряжених операторiв 𝐴 i 𝐵 (𝐴 = 𝐴*, 𝐵 = 𝐵*) з областями ви-

значення 𝐷(𝐴) i 𝐷(𝐵) вiдповiдно та дискретним спектром в гiльбертовому

просторi 𝐻 iз скалярним добутком (·, ·)

(𝐴+𝐵)𝑢− 𝜆𝑢 = 𝜃, (4.1)

де 𝜃 – нульовий елемент. Шукаємо власну пару iз заданим фiксованим iнде-

ксом 𝑛. Припустимо, що 𝐷(𝐴) = 𝐻, 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐷(𝐵) i оператор 𝐵 пiдпорядко-

ваний оператору 𝐴, тобто для деякої додатної сталої 𝑐

‖𝐵𝑣‖ ≤ 𝑐 ‖𝐴𝑣‖ , ∀𝑣 ∈ 𝐷 (𝐴) . (4.2)

Нехай 𝐵̄ = 𝐵̄*, 𝐷(𝐵̄) = 𝐷(𝐵) i апроксимуємо оператор 𝐵 оператором 𝐵̄

так, щоб базова задача (︀
𝐴+ 𝐵̄

)︀
𝑢(0) − 𝜆(0)𝑢(0) = 𝜃 (4.3)

була «простiшою», нiж задача (4.1) (тобто так, щоб (4.3) мала явний аналiти-

чний (точний) розв’язок), а власнi значення (4.3) є дiйсними i впорядкованi

наступним чином:

0 ≤ 𝜆
(0)
1 ≤ 𝜆

(0)
2 ≤ ... ≤ 𝜆(0)𝑛 ≤ ... , (4.4)

причому кожне власне значення в (4.4) повторюється стiльки разiв, яка його

кратнiсть. Вiдповiднi власнi вектори утворюють повну ортонормальну систе-

му {𝑢(0)𝑖 }𝑖=1,∞.
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Згiдно з iдеєю гомотопiї (див., напр., [52, 62]) «занурюємо» (4.1), (4.3) в

сiмейство параметричних задач

(𝐴+𝑊 (𝑡))𝑢𝑛 (𝑡)− 𝜆𝑛 (𝑡)𝑢𝑛 (𝑡) = 𝜃, 𝑡 ∈ [0, 1] (4.5)

з 𝑊 (𝑡) = 𝐵 + 𝑡𝜙(𝐵), 𝜙(𝐵) = 𝐵 − 𝐵̄, яке мiстить обидвi задачi (4.1) i (4.3).

Очевидно, що 𝑢𝑛(0) = 𝑢
(0)
𝑛 , 𝑢𝑛(1) = 𝑢𝑛. Розв’язок (4.5) будемо шукати у формi

𝜆𝑛 (𝑡) =
∞∑︁
𝑗=0

𝜆(𝑗)𝑛 𝑡
𝑗, 𝑢𝑛 (𝑡) =

∞∑︁
𝑗=0

𝑢(𝑗)𝑛 𝑡
𝑗, (4.6)

де формально

𝜆(𝑗)𝑛 =
1

𝑗!

𝑑𝑗𝜆𝑛 (𝑡)

𝑑𝑡𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

, 𝑢(𝑗)𝑛 =
1

𝑗!

𝑑𝑗𝑢𝑛 (𝑡)

𝑑𝑡𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

. (4.7)

При умовi, що ряди (4.6) збiгаються для всiх 𝑡 ∈ [0, 1], при 𝑡 = 1 в (4.6)

отримуємо

𝜆𝑛 =
∞∑︁
𝑗=0

𝜆(𝑗)𝑛 , 𝑢𝑛 =
∞∑︁
𝑗=0

𝑢(𝑗)𝑛 . (4.8)

Наближеннями рангу 𝑁 згiдно iз FD-методом до власних значень i власних

векторiв задачi (4.1) є зрiзанi ряди:

𝑁

𝜆𝑛 =
𝑁∑︁
𝑗=0

𝜆(𝑗)𝑛 ,
𝑁
𝑢𝑛 =

𝑁∑︁
𝑗=0

𝑢(𝑗)𝑛 . (4.9)

4.2 Алгоритм FD-методу

Пiдставивши (4.6) в (4.5) та прирiвнявши коефiцiєнти при однакових сте-

пенях 𝑡, отримаємо рекурентнi рiвняння для визначення членiв рядiв (4.8),

(4.9): (︀
𝐴+ 𝐵̄

)︀
𝑢(𝑗+1)
𝑛 − 𝜆(0)𝑛 𝑢(𝑗+1)

𝑛 = 𝐹 (𝑗+1)
𝑛 , 𝑗 = 0, 1, ... (4.10)

з 𝐹 (0)
𝑛 = 0 та

𝐹 (𝑗+1)
𝑛 = 𝐹 (𝑗+1)

𝑛

(︁
𝜆(0)𝑛 , ..., 𝜆(𝑗+1)

𝑛 ;𝑢(0)𝑛 , ..., 𝑢(𝑗)𝑛

)︁
=

𝑗∑︁
𝑝=0

𝜆(𝑗+1−𝑝)𝑢(𝑝)𝑛 − 𝜙(𝐵)𝑢(𝑗)𝑛 =

= 𝜆(𝑗+1)𝑢(0)𝑛 − 𝜙(𝐵)𝑢(𝑗)𝑛 +

𝑗∑︁
𝑝=1

𝜆(𝑗+1−𝑝)𝑢(𝑝)𝑛 , 𝜙(𝐵) = 𝐵 −𝐵.
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Пара 𝜆(0)𝑛 , 𝑢
(0)
𝑛 є розв’язком базової задачi (4.3) та початковими даними для

задач (4.10).

Однiєю з особливостей, якi викликають труднощi при розв’язуваннi задач

на власнi значення, є наявнiсть кратних власних значень або щiльно згру-

пованих власних значень. Так, при застосуваннi FD-методу до розв’язування

деяких задач вже на етапi базової задачi (4.3), з якої починається чисельний

процес, виникають кратнi власнi значення. В рядi робiт по FD-методу вда-

лось подолати данi труднощi (див. [3, 71, 101], [102, п. 2]). При цьому базовi

задачi мали двократнi власнi значення. В даному роздiлi здiйснено узагаль-

нення результатiв згаданих робiт, яке полягає в тому, що базова задача може

мiстити власнi значення довiльної скiнченної кратностi.

Нехай 𝜆(0)𝑛 є 𝑘-кратним власним значенням, 𝑘 ≥ 2 i йому вiдповiдає ор-

тонормальна система власних векторiв 𝑒𝑛,𝑝, 𝑝 = 1,𝑘, тобто (𝑒𝑛,𝑝,𝑒𝑛,𝑠) = 𝛿𝑝,𝑠,

𝑝,𝑠 = 1,𝑘, де 𝛿𝑝,𝑠 – символ Кронекера. Тут i надалi iндекс 𝑛 часто будемо

опускати, якщо це не буде призводити до непорозумiнь. Загальний розв’язок

задачi (4.3) має вигляд

𝑢(0) =
𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶(0)
𝑝 𝑒𝑝, (4.11)

де сталi 𝐶(0)
𝑝 , 𝑝 = 1, 𝑘 буде визначено нижче.

Позначимо через Γ+ псевдообернений оператор Мура-Пенроуза до опера-

тора 𝐴+ 𝐵̄ + 𝜆(0)𝐸. Тодi, при виконаннi умов розв’язностi

(𝐹 (𝑗+1), 𝑒𝑚) = 0, 𝑚 = 1, 𝑘 (4.12)

розв’язок рiвняння (4.10) можна записати у виглядi

𝑢(𝑗+1) =
𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶(𝑗+1)
𝑝 𝑒𝑝 + 𝑢̂(𝑗+1), (4.13)

де

𝑢̂(𝑗+1) = Γ+

(︃
𝑗∑︁
𝑠=1

𝜆(𝑗+1−𝑠)𝑢(𝑠) − 𝜙(𝐵)𝑢(𝑗)

)︃
, (4.14)

причому, пiдсумовування за 𝑠 в (4.14) здiйснюється вiд 1, а не вiд 0, внаслiдок

такої властивостi оператора Γ+:
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Лема 4.1. Мають мiсце рiвностi: Γ+𝑒𝑝 = 0, 𝑝 = 1, 𝑘.

Доведення леми 4.1 базується на наступному зображеннi:

Γ+𝑣 = −
∞∑︁
𝑝=1
𝑝̸=𝑛

(𝑣, 𝑢
(0)
𝑝 )

𝜆
(0)
𝑛 − 𝜆

(0)
𝑝

𝑢(0)𝑝 , ∀𝑣 ∈ 𝐿(𝑒1, 𝑒2, ..., 𝑒𝑘),

де 𝐿(𝑒1, 𝑒2, ..., 𝑒𝑘) – лiнiйна оболонка елементiв 𝑒1, 𝑒2, ..., 𝑒𝑘.

З вимоги ортогональностi

(𝑢(𝑗+1), 𝑢(0)) = 0, 𝑗 = 0, 1, ... (4.15)

випливає умова

(𝐶⃗(𝑗+1), 𝐶⃗(0))𝑅 =
𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶(𝑗+1)
𝑝 𝐶(0)

𝑝 = 0, 𝑗 = 0, 1, ... , (4.16)

яка накладається на вектори 𝐶⃗(𝑗+1) = |[𝐶(𝑗+1)
𝑝 ]|𝑝=1,𝑘, 𝑗 = 0, 1, ... . Тут (·, ·)𝑅 –

скалярний добуток в 𝑅𝑘, 𝐶⃗(0) = |[𝐶(0)
𝑝 ]|𝑝=1,𝑘.

Виходячи з (4.12) та леми 4.1, приходимо до системи рiвнянь

𝑘∑︁
𝑠=1

𝐶(𝑗)
𝑠

(︁
(𝜙(𝐵)− 𝜆(1)𝐸)𝑒𝑠, 𝑒𝑚

)︁
=

= −
(︁
𝜙(𝐵)𝑢̂(𝑗), 𝑒𝑚

)︁
+

𝑗−1∑︁
𝑝=0

𝜆(𝑗+1−𝑝)𝐶(𝑝)
𝑚 , 𝑚 = 1, 𝑘,

(4.17)

де 𝐸 = |[𝛿𝑠,𝑡]|𝑠,𝑡=1,𝑘 – одинична матриця. Помножимо систему (4.17) на 𝐶
(0)
𝑚 i

пiдсумуємо за 𝑚 вiд 1 до 𝑘, врезультатi одержимо одну з основних формул

FD-методу

𝜆(𝑗+1)=
(︁
𝜙(𝐵)𝑢(𝑗), 𝑢(0)

)︁
=
(︁
𝜙(𝐵)𝑢̂(𝑗), 𝑢(0)

)︁
=
(︁
𝑢̂(𝑗), 𝜙(𝐵)𝑢(0)

)︁
. (4.18)

Нехай 𝜆(1)𝜈 , 𝜈 = 1, 𝑟 є 𝜇𝜈-кратним власним значенням матрицi

𝐷(1) = |[𝑑(1)𝑝,𝑚]|𝑝,𝑚=1,𝑘, 𝑑
(1)
𝑝,𝑚 = (𝜙(𝐵)𝑒𝑝, 𝑒𝑚), (4.19)

причому
∑︀𝑟

𝜈=1 𝜇𝜈 = 𝑘, 𝜆
(1)
1 < ... < 𝜆

(1)
𝜈 < ... < 𝜆

(1)
𝑟 . Введемо матрицю

𝐷[𝜈] = |[𝑑[𝜈]𝑝,𝑚]|𝑝,𝑚=1,𝑘, 𝑑
[𝜈]
𝑝,𝑚 =

(︁
(𝜙(𝐵)− 𝜆(1)𝜈 𝐸)𝑒𝑝, 𝑒𝑚

)︁
, 1 ≤ 𝜈 ≤ 𝑟 (4.20)
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та запишемо систему (4.17) у векторно-матричному виглядi

𝐷[𝜈]𝐶⃗(𝑗) =

𝑗−1∑︁
𝑝=0

𝜆(𝑗+1−𝑝)𝐶⃗(𝑝) −
⟨
𝜙(𝐵)𝑢̂(𝑗), 𝑒⃗

⟩
=

=

𝑗−1∑︁
𝑝=0

𝜆(𝑗+1−𝑝)𝐶⃗(𝑝) −
⟨
𝑢̂(𝑗), 𝜙(𝐵)𝑒⃗

⟩
, 𝑗 = 0, 1, ...,

(4.21)

де 𝑒⃗ = [𝑒1, 𝑒2, ..., 𝑒𝑘]
𝑇 , ⟨𝑣, 𝑒⃗⟩ = [(𝑣, 𝑒1), (𝑣, 𝑒2), ..., (𝑣, 𝑒𝑘)]

𝑇 . З (4.21) при 𝑗 = 0 iз

врахуванням умови 𝑢̂(0) = 0 одержуємо

𝐷[𝜈]𝐶⃗(0) = 0⃗. (4.22)

Нехай розв’язками системи (4.22) при 𝜆(1) = 𝜆
(1)
𝜈 , 𝜈 = 1, 𝑟 буде ортонормальна

система векторiв

𝐶⃗
(0)
𝜈,𝑖 = |[𝐶(0)

𝜈,𝑖,𝑚]|𝑚=1,𝑘, 𝑖 = 1, 𝜇𝜈, (4.23)

тобто (𝐶⃗(0)
𝜈,𝑖 , 𝐶⃗

(0)
𝜈,𝑠 )𝑅 = 𝛿𝑖,𝑠,

⃦⃦⃦
𝐶⃗

(0)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
𝑅
= 1, 𝑖,𝑠=1,𝜇𝜈. Система (4.21) перепишеться

𝐷[𝜈]𝐶⃗
(𝑗)
𝜈,𝑖 =

𝑗−1∑︁
𝑝=0

𝜆
(𝑗+1−𝑝)
𝜈,𝑖 𝐶⃗

(𝑝)
𝜈,𝑖 −

⟨
𝜙(𝐵)𝑢̂

(𝑗)
𝜈,𝑖 , 𝑒⃗

⟩
=

=

𝑗−1∑︁
𝑝=0

𝜆
(𝑗+1−𝑝)
𝜈,𝑖 𝐶⃗

(𝑝)
𝜈,𝑖 −

⟨
𝑢̂
(𝑗)
𝜈,𝑖 , 𝜙(𝐵)𝑒⃗

⟩
, 𝑖 = 1, 𝜇𝜈, 𝑗 = 0, 1, ... .

(4.24)

З врахуванням (4.18) можна зробити висновок, що права частина системи

(4.24) ортогональна до всiх векторiв 𝐶⃗(0)
𝜈,𝑖 , 𝑖 = 1, 𝜇𝜈, тобто виконанi необхiднi

й достатнi умови її розв’язностi. В якостi розв’язку системи (4.24), а вiн є

неоднозначним, вiзьмемо наступний

𝐶⃗
(𝑗)
𝜈,𝑖 =

(︁
𝐷[𝜈]

)︁+⎛⎝ 𝑗−1∑︁
𝑝=0

𝜆
(𝑗+1−𝑝)
𝜈,𝑖 𝐶⃗

(𝑝)
𝜈,𝑖 −

⟨
𝜙(𝐵)𝑢̂

(𝑗)
𝜈,𝑖 , 𝑒⃗

⟩⎞⎠ =

=
(︁
𝐷[𝜈]

)︁+⎛⎝ 𝑗−1∑︁
𝑝=0

𝜆
(𝑗+1−𝑝)
𝜈,𝑖 𝐶⃗

(𝑝)
𝜈,𝑖 −

⟨
𝑢̂
(𝑗)
𝜈,𝑖 , 𝜙(𝐵)𝑒⃗

⟩⎞⎠, 𝑖=1, 𝜇𝜈, 𝑗=0, 1, ... ,

(4.25)

де
(︀
𝐷[𝜈]

)︀+
– псевдообернена матриця Мура-Пенроуза до матрицi 𝐷[𝜈].

Неважко переконатись, що

(𝐷[𝜈])+𝐶⃗
(0)
𝜈,𝑖 = 0⃗, 𝑖=1, 𝜇𝜈, (4.26)
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а отже, для розв’язку системи (4.21) у формi (4.25) будуть виконуватись умо-

ви ортогональностi (4.16).

4.3 Збiжнiсть FD-методу

Перейдемо до вiдшукання оцiнок похибок методу, вважаючи, що 𝑖=1, 𝜇𝜈,

𝜈 = 1, 𝑟,
∑︀𝑟

𝜈=1 𝜇𝜈 = 𝑘. З (4.25), враховуючи (4.18) i (4.26), маємо

⃦⃦⃦
𝐶⃗

(𝑗)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
𝑅
≤ 𝑤

⎛⎝ 𝑗−1∑︁
𝑝=1

⃦⃦⃦
𝑢̂
(𝑗−𝑝)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝐶⃗

(𝑝)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
𝑅
+
⃦⃦⃦
𝑢̂
(𝑗)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦⎞⎠ , (4.27)

де

𝑤 =

⃦⃦⃦⃦(︁
𝐷[𝜈]

)︁+⃦⃦⃦⃦
|⟨𝜙(𝐵)𝑒⃗⟩| , ‖𝑎⃗‖𝑅 = (⃗𝑎, 𝑎⃗)𝑅,

⃒⃒⃒⟨⃗
𝑏
⟩⃒⃒⃒

=

⎧⎨⎩
𝑘∑︁
𝑝=1

‖𝑏𝑝‖2
⎫⎬⎭

1/2

та використано оцiнку, яка слiдує iз зображення (4.11):⃦⃦⃦
𝜙(𝐵)𝑢(0)

⃦⃦⃦
=
⃦⃦⃦
𝜙(𝐵)

⟨
𝐶⃗(0), 𝑒⃗

⟩⃦⃦⃦
=
⃒⃒⃒⟨
𝐶⃗(0), 𝜙(𝐵)𝑒⃗

⟩⃒⃒⃒
≤

≤ |⟨𝜙(𝐵)𝑒⃗⟩|
⃦⃦⃦
𝐶⃗(0)

⃦⃦⃦
= |⟨𝜙(𝐵)𝑒⃗⟩| .

З (4.13) i (4.14) одержуємо оцiнку⃦⃦⃦
𝑢̂
(𝑗+1)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
≤𝑀𝜈,𝑖

(︃
𝑗∑︁
𝑠=1

⃦⃦⃦
𝑢̃
(𝑗−𝑠)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑢̂
(𝑠)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
+
⃦⃦⃦
𝑢̂
(𝑗)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
+
⃦⃦⃦
𝐶⃗

(𝑗)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
𝑅

)︃
≤

≤𝑀𝜈,𝑖

(︃
𝑗∑︁
𝑠=0

⃦⃦⃦
𝑢̃
(𝑗−𝑠)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑢̃
(𝑠)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
+
⃦⃦⃦
𝐶⃗

(𝑗)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
𝑅

)︃
,

(4.28)

де

𝑀𝜈,𝑖 =𝑀𝑛,𝜈,𝑖 = max
{︁⃦⃦

Γ+
𝑛

⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝜙(𝐵)𝑢

(0)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
,
⃦⃦
Γ+
𝑛𝜙(𝐵)

⃦⃦}︁
,

⃦⃦⃦
𝑢̃
(𝑠)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
=

⎧⎨⎩
⃦⃦⃦
𝑢̂
(𝑠)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
, 𝑠 > 0,

1, 𝑠 = 0.

Тут врахована наступна оцiнка для розв’язку 𝑢(𝑗)𝜈,𝑖 , яка випливає iз зображе-

ння (4.13): ⃦⃦⃦
𝑢
(𝑗)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
=

(︂⃦⃦⃦
𝑢̂
(𝑗)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦2
+
⃦⃦⃦
𝐶⃗

(𝑗)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦2
𝑅

)︂1/2

≤
⃦⃦⃦
𝑢̂
(𝑗)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
+
⃦⃦⃦
𝐶⃗

(𝑗)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
𝑅
. (4.29)
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Отримали рекурентну систему нерiвностей (4.27), (4.28). Для її розв’яза-

ння спочатку зробимо замiну

𝑈𝑗 = (𝑀𝜈,𝑖)
−𝑗
⃦⃦⃦
𝑢̃
(𝑗)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
, 𝑆𝑗 = (𝑀𝜈,𝑖)

−𝑗
⃦⃦⃦
𝐶⃗

(𝑗)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
𝑅
, 𝑗 = 1, 2, ...,

𝑈0 =
⃦⃦⃦
𝑢̃
(0)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
= 1, 𝑆0 =

⃦⃦⃦
𝐶⃗

(0)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
𝑅
= 1,

(4.30)

внаслiдок якої приходимо до такої системи нерiвностей

𝑈𝑗+1 ≤
𝑗∑︁

𝑝=0

𝑈𝑗−𝑝𝑈𝑝 + 𝑆𝑗, 𝑆𝑗+1 ≤ 𝑤

𝑗∑︁
𝑝=0

𝑈𝑗+1−𝑝𝑆𝑝, 𝑗 = 0, 1, 2, ... . (4.31)

Далi замiнимо знаки нерiвностей на рiвностi i одержимо мажорантну для

(4.31) систему рекурентних рiвнянь

𝑈̄𝑗+1 =

𝑗∑︁
𝑝=0

𝑈̄𝑗−𝑝𝑈̄𝑝 + 𝑆𝑗, 𝑆𝑗+1 = 𝑤

𝑗∑︁
𝑝=0

𝑈̄𝑗+1−𝑝𝑆𝑝, 𝑗 = 0, 1, 2, ...,

𝑈̄0 = 𝑈0 =
⃦⃦⃦
𝑢̃
(0)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
= 1, 𝑆0 = 𝑆0 =

⃦⃦⃦
𝐶⃗

(0)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
𝑅
= 1

(4.32)

у тому розумiннi, що

𝑈𝑗+1 ≤ 𝑈̄𝑗+1, 𝑆𝑗+1 ≤ 𝑆𝑗+1. (4.33)

Розв’язувати систему (4.32) будемо методом твiрних функцiй. З цiєю метою

вводимо такi твiрнi функцiї

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗𝑈̄𝑗, 𝑔(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗𝑆𝑗,

для яких, виходячи з (4.32), приходимо до системи рiвнянь

𝑓(𝑧)− 1 = 𝑧
(︀
𝑓 2(𝑧) + 𝑔(𝑧)

)︀
, 𝑔(𝑧)− 1 = 𝑤 (𝑓(𝑧)− 1) 𝑔(𝑧). (4.34)

Визначимо з другого рiвняння 𝑔(𝑧) = 1/ {1− 𝑤 [𝑓(𝑧)− 1]} i пiдставимо одер-
жаний вираз у перше рiвняння. Тодi одержимо

𝑧𝑤𝑓 3(𝑧)− (𝑤 + 𝑧 + 𝑧𝑤)𝑓 2(𝑧) + (2𝑤 + 1)𝑓(𝑧)− (𝑤 + 1 + 𝑧) = 0. (4.35)

Помiняємо у рiвняннi (4.35) мiсцями залежну i незалежну змiннi, тобто бу-

демо розглядати 𝑧 як функцiю вiд 𝑓 :

𝑧(𝑓) =
(𝑓 − 1)𝑤

(︀
𝑓 − 𝑤+1

𝑤

)︀
𝑤𝑓 2

(︀
𝑓 − 𝑤+1

𝑤

)︀
− 1

. (4.36)
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Аналiз функцiї (4.36) показує, що

𝑧(1) = 𝑧

(︂
𝑤 + 1

𝑤

)︂
= 0; 𝑧(𝑓) > 0 ∀𝑓 ∈

(︂
1,
𝑤 + 1

𝑤

)︂
;

𝑧′(1) =
1

2
> 0, 𝑧′

(︂
𝑤 + 1

𝑤

)︂
= −1 < 0.

Звiдси робимо висновок про те, що iснує таке 𝑧max = 𝑧(𝑓max), 𝑓max ∈
(︀
1, 𝑤+1

𝑤

)︀
,

яке є радiусом збiжностi ряду 𝑓(𝑧), а отже, iснують такi додатнi сталi 𝐿, 𝜀,

якi не залежать вiд 𝑗, 𝑛, що виконується нерiвнiсть

(𝑧max)
𝑗 𝑈̄𝑗 ≤

𝐿

𝑗1+𝜀
, 𝑗 = 1, 2, ... . (4.37)

З урахуванням замiни (4.30), нерiвностi (4.37) та введених позначень при

𝑧 ≥ 0 маємо

∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗
⃦⃦⃦
𝑢̃
(𝑗)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
≤

∞∑︁
𝑗=0

(︂
𝑧

𝑧max
𝑀𝜈,𝑖

)︂𝑗
𝑈̄𝑗(𝑧max)

𝑗 ≤

≤ 1 +
∞∑︁
𝑗=1

(︂
𝑧

𝑧max
𝑀𝜈,𝑖

)︂𝑗 𝐿

𝑗1+𝜀
. (4.38)

Нехай виконується умова

𝑞𝑛,𝜈,𝑖 =
𝑀𝑛,𝜈,𝑖

𝑧𝑚𝑎𝑥
< 1, (4.39)

тодi нерiвнiсть (4.38) буде вiрною ∀𝑧 ∈ [0, 1], а отже, буде мати мiсце нерiв-

нiсть ⃦⃦⃦
𝑢̃
(𝑗)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
≤
𝐿 𝑞𝑗𝑛,𝜈,𝑖
𝑗1+𝜀

, 𝑗 = 1, 2, ... . (4.40)

Визначимо тепер радiус збiжностi ряду 𝑔(𝑧). Спочатку, за аналогiєю з

попереднiми викладками, знайдемо 𝑧 як функцiю вiд 𝑔:

𝑧(𝑔) =
𝑔(𝑔 − 1)𝑤

(𝑔 − 1)2 + 2𝑤𝑔(𝑔 − 1) + 𝑤2𝑔2(𝑔 + 1)
. (4.41)

Для дослiдження функцiї 𝑧(𝑔) знаходимо

𝑧′(𝑔) = − 𝑤[𝑤2𝑔2((𝑔 − 1)2 − 2) + (𝑔 − 1)2]

[(𝑔 − 1)2 + 2𝑤𝑔(𝑔 − 1) + 𝑤2𝑔2(𝑔 + 1)]2
. (4.42)
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З аналiзу (4.41), (4.42) робимо висновок, що

𝑧(𝑔) > 0 ∀ 𝑔 ∈ (1,∞); 𝑧(1) = 0, 𝑧(∞) = 0; 𝑧′(1) =
1

2𝑤
> 0,

𝑧′
(︁
1 +

√
2
)︁
= − 2𝑤(︁

2 + 2(
√
2 + 2)𝑤 + (7

√
2 + 10)𝑤2

)︁2 < 0,

i, отже, iснує таке 𝑔max ∈
(︁
1, 1 +

√
2
)︁
, при якому функцiя 𝑧(𝑔) досягає свого

максимума

𝑧max = max
𝑔∈[1,1+

√
2]
𝑧(𝑔) = 𝑧(𝑔max),

який є радiусом збiжностi ряду 𝑔(𝑧) i спiвпадає з радiусом збiжностi ряду

𝑓(𝑧). Далi, за аналогiєю з попереднiми викладками, при виконаннi умови

(4.39) iснують такi додатнi сталi 𝐿, 𝜀, що справедливою є оцiнка⃦⃦⃦
𝐶⃗

(𝑗)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
𝑅
≤
𝐿 𝑞𝑗𝑛,𝜈,𝑖
𝑗1+𝜀

, 𝑗 = 1, 2, ... . (4.43)

Нерiвностi (4.29), (4.40) i (4.43) приводять до першої потрiбної оцiнки⃦⃦⃦
𝑢
(𝑗)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
≤

2𝐿̄𝑞𝑗𝑛,𝜈,𝑖
𝑗1+𝜀

, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝐿̄ = max(𝐿,𝐿), 𝜀 = min(𝜀, 𝜀), (4.44)

а за допомогою формули (4.18) та оцiнки (4.40) – до другої

⃒⃒⃒
𝜆
(𝑗+1)
𝑛,𝜈,𝑖

⃒⃒⃒
≤
𝐿
⃦⃦⃦
𝜙(𝐵)𝑢

(0)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
𝑞𝑗𝑛,𝜈,𝑖

𝑗1+𝜀
, 𝑗 = 1, 2, ... . (4.45)

Нерiвностi (4.44), (4.45) i мiркування аналогiчнi мiркуванням в [18] переко-

нують у справедливостi наступної теореми.

Теорема 4.1. Нехай виконується умова (4.39), тодi FD-метод для задачi

(4.1) є суперекспоненцiально збiжним i справедливими є такi оцiнки його

точностi:

⃦⃦⃦
𝑢𝑛,𝜈,𝑖 −

𝑚
𝑢𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑢𝑛,𝜈,𝑖 − 𝑚∑︁

𝑗=0

𝑢
(𝑗)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦≤ 2𝐿̄

(𝑚+ 1)1+𝜀
𝑞𝑚+1
𝑛,𝜈,𝑖

1− 𝑞𝑛,𝜈,𝑖
,

⃒⃒⃒
𝜆𝑛,𝜈,𝑖 −

𝑚

𝜆𝑛,𝜈,𝑖

⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜆𝑛,𝜈,𝑖 − 𝑚∑︁

𝑗=0

𝜆
(𝑗)
𝑛,𝜈,𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≤𝐿

⃦⃦⃦
𝜙(𝐵)𝑢

(0)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
(𝑚+ 1)1+𝜀

𝑞𝑚𝑛,𝜈,𝑖
1− 𝑞𝑛,𝜈,𝑖

.

(4.46)
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Якщо 𝑞𝑛,𝜈,𝑖 = 1, то замiсть оцiнок (4.46) справедливими є наступнi:

⃦⃦⃦
𝑢𝑛,𝜈,𝑖 −

𝑚
𝑢𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
≤ 2𝐿̄

∞∑︁
𝑗=𝑚+1

1

𝑗1+𝜀
≤ 2𝐿̄

𝜀𝑚𝜀
,

⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑛,𝜈,𝑖 −

𝑚

𝜆𝑛,𝜈,𝑖

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐿̄

⃦⃦⃦
𝜙(𝐵)𝑢

(0)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦ ∞∑︁
𝑗=𝑚+1

1

𝑗1+𝜀
≤
𝐿̄
⃦⃦⃦
𝜙(𝐵)𝑢

(0)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
𝜀𝑚𝜀

.

Тут 𝑖 = 1, 𝜇𝜈, 𝜈 = 1, 𝑟,
∑︀𝑟

𝜈=1 𝜇𝜈 = 𝑘.

Наш пiдхiд має наступнi переваги:

1. Породжує нескiнченний спектр, на вiдмiну вiд матричних методiв, та-

ких як метод скiнченних рiзниць (FDM), метод скiнченних елементiв (FEM)

або варiацiйнi методи (VM).

2. Показав кращi результати збiжностi та оцiнки похибок (зокрема, має

суперекспоненцiальну швидкiсть збiжностi) порiвняно з FDM, FEM i VM.

3. Можна досягти довiльної точностi для великих iндексiв з оптимальними

обчислювальними затратами, що не залежать вiд розрiджування сiтки.

Деякi з них схожi на особливостi методу Pruess [161–163] для звичайних

диференцiальних рiвнянь другого порядку або методiв з [47].

4.4 Особливий випадок (𝜙(𝐵)𝑒𝑝, 𝑒𝑚) = 0, ∀𝑝,𝑚 = 1, 𝑘

Зробимо наступнi припущення: якщо оператор Π−(𝐵) є добутком само-

спряжених операторiв 𝜙(𝐵) i Γ+ з непарною кiлькiстю операторiв 𝜙(𝐵), тодi

для ∀𝑝,𝑚 = 1, 𝑘, 𝑠 = 0, 1, ... будуть справедливi спiввiдношення:

(Π−(𝐵)𝑒𝑝, 𝑒𝑚) = 0, (4.47)

((𝜙(𝐵)Γ+)2𝑠𝜙(𝐵)𝑒𝑝, 𝑒𝑚) = 0, ((𝜙(𝐵)Γ+)2𝑠Γ+𝜙(𝐵)𝑒𝑝, 𝑒𝑚) = 0. (4.48)

Має мiсце

Теорема 4.2. Нехай виконується умова (4.47), тодi вiрними є спiввiдно-

шення:

𝐶⃗(2𝑗−1)=0⃗, 𝜆(2𝑗−1)=0,
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(Π+𝑢̂(2𝑗−1), 𝑒𝑚)=0, ∀Π+∈Ω+, (Π−𝑢̂(2𝑗), 𝑒𝑚)=0, ∀Π−∈Ω−, 𝑚=1, 𝑘,

𝑗=1, 2, ... ,

де Ω+, Ω− – множини добуткiв операторiв 𝜙(𝐵) i Γ+ з парним i непарним

входженням 𝜙(𝐵) вiдповiдно.

Доведення. Доведення проведемо методом повної математичної iндукцiї. З

рiвняння (4.10) при 𝑗 = 0 одержимо

𝑢̂(1) = −
𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶(0)
𝑝 Γ+𝜙(𝐵)𝑒𝑝, 𝜆

(1) = 0.

Запишемо умову розв’язностi (4.12) рiвняння (4.10) при 𝑗 = 1

𝜆(2)𝐶(0)
𝑚 −

(︁
𝜙(𝐵)𝑢̂(1), 𝑒𝑚

)︁
=

= 𝜆(2)𝐶(0)
𝑚 +

𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶(0)
𝑝

(︀
𝜙(𝐵)Γ+𝜙(𝐵)𝑒𝑝, 𝑒𝑚

)︀
= 0, 𝑚 = 1, 𝑘. (4.49)

Нехай 𝜆(2)𝜈 , 𝜈 = 1, 𝑟 є 𝜇𝜈-кратним власним значенням матрицi

𝐷(2) = |[𝑑(2)𝑝,𝑚]|𝑝,𝑚=1,𝑘, 𝑑
(2)
𝑝,𝑚 = −

(︀
𝜙(𝐵)Γ+𝜙(𝐵)𝑒𝑝, 𝑒𝑚

)︀
, (4.50)

причому
∑︀𝑟

𝜈=1 𝜇𝜈 = 𝑘 (𝜆(2)1 < ... < 𝜆
(2)
𝜈 < ... < 𝜆

(2)
𝑟 ), i розв’язками системи

(4.49) при 𝜆(2) = 𝜆
(2)
𝜈 , 𝜈 = 1, 𝑟 нехай буде ортонормальна система векторiв

𝐶⃗
(0)
𝜈,𝑖 = |[𝐶(0)

𝜈,𝑖,𝑚]|𝑚=1,𝑘, 𝑖 = 1, 𝜇𝜈, (4.51)

тобто (𝐶⃗
(0)
𝜈,𝑖 , 𝐶⃗

(0)
𝜈,𝑠 )𝑅 = 𝛿𝑖,𝑠,

⃦⃦⃦
𝐶⃗

(0)
𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
𝑅
= 1, 𝑖,𝑠=1,𝜇𝜈. Система (4.49) при 𝑚=1, 𝑘,

𝑖 = 1, 𝜇𝜈 (а надалi саме такими вважатимемо дiапазони, якi пробiгатимуть

iндекси 𝑚 та 𝑖) перепишеться

𝜆(2)𝜈 𝐶
(0)
𝜈,𝑖,𝑚 −

(︁
𝜙(𝐵)𝑢̂

(1)
𝜈,𝑖 , 𝑒𝑚

)︁
= 𝜆(2)𝜈 𝐶

(0)
𝜈,𝑖,𝑚+

+
𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶
(0)
𝜈,𝑖,𝑝

(︀
𝜙(𝐵)Γ+𝜙(𝐵)𝑒𝑝, 𝑒𝑚

)︀
= 0. (4.52)
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Враховуючи (4.48) та (4.13), запишемо умову розв’язностi (4.12) рiвняння

(4.10) при 𝑗 = 2:

𝜆
(3)
𝜈,𝑖𝐶

(0)
𝜈,𝑖,𝑚+𝜆

(2)
𝜈 𝐶

(1)
𝜈,𝑖,𝑚−

(︁
𝜙(𝐵)𝑢

(2)
𝜈,𝑖 , 𝑒𝑚

)︁
=𝜆

(3)
𝜈,𝑖𝐶

(0)
𝜈,𝑖,𝑚+𝜆

(2)
𝜈 𝐶

(1)
𝜈,𝑖,𝑚−

−
𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶
(2)
𝜈,𝑖,𝑝 (𝜙(𝐵)𝑒𝑝, 𝑒𝑚) +

𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶
(1)
𝜈,𝑖,𝑝

(︀
𝜙(𝐵)Γ+𝜙(𝐵)𝑒𝑝, 𝑒𝑚

)︀
−

−
𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶
(0)
𝜈,𝑖,𝑝

(︁
𝜙(𝐵)

(︀
Γ+𝜙(𝐵)

)︀2
𝑒𝑝, 𝑒𝑚

)︁
= 𝜆

(3)
𝜈,𝑖𝐶

(0)
𝜈,𝑖,𝑚 + 𝜆(2)𝜈 𝐶

(1)
𝜈,𝑖,𝑚+

+
𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶
(1)
𝜈,𝑖,𝑝

(︀
𝜙(𝐵)Γ+𝜙(𝐵)𝑒𝑝, 𝑒𝑚

)︀
=0,

(4.53)

наслiдком якої з врахуванням (4.52) i (4.15) є

𝜆
(3)
𝜈,𝑖 = 0, (𝜆(2)𝜈 𝐸 +𝐷(2))𝐶⃗

(1)
𝜈,𝑖 = 0⃗, (4.54)

тодi 𝐶⃗(1)
𝜈,𝑖 = 0⃗.

Враховуючи (4.48), запишемо умову розв’язностi (4.12) рiвняння (4.10)

при 𝑗 = 3:

𝜆
(4)
𝜈,𝑖𝐶

(0)
𝜈,𝑖,𝑚+𝜆

(2)
𝜈 𝐶

(2)
𝜈,𝑖,𝑚−

(︁
𝜙(𝐵)𝑢

(3)
𝜈,𝑖 , 𝑒𝑚

)︁
=𝜆

(4)
𝜈,𝑖𝐶

(0)
𝜈,𝑖,𝑚+𝜆

(2)
𝜈 𝐶

(2)
𝜈,𝑖,𝑚−

−
(︁
𝜙(𝐵)𝑢̂

(3)
𝜈,𝑖 , 𝑒𝑚

)︁
−

𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶
(3)
𝜈,𝑖,𝑝 (𝜙(𝐵)𝑒𝑝, 𝑒𝑚)=0. (4.55)

Звiдси з врахуванням (4.48) та умови (4.15) одержуємо

𝜆
(4)
𝜈,𝑖 =

(︁
𝜙(𝐵)𝑢̂

(3)
𝜈,𝑖 , 𝑢

(0)
𝜈,𝑖

)︁
. (4.56)

Для того, щоб одержати рiвняння для 𝐶⃗(2)
𝜈,𝑖 = |[𝐶(2)

𝜈,𝑖,𝑚]|𝑚=1,𝑘, повертаємось до

рiвняння (4.55), яке перетворимо до вигляду

𝜆(2)𝜈 𝐶
(2)
𝜈,𝑖,𝑚 +

𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶
(2)
𝜈,𝑖,𝑝𝑑

(2)
𝑝,𝑚 = −𝜆(4)𝜈,𝑖𝐶

(0)
𝜈,𝑖,𝑚 + 𝜆(2)𝜈

(︁
𝜙(𝐵)Γ+𝑢̂

(1)
𝜈,𝑖 , 𝑒𝑚

)︁
−

−
(︁
𝜙(𝐵)Γ+𝜙(𝐵)𝑢̂

(2)
𝜈,𝑖 , 𝑒𝑚

)︁
. (4.57)

Розв’язок рiвняння (4.57), а вiн визначається неоднозначно, вiзьмемо саме

у такiй векторно-матричнiй формi, яка забезпечує виконання умови (4.15),
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тобто:

𝐶⃗
(2)
𝜈,𝑖 =

(︁
𝐷[2,𝜈]

)︁+ [︁
−𝜆(4)𝜈,𝑖 𝐶⃗

(0)
𝜈,𝑖 + 𝜆(2)𝜈

⟨
𝜙(𝐵)Γ+𝑢̂

(1)
𝜈,𝑖 , 𝑒⃗

⟩
−

−
⟨
𝜙(𝐵)Γ+𝜙(𝐵)𝑢̂

(2)
𝜈,𝑖 , 𝑒⃗

⟩]︁
, (4.58)

де
(︀
𝐷[2,𝜈]

)︀+
– псевдообернена матриця Мура-Пенроуза до матрицi 𝐷[2,𝜈] =

𝜆
(2)
𝜈 𝐸 +𝐷(2) та згiдно iз введеними вище позначеннями

⟨𝑣, 𝑒⃗⟩=[(𝑣, 𝑒1), (𝑣, 𝑒2), ..., (𝑣, 𝑒𝑘)]
𝑇 , 𝑒⃗=[𝑒1, 𝑒2, ..., 𝑒𝑘]

𝑇

.

Перед розглядом загального випадку запишемо умову розв’язностi (4.12)

рiвняння (4.10) при 𝑗 = 4:

𝜆
(5)
𝜈,𝑖𝐶

(0)
𝜈,𝑖,𝑚+𝜆

(2)
𝜈 𝐶

(3)
𝜈,𝑖,𝑚−

(︁
𝜙(𝐵)𝑢

(4)
𝜈,𝑖 , 𝑒𝑚

)︁
=𝜆

(5)
𝜈,𝑖𝐶

(0)
𝜈,𝑖,𝑚+𝜆

(2)
𝜈 𝐶

(3)
𝜈,𝑖,𝑚−

−
(︁
𝜙(𝐵)𝑢̂

(4)
𝜈,𝑖 , 𝑒𝑚

)︁
−

𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶
(4)
𝜈,𝑖,𝑝 (𝜙(𝐵)𝑒𝑝, 𝑒𝑚)=0. (4.59)

Звiдси з урахуванням (4.48) та умови (4.15) одержуємо

𝜆
(5)
𝜈,𝑖 =

(︁
𝜙(𝐵)𝑢̂

(4)
𝜈,𝑖 , 𝑢

(0)
𝜈,𝑖

)︁
. (4.60)

Для того, щоб одержати рiвняння для 𝐶⃗(3)
𝜈,𝑖 = |[𝐶(3)

𝜈,𝑖,𝑚]|𝑚=1,𝑘, покажемо споча-

тку, що права частина (4.60) дорiвнює нулю. Маємо

(𝜙(𝐵)𝑢̂
(4)
𝜈,𝑖 , 𝑒𝑚)=

(︁
𝜙(𝐵)Γ+

(︁
𝜆(2)𝜈 𝑢̂

(2)
𝜈,𝑖 − 𝜙(𝐵)𝑢

(3)
𝜈,𝑖

)︁
, 𝑒𝑚
)︁
=−

𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶
(3)
𝜈,𝑖,𝑝𝑑

(2)
𝑝,𝑚. (4.61)

Пiдставимо цей вираз в (4.59), тодi одержимо

𝜆
(5)
𝜈,𝑖𝐶

(0)
𝜈,𝑖,𝑚 + 𝜆(2)𝜈 𝐶

(3)
𝜈,𝑖,𝑚 +

𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶
(3)
𝜈,𝑖,𝑝𝑑

(2)
𝑝,𝑚 = 0, (4.62)

звiдки випливає, що 𝜆(5)𝜈,𝑖 = 0, 𝐶⃗
(3)
𝜈,𝑖 = 0⃗.

Надалi для спрощення викладок, якщо це не спричинятиме непорозумiнь,

опускатимемо iндекси 𝜈, 𝑖 при записi векторiв 𝐶⃗(𝑗)
𝜈,𝑖 = |[𝐶(𝑗)

𝜈,𝑖,𝑚]|𝑚=1,𝑘 та власних

пар 𝜆(𝑗+1)
𝜈,𝑖 , 𝑢

(𝑗+1)
𝜈,𝑖 з 𝑗 = 0, 1, 2, ....
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Застосуємо метод повної математичної iндукцiї. Припустимо, що для де-

якого фiксованого 𝑗 при 𝑚 = 1, 𝑘, 𝑠 = 1, 𝑗 доведено, що

𝜆(2𝑠−1)=0, 𝐶⃗(2𝑠−1)=0⃗,(︁
Π+𝑢̂(2𝑠−1), 𝑒𝑚

)︁
=0, ∀Π+∈ Ω+,

(︁
Π−𝑢̂(2𝑠), 𝑒𝑚

)︁
=0, ∀Π−∈ Ω−.

(4.63)

Покажемо, що (4.63) виконуються i при 𝑠 = 𝑗+1. З (4.63) i властивостей

оператора Γ+ маємо

𝑢(2𝑗+1)=
𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶(2𝑗+1)
𝑝 𝑒𝑝+Γ+

(︃
𝑗∑︁
𝑠=1

𝜆(2𝑗−2𝑠+2)𝑢̂(2𝑠−1) − 𝜙(𝐵)𝑢(2𝑗)

)︃
,

𝜆(2𝑗+1)𝐶(0)
𝑚 − (𝜙(𝐵)𝑢̂(2𝑗), 𝑒𝑚)=0.

(4.64)

Розглянемо друге рiвняння з (4.64) i використаємо припущення iндукцiї (4.63)

та лему 4.1, тодi

𝜆(2𝑗+1)𝐶(0)
𝑚 −(𝜙(𝐵)𝑢̂(2𝑗), 𝑒𝑚)=𝜆

(2𝑗+1)𝐶(0)
𝑚 −

−
(︃
𝜙(𝐵)Γ+

(︃
𝑗−1∑︁
𝑠=1

𝜆(2𝑗−2𝑠)𝑢̂(2𝑠)− 𝜙(𝐵)𝑢̂(2𝑗−1)

)︃
, 𝑒𝑚

)︃
= 𝜆(2𝑗+1)𝐶(0)

𝑚 = 0.

Звiдси одержуємо 𝜆(2𝑗+1) = 0.

Для ∀Π+ ∈ Ω+ з (4.63) маємо

(︁
Π+𝑢̂(2𝑗+1), 𝑒𝑚

)︁
=

(︃
Π+Γ+

(︃
𝑗∑︁
𝑠=1

𝜆(2𝑗−2𝑠+2)𝑢̂(2𝑠−1)−𝜙(𝐵)𝑢̂(2𝑗)

)︃
,𝑒𝑚

)︃
=0,

бо у оператора Π+Γ+ парнiсть кiлькостi входжень не змiнюється, а у опера-

тора Π+Γ+𝜙(𝐵) кiлькiсть входжень 𝜙(𝐵) стає непарною.

Далi ∀Π− ∈ Ω− маємо

(Π−𝑢̂(2𝑗+2), 𝑒𝑚) =

(︃
Π−Γ+

(︃
𝑗∑︁
𝑠=1

𝜆(2𝑗−2𝑠+2)𝑢̂(2𝑠)−𝜙(𝐵)𝑢(2𝑗+1)

)︃
,𝑒𝑚

)︃
=

= −
𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶(2𝑗+1)
𝑝

(︀
Π−Γ+𝜙(𝐵)𝑒𝑝, 𝑒𝑚

)︀
. (4.65)
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Для того щоб показати, що останнi вирази дорiвнюють нулю, запишемо умови

розв’язностi (4.12) рiвняння (4.10) при замiнi 𝑗 на 2𝑗 + 2

𝜆(2𝑗+3)𝐶(0)
𝑚 +

𝑗∑︁
𝑠=1

𝜆(2𝑗−2𝑠+4)(𝑢̂(2𝑠−1), 𝑒𝑚) + 𝜆(2)𝐶(2𝑗+1)
𝑚 − (𝜙(𝐵)𝑢̂(2𝑗+2), 𝑒𝑚) = 0,

а оскiльки має мiсце (4.65), то попередня система набуває вигляду

𝜆(2𝑗+3)𝐶(0)
𝑚 + 𝜆(2)𝐶(2𝑗+1)

𝑚 −
𝑘∑︁
𝑝=1

𝑑(2)𝑝,𝑚𝐶
(2𝑗+1)
𝑝 = 0.

Звiдси одержуємо 𝜆(2𝑗+3) = 0, 𝐶
(2𝑗+1)
𝑚 = 0, що разом iз (4.65) доводить спра-

ведливiсть рiвностей

(Π−𝑢̂(2𝑗+2), 𝑒𝑚) = 0.

Зауважимо, що вибiр вектора 𝐶⃗(0) як розв’язок системи (𝜆(2)𝐸+𝐷(2))𝐶⃗(2𝑗+1) =

0⃗ обумовлений тим, що в подальшому не виникає неоднорiдних умов на цей

вектор.

На цьому iндукцiю завершено, а з нею i доведення теореми.

Використовуючи доведену теорему 4.2 та формули (4.13), (4.14) i (4.18),

запишемо праву частину рiвнянь (4.2) при замiнi 𝑗 на 2𝑗+1 (𝑗=1, 2, ...)

𝐹 (2𝑗+2) = 𝜆(2𝑗+2)𝑢(0) − 𝜙 (𝐵) 𝑢̂(2𝑗+1) +

𝑗∑︁
𝑠=1

𝜆(2𝑗+2−2𝑠)𝑢(2𝑠) =

=
𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶(2𝑗)
𝑝 𝜙 (𝐵) Γ+𝜙 (𝐵) 𝑒𝑝 + 𝜆(2)

𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶(2𝑗)
𝑝 𝑒𝑝+

+

𝑗−1∑︁
𝑠=1

𝜆(2𝑗+2−2𝑠)

⎡⎣𝑢̂(2𝑠) + 𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶(2𝑠)
𝑝 𝑒𝑝 − 𝜙 (𝐵) Γ+𝑢̂(2𝑠−1)

⎤⎦+
(4.66)

+ 𝜆(2)
[︁
𝑢̂(2𝑗) − 𝜙 (𝐵) Γ+𝑢̂(2𝑗−1)

]︁
+ 𝜙 (𝐵) Γ+𝜙 (𝐵) 𝑢̂(2𝑗) + 𝜆(2𝑗+2)

𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶(0)
𝑝 𝑒𝑝.

Згiдно з умовою розв’язностi (4.12), використовуючи лему 4.1, помножимо

скалярно (4.66) на 𝑒𝑚, 𝑚 = 1, 𝑘. Отримаємо систему рiвнянь

𝜆(2)𝐶(2𝑗)
𝑚 +

𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶(2𝑗)
𝑝 𝑑(2)𝑝,𝑚=

𝑗−1∑︁
𝑠=1

𝜆(2𝑗+2−2𝑠)
[︁(︁
𝜙 (𝐵) Γ+𝑢̂(2𝑠−1), 𝑒𝑚

)︁
−𝐶(2𝑠)

𝑚

]︁
+

+𝜆(2)
(︁
𝜙 (𝐵) Γ+𝑢̂(2𝑗−1), 𝑒𝑚

)︁
−
(︁
𝜙 (𝐵) Γ+𝜙 (𝐵) 𝑢̂(2𝑗), 𝑒𝑚

)︁
−𝜆(2𝑗+2)𝐶(0)

𝑚 ,
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або у векторно-матричному виглядi:

(︁
𝜆(2)𝐸+𝐷(2)

)︁
𝐶⃗(2𝑗)=

𝑗−1∑︁
𝑠=1

𝜆(2𝑗+2−2𝑠)
[︁⟨
𝜙 (𝐵) Γ+𝑢̂(2𝑠−1), 𝑒⃗

⟩
−𝐶⃗(2𝑠)

]︁
+

+𝜆(2)
⟨
𝜙 (𝐵) Γ+𝑢̂(2𝑗−1), 𝑒⃗

⟩
−
⟨
𝜙 (𝐵) Γ+𝜙 (𝐵) 𝑢̂(2𝑗), 𝑒⃗

⟩
−𝜆(2𝑗+2)𝐶⃗(0).

(4.67)

Використовуючи спiввiдношення

𝑘∑︁
𝑝=1

𝐶(2𝑗)
𝑝

𝑘∑︁
𝑡=1

𝐶
(0)
𝑡 𝑑

(2)
𝑝,𝑡 = 0,

пiдставимо наступний вираз для 𝜆(2𝑗+2), отриманий з (4.18) i (4.64),

𝜆(2𝑗+2) =
(︁
𝜙 (𝐵) 𝑢̂(2𝑗+1), 𝑢(0)

)︁
= 𝜆(2)

(︁
𝜙 (𝐵) Γ+𝑢̂(2𝑗−1), 𝑢(0)

)︁
+

+

𝑗−1∑︁
𝑠=1

𝜆(2𝑗+2−2𝑠)
(︁
𝜙 (𝐵) Γ+𝑢̂(2𝑠−1), 𝑢(0)

)︁
−
(︁
𝜙 (𝐵) Γ+𝜙 (𝐵) 𝑢̂(2𝑗), 𝑢(0)

)︁
,

у рiвняння (4.67). Маємо систему рiвнянь

𝐷[2,𝜈]𝐶⃗(2𝑗)=

𝑗−1∑︁
𝑠=1

𝜆(2𝑗+2−2𝑠)
[︁⟨
𝜙 (𝐵) Γ+𝑢̂(2𝑠−1), 𝑒⃗− 𝑢(0)𝐶⃗(0)

⟩
− 𝐶⃗(2𝑠)

]︁
+

+𝜆(2)
⟨
𝜙 (𝐵) Γ+𝑢̂(2𝑗−1), 𝑒⃗−𝑢(0)𝐶⃗(0)

⟩
+
⟨
𝜙 (𝐵) Γ+𝜙 (𝐵) 𝑢̂(2𝑗), 𝑢(0)𝐶⃗(0)−𝑒⃗

⟩
.

З останньої системи рiвнянь, леми 4.1, теореми 4.2 та формул (4.13), (4.14)

i (4.18) одержуємо основнi формули алгоритму FD-методу для задачi (4.1)

(при 𝑗=1, 2, ...):

𝑢̂(2𝑗−1) = Γ+

(︃
𝑗−1∑︁
𝑠=1

𝜆(2𝑗−2𝑠)𝑢̂(2𝑠−1) − 𝜙(𝐵)𝑢(2𝑗−2)

)︃
,

𝑢̂(2𝑗) = Γ+

(︃
𝑗−1∑︁
𝑠=1

𝜆(2𝑗−2𝑠)𝑢̂(2𝑠) − 𝜙(𝐵)𝑢̂(2𝑗−1)

)︃
, (4.68)

𝐶⃗(2𝑗) =
(︁
𝐷[2,𝜈]

)︁+(︃ 𝑗−1∑︁
𝑠=1

𝜆(2𝑗+2−2𝑠)
[︁⟨
𝜙(𝐵)Γ+𝑢̂(2𝑠−1), 𝑒⃗− 𝑢(0)𝐶⃗(0)

⟩
−

−𝐶⃗(2𝑠)
]︁
+ 𝜆(2)

⟨
𝜙(𝐵)Γ+𝑢̂(2𝑗−1), 𝑒⃗− 𝑢(0)𝐶⃗(0)

⟩
+

+
⟨
𝜙(𝐵)Γ+𝜙(𝐵)𝑢̂(2𝑗), 𝑢(0)𝐶⃗(0) − 𝑒⃗

⟩)︁
,
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𝜆(2𝑗)=
(︁
𝜙(𝐵)𝑢̂(2𝑗−1), 𝑢(0)

)︁
,

𝜆(2)=𝜆(2)𝑛,𝜈, 𝜆
(2𝑗)=𝜆

(2𝑗)
𝑛,𝜈,𝑖, 𝑢̂

(𝑗)= 𝑢̂
(𝑗)
𝑛,𝜈,𝑖, 𝐶⃗

(2𝑗−2) = 𝐶⃗
(2𝑗−2)
𝑛,𝜈,𝑖 , 𝑢(0)=𝑢

(0)
𝑛,𝜈,𝑖,

𝑢̂(0) = 0,
⃦⃦⃦
𝑢
(0)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
=1,

⃦⃦⃦
𝐶⃗

(0)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
𝑅
=1, 𝑖=1, 𝜇𝜈, 𝜈=1, 𝑟,

𝑟∑︁
𝜈=1

𝜇𝜈=𝑘.

4.5 Збiжнiсть FD-методу в особливому випадку

Перейдемо до вiдшукання оцiнок. Використовуючи введенi в п.4.3 позна-

чення, з (4.68) при 𝑗 = 1, 2, ... маємо:⃒⃒⃒
𝜆
(2𝑗)
𝑛,𝜈,𝑖

⃒⃒⃒
≤
⃦⃦⃦
𝜙(𝐵)𝑢

(0)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑢̂
(2𝑗−1)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
,

⃦⃦⃦
𝑢̂
(2𝑗−1)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
≤ 𝛼

(︃
𝑗−1∑︁
𝑠=1

⃦⃦⃦
𝑢̂
(2𝑗−2𝑠−1)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑢̂
(2𝑠−1)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
+
⃦⃦⃦
𝑢̂
(2𝑗−2)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
+
⃦⃦⃦
𝐶⃗

(2𝑗−2)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
𝑅

)︃
,

⃦⃦⃦
𝑢̂
(2𝑗)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
≤ 𝛼

(︃
𝑗−1∑︁
𝑠=1

⃦⃦⃦
𝑢̂
(2𝑗−2𝑠−1)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑢̂
(2𝑠)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
+
⃦⃦⃦
𝑢̂
(2𝑗−1)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦)︃
, (4.69)

⃦⃦⃦
𝐶⃗

(2𝑗)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
≤𝛽

{︃
𝛼

𝑗∑︁
𝑠=1

⃦⃦⃦
𝑢̂
(2𝑗+1−2𝑠)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦⃦⃦⃦
𝑢̂
(2𝑠−1)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
+ 𝛼

⃦⃦⃦
𝑢̂
(2𝑗)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
+

+

𝑗−1∑︁
𝑠=1

⃦⃦⃦
𝑢̂
(2𝑗+1−2𝑠)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝐶⃗

(2𝑠)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦}︃
,

де 𝛼 =𝑀𝑛,𝜈,𝑖, 𝛽 =
⃦⃦⃦(︀
𝐷[2,𝜈]

)︀+⃦⃦⃦ |⟨𝜙 (𝐵) 𝑒⃗⟩|max(
√
𝑘 − 1, 2). Тут, при одержаннi

останньої нерiвностi були використанi такi спiввiдношення:⃒⃒⃒⟨
𝑒⃗− 𝑢(0)𝐶⃗(0)

⟩⃒⃒⃒2
= 𝑘 − 1,

⃒⃒⃒⟨
𝜙(𝐵)(𝑒⃗− 𝑢(0)𝐶⃗(0))

⟩⃒⃒⃒
≤ 2 |⟨𝜙(𝐵)𝑒⃗⟩| .

Виконаємо в (4.69) замiни

𝑐2𝑗=(𝑀𝑛,𝜈,𝑖)
−2𝑗−1

⃦⃦⃦
𝐶⃗

(2𝑗)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
𝑅
, 𝑢𝑗=(𝑀𝑛,𝜈,𝑖)

−𝑗
⃦⃦⃦
𝑢̂
(𝑗)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
, 𝑗 = 1, 2, ...,

𝑐0 = 1, 𝑢0 = 0.
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Тодi система нерiвностей (4.69) набуде вигляду

𝑢2𝑗−1 ≤
𝑗−1∑︁
𝑠=1

𝑢2𝑗−2𝑠−1𝑢2𝑠−1 + 𝑢2𝑗−2 + 𝛼𝑐2𝑗−2,

𝑢2𝑗 ≤
𝑗−1∑︁
𝑠=1

𝑢2𝑗−2𝑠−1𝑢2𝑠 + 𝑢2𝑗−1,

𝑐2𝑗 ≤ 𝛽

[︃
𝑗∑︁
𝑠=1

𝑢2𝑗−2𝑠+1𝑢2𝑠−1 + 𝑢2𝑗

]︃
+ 𝛼𝛽

𝑗−1∑︁
𝑠=1

𝑢2𝑗−2𝑠+1𝑐2𝑠,

(4.70)

𝑗 = 1, 2, ..., 𝑐0 = 1, 𝑢0 = 0.

Замiнивши в (4.70) знак нерiвностi на знак рiвностi, приходимо до мажору-

ючої системи рiвнянь

𝑢̄2𝑗−1 =

𝑗−1∑︁
𝑠=1

𝑢̄2𝑗−2𝑠−1𝑢̄2𝑠−1 + 𝑢̄2𝑗−2 + 𝛼 𝑐2𝑗−2,

𝑢̄2𝑗 =

𝑗−1∑︁
𝑠=1

𝑢̄2𝑗−2𝑠−1𝑢̄2𝑠 + 𝑢̄2𝑗−1,

𝑐2𝑗 = 𝛽

[︃
𝑗∑︁
𝑠=1

𝑢̄2𝑗−2𝑠+1𝑢̄2𝑠−1 + 𝑢̄2𝑗

]︃
+ 𝛼𝛽

𝑗−1∑︁
𝑠=1

𝑢̄2𝑗−2𝑠+1𝑐2𝑠,

𝑗 = 1, 2, ..., 𝑢̄0 = 𝑢0 = 0, 𝑐0 = 𝑐0 = 1,

(4.71)

в тому розумiннi, що

𝑢2𝑗−1 ≤ 𝑢̄2𝑗−1, 𝑢2𝑗 ≤ 𝑢̄2𝑗, 𝑐2𝑗 ≤ 𝑐2𝑗, 𝑗 = 1, 2, ... .

Будемо розв’язувати систему (4.71) методом твiрних функцiй. Введемо

позначення

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗𝑢̄2𝑗+1, 𝑔(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗𝑢̄2𝑗+2, 𝑤(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗𝑐2𝑗. (4.72)

Iз (4.71) одержуємо таку систему:

𝑓(𝑧) =𝑧𝑓 2(𝑧) + 𝑧𝑔(𝑧) + 𝛼𝑤(𝑧),

𝑔(𝑧) =𝑧𝑓(𝑧)𝑔(𝑧) + 𝑓(𝑧),

𝑤(𝑧)− 1 =𝛽𝑧
{︁
[𝑓(𝑧)]2 + 𝑔(𝑧)

}︁
+ 𝛼𝛽 [𝑓(𝑧)− 𝛼] [𝑤(𝑧)− 1] .

(4.73)
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Звiдси маємо квадратне рiвняння вiдносно 𝑧

[𝛼𝛽𝑓 − 𝛼𝛽(𝛼 + 1)− 1]𝑓 3𝑧2 + [−2𝛼𝛽𝑓 2 + (3𝛼2𝛽 + 2)𝑓−

− (𝛼2 − 𝛼− 1)𝛼𝛽 − 𝛼 + 1]𝑓𝑧 + 𝛼𝛽𝑓 2 − (2𝛼2𝛽 + 1)𝑓 + 𝛼3𝛽 + 𝛼=0,

з якого знаходимо 𝑧 як функцiю вiд 𝑓 , вибравши серед двох коренiв той, для

якого виконується спiввiдношення 𝑧(𝛼) = 0, тобто

𝑧(𝑓) =
(︀
2𝛼𝛽𝑓 2 − (3𝛼2𝛽 + 2)𝑓 + 𝛼(𝛼2 − 𝛼− 1)𝛽 + 𝛼− 1+

+
[︀
4𝛼2𝛽2𝑓 3 + (𝛼(𝛼2 − 12𝛼− 4)𝛽 − 8)𝛼𝛽𝑓 2+

+ (4− 2𝛼3(𝛼2 − 5𝛼− 3)𝛽2 − 2𝛼(𝛼2 − 7𝛼− 2)𝛽)𝑓+

+𝛼𝛽(𝛼2−𝛼−1)(𝛼(𝛼2−𝛼−1)𝛽+2𝛼−2)+(𝛼−1)2
]︀1/2)︁

/

/
[︀
2𝑓 2(𝛼𝛽𝑓 − 1− 𝛼(𝛼 + 1)𝛽)

]︀
.

(4.74)

Помножимо чисельник i знаменник на вираз

𝑚 =−
(︀
2𝛼𝛽𝑓 2 − (3𝛼2𝛽 + 2)𝑓 + 𝛼(𝛼2 − 𝛼− 1)𝛽 + 𝛼− 1−

−
[︀
4𝛼2𝛽2𝑓 3 + (𝛼(𝛼2 − 12𝛼− 4)𝛽 − 8)𝛼𝛽𝑓 2+

+ (4− 2𝛼3(𝛼2 − 5𝛼− 3)𝛽2 − 2𝛼(𝛼2 − 7𝛼− 2)𝛽)𝑓+

+𝛼𝛽(𝛼2−𝛼−1)(𝛼(𝛼2−𝛼−1)𝛽+2𝛼−2)+(𝛼−1)2
]︀1/2)︁

.

Тодi пiсля нескладних перетворень одержуємо

𝑧 (𝑓) = −2𝛼𝛽
(𝑓 − 𝛼)

(︁
𝑓 − 𝛼− 1

𝛼𝛽

)︁
𝑓 𝑚

. (4.75)

Неважко показати, що

𝑧(𝑓) > 0 ∀𝑓 ∈
(︂
𝛼, 𝛼 +

1

𝛼𝛽

)︂
,

а отже, iснує таке 𝑓max ∈
(︁
𝛼, 𝛼 + 1

𝛼𝛽

)︁
, що

max
𝑓∈(𝛼,𝛼+ 1

𝛼𝛽)
𝑧 (𝑓) = 𝑧(𝑓max) = 𝑧max

i 𝑧max є радiусом збiжностi ряду 𝑓(𝑧), а також рядiв 𝑔(𝑧), 𝑤(𝑧), тобто iснують

такi додатнi сталi 𝐿𝑖, 𝜀𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, що

(𝑧max)
𝑗𝑢̄2𝑗−1≤

𝐿1

𝑗1+𝜀1
, (𝑧max)

𝑗𝑢̄2𝑗≤
𝐿2

𝑗1+𝜀2
, (𝑧max)

𝑗𝑐2𝑗≤
𝐿3

𝑗1+𝜀3
, 𝑗=1, 2, ... .

Викладене вище переконує нас у справедливостi наступної теореми.
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Теорема 4.3. Нехай (𝜙(𝐵)𝑒𝑛,𝑝, 𝑒𝑛,𝑚) = 0, ∀𝑝,𝑚 = 1, 𝑘 та виконується умова

𝑞𝑛,𝜈,𝑖 =
𝑀𝑛,𝜈,𝑖

𝑧max
< 1, (4.76)

тодi FD-метод для задачi (4.1) є суперекспоненцiально збiжним i справе-

дливими є такi оцiнки його точностi:

⃦⃦⃦
𝑢𝑛,𝜈,𝑖 −

𝑚
𝑢𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑢𝑛,𝜈,𝑖 − 𝑚∑︁

𝑗=0

𝑢
(𝑗)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ≤ 2𝐿̄

(𝑚+ 1)1+𝜀
𝑞𝑚+1
𝑛,𝜈,𝑖

1− 𝑞𝑛,𝜈,𝑖
,

⃒⃒⃒
𝜆𝑛,𝜈,𝑖−

𝑚

𝜆𝑛,𝜈,𝑖

⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜆𝑛,𝜈,𝑖 − 𝑚∑︁

𝑗=0

𝜆
(𝑗)
𝑛,𝜈,𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≤ 𝐿̄

⃦⃦⃦
𝜙(𝐵)𝑢

(0)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
(𝑚+ 1)1+𝜀

𝑞𝑚𝑛,𝜈,𝑖
1− 𝑞𝑛,𝜈,𝑖

.

(4.77)

Якщо 𝑞𝑛,𝜈,𝑖 = 1, то замiсть оцiнок (4.77) справедливими є наступнi:⃦⃦⃦
𝑢𝑛,𝜈,𝑖 −

𝑚
𝑢𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
≤ 2𝐿̄

∞∑︁
𝑗=𝑚+1

1

𝑗1+𝜀
≤ 2𝐿̄

𝜀𝑚𝜀
,

⃒⃒⃒
𝜆𝑛,𝜈,𝑖 −

𝑚

𝜆𝑛,𝜈,𝑖

⃒⃒⃒
≤ 𝐿̄

⃦⃦⃦
𝜙(𝐵)𝑢

(0)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦ ∞∑︁
𝑗=𝑚+1

1

𝑗1+𝜀
≤
𝐿̄
⃦⃦⃦
𝜙(𝐵)𝑢

(0)
𝑛,𝜈,𝑖

⃦⃦⃦
𝜀𝑚𝜀

.

(4.78)

Тут 𝐿̄=max(𝐿1, 𝐿2, 𝐿3), 𝜀=min(𝜀1, 𝜀2, 𝜀3), 𝑖=1, 𝜇𝜈, 𝜈=1, 𝑟,
∑︀𝑟

𝜈=1𝜇𝜈=𝑘.

Приклад 5. Розглянемо одновимiрну по простору векторно-матричну за-

дачу Штурма-Лiувiлля другого порядку з крайовими умовами Дiрiхле на

вiдрiзку (0, 1), тобто задачу (4.1), в якiй оператори 𝐴,𝐵 визначенi насту-

пним чином:

𝐷 (𝐴) =
{︀
𝑣 ∈ 𝑊 2

2 (0, 1) : 𝑣 (0) = 𝑣 (1) = 0
}︀
, 𝐴𝑣 =

𝑑2𝑣 (𝑥)

𝑑𝑥2
, ∀𝑣 ∈ 𝐷 (𝐴) ,

𝐷 (𝐵) = 𝐿2 (0, 1) , 𝐵𝑣 = 𝑄 (𝑥) 𝑣 (𝑥) ,

𝑄 (𝑥) = (1/2− 𝑥) ·

⎛⎜⎜⎝
1 1 (1/2− 𝑥)2

1 1 1

(1/2− 𝑥)2 1 1

⎞⎟⎟⎠ , 𝑥 ∈ (0, 1).

В таблицi 4.1 наведено трiйки власних значень 𝜆𝑒𝑥𝑛,𝑙, 𝑙 = 1, 3, 𝑛 = 1, 4, 8,

отриманi методом стрiльби з використанням методу Гiра для iнтегрува-

ння вiдповiдних задач Кошi. Обчислення здiйснено за допомогою системи
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Таблиця 4.1

Обчислення, здiйсненi за допомогою методу стрiльби (з використанням методу Гiра з

maxord=11, abserr=10−36, relerr=10−24) та методу CPM{10, 8} (з tol=10−15, nint=25).

𝑛 𝑙 𝜆𝑒𝑥𝑛,𝑙 𝑡 𝐸𝑡 Δ𝐸𝑡

1 1 9.863005897991451947257214 0 9.86300589799145 +3.55e-015

2 9.868665687828881068818954 1 9.86866568782887 +2.19e-015

3 9.869448153557578352854274 2 9.86944815355757 +2.19e-015

2 1 39.47847505309593329887386 3 39.4784750530959 +8.77e-015

2 39.47875905307639709887213 4 39.4784750530959 +8.77e-015

3 39.48029773815411128857833 5 39.4802977381541 -1.42e-014

3 1 88.82646667897491171279617 6 88.8264666789749 +1.97e-014

2 88.82660431609601029718887 7 88.8264666789749 +1.97e-014

3 88.82761296473985512606048 8 88.8276129647398 +2.84e-014

4 1 157.9136858376700168133047 9 157.913685837670 +3.51e-014

2 157.9137647274037242550664 10 157.913685837670 +3.51e-014

3 157.9143992106911288540809 11 157.913685837670 +3.51e-014

8 1 631.6546855642199543269033 21 631.654685564219 +1.40e-013

2 631.6547055560593258633251 22 631.654685564219 +1.40e-013

3 631.6548807432349298044469 23 631.654685564219 +1.40e-013

комп’ютерної алгебри Maple 17 (з Digits=128, maxord=11, abserr=10−36,

relerr=10−24).

За допомогою реалiзованого в пакетi MATSCS в Matlab методу

CPM{10, 8} (див. [137] та Додаток B) знайдено власнi значення 𝐸𝑡 в

режимi обчислень з подвiйною точнiстю та допустимим вiдхиленням

tol=10−15. Деякi з них при 𝑡 = 0, 11 та 𝑡 = 21, 23 разом з похибками обчи-

слень Δ𝐸𝑡 наведено в таблицi 4.1. Кiлькiсть iнтервалiв розбиття «основ-

ної» сiтки nint=25. Як видно з таблицi 4.1, вже при невеликих номе-

рах 𝑡 власнi значення в трiйках спiвпадають, а саме 𝐸3 = 𝐸4, 𝐸6 = 𝐸7,

𝐸3𝑡 = 𝐸3𝑡+1 = 𝐸3𝑡+2, 𝑡 >= 3. Це зумовлено близькiстю власних значень в

трiйках та використанням розбиття вiдрiзку, яке генерується на початку

виконання алгоритму CPM-методу, для обчислення всiх власних значень.
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Застосуємо найпростiший варiант FD-методу, коли 𝐵̄ = 0. Псевдообер-

нений оператор Мура-Пенроуза Γ+ має вигляд:

Γ+𝑣 = (𝑔𝑛(𝑥, ·), 𝑣𝑛(·)) =
∫︁ 1

0
𝑔𝑛(𝑥, 𝜉)𝑣𝑛(𝜉)𝑑𝜉,

𝑔𝑛(𝑥, 𝜉)=
1

4𝜋2𝑛2
(cos(𝑛𝜋(𝑥+𝜉))−cos(𝑛𝜋(𝑥−𝜉)))− 1

2𝜋𝑛
(sin(𝑛𝜋(𝑥+𝜉))×

× (1− 𝑥− 𝜉)−sin(𝑛𝜋|𝑥− 𝜉|)(1− |𝑥− 𝜉|)),

де 𝑔𝑛(𝑥, 𝜉) – узагальнена функцiя Грiна.

В цьому випадку кожне власне значення 𝜆
(0)
𝑛 = (𝑛𝜋)2 базової задачi має

кратнiсть 3 i йому вiдповiдає ортонормальна система власних векторiв

𝑒𝑛,𝑚(𝑥) =
√
2 sin(𝑛𝜋𝑥)|[𝛿𝑚,𝑠]|𝑠=1,3 , 𝑚 = 1, 3. Загальними розв’язками базової

задачi є власнi вектори

𝑢(0)𝑛,𝑝(𝑥) =
3∑︁

𝑚=1

𝐶(0)
𝑛,𝑝,𝑚𝑒𝑛,𝑚(𝑥), 𝑝 = 1, 3,

де 𝐶⃗
(0)
𝑛,𝑝 = |[𝐶(0)

𝑛,𝑝,𝑚]|𝑚=1,3, 𝑝 = 1, 3 – ортонормальна система векторiв, що є

розв’язком вiдповiдної системи (4.49). Кожне власне значення 𝜆
(2)
𝑛,𝜈 матрицi

(4.50) має кратнiсть 1 (𝜇𝜈 = 1, 𝜈 = 1, 3), тому iндекс 𝑖 (введений згiдно з

позначеннями п. 4.4) можна опустити.

FD-метод в даному прикладi є таким, що точно реалiзується (див.

[145]). Для матричного потенцiала 𝑄(𝑥) виконуються спiввiдношення:

(𝑄(𝑥)𝑒𝑛,𝑝(𝑥), 𝑒𝑛,𝑚(𝑥)) = 0, 𝑝,𝑚 = 1, 3.

Умови теореми 4.2 виконуються, зокрема, 𝜆
(2𝑗−1)
𝑛,𝑙 = 0, 𝑙 = 1, 3, 𝑗 = 1, 2, ....

Наближення
2𝑗

𝜆𝑛,𝑙,
2𝑗
𝑢𝑛,𝑙(𝑥),

2𝑗−1
𝑢𝑛,𝑙 (𝑥), 𝑙 = 1, 3, 𝑗 = 1, 3 знайденi в аналiти-

чнiй формi, яка дає можливiсть проаналiзувати їх залежнiсть вiд номе-

ра 𝑛 трiйки власних значень. Завдяки цьому при використаннi FD-методу

вдається уникнути наведених вище труднощiв, якi виникають при обчиле-

ннях за допомогою методу CPM{10, 8}. Асимптотична поведiнка знайде-

них поправок до власних значень вiдносно 𝑛 є наступною: 𝜆
(2𝑗)
𝑛,2 =𝒪(𝑛−2𝑗+2),

𝜆
(2𝑗)
𝑛,𝑙 =𝒪(𝑛−2𝑗), 𝑙=1, 3, 𝑗=1, 2, 3.
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Таблиця 4.2

Збiжнiсть FD-методу для власних значень 𝜆𝑛,𝑙, 𝑙 = 1, 3 з номерами 𝑛 = 1, 2, 3, 4, 8.

𝑛 𝑗
⃒⃒⃒
𝜆
(𝑗)
𝑛,1⃒⃒⃒ Δ𝑛,1(𝑗)

⃒⃒⃒
𝜆
(𝑗)
𝑛,2⃒⃒⃒ Δ𝑛,2(𝑗)

⃒⃒⃒
𝜆
(𝑗)
𝑛,3⃒⃒⃒ Δ𝑛,3(𝑗)

1 0 9.870 6.6e-3 9.870 9.4e-4 9.870 1.6e-4

2 6.599e-3 7.8e-7 9.387e-4 1.8e-8 1.562e-4 5.0e-10

4 7.877e-7 2.3e-10 1.778e-8 7.9e-13 4.995e-10 3.7e-15

6 2.301e-10 8.7e-14 7.916e-13 4.9e-17 3.746e-15 1.4e-18

2 0 39.48 5.7e-5 39.48 3.4e-4 39.48 1.9e-3

2 5.745e-5 6.8e-10 3.415e-4 1.7e-8 1.881e-3 7.6e-7

4 6.796e-10 2.2e-14 1.778e-8 8.0e-13 7.567e-7 2.3e-10

6 2.125e-14 1.2e-15 8.050e-13 4.5e-17 2.329e-10 4.4e-14

3 0 88.83 2.7e-5 88.83 1.6e-4 88.83 1.2e-3

2 2.707e-5 3.5e-12 1.647e-4 4.3e-11 1.173e-3 3.0e-8

4 3.477e-12 3.1e-16 4.269e-11 1.3e-14 2.968e-8 2.7e-12

6 3.314e-16 2.4e-17 1.322e-14 8.5e-20 2.710e-12 9.2e-16

4 0 157.9 1.5e-5 157.9 9.4e-5 157.9 7.3e-4

2 1.542e-5 3.3e-12 9.431e-5 2.4e-11 7.288e-4 1.6e-9

4 3.334e-12 5.9e-17 2.438e-11 1.4e-16 1.604e-9 1.6e-13

6 6.218e-17 2.8e-18 1.408e-16 1.2e-19 1.635e-13 5.9e-17

8 0 631.8 3.9e-6 631.8 2.4e-5 631.8 2.0e-4

2 3.895e-6 2.4e-13 2.389e-5 6.3e-13 1.991e-4 4.4e-11

4 2.373e-13 8.5e-19 6.257e-13 2.8e-20 4.364e-11 2.1e-17

6 8.430e-19 1.1e-20 3.603e-20 7.7e-21 2.111e-17 1.2e-19

Для прикладу наведемо другi поправки до трiйок власних значень (iншi

не наводимо через їх громiздкiсть):

𝜆
(2)
𝑛,1 =− 1181

17920𝜋2𝑛2
+

2921

2560𝑛4𝜋4
− 267

128𝜋6𝑛6
+

621

128𝜋8𝑛8
+

1

53760𝜋2𝑛2
×

×
[︂
11630417− 416639286

𝜋2𝑛2
+

4510913841

𝜋4𝑛4
− 14640469200

𝜋6𝑛6
+

+
28240070040

𝜋8𝑛8
− 58496709600

𝜋10𝑛10
+

68027072400

𝜋12𝑛12

]︂ 1
2

,

𝜆
(2)
𝑛,2 =− 407

26880𝜋2𝑛2
+

41

1280𝑛4𝜋4
+

69

64𝜋6𝑛6
+

621

64𝜋8𝑛8
,

𝜆
(2)
𝑛,3 =− 1181

17920𝜋2𝑛2
+

2921

2560𝑛4𝜋4
− 267

128𝜋6𝑛6
+

621

128𝜋8𝑛8
− 1

53760𝜋2𝑛2
×
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×
[︂
11630417− 416639286

𝜋2𝑛2
+

4510913841

𝜋4𝑛4
− 14640469200

𝜋6𝑛6
+

+
28240070040

𝜋8𝑛8
− 58496709600

𝜋10𝑛10
+

68027072400

𝜋12𝑛12

]︂ 1
2

.

Аналiтичнi перетворення та чисельнi розрахунки згiдно з FD-методом

здiйснювались за допомогою системи комп’ютерної алгебри Maple 17 (з

Digits=128). Поправки до власних значень по абсолютнiй величинi та аб-

солютнi похибки наближень FD-методу Δ𝑛,𝑙(𝑁) = |𝜆𝑒𝑥𝑛,𝑙 −
𝑁

𝜆𝑛,𝑙| рангу 𝑁 =

0, 2, 4, 6 до власних значень 𝜆𝑒𝑥𝑛,𝑙, 𝑙 = 1, 3 з номерами 𝑛 = 1, 4, 8 наведенi в

таблицi 4.2. Як видно з таблицi 4.2, чисельнi розрахунки пiдтверджують

теорему 4.3 про суперекспоненцiальну швидкiсть збiжностi алгоритму.

4.6 Висновки до роздiлу 4

Результати даного роздiлу є узагальненням роботи [101], в якiй обгрун-

товано FD-метод та здiйснено його алгоритмiчну реалiзацiю для абстрактної

постановки задачi на власнi значення в гiльбертовому просторi у випадку,

коли базова задача може мати двократнi власнi значення. Також узагальне-

но результати робiт по FD-методу [3, 71], [102, п. 2]. Узагальнення полягає в

тому, що базова задача може мiстити власнi значення довiльної (скiнченної)

кратностi.

Основнi результати даного роздiлу:

1) Розроблено та обгрунтовано нову схему алгоритму FD-методу для за-

дачi на власнi значення в абстрактному формулюваннi для самоспря-

жених операторiв з дискретним спектром, що дiють у гiльбертовому

просторi, у випадку базової задачi з власними значеннями довiльної

(скiнченної) кратностi.

2) Знайдено достатнi умови суперекспоненцiальної збiжностi запропоно-

ваного пiдходу (теореми 4.1, 4.3), зокрема в особливому випадку, для

якого алгоритм FD-методу побудовано на основi доведеної теореми 4.2,

що визначає його властивостi в цьому випадку.
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Ефективнiсть FD-методу в особливому випадку успiшно проiлюстровано

на прикладi векторно-матричної задачi Штурма-Лiувiлля другого порядку з

рiвнянням у формi Шрьодiнгера на скiнченному промiжку iз симетричним

матричним потенцiалом розмiрностi 3 та базовою задачею, кожне власне зна-

чення якої є трикратним (приклад 5).

Основнi результати даного роздiлу опублiковано у двох статтях [25,28] та

доповiдались на конференцiї [20].
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РОЗДIЛ 5

FD-МЕТОД ДЛЯ ЗАДАЧI НА ВЛАСНI ЗНАЧЕННЯ З

КРАТНИМИ ВЛАСНИМИ ЗНАЧЕННЯМИ БАЗОВОЇ ЗАДАЧI

В БАНАХОВОМУ ПРОСТОРI

5.1 Абстрактна постановка задачi

Розглянемо задачу на власнi значення в банаховому просторi 𝑋 з нульо-

вим елементом 𝜃

(𝐴+𝐵)𝑢𝑛 − 𝜆𝑛𝑢𝑛 = 𝜃 (5.1)

в припущеннi, що спектр оператора 𝐴 + 𝐵 є дискретним. Шукаємо власну

пару {𝜆𝑛, 𝑢𝑛} iз заданим фiксованим iндексом 𝑛. Нехай𝑋* є дуальним банахо-

вим простором лiнiйних функцiоналiв на 𝑋 i (·, ·) є бiлiнiйним вiдношенням.

Апроксимуємо оператор 𝐵 оператором 𝐵̄ таким, щоб базова задача

(𝐴+𝐵)𝑢(0)𝑛 − 𝜆(0)𝑛 𝑢(0)𝑛 = 𝜃 (5.2)

була «простiшою», нiж задача (5.1), тобто так, щоб (5.2) мала явний аналi-

тичний (точний) розв’язок.

Визначимо формально гомотопiю мiж двома задачами 𝑃1 та 𝑃2 iз розв’яз-

ками 𝑢1 та 𝑢2 з топологiчного простору 𝑋 як параметричну задачу 𝑃𝐻(𝑡)

iз розв’язком 𝑢(𝑡), який неперервно залежить вiд параметра 𝑡 ∈ [0, 1] i

𝑢(0) = 𝑢1, 𝑢(1) = 𝑢2 (див., напр., [52, 62]). Згiдно з iдеєю гомотопiї для

деякого фiксованого номера 𝑛 власної пари «занурюємо» (5.2) в сiмейство

параметричних задач

(𝐴+𝑊 (𝑡))𝑢𝑛(𝑡)− 𝜆𝑛(𝑡)𝑢𝑛(𝑡) = 𝜃, 𝑡 ∈ [0, 1] (5.3)

з 𝑊 (𝑡) = 𝐵 + 𝑡(𝐵 −𝐵), яке мiстить обидвi задачi (5.1) i (5.2). Очевидно, що

𝑢𝑛(0) = 𝑢(0)𝑛 , 𝜆𝑛(0) = 𝜆(0)𝑛 , 𝑢𝑛(1) = 𝑢𝑛, 𝜆𝑛(1) = 𝜆𝑛. (5.4)

Розв’язок (5.3) будемо шукати у виглядi степеневих рядiв по змiннiй 𝑡:

𝜆𝑛(𝑡) =
∞∑︁
𝑗=0

𝜆(𝑗)𝑛 𝑡
𝑗, 𝑢𝑛(𝑡) =

∞∑︁
𝑗=0

𝑢(𝑗)𝑛 𝑡
𝑗, (5.5)
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де

𝜆(𝑗)𝑛 =
1

𝑗!

𝑑𝑗𝜆𝑛 (𝑡)

𝑑𝑡𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

, 𝑢(𝑗)𝑛 =
1

𝑗!

𝑑𝑗𝑢𝑛 (𝑡)

𝑑𝑡𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

. (5.6)

При 𝑡 = 1 в (5.5) отримуємо

𝜆𝑛 =
∞∑︁
𝑗=0

𝜆(𝑗)𝑛 , 𝑢𝑛 =
∞∑︁
𝑗=0

𝑢(𝑗)𝑛 (5.7)

при умовi, що ряди (5.5) збiгаються для всiх 𝑡 ∈ [0, 1].

Згiдно з iдеологiєю FD-методу зрiзанi ряди

𝑁

𝜆𝑛 =
𝑁∑︁
𝑗=0

𝜆(𝑗)𝑛 ,
𝑁
𝑢𝑛 =

𝑁∑︁
𝑗=0

𝑢(𝑗)𝑛 (5.8)

є наближеннями рангу 𝑁 до власних значень i власних векторiв задачi (5.1)

i разом з наведеними нижче формулами для 𝜆(𝑗)𝑛 , 𝑢
(𝑗)
𝑛 становлять алгоритм

для їх обчислення.

5.2 Алгоритм FD-методу

Для того щоб знайти члени рядiв (5.7), (5.8) пiдставимо (5.5) в (5.3) i

прирiвняємо коефiцiєнти при однакових степенях 𝑡. Отримаємо наступну ре-

курентну послiдовнiсть рiвнянь:

(𝐴+𝐵)𝑢(𝑗+1)
𝑛 − 𝜆(0)𝑛 𝑢(𝑗+1)

𝑛 = 𝐹 (𝑗+1)
𝑛 , 𝑗 = −1, 0, 1, ... (5.9)

з 𝐹 (0)
𝑛 = 0 та

𝐹 (𝑗+1)
𝑛 = 𝐹 (𝑗+1)

𝑛 (𝜆(0)𝑛 , ..., 𝜆(𝑗+1)
𝑛 ;𝑢(0)𝑛 , ..., 𝑢(𝑗)𝑛 ) =

= 𝜆(𝑗+1)
𝑛 𝑢(0)𝑛 − 𝜙(𝐵)𝑢(𝑗)𝑛 +

𝑗∑︁
𝑝=1

𝜆(𝑗+1−𝑝)
𝑛 𝑢(𝑝)𝑛 , 𝜙(𝐵) = 𝐵 −𝐵.

(5.10)

Початковi значення 𝜆
(0)
𝑛 , 𝑢

(0)
𝑛 для задач (5.9), (5.10) є розв’язками базової

задачi :

(𝐴+𝐵)𝑢(0)𝑛 − 𝜆(0)𝑛 𝑢(0)𝑛 = 𝜃, (5.11)
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яка є «простiшою», нiж задача (5.1). Нехай базова задача має дiйснi власнi

значення

0 ≤ 𝜆
(0)
1 ≤ 𝜆

(0)
2 ≤ ... ≤ 𝜆(0)𝑛 ≤ ... . (5.12)

Будемо вважати, що в (5.12) кожне власне значення 𝜆
(0)
𝑛 входить 𝑘𝑛 разiв

вiдповiдно до його кратностi 𝑘𝑛. Нехай 𝑒𝑛,𝑝, 𝑝 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 1, 2, ... утворюють

базис в 𝑋, де 𝑒𝑛,𝑝, 𝑝 = 1, 𝑘𝑛 є власними векторами, якi вiдповiдають 𝜆(0)𝑛 .

Позначимо через 𝑒⃗𝑛 = (𝑒𝑛,1, 𝑒𝑛,2, ..., 𝑒𝑛,𝑘𝑛)
𝑇 та через 𝑓𝑛,𝑝, 𝑝 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 1, 2, ...

вiдповiдну бiортогональну систему функцiоналiв в 𝑋* до 𝑒𝑛,𝑝, 𝑝 = 1, 𝑘𝑛, тобто

(𝑒𝑚,𝑖, 𝑓𝑛,𝑗) = 𝛿𝑛,𝑗𝛿𝑚,𝑖, 𝑛,𝑚 = 1, 2, ..., 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘𝑚, 𝑗 = 1, 2, .., 𝑘𝑛, яка утворює

базис в 𝑋*. Тут i надалi позначатимемо через 𝛿𝑛,𝑗 символ Кронекера. За-

уважимо, що у випадку гiльбертового простору внаслiдок теореми Рiса про

зображення скалярний добуток можна розглядати як бiлiнiйне вiдношення.

Рекурентнi рiвняння згiдно з нашим методом мають вигляд:

𝐴𝑢− 𝜆(0)𝑛 𝑢 = 𝑔, (5.13)

де 𝜆(0)𝑛 є власним значенням оператора 𝐴 = 𝐴+𝐵, тобто оператор 𝐴+𝜆
(0)
𝑛 𝐸 з

тотожним оператором 𝐸 є сингулярним. Частинний розв’язок будемо шукати

у такiй формi:

𝑢̂ =
∞∑︁
𝑝=1

𝑘𝑝∑︁
𝑖=1

𝑐𝑝,𝑖𝑒𝑝,𝑖. (5.14)

Пiсля пiдстановки (5.14) в рiвняння (5.13) з використанням бiортогональностi

систем {𝑒𝑝,𝑖} та {𝑓𝑝,𝑖} одержимо

𝑐𝑛,𝑖 = 0, 𝑐𝑝,𝑖 =
(𝑔, 𝑓𝑝,𝑖)

𝜆
(0)
𝑝 − 𝜆

(0)
𝑛

, (5.15)

тобто

𝑢̂ = Γ+
𝑛 𝑔 =

∞∑︁
𝑝=1,𝑝̸=𝑛

1

𝜆
(0)
𝑝 − 𝜆

(0)
𝑛

𝑘𝑝∑︁
𝑖=1

(𝑔, 𝑓𝑝,𝑖)𝑒𝑝,𝑖, (5.16)

де через Γ+
𝑛 позначено псевдообернений оператор Мура-Пенроуза до опера-

тора 𝐴+ 𝜆
(0)
𝑛 𝐸.

Загальний розв’язок рiвняння (5.11) має вигляд

𝑢(0)𝑛 =
𝑘𝑛∑︁
𝑝=1

𝐶(0)
𝑛,𝑝𝑒𝑛,𝑝, (5.17)
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де сталi 𝐶(0)
𝑛,𝑝 𝑝 = 1, 𝑘𝑛 будуть визначенi нижче.

Використовуючи умови розв’язностi

(𝐹 (𝑗+1)
𝑛 , 𝑓𝑛,𝑝) = 0, 𝑝 = 1, 𝑘𝑛, (5.18)

розв’язок (5.9) можна записати у виглядi

𝑢(𝑗+1)
𝑛 =

𝑘𝑛∑︁
𝑝=1

𝐶(𝑗+1)
𝑛,𝑝 𝑒𝑛,𝑝 + 𝑢̂(𝑗+1)

𝑛 , (5.19)

де перший доданок є загальним розв’язком однорiдного рiвняння i

𝑢̂(𝑗+1)
𝑛 = Γ+

𝑛

⎛⎝ 𝑗∑︁
𝑝=1

𝜆(𝑗+1−𝑝)
𝑛 𝑢(𝑝)𝑛 − 𝜙(𝐵)𝑢(𝑗)𝑛

⎞⎠ (5.20)

є частинним розв’язком неоднорiдного рiвняння. Причому, пiдсумовування

за 𝑝 в (5.20) здiйснюється вiд 1, а не вiд 0, внаслiдок властивостi оператора

Γ+
𝑛 , яку сформульовано в лемi 5.1.

Лема 5.1. Виконуються такi рiвностi: Γ+
𝑛 𝑒𝑛,𝑝 = 0, 𝑝 = 1, 𝑘𝑛.

Доведення леми 5.1 слiдує iз зображення (5.16).

Умова (5.18) приводить до системи рiвнянь

𝑘𝑛∑︁
𝑠=1

𝐶(𝑗)
𝑠

(︁
(𝜙(𝐵)− 𝜆(1)𝑛 𝐸)𝑒𝑛,𝑠, 𝑓𝑛,𝑚

)︁
=

= −
(︁
𝜙(𝐵)𝑢̂(𝑗)𝑛 , 𝑓𝑛,𝑚

)︁
+

𝑗−1∑︁
𝑝=0

𝜆(𝑗+1−𝑝)
𝑛 𝐶(𝑝)

𝑚 , 𝑚 = 1, 𝑘𝑛.

(5.21)

Тут через 𝜆(1)𝑛 позначено одне з власних значень 𝜆(1)𝑛 = 𝜆
(1)
𝑛,𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘𝑛 матрицi

[(𝜙(𝐵)𝑒𝑛,𝑠, 𝑓𝑛,𝑚)]𝑠,𝑚=1,𝑘𝑛
, якi вiдповiдають впорядкуванню:

𝜆
(1)
𝑛,1 ≤ 𝜆

(1)
𝑛,2 ≤ ... ≤ 𝜆

(1)
𝑛,𝑘𝑛

, (5.22)

в яке кожне власне значення входить таку кiлькiсть разiв, яка його кратнiсть.

Введемо вектор 𝐶⃗(𝑗) iз компонентами 𝐶(𝑗)
𝑠 , 𝑠 = 1, ..., 𝑘𝑛 та матрицю

𝐷[𝜈] = [𝑑[𝜈]𝑠,𝑚]𝑠,𝑚=1,𝑘𝑛
, 𝑑[𝜈]𝑠,𝑚 =

(︁
(𝜙(𝐵)− 𝜆(1)𝑛,𝜈𝐸)𝑒𝑛,𝑠, 𝑓𝑛,𝑚

)︁
, 1 ≤ 𝜈 ≤ 𝑘𝑛 (5.23)
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i перепишемо рiвняння (5.21) у векторно-матричнiй формi

𝐷[𝜈]𝐶⃗(𝑗) =

𝑗−1∑︁
𝑝=0

𝜆(𝑗+1−𝑝)
𝑛 𝐶⃗(𝑝) −

⟨
𝜙(𝐵)𝑢̂(𝑗), 𝑓

⟩
, 𝑗 = 0, 1, ..., (5.24)

де 𝑓 = [𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑘𝑛]
𝑇 , ⟨𝑣, 𝑓⟩ = [(𝑣, 𝑓1), (𝑣, 𝑓2), ..., (𝑣, 𝑓𝑘𝑛)]

𝑇 . Iз (5.24) при 𝑗 = 0,

враховуючи умову 𝑢̂(0) = 0, отримуємо

𝐷[𝜈]𝐶⃗(0) = 0⃗. (5.25)

Тут вектори

𝐶⃗
(0)
𝑖 , 𝑖 = 1, 𝜇𝜈, 1 ≤ 𝜇𝜈 < 𝑘𝑛, (𝐶⃗

(0)
𝑖 , 𝐶⃗

(0)
𝑡 )𝑅 = 𝛿𝑖,𝑡

є розв’язками системи (5.25), тобто 𝜆
(1)
𝜈 є власним значенням матрицi

[(𝜙(𝐵)𝑒𝑛,𝑠, 𝑓𝑛,𝑚)]𝑠,𝑚=1,𝑘𝑛
кратностi 𝜇𝜈, де (·, ·)𝑅 є скалярним добутком в 𝑅𝑘𝑛.

Вимагатимемо, щоб коефiцiєнти 𝐶(𝑗+1)
𝑛,𝑝 , 𝑝 = 1, 𝑘 задовольняли умову:

(𝑢(𝑗+1)
𝑛 , 𝑓 (0)𝑛 ) =

(︃
𝑢(𝑗+1)
𝑛 ,

𝑘𝑛∑︁
𝑖=1

𝐶
(0)
𝑛,𝑖 𝑓𝑛,𝑖

)︃
= 0, (5.26)

де 𝑓 (0)𝑛 =
∑︀𝑘𝑛

𝑖=1𝐶
(0)
𝑛,𝑖 𝑓𝑛,𝑖 є спряженим елементом до 𝑢(0)𝑛 . Звiдси слiдує

(𝐶⃗
(𝑗+1)
𝑖 , 𝐶⃗

(0)
𝑖 )𝑅 =

𝑘𝑛∑︁
𝑝=1

𝐶(𝑗+1)
𝑛,𝑝 𝐶(0)

𝑛,𝑝 = 0, 𝑗 = 0, 1, ... . (5.27)

Помножимо (5.21) на 𝐶(0)
𝑚 та пiдсумуємо за 𝑚 вiд 1 до 𝑘𝑛. Отримаємо

наступне спiввiдношення:

𝜆(𝑗+1)
𝑛 =

(︁
𝜙(𝐵)𝑢̂(𝑗)𝑛 , 𝑓

(0)
𝑛

)︁
, (5.28)

звiдки отримаємо оцiнку⃒⃒⃒
𝜆(𝑗+1)
𝑛

⃒⃒⃒
≤
⃦⃦⃦
𝜙(𝐵)𝑢̂(𝑗)𝑛

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑓 (0)𝑛

⃦⃦⃦
*
, (5.29)

де ‖·‖* – норма в 𝑋*.

Враховуючи (5.28), видно, що права частина (5.24) ортогональна до ве-

кторiв 𝐶⃗(0)
𝑖 , 𝑖 = 1, 𝜇𝜈, тобто необхiднi i достатнi умови її розв’язностi викону-

ються.
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Розглянемо наступний розв’язок системи (5.24) (цей розв’язок є неодно-

значним):

𝐶⃗
(𝑗)
𝑖 = (𝐷[𝜈])+

⎛⎝ 𝑗−1∑︁
𝑝=0

𝜆
(𝑗+1−𝑝)
𝑖 𝐶⃗

(𝑝)
𝑖 −

⟨
𝜙(𝐵)𝑢̂

(𝑗)
𝑖 , 𝑓

⟩⎞⎠ , (5.30)

де (𝐷[𝜈])+ – псевдообернена матриця Мура-Пенроуза до матрицi 𝐷[𝜈]. Заува-

жимо, що в даному роздiлi при детальному записi замiсть iндексу 𝑖 або 𝑛 слiд

писати трiйку 𝑛, 𝜈, 𝑖. Використання у викладках одного iз вказаних iндексiв

здiйснено з метою їх спрощення та у випадках, коли це не призводить до

непорозумiнь.

Легко показати, що

(𝐷[𝜈])+𝐶⃗
(0)
𝑖 = 0⃗, (5.31)

тобто для розв’язання системи (5.24) у формi (5.30) виконуються такi умови

ортогональностi:

(𝐶⃗
(𝑗+1)
𝑖 , 𝐶⃗

(0)
𝑖 )𝑅 = 0, 𝑗 = 0, 1, ... .

5.3 Збiжнiсть FD-методу

Перейдемо до вiдшукання оцiнок похибок методу. Беручи до уваги (5.28),

(5.31), iз (5.30) отримаємо⃦⃦⃦
𝐶⃗

(𝑗)
𝑖

⃦⃦⃦
𝑅
≤ 𝑤 ·

𝑗−1∑︁
𝑝=0

⃦⃦⃦
𝑢̂
(𝑗−𝑝)
𝑖

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝐶⃗

(𝑝)
𝑖

⃦⃦⃦
𝑅
, (5.32)

де

𝑤 = ‖𝜙(𝐵)‖
⃦⃦⃦⃦(︁
𝐷[𝜈]

)︁+⃦⃦⃦⃦
𝑅

(︁⃦⃦⃦
𝑓 (0)𝑛

⃦⃦⃦
*
+
⃒⃒⃒⟨
𝑓
⟩⃒⃒⃒)︁

,

⃒⃒⃒⟨
𝑓
⟩⃒⃒⃒

=

(︃
𝑘𝑛∑︁
𝑠=1

‖𝑓𝑠‖2*

)︃ 1
2

, ‖𝑎⃗‖𝑅 = (⃗𝑎, 𝑎⃗)𝑅 .

Iз (5.19), (5.20) одержуємо оцiнки⃦⃦⃦
𝑢̃(𝑗+1)
𝑛

⃦⃦⃦
≤𝑀𝑛

{︃
𝑗∑︁
𝑠=0

⃦⃦⃦
𝑢̃(𝑗−𝑠)𝑛

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑢̃(𝑠)𝑛

⃦⃦⃦
+
⃦⃦⃦
𝐶⃗(𝑗)
𝑛

⃦⃦⃦
𝑅

}︃
,

⃦⃦⃦
𝜙(𝐵)𝑢̃(𝑗+1)

𝑛

⃦⃦⃦
≤ 𝑁𝑛

{︃
𝑗∑︁
𝑠=0

⃦⃦⃦
𝑢̃(𝑗−𝑠)𝑛

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑢̃(𝑠)𝑛

⃦⃦⃦
+
⃦⃦⃦
𝐶⃗(𝑗)
𝑛

⃦⃦⃦
𝑅

}︃
,

(5.33)
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де

𝑀𝑛 = max
{︁
‖𝜙(𝐵)‖

⃦⃦
Γ+
𝑛

⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑓 (0)𝑛

⃦⃦⃦
*
,
⃦⃦
Γ+
𝑛𝜙(𝐵)

⃦⃦
𝑘𝑛
}︁
,

𝑁𝑛 = max
{︁
‖𝜙(𝐵)‖

⃦⃦
𝜙(𝐵)Γ+

𝑛

⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑓 (0)𝑛

⃦⃦⃦
*
,
⃦⃦
𝜙(𝐵)Γ+

𝑛𝜙(𝐵)
⃦⃦
𝑘𝑛
}︁
,

𝑢̃
(𝑠)
𝑖 = [1− sgn(𝑠)]𝑢(0)𝑖 + sgn(𝑠)𝑢̂(𝑠)𝑖 =

⎧⎨⎩𝑢̂
(𝑠)
𝑖 , 𝑠 ≥ 1,

𝑢
(0)
𝑖 , 𝑠 = 0.

(5.34)

Тут використано оцiнку
⃦⃦⃦
𝑢
(𝑗+1)
𝑖

⃦⃦⃦
≤
⃦⃦⃦
𝑢̂
(𝑗+1)
𝑖

⃦⃦⃦
+
⃦⃦⃦
𝐶⃗

(𝑗+1)
𝑖

⃦⃦⃦
𝑅
.

Ввiвши позначення

𝑢𝑗+1 =
⃦⃦⃦
𝑢̃(𝑗+1)
𝑛

⃦⃦⃦
, 𝑣𝑗+1 =

⃦⃦⃦
𝜙(𝐵)𝑢̃(𝑗+1)

𝑛

⃦⃦⃦
, 𝑐𝑗+1 =

⃦⃦⃦
𝐶⃗(𝑗+1)
𝑛

⃦⃦⃦
𝑅
, 𝑗 = 0, 1, ...,

𝑐0 = 1, 𝑢0 =
⃦⃦⃦
𝑢(0)𝑛

⃦⃦⃦
,

(5.35)

перепишемо рекурентну систему нерiвностей (5.32), (5.33) у формi

𝑐𝑗+1 ≤ 𝑤

𝑗∑︁
𝑝=0

𝑢𝑗−𝑝𝑐𝑝,

𝑢𝑗+1 ≤𝑀𝑛

{︃
𝑗∑︁
𝑠=0

𝑢𝑗−𝑠𝑢𝑠 + 𝑐𝑗

}︃
,

𝑣𝑗+1 ≤ 𝑁𝑛

{︃
𝑗∑︁
𝑠=0

𝑢𝑗−𝑠𝑢𝑠 + 𝑐𝑗

}︃
,

(5.36)

𝑗 = 0, 1, ... .

Далi замiнимо знаки нерiвностей на рiвностi i одержимо мажорантну для

(5.36) систему рекурентних рiвнянь

𝐶𝑗+1=𝑤

𝑗∑︁
𝑝=0

𝑈𝑗−𝑝𝐶𝑝,

𝑈𝑗+1=𝑀𝑛

{︃
𝑗∑︁
𝑠=0

𝑈𝑗−𝑠𝑈𝑠 + 𝐶𝑗

}︃
,

𝑉𝑗+1=𝑁𝑛

{︃
𝑗∑︁
𝑠=0

𝑈𝑗−𝑠𝑈𝑠 + 𝐶𝑗

}︃
,

𝑗 = 0, 1, ... .

𝐶0 = 1, 𝑈0 =
⃦⃦⃦
𝑢(0)𝑛

⃦⃦⃦
,
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тобто 𝑐𝑗 ≤ 𝐶𝑗, 𝑢𝑗 ≤ 𝑈𝑗, 𝑣𝑗 ≤ 𝑉𝑗, 𝑗 = 0, 1, ... . Враховуючи спiввiдношення

𝑁𝑛𝑈𝑗+1 =𝑀𝑛𝑉𝑗+1, (5.37)

з першого та другого рiвнянь отримуємо

𝐶𝑗+1 = 𝑤

𝑗∑︁
𝑝=0

𝑈𝑗−𝑝𝐶𝑝, 𝑈𝑗+1 =𝑀𝑛

{︃
𝑗∑︁
𝑠=0

𝑈𝑗−𝑠𝑈𝑠 + 𝐶𝑗

}︃
, 𝑗 = 0, 1, ...,

𝐶0 = 1, 𝑈0 =
⃦⃦⃦
𝑢(0)𝑛

⃦⃦⃦
.

Ввiвши новi змiннi та новi мажорантнi змiннi

𝑀−𝑗
𝑛 𝑈𝑗 = 𝑈̃𝑗, 𝑀−𝑗

𝑛 𝐶𝑗 = 𝐶𝑗, (5.38)

перейдемо до нової мажорантної системи

𝐶𝑗+1 = 𝑤

𝑗∑︁
𝑝=0

𝑈̃𝑗−𝑝𝐶𝑝, 𝑈̃𝑗+1 =

𝑗∑︁
𝑠=0

𝑈̃𝑗−𝑠𝑈̃𝑠 + 𝐶𝑗, 𝑗 = 0, 1, ...,

𝐶0 = 1, 𝑈̃0 =
⃦⃦⃦
𝑢(0)𝑛

⃦⃦⃦
.

(5.39)

Для того щоб розв’язати (5.39) введемо такi твiрнi функцiї:

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗𝑈̃𝑗 , 𝑔(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗𝐶𝑗.

Виходячи з (5.39), отримаємо систему рiвнянь

𝑓(𝑧)− 𝑈0 = 𝑧
[︀
𝑓 2(𝑧) + 𝑔(𝑧)

]︀
, 𝑔(𝑧)− 1 = 𝑤 [𝑓(𝑧)− 𝑈0] 𝑔(𝑧). (5.40)

Виразивши з другого рiвняння 𝑔(𝑧) = 1/ {1− 𝑤 [𝑓(𝑧)− 𝑈0]} та пiдставивши
цей вираз в перше, отримаємо

−𝑧𝑤𝑓 3(𝑧)+(𝑤+𝑧+𝑧𝑤𝑈0)𝑓
2(𝑧)−(𝑧𝑤𝑈0+1)𝑓(𝑧)+(𝑤𝑈 2

0 +𝑈0+𝑧) = 0. (5.41)

Помiняємо у рiвняннi (5.41) мiсцями залежну i незалежну змiннi, тобто бу-

демо розглядати 𝑧 як функцiю вiд 𝑓 :

𝑧(𝑓) =
𝑤(𝑓 − 𝑈0)

(︀
𝑓 − 𝑤𝑈0+1

𝑤

)︀
𝑤 𝑓 2

(︀
𝑓 − 𝑤𝑈0+1

𝑤

)︀
− 1

. (5.42)
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Аналiз функцiї (5.42) показує, що

𝑧(𝑈0) = 𝑧

(︂
𝑤𝑈0 + 1

𝑤

)︂
= 0; 𝑧(𝑓) > 0 ∀𝑓 ∈

(︂
𝑈0,

𝑤𝑈0 + 1

𝑤

)︂
;

𝑧′(𝑈0) =
1

𝑈 2
0 + 1

> 0, 𝑧′
(︂
𝑤𝑈0 + 1

𝑤

)︂
= −1 < 0.

Звiдси робимо висновок про те, що iснує таке 𝑧max = 𝑧(𝑓max), 𝑓max ∈(︀
𝑈0,

𝑤𝑈0+1
𝑤

)︀
, яке є радiусом збiжностi ряду 𝑓(𝑧), а отже, iснують такi додатнi

сталi 𝐿, 𝜀, якi не залежать вiд 𝑗, 𝑛, що виконується наступне:

(𝑧max)
𝑗 𝑈̃𝑗 ≤

𝐿

𝑗1+𝜀
, 𝑗 = 1, 2, ... . (5.43)

Враховуючи (5.43), для 𝑧 ≥ 0 отримуємо
∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗
⃦⃦⃦
𝑢̃
(𝑗)
𝑖

⃦⃦⃦
≤

∞∑︁
𝑗=0

(︂
𝑧

𝑧max
𝑀𝑛

)︂𝑗
𝑈̃𝑗 (𝑧max)

𝑗 ≤ 1 +
∞∑︁
𝑗=1

(︂
𝑧

𝑧max
𝑀𝑛

)︂𝑗 𝐿

𝑗1+𝜀
.

Нехай виконується умова

𝑞𝑛 =
𝑀𝑛

𝑧max
< 1, (5.44)

тодi остання нерiвнiсть буде вiрною ∀𝑧 ∈ [0, 1], а отже, буде вiрною нерiвнiсть⃦⃦⃦
𝑢̃
(𝑗)
𝑖

⃦⃦⃦
≤ 𝐿 [𝑞𝑛]

𝑗

𝑗1+𝜀
, 𝑗 = 1, 2, ... . (5.45)

Iз (5.32) та (5.45) отримуємо наступну рекурентну систему нерiвностей:⃦⃦⃦
𝐶⃗(𝑗)
𝑛

⃦⃦⃦
𝑅
≤ 𝑤𝐿

𝑗−1∑︁
𝑝=0

[𝑞𝑛]
𝑗−𝑝
⃦⃦⃦
𝐶⃗(𝑝)
𝑛

⃦⃦⃦
𝑅
, 𝑗 = 1, 2, ...,

розв’язок якої мажорується розв’язком такої системи рiвнянь:

𝐶𝑗 = 𝑤𝐿

𝑗−1∑︁
𝑝=0

[𝑞𝑛]
𝑗−𝑝𝐶𝑝 , 𝑗 = 1, 2, ..., 𝐶0 = 1,

⃦⃦⃦
𝐶⃗(𝑗)
𝑛

⃦⃦⃦
𝑅
≤ 𝐶𝑗.

Використовуючи метод твiрних функцiй, отримуємо

𝑔(𝑧) =
1

1− 2𝑤𝐿(𝑓(𝑧)− 1)
, 𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗 [𝑞𝑛]
𝑗 .

Iз розкладу функцiї 𝑔(𝑧) в ряд Тейлора 𝑔(𝑧) =
∑︀∞

𝑗=0 𝑧
𝑗𝐶𝑗, 𝐶𝑗 ≤ 𝐶𝑗 випливає

𝐶𝑗 =
𝑤𝐿

1+𝑤𝐿 [𝑞𝑛(1 + 𝑤𝐿)]𝑗 . Цей ряд збiгається ∀𝑧 ∈ [0, 1] за умови, що

𝑞𝑛(1 + 𝑤𝐿) < 1. (5.46)
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Теорема 5.1. Нехай виконуються умови (5.44), (5.46). Тодi FD-метод для

задачi (5.1) є експоненцiально збiжним для власних елементiв та суперекс-

поненцiально збiжним для власних значень з оцiнками його точностi:⃦⃦⃦
𝑢𝑛,𝑖 −

𝑚
𝑢𝑛,𝑖

⃦⃦⃦
≤ 𝐿 [𝑤𝑘𝑛 + 1]

[𝑞𝑛(1 + 𝑤𝐿)]𝑚+1

1− 𝑞𝑛(1 + 𝑤𝐿)
, (5.47)

⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑛,𝑖 −

𝑚

𝜆𝑛,𝑖

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐿 ‖𝜙(𝐵)‖

⃦⃦⃦
𝑓 (0)𝑛

⃦⃦⃦
*

[𝑞𝑛]
𝑚

(𝑚+ 1)1+𝜀(1− 𝑞𝑛)
. (5.48)

Тут 𝑖 = 1, 𝑘𝑛.

Зауваження 5.1. Оцiнка (5.47) може бути покращена. З цiєю метою за-

писуємо подiбно до (5.41) рiвняння для твiрної функцiї 𝑔(𝑧) =
∑︀∞

𝑗=0 𝑧
𝑗𝐶𝑗

𝑔(𝑧) =
{︁
1− 𝑤𝑧

(︁
(𝑔(𝑧) (U0 𝑤 + 1)− 1)2/[𝑤2𝑔2(𝑧)] + 𝑔(𝑧)

)︁}︁−1
,

i розв’язуємо вiдносно 𝑧, тобто запишемо 𝑧 як функцiю вiд 𝑔

𝑧(𝑔) = (𝑤𝑔 (𝑔 − 1))/(𝑔3𝑤2 + (𝑔 (U0 𝑤 + 1)− 1)2). (5.49)

Для дослiдження функцiї 𝑧(𝑔) знаходимо

𝑧′(𝑔) = −𝑤(𝑤
2𝑔2((𝑔 − 1)2 − 1− (𝑈0)

2) + (𝑔 − 1)2)

[𝑔3𝑤2 + (𝑔(U0 𝑤 + 1)− 1)2]2
.

З аналiзу 𝑧(𝑔) та 𝑧′(𝑔) робимо висновок, що

𝑧(𝑔) > 0 ∀ 𝑔 ∈ (1,∞); 𝑧(1) = 0, 𝑧(∞) = 0; 𝑧′(1) =
1

𝑤((𝑈0)2 + 1)
> 0,

𝑧′
(︂
1 +

√︁
(𝑈0)2 + 1

)︂
=

= − 𝑤((𝑈0)
2+1)[︂(︁

1+
√︀
(𝑈0)2+1

)︁3
𝑤2+

(︁
(1+

√︀
(𝑈0)2+1)(𝑈0𝑤+1)− 1

)︁2]︂2 < 0,

i, отже, iснує таке 𝑔max ∈
(︁
1, 1 +

√︀
(𝑈0)2 + 1

)︁
, при якому функцiя 𝑧(𝑔)

досягає свого максимума 𝑧1,max = max
𝑔∈
[︁
1,1+

√
(𝑈0)2+1

]︁ 𝑧(𝑔) = 𝑧(𝑔max), який є радi-

усом збiжностi ряду 𝑔(𝑧), причому 𝑧1,max = 𝑧max. Тодi при виконаннi умови
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(5.44) iснують такi додатнi сталi 𝐿1, 𝜀1, якi не залежать вiд 𝑗, 𝑛, що ви-

конується нерiвнiсть

(𝑧max)
𝑗𝐶𝑗 ≤

𝐿1

𝑗1+𝜀1
, 𝑗 = 1, 2, ... (5.50)

З (5.50), враховуючи введенi вище позначення та замiни (5.35), (5.38), для

𝑧 ≥ 0 отримуємо

∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗‖𝐶⃗(𝑗)
𝑛 ‖𝑅≤

∞∑︁
𝑗=0

(︂
𝑧

𝑧max
𝑀𝑛

)︂𝑗
𝐶𝑗(𝑧max)

𝑗≤1+
∞∑︁
𝑗=1

(︂
𝑧

𝑧max
𝑀𝑛

)︂𝑗 𝐿1

𝑗1+𝜀1
,

яка буде вiрною ∀𝑧 ∈ [0, 1] при виконаннi умови (5.44), а отже, виконується

‖𝐶⃗(𝑗)
𝑛 ‖𝑅 ≤ 𝐿1 [𝑞𝑛]

𝑗

𝑗1+𝜀1
, 𝑗 = 1, 2, ... (5.51)

З (5.51), (5.45) та оцiнки ‖𝑢(𝑗+1)
𝑖 ‖ ≤ ‖𝑢̂(𝑗+1)

𝑖 ‖+ ‖𝐶⃗(𝑗+1)
𝑖 ‖𝑅 випливає

||𝑢(𝑗)𝑛,𝑖|| ≤
2𝐿̄[𝑞𝑛]

𝑗

𝑗1+𝜀
, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝐿̄ = max(𝐿,𝐿1), 𝜀 = min(𝜀, 𝜀1).

Таким чином, посилено оцiнку (5.47) такою:

‖𝑢𝑛,𝑖 −
𝑁
𝑢𝑛,𝑖‖ ≤ 2𝐿̄

[𝑞𝑛]
𝑁+1

(𝑁 + 1)1+𝜀(1− 𝑞𝑛)
, (5.52)

де 𝜀 = min(𝜀, 𝜀1), 𝐿̄ = max(𝐿,𝐿1). Тобто при виконаннi умови (5.44) FD-

метод для задачi (5.1) є суперекспоненцiально збiжним як для власних зна-

чень, так i для власних векторiв.

Зауваження 5.2. Контроль за умовою збiжностi (5.44) за допомогою 𝑛

та 𝐵 вiдбувається таким чином, щоб

𝑀𝑛 = max
{︁
‖𝜙(𝐵)‖

⃦⃦
Γ+
𝑛

⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑓 (0)𝑛

⃦⃦⃦
*
,
⃦⃦
Γ+
𝑛𝜙(𝐵)

⃦⃦
𝑘𝑛
}︁

було достатньо малим. Iз (5.16) маємо⃦⃦
Γ+
𝑛

⃦⃦
≤ max

{︁
(𝜆(0)𝑛 − 𝜆

(0)
𝑛−1)

−1, (𝜆
(0)
𝑛+1 − 𝜆(0)𝑛 )−1

}︁
. (5.53)

Нехай оператор 𝜙(𝐵) = 𝐵−𝐵 пiдпорядковується оператору (𝐴+𝐵)𝛼, 𝛼 > 0,

тобто ⃦⃦
(𝐴+ 𝐵̄)−𝛼𝜙(𝐵)𝑣

⃦⃦
≤ 𝑐 ‖𝑣‖
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з деякою додатною сталою 𝑐. З iншого боку, у випадку гiльбертового про-

стору, простих власних значень i самоспряженого оператора 𝐴 + 𝐵̄ для

довiльного 𝑣 маємо

Γ+
𝑛𝜙(𝐵)𝑣 = −

∞∑︁
𝑝=1,𝑝 ̸=𝑛

((𝐴+ 𝐵̄)−𝛼𝜙(𝐵)𝑣, (𝐴+ 𝐵̄)𝛼𝑢
(0)
𝑝 )

𝜆
(0)
𝑛 − 𝜆

(0)
𝑝

𝑢(0)𝑝 =

= −
∞∑︁

𝑝=1,𝑝 ̸=𝑛

[𝜆
(0)
𝑝 ]𝛼((𝐴+ 𝐵̄)−𝛼𝜙(𝐵)𝑣, 𝑢

(0)
𝑝 )

𝜆
(0)
𝑛 − 𝜆

(0)
𝑝

𝑢(0)𝑝 ,

звiдки одержуємо наступну оцiнку:

‖Γ+
𝑛𝜙(𝐵)𝑣‖2 =

∞∑︁
𝑝=1,𝑝 ̸=𝑛

[𝜆
(0)
𝑝 ]2𝛼

(𝜆
(0)
𝑛 − 𝜆

(0)
𝑝 )2

((𝐴+ 𝐵̄)−𝛼𝜙(𝐵)𝑣, 𝑢(0)𝑝 )2 ≤

≤ max

{︃
[𝜆

(0)
𝑛+1]

2𝛼

(𝜆
(0)
𝑛+1 − 𝜆

(0)
𝑛 )2

,
[𝜆

(0)
𝑛 ]2𝛼

(𝜆
(0)
𝑛 − 𝜆

(0)
𝑛−1)

2

}︃
‖(𝐴+ 𝐵̄)−𝛼𝜙(𝐵)𝑣‖2 ≤

≤ 𝑐2max

{︃
[𝜆

(0)
𝑛+1]

2𝛼

(𝜆
(0)
𝑛+1 − 𝜆

(0)
𝑛 )2

,
[𝜆

(0)
𝑛 ]2𝛼

(𝜆
(0)
𝑛 − 𝜆

(0)
𝑛−1)

2

}︃
‖𝑣‖2.

Легко бачити, що ‖Γ+
𝑛𝜙(𝐵)‖ → 0 при 𝑛→ ∞ за умови, що дроби у фiгурних

дужках прямують до нуля при 𝑛 → ∞. Поведiнка цiєї норми як функцiї

вiд 𝑛 залежить вiд асимптотики власних значень. Наприклад, оператори

звичайних диференцiальних рiвнянь порядку 𝑚 з регулярними крайовими

умовами володiють такою асимптотикою 𝜆
(0)
𝑛 = 𝒪(𝑛𝑚) (див., напр., [30]),

що обидва значення
[𝜆

(0)
𝑛+1]

2𝛼

(𝜆
(0)
𝑛+1−𝜆

(0)
𝑛 )2

та [𝜆
(0)
𝑛 ]2𝛼

(𝜆
(0)
𝑛 −𝜆(0)𝑛−1)

2
мають порядок 𝒪(𝑛2(𝛼−1)𝑚+2).

Це означає, що ‖Γ+
𝑛 ‖, ‖Γ+

𝑛𝜙(𝐵)‖ → 0 при 𝑛→ ∞ та при умовi

0 < 𝛼 < 1− 1

𝑚
.

Якщо 𝑛 фiксоване i не виконується умова збiжностi (5.46), то її викона-

ння можна досягти за рахунок кращого наближення оператора 𝐵, тобто

зменшення ‖Γ+
𝑛𝜙(𝐵)‖.

Випадок банахового простору та довiльної (скiнченної) кратностi власних

значень можна розглядати аналогiчно до вище викладеного.

Приклад 6. Подальшi обчислення, якi здiйснено за допомогою системи

комп’ютерної алгебри Maple 17, демонструють рiзницю мiж поведiнкою
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поправок до власних значень згiдно з FD-методом для диференцiального рiв-

няння другого порядку в залежностi вiд наявностi або вiдсутностi в дифе-

ренцiальному рiвняннi першої похiдної вiд власного вектора.

Розглянемо задачу на власнi значення

𝑑2𝑢(𝑥)

𝑑𝑥2
+ 𝑟(𝑥)

𝑑𝑢(𝑥)

𝑑𝑥
+(𝜆−𝑥)𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ (0, 1), 𝑢(0) = 0, 𝑢(1) = 0, (5.54)

в якiй оператори 𝐴, 𝐵 визначено наступним чином: 𝐴𝑢 = 𝑑2𝑢
𝑑𝑥2 , 𝐵𝑢 =

𝑟(𝑥)𝑑𝑢(𝑥)𝑑𝑥 − 𝑥𝑢(𝑥) ∀𝑢 ∈
∘
𝐻1(0, 1) ∩ 𝐻2 з вибором апроксимуючого оператора

𝐵 = 0. Тут
∘
𝐻1(0, 1) – замикання простору 𝐶1

0 [0, 1] функцiй з компактним

носiєм на (0, 1) (використано позначення згiдно з [2, §2, гл.2]).

У випадку 𝑟(𝑥) ≡ 0 згiдно з нашим алгоритмом отримано поправки до

власних значень

𝜆(0)𝑛 = (𝑛𝜋)2, 𝜆(1)𝑛 =
1

2
, 𝜆(2)𝑛 =

1

48𝑛2𝜋2
− 15

48𝑛4𝜋4
, 𝜆(3)𝑛 = 0,

𝜆(4)𝑛 =
1

2304𝜋6𝑛6
− 35

384𝜋8𝑛8
+

55

64𝜋10𝑛10
,

тобто lim
𝑛→∞

𝜆
(𝑗)
𝑛 = 0.

У випадку

𝑟(𝑥) = H(𝑥) = 0.5(sgn(𝑥) + 1) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, 𝑥 < 0,

0.5, 𝑥 = 0.5,

1, 𝑥 > 0,

де H(𝑥) – функцiя Хевiсайда, маємо

𝜆(0)𝑛 = (𝑛𝜋)2, 𝜆(1)𝑛 =
1

2
(2− cos(𝑛𝜋)),

𝜆(2)𝑛 =
1

48

(︂
1− 5

(𝑛𝜋)2
− 15

(𝑛𝜋)4

)︂
, 𝜆(3)𝑛 =

1

1536

(︂
1 +

7

(𝑛𝜋)2
− 78

(𝑛𝜋)4

)︂
,

𝜆(4)𝑛 =
−1

2580480

(︂
49− 7081

(𝑛𝜋)2
+

5027

(𝑛𝜋)4
− 26320

(𝑛𝜋)6
− 195720

(𝑛𝜋)8
− 2217600

(𝑛𝜋)10

)︂
.

Принциповою рiзницею мiж наведеними випадками є те, що в останньому

прикладi lim
𝑛→∞

𝜆
(𝑗)
𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0.
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Цi результати узгоджуються з нашою теорiєю. Для норми оператора

Γ+
𝑛 : 𝐿2(0, 1) → 𝐿2(0, 1) виконується оцiнка:

⃦⃦
Γ+
𝑛

⃦⃦
𝐿2(0,1)→𝐿2(0,1)

= sup
𝑣∈𝐿2(0,1)

‖𝑣‖−1

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1∫︁

0

⎡⎢⎢⎣ ∞∑︁
𝑝=1,
𝑝̸=𝑛

2𝑣𝑛 sin(𝑝𝜋𝑥)

𝜋2(𝑛2 − 𝑝2)

⎤⎥⎥⎦
2

𝑑𝑥

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
1
2

≤ 1

𝜋2(2𝑛− 1)
,

де 𝑣𝑛 =
∫︀ 1
0 𝑣(𝜉) sin(𝑝𝜋𝜉)𝑑𝜉 – коефiцiєнти Фур’є для 𝑣. Слiд звернути увагу на

те, що загальна оцiнка (5.53) має той же порядок вiдносно параметра 𝑛.

Насправдi, оскiльки 𝜆
(0)
𝑛 = 𝑛2𝜋2, тодi маємо 𝜆

(0)
𝑛+1−𝜆

(0)
𝑛 = 𝒪(𝑛), 𝜆

(0)
𝑛 −𝜆(0)𝑛−1 =

𝒪(𝑛), тобто ‖Γ+
𝑛 ‖𝐿2(0,1)→𝐿2(0,1)

= 𝒪(𝑛−1).

Для того щоб отримати оцiнку для 𝜙(𝐵)Γ+
𝑛 оцiнимо кожний доданок

окремо. Для 𝑘(𝑥) 𝑑𝑑𝑥Γ
+
𝑛 отримуємо⃦⃦⃦⃦

𝑘(·) 𝑑
𝑑𝑥

Γ+
𝑛

⃦⃦⃦⃦
𝐿2(0,1)→𝐿2(0,1) ≤

≤ ‖𝑘‖∞
𝜋2

sup
𝑣∈𝐿2(0,1)

‖𝑣‖−1

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1∫︁

0

⎡⎢⎢⎣ ∞∑︁
𝑝=1,
𝑝 ̸=𝑛

2𝑝2𝜋2𝑣𝑛 sin(𝑝𝜋𝑥)

(𝑛2 − 𝑝2)2

⎤⎥⎥⎦
2

𝑑𝑥

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
1
2

≤

≤ ‖𝑘‖∞
𝜋

𝑛+ 1

(𝑛+ 1)2 − 𝑛2
≤ 2 ‖𝑘‖∞

3𝜋

i далi⃦⃦
𝜙(𝐵)Γ+

𝑛

⃦⃦
𝐿2(0,1)→𝐿2(0,1)

≤
⃦⃦⃦⃦
𝑘(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
Γ+
𝑛

⃦⃦⃦⃦
𝐿2(0,1)→𝐿2(0,1)

+
⃦⃦
𝑥Γ+

𝑛

⃦⃦
𝐿2(0,1)→𝐿2(0,1)

≤

≤ 2 ‖𝑘‖∞
3𝜋

+
1

𝜋2(2𝑛− 1)
≤ 2 ‖𝑘‖∞

3𝜋
+

1

𝜋2
.

Пiсля iнтегрування частинами маємо

Γ+
𝑛

(︂
𝑘(𝜉)

𝑑𝑣

𝑑𝜉

)︂
=

∞∑︁
𝑝=1,𝑝 ̸=𝑛

−𝑝𝜋
∫︀ 1
0 𝑘(𝜉)𝑣(𝜉)

√
2 cos(𝑝𝜋𝜉)𝑑𝜉

𝜋2(𝑛2 − 𝑝2)

√
2 sin(𝑝𝜋𝑥)−

−
∞∑︁

𝑝=1,𝑝 ̸=𝑛

∫︀ 1
0 [𝑘

′(𝜉) + 𝜉]𝑣(𝜉)
√
2 sin(𝑝𝜋𝜉)𝑑𝜉

𝜋2(𝑛2 − 𝑝2)

√
2 sin(𝑝𝜋𝑥)

та аналогiчно вище викладеному отримуємо оцiнку⃦⃦
Γ+
𝑛𝜙(𝐵)

⃦⃦
𝐿2(0,1)→𝐿2(0,1)

≤ 𝑐 ·max{‖𝑘‖∞, ‖𝑘′ + 𝜉‖∞}
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з деякою сталою 𝑐.

Зауваження 5.3. Отриманi оцiнки в прикладi 6 iлюструють той факт,

що у випадку ненульового коефiцiєнта, який стоїть перед першою похi-

дною власного вектора у диференцiальному рiвняннi (5.54),𝑀𝑛 залишається

обмеженим, а в iншому випадку 𝑀𝑛 = 𝒪(𝑛−1) → 0 при 𝑛→ ∞.

5.4 Застосування FD-методу до диференцiальних

операторiв четвертого порядку

У даному пiдроздiлi застосуємо вище наведений експоненцiально збiжний

алгоритм FD-методу до чисельного розв’язання наступного класу задач на

власнi значення (див. також [102]):

𝑦(4)(𝜉)+𝑔3(𝜉)𝑦
(3)(𝜉)+𝑔2(𝜉)𝑦

′′(𝜉)+𝑔1(𝜉)𝑦
′(𝜉)+𝑔0(𝜉)𝑦(𝜉)−𝑔(𝜉)𝜆𝑦(𝜉)=0,

𝑦(𝑝)(0) = 𝑦(𝑞)(0) = 𝑦(𝑟)(1) = 𝑦(𝑠)(1) = 0,

0 ≤ 𝑝 < 𝑞 ≤ 3, 0 ≤ 𝑟 < 𝑠 ≤ 3,

(5.55)

якi вiдiграють особливу роль в застосуваннях.

Тип крайових умов визначається чотирма натуральними числами

(𝑝, 𝑞; 𝑟, 𝑠), 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠 ∈ {0, 1, 2, 3}. Всi цi крайовi умови регулярнi i, зокрема,

впливають на таку важливу властивiсть, як кратнiсть власних значень.

Одне з найстарiших i, ймовiрно, основне з вiдомих застосувань цi-

єї математичної моделi – це опис вiльних i вимушених коливань балки

Бернуллi-Ейлера (цю теорiю називають також теорiєю балки Да Вiнчi-

Ейлера-Бернуллi) (див., напр., [114]). Теорiя балки Бернуллi-Ейлера виникла

в серединi XVIII-го столiття як спрощення вiд лiнiйної iзотропної теорiї пру-

жностi. Завдяки своїй простотi i в той же час з достатньою точнiстю теорiя

балки стала важливим iнструментом у науках, особливо в конструюваннi та

машинобудуваннi. Це успiшно продемонстровано за допомогою багатьох пра-

ктичних застосувань, зокрема в процесi побудови Ейфелевої вежi та колеса

огляду в кiнцi XIX-го столiття. За допомогою таких крайових задач (5.55),



136

зокрема, моделюють задачi поздовжньої вiбрацiї пружнього стержня, а са-

ме: балок перекриттiв будинкiв, колон, елементiв наземних трубопроводiв,

лопастей в турбiнi тощо.

Рiвняння четвертого порядку (5.55) в самоспряженiй формi

𝑑2

𝑑𝜉2
(𝑎(𝜉)

𝑑2

𝑑𝜉2
𝑦(𝜉))− 𝑑

𝑑𝜉
(𝑏(𝜉)

𝑑

𝑑𝜉
𝑦(𝜉)) + (𝑐(𝜉)− 𝜆𝑑(𝜉))𝑦(𝜉) = 0 (5.56)

може бути зведено до форми

𝑢(4)(𝑥) + 𝑘2(𝑥)𝑢
′′(𝑥) + 𝑘1(𝑥)𝑢

′(𝑥) + 𝑘0(𝑥)𝑢(𝑥)− 𝜆𝑢(𝑥) = 0, (5.57)

тобто ми можемо зробити коефiцiєнт, що стоїть бiля третьої похiдної, рiвним

нулю, а коефiцiєнт, що стоїть бiля 𝜆𝑢(𝑥) рiвним одиницi. Зауважимо, що у

випадку звичайного диференцiального рiвняння 𝑛-го порядку

𝑢(𝑛)(𝑥) + 𝑘𝑛−1(𝑥)𝑢
(𝑛−1)(𝑥) + · · ·+ 𝑘1(𝑥)𝑢

′(𝑥) + 𝜌𝑛 · 1 · 𝑢(𝑥) = 0 (5.58)

iз коефiцiєнтом, що стоїть бiля 𝜆, рiвним 1 можна звести до рiвняння iз кое-

фiцiєнтом при (𝑛− 1)-iй похiднiй рiвним нулю за допомогою такого перетво-

рення змiнних [30]:

𝑢 = 𝑒−
1
𝑛

∫︀
𝑘𝑛−1(𝑥)𝑑𝑥𝑢̃. (5.59)

Звести рiвняння (5.55) до форми (5.57) можна також аналогiчно до перетворе-

ння Лiувiлля [30] для рiвняння другого порядку через перетворення змiнних

𝜉 = 𝜙(𝑥), 𝑦(𝜉) = 𝑣(𝑥)𝑢(𝑥), матимемо двi вiльнi функцiї. Це перетворення

зводить (5.55) до (5.57) iз

𝜙′(𝑥) = 𝑔−
1
4 (𝜉), 𝑣(𝑥) = [𝜙′]

3
2 (𝑥)𝑒

− 1
4

𝜉∫︀
𝜉0

𝑔3(𝜙)𝑑𝜙

, 𝑥 =

𝜉∫︁
𝜉0

𝑔
1
4 (𝜙)𝑑𝜙,

𝑘2(𝑥) =

[︂
45

32
𝑔−

5
2 (𝜉) [𝑔′]

2
(𝜉)− 5

4
𝑔−

3
2 (𝜉)𝑔′′(𝜉)− 3

8
(𝜉)𝑔−

1
2 (𝜉)𝑔23(𝜉)−

−3

2
𝑔−

1
2 (𝜉)𝑔′3(𝜉) + 𝑔−

1
2 (𝜉)𝑔2(𝜉)

]︂
𝜉=𝜙(𝑥)

,

𝑘1(𝑥) =

[︂
−225

64
𝑔−

15
4 (𝜉) [𝑔′]

3
(𝜉) +

75

16
𝑔−

11
4 (𝜉)𝑔′(𝜉)𝑔′′(𝜉)− 5

4
𝑔−

7
4 (𝜉)𝑔′′′(𝜉)+
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+
3

16
𝑔−

7
4 (𝜉)𝑔′(𝜉)𝑔23(𝜉) +

3

4
𝑔−

7
4 (𝜉)𝑔′(𝜉)𝑔′3(𝜉) +

1

8
𝑔−

3
4 (𝜉)𝑔33(𝜉)−

− 𝑔−
3
4 (𝜉)𝑔′′3(𝜉)−

1

2
𝑔−

7
4 (𝜉)𝑔′(𝜉)𝑔2(𝜉)−

1

2
𝑔−

3
4 (𝜉)𝑔3(𝜉)𝑔2(𝜉)+

+𝑔−
3
4 (𝜉)𝑔1(𝜉)

]︁
𝜉=𝜙(𝑥)

,

𝑘0(𝑥)=

[︂
16929

4096
𝑔−5(𝜉) [𝑔′]

4
(𝜉)−1881

256
𝑔−4(𝜉) [𝑔′]

2
(𝜉)𝑔′′(𝜉)+

33

16
𝑔−3(𝜉)𝑔′(𝜉)𝑔′′′(𝜉)+

+
99

64
𝑔−3(𝜉) [𝑔′′]

2
(𝜉)− 3

8
𝑔−2(𝜉)𝑔(4)(𝜉)− 99

512
𝑔−3(𝜉) [𝑔′]

2
(𝜉)𝑔23(𝜉)−

− 99

128
𝑔−3(𝜉) [𝑔′]

2
(𝜉)𝑔′3(𝜉)−

3

64
𝑔−2(𝜉)𝑔′(𝜉) [𝑔3]

3 (𝜉) +
3

8
𝑔−2(𝜉)𝑔′(𝜉)𝑔′′3(𝜉)+

+
9

64
𝑔−2(𝜉)𝑔′′(𝜉)𝑔23(𝜉) +

9

16
𝑔−2(𝜉)𝑔′′(𝜉)𝑔′3(𝜉)−

3

256
𝑔−1(𝜉)𝑔43(𝜉)+

+
3

32
𝑔−1(𝜉)𝑔23(𝜉)𝑔

′
3(𝜉) +

3

16
𝑔−1(𝜉) [𝑔′3]

2
(𝜉)− 1

4
𝑔−1(𝜉)𝑔′′′3(𝜉)+

+
33

64
𝑔−3(𝜉) [𝑔′]

2
(𝜉)𝑔2(𝜉)−

3

8
𝑔−2(𝜉)𝑔′′(𝜉)𝑔2(𝜉) +

3

16
𝑔−2(𝜉)𝑔′(𝜉)𝑔3(𝜉)𝑔2(𝜉)+

+
1

16
𝑔−1(𝜉)𝑔23(𝜉)𝑔2(𝜉)−

1

4
𝑔−1(𝜉)𝑔′3(𝜉)𝑔2(𝜉)−

3

8
𝑔−2(𝜉)𝑔′(𝜉)𝑔1(𝜉)−

−1

4
𝑔−1(𝜉)𝑔3(𝜉)𝑔1(𝜉) + 𝑔−1(𝜉)𝑔0(𝜉)

]︂
𝜉=𝜙(𝑥)

.

В механiцi часто використовують наближення 𝐴 + 𝐵 до диференцiаль-

ного оператора 𝐴 + 𝐵, де 𝐴 = 𝑑2

𝑑𝜉2 (𝑎(𝜉)
𝑑2

𝑑𝜉2𝑦(𝜉)) або 𝐴 = 𝑑4

𝑑𝜉4 виду (5.55),

(5.56) з вiдповiдними крайовими умовами: iнтервал (0, 1) покривається сi-

ткою 𝜔 = {𝑡𝑖 : 𝑖 = 1, ..., 𝑁 − 1, 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑁−1 < 𝑡𝑁 = 1} з

максимальним кроком розбиття ℎ = max
𝑖=1,...,𝑁

(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1), змiннi коефiцiєнти на

кожному вiдрiзку замiнюють сталими (наприклад, деякi фiксованi значен-

ня вiдповiдних змiнних коефiцiєнтiв) i розв’язок такої задачi приймається за

наближений розв’язок (5.55) або (5.56). Отже, основна iдея полягає в набли-

женнi диференцiального рiвняння (тобто його коефiцiєнтiв). Данi методи, якi

вже було згадано в пiдроздiлi 1.2, для задачi Штурма-Лiувiлля другого по-

рядку названо методами Прюса («Pruess methods») [162,163], оскiльки у 1973

роцi Pruess S. обгрунтував строгу збiжнiсть та здiйснив аналiз похибок мето-

ду. Водночас для випадку кусково-сталого наближення коефiцiєнтiв лiнiйних

звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку метод був вiдомий на-

багато ранiше пiд назвою «metodo dei tronconi» [11,75].
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Оцiнимо точнiсть методу «tronconi» для тестової задачi на власнi значен-

ня:

𝑑2

𝑑𝑡2
(𝑎(𝑡)

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑣(𝑡))− 𝜆𝑣(𝑡) = 0,

𝑣(0) = 𝑣(1) =
𝑑2

𝑑𝑡2
𝑣(0) =

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑣(1) = 0

(5.60)

з 0 < 𝜅 ≤ 𝑎(𝑡) ≤ 𝐾 < ∞. Згiдно з описаним методом розглянемо замiсть

(5.60) задачу

𝑑2

𝑑𝑡2
(𝑎(𝑡)

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑣(0)(𝑡))− 𝜆(0)𝑣(0)(𝑡) = 0,

𝑣(0)(0) = 𝑣(0)(1) =
𝑑2

𝑑𝑡2
𝑣(0)(0) =

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑣(0)(1) = 0

(5.61)

iз 𝑎̄(𝑡) = min
𝑡∈[𝑡𝑖−1,𝑡𝑖]

𝑎(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖], 𝑖 = 1, ..., 𝑁 . У точках розриву коефiцiєнта

𝑎(𝑡) вимагаємо, щоб виконувались наступнi умови узгодження:

[𝑣(𝑡)]𝑡=𝑡𝑖=

[︂
𝑑

𝑑𝑡
𝑣(𝑡)

]︂
𝑡=𝑡𝑖

=

[︂
𝑎̄(𝑡)

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑣(𝑡)

]︂
𝑡=𝑡𝑖

=

[︂
𝑑

𝑑𝑡
( 𝑎̄(𝑡)

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑣(𝑡) )

]︂
𝑡=𝑡𝑖

= 0, (5.62)

де [𝑤(𝑡)]𝑡=𝑡𝑖 = 𝑤(𝑡𝑖+0)−𝑤(𝑡𝑖−0) є стрибком функцiї 𝑤(𝑡) в точцi 𝑡 = 𝑡𝑖. Легко

показати (див., напр., [30]), що спектри обох задач (5.60), (5.61) є дискретними

i власнi значення можуть бути впорядкованi в неспадному порядку, тобто

𝜆1 ≤ 𝜆2 ≤ ... ≤ 𝜆𝑛 ≤ ..., 𝜆
(0)
1 ≤ 𝜆

(0)
2 ≤ ... ≤ 𝜆(0)𝑛 ≤ ..., (5.63)

Знайдемо похибку пiсля замiни (5.60) на (5.61). З цiєю метою розглянемо

допомiжне диференцiальне рiвняння з параметром 𝑠 ∈ [0, 1]:

𝜕2

𝜕𝑡2

(︂
𝑎̄(𝑡, 𝑠)

𝜕2

𝜕𝑡2
𝑣(𝑡, 𝑠)

)︂
− 𝜆(𝑠)𝑣(𝑡, 𝑠) = 0,

𝑣(0, 𝑠) = 𝑣(1, 𝑠) =
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑣(0, 𝑠) =

𝜕2

𝜕𝑡2
𝑣(1, 𝑠) = 0, 𝑠 ∈ [0, 1],

(5.64)

де 𝑎̄(𝑡, 𝑠) = 𝑎̄(𝑡) + 𝑠(𝑎(𝑡)− 𝑎̄(𝑡)). Очевидно, маємо

𝑣(𝑡, 1) = 𝑣(𝑡), 𝜆(1) = 𝜆, 𝑣(𝑡, 0) = 𝑣(0)(𝑡), 𝜆(0) = 𝜆(0). (5.65)

При цьому для розв’язку виконується нормалiзуюча умова

1∫︁
0

𝑣2(𝑡, 𝑠)𝑑𝑡 = 1 ∀𝑠 ∈ [0, 1]. (5.66)
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Оскiльки параметр 𝑠 входить у (5.64) аналiтично, дане рiвняння можна ди-

ференцiювати по 𝑠. Так, одержуємо

𝜕2

𝜕𝑡2

(︂
𝑎̄(𝑡, 𝑠)

𝜕2

𝜕𝑡2
𝜕

𝜕𝑠
𝑣(𝑡, 𝑠)

)︂
− 𝜆(𝑠)

𝜕

𝜕𝑠
𝑣(𝑡, 𝑠) =

= − 𝜕2

𝜕𝑡2

(︂
(𝑎(𝑡)− 𝑎̄(𝑡))

𝜕2

𝜕𝑡2
𝑣(𝑡, 𝑠)

)︂
+ 𝑣(𝑡, 𝑠)

𝑑

𝑑𝑠
𝜆(𝑠),

𝜕

𝜕𝑠
𝑣(0, 𝑠) =

𝜕

𝜕𝑠
𝑣(1, 𝑠) =

𝜕2

𝜕𝑡2
𝜕

𝜕𝑠
𝑣(0, 𝑠) =

𝜕2

𝜕𝑡2
𝜕

𝜕𝑠
𝑣(1, 𝑠) = 0, 𝑠 ∈ [0, 1].

(5.67)

Умова розв’язностi разом iз нормалiзуючою умовою та iнтегрування части-

нами приводять до формули

𝑑𝜆(𝑠)

𝑑𝑠
=

1∫︁
0

(𝑎(𝑡)− 𝑎̄(𝑡))

(︂
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑣(𝑡, 𝑠)

)︂2

𝑑𝑡. (5.68)

З iншого боку, з рiвностi (5.64) випливає

𝜆(𝑠) =

1∫︁
0

𝑎(𝑡, 𝑠)

(︂
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑣(𝑡, 𝑠)

)︂2

𝑑𝑠. (5.69)

Iз цих двох спiввiдношень одержуємо

0<
𝑑𝜆(𝑠)

𝑑𝑠
≤max
𝑡∈[0,1]

|𝑎(𝑡)−𝑎̄(𝑡)|
1∫︁

0

(︂
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑣(𝑡, 𝑠)

)︂2

𝑑𝑡≤max
𝑡∈[0,1]

|𝑎(𝑡)−𝑎̄(𝑡)|𝜆(𝑠)
𝜅
, (5.70)

яке разом iз

𝜆(𝑠) = 𝜆(0) +

𝑠∫︁
0

𝑑

𝑑𝜂
𝜆(𝜂)𝑑𝜂 (5.71)

веде до оцiнки:

0 ≤ 𝜆𝑛 − 𝜆(0)𝑛 ≤ max
𝑡∈[0,1]

(𝑎(𝑡)− 𝑎̄(𝑡))
𝜆𝑛
𝜅
. (5.72)

Припустивши, що 𝑎(𝑡) ∈ 𝐶(2)[0, 1] з асимптотикою 𝜆𝑛 = 𝒪(𝑛4), iз (5.72) отри-

муємо

0 ≤ 𝜆𝑛 − 𝜆(0)𝑛 = 𝒪(ℎ𝑛4), ℎ = max
𝑖=1,𝑁

(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1). (5.73)
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Отже, порiвнюючи (5.73) з оцiнкою |𝜆𝑛 − 𝜆
(0)
𝑛 | ≤ 𝐶max{1, 𝑛2}ℎ для задач

Штурма-Лiувiлля другого порядку [163, c. 119], бачимо, що розглянутий ме-

тод «tronconi» доцiльно застосовувати при не дуже великих 𝑛, а саме, тiльки

для деяких найменших власних значень.

5.4.1 Збiжнiсть FD-методу у випадку кратних власних значень

базової задачi

Приклад 7. Розглянемо задачу на власнi значення

(𝐴+𝐵)𝑢− 𝜆𝑢 = 0, (5.74)

в якiй оператори 𝐴,𝐵 визначенi наступним чином:

𝐷(𝐴)={𝑣 ∈ 𝐶4(0, 1) : 𝑣(𝑝)(0) = 𝑣(𝑝)(1), 𝑝 = 0, 1, 2, 3}, 𝐷(𝐴) ⊆ 𝐷(𝐵),

𝐴𝑢 = 𝑢(4)(𝑥) ∀ 𝑢 ∈ 𝐷(𝐴), 𝐵 = 𝐵1 +𝐵2 +𝐵3 +𝐵0,

𝐵𝑗𝑢 = 𝑘4−𝑗(𝑥)𝑢
(𝑗)(𝑥) ∀ 𝑢 ∈ 𝐷(𝐴), 𝑗 = 0, 1, 2, 3.

(5.75)

Вибравши 𝐵 = 0, запишемо базову задачу згiдно з FD-методом

(𝐴+𝐵)𝑢− 𝜆𝑢 = 𝑢(4)(𝑥)− 𝜆𝑢 = 0, 𝑥 ∈ (0, 1),

𝑢(𝑝)(0) = 𝑢(𝑝)(1), 𝑝 = 0, 1, 2, 3.
(5.76)

Кожне власне значення

𝜆𝑛 = (2𝑛𝜋)4 (5.77)

цiєї задачi на власнi значення (5.76) є двократним i йому вiдповiдають два

власнi елементи:

𝑢𝑛,1(𝑥) =
√
2 sin (2𝑛𝜋𝑥), 𝑢𝑛,2(𝑥) =

√
2 cos (2𝑛𝜋𝑥). (5.78)

Оператор 𝐴 + 𝐵 − 𝜆𝑛𝐸 = 𝐴 − 𝜆𝑛𝐸 є сингулярним, тобто його псевдообер-

нення Γ+ дiє на функцiї 𝑔, що задовольняють умови розв’язностi

1∫︁
0

sin (2𝑛𝜋𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 0,

1∫︁
0

cos (2𝑛𝜋𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 0. (5.79)
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Легко перевiрити, що Γ+𝑔(·) при фiксованому 𝑥 можна записати у виглядi

лiнiйного неперервного функцiоналу

𝑙(𝜙(·)) =
1∫︁

0

𝜙(𝑡)𝑑

𝑡∫︁
0

𝑔(𝑠)𝑑𝑠 (5.80)

вiд функцiї

𝜙(𝑡)=
1

32(𝑛𝜋)3

[︂
sin(2𝑛𝜋(𝑥−𝑡))+sin(2𝑛𝜋 |𝑥−𝑡|)+cosh(𝑛𝜋(2|𝑥−𝑡|−1))

sinh(𝑛𝜋)

]︂
(5.81)

iз функцiєю обмеженої варiацiї
∫︀ 𝑡
0 𝑔(𝑠)𝑑𝑠. Цей функцiонал є визначеним на

множинi неперервних функцiй 𝜙(𝑡) ∈ 𝐶[0, 1] (див., напр., [15]), а його норма

дорiвнює

‖𝑙‖ = 𝑉 1
0

⎡⎣ 𝑡∫︁
0

𝑔(𝑠)𝑑𝑠

⎤⎦ , (5.82)

де 𝑉 𝑏
𝑎 [𝜙] = sup

𝑟∑︀
𝑘=1

|𝜙(𝑡𝑘)−𝜙(𝑡𝑘−1)| – повна варiацiя функцiї 𝜙(𝑡) на вiдрiзку

[𝑎, 𝑏].

Позначимо через 𝑉 [0, 1] множину функцiй обмеженої варiацiї неперерв-

них злiва i таких, що перетворюються в нуль на лiвому кiнцi вiдрiзка [0, 1].

Тодi одержуємо⃦⃦
Γ+
⃦⃦
= sup

𝑔(𝑡)∈𝑉 [0,1]

‖Γ+𝑔‖𝐶[0,1]
𝑉 1
0 [𝑔]

≤ 2 + coth(𝑛𝜋)

32𝑛3𝜋3
, (5.83)

⃦⃦
𝜙(𝐵1)Γ

+
⃦⃦
= sup
𝑔(𝑡)∈𝑉 [0,1]

‖𝜙(𝐵1)Γ
+𝑔‖𝐶[0,1]

𝑉 1
0 [𝑔]

= sup
𝑔(𝑡)∈𝑉 [0,1]

⃦⃦
𝑘1(·) 𝑑𝑑𝑥Γ

+𝑔
⃦⃦
𝐶[0,1]

𝑉 1
0 [𝑔]

≤

≤
‖𝑘1‖

𝐶[0,1]

16𝑛2𝜋2
sup

𝑔(𝑡)∈𝑉 [0,1]

max
𝑥∈[0,1]

[︀
3𝑉 𝑥

0 [𝑔] + 𝑉 1
𝑥 [𝑔]

]︀
𝑉 1
0 [𝑔]

≤
3 ‖𝑘1‖

𝐶[0,1]

16𝑛2𝜋2
,

(5.84)

⃦⃦
𝜙(𝐵2)Γ

+
⃦⃦
= sup
𝑔(𝑡)∈𝑉 [0,1]

‖𝜙(𝐵2)Γ
+𝑔‖𝐶[0,1]

𝑉 1
0 [𝑔]

= sup
𝑔(𝑡)∈𝑉 [0,1]

⃦⃦⃦
𝑘2(·) 𝑑

2

𝑑𝑥2Γ
+𝑔
⃦⃦⃦
𝐶[0,1]

𝑉 1
0 [𝑔]

≤

≤ 2 + coth(𝑛𝜋)

8𝑛𝜋
‖𝑘2‖

𝐶[0,1]
,

(5.85)

⃦⃦
𝜙(𝐵3)Γ

+
⃦⃦
= sup
𝑔(𝑡)∈𝑉 [0,1]

‖𝜙(𝐵3)Γ
+𝑔‖𝐶[0,1]

𝑉 1
0 [𝑔]

= sup
𝑔(𝑡)∈𝑉 [0,1]

⃦⃦⃦
𝑘3(·) 𝑑

3

𝑑𝑥3Γ
+𝑔
⃦⃦⃦
𝐶[0,1]

𝑉 1
0 [𝑔]

≤

≤ 3

4
‖𝑘3‖

𝐶[0,1]
,

(5.86)
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де 𝑔(𝑡) =
∫︀ 𝑡
0 𝑔(𝑠)𝑑𝑠.

Для того щоб отримати оцiнки знизу, виберемо 𝑔(𝑡) = H(𝑡− 1
4)−H(𝑡− 3

4)

з функцiєю Хевiсайда H(𝑡), тобто 𝑔(𝑥) = 𝛿(𝑥 − 1
4) − 𝛿(𝑥 − 3

4), де 𝛿(𝑡) –

дельта-функцiя Дiрака (див., напр., [157]). Розглядаючи випадок парних

𝑛, отримуємо

⃦⃦
Γ+
⃦⃦
= sup

𝑔(𝑡)∈𝑉 [0,1]

‖Γ+𝑔‖𝐶[0,1]
𝑉 1
0 [𝑔]

≥

≥ max
𝑥∈[0,1]

1

32(𝑛𝜋)3 cosh(𝑛𝜋2 )

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
− sinh(2𝑛𝜋𝑥), 𝑥 ∈

[︀
0, 14
]︀
,

sinh
(︀
2𝑛𝜋

(︀
𝑥− 1

2

)︀)︀
−2 sin

(︀
2𝑛𝜋

(︀
𝑥− 1

4

)︀)︀
×

× cosh(𝑛𝜋2 ), 𝑥 ∈
[︀
1
4 ,

3
4

]︀
,

− sinh(2𝑛𝜋 (𝑥−1)) , 𝑥 ∈
[︀
3
4 , 1
]︀
,

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒≥

≥
⃒⃒
sinh(𝑛𝜋2 )− 2 cosh(𝑛𝜋2 )

⃒⃒
32(𝑛𝜋)3 cosh(𝑛𝜋2 )

≥
2− tanh(𝜋2 )

32𝑛3𝜋3
,

(5.87)

оскiльки 𝑉 1
0 [𝑔] = 2. Аналогiчно отримуємо

⃦⃦
𝜙(𝐵1)Γ

+
⃦⃦
= sup
𝑔(𝑡)∈𝑉 [0,1]

‖𝜙(𝐵1)Γ
+𝑔‖𝐶[0,1]

𝑉 1
0 [𝑔]

= sup
𝑔(𝑡)∈𝑉 [0,1]

⃦⃦
𝑘1(·) 𝑑𝑑𝑥Γ

+𝑔
⃦⃦
𝐶[0,1]

𝑉 1
0 [𝑔]

≥

≥ max
𝑥∈[0,1]

|𝑘1(𝑥)|
16(𝑛𝜋)2 cosh(𝑛𝜋2 )

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
− cosh(2𝑛𝜋𝑥), 𝑥 ∈

[︀
0, 14
]︀
,

cosh
(︀
2𝑛𝜋

(︀
𝑥− 1

2

)︀)︀
−2 cos

(︀
2𝑛𝜋

(︀
𝑥− 1

4

)︀)︀
×

× cosh(𝑛𝜋2 ), 𝑥 ∈
[︀
1
4 ,

3
4

]︀
,

− cosh(2𝑛𝜋 (𝑥−1)) , 𝑥 ∈
[︀
3
4 , 1
]︀
,

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒≥

≥ 1

16𝑛2𝜋2
‖𝑘1‖𝐶[0,1]

(5.88)

та

⃦⃦
𝜙(𝐵2)Γ

+
⃦⃦
= sup

𝑔(𝑡)∈𝑉 [0,1]

⃦⃦⃦
𝑘2(·) 𝑑

2

𝑑𝑥2Γ
+𝑔
⃦⃦⃦
𝐶[0,1]

𝑉 1
0 [𝑔]

≥

≥ max
𝑥∈[0,1]

|𝑘2(𝑥)|
8𝑛𝜋 cosh(𝑛𝜋2 )

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
− sinh(2𝑛𝜋𝑥), 𝑥 ∈

[︀
0, 14
]︀
,

sinh
(︀
2𝑛𝜋

(︀
𝑥− 1

2

)︀)︀
+2 sin

(︀
2𝑛𝜋

(︀
𝑥− 1

4

)︀)︀
×

× cosh(𝑛𝜋2 ), 𝑥 ∈
[︀
1
4 ,

3
4

]︀
,

− sinh(2𝑛𝜋 (𝑥−1)) , 𝑥 ∈
[︀
3
4 , 1
]︀
,

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≥

≥
2− tanh (𝜋2 )

8𝑛𝜋
‖𝑘2‖𝐶[0,1] ,

(5.89)
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⃦⃦
𝜙(𝐵3)Γ

+
⃦⃦
= sup

𝑔(𝑡)∈𝑉 [0,1]

⃦⃦⃦
𝑘3(·) 𝑑

3

𝑑𝑥3Γ
+𝑔
⃦⃦⃦
𝐶[0,1]

𝑉 1
0 [𝑔]

≥

≥ max
𝑥∈[0,1]

|𝑝3(𝑥)|
4 cosh(𝑛𝜋2 )

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
− sinh(2𝑛𝜋𝑥), 𝑥 ∈

[︀
0, 14
]︀
,

sinh
(︀
2𝑛𝜋

(︀
𝑥− 1

2

)︀)︀
+2 cos

(︀
2𝑛𝜋

(︀
𝑥− 1

4

)︀)︀
×

× cosh(𝑛𝜋2 ), 𝑥 ∈
[︀
1
4 ,

3
4

]︀
,

− sinh(2𝑛𝜋 (𝑥−1)) , 𝑥 ∈
[︀
3
4 , 1
]︀
,

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≥

≥
‖𝑘3‖𝐶[0,1]

4

| sinh(𝑛𝜋2 )− 2 cosh(𝑛𝜋2 )|
cosh(𝑛𝜋2 )

≥ 1

4
‖𝑘3‖𝐶[0,1] .

(5.90)

Таким чином, отримано оцiнки з обох сторiн однакового порядку вiдносно

𝑛. Випадок непарного 𝑛 можна розглядати аналогiчно. Зауважимо, що

Γ+𝑔 обчислено як розв’язок крайової задачi

𝑑4𝑣(𝑥)

𝑑𝑥4
− (2𝑛𝜋)4𝑣(𝑥) = 𝛿

(︂
𝑥− 1

4

)︂
− 𝛿

(︂
𝑥− 3

4

)︂
, 𝑥 ∈ (0, 1)

𝑑𝑖𝑣(0)

𝑑𝑥𝑖
=
𝑑𝑖𝑣(1)

𝑑𝑥𝑖
, 𝑖 = 0, 3,

(5.91)

яка є еквiвалентною такiй задачi:

𝑑4𝑣(𝑥)

𝑑𝑥4
− (2𝑛𝜋)4𝑣(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ (0, 1), 𝑥 ̸= 1

4
,
3

4
,

𝑑𝑖𝑣(0)

𝑑𝑥𝑖
=
𝑑𝑖𝑣(1)

𝑑𝑥𝑖
, 𝑖 = 0, 2,

𝑑3𝑣(14 + 0)

𝑑𝑥3
−
𝑑3𝑣(14 − 0)

𝑑𝑥3
= 1,

𝑑3𝑣(34 + 0)

𝑑𝑥3
−
𝑑3𝑣(34 − 0)

𝑑𝑥3
= −1.

(5.92)

Звiдси легко визначити

𝑣(𝑥) =
1

32(𝑛𝜋)3 cosh(𝑛𝜋2 )

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
− sinh(2𝑛𝜋𝑥), 𝑥 ∈

[︀
0, 14
]︀
,

sinh
(︀
2𝑛𝜋

(︀
𝑥− 1

2

)︀)︀
−2 sin

(︀
2𝑛𝜋

(︀
𝑥− 1

4

)︀)︀
×

× cosh(𝑛𝜋2 ), 𝑥 ∈
[︀
1
4 ,

3
4

]︀
,

− sinh(2𝑛𝜋 (𝑥−1)) , 𝑥 ∈
[︀
3
4 , 1
]︀
.

(5.93)

Оцiнки для ‖Γ+𝜙(𝐵)‖ можна отримати аналогiчно, i вони мають такий

самий порядок вiдносно 𝑛 як ‖𝜙(𝐵)Γ+‖.
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5.4.2 FD-метод для крайових умов типу (𝑝, 𝑞; 𝑟, 𝑠). У цьому пiд-

пунктi розглянемо варiант алгоритму FD-методу, коли 𝐴𝑢 = 𝑢(4)(𝑥), тобто

для задачi на власнi значення з рiвнянням (5.57) та вiдповiдними крайовими

умовами. Очевидно, що оператор 𝐵 є наближенням до частини рiвняння 𝐵,

яка мiстить похiднi вiд власних елементiв порядку не вищого, нiж другий.

В загальному формулюваннi FD-методу коефiцiєнти перед цими похiдними

в (5.57) апроксимуються деякими кусково-сталими коефiцiєнтами на деякiй

обранiй сiтцi. Умови теореми 5.1 виконуються для FD-методу, який описано

вище в пiдроздiлi 5.2, тобто ми отримуємо всi власнi пари 𝜆𝑛, 𝑢𝑛(𝑥) з експо-

ненцiальною точнiстю для всiх 𝑛 ≥ 𝑛0 починаючи з деякого 𝑛0 (див. також

зауваження 5.1). Наведенi чисельнi результати пiдтверджують та iлюструють

цей результат.

Розглянемо задачу (5.57) з крайовими умовами типу (0, 2; 0, 2)

𝑢(0) =
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑢(0) = 𝑢(1) =

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑢(1) = 0 (5.94)

та з вибором 𝐵 = 0. Базова задача для (5.57), (5.94)

𝑑4

𝑑𝑥4
𝑢(0)(𝑥)− 𝜆(0)𝑢(0)(𝑥) = 0,

𝑢(0)(0) =
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑢(0)(0) = 𝑢(0)(1) =

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑢(0)(1) = 0

(5.95)

має розв’язок

𝑢(0)𝑛 (𝑥) =
√
2 sin(𝑛𝜋𝑥), 𝜆(0)𝑛 = (𝑛𝜋)4, 𝑛 = 1, 2 . . . .

Поправки до власних пар 𝜆(𝑗+1)
𝑛 , 𝑢

(𝑗+1)
𝑛 (𝑥), 𝑗 = 0, 1, ... знаходяться як розв’язки

рекурентної послiдовностi задач

𝑑4

𝑑𝑥4
𝑢(𝑗+1)
𝑛 (𝑥)− 𝜆(0)𝑛 𝑢(𝑗+1)

𝑛 (𝑥) = −𝑘2(𝑥)
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥)− 𝑘1(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥)−

− 𝑘0(𝑥)𝑢
(𝑗)
𝑛 (𝑥) +

𝑗∑︁
𝑠=0

𝜆(𝑗+1−𝑠)𝑢(𝑠)𝑛 (𝑥), 𝑥 ∈ (0, 1)

𝑢(𝑗+1)
𝑛 (0) =

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑢(𝑗+1)
𝑛 (0) = 𝑢(𝑗+1)

𝑛 (1) =
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑢(𝑗+1)
𝑛 (1) = 0,

(5.96)

𝑗 = 0, 1, ...,𝑚
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та задовольняють нормалiзуючу умову

(︁
𝑢(𝑗)𝑛 , 𝑢

(0)
𝑛

)︁
=
(︁
𝑢(𝑗)𝑛 , 𝑢

(0)
𝑛

)︁
𝐿2(0,1)

=

1∫︁
0

𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥)𝑢(0)𝑛 (𝑥)𝑑𝑥 = 0. (5.97)

Iз умови розв’язностi для задачi (5.96), враховуючи умову (5.97), одержуємо

спiввiдношення:

𝜆(𝑗+1)
𝑛 =

1∫︁
0

(︂
𝑘2(𝑥)

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥)+𝑘1(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥)+𝑘0(𝑥)𝑢

(𝑗)
𝑛 (𝑥)

)︂
𝑢(0)𝑛 (𝑥)𝑑𝑥. (5.98)

Розв’язок задачi (5.96) задається формулою

𝑢(𝑗+1)
𝑛 (𝑥) =

4∑︁
𝛼=1

𝑢(𝑗+1)
𝑛,𝛼 (𝑥) = − 1

𝜋4

∞∑︁
𝑙=1,
𝑙 ̸=𝑛

𝑢
(0)
𝑙 (𝑥)

𝑛4 − 𝑙4

1∫︁
0

(︂
−𝑘2(𝜉)

𝑑2

𝑑𝜉2
𝑢(𝑗)𝑛 (𝜉)−

−𝑘1(𝜉)
𝑑

𝑑𝜉
𝑢(𝑗)𝑛 (𝜉)− 𝑘0(𝜉)𝑢

(𝑗)
𝑛 (𝜉) +

𝑗∑︁
𝑠=0

𝜆(𝑗+1−𝑠)
𝑛 𝑢(𝑠)𝑛 (𝜉)

)︃
𝑢(0)𝑛 (𝜉)𝑑𝜉 =

= − 2

𝜋4

∞∑︁
𝑙=1,
𝑙 ̸=𝑛

sin(𝑙𝜋𝑥)

𝑛4 − 𝑙4

1∫︁
0

(︁[︁
(𝑙𝜋)2𝑘2(𝜉) sin(𝑙𝜋𝜉) + 𝑙𝜋

(︀
−2𝑘′2(𝜉)+

+ 𝑘1(𝜉)
)︀
cos(𝑙𝜋𝜉) +

(︀
−𝑘′′2(𝜉) + 𝑘′1(𝜉)− 𝑘0(𝜉)

)︀
sin(𝑙𝜋𝜉)

]︁
𝑢(𝑗)𝑛 (𝜉)+

+

𝑗∑︁
𝑠=0

𝜆(𝑗+1−𝑠)
𝑛 𝑢(𝑠)𝑛 (𝜉) sin(𝑙𝜋𝜉)

)︁
𝑑𝜉.

(5.99)

Оцiнимо кожний доданок у правiй частинi (5.99) окремо:

⃦⃦⃦
𝑢
(𝑗+1)
𝑛,1

⃦⃦⃦
= 1

𝜋4

{︃
∞∑︀

𝑙=1,𝑙 ̸=𝑛

(𝑙𝜋)4

(𝑛4−𝑙4)2

[︁∫︀ 1
0 𝑘2(𝜉)𝑢

(𝑗)
𝑛 (𝜉) sin(𝑙𝜋𝜉)𝑑𝜉

]︁2}︃ 1
2

≤

≤ 1
𝜋2

(𝑛+1)‖𝑘2‖∞
2𝑛2−2𝑛+1

⃦⃦⃦
𝑢
(𝑗)
𝑛

⃦⃦⃦
,

⃦⃦⃦
𝑢
(𝑗+1)
𝑛,2

⃦⃦⃦
= 2

𝜋3

{︃
∞∑︀

𝑙=1,𝑙 ̸=𝑛

(𝑙𝜋)2

(𝑛4−𝑙4)2

[︁∫︀ 1
0 (−2𝑘′2(𝜉) + 𝑘1(𝜉)) 𝑢

(𝑗)
𝑛 (𝜉) cos(𝑙𝜋𝜉)𝑑𝜉

]︁2}︃ 1
2

≤

≤ 1
𝜋3

‖−2𝑘′2+𝑘1‖∞
2𝑛2−2𝑛+1

⃦⃦⃦
𝑢
(𝑗)
𝑛

⃦⃦⃦
,
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⃦⃦⃦
𝑢
(𝑗+1)
𝑛,3

⃦⃦⃦
≤ 1

𝜋4
‖−𝑘′′2 + 𝑘′1 − 𝑘0‖∞
𝑛(2𝑛2 − 2𝑛+ 1)

⃦⃦⃦
𝑢(𝑗)𝑛

⃦⃦⃦
,

⃦⃦⃦
𝑢
(𝑗+1)
𝑛,4

⃦⃦⃦
≤ 1

𝜋4
1

𝑛(2𝑛2 − 2𝑛+ 1)

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑗∑︁
𝑠=0

𝜆(𝑗+1−𝑠)
𝑛 𝑢(𝑠)𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦ .

Звiдси та iз (5.98), (5.99) отримуємо⃒⃒⃒
𝜆(𝑗+1−𝑠)
𝑛

⃒⃒⃒
≤

√
2𝜇 [(𝑛𝜋)2 + 𝑛𝜋 + 1]

⃦⃦⃦
𝑢(𝑗−𝑠)𝑛

⃦⃦⃦
i ⃦⃦⃦

𝑢(𝑗+1)
𝑛

⃦⃦⃦
≤

4∑︁
𝑡=1

⃦⃦⃦
𝑢
(𝑗+1)
𝑛,𝑡

⃦⃦⃦
≤

≤ 1

𝜋2
1

2𝑛2 − 2𝑛+ 1

[︂[︂
(𝑛+ 1) ‖𝑞2‖∞ +

1

𝜋
‖−2𝑞′2 + 𝑞1‖∞+

+
1

𝜋2
‖−𝑞′′2+𝑞′1−𝑞0‖∞

𝑛

]︂
𝑢(𝑗)𝑛

⃦⃦⃦
+
√
2𝜇

[︂
𝑛+

1

𝜋
+

1

𝑛𝜋2

]︂ 𝑗∑︁
𝑠=0

⃦⃦⃦
𝑢(𝑗−𝑠)𝑛

⃦⃦⃦⃦⃦⃦
𝑢(𝑠)𝑛

⃦⃦⃦]︃
≤

≤ 1

𝜋2
𝜇

2𝑛2 − 2𝑛+ 1

[︂[︂
𝑛+ 1 +

1

𝜋
+

1

𝑛𝜋2

]︂ ⃦⃦⃦
𝑢(𝑗)𝑛

⃦⃦⃦
+

+
√
2

[︂
𝑛+

1

𝜋
+

1

𝑛𝜋2

]︂ 𝑗∑︁
𝑠=0

⃦⃦⃦
𝑢(𝑗−𝑠)𝑛

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑢(𝑠)𝑛

⃦⃦⃦]︃
≤𝑀𝑛

𝑗∑︁
𝑠=0

⃦⃦⃦
𝑢(𝑗−𝑠)𝑛

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑢(𝑠)𝑛

⃦⃦⃦
,

(5.100)

де

𝑀𝑛 =
1

𝜋2
𝜇
√
2

2𝑛2 − 2𝑛+ 1

[︂
𝑛+ 1 +

1

𝜋
+

1

𝑛𝜋2

]︂
,

𝜇 = max (‖𝑘2‖∞ , ‖−2𝑘′2 + 𝑘1‖∞ , ‖−𝑘′′2 + 𝑘′1 − 𝑘0‖∞) .

Розв’язком останньої нерiвностi є наступний:⃦⃦⃦
𝑢(𝑗)𝑛

⃦⃦⃦
≤ (4𝑀𝑛)

𝑗 2
(2𝑗 − 1)!!

(2𝑗 + 2)!!
≤ (4𝑀𝑛)

𝑗

(𝑗 + 1)
√
𝜋𝑗
.

Це означає, що якщо виконується умова

𝑟𝑛 = 4𝑀𝑛 < 1, (5.101)

тодi справедливою є модифiкацiя оцiнок з основної теореми 5.1, а саме:⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑛−

𝑚

𝜆𝑛

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜆𝑛− 𝑚∑︁

𝑗=0

𝜆(𝑗)𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≤𝜇√2

[︁
(𝑛𝜋)2+𝑛𝜋+1

]︁ (𝑟𝑛)
𝑚

1− 𝑟𝑛

(2𝑚− 1)!!

(2𝑚+ 2)!!
≤

≤ 𝜇√
2

[︁
(𝑛𝜋)2+𝑛𝜋+1

]︁ (𝑟𝑛)
𝑚

1− 𝑟𝑛

1

(𝑚+ 1)
√
𝜋𝑚

,

(5.102)
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⃦⃦⃦
𝑢𝑛−

𝑚
𝑢𝑛

⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑢𝑛− 𝑚∑︁

𝑗=0

𝑢(𝑗)𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦≤2

(𝑟𝑛)
𝑚+1

1−𝑟𝑛
(2𝑚+1)!!

(2𝑚+4)!!
≤ (𝑟𝑛)

𝑚+1

(𝑚+2)
√︀
𝜋 (𝑚+ 1)

. (5.103)

Приклад 8. Розглянемо задачу на власнi значення (5.57), (5.94) iз

𝑘2(𝑥) = 𝑥, 𝑘1(𝑥) ≡ 0, 𝑘0(𝑥) ≡ 0.

Найменше власне значення цiєї задачi обчислено за допомогою стандартно-

го iнструменту системи комп’ютерної алгебри Maple

𝜆𝑒𝑥1 = 102.3353144965013. (5.104)

Порiвняємо цей результат з наближеним розв’язком, отриманим згiдно з

нашим алгоритмом FD-методу. В результатi Maple-розрахункiв одержує-

мо

𝜆
(0)
1 = 𝜋4,

⃒⃒⃒
𝜆𝑒𝑥1 − 𝜆

(0)
1

⃒⃒⃒
= 4.926223462,

𝜆
(1)
1 =

𝜋2

2
,

⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑒𝑥1 −

1

𝜆1

⃒⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒
𝜆𝑒𝑥1 − 𝜆

(0)
1 − 𝜆

(1)
1

⃒⃒⃒
= 0.008578738,

𝜆
(2)
1 = − 1

96

(︂
1 +

15

𝜋2
− 48

𝜋3
− 96

(𝑒𝜋 − 1)𝜋3

)︂
,⃒⃒⃒⃒

𝜆𝑒𝑥1 −
2

𝜆1

⃒⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒
𝜆𝑒𝑥1 − 𝜆

(0)
1 − 𝜆

(1)
1 − 𝜆

(2)
1

⃒⃒⃒
= 0.000086933,

(5.105)

що добре узгоджується iз точним розв’язком (5.104).

Аналогiчно можна розглянути рiвняння (5.57) з крайовою умовою типу

(0, 1; 0, 1). В наступному прикладi наведено експериментальне пiдтвердження

основного результату.

Приклад 9. Розглянемо рiвняння (5.56) iз 𝑎(𝜉) = 1 + 𝜉, 𝑏(𝜉) = 𝑐(𝜉) ≡ 0,

𝑑(𝜉) ≡ 1. Пiсля замiни змiнних

𝜉 =

(︂
1 +

3

4
𝑥

)︂ 4
3

− 1, 𝑣(𝜉) =

(︂
1 +

3

4
𝑥

)︂− 1
6

𝑢(𝑥) (5.106)

рiвняння (5.56) переходить у рiвняння

𝑢(4)(𝑥)+
13

18
(︀
𝑥+ 4

3

)︀2𝑢′′(𝑥)+ 13

9
(︀
𝑥+ 4

3

)︀3𝑢′(𝑥)+
[︃
−𝜆+ 17

16
(︀
𝑥+ 4

3

)︀4
]︃
𝑢(𝑥)=0. (5.107)
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Крайовi умови типу (0, 1; 0, 1) пiсля пiдстановки (5.106) переходять в кра-

йовi умови того ж типу для рiвняння (5.107) на вiдрiзку (0, 𝑎) з 𝑎 =
4
3(2

3/4 − 1), тобто

𝑢(0) = 𝑢′(0) = 𝑢(𝑎) = 𝑢′(𝑎) = 0. (5.108)

Найменше точне власне значення задачi (5.107), (5.108) є

𝜆𝑒𝑥1 = 729.5132640790354497. (5.109)

FD-метод рангу 1 дає наступнi результати:

𝜆
(0)
1 = 729.0804175123859275,

⃒⃒⃒
𝜆𝑒𝑥1 − 𝜆

(0)
1

⃒⃒⃒
= 0.432846566,

𝜆
(1)
1 = 0.4329291815470396,⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑒𝑥1 −

1

𝜆1

⃒⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒
𝜆𝑒𝑥1 − 𝜆

(0)
1 − 𝜆

(1)
1

⃒⃒⃒
= 0.000082614.

(5.110)

Тепер розглянемо пiдхiд, при якому коефiцiєнти диференцiального рiв-

няння замiнюються на кусково-сталi функцiї («metodo dei tronconi» [75]).

Для прикладу, розглянемо замiсть

𝑑2

𝑑𝜉2
((1 + 𝜉)

𝑑2

𝑑𝜉2
𝑦(𝜉))− 𝜆̃𝑦(𝜉) = 0, 𝑦(0) = 𝑦′(0) = 𝑦(1) = 𝑦′(1) = 0 (5.111)

задачу

𝑑4

𝑑𝜉4
𝑦(𝜉)− 2

3
𝜆̃𝑦(𝜉) = 0, 𝑦(0) = 𝑦′(0) = 𝑦(1) = 𝑦′(1) = 0. (5.112)

Тодi згiдно з нашим методом отримуємо наступне наближення до наймен-

шого власного значення

𝜆1 = 750.8458526104090604, 𝜆𝑒𝑥1 − 𝜆1 = 21.33258853, (5.113)

що є набагато грубiшим, нiж наближення 𝜆
(0)
1 в (5.110), отримане згiдно з

FD-методом рангу нуль.

Приклад 10. Розглянемо диференцiальне рiвняння (5.57) з

𝑘2(𝑥) = 𝑘1(𝑥) ≡ 0, 𝑘0(𝑥) = 𝑘0(1− 𝑥) =

(︂
𝑥− 1

2

)︂2
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та крайовими умовами типу (2, 3; 2, 3), тобто

𝑢(4)(𝑥) +

[︃(︂
𝑥− 1

2

)︂2

− 𝜆

]︃
𝑢(𝑥) = 0, 𝑢(𝑘)(0) = 𝑢(𝑘)(1) = 0, 𝑘 = 2, 3. (5.114)

Найменшi два власнi значення (5.114) обчислено за допомогою системи ком-

п’ютерної алгебри Maple 17, а саме

𝜆𝑒𝑥0,1 = 0.0833223112249938..., 𝜆𝑒𝑥0,2 = 0.14999891773580... .

Базова задача

𝑑4𝑢
(0)
𝑛 (𝑥)

𝑑𝑥4
− 𝜆(0)𝑛 𝑢(0)𝑛 (𝑥) = 0, 𝑥 ∈ (0, 1),

𝑑𝑗𝑢
(0)
𝑛 (0)

𝑑𝑥𝑗
=
𝑑𝑗𝑢

(0)
𝑛 (1)

𝑑𝑥𝑗
= 0, 𝑗 = 2, 3

(5.115)

володiє двократним власним значенням 𝜆(0) = 0, якому вiдповiдають орто-

нормованi власнi функцiї

𝑢
(0)
0,1(𝑥) = 1 та 𝑢

(0)
0,2(𝑥) = 2

√
3

(︂
1

2
− 𝑥

)︂
(див., напр., [12]). Iншi власнi значення є простими. Наведемо чисельнi ре-

зультати, отриманi згiдно з FD-методом рангу 𝑚 = 0, 3

0

𝜆0 = 0,
1

𝜆0,1 =
1

12
= 0.08(3),

1

𝜆0,2 =
3

20
= 0.15,

2

𝜆0,1 =
7559

90720
= 0.0833223104056437...,

2

𝜆0,2 =
138599

924000
= 0.14999891774891...,

3

𝜆0,1 =
163437676007

1961511552000
= 0.0833223112249098...,

3

𝜆0,2 =
34306024477

228708480000
= 0.14999891773580... .

5.5 Висновки до роздiлу 5

Результати даного роздiлу є узагальненням робiт по FD-методу для задач

на власнi значення у гiльбертовому просторi:

– для випадку двократних власних значень базової задачi – [3,71,101,102];
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– для випадку власних значень базової задачi довiльної (скiнченної) кра-

тностi – результатiв роздiлу 4, опублiкованого в [25,28].

Узагальнення полягає в тому, що задача на власнi значення розглядається у

банаховому просторi i базова задача може мiстити власнi значення довiльної

(скiнченної) кратностi.

Основнi результати даного роздiлу:

1) Розроблено та обгрунтовано нову схему алгоритму FD-методу для за-

дачi на власнi значення в абстрактному формулюваннi для лiнiйних

операторiв з дискретним спектром, що дiють у банаховому просторi у

випадку базової задачi з власними значеннями довiльної (скiнченної)

кратностi.

2) Знайдено достатнi умови суперекспоненцiальної збiжностi FD-методу

та оцiнки його точностi (теорема 5.1, зауваження 5.1, 5.2).

Отриманi теоретичнi результати щодо FD-методу успiшно проiлюстровано

на прикладi задач типу Штурма-Лiувiлля другого та четвертого порядку на

скiнченному промiжку з рiзними крайовими умовами.

Основнi результати даного роздiлу опублiковано у статтi [103] та доповiд-

ались на конференцiї [26].



151

ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена розробцi, обгрунтуванню та алгоритмiза-

цiї функцiонально-дискретного методу (FD-методу) для спектральних задач

типу Штурма-Лiувiлля, зокрема, якi можуть мати кратнi власнi значення як

у вихiднiй постановцi, так i в процесi їх розв’язування. При цьому отримано

такi основнi результати:

1) Для задач Штурма-Лiувiлля другого порядку на вiдрiзку з крайови-

ми умовами Дiрiхле та у випадках, коли потенцiал є кусково-сталою

функцiєю та коли належить негативному простору Соболєва 𝐻−1
2 (0, 1),

отримано аналiтичнi оцiнки для поправок до власних значень 𝜆(𝑗)𝑛 згi-

дно з FD-методом (з 𝑞(𝑥) ≡ 0), якi вiдносно номера власного значен-

ня 𝑛 є непокращуваними за порядком. При цьому у випадку простору

𝐻−1
2 (0, 1) знайдено достатню умову експоненцiальної швидкостi збiжно-

стi FD-методу.

2) Для задач Штурма-Лiувiлля другого порядку на вiдрiзку з полiномi-

альним потенцiалом i крайовими умовами Дiрiхле та Дiрiхле-Неймана

отримано структурнi зображення розв’язкiв 𝑢(𝑗)𝑛 (𝑥) вiдповiдних реку-

рентних задач згiдно з FD-методом (з 𝑞(𝑥) ≡ 0). Завдяки цьому здiй-

снено принципово нову алгоритмiчну реалiзацiю FD-методу, яка мiстить

тiльки звичайнi алгебраїчнi операцiї та не потребує в ходi рекурентного

процесу розв’язання крайових задач i обчислення iнтегралiв.

3) Поширено FD-метод на задачi Штурма-Лiувiлля другого порядку на

вiдрiзку з потенцiалом, який є похiдною вiд функцiї обмеженої варiа-

цiї i мiстить скiнченну лiнiйну комбiнацiю дельта-функцiй Дiрака, та

здiйснена його алгоритмiчна реалiзацiя. Встановлено достатнi умови

експоненцiальної швидкостi збiжностi розробленого методу.

4) Запропоновано та обґрунтовано нову схему алгоритму FD-методу для

задачi на власнi значення в абстрактному формулюваннi для самоспря-

жених операторiв з дискретним спектром, що дiють у гiльбертовому
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просторi, у випадку базової задачi з власними значеннями довiльної

(скiнченної) кратностi та здiйснено узагальнення на випадок банахово-

го простору. В обох випадках отримано достатнi умови суперекспонен-

цiальної швидкостi збiжностi запропонованих пiдходiв.

Результати дисертацiї мають як теоретичний, так i практичний характер,

та разом iз розробленими алгоритмами FD-методу, якi успiшно проiлюстрова-

нi на чисельних прикладах, можуть бути використанi для високоточного на-

ближеного розв’язання, дослiдження та моделювання реальних прикладних

проблем, якi описуються, наприклад, за допомогою спектральних задач типу

Штурма-Лiувiлля з рiвнянням Шрьодiнгера (в т.ч. векторно-матричних) та

зi звичайними диференцiальними рiвняннями вищих порядкiв.
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ДОДАТКИ

Додаток A (до п. 3.1.1)

За допомогою системи комп’ютерної алгебри Maple 17 знайдено аналiти-

чнi вирази для декiлькох перших поправок згiдно з новим алгоритмом FD-

методу (з 𝑞(𝑥) ≡ 0) для скалярної задачi Штурма–Лiувiлля другого порядку

(3.1) з полiномiальним потенцiалом 𝑞(𝑥) =
∑︀𝑟

𝑙=0 𝑐𝑙𝑥
𝑙 та крайовими умова-

ми Дiрiхле (3.2). Данi вирази iлюструють асимптотичну поведiнку поправок

𝑢
(𝑗+1)
𝑛 (𝑥), 𝑗 = 0, 1, та 𝜆(𝑗+1)

𝑛 , 𝑗 = 0, 1, 2 вiдносно 𝑛.

Позначимо через 𝐴(𝑗+1)(𝑥), 𝑗 = 0, 1 – добуток деякого тригонометричного

многочлена та полiнома вiд змiнної 𝑥, cтепiнь якого менший, нiж степiнь

доданкiв у квадратних дужках. Тодi маємо

𝜆(1)𝑛 =
𝑟∑︁
𝑙=0

(︂
𝑐𝑙

𝑙 + 1
− 𝑙𝑐𝑙

4𝜋2𝑛2
+
𝑙(𝑙 − 1)(𝑙 − 2)𝑐𝑙
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+
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− 3𝑐3
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−
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+

1

𝑝+ 𝑠+ 1

)︂⎤⎦cos (𝜋 𝑛𝑥) +𝒪
(︂

1

𝑛4

)︂
· 𝐴(2)(𝑥),

𝜆(3)𝑛 =
1

16𝜋4𝑛4

⎡⎣ 𝑟∑︁
𝑙=0

𝑐𝑙𝑙
𝑟∑︁

𝑚=0

𝑟∑︁
𝑝=0

𝑐𝑚𝑐𝑝 (𝑝+𝑚+ 6) 𝑝𝑚

3 (𝑚+ 3) (𝑝+𝑚+ 3) (𝑝+ 1) (𝑚+ 1) (𝑝+ 3)
−

−
𝑟∑︁

𝑚=0

𝑟∑︁
𝑠=0

𝑟∑︁
𝑝=0

𝑐𝑚𝑐𝑠𝑐𝑝

(︂
𝑝𝑚 (𝑚+ 𝑝+ 2𝑠+ 4)

(𝑠+3) (𝑝+𝑚+𝑠+1)

[︂
𝑚− 2

(𝑚+ 𝑠+ 1) (𝑝+ 1) (𝑝+ 𝑠+ 3)
+

+
𝑝− 2

(𝑚+ 𝑠+ 3) (𝑚+ 1) (𝑝+ 𝑠+ 1)

]︂
− 𝑚

𝑚+ 1

[︂
𝑝+ 𝑠

(𝑝+𝑚+𝑠+1) (𝑝+ 𝑠+ 1)
−

− 𝑠

(𝑝+ 1) (𝑚+ 𝑠+ 1) (𝑠+ 1)

]︂)︂
−

𝑟∑︁
𝑙=0

𝑐𝑙
𝑙 + 1

𝑟∑︁
𝑚=0

𝑟∑︁
𝑝=0

𝑐𝑚𝑐𝑝𝑝𝑚×

×
(︂

3

(𝑝+ 1) (𝑚+ 1) (𝑝+𝑚+ 1)
− 1

3 (𝑝+ 1) (𝑝+ 3)
− 1

3 (𝑚+ 1) (𝑚+ 3)

)︂
+

+𝑐1

𝑟∑︁
𝑙=0

𝑐𝑙
𝑙 + 1

𝑟∑︁
𝑚=0

𝑐𝑚𝑚 (𝑚+ 5)

3 (𝑚+ 1) (𝑚+ 2) (𝑚+ 3)
+

−𝑐1
𝑟∑︁

𝑚=0

𝑟∑︁
𝑠=0

𝑐𝑚𝑐𝑠
(︀(︀
𝑠2 + 8 𝑠+ 6

)︀
𝑚+ 9 𝑠

)︀
3 (𝑚+ 3) (𝑠+ 1) (𝑚+ 1) (𝑠+ 3) (𝑠+ 2)

]︃
+𝒪

(︂
1

𝑛6

)︂
.
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Додаток B (до п. 1.2): Пакети прикладних програм для

розв’язування самоспряжених задач на власнi значення

типу Штурма-Лiувiлля

№ Пакет,

кластер

пiдпро-

грам

Мова

коду

Доступ

до коду

Публi-

кацiї

Типи розв’язува-

них задач

Реалiзованi

чисельнi

методи

(1) (2) (3) (4) (5) (6)

NAG Fortran Library (абревiатура вiд Numerical Analysis Group), роздiл D02

1 D02KAF,

D02KDF

Fortran77 [155] [106] Регулярнi ЗШЛ

другого порядку

Перетворення

Прюфера,

метод стрiльби

2 D02KEF Fortran77 [155] [107] Регулярнi та син-

гулярнi ЗШЛ

другого порядку

– // –

CALGO (абревiатура вiд Collected Algorithms)

3 SL02F Fortran77 [151] Регулярнi та син-

гулярнi ЗШЛ

другого порядку

Методи Прюса

4 SLEDGE Fortran77 [97,161] Регулярнi та син-

гулярнi ЗШЛ дру-

гого порядку

– // –

5 SLEIGN Fortran77 [86, file:

700.gz]

[68, 69] Регулярнi та син-

гулярнi ЗШЛ дру-

гого порядку

Перетворення

Прюфера, ме-

тод стрiльби

(комбiнуються

метод бiсе-

кцiї та метод

Ньютона)

6 SLEIGN2 Fortran77 [173],

[86, file:

810.gz]

[70] – // –

(розширився пере-

лiк сингулярних

задач порiвняно iз

SLEIGN)

– // –
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(1) (2) (3) (4) (5) (6)

7 SLTSTPAK Fortran77,

Fortran90

[86,

file:

789.gz]

[55,

с.271-

331],

[164,

165]

Регулярнi та сингулярнi

ЗШЛ другого порядку.

SL02F,

SLEDGE,

SLEIGN та

SLEIGN2 об’-

єднано в пакетi

SLTSTPAK

8 SLEUTH Fortran77 [86,

file:

775.gz]

[154]

Регулярнi ЗШЛ четвер-

того порядку

Метод стрiльби

з використа-

нням Тета

матриць

JINRLIB (абревiатура вiд Joint Institute for Nuclear Research Library)

9 SLIP

(SLIP1,

SLIPH4,

SLIPS2)

Fortran [16] [32,

33]

Регулярнi та сингулярнi

ЗШЛ другого порядку

з фiксованим номером

власної пари (SLIPS2

– для матричних ЗШЛ

розмiрностi 2, SLIPH4 –

для скалярних ЗШЛ)

Неперервний

аналог методу

Ньютона

10 SLIPH4M Maple [16] [9] Рiзницевi ЗШЛ друго-

го порядку (застосовано

до рiвняння Шрьодiнге-

ра для молекули водню)

– // –

11 SLIPM Maple [16] [35] Застосовано до ЗШЛ

другого порядку iз по-

тенцiалом Морзе, рiв-

нянь Лежандра та Вiт-

такера

– // –

CPC Program Library (абревiатура вiд Computer Physics Communications)

12 SLCPM12 Fortran77 [89]

[125]

Регулярнi ЗШЛ другого

порядку

Перетворення

Лiувiлля,

CPM[12,10]

13 LILIX Fortran77 [87]

[127]

Матричнi ЗШЛ з рiвня-

нням у формi Шрьодiн-

гера

CPM шостого

порядку
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(1) (2) (3) (4) (5) (6)

Vakgroep Toegepaste Wiskunde, Informatica en Statistiek,

Universiteit Gent

14 MATSLISE,

MATSLI-

SE_AD

Matlab [177] [133,

134,

136]

Регулярнi ЗШЛ у

формi Шрьодiнгера

CPM[P,N] та

LPM[P,N] висо-

кого порядку

15 lpm42ws.f,

params.dat

Fortran77 [177] [135] Регулярнi ЗШЛ дру-

гого порядку у формi

Шрьодiнгера

LPM[4,2]

16 LPMmatlab Matlab [177] – // – – // –

Застосовано до ЗШЛ

у формi Шрьодiнге-

ра з потенцiалами

«Woods-Saxon, Paine,

Mathieu»

– // –

17 MATSCS Matlab [177] [137] Регулярнi матри-

чнi ЗШЛ другого

порядку у формi

Шрьодiнгера

CPM[P,N]

високого

порядку

в процесi

стрiльби

18 MATCAS

(належить

до CPC

Program

Library)

Matlab [88,

177]

[140] Регулярнi матри-

чнi ЗШЛ другого

порядку у формi

Шрьодiнгера

– // –

19 sysper.f,

sysdop.f,

sys.inp,

params

Fortran [177] [138] Матричнi ЗШЛ дру-

гого порядку у формi

Шрьодiнгера

– // –

20 MATSLEMN Matlab [177] [139] ЗШЛ другого поряд-

ку

Модифiкований

метод Нойма-

на шостого

порядку, ме-

тод стрiльби

21 bvpsuite Matlab [98] [115] Регулярнi i сингуляр-

нi ЗШЛ

Метод коло-

кацiї
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(1) (2) (3) (4) (5) (6)

22 SL09F,

SL10F

Fortran77

[152]

Регулярнi i сингуляр-

нi векторно-матричнi

ЗШЛ другого порядку

Метод стрiльби з

використанням Тета

матриць

23 SL11F,

SL12F

Fortran77

[153]

Регулярнi i сингуляр-

нi векторно-матричнi

ЗШЛ другого поряд-

ку, що зводяться до

Гамiльтонової системи

Метод стрiльби з

використанням Тета

матриць, SL12F до-

датково використо-

вує методи Прюса


