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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ïðîãðåñ àåðîêîñìi÷íî¨ ãàëóçi îáóìîâëþ¹ âèñîêó

àêòóàëüíiñòü äîñëiäæåíü ç ïèòàíü êåðîâàíîñòi òà ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó ñó÷àñíèõ

êîñìi÷íèõ àïàðàòiâ. Òàêi êîñìi÷íi àïàðàòè ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ ñêëàäíi ìå-

õàíi÷íi îá'¹êòè, ùî ìîäåëþþòüñÿ ñèñòåìàìè ç'¹äíàíèõ ìiæ ñîáîþ àáñîëþòíî

òâåðäèõ i äåôîðìiâíèõ òië. Àáñîëþòíî òâåðäèìè òiëàìè ìîæíà ìîäåëþâàòè,

çîêðåìà, îñíîâíèé ïðèëàäîâèé âiäñiê, äâèãóí-ìàõîâèê i ñèñòåìè âèìiðþâàí-

íÿ. Äåôîðìiâíèìè òiëàìè âèñòóïàþòü ïàíåëi ñîíÿ÷íèõ áàòàðåé, àíòåíè, ãðà-

âiòàöiéíi øòàíãè òà øòàíãè ç íàóêîâèìè ïðèëàäàìè, ðåôëåêòîðè, òåëåñêîïè

ç äîâãîôîêóñíèìè îá'¹êòèâàìè òîùî. Äî 1970-õ ðîêiâ XX ñòîëiòòÿ êåðóâàííÿ

êîñìi÷íèìè àïàðàòàìè ôîðìóâàëîñÿ ïåðåâàæíèì ÷èíîì íà îñíîâi iíôîðìà-

öi¨ ïðî ñòàí òiëüêè òâåðäèõ åëåìåíòiâ ñèñòåìè. Ïðè öüîìó, ÿê ïðàâèëî, ìî-

æëèâî øóêàòè ëèøå êîìïðîìiñíi ðîçâ'ÿçêè. Òàê, íàïðèêëàä, äëÿ çìåíøåííÿ

âïëèâó ïðóæíîñòi ïàíåëåé ñîíÿ÷íèõ áàòàðåé íà äèíàìiêó òiëà-íîñiÿ íåîáõi-

äíî çðîáèòè ¨õ áiëüø æîðñòêèìè àáî çìåíøèòè â ðîçìiðàõ. À öå ïðèçâîäèòü

äî çáiëüøåííÿ ìàñè ïàíåëåé áàòàðåé àáî äî çìåíøåííÿ êiëüêîñòi åíåðãi¨, ÿêó

âîíè ñèíòåçóþòü. Òàêîæ çáiëüøó¹òüñÿ òðèâàëiñòü àêòèâíîãî ôóíêöiîíóâàííÿ

êîñìi÷íîãî àïàðàòà íà îðáiòi, ùî â ñâîþ ÷åðãó âèêëèêà¹ çáiëüøåííÿ åíåðãå-

òè÷íèõ âèòðàò. Ó òàêèõ óìîâàõ êîìïðîìiñíi ðîçâ'ÿçêè ìîæóòü íå iñíóâàòè.

Ó ðîáîòàõ Ë.Â. Äîêó÷à¹âà, Â.Ì. Ðóáàíîâñüêîãî, P. Linkins òà iíøèõ âñòà-

íîâëåíî, ùî ïðóæíi åëåìåíòè êîíñòðóêöi¨ ñóòò¹âî âïëèâàþòü íà äèíàìiêó ñè-

ñòåìè, òîìó çàäà÷i êåðóâàííÿ i ñòàáiëiçàöi¨ äëÿ àáñîëþòíî òâåðäèõ òië íåñóòü

ëèøå íàáëèæåíó iíôîðìàöiþ òà íå äàþòü ïîâíîãî óÿâëåííÿ ïðî ðóõ ñèñòåìè.

Êîëèâàííÿ ïðóæíèõ êîíñòðóêöié çàâàæàþòü ïðèâåäåííþ êîñìi÷íîãî àïàðàòà

äî çàäàíî¨ îði¹íòàöi¨, çàáåçïå÷åííþ ñòàáiëiçàöi¨ âèíîñíèõ åëåìåíòiâ òà êîñìi-

÷íîãî àïàðàòà â öiëîìó íà îðáiòi ôóíêöiîíóâàííÿ. À öå îçíà÷à¹, ùî íîâiòíi

àëãîðèòìè ïîâèííi çàáåçïå÷óâàòè ñòàáiëiçàöiþ ðóõó íå òiëüêè òâåðäèõ, à é
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ïðóæíèõ åëåìåíòiâ. Òîìó ïèòàííÿ, ñïðÿìîâàíå íà ðîçðîáêó íîâèõ, áiëüø åôå-

êòèâíèõ àëãîðèòìiâ êåðóâàííÿ, ÿêi çàáåçïå÷àòü âèñîêó òî÷íiñòü ñòàáiëiçàöi¨

áåç çáiëüøåííÿ æîðñòêîñòi ïðóæíèõ åëåìåíòiâ, ñòà¹ äóæå àêòóàëüíèì. Ñàìå

òîìó ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ ïðîáëåìè êåðóâàííÿ òà

ñòàáiëiçàöi¨ êîëèâàíü ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òâåðäîãî òiëà òà

ïðóæíî¨ ïëàñòèíè. Íàéáiëüø ïîøèðåíîþ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ êîëèâàíü

ïðóæíî¨ ïëàñòèíè ¹ ìîäåëü Êiðõãîôà [1, 2], ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó ïîäàëüøèõ

òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ. Ìîäåëü ïëàñòèíè Êiðõãîôà, çîêðåìà, ìà¹ ïåðå-

âàãè ïåðåä ìîäåëëþ Êîøi-Ïóàññîíà, îñêiëüêè ¹ áiëüø íàî÷íîþ òà ìà¹ âèñîêó

ôiçè÷íó ÿñíiñòü. Ó òåîðiþ Êiðõãîôà âêëþ÷åíî ïîíÿòòÿ ïðî âíóòðiøíi ñèëè

òà ìîìåíòè, ùî íàáëèæà¹ ¨¨ äî òåîði¨ áàëîê òà äà¹ ìîæëèâiñòü åôåêòèâíî

ôîðìóëþâàòè ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ ïëàñòèí ó çàäà÷àõ êåðóâàííÿ [3].

Ïðîáëåìè äèíàìiêè ñèñòåì òië, ÿêi ìàþòü ïðóæíi òà äèñèïàòèâíi åëåìåí-

òè, çàäà÷i êåðóâàííÿ ¨õ ðóõîì i ñòàáiëiçàöi¨ äîñëiäæóâàëèñü ó ðîáîòàõ Â.I. Ãó-

ëÿ¹âà, ß.Î. Æóêà, Þ.Ì. Êîíîíîâà, Â.Ä. Êóáåíêà, Â.Á. Ëàðiíà, Ä.Â. Ëåáåä¹-

âà, Î.Ñ. Ëèìàð÷åíêà, I.Î. Ëóêîâñüêîãî, À.I. Ëóð'¹, Ì.Ê. Íàáióëëiíà, Â.Â. Íî-

âèöüêîãî, Î.Â. Ïèðîæåíêà, �.Ì. Ïîòàïåíêà, Â.Ñ. Õîðîøèëîâà, Ô.Ë. ×åðíî-

óñüêà, M. Bradley, G. Cai, L. Chen, B. Jacob, J.E. Lagnese, S. Lenhart, G. Leuge-

ring, J. Pan, J.R. Partington òà iíøèõ àâòîðiâ.

Ó ñó÷àñíié òåîði¨ êåðóâàííÿ ìåõàíi÷íèìè ñèñòåìàìè ç ìåìáðàíàìè òà ïëà-

ñòèíàìè âàæëèâå ìiñöå çàéìàþòü çàäà÷i ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó ç óðàõóâàííÿì íå-

ñêií÷åííîãî ñïåêòðó êîëèâàíü ïðóæíèõ åëåìåíòiâ. Åôåêòèâíèì ìåòîäîì äî-

ñëiäæåííÿ çàäà÷ ñòiéêîñòi òà ñèíòåçó êåðóâàíü äëÿ öèõ ñèñòåì iç ðîçïîäiëåíè-

ìè ïàðàìåòðàìè ¹ ïðÿìèé ìåòîä Ëÿïóíîâà, ÿêèé îòðèìàâ ðîçâèòîê ó ðîáîòàõ

Â.I. Çóáîâà, Â.I. Êîðîáîâà, À.À. Ìàðòèíþêà, Â.Ì. Ìàòðîñîâà, Î.À. Ìîâ÷àíà,

Â.Â. Ðóìÿíöåâà, Ò.Ê. Ñiðàçåòäiíîâà, Î.Î.Øåñòàêîâà, J.-M. Coron, J.P. LaSalle

òà ií.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Òå-

ìàòèêà äèñåðòàöi¨ ïîâ'ÿçàíà ç Ïëàíàìè íàóêîâèõ äîñëiäæåíü âiääiëó òåõíi-

÷íî¨ ìåõàíiêè Iíñòèòóòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i ìåõàíiêè ÍÀÍ Óêðà¨íè
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òà âiääiëåííÿ ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ñó÷àñíîãî àíàëiçó Iíñòèòóòó ìàòåìàòè-

êè ÍÀÍ Óêðà¨íè íà 2011-2015 ðîêè. Äèñåðòàíò ïðèéìàâ ó÷àñòü ó âèêîíàííi

ÍÄÐ �Ðîçðîáêà êîíñòðóêòèâíèõ ìåòîäiâ òåîði¨ êåðóâàííÿ i ñòiéêîñòi iç çàñòî-

ñóâàííÿì äî çàäà÷ ìàøèíîáóäóâàííÿ� (äåðæ. ðå¹ñòð. � 0111U000483), �Êå-

ðóâàííÿ ìîäåëÿìè ìåõàòðîííèõ ñèñòåì iç çàñòîñóâàííÿì äî çàäà÷ íàâiãàöi¨

êîñìi÷íèõ àïàðàòiâ i ñòàáiëiçàöi¨ ðîáîòîòåõíi÷íèõ êîìïëåêñiâ� (äåðæ. ðå¹ñòð.

� 0112U000029), �Îïòèìàëüíà ðåàëiçàöiÿ âiäîáðàæåíü âõiä-âèõiä äëÿ äèíà-

ìi÷íèõ ïðîöåñiâ ó çàäà÷àõ êåðóâàííÿ òà iíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãiÿõ� (äåðæ.

ðå¹ñòð. � 0111U007074).

Ìåòà òà çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ äèñåðòàöié-

íî¨ ðîáîòè ¹ ìåõàíi÷íà ñèñòåìà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òâåðäîãî òiëà òà ïðóæíî¨

ïëàñòèíè Êiðõãîôà.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ âèñòóïàþòü çàäà÷i êåðóâàííÿ òà ñòàáiëiçàöi¨ ðó-

õó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ç ïëàñòèíîþ.

Îñíîâíîþ ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹ âèçíà÷åííÿ óìîâ êåðîâàíîñòi òà ñòàáiëi-

çàöi¨ ðóõó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç àáñîëþòíî òâåðäîãî òiëà òà

ïðóæíî¨ ïëàñòèíè Êiðõãîôà. Äëÿ äîñÿãíåííÿ ïîñòàâëåíî¨ ìåòè íåîáõiäíî âè-

ðiøèòè ðÿä çàâäàíü. Äî öèõ çàâäàíü íàëåæèòü ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi

êåðîâàíîãî ðóõó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç àáñîëþòíî òâåðäîãî

òiëà òà ïðóæíî¨ ïëàñòèíè, òà çâåäåííÿ ðiâíÿíü ðóõó ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíè-

ìè äî íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Íàñòóïíèì

çàâäàííÿì ¹ âèçíà÷åííÿ óìîâ êåðîâàíîñòi ìîäåëi êîëèâàíü ïëàñòèíè ó ñêií-

÷åííîâèìiðíèõ i íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ôàçîâèõ ïðîñòîðàõ.

Ùå îäíèì çàâäàííÿì ¹ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ

ìîäåëi Êiðõãîôà ç äîâiëüíîþ ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ ìîä êîëèâàíü ç óðàõóâàí-

íÿì ìîìåíòó iíåðöi¨ ïåðåðiçó ïëàñòèíè, à òàêîæ äîñëiäæåííÿ ìíîæèíè äîñÿ-

æíîñòi íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ç íåïîðiâíÿííèìè ÷àñòîòàìè

ó êëàñi ôóíêöié êåðóâàííÿ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó.

Íàñòóïíèìè çàâäàííÿìè ¹ ñèíòåç êåðóâàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì òà äî-

âåäåííÿ ñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨ çàìêíåíî¨ ñèñòåìè, ÿêà
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îïèñó¹ êîëèâàííÿ ïðóæíî¨ ïëàñòèíè i òâåðäîãî òiëà.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ìåòîäè àíàëiòè÷íî¨ ìåõàíiêè âèêîðèñòîâóþòüñÿ

ïðè äîñëiäæåííi ðiâíÿíü äèíàìiêè ïëàñòèíè ç óðàõóâàííÿì ïåðåíîñíîãî ðó-

õó òâåðäîãî òiëà. Äîñëiäæåííÿ êåðîâàíîñòi ñèñòåìè çäiéñíþ¹òüñÿ ìåòîäàìè

ìàòåìàòè÷íî¨ òåîði¨ êåðóâàííÿ. Äëÿ îöiíêè ìíîæèíè äîñÿæíîñòi çàñòîñîâàíi

äåÿêi ðåçóëüòàòè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, çîêðåìà, òåîðiÿ íàïiâãðóï îïå-

ðàòîðiâ ó ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ. Äëÿ âñòàíîâëåííÿ ñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó çàñòîñîâàíî ìåòîä ôóíêöiîíàëiâ Ëÿïóíîâà. Äîñòîâiðíiñòü îòðèìà-

íèõ çàêîíiâ êåðóâàííÿ ïðîiëþñòðîâàíî òàêîæ ðåçóëüòàòàìè ÷èñåëüíîãî iíòå-

ãðóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ðóõó.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèìè

ïîëîæåííÿìè. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ïîáóäîâàíî òà äîñëiäæåíî ìàòåìàòè÷íó

ìîäåëü îáåðòàëüíîãî ðóõó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òâåðäîãî

òiëà òà ïðóæíî¨ ïëàñòèíè. Îñîáëèâiñòü ìîäåëi ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïëàñòè-

íà øàðíiðíî çàêðiïëåíà íà ãðàíèöi îáëàñòi, à êåðóâàííÿ âiäïîâiäà¹ êóòîâî-

ìó ïðèñêîðåííþ òiëà-íîñiÿ. Òàêà ñèñòåìà âiäðiçíÿ¹òüñÿ, çîêðåìà, âiä ìàòå-

ìàòè÷íèõ ìîäåëåé ñóïóòíèêiâ, â ÿêèõ ïàíåëi ñîíÿ÷íèõ áàòàðåé ïðèêðiïëåíi

æîðñòêî. Äëÿ îòðèìàíî¨ ìîäåëi çàïðîïîíîâàíî ñõåìó çâåäåííÿ ðiâíÿíü ðóõó

ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äî íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü. Óïåðøå çà äîïîìîãîþ êðèòåðiþ Êàëìàíà äîâåäåíî òåîðåìó ïðî

êåðîâàíiñòü äàíî¨ ìîäåëi äëÿ äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî íàáîðó óçàãàëüíåíèõ êî-

îðäèíàò, à òàêîæ òåîðåìó ïðî ñïåêòðàëüíó êåðîâàíiñòü.

Óïåðøå ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ìîäåëi Êiðõãîôà

ç äîâiëüíîþ ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ ìîä êîëèâàíü, â ÿêié âðàõîâàíî ìîìåíò

iíåðöi¨ ïåðåðiçó ïëàñòèíè. Çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà

äîâåäåíî òåîðåìó ïðî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ äëÿ äîñëiäæóâàíî¨ ìåõàíi÷íî¨

ñèñòåìè.

Äëÿ ìîäåëi êîëèâàíü ïðóæíî¨ ïëàñòèíè ç íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ñòóïåíiâ

âiëüíîñòi îòðèìàíî ôóíêöi¨ êåðóâàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì, ÿêi ðîçâ'ÿçóþòü

çàäà÷ó ñòàáiëiçàöi¨ òðèâiàëüíîãî ñòàíó ðiâíîâàãè. Óïåðøå äîâåäåíî òåîðåìó
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ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨ íåñêií÷åííî¨ ñè-

ñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïî âiäíîøåííþ äî ôóíêöiîíàëó ñïåöiàëüíîãî

âèãëÿäó.

Óïåðøå ïîáóäîâàíî îöiíêó ìíîæèíè äîñÿæíîñòi íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ äè-

íàìi÷íî¨ ñèñòåìè, ùî îïèñó¹ êîëèâàííÿ ïðóæíî¨ ïëàñòèíè, iç âèêîðèñòàííÿì

ñiì'¨ ãëàäêèõ ôóíêöié êåðóâàííÿ. Öåé ðåçóëüòàò äîâåäåíî iç çàñòîñóâàííÿì

ìåòîäó ìîäàëüíîãî àíàëiçó ó ïðèïóùåííi, ÿêå çàáåçïå÷ó¹ ìiíiìàëüíiñòü íîðìè

ðîçâ'ÿçêiâ ïiäñèñòåìè ç íèçüêî÷àñòîòíèìè ìîäàìè.

Óïåðøå ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ñèíòåçó òðüîõ íåçàëåæíèõ êåðóâàíü çi çâîðî-

òíèì çâ'ÿçêîì çà ñòàíîì äëÿ ãàñiííÿ êîëèâàíü òà ñòàáiëiçàöi¨ ñòàíó ðiâíîâàãè

íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òâåðäîãî òiëà òà

ïðóæíî¨ ïëàñòèíè. Âñòàíîâëåíî äèñèïàòèâíiñòü iíôiíiòåçèìàëüíîãî ãåíåðà-

òîðà âiäïîâiäíîãî àáñòðàêòíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ i äîâåäåíî ñòié-

êiñòü çà Ëÿïóíîâèì äîñëiäæóâàíîãî ñòàíó ðiâíîâàãè.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îäåðæàíi â äèñåðòàöi¨

ðåçóëüòàòè ìàþòü ïåðåâàæíî òåîðåòè÷íå çíà÷åííÿ. Âîíè ìîæóòü áóòè âèêî-

ðèñòàíi äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó òåîði¨ êåðóâàííÿ ïðóæíèìè êîñìi÷íèìè

ñèñòåìàìè òà ñòiéêîñòi ðóõó ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì iç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðà-

ìè. Äåÿêi ðåçóëüòàòè ìîæíà ðåêîìåíäóâàòè äî çàñòîñóâàííÿ â iíæåíåðíié

ïðàêòèöi äëÿ ïðîåêòóâàííÿ ñèñòåì êåðóâàííÿ ðóõîì êîñìi÷íèõ àïàðàòiâ ç

ïðóæíèìè åëåìåíòàìè.

Îñîáèñòèé âêëàä çäîáóâà÷à. Ñòàòòi [4�9] îïóáëiêîâàíî ñïiëüíî ç íà-

óêîâèì êåðiâíèêîì, ïðîôåñîðîì Î.Ë. Çó¹âèì, ÿêîìó íàëåæàòü ïîñòàíîâêè

çàäà÷ òà îáãîâîðåííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 3 âèñâiòëåíî ó ñòàòòi [4]. Çäîáóâà÷åâi íàëåæèòü äîâåäå-

ííÿ òåîðåìè ïðî ñïåêòðàëüíó êåðîâàíiñòü ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè äëÿ äîâiëüíîãî

ñêií÷åííîãî íàáîðó êîîðäèíàò i àíàëiç ìîäåëüíîãî ïðèêëàäó.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 4 îïóáëiêîâàíî ó ñòàòòi [5]. Îñîáèñòèé âêëàä çäîáóâà-

÷à ïîëÿãà¹ ó äîâåäåííi òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ

ìîäåëi êîëèâàíü ïëàñòèíè Êiðõãîôà ç äîâiëüíîþ êiëüêiñòþ ïðóæíèõ ìîä.
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Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 5 ïðåäñòàâëåíî ó ñòàòòi [6]. Çäîáóâà÷åâi íàëåæèòü

äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî îöiíêó ìíîæèíè äîñÿæíîñòi íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ ñè-

ñòåìè, ÿêà îïèñó¹ êîëèâàííÿ ïðÿìîêóòíî¨ ïëàñòèíè.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 6 âèñâiòëåíî ó ñòàòòÿõ [7�9]. Çäîáóâà÷åì îòðèìàíî

ôóíêöi¨ êåðóâàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì òà äîâåäåíî òåîðåìó ïðî àñèìïòî-

òè÷íó ñòiéêiñòü òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ ñèñòåìè ïî âiä-

íîøåííþ äî ôóíêöiîíàëó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó. Òàêîæ îñîáèñòèé âêëàä çäî-

áóâà÷à ïîëÿãà¹ â îòðèìàíi ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ðóõó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç òâåðäîãî òiëà i ïðóæíî¨ ïëàñòèíè, ó âèãëÿäi íåëiíiéíîãî äè-

ôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði. Äëÿ îòðèìàíî¨

ñèñòåìè çíàéäåíî êåðóâàííÿ ó âèãëÿäi çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó çà ñòàíîì, à òàêîæ

äîâåäåíî òåîðåìó ïðî äèñèïàòèâíiñòü iíôiíiòåçèìàëüíîãî ãåíåðàòîðà.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äî-

ïîâiäàëèñü òà îáãîâîðþâàëèñü íà:

� Íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ ñòóäåíòiâ ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Äîíåöüêîãî

íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó, Äîíåöüê, 2011 ð.;

� V Ìiæíàðîäíié íàóêîâî-ïðàêòè÷íié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ íàóêîâöiâ,

àñïiðàíòiâ, ñòóäåíòiâ �Ñó÷àñíà iíôîðìàöiéíà Óêðà¨íà: iíôîðìàòèêà, åêîíî-

ìiêà, ôiëîñîôiÿ�, Äîíåöüê, 2011 ð.;

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Ñòiéêiñòü, êåðóâàííÿ i äèíàìiêà òâåðäîãî

òiëà� (ICSCD XI), Äîíåöüê, 2011 ð.;

� V Ìiæíàðîäíié íàóêîâî-òåõíi÷íié êîíôåðåíöi¨ �Àêòóàëüíi ïðîáëåìè

ïðèêëàäíî¨ ìåõàíiêè òà ìiöíîñòi êîíñòðóêöié�, Çàïîðiææÿ, 2015 ð.;

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Ìîäåëþâàííÿ i äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi äèíà-

ìi÷íèõ ñèñòåì� (DSMSI XVII), Êè¨â, 2015 ð.;

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ, Êè¨â, 2015 ð.;

� Ñåìiíàðàõ iç çàãàëüíî¨ ìåõàíiêè IÏÌÌ ÍÀÍ Óêðà¨íè, Äîíåöüê, 2013

òà 2014 ðð.(êåðiâíèê � àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè Î.Ì. Êîâàëüîâ).

Ó ïîâíîìó îáñÿçi äèñåðòàöiéíà ðîáîòà äîïîâiäàëàñü íà:

� Ñïiëüíîìó ñåìiíàði âiääiëó òåõíi÷íî¨ ìåõàíiêè Iíñòèòóòó ïðèêëàäíî¨
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ìàòåìàòèêè i ìåõàíiêè ÍÀÍ Óêðà¨íè òà âiääiëåííÿ ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ñó-

÷àñíîãî àíàëiçó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè çà ó÷àñòþ êàôåäðè ìà-

òåìàòèêè ÄÂÍÇ �Äîíáàñüêèé äåðæàâíèé ïåäàãîãi÷íèé óíiâåðñèòåò�, Ñëîâ'-

ÿíñüê, 2015 ð. (êåðiâíèêè � ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè Â.ß. Ãóòëÿíñüêèé, ïðîô.

I.I. Ñêðèïíèê, ïðîô. Ñ.Ì. ×óéêî);

� Ñåìiíàði �Ìàòåìàòè÷íi ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà îá÷èñëþâàëüíà ìàòåìàòè-

êà� Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2015 ð. (êåðiâíèêè � àêàäåìiêè

ÍÀÍ Óêðà¨íè I.Î. Ëóêîâñüêèé òà Â.Ë. Ìàêàðîâ).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó 10 ðîáîòàõ [4�

13], ñåðåä ÿêèõ 6 ñòàòåé ó ôàõîâèõ íàóêîâèõ æóðíàëàõ òà çáiðíèêàõ, 4 ðîáîòè

ó ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨.

Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç âñòóïó, øåñòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ïåðåëiêó

âèêîðèñòàíèõ äæåðåë çi 134 íàéìåíóâàíü. Îáñÿã äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ñòàíî-

âèòü 146 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó. Ó ðîáîòi ìiñòèòüñÿ 7 ðèñóíêiâ.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ

1.1. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi êîëèâàííÿ ïðóæíèõ ïëàñòèí

Ïåðøi íàóêîâi äîñëiäæåííÿ ç òåîði¨ ïðóæíèõ ïëàñòèí i ìåìáðàí íàëåæàòü

Ëåîíàðäó Åéëåðó [14]. Ó ïðàöÿõ Ïåòåðáóðçüêî¨ Àêàäåìi¨ íàóê ó 1766 ðîöi áóëî

îïóáëiêîâàíî ïåðøå íàóêîâå äîñëiäæåííÿ ç òåîði¨ ïðóæíèõ ïëàñòèí. Ó ñòàò-

òi Åéëåðà áóëî äîñëiäæåíî âëàñíi êîëèâàííÿ ìåìáðàí ïðÿìîêóòíî¨ òà êðó-

ãëî¨ ôîðìè. Ïðÿìîêóòíà ìåìáðàíà ðîçãëÿäàëàñÿ Åéëåðîì ÿê ñèñòåìà âçà¹ìíî

ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ïðóæíèõ íèòîê. Äëÿ òàêî¨ ìîäåëi Åéëåðîì áóëî îòðèìàíî

äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ êîëèâàíü

ddz

dt2
= ee

ddz

dx2
+ ff

ddz

dy2
,

äå ÷àñòêîâi ïîõiäíi ïîçíà÷àþòüñÿ ñèìâîëàìè
d

dt
,
d

dx
,
d

dy
; ee òà ff � êîíñòàíòè,

ÿêi âiäïîâiäàþòü íàòÿãó ìåìáðàíè âçäîâæ îñåé x òà y, z � ïðîãèí.

Ó ðîáîòi ßêîâà Áåðíóëëi ìîëîäøîãî â 1789 ðîöi áóëî âèêëàäåíî òåîðiþ

êîëèâàíü ïðÿìîêóòíî¨ ïðóæíî¨ ïëàñòèíè ïðè ìàëèõ ïðîãèíàõ [15]. Îòðèìàíå

íèì äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ ïðîãèíó ìàëî âèãëÿä:

∂4z

∂x4
+

∂4z

∂y4
=

z

c4
,

äå c � êîíñòàíòà, ÿêà çàëåæèòü âiä æîðñòêîñòi ïëàñòèíè òà ÷àñòîòè êîëèâàíü.

Ó ðiâíÿííi Áåðíóëëi âiäñóòíié ÷ëåí 2
∂4z

∂x2∂y2
, ÿêèé âiäïîâiäà¹ çà êðó÷åííÿ

ïëàñòèíè.

Óÿâëåííÿ ïðî ïëàñòèíó ÿê ñèñòåìó áàëîê ó 1811 ðîöi ïðåäñòàâèëà ôðàí-

öóçüêèé ìàòåìàòèê Ñîôi Æåðìåí, àëå îòðèìàíå íåþ äèôåðåíöiàëüíå ðiâ-

íÿííÿ òàêîæ áóëî íåïîâíèì [16]. Ñëiäóþ÷è ðîáîòi Ë. Åéëåðà ïðî ïåðåãèí

áàëîê, Ñ. Æåðìåí ñïðîáóâàëà îòðèìàòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïåðåãèíó
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ïëàñòèíè ç âèðàçó åíåðãi¨ äåôîðìàöi¨. Îäíàê ïîáóäîâàíèé íåþ ôóíêöiîíàë

íå âiäïîâiäàâ ïîòåíöiàëüíié åíåðãi¨ ïëàñòèíè. Îäíèì ç ðåöåíçåíòiâ ðîáîòè

Ñ. Æåðìåí áóâ Æ. Ëàãðàíæ, ÿêèé âèïðàâèâ ïîìèëêó i îòðèìàâ ïðàâèëüíå

äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ âèãèíó ïëàñòèíè. Çàïèñ ðiâíÿííÿ áóëî çíàéäåíî ó

1813 ðîöi ó ðóêîïèñàõ Ëàãðàíæà [17].

Ó 1828 ð. Î. Êîøi òà Ñ. Ïóàññîí ó 1829 ð. ïiäiéøëè äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i

âèãèíó ïëàñòèíè, âèêîðèñòîâóþ÷è îñíîâíi ðiâíÿííÿ òåîði¨ ïðóæíîñòi. Âîíè

ðîçêëàäàëè âñi íàïðóæåííÿ òà ïåðåìiùåííÿ â ðÿä çà ñòåïåíÿìè âiäñòàíåé

òî÷îê âiä ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi ïëàñòèíè. Ç öèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïðè ìiíiìàëüíî

ìîæëèâié êiëüêîñòi ÷ëåíiâ ðÿäó áóëî îòðèìàíî ðîçâ'ÿçîê Ñ. Æåðìåí. À ïðè

áiëüøié êiëüêîñòi ÷ëåíiâ ìîæíà îòðèìóâàòè òî÷íiøi ðåçóëüòàòè, íàâiòü äëÿ

òîâñòèõ ïëàñòèí.

Ïiçíiøå ó ïðàöÿõ ðÿäó â÷åíèõ (i ïåðø çà âñå Ë. Íàâ'¹ òà Ã. Êiðõãîôà) áóëî

ñôîðìóëüîâàíî âèõiäíi ïîëîæåííÿ òåîði¨ ïëàñòèí, óòî÷íåíî êðàéîâi óìîâè òà

ðîçâ'ÿçàíî áàãàòî ÷àñòêîâèõ çàäà÷.

Ë. Íàâ'¹ ó 1823 ð. âèâiâ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè ïëàñòèíè, ââà-

æàþ÷è, ùî ñêëàäîâà ïåðåìiùåííÿ, ÿêà ¹ ïàðàëåëüíîþ äî ñåðåäèííî¨ ïëîùèíè,

ïðîïîðöiéíà âiäñòàíi âiä íå¨. Öå ðiâíÿííÿ âèêîðèñòàíî äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

ïåðåãèíó ïðÿìîêóòíî¨ ïëàñòèíè, íà ÿêié ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî íàïðóæåí-

íÿ àáî ñêîíöåíòðîâàíî ñèëó, ïðèêëàäåíó â öåíòði ïëàñòèíè. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ

òàêî¨ çàäà÷i ñôîðìóëüîâàíî êðàéîâi óìîâè, à ðîçâ'ÿçîê îòðèìàíî ó âèãëÿäi

ïîäâiéíîãî òðèãîíîìåòðè÷íîãî ðÿäó.

Ó 1850 ðîöi ïîáà÷èëà ñâiò ïåðøà ðîáîòà Ã.Ð. Êiðõãîôà ç òåîði¨ ïëàñòèí,

äå áóëî îòðèìàíî ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà-Æåðìåí ç äâîìà êðàéîâèìè óìîâàìè.

Ðîçãëÿäàþ÷è ðîçòÿã êîîðäèíàòè òîâùèíè, Êiðõãîô ââiâ ìàëèé ïàðàìåòð ó

ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè òà êiíåìàòè÷íi ðiâíÿííÿ. Òàêèì ÷èíîì, áóëî îòðèìàíî

àñèìïòîòè÷íi ïîðÿäêè çìiííèõ ó ãîëîâíèõ ÷ëåíàõ òà îäåðæàíî àïðîêñèìàöi¨

äëÿ ïåðåìiùåíü ïî êîîðäèíàòi òîâùèíè ç êiíåìàòè÷íèõ ðiâíÿíü. Ðåçóëüòàòîì

âèêîíàíèõ ïåðåòâîðåíü ¹ äâîâèìiðíèé ôóíêöiîíàë, ç ÿêîãî áóëî âèâåäåíî ðiâ-

íÿííÿ âèãèíó ïëàñòèíè òà äâi êðàéîâi óìîâè.
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Ó ðîáîòi �Ìåõàíèêà. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå� [18] Ãóñòàâ Êiðõ-

ãîô ïîñòàâèâ çàäà÷ó � ïîáóäóâàòè òåîðiþ ïëàñòèí äëÿ âèïàäêó, êîëè ïåðåìi-

ùåííÿ ¹ çíà÷íî áiëüøèìè ó ïîðiâíÿííi ç òîâùèíîþ ïëàñòèíè. Ñêëàâøè âèðàç

äëÿ åëåìåíòàðíî¨ ðîáîòè ñèë ó ñåðåäèííié ïîâåðõíi òà ñèë âèãèíó, Êiðõãîô

ñïiâñòàâèâ ïîðÿäîê ðiçíèõ ÷ëåíiâ i âñòàíîâèâ, ùî â òàêîìó âèïàäêó âiäêèäàòè

íåëiíiéíi ÷ëåíè ó ôîðìóëàõ äëÿ äåôîðìàöié ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi íå ìîæíà.

Äàëi Êiðõãîô âèêîðèñòàâ ïðèíöèï ìîæëèâèõ ïåðåìiùåíü. Ïåðåòâîðþþ÷è âà-

ðiàöi¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè, âií ìàâ îòðèìàòè äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè

òà ñòàòè÷íi êðàéîâi óìîâè. Îäíàê, âií íå çàïèñàâ ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè â îñòàòî-

÷íîìó âèãëÿäi, àëå âñi ïîïåðåäíi âèêëàäêè áóëî çðîáëåíî. Éîãî òåîðiÿ îäðàçó

îòðèìàëà âèçíàííÿ òà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ i ñüîãîäíi.

Ñó÷àñíó òåîðiþ ïëàñòèí ìîæíà ïîâ'ÿçàòè ç ïðàöÿìè À. Ëÿâà (1888), Õ. Ëåì-

áà (1890) òà À. Áåññåòà (1892). Çãiäíî òåîði¨ Êiðõãîôà-Ëÿâà, ïðÿìîëiíiéíi âî-

ëîêíà ïëàñòèíè, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíi äî ¨¨ ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi äî äåôîðìàöi¨,

çàëèøàþòüñÿ òàêèìè æ äî âèãíóòî¨ ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi ïiñëÿ äåôîðìàöi¨, à

íîðìàëüíi íàïðóæåííÿ íà ïëîùèíàõ, ïàðàëåëüíèõ äî ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi, ¹

ìàëèìè ó ïîðiâíÿííi ç iíøèìè íàïðóæåííÿìè. Òàêîæ çðîáëåíî ïðèïóùåí-

íÿ, ùî ìàòåðiàë ïëàñòèíè çàäîâîëüíÿ¹ çàêîí Ãóêà i ¹ içîòðîïíèì. Ïðè öèõ

ïðèïóùåííÿõ, ôóíêöiÿ, ùî îïèñó¹ ñåðåäèííó ïîâåðõíþ ïëàñòèíè, íå çàëå-

æèòü âiä ïîçäîâæíiõ ïåðåìiùåíü òà çàäîâîëüíÿ¹ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç

÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó.

Ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ó äðóãié ïîëîâèíi XIX ñòîëiòòÿ áóëè çðî-

áëåíi ïåðøi êðîêè ó äîñëiäæåííi ïðóæíèõ ïëàñòèí. Àëå äëÿ ïðàêòè÷íèõ ðîç-

ðàõóíêiâ çàãàëüíi ðiâíÿííÿ çàëèøàëèñÿ çàíàäòî ñêëàäíèìè. Íåîáõiäíiñòü ó

ðîçðîáöi òåõíi÷íî¨ òåîði¨ ïðóæíèõ ïëàñòèí âèíèêëà íà ïî÷àòêó XX ñòîëiòòÿ

ó çâ'ÿçêó ç ðîçâèòêîì êîðàáëåáóäóâàííÿ òà êîñìi÷íî¨ iíäóñòði¨.

Â ïåðøié ïîëîâèíi ÕÕ ñòîëiòòÿ áóëà îïóáëiêîâàíà ðîáîòà À.I. Ëóð'¹ [19],

â ÿêié çàïðîïîíîâàíî òåíçîðíå çîáðàæåííÿ ðiâíÿíü òåîði¨ îáîëîíîê, ùî áà-

çó¹òüñÿ íà òåîði¨ Êiðõãîôà-Ëÿâà. Ïiçíiøå â ðîáîòàõ À.I. Ëóð'¹, Â.Â. Íîâî-

æèëîâà áóëî äîñëiäæåíî ïèòàííÿ ïîõèáêè ãiïîòåç Êiðõãîôà-Ëÿâà, ùî ñòàëî
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íàñòóïíîþ ñòîðiíêîþ ó äîñëiäæåííi òåîði¨ îáîëîíîê.

Ïîäàëüøi åòàïè äîñëiäæåíü ïîâ'ÿçàíî ç ïîáóäîâîþ ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâèõ

çàäà÷ òåîði¨ ïðóæíèõ ïëàñòèí òà îáîëîíîê. Ïåðøi ñïðîáè áóëè ñïðÿìîâàíi

íà îòðèìàííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâèõ çàäà÷, ùî âèÿâèëîñÿ ìîæëèâèì

ëèøå äëÿ îêðåìèõ âèïàäêiâ ïëàñòèí i îáîëîíîê äîñòàòíüî ïðîñòèõ ãåîìåòðè-

÷íèõ ôîðì, ðiâíÿííÿ ÿêèõ ìàëè íàáëèæåíèé õàðàêòåð. Ó êíèçi À.I. Ëóð'¹ [20]

äîêëàäíî îïèñàíî çàñòîñóâàííÿ àñèìïòîòè÷íîãî ìåòîäó äî ïîáóäîâè ðîçâ'ÿç-

êiâ êðàéîâèõ çàäà÷. Òàêîæ àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿíü òåîði¨

îáîëîíîê áóëè çàïðîïîíîâàíi ó ðîáîòàõ Â.Â. Íîâîæèëîâà, Ê.Ô. ×åðíèõ òà

À.Ë. Ãîëüäåíâåéçåðà.

Çîêðåìà, ó êíèçi Â.Â. Íîâîæèëîâà [3] ðîçãëÿíóòî òà óçàãàëüíåíî ëiíié-

íó òà íåëiíiéíó òåîði¨ îáîëîíîê. Ïðîâåäåíî àíàëiç ðîçâèòêó òåîði¨ ïëàñòèí i

îáîëîíîê, ïî÷èíàþ÷è ç ðîáiò Î. Êîøi òà çàêií÷óþ÷è ðîáîòàìè Å. Ðåéññíåðà.

Ó êíèçi îñîáëèâà óâàãà ïðèäiëåíà òåîði¨ ïðóæíèõ òîíêèõ îáîëîíîê, ïðåä-

ñòàâëåíî êîìïëåêñíå ïåðåòâîðåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî îïèñóþòü

îáîëîíêè ó âèïàäêó, êîëè êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà äîðiâíþ¹ íóëþ. Òàêîæ äîñëi-

äæåíî ðiâíÿííÿ òåîði¨ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê òà îáîëîíîê îáåðòàííÿ, äëÿ

ÿêèõ ïðîâåäåíî ðîçðàõóíîê íàïðóæåíü.

Ó ìîíîãðàôi¨ Â.Ä. Êóáåíêà [21] äîñëiäæåíî ïèòàííÿ íåëiíiéíèõ äåôîðìà-

öié öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê, ùî âèíèêàþòü ó ðåçóëüòàòi äi¨ íà íèõ äèíàìi÷íèõ

íàâàíòàæåíü. Ðîçãëÿíóòî õâèëüîâi ôîðìè ðóõó îáîëîíîê òà ïîáóäîâàíî ÷à-

ñòîòíi õàðàêòåðèñòèêè âèìóøåíèõ i ïàðàìåòðè÷íî çáóðåíèõ êîëèâàíü. Âñòà-

íîâëåíî îáëàñòi äèíàìi÷íî¨ íåñòiéêîñòi êðóãîâî¨ îáîëîíêè òà íàâåäåíî àñèì-

ïòîòè÷íi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ êâàçiëiíiéíèõ ñèñòåì. Òàêîæ ðîçãëÿíóòî äåÿêi

ïèòàííÿ âçà¹ìîäi¨ ôîðì òà ÷àñòîò êîëèâàíü îáîëîíêè, ùî ÷àñòêîâî çàïîâíåíà

ðiäèíîþ.

Ó 7 ðîçäiëi ìîíîãðàôi¨ J.E. Lagnese, G. Leugering, E.J.P.G. Schmidt [22]

îòðèìàíî ðiâíÿííÿ ðóõó ñèñòåìè òîíêèõ ïðóæíèõ ïëàñòèí òà âñòàíîâëåíî

óìîâè, çà ÿêèõ ïîðóøåííÿ â îäíîìó åëåìåíòi ñèñòåìè âïëèâà¹ íà iíøi ñêëà-

äîâi. Âèâåäåíî ðiâíÿííÿ ðóõó òà ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ çàãàëüíîãî âèãëÿäó íå-
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ëiíiéíî¨ ïëàñòèíè, ÿêà âiäïîâiäà¹ ïðèíöèïó Ãàìiëüòîíà. Ïðîâåäåíî ëiíåàðè-

çàöiþ ðiâíÿíü íàâêîëî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, ó ðåçóëüòàòi ÷îãî âèíèêàþòü

ìîäåëi òèïó Ðåéññíåðà àáî Ðåéññíåðà-Ìiíäëiíà. Äîñëiäæåíî äèíàìi÷íi ñèñòå-

ìè, ùî îïèñóþòü ïîâåäiíêó ñóêóïíîñòi ïëàñòèí, ÿêi ¹ ðåçóëüòàòîì ìiíiìiçàöi¨

Ëàãðàíæèàíà çà êëàñîì äåôîðìàöié. Òàêîæ ó êíèçi ðîçãëÿíóòî ñèñòåìè ó

âèïàäêó íàïiâæîðñòêîãî ç'¹äíàííÿ, êîëè ìîäóëi çñóâó ïðÿìóþòü äî íåñêií-

÷åííîñòi, ùî âiäïîâiäà¹ âiäñóòíîñòi ïîïåðå÷íîãî çñóâó. Ùå îäíèì ïèòàííÿì

äîñëiäæåíèì ó ðîáîòi ¹ òî÷íà êåðîâàíiñòü ñèñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîñëi-

äîâíî ç'¹äíàíèõ ïëàñòèí òèïó Ðåéññíåðà.

Ó ðîáîòi [23] äîñëiäæåíî ïîâåäiíêó ïðóæíèõ ñèñòåì ç îäíîñòîðîííüîþ çîâ-

íiøíüîþ âçà¹ìîäi¹þ, ÿêà çàäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ôóíêöié, ùî âèçíà÷åíi íåðiâíî-

ñòÿìè âiäíîñíî íåâiäîìèõ çìiííèõ. Ïîáóäîâàíî íåëiíiéíó äèñêðåòíó ìîäåëü

äîñëiäæóâàíî¨ ñèñòåìè òà àíàëiòè÷íî-÷èñëîâèé ìåòîä ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ. Òàêîæ

ðîçãëÿíóòî âèïàäîê êîëèâàíü ïðóæíèõ ñèñòåì çìiííî¨ æîðñòêîñòi ç îäíîñòî-

ðîííüîþ âçà¹ìîäi¹þ. Äîâåäåíî, ùî îäíîñòîðîííÿ âçà¹ìîäiÿ ñòâîðþ¹ óìîâè

äëÿ çàïîáiãàííÿ ðåçîíàíñíîãî ðîçâèòêó êîëèâàíü òà ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê

çàñiá äëÿ ¨õ ãàñiííÿ.

Ó ñòàòòi ß.Î. Æóêà òà I.Î. Ãóçÿ [24] äîñëiäæåíî îñîáëèâîñòi ðîçïîâñþ-

äæåííÿ ïîçäîâæíiõ òà ïîïåðå÷íî ïîëÿðèçîâàíèõ õâèëü óçäîâæ øàðiâ ó íà-

íîêîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëàõ çà íàÿâíîñòi ïîïåðåäíiõ íàïðóæåíü, ÿêi âèíèêà-

þòü âíàñëiäîê òåõíîëîãi¨ âèãîòîâëåííÿ êîìïîçèòó. Êîìïîçèò ìà¹ ïåðiîäè÷íó

ñòðóêòóðó, ÿêà óòâîðåíà øàðàìè äâîõ ìàòåðiàëiâ, ùî ìàþòü ðiçíi íåëiíiéíî-

ïðóæíi âëàñòèâîñòi ó äîñëiäæóâàíîìó iíòåðâàëi íàâàíòàæåíü. Ïðóæíèé ïî-

òåíöiàë òèïó Ìóðíàãàíà, ÿêèé çàëåæèòü âiä òðüîõ iíâàðiàíòiâ òåíçîðà äåôîð-

ìàöi¨, âèêîðèñòàíî äëÿ îïèñàííÿ ìåõàíi÷íî¨ ïîâåäiíêè äîñëiäæóâàíèõ êîìïî-

íåíòiâ. Äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó ðîçïîâñþäæåííÿ õâèëü çàñòîñîâàíî òåîðiþ

ïðóæíîñòi ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié i ðîçâèíóòî íà ¨¨ îñíîâi ïîñòàíîâêó çàäà÷i

â ìåæàõ òðèâèìiðíî¨ ëiíåàðèçîâàíî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi ïðè ñêií÷åííèõ ïî÷à-

òêîâèõ äåôîðìàöiÿõ. Ó ðîáîòi äîñëiäæåíî çàëåæíiñòü âiäíîñíèõ øâèäêîñòåé

ðîçïîâñþäæåííÿ ïîçäîâæíiõ òà ïîïåðå÷íèõ õâèëü ó äâîõ êîìïîíåíòàõ ìàëèõ
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ïî÷àòêîâèõ íàïðóæåíü ó êîæíîìó øàði. Òàêîæ âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ äåÿêèõ

íàíîêîìïîçèòiâ iñíó¹ âiäíîøåííÿ òîâùèí øàðiâ, çà ÿêèõ øâèäêîñòi ðîçïî-

âñþäæåííÿ õâèëü íå çàëåæàòü âiä ïî÷àòêîâèõ íàïðóæåíü, à çàëèøàþòüñÿ

ðiâíèìè øâèäêîñòÿì ðîçïîâñþäæåííÿ âiäïîâiäíèõ õâèëü â êîìïîçèòi áåç ïî-

÷àòêîâèõ íàïðóæåíü.

Ó ðîáîòi [25] íà îñíîâi ãiïîòåçè Êiðõãîôà-Ëÿâà ñôîðìóëüîâàíî äèíàìi÷íó

çàäà÷ó åëåêòðîìåõàíiêè äëÿ áàëêè, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç êiëüêîõ øàðiâ. Äëÿ âè-

ïàäêó ãàðìîíi÷íèõ íàâàíòàæåíü íàâåäåíî ñïðîùåíå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i,

äå âèêîðèñòàíî îäíó íàáëèæåíó ÷àñòîòó òà êîíöåïöiþ êîìïëåêñíèõ ìîäóëiâ.

Ó ÿêîñòi ïðèêëàäó ðîçãëÿíóòî âèìóøåíi êîëèâàííÿ áàëêè, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ

ç òðüîõ øàðiâ òà ¹ øàðíiðíî çàêðiïëåíîþ íà êiíöÿõ. Äëÿ äàíî¨ áàëêè çà-

ñòîñîâàíî íàáëèæåíèé ìîíîãàðìîíi÷íèé ïiäõiä òà äîñëiäæåíî ðiçíi àñïåêòè

ðåàãóâàííÿ áàëêè íà ìåõàíi÷íi òà åëåêòðè÷íi çáóðåííÿ.

Ñòàòòÿ I.V. Andrianov, V.V. Danishevs'kyy, A.L. Kalamkarov [26] ïðèñâÿ-

÷åíà ñòàòè÷íèì òà äèíàìi÷íèì çàäà÷àì äëÿ ïðóæíèõ ïëàñòèí òà îáîëîíîê

ç îòâîðàìè ðiçíèõ ôîðì. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ñôîðìóëüîâàíèõ çàäà÷ çàñòîñîâà-

íî òåîðiþ çáóðåíü òà áàãàòîìàñøòàáíèé àñèìïòîòè÷íèé ìåòîä ãîìîãåíiçàöi¨.

Âèêîðèñòàííÿ àñèìïòîòè÷íîãî ìåòîäó ãîìîãåíiçàöi¨ çâîäèòü êðàéîâi çàäà÷i

äî êîìáiíàöi¨ äâîõ òèïiâ ïðîáëåì. Ïåðøà ïðîáëåìà � öå ñèñòåìè åëåìåíòàð-

íèõ êîìiðîê ç óìîâîþ ïåðiîäè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ. À äðóãà � ãîìîãåíiçîâàíà

êðàéîâà çàäà÷à äëÿ âñüîãî äîìåíà, ÿêà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ñòàëèìè êîåôiöi¹í-

òàìè, îòðèìàíèìè ç ïðîáëåìè åëåìåíòàðíî¨ êîìiðêè. Òàêîæ ó ðîáîòi îòðèìà-

íî àíàëiòè÷íi âèðàçè äëÿ åôåêòèâíèõ æîðñòêîñòåé ïåðôîðîâàíî¨ ïëàñòèíè ç

îòâîðàìè äîâiëüíèõ ðîçìiðiâ.

Ó ðîáîòi Þ.Ì. Êîíîíîâà [27] ðîçãëÿíóòî öèëiíäðè÷íó ïîñóäèíó, ó ÿêié

ìiñòèòüñÿ iäåàëüíà äâîøàðîâà ðiäèíà ç ïðóæíèìè ìåìáðàíàìè íà âiëüíié

òà âíóòðiøíiõ ïîâåðõíÿõ ñòðàòèôiêîâàíî¨ ðiäèíè. Ó ðåçóëüòàòi äi¨ ïðóæíèõ

ñèë ó ñèñòåìi âèíèêàþòü ïîïåðå÷íi êîëèâàííÿ. Äîñëiäæåíî ãðàíè÷íi âèïàäêè

äëÿ åëàñòè÷íî¨ ìåìáðàíè. Ïåðøèé âèïàäîê � ìåìáðàíà ðîçòàøîâàíà òiëüêè

íà âiëüíié ïîâåðõíi îäíîðiäíî¨ òà äâîøàðîâî¨ ðiäèíè, äðóãèé � ìåìáðàíà ðîç-
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äiëÿ¹ äâîøàðîâó ðiäèíó, i îñòàííié � ìåìáðàíà çíàõîäèòüñÿ ÿê ó âiëüíié, òàê i

ó âíóòðiøíié ïîâåðõíÿõ äâîøàðîâî¨ ðiäèíè. Ïðîâåäåíî àíàëiç ÷èñåëüíèõ ðîç-

ðàõóíêiâ âïëèâó ïåðøî¨ âëàñíî¨ ÷àñòîòè íà íàòÿã ìåìáðàíè, ãóñòèíó ðiäèíè

òà ãëèáèíó íàïîâíåííÿ.

Ó ñòàòòi F. Alijani òà M. Amabili [28] ïðîâåäåíî àíàëiç ëiòåðàòóðè ïðè-

ñâÿ÷åíî¨ íåëiíiéíèì âiëüíèì òà âèìóøåíèì êîëèâàííÿì îáîëîíîê, çàìêíó-

òèõ ïëàñòèíè òà âèãíóòèõ ïàíåëåé, âèãîòîâëåíèõ ç içîòðîïíèõ, êîìïîçèòíèõ

òà ãiïåðïðóæíèõ ìàòåðiàëiâ. Äîñèòü âåëèêà óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ íåëiíiéíèì

êîëèâàííÿì îáîëîíîê, ÿêi âèíèêàþòü ó ðåçóëüòàòi íîðìàëüíèõ çáóðåíü. Ùå

îäíèì ïèòàííÿì ðîçãëÿíóòèì ó ñòàòòi ¹ êîíêðåòíi äèíàìi÷íi çàäà÷i, ïîâ'ÿçà-

íi ç ïàðàìåòðè÷íèìè, íåñòàöiîíàðíèìè òà õàîòè÷íèìè êîëèâàííÿìè. Òàêîæ

âèñâiòëåíî ïèòàííÿ íåëiíiéíèõ êîëèâàíü îáîëîíîê i ïàíåëåé ó ðåçóëüòàòi ãåî-

ìåòðè÷íèõ äåôåêòiâ, òåïëîâèõ òà åëåêòðè÷íèõ íàâàíòàæåíü.

1.2. Ìîäåëþâàííÿ ðóõó êîñìi÷íèõ àïàðàòiâ ç ïðóæíèìè

åëåìåíòàìè

Êëàñè÷íèé ìåòîä äîñëiäæåííÿ çàäà÷ äèíàìiêè êîñìi÷íîãî àïàðàòó  ðóí-

òó¹òüñÿ íà çàñòîñóâàííi ìîäåëi ñèñòåì çâ'ÿçàíèõ òâåðäèõ òië áåç óðàõóâàííÿ

ïðóæíèõ äåôîðìàöié êîíñòðóêöi¨.

Áàãàòî íîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ ïðî ðóõ òâåðäîãî òiëà òà ñèñòåì òië áóëî

îäåðæàíî çàñíîâíèêîì Äîíåöüêî¨ øêîëè ìåõàíiêè � Ï.Â. Õàðëàìîâèì [29] òà

éîãî ó÷íÿìè: Ã.Â. Ãîððîì, Î.À. Iëþõiíèì, Î.Ì. Êîâàëüîâèì, Î.ß. Ñàâ÷åí-

êîì [30] òà ií.

Ñó÷àñíi òåíäåíöi¨ çáiëüøåííÿ ðîçìiðiâ äåôîðìiâíèõ êîíñòðóêöié, çìåí-

øåííÿ ¨õ ìàñ, æîðñòêîñòi òà iíøèõ ôàêòîðiâ âèìàãàþòü íîâèõ ïiäõîäiâ äî

ìîäåëþâàííÿ ñêëàäíèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì, à áåçïåðåðâíå çáiëüøåííÿ åíåð-

ãåòè÷íèõ âèìîã äî ñó÷àñíèõ êîñìi÷íèõ àïàðàòiâ ïðèçâîäèòü äî íåîáõiäíîñòi

ñòâîðåííÿ ëåãêèõ ïðóæíèõ ïàíåëåé ñîíÿ÷íèõ áàòàðåé, ÿêi ìàþòü äîñèòü âåëè-

êó êîðèñíó ïëîùó. ßê çàçíà÷åíî ó ðîáîòi R.E. Roberson [31], äåôîðìîâàíiñòü
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êîñìi÷íèõ àïàðàòiâ ñóòò¹âî âïëèâà¹ íà ïðîåêòóâàííÿ ñèñòåì êåðóâàííÿ öèìè

êîíñòðóêöiÿìè, i òàêi ÷èííèêè ìîæóòü ñòàòè ùå áiëüø âàæëèâèìè ó ìàé-

áóòíüîìó, îñêiëüêè êîñìi÷íi àïàðàòè âñå áiëüøå ïðèéìàþòü âèãëÿä âåëèêî¨

ðîçïîäiëåíî¨ ñèñòåìè.

Òåîðåòè÷íi äîñëiäæåííÿ ðóõó êîñìi÷íèõ ñèñòåì ¹ äîñèòü ñêëàäíèì çàâ-

äàííÿì. Íàâiòü âèâåäåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïîâ'ÿçàíå ç âåëèêèìè

òðóäíîùàìè [32]. Îñîáëèâî ñêëàäíèì ¹ âiäøóêàííÿ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ,

ÿêi îïèñóþòü ñòàöiîíàðíi ðóõè, òà íåëiíiéíèé àíàëiç ¨õ ñòiéêîñòi. Õî÷à ñàìå

öi ïèòàííÿ ïîñòàþòü ïåðøèìè ïåðåä ðîçðîáíèêàìè ñèñòåì ñòàáiëiçàöi¨ êîñìi-

÷íèõ àïàðàòiâ. Ïèòàííÿ äèíàìiêè òâåðäîãî òiëà, ùî ìiñòèòü ïðóæíi i äèñè-

ïàòèâíi åëåìåíòè, ðîçãëÿäàëèñÿ ó êíèãàõ Ð.Ô. Ãîíi¹âà, Â.Î. Êîíîíåíêà [33],

Â.Ã. Âåðåòåííèêîâà, I.I. Êàðïîâà, Þ.Ã. Ìàðêîâà [34], I.Î. Ëóêîâñüêîãî [35] òà

ðîáîòàõ À.Â. Àíiñiìîâà [36], Î.Ë. Çó¹âà [37], Ã. Êðîíà [38], Á.À. Òiòîâà [39],

J.S. Arora [40] é iíøèõ àâòîðiâ. Ó ìîíîãðàôi¨ Ð.Ô. Ãîíi¹âà òà Ï.Ñ. Êîâàëü-

÷óêà [41] äîñëiäæåíi ðåçîíàíñíi êîëèâàííÿ òâåðäèõ òië, òâåðäèõ äåôîðìiâíèõ

òië i òië ç ðiäèíîþ, îáóìîâëåíi çîâíiøíiìè ïåðiîäè÷íèìè i ìàéæå ïåðiîäè÷íè-

ìè çáóðåííÿìè.

Ó ìîíîãðàôi¨ Ë.Â. Äîêó÷à¹âà [42] ðîçãëÿíóòi ïèòàííÿ ðóõó ëiòàëüíèõ àïà-

ðàòiâ ïðè çíà÷íèõ êóòàõ ïîâîðîòó, êîëè äåôîðìiâíi åëåìåíòè òèïó ñòåðæíiâ,

ïëàñòèí àáî ðiäêèõ ìàñ ïiä äi¹þ ìàñîâèõ ñèë çäiéñíþþòü êîëèâàëüíi ïåðåìi-

ùåííÿ. Ó êíèçi Â.Ã. Âiëüêå [43] äîñëiäæåíi ñòàöiîíàðíi ðóõè ìåõàíi÷íèõ ñè-

ñòåì ç ïðóæíèìè åëåìåíòàìè i ¨õ ñòiéêiñòü. Ó ìîíîãðàôi¨ Ì.Ê. Íàáióëëiíà [32]

äîñëiäæåíî äèíàìiêó ñêëàäîâèõ îðáiòàëüíèõ êîñìi÷íèõ ñèñòåì, ùî ñêëàäàþ-

òüñÿ ç æîðñòêèõ òà ïðóæíèõ äåôîðìiâíèõ òië. Ó êíèçi àâòîðiâ Í.Â. Áàíi÷óêà,

I.I. Êàðïîâà, Ä.Ì. Êëèìîâà, À.Ï. Ìàðêå¹âà, Á.Í. Ñîêîëîâà, À.Í. Øàðàíþ-

êà [44] âèêëàäåíî îñíîâè ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ äëÿ àíàëiçó äèíàìiêè

ñêëàäíèõ êîñìi÷íèõ êîíñòðóêöié. Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷i îïòèìiçàöi¨ ïàðàìåòðiâ

ïðóæíîñòi òà äåìïôiðóâàííÿ äëÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ìîäåëåé. Ó öié êíèçi

òàêîæ íàâåäåíî ïðîöåäóðè äëÿ ñèñòåìè êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè Maple ùîäî

àâòîìàòèçîâàíîãî âèâ÷åííÿ ðiâíÿíü ðóõó ìîäåëåé êîñìi÷íèõ àïàðàòiâ.
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Ó ðîáîòàõ Ë.Â. Äîêó÷à¹âà, Î.Ï. Êëèìîâà [45], Â.Ñ. Õîðîøèëîâà [46],

J. Ambrosio [47], O.A. Bauchau, J.-Y. Choi, C. Bottasso [48], R.R. Ryan [49],

H.H. Yoo [50], S. Seo [51] óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ ìîäåëþâàííþ äèíàìiêè êîñìi-

÷íîãî àïàðàòà ç ïðóæíèìè åëåìåíòàìè òà äîñëiäæåííþ ñòàöiîíàðíîãî îáåð-

òàëüíîãî ðóõó ñèñòåì ç ïðóæíèìè åëåìåíòàìè àáî ðóõó öi¹¨ ñèñòåìè íàâêîëî

öåíòðà ìàñ. Çîêðåìà, ó ñòàòòi [46] äîñëiäæåíî çàäà÷ó ñòàáiëiçàöi¨ êîñìi÷íîãî

àïàðàòà, ÿêèé ðóõà¹òüñÿ ïî êîëîâié îðáiòi ç êåðîâàíîþ ñîíÿ÷íîþ áàòàðå¹þ.

Ìîäåëü äàíîãî êîñìi÷íîãî àïàðàòà ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi àáñîëþòíî òâåð-

äîãî òiëà ç ïàíåëÿìè ñîíÿ÷íèõ áàòàðåé, ÿêi ìîäåëþþòüñÿ íåäåôîðìîâàíèìè

ñòåðæíÿìè. Ïàíåëi áàòàðåé ïðóæíî çâ'ÿçàíi ç òiëîì êîñìi÷íîãî àïàðàòà çà

äîïîìîãîþ ñôåðè÷íèõ øàðíiðiâ. Àëå òàêèé ïiäõiä äî ìîäåëþâàííÿ ìà¹ ñóò-

ò¹âèé íåäîëiê, îñêiëüêè ðåàëüíi ïàíåëi ñîíÿ÷íèõ áàòàðåé ìàþòü äîñòàòíüî

âåëèêi ðîçìiðè òà íå ìîæóòü áóòè ðîçãëÿíóòi ÿê àáñîëþòíî òâåðäi òiëà.

Ó ðîáîòi Î.�. Çàêðæåâñüêîãî [52] íàâåäåíî îãëÿä ðåçóëüòàòiâ, ïîâ'ÿçà-

íèõ ç óçàãàëüíåííÿì ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé îá'¹êòiâ êîñìi÷íî¨ òåõíiêè øëÿ-

õîì îá ðóíòîâàíîãî âðàõóâàííÿ ïðóæíîñòi ¨õ êîíñòðóêöié. À ó ñòàòòi [53]

ðîçãëÿíóòî ìîäåëü êîñìi÷íîãî àïàðàòà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òâåðäîãî êîðïó-

ñó òà ñèìåòðè÷íî ïðè¹äíàíèõ äî íüîãî ïðóæíèõ ïàíåëåé ñîíÿ÷íèõ áàòàðåé.

Î.�. Çàêðæåâñüêèì çàïèñàíî ðiâíÿííÿ ðóõó ïðóæíèõ åëåìåíòiâ ç óðàõóâàí-

íÿì ñêií÷åííîãî ÷èñëà ôîðì êîëèâàíü. Äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äîñëiäæåíî

çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Ó ìîíîãðàôi¨ Ã.Ë. Äåãòÿðüîâà òà Ò.Ê. Ñiðàçåòäiíîâà [54] äîñëiäæåíî ïè-

òàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ i ñèíòåçó êåðóâàííÿ äëÿ ïðóæíèõ êîñìi-

÷íèõ àïàðàòiâ, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê îá'¹êòè ç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè.

Ó ÿêîñòi îäíi¹¨ ç ìîäåëåé êîñìi÷íîãî àïàðàòà íàâåäåíî ìåõàíi÷íó ñèñòåìó,

ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òâåðäîãî òiëà òà äâîõ ïðóæíèõ ïàíåëåé ñîíÿ÷íèõ áàòàðåé.

Êîæíà ç ñîíÿ÷íèõ áàòàðåé æîðñòêî çàêðiïëåíà ìiæ äâîìà êðîíøòåéíàìè.

Òiëî-íîñié çäiéñíþ¹ îáåðòàííÿ íàâêîëî ôiêñîâàíî¨ âiñi, à êåðóâàííÿ ðóõîì

ñèñòåìè çäiéñíþ¹òüñÿ çà ðàõóíîê ìîìåíòó ñèë, ùî ïðèêëàäåíî äî òiëà.

Òàêîæ ó ðîáîòi [54] çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòìè ñòàáiëiçàöi¨ çà äîïîìîãîþ
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âèêîíàâ÷èõ îðãàíiâ ñèñòåìè êåðóâàííÿ ðóõîì, ÿêi áàçóþòüñÿ íà iíôîðìàöi¨

ïðî ñòàí òâåðäèõ òië òà îêðåìèõ ïðóæíèõ åëåìåíòiâ êîíñòðóêöi¨. Ðîçðîáêà

âêàçàíèõ àëãîðèòìiâ ìà¹ â ñâî¨é îñíîâi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi, ÿêi îïèñóþòü

ðóõ êîñìi÷íèõ àïàðàòiâ òà âðàõîâóþòü êîëèâàííÿ îêðåìèõ âèíîñíèõ åëåìåí-

òiâ, ùî âïëèâàþòü íà äèíàìiêó. Àëå äëÿ ñó÷àñíèõ êîñìi÷íèõ àïàðàòiâ âêàçà-

íèé ìåòîä ¹ íå äîñèòü åôåêòèâíèì, òàê ÿê àïàðàòè ìàþòü âåëèêó êiëüêiñòü

ïðóæíèõ åëåìåíòiâ êîíñòðóêöié, ÿêi âèêîíóþòü êîëèâàëüíi ðóõè ç ðiçíèìè

ôîðìàìè òà ïàðàìåòðàìè êîëèâàíü. Òîìó â òàêèõ óìîâàõ íåìîæëèâî ñôîð-

ìóâàòè êåðóþ÷i âïëèâè, ÿêi á çàáåçïå÷èëè åôåêòèâíó çìiíó ïîëîæåííÿ êî-

ñìi÷íîãî àïàðàòà ó ïðîñòîði. Òàê ÿê ñèëè òà ìîìåíòè, ùî ñòâîðåíi ñèñòåìîþ

êåðóâàííÿ ðóõó ïî ðiçíîìó âïëèâàþòü íà ïðóæíi åëåìåíòè êîíñòðóêöi¨, â ðå-

çóëüòàòi ìîæóòü âèíèêàòè àâòîêîëèâàííÿ, ÿêi ìîæóòü ïðèçâåñòè äî âòðàòè

ñòiéêîñòi ñèñòåìè ç òàêîþ ñõåìîþ êåðóâàííÿ ðóõîì.

Áiëüø åôåêòèâíèé ìåòîä êåðóâàííÿì êîñìi÷íîãî àïàðàòó ïðåäñòàâëåíî ó

ðîáîòi Â.Ä. Àòàìàñîâà òà I.I. Äåìåíòü¹âà [55], à òàêîæ ó êíèçi Ì.Ê. Ñàïå-

ãî [56]. Çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä ïîëÿãà¹ ó äåìïôiðóâàííi êîëèâàíü ïðóæíèõ

åëåìåíòiâ ç ïîäàëüøèì ïåðåâåäåííÿì êîñìi÷íîãî àïàðàòà ó çàäàíå ïîëîæåííÿ

ïðîñòîðó. Àâòîðàìè çàïðîïîíîâàíî ïîðÿä iç ñèñòåìîþ öåíòðàëüíîãî êåðóâà-

ííÿ àïàðàòîì âèêîðèñòîâóâàòè ëîêàëüíi ñèñòåìè ãàñiííÿ êîëèâàíü ïðóæíèõ

êîíñòðóêöié, ÿêi ðåàëiçîâàíî óäîñêîíàëåíèìè åëåêòðîìåõàíi÷íèìè ïðèëàäà-

ìè äëÿ êåðóâàííÿ îði¹íòàöi¹þ â ïðîöåñi âèêîíàííÿ ïðîãðàìè ïîëüîòó. Äëÿ

çäiéñíåííÿ åôåêòèâíîãî êåðóâàííÿ êîñìi÷íèì àïàðàòîì íåîáõiäíî çàáåçïå÷è-

òè óçãîäæåííÿ ôóíêöiîíóâàííÿ ëîêàëüíèõ ñèñòåì ãàñiííÿ êîëèâàíü òà ñèñòåì

öåíòðàëüíîãî êåðóâàííÿ. Òàêîæ ó ðîçãëÿíóòèõ ðîáîòàõ íàâåäåíî ðîçâ'ÿçêè

äåÿêèõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷, ïîâ'ÿçàíèõ iç âèçíà÷åííÿì òà ôîðìóâàííÿì êåðó-

þ÷èõ ñèë òà ìîìåíòiâ äëÿ âêàçàíèõ òåõíi÷íèõ ïðèëàäiâ.

Ó ñòàòòi Â.Ï. Ëåãîñòà¹âà [57] ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ äî-

ñëiäæó¹òüñÿ äèíàìiêà êóòîâîãî ðóõó êîñìi÷íîãî àïàðàòà ç ïîäâiéíèì îáåð-

òàííÿì. Ïðèíöèïè êåðóâàííÿ êóòîâèìè îáåðòàííÿìè ïðîäåìîíñòðîâàíî íà

ïðèêëàäi ìåõàíi÷íî¨ ìîäåëi, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ïðèëàäîâîãî âiäñiêó, ñîíÿ÷íî-
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ãî ïàðóñó ó âèãëÿäi âåëèêîãî ìåìáðàííîãî äèñêà òà êîìïåíñóþ÷îãî ñèëîâîãî

ãiðîñêîïà. Ñîíÿ÷íèé ïàðóñ çíàõîäèòüñÿ ó íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîìó ñòàíi

ïiä äi¹þ öåíòðîáiæíèõ ñèë òà ãiðîñêîïi÷íîãî ìîìåíòó, ÿêèé âèíèêà¹ ïðè ïî-

âîðîòi îñi îáåðòàííÿ öåíòðàëüíî¨ æîðñòêîñòi ìåìáðàííîãî äèñêó ó ïðîöåñi

âèêîíàííÿ êóòîâèõ ìàíåâðiâ êîñìi÷íèì àïàðàòîì. Òàêîæ ó ðîáîòi íàâåäåíi

ðåçóëüòàòè àíàëiòè÷íèõ òà ÷èñëîâèõ äîñëiäæåíü äèíàìiêè àïàðàòà ç ñîíÿ-

÷íèì ïàðóñîì, ùî îáåðòà¹òüñÿ, ó ðåæèìàõ ïðîãðàìíèõ ïîâîðîòiâ òà ãàñiííÿ

ïî÷àòêîâèõ êóòîâèõ øâèäêîñòåé.

Ó ñòàòòi Â.À. Òðîöåíêà òà Þ.Â. Òðîöåíêà [58] ðîçãëÿíóòî ìåõàíi÷íó ñè-

ñòåìó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç àáñîëþòíî òâåðäîãî òiëà òà êðóãîâî¨ öèëiíäðè÷íî¨

îáîëîíêè. Òâåðäå òiëî ïðèêðiïëåíå äî îäíîãî ç òîðöiâ îáîëîíêè. Äëÿ ðiâ-

íîâàæíîãî ñòàíó ñèñòåìè ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü òà çàïðîïîíîâàíî

íàáëèæåíå ðîçâ'ÿçàííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i, ùî îïèñó¹ âiëüíi íåâiñåñèìåòðè÷íi

êîëèâàííÿ îáîëîíêè. Òàêîæ ó ñòàòòi íàâåäåíî àëãîðèòì ðîçðàõóíêó äèíàìi-

÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìè ó âèïàäêó çàìiíè îáîëîíêè áàëêîþ Òèìîøåíêà

òà ïðîâåäåíî îöiíêó âïëèâó òâåðäîãî òiëà íà êîëèâàííÿ ñèñòåìè.

Äî ñó÷àñíîãî íàïðÿìêó äîñëiäæåííÿ ñèñòåì ç äåôîðìiâíèìè åëåìåíòàìè

âiäíîñÿòüñÿ çàäà÷i äèíàìiêè êîñìi÷íèõ òðîñîâèõ ñèñòåì. Îïèñ ïðèíöèïîâèõ

ñõåì i ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé òðîñîâèõ ñèñòåì íàâåäåíî ó ðîáîòi À.Ï. Àëïà-

òîâà, Â.Â. Á¹ëåöüêîãî, Â.É. Äðàíîâñüêîãî, Î.�. Çàêðæåâñüêîãî Î.Â. Ïèðî-

æåíêà, Ã. Òðîãåðà òà Â.Ñ. Õîðîøèëîâà [59]. Òèïîâà ñõåìà êîñìi÷íî¨ òðîñîâî¨

ñèñòåìè ñêëàäà¹òüñÿ ç âåëèêîãî âåäó÷îãî êîñìi÷íîãî àïàðàòà òà îá'¹êòà ìåí-

øèõ ðîçìiðiâ � ñóáñóïóòíèêà, ÿêèé ç'¹äíàíî ç âåäó÷èì êîñìi÷íèì àïàðàòîì

çà äîïîìîãîþ äîñèòü äîâãîãî òðîñà.

Ó ñòàòòi A.I. Ìàñëîâî¨ òà Î.Â. Ïèðîæåíêà [60] ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ ìî-

äåëþâàííÿ àåðîäèíàìi÷íèõ ìîìåíòiâ ñèë, ÿêi äiþòü íà ñóïóòíèê ç ãðàâiòà-

öiéíîþ ñèñòåìîþ ñòàáiëiçàöi¨. Ìà¹ ìiñöå ïðèïóùåííÿ, ùî îðáiòè ñóïóòíèêiâ

¹ ìàéæå êîëîâèìè ç äiàïàçîíîì âèñîò 550-750 êì. Äëÿ àåðîäèíàìi÷íîãî ìî-

ìåíòó çàïðîïîíîâàíî ñïðîùåíi àíàëiòè÷íi âèðàçè ó âèïàäêó, êîëè ñóïóòíèê

ðóõà¹òüñÿ ó ðåæèìi ãðàâiòàöiéíî¨ îði¹íòàöi¨. Òî÷íiñòü îòðèìàíèõ âèðàçiâ îöi-
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íþ¹òüñÿ ó ïîðiâíÿííi ç âèðàçàìè ïîõiäíèõ ó ïðèïóùåííi, ùî êîåôiöi¹íò ëî-

áîâîãî îïîðó ¹ ñòàëèì. Âèêîíàíî àíàëiç êîðîòêèõ ïåðiîäè÷íèõ âàðiàöié ãó-

ñòèíè àòìîñôåðè, ÿêi âiäáóâàþòüñÿ âíàñëiäîê îðáiòàëüíîãî ðóõó ñóïóòíèêà.

Ïîêàçàíî, ùî öi âàðiàöi¨ ìîæóòü ïðèâåñòè äî iñòîòíî¨ çìiíè àåðîäèíàìi÷íîãî

ìîìåíòó.

Ó ðîáîòi Î.Â. Ïèðîæåíêà òà Ä.Î. Õðàìîâà [61] äîñëiäæåíî äèíàìiêó ñêëà-

äíî¨ ñèñòåìè ãðàâiòàöiéíî¨ ñòàáiëiçàöi¨. Ñèñòåìà ïåðåäáà÷à¹ ç'¹äíàííÿ òðîñà

äëÿ çáiëüøåííÿ âiäíîâëþþ÷îãî ìîìåíòó i çàñòîñóâàííÿ äîäàòêîâîãî êîíñòðó-

êòèâíîãî åëåìåíòó (àäàïòåðà) äëÿ çáiëüøåííÿ åôåêòèâíîñòi äåìïôiðóâàííÿ

êîëèâàíü ìàÿòíèêîâî¨ ñèñòåìè. Ñïîñiá âèáîðó ôàêòîðiâ ïðîåêòóâàííÿ ñèñòå-

ìè çàáåçïå÷ó¹ ìiíiìàëüíó òðèâàëiñòü ïåðåõiäíèõ ïðîöåñiâ.

Îêðåìèé êëàñ çàäà÷ äèíàìiêè êîñìi÷íèõ ñèñòåì ïîâ'ÿçàíî ç ìîäåëþâàí-

íÿì ðîçêðèòòÿ åëåìåíòiâ êîíñòðóêöi¨ ç ïî÷àòêîâîãî ñòàíó. Òàêèìè îá'¹êòàìè

ìîæóòü âèñòóïàòè ïàíåëi ñîíÿ÷íèõ áàòàðåé, àíòåíè àáî âèíîñíi øòàíãè. Ðîç-

êðèòòÿ ñîíÿ÷íî¨ áàòàðå¨ áåçïîñåðåäíüî âïëèâà¹ íà ðîáîòó êîñìi÷íîãî àïàðàòà

íà îðáiòi.

Íàïðèêëàä, ó ñòàòòi Ì.Â. Áîðèñîâà òà Î.Î. Àâðàìåíêà [62] äîñëiäæåíî ìî-

äåëþâàííÿ ðóõó êîñìi÷íîãî àïàðàòà ïðè ðîçêðèòòi ïàíåëåé ñîíÿ÷íèõ áàòàðåé,

ÿêå ïðîâåäåíî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ðåëåÿ-Ðiòöà òà ïðèíöèïó Ãàìiëüòîíà-

Îñòðîãðàäñüêîãî. Ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i äîñëiäæåííÿ ðóõó ïðîâåäåíî

ó äâà åòàïè. Íà ïåðøîìó åòàïi � ðîçêðèòòi � ðîçãëÿíóòî ðóõ ïàíåëåé áàòàðåé

ÿê ñèñòåìè ïëàñòèí, ç'¹äíàíèõ øàðíiðàìè. Ó ðåçóëüòàòi ÷îãî îòðèìàíî ñè-

ñòåìó 15 äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ëiíiéíèõ âiäíîñíî íåâiäîìèõ ïðèñêîðåíü

òà ðåàêöié çâ'ÿçêiâ. À íà äðóãîìó åòàïi � ôiêñàöi¨ � äîñëiäæåíî ðóõ òâåðäîãî

òiëà ïðè êîëèâàííÿõ ñîíÿ÷íèõ áàòàðåé, ùî âèíèêàþòü ïiä äi¹þ iìïóëüñíèõ

íàâàíòàæåíü ó ìîìåíò ôiêñàöi¨ ïàíåëåé.

Ó ðîáîòi Äæ.Å. Óiêñà [63] ââåäåíî êëàñ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi âèçíà-

÷àþòüñÿ ùå äî ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ ðóõó çà óìîâ äîäàòêîâèõ ñïðîùóþ÷èõ

ïðèïóùåíü. Öi ôóíêöi¨ õàðàêòåðèçóþòü ïðîãèí ïðóæíîãî åëåìåíòà, ÿêèì ìî-

æå âèñòóïàòè ïàíåëü ñîíÿ÷íèõ áàòàðåé àáî àíòåíà. Àëå òàêèé ìåòîä íå ¹ óíi-
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âåðñàëüíèì, îñêiëüêè ðiâíÿííÿ ðóõó åëåìåíòiâ ñîíÿ÷íèõ áàòàðåé ÿê öiëîãî òà

ðiâíÿííÿ ïðóæíèõ êîëèâàíü ìàþòü áóòè ðîçâ'ÿçàíi ðàçîì.

Ó ñòàòòi Ä.Â. Áàêóëiíà òà Ñ.Â. Áîðçèõ [64] ðîçãëÿíóòî ñèñòåìó òië, ùî

ðóõà¹òüñÿ çi çìiííîþ êiëüêiñòþ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi. Êîëèâàííÿ òië ó ñèñòåìi

ïðåäñòàâëåíî â ìîäàëüíié ôîðìi ç óðàõóâàííÿì ðîçñiþâàííÿ åíåðãi¨. Òàêèì

÷èíîì, çàïðîïîíîâàíî ïiäõiä äî ìîäåëþâàííÿ äèíàìiêè ñîíÿ÷íèõ áàòàðåé ó

ïðîöåñi ¨õ ðîçêðèòòÿ ç óðàõóâàííÿì ïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé åëåìåíòiâ.

Ó ðîáîòi Þ.Ì. Êîíîíîâà [65] äîñëiäæåíî ìîäåëü ïðóæíî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñè-

ñòåìè ó âèãëÿäi òâåðäîãî òiëà, ùî îáåðòà¹òüñÿ, ç n ðóõîìèìè òî÷êîâèìè ìàñà-

ìè. Ïîêàçàíî, ùî âiäíîñíèé ðóõ òî÷êîâèõ ìàñ âçäîâæ îñi ñèìåòði¨ ãiðîñêîïà

íå âïëèâà¹ íà ñòiéêiñòü ðóõó îñòàííüîãî. Òàêîæ äîñëiäæåíî ñïåêòð êîëèâàíü

ñèñòåìè ó çàëåæíîñòi âiä íàïðÿìêó îñåé ðóõó òî÷êîâèõ ìàñ.

1.3. Çàäà÷i êåðóâàííÿ ðóõîì òà ñòàáiëiçàöi¨ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì

ç ïðóæíèìè åëåìåíòàìè

Âiäîìî, ùî çàäà÷à êåðîâàíîñòi ïîëÿãà¹ ó ïåðåâåäåííi ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè

ç áóäü-ÿêîãî ïî÷àòêîâîãî ïîëîæåííÿ ó êiíöåâå çà ñêií÷åííèé ïðîìiæîê ÷àñó,

çà äîïîìîãîþ ïåâíî¨ êåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨. Îñíîâè òåîði¨ êåðîâàíîñòi ëiíiéíèìè

ñêií÷åííîâèìiðíèìè ñèñòåìàìè áóëî çàïðîïîíîâàíî Ð. Êàëìàíîì [66].

Äëÿ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ñèñòåì ç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè ðîçâ'ÿçà-

ííÿ çàäà÷i êåðîâàíîñòi ¹ çíà÷íî ñêëàäíiøîþ, áî ïðè öüîìó íåîáõiäíî âðàõî-

âóâàòè âëàñòèâîñòi äèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ ó ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ.

Äîñëiäæåííÿ çàäà÷ êåðóâàííÿ îäíîâèìiðíèìè ïðóæíèìè êîëèâàííÿìè

ïî÷àëèñÿ ó 1963 ðîöi ç ðîáîò À.Ã. Áóòêîâñüêîãî [67]. Âæå ç íàñòóïíîãî äå-

ñÿòèëiòòÿ öèì ïèòàííÿì ïî÷àëè çàéìàòèñÿ Æ.-Ë. Ëiîíñ [68] òà À.Â. Áàëà-

êðiøíàí [69], ÿêi ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ êåðóâàííÿ âèêîðèñòîâóâàëè ðiçíi

ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè, çîêðåìà, ïðîñòîðè íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

Ïåðøi äîñëiäæåííÿ ñòàöiîíàðíèõ ðóõiâ i ïðîáëåì ñòiéêîñòi ñêëàäíèõ ìå-

õàíi÷íèõ ñèñòåì ç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè, ó òîìó ÷èñëi ïðóæíèõ ñó-
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ïóòíèêiâ áóëî çàïî÷àòêîâàíî ó ðîáîòàõ Â.Â. Ðóìÿíöåâà [70] òà éîãî ó÷íiâ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ñòiéêîñòi òà ñòàáiëiçàöi¨ ñòàöiîíàðíèõ ðóõiâ ïðóæíèõ ñó-

ïóòíèêiâ ìîæå áóòè åôåêòèâíî çäiéñíåíå ìåòîäîì ôóíêöié Ëÿïóíîâà àáî çà

äîïîìîãîþ òåîðåìè Ðàóñà-Ëÿïóíîâà, ïîøèðåíèõ íà ñèñòåìè ç ðîçïîäiëåíè-

ìè ïàðàìåòðàìè. Ïðè âèðiøåííi öèõ çàäà÷ çàçâè÷àé âèíèêàþòü ìàòåìàòè÷íi

òðóäíîùi, ïîâ'ÿçàíi ç ïîáóäîâîþ ôóíêöiîíàëiâ Ëÿïóíîâà òà ïåðåâiðêîþ óìîâ

çíàêîñòàëîñòi.

Ïðè ïðîåêòóâàííi ñèñòåìè êåðóâàííÿ âèíèêà¹ ïèòàííÿ âïëèâó ïðóæíîñòi

êîñìi÷íîãî àïàðàòà íà ðîáîòó ñèñòåìè îði¹íòàöi¨. Ó ñòàòòÿõ Â.Þ. Ðóòêîâñüêî-

ãî, Â.Ì. Ñóõàíîâà [71,72] íàâåäåíî îãëÿä ïðîáëåìíèõ ïèòàíü, ùî âèíèêàþòü

ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ êåðóâàííÿ îði¹íòàöi¹þ ïðóæíèõ êîñìi÷íèõ àïàðàòiâ

ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ÿêèõ îïèñàíî ìåòîäîì ìîäàëüíîãî àíàëiçó.

Ó ñòàòòi L. Chen, J. Pan, G. Cai [73] çà äîïîìîãîþ äèñêðåòíîãî îïòè-

ìàëüíîãî ìåòîäó êåðóâàííÿ äîñëiäæåíî êåðóâàííÿ ãíó÷êîþ ïëàñòèíîþ ç áà-

ãàòîðàçîâèìè çàòðèìêàìè ÷àñó. Ó ÿêîñòi âèêîíàâ÷èõ ìåõàíiçìiâ âèñòóïàþòü

ï'¹çîåëåìåíòè. Âñòàíîâëåíî, ùî çàòðèìêè êåðóâàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì

ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ñòðóêòóðíîãî êåðóâàííÿ.

Ó ñòàòòi L. Meirovitch, H.F. Van Landingham [74] çàïðîïîíîâàíî ìåòîä

êåðóâàííÿ ïðóæíèì êîñìi÷íèì àïàðàòîì, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà ìîäàëüíié äå-

êîìïîçèöi¨ ãiðîñêîïi÷íî¨ ñèñòåìè. Ó ðîáîòi S.M. Seltzer [75] îáãîâîðþþòüñÿ

ïðîáëåìè òî÷íîãî ñïîñòåðåæåííÿ äèíàìi÷íèõ ðåæèìiâ âåëèêèõ ïðóæíèõ êî-

ñìi÷íèõ àïàðàòiâ íà çåìíié îðáiòi òà ñèíòåçó ñèñòåì êåðóâàííÿ.

Ó ðîáîòi Â.Ì. Ðóáàíîâñüêîãî [76] ðîçãëÿíóòî çàäà÷i ñòiéêîñòi ñêëàäíèõ ìå-

õàíi÷íèõ ñèñòåì ç ïðóæíèìè åëåìåíòàìè. Àâòîðîì âñòàíîâëåíî, ùî ìåòîäè

äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ñêií÷åííîâèìiðíèõ ñèñòåì, ÿêi îïèñóþòüñÿ çà äîïîìî-

ãîþ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, íå ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äî ñè-

ñòåì ç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè. Äëÿ âñòàíîâëåííÿ óìîâ ñòiéêîñòi òàêèõ

ñèñòåì çàïðîïîíîâàíî âèêîðèñòîâóâàòè ïðÿìèé ìåòîä Ëÿïóíîâà òà ìåòîäè

ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó.

Ó ñòàòòi [77] Â.Ì. Ðóáàíîâñüêèé ðîçãëÿíóâ çàäà÷ó ïðî ñòiéêiñòü ðiâíîìið-
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íèõ îáåðòàíü òâåðäîãî òiëà ç ïðóæíèìè ñòåðæíÿìè. Àâòîðîì áóëî îòðèìàíî

äîñòàòíi óìîâè ñòiéêîñòi ñèñòåìè ç óìîâè ìiíiìàëüíîñòi ôóíêöiîíàëó çìiíåíî¨

ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ çà äîïîìîãîþ àíàëiçó éîãî äðóãî¨ âàðiàöi¨.

Ó ðîáîòi Ì.Ê. Íàáióëëiíà [32] ðîçãëÿíóòî ìåõàíi÷íó ñèñòåìó, ÿêà ñêëà-

äà¹òüñÿ ç òâåðäîãî òiëà-íîñiÿ òà òðüîõ ïàð äåôîðìiâíèõ ïðóæíèõ ñòåðæíiâ.

Ðóõ òî÷îê ñòåðæíiâ äîñëiäæóâàíî¨ ñèñòåìè çàäàíî ðiâíÿííÿìè ç ÷àñòèííè-

ìè ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîì òà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó çà ïðîñòîðî-

âîþ êîîðäèíàòîþ. Äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

ðóõó çàñòîñîâàíî ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà ó âèãëÿäi iíòåãðàëà òèïó ßêîái. Îòðè-

ìàíî äîñòàòíi óìîâè ñòiéêîñòi íà ïàðàìåòðè ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè. Ó ðîáîòàõ

Ì.Ê. Íàáióëëiíà äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ðóõiâ ñóïóòíèêiâ ç ïðóæíèìè

åëåìåíòàìè âèêîðèñòàíi òåîðåìè ïðÿìîãî ìåòîäó Ëÿïóíîâà, ÿêi áóëè îòðè-

ìàíi ðàíiøå iíøèì â÷åíèì � Î.À. Ìîâ÷àíîì [78] ïðè äîñëiäæåííi ñòiéêîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì ç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè.

Ó ðîáîòi Ã.Î. Ëåîíîâà, À.Â. Ìîðîçîâà [79] îòðèìàíî óìîâè ãëîáàëüíî¨

àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi â öiëîìó ñòàöiîíàðíèõ îáåðòàíü íåñèìåòðè÷íîãî òâåð-

äîãî òiëà íàâêîëî öåíòðó ìàñ ó ïîëi ñòàëèõ çîâíiøíüîãî òà äèñèïàòèâíîãî

ìîìåíòiâ.

Ïèòàííÿ äèíàìiêè òà ñòiéêîñòi òâåðäîãî òiëà, ùî ìiñòèòü ïðóæíi òà äèñè-

ïàòèâíi åëåìåíòè, ðîçãëÿäàëèñÿ ó ñòàòòi Â.Ì. Ìîðîçîâà çi ñïiâàâòîðàìè [80].

Ó êíèçi Ð.Ô. Ãàíi¹âà, Î.�. Çàêðæåâñüêîãî [81] ïîäàíî ìåòîäè ïîáóäîâè ïðî-

ãðàìíèõ ðóõiâ êåðîâàíèõ îá'¹êòiâ ñó÷àñíî¨ òåõíiêè ç óðàõóâàííÿì ïðóæíîñòi

¨õ êîíñòðóêöié.

Ó ðîáîòi Î.ß. Ñàâ÷åíêà, I.Î. Áîëãðàáñüêî¨, Ã.Î. Êîíîíèõiíà [82] äîñëi-

äæåíî âïëèâ ïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé åëåìåíòiâ ñèñòåìè òië íà ñòiéêiñòü ðiâ-

íîìiðíèõ îáåðòàíü, ðåãóëÿðíèõ ïðåöåññié òà iíøèõ ìàéæå ïåðiîäè÷íèõ ðóõiâ

ñèñòåì òâåðäèõ òië, ùî çâ'ÿçàíi çà äîïîìîãîþ öèëiíäðè÷íèõ øàðíiðiâ.

Ó ñòàòòi G. Leugering [83] ðîçãëÿíóòî òâåðäå òiëî, ùî îáåðòà¹òüñÿ, äî ÿêîãî

ïðè¹äíàíi ïðóæíi áàëêè. Äëÿ òàêî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè äîñëiäæåíî çàäà÷i êå-

ðîâàíîñòi òà ñòàáiëiçàöi¨ ïîâiëüíèõ îáåðòàëüíèõ ðóõiâ ìîäåëi. Äîñëiäæóâàíà
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ìåõàíi÷íà ñèñòåìà îïèñó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ç ïàðàìåòðîì êåðóâàííÿ ó âèãëÿäi ìîìåíòó ñèë. Äîâåäåíî êåðîâàíiñòü

öi¹¨ ñèñòåìè íà ëiíiéíîìó ïiäìíîãîâèäi ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó.

Ó ñó÷àñíié òåîði¨ êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè iç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè âà-

æëèâå ìiñöå çàéìàþòü çàäà÷i ñòàáiëiçàöi¨ êîëèâàíü ïðóæíèõ ïëàñòèí i ìåì-

áðàí. Öi ïèòàííÿ äîñëiäæóâàëèñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè [68,84,85].

Âiäîìî, ùî îäíèì ç íàéáiëüø åôåêòèâíèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ çàäà÷ ñòà-

áiëiçàöi¨ ðóõó ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì ç ïðóæíèìè åëåìåíòàìè ¹ ïðÿìèé ìåòîä

Ëÿïóíîâà. Ó ðîáîòàõ Z.-H. Luo, B.-Z.Guo, �O. Morg�ul [86, 87] ïîáóäîâàíi ôóí-

êöiîíàëè Ëÿïóíîâà ó ÿâíîìó âèãëÿäi äëÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ÿêi îïèñóþòü êîëèâàííÿ ïðóæíî¨ áàëêè. Òà-

êîæ ó öèõ ðîáîòàõ îòðèìàíî ôóíêöi¨ êåðóâàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì, ÿêi

çàáåçïå÷óþòü ñòàáiëiçàöiþ ñòàíó ðiâíîâàãè áàëêè.

Ó ðîáîòi G.C. Gorain [88] äîñëiäæåíî ñòàáiëiçàöiþ êîëèâàíü n-âèìiðíîãî

ðiâíÿííÿ Êiðõãîôà â îáìåæåíié îáëàñòi Rn ç ãëàäêîþ ìåæåþ ïðè çìiøàíèõ

ãðàíè÷íèõ óìîâàõ. Äëÿ ñòàáiëiçàöi¨ ñèñòåìè ðîçãëÿíóòî äâi ðiçíi ìîäåëi. Ó

ïåðøié ñòàáiëiçàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ çà ðàõóíîê â'ÿçêîãî äåìïôiðóâàííÿ, à â äðó-

ãié � çà ðàõóíîê âíóòðiøíüîãî äåìïôiðóâàííÿ òèïó Êåëüâiíà-Ôîéãòà.

Ó ñòàòòi C.Z. Xu òà J. Baillieul [89] äëÿ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ó âèãëÿäi òâåð-

äîãî òiëà òà ïðóæíî¨ áàëêè äîâåäåíî ñòàáiëiçîâàíiñòü çà êóòîâîþ øâèäêi-

ñòþ ïðè íàÿâíîñòi äèñèïàöi¨. Ìîìåíòè ñèë, ÿêi ïðèêëàäåíî äî òâåðäîãî òiëà,

âèñòóïàþòü êåðóþ÷èìè ôóíêöiÿìè. Àíàëîãi÷íà çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà ó ðîáîòi

J.-M. Coron òà B. d'Andr�ea-Novel [90] äëÿ âèïàäêó áåç äèñèïàöi¨. Òàêîæ ïî-

êàçàíî, ùî àíàëiç àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi çà âiäñóòíîñòi äèñèïàöi¨ çíà÷íî

óñêëàäíþ¹òüñÿ.

Ó ìîíîãðàôi¨ J. Oostveen [91] ðîçãëÿíóòî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñêëàäíî¨

ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ç ïðóæíèìè åëåìåíòàìè, êîëèâàííÿ ÿêèõ îïèñàíî äè-

ôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè ç íåñêií÷åíîþ êiëüêiñòþ ìîäàëüíèõ êîîðäèíàò.

Ó âèïàäêó ñèñòåìè ç äåêiëüêîìà íåçàëåæíèìè êåðóþ÷èìè ñèëàìè òà êåðó-

þ÷èìè ìîìåíòàìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó êîëëîêàöi¨, îòðèìàíî äîñòàòíi
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óìîâè ñèëüíî¨ ñòàáiëiçîâíîñòi äîñëiäæóâàíî¨ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè. Iíøà ÷àñòèíà

ìîíîãðàôi¨ ïðèñâÿ÷åíà ðîçâèòêó ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ çàäà÷ ñèëüíî¨ ñòiéêî-

ñòi òà ñòàáiëiçàöi¨ òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó êåðîâàíî¨ ñèñòåìè ó ãiëüáåðòîâîìó

ïðîñòîði. Âñòàíîâëåíî, ùî ó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó âèïàäêó ïîíÿòòÿ åêñïî-

íåíöiàëüíî¨, ñèëüíî¨ òà ñëàáêî¨ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ëiíiéíèõ ñèñòåì íå ¹

åêâiâàëåíòíèìè. Ó ðoáîòi äîâåäåíî åêâiâàëåíòíiñòü âëàñòèâîñòåé ñèëüíî¨ ñòié-

êîñòi òà ñòiéêîñòi âiä âõîäó äî âèõîäó äëÿ ñòàáiëiçîâíèõ ñèñòåì. Äëÿ ñèíòåçó

êåðóâàíü çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì çàñòîñîâàíî àíàëîãiþ ìiæ çàäà÷åþ ñèëüíî¨

ñòàáiëiçàöi¨ òà çàäà÷åþ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç êâàäðàòè÷íèì ôóíêöiîíà-

ëîì ÿêîñòi, à òàêîæ ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiä-

íîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi.

Ó ìîíîãðàôi¨ Â.Â. Íîâèöüêîãî [92] ïðåäñòàâëåíi ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü

çàäà÷ êåðóâàííÿ áàãàòî÷àñòîòíèìè ìåõàíi÷íèìè ñèñòåìàìè. Çàïðîïîíîâàíî

ìåòîä ìîäàëüíîãî êåðóâàííÿ ó êàíîíi÷íié ôîðìi äëÿ íåñòàöiîíàðíèõ êåðîâà-

íèõ ñèñòåì. Çàñòîñîâàíî äðóãèé ìåòîä Ëÿïóíîâà äî çàäà÷ ñèíòåçó êåðóâàííÿ

çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì. Òàêîæ ó êíèçi ðîçãëÿíóòi ñòðóêòóðíi òà îáåðíåíi çà-

äà÷i ëiíiéíî¨ ôiëüòðàöi¨ äëÿ äåÿêèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì.

Ìîíîãðàôiÿ À.À. Ìàðòèíþêà [93] ìiñòèòü ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ñòié-

êîñòi ñêëàäíèõ ñèñòåì, ùî çáóðþþòüñÿ ïàðàìåòðè÷íî àáî çà äîïîìîãîþ çîâ-

íiøíiõ ôàêòîðiâ, ÿêi îïèñàíi çà äîïîìîãîþ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü òà ðiâíÿíü, ùî ìiñòÿòü ìàëèé ïàðàìåòð i âèïàäêîâi ôóíêöi¨. Äîñëiäæåíî

ïèòàííÿ ñòiéêîñòi ïðè ñêëàäíèõ çáóðåííÿõ òà ïðîâåäåíî îöiíêó ïàðàìåòðiâ

ïiäñèñòåì. Äîâåäåíî ðÿä òåîðåì ïðî ñòiéêiñòü òà íåñòiéêiñòü âçà¹ìîäiþ÷èõ

ïiäñèñòåì ó ñêëàäíié ñèñòåìi. Ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çà Ëÿ-

ïóíîâèì òà ñòiéêiñòü íà îáìåæåíîìó iíòåðâàëi ÷àñó. Àïàðàòîì äîñëiäæåííÿ

¹ äðóãèé ìåòîä Ëÿïóíîâà òà çàñòîñóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ òà iíòåãðàëüíèõ

íåðiâíîñòåé.

Ó ðîáîòi Ô.À. Àëi¹âà òà Â.Á. Ëàðiíà [94] ïðîâåäåíî îãëÿä àëãîðèòìiâ

ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî ñòàòè÷íèé ðåãóëÿòîð çà âèõîäîì äëÿ ñòàöiîíàðíèõ

ëiíiéíèõ ñèñòåì ç íåïåðåðâíèì i äèñêðåòíèì ÷àñîì. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó, îáåð-
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íåíó äî çàäà÷i ïðî ñòàòè÷íèé ðåãóëÿòîð çà âèõîäîì. Àëãîðèòìè ñèíòåçó ðå-

ãóëÿòîðà çà âèõîäîì óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê ïåðiîäè÷íî¨ ñèñòåìè ç äèñêðå-

òíèì ÷àñîì. Ïîêàçàíî, ùî îïèñàíi àëãîðèòìè ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ

îïòèìàëüíî¨ ñòàáiëiçàöi¨ íåñòiéêèõ ñèñòåì iç çàïiçíþâàííÿì. Ó çâ'ÿçêó ç öèì

äëÿ ñêàëÿðíî¨ êåðîâàíî¨ íåñòiéêî¨ ñèñòåìè ç çàïiçíþâàííÿì äîñëiäæåíî çàäà-

÷ó îïòèìiçàöi¨ ïàðàìåòðiâ ðåãóëÿòîðà, ñòðóêòóðà ÿêîãî ¹ çàäàíîþ. Ðîçãëÿíó-

òî çàäà÷ó àïðîêñèìàöi¨ çàäàíî¨ ñèñòåìè ç çàïiçíþâàííÿì ñèñòåìîþ áåç çàïi-

çíþâàííÿ. Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó îïòèìiçàöi¨ êîåôiöi¹íòiâ ðåãóëÿòîðà äëÿ îäåð-

æàíî¨ ñêîðî÷åíî¨ ñèñòåìè. Åôåêòèâíiñòü ñèíòåçîâàíîãî â òàêèé ñïîñiá ðåãó-

ëÿòîðà îöiíþ¹òüñÿ øëÿõîì ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ çàäàíî¨ ñèñòåìè (iç

çàïiçíþâàííÿì), ëàíöþã çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó ÿêî¨ âiäïîâiäà¹ çíàéäåíèì êîå-

ôiöi¹íòàì ðåãóëÿòîðà. ßê iëþñòðàöiþ çàïðîïîíîâàíîãî ïiäõîäó ðîçãëÿíóòî

ïðèêëàä ñòàáiëiçàöi¨ ïåðåâåðíåíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà ïðîïîðöiéíî-

äèôåðåíöiàëüíèì ðåãóëÿòîðîì iç çàïiçíåííÿì. Äîñëiäæåíî ðÿä ïðèêëàäiâ ñèí-

òåçó ðîáàñòíîãî ðåãóëÿòîðà, çîêðåìà, äëÿ ñèñòåìè òðåòüîãî ïîðÿäêó, êîëè

íåâèçíà÷åíîþ ¹ âåëè÷èíà çàïiçíåííÿ.

Ó êíèçi V. Komkov [95] òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ïèòàííÿì îïòèìàëüíî-

ãî êåðóâàííÿ êîëèâàííÿìè òîíêèõ ïëàñòèí. Ñôîðìóëüîâàíî ïðèíöèï ìàêñè-

ìóìó Ïîíòðÿãiíà äëÿ òîíêèõ ïëàñòèí ç äåÿêèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè, ÿêi

çóìîâëåíi ôiçè÷íèìè ïîñòàíîâêàìè çàäà÷ òà ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïëàñòèíàìè.

1.4. Ñòàáiëiçàöiÿ ðóõó òâåðäîãî òiëà, ùî îáåðòà¹òüñÿ

Çàäà÷à ïðî çáóðåíèé ðóõ òâåðäîãî òiëà âiäíîñíî öåíòðó ìàñ ¹ îäíi¹þ ç

íàéáiëüø âiäîìèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè. Ïðàêòè÷íèé iíòåðåñ äî öüîãî ïèòàííÿ

âèêëèêàíî ïðîáëåìàìè äèíàìiêè îáåðòàëüíîãî ðóõó êîñìi÷íèõ àïàðàòiâ òà

ïðèêëàäíî¨ òåîði¨ ãiðîñêîïiâ.

Ïèòàííÿì îáåðòàëüíîãî ðóõó ñóïóòíèêiâ òà òâåðäèõ òië ïðèñâÿ÷åíi ðî-

áîòè Ë.Ä. Àêóëåíêà, Â.Â. Á¹ë¹öêîãî, Â.Ì. Êîøëÿêîâà, Þ.Ã. Ìàðòèíåíêà,
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Â.Â. Ðóìÿíöåâà, Â.Â. Ñàçîíîâà, Ô.Ë. ×åðíîóñüêà, W.T. Thomson òà ií.

Ìîíîãðàôiÿ Â.Â. Á¹ë¹öêîãî [96] ïðèñâÿ÷åíà îïèñó ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ

ðóõó øòó÷íîãî ñóïóòíèêà âiäíîñíî öåíòðó ìàñ ïiä äi¹þ ãðàâiòàöiéíèõ i ìà-

ãíiòíèõ ìîìåíòiâ òà ñèë ñâiòëîâîãî òèñêó.

Ó ðîáîòi Âàñ. Â. Ñàçîíîâà, Â.Â. Ñàçîíîâà [97] çàïðîïîíîâàíî ìàòåìàòè-

÷íó ìîäåëü îáåðòàëüíîãî ðóõó ñóïóòíèêà �Ôîòîí�. Öÿ ìîäåëü  ðóíòó¹òüñÿ

íà äèíàìi÷íèõ ðiâíÿííÿõ Åéëåðà ç óðàõóâàííÿì äi¨ íà ñóïóòíèê ÷îòèðüîõ

çîâíiøíiõ ìåõàíi÷íèõ ìîìåíòiâ: ãðàâiòàöiéíîãî; àåðîäèíàìi÷íîãî; ìîìåíòó çi

ñòàëèìè êîìïîíåíòàìè â ñèñòåìi êîîðäèíàò, ùî ïîâ'ÿçàíà iç ñóïóòíèêîì; òà

ìîìåíòó, ùî âèíèêà¹ ïðè âçà¹ìîäi¨ ìàãíiòíîãî ïîëÿ Çåìëi ç ìàãíiòíèì ìî-

ìåíòîì ñóïóòíèêà.

Ó ñòàòòÿõ Ë.Ä. Àêóëåíêà, Ä.Ä. Ëåùåíêà, Ô.Ë. ×åðíîóñüêà, À.Ë. Ðà÷èí-

ñüêî¨ [98�100] äîñëiäæó¹òüñÿ øâèäêèé ðóõ íàâêîëî íåðóõîìî¨ òî÷êè íåñèìå-

òðè÷íîãî âàæêîãî òâåðäîãî òiëà ó ñåðåäîâèùi çi ñïðîòèâîì. Ðóõ òiëà ñêëàäà¹-

òüñÿ ç ðóõiâ Åéëåðà-Ïóàíñî íàâêîëî âåêòîðà êiíåòè÷íîãî ìîìåíòó ç ïîâiëüíî

ñïàäàþ÷èìè âåëè÷èíàìè êiíåòè÷íîãî ìîìåíòó i êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨, à òàêîæ ç

ðóõîì ñàìîãî âåêòîðà êiíåòè÷íîãî ìîìåíòó. Êóòîâà øâèäêiñòü îáåðòàííÿ âå-

êòîðà êiíåòè÷íîãî ìîìåíòó çàëåæèòü âiä äi¨ ñèëè òÿæiííÿ òà ñèëè ñïðîòèâó

ñåðåäîâèùà.

Ïîðÿä iç çàäà÷àìè ñòàáiëiçàöi¨ êóòîâî¨ øâèäêîñòi îêðåìî¨ óâàãè çàñëó-

ãîâó¹ çàäà÷à îði¹íòàöi¨ òâåðäîãî òiëà B ó çàäàíîìó íàïðÿìêó. Ñóòü çàäà÷i

ïîëÿãà¹ ó âèçíà÷åííi ôóíêöié êåðóâàííÿ, ÿêi äîçâîëÿþòü ñòàáiëiçóâàòè îðòè,

ïîâ'ÿçàíi ç òâåðäèì òiëîì, ó íàïðÿìêó çàäàíèõ íåðóõîìèõ âåêòîðiâ. Ó êíèçi

Â.I. Çóáîâà [101] âñòàíîâëåíî óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi çà Ëÿïóíîâèì

ñòàíó ðiâíîâàãè ñèñòåìè, ùî îïèñàíà äèíàìi÷íèìè ðiâíÿííÿìè Åéëåðà òà êi-

íåìàòè÷íèìè ðiâíÿííÿìè Ïóàññîíà. Òàêîæ îòðèìàíî ôóíêöi¨ êåðóâàííÿ, ïiä

äi¹þ ÿêèõ òâåðäå òiëî çíàõîäèòüñÿ â îäíîìó çi ñòàíiâ ðiâíîâàãè, àáî ïðÿìó¹ äî

ñòàíó ðiâíîâàãè àñèìïòîòè÷íî. Òàêîæ ó äàíié êíèçi ïðåäñòàâëåíi ðîçâ'ÿçêè

çàäà÷i îði¹íòàöi¨ îñåé, ïîâ'ÿçàíèõ ç òiëîì, òà çàäà÷i îði¹íòàöi¨ òâåðäîãî òiëà,

ùî ìà¹ ìàõîâèêè.
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Ó ìîíîãðàôiÿõ Â.I. Âîðîòíiêîâà òà Â.Â. Ðóìÿíöåâà [102,103] âåëèêà óâàãà

ïðèäiëÿ¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàííþ ïðèêëàäíèõ íåëiíiéíèõ çàäà÷ ñòiéêîñòi, ñòàáiëiçà-

öi¨ òà êåðóâàííÿ çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ. Çîêðåìà, ðîçãëÿíóòî çàäà÷i ñòàáiëiçàöi¨

ñóïóòíèêà íà îðáiòi â îáìåæåíié ïîñòàíîâöi, êåðóâàííÿ îði¹íòàöi¹þ êîñìi÷íî-

ãî àïàðàòà òà ñóìiæíi çàäà÷i.

Ïèòàííÿ ñòàáiëiçàöi¨ ðiâíîìiðíèõ îáåðòàíü òâåðäîãî òiëà ðîçãëÿíóòî ó ìî-

íîãðàôi¨ [102]. Ó öié ðîáîòi äëÿ ðiâíÿíü Åéëåðà-Ïóàññîíà ïîáóäîâàíî êåðóâàí-

íÿ, ÿêå çàáåçïå÷ó¹ åêñïîíåíöiàëüíó àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü òðèâiàëüíîãî ñòà-

íó ðiâíîâàãè ñèñòåìè, à òàêîæ îäåðæàíî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ, ÿêå ìiíiìiçó¹

êâàäðàòè÷íèé ôóíêöiîíàë ÿêîñòi. Êðiì òîãî, ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ñòàáiëiçàöi¨

íåçáóðåíîãî ðóõó ïî âiäíîøåííþ äî çìiííèõ, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü çáóðåííÿ

îði¹íòàöi¨ îñi îáåðòàííÿ òiëà. Ïðè öüîìó, âçàãàëi êàæó÷è, íå çàáåçïå÷ó¹òüñÿ

ñòàáiëiçàöiÿ âiäíîñíî êóòîâî¨ øâèäêîñòi.

Ó êíèçi Â.Â. Êðåìåíòóëî [104] ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ñòàáiëiçàöi¨ ñòàíó ðiâíî-

âàãè òâåðäîãî òiëà çà äîïîìîãîþ ìàõîâèêiâ. Äëÿ çàïèñó ðiâíÿíü ðóõó ìåõà-

íi÷íî¨ ñèñòåìè äî ðiâíÿíü Åéëåðà-Ïóàññîíà, äîäàþòüñÿ ùå òðè ðiâíÿííÿ, ÿêi

îïèñóþòü îáåðòàëüíèé ðóõ ìàõîâèêiâ. Ïiä ÷àñ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i âñòàíîâëå-

íî, ùî òðèâiàëüíèé ñòàí ðiâíîâàãè ìîæå áóòè ñòàáiëiçîâàíèé â ñèëó ïåâíî¨

íàáëèæåíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü òà çíàéäåíî âiäïîâiäíå êåðóâàííÿ. Òàêîæ äî-

âåäåíî, ùî çi ñòàáiëiçàöi¨ òðèâiàëüíîãî ñòàíó ðiâíîâàãè â ñèëó íàáëèæåíèõ

ðiâíÿíü âèïëèâà¹ ñòàáiëiçàöiÿ â ñèëó ïîâíî¨ ñèñòåìè.

Ó ðîáîòi Î.Ì. Êîâàëüîâà òà Â.Ô. Ùåðáàêà [105] îòðèìàíî íåîáõiäíi òà

äîñòàòíi óìîâè êåðîâàíîñòi ñèñòåìè, ÿêà îïèñó¹ ðóõ òiëà âiäíîñíî öåíòðó ìàñ

ïiä äi¹þ îäíîãî ðåàêòèâíîãî äâèãóíà òà äàíî îöiíêè îáëàñòi êåðîâàíîñòi ïðè

îáìåæåííÿõ íà êåðóâàííÿ.

A. El-Gohary ó ðîáîòi [106] äîñëiäèâ çàäà÷ó îïòèìàëüíî¨ ñòàáiëiçàöi¨ îáåð-

òàíü ñèìåòðè÷íîãî òâåðäîãî òiëà ç âíóòðiøíiìè ðîòîðàìè. Çà äîïîìîãîþ òåî-

ðåìè Áàðáàøèíà-Êðàñîâñüêîãî äîâåäåíî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü íåçáóðåíîãî

ðóõó äàíî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè. Ç óìîâ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ñèñòåìè îòðè-

ìàíî íåëiíiéíå êåðóâàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì.
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Çàäà÷à îði¹íòàöi¨ òâåðäîãî òiëà çà äîïîìîãîþ äâîâèìiðíîãî êåðóâàííÿ äî-

ñëiäæåíà ó ñòàòòi H. Krishnan çi ñïiâàâòîðàìè [107]. Ó öié ðîáîòi äîâåäåíî,

ùî çà äîïîìîãîþ ïîñëiäîâíîñòi ïåðåòâîðåíü ìîæíà ïîáóäóâàòè ñòàáiëiçóþ÷å

êåðóâàííÿ, ÿêå ìà¹ ðîçðèâè. Òàêèé ìåòîä ìîæíà çàñòîñóâàòè, êîëè ïîáóäîâà

íåëiíiéíîãî êåðóâàííÿ êëàñè÷íèìè ìåòîäàìè íåìîæëèâà.

Ó ðîáîòi Î.Â. Ãëàäóíà [108] äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à êåðóâàííÿ òà ñòàáiëi-

çàöi¨ ñóïóòíèêà, ÿêèé íåñå äâà ãiðîäèíè. Ïîáóäîâàíî ôóíêöi¨ êåðóâàííÿ, ÿêi

ñòàáiëiçóþòü êóòîâó øâèäêiñòü ñóïóòíèêà òà çàáåçïå÷óþòü îði¹íòàöiþ ó íà-

ïðÿìêó çàäàíîãî îðòà. Âèõiäíà ñèñòåìà ðiâíÿíü, ùî îïèñó¹ äèíàìiêó ñèñòåìè,

çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, äëÿ ÿêî¨ ñòàáiëiçàöiÿ âèðiøó¹òüñÿ

øëÿõîì âèáîðó âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ. ßê óÿâíi, òàê

i äiéñíi ÷àñòèíè âëàñíèõ ÷èñåë öi¹¨ ìàòðèöi îáèðàþòüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá

ìiíiìiçóâàòè íîðìó êåðóâàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì.

Ó ñòàòòi À.Þ. Àëåêñàíäðîâà [109] ðîçãëÿíóòî òâåðäå òiëî, ÿêå îáåðòà¹òüñÿ

íàâêîëî íåðóõîìî¨ òî÷êè ïiä äi¹þ ìîìåíòó äèñèïàòèâíèõ ñèë òà êåðóþ÷îãî

ìîìåíòó. Ó êàíàëi çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó ¹ çàïiçíåííÿ, ÿêå ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ íå-

ïåðåðâíó îáìåæåíó òà íåâiä'¹ìíó ôóíêöiþ ÷àñó. Çàïðîïîíîâàíî äâà ñïîñîáè

ïîáóäîâè êåðóâàíü, ÿêi çàáåçïå÷óþòü îäíîîñüîâó ñòàáiëiçàöiþ òiëà, òà âèçíà-

÷åíî óìîâè, çà ÿêèõ çàïiçíåííÿ íå ïîðóøó¹ àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü çàäàíîãî

ñòàíó ðiâíîâàãè.

1.5. Âèñíîâêè

Âèêîíàíèé ó äàíîìó ðîçäiëi àíàëiç ëiòåðàòóðè äîçâîëÿ¹ çðîáèòè íàñòóïíi

âèñíîâêè.

1. Ïðîáëåìè ìîäåëþâàííÿ ðóõó ñêëàäíèõ êîñìi÷íèõ àïàðàòiâ ç ïðóæíè-

ìè åëåìåíòàìè çàëèøàþòüñÿ àêòóàëüíèìè ç òî÷êè çîðó ñòâîðåííÿ àäå-

êâàòíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ÿêi ¹ çðó÷íèìè äëÿ çàñòîñóâàííÿ àíà-

ëiòè÷íèõ ìåòîäiâ.

2. Îñíîâíó óâàãó äîñëiäíèêiâ çàäà÷ äèíàìiêè òà êåðóâàííÿ ðóõîì òâåð-
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äèõ òië ç ïðóæíèìè åëåìåíòàìè ðàíiøå áóëî çîñåðåäæåíî íà ñèñòåìàõ,

ó ÿêèõ êîëèâàííÿ ïðè¹äíàíèõ ìàñ îïèñóâàëîñÿ çà äîïîìîãîþ ìîäåëi

ïðóæíî¨ áàëêè. Ó öüîìó íàïðÿìêó áóëî îòðèìàíî çìiñòîâíi ðåçóëüòàòè

ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷ êåðóâàííÿ òà ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó [83,86,89,90,110]

òà ií. Çîêðåìà, äîñëiäæåíî ïðîáëåìó �ïàðàçèòíî¨� ãåíåðàöi¨ íåêåðîâà-

íèõ ìîäàëüíèõ êîîðäèíàò çà ðàõóíîê çîñåðåäæåíîãî êåðóâàííÿ ïåð-

øèìè ìîäàëüíèìè ãàðìîíiêàìè (ïðîáëåìà �control spillover�) [111].

Îäèí iç ñó÷àñíèõ íàïðÿìêiâ äîñëiäæåíü äèíàìiêè òâåðäèõ òië ç ïðó-

æíèìè åëåìåíòàìè ïîâ'ÿçàíî ç âèâ÷åííÿì ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì, ó ÿêèõ

êîëèâàííÿ ïðè¹äíàíèõ ìàñ îïèñó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ìîäåëåé ïðó-

æíèõ ïëàñòèí [2, 22,68,84,85,95] òà ií.

3. Âàæëèâå òåîðåòè÷íå i ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ ìàþòü äîñëiäæåííÿ çà-

äà÷ êåðîâàíîñòi ïðóæíèõ ïëàñòèí çà ðàõóíîê êåðóâàííÿ îáåðòàííÿ-

ìè òiëà-íîñiÿ. Äî òåïåðiøíüîãî ÷àñó öÿ çàäà÷à íå îòðèìàëà ïîâíîãî

ðîçâ'ÿçêó ç óðàõóâàííÿì íåñêií÷åííîãî ñïåêòðó êîëèâàíü ïëàñòèíè. Ó

öüîìó íàïðÿìêó çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì ïèòàííÿ ïðî êîíñòðóêòèâíå

çîáðàæåííÿ ìíîæèíè äîñÿæíîñòi áàãàòî÷àñòîòíèõ ñèñòåì ïðè âèêî-

ðèñòàííi ãëàäêèõ ôóíêöié êåðóâàííÿ.

4. Ðîçâèòîê ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ñòàáiëi-

çàöi¨ ñóòò¹âî íåëiíiéíèõ ñèñòåì, ùî îïèñóþòüñÿ äèôåðåíöiàëüíèìè

ðiâíÿííÿìè ó íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ, ¹ âàæëèâèì íàóêîâèì

çàâäàííÿì. Òàêîæ àêòóàëüíèìè çàëèøàþòüñÿ çàäà÷i ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó

ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òâåðäîãî òiëà òà ïðóæíî¨ ïëà-

ñòèíè, ÿêà îáåðòà¹òüñÿ ïiä äi¹þ êåðóþ÷èõ ìîìåíòiâ.

5. Ïðåäñòàâëÿþòü çíà÷íèé òåîðåòè÷íèé iíòåðåñ çàäà÷i ñèíòåçó êåðóâàí-

íÿ äëÿ ìîäåëåé ïðóæíèõ ñèñòåì iç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè. Îòðè-

ìàíi ïðè ðîçâ'ÿçàííi öèõ çàäà÷ êåðóâàííÿ ìàþòü êîìïåíñóâàòè âïëèâ

çîâíiøíiõ çáóðåíü íà êîëèâàííÿ ïðóæíèõ åëåìåíòiâ òà îïòèìiçóâàòè

ðóõ âiäïîâiäíî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ó öiëîìó.
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ÐÎÇÄIË 2

ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÄÎÑËIÄÆÅÍÜ

2.1. Ðiâíÿííÿ âiäíîñíîãî ðóõó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè

2.1.1. Òåîðåìà ïðî äîäàâàííÿ ïðèñêîðåíü ó ñèñòåìi êîîðäèíàò,

ùî îáåðòà¹òüñÿ. Ðîçãëÿíåìî ðóõ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êèM âiäíîñíî äâîõ ïðÿ-

ìîêóòíèõ äåêàðòîâèõ ñèñòåì êîîðäèíàò Oxyz òà O′x′y′z′ (Ðèñ. 2.1). Íåõàé

ñèñòåìà Oxyz ¹ iíåðöiàëüíîþ (íåðóõîìîþ), à iíøà � O′x′y′z′ ðóõà¹òüñÿ âiäíî-

ñíî ïåðøî¨ äîâiëüíèì ÷èíîì. Ðóõ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè âiäíîñíî iíåðöiàëüíî¨

ñèñòåìè áóäåìî íàçèâàòè àáñîëþòíèì, à ðóõ òî÷êè M ó ñèñòåìi O′x′y′z′ �

âiäíîñíèì ðóõîì.

Ðèñ. 2.1. Ìàòåðiàëüíà òî÷êà ó äâîõ ñèñòåìàõ âiäëiêó

Îäèíè÷íi âåêòîðè (îðòè), ùî âèçíà÷àþòü äîäàòíié íàïðÿìîê îñåé íå-

ðóõîìî¨ òà ðóõîìî¨ ñèñòåì êîîðäèíàò ïîçíà÷èìî, âiäïîâiäíî, ÷åðåç ei òà e′i

(i = 1, 3). Ïîëîæåííÿ òî÷êè M âiäíîñíî íåðóõîìî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò âèçíà-

÷èìî ðàäióñ-âåêòîðîì r = xe1+ye2+ze3, à âiäíîñíî ðóõîìî¨ � ðàäióñ-âåêòîðîì

r′ = x′e′1+ y′e′2+ z′e′3, äå x, y, z òà x
′, y′, z′ � êîîðäèíàòè òî÷êè M â öèõ ñèñòå-

ìàõ.
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Ç Ðèñ. 2.1. âèäíî, ùî

r = r0 + r′ = r0 + x′e′1 + y′e′2 + z′e′3, (2.1)

äå r0 � ðàäióñ-âåêòîð, ùî ç'¹äíó¹ ïî÷àòîê íåðóõîìî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò O ç

ïî÷àòêîì O′ ðóõîìî¨ ñèñòåìè.

Øâèäêiñòü òî÷êè M âiäíîñíî íåðóõîìî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò íàçèâà¹òüñÿ

àáñîëþòíîþ øâèäêiñòþ òà äîðiâíþ¹

v =
dr

dt
=

dx

dt
e1 +

dy

dt
e2 +

dz

dt
e3. (2.2)

Ç (2.1) âèïëèâà¹, ùî

v = v0 +

(
dx′

dt
e′1 +

dy′

dt
e′2 +

dz′

dt
e′3

)
+

(
x′
de′1
dt

+ y′
de′2
dt

+ z′
de′3
dt

)
, (2.3)

äå v0 =
dr0
dt

� àáñîëþòíà øâèäêiñòü ðóõîìî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ó ¨¨ ïîñòó-

ïàëüíîìó ðóñi. Âåêòîð

vr =
dx′

dt
e′1 +

dy′

dt
e′2 +

dz′

dt
e′3 (2.4)

àíàëîãi÷íî äî (2.2) âèçíà÷à¹ øâèäêiñòü òî÷êè M âiäíîñíî ðóõîìî¨ ñèñòåìè

êîîðäèíàò. Öåé âåêòîð ¹ âiäíîñíîþ øâèäêiñòþ òî÷êè M .

Çìiíà îðòiâ e′1, e
′
2 òà e′3 ðóõîìî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ìîæå áóòè âèêëèêàíà

ëèøå òèì, ùî öÿ ñèñòåìà ðóõà¹òüñÿ íå òiëüêè ïîñòóïàëüíî, àëå ùå é îäíî÷à-

ñíî îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî òî÷êè O′. Òîäi âåêòîðè
de′1
dt

,
de′2
dt

òà
de′3
dt

¹ ëiíiéíèìè

øâèäêîñòÿìè êiíöiâ âiäïîâiäíèõ îäèíè÷íèõ âiäðiçêiâ ó öüîìó îáåðòàëüíîìó

ðóñi. ßêùî êóòîâà øâèäêiñòü ðóõîìî¨ ñèñòåìè äîðiâíþ¹ ω, òî

de′1
dt

= ω3e
′
2 − ω2e

′
3 = ω × e′1,

de′2
dt

= ω1e
′
3 − ω3e

′
1 = ω × e′2,

de′3
dt

= ω2e
′
1 − ω1e

′
2 = ω × e′3,

(2.5)

äå ω1, ω2, ω3 � ïðîåêöi¨ âåêòîðà êóòîâî¨ øâèäêîñòi ω íà îñi ñèñòåìè O′x′y′z′.
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Òîäi òðåòié äîäàíîê ç (2.3) ç óðàõóâàííÿì (2.5) ìîæíà ïåðåïèñàòè íàñòó-

ïíèì ÷èíîì

x′
de′1
dt

+ y′
de′2
dt

+ z′
de′3
dt

= ω × x′e′1 + ω × y′e′2 + ω × z′e′3 = ω × r′. (2.6)

Íà îñíîâi ñïiââiäíîøåíü (2.4) òà (2.6) ðiâíÿííÿ (2.3) ìîæíà ïðåäñòàâèòè

ôîðìóëîþ

v = v0 + ω × r′ + vr. (2.7)

Ñóìà ïåðøèõ äâîõ äîäàíêiâ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (2.7) ïðåäñòàâëÿ¹ ñî-

áîþ àáñîëþòíó øâèäêiñòü òî÷êè ðóõîìî¨ ñèñòåìè, ÷åðåç ÿêó â äàíèé ìîìåíò

÷àñó ïðîõîäèòü ìàòåðiàëüíà òî÷êà M . Öþ øâèäêiñòü íàçèâàþòü ïåðåíîñíîþ

øâèäêiñòþ òî÷êè M òà ïîçíà÷àþòü

ve = v0 + ω × r′. (2.8)

Òàêèì ÷èíîì, àáñîëþòíà øâèäêiñòü òî÷êè M äîðiâíþ¹ ñóìi ïåðåíîñíî¨ òà

âiäíîñíî¨ øâèäêîñòåé:

v = ve + vr. (2.9)

Âèçíà÷èìî àáñîëþòíå ïðèñêîðåííÿ òî÷êè M , òîáòî ïðèñêîðåííÿ ïî âiä-

íîøåííþ äî íåðóõîìî¨ iíåðöiàëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó:

a =
dv

dt
. (2.10)

Ç ðiâíÿíü (2.9) òà (2.8) âèïëèâà¹, ùî

a = a0 + ω̇ × r′ + ω × ṙ′ + ω × vr + ar, (2.11)

äå a0 = v̇0 � ïðèñêîðåííÿ ðóõîìî¨ ñèñòåìè ó ¨¨ ïîñòóïàëüíîìó ðóñi, ω̇ � êó-

òîâå ïðèñêîðåííÿ ðóõîìî¨ ñèñòåìè, ar =
d2x′

dt2
e′1 +

d2y′

dt2
e′2 +

d2z′

dt2
e′3 � âiäíîñíå

ïðèñêîðåííÿ (ïðèñêîðåííÿ ïî âiäíîøåííþ äî ðóõîìî¨ ñèñòåìè) òî÷êè M .

Ç ôîðìóë (2.3) òà (2.7) âèäíî, ùî

ṙ′ = ω × r′ + vr.
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Òîìó ðiâíÿííÿ (2.11) ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

a = a0 + ω̇ × r′ + ω × (ω × r′) + 2(ω × vr) + ar, (2.12)

àáî

a = ae + ar + aCor, (2.13)

äå ae = a0 + ω̇ × r′ + ω × (ω × r′) � ïåðåíîñíå ïðèñêîðåííÿ òî÷êè M , aCor =

= 2(ω × vr) � ïðèñêîðåííÿ Êîðiîëiñà, àáî ïîâîðîòíå ïðèñêîðåííÿ òî÷êè M ,

çóìîâëåíå îáåðòàííÿì ðóõîìî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Êîðiîëiñîâå ïðèñêîðåííÿ

ìà¹ ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ, ÿêùî âiäíîñíà øâèäêiñòü òî÷êè vr ¹ ïåðïåíäè-

êóëÿðíîþ äî âåêòîðà ω êóòîâî¨ øâèäêîñòi ðóõîìî¨ ñèñòåìè. ßêùî êóò ìiæ

âåêòîðàìè vr òà ω äîðiâíþ¹ 0 àáî π, òî ïðèñêîðåííÿ Êîðiîëiñà äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òàêèì ÷èíîì, ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.1. [112, c.82] Àáñîëþòíå ïðèñêîðåííÿ òî÷êè äîðiâíþ¹ ãåîìå-

òðè÷íié ñóìi ¨¨ ïåðåíîñíîãî ïðèñêîðåííÿ ae, âiäíîñíîãî ar òà ïðèñêîðåííÿ

Êîðiîëiñà aCor.

2.1.2. Ïðèíöèï Ä'Àëàìáåðà. Îäíèì ç íàéâàæëèâiøèõ ïðèíöèïiâ ìå-

õàíiêè ¹ ïðèíöèï Ä'Àëàìáåðà, ÿêèé äîçâîëÿ¹ ïåðåíåñòè çàñîáè i ìåòîäè ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ ñòàòè÷íèõ çàäà÷ íà çàäà÷i äèíàìiêè. Çîêðåìà, âií äîçâîëÿ¹ ñòàòè÷íè-

ìè ìåòîäàìè âèçíà÷èòè äèíàìi÷íi ðåàêöi¨.

Íåõàé íà ìàòåðiàëüíó òî÷êóM , ùî ìà¹ ìàñóm, äi¹ ñèñòåìà àêòèâíèõ ñèë,

ðiâíîäiéíó ÿêèõ ïîçíà÷èìî Fa, i ðåàêöiÿ çâ'ÿçêiâ R (ÿêùî òî÷êà íå ¹ âiëüíîþ).

Ïiä äi¹þ öèõ ñèë òî÷êà áóäå ðóõàòèñÿ ïî âiäíîøåííþ äî iíåðöiàëüíî¨ ñèñòåìè

âiäëiêó Oxyz ç äåÿêèì ïðèñêîðåííÿì a. Âèçíà÷èìî âåêòîð

J = −ma, (2.14)

ÿêèé ÷èñåëüíî äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàñè íà ïðèñêîðåííÿ òî÷êè òà íàïðàâëåíèé

ïðîòèëåæíî âåêòîðó ïðèñêîðåííÿ. Âåêòîð J ìà¹ ðîçìiðíiñòü ñèëè i íàçèâà-

¹òüñÿ Ä'Àëàìáåðîâîþ ñèëîþ iíåðöi¨ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè. Òîäi ðóõ òî÷êè ìà¹

íàñòóïíó âëàñòèâiñòü: ÿêùî â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó äî äiþ÷èõ íà òî÷êó
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àêòèâíèõ ñèë i ðåàêöié çâ'ÿçêiâ äîäàòè ñèëó iíåðöi¨, òî îòðèìàíà ñèñòåìà

ñèë áóäå çðiâíîâàæåíîþ, òîáòî Fa +R + J = 0.

Îñòàíí¹ ïîëîæåííÿ âèðàæà¹ ïðèíöèï Ä'Àëàìáåðà äëÿ ìàòåðiàëüíî¨ òî-

÷êè. Ðîçãëÿíåìî ìåõàíi÷íó ñèñòåìó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç n ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê

òà ñôîðìóëþ¹ìî äëÿ íå¨ ïðèíöèï Ä'Àëàìáåðà.

Ïðèíöèï Ä'Àëàìáåðà. [113, c.37] Ïiä ÷àñ ðóõó ñèñòåìè áóäü-ÿêå ¨¨ ïî-

ëîæåííÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, ÿêùî äî àêòèâíèõ

ñèë, ùî äiþòü íà ñèñòåìó â öüîìó ïîëîæåííi, äîäàòè ôiêòèâíi ñèëè iíåð-

öi¨.

Âèõîäÿ÷è ç äàíîãî ïðèíöèïó, äëÿ êîæíî¨ i-¨ òî÷êè ñèñòåìè ïðè i = 1, n

âiðíîþ ¹ ðiâíiñòü:

Fi +Ri + Ji = 0, (2.15)

äå Fi � äiþ÷à íà òî÷êó àêòèâíà ñèëà, Ri � ðåàêöiÿ íàêëàäåíèõ íà òî÷êó

çâ'ÿçêiâ, Ji = −miai � ñèëà iíåðöi¨ òî÷êè.

Ç ôîðìóëè (2.15) âèäíî, ùî ïðèíöèï Ä'Àëàìáåðà åêâiâàëåíòíèé îñíîâíî-

ìó ðiâíÿííþ äèíàìiêè, i íàâïàêè, ç îñíîâíîãî ðiâíÿííÿ äèíàìiêè âèïëèâà¹

äàíèé ïðèíöèï. Äiéñíî, ÿêùî ó ðiâíîñòi (2.15) ïåðåíåñòè âåêòîð Ji = −miai ó

iíøó ÷àñòèíó ðiâíîñòi, òî îòðèìà¹ìî äðóãèé çàêîí Íüþòîíà: Fi +Ri = miai.

2.2. Çàäà÷i êåðîâàíîñòi òà îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ëiíiéíèìè

ñèñòåìàìè

2.2.1. Êåðîâàíiñòü ëiíiéíèõ ñèñòåì. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü

dxi(t)

dt
=

n∑
j=1

aijxj(t) +
m∑
k=1

bikuk(t), i = 1, n, (2.16)

äå xi(t) � ôóíêöi¨, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü ñòàí ñèñòåìè, à uk(t) � êåðóþ÷i âïëèâè

ó ìîìåíò ÷àñó t.

Ðiâíÿííÿ (2.16) ¹ ëiíiéíèìè àâòîíîìíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè

çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ðiâíÿííÿ ó âàðiàöi-
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ÿõ âiäíîñíî âñòàíîâëåíîãî ðóõó àáî âiäíîñíî ñòàíó ðiâíîâàãè äåÿêî¨ ñèñòåìè

ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê.

Ñèñòåìà (2.16) åêâiâàëåíòíà âåêòîðíîìó äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííþ

ẋ(t) = Ax+Bu, (2.17)

äå x(t) = (x1, . . . , xn)
T ∈ Rn � ôàçîâèé âåêòîð, ùî âèçíà÷à¹ ñòàí ñèñòåìè,

u = (u1, . . . , um)
T ∈ Rm � ïðèêëàäåíi äî ñèñòåìè êåðóâàííÿ, A = (aij) òà

B = (bik) � ìàòðèöi çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi ìàþòü ðîçìiðíîñòi n × n

òà n×m, âiäïîâiäíî.

Î÷åâèäíî, ùî ïî÷àòîê êîîðäèíàò x = 0 ¹ ñòàíîì ðiâíîâàãè äëÿ âiëüíî¨

àáî íåêåðîâàíî¨ ñèñòåìè, äëÿ ÿêî¨ u ≡ 0. Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ êåðîâàíîñòi

àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè.

Îçíà÷åííÿ 2.1. [114, c.91] Cèñòåìà (2.17) íàçèâà¹òüñÿ êåðîâàíîþ, ÿêùî

äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ òî÷îê x0 òà x1 ç Rn iñíó¹ ïðèïóñòèìå îáìåæåíå âèìiðíå

êåðóâàííÿ u(t) íà âiäðiçêó t ∈ [0; t1] òàêå, ùî ñèñòåìà (2.17) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

x(t), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâi óìîâè x(0) = x0, x(t1) = x1.

Ðîçãëÿíåìî ëåìó ïðî iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòå-

ìè ç êåðóâàííÿì.

Ëåìà 2.1. Íåõàé t1 > 0, u(t) ∈ L∞[0; t1] � ïðèïóñòèìå êåðóâàííÿ, x0 ∈ Rn.

Òîäi çàäà÷à Êîøi

ẋ(t) =Ax(t) +Bu(t), t ∈ [0; t1],

x(0) = x0

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

x(t;x0, u) = etAx0 +

t∫
0

e(t−s)ABu(s)ds, t ∈ [0; t1], (2.18)

äå etA =
∞∑
k=0

tk

k!
Ak � çáiæíèé ðÿä, ÿêèé äîïóñêà¹ ïî÷ëåííå äèôåðåíöiþâàííÿ

òà iíòåãðóâàííÿ [115].
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Ñôîðìóëþ¹ìî êðèòåðié êåðîâàíîñòi àâòîíîìíî¨ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè (êðèòå-

ðié Êàëìàíà).

Òåîðåìà 2.2 (Êðèòåðié Êàëìàíà). [114, c.91] Àâòîíîìíà ëiíiéíà ñè-

ñòåìà (2.17) â Rn êåðîâàíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

rank(B,AB, ..., An−1B) = n. (2.19)

2.2.2. Ïðèíöèï ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà äëÿ ñèñòåì ç iíòåãðàëü-

íèì ôóíêöiîíàëîì ÿêîñòi. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü

ẋ = f(x, u), (2.20)

äå x ∈ X ⊆ Rn � ôàçîâi çìiííi, u ∈ U ⊆ Rm, f ∈ C1(X × U). Äëÿ ïðè-

ïóñòèìîãî êåðóâàííÿ u(t), ÿêå ¹ âèìiðíîþ îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ íà âiäðiçêó

t ∈ [t0, t1], ïðè áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ x(t0) = ξ0 îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹-

òüñÿ ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè x(t; ξ0, u).

Ïðèïóñòèìî, ùî çàäàíî ôóíêöiîíàë

J(ξ0, u) =

t1∫
t0

f0 (x(t; ξ0, u), u(t)) dt, (2.21)

äå f0 � ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè iñíóâàííÿ iíòåãðàëà (2.21) äëÿ áóäü-

ÿêîãî ïî÷àòêîâîãî ñòàíó x0 ∈ X òà ïðèïóñòèìîãî êåðóâàííÿ u(t).

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíó çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ [116, c.18]:

íåõàé ó ôàçîâîìó ïðîñòîði X çàäàíî äâi òî÷êè ξ0 ∈ X òà ξ1 ∈ X. Òîäi ñåðåä

óñiõ ïðèïóñòèìèõ êåðóâàíü u = u(t), ÿêi ïåðåâîäÿòü ôàçîâó òî÷êó ç ïîëî-

æåííÿ ξ0 ó ξ1 çíàéòè òàêå, äëÿ ÿêîãî ôóíêöiîíàë J(ξ0, u) ïðèéìà¹ íàéìåíøå

ìîæëèâå çíà÷åííÿ.

×àñ t1 ìîæå áóòè ôiêñîâàíèì àáî âiëüíèì. Êåðóâàííÿ u = u(t), ÿêå ðîçâ'ÿ-

çó¹ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, íàçèâàþòü îïòèìàëüíèì, à âiäïîâiäíó

éîìó êðèâó x(t; ξ0, u) � îïòèìàëüíîþ òðà¹êòîði¹þ. Ôóíêöiîíàë J(ξ0, u) íàçè-

âàþòü ôóíêöiîíàëîì ÿêîñòi [116].
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Íàâåäåìî òåîðåìó, ÿêà äà¹ ìîæëèâiñòü ðîçâ'ÿçàòè ñôîðìóëüîâàíó îñíîâíó

çàäà÷ó. Äëÿ öüîãî äîäàìî äî çìiííèõ ñòàíó x = (x1, . . . , xn)
T øòó÷íó çìiííó

x0 ç äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

ẋ0 = f0(x, u),

äå f0 = f0 (x(t; ξ0, u), u(t)). Ïîçíà÷èìî f(x, u) = (f1(x, u), ..., fn(x, u))
T . Òîäi

äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi

ẋi = fi(x,u), i = 1, n, t ∈ [t0; t1],

x0(t0) = 0, x(t0) = ξ0,

âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü

x0(t1) =

t1∫
t0

f0 (x(t; ξ0, u), u(t)) dt.

Ââåäåìî ñïðÿæåíi çìiííi p0, ..., pn, x1, ...xn, u òà ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ Ãà-

ìiëüòîíà:

H(p0, ..., pn, x1, ...xn, u) =
n∑

j=0

pjfj(x, u). (2.22)

Çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ H çàïèøåìî ãàìiëüòîíîâó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü:
dxi
dt

=
∂H

∂pi
,

dpi
dt

= −∂H

∂xi
, i = 0, n. (2.23)

Ñèñòåìà (2.23) ìiñòèòü 2n + 2 çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî

ôóíêöié x0(t), ..., xn(t) òà p0(t), ..., pn(t).

Òåîðåìà 2.3 (Ïðèíöèï ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà). [116, c.25] Íåõàé

u = ũ(t) ïðè t ∈ [t0, t1] � òàêå ïðèïóñòèìå êåðóâàííÿ, ùî âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà x(t1; ξ0, ũ(t)) = ξ1. Äëÿ îïòèìàëüíîñòi êåðóâàííÿ ũ(t) i òðà¹êòî-

ði¨ x̃(t) = x(t; ξ0, u(t)) íåîáõiäíî iñíóâàííÿ òàêî¨ íåíóëüîâî¨ íåïåðåðâíî¨

âåêòîð-ôóíêöi¨

p(t) = (p0(t), ..., pn(t)),

ùî x = x̃(t), p(t), u = ũ(t) çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó (2.23) òà âèêîíóþòüñÿ

óìîâè:
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1. H(p(t), x̃(t), ũ(t)) = sup
u∈U

H(p(t), x̃(t), u), t ∈ [t0, t1];

2. p0(t1) 6 0, sup
u∈U

H(p(t1), x̃(t1), u) = 0.

ßêùî âåëè÷èíè x = x̃(t), p(t), u = ũ(t) çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó (2.23) òà

óìîâó 1, òî p0(t) ≡ const, sup
u∈U

H(p(t), x̃(t), u) ≡ const, òîáòî óìîâó 2

ìîæíà ïåðåâiðèòè äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ [t0, t1].

2.3. Çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ íàïiâãðóï ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ äî

ñèñòåì iç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè

Ðóõ áàãàòüîõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì iç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè ìîæíà

îïèñàòè ðiâíÿííÿìè â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, à ïðåäñòàâëåííÿ òàêèõ ðiâíÿíü

ó íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ ïîâ'ÿçàíî ç âèêîðèñòàííÿì íåîáìåæåíèõ

îïåðàòîðiâ äèôåðåíöiþâàííÿ. Òîìó ìåòîäèêà äîñëiäæåíü, ÿêà çàñòîñîâóâà-

ëàñü äî îáìåæåíèõ ïîðîäæóþ÷èõ îïåðàòîðiâ, íå ìîæå áóòè áåçïîñåðåäíüî

çàñòîñîâàíà äî ìîäåëåé ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì iç ïðóæíèìè åëåìåíòàìè.

Åôåêòèâíèì ïiäõîäîì äî äîñëiäæåííÿ ðóõó ñèñòåì iç ðîçïîäiëåíèìè ïà-

ðàìåòðàìè íà íåñêií÷åííîìó ïðîìiæêó ÷àñó ¹ òåîðiÿ íåïåðåðâíèõ íàïiâãðóï

îïåðàòîðiâ ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði. Òàêèé ïiäõiä äà¹ ìîæëèâiñòü äîâîäèòè

iñíóâàííÿ òà êîðåêòíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi ñïèðàþ÷èñü íà âëàñòèâîñòi

äèñèïàòèâíîñòi ïîðîäæóþ÷îãî îïåðàòîðà, àáî çà äîïîìîãîþ îöiíêè íîðìè

éîãî ðåçîëüâåíòè.

Íåõàé E � áàíàõiâ ïðîñòið ç íîðìîþ ∥ · ∥. Ó äàíîìó ïðîñòîði ðîçãëÿíåìî

äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ
dx(t)

dt
= Ax(t), (2.24)

äå A : D(A) −→ E � ëiíiéíèé îïåðàòîð, ÿêèé ìà¹ ùiëüíó â E îáëàñòü âèçíà-

÷åííÿ D(A), x(t) ∈ E.

Îçíà÷åííÿ 2.2. [117, c.38] Ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.24) íà âiäðiçêó [0, T ]

íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ x(t), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

1) x(t) ∈ D(A) ïðè âñiõ t ∈ [0, T ];

2) â êîæíié òî÷öi t ∈ [0, T ] iñíó¹ ñèëüíà ïîõiäíà d
dtx(t) ôóíêöi¨ x(t);
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3) ðiâíÿííÿ (2.24) çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ ïðè âñiõ t ∈ [0, T ].

Ðîçâ'ÿçîê òàêîãî òèïó áóäåìî íàçèâàòè êëàñè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

(2.24). Ïiä çàäà÷åþ Êîøi íà âiäðiçêó [0, T ] áóäåìî ðîçóìiòè çàäà÷ó ïðî çíà-

õîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2.24) íà [0, T ], ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó

óìîâó

x(0) = x0 ∈ D(A). (2.25)

Îçíà÷åííÿ 2.3. [117, c.38] Çàäà÷à Êîøi êîðåêòíà íà âiäðiçêó [0, T ],

ÿêùî: 1) ïðè áóäü-ÿêîìó x0 ∈ D(A) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.24),

(2.25) íà [0, T ];

2) ç óìîâ xn(0) −→ 0, xn(0) ∈ D(A), äëÿ âiäïîâiäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ xn(t) âèïëè-

âà¹, ùî xn(t) −→ 0 ïðè áóäü-ÿêîìó t ∈ [0, T ].

Çàóâàæåííÿ 2.1. [117, c.39] Ç êîðåêòíîñòi çàäà÷i Êîøi (2.24), (2.25)

íà áóäü-ÿêîìó âiäðiçêó [0, T ], T > 0, âèïëèâà¹ êîðåêòíiñòü çàäà÷i íà âñié

ïiââiñi [0;∞).

ßêùî çàäà÷à Êîøi êîðåêòíà íà ïiââiñi [0;∞), òî äëÿ êîæíîãî t > 0 âè-

çíà÷åíî îïåðàòîð M(t), ÿêèé ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåíòó x0 ∈ D(A)

çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó x(t) çàäà÷i (2.24), (2.25) ó ìîìåíò ÷àñó t:

x(t) = M(t)x0, t ∈ [0;∞). (2.26)

ÎïåðàòîðM(t) ¹ àäèòèâíèì òà îäíîðiäíèì, òàê ÿê ðiâíÿííÿ (2.24) ¹ ëiíié-

íèì òà âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü 1) ç îçíà÷åííÿ 2.3. Êðiì òîãî, ç âëàñòèâîñòi 2)

îçíà÷åííÿ 2.3 âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà M(t). Òàê ÿê D(A) ùiëüíà

â E, òî îïåðàòîð M(t) ìîæå áóòè ðîçøèðåíî äî ëiíiéíîãî îáìåæåíîãî îïåðà-

òîðà, âèçíà÷åíîãî íà âñüîìó ïðîñòîði E. Ðîçøèðåíèé îïåðàòîð òàêîæ áóäåìî

ïîçíà÷àòè ÷åðåç M(t).

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ áóäü-ÿêî¨ êîðåêòíî¨ çàäà÷i Êîøi íà [0;∞) iñíó¹ îäíî-

ïàðàìåòðè÷íå ñiìåéñòâî ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ M(t) : E −→ E ïðè

t > 0, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ôîðìóëà (2.26) âèçíà÷à¹ êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çà-

äà÷i Êîøi ïðè x0 ∈ D(A).



44

Äëÿ äîâiëüíîãî x0 ∈ E ôóíêöiþ x(t) = M(t)x0 áóäåìî íàçèâàòè óçàãàëü-

íåíèì ðîçâ'ÿêîì ðiâíÿííÿ (2.24).

Îçíà÷åííÿ 2.4. [118, c.4] Îäíîïàðàìåòðè÷íå ñiìåéñòâî {M(t)}t>0 ëi-

íiéíèõ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ M(t) : E −→ E íàçèâà¹òüñÿ ñèëüíî íåïå-

ðåðâíîþ íàïiâãðóïîþ ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ (C0-íàïiâãðóïîþ) â E,

ÿêùî

1) M(0) = I, I � îäèíè÷íèé îïåðàòîð ó E;

2) M(t+ s) = M(t)M(s) äëÿ óñiõ t, s > 0;

3) lim
t→+0

M(t)x = x äëÿ óñiõ x ∈ E.

Îçíà÷åííÿ 2.5. [118, c.1] Ëiíiéíèé îïåðàòîð A : D(A) −→ E íàçèâà¹-

òüñÿ iíôiíiòåçèìàëüíèì ãåíåðàòîðîì ïiâãðóïè îïåðàòîðiâ {M(t)}t>0, ÿêùî

âií âèçíà÷åíèé ñïiââiäíîøåííÿì

Ax = lim
t→+0

M(t)x− x

t
, x ∈ D(A), (2.27)

äå D(A) = {x ∈ E : lim
t→+0

M(t)x− x

t
iñíó¹}.

Òåîðåìà 2.4. [118, c.4] Íåõàé {M(t)}t>0 � C0-íàïiâãðóïà ëiíiéíèõ îïå-

ðàòîðiâ ó E. Òîäi iñíóþòü êîíñòàíòè ω > 0 i S > 0 òàêi, ùî

∥M(t)∥ 6 Seωt, 0 6 t 6 ∞. (2.28)

Çàóâàæåííÿ 2.2. [118, c.8] ßêùî ó ôîðìóëi (2.28) ω = 0, òî íàïiâãðóïà

{M(t)}t>0 íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ. ßêùî ω = 0 i M = 1, òî

{M(t)}t>0 íàçèâà¹òüñÿ ñòèñêàþ÷îþ C0-íàïiâãðóïîþ.

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè íàãàäà¹ìî, ùî ÷èñëî λ ∈ C íàçè-

âà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ îïåðàòîðà A, ÿêùî ðiâíÿííÿ

(A− λI)x = y

¹ êîðåêòíèì òà ùiëüíî ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ âiäíîñíî x. Ïîçíà÷èìî ρ(A) � ñóêóïíiñòü

óñiõ ðåãóëÿðíèõ òî÷îê, ÿêó íàçèâàþòü ðåçîëüâåíòíîþ ìíîæèíîþ îïåðà-

òîðà A. ßêùî îïåðàòîð A çàìêíåíèé, òî ρ(A) ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç òèõ λ,

äëÿ ÿêèõ iñíó¹ îáìåæåíèé îïåðàòîð (A− λI)−1.
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Îïåðàòîð (A − λI)−1, ÿêèé ¹ âèçíà÷åíèì ïðè λ ∈ ρ(A), íàçèâà¹òüñÿ ðå-

çîëüâåíòîþ îïåðàòîðà A.

Òåîðåìà 2.5 (Òåîðåìà Õiëë¹-Iîñiäè). [118, c.8] Ëiíiéíèé (íåîáìåæå-

íèé) îïåðàòîð A : D(A) −→ E ¹ iíôiíiòåçèìàëüíèì ãåíåðàòîðîì ñòèñêà-

þ÷î¨ C0-íàïiâãðóïè {M(t)}t>0 ó E òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè:

1) Îïåðàòîð A ¹ çàìêíåíèì òà D(A) = E;

2) Ðåçîëüâåíòíà ìíîæèíà ρ(A) ìiñòèòü iíòåðâàë (0,+∞), i ïðè âñiõ λ > 0

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥(A− λI)−1∥ 6 1

λ
.

ßêùî îïåðàòîð A : D(A) −→ E ¹ iíôiíiòåçèìàëüíèì ãåíåðàòîðîì C0-

íàïiâãðóïè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ â E, òî òàêó íàïiâãðóïó ïîçíà÷àþòü àíàëî-

ãi÷íî äî ðîçâ'ÿçêiâ çâè÷àéíèõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè

êîåôiöi¹íòàìè ñèìâîëîì {etA}t>0.

Ùå îäèí ïiäõiä äî äîñëiäæåííÿ iíôiíiòåçèìàëüíèõ îïåðàòîðiâ ñòèñêàþ÷èõ

ïiâãðóï ïîâ'ÿçàíèé ç âèêîðèñòàííÿì âëàñòèâîñòi äèñèïàòèâíîñòi îïåðàòîðà

A. Äëÿ îïèñàííÿ äàíîãî ïiäõîäó ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿ-

ííÿ (2.24) ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H òà ïîçíà÷èìî ÷åðåç ⟨·, ·⟩ ñêàëÿðíèé
äîáóòîê.

Îçíà÷åííÿ 2.6. [118, c.13] Ëiíiéíèé îïåðàòîð A : D(A) −→ H ç ùiëü-

íîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D(A) â H íàçèâà¹òüñÿ äèñèïàòèâíèì, ÿêùî

Re⟨Ax, x⟩ 6 0,

ïðè x ∈ D(A).

Ïîçíà÷èìî R(I −A) � îáëàñòü çíà÷åíü îïåðàòîðà I −A, òà ñôîðìóëþ¹ìî

òåîðåìó ïðî çâ'ÿçîê ìiæ äèñèïàòèâíèì îïåðàòîðîì òà ñòèñêàþ÷èìè íàïiâ-

ãðóïàìè.

Òåîðåìà 2.6 (Ëþìåðà-Ôiëëiïñà). [118, c.14] Íåõàé ëiíiéíèé îïåðàòîð

A : D(A) −→ H ìà¹ ùiëüíó îáëàñòü âèçíà÷åííÿ â H.

1. ßêùî îïåðàòîð A ¹ äèñèïàòèâíèì òà iñíó¹ òàêå çíà÷åííÿ λ0 > 0, ùî

R(λ0I − A) = H,
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òî A ¹ iíôiíiòåçèìàëüíèì ãåíåðàòîðîì ñòèñêàþ÷î¨ C0-íàïiâãðóïè {M(t)}t>0

ó H.

2. ßêùî A ¹ iíôiíiòåçèìàëüíèì ãåíåðàòîðîì ñòèñêàþ÷î¨ C0-íàïiâãðóïè

{M(t)}t>0 ó H, òî R(λI − A) = H äëÿ áóäü-ÿêîãî λ > 0 i îïåðàòîð A �

äèñèïàòèâíèé.

Îñòàííþ òåîðåìó ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 2.7. [119, c.283] Íåõàé A : D(A) −→ H � ùiëüíî-âèçíà÷åíèé

çàìêíåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð. ßêùî A òà ñïðÿæåíèé äî íüîãî A∗ � äèñèïà-

òèâíi, òî A ¹ iíôiíiòåçèìàëüíèì ãåíåðàòîðîì ñòèñêàþ÷î¨ C0-íàïiâãðóïè

{M(t)}t>0 ó H.

2.4. Ôóíêöiîíàëè Ëÿïóíîâà çi çíàêîñòàëîþ ïîõiäíîþ ó çàäà÷àõ

ñòiéêîñòi ðóõó íåëiíiéíèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì

Ðîçãëÿíåìî àâòîíîìíó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

dx(t)

dt
= f(x(t)), (2.29)

äå f ∈ C1(G), G � îáëàñòü â Rn, 0 ∈ G, x(t) = (x1(t), ...xn(t))
T � ôàçîâèé

âåêòîð, f(x) = (f1(x), ..., fn(x))
T .

Ïðèïóñòèìî, ùî x ≡ 0 � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (îñîáëèâà òî÷êà) (2.29), òîáòî

f(0) = 0. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè (2.29) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

x(0) = x0, x0 ∈ G,

áóäåìî ïîçíà÷àòè x(t, x0).

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.29) iç çà-

ñòîñóâàííÿì ìåòîäó ôóíêöié Ëÿïóíîâà. Íàâåäåìî ðÿä íåîáõiäíèõ îçíà÷åíü

ç [120, c.17].

Îçíà÷åííÿ 2.7. Ôóíêöiÿ V (x) : G −→ R1 íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíüî âèçíà-

÷åíîþ, ÿêùî:

1) V (x) > 0, ∀ x ∈ G \ {0};
2) V (0) = 0.
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Ôóíêöiÿ V (x) : G −→ R1 íàçèâà¹òüñÿ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ, ÿêùî:

1) V (x) < 0, ∀ x ∈ G \ {0};
2) V (0) = 0.

Ôóíêöiÿ V (x) íàçèâà¹òüñÿ çíàêîâèçíà÷åíîþ, ÿêùî âîíà ¹ àáî äîäàòíüî

âèçíà÷åíîþ, àáî âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ.

Îçíà÷åííÿ 2.8. Ôóíêöiÿ V (x) : G −→ R1 íàçèâà¹òüñÿ çíàêîäîäàòíüîþ,

ÿêùî V (x) > 0, ∀ x ∈ G. Ôóíêöiÿ V (x) : G −→ R1 íàçèâà¹òüñÿ çíàêî-

âiä'¹ìíîþ, ÿêùî V (x) 6 0, ∀ x ∈ G. Ôóíêöiÿ V (x) íàçèâà¹òüñÿ çíàêîñòà-

ëîþ, ÿêùî âîíà ¹ çíàêîäîäàòíüîþ àáî çíàêîâiä'¹ìíîþ.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ V (x) ∈ C1(G) â ñèëó ñèñòåìè (2.29)

íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

V̇ (x) =
n∑

j=1

∂V (x)

∂xj
fj(x) = (∇V, f).

Ñôîðìóëþ¹ìî òåîðåìè, ùî âiäïîâiäàþòü íà ïèòàííÿ ïðî ñòiéêiñòü íóëüî-

âîãî ñòàíó ðiâíîâàãè çà óìîâè iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà.

Òåîðåìà 2.8 (Ëÿïóíîâà ïðî ñòiéêiñòü). [120, c.20] ßêùî iñíó¹ äîäà-

òíüî âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ V (x) : G −→ R1, V (x) ∈ C1(G), ïîõiäíà ÿêî¨ â ñèëó

ñèñòåìè (2.29) V̇ (x) ¹ çíàêîâiä'¹ìíîþ, òî ðîçâ'ÿçîê x(t) ≡ 0 ¹ ñòiéêèì çà

Ëÿïóíîâèì.

Òåîðåìà 2.9 (Ëÿïóíîâà ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü). [120, c.21]

ßêùî iñíó¹ äîäàòíüî âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ V (x) : G −→ R1, V (x) ∈ C1(G),

ïîõiäíà ÿêî¨ â ñèëó ñèñòåìè (2.29) V̇ (x) âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà, òî ðîçâ'ÿçîê

x(t) ≡ 0 ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì çà Ëÿïóíîâèì.

Îçíà÷åííÿ 2.9. Ìíîæèíà M ⊆ G íàçèâà¹òüñÿ iíâàðiàíòíîþ äëÿ ñè-

ñòåìè (2.29), ÿêùî äëÿ êîæíîãî x0 ∈ M ìà¹ìî x(t, x0) ∈ M äëÿ âñiõ

t ∈ [0;∞).

Òåîðåìà 2.10 (Áàðáàøèíà-Êðàñîâñüêîãî). [121] Íåõàé iñíó¹ äîäà-

òíüî âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ V (x) ∈ C1(G), V̇ (x) 6 0 ∀ x ∈ G, à ìíîæèíà

K = {x : V̇ (x) = 0} íå ìiñòèòü äîäàòíèõ íàïiâòðà¹êòîðié ñèñòåìè (2.29),
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âiäìiííèõ âiä x = 0. Òîäi ðîçâ'ÿçîê x(t) ≡ 0 ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì çà

Ëÿïóíîâèì.

Òåîðåìà 2.11 (Ïðèíöèï iíâàðiàíòíîñòi Ëà-Ñàëëÿ). [122] Íåõàé

iñíó¹ ôóíêöiÿ V (x) ∈ C1(G) òàêà, ùî V (x) îáìåæåíà çíèçó â G, V̇ (x) 6 0,

G � iíâàðiàíòíà ìíîæèíà, x0 ∈ G, Ω(x0) ⊆ G. Òîäi Ω(x0) ìiñòèòüñÿ ó

iíâàðiàíòíié ïiäìíîæèíi ìíîæèíè KL = {x : V (x) = L, V̇ (x) = 0} ïðè

äåÿêîìó L = const.

Ó ñâî¨é ðîáîòi [123] Î.Ì. Ëÿïóíîâ âèêëàâ ïîñòàíîâêó çàäà÷i ïðî ñòiéêiñòü

çà óñiìà çìiííèìè, àëå âêàçàâ, ùî ìîæíà ðîçãëÿäàòè áiëüø çàãàëüíó çàäà-

÷ó ïðî ñòiéêiñòü ðóõó xs = 0 ïî âiäíîøåííþ äî ÷àñòèíè çìiííèõ x1, ..., xn,

íàïðèêëàä, ïî âiäíîøåííþ äî ïåðøèõ m çìiííèõ x1, ..., xm.

Ðîçãëÿíåìî àâòîíîìíó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó âåêòîðíîìó

âèãëÿäi

ẋ = f(t, x), (2.30)

äå x = (x1, ..., xm, xm+1, ..., xn)
T , f = (f1, ...fm, fm+1, ..., fn)

T , f(t, 0) ≡ 0.

Äîñëiäèìî ïèòàííÿ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêó x = 0 ïî âiäíîøåííþ äî ÷àñòèíè

çìiííèõ x1, ...xm. Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ

∥y∥2 =
m∑
i=1

x2i , ∥z∥2 =
n∑

j=m+1

x2j , ∥x∥2 =
n∑

k=1

x2k = ∥y∥2 + ∥z∥2.

Ïðèïóñòèìî [124], ùî ïðàâi ÷àñòèíè ñèñòåìè (2.30) ¹ íåïåðåðâíèìè òà

çàäîâîëüíÿþòü óìîâi ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ â îáëàñòi t > 0, ∥ y ∥6 H (H =

const > 0), ∥z∥ < +∞. Òàêîæ ïðèïóñêà¹ìî, ùî áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê x(t)

ñèñòåìè (2.30) ìîæå áóòè âèçíà÷åíî ïðè âñiõ t > 0, äëÿ ÿêèõ ∥y(t)∥ 6 H.

Ïîçíà÷èìî x = x(t; t0, x0) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.30), ÿêèé âèçíà÷åíî ïî-

÷àòêîâîþ óìîâîþ x = x(t0; t0, x0) = x0. Ââåäåìî íàñòóïíå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.10. [124, c.15] Ðîçâ'ÿçîê x = 0 ñèñòåìè (2.30) íàçèâà¹òüñÿ

ñòiéêèì çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ (y-ñòiéêèì), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ε > 0 òà

t0 > 0 çíàéäåòüñÿ δ(ε, t0) > 0 òàêå, ùî ç ∥x0∥ < δ âèïëèâà¹ ∥y(t; t0, x0)∥ < ε

äëÿ óñiõ t > t0.
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Îçíà÷åííÿ 2.11. [124, c.16] Ðîçâ'ÿçîê x = 0 ñèñòåìè (2.30) íàçèâà¹òüñÿ

àñèìïòîòè÷íî y-ñòiéêèì, ÿêùî âií ¹ y-ñòiéêèì òà äëÿ áóäü-ÿêîãî t0 > 0

iñíó¹ δ(t0) > 0 òàêå, ùî êîæåí ðîçâ'ÿçîê x(t; t0, x0) ç ∥x0∥ < δ ¹ âèçíà÷åíèì

äëÿ óñiõ t > t0 òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó lim
t−→∞

∥y(t; t0, x0)∥ = 0 .

Îçíà÷åííÿ òà òåîðåìè ïðî ñòiéêiñòü çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ ôîðìóëþþòüñÿ

àíàëîãi÷íî äî òâåðäæåíü ïðî ñòiéêiñòü çà óñiìà çìiííèìè.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ V (t, x) ∈ R. Ïîõiäíà â ñèëó ñèñòåìè äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨

ìà¹ âèãëÿä

V̇ (t, x0) =
d

dτ
V (τ, x(τ ; t, x0))

∣∣∣∣
τ=t

.

Îçíà÷åííÿ 2.12. [124, c.22] Ôóíêöiÿ W (x1, ...xm) ≡ W (y) íàçèâà¹òüñÿ

äîäàòíüî âèçíà÷åíîþ, ÿêùî â îáëàñòi ∥y∥ 6 H âîíà ¹ íåâiä'¹ìíîþ i W = 0

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè y = 0. Ôóíêöiÿ W (y) íàçèâà¹òüñÿ âiä'¹ìíî âèçíà-

÷åíîþ, ÿêùî −W (y) � äîäàòíüî âèçíà÷åíà.

Îçíà÷åííÿ 2.13. [124, c.23] Ôóíêöiÿ V (t, x) íàçèâà¹òüñÿ y-äîäàòíüî âè-

çíà÷åíîþ, ÿêùî iñíó¹ W (y) � äîäàòíüî âèçíà÷åíà i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

V (t, x) > W (y). Ôóíêöiÿ V (t, x) íàçèâà¹òüñÿ y-âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ, ÿêùî

iñíó¹W (y) � äîäàòíüî âèçíà÷åíà i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü −V (t, x) > W (y).

Òåîðåìà 2.12 (Ïðî ñòiéêiñòü çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ). [124, c.28]

ßêùî äëÿ ñèñòåìè (2.30) iñíó¹ òàêà y-äîäàòíüî âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ V (t, x),

ïîõiäíà ÿêî¨ â ñèëó ñèñòåìè V̇ (t, x) 6 0, òî ðîçâ'ÿçîê x = 0 ñèñòåìè ¹

y-ñòiéêèì.

Òåîðåìà 2.13 (Ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ).

[124, c.33] ßêùî äëÿ ñèñòåìè (2.30) iñíó¹ òàêà y-äîäàòíüî âèçíà÷åíà ôóí-

êöiÿ V (t, x), ÿêà äîïóñêà¹ íåñêií÷åííî ìàëó íàéâèùó ãðàíèöþ ïî x1, ..., xk

(m 6 k 6 n), òà ïîõiäíà ÿêî¨ â ñèëó ñèñòåìè âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà âiäíîñíî

x1, ..., xk, òî ðîçâ'ÿçîê x = 0 ñèñòåìè ¹ àñèìïòîòè÷íî y-ñòiéêèì.

Íàâåäåìî òåîðåìó ïðî ÷àñòêîâó àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü òðèâiàëüíîãî ðîç-

â'ÿçêó àáñòðàêòíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Íåõàé E � áàíàõiâ ïðîñòið,
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X � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â E. Ðîçãëÿíåìî àáñòðàêòíó çàäà÷ó Êîøi:

ẋ = Fx, x(0) = x0 ∈ X, (2.31)

äå F : D(F ) −→ E � îïåðàòîð, ùî ïîðîäæó¹ íåïåðåðâíó íàïiâãðóïó íåëiíié-

íèõ îïåðàòîðiâ ó X, D(F ) ⊂ X, 0 ∈ D(F ).

Îçíà÷åííÿ 2.14. [125, c.632] Ðîçâ'ÿçîê x = 0 ðiâíÿííÿ (2.31) íàçèâà-

¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì ïî âiäíîøåííþ äî ôóíêöiîíàëó y, ÿêùî äëÿ

äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå δ(ε) > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x(t) çàäà÷i

(2.31) ç ∥x0∥ < δ âèêîíóþòüñÿ âëàñòèâîñòi:

y(x(t)) < ε ïðè âñiõ t > 0, (2.32)

lim
t→+∞

y(x(t)) = 0. (2.33)

Òåîðåìà 2.14. [125, c.635] Íåõàé F � iíôiíiòåçèìàëüíèé ãåíåðàòîð íå-

ïåðåðâíî¨ íàïiâãðóïè S(t) íåëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ â X, F (0) = 0, i íåõàé

y : X −→ R+ � íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ äèôåðåí-

öiéîâàíèé çà Ôðåøå ôóíêöiîíàë V : E −→ R, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi

óìîâè:

1) äëÿ äåÿêèõ ôóíêöié α1(·), α2(·) ∈ K âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

α1(y(x)) 6 V (x) 6 α2(∥x∥) äëÿ âñiõ x ∈ X,

äå êëàñ K ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ íåïåðåðâíèõ ñòðîãî çðîñòàþ÷èõ ôóíêöié

α : R+ −→ R+, ÿêi ìàþòü âëàñòèâiñòü α(0) = 0;

2) V̇ (x) 6 0 ïðè âñiõ x ∈ D(F );

3) iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó ∥x0∥ < δ âiäïîâiäíà ìíîæèíà∪
t>0

{S(t)x0}

¹ âiäíîñíî êîìïàêòíîþ ó X;

4) ìíîæèíà Ker y = {x ∈ X | y(x) = 0} ¹ iíâàðiàíòíîþ äëÿ (2.31), òîáòî

ÿêùî y(S(τ)x0) = 0, τ > 0, òî y(S(t)x0) = 0 äëÿ âñiõ t ∈ R+;

5) ìíîæèíà

M = {x ∈ D(F ) | V̇ (x) = 0}\Ker y
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íå ìiñòèòü öiëèõ íàïiâòðà¹êòîðié ñèñòåìè (2.31), âèçíà÷åíèõ äëÿ t ∈ R+.

Òîäi îñîáëèâà òî÷êà x0 = 0 ñèñòåìè (2.31) ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîþ ïî

âiäíîøåííþ äî y.
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ÐÎÇÄIË 3

ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÀ ÊÅÐÎÂÀÍIÑÒÜ ÏËÀÑÒÈÍÈ ÊIÐÕÃÎÔÀ

3.1. Ìîäåëü êåðîâàíîãî ðóõó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ç ïðóæíîþ

ïëàñòèíîþ

Ðîçãëÿíåìî ìåõàíi÷íó ñèñòåìó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òâåðäîãî òiëà òà ïðè¹ä-

íàíî¨ äî íüîãî òîíêî¨ ïðóæíî¨ ïëàñòèíè. Ç òâåðäèì òiëîì ïîâ'ÿçàíî äåêàðòî-

âó ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox1x2x3. Òâåðäå òiëî B îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî íåðóõîìî¨

òî÷êè O1 ç êóòîâîþ øâèäêiñòþ ω(t) (Ðèñ. 3.1.).

Ñèñòåìà, ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó ðîáîòi, ÿâëÿ¹ ñîáîþ íàáëèæåíó ìîäåëü ñó-

ïóòíèêà ç ïàíåëëþ ñîíÿ÷íèõ áàòàðåé [37].

 
x1

l1

Ω

O x2l2

O1

B

x3
ω

Ðèñ. 3.1. Òâåðäå òiëî ç òîíêîþ ïðóæíîþ ïëàñòèíîþ

Ïðèïóñòèìî, ùî ïëàñòèíà ìà¹ òîâùèíó h > 0 i â íåäåôîðìîâàíîìó ñòàíi

çàéìà¹ çàìêíåíó îáëàñòü, ÿêà ìà¹ âèãëÿä (x1, x2) ∈ Ω = [0, l1]×[0, l2], |x3| 6
h

2
.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó t ñåðåäèííó ïîâåðõíþ ïëàñòèíè

ìîæíà çàäàòè ðiâíÿííÿì x3 = w(x1, x2, t).

Ùîá îïèñàòè ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ w = w(x1, x2, t) â îáëàñòi Ω, çàñòîñó¹ìî

ìîäåëü Êiðõãîôà êîëèâàííÿ òîíêî¨ ïëàñòèíè [2]:

ρh
∂2w(x1, x2, t)

∂t2
+D△2w(x1, x2, t) = F̃ , x = (x1, x2) ∈ Ω, (3.1)
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äå ∆ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
� îïåðàòîð Ëàïëàñà, ρ > 0 � ãóñòèíà, D > 0 � æîðñòêiñòü

ïëàñòèíè ïðè çãèíàííi, F̃ � ïîïåðå÷íà êîìïîíåíòà çîâíiøíüî¨ ñèëè, ÿêà äi¹

íà ïëàñòèíó. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ïëàñòèíà øàðíiðíî çàêðiïëåíà íà ãðàíèöi

îáëàñòi Ω (íà ÷àñòèíàõ êîíòóðó âiäñóòíi ïðîãèí òà çãèíàþ÷èé ìîìåíò), òîáòî

êîìïîíåíòè âåêòîðà ïåðåìiùåííÿ i âåêòîðà ãðàíè÷íèõ ñèë äîðiâíþþòü íóëþ

íà ∂Ω [2]:

w(x1, x2, t)|∂Ω = 0, (3.2)

∂2w(x1, x2, t)

∂x21
+ ν

∂2w(x1, x2, t)

∂x22

∣∣∣∣
x1=0, x1=l1

= 0, (3.3)

∂2w(x1, x2, t)

∂x22
+ ν

∂2w(x1, x2, t)

∂x21

∣∣∣∣
x2=0, x2=l2

= 0, (3.4)

äå ν � êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà, ÿêèé ïîêàçó¹ ó ñêiëüêè ðàçiâ âiäíîñíå çìåíøåííÿ

ïîïåðå÷íîãî ðîçìiðó äåôîðìîâàíîãî òiëà áiëüøå çà âiäíîñíå çáiëüøåííÿ éîãî

äîâæèíè ïðè ðîçòÿãóâàííi.

Ùîá çàïèñàòè âèðàç äëÿ ñèëè iíåðöi¨ F̃ ó ðóõîìié ñèñòåìi êîîðäèíàò

Ox1x2x3 çàñòîñó¹ìî ïðèíöèï Ä'Àëàìáåðà òà ôîðìóëó äîäàâàííÿ ïðèñêîðåíü

[112,126]. Ïðèïóñòèìî, ùî e1, e2, e3 � îðòè äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò

Ox1x2x3, ïîâ'ÿçàíî¨ ç òâåðäèì òiëîì B. Íåõàé ðàäióñ-âåêòîð OM äëÿ äîâiëü-

íî¨ òî÷êè M íà ñåðåäèííié ïîâåðõíi ïëàñòèíè ìà¹ âèãëÿä:

rM = x1e1 + x2e2 + w(x1, x2, t)e3. (3.5)

Êîðèñòóþ÷èñü ðåçóëüòàòàìè ïiäðîçäiëó 2.1, çàïèøåìî ñóìó ïåðåíîñíîãî

òà Êîðiîëiñîâîãî ïðèñêîðåíü òî÷êè M íàñòóïíèì ÷èíîì:

aM = V ∗
0 + ω × V0 + ω̇ × rM + ω × (ω × rM) + 2ω × r∗M , (3.6)

äå V0 � àáñîëþòíà øâèäêiñòü òî÷êè O, ω = ω1e1+ω2e2+ω3e3 � êóòîâà øâèä-

êiñòü òâåðäîãî òiëà B, ω̇ � êóòîâå ïðèñêîðåííÿ; çiðî÷êîþ ïîçíà÷åíi âiäíîñíi

ïîõiäíi âåêòîðiâ ó ðóõîìié ñèñòåìi êîîðäèíàò Ox1x2x3. Òîäi çà ïðèíöèïîì

Ä'Àëàìáåðà ñèëà iíåðöi¨, ÿêà îáóìîâëåíà ïåðåíîñíèì ðóõîì òiëà B, äëÿ òî-

÷êè M ìà¹ âèãëÿä F = −ρhaM , à F̃ = (F, e3) ó ðiâíÿííi (3.1).
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Îòæå ìà¹ìî, ùî

F = −ρh [V ∗
0 + ω × V0 + ω̇ × rM + ω × (ω × rM) + 2ω × r∗M ] ,

äå ae = V ∗
0 + ω × V0 + ω̇ × rM + ω × (ω × rM) � ïåðåíîñíå ïðèñêîðåííÿ, ÿêå

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïðèñêîðåííÿ ïîëþñà a0 = V ∗
0 +ω×V0, äîöåíòðîâîãî ïðèñêîðå-

ííÿ a′ = ω × (ω × rM) òà îáåðòàëüíîãî ïðèñêîðåííÿ a′′ = ω̇ × rM ;

aCor = 2ω × r∗M � ïðèñêîðåííÿ Êîðiîëiñà.

Çíàéäåìî çíà÷åííÿ ñèëè F .

Íåõàé òî÷êà O1 ìà¹ êîîðäèíàòè (a1, a2, a3) ó ñèñòåìi êîîðäèíàò Ox1x2x3,

òîäi O1O = (−a1,−a2,−a3). Çíàéäåìî øâèäêiñòü òî÷êè O:

V0 = ω×O1O =

∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

ω1(t) ω2(t) ω3(t)

−a1 −a2 −a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a2ω3 − a3ω2, a3ω1 − a1ω3, a1ω2 − a2ω1) ,

V ∗
0 = (a2ω̇3 − a3ω̇2) e1 + (a3ω̇1 − a1ω̇3) e2 + (a1ω̇2 − a2ω̇1) e3, êðiì òîãî,

ω × V0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

ω1(t) ω2(t) ω3(t)

a2ω3 − a3ω2 a3ω1 − a1ω3 a1ω2 − a2ω1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
=
(
a1
(
ω2
2 + ω2

3

)
− ω1(a2ω2 + a3ω3), a2

(
ω2
1 + ω2

3

)
− ω2(a1ω1 + a3ω3),

a3
(
ω2
1 + ω2

2

)
− ω3(a1ω1 + a2ω2)

)
.

Îñêiëüêè ñèñòåìà êîîðäèíàò Ox1x2x3 ïîâ'ÿçàíà ç òâåðäèì òiëîì (ìà¹ òà-

êó æ êóòîâó øâèäêiñòü, ùî é òiëî), òî ω̇ = ω∗+ω×ω = ω∗ = ω̇1e1+ω̇2e2+ω̇3e3,

ω̇×rM =

∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

ω̇1(t) ω̇2(t) ω̇3(t)

x1 x2 w (x1, x2, t)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (ω̇2w − x2ω̇3, ω̇3x1 − ω̇1w, ω̇1x2 − x1ω̇2) ,

ω × (ω × rM) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

ω1(t) ω2(t) ω3(t)

ω2w − x2ω3 ω3x1 − ω1w ω1x2 − x1ω2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
=
(
ω1ω2x2 − x1

(
ω2
2 + ω2

3

)
+ ω1ω3w, ω1ω2x1 − x2

(
ω2
1 + ω2

3

)
+ ω2ω3w,
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ω1ω3x1 − w
(
ω2
1 + ω2

2

)
+ x2ω2ω3

)
.

Îá÷èñëèìî âiäíîñíó øâèäêiñòü çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè r∗M = ẇ (x1, x2, t) e3.

Òîäi ïðèñêîðåííÿ Êîðiîëiñà áóäå ìàòè âèãëÿä

2ω × r∗M = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

ω1(t) ω2(t) ω3(t)

0 0 ẇ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 (ω2ẇ (x1, x2, t) ,−ω1ẇ (x1, x2, t) , 0) .

Îñêiëüêè F̃ = (F, e3), òî ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (3.1) ìàòèìå âèãëÿä:

F̃ = −ρh
[
(a1ω̇2 − a2ω̇1) + a3

(
ω2
1 + ω2

2

)
− ω3(a1ω1 + a2ω2) + ω̇1x2 − x1ω̇2+

+ω1ω3x1 − w
(
ω2
1 + ω2

2

)
+ x2ω2ω3

]
=

= −ρh[(x1 − a1)(ω1ω3 − ω̇2) + (x2 − a2)(ω2ω3 + ω̇1) + (ω2
1 + ω2

2)×

× (a3 − w(x1, x2, t))]. (3.7)

Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ (3.1) ç óðàõóâàííÿì ôîðìóëè (3.7) íàñòóïíèì ÷è-

íîì:
∂2w (x1, x2, t)

∂t2
+ α2∆2w (x1, x2, t) = f(x1, x2, t), (3.8)

äå f = −
[
(x1 − a1)(ω1ω3 − ω̇2) + (x2 − a2)(ω2ω3 + ω̇1) + (ω2

1 + ω2
2)(a3 − w)

]
,

α2 =
D

ρh
> 0.

Îòæå, â ðåçóëüòàòi ïðîâåäåíèõ äîñëiäæåíü îòðèìàíî ìîäåëü (3.8), (3.2)�

(3.4) îáåðòàëüíîãî ðóõó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òâåðäîãî òiëà

òà ïðóæíî¨ ïëàñòèíè, ÿêà øàðíiðíî çàêðiïëåíà íà ãðàíèöi îáëàñòi Ω.

3.2. Çâåäåííÿ ðiâíÿíü ðóõó ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äî

íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Çàñòîñó¹ìî ìåòîä Ôóð'¹ äî ðîçâ'ÿçàííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i (3.8), (3.2)�(3.4).

Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó ðîçäiëèìî çìiííi x1, x2, t, ïiäñòàâëÿþ÷è w(x1, x2, t) =

= X1(x1)X2(x2)q(t) ̸≡ 0 ó çàäà÷ó (3.8), (3.2)�(3.4) ç f = 0. Òàê ÿê w(x1, x2, t) =

= X1(x1)X2(x2)q(t) ̸≡ 0 � ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (3.8), ÿêå çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâàì (3.3), (3.4), òî

ẅtt = q̈(t)X1X2,
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∆2w (x1, x2, t) = X
(4)
1 (x1)X2(x2)q(t)+2X ′′

1 (x1)X
′′
2 (x2)q(t)+X1(x1)X

(4)
2 (x2)q(t).

Ïiäñòàâèìî îòðèìàíi ïîõiäíi â îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ (3.8):

q̈X1X2 + α2q
(
X

(4)
1 X2 + 2X ′′

1X
′′
2 +X1X

(4)
2

)
= 0. (3.9)

Ðîçäiëèìî îñòàííþ ðiâíiñòü íà âèðàç X1(x1)X2(x2)q(t):

X
(4)
1 X2 + 2X ′′

1X
′′
2 +X1X

(4)
2

X1X2
≡ − q̈

q

1

α2
= λ.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

X
(4)
1

X1
+ 2

X ′′
1

X1

X ′′
2

X2
+

X
(4)
2

X2
= λ. (3.10)

ßêùî êîæíèé äîäàíîê â (3.10) òîòîæíî äîðiâíþ¹ êîíñòàíòi, òî óâåñü âè-

ðàç òàêîæ äîðiâíþ¹ êîíñòàíòi. Îòæå ïðèïóñòèìî, ùî X ′′
1

X1
= µ1,

X ′′
2

X2
= µ2, äå

µ1, µ2 � const, òîäi X(4)
1 = µ1X

′′
1 = µ2

1X1, X
(4)
2 = µ2X

′′
2 = µ2

2X2. Ïiäñòàâèìî

îòðèìàíi ðiâíîñòi ó (3.10), ó ðåçóëüòàòi ÷îãî îòðèìà¹ìî, ùî µ2
1+2µ1µ2+µ2

2 =

= (µ1 + µ2)
2 = λ. Òîäi ðiâíÿííÿ (3.9) áóäå ìàòè âèãëÿä:

q̈(t) + α2λq(t) = 0, λ = (µ1 + µ2)
2.

Ïiäñòàâèìî âèðàç w(x1, x2, t) = X1(x1)X2(x2)q(t) ̸= 0 â óìîâó (3.3), ó

ðåçóëüòàòi ÷îãî îòðèìà¹ìî, ùî X1X2q (µ1 + νµ2)|x1=0,x1=l1
= 0. Ç îñòàííüî¨

ðiâíîñòi ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî X1(0) = X1(l1) = 0. Àíàëîãi÷íî ç óìî-

âè (3.4) îòðèìà¹ìî X2(0) = X2(l2) = 0.

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàíî äâi çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ:X ′′
1 (x1) = µ1X1(x1),

X1(0) = X1(l1) = 0,
0 6 x1 6 l1, (3.11)

X ′′
2 (x2) = µ2X2(x2),

X2(0) = X2(l2) = 0,
0 6 x2 6 l2. (3.12)

Çíàéäåìî ðîçâ'ÿçêè öèõ çàäà÷. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Øòóðìà-

Ëióâiëëÿ (3.11). Ðîçâ'ÿçîê áóäåìî øóêàòè äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü êîíñòàíòè µ1.
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Ïðè µ1 = 0 îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ X ′′
1 (x1) = 0. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çà äàíèõ

êðàéîâèõ óìîâ ìàòèìå âèãëÿä: X1(x1) ≡ 0. Îòæå, ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê,

ùî µ1 íå ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ.

Ïðè µ1 > 0 ìà¹ìî, ùî X ′′
1 (x1) = µ1X1. Ïîçíà÷èìî α2 = µ1, à öå îçíà÷à¹,

ùî α = ±√
µ
1
, òîäi ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ áóäå ìàòè âèãëÿä

X1(x1) = C1e
√
µ1x1 + C2e

−√
µ1x1. Îòðèìà¹ìîX1(0) = C1 + C2 = 0,

X1(l1) = C1e
√
l1x1 + C2e

−
√
l1x1 = 0.

Âèçíà÷èìî, ÷è ìà¹ öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ðîçâ'ÿçîê, äëÿ

öüîãî çíàéäåìî ¨¨ âèçíà÷íèê:

∆ =

∣∣∣∣∣∣ 1 1

e
√
µ
1
l1 e−

√
µ
1
l1

∣∣∣∣∣∣ = e−
√
µ
1
l1 − e

√
µ
1
l1 ̸= 0.

Òàê ÿê âèçíà÷íèê ñèñòåìè íå äîðiâíþ¹ íóëþ, òî ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé òðè-

âiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Öå îçíà÷à¹, ùî µ1 > 0 íå ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì çàäà÷i

Øòóðìà-Ëióâiëëÿ.

Ðîçãëÿíåìî òðåòié âèïàäîê. Íåõàé µ1 < 0, òîäi X ′′
1 (x1) = µ1X1. Çàïèøåìî

ðîçâ'ÿçîê öüîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ:

X1(x1) = C1 cos
√
−µ1x1 + C2 sin

√
−µ1x1.

Ç êðàéîâèõ óìîâ X1(0) = X1(l1) = 0 ìà¹ìî, ùî C1 = 0 òà C2 sin
√
−µ1l1 = 0.

Òàê ÿê C2 ̸= 0, òî sin
√
−µ1l1 = 0, à îòæå µ1k = −

(
πk

l1

)2

ïðè k ∈ N �

âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ; X1k(x1) = X0
1k sin

(
πkx1
l1

)
� âëàñíi

ôóíêöi¨ çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ ïðè k ∈ N.

Àíàëîãi÷íî îòðèìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ (3.12):

µ2j = −
(
πj

l2

)2

, X2j(x2) = X0
2j sin

(
πjx2
l2

)
, j ∈ N.

Ïðîíîðìó¹ìî âëàñíi ôóíêöi¨ {X1k}∞k=1 i {X2j}∞j=1 òàê, ùîá âîíè óòâîðþ-

âàëè îðòîíîðìîâàíi áàçèñè â L2(0, l1) òà L2(0, l2) âiäïîâiäíî:

X1k(x1) =

√
2

l1
sin

(
πkx1
l1

)
, X2j(x2) =

√
2

l2
sin

(
πjx2
l2

)
. (3.13)
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Äàëi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.8), (3.2)�(3.4) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ðÿäó Ôóð'¹:

w(x1, x2, t) =
∞∑

k,j=1

Ckj(t)X1k(x1)X2j(x2). (3.14)

Ïðèïóñòèìî, ùî (3.14) ìîæíà ïî÷ëåííî äèôåðåíöiþâàòè, òîäi ðiâíÿííÿ

(3.8) íàáóäå âèãëÿäó:

∞∑
k,j=1

C̈kjX1kX2j+α2
∞∑

k,j=1

Ckj

(
X

(4)
1k X2j + 2X ′′

1kX
′′
2j +X1kX

(4)
2j

)
=

∞∑
k,j=1

fkjX1kX2j.

Ó ðåçóëüòàòi ñïðîùåííÿ îòðèìà¹ìî íåñêií÷åííó ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

C̈kj + α2λkjCkj = fkj, λkj = (µ1k + µ2j)
2, (k, j) ∈ N2, (3.15)

äå fkj � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (3.8) âiäíîñíî îðòîíîð-

ìîâàíî¨ ñèñòåìè {X1k(x1)X2j(x2)}∞k,j=1 â L2(Ω):

fkj =
2√
l1l2

∫
Ω

f(x1, x2, t) sin

(
πkx1
l1

)
sin

(
πjx2
l2

)
dx1dx2 =

=

√
l1l2

π2kj

(
l1(−1)k

(
(−1)j − 1

)
(ω̇2 − ω1ω3)− l2(−1)j

(
(−1)k − 1

)
(ω̇1 + ω2ω3) +

+
(
(−1)k − 1

) (
(−1)j − 1

) (
a1ω1ω3 − a1ω̇2 + a2ω2ω3 + a2ω̇1 − a3

(
ω2
1 + ω2

2

))
+

+
(ω2

1 + ω2
2)√

l1l2
Ckj(t)

)
.

Â çàëåæíîñòi âiä ïàðíîñòi çíà÷åíü k òà j ìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé âèðàç

äëÿ fkj:

fkj =



0, k - ïàðíå, j - ïàðíå,

2l1
√
l1l2

π2kj
(ω1ω3 − ω̇2), k - ïàðíå, j - íåïàðíå,

2l2
√
l1l2

π2kj
(ω2ω3 + ω̇1), k - íåïàðíå, j - ïàðíå,

2
√
l1l2

π2kj
(ω̇1(2a2 − l2)− ω̇2(2a1 − l1)+

+ω2ω3(2a2 − l2) + ω1ω3(2a1 − l1)−

−2a3(ω
2
1 + ω2

2)) , k - íåïàðíå, j - íåïàðíå.

(3.16)
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3.3. Óìîâè êåðîâàíîñòi ìîäåëi êîëèâàíü ïëàñòèíè ç

íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ìîäàëüíèõ êîîðäèíàò

Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü, ùî âiäïîâiäà¹ ïîâiëüíèì îáåðòàííÿì òiëà-íîñiÿ, ïðè

öüîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî âïëèâîì äîöåíòðîâèõ ïðèñêîðåíü ìîæíà çíåõòóâà-

òè ó ïîðiâíÿííi ç ïðèñêîðåííÿìè, ÿêi çóìîâëåíi äi¹þ êåðóþ÷èõ ìîìåíòiâ. Ïðè

öèõ ïðèïóùåííÿõ ëiíåàðèçó¹ìî ôîðìóëè (3.16), âiäêèíóâøè âåëè÷èíè ïîðÿä-

êó o(|Ckj| ,
∣∣∣Ċkj

∣∣∣ , |ωk| , |ω̇k|) ïðè |Ckj| −→ 0,
∣∣∣Ċkj

∣∣∣ −→ 0, |ωk| −→ 0, |ω̇k| −→ 0.

Ó ðåçóëüòàòi ç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (3.15) îòðèìà¹ìî íàñòóïíó ñèñòåìó:

C̈kj + Ckjα
2λkj = φkju1(t) + gkju2(t), λ = (µ1k + µ2j)

2, (k, j) ∈ N2, (3.17)

äå

φkj =


0, k = 2n, j = 2m+ 1,

2l2
√
l1l2

π2kj
, k = 2n+ 1, j = 2m,

2
√
l1l2

π2kj
(2a2 − l2) , k = 2n+ 1, j = 2m+ 1,

gkj =



−2l1
√
l1l2

π2kj
, k = 2n, j = 2m+ 1,

0, k = 2n+ 1, j = 2m,

2
√
l1l2

π2kj
(l1 − 2a1) , k = 2n+ 1, j = 2m+ 1.

Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè u1(t) = ω̇1(t) òà u2(t) = ω̇2(t) ôóíêöiÿìè êåðóâàííÿ

ó ñèñòåìi (3.17).

Çðîáèìî ó ñèñòåìi (3.17) íàñòóïíó çàìiíó: α
√
λkjCkj = ξkj(t),

Ċkj(t) = ηkj(t),
βkj = α

√
λkj = α

((
πk

l1

)2

+

(
πj

l2

)2
)

> 0.

Òîäi ñèñòåìà (3.17) íàáóäå âèãëÿäó: ξ̇kj = βkjηkj,

η̇kj = −βkjξkj + φkju1 + gkju2.
(3.18)
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Ïåðåïèøåìî íåñêií÷åííó ñèñòåìó (3.18) ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi:ξ̇kj

η̇kj

 = Akj

ξkj

ηkj

+Bkj

u1

u2

 , (k, j) ∈ N2, (3.19)

äå Akj =

 0 βkj

−βkj 0

, Bkj =

 0 0

φkj gkj

.
Îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè ïðè êåðóâàííi φkj = gkj = 0 ó êîæíîìó áëîöi

ñèñòåìè (3.19) ç ïàðíèìè iíäåêñàìè (k, j), òî áóäü-ÿêà ïiäñèñòåìà ñèñòåìè

(3.19), ùî ìiñòèòü çìiííi (ξkj, ηkj) ç ïàðíèìè iíäåêñàìè (k, j), íå ¹ êåðî-

âàíîþ. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíó iíäåêñiâ (k, j) ∈ N2 ìîæíà ðîçáèòè íà äâi

ïiäìíîæèíè: L0 = {(k, j) ∈ N2|k � íåïàðíå àáî j �íåïàðíå}, L = {(k, j) ∈
N2|k � ïàðíå òà j � ïàðíå}, L0 ∪ L = N2.

ßê çàçíà÷åíî âèùå, áóäü-ÿêà ïiäñèñòåìà ñèñòåìè (3.19) ç iíäåêñàìè ç L íå

¹ êåðîâàíîþ. Äîñëiäèìî ïèòàííÿ ïðî êåðîâàíiñòü íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ ïiäñè-

ñòåìè ñèñòåìè (3.19) ç iíäåêñàìè (k, j) ∈ L0.

Äëÿ öüîãî áóäåìî ââàæàòè, ùî çàäàíî âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ

N ∋ p 7−→ (kp, jp) ∈ L0 ìiæ ìíîæèíàìè N i L0. Çàïèøåìî ïiäñèñòåìó ñèñòåìè

(3.19), ùî âiäïîâiäà¹ iíäåêñàì ç L0, íàñòóïíèì ÷èíîì:ξ̇p

η̇p

 = Ap

ξp

ηp

+Bp

u1

u2

 , p ∈ N, (3.20)

äå ξp = ξkpjp, ηp = ηkpjp, Ap = Akpjp, Bp = Bkpjp.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî êåðîâàíiñòü äâîâèìiðíèõ ïiäñèñòåì ñè-

ñòåìè (3.20).

Òåîðåìà 3.1. [4, c.193] Íåõàé çàäàíî íàòóðàëüíå ÷èñëî p. Ïiäñèñòåìà

ñèñòåìè (3.20), ùî âiäïîâiäà¹ áëîêó ç iíäåêñîì p, ¹ êåðîâàíîþ òiëüêè òîäi,

êîëè φp ̸= 0 àáî gp ̸= 0.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè òâåðäæåííÿ ñêîðèñòà¹ìîñÿ êðèòåði¹ì

Êàëìàíà [127]. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ÷îìó äîðiâíþ¹ äîáóòîê ìàòðèöü
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ApBp =

 0 βp

−βp 0

 0 0

φp gp

 =

 βpφp βpgp

0 0

 ,

òîäi M = (Bp, ApBp) =

 0 0 βpφp βpgp

φp gp 0 0

.
Ùîá çíàéòè ðàíã îòðèìàíî¨ ìàòðèöi M íåîáõiäíî ïåðåâiðèòè, ÷è iñíó¹

õî÷à á îäèí íåíóëüîâèé ìiíîð äðóãîãî ïîðÿäêó.

Ðîçãëÿíåìî: det

 0 βpφp

gp 0

 = −βpφpgp, äå −βpφpgp ̸= 0 ëèøå òîäi, êîëè

φp ̸= 0 òà gp ̸= 0 ó ïðèïóùåííi, ùî βp > 0.

ßêùî φp = 0, à gp ̸= 0, òî ìàòðèöÿ M íàáóäå íàñòóïíîãî âèãëÿäó

M =

 0 0 0 βpgp

0 gp 0 0

. Ðàíã òàêî¨ ìàòðèöi òàêîæ äîðiâíþ¹ äâîì, òàê ÿê

iñíó¹ ìiíîð

∣∣∣∣∣∣ 0 βpgp

gp 0

∣∣∣∣∣∣ = −g2pβp ̸= 0 .

ßêùî φp ̸= 0, à gp = 0, òî M =

 0 0 βpφp 0

φp 0 0 0

. Âèçíà÷íèê äðóãîãî

ïîðÿäêó

∣∣∣∣∣∣ 0 βpφp

φp 0

∣∣∣∣∣∣ = −φ2
pβp ̸= 0, à öå îçíà÷à¹, ùî ðàíã ìàòðèöiM äîðiâíþ¹

äâîì.

Îòæå, ç êðèòåðiþ Êàëìàíà âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà (3.20) ç îäíèì áëîêîì ¹

êåðîâàíîþ, ÿêùî φp ̸= 0 àáî gp ̸= 0.

Çàôiêñó¹ìî ÷èñëî m òà ðîçãëÿíåìî äëÿ (3.20) ñêií÷åííîâèìiðíó ïiäñèñòå-

ìó ç m áëîêàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü iíäåêñàì p = 1,m:ξ̇p

η̇p

 = Ap

ξp

ηp

+Bp

u1

u2

 , p = 1,m. (3.21)

Òåîðåìà 3.2. [4, c.193] Cèñòåìà (3.21) ç iíäåêñàìè p = 1,m ¹ êåðî-

âàíîþ òiëüêè òîäi, êîëè β1β2 . . . βm ̸= 0, òà ïðè äåÿêîìó p: 0 6 p 6 m,
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âèêîíó¹òüñÿ óìîâà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1 φ2 . . . φm

β2
1φ1 β2

2φ2 . . . β2
mφm

...
...

. . .
...

β
2(p−1)
1 φ1 β

2(p−1)
2 φ2 . . . β

2(p−1)
m φm

g1 g2 . . . gm

β2
1g1 β2

2g2 . . . β2
mgm

...
...

. . .
...

β
2(q−1)
1 g1 β

2(q−1)
2 g2 . . . β

2(q−1)
m gm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

̸= 0, q + p = m.

Äîâåäåííÿ. Ùîá äîâåñòè ñôîðìóëüîâàíå òâåðäæåííÿ ñêîðèñòà¹ìîñÿ êðè-

òåði¹ì Êàëìàíà, òîáòî ïåðåâiðèìî, ùî rank(B,AB, ..., A2m−1B) = 2m. Ìà-

òðèöi A òà B ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

A =


A1 0 . . . 0

0 A2 . . . 0
... ... . . . ...

0 0 . . . Am

 ∈ mat(2m× 2m), Ap =

 0 βp

−βp 0

 ,

B =


B1

B2

...

Bm

 ∈ mat(2m× 2), Bp =

 0 0

φp gp

 .

Ïîçíà÷èìî K = (B,AB, ..., A2m−1B). Çíàéäåìî åëåìåíòè ìàòðèöi K. Äëÿ

öüîãî ñïî÷àòêó îá÷èñëèìî äîáóòêè AB,A2B, ..., A2m−1B:

AB =



β1φ1 β1g1

0 0

β2φ2 β2g2

0 0
... ...
... ...

βmφm βmgm

0 0


, A2B =



0 0

−β2
1φ1 −β2

1g1

0 0

−β2
2φ2 −β2

2g2
... ...
... ...

0 0

−β2
mφm −β2

mgm


,
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A2m−1B =



(−1)m−1β2m−1
1 φ1 (−1)m−1β2m−1

1 g1

0 0

(−1)m−1β2m−1
2 φ2 (−1)m−1β2m−1

2 g2

0 0
... ...
... ...

(−1)m−1β2m−1
m φm (−1)m−1β2m−1

m gm

0 0


.

Ïiäñòàâèìî îòðèìàíi çíà÷åííÿ ó ìàòðèöþ K = (B,AB, ..., A2m−1B):

K =



0 0 . . . . . . (−1)m−1β2m−1
1 φ1 (−1)m−1β2m−1

1 g1

φ1 g1 . . . . . . 0 0

0 0 . . . . . . (−1)m−1β2m−1
2 φ2 (−1)m−1β2m−1

2 g2

φ2 g2 . . . . . . 0 0
... ... . . . . . .

... ...
... ... . . . . . . ... ...

0 0 . . . . . . (−1)m−1β2m−1
m φm (−1)m−1β2m−1

m gm

φm gm . . . . . . 0 0


.

1) Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè φ1 = 0, ..., φm = 0, à g1 ̸= 0, ...,

gm ̸= 0, òîäi ìàòðèöÿ, óòâîðåíà íåíóëüîâèìè ñòîâïöÿìè ìàòðèöi Ê, áóäå ìàòè

âèãëÿä:

K∗ =



0 β1g1 0 . . . (−1)m−1β2m−1
1 g1

g1 0 −β2
1g1 . . . 0

0 β2g2 0 . . . (−1)m−1β2m−1
2 g2

... ... ... . . . ...

gm 0 −β2
mgm . . . 0


.

Îòðèìàíà ìàòðèöÿ K∗ ìà¹ ðîçìiðíiñòü (2m × 2m). Çíàéäåìî ðàíã öi¹¨

ìàòðèöi. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ¨¨ âèçíà÷íèê òà çâåäåìî éîãî äî áëî÷íîãî âè-

ãëÿäó çà äîïîìîãîþ ïåðåñòàíîâîê ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî:
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0 β1g1 0 . . . (−1)m−1β2m−1
1 g1

g1 0 −β2
1g1 . . . 0

0 β2g2 0 . . . (−1)m−1β2m−1
2 g2

... ... ... . . . ...

gm 0 −β2
mgm . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= −
m∏
p=1

(g2pβp)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 1 −β2
1 . . . (−1)m−1β2m−1

1

... ... . . . ... 1 −β2
2 . . . (−1)m−1β2m−1

2

... ... . . . ... ... ... . . . ...

0 0 . . . 0 1 −β2
m . . . (−1)m−1β2m−1

m

1 −β2
1 . . . (−1)m−1β2m−1

1 0 0 . . . 0

1 −β2
2 . . . (−1)m−1β2m−1

2
... ... . . . ...

... ... . . . ... ... ... . . . ...

1 −β2
m . . . (−1)m−1β2m−1

m 0 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=
m∏
p=1

(
g2pβp

) ∏
16n<l6m

(
β2
l − β2

n

)2 ̸= 0,

òàê ÿê ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1

β2
1 β2

2 . . . β2
m

... ... . . . ...

β2m−1
1 β2m−1

2 . . . β2m−1
m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
16n<l6m

(
β2
l − β2

n

)2 ̸= 0

¹ âèçíà÷íèêîì Âàíäåðìîíäà, à βp = a
√

λp > 0 ïðè p = 1,m.

Îòæå, ç îòðèìàíîãî ðåçóëüòàòó ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî rank(K∗) =

= 2m. À öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà (3.21) ¹ êåðîâàíîþ, çãiäíî

êðèòåðiþ Êàëìàíà.

2) Ðîçãëÿíåìî áiëüø çàãàëüíèé âèïàäîê, êîëè æîäíà ç êîìïîíåíò ìàòðèöi

K íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïîêàæåìî, ùî ðàíã òàêî¨ ìàòðèöi òàêîæ äîðiâíþ¹ 2m.

Îáåðåìî ç ìàòðèöiK âèçíà÷íèê ïîðÿäêó 2m òà ïîêàæåìî, ùî âií íå äîðiâíþ¹
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íóëþ. Îòæå, ïðè íåïàðíîìó m áóäåìî ìàòè, ùî

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 β1φ1 β1g1 . . . . . . 0 βm
1 φ1

φ1 g1 0 0 . . . . . . βm−1
1 φ1 0

0 0 β2φ2 β2g2 . . . . . . 0 βm
2 φ2

... ... ... ... . . . . . .
... ...

... ... ... ... . . . . . . ... ...

0 0 βmφm βmgm . . . . . . 0 βm
mφm

φm gm 0 0 . . . . . . βm−1
m φm 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

à ïðè ïàðíîìó m:

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 β1φ1 . . . . . . βm−1
1 φ1 βm−1

1 g1

φ1 g1 0 . . . . . . 0 0

0 0 β2φ2 . . . . . . βm−1
2 φ2 βm−1

2 g2

φ2 g2 0 . . . . . . 0 0
... ... ... . . . . . .

... ...
... ... ... . . . . . . ... ...

0 0 βmφm . . . . . . βm−1
m φm βm−1

m gm

φm gm 0 . . . . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ îïåðàöié ç âèçíà÷íèêàìè îòðèìà¹ìî, ùî

∆1 = ±β1β2...βm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1 φ2 . . . φm

g1 g2 . . . gm
... ... . . . ...

βm−1
1 φ1 βm−1

2 φ2 . . . βm−1
m φm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

.

Àíàëîãi÷íî

∆2 = ±β1β2...βm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1 φ2 . . . φm

g1 g2 . . . gm
... ... . . . ...

βm−2
1 g1 βm−2

2 g2 . . . βm−2
m gm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

.
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Îáèäâà âèçíà÷íèêè íå áóäóòü äîðiâíþâàòè íóëþ ëèøå ïðè âèêîíàííi äâîõ

óìîâ. Ïî-ïåðøå, β1β2...βm ̸= 0 � öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ çàâæäè, òàê ÿê βm =

= α
√
λm > 0; ïî-äðóãå, ïðè äåÿêîìó p, òàêîìó ùî 0 6 p 6 m, âèçíà÷íèê∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1 φ2 . . . φm

β2
1φ1 β2

2φ2 . . . β2
mφm

...
...

. . .
...

β
2(p−1)
1 φ1 β

2(p−1)
2 φ2 . . . β

2(p−1)
m φm

g1 g2 . . . gm

β2
1g1 β2

2g2 . . . β2
mgm

...
...

. . .
...

β
2(q−1)
1 g1 β

2(q−1)
2 g2 . . . β

2(q−1)
m gm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

̸= 0, q + p = m. (3.22)

Òàêèì ÷èíîì äîâåäåíî, ùî ñèñòåìà (3.21) ¹ êåðîâàíîþ, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà (3.22).

Íàãàäà¹ìî, ùî ñèñòåìà (3.20) ¹ ñïåêòðàëüíî êåðîâàíîþ [2], ÿêùî äëÿ áóäü-

ÿêî¨ ìíîæèíè S ⊂ N, S ̸= ∅, ïiäñèñòåìà ñèñòåìè (3.20), ùî âiäïîâiäà¹ iíäå-

êñàì p ∈ S, ¹ êåðîâàíîþ.

Òàêèì ÷èíîì, ç òåîðåìè 3.2 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïðî ñïåêòðàëü-

íó êåðîâàíiñòü ñèñòåìè (3.20).

Òåîðåìà 3.3. [4, c.197] Ñèñòåìà (3.20) ¹ ñïåêòðàëüíî êåðîâàíîþ òiëüêè

òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî m ∈ N âèêîíàíî óìîâè òåîðåìè 3.2.

3.4. Ìîäåëüíèé ïðèêëàä

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåìî ìîäåëüíèé ïðèêëàä, ÿêèé iëþñòðó¹ çàñòîñó-

âàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ðîçãëÿíåìî ìåõàíi÷íó ñèñòåìó ç ïëàñòèíîþ Êiðõãîôà äëÿ òàêèõ çíà÷åíü

ïàðàìåòðiâ:

l1 = 1 ì, l2 = π ì, α = 1
ì2

c
, a1 = 1 ì, a2 = −1 ì. (3.23)

Çíàéäåìî çíà÷åííÿ ïåðøèõ äåâ'ÿòè âëàñíèõ ÷àñòîò β: β11 = π2+1, β21 =

= 4π2 + 1, β31 = 9π2 + 1, β12 = π2 + 4, β22 = 4
(
π2 + 1

)
, β32 = 9π2 + 4,

β13 = π2 + 9, β23 = 4π2 + 9, β33 = 9
(
π2 + 1

)
.
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Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî êåðîâàíiñòü ïiäñèñòåìè ç òðüîìà íèçüêî÷àñòî-

òíèìè ìîäàìè. Äëÿ öüîãî çàôiêñó¹ìî ÷èñëî m = 3 òà îáåðåìî ç îòðèìàíèõ

çíà÷åíü òðè íàéìåíøi: 0 < β11 < β12 < β13.

Äëÿ iíäåêñiâ p = 1, 2, 3 çðîáèìî ïåðåïîçíà÷åííÿ p 7−→ (kp, jp):

p = 1 7−→ (k1, j1) = (1, 1) (ïåðøà ìîäà), p = 2 7−→ (k2, j2) = (1, 2) (äðóãà

ìîäà), p = 3 7−→ (k3, j3) = (1, 3) (òðåòÿ ìîäà).

Âèõîäÿ÷è ç öèõ ïîçíà÷åíü, çàïèøåìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó (3.21):ξ̇p

η̇p

 = Ap

ξp

ηp

+Bp

u1

u2

 , p = 1, 2, 3, (3.24)

äå

Ap =

 0 βp

−βp 0

 , Bp =

 0 0

φp gp

 ,

β1 = βk1j1 = π2 + 1, β2 = βk2j2 = π2 + 4, β3 = βk3j3 = π2 + 9;

φ1 = φk1j1 = −
(

4
π3/2 +

2√
π

)
, φ2 = φk2j2 =

1√
π
, φ3 = φk3j3 = −

(
4

3π3/2 +
2

3
√
π

)
;

g1 = gk1j1 = − 2

π3/2
, g2 = gk2j2 = 0, g3 = gk3j3 = − 2

3π3/2
.

Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê (3.22) ç òåîðåìè 3.2 ïðè p = 1, q = m− p = 2:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
φ1 φ2 φ3

g1 g2 g3

β2
1g1 β2

2g2 β2
3g3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−
(

4
π3/2 +

2√
π

)
1√
π

−
(

4
3π3/2 +

2
3
√
π

)
−2
π3/2 0 −2

3π3/2

−
(
π2 + 1

)2 2
π3/2 0 −

(
π2 + 9

)2 2
3π3/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Âèêîíà¹ìî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi äîïîìîæóòü çâåñòè âèçíà÷íèê

äî ïðîñòiøîãî âèãëÿäó, â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî:

∆ =
4

π7/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(
4
π + 2

)
1
(

4
3π + 2

3

)
1 0 1

3(
π2 + 1

)2
0

(π2+9)
2

3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
4

3π7/2

((
π2 + 1

)2 − (π2 + 9
)2)

=

=
−4

3π7/2

(
16π2 + 80

)
̸= 0.

Îòæå, çãiäíî òåîðåìè 3.2 ñèñòåìà (3.24) ¹ êåðîâàíîþ ïðè çíà÷åííÿõ ïàðà-

ìåòðiâ (3.23).
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3.5. Âèñíîâêè

Ó äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ìåõàíi÷íó ñèñòåìó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òâåð-

äîãî òiëà òà ïðóæíî¨ ïëàñòèíè Êiðõãîôà. Çàóâàæèìî, ùî òâåðäå òiëî îáåðòà¹-

òüñÿ íå íàâêîëî ôiêñîâàíî¨ âiñi, à âèêîíó¹ îáåðòàëüíèé ðóõ íàâêîëî íåðóõîìî¨

òî÷êè ç òðüîìà ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi, ùî âiäðiçíÿ¹ äàíó ìîäåëü âiä áàãàòüîõ

äîñëiäæåíèõ ðàíiøå. Ïðè öüîìó ïëàñòèíà Êiðõãîôà ¹ øàðíiðíî çàêðiïëåíîþ

íà ãðàíèöi îáëàñòi. Äî îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîçäiëó ìîæíà âiäíåñòè íàñòóïíi

ïîëîæåííÿ.

1. Ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü êîëèâàíü ïðóæíî¨ ïëàñòèíè, ùî øàð-

íiðíî çàêðiïëåíà íà ãðàíèöi âiäíîñíî òâåðäîãî òiëà-íîñiÿ. Ó öié ìîäåëi

âðàõîâàíî ñèëè iíåðöi¨, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç ïåðåíîñíèì ðóõîì òiëà-íîñiÿ.

2. Çàïðîïîíîâàíî ñõåìó çâåäåííÿ ðiâíÿíü ðóõó ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

äî íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàñòîñóâàííÿì

ìåòîäó Ôóð'¹.

3. Óïåðøå îäåðæàíî óìîâè êåðîâàíîñòi ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè äëÿ äîâiëüíî-

ãî ñêií÷åííîãî íàáîðó êîîðäèíàò (òåîðåìà 3.2) òà óìîâè ñïåêòðàëüíî¨

êåðîâàíîñòi ñèñòåìè (3.20) (òåîðåìà 3.3).

4. Çàñòîñîâíiñòü îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïðîiëþñòðîâàíî çà äîïîìîãîþ

ìîäåëüíîãî ïðèêëàäó, â ÿêîìó ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó êåðîâàíîñòi ïðè çà-

äàíèõ çíà÷åííÿõ ìåõàíi÷íèõ ïàðàìåòðiâ.
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ÐÎÇÄIË 4

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÅ ÊÅÐÓÂÀÍÍß ÊÎËÈÂÀÍÍßÌÈ ÏËÀÑÒÈÍÈ

ÊIÐÕÃÎÔÀ

4.1. Ìîäåëü Êiðõãîôà ç óðàõóâàííÿì ìîìåíòó iíåðöi¨ ïåðåðiçó

ïëàñòèíè

Ó öüîìó ðîçäiëi áóäå ðîçãëÿíóòî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè,

ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òâåðäîãî òiëà òà òîíêî¨ ïðóæíî¨ ïëàñòèíè. Àëå íà âiäìiíó

âiä ñèñòåìè (3.1)�(3.4), ùî ðîçãëÿäàëàñÿ ó ðîçäiëi 3, ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìîäåëëþ

ïëàñòèíè Êiðõãîôà, â ÿêié âðàõîâàíî îáåðòàëüíèé ðóõ ïîïåðå÷íîãî ïåðåði-

çó [1, 2, 22]:

∂2w(x1, x2, t)

∂t2
− Iρ

ρh
∆
∂2w(x1, x2, t)

∂t2
+

D

ρh
∆2w(x1, x2, t) = (x1 − a1)ω̇2 − (x2 − a2)ω̇1, (4.1)

äå (x1, x2) ∈ Ω = [0, l1]× [0, l2].

Ó ôîðìóëi (4.1): ∆ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
� îïåðàòîð Ëàïëàñà; ρ > 0 � ãóñòèíà, ùî

äîðiâíþ¹ âiäíîøåííþ ìàñè äî îäèíèöi îá'¹ìó; Iρ =
ρh3

12
� ïîëÿðíèé ìîìåíò

iíåðöi¨ ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó; D > 0 � æîðñòêiñòü ïëàñòèíè ïðè çãèíàííi; ai �

êîîðäèíàòè íåðóõîìî¨ òî÷êè òâåðäîãî òiëà; ωi � êîìïîíåíòè âåêòîðà êóòîâî¨

øâèäêîñòi òâåðäîãî òiëà. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ïëàñòèíà øàðíiðíî çàêðiïëåíà

íà ãðàíèöi îáëàñòi Ω, òîìó ìàþòü ìiñöå ãðàíè÷íi óìîâè:

w(x1, x2, t)|∂Ω = 0, (4.2)

∂2w(x1, x2, t)

∂x21
+ ν

∂2w(x1, x2, t)

∂x22

∣∣∣∣
x1=0, x1=l1

= 0, (4.3)

∂2w(x1, x2, t)

∂x22
+ ν

∂2w(x1, x2, t)

∂x21

∣∣∣∣
x2=0, x2=l2

= 0, (4.4)

äå ν � êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà.
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Ïðàâà ÷àñòèíà äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4.1) âiäïîâiäà¹ ôóíêöi¨

f(x1, x2, t) ó ôîðìóëi (3.8) ç ïðèïóùåííÿìè ïiäðîçäiëó 3.4 ïðî ìîæëèâiñòü ëi-

íåàðèçàöi¨ âiäíîñíî êîìïîíåíò êóòîâî¨ øâèäêîñòi (òîáòî äëÿ ïîâiëüíèõ îáåð-

òàíü).

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i (4.1)�(4.4) ìåòîäîì Ôóð'¹ ðîçãëÿíåìî

ñïî÷àòêó âèïàäîê ω̇1 = ω̇2 = 0. Ïiäñòàâèìî âèðàç

w(x1, x2, t) = X(x)q(t), x = (x1, x2)

ó çàäà÷ó (4.1)�(4.4) òà ðîçäiëèìî çìiííi. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî, ùî

q̈

q
= − α2∆2X

X − h2

12∆X
= −λ = const, äå α2 =

D

ρh
> 0.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

α2∆2X = λ(X − h2

12
∆X). (4.5)

Ïðèïóñòèìî, ùî X(x1, x2) = X1(x1)X2(x2), òà ïîçíà÷èìî

X ′′
1

X1
= µ1,

X ′′
2

X2
= µ2, µ = µ1 + µ2,

òîäi ∆X = (µ1 + µ2)X1X2 = µX. Ïiäñòàâèìî îñòàííié âèðàç ó ðiâíiñòü (4.5)

òà îòðèìà¹ìî, ùî λ =
α2(µ1 + µ2)

2

1− h2

12(µ1 + µ2)
. Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî çâè÷àéíå äè-

ôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî çìiííî¨ q(t):

q̈(t) + λq(t) = 0,

äå µ1 òà µ2 � âëàñíi çíà÷åííÿ íàñòóïíèõ çàäà÷ Øòóðìà�Ëióâiëëÿ: X ′′
i (xi) = µiXi(xi),

Xi(0) = Xi(li) = 0,
0 6 xi 6 li, i = 1, 2. (4.6)

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 ïîêàçàíî, ùî çàäà÷i (4.6) ìàþòü äèñêðåòíèé ñïåêòð:

µ1 = µ1k, µ2 = µ2j, (k, j) ∈ N2, äå

µ1k = −
(
πk

l1

)2

, µ2j = −
(
πj

l2

)2

.
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Âëàñíèì çíà÷åííÿì çàäà÷ Øòóðìà�Ëióâiëëÿ (4.6) âiäïîâiäàþòü âëàñíi

ôóíêöi¨ {X1k}∞k=1 òà {X2j}∞j=1. Ïðîíîðìó¹ìî öi ôóíêöi¨ òàê, ùîá âîíè óòâî-

ðþâàëè îðòîíîðìîâàíi áàçèñè â L2(0, l1) òà L2(0, l2) âiäïîâiäíî:

X1k(x1) =

√
2

l1
sin

(
πkx1
l1

)
, X2j(x2) =

√
2

l2
sin

(
πjx2
l2

)
.

Ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (4.1)�(4.4) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ðÿäó Ôóð'¹

w(x1, x2, t) =
∞∑

k,j=1

Ckj(t)X1k(x1)X2j(x2).

Ïî÷ëåííî ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ðÿä òà ïiäñòàâèìî éîãî ó ðiâíÿííÿ (4.1), âðà-

õîâóþ÷è ùî X ′′
1k = µ1kX1k, X ′′

2j = µ2jX2j:

∞∑
k,j=1

C̈kjX1kX2j −
h2

12

∞∑
k,j=1

C̈kj(µ1kX1kX2j + µ2jX1kX2j)+

+ α2
∞∑

k,j=1

Ckj(µ
2
1kX1kX2j + 2µ1kµ2jX1kX2j + µ2

2jX1kX2j) =
∞∑

k,j=1

fkjX1kX2j.

Ó ðåçóëüòàòi ïðîâåäåíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî íåñêií÷åííó ñèñòåìó çâè-

÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

C̈kj + λkjCkj = fkj, λkj =
α2(µ1k + µ2j)

2

1− h2

12(µ1k + µ2j)
, (k, j) ∈ N2, (4.7)

äå fkj � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (4.1) âiäíîñíî îðòîíîð-

ìîâàíî¨ ñèñòåìè {X1k(x1)X2j(x2)}∞k,j=1 â L2(Ω):

fkj =
2(

1 +
h2

12

(
(πkl2)

2 + (πjl1)
2

(l1l2)2

))√
l1l2

×

×
∫
Ω

[(x1 − a1)ω̇2 − (x2 − a2)ω̇1] sin

(
πkx1
l1

)
sin

(
πjx2
l2

)
dx1dx2.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ âïëèâó òiëà-íîñiÿ íà ìàëi êîëèâàííÿ ïëàñòèíè ïîçíà-

÷èìî u1(t) = ω̇1(t), u2(t) = ω̇2(t) òà áóäåìî ââàæàòè u1(t), u2(t) êåðóþ÷èìè

ôóíêöiÿìè â ñèñòåìi (4.7):

C̈kj +Ckjλkj = φkju1(t) + gkju2(t), λkj =
α2(µ1k + µ2j)

2

1− h2

12(µ1k + µ2j)
, (k, j) ∈ N2, (4.8)
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äå

φkj =



0, k = 2n, j = 2m+ 1,

2l2
√
l1l2

π2kj

(
1 +

h2

12

(
(πkl2)

2 + (πjl1)
2

(l1l2)2

)) , k = 2n+ 1, j = 2m,

2
√
l1l2(2a2 − l2)

π2kj

(
1 +

h2

12

(
(πkl2)

2 + (πjl1)
2

(l1l2)2

)) , k = 2n+ 1, j = 2m+ 1,

gkj =



−2l1
√
l1l2

π2kj

(
1 +

h2

12

(
(πkl2)

2 + (πjl1)
2

(l1l2)2

)) , k = 2n, j = 2m+ 1,

0, k = 2n+ 1, j = 2m,

2
√
l1l2(l1 − 2a1)

π2kj

(
1 +

h2

12

(
(πkl2)

2 + (πjl1)
2

(l1l2)2

)) , k = 2n+ 1, j = 2m+ 1.

Çðîáèìî ó ñèñòåìi (4.8) çàìiíó çìiííèõ:√
λkjCkj = ξkj(t), Ċkj(t) = ηkj(t), βkj =

√
λkj > 0.

Ïðè òàêèõ çìiííèõ ñèñòåìà (4.8) áóäå ìàòè âèãëÿä

ẋkj = Akjxkj +Bkju(t), (4.9)

äå

xkj =

ξkj

ηkj

 , Akj =

 0 βkj

−βkj 0

 , Bkj =

 0 0

φkj gkj

 , (k, j) ∈ N2. (4.10)

4.2. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî n i çàäàìî âiäîáðàæåííÿ i 7→ (ki, ji).

Îáåðåìî n ïàð ðiçíèõ iíäåêñiâ (k1, j1), (k2, j2), ..., (kn, jn), ùî âèçíà÷àþòü ïiä-

ñèñòåìó ñèñòåìè (4.9):

ẋi = Aixi +Biu(t), i = 1, n, (4.11)
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äå xi = xkiji, Ai = Akiji, Bi = Bkiji. Áóäåìî òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷å-

ííÿ ç îäíèì iíäåêñîì i äëÿ êîìïîíåíò βi = βkiji, φi = φkiji, gi = gkiji ôîðìóë

(4.10).

Äëÿ ñèñòåìè (4.11) ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ:

äëÿ çàäàíèõ çíà÷åíü τ > 0, x0i ∈ R2, x1i ∈ R2, i = 1, n, çíàéòè êåðóâàííÿ

u ∈ L2(0, τ), ÿêå ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë

J =

τ∫
0

{u21(t) + u22(t)}dt (4.12)

íà ðîçâ'ÿçêàõ x(t) =


x1(t)
...

xn(t)

 ∈ R2n ñèñòåìè (4.11). Ôóíêöi¨ x(t) ìàþòü

çàäîâîëüíÿòè êðàéîâi óìîâè

xi(0) = x0i , xi(τ) = x1i , i = 1, n. (4.13)

Ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (4.11)-(4.13) çà äîïîìîãîþ

ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà [116].

Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ Ãàìiëüòîíà:

H(ζ0, ζ, x, u) = ζ0(u
2
1 + u22) +

n∑
i=1

(piβiηi + qi(−βiξi + φiu1 + giu2)) =

= ζ0(Qu, u) + ζ(Ax+Bu),

äå x =


x1
...

xn

 , A = diag(A1, . . . , An), B =


B1

...

Bn

 , Q =

1 0

0 1

 ,

ζ = (p1, q1, . . . , pn, qn), ζ0 = const.

Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ u = û(t) çíàéäåìî ç óìîâè ìàêñèìóìó ãàìiëüòîíi-

àíà:
∂H

∂u
= 0. Îòæå, 2ζ0Qû+ (ζB)T = 0, òîáòî

û(t) = − 1

2ζ0
Q−1(ζ(t)B)T . (4.14)
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Òàê ÿê ζ0 = const, òî ìîæíà ïîçíà÷èòè ζ̃(t) = −ζ(t)

2ζ0
= (p̃1, q̃1, . . . , p̃n, q̃n),

òîäi

û(t) = (ζ̃(t)B)T = BT ζ̃T =

 0 φ1 0 φ2 . . . φn

0 g1 0 g2 . . . gn

×

× (p̃1, q̃1, . . . , p̃n, q̃n)
T =


n∑

i=1

φiq̃i
n∑

i=1

giq̃i

 . (4.15)

Âèðàç (4.14) áóäåìî ðîçãëÿäàòè íà òðà¹êòîðiÿõ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè

ẋ =
∂H

∂ζ

∣∣∣∣
u=û

= Ax+Bû(t),
˙̃
ζ = −∂H

∂x

∣∣∣∣
u=û

= −ζ̃A. (4.16)

Ñèñòåìó (4.16) çàïèøåìî ïîêîìïîíåíòíî:

˙̃pi(t) = βiq̃i(t), ˙̃qi(t) = −βip̃i(t), i = 1, n.

Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ âèä: p̃i(t) = p0i cos(βi(t)) + q0i sin(βi(t)),

q̃i(t) = −p0i sin(βi(t)) + q0i cos(βi(t)).
(4.17)

Ïiäñòàâèìî ðîçâ'ÿçîê (4.17) ó âèðàç (4.15), â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî íàñòó-

ïíi ôóíêöi¨ êåðóâàííÿ:
û1(s) =

n∑
i=1

φi

(
q0i cos(βis)− p0i sin(βis)

)
,

û2(s) =
n∑

i=1

gi
(
q0i cos(βis)− p0i sin(βis)

)
.

(4.18)

Çíàéäåìî êîíñòàíòè p0i , q
0
i çà äîïîìîãîþ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ç (4.13). Äëÿ

öüîãî ïðåäñòàâèìî ðîçâ'ÿçîê x(t) ñèñòåìè (4.11) ç êåðóâàííÿì û(t) íàñòóïíèì

÷èíîì:

xl(t) = etAlx0l +

τ∫
0

e(t−s)AlBlû(s)ds, (4.19)
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äå

etAlx0l =

 cos(βlt) sin(βlt)

− sin(βlt) cos(βlt)

 ξ0l

η0l

 .

Ïåðåïèøåìî âèðàç (4.19) ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi:

ξl(t) = ξ0l cos(βlt) + η0l sin(βlt) +

t∫
0

(
φl

n∑
i=1

φi

(
q0i cos(βis)− p0i sin(βis)

)
+

+ gl

n∑
i=1

gi
(
q0i cos(βis)− p0i sin(βis)

))
sin(βl(t− s))ds,

ηl(t) = −ξ0l sin(βlt) + η0l cos(βlt) +

t∫
0

(
n∑

i=1

φlφi

(
q0i cos(βis)− p0i sin(βis)

)
+

+ gl

n∑
i=1

gi
(
q0i cos(βis)− p0i sin(βis)

))
cos(βl(t− s))ds. (4.20)

Çàäàìî ãðàíè÷íi óìîâè  ξl(τ) = ξ1l ,

ηl(τ) = η1l .
(4.21)

Îá÷èñëèìî iíòåãðàëè ó âèðàçàõ (4.20) òà ïåðåïèøåìî îòðèìàíi ñïiââiäíî-

øåííÿ ó âèãëÿäi:

n∑
i ̸=l,i=1

q0i (φlφi + glgi)βl
cos(βiτ)− cos(βlτ)

β2
l − β2

i

−

−
n∑

i ̸=l,i=1

p0i (φlφi + glgi)
βl sin(βiτ)− βi sin(βlτ)

β2
l − β2

i

+

+ q0l (φ
2
l + g2l )

τ sin(βlτ)

2
− p0l (φ

2
l + g2l )

sin(βlτ)− βlτ cos(βlτ)

2βl
=

= ξ1l − ξ0l cos(βlτ)− η0l sin(βlτ),

n∑
i ̸=l,i=1

q0i (φlφi + glgi)
βl sin(βlτ)− βi sin(βiτ)

β2
l − β2

i

−
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−
n∑

i̸=l,i=1

p0i (φlφi + glgi)βi
cos(βiτ)− cos(βlτ)

β2
l − β2

i

+

+ q0l (φ
2
l + g2l )

sin(βlτ) + βlτ cos(βlτ)

2βl
− p0l (φ

2
l + g2l )

τ sin(βlτ)

2
=

= η1l + ξ0l sin(βlτ)− η0l cos(βlτ). (4.22)

Ïåðåòâîðèìî ñèñòåìó (4.22) íàñòóïíèì ÷èíîì: ïåðøå ðiâíÿííÿ ïîìíîæè-

ìî íà sin(βlτ), à äðóãå � íà cos(βlτ) òà äîäàìî ¨õ. Àíàëîãi÷íî ïåðøå ðiâíÿííÿ

ïîìíîæèìî íà cos(βlτ), à äðóãå � íà sin(βlτ) òà âiäíiìåìî âiä ïåðøîãî ðiâíÿ-

ííÿ äðóãå. Òîäi ñèñòåìà (4.22) ìàòèìå âèä:

q0l
τ

2
+ q0l

sin(2βlτ)

4βl
− p0l

sin2(βlτ)

2βl
+

n∑
i̸=l,i=1

q0i
(φlφi + glgi)

φ2
l + g2l

×

×
(
βl sin(βlτ) cos(βiτ)− βi cos(βlτ) sin(βiτ)

β2
l − β2

i

)
−

n∑
i̸=l,i=1

p0i
(φlφi + glgi)

φ2
l + g2l

×

×
(
βl sin(βlτ) sin(βiτ) + βi cos(βlτ) cos(βiτ)− βi

β2
l − β2

i

)
=

=
ξ1l sin(βlτ) + η1l cos(βlτ)− η0l

φ2
l + g2l

,

p0l
τ

2
− p0l

sin(2βlτ)

4βl
− q0l

sin2(βlτ)

2βl
+

n∑
i̸=l,i=1

q0i
(φlφi + glgi)

φ2
l + g2l

×

×
(
βl cos(βlτ) cos(βiτ) + βi sin(βlτ) sin(βiτ)− βl

β2
l − β2

i

)
−

n∑
i̸=l,i=1

p0i
(φlφi + glgi)

φ2
l + g2l

×

×
(
βl cos(βlτ) sin(βiτ)− βi cos(βiτ) sin(βlτ)

β2
l − β2

i

)
=

=
ξ1l cos(βlτ)− η1l sin(βlτ)− ξ0l

φ2
l + g2l

.

Ïåðåïèøåìî îòðèìàíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ó ìàòðè-

÷íîìó âèãëÿäi:
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(
M + F

)


q01

p01
...

q0n

p0n


= P, (4.23)

äå

M =


τ
2 0 . . . 0

0 τ
2 . . . 0

... ... . . . ...

0 0 . . . τ
2

 , F =


F11 F12 . . . F1n

F21 F22 . . . F2n

... ... . . . ...

Fn1 Fn2 . . . Fnn

 ,

Fll =


sin(2βlτ)

4βl
−sin2(βlτ)

2βl

−sin2(βlτ)

2βl
−sin(2βlτ)

4βl

 ,

Fli =
φlφi + glgi

(φ2
l + g2l )(β

2
l − β2

i )

 F 11
li F 12

li

F 21
li F 22

li

 ,

F 11
li = βl sin(βlτ) cos(βiτ)− βi cos(βlτ) sin(βiτ),

F 12
li = −(βl sin(βlτ) sin(βiτ) + βi cos(βlτ) cos(βiτ)− βi),

F 21
li = βl cos(βlτ) cos(βiτ) + βi sin(βlτ) sin(βiτ)− βl,

F 22
li = −(βl cos(βlτ) sin(βiτ)− βi cos(βiτ) sin(βlτ)),

P =



ξ11 sin(β1τ) + η11 cos(β1τ)− η01
φ2
1 + g21

ξ11 cos(β1τ)− η11 sin(β1τ)− ξ01
φ2
1 + g21
...

ξ1n sin(βnτ) + η1n cos(βnτ)− η0n
φ2
n + g2n

ξ1n cos(βnτ)− η1n sin(βnτ)− ξ0n
φ2
n + g2n


.

Òàêèì ÷èíîì, çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà äîâåäåíî

íàñòóïíó òåîðåìó:
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Òåîðåìà 4.1. [5, c.173] Íåõàé û1(t), û2(t), t ∈ [0, τ ] � îïòèìàëüíi êåðó-

âàííÿ ó çàäà÷i (4.11)�(4.13), äëÿ çàäàíèõ τ > 0, x0i ∈ R2, x1i ∈ R2, (i = 1, n).

Òîäi 
û1(s) =

n∑
i=1

φi

(
q0i cos(βis)− p0i sin(βis)

)
,

û2(s) =
n∑

i=1

gi
(
q0i cos(βis)− p0i sin(βis)

)
,

äå êîåôiöi¹íòè p0i , q0i çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâ-

íÿíü (4.23).

Çàóâàæåííÿ 4.1. Ìàòðèöÿ ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ñèñòåìè (4.23)

ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi ñóìè äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi M òà áëî÷íî¨ ìàòðèöi

F . Òàê ÿê åëåìåíòè ìàòðèöi M ïðîïîðöiéíi ÷àñó τ , à åëåìåíòè Fli ìàòðèöi

F îáìåæåíi ïî τ , òî det(M+F ) ̸= 0 äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åíü τ > 0.

Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà (4.23) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ x0i ∈ R2, x1i ∈ R2,

ÿêùî ÷àñ τ îáðàíî äîñòàòíüî âåëèêèì.

Îòðèìàíà âëàñòèâiñòü âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó ðîçäiëi 5 äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè

äëÿ îöiíêè ìíîæèíè äîñÿæíîñòi íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ ñèñòåìè.

4.3. Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ

Ó ÿêîñòi ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèäó

(4.11) äëÿ òðüîõ ìîä êîëèâàíü ïëàñòèíè:

ẋp = Apxp +Bpu(t), p = 1, 3. (4.24)

Âåêòîðè xp =

ξp

ηp

, u =

u1

u2

 i ìàòðèöi ñèñòåìè (4.24) âèçíà÷åíi ñïiâ-

âiäíîøåííÿìè (4.10):

Ap = Akpjp =

 0 βkpjp

−βkpjp 0

 , Bp = Bkpjp =

 0 0

φkpjp gkpjp

 ,
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äå

βkpjp =

α

((
πkp
l1

)2

+

(
πjp
l2

)2
)

√√√√1 +
h2

12

((
πkp
l1

)2

+

(
πjp
l2

)2
) , (4.25)

φkpjp =



0, kp - ïàðíå, jp - íåïàðíå,

2l2
√
l1l2

π2kpjp

(
1 +

h2

12

(
(πkpl2)

2 + (πjpl1)
2

(l1l2)2

)) , kp - íåïàðíå, jp - ïàðíå,

2
√
l1l2(2a2 − l2)

π2kpjp

(
1 +

h2

12

(
(πkpl2)

2 + (πjpl1)
2

(l1l2)2

)) , kp - íåïàðíå, jp - íåïàðíå,

gkpjp =



−2l1
√
l1l2

π2kpjp

(
1 +

h2

12

(
(πkpl2)

2 + (πjpl1)
2

(l1l2)2

)) , kp - ïàðíå, jp - íåïàðíå,

0, kp - íåïàðíå, jp - ïàðíå,

2
√
l1l2(l1 − 2a1)

π2kpjp

(
1 +

h2

12

(
(πkpl2)

2 + (πjpl1)
2

(l1l2)2

)) , kp - íåïàðíå, jp - íåïàðíå.

Äëÿ ÷èñåëüíèõ ðîçðàõóíêiâ îáåðåìî íàñòóïíi çíà÷åííÿ ìåõàíi÷íèõ ïàðà-

ìåòðiâ:

l1 = 1 ì, l2 = π ì, α = 1
ì2

c
, a1 = 1 ì, a2 = −1 ì, h = 0, 01 ì.

Çíàéäåìî çíà÷åííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò βkpjp:

βk1j1 =
π2 + 1√

1 +
π2 + 1

120000

≈ 10, 869; βk1j2 =
π2 + 4√

1 +
π2 + 4

120000

≈ 13, 869;

βk1j3 =
π2 + 9√

1 +
π2 + 9

120000

≈ 18, 869; βk2j1 =
4π2 + 1√
1 +

4π2 + 1

120000

≈ 40, 472;

βk2j2 =
4(π2 + 1)√
1 +

π2 + 1

30000

≈ 43, 471; βk2j3 =
4π2 + 9√
1 +

4π2 + 9

120000

≈ 48, 468;
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βk3j1 =
9π2 + 1√
1 +

9π2 + 1

120000

≈ 89, 793; βk3j2 =
9π2 + 4√
1 +

9π2 + 4

120000

≈ 92, 791;

βk3j3 =
9(π2 + 1)√
1 +

9(π2 + 1)

120000

≈ 97, 787.

Äëÿ iëþñòðàöi¨ åôåêòèâíîñòi îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, îòðèìàíîãî ó òåî-

ðåìi 4.1, îáåðåìî ñåðåä óñiõ ÷àñòîò βkpjp ó ôîðìóëi (4.25) òðè íàéìåíøi äëÿ

iíäåêñiâ p = 1, 2, 3:

βk1j1 ≈ 10, 869 c−1, βk2j2 ≈ 13, 869 c−1, βk3j3 ≈ 18, 869 c−1,

òîáòî ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ (k1, j1) = (1, 1) äëÿ p = 1; (k2, j2) = (1, 2) äëÿ

p = 2; (k3, j3) = (1, 3) äëÿ p = 3.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìè (4.24) ç ôóíêöiîíà-

ëîì ÿêîñòi

J =

1∫
0

{u21(t) + u22(t)}dt −→ min (4.26)

òà êðàéîâèìè óìîâàìè ïðè t = 0 i t = τ = 1:

x1p =

0

0

 , x01 =

 1

0

 , x02 = x03 =

 0

0

 . (4.27)

Çíàéäåìî êîåôiöi¹íòè q0p òà p0p, äëÿ öüîãî ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ βp, φp, gp,

ξ0p , ξ
1
p , η

0
p òà η1p ó ëiíiéíó ñèñòåìó (4.23):

p01 ≈ −1, 291, q01 ≈ 0, 071,

p02 ≈ −0, 848, q02 ≈ −3, 141,

p03 ≈ 1, 242, q03 ≈ 0, 750.

Çà äîïîìîãîþ âèðàçó (4.18) çíàéäåìî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ çàäà÷i (4.24),

(4.26), (4.27). Äëÿ îáðàíèõ ïàðàìåòðiâ ôóíêöi¨ êåðóâàííÿ ìàþòü íàñòóïíèé

âèãëÿä:
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û1(t) = φk1j1(q
0
k1j1

cos(βk1j1t)− p0k1j1 sin(βk1j1t)) + φk2j2(q
0
k2j2

cos(βk2j2t)−

− p0k2j2 sin(βk2j2t)) + φk3j3(q
0
k3j3

cos(βk3j3t)− p0k3j3 sin(βk3j3t)) =

= −0, 132 cos(10, 869t)− 2, 385 sin(10, 869t)− 1, 772 cos(13, 869t)+

+ 0, 479 sin(13, 869t)− 0, 461 cos(18, 869t) + 0, 765 sin(18, 869t),

û2(t) = gk1j1(q
0
k1j1

cos(βk1j1t)− p0k1j1 sin(βk1j1t)) + gk2j2(q
0
k2j2

cos(βk2j2t)−

− p0k2j2 sin(βk2j2t)) + gk3j3(q
0
k3j3

cos(βk3j3t)− p0k3j3 sin(βk3j3t)) =

= −0, 026 cos(10, 869t)− 0, 464 sin(10, 869t)− 0, 090 cos(18, 869t)+

+ 0, 149 sin(18, 869t). (4.28)

Çà äîïîìîãîþ ÷èñåëüíîãî iíòåãðóâàííÿ çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (4.24)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

x01 =

 1

0

 , x02 = x03 =

 0

0

 ,

ÿêèé âiäïîâiäà¹ êåðóâàííþ ui = ûi(t) ïî ôîðìóëi (4.28). Ãðàôiê íîðìè ðîçâ'ÿç-

êó ∥x(t)∥ ñèñòåìè (4.24) íàâåäåíî íà Ðèñ. 4.1. äëÿ t ∈ [0, 1].

Íà Ðèñ. 4.1. âèäíî, ùî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ ïiäñèñòåìi ç

òðüîìà íèçüêî÷àñòîòíèìè ìîäàìè, ìîæå áóòè âèêîðèñòàíî äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ

äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i êåðóâàííÿ ç êðàéîâèìè óìîâàìè (4.27).

Ðèñ. 4.1. Ãðàôiê íîðìè ðîçâ'ÿçêó ∥x(t)∥
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4.4. Âèñíîâêè

Ó äàíîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿíóòî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ïëàñòèíè

Êiðõãîôà ç óðàõóâàííÿì îáåðòàëüíîãî ðóõó ¨¨ ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó. Äàíà

ìîäåëü ¹ óòî÷íåííÿì ìîäåëi ðîçäiëó 3. Ïåðåðàõó¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîç-

äiëó.

1. Äëÿ óòî÷íåíî¨ ìîäåëi ïëàñòèíè Êiðõãîôà îòðèìàíî ñèñòåìó çâè÷àé-

íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêà îïèñó¹ êîëèâàííÿ ïëàñòèíè ç äî-

âiëüíîþ êiëüêiñòþ ìîä.

2. Óïåðøå ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ìîäåëëþ ïëàñòè-

íè ç ïîáóäîâîþ ôóíêöié êåðóâàííÿ ó ÿâíîìó âèãëÿäi äëÿ äîâiëüíî¨

ôiêñîâàíî¨ êiëüêîñòi ìîä êîëèâàíü.

3. Çà äîïîìîãîþ ÷èñåëüíîãî iíòåãðóâàííÿ ïiäòâåðäæåíî åôåêòèâíiñòü

îá÷èñëåííÿ çàïðîïîíîâàíèõ îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü äëÿ çàäàíèõ êðà-

éîâèõ óìîâ.

4. Ïîêàçàíî, ùî ìàòðèöÿ M +F ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

(4.23) ¹ íåâèðîäæåíîþ ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åííÿõ τ , òîìó ñè-

ñòåìà (4.23) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.
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ÐÎÇÄIË 5

ÎÖIÍÊÀ ÌÍÎÆÈÍÈ ÄÎÑßÆÍÎÑÒI Ó ÇÀÄÀ×I ÏÐÎ

ÊÎËÈÂÀÍÍß ÏËÀÑÒÈÍÈ ÊIÐÕÃÎÔÀ

5.1. Îïèñ íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ó

êîìïëåêñíèõ çìiííèõ

Ó ðîçäiëi 3 áóëî ðîçãëÿíóòî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ìàëèõ êîëèâàíü ïðó-

æíî¨ ïëàñòèíè Êiðõãîôà, ÿêà ¹ ïðèêðiïëåíîþ äî òâåðäîãî òiëà, ùî îáåðòà-

¹òüñÿ íàâêîëî íåðóõîìî¨ òî÷êè. Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ ðóõó (3.19)

ó ïðèïóùåííi, ùî ìîæíà âèêîðèñòàòè ëèøå îäíå êåðóâàííÿ, òîáòî u2 = 0, à

u1 = u(t):

ẋkj(t) = Akjxkj(t) +Bkju(t), (5.1)

äå xkj(t) =

ξkj(t)

ηkj(t)

,Akj =

 0 βkj

−βkj 0

,Bkj =

 0

φkj

, u(t) ∈ R, (k, j) ∈ N2.

Âåëè÷èíè ξkj(t) òà ηkj(t) ïðåäñòàâëÿþòü, âiäïîâiäíî, ìîäàëüíó êîîðäèíàòó

òà øâèäêiñòü äëÿ ìîäè êîëèâàíü ç iíäåêñàìè (k, j). Êåðóâàííÿ u(t) âiäïîâiäà¹

êóòîâîìó ïðèñêîðåííþ òiëà-íîñiÿ.

Êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (5.1) çàäàíî ÷åðåç ïàðàìåòðè ïðóæíî¨ ïëàñòèíè:

βkj = α

((
πk

l1

)2

+

(
πj

l2

)2
)
,

φkj =


0, k - ïàðíå,

2l2
√
l1l2

π2kj
, k - íåïàðíå, j - ïàðíå,

2
√
l1l2(2a2 − l2)

π2kj
, k - íåïàðíå, j - íåïàðíå,

(k, j) ∈ N2,

äå α, l1, l2, a2 � äîäàòíi êîíñòàíòè, ôiçè÷íèé çìiñò ÿêèõ îïèñàíî ó ðîçäiëi 3.

Ïðèïóñòèìî íàäàëi, ùî 2a2 ̸= l2.



84

Ââåäåìî êîìïëåêñíi çìiííi: zkj = ξkj + iηkj,

z̄kj = ξkj − iηkj.

Òîäi cèñòåìà (5.1) ó çìiííèõ zkj, z̄kj ìàòèìå íàñòóïíèé âèä: żkj = −izkjβkj + iφkju(t),

˙̄zkj = iz̄kjβkj − iφkju(t).
(5.2)

Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè φkj = 0 äëÿ ïàðíèõ iíäåêñiâ k, òî ñèñòåìà (5.1)

ìà¹ íåêåðîâàíèé ïiäïðîñòið, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ìîäàì (ξkj, ηkj) ç (k, j) ∈ S, äå

S = {(k, j) ∈ N2|k - ïàðíå}.

Òîìó äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ ïðîáëåìè êåðîâàíîñòi ðîçãëÿíåìî ïiä-

ñèñòåìó ñèñòåìè (5.1) äëÿ iíäåêñiâ N2\S. Íåõàé çàäàíî âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íå

âiäîáðàæåííÿ n 7−→ (kn, jn) ìiæ ìíîæèíàìè N òà N2\S, òîäi êîæíîìó iíäåêñó
n ∈ N âiäïîâiäà¹ ïàðà iíäåêñiâ (kn, jn) ∈ N2\S.

Áåç îáìåæåíü çàãàëüíîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëü-

íîãî ÷èñëà N iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëîM(N), ùî ç íåðiâíîñòåé 1 6 n 6 N

âèïëèâà¹ jn 6 M(N), kn 6 M(N), ïðè öüîìó

M(N) = O(
√
N) ïðè N −→ ∞. (5.3)

Ïîçíà÷èìî

ωn = βknjn = α

((
πkn
l1

)2

+

(
πjn
l2

)2
)
, (5.4)

Bn = φknjn =


2l2

√
l1l2

π2knjn
, kn- íåïàðíå, jn- ïàðíå,

2
√
l1l2(2a2 − l2)

π2knjn
, kn- íåïàðíå, jn- íåïàðíå,

(5.5)

qn = zknjn, q−n = z̄knjn.

Çàïèøåìî ñèñòåìó (5.2) â îïåðàòîðíîìó âèãëÿäi

q̇ = Aq +Bu, q ∈ ℓ2, u ∈ R1, (5.6)
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äå q =



q−1

q1

q−2

q2
...


∈ ℓ2, A = i



ω1 0 0 0 . . .

0 −ω1 0 0 . . .

0 0 ω2 0 . . .

0 0 0 −ω2 . . .
... ... ... ... . . .


, B = i



B−1

B1

B−2

B2

...


,

ωn = βknjn, Bn = φknjn, B−n = −φknjn.

Ñèñòåìó (5.6) áóäåìî ðîçãëÿäàòè ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði ℓ2 ç íîðìîþ

∥q∥ℓ2 =

( ∞∑
n=1

(
|qn|2 + |q−n|2

))1/2

.

5.2. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ó

êîìïëåêñíèõ çìiííèõ

Ðîçãëÿíåìî ñêií÷åííîâèìiðíó ïiäñèñòåìó ñèñòåìè (5.6), ÿêà âiäïîâiäà¹ êî-

îðäèíàòàì q−n, qn, n = 1, N , äëÿ ôiêñîâàíîãî öiëîãî ÷èñëà N > 1:

˙̃qN = AN q̃N +BNu, (5.7)

AN = i



ω1 0 . . . 0 0

0 −ω1 . . . 0 0
... ... . . . ... ...

0 0 . . . ωN 0

0 0 . . . 0 −ωN


, q̃N =



q−1

q1
...

q−N

qN


, BN = i



B−1

B1

...

B−N

BN


.

Ó ðîçäiëi 4 áóëî îòðèìàíî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ äëÿ ñêií÷åííîâèìið-

íî¨ ïiäñèñòåìè ç êâàäðàòè÷íèì ôóíêöiîíàëîì ÿêîñòi. Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò

ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè äëÿ ñèñòåìè (5.7) ç êîìïëåêñíèìè çìiííèìè íàñòó-

ïíèì ÷èíîì.

Ëåìà 5.1. [6, c.1642] Íåõàé ωj ̸= ωk äëÿ âñiõ 1 6 j < k 6 N. Ðîçãëÿíåìî

çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ:

˙̃qN = AN q̃N +BNu, t ∈ [0, τ ], (5.8)
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J =

τ∫
0

|u(t)|2dt −→ min, (5.9)

q̃0N = q̃N(0) =



q0−1

q01
...

q0−N

q0N


∈ C2N , q̃1N = q̃N(τ) =



q1−1

q11
...

q1−N

q1N


∈ C2N , (5.10)

q0n = q0−n, q1n = q1−n, n = 1, N.

Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ äëÿ äàíî¨ çàäà÷i ìà¹ âèãëÿä

ûN(t) = (B1e
iω1t, B−1e

−iω1t, ..., BNe
iωN t, B−Ne

−iωN t)ν,

äå

ν =



ν−1

ν1
...

ν−N

νN


=



1
B1

0 . . . 0 0

0 1
B−1

. . . 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 1
BN

0

0 0 . . . 0 1
B−N


K−1×

×



1
B−1

0 . . . 0 0

0 1
B1

. . . 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 1
B−N

0

0 0 . . . 0 1
BN


(e−iωNτ q̃1N − q̃0N), (5.11)

K = (Kjk)
N
j,k=1, Kjj =

 τ
i(e−2iωjτ − 1)

2ωj

i(1− e2iωjτ)

2ωj
τ

 ,
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Kjk = i


1− ei(ωk−ωj)τ

ωk − ωj

e−i(ωk+ωj)τ − 1

ωk + ωj

1− ei(ωk+ωj)τ

ωk + ωj

1− ei(ωj−ωk)τ

ωj − ωk

 , j ̸= k.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ðåçóëüòàòàìè ðîçäiëó 4, äå áóëî îòðèìàíî îïòè-

ìàëüíå êåðóâàííÿ û1(t), û2(t) äëÿ çàäà÷iξ̇n

η̇n

 =

 0 ωn

−ωn 0

ξn

ηn

+

 0

φnu1 + gnu2

 , n = 1, N, (5.12)

J =

τ∫
0

{u21(t) + u22(t)}dt −→ min, (5.13)

xn(0) = x0n, xn(τ) = x1n. (5.14)

ßêùî gn = 0 äëÿ âñiõ n = 1, N ó ôîðìóëi (5.12), òî âiäïîâiäíî äî òåî-

ðåìè 4.1. îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ áóäå ìàòè âèãëÿä û1(t) = û(t), û2(t) ≡ 0,

äå

û(t) =
N∑
n=1

φn

(
d0n cos(ωnt)− p0n sin(ωnt)

)
. (5.15)

Ïàðàìåòðè d0n, p0n çíàõîäÿòüñÿ ç ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü:

(
M + F

)


d01

p01
...

d0N

p0N


= P, (5.16)

äå M =


τ
2 0 . . . 0

0 τ
2 . . . 0

... ... . . . ...

0 0 . . . τ
2

 , F =


F11 F12 . . . F1N

F21 F22 . . . F2N

... ... . . . ...

FN1 FN2 . . . FNN

 ,

Fjj =


sin(2ωnj

τ)

4ωnj

−
sin2(ωnj

τ)

2ωnj

−
sin2(ωnj

τ)

2ωnj

−
sin(2ωnj

τ)

4ωnj

 ,
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Fjk =
φnj

φnk

φ2
nj
(ω2

nj
− ω2

nk
)

 F 11
jk F 12

jk

F 21
jk F 22

jk

 ,

F 11
jk = ωnj

sin(ωnj
τ) cos(ωnk

τ)− ωnk
cos(ωnj

τ) sin(ωnk
τ),

F 12
jk = −(ωnj

sin(ωnj
τ) sin(ωnk

τ) + ωnk
cos(ωnj

τ) cos(ωnk
τ)− ωnk

),

F 21
jk = ωnj

cos(ωnj
τ) cos(ωnk

τ) + ωnk
sin(ωnj

τ) sin(ωnk
τ)− ωnj

,

F 22
jk = −(ωnj

cos(ωnj
τ) sin(ωnk

τ)− ωnk
cos(ωnk

τ) sin(ωnj
τ)),

P =



ξ11 sin(ω1τ) + η11 cos(ω1τ)− η01
φ2
1

ξ11 cos(ω1τ)− η11 sin(ω1τ)− ξ01
φ2
1
...

ξ1N sin(ωNτ) + η1N cos(ωNτ)− η0N
φ2
N

ξ1N cos(ωNτ)− η1N sin(ωNτ)− ξ0N
φ2
N


.

Óôîðìóëi (5.15) ïåðåéäåìî äî êîìïëåêñíèõ çìiííèõ, äëÿ öüîãî çàñòîñó¹ìî

ïðåäñòàâëåííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié ó êîìïëåêñíié ôîðìi

cos(ωnt) =
eiωnt + e−iωnt

2
, sin(ωnt) =

eiωnt − e−iωnt

2i
, (5.17)

òîäi

û(t) =
N∑
n=1

φn

(
d0n

eiωnt + e−iωnt

2
− p0n

eiωnt − e−iωnt

2i

)
=

=
N∑
n=1

iφn

(
eiωnt

p0n − id0n
2

− e−iωnt
p0n + id0n

2

)
. (5.18)

Ó (5.18) ïîçíà÷èìî iφn = Bn òà ïåðåïèøåìî äàíó ôîðìóëó ó íàñòóïíîìó

âèãëÿäi:

û(t) =
N∑

n=−N,
n ̸=0

Bne
iωntν−n =

−1∑
n=−N

Bne
iωntν−n +

N∑
n=1

Bne
iωntν−n =

=
N∑
n=1

B−n

(
e−iωntνn − eiωntν−n

)
, (5.19)
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äå

ν−n =
p0n − id0n

2
, νn =

p0n + id0n
2

, n = 1, N. (5.20)

Îòæå, (5.19) � îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ äëÿ çàäà÷i ó êîìïëåêñíèõ çìiííèõ.

Ç ôîðìóëè (5.20) ìà¹ìî:

d0n = i(ν−n − νn), p0n = νn + ν−n.

Âåêòîð-ñòîâïåöü íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ ç (5.16) ó êîìïëåêñíèõ çìiííèõ ìàòè-

ìå âèãëÿä:

d01

p01
...

d0N

p0N


=



i(ν−1 − ν1)

ν1 + ν−1

...

i(ν−N − νN)

νN + ν−N


=



i −i . . . 0 0

1 1 . . . 0 0
... ... . . . ... ...

0 0 . . . i −i

0 0 . . . 1 1





ν−1

ν1
...

ν−N

νN


. (5.21)

Òàê ÿê qn = zn = ξn + iηn, à q−n = zn = ξn − iηn, òî:

P =



Im(eiω1τq11 − q01)

|B1|2
Re(eiω1τq11 − q01)

|B1|2
...

Im(eiωNτq1N − q0N)

|BN |2
Re(eiωNτq1N − q0N)

|BN |2


=



α1

β1
...

αN

βN


.

Çàïèøåìî (5.16) ó íîâèõ ïîçíà÷åííÿõ:

(M + F )



i −i . . . 0 0

1 1 . . . 0 0
... ... . . . ... ...

0 0 . . . i −i

0 0 . . . 1 1





ν−1

ν1
...

ν−N

νN


=



Im(eiω1τq11 − q01)

|B1|2
Re(eiω1τq11 − q01)

|B1|2
...

Im(eiωNτq1N − q0N)

|BN |2
Re(eiωNτq1N − q0N)

|BN |2


. (5.22)
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Íåõàé M ′ = (M + F )



i −i . . . 0 0

1 1 . . . 0 0
... ... . . . ... ...

0 0 . . . i −i

0 0 . . . 1 1


=



α1

β1
...

αN

βN


.

Ó M ′ ïåðåéäåìî äî êîìïëåêñíèõ çìiííèõ çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòåé (5.17)

òà çàñòîñó¹ìî äî îáîõ ÷àñòèí ðiâíîñòi (5.22) åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ âèäó βn − iαn

βn + iαn

, òîäi áëîêè ìàòðèöi M ′ = (M ′
jk)

N
j,k=1 çàïèøåìî íàñòóïíèì ÷è-

íîì:

M ′
jj =

 τ −i(e−2iωjτ − 1)

2ωj

−i(1− e2iωjτ)

2ωj
τ

 ,

M ′
jk = i

φk

φj


1− ei(ωk−ωj)τ

ωk − ωj
−e−i(ωk+ωj)τ − 1

ωk + ωj

−1− ei(ωk+ωj)τ

ωk + ωj

1− ei(ωj−ωk)τ

ωj − ωk

 ,

ïðè öüîìó P =



e−iω1τq1−1 − q0−1

|B1|2
eiω1τq11 − q01

|B1|2
...

e−iωNτq1−N − q0−N

|BN |2
eiωNτq1N − q0N

|BN |2


.
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Âèêîíà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ òà çàïèøåìî (5.22) ó âèãëÿäi:

M ′



ν−1

ν1
...

ν−N

νN


=



e−iω1τq1−1 − q0−1

|B1|2
eiω1τq11 − q01

|B1|2
...

e−iωNτq1−N − q0−N

|BN |2
eiωNτq1N − q0N

|BN |2


. (5.23)

Ïîìíîæèìî âèðàç (5.23) çëiâà íà ìàòðèöþ diag(B1, B−1, ..., BN , B−N):

M ′′



B1 0 . . . 0 0

0 B−1 . . . 0 0
... ... . . . ... ...

0 0 . . . BN 0

0 0 . . . 0 B−N





ν−1

ν1
...

ν−N

νN


=



e−iω1τq1−1 − q0−1

B−1

eiω1τq11 − q01
B1
...

e−iωNτq1−N − q0−N

B−N

eiωNτq1N − q0N
BN


, (5.24)

äå M ′′
jj =

 τ
i(e−2iωjτ − 1)

2ωj

i(1− e2iωjτ)

2ωj
τ

 ,

M ′′
jk = i


1− ei(ωk−ωj)τ

ωk − ωj

e−i(ωk+ωj)τ − 1

ωk + ωj

1− ei(ωk+ωj)τ

ωk + ωj

1− ei(ωj−ωk)τ

ωj − ωk

 .

Ïîâåðíåìîñÿ äî ôîðìóëè (5.11) òà çàïèøåìî ¨¨ ó âèãëÿäi:

K



B1ν−1

B−1ν1
...

BNν−N

B−NνN


=



1
B−1

0 . . . 0 0

0 1
B1

. . . 0 0
... ... . . . ... ...

0 0 . . . 1
B−N

0

0 0 . . . 0 1
BN





e−iω1τq1−1 − q0−1

eiω1τq11 − q01
...

e−iωNτq1−N − q0−N

eiωNτq1N − q0N


. (5.25)
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Î÷åâèäíî, ùî ôîðìóëè (5.24) òà (5.25) ¹ åêâiâàëåíòíèìè, îòæå òâåðäæåí-

íÿ ëåìè 5.1 äîâåäåíî.

5.3. Îöiíêà ìíîæèíè äîñÿæíîñòi íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ ñèñòåìè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äëÿ îöiíêè ìíîæèíè äîñÿæíîñòi ñèñòåìè (5.6) áóäå âè-

êîðèñòàíî ñiì'þ ôóíêöié, ùî âiäïîâiäàþòü ñêií÷åííîâèìiðíèì çàäà÷àì îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç ïiäðîçäiëó 5.2.

Òàê ÿê îïåðàòîð A : D(A) −→ ℓ2 ó ñèñòåìi (5.6) ¹ iíôiíiòåçèìàëüíèì ãåíå-

ðàòîðîì C0 � íàïiâãðóïè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ {etA}t>0 ó ℓ2 íà îñíîâi òåîðåìè

Õiëë¹�Iîñiäè [118], òî äëÿ áóäü-ÿêèõ q0 ∈ ℓ2, τ > 0, u ∈ L2(0, τ) iñíó¹ ¹äè-

íèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê q(t, q0, u) ðiâíÿííÿ (5.6) ç u = u(t), t ∈ [0, τ ], ùî

çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó q|t=0 = q0. Óêàçàíèé ðîçâ'ÿçîê ìîæíà çàäàòè

ôîðìóëîþ [118]:

q(t; q0, u) = etAq0 +

t∫
0

e(t−s)ABu(s)ds, 0 6 t 6 τ.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè äîñÿæíîñòi äëÿ ñèñòåìè (5.6) [85]:

Rτ(q
0) = {q1 ∈ ℓ2 : q1 = q(τ ; q0, u) ïðè u ∈ L2(0, τ)},

R(q0) =
∪
τ>0

Rτ(q
0).

Íàãàäà¹ìî [128], ùî ñèñòåìà (5.6) ¹ íàáëèæåíî êåðîâàíîþ, ÿêùîR(q0) = ℓ2

äëÿ âñiõ q0 ∈ ℓ2. Ñòàíäàðòíèì ñïîñîáîì äîñëiäæåííÿ íàáëèæåíî¨ êåðîâàíîñòi

ëiíiéíèõ ñèñòåì âèäó (5.6) ¹ êðèòåðié N. Levan, L. Rigby [128], ÿêèé çâîäè-

òüñÿ äî àíàëiçó iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ñïðÿæåíî¨ íàïiâãðóïè {etA∗}t>0 ó

ÿäði îïåðàòîðà B∗. Àëå áåçïîñåðåäí¹ çàñòîñóâàííÿ òàêîãî ïiäõîäó íå äà¹ ìî-

æëèâîñòi ïðîâåñòè îöiíêó ìíîæèíè äîñÿæíîñòi Rτ(q
0) òà ïîáóäóâàòè ôóíêöi¨

êåðóâàííÿ, ÿêi á çàïåçïå÷èëè ðîçâ'ÿçîê äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i äëÿ çàäàíèõ êðà-

éîâèõ óìîâ.

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ïðî ìíîæèíè äîñÿæíîñòi íå-

ñêií÷åííîâèìiðíî¨ ñèñòåìè (5.6) íàãàäà¹ìî [129], ùî êîìïëåêñíå àáî äiéñíå
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÷èñëî χ íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèì ÷èñëîì, ÿêùî âîíî ¹ êîðåíåì äåÿêîãî ìíî-

ãî÷ëåíà ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi îäíî÷àñíî íå äîðiâíþþòü íóëþ.

×èñëî n∗ íàçèâà¹òüñÿ ñòåïåíåì àëãåáðà¨÷íîãî ÷èñëà χ, ÿêùî χ ¹ êîðåíåì

äåÿêîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíÿ n∗ ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, òà íå iñíó¹ òîòîæíî

ðiâíîãî íóëþ ìíîãî÷ëåíà ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè ñòåïåíi ìåíøå çà n∗, êîðå-

íåì ÿêîãî áóëî á ÷èñëî χ.

Ñôîðìóëþ¹ìî òåîðåìó ïðî îöiíêó ñòàíiâ q1 ∈ ℓ2 ñèñòåìè (5.6), ÿêi ¹ íà-

áëèæåíî äîñÿæíèìè ç òî÷êè q0 = 0 ∈ ℓ2.

Òåîðåìà 5.1. [6, c.1643] Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (5.6) âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) Bn ̸= 0, n = ±1,±2,±3, ...;

2) χ =

(
l2
l1

)2

� àëãåáðà¨÷íå ÷èñëî ñòåïåíÿ n∗ > 2;

3) Êîîðäèíàòè âåêòîðà q1 =



q1−1

q11

q1−2

q12
...


∈ ℓ2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

q1−n = q1n, |q1n| = O

(
1

nγ

)
, γ >

3

2
n∗ + 1

ïðè âñiõ n ∈ N.

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 çíàéäóòüñÿ òàêi ÷èñëà τ = τ(ε) > 0 i N(ε) > 1,

ùî

∥q(τ ; 0, ûN)− q1∥ℓ2 < ε, (5.26)

äå ûN(t) � îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ äëÿ çàäà÷i (5.8)�(5.10), ÿêå ìà¹ âèä

ûN(t) =
N∑
n=1

(Bne
iωntν−n +B−ne

−iωntνn), t ∈ [0; τ ].

Äîâåäåííÿ. Òàê ÿê â óìîâi òåîðåìè χ � iððàöiîíàëüíå ÷èñëî, òî ç âèðà-

çó (5.4) âèïëèâà¹ âëàñòèâiñòü ωj ̸= ωk äëÿ âñiõ j ̸= k. Âiäïîâiäíî äî ïiäõîäó

ðîáîòè [130], ïðîâåäåìî îöiíêó âåëè÷èíè (5.26) iç âèêîðèñòàííÿì êåðóâàííÿ

âèäó u = ûN(t) ç ëåìè 5.1.
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Ââåäåìî îïåðàòîðè ïðîåêòóâàííÿ QN : ℓ2 −→ ℓ2 òà PN : ℓ2 −→ ℓ2 íàñòó-

ïíèì ÷èíîì:

PN : q =



q−1

q1
...

q−N

qN

q−N−1

qN+1

...


7−→



q−1

q1
...

q−N

qN

0

0
...


, QN = I − PN .

Òîäi

∥q(τ ; 0, ûN)− q1∥ℓ2 = ∥QNq(τ ; 0, ûN)−QNq
1∥ 6

6 ∥QNq
1∥+

∥∥∥∥∥∥
τ∫

0

QNe
(τ−s)ABûN(s)ds

∥∥∥∥∥∥ .
Îñêiëüêè îïåðàòîðè etA iQN êîìóòóþòü, òî çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi Êîøi-

Áóíÿêîâñüêîãî îòðèìà¹ìî:

∥q(τ ; 0, ûN)− q1∥ℓ2 6 ∥QNq
1∥+ sup

t∈[0,τ ]
∥etA∥ · ∥QNB∥ ·

τ∫
0

|ûN(s)|ds 6

6 ∥QNq
1∥+

√
τ∥QNB∥ · sup

t∈[0,τ ]
∥etA∥ · ∥ûN∥L2(0,τ).

Î÷åâèäíî, ùî íîðìà îïåðàòîðà etA : ℓ2 −→ ℓ2 äîðiâíþ¹ 1.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëü-

íîãî ε > 0 òà âåêòîðà q1 çíàéäóòüñÿ òàêi ÷èñëà τ > 0 i N , ùî

∥QNq
1∥ <

ε

2
, (5.27)

rN = τ∥QNB∥2∥ûN∥2L2(0;τ) <
ε2

4
. (5.28)
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Íåðiâíiñòü (5.27) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî

lim
N−→∞

∥QNq
1∥2 = lim

N−→∞

∞∑
n=N+1

(
|q1−n|2 + |q1n|2

)
= 0

äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà q1 ∈ ℓ2.

Äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (5.28) çíàéäåìî çíà÷åííÿ íîðìè îïòèìàëüíîãî

êåðóâàííÿ ç ëåìè 5.1:

∥ûN(t)∥2L2(0,τ) =

τ∫
0

|ûN(t)|2dt =
τ∫

0

ûN(t)ûN(t)dt =

=

τ∫
0

(
N∑
n=1

Bne
iωntν−n +B−ne

−iωntνn

)(
N∑

n′=1

B̄n′e−iωn′tν̄−n′ + B̄−n′eiωn′tν̄n′

)
dt =

=

τ∫
0

(
N∑
n=1

N∑
n′=1

Bne
iωntν−nB̄n′e−iωn′tν̄−n′ +

N∑
n=1

N∑
n′=1

Bne
iωntν−nB̄−n′eiωn′tν̄n′+

+
N∑
n=1

N∑
n′=1

B−ne
−iωntνnB̄n′e−iωn′tν̄−n′ +

N∑
n=1

N∑
n′=1

B−ne
−iωntνnB̄−n′eiωn′tν̄n′

)
dt =

=
N∑
n=1

BnB̄−nν−nν̄n
i(1− e2iωnτ)

2ωn
+

N∑
n=1

B−nB̄nνnν̄−n
i(e−2iωnτ − 1)

2ωn
+

+
N∑
n=1

B−nB̄−nνnν̄nτ +
N∑
n=1

N∑
n′=1

BnB̄n′ν−nν̄−n′
i(1− ei(ωn−ωn′)τ)

ωn − ωn′
+

+
N∑
n=1

BnB̄nν−nν̄−nτ +
N∑
n=1

N∑
n′=1

BnB̄−n′ν−nν̄n′
i(1− ei(ωn+ωn′)τ)

ωn + ωn′
+

+
N∑
n=1

N∑
n′=1

B−nB̄n′νnν̄−n′
i(e−i(ωn+ωn′)τ − 1)

ωn + ωn′
+

N∑
n=1

N∑
n′=1

B−nB̄−n′νnν̄n′
i(ei(ωn′−ωn)τ − 1)

ωn − ωn′
.

Îöiíèìî ∥ûN(t)∥2L2(0,τ) çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà òà íåðiâíîñòi

Ãåëüäåðà:

∥ûN(t)∥2L2(0,τ) 6
N∑
n=1

|Bn|2|νn|2
(
2|τ |+ 2

|ωn|

)
+



96

+
N∑

n,n′=1,
n ̸=n′

(
4|BnBn′νnνn′|
|ωn − ωn′|

+
4|BnBn′νnνn′|
|ωn + ωn′|

)
6

N∑
n=1

|Bn|2|νn|2
(
2|τ |+ max

n,n′6N

2

|ωn|

)
+

+
N∑

n,n′=1,
n ̸=n′

|BnBn′νnνn′|
(

max
n,n′6N

4

|ωn − ωn′|
+ max

n,n′6N

4

|ωn + ωn′|

)
6

6 max
n,n′6N


2|τ |+ 2

min
n,n′6N

|ωn|

 ,

 4

min
n,n′6N

|ωn − ωn′|
+

4

min
n,n′6N

|ωn + ωn′|

×

×
N∑

n,n′=1,
n ̸=n′

|BnBn′νnνn′| 6

6 max
n,n′6N


(
2τ +

2

ω1

)
,

 4

min
n,n′6N

|ωn − ωn′|
+

4

ω1 + ω2


N∑

n,n′=1,
n ̸=n′

|BnBn′νnνn′| 6

6 4

min
n,n′6N

|ωn − ωn′|

N∑
n,n′=1,
n ̸=n′

|BnBn′νnνn′|. (5.29)

Ââåäåìî ïåðåïîçíà÷åííÿ:

ν̃n = νnB−n, ν̃−n = ν−nBn,
2

min
n,n′6N

|ωn − ωn′|
= H(N),

òîäi îöiíêà (5.29) ìàòèìå âèä:

∥ûN(t)∥2L2(0,τ) 6 2H(N)
N∑

n,n′=1,
n ̸=n′

|ν̃nν̃n′| = 2H(N)
N∑

n′=1

(
N∑
n=1

|ν̃n||ν̃n′|

)
6

6 2H(N)
N∑

n′=1


√√√√ N∑

n=1

|ν̃n′|2

√√√√ N∑
n=1

|ν̃n|2

 = H(N)
√
2N∥ν̃∥2

N∑
n′=1

|ν̃n′| 6

6 H(N)
√
2N∥ν̃∥2

√√√√ N∑
n′=1

|ν̃n′|2

√√√√ N∑
n′=1

12 = H(N)N∥ν̃∥22. (5.30)

Òóò ∥ν̃∥2 =
N∑
n=1

(
|ν̃n|2 + |ν̃−n|2

) 1
2 � åâêëiäîâà íîðìà âåêòîðà ν̃. Çãiäíî ëå-

ìè 5.1,

ν̃ = K−1y, (5.31)
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äå ν̃ =



ν̃−1

ν̃1
...

ν̃−N

ν̃N


, y =



1

B−1
0 . . . 0 0

0
1

B1
. . . 0 0

... ... . . . ... ...

0 0 . . .
1

B−N
0

0 0 . . . 0
1

BN


(e−iωNτ q̃1N − q̃0N).

Îöiíèìî íîðìó âåêòîðà ν̃. Äëÿ öüîãî çàïèøåìî ìàòðèöþ K ó âèãëÿäi

K = τI + C i ðîçãëÿíåìî C ÿê ëiíiéíèé îïåðàòîð ç ïðîñòîðó C2N ç íîðìîþ

∥ · ∥1 â C2N ç íîðìîþ ∥ · ∥∞:

C :
(
C2N , ∥ · ∥1

)
−→

(
C2N , ∥ · ∥∞

)
,

äå ∥y∥1 =
N∑
n=1

(|yn|+ |y−n|) , ∥y∥∞ = max
16|n|6N

|yn|.

Ïåðåïèøåìî ôîðìóëó (5.31) ó âèãëÿäi

Kν̃ = (τI + C)ν̃ = y, ν̃ =
y

τ
− Cν̃

τ
,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

∥ν̃∥∞ 6 1

τ
(∥y∥∞ + ∥Cν̃∥∞) 6 1

τ
(∥y∥∞ + ∥C∥∥ν̃∥1) ,

∥ν̃∥∞
(
1− ∥C∥

τ

)
6 1

τ
∥y∥∞,

∥ν̃∥∞ 6 ∥y∥∞
τ − ∥C∥

çà óìîâè ∥C∥ < τ. (5.32)

Òåïåð îöiíèìî íîðìó ëiíiéíîãî îïåðàòîðà C:

∥C∥ 6 max
16n6N

{
max

16m6N
|Cnm|

}
=

= max
16n6N

{∣∣∣∣i(e−2iωnτ − 1)

2ωn

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣i(1− e2iωnτ)

2ωn

∣∣∣∣ , max
16m6N

{
2

|ωm − ωn|
,

2

|ωm + ωn|

}}
6

6 max
16n6N

{
1

|ωn|
, max
16m6N

{
2

|ωm − ωn|
,

2

|ωm + ωn|

}}
. (5.33)

Ç ôîðìóëè (5.4) ìà¹ìî

ωn = βjnkn = α

((
πjn
l1

)2

+

(
πkn
l2

)2
)
, ωm = βjmkm = α

((
πjm
l1

)2

+

(
πkm
l2

)2
)
.
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Ç îáìåæåíü 1 6 n 6 N i 1 6 m 6 N îòðèìó¹ìî íåðiâíîñòi âèäó

1 6 jm, km, jn, kn 6 M(N) äëÿ öiëîãî ÷èñëà M(N) ç ôîðìóëè (5.3).

Òîäi îöiíèìî âèðàç (5.33) íàñòóïíèì ÷èíîì

∥C∥ 6 max
jn,kn6M

 1

βjnkn

, max
(jm,km )̸=(jn,kn)

jn,kn6M

{
2

|βjnkn + βjmkm|
,

2

|βjnkn − βjmkm|

} 6 (5.34)

6 max
jn,kn6M


1

min
jn,kn6M

βjnkn

,
2

min
(jm,km )̸=(jn,kn)
jn,kn,jm,km6M

|βjnkn + βjmkm|
,

2

min
(jm,km )̸=(jn,kn)
jn,kn,jm,km6M

|βjnkn − βjmkm |

 .

Ïîçíà÷èìî jn = p, kn = c, jm = m, km = s, χ =

(
l2
l1

)2

, òîäi

min
(jm,km)̸=(jn,kn)
jn,kn,jm,km6M

|βjnkn − βjmkm| =
απ2

l22
min

(p,c)̸=(m,s)
p,c,m,s6M

|χp2 + c2 − χm2 − s2|. (5.35)

Òàê ÿê χ � àëãåáðà¨÷íå ÷èñëî ñòåïåíÿ n∗ > 2, òî ç òåîðåìè Ëióâiëëÿ

âèïëèâà¹, ùî

απ2

l22
min

(p,c)̸=(m,s)
p,c,m,s6M

|χp2 + c2 − χm2 − s2| > min
p̸=m

p,m6M

απ2R

l22|p2 −m2|n∗−1
> απ2R

l22(M
2(N)− 1)n∗−1

, (5.36)

äåR � äîäàòíà êîíñòàíòà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä χ òà âèðàæà¹òüñÿ ó ÿâíîìó

âèãëÿäi ÷åðåç ñïðÿæåíi ç χ âåëè÷èíè [130].

Òîäi ç íåðiâíîñòåé (5.34), (5.35), (5.36) îäåðæó¹ìî îöiíêó:

∥C∥ 6 l22(M
2(N)− 1)n

∗−1

απ2R
.

Òàêèì ÷èíîì, ç ôîðìóë (5.30), (5.32) i (5.3) ìà¹ìî, ùî

∥ûN(t)∥2L2(0,τ) 6 NH(N)∥y∥22, τ >
l22(M

2(N)− 1)n
∗−1

απ2R
= O(Nn∗−1). (5.37)

Îöiíèìî åâêëiäîâó íîðìó âåêòîðà y:

∥y∥22 =
N∑
n=1

(
|y−n|2 + |yn|2

)
=

N∑
n=1

|e−iωnτq1n − q0n|2 + |eiωnτq1−n − q0−n|2

|Bn|2
6

6 2
N∑
n=1

|e−iωnτq1n|2 + |eiωnτq1−n|2 + |q0n|2 + |q0−n|2

|Bn|2
6
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6 2
N∑
n=1

|q1n|2 + |q1−n|2 + |q0n|2 + |q0−n|2

|Bn|2
.

Ïiäñòàâèìî îòðèìàíèé âèðàç ó ëiâó ÷àñòèíó ôîðìóëè (5.28):

rN 6 4Nτ

min
16n<
<n′6N

|ωn − ωn′ |

N∑
n=1

|q1n|2 + |q1−n|2 + |q0n|2 + |q0−n|2

|Bn|2
∞∑

n=N+1

(
|B−n|2 + |Bn|2

)
. (5.38)

Çàäàìî âiäîáðàæåííÿ n 7−→ (p, c), n′ 7−→ (k, s), ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiä-

íiñòü iíäåêñàì n ∈ N i n′ ∈ N ïàðè iíäåêñiâ (p, c), (k, s) âiäïîâiäíî. Çãiäíî

ââåäåíèì ïîçíà÷åííÿì:

Bn = iφpc, ωn = βpc, ωn′ = βks,

äå βpc = α

((
πp

l1

)2

+

(
πc

l2

)2
)
, βks = α

((
πk

l1

)2

+

(
πs

l2

)2
)
.

Òîäi ôîðìóëà (5.28) íàáóäå âèãëÿäó

rN 6 8Nτ

min
(p,c) ̸=(k,s)
p,c,k,s6N

|βpc − βks|

N∑
p,c=1

|q1n|2 + |q1−n|2 + |q0n|2 + |q0−n|2

|iφpc|2
∞∑

p,c=N+1

|iφpc|2. (5.39)

Íåõàé

q0n = 0, q0−n = 0, |q1n| = |q1−n| = O

(
1

pγ
+

1

cγ

)
.

Ç óðàõóâàííÿì ïîçíà÷åíü (5.5) äëÿ φpc ç ôîðìóëè (5.39) âèïëèâà¹ ôîðìó-

ëà

rN = O


Nτ

min
(p,c)̸=(k,s)
p,c,k,s6N

∣∣∣∣ απ2

(l1l2)2
(
l21(c

2 − s2) + l22(p
2 − k2)

)∣∣∣∣
N∑

p,c=1

(cγ + pγ)2

(pc)2γ−2

∞∑
p,c=N+1

(pc)−2

 (5.40)

ïðè N −→ ∞.

Îöiíèìî âèðàç ó çíàìåííèêó ôîðìóëè (5.40).

Íåõàé χ =

(
l2
l1

)2

> 0,

1−N 2 6 c2 − s2 = (c− s)(c+ s) = mq 6 N2 − 1,

1−N 2 6 p2 − k2 = (p− k)(p+ k) = m′q′ 6 N2 − 1,
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òîäi

min
(p,c) ̸=(k,s)
p,c,k,s6N

∣∣∣∣ απ2

(l1l2)2
(
l21(c

2 − s2) + l22(p
2 − k2)

)∣∣∣∣ = απ2

l22
min

|mq|6N2−1,
|m′q′|6N2−1

|mq + χm′q′|. (5.41)

ßêùî χ � àëãåáðà¨÷íå ÷èñëî ñòåïåíÿ n∗ > 2, òî çà òåîðåìîþ Ëióâiëëÿ:

|mq + χm′q′| = |m′q′||χ+
mq

m′q′
| > C̃|m′q′|

|m′q′|n∗ =
C̃

|m′q′|n∗−1
,

äå C̃ � äîäàòíà êîíñòàíòà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä χ òà âèðàæà¹òüñÿ ó ÿâíîìó

âèãëÿäi ÷åðåç ñïðÿæåíi ç χ âåëè÷èíè.

ßêùî 1 6 c 6 N, 1 6 s 6 N, 1 6 p 6 N, 1 6 k 6 N , òî

inf
(m,m′) ̸=(0,0),

26q62N,
26q′62N

|mq + χm′q′| > inf
C̃

|m′q′|n∗−1
=

C̃

sup |m′q′|n∗−1
=

C̃

(2N(N − 1))n∗−1
. (5.42)

Òîäi ç ôîðìóë (5.41), (5.42) îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü:

min
16(p,c)6
6(k,s)6N

∣∣∣∣ απ2

(l1l2)2
(
l21(c

2 − s2) + l22(p
2 − k2)

)∣∣∣∣ > απ2

l22

C̃

(2N(N − 1))n∗−1
. (5.43)

Ïiäñòàâèìî âèðàç (5.43) ó ôîðìóëó (5.40):

rN = O

τN(2N(N − 1))n
∗−1

N∑
p,c=1

(pc)2−2γ(cγ + pγ)2
∞∑

p,c=N+1

(pc)−2

 . (5.44)

Ôîðìóëó (5.44) ìîæíà åêâiâàëåíòíî çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

rN = O

(
τN2n∗−1

N∑
p,c=1

(pc)2−2γ(cγ + pγ)2
∞∑

p,c=N+1

(pc)−2

)
ïðè N −→ ∞. (5.45)

Çàñòîñó¹ìî iíòåãðàëüíó îçíàêó ïîðiâíÿííÿ äëÿ îöiíêè ñóì ó (5.45):

N∑
p,c=1

(pc)2−2γ(cγ + pγ)2 6
N∫
0

p2−2γdp

N+1∫
1

c2dc+ 2

N∫
0

p2−γdp

N∫
0

c2−γdc+

+

N+1∫
1

p2dp

N∫
0

c2−2γdc =
2N6−2γ

(3− γ)2
+

2N 3−2γ((N + 1)3 − 1)

9− 6γ
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ïðè γ ̸= 3 i γ ̸= 3
2 ,

∞∑
p,c=N+1

(pc)−2 6
∞∫

N

dp

∞∫
N

(pc)−2dc =

∞∫
N

p−2dp

∞∫
N

c−2dc =
1

N 2
.

Ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ öèõ iíòåãðàëiâ ó ôîðìóëó (5.45):

rN = O

(
τ2N 2n∗−1N 6−2γ

N 2(3− γ)2
+

τ2N2n∗−1N 3−2γ((N + 1)3 − 1)

N2(9− 6γ)

)
,

òîáòî

rN = O
(
τN 2n∗−2γ+3

)
. (5.46)

Îòðèìàíèé âèðàç ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ çíà÷åíü τ = O(Nn∗−1), ÿêi çàäî-

âîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (5.37). Ç îöiíêè (5.46) çíàéäåìî çíà÷åííÿ γ, äëÿ ÿêèõ

rN −→ 0 ïðè N −→ ∞:

γ >
3

2
n∗ + 1.

Ç öi¹¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ âëàñòèâiñòü (5.28) äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ N .

Òàêèì ÷èíîì, òåîðåìó 5.1 äîâåäåíî.

Íàñëiäîê. [6, c.1652] Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 5.1. Òîäi

q1 ∈ R(0).

5.4. Ìîäåëüíèé ïðèêëàä

Ó ÿêîñòi ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (5.7) äëÿ

äåñÿòè âëàñíèõ ÷àñòîò:

˙̃q10 = A10q̃10 +B10u, (5.47)

äå ìàòðèöi ñèñòåìè ìàþòü âèãëÿä

q̃10 =



q−1

q1
...

q−10

q10


, A10 = i



βk1j1 0 . . . 0 0

0 −βk1j1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . βk10j10 0

0 0 . . . 0 −βk10j10


, B10 = i



−φk1j1

φk1j1

...

−φk10j10

φk10j10


,
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à ¨õ âiäïîâiäíi åëåìåíòè çàäàíî ñïiââiäíîøåííÿìè (5.5):

βkpjp = α

((
πkp
l1

)2

+

(
πjp
l2

)2
)
, (5.48)

φkpjp =


2l2

√
l1l2

π2kpjp
, kp = 2n+ 1, jp = 2m,

2
√
l1l2(2a2 − l2)

π2kpjp
, kp = 2n+ 1, jp = 2m+ 1,

(k, j) ∈ N2, p = 1, 10.

Çàäàìî çíà÷åííÿ ìåõàíi÷íèõ ïàðàìåòðiâ äëÿ âiäïîâiäíîãî äèôåðåíöiàëü-

íîãî ðiâíÿííÿ (3.8):

l1 = 1 ì, l2 =
4
√
2 ì, a1 = 1 ì, a2 = −1 ì, α = 1

ì2

c
.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ïiäñèñòåìè ñèñòåìè (5.47),

ÿêà âiäïîâiäà¹ òðüîì ìîäàì êîëèâàíü

˙̃q3 = A3q̃3 +B3û(t) (5.49)

ç ôóíêöiîíàëîì ÿêîñòi

J =

1∫
0

|u(t)|2dt −→ min (5.50)

òà êðàéîâèìè óìîâàìè

q̃3(0) = q̃03 =



0

0

0

0

0

0


∈ C6, q̃3(1) = q̃13 =



q1−1

q11

q1−2

q12

q1−3

q13


∈ C6, (5.51)

äå îáåðåìî γ = 4, q1p = q1−p =
1

pγ
äëÿ p = 1, 2, 3.
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Çíàéäåìî çíà÷åííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò βkpjp ïî ôîðìóëi (5.48):

βk1j1 = π2 +
π2

√
2
≈ 16, 849 c−1; βk1j2 = π2 +

4π2

√
2
≈ 37, 785 c−1;

βk1j3 = π2 +
9π2

√
2
≈ 72, 679 c−1; βk2j1 = 4π2 +

π2

√
2
≈ 46, 457 c−1;

βk2j2 = 4π2 +
4π2

√
2
≈ 67, 394 c−1; βk2j3 = 4π2 +

9π2

√
2
≈ 102, 288 c−1;

βk3j1 = 9π2 +
π2

√
2
≈ 95, 805 c−1; βk3j2 = 9π2 +

4π2

√
2
≈ 116, 742 c−1;

βk3j3 = 9π2 +
9π2

√
2
≈ 151, 636 c−1; βk4j1 = 16π2 +

π2

√
2
≈ 164, 893 c−1.

Ñåðåä íàâåäåíèõ âèùå ÷àñòîò îáåðåìî òðè íàéìåíøi βk1j1 < βk2j2 < βk3j3

òà ââåäåìî ïåðåïîçíà÷åííÿ (k1, j1) = (1, 1) äëÿ p = 1; (k2, j2) = (1, 2) äëÿ

p = 2; (k3, j3) = (1, 3) äëÿ p = 3.

Çíàéäåìî çíà÷åííÿ âåêòîðà νp ç ëåìè 5.1. Äëÿ öüîãî ïiäñòàâèìî íàâåäåíi

âèùå çíà÷åííÿ βkpjp, φkpjp i q
1
p = q1−p ó âèðàç (5.11) ëåìè 5.1:

νp =



−0, 911 + 1, 911i

−0, 911− 1, 911i

4, 313 + 0, 118i

4, 313− 0, 118i

−0, 365 + 0, 020i

−0, 365− 0, 020i


.

Äëÿ îáðàíèõ ÷àñòîò ôóíêöiÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çàäà÷i êåðóâàííÿ

(5.49)�(5.51) áóäå ìàòè âèãëÿä:

ûN(t) = (1, 347 + 0, 642i)et16,848i + (1, 347− 0, 642i)e−t16,848i+

+ (−0, 016 + 0, 567i)et37,785i + (−0, 016− 0, 567i)e−t37,785i+

+ (0, 005 + 0, 086i)et72,680i + (0, 005− 0, 086i)e−t72,680i =

= 2(1, 347 cos(16, 848t)− 0, 642 sin(16, 848t))− 2(0, 016 cos(37, 785t)+

+ 0, 567 sin(37, 785t)) + 2(0, 005 cos(72, 680t)− 0, 086 sin(72, 680t)). (5.52)
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Äëÿ iëþñòðàöi¨ óìîâ òåîðåìè 5.1. áóäåìî ðîçãëÿäàòè ãðàíè÷íi óìîâè (5.51)

äëÿ ñèñòåìè (5.49) ç òðüîìà ìîäàìè ÿê ïðîåêöi¨ ãðàíè÷íèõ óìîâ q̃0 = q̃10(0) =

= 0 ∈ C20, q̃1 = q̃10(1) = (q11, q
1
−1, ..., q

1
10, q

1
−10) ∈ C20 áàãàòî÷àñòîòíî¨ ñèñòå-

ìè (5.47) ç q1−p = q1p =
1
pγ , p = 1, 10.

Øëÿõîì ÷èñåëüíîãî iíòåãðóâàííÿ çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê q̃10(t) ∈ C20 ñèñòåìè

(5.47) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ q̃10(0) = 0 ∈ C20.

Ãðàôiê íîðìè ðiçíèöi ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (5.47) q̃p(t) i êðàéîâî¨ óìîâè q̃110

ïðè t ∈ [0, 1] íàâåäåíî íà Ðèñ. 5.1.:

Ðèñ. 5.1. Ãðàôiê íîðìè ∥q̃10(t)− q̃110∥

Ðèñ. 5.1. ïiäòâåðäæó¹, ùî êåðóâàííÿ, ÿêi âiäïîâiäàþòü ïiäñèñòåìi (5.49) ç

òðüîìà ìîäàìè, ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó äâîòî-

÷êîâî¨ çàäà÷i ñèñòåìè âèùîãî ïîðÿäêó (ñèñòåìè (5.47)).

Äëÿ iëþñòðàöi¨ âïëèâó êiëüêîñòi ìîä N ïiäñèñòåìè, ùî ïîðîäæó¹ ôóíêöiþ

êåðóâàííÿ ûN(t) â óìîâàõ òåîðåìè 5.1, ïîçíà÷èìî ÷åðåç rN = ∥q̃10(1; q010, ûN)−
− q̃110∥ ïîõèáêó íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i ç q̃10(0) = q010,

q̃10(1) = q110 äëÿ ñèñòåìè (5.47) ç 10 ìîäàìè ïðè çàñòîñóâàííi îïòèìàëüíèõ (ó

ñåíñi ëåìè 5.1.) êåðóâàíü u = ûN(t), t ∈ [0, 1], ùî âiäïîâiäàþòü ïiäñèñòåìàì

ñèñòåìè (5.47) ç N ìîäàìè (1 6 N 6 5).

Ðèñ. 5.2. ïîêàçó¹, ùî ïîõèáêà rN ìîíîòîííî ñïàäà¹ ïðè çðîñòàííi N . Âå-

ëè÷èíà r3 ¹ îðäèíàòîþ ãðàôiêà ôóíêöi¨ ç Ðèñ. 5.1. ïðè t = 1.
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Ðèñ. 5.2. Çàëåæíiñòü ïîõèáêè rN âiä êiëüêîñòi ìîä N íàáëèæåíî¨ ñèñòåìè

5.5. Âèñíîâêè

Ó äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî íåñêií÷åííó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü, ÿêà îïèñó¹ êîëèâàííÿ ïðóæíî¨ ïëàñòèíè Êiðõãîôà. Äî îñíîâíèõ ðå-

çóëüòàòiâ ðîçäiëó ñëiä âiäíåñòè íàñòóïíi ïîëîæåííÿ.

1. Ñèñòåìó, ùî îïèñó¹ äèíàìiêó ïðóæíî¨ ìåõàíi÷íî¨ ìîäåëi ç ìîäàëü-

íèìè êîîðäèíàòàìè, çâåäåíî äî äiàãîíàëüíî¨ ñèñòåìè ó êîìïëåêñíèõ

çìiííèõ.

2. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìîäàëüíîãî àíàëiçó óïåðøå ïðîâåäåíî îöiíêó

ìíîæèíè äîñÿæíîñòi íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ ñèñòåìè. Áàçîâèì ïðèïó-

ùåííÿì, ÿêå çàáåçïå÷ó¹ ìiíiìàëüíiñòü íîðìè ðîçâ'ÿçêiâ ïiäñèñòåìè ç

âèñîêî÷àñòîòíèìè ìîäàìè, ¹ óìîâà òåîðåìè 5.1 ïðî àëãåáðà¨÷íiñòü ÷è-

ñëà χ = l22/l
2
1, äå l1 i l2 � ñòîðîíè ïðÿìîêóòíî¨ ïëàñòèíè.

3. Çà äîïîìîãîþ ìîäåëüíîãî ïðèêëàäó ïðîäåìîíñòðîâàíî ìîæëèâiñòü

çàñòîñóâàííÿ ôóíêöié îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìè ç N ìîäàìè

(N = 1, 2, ..., 5) äî íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i äëÿ áà-

ãàòîâèìiðíî¨ ñèñòåìè.



106

ÐÎÇÄIË 6

ÑÒÀÁIËIÇÀÖIß ÐÓÕÓ ÒÂÅÐÄÎÃÎ ÒIËÀ Ç ÏÐÓÆÍÎÞ

ÏËÀÑÒÈÍÎÞ

6.1. Ñèíòåç ôóíêöié êåðóâàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì

Ó ðîçäiëi 3 áóëî îòðèìàíî íåñêií÷åííó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü (3.19), ÿêà îïèñó¹ êîëèâàííÿ ïðóæíî¨ ïëàñòèíè Êiðõãîôà, ïðèêðiïëåíî¨

äî òâåðäîãî òiëà, ùî îáåðòà¹òüñÿ:

ẋ = Ax+Bu, x ∈ ℓ2, u ∈ R2, (6.1)

äå

x =



ξ1

η1

ξ2

η2
...


, A =


A1 0 . . .

0 A2 . . .
... ... . . .

 , B =


B1

B2

...

 , u(t) =

u1(t)

u2(t)

 ,

An =

 0 βn

−βn 0

 , Bn =

 0 0

φn gn

 , n = 1, 2, ... ,

äå ξn = ξkj(t) i ηn = ηkj(t) � ìîäàëüíà êîîðäèíàòà òà øâèäêiñòü, ÿêi âiäïî-

âiäàþòü ìîäi êîëèâàíü ç iíäåêñàìè n = n(k, j), u1(t) i u2(t) � êåðóâàííÿ, ÿêi

âiäïîâiäàþòü êóòîâîìó ïðèñêîðåííþ òiëà-íîñiÿ. Êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (6.1)

ïîâ'ÿçàíi ç ïàðàìåòðàìè ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåíü:

βn = βkj = α

((
πk

l1

)2

+

(
πj

l2

)2
)
, (6.2)
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φn = φkj =


0, äëÿ ïàðíîãî k ,

2l2
√
l1l2

π2kj
, äëÿ íåïàðíîãî k, ïàðíîãî j ,

2
√
l1l2(2a2 − l2)

π2kj
, äëÿ íåïàðíîãî k, íåïàðíîãî j ,

gn = gkj =



−2l1
√
l1l2

π2kj
, äëÿ ïàðíîãî k, íåïàðíîãî j ,

0, äëÿ ïàðíîãî j ,

2
√
l1l2(l1 − 2a1)

π2kj
, äëÿ íåïàðíîãî k, íåïàðíîãî j .

Ôiçè÷íèé çìiñò ôàçîâèõ çìiííèõ òà äîäàòíèõ ïàðàìåòðiâ α, l1, l2, a1, a2 îïè-

ñàíî ó ðîçäiëi 3. Ïðèïóñòèìî, ùî 2a1 ̸= l1 i 2a2 ̸= l2.

Ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði ℓ2 äëÿ âåêòîðiâ x =
(
ξ1, η1, ξ2, η2, . . .

)T
òà

x =
(
ξ1, η1, ξ2, η2, . . .

)T
ñêàëÿðíèé äîáóòîê çàäà¹òüñÿ ñòàíäàðòíèì ÷è-

íîì:

⟨x, x⟩ℓ2 =
∞∑
n=1

(
ξnξn + ηnηn

)
.

Ïîáóäó¹ìî äëÿ ñèñòåìè (6.1) êåðóâàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì u = v(x),

ÿêå çàáåçïå÷èòü ÷àñòêîâó àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü ¨¨ òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó.

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë V : ℓ2 −→ R :

V (x) =
∞∑
n=1
n/∈S

(
ξ2n + η2n

)
, (6.3)

äå S = {n | φ2
n + g2n = 0}.

Çàïèøåìî ïîõiäíó ôóíêöiîíàëà V â ñèëó ñèñòåìè (6.1):

V̇ = 2
∞∑
n=1
n/∈S

(
ξnξ̇n + ηnη̇n

)
= 2u1

 ∞∑
n=1
n/∈S

ηnφn

+ 2u2

 ∞∑
n=1
n/∈S

ηngn

 .

Âèçíà÷èìî ôóíêöi¨ êåðóâàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì íàñòóïíèì ÷èíîì:

v1(x) = −k1
2

∞∑
n=1
n/∈S

φnηn, v2(x) = −k2
2

∞∑
n=1
n/∈S

gnηn, (k1 > 0, k2 > 0). (6.4)
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Òîäi ïîõiäíà V â ñèëó ñèñòåìè (6.1) ç u1 = v1(x), u2 = v2(x) ìàòèìå âèä

V̇ = −k1

 ∞∑
n=1
n/∈S

φnηn


2

− k2

 ∞∑
n=1
n/∈S

gnηn


2

6 0.

6.2. Àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü çàìêíåíî¨ ñèñòåìè

Çàïèøåìî çàìêíåíó ñèñòåìó (6.1) çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì u = v(x) ó âè-

ãëÿäi

ẋ = Fx, x(0) = x0 ∈ ℓ2, (6.5)

äå F = A+BK, K = −1

2

0 k1φ1 0 k1φ2 . . .

0 k2g1 0 k2g2 . . .

 .

Îïåðàòîð F ¹ iíôiíiòåçèìàëüíèì ãåíåðàòîðîì C0-íàïiâãðóïè ëiíiéíèõ îáìå-

æåíèõ îïåðàòîðiâ {etF}t>0 â ℓ2 íà îñíîâi òåîðåìè Ëþìåðà�Ôiëëiïñà [131].

Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë

y(x) =

 ∞∑
n=1
n/∈S

(
ξ2n + η2n

)
1/2

(6.6)

ó ïðîñòîði ℓ2.

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêó

x = 0 ñèñòåìè (6.5) ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.14.

Òåîðåìà 6.1. [7, c.65] Íåõàé k1 > 0 i k2 > 0. Òîäi êåðóâàííÿ çi çâîðî-

òíèì çâ'ÿçêîì u1 = v1(x) i u2 = v2(x), ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi (6.4), çàáåç-

ïå÷óþòü àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (6.1)

ïî âiäíîøåííþ äî ôóíêöiîíàëà y âèäó (6.6).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ 2.14.

Óìîâà 1) òåîðåìè 2.14 âèêîíó¹òüñÿ, îñêiëüêè

y(x) 6 V (x) = ∥x∥2, ∀x ∈ ℓ2.
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Óìîâà 2) ¹ íàñëiäêîì òîãî, ùî V̇ = −k1

 ∞∑
n=1
n/∈S

φnηn

2

−k2

 ∞∑
n=1
n/∈S

gnηn

2

6 0

ïðè k1 > 0 i k2 > 0, äëÿ âñiõ x ∈ D(A), äå

D(A) = {x ∈ ℓ2 |
∞∑
n=1
n/∈S

β2
n

(
ξ2n + η2n

)
< ∞}.

Äëÿ ïåðåâiðêè óìîâè 3) òåîðåìè 2.14 äîâåäåìî ïåðåäêîìïàêòíiñòü íàïiâ-

òðà¹êòîðié ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (6.5) çà äîïîìîãîþ òåîðåìè

ç [132]. Äëÿ öüîãî äîâåäåìî êîìïàêòíiñòü îïåðàòîðà (λF + I)−1 : ℓ2 −→ ℓ2

ïðè äåÿêîìó λ > 0.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ Ix + λAx + λBu = x̄ âiäíîñíî x, äå λ = const.

Çàïèøåìî âèðàç ó ïîêîìïîíåíòíîìó âèãëÿäi:

(I + λA)

ξn

ηn

 =

 ξn

ηn − λφnu1 − λgnu2

 .

Ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ ìåòîäîì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà îòðèìà¹ìîξn

ηn

 =
1

1 + (λβn)2

 1 −λβn

λβn 1

 ξn

ηn − λφnu1 − λgnu2

 . (6.7)

Ïiäñòàâèìî âèðàç (6.7) ó ðiâíîñòi äëÿ u = v(x) âèäó (6.4):

v1(x)

v2(x)

 =


−k1
2

∞∑
n=1
n/∈S

φn

1 + (λβn)2
(
λβnξn + ηn − λφnu1 − λgnu2

)
−k2
2

∞∑
n=1
n/∈S

gn
1 + (λβn)2

(
λβnξn + ηn − λφnu1 − λgnu2

)
 . (6.8)

Ïåðåòâîðèìî (6.8) íàñòóïíèì ÷èíîì:
v1

1− k1
2

∞∑
n=1
n/∈S

λφ2
n

1 + (λβn)2

− v2

k1
2

∞∑
n=1
n/∈S

λφngn
1 + (λβn)2

 = −k1
2

∞∑
n=1
n/∈S

φn

(
λβnξn + ηn

)
1 + (λβn)2

,

v1

−k2
2

∞∑
n=1
n/∈S

λφngn
1 + (λβn)2

+ v2

1− k2
2

∞∑
n=1
n/∈S

λg2n
1 + (λβn)2

 = −k2
2

∞∑
n=1
n/∈S

gn
(
λβnξn + ηn

)
1 + (λβn)2

.

(6.9)



110

Ç (6.9) çà äîïîìîãîþ ìåòîäà Êðàìåðà çíàéäåìî ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöié

v1(x) i v2(x):

v1(x) =
∆1

∆
, v2(x) =

∆2

∆
, (6.10)

äå

∆ = 1− k2
2

∞∑
n=1
n/∈S

λg2n
1 + (λβn)2

− k1
2

∞∑
n=1
n/∈S

λφ2
n

1 + (λβn)2
+

+
k1k2
4

∞∑
n=1
n/∈S

λφ2
n

1 + (λβn)2

∞∑
n=1
n/∈S

λg2n
1 + (λβn)2

− k1k2
4

 ∞∑
n=1
n/∈S

λφngn
1 + (λβn)2


2

,

∆1 = −k1
2

∞∑
n=1
n/∈S

φn

(
λβnξn + ηn

)
1 + (λβn)2

+
k1k2
4

∞∑
n=1
n/∈S

φn

(
λβnξn + ηn

)
1 + (λβn)2

∞∑
n=1
n/∈S

λg2n
1 + (λβn)2

−

− k1k2
4

∞∑
n=1
n/∈S

gn
(
λβnξn + ηn

)
1 + (λβn)2

∞∑
n=1
n/∈S

λφngn
1 + (λβn)2

,

∆2 = −k2
2

∞∑
n=1
n/∈S

gn
(
λβnξn + ηn

)
1 + (λβn)2

+
k1k2
4

∞∑
n=1
n/∈S

gn
(
λβnξn + ηn

)
1 + (λβn)2

∞∑
n=1
n/∈S

λφ2
n

1 + (λβn)2
−

− k1k2
4

∞∑
n=1
n/∈S

φn

(
λβnξn + ηn

)
1 + (λβn)2

∞∑
n=1
n/∈S

λφngn
1 + (λβn)2

.

Ôîðìóëè (6.10) âèçíà÷àþòü ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë v(x) ó ℓ2. Ïîêàæåìî, ùî

v(x) ¹ îáìåæåíèì äëÿ äîâiëüíîãî λ > 0, äëÿ öüîãî îöiíèìî v1(x) i v2(x).

Òàê ÿê |v1(x)| =
∣∣∣∣∆1

∆

∣∣∣∣ = |∆1|
|∆|

, à |v2(x)| =
∣∣∣∣∆2

∆

∣∣∣∣ = |∆2|
|∆|

, òî îöiíèìî îêðåìî

÷èñåëüíèê i çíàìåííèê:

|∆1| 6
k1
2

∞∑
n=1
n/∈S

|φn||λβnξn|
1 + (λβn)2

+
k1k2
4

∞∑
n=1
n/∈S

λg2n
1 + (λβn)2

∞∑
n=1
n/∈S

|φn||λβnξn|
1 + (λβn)2

+

+
k1
2

∞∑
n=1
n/∈S

|φn||ηn|
1 + (λβn)2

+
k1k2
4

∞∑
n=1
n/∈S

λg2n
1 + (λβn)2

∞∑
n=1
n/∈S

|φn||ηn|
1 + (λβn)2

+
k1k2
4

∞∑
n=1
n/∈S

λ|φngn|
1 + (λβn)2

×
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×
∞∑
n=1
n/∈S

|gn||λβnξn|
1 + (λβn)2

+
k1k2
4

∞∑
n=1
n/∈S

λ|φngn|
1 + (λβn)2

∞∑
n=1
n/∈S

|gn||ηn|
1 + (λβn)2

. (6.11)

Äëÿ äîâiëüíîãî β0 > 0 çàïèøåìî ñóìè â (6.11) îêðåìî ïðè βn < β0 i

βn > β0. Äëÿ öüîãî çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà:

|∆1| 6
λk1
2


∞∑
n=1
n/∈S
βn<β0

φ2
nβ

2
n

(1 + (λβn)2)
2 +

∞∑
n=1
n/∈S
βn>β0

φ2
nβ

2
n

(1 + (λβn)2)
2


1
2  ∞∑

n=1
n/∈S

|ξn|2


1
2

+

+
k1
2

 ∞∑
n=1
n/∈S

|φn|2

(1 + (λβn)2)
2


1
2
 ∞∑

n=1
n/∈S

|ηn|2


1
2

+

+
λ2k1k2

4

∞∑
n=1
n/∈S

g2n
1 + (λβn)2


∞∑
n=1
n/∈S
βn<β0

φ2
nβ

2
n

(1 + (λβn)2)
2 +

∞∑
n=1
n/∈S
βn>β0

φ2
nβ

2
n

(1 + (λβn)2)
2


1
2

×

×

 ∞∑
n=1
n/∈S

|ξn|2


1
2

+
λk1k2
4

∞∑
n=1
n/∈S

g2n
1 + (λβn)2

 ∞∑
n=1
n/∈S

φ2
n

(1 + (λβn)2)
2


1
2
 ∞∑

n=1
n/∈S

|ηn|2


1
2

+

+
λ2k1k2

4

 ∞∑
n=1
n/∈S

g2n
(1 + (λβn)2)

2


1
2
 ∞∑

n=1
n/∈S

φ2
n


1
2

×

×


∞∑
n=1
n/∈S
βn<β0

g2nβ
2
n

(1 + (λβn)2)
2 +

∞∑
n=1
n/∈S
βn>β0

g2nβ
2
n

(1 + (λβn)2)
2


1
2  ∞∑

n=1
n/∈S

|ξn|2


1
2

+

+
λk1k2
4

 ∞∑
n=1
n/∈S

g2n
(1 + (λβn)2)

2


 ∞∑

n=1
n/∈S

φ2
n


1
2
 ∞∑

n=1
n/∈S

|ηn|2


1
2

. (6.12)
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Ç óðàõóâàííÿì íåðiâíîñòåé ∞∑
n=1
n/∈S

|ξn|2


1
2

= ∥ξ∥ℓ2 6 ∥x∥,

 ∞∑
n=1
n/∈S

|ηn|2


1
2

= ∥η∥ℓ2 6 ∥x∥,


∞∑
n=1
n/∈S
βn<β0

φ2
nβ

2
n

(1 + (λβn)2)
2 +

∞∑
n=1
n/∈S
βn>β0

φ2
nβ

2
n

(1 + (λβn)2)
2


1
2

6 ∥φ∥
(
β0 +

1

λ4β2
0

)1
2

,

âèðàç (6.12) íàáóäå âèãëÿäó:

|∆1| 6 ∥x∥

(
∥φ∥

((
λk1
2

+
λ2k1k2

2
∥g∥2

)(
β0 +

1

λ4β2
0

) 1
2

+
k1 + λk1k2∥g∥2

2

))
=

= M1(λ)∥x∥. (6.13)

Àíàëîãi÷íî îòðèìà¹ìî, ùî

|∆2| 6 ∥x∥

(
∥g∥

((
λk2
2

+
λ2k1k2

2
∥φ∥2

)(
β0 +

1

λ4β2
0

) 1
2

+
k2
2

+
λk1k2
2

∥φ∥2
))

=

= M2(λ)∥x∥. (6.14)

Îöiíèìî âèçíà÷íèê ∆ çíèçó, äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñü ïðåäñòàâëåííÿì:

∆ = 1 + λr(λ), (6.15)

äå

r(λ) = −k2
2

∞∑
n=1
n/∈S

g2n
1 + (λβn)2

− k1
2

∞∑
n=1
n/∈S

φ2
n

1 + (λβn)2
+

+
λk1k2
4

∞∑
n=1
n/∈S

φ2
n

1 + (βn)2

∞∑
n=1
n/∈S

g2n
1 + (λβn)2

− λk1k2
4

 ∞∑
n=1
n/∈S

φngn
1 + (λβn)2


2

.

Íåõàé |r(λ)| 6 M ïðè M > 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî λ ∈ [0, λ0]. Îáåðåìî λ =

= min

{
λ0,

1

M

}
. Òîäi ç (6.15) ìà¹ìî, ùî △ > 0. Äî îöiíêè |r(λ)| çàñòîñó¹ìî

íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà òà íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà:
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|r(λ)| 6 k2
2

∞∑
n=1
n/∈S

g2n
1 + (λβn)2

+
k1
2

∞∑
n=1
n/∈S

φ2
n

1 + (λβn)2
+

+
λk1k2
4

∞∑
n=1
n/∈S

φ2
n

1 + (βn)2

∞∑
n=1
n/∈S

g2n
1 + (λβn)2

+
λk1k2
4

 ∞∑
n=1
n/∈S

φngn
1 + (λβn)2


2

6

6 k2
2
∥g∥2 + k1

2
∥φ∥2 + λk1k2

2
∥g∥2∥φ∥2.

Îáåðåìî λ0 = 1, òîäi

|r(λ0)| 6
k2
2
∥g∥2 + k1

2
∥φ∥2 + k1k2

2
∥g∥2∥φ∥2 = M,

à ∆ > 1− λ

(
k2
2
∥g∥2 + k1

2
∥φ∥2 + k1k2

2
∥g∥2∥φ∥2

)
= M3(λ).

Òàêèì ÷èíîì ïîêàçàíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî λ ∈ (0, 1) çíàéäóòüñÿ òàêi ÷èñëà

M4(λ) > 0 i M5(λ) > 0, ùî

|v1(x)| 6
M1(λ)

M3(λ)
∥x∥ = M4(λ)∥x∥, |v2(x)| 6

M2(λ)

M3(λ)
∥x∥ = M5(λ)∥x∥

ó ôîðìóëàõ (6.10) ïðè âñiõ x ∈ ℓ2. Ôîðìóëè (6.7) i (6.10) âèçíà÷àþòü x =

= (λF + I)−1x ïðè âñiõ x ∈ ℓ2 äëÿ λ > 0. Îòæå ìà¹ìî, ùî

∥(λF +I)−1x∥2 6 2
∞∑
n=1
n/∈S

1

1 + (λβn)2

∞∑
n=1
n/∈S

(
ξ
2

n + (ηn − λφnv1(x)− λgnv2(x))
2
)
6

6 2∥x∥2
∞∑
n=1
n/∈S

1

1 + (λβn)2
(
1 + λ2M 2

4∥φ∥2 + λ2M2
5∥g∥2 + 2λ2M4M5∥φ∥∥g∥−

−2λM4∥φ∥ − 2λM5∥g∥) . (6.16)

Ïîêàæåìî, ùî ðÿä
∞∑
n=1
n/∈S

1

1 + (λβn)2
â (6.16) çáiãà¹òüñÿ. Äëÿ öüîãî ïåðåéäåìî äî

ñóìè ïî äâîì iíäåêñàì ç óðàõóâàííÿì âèðàçó (6.2):

∞∑
n=1
n/∈S

1

1 + (λβn)2
6

∞∑
k,j=1

1

1 + (λβkj)2
6 (l1l2)

4

λ2α2

∞∑
k,j=1

1

((πkl2)2 + (πjl1)2)
2 .

Äëÿ îöiíêè ñóìè ðÿäó çàñòîñó¹ìî iíòåãðàëüíó îçíàêó çáiæíîñòi:
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(l1l2)
4

λ2α2

∞∑
k=1

∞∑
j=1

1

((πkl2)2 + (πjl1)2)
2 6 (l1l2)

4

λ2α2

∞∑
k=1

∞∫
0

dj

((πkl2)2 + (πjl1)2)
2 =

=
(l1l2)

4

λ2α2

∞∑
k=1

(
1

4π3l2k3l31

)
6 (l1l2)

4

λ2α2

 1

4π3l2l31
+

∞∫
1

(
1

4π3l2k3l31

) =
3l1l

3
2

8π3λ2α2
. (6.17)

Ç (6.16) i (6.17) âèïëèâà¹, ùî

∥(λF + I)−1x∥2 6 M6(λ)∥x∥2.

Òàêèì ÷èíîì, âèçíà÷åíî ëiíiéíèé îáìåæåíèé îïåðàòîð

(λF + I)−1 : ℓ2 −→ ℓ2

ïðè êîæíîìó λ > 0. Äëÿ äîâåäåííÿ éîãî êîìïàêòíîñòi ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð

ïðîåêòóâàííÿ PN : ℓ2 −→ ℓ2, ÿêèé ïåðåâîäèòü åëåìåíòè x ∈ ℓ2 ó ïiäïðîñòið ç

ξn = ηn = 0 ïðè n < N :

PN :



ξ1
...

ηN−1

ξN

ηN

ξN+1

ηN+1

...


7−→



0
...

0

ξN

ηN

ξN+1

ηN+1

...


.

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé îáìåæåíèé îïåðàòîð â ℓ2:

UN = (I − PN)(λF + I)−1.

Êîæåí îïåðàòîð UN ¹ êîìïàêòíèì, îñêiëüêè éîãî îáðàç ìà¹ ñêií÷åííó âèìið-

íiñòü. Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð (λF + I)−1 ¹ ãðàíèöåþ ïî íîðìi êîìïàêòíèõ

îïåðàòîðiâ:

lim
N−→∞

∥(λF + I)−1 − UN∥ = lim
N−→∞

∥PN(λF + I)−1∥ = 0. (6.18)

Ìà¹ìî, ùî:
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∥PN(λF+I)−1x∥ 6
∞∑

n=N
n/∈S

2

1 + (λβn)2

∞∑
n=N
n/∈S

(
ξ
2

n + (ηn − λφnv1(x)− λgnv2(x))
2
)
6

6 2∥x∥2
∞∑

n=N
n/∈S

1

1 + (λβn)2
(
1 + λ2M 2

4∥φ∥2 + λ2M 2
5∥g∥2 + 2λ2M4M5∥φ∥∥g∥−

−2λM4∥φ∥ − 2λM5∥g∥) . (6.19)

Ç ôîðìóëè (6.17) âèïëèâà¹, ùî

∞∑
n=N
n/∈S

1

1 + (λβn)2
−→ 0 ïðè N −→ ∞.

Òàêèì ÷èíîì, ç îöiíêè (6.19) ìà¹ìî âëàñòèâiñòü (6.18). ßê íàñëiäîê, îïå-

ðàòîð (λF + I)−1 : ℓ2 −→ ℓ2 � êîìïàêòíèé, îñêiëüêè âií ¹ ãðàíèöåþ ñêií÷åí-

íîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ.

Ç êîìïàêòíîñòi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà (λF + I)−1 âèïëèâà¹ ïåðåäêîìïà-

êòíiñòü óñiõ äîäàòíèõ íàïiâòðà¹êòîðié ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

(6.5) â ℓ2 çà òåîðåìîþ ç [132].

Ïåðåâiðèìî óìîâó 4) òåîðåìè 2.14. Íåõàé x(t), t > 0 � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

(6.1) ç êåðóâàííÿì u = v(x(t)) âèäó (6.4), i íåõàé y(x(τ)) = 0 ïðè äåÿêîìó

τ > 0.

Ïîçíà÷èìî x̃0 = x(τ) ∈ ℓ2 i âèçíà÷èìî x̃(t) = (ξ̃1(t), η̃1(t), ξ̃2(t), η̃2(t), ...)
T

ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi:
˙̃ξn(t) = βnη̃n(t),

˙̃ηn(t) = −βnξ̃n(t),
x̃(0) = x̃0. (6.20)

Îñêiëüêè y(x̃0) = 0, òî ξ̃n(0) = η̃n(0) = 0 ïðè óñiõ n ∈ N\S. Òîäi

ξ̃n(t) = η̃n(t) = 0, ∀n ∈ N\S, ∀t > 0. (6.21)

Öå îçíà÷à¹, ùî

y(x̃(t)) ≡ 0. (6.22)

Ïîêàæåìî, ùî x̃(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (6.1) çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì (6.4).
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Áåçïîñåðåäíüîþ ïiäñòàíîâêîþ ñïiââiäíîøåíü (6.21) ó ôóíêöiîíàë çâîðî-

òíîãî çâ'ÿçêó (6.4) îòðèìó¹ìî, ùî u = v(x̃(t)) ≡ 0, òîáòî ïiäñòàíîâêà x̃(t)

îáåðòà¹ äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ (6.1) çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì (6.4) ó òîòî-

æíiñòü íà îñíîâi ñèñòåìè (6.20).

Òàêèì ÷èíîì, x̃(t) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (6.1), (6.4), i ç âèêîðèñòàííÿì âëà-

ñòèâîñòi ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi îòðèìà¹ìî, ùî

x(t) = x̃(t+ τ), ∀ t > 0.

Çâiäñè, ç óðàõóâàííÿì òîòîæíîñòi (6.21), ìà¹ìî, ùî y(x(t)) ≡ 0. Îòæå,

óìîâà 4) òåîðåìè 2.14 âèêîíó¹òüñÿ.

Çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè óìîâó 5) òåîðåìè 2.14. Äëÿ öüîãî ïîêàæåìî, ùî

áóäü-ÿêà íàïiâòðà¹êòîðiÿ {x(t)}t>0 ñèñòåìè (6.1) ç êåðóâàííÿì (6.4) íà ìíî-

æèíi

M = {x ∈ ℓ2| V̇ (x) = 0}

ìà¹ âëàñòèâiñòü y(x(t)) ≡ 0.

Íåõàé x(t) ∈ M ïðè âñiõ t > 0, òîáòî

V̇ (x(t)) = −k1

 ∞∑
n=1
n/∈S

φnηn(t)


2

− k2

 ∞∑
n=1
n/∈S

gnηn(t)


2

≡ 0.

Ç óðàõóâàííÿì íåðiâíîñòåé k1 > 0, k2 > 0 ìà¹ìî, ùî

v1(x(t)) = v2(x(t)) = 0. (6.23)

Ïiäñòàíîâêà êåðóâàííÿ u = v(x(t)) âèäó (6.23) ó (6.1) ïðèâîäèòü äî ñè-

ñòåìè:  ξ̇n(t) = βnηn(t),

η̇n(t) = −βnξn(t),
n ∈ N. (6.24)

Çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (6.24): ξn(t) = ξn(0) cos(βnt) + ηn(0) sin(βnt),

ηn(t) = −ξn(0) sin(βnt) + ηn(0) cos(βnt),
n ∈ N. (6.25)
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Ïiäñòàâëÿþ÷è (6.25) â (6.23), îòðèìà¹ìî:

∞∑
n=1
n/∈S

(φnηn(0) cos(βnt)− φnξn(0) sin(βnt)) ≡ 0,

∞∑
n=1
n/∈S

(gnηn(0) cos(βnt)− gnξn(0) sin(βnt)) ≡ 0,

∀t > 0. (6.26)

Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî ñèñòåìà ôóíêöié

{cos(βnt), sin(βnt) | n ∈ N \ S} (6.27)

¹ ëiíiéíî-íåçàëåæíîþ íà íàïiâîñi t ∈ [0,∞), òî òîòîæíîñòi (6.26) âèêîíóþòüñÿ

òiëüêè ïðè

ξn(0) = ηn(0) = 0, ∀ n ∈ N \ S. (6.28)

Iç ñïiââiäíîøåíü (6.28) â ñèëó ôîðìóë (6.25) âèïëèâà¹ âëàñòèâiñòü

y(x(t)) ≡ 0, ùî çàáåçïå÷ó¹ âèêîíàííÿ óìîâè 5) òåîðåìè 2.14.

Çàëèøèëîñÿ äîâåñòè ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè (6.27). Äëÿ öüîãî ïî-

êàæåìî, ùî ñèñòåìà ôóíêöié

{cos(βnt), sin(βnt) | n ∈ N} (6.29)

¹ ëiíiéíî-íåçàëåæíîþ íà íàïiâîñi t ∈ [0,∞).

Äëÿ äîâåäåííÿ ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi ôóíêöié (6.29) ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåî-

ðåìîþ ç [110], ÿêà ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: ÿêùî

lim
a→∞

lim
z→∞

m[a, a+ z)

z
<

τ

2π
, (6.30)

òî ñèñòåìà (6.29) � ìiíiìàëüíà â L2(0; τ). Ó ôîðìóëi (6.30) âèðàç m[a, b) ïî-

çíà÷à¹ ïîòóæíiñòü ìíîæèíè [a, b) ∩K, äå

K = {βn| n ∈ N}.

Äëÿ äîâåäåííÿ (6.30) çàçíà÷èìî, ùî

βn = βkj = απ2

(
k2

l21
+

j2

l22

)
=

απ2

l22

(
j2 + k2χ

)
, äå χ =

l22
l21

> 0.
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Ïîçíà÷èìî β̃kj = j2 + k2χ òà ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.

1. Íåõàé χ > 1. Ïîçíà÷èìî Γ+ : j2 + k2χ = b i Γ− : j2 + k2χ = a � ìåæi

îáëàñòi Ω, â ÿêó ïîòðàïëÿþòü öiëi òî÷êè âèäó (j, k), äëÿ ÿêèõ βkj ∈ [a, b).

Îáëàñòü Ω âèçíà÷åíî íàñòóïíèì ÷èíîì:

Ω = {(j, k) | a 6 j2 + k2χ < b, k > 1, j > 1}.

Òàêèì ÷èíîì, îöiíêà ÷èñëà m[a, b) çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ ïîòóæíîñòi

ìíîæèíè Ω∩N2. Ðîçãëÿíåìî äâà êâàäðàòà, îäèí ç ÿêèõ (B+) ìiñòèòü îáëàñòü

Ω, à iíøèé (B−) ìà¹ íå áiëüøå îäíi¹¨ ñïiëüíî¨ òî÷êè ç Ω, ÿê ïîêàçàíî íà

Ðèñ. 6.1.

Ðèñ. 6.1. Ìíîæèíè Ω, B+, B−

Çíàéäåìî êiëüêiñòü öiëèõ òî÷îê ó êâàäðàòàõ B+ i B−. Âèçíà÷èìî êîîðäè-

íàòè âåðøèí, ÿêi ëåæàòü íà ãðàíèöi Ω:

b+ : b2+ + χ = b, b− : b2− + χb2− = a. (6.31)

Ç ðiâíîñòi (6.31) ìà¹ìî, ùî b+ =
√
b− χ, à b− =

√
a

1 + χ
.

Òàêèì ÷èíîì, îöiíêà êiëüêîñòi öiëèõ òî÷îê â Ω áóäå ìàòè âèãëÿä:

m[a; b) 6 |B+ ∩N2| − |B− ∩N2|+ 1 = b2+ − b2− + 1 = b− χ− a

1 + χ
+ 1. (6.32)

Íåõàé b = a+ z, òîäi

lim
a→∞

lim
z→∞

m[a, a+ z)

z
6 lim

a→∞
lim
z→∞

a

(
1− 1

1 + χ

)
+ z − χ+ 1

z
= 1. (6.33)
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2. Âèïàäîê χ < 1 ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî âèïàäêó 1, ïðè öüîìó

lim
a→∞

lim
z→∞

m[a, a+ z)

z
6 lim

a→∞
lim
z→∞

a

(
1

χ
− 1

1 + χ

)
+

z − 1

χ
+ 1

z
=

1

χ
. (6.34)

Ç îöiíîê (6.33), (6.34) âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà ôóíêöié (6.29) � ëiíiéíî-

íåçàëåæíà íà [0; τ) ïðè τ > 2πmax

{
1,

1

χ

}
.

Òàêèì ÷èíîì, îñîáëèâà òî÷êà x = 0 ñèñòåìà (6.1) ç êåðóâàííÿì u = v(x) ¹

àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîþ ïî âiäíîøåííþ äî ôóíêöiîíàëà y çà òåîðåìîþ 2.14.

6.3. Íåëiíiéíà ìîäåëü îáåðòàëüíîãî ðóõó ïðóæíî¨ ñèñòåìè

íàâêîëî íåðóõîìî¨ òî÷êè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíåìî íåëiíiéíó ìîäåëü îáåðòàëüíîãî ðóõó ìåõà-

íi÷íî¨ ñèñòåìè, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òâåðäîãî òiëà, ùî ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó O,

òà ïðóæíî¨ ïëàñòèíè (Ðèñ. 6.2).

Ðèñ. 6.2. Òâåðäå òiëî ç ïðóæíîþ ïëàñòèíîþ

Ïðèïóñòèìî, ùî ç òiëîì ïîâ'ÿçàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò O1x1x2x3

ç îðòàìè (e1, e2, e3). Íåõàé íåðóõîìà òî÷êà O (öåíòð ìàñ òâåðäîãî òiëà) ìà¹

êîîðäèíàòè (−d1,−d2,−d3) ó ñèñòåìi O1x1x2x3. Òàêîæ ïðèïóñòèìî, ùî îñi,

êîëiíåàðíi âåêòîðàì ei, ¹ ãîëîâíèìè îñÿìè iíåðöi¨ òâåðäîãî òiëà. Ïîçíà÷è-

ìî ÷åðåç (g1, g2, g3) îðòè íåðóõîìî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Áóäåìî ââàæàòè, ùî
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äî òâåðäîãî òiëà ïðèêëàäåíî ìîìåíò ñèë êåðóâàííÿ M = f1e1 + f2e2 + f3e3.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó íà âèçíà÷åííÿ êåðóâàííÿ (f1, f2, f3)
T ∈ R3 ó âèãëÿäi çâî-

ðîòíîãî çâ'ÿçêó çà ñòàíîì äëÿ äåìïôiðóâàííÿ êîëèâàíü ñèñòåìè òà ñòàáiëi-

çàöi¨ êîæíîãî îðòà ei ó íàïðÿìêó gi, i = 1, 2, 3. Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ ìîäåëi

àáñîëþòíî òâåðäîãî òiëà àíàëîãi÷íó çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàíî ó êíèçi [101].

Êîîðäèíàòó äîâiëüíî¨ òî÷êè P íà ñåðåäèííié ïîâåðõíi ïëàñòèíè ìîæíà çà-

ïèñàòè ó âèãëÿäi P = (x1, x2, w(x1, x2, t)), äå (x1, x2) ∈ Ω = [0, l1]× [0, l2]. Òîäi

ðiâíÿííÿ êîëèâàíü òîíêî¨ içîòðîïíî¨ ïëàñòèíè ìà¹ âèãëÿä, ïðåäñòàâëåíèé ó

ðîçäiëi 3:

ẅ + a2∆2w = (x1 + d1)ω̇2 − (x2 + d2)ω̇1, (6.35)

äå ∆ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
� îïåðàòîð Ëàïëàñà, a2 =

Eh3

12ρ(1− ν2)
� æîðñòêiñòü ïëàñòè-

íè ïðè çãèíàííi, ρ � ïîâåðõíåâà ãóñòèíà ìàòåðiàëó ïëàñòèíè, E � ìîäóëü Þí-

ãà, ν � êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà, h � òîâùèíà ïëàñòèíè, ω = ω1e1 + ω2e2 + ω3e3 �

âåêòîð êóòîâî¨ øâèäêîñòi òiëà. Ïðàâà ÷àñòèíà äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

(6.35) îïèñó¹ ñèëó iíåðöi¨, îáóìîâëåíó ïåðåíîñíèì ðóõîì òâåðäîãî òiëà [112].

Ó ôîðìóëi (6.35) âðàõîâàíî òiëüêè ëiíiéíi äîäàíêè âiäíîñíî ïåðåìiùåíü, êó-

òîâî¨ øâèäêîñòi òà ïîõiäíèõ öèõ âåëè÷èí, òîáòî äîñëiäæó¹òüñÿ ìîäåëü ìàëèõ

êîëèâàíü ïëàñòèíè òà ïîâiëüíèõ îáåðòiâ òiëà.

Ðîçãëÿíåìî êðàéîâi óìîâè, ÿêi âiäïîâiäàþòü øàðíiðíîìó çàêðiïëåííþ ïëà-

ñòèíè íà ãðàíèöi îáëàñòi:

w(x1, x2, t)|∂Ω = 0,
∂2w

∂x21

∣∣∣∣
x1=0,x1=l1

= 0,
∂2w

∂x22

∣∣∣∣
x2=0,x2=l2

= 0. (6.36)

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ çìiíè êiíåòè÷íîãî ìîìåíòó ó âèãëÿäi:

K̇ + ω ×K = M. (6.37)

Ó ðiâíÿííi (6.37) êiíåòè÷íèé ìîìåíò ñèñòåìè äîðiâíþ¹ K = K1 + K2, äå

K1 = Iω = I1ω1e1 + I2ω2e2 + I3ω3e3 � êiíåòè÷íèé ìîìåíò òâåðäîãî òiëà,

K2 = ρ
∫
Ω

rP × vPdx � êiíåòè÷íèé ìîìåíò ïëàñòèíè, I � öåíòðàëüíèé òåíçîð

iíåðöi¨ òâåðäîãî òiëà.
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Îá÷èñëèìî êiíåòè÷íèé ìîìåíò K2 ïëàñòèíè. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî øâèä-

êiñòü òî÷êè P òà ðàäióñ-âåêòîð rP , ÿêèé ç'¹äíó¹ öåíòð ìàñ òâåðäîãî òiëà (òî-

÷êó O) ç òî÷êîþ P ïëàñòèíè:

vP = vïåð + vâiäí = ω × rP + ẇe3, (6.38)

äå

rP = (x1 + d1)e1 + (x2 + d2)e2 + (w + d3)e3. (6.39)

Òàêèì ÷èíîì, ç ôîðìóëè (6.38) ç óðàõóâàííÿì (6.39) îòðèìà¹ìî:

vP = (ω2(d3 + w)− ω3(d2 + x2))e1 + (ω3(d1 + x1)− ω1(d3 + w))e2+

+ (ω1(d2 + x2)− ω2(d1 + x1) + ẇ)e3. (6.40)

Ç ôîðìóë (6.39) òà (6.40) âèïëèâà¹, ùî

K2 =

∫
Ω

ρ(K21e1 +K22e2 +K23e3)dx, (6.41)

K21 = ω1[(x2 + d2)
2 + (w + d3)

2]− ω2(x1 + d1)(x2 + d2)−

− ω3(x1 + d1)(w + d3) + ẇ(x2 + d2),

K22 = −ω1(x1 + d1)(x2 + d2) + ω2[(x1 + d1)
2 + (w + d3)

2]−

− ω3(x2 + d2)(w + d3)− ẇ(x1 + d1),

K23 = −ω1(x1 + d1)(w + d3)− ω2(x2 + d2)(w + d3)+

+ ω3[(x1 + d1)
2 + (x2 + d2)

2].

Âèçíà÷èìî òåíçîð iíåðöi¨ ïëàñòèíè ó íåäåôîðìîâàíîìó ñòàíi:

J =


J11 J12 J13

J21 J22 J23

J31 J32 J33

 ,

äå

J11 = ρ

∫
Ω

(
(x2 + d2)

2 + d23
)
dx, J12 = J21 = −ρ

∫
Ω

(x1 + d1)(x2 + d2)dx,
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J22 = ρ

∫
Ω

(
(x1 + d1)

2 + d23
)
dx, J23 = J32 = −ρd3

∫
Ω

(x2 + d2)dx,

J33 = ρ

∫
Ω

(
(x1 + d1)

2 + (x2 + d2)
2
)
dx, J31 = J13 = −ρd3

∫
Ω

(x1 + d1)dx.

Äëÿ âèïàäêó ìàëèõ êîëèâàíü ðîçãëÿíåìî òiëüêè ëiíiéíi äîäàíêè ó ôîð-

ìóëi äëÿ ñóìàðíîãî êiíåòè÷íîãî ìîìåíòó:

K = (I + J)ω + ρ

∫
Ω

ẇ (x2 + d2) dxe1 − ρ

∫
Ω

ẇ (x1 + d1) dxe2. (6.42)

Òîäi

K̇ = K̇1e1 + K̇2e2 + K̇3e3,

K̇1 = (J11 + I1)ω̇1 + J12ω̇2 + J13ω̇3 + ρ

∫
Ω

ẅ(x2 + d2)dx,

K̇2 = J21ω̇1 + (J22 + I2)ω̇2 + J23ω̇3 − ρ

∫
Ω

ẅ(x1 + d1)dx,

K̇3 = J31ω̇1 + J32ω̇2 + (J33 + I3)ω̇3, (6.43)

ω ×K =
(
ω2 (J31ω1 + J32ω2 + (J33 + I3)ω3)−

−ω3

J21ω1 + (J22 + I2)ω2 + J23ω3 − ρ

∫
Ω

ẇ (x1 + d1) dx

)e1+
+
(
ω3

ρ

∫
Ω

ẇ (x2 + d2) dx+ (J11 + I1)ω1 + J12ω2 + J13ω3

−

−ω1 (J31ω1 + J32ω2 + (J33 + I3)ω3)
)
e2+

+

ω1

J21ω1 + (J22 + I2)ω2 + J23ω3 − ρ

∫
Ω

ẇ (x1 + d1) dx

−

−ω2

(J11 + I1)ω1 + J12ω2 + J13ω3 + ρ

∫
Ω

ẇ (x2 + d2) dx

 e3. (6.44)
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Ïiäñòàâèìî ó âèðàçè (6.43) çíà÷åííÿ ẅ ç ðiâíÿííÿ (6.35). Çàñòîñîâóþ÷è

ôîðìóëè (6.43) òà (6.44), çàïèøåìî çìiíó êiíåòè÷íîãî ìîìåíòó âèäó (6.37) ó

ïîêîìïîíåíòíîìó âèãëÿäi:

(
I1 + ρd23l1l2

)
ω̇1 + J13ω̇3 = f1 + ω3 [J21ω1 + (J22 + I2)ω2 + J23ω3]−

− ω2 [J31ω1 + J32ω2 + (J33 + I3)ω3] +

∫
Ω

ρ{a2(x2 + d2)∆
2w − ω3ẇ(x1 + d1)}dx,

(
I2 + ρd23l1l2

)
ω̇2 + J23ω̇3 = f2 + ω1 [J31ω1 + J32ω2 + (J33 + I3)ω3]−

− ω3 [(J11 + I1)ω1 + J12ω2 + J13ω3]−
∫
Ω

ρ{a2(x1 + d1)∆
2w + ω3ẇ(x2 + d2)}dx,

J31ω̇1 + J32ω̇2 + (J33 + I3)ω̇3 = f3 − ω1 [J21ω1 + (J22 + I2)ω2 + J23ω3] +

+ ω2 [(J11 + I1)ω1 + J12ω2 + J13ω3] +

∫
Ω

ρ{(x1 + d1)ω1 + (x2 + d2)ω2}ẇdx. (6.45)

Ðîçâ'ÿæåìî öi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ âiäíîñíî ïîõiäíèõ êóòîâî¨ øâèäêîñòi,

äëÿ ÷îãî îá÷èñëèìî ìàòðèöþ Ĵ = (Ĵki), îáåðíåíó äî ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ ïðè

ω̇i ó ñèñòåìi (6.45):

Ĵ11 =
(I2 + ρd23l1l2)(I3 + J33)− J2

23

D
, Ĵ12 = Ĵ21 =

J13J23
D

,

Ĵ13 = Ĵ31 = −(I2 + ρd23l1l2)J13
D

, Ĵ22 =
(I1 + ρd23l1l2)(I3 + J33)− J2

13

D
,

Ĵ23 = Ĵ32 = −(I1 + ρd23l1l2)J23
D

, Ĵ33 =
(I1 + ρd23l1l2)(I2 + ρd23l1l2)

D
, (6.46)

D = (I1 + ρd23l1l2)(I2 + ρd23l1l2)(I3 + J33)− J2
13(I2 + ρd23l1l2)− J2

23(I1 + ρd23l1l2).

Çàóâàæèìî, ùî çíàìåííèêD ó ôîðìóëàõ (6.46) ¹ ñòðîãî äîäàòíèì äëÿ äîñèòü

ìàëèõ ìîìåíòiâ iíåðöi¨ ïëàñòèíè Jik ó ïîðiâíÿííi ç ìîìåíòàìè iíåðöi¨ òiëà-

íîñiÿ Ii. Çîêðåìà, öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ ïðè äîñòàòíüî íåâåëèêié ïîâåðõíåâié

ãóñòèíi ρ (òîáòî äëÿ äîñèòü òîíêèõ ïëàñòèí). Ïðèïóñòèìî íàäàëi, ùî D ̸= 0.

Òîäi äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (6.45) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi
ω̇1

ω̇2

ω̇3

 = Ĵ


ϕ1

ϕ2

ϕ3

 , (6.47)

äå ϕi � ïðàâà ÷àñòèíà i-ãî ðiâíÿííÿ ó ñèñòåìi (6.45).
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Çàïèøåìî êiíåìàòè÷íi ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà, ÿêi âiäïîâiäàþòü óìîâàì íåðó-

õîìîñòi áàçèñà (g1, g2, g3) â iíåðöiàëüíîìó ïðîñòîði:

ġi = −ω × gi, i = 1, 3. (6.48)

Íåõàé gi = gi1e1 + gi2e2 + gi3e3, òîäi â êîîðäèíàòíié ôîðìi ñèñòåìà ðiâíÿíü

(6.48) íàáóäå âèãëÿäó:

ġi1 = ω3gi2 − ω2gi3,

ġi2 = ω1gi3 − ω3gi1,

ġi3 = ω2gi1 − ω1gi2, i = 1, 3.

(6.49)

Äëÿ äåêàðòîâèõ ðåïåðiâ (g1, g2, g3) i (e1, e2, e3) îäíàêîâî¨ îði¹íòàöi¨ ñèñòåìà

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (6.35), (6.36), (6.45), (6.49) ìà¹ ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê

ïðè f1 = f2 = f3 = 0:

w(x, t) = 0, ωi(t) = 0, gij(t) = δij, i, j = 1, 3, (6.50)

äå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ çàäà÷i ñòàáiëiçàöi¨ ñòàíó ðiâíîâàãè âèäó (6.50) ââåäåìî

çìiííi g̃ij(t) = gij(t)− δij i ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ çáóðåíîãî ðóõó äëÿ (6.49):

˙̃g11 = ω3g̃12 − ω2g̃13, ˙̃g12 = ω1g̃13 − ω3(g̃11 + 1), ˙̃g13 = ω2(g̃11 + 1)− ω1g̃12,

˙̃g21 = ω3(g̃22 + 1)− ω2g̃23, ˙̃g22 = ω1g̃23 − ω3g̃21, ˙̃g23 = ω2g̃21 − ω1(g̃22 + 1),

˙̃g31 = ω3g̃32 − ω2(g̃33 + 1), ˙̃g32 = ω1(g̃33 + 1)− ω3g̃31, ˙̃g33 = ω2g̃31 − ω1g̃32.

(6.51)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë Ëÿïóíîâà:

V = T + U +
1

2

3∑
i,j=1

αig̃
2
ij, (6.52)

äå T =
1

2
(I1ω

2
1 + I2ω

2
2 + I3ω

2
3 +

∫
Ω

ρv2Pdx) � êiíåòè÷íà åíåðãiÿ ñèñòåìè,

U =
1

2

∫
Ω

ρa2(△w(x, t))2dx � ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ïðóæíèõ äåôîðìàöié ïëà-

ñòèíè â ðàìêàõ ìîäåëi Êiðõãîôà, αi � äîäàòíi êîíñòàíòè. Ïðè îá÷èñëåííi v2P
îáìåæèìîñÿ êâàäðàòè÷íèìè ÷ëåíàìè âiäíîñíî ôàçîâèõ çìiííèõ ó ôóíêöiî-

íàëi V äëÿ âèïàäêó ìàëèõ êîëèâàíü ñèñòåìè:
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2V = (I1 + J11)ω
2
1 + (I2 + J22)ω

2
2 + (I3 + J33)ω

2
3 + 2J12ω1ω2 + 2J13ω1ω3+

+ 2J23ω2ω3 +
3∑

i,j=1

αig̃
2
ij +

∫
Ω

ρ
{
ẇ2 + 2ẇ[ω1(d2 + x2)− ω2(d1 + x1)] + a2(∆w)2

}
dx. (6.53)

Îá÷èñëèìî ïîõiäíó ôóíêöiîíàëà (6.52) â ñèëó ñèñòåìè ðiâíÿíü çáóðåíîãî

ðóõó (6.35), (6.45), (6.51):

V̇ =
(
K̇1 − α2g̃23 + α3g̃32

)
ω1 +

(
K̇2 + α1g̃13 − α3g̃31

)
ω2+

+
(
K̇3 + α2g̃21 − α1g̃12

)
ω3 +

∫
Ω

ρa2
{
∆w∆ẇ − ẇ∆2w

}
dx, (6.54)

äå âèðàçè K̇i ïðåäñòàâëåíi ôîðìóëàìè (6.43). ßêùî âñi ÷àñòèííi ïîõiäíi ôóí-

êöi¨ w(x, t) ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ïî x òà ïåðøîãî ïîðÿäêó ïî t ¹ íåïåðåðâíèìè

i âèêîíóþòüñÿ êðàéîâi óìîâè (6.36), òî iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ó ôîðìó-

ëi (6.54) ïðèçâîäèòü äî íàñòóïíî¨ òîòîæíîñòi:∫
Ω

{
∆w∆ẇ − ẇ∆2w

}
dx = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îñòàííþ òîòîæíiñòü òà çíà÷åííÿ K̇i ç ðiâíÿííÿ (6.43), ïåðå-

ïèøåìî ôîðìóëó (6.54) ó âèãëÿäi

V̇ = (f1 − (ω ×K)1 − α2g̃23 + α3g̃32)ω1+

+(f2 − (ω ×K)2 + α1g̃13 − α3g̃31)ω2+

+(f3 − (ω ×K)3 + α2g̃21 − α1g̃12)ω3,

äå (ω ×K)i � i-òà êîîðäèíàòà âåêòîðà ω ×K ç (6.44) ó áàçèñi (e1, e2, e3).

Äëÿ ñòàáiëiçàöi¨ òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü çáóðåíîãî ðó-

õó (6.35), (6.36), (6.45), (6.51), âèçíà÷èìî êåðóâàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì

ç óìîâè

V̇ = −k(ω2
1 + ω2

2 + ω2
3) 6 0, (6.55)

äå k � äîäàòíà êîíñòàíòà. Óìîâi (6.55) âiäïîâiäàþòü êåðóâàííÿ

f1 = −kω1 + (ω ×K)1 + α2g̃23 − α3g̃32,

f2 = −kω2 + (ω ×K)2 − α1g̃13 + α3g̃31,

f3 = −kω3 + (ω ×K)3 + α1g̃12 − α2g̃21. (6.56)
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6.4. Ñòiéêiñòü çà Ëÿïóíîâèì ñòàíó ðiâíîâàãè ïðóæíî¨ ñèñòåìè

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ çáóðåíîãî ðóõó äîñëiäæóâàíî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè â

îïåðàòîðíîìó âèãëÿäi. Ââåäåìî äiéñíèé ëiíiéíèé ïðîñòiðH = H̊2(Ω)×L2(Ω)×
× R12, åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ âåêòîðè

ξ =


u

v

ω

g̃

 : u ∈ H̊2(Ω), v ∈ L2(Ω), ω =


ω1

ω2

ω3

 ∈ R3, g̃ =


g̃11

g̃12
...

g̃33

 ∈ R9.

Ó öèõ ôîðìóëàõ H̊2(Ω) � ïðîñòið Ñîáîë¹âà, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié

u ∈ H2(Ω) ç íóëüîâèì ñëiäîì íà ∂Ω [133].

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê åëåìåíòiâ

ξ1 =


u1

v1

ω1

g̃1

 ∈ H i ξ2 =


u2

v2

ω2

g̃2

 ∈ H

çàäàìî ôîðìóëîþ⟨
ξ1, ξ2

⟩
H
=

∫
Ω

ρ
{
a2∆u1(x)∆u2(x) + v1(x)v2(x)+

+(ω2
1v

1(x) + ω1
1v

2(x))(d2 + x2)− (ω2
2v

1(x) + ω1
2v

2(x))(d1 + x1)
}
dx+

+
(
(I + J)ω1, ω2

)
+

3∑
i,j=1

αig̃
1
ij g̃

2
ij. (6.57)

Çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòåé Êîøi�Áóíÿêîâñüêîãî i Ôðiäðiõñà [133] ìîæíà ïî-

êàçàòè, ùî íîðìà ∥ξ∥H =
√
⟨ξ, ξ⟩H ¹ åêâiâàëåíòíîþ ñòàíäàðòíié íîðìi â

H̊2(Ω)× L2(Ω)× R12. Òàêèì ÷èíîì, (H, ⟨·, ·⟩H) � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið.
Âèçíà÷èìî íåîáìåæåíèé îïåðàòîð A : D(A) → H i ëiíiéíèé îáìåæåíèé
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îïåðàòîð B : R3 → H íàñòóïíèì ÷èíîì:

A : ξ =


u

v

ω

g̃

 7→ Aξ =


uξ

vξ

ωξ

g̃ξ

 ∈ H, (6.58)

B : f =


f1

f2

f3

 7→ Bf =


uf

vf

ωf

g̃f

 ∈ H, (6.59)

äå

uξ(x) = v(x), vξ(x) = −a2∆2u(x) + (x1 + d1)ω
ξ
2 − (x2 + d2)ω

ξ
1,

ωξ
i = (Ĵi1ω3 − Ĵi3ω1) [J21ω1 + (J22 + I2)ω2 + J23ω3] +

+ (Ĵi2ω1 − Ĵi1ω2) [J31ω1 + J32ω2 + (J33 + I3)ω3] +

+ (Ĵi3ω2 − Ĵi2ω3) [(J11 + I1)ω1 + J12ω2 + J13ω3] +

+

∫
Ω

ρ
(
Ĵi3[(x1 + d1)ω1 + (x2 + d2)ω2]− [Ĵi1(x1 + d1) + Ĵi2(x2 + d2)]ω3

)
v(x)dx+

+

∫
Ω

ρa2
(
Ĵi1(x2 + d2)− Ĵi2(x1 + d1)

)
∆2u(x)dx, i = 1, 2, 3,

g̃ξ11 = ω3g̃12 − ω2g̃13, g̃
ξ
12 = ω1g̃13 − ω3(g̃11 + 1), g̃ξ13 = ω2(g̃11 + 1)− ω1g̃12,

g̃ξ21 = ω3(g̃22 + 1)− ω2g̃23, g̃
ξ
22 = ω1g̃23 − ω3g̃21, g̃

ξ
23 = ω2g̃21 − ω1(g̃22 + 1),

g̃ξ31 = ω3g̃32 − ω2(g̃33 + 1), g̃ξ32 = ω1(g̃33 + 1)− ω3g̃31, g̃
ξ
33 = ω2g̃31 − ω1g̃32,

uf(x) = 0, vf(x) =
3∑

k=1

(
Ĵ2k(x1 + d1)− Ĵ1k(x2 + d2)

)
fk,

g̃f = 0, ωf
i =

3∑
k=1

Ĵikfk, i = 1, 2, 3,

êîåôiöi¹íòè Ĵik íàâåäåíî ó ôîðìóëàõ (6.46). Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ íåëiíiéíîãî

îïåðàòîðà A ìà¹ âèãëÿä

D(A) =

{
ξ ∈ H | u ∈ H̊4(Ω), v ∈ H̊2(Ω),

∂2u

∂x21

∣∣∣∣
∂Ω

=
∂2u

∂x22

∣∣∣∣
∂Ω

= 0

}
. (6.60)
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Ðîçãëÿíåìî íåëiíiéíó êåðîâàíó ñèñòåìó, çàäàíó àáñòðàêòíèì äèôåðåíöi-

àëüíèì ðiâíÿííÿì ó ïðîñòîði H:

d

dt
ξ(t) = Aξ(t) +Bf, (6.61)

äå ξ(t) ∈ H � ñòàí ñèñòåì, f ∈ R3 � êåðóâàííÿ, îïåðàòîðè A i B çàäàíi

ñïiââiäíîøåííÿìè (6.58) i (6.59). ßêùî ôóíêöi¨ w(x, t), ω(t), g̃(t) âèçíà÷à-

þòü êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (6.35), (6.36), (6.47), (6.51) ç êåðóâàííÿì

f = f(t) íà íàïiâiíòåðâàëi t ∈ I = [t0, T ), T 6 +∞, òî áåçïîñåðåäíüîþ

ïiäñòàíîâêîþ ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ

ξ(t) =


w(·, t)
ẇ(·, t)
ω(t)

g̃(t)

 ∈ D(A) ⊂ H (6.62)

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (6.61) ç f = f(t) íà íàïiâiíòåðâàëi t ∈ I. Òàêèì ÷èíîì,

áóäåìî ðîçãëÿäàòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (6.61) ÿê îïåðàòîðíå çîáðàæåí-

íÿ ðiâíÿíü çáóðåíîãî ðóõó (6.35), (6.36), (6.47), (6.51).

Çàïèøåìî êåðóâàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì (6.56) çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà

G : H → R3, ÿêèé äi¹ íà âåêòîð ñòàíó ξ ñèñòåìè (6.61):

G : ξ =


u

v

ω

g̃

 7→ f = Gx =


f ξ
1

f ξ
2

f ξ
3

 , (6.63)

f ξ
1 = −kω1 + α2g̃23 − α3g̃32 + ω2 (J31ω1 + J32ω2 + (J33 + I3)ω3)−

−ω3

J21ω1 + (J22 + I2)ω2 + J23ω3 −
∫
Ω

ρ (x1 + d1) v(x)dx

 ,

f ξ
2 = −kω2 − α1g̃13 + α3g̃31 − ω1 (J31ω1 + J32ω2 + (J33 + I3)ω3)+

+ω3

∫
Ω

ρ (x2 + d2) v(x)dx+ (J11 + I1)ω1 + J12ω2 + J13ω3

 ,
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f ξ
3 = −kω3 + α1g̃12 − α2g̃21 + ω1 (J21ω1 + (J22 + I2)ω2 + J23ω3)−

−ω2 ((J11 + I1)ω1 + J12ω2 + J13ω3)−

−
∫
Ω

ρ[(x1 + d1)ω1 + (x2 + d2)ω2]v(x)dx,

äå k, αi � äîâiëüíi äîäàòíi êîíñòàíòè.

Ñèñòåìà (6.61) çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì f = Gξ ìà¹ âèãëÿä

d

dt
ξ(t) = Fξ(t), F = A+BG, (6.64)

äå íåëiíiéíèé íåîáìåæåíèé îïåðàòîð F : D(F ) → H ìà¹ ùiëüíó â H îáëàñòü

âèçíà÷åííÿ D(F ) = D(A).

ßê âiäçíà÷åíî íà ñ. 125 êëàñè÷íèì ðîçâ'ÿçêàì ñèñòåìè (6.35), (6.36), (6.47),

(6.51) âiäïîâiäàþòü ôóíêöi¨ ξ(t) ∈ D(A) ïî ïðàâèëó (6.62). Ïðè öüîìó óìîâà

V̇ 6 0 äëÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöiîíàëà V â ñèëó ñèñòåìè (6.35), (6.36), (6.47), (6.51)

çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì (6.56) ïåðåõîäèòü â óìîâó

⟨Fξ, ξ⟩H 6 0 (6.65)

äëÿ âiäïîâiäíîãî åëåìåíòà ξ ∈ D(F ) = D(A) çà îçíà÷åííÿì ôóíêöiîíàëà

V â (6.53) i ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ⟨·, ·⟩H â (6.57). Òàêèì ÷èíîì, çà äîïîìîãîþ

íåðiâíîñòi (6.65) âñòàíîâëåíî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 6.2. [8, c.122] Îïåðàòîð F : D(F ) → H â (6.64) ¹ äèñèïàòèâ-

íèì, D(F ) = H.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç IH îäèíè÷íèé îïåðàòîð â H. ßêùî ïðè äåÿêîìó λ > 0

îáðàç îïåðàòîðà IH − λF ñïiâïàäà¹ ç H i F çàìêíåíèé, òî ç òåîðåìè 6.2

âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð F ¹ iíôiíiòåçèìàëüíèì ãåíåðàòîðîì íåïåðåðâíî¨ íà-

ïiâãðóïè íåëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ {S(t)}t>0 â H íà îñíîâi íåëiíiéíîãî óçàãàëü-

íåííÿ òåîðåìè Ëþìåðà�Ôiëëiïñà [134]. Òîäi óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (6.64) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè ξ(0) = ξ0 âèçíà÷åíî ôîð-

ìóëîþ ξ(t) = S(t)ξ0 ïðè t > 0, äëÿ áóäü-ÿêîãî ξ0 ∈ H, i òàêèé ðîçâ'ÿçîê ¹

êëàñè÷íèì ïðè ξ0 ∈ D(F ).
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Îñêiëüêè ïðè çðîáëåíèõ ïðèïóùåííÿõ âèêîíó¹òüñÿ äèñèïàòèâíà íåðiâ-

íiñòü ⟨Fξ, ξ⟩H 6 0 (V̇ 6 0), òî ðîçâ'ÿçîê ξ = 0 àáñòðàêòíîãî äèôåðåíöi-

àëüíîãî ðiâíÿííÿ (6.64) ¹ ñòiéêèì çà Ëÿïóíîâèì.

6.5. Âèñíîâêè

Ó ðîçäiëi äîñëiäæåíî çàäà÷ó ñòàáiëiçàöi¨ ñòàíó ðiâíîâàãè ïðóæíî¨ ìåõà-

íi÷íî¨ ñèñòåìè çà äîïîìîãîþ êåðóâàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì. Îñíîâíèìè

ðåçóëüòàòàìè ðîçäiëó ¹ íàñòóïíi ïîëîæåííÿ.

1. Äëÿ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè ïîáóäîâàíî êåðóâàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì

u = v(x), ÿêå çàáåçïå÷ó¹ àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü òðèâiàëüíîãî ñòà-

íó ðiâíîâàãè ïî âiäíîøåííþ äî ôóíêöiîíàëà ó âèãëÿäi (6.6).

2. Çàïðîïîíîâàíî îïåðàòîðíå çîáðàæåííÿ (6.61) ðiâíÿíü îáåðòàëüíîãî

ðóõó òâåðäîãî òiëà ç ïðóæíîþ ïëàñòèíîþ, ùî îïèñóþòü íåëiíiéíó äè-

íàìiêó òiëà-íîñiÿ òà ìàëi êîëèâàííÿ ïëàñòèíè. Öå îïåðàòîðíå äèôå-

ðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ âiäïîâiäà¹ ìîäåëi ç òðüîìà íåçàëåæíèìè êåðóþ-

÷èìè ìîìåíòàìè.

3. Ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå çâîäèòü ðiâíÿííÿ ðóõó äî îïåðàòîðíîãî âèãëÿäó

 ðóíòó¹òüñÿ íà ïðèïóùåííi, ùî D ̸= 0 ó ôîðìóëi (6.46). Òàêå ïðèïó-

ùåííÿ âèêîíó¹òüñÿ ïðè ìàëèõ ìîìåíòàõ iíåðöi¨ ïëàñòèíè ó ïîðiâíÿííi

ç ìîìåíòàìè iíåðöi¨ òiëà-íîñiÿ. Çîêðåìà, öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äî-

ñèòü òîíêèõ ïëàñòèí.

4. Äëÿ íåëiíiéíî¨ íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ ñèñòåìè (6.61) çàïðîïîíîâàíî êå-

ðóâàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì (6.63), ùî çàáåçïå÷ó¹ ñòiéêiñòü çà Ëÿ-

ïóíîâèì ñòàíó ðiâíîâàãè, ïðè öüîìó âñòàíîâëåíî äèñèïàòèâíiñòü iíôi-

íiòåçèìàëüíîãî ãåíåðàòîðà äëÿ âiäïîâiäíîãî àáñòðàêòíîãî äèôåðåíöi-

àëüíîãî ðiâíÿííÿ.
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ÇÀÊËÞ×ÍI ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöi¨ ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷i êåðóâàííÿ òà ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó äëÿ ìåõà-

íi÷íî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òâåðäîãî òiëà òà ïðóæíî¨ ïëàñòèíè Êiðõ-

ãîôà. Êðiì òîãî, ðîçâèíóòî ìåòîä ìîäàëüíîãî àíàëiçó äëÿ îöiíêè ìíîæèíè

äîñÿæíîñòi ñèñòåìè, ùî îïèñó¹ äèíàìiêó äîñëiäæóâàíî¨ ìîäåëi. Ïåðåðàõó¹ìî

íàéáiëüø âàæëèâi íàóêîâi ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ó äèñåðòàöi¨.

1. Ó ïiäðîçäiëàõ 3.1, 3.2 çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó Ä'Àëàìáåðà ïîáóäî-

âàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü êåðîâàíîãî ðóõó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, ÿêà ¹

íàáëèæåíîþ ìîäåëëþ ñóïóòíèêà ç ïàíåëëþ ñîíÿ÷íèõ áàòàðåé, òà çâå-

äåíî îòðèìàíi ðiâíÿííÿ ðóõó â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äî íåñêií÷åííî¨

ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

2. Ó ïiäðîçäiëi 3.3 óïåðøå âñòàíîâëåíî óìîâè êåðîâàíîñòi ìîäåëi êîëè-

âàíü ïëàñòèíè ç äîâiëüíîþ ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ìîäàëüíèõ êîîðäè-

íàò òà äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ñïåêòðàëüíó êåðîâàíiñòü íåñêií÷åííîâè-

ìiðíî¨ ñèñòåìè, ùî îïèñó¹ ïëàñòèíó Êiðõãîôà.

3. Ó ïiäðîçäiëàõ 4.1, 4.2 ðîçãëÿíóòî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ïëàñòèíè Êiðõ-

ãîôà ç óðàõóâàííÿì îáåðòàëüíîãî ðóõó ¨¨ ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó òà çà

äîïîìîãîþ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà óïåðøå îäåðæàíî îïòè-

ìàëüíå êåðóâàííÿ äëÿ äîñëiäæóâàíî¨ ñèñòåìè ç äîâiëüíîþ ôiêñîâàíîþ

êiëüêiñòþ ìîä êîëèâàíü.

4. Ó ïiäðîçäiëi 5.3 óïåðøå ïîáóäîâàíî îöiíêó ìíîæèíè äîñÿæíîñòi íå-

ñêií÷åííîâèìiðíî¨ ñèñòåìè ç âèêîðèñòàííÿì ãëàäêèõ ôóíêöié êåðóâà-

ííÿ, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè îïòèìàëüíîñòi äëÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ

ïiäñèñòåì.

5. Ó ïiäðîçäiëi 6.2 óïåðøå ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ÷àñòêîâî¨ ñòàáiëiçàöi¨ ñòàíó

ðiâíîâàãè íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ ìîäåëi êîëèâàíü ïëàñòèíè Êiðõãîôà çà

äîïîìîãîþ ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà êåðóâàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì.
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6. Óïåðøå çàïðîïîíîâàíî íåëiíiéíó ìîäåëü îáåðòàëüíîãî ðóõó òiëà ç

ïðóæíîþ ïëàñòèíîþ ó âèãëÿäi îïåðàòîðíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿ-

ííÿ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði (ïiäðîçäië 6.3). Ïîáóäîâàíî ôóíêöiîíà-

ëè êåðóâàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì, ùî çàáåçïå÷óþòü ñèëüíó ñòiéêiñòü

ñòàíó ðiâíîâàãè çà Ëÿïóíîâèì.

Òàêèì ÷èíîì, äîñÿãíóòî ãîëîâíó öiëü äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè òà ðîçâ'ÿçàíî

óñi ñôîðìóëüîâàíi çàäà÷i. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ìàþòü çäåáiëüøîãî òåîðåòè-

÷íå çíà÷åííÿ òà ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó òåîði¨

êåðóâàííÿ òà ñòiéêîñòi ðóõó ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì ç ïðóæíèìè êîìïîíåíòàìè.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëiâ 3 òà 6 ìîæóòü áóòè ðåêîìåíäîâàíi äî çàñòîñóâàííÿ â

iíæåíåðíié ïðàêòèöi ïðè ïðîåêòóâàííi ñèñòåì êåðóâàííÿ êîñìi÷íèìè àïàðà-

òàìè ç äåôîðìiâíèìè âèíîñíèìè åëåìåíòàìè.
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