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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Â ñåðåäèíi ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ ñèíòåç áàãàòîâèìiðíèõ
ñèíãóëÿðíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü òà ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïðè-
çâiâ äî ïîíÿòòÿ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà (Êàëüäåðîí, Çèãìóíä),
ùî ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ç êîåôiöi¹íòàìè � ñèíãóëÿð-
íèìè iíòåãðàëüíèìè îïåðàòîðàìè. Ñèñòåìàòè÷íå äîñëiäæåííÿ òàêèõ îïåðà-
òîðiâ ïðèçâåëî äî çìiíè òåîði¨, â ðåçóëüòàòi ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ âèòiñíè-
ëî ñèíãóëÿðíi iíòåãðàëè, à ñàìi îïåðàòîðè ïî÷àëè íàçèâàòèñÿ ïñåâäîäèôåðåí-
öiàëüíèìè. Ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè õàðàêòåðèçóþòüñÿ ñâî¨ì ñèìâî-
ëîì àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè õàðàêòåðèçóþòüñÿ ñâî¹þ
õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôîðìîþ.

Âïðîäîâæ îñòàííiõ êiëüêîõ äåñÿòèëiòü iíòåíñèâíî ðîçâèâà¹òüñÿ òåîðiÿ
ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ (ÏÄÎ) òà ðiâíÿíü ç òàêèìè îïåðàòîðàìè.
ÏÄÎ ôîðìàëüíî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi F−1

σ→x[a(t, x;σ)Fx→σ], {x, σ} ⊂ Rn,
t > 0, äå a � ôóíêöiÿ (ñèìâîë), ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíi óìîâè, F , F−1 � ïðÿìå òà
îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. Äî âêàçàíîãî êëàñó íàëåæàòü äèôåðåíöiàëüíi
îïåðàòîðè, îïåðàòîðè äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ òà iíòåãðóâàííÿ, îïåðàòî-
ðè çãîðòêè òîùî. Ïîøèðåííÿ ðåçóëüòàòiâ êëàñè÷íî¨ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü íà âèïàäîê ðiâíÿíü ç ÏÄÎ òà îäåðæàííÿ íîâèõ ðåçóëüòàòiâ äà¹ çìîãó
âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ðiâíÿííÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ñêëàäíèõ i âàæëèâèõ çàäà÷
àíàëiçó òà ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi ðiçíîìàíiòíèõ
ïðèðîäíè÷èõ ïðîöåñiâ.

Íà òåïåðiøíié ÷àñ çíà÷íèõ ðåçóëüòàòiâ äîñÿãíóòî â òåîði¨ çàäà÷i Êîøi òà
êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì òàêèõ ðiâíÿíü.
Öå òåîðiÿ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü ó çãîðòêàõ ó ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà-Ñëîáîäåöüêîãî
òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ äî äîñëiäæåííÿ çàãàëüíèõ ìiøàíèõ çàäà÷ ó öèëiíäðè÷íèõ
îáëàñòÿõ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè
(Ì.Ñ. Àãðàíîâè÷, Ì.É. Âèøèê, Ã.I. Åñêií); êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi
ó ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà òà ¨õ àíàëîãàõ äëÿ ÏÄÐ ç àíàëiòè÷íèìè ñèìâîëàìè â îá-
ëàñòi G ⊂ Rn (Þ.À. Äóáèíñüêèé); òåîðåìè ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü äèôåðåíöiàëüíî-
îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü ó øêàëi áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ öiëèõ åêñïîíåíöiàëüíîãî
òèïó âåêòîðiâ îïåðàòîðà ðiâíÿííÿ, ÿêi äîçâîëÿþòü äîâåñòè ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i
Êîøi äëÿ ÏÄÐ ç àíàëiòè÷íèìè ñèìâîëàìè (ß.Â. Ðàäèíî, Ñ.Ð. Óìàðîâ); òåî-
ðiÿ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêiâ àáñòðàêòíèõ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ
ðiâíÿíü (Ì.Ë. Ãîðáà÷óê, Â.I, Ãîðáà÷óê òà ¨õíi ïîñëiäîâíèêè); êëàñè àíàëiòè÷-
íèõ íà Rn ñèìâîëiâ ïñåâäîäèôåðåíöiþâàííÿ ç õàðàêòåðíèìè äëÿ ñòåïåíåâèõ
ôóíêöié âëàñòèâîñòÿìè òà òåîðåìè ïðî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ
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âiäïîâiäíèõ ÏÄÐ òà ñèñòåì ðiâíÿíü ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè â ïðîñòîðàõ Ëåáå-
ãà (ÿïîíñüêi ìàòåìàòèêè M. Nagase, R. Shinkai, C. Tsutsumi); êëàñè ¹äèíîñòi
çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåì ðiâíÿíü ó çãîðòêàõ, ÿêi ¹ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèìè
ñèñòåìàìè ç öiëèìè àíàëiòè÷íèìè ñèìâîëàìè (Á.Ã. Ãóðåâè÷) òà ií.

Ó òåîði¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
(ÏÏÄÐ) ç ÏÄÎ, ïîáóäîâàíèìè çà òî÷êîâî-íåãëàäêèìè îäíîðiäíèìè ñèìâîëà-
ìè, âiäîìi ðåçóëüòàòè ïðî ñòðóêòóðó òà îöiíêè ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
çàäà÷i Êîøi (ÔÐÇÊ). Çà äîïîìîãîþ öèõ ðåçóëüòàòiâ îäåðæó¹òüñÿ çîáðàæåí-
íÿ ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi iíòåãðàëà Ïóàññîíà, äîñëiäæåíi ÿêiñíi âëàñòèâîñòi
ðîçâ'ÿçêiâ ÏÏÄÐ òà ñèñòåì òàêèõ ðiâíÿíü (çîêðåìà, ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ
ïðè íåîáìåæåíîìó çðîñòàííi ÷àñîâî¨ çìiííî¨, ¨õ íåâiä'¹ìíiñòü, òåîðåìè òèïó
Ëióâiëëÿ). Âiäçíà÷èìî ïðè öüîìó, ùî àñèìïòîòèêà ÔÐÇÊ äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü
âæå íå ¹ åêñïîíåíöiàëüíîþ, ÿê ó âèïàäêó ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèí-
íèìè ïîõiäíèìè, à ñòåïåíåâîþ. Âèïàäîê îäíîðiäíèõ ñèìâîëiâ ìà¹ âàæëèâi
çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, çîêðåìà, ïðè ïîáóäîâi ðîçðèâíèõ
ìàðêîâñüêèõ ïðîöåñiâ çà òâiðíèìè iíòåãðîäèôåðåíöiàëüíèìè îïåðàòîðàìè, ÿêi
âiäíîñÿòü äî ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ; ó ñó÷àñíié òåîði¨ ôðàêòàëiâ,
ÿêà îñòàííiì ÷àñîì áóðõëèâî ðîçâèâà¹òüñÿ. ßêùî ñèìâîë ÏÄÎ íå çàëåæèòü
âiä ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò, òî çàäà÷à Êîøi äëÿ ÏÏÄÐ êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíà
â ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó ðîçïîäiëiâ, ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçîê ïî-
äà¹òüñÿ ó âèãëÿäi çãîðòêè ÔÐÇÊ ç ïî÷àòêîâîþ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ. Öi
ðåçóëüòàòè ¹ íàóêîâèì íàäáàííÿì ðÿäó âiò÷èçíÿíèõ òà çàðóáiæíèõ ìàòåìàòè-
êiâ, çîêðåìà, Ñ.Ä. Åéäåëüìàíà i ß.Ì. Äðiíÿ (ÿêi ïåðøèìè âèçíà÷èëè ÏÏÄÎ ç
íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè i ðîçïî÷àëè äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ âiäïîâiäíèõ
ÏÏÄÐ), Ì.Â. Ôåäîðþêà, À.Í. Êî÷óáåÿ, Â.Â. Ãîðîäåöüêîãî, Â.À. Ëiòîâ÷åíêà
òà ií.

Ïðèíöèïîâî âàæëèâèì ¹ çàïðîïîíîâàíå À.Í. Êî÷óáå¹ì òëóìà÷åííÿ ÏÄÎ
÷åðåç ãiïåðñèíãóëÿðíi iíòåãðàëè (ÃÑI). Ïðè öüîìó çà âiäîìèì ñèìâîëîì ÏÄÎ
áóäó¹òüñÿ ñèìâîë ÃÑI i íàâïàêè. Ìè ïîøèðþ¹ìî öå ïîíÿòòÿ íà ìàòðè÷íi ÃÑI.

Óçàãàëüíåííÿì çàäà÷i Êîøi ¹ íåëîêàëüíà áàãàòîòî÷êîâà çà ÷àñîì çàäà÷à,

êîëè ïî÷àòêîâà óìîâà u(t, ·)|t=0 = g çàìiíþ¹òüñÿ óìîâîþ
m∑

k=0

αku(t, ·)|t=tk = g,

äå t0 = 0, {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ], {α0, α1, . . . , αm} ⊂ R, m ∈ N, � ôiêñîâàíi ÷èñëà
(ÿêùî α0 = 1, α1 = α2 = · · · = αm = 0, òî ìà¹ìî, î÷åâèäíî, çàäà÷ó Êîøi).
Íåëîêàëüíi êðàéîâi çàäà÷i âèíèêàþòü ïðè ìîäåëþâàííi áàãàòüîõ ïðîöåñiâ i
çàäà÷ ïðàêòèêè êðàéîâèìè çàäà÷àìè äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ç
íåëîêàëüíèìè óìîâàìè (òåîðiÿ ôiçèêè ïëàçìè, ÿäåðíi ðåàêöi¨, ïðîöåñè âîëî-
ãîïåðåíåñåííÿ, êîëèâàííÿ ðiçíèõ ñèñòåì, ïîøèðåííÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü,
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äåìîãðàôi÷íi äîñëiäæåííÿ òîùî). Òàêi çàäà÷i âèíèêàþòü òàêîæ ïðè îïèñóâàí-
íi âñiõ êîðåêòíèõ çàäà÷ äëÿ êîíêðåòíîãî îïåðàòîðà, ïðè ïîáóäîâi çàãàëüíî¨
òåîði¨ êðàéîâèõ çàäà÷.

Äîñëiäæåííÿì íåëîêàëüíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ó ðiçíèõ àñïåêòàõ çàéìàëèñÿ
áàãàòî ìàòåìàòèêiâ, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðè öüîìó ðiçíi ìåòîäè òà ïiäõîäè (Ì.Ë.
Ãîðáà÷óê, Á.É. Ïòàøíèê, Ç.Ì. Íèòðåáè÷, Ï.I. Êàëåíþê, Â.Ê. Ðîìàíêî, Ñ.Ã.
Êðåéí, Â.Ì. Áîðîê, Î.À. Ñàìàðñüêèé, Â.I. ×åñàëií òà ií.). Îäåðæàíi âàæëèâi
ðåçóëüòàòè ùîäî ïîñòàíîâêè, êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi òà ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ,
äîñëiäæåííÿ ïèòàííÿ çàëåæíîñòi õàðàêòåðó ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷ âiä ïîâåäií-
êè ñèìâîëiâ îïåðàöié, ñôîðìóëüîâàíi óìîâè ðåãóëÿðíîñòi òà íåðåãóëÿðíîñòi
êðàéîâèõ óìîâ äëÿ âàæëèâèõ âèïàäêiâ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü.

Íà ñüîãîäíi íåëîêàëüíi áàãàòîòî÷êîâi çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ åâîëþöiéíèõ
ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íå äîñëiäæåíi. Îòæå, àêòóàëüíèìè ¹: 1)
ïîáóäîâà òåîði¨ íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ åâîëþöiéíîãî
ÏÄÐ âèãëÿäó

∂u(t, x)

∂t
+ φ(A)u(t, x) = 0, t ∈ (0, T ], x ∈ Rn, (0.1)

äå φ(A) � öiëà ôóíêöiÿ âiä ÏÄÎ A, ïîáóäîâàíîãî çà òî÷êîâî-íåãëàäêèì àáî
àíàëiòè÷íèì ñèìâîëîì, çîêðåìà, φ(A) = A (φ(A) ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó ðiçíèõ
çëi÷åííî-íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié); ïðè
öüîìó óìîâà

m∑
k=0

αku(t, ·)|t=tk = g (0.2)

òðàêòó¹òüñÿ ó êëàñè÷íîìó ðîçóìiííi àáî â ñëàáêîìó ñåíñi, ÿêùî g � óçàãàëü-
íåíà ôóíêöiÿ (òàêà ñèòóàöiÿ ¹ ïðèðîäíîþ, îñêiëüêè ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ ìîæå
ìàòè îñîáëèâîñòi â îäíié àáî äåêiëüêîõ òî÷êàõ i ìîæå äîïóñêàòè ðåãóëÿðèçà-
öiþ ó òîìó ÷è iíøîìó ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié); 2) ðîçâèíåííÿ ìåòî-
äèêè äîñëiäæåííÿ ÔÐÁÇ � ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (0.1), (0.2); 3)
êëàñè÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (0.1), (0.2), êîëè φ(A) ≡ A ç íåãëàäêèì îäíîðiä-
íèì ñèìâîëîì; 4) çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó êðîêiâ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi
äëÿ êâàçiëiíiéíèõ B-ïàðàáîëi÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, êîëè ó ïðàâié
÷àñòèíi ¹ f(x, t, u(x, t − h)) ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó; à òàêîæ çàñòîñóâàííÿ
ìåòîäó êðîêiâ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi i íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâ-
äîäèôåðåíöiàëüíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà âèðiøåííþ ïîðóøåíèõ ïèòàíü.
Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äèñåð-

òàöiÿ âèêîíàíà â ðàìêàõ íàóêîâî-äîñëiäíî¨ ðîáîòè �Çàäà÷à Êîøi òà íåëîêàëüíi
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çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåãëàäêèìè ñèìâî-
ëàìè� (äåðæàâíèé ðå¹ñòðàöiéíèé íîìåð 0111U006757) êàôåäðè ìàòåìàòè÷íèõ
ïðîáëåì óïðàâëiííÿ i êiáåðíåòèêè ×åðíiâåöüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó
iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåíü. Ìåòîþ ðîáîòè ¹ ïîáóäîâà òåîði¨ êîðåêò-
íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ åâîëþöiéíèõ
ðiâíÿíü âèãëÿäó (0.1) ó ïðîñòîðàõ ãëàäêèõ ôóíêöié, åëåìåíòè ÿêèõ ìàþòü
õàðàêòåðíi äëÿ ÔÐÁÇ âëàñòèâîñòi, à òàêîæ êëàñè÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü âêàçàíî¨
çàäà÷i, çàäà÷i Êîøi i íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ êâàçiëiíiéíèõ B-ïàðàáîëi÷íèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ i ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ç âiäõèëåí-
íÿì àðãóìåíòà.

Ïðè äîñÿãíåííi ìåòè âèðiøóâàëèñÿ òàêi çàâäàííÿ:

• ðîçâèíåííÿ ìåòîäèêè äîñëiäæåííÿ ÔÐÁÇ äëÿ åâîëþöiéíèõ ÏÄÐ âèãëÿäó
(0.1), âñòàíîâëåííÿ ñòðóêòóðè òà âëàñòèâîñòåé ÔÐÁÇ âêàçàíèõ ðiâíÿíü;

• âiäøóêàííÿ óìîâ êîðåêòíî¨ âèçíà÷åíîñòi îïåðàòîðà φ(A) ó ðiçíèõ ïðî-
ñòîðàõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà Rn òà ó
ïðîñòîðàõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié;

• äîâåäåííÿ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i äëÿ
ðiâíÿíü âèãëÿäó (0.1) ó âèïàäêó, êîëè ãðàíè÷íi äàíi ¹ åëåìåíòàìè øèðî-
êèõ êëàñiâ ãëàäêèõ ôóíêöié òà òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèõ äî íèõ ïðîñòîðiâ;
çíàõîäæåííÿ ôîðìóë, ùî äàþòü àíàëiòè÷íå çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ áàãà-
òîòî÷êîâî¨ çàäà÷i;

• äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòi ëîêàëiçàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷-
êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ çàçíà÷åíèõ ðiâíÿíü.

• ïîáóäîâà òà îöiíêè ÔÐÇÊ äëÿ ñèñòåì ÏÏÄÐ âèãëÿäó (0.1), êîëè φ(A) =
p∑

k=0

Ak, äå Ak � ÏÄÎ ïîðÿäêiâ γk > 0, 0 ≤ k ≤ p, ç ñèìâîëàìè ak(t, x;σ),

íåãëàäêèìè ïðè σ = 0, êëàñè÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ òàêèõ
ñèñòåì;

• äîñëiäæåííÿ êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i
äëÿ ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íèõ ÏÄÐ âèãëÿäó (0.1), (0.2) ç íåîäíîðiäíiñòþ
f ó ïðàâié ÷àñòèíi (0.1);

• ïîáóäîâà òà äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi òà íåëîêàëüíèõ çàäà÷
íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (0.1), â ÿêîìó êâàçiëiíiéíà ïðàâà ÷àñòèíà ìi-
ñòèòü øóêàíó ôóíêöiþ ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòà;

• ïîáóäîâà i äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ îáåðíåíî¨ çàäà÷i äëÿ ÏÏÄÐ ç íåãëàä-
êèì ñèìâîëîì.
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Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ: íåëîêàëüíà áàãàòîòî÷êîâà çà ÷àñîì çàäà÷à äëÿ åâî-
ëþöiéíèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ: ÔÐÁÇ, êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (0.1), (0.2),
âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ.

Ìåòîäàìè äîñëiäæåííÿ ¹ âäîñêîíàëåíi é ðîçâèíåíi (çàëåæíî âiä ñïå-
öèôiêè äîñëiäæóâàíèõ çàäà÷) ìåòîäè òåîði¨ ïðîñòîðiâ îñíîâíèõ i óçàãàëüíå-
íèõ ôóíêöié, êëàñè÷íi ìåòîäè òåîði¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ ëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ
ñèñòåì, ìåòîäè äîñëiäæåíü ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ïà-
ðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, ùî  ðóíòóþòüñÿ íà âèêîðèñòàííi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ òà
ôîðìóëè Ôàà äå Áðóíî äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨, ìåòîäè äîñëiä-
æåíü Ì.Ë. Ãîðáà÷óêà òà Â.I. Ãîðáà÷óê ç òåîði¨ ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ôóð'¹, ìåòîä
êðîêiâ.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó äèñåðòàöi¨ îòðèìàíî òàêi
íîâi ðåçóëüòàòè.

1. Ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ êâàçiëiíiéíèõ B-ïàðàáîëi÷íèõ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó, à òàêîæ ðîçâ'ÿçîê çà-
äà÷i Êîøi i íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ êâàçiëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó, ÿêi ðîçâ'ÿçóþòüñÿ ìåòîäîì êðîêiâ.

2. Âñòàíîâëåíi âëàñòèâîñòi ÔÐÁÇ äëÿ åâîëþöiéíèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (0.1) ç íåãëàäêèìè îäíîðiäíèìè ñèìâîëàìè a(σ) ∈
C∞(Rn \ {0}) ïîðÿäêó γ > 1, çîêðåìà, äèôåðåíöiéîâíiñòü ÔÐÁÇ ÿê àá-
ñòðàêòíèõ ôóíêöié ÷àñîâîãî ïàðàìåòðà iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði îñíîâ-
íèõ ôóíêöié, äîñëiäæåíî ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

G(t, ·)−
m∑

k=1

µk lim
t→tk

G(t, ·)

ó ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó ðîçïîäiëiâ, äå G(t, ·) � ÔÐÁÇ,
{µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ] � ôiêñîâàíi ïàðàìåòðè. Ïðè
äîñëiäæåííi äâîòî÷êîâî¨ òà m-òî÷êîâî¨ çàäà÷ (m ≥ 2) âèêîðèñòîâóþòüñÿ
ðiçíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàçíà÷åíèõ çà-
äà÷.

3. Äîâåäåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çà-
äà÷i äëÿ ðiâíÿíü (0.1) ç íåãëàäêèìè ó òî÷öi 0 îäíîðiäíèìè ñèìâîëàìè
ó âèïàäêó, êîëè ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ íàëåæèòü äî ïåâíîãî êëàñó óçàãàëü-
íåíèõ ôóíêöié òèïó ðîçïîäiëiâ. Âñòàíîâëåíî óìîâè, ïðè âèêîíàííi ÿêèõ
ó âiäïîâiäíîìó ïðîñòîði îñíîâíèõ ôóíêöié âèçíà÷åíèé i ¹ íåïåðåðâíèì
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îïåðàòîð φ(A). Çíàéäåíî êëàñèX ′ ãðàíè÷íèõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, äëÿ
ÿêèõ ðîçâ'ÿçîê u(t, x) âiäïîâiäíî¨ íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì
çàäà÷i ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi çãîðòêè ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ ç ôóíäàìåíòàëü-
íèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (ÿêèé ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðóX îñíîâíèõ ôóíêöié),
ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçîê âîëîäi¹ òèìè æ âëàñòèâîñòÿìè, ùî i ôóíäàìåíòàëü-
íèé ðîçâ'ÿçîê, u(t, ·) ∈ X ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ], à âiäïîâiäíó ãðàíè÷íó
óìîâó u(t, ·) çàäîâîëüíÿ¹ â ïðîñòîði X ′.

4. Çíàéäåíî íåîáõiäíi é äîñòàòíi óìîâè, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü êëàñ àíàëiòè÷-
íèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ùî ìiñòèòü âiäîìi êëàñè G{β}, 0 < β < 1.
Äîâåäåíî êîðåêòíó ðîçâ'çíiñòü çàäà÷i (0.1), (0.2) ó âèïàäêó, êîëè φ(A)
� ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð ó ïðîñòîði ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, à
ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ � åëåìåíò ïðîñòîðó ïåðiîäè÷íèõ óçàãàëüíåíèõ ôóíê-
öié G′

{β}, 0 < β < 1. Çíàéäåíî çîáðàæåííÿ ãëàäêèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i
(0.1), (0.2).

5. Äîâåäåíî, ùî â ïåâíèõ ïðîñòîðàõ òèïó S iñíó¹ îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàí-
íÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó

φ(D) =
∞∑
k=0

ckD
k, D = d/dx, φ(x) =

∞∑
k=0

ckx
k,

ïðè öüîìó φ(D) ìîæíà ðîçóìiòè ÿê ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð,
ïîáóäîâàíèé çà àíàëiòè÷íèì ñèìâîëîì. Çíàéäåíî êëàñX ′ ãðàíè÷íèõ óçà-
ãàëüíåíèõ ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ ðîçâ'ÿçîê u(t, x) íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êî-
âî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ ∂u/∂t+φ(D)u = 0 ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi
çãîðòêè ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ ç ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì G(t, ·) öi¹¨ çà-
äà÷i; ïðè öüîìó {u(t, ·), G(t, ·)} ⊂ X ïðè êîæíîìó t > 0, à âiäïîâiäíó
ãðàíè÷íó óìîâó (0.2) u(t, ·) çàäîâîëüíÿ¹ â ïðîñòîði X ′.

6. Âñòàíîâëåíî, ùî ðîçâ'ÿçêè áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ âêàçàíèõ
åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ ëîêàëiçàöi¨ (âëàñòèâiñòþ ëî-
êàëüíîãî ïîêðàùåííÿ çáiæíîñòi): ÿêùî óçàãàëüíåíà ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ f
çáiãà¹òüñÿ íà âiäêðèòié ìíîæèíi Q ⊂ Rn ç íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ g, òî
íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi K ⊂ Q ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→0

u(t, x)−
m∑

k=1

µk lim
t→tk

u(t, x) = g(x), {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ],

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ K.
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7. Ïîáóäîâàíî òà çíàéäåíî ñòåïåíåâi îöiíêè ÔÐÇÊ äëÿ ñèñòåì ÏÏÄÐ

âèãëÿäó (0.1), êîëè A =

p∑
k=0

Ak, äå Ak � ÏÄÎ ïîðÿäêiâ γk > 0, 0 ≤ k ≤ p,

ç ñèìâîëàìè ak(t, x;σ), íåãëàäêèìè ïðè σ = 0, äîâåäåíà êëàñè÷íà
ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ òàêèõ ñèñòåì.

8. Äîñëiäæåíà êëàñè÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíîìið-
íî ïàðàáîëi÷íèõ ÏÄÐ âèãëÿäó (0.1), (0.2) ç íåîäíîðiäíiñòþ f ó ïðàâié
÷àñòèíi (0.1).

9. Ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi òà íåëîêàëüíèõ çàäà÷ íåîäíîðiäíî-
ãî ðiâíÿííÿ (0.1), â ÿêîìó êâàçiëiíiéíà ïðàâà ÷àñòèíà ìiñòèòü øóêàíó
ôóíêöiþ ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó.

10. Äîñëiäæåíî ïðÿìó i îáåðíåíó çàäà÷i äëÿ îäíîãî êëàñó åâîëþöiéíèõ ÏÄÐ
ìåòîäîì íåïîâíîãî âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ òà iç çàñòîñóâàííÿì ãiáðèä-
íèõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü Ôóð'¹ êëàñè÷íîãî ïî ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ
i óçàãàëüíåíîãî ïî ïiâïðîñòîðîâié çìiííié.

Íàóêîâå òà ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.Äèñåðòàöiÿ
ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòè òà ìåòîäèêà ðîáîòè ìîæóòü çíàéòè çà-
ñòîñóâàííÿ ó ïîäàëüøîìó ðîçâèòêó çàãàëüíî¨ òåîði¨ åâîëþöiéíèõ ïñåâäîäè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ó ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ òåï-
ëîôiçèêè, ïðè âèâ÷åííi ìàñîîáìiííèõ i äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ ó ôðàêòàëüíèõ
ñåðåäîâèùàõ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îäåðæàíi àâòîðîì
ñàìîñòiéíî. Ó ñïiëüíèõ ç íàóêîâèì êîíñóëüòàíòîì ïðàöÿõ Â.Â. Ãîðîäåöüêîìó
íàëåæèòü àíàëiç îòðèìàíèõ çäîáóâà÷åì ðåçóëüòàòiâ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü, ùî âêëþ-
÷åíi äî äèñåðòàöi¨, äîïîâiäàëèñÿ íà: íàóêîâîìó ñåìiíàði âiääiëó äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü òà íåëiíiéíèõ êîëèâàíü Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (íà-
óêîâèé êåðiâíèê � àêàäåìiê À.Ì. Ñàìîéëåíêî, 2013 ð.); íàóêîâîìó ñåìiíàði ç
ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (2015 ð.); íà-
óêîâèõ ñåìiíàðàõ êàôåäð äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþ-
âàííÿ, ìàòåìàòè÷íèõ ïðîáëåì óïðàâëiííÿ i êiáåðíåòèêè ×åðíiâåöüêîãî íàöiî-
íàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à; Ìiæíàðîäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ
êîíôåðåíöiÿõ ó ì. Êè¹âi, Ëüâîâi, Äîíåöüêó, Iâàíî-Ôðàíêiâñüêó, ×åðíiâöÿõ,
Óæãîðîäi, Êðèìñüêèõ îñiííiõ ìàòåìàòè÷íèõ øêîëàõ (1980-2013 ðð.).

Ïóáëiêàöi¨. Âñüîãî çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî 39 ïðàöü, ÿêi íå
óâiéøëè äî êàíäèäàòñüêî¨ äèñåðòàöi¨ àâòîðà. Ñåðåä íèõ 22 � öå ñòàòòi ó ôàõî-
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âèõ ìàòåìàòè÷íèõ æóðíàëàõ, ç íèõ 5 âõîäÿòü äî íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè äàíèõ,
à 17 � òåçè òà ìàòåðiàëè ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã ðîáîòè. Äàíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ï'ÿòè
ðîçäiëiâ, äîäàòêó, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë. Çàãàëüíèé îáñÿã
ðîáîòè ñòàíîâèòü 339 ñ.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ
Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöi¨, ñôîðìóëüîâàíî ìå-

òó é çàäà÷i äîñëiäæåííÿ, âiäçíà÷åíî íàóêîâó íîâèçíó òà ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ
îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Íàâåäåíî âiäîìîñòi ïðî àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè
òà ïóáëiêàöi¨ çà òåìîþ äèñåðòàöi¨.

Ó ðîçäiëi 1 çðîáëåíî îãëÿä ïðàöü, ÿêi ìàþòü âiäíîøåííÿ äî ðåçóëüòàòiâ,
íàâåäåíèõ ó äèñåðòàöi¨, ¹ áëèçüêèìè çà çìiñòîì òà ìåòîäàìè äîñëiäæåíü, à ñà-
ìå, àíàëiçóþòüñÿ ïðàöi, ïðèñâÿ÷åíi òåîði¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ åâîëþöiéíèõ ïñåâ-
äîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ãëàäêèìè òà òî÷êîâî-íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè,
ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Äà¹òüñÿ îãëÿä âiäî-
ìèõ ðåçóëüòàòiâ, ïîâ'ÿçàíèõ iç íåëîêàëüíèìè çàäà÷àìè äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-
îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü i ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ðiâíÿíü ç âiäõèëåííÿì
àðãóìåíòó.

Â äðóãîìó ðîçäiëi íàâåäåíî îãëÿä ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨ òà îïèñàíî ìå-
òîäè, ÿêèìè âîíè îòðèìóþòüñÿ.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíî òà äîñëiäæåíî ôóíäàìåíòàëüíó ìàòðèöþ
ðîçâ'ÿçêiâ (ÔÌÐ) i äîâåäåíî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåì ïàðàáîëi÷-
íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (ÏÏÄÐ) ç íåãëàäêèìè îäíîðiäíèìè ñèì-
âîëàìè (ïiäðîçäië 3.1) òà íåëîêàëüíèõ çàäà÷ ó ñêàëÿðíîìó âèïàäêó (ïiäðîçäië
3.2).

Ïðèíöèïîâî âàæëèâèì ¹ çàïðîïîíîâàíå À.Í. Êî÷óáå¹ì òëóìà÷åííÿ ïñåâ-
äîäèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ÏÄÎ ÷åðåç ãiïåðñèíãóëÿðíi iíòåãðàëè (ÃÑI).
Ïðè öüîìó çà âiäîìèì ñèìâîëîì ÏÄÎ áóäó¹òüñÿ ñèìâîë ÃÑI i íàâïàêè. Òåî-
ðiÿ ÃÑI ðîçðîáëåíà â ïðàöÿõ Ñ.Ã. Ñàìêî i âîíè iñòîòíî ðîçøèðþþòü êëàñ
ÏÄÎ (îñòàííi ¹, ôàêòè÷íî, ÷àñòèííèì âèïàäêîì ÃÑI). Ó ïiäðîçäiëi 3.1 ìè
ïîøèðþ¹ìî öå ïîíÿòòÿ íà ìàòðè÷íi ÃÑI.

Íåõàé ôóíêöi¨ f : Rn → Cp1 i Ω: Rn × Sn−1 → Cpp ¹ íåïåðåðâíèìè i îáìå-
æåíèìè. Âèðàç âèãëÿäó

(Dα
Ωfξ)(x) = d−1

∫
Rn

Ω
(
x,

h

|h|

)
(∆l

hf)(x)|h|−(n+α)dh,

äå x ∈ Rn, 0 < α < l, l ∈ N, α � äåÿêà ñòàëà, ÿêà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó n, l i
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α, íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íèì ÃÑI ïîðÿäêó α ç õàðàêòåðèñòèêîþ Ω. Ìàòðèöÿ

Ω̃(x, ξ) = d−1

∫
Rn

Ω
(
x,

h

|h|

)
(1− e−i(ξh))l|h|−(n+α)dh

íàçèâà¹òüñÿ ñèìâîëîì ìàòðè÷íîãî ÃÑI Dα
Ω.

ßêùî Ω(x, σ) ≡ E, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, òî ñòàëó α ìîæíà âèáðàòè
òàê, ùîá Ω̃x,ξ = E|ξ|α.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 íàâåäåíi ðåçóëüòàòè ïîáóäîâè òà äîñëiäæåííÿ ÔÌÐ çàäà÷i
Êîøi äëÿ ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íèõ çà Ïåòðîâñüêèì ñèñòåì ÏÄÐ âèãëÿäó

ut(t, x) +

p∑
k=0

(Aku)(t, x) = f(t, x), (1)

µu(t, x)|t=0 =

m∑
r=1

νru(t, x)|t=tr + φ(x), x ∈ Rn, t ∈ [0, T ], (2)

äå Ak � ìàòðè÷íèé ÏÄÎ ç ñèìâîëîì ak: ΠT × (Rn \ {0}) → Cqq, 0 ≤ k ≤ m.
Òóò i äàëi ÷åðåç Cpq ïîçíà÷à¹òüñÿ ñóêóïíiñòü óñiõ ìàòðèöü ðîçìiðó p × q,
åëåìåíòàìè ÿêèõ ¹ êîìïëåêñíi ÷èñëà, à ÷åðåç Sn−1 � îäèíè÷íà ñôåðà â Rn, µ,
νr (r ∈ {1, . . . ,m), tr (r ∈ 1, . . . ,m), � âiäîìi äiéñíi ÷èñëà.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1) �3) ï. 1.4. Òîäi iñíó¹ ÔÌÐ çàäà÷i Êîøi (1),
(2)

Γ(t, x; ξ, τ) = Z(t− τ, x− ξ; τ, ξ) +W (t, x; τ, ξ),

äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

∥Dæ
xZ(t−τ, x−ξ; τ, ξ)∥ ≤ C(t−τ)((t−τ)

1
γ0 +|x−ξ|)−n−γ0−|æ|, |æ| ≤ N−2n−[γ0];

∥D1
tZ(t− τ, x− ξ; τ, ξ)∥ ≤ C((t− τ)

1
γ0 + |x− ξ|)−n−γ0 ,

∥W (t, x; τ, ξ)∥ ≤ C
(
(t− τ)

γ0+λ
γ0 ((t− τ)

1
γ0 + |x− ξ|)−n−γ0+

+(t− τ)
m+1∑
k=1

((t− τ)
1
γ0 + |x− ξ|)−n−γk

)
, γm+1 ≡ γ0 − λ.

Çà óìîâ 1) � 5) ï. 1.4 ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), (2) iñíó¹ i çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

Γ(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ+
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+

∫
Rn

Γ(t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ, (t, x) ∈ ΠT .

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 ñïî÷àòêó äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à Äiðiõëå.

Íåõàé T > 0, µ > 1, β > 0, γ > 0 � ÷èñëîâi ïàðàìåòðè, ΠT ≡ {(t, x)
∣∣∣ 0 <

t < T, x ∈ Rn}. Ïðèïóñòèìî, ùî ñèìâîë A: Rn → C çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
à) ∀σ ∈ Rn, |σ| = 1 ∃a0 > 0: ReA(σ) ≥ a0 > 0;
á) ∀σ ∈ Rn, σ ̸= 0, ∀æ = (æ1, . . . ,æn), |æ| ≤ N , N ≥ 2(n + [γ]) ∃Dæ

σA(σ)

∃CN > 0:
|Dæ

σA(σ)| ≤ CN |σ|γ−|æ|;

â) ∀ε > 0, ∀x ∈ Rn ∃C > 0 ∃β, 0 < β ≤ γ − ε, φ ∈ C(Rn):

|φ(x)| ≤ C(1 + |x|)β ;

ã) ∀ε > 0, ∀(t, x) ∈ ΠT ∃C > 0, ∃β ≤ γ − ε, f ∈ C(ΠT ):

|f(t, x)| ≤ C(1 + |x|)β , |f(t, x)− f(t, y)| ≤ C|x− y|λ, 0 < λ < 1.

Äëÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i

ut(t, x) +Aγu(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ ΠT , γ > 0,

µu(t, x)|t=0 = u(t, x)|t=T + φ(x), x ∈ Rn,

äå Aγ � ÏÄÎ ç ñèìâîëîì A(σ), ðîçâ'ÿçîê çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

u(t, x) = I1 + µI2 + I3,

äå

I1 =

∫
Rn

G(t, T, x− ξ, µ)φ(ξ)dξ, (t, x) ∈ ΠT , µ > 1,

I2 =

t∫
0

dτ

∫
Rn

G(t− τ, T, x− ξ, µ)f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ ΠT , µ > 1,

I3 =

T∫
t

dτ

∫
Rn

G(T + t− τ, T, x− ξ, µ)f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ ΠT , µ > 1,

G(t, T, x, µ) ≡ (2π)−n

∫
Rn

exp{i(x, σ)−A(σ)t}(µ− exp{−A(σ)T})−1dσ.
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Ó ïiäðîçäiëi 3.3 äîñëiäæó¹òüñÿ áàãàòîòî÷êîâà çàäà÷à (1), (2), à â ïiäðîçäiëi
3.4 íàâîäÿòüñÿ iëþñòðàòèâíi ïðèêëàäè.

Ó ðîçäiëi 4 âñòàíîâëþ¹òüñÿ êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü íåëîêàëüíî¨ áàãàòî-
òî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ç ÏÄÎ A, ïîáóäîâàíèì çà
íåãëàäêèì ó òî÷öi 0 îäíîðiäíèì ñèìâîëîì, îïåðàòîðîì f(A), äå f � öiëà ôóíê-
öiÿ, A � ÏÄÎ â ïðîñòîðàõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié. Âîíè ïîáóäîâàíi çà àíàëiòè÷-
íèìè ôóíêöiÿìè i äiþòü ó ïðîñòîðàõ òèïó S òà òðàêòóþòüñÿ ÿê îïåðàòîðè
äèôåðåíöiþâàííÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Êðàéîâà óìîâà çàäà¹òüñÿ â êëàñàõ
óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Çíàéäåíî çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ó âèãëÿäi çãîðòêè âiä-
ïîâiäíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ç ãðàíè÷íîþ ôóíêöi¹þ; äîâåäåíî, ùî
ðîçâ'ÿçêè òàêèõ çàäà÷ âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ ëîêàëiçàöi¨ (âëàñòèâiñòþ ëîêàëü-
íîãî ïîêðàùåííÿ çáiæíîñòi).

Ïåðåéäåìî äî âèêëàäó ìàòåðiàëó ðîçäiëó.
Ó ïiäðîçäiëi 4.1 íàâåäåíî îçíà÷åííÿ òà òâåðäæåííÿ, ùî ñòîñóþòüñÿ òîïî-

ëîãi÷íî¨ ñòðóêòóðè ïðîñòîðó îñíîâíèõ ôóíêöié. Äà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòèêà òî-
ïîëîãi÷íî¨ ñòðóêòóðè ïðîñòîðó, ùî ¹ Ôóð'¹-îáðàçîì ïðîñòîðó îñíîâíèõ ôóíê-
öié. Íàâåäåíi âëàñòèâîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, çãîðòîê,
çãîðòóâà÷iâ òà ìóëüòèïëiêàòîðiâ.

Íåõàé γ � ôiêñîâàíå ÷èñëî ç ìíîæèíè (1,+∞) \ {2, 3, 4, . . . }, γ0 := n+ [γ],

n ∈ N, M(x) := 1 + |x|, x ∈ Rn, [γ] � öiëà ÷àñòèíà γ, Φ :=
{
φ ∈ C∞(Rn)

∣∣∣∀p ∈

Z+ sup
x∈Rn

{ p∑
k=0

M(x)γ0+k
∑

|α|=k

|Dα
xφ(x)| <∞

}}
(òóò α ∈ Zn

+ � ìóëüòèiíäåêñ). Ó

Φ ââîäèòüñÿ ñòðóêòóðà çëi÷åííî-íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó çà äîïîìîãîþ íîðì

∥φ∥p := sup
x∈R


p∑

k=0

M(x)ω0+k
∑
|α|=k

|Dα
xφ(x)|

 , φ ∈ Φ, p ∈ Z+,

äå ω0 = γ0 − ε, 0 < ε < 1 � ôiêñîâàíèé ïàðàìåòð.
Ñèìâîëîì Φp ïîçíà÷èìî ïîïîâíåííÿ Φ çà p-îþ íîðìîþ; Φp � áàíàõiâ ïðî-

ñòið, ïðè öüîìó ïðàâèëüíèìè ¹ âêëàäåííÿ Φ0 ⊃ Φ1 ⊃ · · · ⊃ Φp ⊃ . . . . Ïðîñòið

Φ =
∞∩
p=0

Φp ¹ ïîâíèì äîñêîíàëèì çëi÷åííî-íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì, ïðè öüîìó

êîæíå âêëàäåííÿ Φp+1 ⊂ Φp, p ∈ Z+, � ùiëüíå, íåïåðåðâíå i êîìïàêòíå. Ó ïðî-
ñòîði Φ âèçíà÷åíi i íåïåðåðâíi îïåðàöi¨ çñóâó àðãóìåíòó òà äèôåðåíöiþâàííÿ.

Ôóíêöi¨ ç ïðîñòîðó Φ àáñîëþòíî iíòåãðîâíi íà Rn, òîìó íà íèõ âèçíà÷åíà
îïåðàöiÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. Ñèìâîëîì Ψ ïîçíà÷àòèìåìî Ôóð'¹-îáðàç ïðî-
ñòîðó Φ: Ψ = F [Φ]. Î÷åâèäíî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ F [φ], φ ∈ Φ, îáìåæåíà i
íåïåðåðâíà íà Rn. Íàâåäåìî iíøi âëàñòèâîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöié ç
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ïðîñòîðó Φ: ÿêùî φ ∈ Φ, òî F [φ] � íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà íà Rn \ {0}
ôóíêöiÿ, ó ôóíêöi¨ ∂kF [φ]/∂ξki , ξi ̸= 0, k ∈ Z+, i ∈ {1, . . . , n}, iñíóþòü ñêií÷åííi

îäíîñòîðîííi ãðàíèöi lim
ξi→+0

∂kF [φ]

∂ξki
, lim
ξi→−0

∂kF [φ]

∂ξki
, φ ∈ Φ, ôóíêöi¨ ç ïðîñòîðó

Ψ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó:

∀{k,m} ⊂ Zn
+, ki ≥ mi, i ∈ {1, . . . , n} ∃ck > 0 ∃cm > 0 :

sup
ξ∈Rn\{0}

|ξkDm
ξ F [φ]| ≤ ck · cm, φ ∈ Φ,

(ñòàëi ck, cm çàëåæàòü ëèøå âiä ôóíêöi¨ F [φ]).
Ó ïðîñòîði Ψ ââîäèòüñÿ ñòðóêòóðà çëi÷åííî-íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó çà äî-

ïîìîãîþ ñèñòåìè íîðì

∥ψ∥p := sup
ξ∈Rn\{0}

{
p∑

|k|=0

|ξkDk
ξψ(ξ)|

}
, ψ ∈ Ψ, p ∈ Z+.

Ñèìâîëîì Ψp ïîçíà÷èìî ïîïîâíåííÿ Ψ çà íîðìîþ ∥·∥p. Ïðè öüîìó Ψ0 ⊃ Ψ1 ⊃

· · · ⊃ Ψp ⊃ . . . , Ψ =
∞∩
p=0

Ψp, Ψ � ïîâíèé çëi÷åííî-íîðìîâàíèé ïðîñòið.

Ñèìâîëîì Φ′ ïîçíà÷èìî ïðîñòið óñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ
íà Φ çi ñëàáêîþ çáiæíiñòþ, Φ′ = ( lim

p→∞
prΦp)

′ = lim
p→∞

indΦ′
p.

ßêùî f ∈ Φ′, φ ∈ Φ, òî iñíó¹ çãîðòêà f ∗ φ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ
f∗φ = ⟨f, T−xφ̌(·)⟩, φ̌(ξ) = φ(−ξ), φ ∈ Φ (òóò T−x � îïåðàòîð çñóâó àðãóìåíòó ó
ïðîñòîði Φ). Çàçíà÷èìî, ùî f∗φ � íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà íà Rn ôóíêöiÿ,
ïðè öüîìó

∃c > 0 ∃m ∈ Z+ ∀β ∈ Zn
+ : |Dβ

x(f ∗ φ)| ≤ c(1 + |x|)γ0+m+|β|.

ßêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ φν ∈ Φ iç ñïiââiäíîøåííÿ φν → 0 ïðè ν → ∞
çà òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó Φ âèïëèâà¹, ùî f ∗ φν → 0 ïðè ν → ∞ ó ïðîñòîði Φ,
òî ôóíêöiîíàë f íàçèâà¹òüñÿ çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîði Φ.

Îñêiëüêè F [φ] ∈ Φ, ÿêùî φ ∈ Ψ, òî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ óçàãàëüíåíî¨ ôóíê-
öi¨ f ∈ Φ′ âèçíà÷åíå çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ ⟨F [f ], φ⟩ = ⟨f, F [φ]⟩ ¹ óçà-
ãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ, çàäàíîþ íà F [Φ].

ßêùî ôóíêöiîíàë f ∈ Φ′ � çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði Φ, òî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíê-
öi¨ φ ∈ Φ ïðàâèëüíîþ ¹ ôîðìóëà F [f ∗ φ] = F [f ] · F [φ].

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 äîñëiäæó¹òüñÿ êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü íåëîêàëüíî¨ äâî-
òî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ ç ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèì
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îïåðàòîðîì, ñèìâîëîì ÿêîãî ¹ òî÷êîâî-íåãëàäêà ôóíêöiÿ ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ
ó ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié Φ′.

Íåõàé a: Rn → [0,∞) � íåïåðåðâíà íà Rn îäíîðiäíà ôóíêöiÿ ïîðÿäêó γ > 1,
íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà íà Rn \ {0}, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

1) ∀α ∈ Zn
+ ∃cα > 0 ∀x ∈ Rn: |Dα

xa(x)| ≤ cα|x|γ−|α|;
2) ∃δ̃ > 0 ∀x ∈ Rn: a(x) ≥ δ̃|x|γ .
Ïðè âèêîíàííi âêàçàíèõ óìîâ ó ïðîñòîði Φ âèçíà÷åíèé íåïåðåðâíèé ïñåâ-

äîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Aγ = F−1[aF ].
Äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
+Aγu = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× Rn ≡ ΠT (3)

çàäàìî íåëîêàëüíó çà ÷àñîì óìîâó

µu(t, ·)|t=0 − u(t, ·)|t=T = φ, φ ∈ Φ, (4)

äå µ > 1 � ôiêñîâàíèé ïàðàìåòð. Ïiä ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3), (4) ðîçóìi¹ìî
ôóíêöiþ u(t, ·) ∈ C1((0, T ],Φ), ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3) i çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó (4).

Ñèìâîëîì G(t, T, x, µ) ïîçíà÷èìî ôóíêöiþ âèãëÿäó:

G(t, T, x, µ) = (2π)−n

∫
Rn

ei(x,σ)−ta(σ)(µ− eT ·A(σ))−1dσ =

=
∞∑
k=0

µ−k−1G0(t+ kT, x), µ > 1, (t, x) ∈ ΠT ,

äå

G0(t+ kT, x) = (2π)−n

∫
Rn

exp{i(x, σ)− (t+ kT )a(σ)}dσ, (t, x) ∈ ΠT ,

G0(t, x) � ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (3). Iç ðå-
çóëüòàòiâ, íàâåäåíèõ ó ðîçäiëi 3 ùîäî îöiíîê ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ G0 âèïëèâà¹,
ùî ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ) ôóíêöiÿ G, ÿê ôóíêöiÿ àðãóìåíòó x, ¹ åëåìåíòîì
ïðîñòîðó Φ. Êðiì òîãî, ïðàâèëüíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 4.1. Ôóíêöiÿ G(t, T, ·, µ), t ∈ (0, T ], ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ ïàðà-

ìåòðà t iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði Φ, äèôåðåíöiéîâíà ïî t.

Íàñëiäêîì öi¹¨ ëåìè ¹ ôîðìóëà

∂

∂t
(f ∗G) = f ∗ ∂G

∂t
, ∀f ∈ Φ′.
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Ëåìà 4.3. Íåõàé

ω(t, x) = (φ ∗G)(t, x), G(t, x) ≡ G(t, T, x, µ), φ ∈ Φ′, (t, x) ∈ ΠT .

Òîäi ó ïðîñòîði Φ′ âèêîíó¹òüñÿ ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

ω(t, ·)− lim
t→T−0

ω(t, ·) = φ.

Ñèìâîëîì Φ′
∗ ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü óñiõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ç ïðîñòîðó

Φ′, ÿêi ¹ çãîðòóâà÷àìè ó ïðîñòîði Φ.
Ëåìà 4.3 äîçâîëÿ¹ ñòàâèòè äâîòî÷êîâó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ (3) òàê. Äëÿ

(3) çàäàìî óìîâó

µu(t, ·)|t=0 − u(t, ·)|t=T = φ, µ > 1, φ ∈ Φ′
∗. (5)

Ïiä ðîçâ'ÿçêîì äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i (3), (5) ðîçóìiòèìåìî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿí-
íÿ (3), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5) â òîìó ñåíñi, ùî

µ lim
t→+0

u(t, ·)− lim
t→T−0

u(t, ·) = φ,

äå ãðàíèöi ðîçãëÿäàþòüñÿ ó ïðîñòîði Φ′.
Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïiäðîçäiëó 4.2 ñêëàäà¹
Òåîðåìà 4.1. Çàäà÷à (3), (5) êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíà, ðîçâ'ÿçîê äà¹òüñÿ ôîð-

ìóëîþ:

u(t, x) = (φ ∗G)(t, x), (t, x) ∈ ΠT ,

G(t, x) ≡ G(t, T, x, µ), ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ ïàðàìåòðà t ∈ (0, T ] iç çíà÷åí-
íÿìè â ïðîñòîði Φ, ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, à φ ∈ Φ′

∗ � çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði
Φ. Iç îçíà÷åííÿ çãîðòóâà÷à âèïëèâà¹, ùî ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

u(t, ·) = φ ∗G(t, ·) −→
t→T−0

φ ∗G(T, ·) = u(T, ·)

ñïðàâäæó¹òüñÿ ó ïðîñòîði Φ, îñêiëüêè G(t, ·) → G(T, ·) ïðè t→ T − 0 çà òîïî-
ëîãi¹þ ïðîñòîðó Φ. Çîêðåìà, çâiäñè äiñòà¹ìî, ùî u(t, ·) → u(T, ·) ïðè t→ T − 0

ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó êîìïàêòi K ⊂ Rn. Òî÷êà t = 0 äëÿ ôóíêöi¨ G(t, ·) ¹
îñîáëèâîþ, ïðè öüîìó

u(t, ·) = φ ∗G(t, ·) −→
t→+0

φ ∗ δ

µ− 1
=

φ

µ− 1
,

âêàçàíå ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ âèêîíó¹òüñÿ ó ïðîñòîði Φ′. Îäíàê, ïðè ïåâ-
íèõ îáìåæåííÿõ íà óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ φ ∈ Φ′

∗ ìîæíà îòðèìàòè ëîêàëüíå
ïîêðàùåííÿ çáiæíîñòi çãîðòêè φ ∗G ïðè t→ +0.
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Ñèìâîëîì MΦ ïîçíà÷èìî êëàñ ìóëüòèïëiêàòîðiâ ó ïðîñòîði Φ.
Òåîðåìà 4.3 (âëàñòèâiñòü ëîêàëiçàöi¨). Íåõàé φ ∈ Φ′

∗, u(t, x) �

ðîçâ'ÿçîê äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i (3), (5) ç ãðàíè÷íîþ ôóíêöi¹þ φ. ßêùî óçàãàëü-

íåíà ôóíêöiÿ φ çáiãà¹òüñÿ â äåÿêié îáëàñòi Q ⊂ Rn ç ôóíêöi¹þ g ∈ MΦ, òî

ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

u(t, x)− lim
t→T−0

u(t, x) = g(x)

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi K ⊂ Q.

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 äîñëiäæó¹òüñÿ íåëîêàëüíà m-òî÷êîâà çà ÷àñîì çàäà÷à,
äå m ≥ 2. Ìåòîäèêà äîñëiäæåííÿ öi¹¨ çàäà÷i âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ìåòîäèêè äî-
ñëiäæåííÿ äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i (âèïàäîê m = 1), ÿêà áàçó¹òüñÿ íà çîáðàæåííi
ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i ó âèãëÿäi ðÿäó, ÷ëåíàìè ÿêî-
ãî ¹ ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i Êîøi äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó
(3).

Íåëîêàëüíà áàãàòîòî÷êîâà çà ÷àñîì çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ (3) çàäà¹òüñÿ çà
äîïîìîãîþ óìîâè

µu(t, ·)|t=0 − µ1u(t, ·)|t=t1 − · · · − µmu(t, ·)|t=tm = φ, (6)

äå m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,+∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ] � ôiêñîâàíi ïà-

ðàìåòðè, ïðè÷îìó ââàæà¹òüñÿ, ùî µ >
m∑

k=1

µk, φ ∈ Φ. Êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê

u ∈ C1((0, T ),Φ) çàäà÷i (3), (6) øóêà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ i
çîáðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi çãîðòêè G(t, x) ∗ φ(x), äå G(t, x) = F−1[Q(t, σ)](x),

Q(t, σ) = exp{−ta(σ)}
(
µ−

m∑
k=1

µk exp{−tka(σ)}
)−1

.

Âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ G ïîâ'ÿçàíi ç âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ Q. Âèêîðèñòîâó-
þ÷è ôîðìóëó Ôàà äå Áðóíî äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨, äîâîäèòüñÿ
íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 4.4.Ïðè ôiêñîâàíîìó t > 0 ôóíêöiÿ Q(t, σ) íåñêií÷åííî äèôåðåíöi-

éîâíà ïî σ ∈ Rn \ {0}; äëÿ ¨¨ ïîõiäíèõ ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|Ds
σQ(t, σ)| ≤ βsφs(t)e

−ta(σ)
n∏

i=1

|σi|ωi , s = (s1, . . . , sn) ∈ Zn
+, (7)
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σ = (σ1, . . . , σn) ̸= 0, äå βs � ñòàëà, íå çàëåæíà âiä t, φs(t) =

|s|∑
p=0

tp,

ωi =

{
si(γ − 1), ÿêùî |σi| ≥ 1, i ∈ {1, . . . , n},
γ − si, ÿêùî |σi| < 1, σi ̸= 0, i ∈ {1, . . . , n}.

Iç îöiíîê (7) âèïëèâà¹, ùî Q(t, σ), ÿê ôóíêöiÿ àðãóìåíòó σ, ¹ åëåìåíòîì
ïðîñòîðó Ψ ïðè êîæíîìó t > 0. Îòæå, G(t, ·) ∈ Φ ïðè êîæíîìó t > 0. Âëà-
ñòèâîñòi ôóíêöi¨ G(t, ·) àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòÿì ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó
äâîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ (3). Çîêðåìà, âiäçíà÷èìî, òàêó âëà-
ñòèâiñòü ôóíêöi¨ G.

Ëåìà 4.8. Ó ïðîñòîði Φ′ ñïðàâäæó¹òüñÿ ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

G(t, ·)− µ1 lim
t→t1

G(t, ·)− · · · − µm lim
t→tm

G(t, ·) = δ (8)

(òóò δ � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà).

Iç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ G(t, ·) âèïëèâà¹, ùî çãîðòêà φ ∗ G(t, ·) âèçíà÷åíà
êîðåêòíî i ó âèïàäêó, êîëè φ ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó Φ′. ßêùî φ ¹ çãîðòóâà-
÷åì ó ïðîñòîði Φ, òîáòî φ ∈ Φ′

∗, òî â ïðîñòîði Φ′ ñïðàâäæó¹òüñÿ ãðàíè÷íå
ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

(φ ∗G(t, ·))− µ1 lim
t→t1

(φ ∗G(t, ·))− · · · − µm lim
t→tm

(φ ∗G(t, ·)) = φ. (9)

Ôóíêöiþ G(t, ·) íàçèâàòèìåìî äàëi ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì áàãàòî-
òî÷êîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ (3).

Çà äîïîìîãîþ (9) äîâîäèòüñÿ òåîðåìà ïðî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü m-
òî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ (3), ÿêùî ãðàíè÷íó óìîâó ðîçâ'ÿçîê
u(t, ·) ðiâíÿííÿ (3) çàäîâîëüíÿ¹ â òîìó ñåíñi, ùî

µ lim
t→+0

u(t, ·)−−µ1 lim
t→t1

u(t, ·))− · · · − µm lim
t→tm

u(t, ·)) = φ, φ ∈ Φ′
∗,

äå ãðàíèöi ðîçãëÿäàþòüñÿ ó ïðîñòîði Φ′. Îòæå, ïðàâèëüíèì ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 4.4. Íåëîêàëüíà m-òî÷êîâà çà ÷àñîì çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ (3) ç

ãðàíè÷íîþ ôóíêöi¹þ φ ∈ Φ′
∗ êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíà. Ðîçâ'ÿçîê äà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

çãîðòêè

u(t, x) = φ ∗G(t, x), (t, x) ∈ ΠT ,

äå G(t, ·) � ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê m-òî÷êîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ (3).
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Ðîçâ'ÿçîê íåëîêàëüíî¨ m-òî÷êîâî¨ (m ≥ 2) çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ
(3), ÿê i ó âèïàäêó äâîòî÷îêâî¨ çàäà÷i (3), (5), âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ ëîêàëi-
çàöi¨. Ïðè äîâåäåííi âiäïîâiäíîãî òâåðäæåííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü
ôóíêöi¨ G(t, ·), ÿêó ñôîðìóëþ¹ìî ó âèãëÿäi íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 4.9. G(t, ·) → (µ− µ0)
−1δ ïðè t→ +0 ó ïðîñòîði Φ′, äå µ0 =

m∑
k=1

µk.

Ó ïiäðîçäiëi 4.4 âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷à-
ñîì çàäà÷i äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ ∂u/∂t+Bu = 0, äå B = f(A), f(z) � öiëà
ôóíêöiÿ, à A ¹ ÏÄÎ ç íåãëàäêèì ó òî÷öi σ = 0 ñèìâîëîì a(σ). Åâîëþöiéíi
ðiâíÿííÿ ç òàêèìè îïåðàòîðàìè ¹ ïðèðîäíèìè óçàãàëüíåííÿìè âiäîìèõ ïàðà-
áîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Çíàéäåíî çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ó
âèãëÿäi çãîðòêè ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ ç ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì âêàçàíî¨
çàäà÷i (ïðè öüîìó äîñëiäæåíà ñòðóêòóðà òà âëàñòèâîñòi ôóíäàìåíòàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó).

Ïåðåéäåìî äî âèêëàäó ìàòåðiàëó ïiäðîçäiëó 4.4. Íåõàé α ∈ (0, 1) � ôiê-
ñîâàíå ÷èñëî, f � íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà íà R ôóíêöiÿ, ÿêà äîïóñêà¹
àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ ó âñþ êîìïëåêñíó ïëîùèíó i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:

∃c > 0 ∃a > 0 ∃h ≥ 0 ∀z = x+ iy ∈ C : |f(z)| ≤ c(1 + |x|)hea|y|
α

. (10)

Ëåìà 4.10. Äëÿ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ f íà äiéñíié îñi, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(10), ïðàâèëüíèìè ¹ îöiíêè:

|f (n)(x)| ≤ c̃0B̃
nnn(1−1/α)(1 + |x|)h, n ∈ N, x ∈ R.

Ãîâîðèòèìåìî, ùî â ïðîñòîði Φ çàäàíî ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð

íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó f(A) :=
∞∑

n=0

cnA
n, A ≡ Aγ , ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ îñíîâíî¨

ôóíêöi¨ φ ∈ Φ ðÿä

(f(A)φ)(x) :=
∞∑

n=0

cn(A
nφ)(x)

(
f(x) =

∞∑
n=0

cnx
n, x ∈ R

)

çîáðàæà¹ äåÿêó îñíîâíó ôóíêöiþ ç ïðîñòîðó Φ.
Òåîðåìà 4.7. ßêùî ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (10), òî â ïðîñòîði

Φ âèçíà÷åíèé i ¹ íåïåðåðâíèì ïñåâäîäèôåðåíiàëüíèé îïåðàòîð íåñêií÷åííîãî

ïîðÿäêó f(A) ≡ Af .

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ îïåðàòîðà Af ïðàâèëüíèì ¹ çîáðàæåííÿ

Afφ = F−1[f(a)F [φ]], ∀φ ∈ Φ,
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òîáòî Af � ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, ïîáóäîâàíèé çà ñèìâîëîì f(a),
íåãëàäêèì ó òî÷öi 0.

Íåõàé P � ïîëiíîì ñòåïåíÿ 2b, b ∈ N, íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:

∃c > 0 ∀x ∈ R : ReP (x) ≤ −c|x|2b.

Iç òåîðåì òèïó Ôðàãìåíòà-Ëiíäåëüîôà âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ eP (z) ó êîìïëåêñ-
íié ïëîùèíi çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

| exp{P (z)}| ≤ c0 exp{−c1|x|2b + c2|y|2b}

ç äåÿêèìè ñòàëèìè c0, c1, c2 > 0. Îòæå, ôóíêöiÿ f(z) = exp{P (z)} çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó (10) ç ïàðàìåòðàìè α = 2b, h = 0, i â ïðîñòîði Φ âèçíà÷åíèé òà ¹
íåïåðåðâíèì îïåðàòîð f(A) = exp{tP (a)}, äå t > 0 � ôiêñîâàíèé ïàðàìåòð. Ó
öüîìó âèïàäêó ðîçâ'ÿçîê åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
= P (A)u, (t, x) ∈ (0, T ]× R, (11)

ôîðìàëüíî ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi u(t, x) = c exp{tP (A)}φ(x), äå φ ∈ Φ,
c = const, i äîñëiäæóâàòè çàäà÷ó Êîøi òà áàãàòîòî÷êîâi çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ
ðiâíÿííÿ (11) çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðíîãî ìåòîäó. Äî ðiâíÿíü (11) íàëåæèòü
òàêîæ åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ ∂u/∂t+A2u = 0, A2 = F−1[a2F ] (òóò P (x) = −x2,
x ∈ R).

Ðîçãëÿíåìî åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ

∂u

dt
+Afu = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R ≡ Ω, (12)

äå Af = f(A) � ÏÄÎ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, ÿêèé äi¹ â ïðîñòîði Φ. Äëÿ (12)
çàäàìî íåëîêàëüíó áàãàòîòî÷êîâó çà ÷àñîì çàäà÷ó

µu(t, ·)|t=0 − µ1u(t, ·)|t=t1 − · · · − µmu(t, ·)|t=tm = g, (13)

äå m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,+∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ] � ôiêñîâàíi ÷èñëà,

ïðè÷îìó µ >
m∑

k=1

µk, g ∈ Φ.

Êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ C1((0, T ],Φ) çàäà÷i (12), (13) äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ
u(t, x) = G(t, x) ∗ g(x), (t, x) ∈ Ω, äå

G(t, x) = F−1[Q(t, σ)], Q(t, σ) = Q1(t, σ)Q2(σ),
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Q1(t, σ) = exp{−tf(a(σ))}, Q2(σ) =
(
µ−

m∑
k=1

µk exp{−tkf(a(σ))}
)−1

.

Âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ G ïîâ'ÿçàíi ç âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ Q, îñêiëüêè G =

F−1[Q]. Îòæå, ïåðåäóñiì íàâåäåìî âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Q(t, σ) ÿê ôóíêöi¨ àð-
ãóìåíòó σ.

Ëåìà 4.1. Äëÿ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ Q1(t, σ) ïðè σ ̸= 0 ïðàâèëüíèìè ¹ îöiíêè

|Ds
σQ1(t, σ)| ≤ βst

sα|σ|ωs−se−d0t|σ|γ , s ∈ N,

ñòàëi βs, d0 > 0 íå çàëåæàòü âiä t, äå α = 1, ωs = γ, ÿêùî |σ| < 1, σ ̸= 0;

α = 1− h/γ, ωs = sγ, ÿêùî |σ| ≥ 1.

Iç íàâåäåíîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹, ùî Q1(t, σ), ÿê ôóíêöiÿ σ, ïðè êîæ-
íîìó t > 0 ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó Ψ.

Ëåìà 4.12. Ôóíêöiÿ Q2 � ìóëüòèïëiêàòîð ó ïðîñòîði Ψ.

Iç íàâåäåíèõ òâåðäæåíü äiñòà¹ìî, ùî ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ] ôóíê-
öiÿ Q(t, σ) = Q1(t, σ)Q2(σ), σ ∈ R, ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó Ψ. Óðàõóâàâøè
âëàñòèâîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ (ïðÿìîãî òà îáåðíåíîãî) òà ñïiââiäíîøåííÿ
F−1[Ψ] = Φ çíàéäåìî, ùî G(t, ·) = F−1[Q(t, ·)] ∈ Φ ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ].

Ëåìà 4.13. Äëÿ ôóíêöi¨ G(t, x), t,∈ (0, T ], x ∈ R, òà ¨¨ ïîõiäíèõ çà çìií-

íîþ x ïðàâèëüíèìè ¹ îöiíêè:

|Dk
xG(t, x)| ≤ ckt

−δk((1 + |x|)1+[γ]+k)−1, k ∈ Z+,

äå δk = [γ] + {γ}/γ + k, ÿêùî x ̸= 0; δk = (1 + k)/γ, ÿêùî x = 0.

Ôóíêöiÿ G(t, ·) âîëîäi¹ òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè: 1) ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ
ïàðàìåòðà t iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði Φ, âîíà äèôåðåíöiéîâíà ïî t; 2) ó ïðî-
ñòîði Φ′ ôóíêöiÿ G(t, ·) çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ âèãëÿäó (8).
ßêùî äëÿ ðiâíÿííÿ (12) ñòàâèòè íåëîêàëüíó áàãàòîòî÷êîâó çà ÷àñîì óìîâó ç
ãðàíè÷íîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó Φ′

∗, òî â öüîìó âèïàäêó ìà¹
ìiñöå àíàëîã òåîðåì 4.1, 4.4 ïðî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàçíà÷åíî¨ çàäà÷i.

Ó ïiäðîçäiëi 4.5 çíàéäåíî íåîáõiäíi é äîñòàòíi óìîâè, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü
êëàñ àíàëiòè÷íèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ùî ìiñòèòü âiäîìi êëàñè G{β} öiëèõ
ôóíêöié. Äîâåäåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì
çàäà÷i äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ ∂u/∂t+ φ(A)u = 0, äå φ(A) � ïñåâäîäèôå-
ðåíöiàëüíèé îïåðàòîð ó ïðîñòîði ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, à ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ �
åëåìåíò ïðîñòîðó ïåðiîäè÷íèõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Çíàéäåíî çîáðàæåííÿ
ãëàäêèõ ðîçâ'ÿçêiâ âêàçàíî¨ çàäà÷i.

Ïðè äîñëiäæåííi áàãàòüîõ çàäà÷ àíàëiçó òà ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè âèíèêà-
þòü ðiçíi êëàñè óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié (ðîçïîäiëiâ, óëüòðàðîçïîäiëiâ, ãiïåð-
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ôóíêöié òîùî). ßêùî ðîçãëÿäàòè ïåðiîäè÷íi óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨, òî, ÿê âiäî-
ìî, âñi öi êëàñè âêëàäàþòüñÿ ó ïðîñòið ôîðìàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ
i ïîâíiñòþ õàðàêòåðèçóþòüñÿ ïîâåäiíêîþ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ñâî¨õ åëåìåíòiâ.
Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ äîâiëüíi òðèãîíîìåòðè÷íi ðÿäè, ÿêi îòî-
òîæíþþòüñÿ iç óçàãàëüíåíèìè 2π-ïåðiîäè÷íèìè ôóíêöiÿìè ÿê ëiíiéíèìè íå-
ïåðåðâíèìè ôóíêöiîíàëàìè, çàäàíèìè íà ïðîñòîði òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíî-
ìiâ

TP =
{
P
∣∣∣P (x) = s∑

k=−s

ck,pe
ikx, x ∈ R, s ∈ Z+, ck,p ∈ C

}
.

Ðÿäîì Ôóð'¹ óçàãàëüíåíî¨ 2π-ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ f ∈ T ′
P íàçèâà¹òüñÿ ðÿä

∞∑
k=−∞

ck(f)e
ikx, äå ck(f) = ⟨f, e−ikx⟩, k ∈ Z, � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f .

Äëÿ äîâiëüíî¨ óçàãàëüíåíî¨ 2π-ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ f ¨¨ ðÿä Ôóð'¹ çáiãà¹òüñÿ
äî f ó ïðîñòîði T ′

P . Íàâïàêè, ïîñëiäîâíiñòü ÷àñòèííèõ ñóì äîâiëüíîãî òðèãî-

íîìåòðè÷íîãî ðÿäó
+∞∑

k=−∞

cke
ikx çáiãà¹òüñÿ â T ′

P äî äåÿêîãî åëåìåíòà f ∈ T ′
P

i öåé ðÿä ¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äëÿ f . Öi ðåçóëüòàòè íàëåæàòü Ì.Ë. Ãîðáà÷óêó òà
Â.I. Ãîðáà÷óê. Îòæå, áóäü-ÿêó óçàãàëüíåíó 2π-ïåðiîäè÷íó ôóíêöiþ f ∈ T ′

P

ìîæíà îòîòîæíþâàòè ç ¨¨ ðÿäîì Ôóð'¹, òîáòî T ′
P ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ïðî-

ñòið ôîðìàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ âèãëÿäó
+∞∑

k=−∞

cke
ikx (áåç æîäíèõ

îáìåæåíü íà ÷èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü {ck, k ∈ Z}).
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {mk, k ∈ Z+}, m0 = 1, äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêà âî-

ëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè:
1) ∀k ∈ Z+: mk ≤ mk+1;
2) ∀α > 0 ∃cα > 0 ∀k ∈ Z+: mk ≥ cα · αk;
3) ∃M > 0 ∃h > 0 ∀k ∈ Z+: mk+1 ≤Mhkmk;
4) ∃A > 0 ∃L > 0 ∀{k, l} ⊂ Z+: mk ·ml ≤ ALk+lmk+l;
5) ∃B > 0 ∃s > 0 ∀k ∈ Z+: mk ≤ Bsk min

0≤l≤k
mk−l ·ml.

Ïðèêëàäàìè òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé ¹ ïîñëiäîâíîñòi âèãëÿäó mk = (k!)β , mk =

kkβ , β > 0.
Ì.Ë. Ãîðáà÷óêîì òà Â.I. Ãîðáà÷óê áóëè ââåäåíi ðiçíi êëàñè íåñêií÷åííî äè-

ôåðåíöiéîâíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié. Îçíà÷èìî äåÿêi ç íèõ. Ñèìâîëîì H⟨mk⟩
ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü âñiõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ i íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ íà
R ôóíêöié φ, ÿêi âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ: iñíóþòü ñòàëi c, B > 0 (çàëåæíi
âiä ôóíêöié φ) òàêi, ùî |φ(k)(x)| ≤ cBkmk, k ∈ Z+, x ∈ R. Ìíîæèíà ôóíêöié
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φ ∈ H⟨mk⟩, äëÿ ÿêèõ âêàçàíi îöiíêè âèêîíóþòüñÿ ç ôiêñîâàíîþ ñòàëîþ B > 0,
óòâîðþ¹ áàíàõiâ ïðîñòið HB⟨mk⟩ âiäíîñíî íîðìè ∥φ∥B = sup

x,k
(|φ(k)(x)|/Bkmk).

Ïðè öüîìó H⟨mk⟩ = lim
B→∞

indHB⟨mk⟩. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {mk, k ∈ Z+} çái-
ãà¹òüñÿ iç ïîñëiäîâíiñòþ kkβ , òî H⟨mk⟩ = G{β}. Ïðîñòið H⟨k!⟩ = H⟨kk⟩ = G{1}
ñêëàäàþòü àíàëiòè÷íi 2π-ïåðiîäè÷íi ôóíêöi¨.

Åëåìåíòè ïðîñòîðó H ′⟨kkβ⟩, òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíîãî äî H⟨kkβ⟩, íàçèâà-
þòüñÿ óëüòðàðîçïîäiëàìè ïîðÿäêó β > 1; åëåìåíòè ç H ′⟨k!⟩ íàçèâàþòüñÿ ãi-
ïåðôóíêöiÿìè àáî àíàëiòè÷íèìè ïåðiîäè÷íèìè ôóíêöiîíàëàìè.

Ïîêëàäåìî ρ(λ) = sup
k∈Z+

λk/mk, λ ∈ [1,+∞).

Âiçüìåìî ìîíîòîííî ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü {ρn, n ∈ Z+} äîäàòíèõ ÷èñåë
òàêó, ùî lim

n→∞
n
√
ρn = 0. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü âèãëÿäó mn = n!ρn, n ∈ Z+,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1) � 6).
Âñòàíîâëåíà òàêà òåîðåìà.
Òåîðåìà 4.9. Íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà 2π-ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ φ íà-

ëåæèòü äî êëàñó H⟨n!ρn⟩ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíà àíàëiòè÷íî ïðîäîâ-

æó¹òüñÿ â êîìïëåêñíó ïëîùèíó äî öiëî¨ ôóíêöi¨ φ(z), z ∈ C, i öå ïðîäîâ-

æåííÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó: iñíóþòü ñòàëi c, b > 0 (çàëåæíi, ìîæëèâî, ëèøå

âiä φ) òàêi, ùî

|φ(x+ iy)| ≤ cρ̃(by), ∀{x, y} ⊂ R,

äå

ρ̃(y) =

{
1, |y| < 1,

ρ(y), |y| ≥ 1,
ρ(y) = sup

n

|y|n

n!ρn
.

Ç òåîðåìè 4.9 âèïëèâà¹, ùî êëàñH⟨kkβ⟩ = G{β}, 0 < β < 1, õàðàêòåðèçó¹òü-
ñÿ òàê: äëÿ òîãî, ùîá íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà 2π-ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ φ
íàëåæàëà äî êëàñó G{β}, 0 < β < 1, íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá âîíà àíàëiòè÷-
íî ïðîäîâæóâàëàñÿ â êîìïëåêñíó ïëîùèíó äî öiëî¨ ôóíêöi¨ i öå ïðîäîâæåííÿ
çàäîâîëüíÿëî óìîâó:

∃c > 0 ∃b > 0 ∀z = x+ iy ∈ C : |φ(x+ iy)| ≤ c exp{b|y|1/1−β}.

Ó ïðîñòîði H ′⟨mk⟩ çãîðòêà f1 ∗ f2 âèçíà÷åíà äëÿ äîâiëüíèõ {f1, f2} ⊂
H ′⟨mk⟩.

Âiðíîþ ¹ òàêà ëåìà.
Ëåìà 4.16. Äëÿ äîâiëüíèõ φ ∈ H⟨mk⟩ òà f ∈ H ′⟨mk⟩ çãîðòêà f ∗ φ ¹

åëåìåíòîì ïðîñòîðó H⟨mk⟩.
Íåõàé G̃: R → [0,∞) � íåïåðåðâíà ïàðíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî G̃(x) ≥ |x|,

x ∈ R \ (−1, 1). Çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ G̃ ó ïðîñòîði T ′
P ïîáóäó¹ìî îïåðàòîð Â:

21



T ′
P → T ′

P çà ïðàâèëîì

T ′
P ∋ f =

∑
k∈Z

ck(f)e
ikx → Âf :=

∑
k∈Z

G̃(k)ck(f)e
ikx ∈ T ′

P ,

Îïåðàòîð Â ¹ ëiíiéíèì i íåïåðåðâíèì â T ′
P .

ßêùî A � çâóæåííÿ îïåðàòîðà Â íà ïðîñòið H = L2[0, 2π], òî A �
íåâiä'¹ìíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð â H çi ùiëüíîþ â H îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ
D(A), ïðè÷îìó TP ⊂ D(A). Îïåðàòîð A íàäàëi íàçèâàòèìåìî ïñåâäîäèôåðåí-
öiàëüíèì îïåðàòîðîì ó ïðîñòîði L2[0, 2π].

Íåõàé f : [0,∞) → [0,∞) � äåÿêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Çà ôóíêöi¹þ f òà
îïåðàòîðîì A ïîáóäó¹ìî îïåðàòîð f(A):

f(A)φ :=
∑
k∈Z

f(λk)ck(φ)e
ikx, λk = G̃(k), G̃(k) = G̃(−k), k ∈ Z, φ ∈ H.

Òîäi f(A) := Af � íåâiä'¹ìíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð â H çi ùiëüíîþ îá-
ëàñòþ âèçíà÷åííÿ

D(Af ) =
{
φ ∈ H

∣∣∣ ∑
k∈Z

f2(λk)|ck(φ)|2 ≡
∑
k∈Z

|ck(Afφ)|2 <∞
}
,

ïðè÷îìó TP ⊂ D(Af ).
Òåîðåìà 4.10. ßêùî íåïåðåðâíà íà [0,∞) ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀x ∈ [0,∞) : 0 ≤ f(x) ≤ cερ(εx), (14)

òî îïåðàòîð Af íåïåðåðâíèé ó ïðîñòîði H⟨mk⟩ i âiäîáðàæà¹ öåé ïðîñòið â

ñåáå.

Óìîâà (14) íà ôóíêöiþ f åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî ôóíêöiÿ Ff =∑
k∈Z

f(λk)e
ikx ≡

∑
k∈Z

f(G(k))eikx ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó H ′⟨mk⟩.

Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî ôóíêöiÿ f äîäàòêîâî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∃c0 > 0 ∃d0 > 0 ∀x ∈ [0,∞) : f(x) ≥ d0 ln ρ(c0x).

Ðîçãëÿíåìî åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
+Afu = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R ≡ Ω, (15)

äå Af � ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, ðîçãëÿíóòèé âèùå. Ïiä ðîçâ'ÿçêîì
ðiâíÿííÿ (15) ðîçóìi¹ìî ôóíêöiþ u(t, x), íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíó ïî t ïðè
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êîæíîìó x ∈ R, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ öå ðiâíÿííÿ, u(t, ·) ∈ D(Af ) ïðè êîæíîìó
t ∈ (0, T ].

Ðîçãëÿíåìî òàêó çàäà÷ó: çíàéòè ôóíêöiþ u, ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (15)
òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

µu(0, ·)−
m∑

k=1

µku(tk, ·) = g, g ∈ L2[0, 2π], (16)

äå m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ] � ôiêñîâàíi ÷èñëà,

ïðè÷îìó µ >
m∑

k=1

µk, t1 < t2 < · · · < tm ≤ T . Ïðè öüîìó u(0, ·) ðîçóìi¹ìî ÿê

lim
t→+0

u(t, ·), äå ãðàíèöÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H = L2[0, 2π],

òîáòî ââàæà¹ìî, ùî iñíó¹ ôóíêöiÿ u0(·) ∈ H òàêà, ùî ∥u(t, ·)−u0(·)∥H → 0 ïðè
t → +0, u0(x) ≡ u(0, x). Íàäàëi çàäà÷ó (15), (16) íàçèâàòèìåìî íåëîêàëüíîþ
áàãàòîòî÷êîâîþ çà ÷àñîì çàäà÷åþ äëÿ ðiâíÿííÿ (15).

Ïðàâèëüíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ
Òåîðåìà 4.11. Íåëîêàëüíà áàãàòîòî÷êîâà çà ÷àñîì çàäà÷à (15), (16) êî-

ðåêòíî ðîçâ'ÿçíà, ðîçâ'ÿçîê çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi çãîðòêè

u(t, x) = G(t, x) ∗ g(x), (t, x) ∈ Ω,

äå

G(t, x) =
∑
s∈Z

Q1(t, λs)Q2(λs)e
isx, g(x) =

∑
s∈Z

cs(g)e
isx ∈ H,

Q1(t, λs) := exp{−tf(λs)}, Q2(λs) :=
(
µ−

m∑
n=1

µn exp{−tnf(λs)}
)−1

≡

≡
(
µ−

m∑
n=1

µnQ1(tn, λs)
)−1

,

ïðè öüîìó {G(t, ·), u(t, ·)} ⊂ H⟨mk⟩, mk = k!ρk, ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ].

Âíàñëiäîê ëåìè 4.16 çãîðòêà G(t, x)∗g ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó H⟨mk⟩, ÿêùî
g ∈ H ′⟨mk⟩, ïðè öüîìó ôóíêöiÿ u(t, x) = G(t, x)∗g ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (15),
ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (16), äå g ∈ H ′⟨mk⟩, ó òîìó ðîçóìiííi, ùî

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑

n=1

µn lim
t→tn

u(t, ·) = g, g ∈ H ′⟨mk⟩, (17)

(ãðàíèöi ðîçãëÿäàþòüñÿ â ïðîñòîði H ′⟨mk⟩).
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Òåîðåìà 4.12. Áàãàòîòî÷êîâà çàäà÷à (15), (17) êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíà,

ðîçâ'ÿçîê çîáðàæà¹òüñÿ ôîðìóëîþ u(t, x) = G(t, x) ∗ g, (t, x) ∈ Ω, u(t, ·) ∈
H⟨mk⟩ ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ].

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (15), (17) âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ ëîêàëiçàöi¨, ÿêà âñòàíîâëåíà
ó âèïàäêó, êîëè ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ â (17) ¹ óëüòðàðîçïîäiëîì Æåâðå ïîðÿäêó
β > 1 (òîáòî g ∈ G{β}, β > 1). Â îñíîâíîìó ïðîñòîði G{β} ïðè β > 1 ¹ ôiíiòíi
ôóíêöi¨, òîìó ìà¹ çìiñò îçíà÷åííÿ: óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ g ∈ G′

{β}, β > 1,
äîðiâíþ¹ íóëåâi íà iíòåðâàëi (a, b) ⊂ [0, 2π], ÿêùî ⟨g, φ⟩ = 0 äëÿ äîâiëüíî¨
îñíîâíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ G{β}, β > 1, íîñié ÿêî¨ ìiñòèòüñÿ â (a, b).

Ñèìâîëîì M{β} ïîçíà÷àòèìåìî êëàñ ôóíêöié, ÿêi ¹ ìóëüòèïëiêàòîðàìè â
ïðîñòîði G{β}, β > 1.

Òåîðåìà 4.14. Íåõàé g ∈ G′
{β} ⊂ H ′⟨n!ρn⟩, β > 1, u(t, x) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

(15), (17) ç ãðàíè÷íîþ ôóíêöi¹þ g. ßêùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ g çáiãà¹òüñÿ íà

iíòåðâàëi (a, b) ⊂ R ç 2π-ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ ψ ∈ M{β}, òî íà äîâiëüíîìó

ïðîìiæêó [c, d] ⊂ (a, b) ⊂ [0, 2π] ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

u(t, x)− µ1 lim
t→t1

u(t, x)− · · · − µm lim
t→tm

u(t, x) = ψ(x)

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ [c, d].

Ó ïiäðîçäiëi 4.6 âñòàíîâëåíî, ùî ïðîñòîðè òèïó S òà S′, ââåäåíi I.Ì. Ãåëü-
ôàíäîì òà Ã.Å. Øèëîâèì, ¹ ïðèðîäíèì ñåðåäîâèùåì äëÿ äîñëiäæåííÿ íåëî-
êàëüíèõ áàãàòîòî÷êîâèõ çà ÷àñîì çàäà÷ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêi ìiñòÿòü

îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âèãëÿäó φ(D) =

∞∑
k=0

ckD
k,

D = d/dx, ïîáóäîâàíîãî çà öiëîþ ôóíêöi¹þ φ(x) =

∞∑
k=0

ckx
k; ïðè öüîìó

ç'ÿñîâàíî, ùî φ(D) ìîæíà ðîçóìiòè ÿê ÏÄÎ ç àíàëiòè÷íèì ñèìâîëîì. Äî-
ñëiäæåíi âëàñòèâîñòi ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨
çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ ç îïåðàòîðîì φ(D), âñòàíîâëåíî
ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i ó âèïàäêó, êîëè ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ íàëåæèòü äî ïåâíîãî
êëàñó óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó óëüòðàðîçïîäiëiâ (òèïó S′), çíàéäåíî çîá-
ðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi çãîðòêè ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ ç ôóíäàìåíòàëüíèì
ðîçâ'ÿçêîì.

Äëÿ äîâiëüíî ôiêñîâàíèõ α, β > 0 ïîêëàäåìî

Sβ
α(R) ≡ Sβ

α := {φ ∈ S
∣∣∣∃c > 0 ∃A > 0 ∃B > 0 ∀{k,m} ⊂ Z+ ∀x ∈ R :

|xkφ(m)(x)| ≤ cAkBmkkαmmβ}.
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ßêùî 0 < β < 1 i α ≥ 1−β, òî Sβ
α ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ é ëèøå òèõ ôóíêöié φ,

ÿêi äîïóñêàþòü àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ â êîìïëåêñíó ïëîùèíó i çàäîâîëü-
íÿþòü íåðiâíiñòü

|φ(x+ iy)| ≤ c3 exp{−a|x|1/α + b|y|1/(1−β)}, c3, a, b > 0, {x, y} ⊂ R.

Ïðîñòîðè Sβ
α íåòðèâiàëüíi, ÿêùî α+β ≥ 1; äëÿ äîâiëüíèõ α, β ïðàâèëüíîþ

¹ ðiâíiñòü: Sβ
α = Sα ∩ Sβ .

Íåõàé g(z) =
∞∑

n=0

cnz
n, z ∈ C, � öiëà ôóíêöiÿ. Ãîâîðèòèìåìî, ùî â ïðîñòîði

Sβ
α, {α, β} ⊂ (0, 1), çàäàíî îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó

g(D) :=
∞∑

n=0

cn(iD)n, D = d/dx,

ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ Sβ
α ðÿä

ψ(x) ≡ g(D)φ(x) :=
∞∑

n=0

cn(iD)nφ(x), x ∈ R,

çîáðàæà¹ îñíîâíó ôóíêöiþ ç ïðîñòîðó Sβ
α.

Òåîðåìà 4.15. ßêùî ôóíêöiÿ g � ìóëüòèïëiêàòîð ó ïðîñòîði Sα
β ,

{α, β} ⊂ (0, 1), α+ β = 1, òî â ïðîñòîði Sβ
α âèçíà÷åíèé i íåïåðåðâíèé îïåðà-

òîð g(D) ≡ Ag, ïðè öüîìó

Agφ(x) = F−1[g(σ)F [φ](σ)](x), φ ∈ Sβ
α.

Çàçíà÷èìî, ùî çíàéäåíà óìîâà íà ôóíêöiþ g ¹ íå ëèøå äîñòàòíüîþ, àëå
é íåîáõiäíîþ äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîð Ag áóâ íåïåðåðâíèì ó ïðîñòîði Sβ

α, ïðè
öüîìó Ag ìîæíà ðîçóìiòè ÿê ÏÄÎ, ïîáóäîâàíèé çà àíàëiòè÷íèì (öiëèì) ñèì-
âîëîì (ôóíêöi¹þ g).

Ðîçãëÿíåìî åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
= Agu, (t, x) ∈ (0, T ]× R ≡ Ω, (18)

äå Ag � ÏÄÎ, ïîáóäîâàíèé çà ôóíêöi¹þ g, ÿêà ¹ ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði
S1−ω
ω , ω ∈ (0, 1) i òàêîþ, ùî eg ∈ S1−ω

ω . Äëÿ ðiâíÿííÿ (18) çàäàìî óìîâó

µu(t, ·)|t=0 − µ1u(t, ·)|t=t1 − · · · − µmu(t, ·)|t=tm = f, (19)
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äå m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,+∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ] � ôiêñîâàíi ÷èñëà,

ïðè÷îìó µ >
m∑

k=1

µk, f ∈ S1−ω
ω .

Òîäi ðîçâ'ÿçîê âêàçàíî¨ çàäà÷i ìà¹ âèãëÿä: u(t, x) = G(t, x) ∗ f(x), äå
G(t, x) = F−1[Q(t, σ)](x), Q(t, σ) = Q1(t, σ)Q2(σ),

Q1(t, σ) = exp{tg(σ)}, Q2(σ) =
(
µ−

m∑
k=1

µk exp{tkg(σ)}
)−1

≡

≡
(
µ−

m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)
)−1

.

Çàçíà÷èìî, ùî Q1(t, ·) ∈ S1−ω
ω ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ], à ôóíêöiÿ Q2 �

ìóëüòèïëiêàòîð ó ïðîñòîði S2
ω. Çâiäñè äiñòà¹ìî (íàñëiäîê 4.9), ùî ïðè êîæíîìó

t ∈ (0, T ] ôóíêöiÿ Q(t, σ), ÿê ôóíêöiÿ σ, ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó S2
ω, ïðè öüîìó

ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|Ds
σQ(t, σ)| ≤ cBss2s exp{−c0t|σ|1/ω}, s ∈ N,

äå ñòàëi c, B, c0 > 0 íå çàëåæàòü âiä t.
Óðàõóâàâøè âëàñòèâîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ òà ñïiââiäíîøåííÿ F−1[S2

ω] =

Sω
2 çíàéäåìî, ùî G(t, ·) = F−1[Q(t, ·)] ∈ Sω

2 ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ]. Iíøi
âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ G(t, ·) íàâåäåìî ó íàñòóïíèõ òâåðäæåííÿõ.

Ëåìà 4.22. Äëÿ ôóíêöi¨ G(t, x), (t, x) ∈ Ω, òà ¨¨ ïîõiäíèõ (çà çìiííîþ x)

ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|Ds
xG(t, x)| ≤ c̃t−(s+1)ωAsssω exp{−α0|x|1/2}, s ∈ Z+,

ñòàëi c̃, A, α0 > 0 íå çàëåæàòü âiä t.

Ëåìà 4.23. 1. Ôóíêöiÿ G(t, ·), t ∈ (0, T ], ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ ïàðà-

ìåòðà t iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði Sω
2 , äèôåðåíöiéîâíà ïî t.

2. Ïðàâèëüíîþ ¹ ôîðìóëà

∂

∂t
(f ∗G(t, ·)) = f ∗ ∂G(t, ·)

∂t
, f ∈ (Sω

2 )
′, t ∈ (0, T ].

3. Ó ïðîñòîði (Sω
2 )

′ ñïðàâäæóþòüñÿ ãðàíè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ

à) µ lim
t→+0

G(t, ·)−
m∑

k=1

µk lim
t→tk

G(t, ·) = δ;

á) µ lim
t→+0

ω(t, ·)−
m∑

k=1

µk lim
t→tk

ω(t, ·) = f,

äå ω(t, x) = f ∗G(t, x), f ∈ (Sω
2,∗)

′, (t, x) ∈ Ω, δ � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà.
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4. Ôóíêöiÿ G(t, ·) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (18).
Óðàõóâàâøè òâåðäæåííÿ 3.á) ëåìè 4.23 çàäàìî äëÿ ðiâíÿííÿ (18) áàãàòî-

òî÷êîâó çà ÷àñîì óìîâó

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑

k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = f, f ∈ (Sω
2,∗)

′, (20)

äå ãðàíè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ ðîçãëÿäàþòüñÿ â ïðîñòîði (Sω
2 )

′ (îáìåæåííÿ íà
ïàðàìåòðè µ, µ1, . . . , µm, t1, . . . , tm òàêi æ, ÿê i ó âèïàäêó çàäà÷i (18), (19)).

Òåîðåìà 4.16.m-òî÷êîâà çàäà÷à (18), (20) ¹ ðîçâ'ÿçíîþ, ðîçâ'ÿçîê äà¹òü-
ñÿ ôîðìóëîþ

u(t, x) = f ∗G(t, x),

u(t, ·) ∈ Sω
2 ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ].

Ó âèïàäêó åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ (18) ç îïåðàòîðîì φ(D) = P (D), äå
P (x), x ∈ R, � ïîëiíîì ñòåïåíÿ 2b, b ∈ N, íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∃c > 0 ∀x ∈ R : ReP (x) ≤ −c|x|2b,

äëÿ ÿêîãî ñòàâèòüñÿ íåëîêàëüíà áàãàòîòî÷êîâà çà ÷àñîì çàäà÷à, ïðàâèëüíèìè
¹ ðåçóëüòàòè, àíàëîãi÷íi ñôîðìóëüîâàíèì âèùå. Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ G(t, x),
ÿê ôóíêöiÿ àðãóìåíòó x (ïðè ôiêñîâàíîìó t > 0) ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó Sω

2 ,

äå ω =
1

2b
.

Ó ðîçäiëi 5 äëÿ àâòîíîìíèõ êâàçiëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè i ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòà ìåòîäîì
êðîêiâ äîâåäåíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi òà íåëîêàëüíèõ çàäà÷ âèãëÿäó

∂u(x, t)

∂t
+Au(x, t) = f(x, t,Bku(x, t− h, t+ Tk − h)),

h > 0 � ñòàëà, x ∈ Rn, t > h, k ∈ {0} ∪ {N}, 0 ≤ k ≤ m,

Bku(x, t, t+ Tk)|0<t≤h = uk(x, t), x ∈ Rn, 0 < T1 << T2 << · · · << Tm,

0 ≤ k ≤ m, f , uk(x, t), x ∈ Rn, t < 0 ≤ h, 0 ≤ k ≤ m, � âiäîìi i íåïåðåðâíi
ôóíêöi¨ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ, îïåðàòîð A ó ï. 5.1 ¹ äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì
ç îäíîâèìiðíèì îïåðàòîðîì Áåññåëÿ, ùî äi¹ ïî çìiííié xn, à ó ï. 5.2 îïåðàòîð
A ¹ ÏÄÎ ç íåãëàäêèì ñèìâîëîì.

Ïðè öüîìó
B0u(x, t)|0<t≤h ≡ u(x, t)|0<t≤h = u0(x, t)
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¹ óìîâîþ Êîøi;

B1u(x, t)|0<t≤h ≡ (µu(x, t)− νu1(x, t+ T ))|0<t≤h = u1(x, t), T >> h, µ ≥ ν > 0

¹ äâîòî÷êîâîþ óìîâîþ;

Bmu|0<t≤h ≡
(
µu(x, t)−

m∑
k=1

νku(x, t+ Tk)
)
|0<t≤h = um(x, t),

µ >
m∑

k=1

νk > 0, 0 < T1 << T2 << · · · << Tm

¹ áàãàòîòî÷êîâîþ óìîâîþ.
Ó ïiäðîçäiëi 5.1 âñòàíîâëåíà òåîðåìà ïðî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êî-

øi äëÿ êâàçiëiíiéíèõ B-ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó.
Ó ïiäðîçäiëi 5.2 äëÿ àâòîíîìíèõ êâàçiëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè i âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó ìå-
òîäîì êðîêiâ äîâåäåíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi, à ó ï. 5.4 äàíèé ðåçóëüòàò
âñòàíîâëåíî äëÿ âiäïîâiäíî¨ íåëîêàëüíî¨ çàäà÷i.

Ó ïiäðîçäiëàõ 5.3, 5.4 íàâîäÿòüñÿ ìîäåëüíi ïðèêëàäè.
Ó äîäàòêó âèñâiòëåíi ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ïðÿìî¨ òà îáåðíåíî¨ çàäà÷,

ùî ìiñòÿòü ÏÄÎ, ïîáóäîâàíèé çà íåîäíîðiäíèì íåãëàäêèì ó íóëi òà çàëåæíèì
âiä ÷àñîâî¨ çìiííî¨ t ñèìâîëîì, òà òàêèé, ùî ìiñòèòü çìiííèé êîåôiöi¹íò áiëÿ
øóêàíî¨ ôóíêöi¨ iç çàñòîñóâàííÿì ãiáðèäíèõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü Ôóð'¹
� êëàñè÷íîãî çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè òà óçàãàëüíåíîãî çà ïiâïðîñòîðîâîþ
çìiííîþ.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöi¨ ðîçâèíåíà òåîðiÿ íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i
äëÿ åâîëþöiéíèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÏÄÎ A, ïîáóäîâàíèì çà
íåãëàäêèì ó òî÷öi 0 îäíîðiäíèì ñèìâîëîì; îïåðàòîðîì f(A), äå f � öiëà ôóíê-
öiÿ âiä ÏÄÎ A; ÏÄÎ ó ïðîñòîðàõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié; îïåðàòîðîì f(D), ïî-
áóäîâàíèì çà àíàëiòè÷íèì ñèìâîëîì, ÿêèé äi¹ â ïðîñòîðàõ òèïó S. Ðîçâèíåíî
ìåòîäèêó äîñëiäæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì
çàäà÷i äëÿ âêàçàíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü; âñòàíîâëåíî îöiíêè ïîõiäíèõ ÔÐ-
ÁÇ çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ, äèôåðåíöiéîâíiñòü ÔÐÁÇ ÿê àáñòðàêòíî¨ ôóíêöi¨
÷àñîâîãî ïàðàìåòðà t, äîñëiäæåíî ïîâåäiíêó ÔÐÁÇ ïðè ïðÿìóâàííi t äî òî÷îê
0, t1, . . . , tm, {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ] (òî÷îê, â ÿêèõ çàäàþòüñÿ ãðàíè÷íi óìîâè).
Íà ïiäñòàâi öèõ âëàñòèâîñòåé äîâåäåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü áàãàòîòî÷êîâî¨
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çàäà÷i ó âèïàäêó, êîëè ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ íàëåæèòü äî ïåâíîãî êëàñó óçà-
ãàëüíåíèõ ôóíêöié. Òàêà ïîñòàíîâêà çàäà÷i ¹ ïðèðîäíîþ, îñêiëüêè ãðàíè÷íà
ôóíêöiÿ ìîæå ìàòè îñîáëèâiñòü â îäíié àáî äåêiëüêîõ òî÷êàõ i ìîæå äîïóñêà-
òè ðåãóëÿðèçàöiþ ó òîìó ÷è iíøîìó ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Çíàéäåíî
êëàñè X ′ ãðàíè÷íèõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ ðîçâ'ÿçîê u(t, x) âiäïî-
âiäíî¨ íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi çãîðòêè
ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ ç ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (ÿêèé ¹ åëåìåíòîì
ïðîñòîðó X îñíîâíèõ ôóíêöié çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ ïðè êîæíîìó t > 0),
ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçîê âîëîäi¹ òèìè æ âëàñòèâîñòÿìè, ùî i ôóíäàìåíòàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê, u(t, x) ∈ X ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ], à âiäïîâiäíó ãðàíè÷íó óìîâó
u(t, ·) çàäîâîëüíÿ¹ â ïðîñòîði X ′. Äîâåäåíî, ùî ðîçâ'ÿçêè áàãàòîòî÷êîâî¨ çà
÷àñîì çàäà÷i äëÿ âêàçàíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ ëî-
êàëiçàöi¨ (âëàñòèâiñòþ ëîêàëüíîãî ïîêðàùåííÿ çáiæíîñòi): ÿêùî óçàãàëüíåíà
ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ f çáiãà¹òüñÿ íà âiäêðèòié ìíîæèíi Q ⊂ Rn ç íåïåðåðâíîþ
ôóíêöi¹þ g, òî íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi K ⊂ Q ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

u(t, x)−
m∑

k=1

µk lim
t→tk

u(t, x) = g(x), {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ],

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ K.
Ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i äëÿ êâàçiëiíiéíèõ B-ïàðàáîëi÷íèõ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó, à òàêîæ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi i
íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç âiä-
õèëåííÿì àðãóìåíòó, ÿêi ðîçâ'ÿçóþòüñÿ ìåòîäîì êðîêiâ. Äîñëiäæåíî ïðÿìó i
îáåðíåíó çàäà÷i äëÿ îäíîãî êëàñó åâîëþöiéíèõ ÏÄÐ ìåòîäîì íåïîâíîãî âiäî-
êðåìëåííÿ çìiííèõ òà iç çàñòîñóâàííÿì ãiáðèäíèõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü
Ôóð'¹ êëàñè÷íîãî çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè òà óçàãàëüíåíîãî çà ïiâïðîñòî-
ðîâîþ çìiííîþ.
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ABSTRACT

Drin' Ya.Ì. Çàäà÷à Êîøi òà íåëîêàëüíi çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäî-

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåãëàäêèìè îäíîðiäíèìè ñèìâîëàìè. � Manuscript.

Thesis for a doctor's degree by speciality 01.01.02 � di�erential equations.
Institute of Mathematics NAS of Ukraine, Kyiv, 2015.

The thesis Theory of correct solvability of nonlocal multi- time problem for
evolutionary pseudodi�erential equations (PDE) of �nite and in�nite order with
PDO de�ned in di�erent spaces of smooth (eg, periodic) functions. Been developed
methodology survey FSCP, determined their structure and properties, showing
the conditions of certainty the correct operator φ(A), where φ � PDO entire
function of A. Theorems of correct roz'yaznist nonlocal multipoint time problem
for evolutionary PDO with dot nonsmooth homogeneous and smooth character
symbols when the limit function belongs to a class of distributions such as
distributions (ultradistributions). Found images of solutions in the form of rolls
FSMP with ultimate function.

The solution of the Cauchy problem for quasilinear B- parabolic di�erential
equations with deviation of the argument , and the solution of the Cauchy
problem and the nonlocal problems for quasilinear pseudodi�erential equations
with deviation argument solved by steps. Investigated the direct and inverse
problems for a class of evolution SDA method of incomplete separation of variables
and using hybrid integrated Fourier space variables for classical and generalized
by half-space variable.

Keywords: evolutionary pseudodi�erential equations, pseudodi�erential
operators, Cauchy problem, multipoint nonlocal in time problem, the fundamental
solution of multi-task, plain uniform character correct solvability, the main spaces
and generalized functions hypersingular integral, direct and inverse problems,
pseudodi�erential equation of de�ection argument.
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íûõ óðàâíåíèé êîíå÷íîãî è áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêîâ ñ ÏÄÎ, îïðåäåëåííûìè â
ðàçíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ãëàäêèõ (â ÷àñòíîñòè, ïåðèîäè÷åñèêõ) ôóíêöèé. Ðàç-
âèòà ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ ÔÐÌÇ, óñòàíîâëåíà èõ ñòðóêòóðà è ñâîéñòâà,
íàéäåíû óñëîâèÿ êîððåêòíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðà φ(A), ãäå φ � öåëàÿ
ôóíêöèÿ îò ÏÄÎ A.

Äîêàçàíû òåîðåìû î êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè íåëîêàëüíîé ìíîãîòî÷å÷-
íîé ïî âðåìåíè çàäà÷è äëÿ ýâîëþöèîííûõ ÏÄÎ ñ òî÷å÷íî-íåãëàäêèìè îäíî-
ðîäíûìè ñèìâîëàìè è ãëàäêèìè ñèìâîëàìè â ñëó÷àå, êîãäà ãðàíè÷íàÿ ôóíê-
öèÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó îáîáùåííûõ ôóíêöèé òèïà ðàñïðåäåëåíèé (óëüòðà-
ðàñïðåäåëåíèé). Íàéäåíû èçîáðàæåíèÿ ðåøåíèé â âèäå ñâåðòêè ÔÐÌÇ ñ ãðà-
íè÷íîé ôóíêöèåé.

Ïîñòðîåíî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíûõ B-ïàðàáîëè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îòêëîíåíèåì àðãóìåíòà, à òàêæå ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè è íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ êâàçèëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé ñ îòêëîíåíèåì àðãóìåíòà, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ìåòîäîì øà-
ãîâ. Èññëåäîâàíû ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷è äëÿ îäíîãî êëàññà ýâîëþöèîííûõ
ÏÄÓ ìåòîäîì íåïîëíîãî îòäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñ ïðèìåíåíèåì ãèáðèäíûõ
èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå êëàññè÷åñêîãî ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïå-
ðåìåííîé è îáîáùåííîãî ïî ïîëóïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýâîëþöèîííûå ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, çàäà÷à Êîøè, íåëîêàëüíàÿ ìíîãîòî÷å÷-
íàÿ ïî âðåìåíè çàäà÷à, ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ìíîãîòî÷å÷íîé çàäà÷è,
íåãëàäêèé îäíîðîäíûé ñèìâîë, êîððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü, ïðîñòðàíñòâà îñ-
íîâíûõ è îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ãèïåðñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë, ïðÿìàÿ è îáðàò-
íàÿ çàäà÷è, ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ îòêëîíåíèåì àðãóìåíòà.

Ïiäïèñàíî äî äðóêó 04.01.2016
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