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Âñòóï

Â ñåðåäèíi ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ ñèíòåç áàãàòîâèìiðíèõ ñèíãóëÿðíèõ iíòåãðàëü-

íèõ ðiâíÿíü òà ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïðèçâiâ äî ïîíÿòòÿ iíòåãðî-

äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà (Êàëüäåðîí, Çèãìóíä), ùî ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíà-

öi¹þ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ç êîåôiöi¹íòàìè � ñèíãóëÿðíèìè iíòåãðàëüíèìè îïå-

ðàòîðàìè. Ñèñòåìàòè÷íå äîñëiäæåííÿ òàêèõ îïåðàòîðiâ ïðèçâåëî äî çìiíè òåî-

ði¨, â ðåçóëüòàòi ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ âèòiñíèëî ñèíãóëÿðíi iíòåãðàëè, à

ñàìi îïåðàòîðè ïî÷àëè íàçèâàòèñÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèìè. Ïñåâäîäèôåðåí-

öiàëüíi îïåðàòîðè õàðàêòåðèçóþòüñÿ ñâî¨ì ñèìâîëîì àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê äè-

ôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè õàðàêòåðèçóþòüñÿ ñâî¹þ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôîðìîþ.

Âïðîäîâæ îñòàííiõ êiëüêîõ äåñÿòèëiòü iíòåíñèâíî ðîçâèâà¹òüñÿ òåîðiÿ ïñåâ-

äîäèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ (ÏÄÎ) òà ðiâíÿíü ç òàêèìè îïåðàòîðàìè (ÏÄÐ).

ÏÄÎ ôîðìàëüíî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi F−1
σ→x[a(t, x;σ)Fx→σ], {x, σ} ⊂ Rn,

t > 0, äå a � ôóíêöiÿ (ñèìâîë), ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíi óìîâè, F , F−1 � ïðÿìå òà

îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. Äî âêàçàíîãî êëàñó íàëåæàòü äèôåðåíöiàëüíi

îïåðàòîðè, îïåðàòîðè äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ òà iíòåãðóâàííÿ, îïåðàòîðè

çãîðòêè òîùî. Ïîøèðåííÿ ðåçóëüòàòiâ êëàñè÷íî¨ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü íà âèïàäîê ðiâíÿíü ç ÏÄÎ òà îäåðæàííÿ íîâèõ ðåçóëüòàòiâ äà¹ çìîãó

âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ðiâíÿííÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ñêëàäíèõ i âàæëèâèõ çàäà÷

àíàëiçó òà ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi ðiçíîìàíiòíèõ

ïðèðîäíè÷èõ ïðîöåñiâ.

Íà òåïåðiøíié ÷àñ çíà÷íèõ ðåçóëüòàòiâ äîñÿãíóòî ó òåîði¨ çàäà÷i Êîøi òà

êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì òàêèõ ðiâíÿíü.

Öå òåîðiÿ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü ó çãîðòêàõ ó ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà-Ñëîáîäåöüêîãî

òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ äî äîñëiäæåííÿ çàãàëüíèõ ìiøàíèõ çàäà÷ ó öèëiíäðè÷íèõ

îáëàñòÿõ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè
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(Ì.Ñ. Àãðàíîâè÷, Ì.É. Âèøèê, Ã.I. Åñêií); êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi

ó ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà òà ¨õ àíàëîãàõ äëÿ ÏÄÐ ç àíàëiòè÷íèìè ñèìâîëàìè â

îáëàñòiG ⊂ Rn (Þ.À. Äóáèíñüêèé); òåîðåìè ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü äèôåðåíöiàëüíî-

îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü ó øêàëi áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ öiëèõ åêñïîíåíöiàëüíîãî òè-

ïó âåêòîðiâ îïåðàòîðà ðiâíÿííÿ, ÿêi äîçâîëÿþòü äîâåñòè ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i

Êîøi äëÿ ÏÄÐ ç àíàëiòè÷íèìè ñèìâîëàìè (ß.Â. Ðàäèíî, Ñ.Ð. Óìàðîâ); òåî-

ðiÿ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêiâ àáñòðàêòíèõ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ

ðiâíÿíü (Ì.Ë. Ãîðáà÷óê, Â.I, Ãîðáà÷óê òà ¨õíi ïîñëiäîâíèêè); êëàñè àíàëiòè÷-

íèõ íà Rn ñèìâîëiâ ïñåâäîäèôåðåíöiþâàííÿ ç õàðàêòåðíèìè äëÿ ñòåïåíåâèõ

ôóíêöié âëàñòèâîñòÿìè òà òåîðåìè ïðî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ

âiäïîâiäíèõ ÏÄÐ òà ñèñòåì ðiâíÿíü ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè â ïðîñòîðàõ Ëå-

áåãà (ÿïîíñüêi ìàòåìàòèêè M. Nagase, R. Shinkai, C. Tsutsumi); êëàñè ¹äèíîñòi

çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåì ðiâíÿíü ó çãîðòêàõ, ÿêi ¹ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèìè

ñèñòåìàìè ç öiëèìè àíàëiòè÷íèìè ñèìâîëàìè (Á.Ã. Ãóðåâè÷) òà ií.

Ó òåîði¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

(ÏÏÄÐ) ç ÏÄÎ, ïîáóäîâàíèìè çà òî÷êîâî-íåãëàäêèìè îäíîðiäíèìè ñèìâîëà-

ìè, âiäîìi ðåçóëüòàòè ïðî ñòðóêòóðó òà îöiíêè ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

çàäà÷i Êîøi (ÔÐÇÊ). Çà äîïîìîãîþ öèõ ðåçóëüòàòiâ îäåðæó¹òüñÿ çîáðàæåí-

íÿ ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi iíòåãðàëà Ïóàññîíà, äîñëiäæåíi ÿêiñíi âëàñòèâîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ ÏÏÄÐ òà ñèñòåì òàêèõ ðiâíÿíü (çîêðåìà, ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ïðè

íåîáìåæåíîìó çðîñòàííi ÷àñîâî¨ çìiííî¨, ¨õ íåâiä'¹ìíiñòü, òåîðåìè òèïó Ëióâië-

ëÿ). Âiäçíà÷èìî ïðè öüîìó, ùî àñèìïòîòèêà ÔÐÇÊ äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü âæå íå

¹ åêñïîíåíöiàëüíîþ, ÿê ó âèïàäêó ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiä-

íèìè, à ñòåïåíåâîþ. Âèïàäîê îäíîðiäíèõ ñèìâîëiâ ìà¹ âàæëèâi çàñòîñóâàííÿ

â òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, çîêðåìà, ïðè ïîáóäîâi ðîçðèâíèõ ìàðêîâñüêèõ

ïðîöåñiâ çà òâiðíèìè iíòåãðîäèôåðåíöiàëüíèìè îïåðàòîðàìè, ÿêi âiäíîñÿòü äî

ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ; ó ñó÷àñíié òåîði¨ ôðàêòàëiâ, ÿêà îñòàííiì
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÷àñîì áóðõëèâî ðîçâèâà¹òüñÿ. ßêùî ñèìâîë ÏÄÎ íå çàëåæèòü âiä ïðîñòîðîâèõ

êîîðäèíàò, òî çàäà÷à Êîøi äëÿ ÏÏÄÐ êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíà â ïðîñòîði óçàãàëüíå-

íèõ ôóíêöié òèïó ðîçïîäiëiâ, ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçîê ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi çãîðòêè

ÔÐÇÊ ç ïî÷àòêîâîþ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ. Öi ðåçóëüòàòè ¹ íàóêîâèì íàä-

áàííÿì ðÿäó âiò÷èçíÿíèõ òà çàðóáiæíèõ ìàòåìàòèêiâ, çîêðåìà, Ñ.Ä. Åéäåëü-

ìàíà i ß.Ì. Äðiíÿ (ÿêi ïåðøèìè âèçíà÷èëè ÏÏÄÎ ç íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè i

ðîçïî÷àëè äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ âiäïîâiäíèõ ÏÏÄÐ), Ì.Â. Ôåäîðþêà,

À.Í. Êî÷óáåÿ, Â.Â. Ãîðîäåöüêîãî, Â.À. Ëiòîâ÷åíêà òà ií.

Óçàãàëüíåííÿì çàäà÷i Êîøi ¹ íåëîêàëüíà áàãàòîòî÷êîâà çà ÷àñîì çàäà÷à,

êîëè ïî÷àòêîâà óìîâà u(t, ·)|t=0 = f çàìiíþ¹òüñÿ óìîâîþ
m∑
k=0

αku(t, ·)|t=tk = f ,

äå t0 = 0, {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ], {α0, α1, . . . , αm} ⊂ R, m ∈ N, � ôiêñîâàíi

÷èñëà (ÿêùî α0 = 1, α1 = α2 = · · · = αm = 0, òî ìà¹ìî, î÷åâèäíî, çàäà÷ó

Êîøi). Íåëîêàëüíi çà ÷àñîì çàäà÷i âiäíîñÿòüñÿ äî íåëîêàëüíèõ êðàéîâèõ çà-

äà÷ äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Íåëîêàëüíi êðàéîâi çàäà÷i âèíèêà-

þòü ïðè ìîäåëþâàííi áàãàòüîõ ïðîöåñiâ i çàäà÷ ïðàêòèêè êðàéîâèìè çàäà÷àìè

äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ç íåëîêàëüíèìè óìîâàìè (òåîðiÿ ôiçèêè

ïëàçìè, ÿäåðíi ðåàêöi¨, ïðîöåñè âîëîãîïåðåíåñåííÿ, êîëèâàííÿ ðiçíèõ ñèñòåì,

ïîøèðåííÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü, äåìîãðàôi÷íi äîñëiäæåííÿ òîùî). Òàêi çà-

äà÷i âèíèêàþòü òàêîæ ïðè îïèñóâàííi âñiõ êîðåêòíèõ çàäà÷ äëÿ êîíêðåòíîãî

îïåðàòîðà, ïðè ïîáóäîâi çàãàëüíî¨ òåîði¨ êðàéîâèõ çàäà÷.

Äîñëiäæåííÿì íåëîêàëüíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ó ðiçíèõ àñïåêòàõ çàéìàëîñÿ

áàãàòî ìàòåìàòèêiâ, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðè öüîìó ðiçíi ìåòîäè òà ïiäõîäè (Î.Î.

Äåçií, Â.Ê. Ðîìàíêî, Ñ.Ã. Êðåéí, Â.Ì. Áîðîê, Á.É. Ïòàøíèê, Î.À. Ñàìàðñü-

êèé, Â.I. ×åñàëií òà ií.). Îäåðæàíi âàæëèâi ðåçóëüòàòè ùîäî ïîñòàíîâêè, êî-

ðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi òà ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ, äîñëiäæåííÿ ïèòàííÿ çàëåæíîñòi

õàðàêòåðó ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷ âiä ïîâåäiíêè ñèìâîëiâ îïåðàöié, ñôîðìóëüîâàíi

óìîâè ðåãóëÿðíîñòi òà íåðåãóëÿðíîñòi êðàéîâèõ óìîâ äëÿ âàæëèâèõ âèïàäêiâ
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äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü.

Íà ñüîãîäíi íåëîêàëüíi áàãàòîòî÷êîâi çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ åâîëþöiéíèõ

ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íå äîñëiäæåíi. Îòæå, àêòóàëüíèìè ¹: 1)

ïîáóäîâà òåîði¨ íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ åâîëþöiéíîãî

ÏÄÐ âèãëÿäó

∂u(t, x)

∂t
+ φ(A)u(t, x) = 0, t ∈ (0, T ], x ∈ Rn, (0.1)

äå φ(A) � öiëà ôóíêöiÿ âiä ÏÄÎ A, ïîáóäîâàíîãî çà òî÷êîâî-íåãëàäêèì àáî

àíàëiòè÷íèì ñèìâîëîì, çîêðåìà, φ(A) = A (φ(A) ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó ïðîñòîðàõ

ãëàäêèõ ôóíêöié, à òàêîæ ó ðiçíèõ çëi÷åííî-íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ íåñêií÷åí-

íî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié); ïðè öüîìó óìîâà

m∑
k=0

αku(t, ·)|t=tk = f (0.2)

òðàêòó¹òüñÿ ó êëàñè÷íîìó ðîçóìiííi àáî â ñëàáêîìó ñåíñi, ÿêùî f � óçàãàëü-

íåíà ôóíêöiÿ òèïó ðîçïîäiëiâ (óëüòðàðîçïîäiëiâ) (òàêà ñèòóàöiÿ ¹ ïðèðîäíîþ,

îñêiëüêè ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ ìîæå ìàòè îñîáëèâîñòi â îäíié àáî äåêiëüêîõ òî÷-

êàõ i ìîæå äîïóñêàòè ðåãóëÿðèçàöiþ ó òîìó ÷è iíøîìó ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ

ôóíêöié); 2) ðîçâèíåííÿ ìåòîäèêè äîñëiäæåííÿ ÔÐÁÇ � ôóíäàìåíòàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (0.1), (0.2); 3) ïîáóäîâà òà îöiíêè ÔÐÇÊ äëÿ ñèñòåì ÏÏÄÐ

âèãëÿäó (0.1), êîëè φ(A) =
p∑

k=0

Ak, äå Ak � ÏÄÎ ïîðÿäêiâ γk > 0, 0 ≤ k ≤ p,

ç ñèìâîëàìè ak(t, x; σ), íåãëàäêèìè ïðè σ = 0, êëàñè÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i

Êîøi äëÿ òàêèõ ñèñòåì; 4) äîñëiäæåííÿ êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi áàãàòîòî÷êîâî¨

çàäà÷i äëÿ ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íèõ ÏÄÐ âèãëÿäó (0.1), (0.2) ç íåîäíîðiäíiñòþ

f ó ïðàâié ÷àñòèíi (0.1); 5) ïîáóäîâà òà äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi

òà íåëîêàëüíèõ çàäà÷ íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (0.1), â ÿêîìó êâàçiëiíiéíà ïðà-

âà ÷àñòèíà ìiñòèòü øóêàíó ôóíêöiþ ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó; 6) ïîáóäîâà i

äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ îáåðíåíî¨ çàäà÷i äëÿ ÏÏÄÐ ç íåãëàäêèì ñèìâîëîì.
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Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà âèðiøåííþ ïîðóøåíèõ ïèòàíü.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äèñåð-

òàöiÿ âèêîíàíà â ðàìêàõ íàóêîâî-äîñëiäíî¨ ðîáîòè �Çàäà÷à Êîøi òà íåëîêàëüíi

çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåãëàäêèìè ñèìâî-

ëàìè� (äåðæàâíèé ðå¹ñòðàöiéíèé íîìåð 0111U006757) êàôåäðè ìàòåìàòè÷íèõ

ïðîáëåì óïðàâëiííÿ i êiáåðíåòèêè ×åðíiâåöüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó

iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ ðîáîòè ¹ ïîáóäîâà òåîði¨ êîðåêò-

íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ åâîëþöiéíèõ

ðiâíÿíü âèãëÿäó (0.1) ó ïðîñòîðàõ ãëàäêèõ ôóíêöié, åëåìåíòè ÿêèõ ìàþòü õà-

ðàêòåðíi äëÿ ÔÐÁÇ âëàñòèâîñòi.

Ïðè äîñÿãíåííi ìåòè âèðiøóâàëèñÿ òàêi çàâäàííÿ:

• ðîçâèíåííÿ ìåòîäèêè äîñëiäæåííÿ ÔÐÁÇ äëÿ åâîëþöiéíèõ ÏÄÐ âèãëÿäó

(0.1), âñòàíîâëåííÿ ñòðóêòóðè òà âëàñòèâîñòåé ÔÐÁÇ âêàçàíèõ ðiâíÿíü;

• âiäøóêàííÿ óìîâ êîðåêòíî¨ âèçíà÷åíîñòi îïåðàòîðà φ(A) ó ðiçíèõ ïðîñòî-

ðàõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà Rn òà ó ïðî-

ñòîðàõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié;

• äîâåäåííÿ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i äëÿ

ðiâíÿíü âèãëÿäó (0.1) ó âèïàäêó, êîëè ãðàíè÷íi äàíi ¹ åëåìåíòàìè øèðî-

êèõ êëàñiâ ãëàäêèõ ôóíêöié òà òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèõ äî íèõ ïðîñòîðiâ;

çíàõîäæåííÿ ôîðìóë, ùî äàþòü àíàëiòè÷íå çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ áàãà-

òîòî÷êîâî¨ çàäà÷i;

• äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòi ëîêàëiçàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êî-

âî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ çàçíà÷åíèõ ðiâíÿíü;

• ïîáóäîâà òà îöiíêè ÔÐÇÊ äëÿ ñèñòåì ÏÏÄÐ âèãëÿäó (0.1), êîëè φ(A) =
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p∑
k=0

Ak, äå Ak � ÏÄÎ ïîðÿäêiâ γk > 0, 0 ≤ k ≤ p, ç ñèìâîëàìè ak(t, x;σ),

íåãëàäêèìè ïðè σ = 0, êëàñè÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ òàêèõ ñè-

ñòåì;

• äîñëiäæåííÿ êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíîìiðíî

ïàðàáîëi÷íèõ ÏÄÐ âèãëÿäó (0.1), (0.2) ç íåîäíîðiäíiñòþ f ó ïðàâié ÷àñòèíi

(0.1);

• ïîáóäîâà òà äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi òà íåëîêàëüíèõ çàäà÷

íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (0.1), â ÿêîìó êâàçiëiíiéíà ïðàâà ÷àñòèíà ìiñòèòü

øóêàíó ôóíêöiþ ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòà;

• ïîáóäîâà i äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ îáåðíåíî¨ çàäà÷i äëÿ ÏÏÄÐ ç íåãëàä-

êèì ñèìâîëîì.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ: íåëîêàëüíà áàãàòîòî÷êîâà çà ÷àñîì çàäà÷à äëÿ åâî-

ëþöiéíèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ: ÔÐÁÇ, êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (0.1), (0.2),

âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ.

Ìåòîäàìè äîñëiäæåííÿ ¹ âäîñêîíàëåíi é ðîçâèíåíi (çàëåæíî âiä ñïå-

öèôiêè äîñëiäæóâàíèõ çàäà÷) ìåòîäè òåîði¨ ïðîñòîðiâ îñíîâíèõ i óçàãàëüíå-

íèõ ôóíêöié, êëàñè÷íi ìåòîäè òåîði¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ ëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ

ñèñòåì, ìåòîä äîñëiäæåííÿ ïàðàìåòðèêñà ïàðàáîëi÷íèõ ÏÄÐ ç îäíîðiäíèìè

ñèìâîëàìè, ìåòîäè äîñëiäæåíü ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ

ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, ùî  ðóíòóþòüñÿ íà âèêîðèñòàííi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

òà ôîðìóëè Ôàà äå Áðóíî äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨, ìåòîäè äî-

ñëiäæåíü Ì.Ë. Ãîðáà÷óêà òà Â.I. Ãîðáà÷óê ç òåîði¨ ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ôóð'¹,

ìåòîä êðîêiâ.
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Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó äèñåðòàöi¨ îòðèìàíî òàêi

íîâi ðåçóëüòàòè.

1. Âñòàíîâëåíi âëàñòèâîñòi ÔÐÁÇ äëÿ ëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ÏÄÐ ç òî÷êîâî-

íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè a(σ) ∈ C(k)(Rn \ {0}) ç ïîðÿäêîì îäíîðiäíîñòi

γ > 0. Ïîøèðåíî ìåòîä À.Í. Êî÷óáåÿ äîñëiäæåííÿ ÔÐ ïàðàáîëi÷íîãî

ÏÄÐ ç îäíîðiäíèìè ñèìâîëàìè íà âèïàäîê ÔÐÁÇ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ÏÄÐ

ç òàêèìè ñèìâîëàìè (áåç îáìåæåíü íà ïîðÿäîê îäíîðiäíîñòi). Ìåòîäèêà

äîñëiäæåííÿ ÔÐÁÇ ó âèïàäêó γ ∈ (0, 1) âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ìåòîäèêè äî-

ñëiäæåííÿ ÔÐÁÇ ó âèïàäêó γ ≥ 1. Çíàéäåíî çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó êëà-

ñè÷íî¨ çàäà÷i ó âèãëÿäi âiäïîâiäíîãî iíòåãðàëà Ïóàññîíà.

2. Ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ êâàçiëiíiéíèõ B-ïàðàáîëi÷íèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó, à òàêîæ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

Êîøi i íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ êâàçiëiíiéíèõ ðiâ-

íÿíü ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó, ÿêi ðîçâ'ÿçóþòüñÿ ìåòîäîì êðîêiâ.

3. Âñòàíîâëåíi âëàñòèâîñòi ÔÐÁÇ äëÿ åâîëþöiéíèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (0.1) ç íåãëàäêèìè îäíîðiäíèìè ñèìâîëàìè a(σ) ∈

C∞(Rn \ {0}) ïîðÿäêó γ > 1, çîêðåìà, äèôåðåíöiéîâíiñòü ÔÐÁÇ ÿê àá-

ñòðàêòíèõ ôóíêöié ÷àñîâîãî ïàðàìåòðà iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði îñíîâíèõ

ôóíêöié, äîñëiäæåíî ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

G(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

G(t, ·)

ó ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó ðîçïîäiëiâ, äå G(t, ·) � ÔÐÁÇ,

{µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ] � ôiêñîâàíi ïàðàìåòðè. Ïðè

äîñëiäæåííi äâîòî÷êîâî¨ òà m-òî÷êîâî¨ çàäà÷ (m ≥ 2) âèêîðèñòîâóþòüñÿ

ðiçíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàçíà÷åíèõ çàäà÷.
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4. Äîâåäåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ ðiâ-

íÿíü (0.1) ç íåãëàäêèìè ó òî÷öi 0 îäíîðiäíèìè ñèìâîëàìè ó âèïàäêó, êî-

ëè ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ íàëåæèòü äî ïåâíîãî êëàñó óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié

òèïó ðîçïîäiëiâ. Âñòàíîâëåíî óìîâè, ïðè âèêîíàííi ÿêèõ ó âiäïîâiäíîìó

ïðîñòîði îñíîâíèõ ôóíêöié âèçíà÷åíèé i ¹ íåïåðåðâíèì îïåðàòîð φ(A).

Çíàéäåíî êëàñè X ′ ãðàíè÷íèõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ ðîçâ'ÿçîê

u(t, x) âiäïîâiäíî¨ íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i ïîäà¹òüñÿ ó

âèãëÿäi çãîðòêè ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ ç ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

(ÿêèé ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðóX îñíîâíèõ ôóíêöié), ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçîê âî-

ëîäi¹ òèìè æ âëàñòèâîñòÿìè, ùî i ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, u(t, ·) ∈ X

ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ], à âiäïîâiäíó ãðàíè÷íó óìîâó u(t, ·) çàäîâîëüíÿ¹ â

ïðîñòîði X ′.

5. Çíàéäåíî íåîáõiäíi é äîñòàòíi óìîâè, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü êëàñ àíàëiòè÷-

íèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ùî ìiñòèòü âiäîìi êëàñèÆåâðåG{β}, 0 < β < 1,

óëüòðàäèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié. Äîâåäåíî êîðåêòíó ðîçâ'çíiñòü çàäà÷i

(0.1), (0.2) ó âèïàäêó, êîëè φ(A) � ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð ó

ïðîñòîði ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, à ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ � åëåìåíò ïðîñòîðó

ïåðiîäè÷íèõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó óüòðàðîçïîäiëiâ Æåâðå. Çíàéäå-

íî çîáðàæåííÿ ãëàäêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (0.1), (0.2).

6. Äîâåäåíî, ùî â ïåâíèõ ïðîñòîðàõ òèïó S iñíó¹ îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ

íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó

φ(D) =
∞∑
k=0

ckD
k, D = d/dx, φ(x) =

∞∑
k=0

ckx
k,

ïðè öüîìó φ(D) ìîæíà ðîçóìiòè ÿê ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, ïî-

áóäîâàíèé çà àíàëiòè÷íèì ñèìâîëîì. Çíàéäåíî êëàñ X ′ ãðàíè÷íèõ óçà-

ãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó óëüòðàðîçïîäiëiâ, äëÿ ÿêèõ ðîçâ'ÿçîê u(t, x) íåëî-

êàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ ∂u/∂t + φ(D)u =
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0 ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi çãîðòêè ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ ç ôóíäàìåíòàëüíèì

ðîçâ'ÿçêîì G(t, ·) öi¹¨ çàäà÷i; ïðè öüîìó {u(t, ·), G(t, ·)} ⊂ X ïðè êîæíîìó

t > 0, à âiäïîâiäíó ãðàíè÷íó óìîâó (0.2) u(t, ·) çàäîâîëüíÿ¹ â ïðîñòîði X ′.

7. Âñòàíîâëåíî, ùî ðîçâ'ÿçêè áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ âêàçàíèõ

åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ ëîêàëiçàöi¨ (âëàñòèâiñòþ ëî-

êàëüíîãî ïîêðàùåííÿ çáiæíîñòi): ÿêùî óçàãàëüíåíà ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ f

çáiãà¹òüñÿ íà âiäêðèòié ìíîæèíi Q ⊂ Rn ç íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ g, òî íà

äîâiëüíîìó êîìïàêòi K ⊂ Q ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→0

u(t, x)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, x) = g(x), {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ],

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ K.

8. Ïîáóäîâàíî òà çíàéäåíî ñòåïåíåâi îöiíêè ÔÐÇÊ äëÿ ñèñòåì ÏÏÄÐ âèãëÿ-

äó (0.1), êîëè φ(A) =

p∑
k=0

Ak, äå Ak � ÏÄÎ ïîðÿäêiâ γk > 0, 0 ≤ k ≤

p, ç ñèìâîëàìè ak(t, x;σ), íåãëàäêèìè ïðè σ = 0, äîâåäåíà êëàñè÷íà

ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ òàêèõ ñèñòåì.

9. Äîñëiäæåíà êëàñè÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíîìiðíî

ïàðàáîëi÷íèõ ÏÄÐ âèãëÿäó (0.1), (0.2) ç íåîäíîðiäíiñòþ f ó ïðàâié ÷àñòèíi

(0.1).

10. Ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi òà íåëîêàëüíèõ çàäà÷ íåîäíîðiäíîãî

ðiâíÿííÿ (0.1), â ÿêîìó êâàçiëiíiéíà ïðàâà ÷àñòèíà ìiñòèòü øóêàíó ôóíê-

öiþ ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó.

11. Äîñëiäæåíî ïðÿìó i îáåðíåíó çàäà÷i äëÿ îäíîãî êëàñó åâîëþöiéíèõ ÏÄÐ

ìåòîäîì íåïîâíîãî âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ òà iç çàñòîñóâàííÿì ãiáðèäíèõ

iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü Ôóð'¹ êëàñè÷íîãî ïî ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ i óçà-

ãàëüíåíîãî ïî ïiâïðîñòîðîâié çìiííié.
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Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiÿ ìà¹ òåîðå-

òè÷íèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòè òà ìåòîäèêà ðîáîòè ìîæóòü çíàéòè çàñòîñóâàííÿ

ó ïîäàëüøîìó ðîçâèòêó çàãàëüíî¨ òåîði¨ åâîëþöiéíèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü, ó ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ òåïëîôiçèêè, ïðè âèâ-

÷åííi ìàñîîáìiííèõ i äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ ó ôðàêòàëüíèõ ñåðåäîâèùàõ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îäåðæàíi àâòîðîì

ñàìîñòiéíî. Ó ñïiëüíèõ ç íàóêîâèì êîíñóëüòàíòîì ïðàöÿõ Â.Â. Ãîðîäåöüêîìó

íàëåæèòü àíàëiç îòðèìàíèõ çäîáóâà÷åì ðåçóëüòàòiâ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü, ùî âêëþ-

÷åíi äî äèñåðòàöi¨, äîïîâiäàëèñÿ íà: íàóêîâîìó ñåìiíàði âiääiëó äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü òà íåëiíiéíèõ êîëèâàíü Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (íà-

óêîâèé êåðiâíèê � àêàäåìiê À.Ì. Ñàìîéëåíêî, 2013 ð.); íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ

êàôåäðè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, ìàòåìàòè÷-

íèõ ïðîáëåì óïðàâëiííÿ i êiáåðíåòèêè ×åðíiâåöüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñè-

òåòó iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à; Ìiæíàðîäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ êîíôåðåíöiÿõ ó ì.

Êè¹âi, Ëüâîâi, Äîíåöüêó, Iâàíî-Ôðàíêiâñüêó, ×åðíiâöÿõ, Óæãîðîäi, Äðîãîáè÷i,

Êðèìñüêèõ îñiííiõ ìàòåìàòè÷íèõ øêîëàõ (1980-2015 ðð.).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â ïðàöÿõ [34, 186�

188, 190�198, 203�206, 209, 211, 223, 231, 247, 248, 250, 253, 264�273], ÿêi íå

óâiéøëè äî êàíäèäàòñüêî¨ äèñåðòàöi¨ àâòîðà [201]; [34, 186�188, 190, 203�206,

211, 223, 231, 247, 248, 250, 253, 264�267, 271�273] � ñòàòòi ó ôàõîâèõ æóðíàëàõ,

à [34, 223, 253, 272, 273] âõîäÿòü äî íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè äàííèõ; [191�197, 199,

207, 254�256, 260, 263, 274�282] � ìàòåðiàëè ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ï'ÿòè

ðîçäiëiâ, äîäàòêó, âèñíîâêiâ, ñïèñêó iç 282 âèêîðèñòàíèõ äæåðåë. Ïîâíèé îáñÿã

ðîáîòè ñêëàäà¹ 339 ñòîðiíîê.
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Ðîçäië 1.

Îãëÿä ëiòåðàòóðè

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîáèòüñÿ îãëÿä ïðàöü, ÿêi ìàþòü âiäíîøåííÿ äî ðåçóëüòàòiâ,

íàâåäåíèõ ó äèñåðòàöi¨, ¹ áëèçüêèìè çà çìiñòîì òà ìåòîäàìè äîñëiäæåíü.

Ïiäðîçäië 1.1 ìiñòèòü îãëÿä âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ, ùî ñòîñóþòüñÿ òåîði¨ çà-

äà÷i Êîøi äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì ç ÏÄÎ. Àíàëiç ðåçóëüòàòiâ ïðîâî-

äèòüñÿ îêðåìî äëÿ ÏÄÎ ç ãëàäêèìè ñèìâîëàìè òà ÏÄÎ ç íåãëàäêèìè ñèìâîëà-

ìè. Ó ïiäðîçäiëi 1.2 íàâåäåíî îãëÿä ïðàöü, ó ÿêèõ äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à Êîøi

äëÿ ðiâíÿíü iç ÏÄÎ ç äîâiëüíèìè àíàëiòè÷íèìè ñèìâîëàìè, ÿêi óòâîðþþòü

àëãåáðó ó ðiçíèõ ïðîñòîðàõ îñíîâíèõ òà óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié i âèçíà÷àþòü-

ñÿ ÿê äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Ó ïiäðîçäiëàõ 1.3, 1.4

àíàëiçóþòüñÿ ïðàöi, ïîâ'ÿçàíi ç íåëîêàëüíèìè áàãàòîòî÷êîâèìè çàäà÷àìè äëÿ

äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü, ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè òà ïà-

ðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ó ïiäðîçäiëi 1.5 äà¹òüñÿ îãëÿä ïðàöü, ÿêi ñòîñóþòüñÿ çàäà÷i Êîøi òà íåëî-

êàëüíèõ çàäà÷ äëÿ êâàçiëiíiéíèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âiäõèëåí-

íÿì àðãóìåíòó.

Ïiäðîçäië 1.6 ìiñòèòü êîðîòêèé îãëÿä âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ, ùî ñòîñóþòüñÿ

ïðÿìî¨ òà îáåðíåíî¨ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

1.1. Çàäà÷à Êîøi äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì

1.1.1. Âèïàäîê ãëàäêèõ ñèìâîëiâ ïñåâäîäèôåðåíöiþâàííÿ

ßïîíñüêèìè ìàòåìàòèêàìè â [1�5] ðîçâèâà¹òüñÿ òåîðiÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ïà-

ðàáîëi÷íèõ ÏÄÐ (ñèñòåì) iç ãëàäêèìè ñèìâîëàìè â êëàñàõ

Smλ,ρ,δ :=
{
p ∈ C∞(Rn × Rn)

∣∣∀{α, β} ⊂ Z+ ∃c > 0 ∀{x, ξ} ⊂ Rn :
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|Dα
ξD

β
xp(x, ξ)| ≤ cλ(x, ξ)m−ρ|α|+δ|β|

}
,m ∈ R, ρ ∈ [0, 1], δ < ρ,

äå λ � äåÿêà îñíîâíà âàãîâà ôóíêöiÿ ç C∞(Rn × Rn).

Äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à Êîøi âèãëÿäó

∂u(t, x)

∂t
+ p(t;x,Dx)u(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× Rn, (1.1)

u|t=0 = u0,

äå p(t;x,Dx) � ÏÄÎ ç êëàñó E0
t (S

m
λ,ρ,δ) (òîáòî îïåðàòîð, äiÿ ÿêîãî íà åëåìåí-

òàõ ç ïðîñòîðó S çàäà¹òüñÿ â êëàñè÷íié ôîðìi äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ

ç ñèìâîëîì p(t; x, ξ), ÿêèé ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t ∈ (0, T ] íàëåæèòü äî

Smλ,ρ,σ). Äëÿ (1.1) ïðèïóñêà¹òüñÿ âèêîíàííÿ òàêèõ óìîâ: à) ∃c > 0 ∃m′ ∈ [0,m]

∀t ∈ [0, T ] ∀{x, ξ} ⊂ Rn:

Re p(t;x, ξ) ≥ cλ(x, ξ)m;

á) ∀{α, β} ⊂ Zn+ ∃c > 0 ∀t ∈ [0, T ] ∀{x, ξ} ⊂ Rn:

|Dα
ξD

β
xp(t; x, ξ)/Re p(t;x, ξ)| ≤ cλ(x, ξ)−ρ|α|+δ|β|.

Ïðè öüîìó îñíîâíà âàãîâà ôóíêöiÿ λ òàêà, ùî

c−1(1 + ∥x∥+ ∥ξ∥)γ ≤ λ(x, ξ) ≤ c(1 + ∥x∥τ0 + ∥ξ∥) (γ ≥ 0, τ0 ≥ 0, c > 0);

∀{α, β} ⊂ Zn+ ∃cα,β > 0 : |Dα
ξD

β
xλ(x, ξ)| ≤ cα,βλ(x, ξ)

1−|α|+δ|β|;

λ(x+ y, ξ) ≤ c(1 + ∥y∥)τ1λ(x, ξ) (τ1 ≥ 0, c > 0).

Çà òàêèõ óìîâ C. Tsutsumi [1,2] ïîáóäóâàâ ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîêE(t, x) =

e(t, s; x,Dx) çàäà÷i (1.1) ó âèãëÿäi ÏÄÎ ç êëàñó E0
t,x(S

0
λ,ρ,δ) (0 ≤ s ≤ t ≤ T ),

ñèìâîëîì ÿêîãî ¹

e(t, s; x, ξ) =
N−1∑
j=0

ej(t, s;x, ξ) + rN(t, s; x, ξ),
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äå N � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî N(ρ− δ) ≥ m;

e0(t, s; x, ξ) = exp
{
−

t∫
−s

p(σ;x, ξ)dσ
}
,

à rN(t, σ; x, ξ), ej(t, s; x, ξ), j ∈ N, � ïåâíi ôóíêöi¨, ÿêi ïðè êîæíèõ ôiêñîâàíèõ

t i s, 0 ≤ s ≤ t ≤ T , íàëåæàòü âiäïîâiäíî äî E0
t,s(S

−(ρ−δ)N+m
λ,ρ,δ ) i E0

t,s(S
−(ρ−δ)j
λ,ρ,δ ).

Çàçíà÷åíi âëàñòèâîñòi E(·, ·) äîçâîëèëè àâòîðó ñêîðèñòàòèñÿ ðåçóëüòàòàìè äî-

ñëiäæåíü ç [3,4] é âñòàíîâèòè ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi (1.1) ó ïðîñòîðàõ Lp(Rn),

p > 1, ïî÷àòêîâèõ äàíèõ: ðîçâ'ÿçîê u çàçíà÷åíî¨ çàäà÷i çîáðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

u(t, ·) = E(t, 0)u0 äëÿ u0 ∈ L2(Rn) òà äëÿ u0 ∈ Lp(Rn), 1 < p <∞, ïðè ρ = 1.

Ó [5] K. Shinkai ïîøèðþ¹ ñõåìó ïîáóäîâè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ç [2]

äëÿ çàäà÷i (1.1) íà âèïàäîê ÏÄÑ. Ïðè öüîìó ðîçãëàäà¹òüñÿ ïðîñòiøèé âèïàäîê

îñíîâíî¨ âàãîâî¨ ôóíêöi¨ λ (λ(x, ξ) ≡ (1 + ξ2)1/2, {x, ξ} ⊂ Rn), à çàìiñòü óìîâ

ïàðàáîëi÷íîñòi à), á) âèìàãà¹òüñÿ iñíóâàííÿ äîäàòíî¨ ôóíêöi¨ µ(t; x, ξ), t ∈

[0, T ], {x, ξ} ⊂ Rn òàêî¨, ùî

∥Dα
ξD

β
xp(t;x, ξ)∥ ≤ cα,β(1 + ξ2)(−ρ|α|+δ|β|)/2µ(t;x, ξ)

(òóò p(t;x, ξ) � ìàòðè÷íèé ñèìâîë ÏÄÎ p(t;x,Dx));

∥e0(t, s; x, ξ)∥ ≤ c exp
{
−

t∫
s

µ(σ;x, ξ)
}
, 0 ≤ s ≤ t ≤ T,

äå

e0(t, s; x, ξ) := E +
∞∑
j=1

(−1)j
s1∫
s

ds2 . . .

sj−1∫
s

p(s; x, ξ) . . . p(sj; x, ξ)dsj,

à E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

Çàäà÷à Êîøi äëÿ ÏÄÐ

∂u(t, x)

∂t
= ((E −D2

x)
γ/2u)(t, x), (t, x) ∈ (0,+∞)× R, (1.2)
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ç îïåðàòîðîì Áåññåëÿ äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ ïîðÿäêó γ > 0 âèâ÷àëàñÿ

â [6] ó ïðîñòîðàõ (Sβα)
′ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ; äîñëiäæóâàëèñÿ âëàñòèâîñòi ¨¨ ôóí-

äàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó

G(t, ·) = F−1[e−t(1 + ξ2)γ/2](t, ·), t > 0.

Âñòàíîâëåíî, ùî G(t, ·) ∈ S
1/γ
([γ]+1)/γ (òóò [·] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà), à çàäà÷à

Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (1.2) êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíà ó âèïàäêó, êîëè ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ

f ∈ (S
1/γ
([γ]+1)/γ)

′ ¹ çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîði S1/γ
([γ]+1)/γ; ¨ ¨ ðîçâ'ÿçîê u(t, ·) = G(t, ·)∗f

� åëåìåíò ïðîñòîðó S1/γ
([γ]+1)/γ ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t > 0.

Çàçíà÷èìî, ùî îïåðàòîð Áåññåëÿ äðîîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ âèçíà÷à¹òü-

ñÿ ÿê îáåðíåíèé îïåðàòîð äî äðîáîâîãî ñòåïåíÿ (E − D2
x)

−1/2 � áåññåëåâîãî

ïîòåíöiàëà. Ïîáóäîâîþ â ðiçíèõ ïðîñòîðàõ i âèâ÷åííÿì âëàñòèâîñòåé òàêèõ

îïåðàòîðiâ çàéìàëèñÿ N. Aronszajn, K.R. Smith, A.P. Celdron, R. Adams, Â.À.

Íîãií, Á.Ñ. Ðóáií òà ií. (äèâ. [7]).

Ó [8] äîñëiäæåíi ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç îïèñîì êëàñiâ ¹äèíîñòi çàäà÷i Êîøi

äëÿ ñèñòåì ðiâíÿíü ó çãîðòêàõ âèãëÿäó

∂uj(t, x)

∂t
=

n∑
k=1

(fjk ∗ u)(t, x), j ∈ {1, . . . ,m}, (t, x) ∈ (0, T ]× R. (1.3)

Ââàæà¹òüñÿ, ùî êîìïîíåíòè uj ðîçâ'ÿçêó u ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t ∈

[0, T ] ¹ åëåìåíòàìè ïåâíîãî îñíîâíîãî ïðîñòîðó Φ, à fjk � âiäîìi ôóíêöiîíàëè-

çãîðòóâà÷i â Φ (íåçàëåæíi âiä t) òàêi, ùî ¨õ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ f̃jk = F [fjk] �

ôóíêöiîíàëè òèïó öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íàä ïðîñòîðîì Φ̃ = F [Φ]. Îòæå,

(1.3) � ñèñòåìà ÏÄÐ ç ÏÄÎ fjk, ñèìâîëàìè ÿêèõ ¹ öiëi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ f̃jk.

×àñòêîâèì âèïàäêîì ñèñòåìè (1.3) ¹: äèôåðåíöiàëüíi ñèñòåìè (êîëè fjk �

ïîõiäíi âiä δ-ôóíêöi¨ Äiðàêà); ðiçíèöåâi ñèñòåìè (fjk(·) = δ(· − hjk)); ñèñòå-

ìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿäðà ÿêèõ çàëåæàòü âiä ðiçíèöi àðãóìåíòiâ (fjk �

ðåãóëÿðíi ôóíêöiîíàëè ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì).

20



Âñòàíîâëåíî, ùî ó âèïàäêó, êîëè fjk � ôóíêöiîíàëè ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì,

êëàñîì ¹äèíîñòi çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè (1.3) ¹ ñóêóïíiñòü ôóíêöié, ÿêi çàäî-

âîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

|φ(x)| ≤ ce(1/b0−ε)|x| ln |x|, x ̸= 0,

ïðè äîâiëüíîìó ôiêñîâàíîìó ε (òóò b0 � ìiíiìàëüíèé ç äiàìåòðiâ ìíîæèí, êîæ-

íà ç ÿêèõ îõîïëþ¹ âñi supp fjk). ßêùî æ fjk � ôóíêöiîíàëè òèïó öiëî¨ àíàëiòè÷-

íî¨ ôóíêöi¨ ç ïðîñòîðó Sβα, α+β = 1, òî êëàñîì ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨

çàäà÷i Êîøi ¹ êëàñ ôóíêöié òàêèõ, ùî

|φ(x)| ≤ ce|x|(ln |x|)
1−α

, x ̸= 0.

Çóïèíèìîñÿ òóò òàêîæ íà ïðàöÿõ [9�11], â ÿêèõ äîñëiäæåíà çàäà÷à Êîøi äëÿ

ðiâíÿíü òèïó ôðàêòàëüíî¨ äèôóçi¨, ÿêi ìiñòÿòü ðåãóëÿðèçîâàíó äðîáîâó ïîõiä-

íó çà ÷àñîâîþ çìiííîþ. Â [9] äîâåäåíà òåîðåìà iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó

àáñòðàêòíî¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Dα
t u(t) = Au(t), äå A � çàìêíåíèé ëiíié-

íèé îïåðàòîð ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði, Dα
t � ðåãóëÿðèçîâàíà äðîáîâà ïîõiäíà

Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ ïîðÿäêó α ∈ (0, 1). Íà ïiäñòàâi öüîãî â [10] äîâåäåíî ¹äèíiñòü

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Dα
t u(t, x) = Lu(t, x) ó êëàñi îáìåæåíèõ òà

åêñïîíåíöiàëüíî çðîñòàþ÷èõ ç ïîðÿäêîì çðîñòàííÿ 2/(2−α) ôóíêöié (L � åëiï-

òè÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð äðóãîãî ïîðÿäêó ç íåïåðåðâíèìè òà îáìå-

æåíèìè äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè). Ó ïðàöi [11] çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïàðàìåò-

ðèêñà âñòàíîâëåíî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Dα
t u(t, x) = Lu(t, x)

ó êëàñi ôóíêöié, ùî çðîñòàþòü ÿê exp{c|x|2/(2−α)}. Ðÿäîì àâòîðiâ äîñëiäæóâà-

ëàñÿ òàêîæ çàäà÷à òèïó çàäà÷i Êîøi äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ (äèâ. [7]).

1.1.2. Âèïàäîê íåãëàäêèõ ñèìâîëiâ ïñåâäîäèôåðåíöiþâàííÿ

Íà ñüîãîäíi îñîáëèâî¨ óâàãè çàñëóãîâó¹ òåîðiÿ ÏÄÐ ç íåãëàäêèìè ñèìâî-

ëàìè, çàðîäæåííÿ ÿêî¨ ïîâ'ÿçóþòü ç äîñëiäæåííÿì ïðîñòiøèõ ðiâíÿíü, ùî
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ìiñòÿòü äðîáîâèé ñòåïiíü (−∆)α/2 îïåðàòîðà Ëàïëàñà (äèâ. [7]). Iäåÿ ðåàëi-

çàöi¨ òàêîãî ñòåïåíÿ íà ôóíêöiþ f ç S îñîáëèâî ïðîçîðà â îáðàçàõ Ôóð'¹:

(−∆)α/2f = F−1[∥ξ∥αF [f ]]. Ïðîòå öÿ ôîðìóëà ¹ ìàëî ïðèäàòíîþ äëÿ ïîøè-

ðåííÿ çàçíà÷åíî¨ îïåðàöi¨ íà ôóíêöi¨ ç ïðîñòîðó L1(Rn). Îäíàê, ç îãëÿäó íà

äîáðå âiäîìó ôîðìóëó äi¨ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ íà çãîðòêó F [f ∗φ] = F [f ] ·F [φ],

¨¨ ìîæíà ôîðìàëiçóâàòè äî áiëüø çðó÷íî¨ ôîðìè

(−∆)α/2f = F−1[∥ξ∥α] ∗ f. (1.4)

Ðåàëiçàöiÿ öi¹¨ ñõåìè ñòàëà ìîæëèâîþ çàâäÿêè ïîÿâi òåîði¨ ðîçïîäiëiâ Øâàðöà.

ßêùî ðîçóìiòè F−1 ó ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, òî F−1[∥ξ∥α] ìîæíà îïèñàòè

òàê [12,13]:

F−1[∥ξ∥α] = (2π)n

γn(α)
=


∥x∥−α−n, α+ n+ 2k ̸= 0, α ̸= 2k,

∥x∥−α−n ln ∥x∥−1, α + n+ 2k = 0,

(−∆)α/2δ(x), α = 2k,

äå δ � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà, γn(α) � ñïåöiàëüíèé íîðìîâàíèé ìíîæíèê. Ïðè

Reα > 0 ôóíêöiÿ F−1[∥ξ∥α] ¹ ëîêàëüíî iíòåãðîâíîþ; çãîðòêó ç öi¹þ ôóíêöi¹þ

íàçèâàþòü ïîòåíöiàëîì Ðiññà

Dγf(x) =

∫
Rn

F−1[∥x− y∥γ]f(y)dy, γ = −α, (1.5)

à ñàìó ôóíêöiþ F−1[∥ξ∥α] � ðiññîâèì ÿäðîì [7]. Âïåðøå ïîòåíöiàë ç ÿäðîì

∥ξ∥−α−n, Reα < 0, ç'ÿâèâñÿ â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi Î. Ôðîñòìàíà [14], âèêî-

íàíî¨ ïiä êåðiâíèöòâîì Ô. Ðiññà. Äîñëiäæåííÿì ïîòåíöiàëiâ Ðiññà â ïðîñòî-

ðàõ iíòåãðîâíèõ ôóíêöié çàéìàëèñÿ G.H. Hardy, J.E. Littlewood [15], Î.Ë. Ñî-

áîë¹åâ [16], G.O. Thorin [17] òà iíøi.

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó Reα > 0 iíòåãðàë (1.5) ìà¹ ïîðÿäîê îñîáëèâîñòi,

áiëüøèé íiæ ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó Rn, à ñàìå òîìó éîãî íàçèâàþòü ãiïåðñèí-

ãóëÿðíèì iíòåãðàëîì. Òàêèé iíòåãðàë çàâæäè ðîçáiãà¹òüñÿ, òîìó ðåàëiçàöiþ
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çãîðòêè (1.4) ó âèãëÿäi (1.5) ìîæíà ïîäàòè øëÿõîì éîãî ðåãóëÿðèçàöi¨ çàâ-

äÿêè âiäíiìàííþ âiäðiçêà ðÿäó Òåéëîðà ôóíêöi¨ f , àáî âçÿòòÿ ¨¨ ñêií÷åííî¨

ðiçíèöi:

(−∆)α/2f(x) =
1

dn,l(α)

∫
Rn

(∆l
yf)(x)

∥y∥n+α
dy, l > α, (1.6)

äå (∆l
yf)(x) � ñêií÷åííà ðiçíèöÿ ôóíêöi¨ f ïîðÿäêó l ç êðîêîì y â òî÷öi x, à

dn,l(α) � ñïåöiàëüíèé íîðìóþ÷èé ìíîæíèê, ÿêèé âèáèðà¹òüñÿ òàê, ùîá (∆)α/2

íå çàëåæàâ âiä l (ïðè l > α). Òàê âèçíà÷åíèé îïåðàòîð (−∆)α/2, Reα > 0, íà-

çèâàþòü îïåðàòîðîì Ðiññà äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ i ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì

Dα.

Ãiïåðñèíãóëÿðíèé iíòåãðàë (1.6) ïîðîäæó¹ îáåðíåíèé îïåðàòîð äî ïîòåíöià-

ëó Ðiññà Iα = D−α, ðîçãëÿäóâàíîãî â ðàìêàõ ïðîñòîðiâ Lp. Ðåàëiçàöiÿ äðîáî-

âîãî äèôåðåíöiþâàííÿ Ðiññà (−∆)α/2 ó âèãëÿäi ãiïåðñèíãóëÿðíîãî iíòåãðàëà ó

âèïàäêó 0 < α < 2 âïåðøå ç'ÿâèëàñÿ â ïðàöi I. Ñòåéíà [18]. Çàãàëüíèé âèïàäîê

α > 0 ðîçãëÿäàâñÿ Ï.I. Ëiçîðêiíèì [19] òà Ñ.Ã. Ñàìêîì [20]. Äîñëiäæåííÿ íîð-

ìóþ÷èõ êîíñòàíò dn,l(α), ÿê ôóíêöié ïàðàìåòðà α, ïðîâîäèâ Ñ.Ã. Ñàìêî [20,21].

Çáiæíiñòü ãiïåðñèíãóëÿðíèõ iíòåãðàëiâ íà äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöiÿõ, à òàêîæ

ìîæëèâiñòü ïîíèæåííÿ ïîðÿäêó l ñêií÷åííèõ ðiçíèöü, ðîçãëÿäàëèñÿ â [20].

Âèâ÷åííþ ïðîñòîðiâ Iα(Lp) ïîòåíöiàëiâ Ðiññà âiä ôóíêöié ç Lp òà ïðîñòîðiâ

Lαp,r(Rn), ÿêi âèíèêàþòü ÿê ïðèðîäíå óçàãàëüíåííÿ ïðîñòîðiâ ðiññîâèõ i áåñ-

ñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ, à òàêîæ ç'ÿñóâàííþ ñïiââiäíîøåíü ìiæ Lαp,r(Rn) i Iα(Lp),

ïðèñâÿ÷åíi ïðàöi Â.Ã. Ìàçü¨, Â.Ï. Õàâiíà [22], Á.Ñ. Ðóáiíà i Ñ.Ã. Ñàìêà [20,23].

Óçàãàëüíåííÿì ãiïåðñèíëóðÿíîãî iíòåãðàëà (1.6) ¹ êîíñòðóêöiÿ âèãëÿäó

(Dα
Ωf)(x) =

1

dn,l(α)

∫
Rn

(∆l
yf)(x)

∥y∥n+α
Ω(x, y)dy, l > α, (1.7)

äå Ω(·, ·) � äåÿêà ôóíêöiÿ, íåçàëåæíà âiä f (òàê çâàíà õàðàêòåðèñòèêà). Çàçíà-

÷èìî, ùî êëàñ ãiïåðñèíãóëÿðíèõ iíòåãðàëiâ (1.7), íàâiòü ëèøå ïðè Ω(x, y) ≡

Ω(y), äå Ω(·) � îäíîðiäíà ôóíêöiÿ, ¹ äîñèòü áàãàòèì. Âií, çîêðåìà, ìiñòèòü
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îïåðàòîðè âèãëÿäó F−1[aα(ξ)F [·]], äå aα � îäíîðiäíà ôóíêöiÿ ïîðÿäêó α ïåâíî¨

ãëàäêîñòi. Ó âèïàäêó öiëèõ α äî öüîãî êëàñó íàëåæàòü óñi îäíîðiäíi äèôå-

ðåíöiàëüíi îïåðàòîðè ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïîðÿäêó α. Âïåðøå ãiïåðñèíãóëÿðíi

iíòåãðàëè ç îäíîðiäíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ç'ÿâèëèñÿ â ïðàöÿõ Ð. Âiäåíà [24,25];

çãîäîì ç õàðàêòåðèñòèêîþ Ω(x, y) � ó Ì. Ôiøåðà [26]. Ó ôîðìi (1.7) ãiïåðñèí-

ãóëÿðíi iíòåãðàëè ðîçãëÿäàëèñÿ Ñ.Ã. Ñàìêîì [20,27,28].

Äåòàëüíiøå ùîäî îãëÿäó ïðàöü, ïðèñâÿ÷åíèõ ðîçâèòêó òåîði¨ ïîòåíöiàëiâ

Ðiññà òà ãiïåðñèíãóëÿðíèõ iíòåãðàëiâ, äèâ. ó [7].

Âèïàäîê îäíîðiäíèõ ñèìâîëiâ ìà¹ âàæëèâi çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨ âèïàäêîâèõ

ïðîöåñiâ. Íàïðèêëàä, ÏÄÎ Ðiññà ç ñèìâîëîì ∥ξ∥γ, ξ ∈ Rn, 0 < γ < 1, ¹ òâiðíèì

îïåðàòîðîì ñèìåòðè÷íîãî ñòiéêîãî ïðîöåñó [29]. Ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè çà-

äà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ÏÄÐ, ÿêi ìiñòÿòü ÏÄÎ, ïîáóäîâàíi çà ñèìâîëîì

∥ξ∥γ, ξ ∈ Rn, 0 < γ ≤ 2, ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ãóñòèíè ðîçïîäiëiâ éìîâið-

íîñòåé äåÿêèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. ßê çàçíà÷åíî â [30], ïðè 0 < γ < 1 òàêi

ðîçïîäiëè äîñëiäæóâàëèñÿ Ä. Ïîéà, ïðè γ = 1 � Î. Êîøi, ïðè γ = 3/2 � Æ.

Õàîëüöìàðêîì, à ïðè γ = 2 � Ê. Ãàóññîì.

Òåîðiÿ ÏÄÎ ç íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè ìà¹ ñâî¹ çàñòîñóâàííÿ i â ñó÷àñíié òåî-

ði¨ ôðàêòàëiâ. Ó [9] òà öèòîâàíèõ òàì ïðàöÿõ Ð.Ð. Íiãìàòóëiíà, Ì.Ì. Äæðáà-

øÿíà é À.Á. Íåðñåñÿíà éäåòüñÿ ïðî äîñëiäæåííÿ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ ó ôðàê-

òàëüíèõ ñåðåäîâèùàõ çàâäÿêè åâîëþöiéíèì ðiâíÿííÿì äðîáîâîãî ïîðÿäêó ç

íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè.

Äîñëiäæåííÿ ëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ (ìîäåëüíèõ) ÏÄÐ çi ñòàëèìè îäíîðiä-

íèìè íåãëàäêèìè â òî÷öi 0 ñèìâîëàìè áóëî ðîçïî÷àòå Ñ.Ä. Åéäåëüìàíîì òà

ß.Ì. Äðiíåì â [31]. Çãîäîì âîíè ðîçãëÿäàëè ðiâíÿííÿ áiëüø çàãàëüíîãî âèãëÿ-

äó é îäåðæàëè ðÿä âàæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç ðîçâ'ÿçíiñòþ çàäà÷i

Êîøi â êëàñàõ ãåëüäåðîâèõ ôóíêöié, ç iíòåãðàëüíèì çîáðàæåííÿì ðîçâ'ÿçêó,

øàóäåðiâñüêèìè îöiíêàìè òà âëàñòèâiñòþ ñòàáiëiçàöi¨ ðîçâ'ÿçêó [32�34]. Òî÷-
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íó àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó â îêîëi íåñêií÷åííî

âiääàëåíèõ òî÷îê áóëî âñòàíîâëåíî Ì.Â. Ôåäîðþêîì [35]. Ç'ÿñîâàíî, ùî âîíà

íå ¹ åêñïîíåíöiàëüíîþ, ÿê ó âèïàäêó ïàðàáîëi÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, à ñòåïåíåâîþ. Çãîäîì W.R. Schneider [36] (äèâ. òà-

êîæ [37]), âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ Ìåëëiíà, âñòàíîâëþ¹ çîáðàæåííÿ ãó-

ñòèí �ñòiéêèõ ðîçïîäiëiâ� ó âèãëÿäi ñïåöiàëüíî¨H-ôóíêöi¨ Ôîêñà i, ÿê íàñëiäîê,

îäåðæó¹ çàçíà÷åíó àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó öèõ ãóñòèí. Ìåòîäèêà äîñëiäæåí-

íÿ âëàñòèâîñòåé ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, ÿêà âèêîðèñòîâóâàëàñÿ â çàçíà-

÷åíèõ ïðàöÿõ (êðiì [36]), ñâî¹þ ñïåöèôiêîþ íàêëàäà¹ îáìåæåííÿ íà ïîðÿäîê

îäíîðiäíîñòi γ ãîëîâíîãî ñèìâîëó ðiâíÿííÿ: γ > 1 ïðè n > 1 i γ = 1 ïðè n = 1.

À.Í. Êî÷óáåé â [29] âïåðøå îäåðæàâ òî÷íi îöiíêè ïàðàìåòðèêñà çàäà÷i Êîøi

äëÿ ëiíiéíîãî ÏÏÄÐ ç ñèìâîëàìè ïåâíî¨ ãëàäêîñòi ïîçà ïî÷àòêîì êîîðäèíàò,

çàëåæíèìè âiä ÷àñó òà ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ ó âèïàäêó, êîëè ðîçìiðíiñòü ïðî-

ñòîðó áiëüøà çà îäèíèöþ òà γ ≥ 1. Íîâèé ïiäõiä äî äîñëiäæåííÿ ïàðìåòðèêñà,

çàïðîïîíîâàíèé â [29], áàçó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi åëåìåíòiâ òåîði¨ óçàãàëüíå-

íèõ ôóíêöié, ãàðìîíiéíîãî àíàëiçó i ãiïåðñèíãóëÿðíèõ iíòåãðàëiâ. Â [29] äîâå-

äåíî òàêîæ òåîðåìó ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi â êëàñàõ ôóíêöié ç ïåâíèì

ñòåïåíåâèì çðîñòàííÿì ïðè ∥x∥ → ∞. Â [29, 37] âñòàíîâëåíî àíàëîã ïðèíöè-

ïó ìàêñèìóìó, çàâäÿêè ÿêîìó äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

Êîøi â êëàñàõ íåâiä'¹ìíèõ ñïàäíèõ ôóíêöié (γ > 0 äîñëiäæåíî â [230]).

Â.Â. Ãîðîäåöüêèì â [38] äîñëiäæåíà çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ

∂u(t, x)

∂t
+ Aγu(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× R, (1.8)

äå Aγ � ÏÄÎ, ñèìâîëîì ÿêîãî ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà ïîçà ïî÷àòêîì

êîîðäèíàò îäíîðiäíà ôóíêöiÿ ç ïîêàçíèêîì îäíîðiäíîñòi γ > 1. Áóäó¹òüñÿ ñïå-

öiàëüíèé ïðîñòið Φ îñíîâíèõ ôóíêöié, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ âëàñòèâîñòÿìè ôóí-

äàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó G(t, x) ðiâíÿííÿ (1.8), ïðè öüîìó G(t, ·) ∈ Φ ïðè

êîæíîìó t > 0. Êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (1.8), ÿêèé ïî-
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äà¹òüñÿ ó âèãëÿäi çãîðòêè G(t, x) ∗ f ó âèïàäêó, êîëè f � çâè÷àéíà íåïåðåðâíà

îáìåæåíà ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ, ïðîäîâæåíî äî áiëiíiéíî¨ ôîðìè ⟨f,G(t, x− ·)⟩,

äå f � âæå óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó Φ′. Ç'ÿñîâàíî, ùî ÿêùî f � ôiíiòíà

óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ, òî u(t, ·) = ⟨f,G(t, x− ·)⟩ � çâè÷àéíèé äèôåðåíöiéîâíèé

ïî x ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.8), u(t, ·) ∈ Φ ïðè êîæíîìó t > 0, àëå u(t, ·) → f

ïðè t → +0 â ïðîñòîði Φ′, òîáòî f � ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ u(t, ·) â ïðîñòîði Φ′.

Îòæå, äëÿ ðiâíÿííÿ (1.8) ìîæíà ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó Êîøi ç ïî÷àòêîâèìè äà-

íèìè � óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè ç ïðîñòîðó Φ′ . Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i Êîøi â [38]

âñòàíîâëþ¹òüñÿ ¨¨ êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü ó ïðîñòîði Φ′, äîâîäèòüñÿ ïðèíöèï

ëîêàëiçàöi¨ òà âëàñòèâiñòü ñëàáêî¨ ñòàáiëiçàöi¨ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i.

Çàçíà÷åíà ñõåìà äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êîøi òà îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ïîøèðþ-

þòüñÿ â [39] íà âèïàäîê ðiâíÿííÿ ïîëiíîìiàëüíîãî âèãëÿäó

∂u(t, x)

∂t
+

m∑
j=1

Aγju(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× Rn,

äå m ∈ N, Aγj � îïåðàòîð òèïó Aγ ç (1.9), γj > 1, j ∈ {1, . . . ,m}.

Ó [40] âèçíà÷åíî íîâèé êëàñ âèðîäæåíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêi ìîæóòü

ìiñòèòè ÏÄÎ ç íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè. Âií ïðèðîäíî óçàãàëüíþ¹ êëàñè÷íå ðiâ-

íÿííÿ äèôóçi¨ ç iíåðöi¹þ Êîëìîãîðîâà. Äëÿ ìîäåëüíèõ ðiâíÿíü ç öüîãî êëàñó

áóäóþòüñÿ é äîñëiäæóþòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè; íàâîäÿòüñÿ ïðèêëàäè.

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi Ð.ß. Äðiíÿ [41], ïðèñâÿ÷åíié äîñëiäæåííþ ÿêiñíèõ

âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ ÏÄÐ ç íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè òà ñèñòå-

ìàì òàêèõ ðiâíÿíü, îäåðæàíî àñèìïòîòè÷íå çîáðàæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ ç ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèì äîäàí-

êîì ó âèïàäêó n ∈ {1; 3}; âñòàíîâëåíî îöiíêè â íåîáìåæåíèõ çà ÷àñîì îáëà-

ñòÿõ (t > 0) ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ âèïàäêó

ñèñòåì ç ñòàëèìè ñèìâîëàìè ïñåâäîäèôåðåíöiþâàííÿ i âiäñóòíiìè ìîëîäøè-

ìè ÷ëåíàìè. Îïèñàíi ìíîæèíè çíà÷åíü ÏÏÄÎ ç îäíîðiäíèìè ñèìâîëàìè ïî-

ðÿäêó γ ∈ (0, 2) íà ñïåöiàëüíèõ êëàñàõ ïðîáíèõ ôóíêöié, äîâåäåíà ¹äèíiñòü
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íåâiä'¹ìíèõ ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ ç ïñåâäî-

äèôåðåíöiàëüíèìè äîäàíêàìè, ïîáóäîâàíèìè çà ñèìâîëàìè ∥ξ∥γk , ξ ∈ Rn,

γk ∈ (0, 2), k ∈ {1, . . . ,m}; äîâåäåíî ðÿä òåîðåì ïðî ñòàáiëiçàöiþ ðîçâ'ÿçêiâ

çàäà÷i Êîøi, à òàêîæ òåîðåìó ïðî ñòiéêiñòü òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó òà òåîðåìó

òèïó Ëióâiëëÿ. Äîñëiäæåííþ ÿêiñíèõ âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ ÏÏÄÐ òà ñèñòåì

ïðèñâÿ÷åíi òàêîæ ïðàöi [42�45].

Ó ïðàöÿõ [46�48] âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ÏÏÄÐ,

ùî ¹ ïîëiíîìàìè ïåâíèõ ÏÄÎ, ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè ó ïðîñòîðàõ óçàãàëü-

íåíèõ ôóíêöié ñêií÷åííîãî àáî íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêiâ òèïó ðîçïîäiëiâ òà

óëüòðàðîçïîäiëiâ, äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi ëîêàëiçàöi¨ òà ñëàáêî¨ ñòàáiëiçàöi¨

ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ âêàçàíèõ ðiâíÿíü.

Â.À. Ëiòîâ÷åíêîì â [49�51] ïîáóäîâàíî íîâi êëàñè ïàðàáîëi÷íèõ ÏÄÐ i

ñèñòåì ç îïóêëèìè âíèç ñèìâîëàìè ïñåâäîäèôåðåíöiþâàííÿ ðiçíîãî ñòóïåíÿ

ãëàäêîñòi â êîìïëåêñíîìó ïðîñòîði, çàëåæíèìè ëèøå âiä ïàðàìåòðà t, êëà-

ñè ïàðàáîëi÷íîñòi ïåðiîäè÷íèõ ÏÄÎ, ïàðàáîëi÷íèõ ÏÄÐ i ñèñòåì ç òî÷êîâî-

íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè ïñåâäîäèôåðåíöiþâàííÿ, ÿêi íå çàëåæàòü âiä ïðîñòî-

ðîâîãî ïàðàìåòðà i ìàþòü çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ õàðàêòåðíi äëÿ ñòåïåíåâèõ

ôóíêöié âëàñòèâîñòi. Âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ îçíà-

÷åíèõ ÏÏÄÐ i ñèñòåì ó âèïàäêó, êîëè ïî÷àòêîâi äàíi ìîæóòü áóòè óçàãàëüíå-

íèìè ôóíêöiÿìè òèïó ðîçïîäiëiâ àáî óëüòðàðîçïîäiëiâ, äîñëiäæåíi âëàñòèâîñòi

ëîêàëiçàöi¨ òà ñòàáiëiçàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ.

1.2. Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè íåñêií÷åí-

íîãî ïîðÿäêó

Äåòàëüíèé îãëÿä ïðàöü, ïðèñâÿ÷åíèõ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü iç ÏÄÎ ç

àíàëiòè÷íèìè ñèìâîëàìè, ùî óòâîðþþòü àëãåáðó â ðiçíèõ ïðîñòîðàõ îñíîâíèõ

òà óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié i âèçíà÷àþòüñÿ ÿê äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè íåñêií-
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÷åííîãî ïîðÿäêó, ïðîâåäåíî â [52]. Îñîáëèâî¨ óâàãè çàñëóãîâóþòü ðåçóëüòàòè

äîñëiäæåíü Þ.À. Äóáiíñüêîãî, ÿêèé ðîçâèíóâ òåîðiþ çàäà÷i Êîøi â ïðîñòîðàõ

Ñîáîë¹âà W∞ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó äëÿ ÏÄÐ ç àíàëiòè÷íèìè ñèìâîëàìè,

çàïðîïîíóâàâ âàðiàíò òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, â ðàìêàõ ÿêî¨ ïîçèòèâíî

âèðiøó¹òüñÿ ïðîáëåìà ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i Êîøi äëÿ äîâiëüíîãî ëiíiéíîãî äè-

ôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Ïiä ïðîñòîðàìè Ñîáîë¹âà W∞ ðîçóìiþòü ðiçíi êëàñè íåñêií÷åííî äèôåðåí-

öiéîâíèõ ôóíêöié äiéñíèõ çìiííèõ x1, . . . , xn, äëÿ ÿêèõ

ρ(u) =
∞∑

|α|=0

aα∥Dαu∥pαrα < +∞,

äå ∥Dαu∥rα ïîçíà÷à¹ íîðìó ïîõiäíî¨ Dαu ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà Lrα, α =

(α1, . . . , αn) � ìóëüòèiíäåêñ ç öiëèìè íåâiä'¹ìíèìè êîîðäèíàòàìè, rα ≥ 1,

pα ≥ 1 � äîâiëüíi ÷èñëîâi ïîñëiäîâíîñòi. Âèçíà÷àëüíîþ óìîâîþ êîðåêòíîñòi

çàäà÷i Êîøi ¹ óìîâà íåòðèâiàëüíîñòi âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà íåñêií-

÷åííîãî ïîðÿäêó. Ó ïðàöÿõ [53�57] çíàéäåíî êðèòåði¨ íåòðèâiàëüíîñòi ïðîñòîðiâ

Ñîáîë¹âà W∞ ó âèïàäêó åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn, ïðîñòîðó ìàéæå ïåðiîäè÷-

íèõ òà ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, îáìåæåíî¨ òà êîíi÷íî¨ îáëàñòåé. Ó ïðàöÿõ [58,59]

äîñëiäæåíi ïðîñòîðè Ñîáîë¹âà-Îðëi÷à íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó ôóíêöié, çàäà-

íèõ íà Rn àáî íà îáìåæåíié îáëàñòi G ⊂ Rn. Ñ.Ð. Óìàðîâèì [60] çíàéäåíî

íåîáõiäíi é äîñòàòíi óìîâè íåòðèâiàëüíîñòi ïðîñòîðiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó,

ïîðîäæåíèõ îäíèì àáî äåêiëüêîìà ñïåêòðàëüíèìè çà Äàíôîðäîì îïåðàòîðàìè.

Ïðîñòîðè Ñîáîë¹âà íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó ÿê ãðàíèöi ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà

ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, âëàñòèâîñòi ñåïàðàáåëüíîñòi, ðåôëåêñèâíîñòi, ðiâíîìiðíî¨

îïóêëîñòi òà âêëàäåííÿ òàêèõ ïðîñòîðiâ äîñëiäæóâàëè Þ.À. Äóáiíñüêèé [61,

62], Õà Çóé Áàíã [63] òà Ã.Ñ. Áàëàøîâà [64].

Ó ïðàöi [65] ïîçèòèâíî âèðiøó¹òüñÿ ïðîáëåìà êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i
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Êîøi

∂mt u+
m−1∑
j=0

Ak(t,Dx)∂
k
t u = h(t, x), t ∈ R, x ∈ Rn,m ≥ 1, (1.9)

∂kt u(0, x) = φ(x), k ∈ {0, . . . ,m− 1}, (1.10)

äå Ak(t,Dx), k ∈ {0, . . . ,m − 1} � äîâiëüíi ÏÄÎ, ñèìâîëè ÿêèõ àíàëiòè÷íi

â îáëàñòi G ⊂ Rn ôóíêöi¨ ïðè êîæíîìó t ∈ R . Ó [65] äîâåäåíî, ùî ÿêùî

φk ∈ H∞(G), h ∈ C0(R, H∞(G)), òî iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i (1.9),

(1.10), ÿêèé ¹ åëåìåíòîì êëàñó Cm(R, H∞(G)) (òóò H∞(G) � ïðîñòið îñíîâíèõ

ôóíêöié, åëåìåíòàìè ÿêèõ ¹ ëèøå òi ôóíêöi¨ ç L2(Rn), ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

ÿêèõ � ôiíiòíi â îáëàñòi G ôóíêöi¨, H−∞(G) � ïðîñòið, òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèé

äî H∞(G), à Ck(R,Φ) � êëàñ ôóíêöié u(t, x), ÿêi ïðè êîæíîìó t ∈ R ¹ åëåìåí-

òàìè Φ é íåïåðåðâíî çàëåæàòü âiä t ðàçîì ç ïîõiäíèìè äî ïîðÿäêó k). ßêùî

φk ∈ H∞(G), à h ∈ C0(R, H−∞(G)), òî çàçíà÷åíà çàäà÷à Êîøi ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê u ∈ Cm(R, H−∞(G)).

Â [66] Þ.À. Äóáiíñüêèì çàïðîïîíîâàíî ìåòîä äîñëiäæåííÿ äåÿêèõ êëàñiâ

ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (çîêðåìà, êëàñè÷íèõ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨

ôiçèêè), ÿêèé âèêîðèñòîâó¹ àëãåáðó äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åí-

íîãî ïîðÿäêó, ùî ìàþòü ñòàëèé àíàëiòè÷íèé ñèìâîë i äiþòü ó âiäïîâiäíèõ

ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Öå äîçâîëÿ¹ øëÿõîì íàëåæíîãî

ââåäåííÿ ïàðàìåòðà ðîçâ'ÿçóâàòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïî-

õiäíèìè ÿê çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ, ïðè¹äíàâøè äî íüîãî ïî÷àòêîâi

àáî êðàéîâi óìîâè. Âiäøóêàííÿ ðîçâ'ÿçêó çâîäèòüñÿ àáî äî ïðÿìîãî çàñòîñó-

âàííÿ äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó äî âèõiäíèõ äàíèõ

çàäà÷i, àáî äî ðîçâ'ÿçàííÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó

ìåíøî¨ ðîçìiðíîñòi.

Àëãåáðà äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âèêîðèñòî-

âó¹òüñÿ â [67,68] Þ.À. Äóáiíñüêèì òàêîæ ïðè äîñëiäæåííi ÏÄÐ ç êîìïëåêñíèì

àðãóìåíòîì. Îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ÏÄÎ ¹ ïðîñòið åêñïîíåíöiàëüíèõ ôóíêöié
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ïðè ïðÿìóâàííi òèïiâ öèõ ôóíêöié äî ïåâíî¨ ãðàíèöi. Ïðè öüîìó àëãåáðà ÏÄÎ

ç àíàëiòè÷íèìè â îáëàñòi Ω ñèìâîëàìè içîìîðôíà ïðîñòîðó åêñïîíåíöiàëüíèõ

ôóíêöié, çðîñòàþ÷èõ â îáëàñòi àíàëiòè÷íîñòi ñèìâîëà, ùî äîçâîëÿ¹ çàñòîñóâà-

òè ìåòîä Õåâiñàéäà êëàñè÷íîãî ÷èñëåííÿ i âèâ÷èòè ðÿä çàäà÷ äëÿ äèôåðåí-

öiàëüíèõ òà ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç êîìïëåêñíèì àðãóìåíòîì.

Çàäà÷à Êîøi äëÿ àáñòðàêòíèõ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü äîñëiä-

æóâàëàñÿ Ì.Ë. Ãîðáà÷óêîì, Â.I. Ãîðáà÷óê, À.Â. Êíÿçþêîì, Î.I. Êàøïiðîâñü-

êèì, Ï.É. Äóäíèêîâèì òà áàãàòüìà iíøèìè ìàòåìàòèêàìè. Îñîáëèâà óâàãè

ïðè öüîìó ïðèäiëÿëàñÿ ïèòàííÿì çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ ðiâíÿíü òà äî-

ñëiäæåííþ ¨õ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü ó ðiçíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ. Îãëÿä

öèõ ïðàöü íàâåäåíî â ìîíîãðàôi¨ [69] òà ïðàöi [70]. Äëÿ çàìêíåíîãî îïåðàòî-

ðà â áàíàõîâîìó ïðîñòîði Ì.Ë. Ãîðáà÷óêîì òà Â.I. Ãîðáà÷óê â ïðàöÿõ [71�74]

âêàçàíî ñïîñiá ïîáóäîâè ëîêàëüíî îïóêëèõ ïðîñòîðiâ ãëàäêèõ i óçàãàëüíå-

íèõ ôóíêöié òà âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü ðiçíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ

äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ ∂u/∂t = Bu . Çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó

ïðè öüîìó äà¹òüñÿ ÷åðåç ñòåïåíåâèé ðÿä âiä åêñïîíåíòè îïåðàòîðà B.

Ô. Òðåâ ó ïðàöi [75] äîâiâ ëîêàëüíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ äîâiëüíîãî

ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè òèïó Êîøi-Êîâàëåâñüêî¨ ó êëàñàõ àíàëiòè÷-

íèõ ôóíêöiîíàëiâ. Ïðè öüîìó çàçíà÷åíî, ùî ðîçâ'ÿçîê ìîæå áóòè çîáðàæåíèé

çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó (ãiïåðäèôå-

ðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà). Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî Òðåâîì ïðè äîñëiäæåííi çàäà-

÷i Êîøi âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ïðîñòîðè ôóíêöié, ïåðåòâîðåííÿìè Ôóð'¹ ÿêèõ ¹

ôóíêöi¨, iíòåãðîâíi ç âàãîþ exp(b|ξ|), b > 0. Öi ïðîñòîðè ¹ ïðîñòîðàìè Ñîáîë¹âà

íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, ïàðàìåòðè ÿêèõ çàëåæàòü âiä ñòðóêòóðè êîíêðåòíîãî

äîñëiäæóâàíîãî ðiâíÿííÿ.

Ó ìîíîãðàôi¨ [76] ïîáóäîâàíî àíàëîãè ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà íåñêií÷åííîãî ïî-

ðÿäêó íà òîði, äàþòüñÿ âiäïîâiäi íà ïèòàííÿ ïðî íåòðèâiàëüíiñòü òà íåñêií÷åí-
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íîâèìiðíiñòü òàêèõ ïðîñòîðiâ. Äëÿ ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè íåñêií-

÷åííîãî ïîðÿäêó

∞∑
|s|=0

as
∂|s|u(x, t)

∂ts0∂xs11 . . . ∂x
sm
m

= f(x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ], (1.11)

Â [76] ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à

∂αu

∂tα

∣∣∣
t=0

− µ
∂αu

∂tα

∣∣∣
t=T

= 0, α = 0, 1, . . . , (1.12)

äå Ω �m-âèìiðíèé òîð, x = (x1, . . . , xm), s = (s0, s1, . . . , sm), |x| = s0+s1+· · ·+

sm; µ, s � êîìïëåêñíi ÷èñëà. Íåëîêàëüíi êðàéîâi óìîâè ìîæíà ââàæàòè óìîâà-

ìè, ÿêi óçàãàëüíþþòü óìîâè ïåðiîäè÷íîñòi, òîáòî çàäà÷ó (1.11), (1.12) ìîæíà

ðîçóìiòè ÿê çàäà÷ó Êîøi. Çíàéäåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó âêà-

çàíî¨ çàäà÷i.

Çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiàëüíî-ñèìâîëüíîãî ìåòîäó â ìîíîãðàôi¨ Ï.I, Êà-

ëåíþêà òà Ç.Ì. Íèòðåáè÷à [77] äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à Êîøi äëÿ ðîçâ'ÿçíîãî

âiäíîñíî ñòàðøî¨ ïîõiäíî¨ çà ÷àñîì ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè òà ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè çàãàëîì òàêîæ

íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè. Çíàéäåíî êëàñè iñíóâàí-

íÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ äîñëiäæóâàíèõ çàäà÷. Ó öèõ êëàñàõ äëÿ øóêàíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ïîáóäîâàíî ôîðìóëè ó âèãëÿäi ñêií÷åííèõ ñóì àáî çáiæíèõ ðÿäiâ.

Ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i Êîøi ïîäàíî ó âèãëÿäi ñóïåðïîçèöi¨ äié äèôåðåíöiàëüíèõ âè-

ðàçiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó íà öiëi ôóíêöi¨ ïàðàìåòðiâ, çà ÿêèìè äiþòü âèðà-

çè. Çàïðîïîíîâàíî ìîæëèâi øëÿõè ïåðåõîäó âiä íàâåäåíèõ ôîðìóë ðîçâ'ÿçêiâ

çàäà÷, îäåðæàíèõ çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiàëüíî-ñèìâîëüíîãî ìåòîäó, äî âiäî-

ìèõ ôîðìóë, îäåðæàíèõ iíøèìè ìåòîäàìè.

Ó ïðàöi [78] ðîçâèâà¹òüñÿ òåîðiÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü

âèãëÿäó

∂u/∂t+ φ(Dx)u = 0 (1.13)
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ç îïåðàòîðàìè äèôåðåíöiþâàííÿ φ(Dx) =
∞∑
k=0

bk(−iDx)
k íåñêií÷åííîãî ïîðÿä-

êó â ñïåöiàëüíèõ ïðîñòîðàõ [8]. Çíàéäåíî íåîáõiäíi é äîñòàòíi óìîâè, ïðè âè-

êîíàííi ÿêèõ çàçíà÷åíi îïåðàòîðè â öèõ ïðîñòîðàõ çîáðàæàþòüñÿ â êëàñè÷íié

ôîðìi äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ; äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi çãîðòîê, çãîðòóâà-

÷iâ òà ìóëüòèïëiêàòîðiâ, ÿêi äiþòü ó âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðàõ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

ïðî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (1.13) ôîðìóëþþòüñÿ òàê.

ßêùî ïî÷àòêîâà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f � çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði WΩ
M , à ñèìâîë

ÏÄÎ � ôóíêöiÿ φ � ìóëüòèïëiêàòîð ó ïðîñòîði WΩ1

M!
, ïðè÷îìó eφ ∈ WΩ1

M1
,

òî âiäïîâiäíà çàäà÷à Êîøi ìà¹ ¹äèíèé, íåïåðåðâíî çàëåæíèé âiä ïî÷àòêîâî¨

ôóíêöi¨ ðîçâ'ÿçîê u, ÿêèé çîáðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi u = F [etφ] ∗ f (F � ïåðåòâî-

ðåííÿ Ôóð'¹), ïðè÷îìó u(t, ·) ∈ WΩ
M , t > 0 (òóò Ω1, M1 � äâî¨ñòi çà Þíãîì [8]

ôóíêöi¨ âiäïîâiäíî ç M , Ω).

Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âèãëÿäó

∞∑
k=0

ckD
k(F, f) = Φ (1.14)

âèâ÷àëèñÿ â ìîíîãðàôi¨ [79]. Òóò Dk(F, ·) � îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî äèôåðåí-

öiþâàííÿ Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà, ïîðîäæåíèé öiëîþ ôóíêöi¹þ F (z) =
∞∑
k=0

akz
k

ïîðÿäêó ρ é òèïó σ ̸= 0,∞; ïðè÷îìó ak ̸= 0, ∀k ∈ Z+,

lim
k→+∞

(k1/ρ|ak|1/k) = (σeρ)1/ρ,

f(z) =
∞∑
k=0

bkz
k � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó Ar (0 < R ≤ ∞) � ïðîñòîðó

îäíîçíà÷íèõ i àíàëiòè÷íèõ ó êðóçi |z| ≤ R ôóíêöié ç òîïîëîãi¹þ êîìïàêòíî¨

çáiæíîñòi (AR íå ¹ íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì, àëå â òîé æå ÷àñ AR � ïðîñòið

Ôðåøå). Çà îçíà÷åííÿì, âèðàç

Dnf ≡ Dn(F, f) =
∞∑
k=0

bk
ak−n
ak

zk−n
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íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíîþ ïîõiäíîþ ïîðÿäêó n ôóíêöi¨ f , ïîðîäæåíîþ óçà-

ãàëüíåíîþ ïîõiäíîþ ïîðÿäêó n ôóíêöi¨ f , ïîðîäæåíîþ ôóíêöi¹þ f [79]. Çî-

êðåìà, ÿêùî F (z) = ez, òî Dn(ez, f) =
dn

dzn
f , òîáòî Dn(F, f) äiéñíî ìîæíà

ðîçóìiòè ÿê óçàãàëüíåíó ïîõiäíó n-ãî ïîðÿäêó âiä ôóíêöi¨ f(z), ïîðîäæåíó

(çàìiñòü ôóíêöi¨ ez) ôóíêöi¹þ F (z). Â [79] çíàéäåíî óìîâè, çà ÿêèõ ðiâíÿííÿ

(1.14) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, êîòðèé ¹ öiëîþ ôóíêöi¹þ ïåâíîãî ïîðÿäêó.

Ó ïðàöÿõ [80,81] äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ

u′(t) +
∞∑
k=0

bkA
ku(t) = 0, t ∈ (0, T ], (1.15)

äå A � îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà, çíàé-

äåíî ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðiâ òèïó W , â ÿêèõ âèçíà÷åíi, ¹ ëiíiéíèìè i íåïåðåðâ-

íèìè âêàçàíi îïåðàòîðè; óìîâè, çà ÿêèõ ó âiäïîâiäíèõ ïiäïðîñòîðàõ êîðåêòíî

âèçíà÷åíi òà ¹ íåïåðåðâíèìè îïåðàòîðè Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà íåñêií÷åííîãî

ïîðÿäêó, âñòàíîâëåíî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü âèãëÿäó (1.15) ó

âiäïîâiäíèõ ïiäïðîñòîðàõ òèïó W òà ó ïðîñòîðàõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöiîíàëiâ

òèïó W ′.

Ïèòàííÿ ïðî çîáðàæåííÿ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó ïðî-

ñòîðàõ AR ó âèãëÿäi äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âèâ-

÷àëè Þ.Ô. Êîðîáåéíèê ó ïðàöi [82] òà Ì.I. Íàãíèáiäà ó ïðàöi [83]. Â.Â. Ïîä-

ïîðií [84] äåòàëüíî ðîçãëÿíóâ ïèòàííÿ ïðî ìîæëèâiñòü òàêîãî çîáðàæåííÿ äëÿ

äîâiëüíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, êîòði íåïåðåðâíî äiþòü ó çàãàëüíèõ ïðîñòî-

ðàõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ áàãàòüîõ çìiííèõ. Ñ.Ñ. Ëií÷óê ó ïðàöÿõ [85�87] äîñëiäèâ

êðèòåði¨ çàñòîñîâíîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âiä-

íîñíî óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ äî øèðîêîãî êëàñó ôîðìàëüíèõ ñòåïå-

íåâèõ ðÿäiâ, íàäiëåíîãî íîðìàëüíîþ òîïîëîãi¹þ Êåòå [88] .

Ñòîñîâíî òåõíiêè äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âiä-

çíà÷èìî òàêîæ, ùî ¨¨ ôîðìàëiçì ç óñïiõîì âèêîðèñòîâóâàâñÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi

áàãàòüîõ êîíêðåòíèõ çàäà÷ ìåõàíiêè òà ôiçèêè. Âèäiëèìî â öüîìó íàïðÿìêó
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äîñëiäæåííÿ, ïðîâåäåíi â ïðàöÿõ [89�92].

1.3. Íåëîêàëüíi çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü

òà ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

Íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè çàäà÷àìè ïðèéíÿòî íàçèâàòè çàäà÷i, â ÿêèõ çà-

ìiñòü çàäàííÿ çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêó àáî éîãî ïîõiäíèõ íà ôiêñîâàíié ÷àñòèíi ìåæi

çàäà¹òüñÿ çâ'ÿçîê öèõ çíà÷åíü iç çíà÷åííÿìè òèõ ñàìèõ ôóíêöié íà iíøèõ âíóò-

ðiøíiõ àáî ìåæîâèõ ìíîãîâèäàõ. Äîñëiäæåííÿ òàêèõ çàäà÷ çóìîâëåíî áàãàòüìà

çàñòîñóâàííÿìè ó ìåõàíiöi, ôiçèöi, õiìi¨, áiîëîãi¨, åêîëîãi¨ òà iíøèõ ïðèðîäíè÷î-

íàóêîâèõ äèñöèïëiíàõ, ÿêi âèíèêàþòü ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi òèõ ÷è

iíøèõ ïðîöåñiâ. Ïðèêëàäàìè ìîæóòü áóòè çàäà÷i, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç äîñëiäæåííÿì

ïðîöåñiâ ïîøèðåííÿ òåïëà [93�102], âîëîãîïåðåíîñó ó êàïiëÿðíî-ïîðèñòèõ ñåðå-

äîâèùàõ [103,104] , äèôóçi¨ [105,106] i äåÿêèõ òåõíîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ [107,108],

îáåðíåíi çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü [109,110], à òàêîæ çàäà÷i ìàòåìàòè÷-

íî¨ áiîëîãi¨ [111] òà äåìîãðàôi¨ [112]. Íåëîêàëüíi çàäà÷i ìàþòü òàêîæ ïðàêòè÷íå

çàñòîñóâàííÿ ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ ìåõàíiêè òâåðäîãî òiëà [113].

Çàãàëüíå îçíà÷åííÿ íåëîêàëüíèõ óìîâ òà ¨õ êëàñèôiêàöiÿ áóëè çàïðîâàäæåíi

À.Ì. Íàõóøåâèì [114].

Ó 1964�1966 ðîêàõ Ñ.Ã. Êðåéí òà Ã.I. Ëàïò¹â äîñëiäæóþòü êðàéîâi çàäà÷i äëÿ

äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó â áàíàõîâîìó ïðîñòîði

[115�117]. Òàê, äëÿ ðiâíÿííÿ

u′′(t)− Au(t) = f(t), t ∈ (0, T ], (1.16)

äå A � çàìêíåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð çi âñþäè ùiëüíîþ ó êîìïëåêñíîìó áàíà-

õîâîìó ïðîñòîði E îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ, u(t) i f(t) � ôóíêöi¨ çi çíà÷åííÿìè â

E, ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ç êðàéîâèìè óìîâàìè

2∑
j=1

[αrju
(j−1)(0) + βrju

(j−1)(T )] = fr, r = 1, 2, (1.17)
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äå αrj, βrj � êîìïëåêñíi ÷èñëà. Âñòàíîâëåíi íåîáõiäíi é äîñòàòíi óìîâè iñíó-

âàííÿ òà ¹äèíîñòi óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1.16), (1.17), êîëè A � ïî-

ðîäæóþ÷èé îïåðàòîð àíàëiòè÷íî¨ ïiâãðóïè.

Î.Î. Äåçií ó ìîíîãðàôi¨ [118] äîñëiäæó¹ ðîçâ'ÿçíi ðîçøèðåííÿ äèôåðåí-

öiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ïîðîäæåíèõ çàãàëüíîþ äèôåðåíöiàëüíîþ îïåðàöi¹þ çi

ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, òà ìîæëèâiñòü îïèñó öèõ ðîçøèðåíü çà äîïîìîãîþ

êðàéîâèõ óìîâ. Âïåðøå íà äîöiëüíiñòü i íåîáõiäíiñòü âèêîðèñòàííÿ íåëîêàëü-

íèõ óìîâ ç òî÷êè çîðó çàãàëüíî¨ òåîði¨ êðàéîâèõ çàäà÷ òàêîæ âêàçàâ Î.Î. Äåçií

â 1967 ð. ó ïðàöi [119]. Çàäà÷i ç íåëîêàëüíèìè óìîâàìè äëÿ îïåðàòîðíèõ ðiâ-

íÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó äîñëiäæåíî â ðîáîòi [120].

Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê äîñëiäæåíü Î.Î. Äåçiíà ïðîäîâæåíî â öèêëi ðîáiò Â.Ê.

Ðîìàíêà [121�128], â ÿêèõ, çîêðåìà, äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü

m-ãî ïîðÿäêó ç íåëîêàëüíèìè óìîâàìè âèãëÿäó
m−1∑
j=0

[αkju
(j)(0)− βkju

(j)(T )] = 0, k ∈ {1, . . . ,m},

çà äîïîìîãîþ îïåðàöiéíîãî ÷èñëåííÿ âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ ¹äèíîãî

óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó.

Íàïðÿìîê äîñëiäæåíü, ÿêèé ðîçïî÷àâ Î.Î. Äåçií, ðîçâèâàâñÿ òàêîæ ó ïðà-

öÿõ Î.À. Ìàêàðîâà [129, 130], À.Õ. Ìàìÿíà [131], Ì.Þ. Þíóñîâà [132, 133],

Ì.Ê. Áàëà¹âà i Ñ.ß. ßêóáîâà [134] òà ií.

Çîêðåìà, Ì.Þ. Þíóñîâ [132] ðîçãëÿíóâ çàäà÷ó ç ìàëèì ïàðàìåòðîì

ε
duε(t)

dt
− Auε(t) = f(t), t ∈ (0, b),

µuε(0)− uε(b) = 0.

Çà óìîâ

|A(s)| ≥ c > 0, |µ− ebA(s)|ε|| ≥ δ > 0

äîâåäåíî òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó, ÿêèé çîáðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

ðÿäó çà âëàñíèìè ôóíêöiÿìè îïåðàòîðà A; âèâ÷åíà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêó ïðè
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ε → 0. À.Õ. Ìàìÿí ó ïðàöi [131] âñòàíîâèâ, ùî iñíóþòü òàêi äèôåðåíöiàëüíi

ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè â øàði, äëÿ ÿêèõ íåìîæëèâî ñôîðìóëþâàòè

æîäíî¨ êîðåêòíî¨ ëîêàëüíî¨ çàäà÷i; âîäíî÷àñ êîðåêòíi çàäà÷i iñíóþòü, ÿêùî

çàëó÷èòè íåëîêàëüíi óìîâè.

Çàãàëüíà ïîñòàíîâêà íåëîêàëüíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ áóëà ñôîðìóëüîâàíà À.Â.

Áiöàäçå òà Î.Î. Ñàìàðñüêèì [105,135] äëÿ ðiâíÿíü åëiïòè÷íîãî i ïàðàáîëi÷íîãî

òèïiâ äðóãîãî ïîðÿäêó ç êðàéîâèìè óìîâàìè, ÿêi ïîâ'ÿçóþòü çíà÷åííÿ øóêà-

íî¨ ôóíêöi¨ íà ÷àñòèíi S ìåæi ∂Q ðîçãëÿäóâàíî¨ îáëàñòi Q iç çíà÷åííÿìè â

îáðàçi S ïðè çàäàíîìó äèôôåîìîðôiçìi ψ : S → Q (ïîâåðõíi S íà ψ(S) ∈ Q),

ïðè÷îìó íà ∂Q\S çàäàþòüñÿ óìîâè Äiðiõëå. Ó ïðàöÿõ [136�149] ðîçãëÿäàëèñÿ

ÿê ìîäåëüíi çàäà÷i ç êîíêðåòíèìè âiäîáðàæåííÿìè ψ, òàê i ðiçíi óçàãàëüíåííÿ

ïîñòàâëåíî¨ â [135] çàäà÷i, â òîìó ÷èñëi i äëÿ ðiâíÿíü âèñîêîãî ïîðÿäêó.

Ðîçâ'ÿçíiñòü íåëîêàëüíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü âèâ÷à-

ëàñÿ ó ïðàöÿõ [95�97,99,150�156].

Äëÿ îäíîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â îáëàñòi {(x, t) : 0 < x <

l, 0 < t < T} çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó åêñòðåìóìó â [99] äîâåäåíî ¹äèíiñòü,

à ìåòîäîì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó, ùî

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

u(0, t) = φ0(t), u(l, t) = φl(t), 0 ≤ t ≤ T,

u(x, 0) = ω(x)u(x, T ), ω ∈ C(0, l), 0 < ω(x) < 1.

Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ áàãàòîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â öè-

ëiíäðè÷íié îáëàñòi îòðèìàíî Í.Í. Øîïîëîâèì â [157].

Ó ïðàöi [158] äîñëiäæåíî ðîçâ'ÿçíiñòü êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëî-

ïðîâiäíîñòi

ut = a(t)∆u+ F (x, t), x ∈ Rn, t ∈ (0, T ), (1.18)

äå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà çà çìiííîþ x, êîëè êîåôiöi¹íò a(t) â iíòåðâàëi (0, T )

íàáóâà¹ ÿê äîäàòíèõ, òàê i âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü. Äëÿ òàêîãî òèïó ðiâíÿíü çàäà÷à
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Êîøi ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ïðè t = 0 íåêîðåêòíà. Äîñëiäæåííÿ, ïðîâåäåíi

â [158] ïîêàçóþòü, ùî äëÿ ðåãóëÿðíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi ïî÷àòêîâî¨ i êðàéîâèõ çàäà÷

äëÿ ðiâíÿííÿ (1.18) íåîáõiäíî çàäàâàòè íåëîêàëüíi óìîâè

u(x, 0) + hu(x, T ) = f(x),

äå h = const.

Ë.I. Êîðáóò òà Ì.I. Ìàòié÷óê [185] çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ çíàé-

øëè ðîçâ'ÿçîê äâîòî÷êîâî¨ íåëîêàëüíî¨ çàäà÷i

∂u(t, x) = ∆xu(t, x) + f(t, x), (t, x) ∈ [0, T ]× Rn,

µu(t, x)|t=0 = u(t, x)|t=T + φ(x), µ ∈ R.

Áiëüø çàãàëüíi íåëîêàëüíi óìîâè çà ÷àñîâîþ çìiííîþ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâ-

íÿíü áóëè çàïðîïîíîâàíi â ïðàöÿõ [159�163]. Ó öèõ ðîáîòàõ äîâåäåíî iñíóâàííÿ

ðîçâ'ÿçêó â êëàñàõ ãëàäêèõ ôóíêöié.

Ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïî-

õiäíèìè òà äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü äîñëiäæóâàëèñÿ â ìîíîãðà-

ôi¨ [164], ÿêà ìiñòèòü òàêîæ äåòàëüíèé îãëÿä ëiòåðàòóðè ç öüîãî ïèòàííÿ.

Ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ êîðåêòíî¨ äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåì ðiâíÿíü

∂u(t, x)

∂t
= A

( ∂
∂x

)
u(t, x), t ∈ (0, T ), x ∈ Rn, (1.19)

äîñëiäæåíî â ïðàöi [130]. Ìàòðèöÿ-ôóíêöiÿ A(σ) íàëåæèòü äî ïðîñòîðó íåñêií-

÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ñòåïåíåâîãî çðîñòàííÿ. Ó [130] äîâåäåíî, ùî

äëÿ ñèñòåìè (1.19) çàâæäè çíàéäóòüñÿ êðàéîâi óìîâè âèãëÿäó

B
( ∂
∂x

)
u(0, x) + C

( ∂
∂x

)
u(T, x) = φ(x) (1.20)

òàêi, ùî çàäà÷à (1.19), (1.20) êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíà â ïðîñòîði Ñîáîë¹âà-Ñëîáî-

äåöüêîãî; ïðè öüîìó äà¹òüñÿ êîíêðåòíèé âèãëÿä îïåðàòîðiâ B
( ∂
∂x

)
, C
( ∂
∂x

)
.
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Ïðàöÿ I. Ìàöåíiñà [166] ïðèñâÿ÷åíà êðàéîâié çàäà÷i

u′(t)− Au(t) = 0, t ∈ (0, a),

Bu|t=0 = Cu|t=a, (1.21)

ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði L2([0, 1], H) äëÿ îáìåæåíèõ îïåðà-

òîðiâ A1 = A+λI, B, C. Ó ïðèïóùåííi, ùî ñèñòåìà âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòî-

ðà A1 óòâîðþ¹ áàçó â H, ñôîðìóëüîâàíi óìîâè ðåãóëÿðíîñòi òà íåðåãóëÿðíîñòi

êðàéîâèõ óìîâ (1.21) .

Ó ïðàöi [167] äîñëiäæåíà íåëîêàëüíà çàäà÷à äëÿ àáñòðàêòíîãî ðiâíÿííÿ Ëÿ-

âà

u′′(t)− A(u(t) + λu′′(t)) = f(t), λ ≥ 0, t ∈ [0, T ],

iç íåëîêàëüíèìè óìîâàìè

B1(µ)u
r−1(0)−B2(µ)u

r−1(T ) = φr, r = 1, 2,

äå A � ñàìîñïðÿæåíèé i äîäàòíîâèçíà÷åíèé îïåðàòîð, B1(µ), B2(µ) � ëiíiéíi

íåïåðåðâíi îïåðàòîðè ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H; φ1, φ2 ∈ H, f , u � ôóíêöi¨

çi çíà÷åííÿìè â H. Â [168] ðîçãëÿíóòî öþ çàäà÷ó â ÷àñòèííîìó âèïàäêó, êîëè

B1(µ) = 1, B2(µ) = µ.

Çàäà÷à iç óìîâàìè

u(j)(0)− µju
(j)(T ) = φj, j ∈ {0, 1, . . . , 2m− 1},

äîñëiäæåíà Â.I. ×åñàëiíèì â [169] äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ

m∏
r=1

(u′′(t) + Aru(t)) = f(t), t ∈ [0, T ],

äå îïåðàòîðè Ar � ñàìîñïðÿæåíi, äîäàòíîâèçíà÷åíi i ïîïàðíî êîìóòóþòü.

Ðîçâèòêîì ðîáîòè [167] ¹ ðåçóëüòàòè ðîáiò [170�172], äå äîñëiäæóþòüñÿ íåëî-

êàëüíi çàäà÷i äëÿ ðÿäó âàæëèâèõ âèïàäêiâ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ ðiâ-

íÿíü.
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Ó ïðàöÿõ Ï.I. Êàëåíþêà, Ç.Ì. Íèòðåáè÷à òà ¨õ ó÷íiâ [77, 173, 174] ó øàði

Rn × (0, T ) çàñòîñîâó¹òüñÿ îïåðàöiéíèé ìåòîä (íàçâàíèé äèôåðåíöiàëüíî-

ñèìâîëüíèì) ïðè äîñëiäæåííi çàäà÷ ç íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè çà

÷àñîâîþ çìiííîþ äëÿ ðiâíÿíü òà ñèñòåì ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåð-

øîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîâîþ çìiííîþ i íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó çà ïðîñòîðîâèìè

êîîðäèíàòàìè. Çà äîïîìîãîþ öüîãî ìåòîäó âèäiëåíî êëàñè iñíóâàííÿ òà ¹äèíî-

ñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷, à òàêîæ ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçêè â ÿâíîìó âèãëÿäi; ¨õ ïîäà-

íî ÿê ðåçóëüòàò äi¨ äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó íà ïåâíi

àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ âåêòîðíèõ ïàðàìåòðiâ.

Äîñëiäæåííþ â áàíàõîâîìó ïðîñòîði êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-

îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

u′′(t) = Au′(t) + g(t), 0 ≤ t ≤ T,

Liu = αi1u(0) + αi2u
′(0) + βi1u(T ) + βi2u

′(T ) = fi, i = 1, 2,

ïðèñâÿ÷åíà ïðàöÿ [175]. Îòðèìàíî íåîáõiäíó óìîâó êîðåêòíîñòi: σ(A)∩A = ∅,

äå σ(A) � ñïåêòð îïåðàòîðà A, Λ � ìíîæèíà âëàñíèõ çíà÷åíü ñêàëÿðíî¨ çàäà÷i

y′′(t) = λy(t), L1y = L2y = 0.

Äëÿ ðiâíÿííÿ

ymuxx − uyy − b− 2ymu = 0

â ïðÿìîêóòíèêó {(x, y)
∣∣∣ 0 < x < 1, 0 < y < T}, äå m > 0, b ≥ 0, T > 0,

ìåòîäîì ñïåêòðàëüíîãî àíàëiçó â [176] äîâåäåíî òåîðåìè ¹äèíîñòi òà iñíóâàííÿ

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè:

u(x, 0) = τ(x), uy(x, 0) = ν(x), x ∈ [0, 1]

i íåëîêàëüíèìè óìîâàìè

u(0, y) = u(1, y), ux(0, y) = 0,

àáî

ux(0, y) = ux(1, y), u(1, y) = 0
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ïðè y ∈ [0, T ]. Ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ ïîáóäîâàíî ó âèãëÿäi ñóìè áiîðòîãîíàëüíîãî

ðÿäó.

Äëÿ ðiâíÿííÿ ìiøàíîãî òèïó

(1− sgn t)utt − (1− sgn t)ut = 2uxx

â îáëàñòi {(x, t)
∣∣∣ 0 < x < 1,−α < t < β}, äå α, β � çàäàíi äîäàòíi ÷èñëà, ó

ïðàöi [177] âèâ÷åíà çàäà÷à ç óìîâàìè

u(0, t) = u(1, t) = 0, −α ≤ t ≤ β,

u(x,−α)− u(x, β) = φ(x), 0 ≤ x ≤ 1.

Âñòàíîâëåíî êðèòåðié ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó, ÿêèé ïîáóäîâàíèé ó âèãëÿäi ñóìè

ðÿäó Ôóð'¹, à òàêîæ ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêó çà íåëîêàëüíîþ óìîâîþ φ(x).

Çàäà÷i ç íåëîêàëüíèìè óìîâàìè âèíèêàþòü ó òåîði¨ ïåðiîäè÷íèõ õâèëåâîäiâ.

Ó ïðàöi [178] äîñëiäæó¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

d

dt

(
p(t)

dz

dt

)
+Q(t)z + f(t, z) = 0, 0 < t < ω,

ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H ç óìîâàìè

z(ω) = ρz(0), z′(ω) = ρz′(0), |ρ| = 1.

Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, ω] îïåðàòîð p(t) îáìåæåíèé i äîäàò-

íî âèçíà÷åíèé â H, f(t, z) � îáìåæåíèé îïåðàòîð (ïðè êîæíîìó t ∈ (0, ω)),

à îïåðàòîð Q(t) ìà¹, âçàãàëi êàæó÷è, çàëåæíó âiä t îáëàñòü âèçíà÷åííÿ. Òóò

äîâåäåíî ðîçâ'ÿçíiñòü âêàçàíî¨ çàäà÷i, ÿêà ¹ åêâiâàëåíòíîþ iñíóâàííþ ñòàöiî-

íàðíî¨ òî÷êè äåÿêîãî ôóíêöiîíàëó.

Êðèòåði¨ êîðåêòíîñòi íåëîêàëüíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ó ñìóçi Π = Rn × [0, T ]

äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

∂u

∂t
= P (−iDx)u, (1.22)
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íàâåäåíi â ïðàöÿõ [179, 180]. Çîêðåìà, ó âèïàäêó äâîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i

äëÿ ðiâíÿííÿ (1.22) ç óìîâîþ Au(x, 0)− u(x, T ) = u0(x) êðèòåðié êîðåêòíîñòi

â êëàñi ôóíêöié ñòåïåíåâîãî çðîñòàííÿ ôîðìóëþ¹òüñÿ ó âèãëÿäi âèêîíàííÿ

óìîâè A − eTP (λ) ̸= 0, ∀λ ∈ Rn (òóò A = A(Ix), A(σ) � ïîëiíîì çi ñòàëèìè

êîåôiöi¹íòàìè).

Ó ïðàöÿõ [181, 182] I.ß. Êìiòü äîñëiäèâ êëàñè÷íi òà óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè

íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ìàéæå ëiíiéíèõ i êâàçiëiíiéíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü

i ñèñòåì ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè.

Íåëîêàëüíi áàãàòîòî÷êîâi ñèíãóëÿðíi ïàðàáîëi÷íi çàäà÷i (çîêðåìà, äâîòî÷-

êîâà çàäà÷à) äîñëiäæåíi â [183]. Ïîáóäîâàíî ôóíêöi¨ Ãðiíà âiäïîâiäíèõ çàäà÷,

äîñëiäæåíî ¨õíi âëàñòèâîñòi (çîêðåìà, âñòàíîâëåíi îöiíêè ïîõiäíèõ öèõ ôóíê-

öié), çíàéäåíî çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ó âèãëÿäi îá'¹ìíèõ ïîòåíöiàëiâ.

Ó êíèçi [184] Ì.I. Ìàòié÷óêîì âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü äâîòî÷-

êîâî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ B-ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç îïåðàòîðîì äðîáîâî-

ãî äèôåðåíöiþâàííÿ, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ñèíãóëÿðíîìó ïàðàáîëi÷íîìó îïåðàòîðó

Áåëüòðàìi-Ëàïëàñà íà ïîâåðõíi iç êëàñó Äiíi.

1.4. Áàãàòîòî÷êîâi çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü

Êëàñè÷íi íåëîêàëüíi çàäà÷i âèíèêëè ç ïðàêòèêè, àäæå ðiçíîìàíiòíi ïðè-

ðîäíi ïðîöåñè (ïîøèðåííÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü, êîëèâàííÿ ðiçíèõ ñèñòåì,

âîëîãîïåðåíåñåííÿ, òîùî) ìîäåëþþòüñÿ ÿê áàãàòîòî÷êîâi êðàéîâi çàäà÷i äëÿ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ç íåëîêàëüíèìè (â òîìó

÷èñëi ïåðiîäè÷íèìè) óìîâàìè.

Çà îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ íåëîêàëüíi çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ

ðiâíÿíü ó ðiçíèõ àñïåêòàõ âèâ÷àëè À.Ì. Íàõóøåâ, Â.Ì. Áîðîê, À.À. Êåôåðîâ,

Ì.Ì. Øîïîëîâ, À.À. Ìàêàðîâ, À.Ê. Ðàòèíi, Î.À. Ñàìàðñüêèé, Î.Ë. Ñêóáà-
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÷åâñüêèé, À.I. Ïðèëåïêî òà ií., âèäiëÿþ÷è ïåðåâàæíî âèïàäîê êîðåêòíî ïîñòàâ-

ëåíèõ çàäà÷. Ó êíèçi Á.É. Ïòàøíèêà òà éîãî ó÷íiâ [76] äîñëiäæåíî êîðåêòíiñòü

êðàéîâèõ çàäà÷ ç íåëîêàëüíèìè ïàðàáîëi÷íèìè óìîâàìè çà âèäiëåíîþ çìií-

íîþ äëÿ øèðîêèõ êëàñiâ ëiíiéíèõ òà êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì ðiâíÿíü

iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (ãiïåðáîëi÷íèõ, ïàðàáîëi÷íèõ, áåçòèïíèõ) ñêií÷åí-

íîãî ïîðÿäêó, à òàêîæ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Íåëîêàëüíi

áàãàòîòî÷êîâi ñèíãóëÿðíi ïàðàáîëi÷íi çàäà÷i ó âñüîìó ïðîñòîði òà â öèëiíä-

ðè÷íié îáëàñòi äîñëiäæåíi Ìàòié÷óêîì Ì.I. â [183]. Ó ïðàöi [186] äîñëiäæåíà

äâîòî÷êîâà çàäà÷à äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó

ç îïåðàòîðîì, ïîáóäîâàíèì çà íåãëàäêèì ñèìâîëîì, íåçàëåæíèì âiä ïðîñòîðî-

âèõ çìiííèõ, òà êðàéîâîþ óìîâîþ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ

ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, à ó [187,188] âèâ÷à¹òüñÿ (m+ 1)-òî÷êîâà çàäà÷à (m ≥ 2)

äëÿ âêàçàíîãî ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî ìåòîäèêà äî-

ñëiäæåííÿ òàêî¨ çàäà÷i âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä äîñëiäæåííÿ äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i, à

ïðîñòîðè óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié îïèñàíi ó ïðàöÿõ [38, 52, 189]. Ó ïðàöi [190]

âñòàíîâëåíà êëàñè÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i, êîëè ñèìâîë ïñåâäîäè-

ôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà (ÏÄÎ) ¹ ñòàëèé i íå ìiñòèòü ìîëîäøèõ ÷ëåíiâ.

Íåëîêàëüíi çàäà÷i äëÿ âèïàäêó ñòàëîãî i çìiííîãî ïî t ñèìâîëà àíîíñîâàíi

â [191�196]. Çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó íåëîêàëüíî¨ ðîçðèâíî¨ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ

ìîäåëüíîãî ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ àíîíñîâàíi â [197]. Ðåçóëüòàòè

äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êîøi òà íåëîêàëüíèõ áàãàòîòî÷êîâèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ

ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ ç ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèì äîäàíêîì àíîíñîâàíi â [198]. Íåëî-

êàëüíà çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ÏÄÐ ç íåãëàäêèì íåîäíîðiäíèì

ñèìâîëîì äîñëiäæåíà â [199].

Öiêàâèì ¹ ïðèêëàä äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i [200]

D2
tu− 2DtD

2
xu+ 2D4

xu = f(t, x), x ∈ R, t ∈ (0, T ),

42



 u|t=0 − µu|t=T = φ1(x),

Dtu|t=0 − µDtu|t=T = φ2(x), x ∈ R,

â ÿêîìó ïîêàçàíî, ùî ïðè |µ| < 1 iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 äèñåðòàöi¨ íàâåäåíi ðåçóëüòàòè ïîáóäîâè òà äîñëiäæåííÿ

ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi (îäíîòî÷êîâî¨ çàäà÷i) äëÿ

ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íèõ çà Ïåòðîâñüêèì ñèñòåì ÏÄÐ âèãëÿäó

ut(t, x) +

p∑
k=0

(Aku)(t, x) = f(t, x), (1.23)

(t, x) ∈ ΠT ≡ {(t, x)
∣∣∣x ∈ Rn, 0 < t ≤ T},

u(t, x)|t=0 = φ(x), x ∈ Rn, (1.24)

äå Ak � ìàòðè÷íèé ÏÄÎ ç ñèìâîëîì ak: ΠT×(Rn\{0}) → Cqq, 0 ≤ k ≤ p. Òóò i

äàëi ÷åðåç Cpq ïîçíà÷à¹òüñÿ ñóêóïíiñòü óñiõ ìàòðèöü ðîçìiðó p×q, åëåìåíòàìè

ÿêèõ ¹ êîìïëåêñíi ÷èñëà, à ÷åðåç Sn−1 � îäèíè÷íà ñôåðà â Rn.

Âñòàíîâëåíà êëàñè÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (1.23), (1.24) â [204, 205].

Çàçíà÷èìî, ùî ñèìâîëè ÏÄÎ ìîæóòü áóòè íåãëàäêèìè ïðè σ = 0, òîìó äëÿ

äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êîøi (1.23), (1.24) i íåëîêàëüíèõ çàäà÷ íå ìîæíà çàñòî-

ñîâóâàòè ñòàíäàðòíó òåõíiêó ïàðàáîëi÷íèõ ÏÄÎ. Äëÿ îäíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøi

ðåçóëüòàòè ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi áóëè îäåðæàíi â [31�38]. Îäíàê ïî-

âíiñòþ êîðåêòíi, à â äåÿêèõ âèïàäêàõ i îñòàòî÷íi, ðåçóëüòàòè áóëè îäåðæàíi äëÿ

îäíîãî ðiâíÿííÿ â [9, 29, 32], äå âïåðøå ÏÄÎ òðàêòóþòüñÿ ÿê ÃÑI. Çàçíà÷èìî

òàêîæ, ùî ó ï. 3.1.4 äëÿ êâàçiëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç ïñåâäîäèôå-

ðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ãëîáàëüíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i

Êîøi [206]. Çàóâàæèìî, ùî ïîäiáíà çàäà÷à äîñëiäæóâàëàñÿ â [218].

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 íàâåäåíi ðåçóëüòàòè ïîáóäîâè òà äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ

íåëîêàëüíî¨ (áàãàòîòî÷êîâî¨) çàäà÷i äëÿ ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íèõ çà Ïåòðîâñü-

êèì ðiâíÿíü âèãëÿäó (1.23).
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1.5. Çàäà÷à Êîøi òà íåëîêàëüíi çàäà÷i äëÿ êâàçiëiíiéíèõ ïñåâäî-

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó

Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç àðãóìåíòîì, ùî âiäõèëÿ¹òüñÿ (ÄÐÂÀ), � öå äè-

ôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, â ÿêi íåâiäîìà ôóíêöiÿ i ¨¨ ïîõiäíi âõîäÿòü, âçàãàëi êà-

æó÷è, ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ àðãóìåíòó. Òàêi ðiâíÿííÿ ÷àñòî çóñòði÷àþòüñÿ ïðè

îïèñi ðiçíèõ ïðîöåñiâ òà ïðîáëåì òåîði¨ àâòîìàòè÷íîãî êåðóâàííÿ, àâòîìàòèêè i

òåëåìåõàíiêè, ðàäiîëîêàöi¨, ðàäiîíàâiãàöi¨, åëåêòðîçâ'ÿçêó, òåîðåòè÷íî¨ êiáåðíå-

òèêè, ðàêåòíî¨ òåõíiêè, òåðìîÿäåðíîãî ñèíòåçó, áiîëîãi¨, åêîíîìiêè i ìåäèöèíè.

Îêðåìi ðiâíÿííÿ iç çâè÷àéíèìè ïîõiäíèìè ç'ÿâèëèñÿ ó ïðàöÿõ Êîíäîðñå (1771

ð.), à ñèñòåìàòè÷íå âèâ÷åííÿ òàêèõ ðiâíÿíü ïî÷àëîñÿ ó ïðàöÿõ À.Ä. Ìèøêiñà,

Å.Ì. Ðàéòà, Ð. Áåëëìàíà ó çâ'ÿçêó ç ïîòðåáàìè ïðèêëàäíèõ íàóê (äèâ. [249]

i íàâåäåíó òàì áiáëiîãðàôiþ). Ó ïðàöi [220] íàâåäåíî êîðîòêèé îãëÿä ìåòîäiâ

äîñëiäæåííÿ ïðîñòîðîâèõ íåëîêàëüíèõ åôåêòiâ, ùî âèíèêàþòü çà ðàõóíîê çà-

ïiçíåííÿ â äèôóçiéíèõ ìîäåëÿõ äåÿêî¨ ïîïóëÿöi¨, ïîìiùåíî¨ â îáìåæåíó àáî

íåîáìåæåíó îáëàñòü. Øèðîêå ¨õ çàñòîñóâàííÿ ñïðèÿëî çáiëüøåííþ iíòåðåñó

äî òåîði¨ öèõ ðiâíÿíü, ùî âèÿâèëîñÿ ó âåëèêié êiëüêîñòi îïóáëiêîâàíèõ ðîáiò,

ïðèñâÿ÷åíèõ ÄÐÂÀ. Êëàñè÷íèìè â îáëàñòi ÄÐÂÀ ñòàëè ïðàöi øêîëè óêðà¨íñü-

êèõ ìàòåìàòèêiâ Þ.Î. Ìèòðîïîëüñüêîãî, À.Ì. Ñàìîéëåíêà, Ì.Ì. Ïåðåñòþêà,

Â.Ï. Ðóáàíèêà, Ä.I. Ìàðòèíþêà, Â.Â, Ìàðèíöÿ, Äæ. Õåéëà, À.Ä. Ìèøêiñà,

À.Å. Åëüñãîëüöà, Í.À. Àçáåëåâà, Ñ.Á. Íîðêiíà òà ií. Äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êîøi

äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèêëàäåíi â êëàñè÷íèõ ìîíîãðà-

ôiÿõ [251,252].

Òåîðiÿ êëàñè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ B-ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ïîáó-

äîâàíà ó ïðàöÿõ Ì.I. Ìàòié÷óêà, Â.Â. Êðåõiâñüêîãî (äèâ. [183] i íàâåäåíó òàì

áiëiîãðàôiþ), Ñ.Ä. Åéäåëüìàíà, Ñ.Ä. Iâàñèøåíà, Â.Ï. Ëàâðåí÷óêà, I.I. Âåðåíè÷

òà ií. Çàäà÷à Êîøi äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü ó êëàñàõ ðîçïîäiëiâ òà óëüòðàðîçïîäiëiâ

âèâ÷àëàñÿ ß.I. Æèòîìèðñüêèì, Â.Â. Ãîðîäåöüêèì, I.Â. Æèòàðþêîì, Â.Ï. Ëàâ-
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ðåí÷óêîì òà ií. [32, 38].

Äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç íåãëàäêèìè ñèìâîëà-

ìè, âèçíà÷åíèõ Ñ.Ä. Åéäåëüìàíîì i ß.Ì. Äðiíåì, ðiâíÿííÿ ç âiäõèëåííÿì àð-

ãóìåíòà ðîçãëÿäàþòüñÿ âïåðøå i âèêëàäåíi ó ïðàöÿõ [231,250,253�256].

Ó äàíîìó ðîçäiëi äëÿ àâòîíîìíèõ êâàçiëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè i ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòà ìå-

òîäîì êðîêiâ äîâåäåíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi òà íåëîêàëüíèõ çàäà÷ âèãëÿäó

∂u(x, t)

∂t
+ Au(x, t) = f(x, t,Bku(x, t− h, t+ Tk − h)), (1.25)

h > 0 � ñòàëà, x ∈ Rn, t > h, k ∈ {0} ∪ {N}, 0 ≤ k ≤ m,

Bku(x, t, t+Tk)|0<t≤h = uk(x, t), x ∈ Rn, 0 < T1 << T2 << · · · << Tm, (1.26)

0 ≤ k ≤ m, f , uk(x, t), x ∈ Rn, t < 0 ≤ h, 0 ≤ k ≤ m, � âiäîìi i íåïåðåðâíi

ôóíêöi¨ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ, îïåðàòîð A ó ï. 5.1 ¹ äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì

ç îäíîâèìiðíèì îïåðàòîðîì Áåññåëÿ, ùî äi¹ ïî çìiííié xn, à ó ï. 5.2 îïåðàòîð

A ¹ ÏÄÎ ç íåãëàäêèì ñèìâîëîì, âèçíà÷åíèé ðàíiøå.

Ïðè öüîìó

B0u(x, t)|0<t≤h ≡ u(x, t)|0<t≤h = u0(x, t)

¹ óìîâîþ Êîøi;

B1u(x, t)|0<t≤h ≡ (µu(x, t)− νu(x, t+ T ))|0<t≤h = u1(x, t), T >> h, µ ≥ ν > 0

¹ äâîòî÷êîâîþ óìîâîþ;

Bmu|0<t≤h ≡
(
µu(x, t)−

m∑
k=1

νku(x, t+ Tk)
)
|0<t≤h = uk(x, t),

µ >
m∑
k=1

νk > 0, 0 < T1 << T2 << · · · << Tm

¹ áàãàòîòî÷êîâîþ óìîâîþ.
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Ó ï. 5.1 âñòàíîâëåíà òåîðåìà ïðî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ

êâàçiëiíiéíèõB-ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó i öåé ðåçóëüòàò

îïóáëiêîâàíèé ó [250].

Ó ï. 5.2 äëÿ àâòîíîìíèõ êâàçiëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü ç íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè i âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó ìåòîäîì êðîêiâ

äîâåäåíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi, à ó ïï. 5.3�5.4 äàíèé ðåçóëüòàò âñòàíîâëåíî

äëÿ âiäïîâiäíèõ íåëîêàëüíèõ çàäà÷. Ðåçóëüòàòè öèõ ïiäðîçäiëiâ îïóáëiêîâàíi

â [231,250,253�256,273].

1.6. Ïðÿìà i îáåðíåíà êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Çàäà÷i ïðî âèçíà÷åííÿ çìiííîãî êîåôiöi¹íòà òà ïðàâî¨ ÷àñòèíè äëÿ ðiâ-

íÿíü, ùî ìiñòÿòü ÷àñîâó òà ïðîñòîðîâi çìiííi, çà âiäîìèìè çíà÷åííÿìè ¨õíiõ

ðîçâ'ÿçêiâ ó ôiêñîâàíèõ òî÷êàõ ïðîñòîðó òà ó âñi ìîìåíòè ÷àñó ïðèéíÿòî íàçè-

âàòè îáåðíåíèìè. Äëÿ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, íàïðèêëàä, îáåðíåíà

çàäà÷à ìîæå ïîëÿãàòè â òîìó, ùîá âèçíà÷èòè ÷àñòèíó àáî íàâiòü âñi êîåôiöi¹í-

òè òàêîãî ðiâíÿííÿ. Îáåðíåíi çàäà÷i íàçèâàþòü n-âèìiðíèìè, ÿêùî âñi øóêàíi

ôóíêöi¨ çàëåæàòü âiä n çìiííèõ. Êîæíå ðiâíÿííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, äëÿ

ÿêîãî ôîðìóëþ¹òüñÿ îáåðíåíà çàäà÷à, ¹ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ðåàëüíîãî ôi-

çè÷íîãî ïðîöåñó. Òîìó äëÿ ïðèêëàäíèõ íàóê ¹ ïðèðîäíîþ òàêà ïîñòàíîâêà

îáåðíåíî¨ çàäà÷i: ç âiäîìîãî êëàñó ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ùî ìiñòÿòü íåâiäîìi

ïàðàìåòðè, âèäiëèòè òó ìîäåëü, ÿêà âiäïîâiäà¹ çàäàíié iíôîðìàöi¨ ïðî ðåàëüíå

ÿâèùå. Ùîá âiäíîâèòè ïàðàìåòðè ïîòðiáíî ìàòè äîäàòêîâó iíôîðìàöiþ ïðî

äîñëiäæóâàíå ÿâèùå (ïðîöåñ). Öþ äîäàòêîâó iíôîðìàöiþ íàçèâàþòü óìîâîþ

ïåðåâèçíà÷åííÿ. Îáåðíåíi çàäà÷i ìàþòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ â åêîëîãi¨, áiîëî-

ãi¨, ìåäèöèíi, êîñìi÷íèõ äîñëiäæåííÿì, ïðè âèçíà÷åííi ñòðóêòóðè çåìíî¨ êîðè

çà ñåéñìi÷íèìè äàíèìè, ìåòàëóðãi¨, åêîíîìiöi, îñêiëüêè äîçâîëÿþòü øëÿõîì
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ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ âèçíà÷àòè ôiçè÷íi âëàñòèâîñòi ðiçíèõ ìàòåðiàëiâ

áåç ïðîâåäåííÿ åêñïåðèìåíòiâ, à îñîáëèâî òîäi, êîëè ïðîâåñòè òàêi åêñïåðèìåí-

òè âàæêî, àáî íàâiòü íåìîæëèâî.

Îñíîâíi òåîðåòè÷íi äîñëiäæåííÿ îáåðíåíèõ çàäà÷, òîáòî çàäà÷, ó ÿêèõ çà

âiäîìèìè íàñëiäêàìè âiäíîâëþþòüñÿ ïðè÷èíè, ùî ¨õ ïîðîäèëè, iíòåíñèâíî ïî-

÷àëè ðîçâèâàòèñÿ ó äðóãié ïîëîâèíi ìèíóëîãî ñòîði÷÷ÿ ó çâ'ÿçêó ç ïîòðåáàìè

íàóêè i òåõíiêè: âèçíà÷åííÿ äæåðåë çàáðóäíåííÿ âîäè i ïîâiòðÿ â íàâêîëèø-

íüîìó ñåðåäîâèùi, âèçíà÷åííÿ äæåðåëà òåïëà â ïðîöåñàõ òåïëîïðîâiäíîñòi òà

ií. Çîêðåìà, ìåòîäè îáåðíåíèõ çàäà÷ ó ôiçèöi âèñâiòëåíi â [233].

Â [221] íàâîäèòüñÿ iñòîðiÿ âèâ÷åííÿ îáåðíåíèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü, ïî÷èíàþ÷è âiä ïåðøî¨ îáåðíåíî¨ çàäà÷i � êiíåìàòè÷íî¨ çàäà÷i ñåé-

ñìiêè, ÿêà â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó âïåðøå áóëà ðîçâ'ÿçàíà Ãåðãëîòöåì.

Ïiäñóìîâóþ÷îþ ðîáîòîþ Ëüâiâñüêî¨ øêîëè ç òåîði¨ îáåðíåíèõ çàäà÷ äëÿ

ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ¹ ìîíîãðàôiÿ [236] êåðiâíèêà öi¹¨

øêîëè Ì.I, Iâàí÷îâà, ùî áàçó¹òüñÿ íà ðåçóëüòàòàõ àâòîðà i òàêî¨, ùî ñóòò¹âî

ðîçøèðÿ¹ òà çàâåðøó¹ ðåçóëüòàòè éîãî ó÷íiâ.

Êîåôiöi¹íòíi îáåðíåíi çàäà÷i, ÿê òåîðåòè÷íi, òàê i ïðàêòè÷íi, äå âèçíà÷à-

þòüñÿ íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ çà âiäîìîþ iíôîðìàöi¹þ ïðî ðîçâ'ÿçîê, ¹

àêòóàëüíèìè i òåïåð. Äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi îäíèì ç ïåðøèõ äîñëiä-

íèêiâ òàêèõ çàäà÷ áóâ B.F. Jones [234, 235]. Ãëîáàëüíå iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü

íåâiäîìîãî êîåôiöi¹íòà â ïàðàáîëi÷íîìó ðiâíÿííi äðóãîãî ïîðÿäêó äîñëiäæåíå

â [236], êåðiâíèêîì Ëüâiâñüêî¨ øêîëè ç îáåðíåíèõ çàäà÷ Ì.I. Iâàí÷îâèì. Äëÿ

êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ âiäîìèìè éîãî ïðàöi [237�239], ç íåëîêàëüíèìè óìîâà-

ìè [240].

Ñåðåä íîâèõ ïðàöü ¹ [241], äå âèâ÷à¹òüñÿ îáåðíåíà çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî

ðiâíÿííÿ ç âèðîäæåííÿì â îáëàñòi ç âiëüíîþ ìåæåþ, à òàêîæ ïðàöÿ [242], äå

ïðîâåäåíèé ÷èñëîâèé åêñïåðèìåíò äëÿ çíà÷íîãî âiäíîâëåííÿ äæåðåëà òåïëà.
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Â äîïîâíåííi âèêëàäåíi ðåçóëüòàòè äîñëiäiæåííÿ ïðÿìî¨ òà îáåðíåíî¨ çà-

äà÷, ùî ìiñòÿòü ÏÄÎ, ïîáóäîâàíèé çà íåîäíîðiäíèì íåãëàäêèì ó íóëi òà çà-

ëåæíèì âiä ÷àñîâî¨ çìiííî¨ t ñèìâîëîì, òà òàêèé, ùî ìiñòèòü çìiííèé êîåôi-

öi¹íò áiëÿ øóêàíî¨ ôóíêöi¨. Îäíèì ç åôåêòèâíèõ ìåòîäiâ ïîáóäîâè àíàëiòè÷-

íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïðÿìèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîå-

ôiöi¹íòàìè ¹ ìåòîä ãiáðèäíèõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü, ðîçïî÷àòèé â [261].

Âèêîðèñòîâóþ÷è [223], òóò äîñëiäæó¹òüñÿ ïðÿìà òà îáåðíåíà çàäà÷i äëÿ âêàçà-

íîãî êëàñó ÏÄÐ iç çàñòîñóâàííÿì ãiáðèäíèõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü Ôóð'¹

� êëàñè÷íîãî çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè òà óçàãàëüíåíîãî çà ïiâïðîñòîðîâîþ

çìiííîþ.

Îáåðíåíà çàäà÷à äëÿ ÏÏÄÐ ç íåãëàäêèì ñèìâîëîì âïåðøå ðîçãëÿíóòà â

ïðàöÿõ ß.Ì. Äðiíÿ [247,248].

Íåîáõiäíî âiäìiòèòè, ùî ïèòàííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi êðàéîâèõ çàäà÷, ùî ìiñòÿòü

ñïåöiàëüíi ÏÄÎ, òà ïîâåäiíêà ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ äîñëiäæóþòüñÿ â øêîëi àêàäåìiêà

À.À. ×èêðiÿ [243�246].

Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî äîñëiäæåííÿ ìàéæå ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ

ðiçíèöåâèõ òà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ïåâíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ôóíêöié

ïðîâåäåíi Â.Þ. Ñëþñàð÷óêîì ó ïðàöÿõ [257�259].
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Ðîçäië 2.

Îãëÿä ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ âèêëàäåíi â ðîçäiëàõ 3�5 òà äîäàòêó.

Ó ðîçäiëi 3 ïîáóäîâàíî òà äîñëiäæåíî ÔÌÐ i äîâåäåíî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i

Êîøi (îäíîòî÷êîâî¨ çàäà÷i) äëÿ ñèñòåì ÏÏÄÐ ç íåãëàäêèìè îäíîðiäíèìè ñèì-

âîëàìè (ïiäðîçäië 3.1) òà íåëîêàëüíèõ çàäà÷ ó ñêàëÿðíîìó âèïàäêó (ïiäðîçäiëè

3.2�3.5).

Ïðèíöèïîâî âàæëèâèì ¹ çàïðîâàäæåíå À.Í. Êî÷óáå¹ì òëóìà÷åííÿ ÏÄÎ

÷åðåç ÃÑI. Ïðè öüîìó çà âiäîìèì ñèìâîëîì ÏÄÎ áóäó¹òüñÿ ñèìâîë ÃÑI i íàâ-

ïàêè. Òåîðiÿ ÃÑI ðîçðîáëåíà â ïðàöÿõ Ñ.Ã. Ñàìêî i âîíè iñòîòíî ðîçøèðþþòü

êëàñ ÏÄÎ (îñòàííi ¹, ôàêòè÷íî, ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ÃÑI). Ó ïiäðîçäiëi 3.1 ìè

ïîøèðþ¹ìî öå ïîíÿòòÿ íà ìàòðè÷íèé ÃÑI.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 íàâåäåíi ðåçóëüòàòè ïîáóäîâè òà äîñëiäæåííÿ ÔÌÐ çàäà÷i

Êîøi (îäíîòî÷êîâî¨ çàäà÷i (1.23), (1.24)) äëÿ ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íèõ çà Ïåò-

ðîâñüêèì ñèñòåì ÏÄÐ [205]. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 3.1 (ï. 3.1.2).

Òîäi iñíó¹ ÔÌÐ çàäà÷i Êîøi (1.23), (1.24)

Γ(t, x; ξ, τ) = Z(t− τ, x− ξ; τ, ξ) +W (t, x; τ, ξ),

äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

∥Dæ
xZ(t− τ, x− ξ; τ, ξ)∥ ≤ C(t− τ)((t− τ)

1
γ0 + |x− ξ|)−n−γ0−|æ|, |æ| ∈ Zn+,

∥D1
tZ(t− τ, x− ξ; τ, ξ)∥ ≤ C((t− τ)

1
γ0 + |x− ξ|)−n−γ0,

∥W (t, x; τ, ξ)∥ ≤ C
(
(t− τ)

γ0+λ
γ0 ((t− τ)

1
γ0 + |x− ξ|)−n−γ0+

+(t− τ)
m+1∑
k=1

((t− τ)
1
γ0 + |x− ξ|)−n−γk

)
, γm+1 ≡ γ0 − λ.
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Çà óìîâ 1) � 5) ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.23), (1.24) iñíó¹ i çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

Γ(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

∫
Rn

Γ(t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ, (t, x) ∈ ΠT .

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 ñïî÷àòêó äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à Äiðiõëå.

Íåõàé T > 0, µ > 1, β > 0, γ > 0 � ÷èñëîâi ïàðàìåòðè, Π ≡ {(t, x)
∣∣∣ 0 <

t ≤ T, x ∈ Rn}. Ïðèïóñòèìî, ùî îäíîðiäíà ïîðÿäêó γ > 0 ôóíêöiÿ aγ: Rn →

[0,+∞), íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà íà Rn \ {0} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1), 2), à

ôóíêöi¨ φ: Rn → R òà f : Π → R � óìîâè 3) � 4) âiäïîâiäíî (ï. 3.2.1).

Äëÿ çàäà÷i Äiðiõëå

ut(t, x) + Aγu(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π, γ > 0, (2.1)

µu(t, x)|t=0 = u(t, x)|t=T + φ(x), x ∈ Rn, (2.2)

äå Aγ � ÏÄÎ ç ñèìâîëîì aγ(σ), ðîçâ'ÿçîê çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

u(t, x) = I1 + µI2 + I3,

äå

I1 =

∫
Rn

G(t, T, x− ξ, µ)φ(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π, µ > 1,

I2 =

t∫
0

dτ

∫
Rn

G(t− τ, T, x− ξ, µ)f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π, µ > 1,

I3 =

T∫
t

dτ

∫
Rn

G(T + t− τ, T, x− ξ, µ)f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π, µ > 1,

G(t, T, x, µ) ≡ (2π)−n
∫
Rn

exp{i(x, σ)− A(σ)t}(µ− exp{−A(σ)T})−1dσ.
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Ó ïiäðîçäiëi 3.3 äîñëiäæó¹òüñÿ áàãàòîòî÷êîâà çàäà÷à (3.81), (3.82) çi çìiííèì

ïî t ñèìâîëîì, äàíi ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (1.5) ï. 3.3.1, à ó ïiäðîçäiëi 3.4

íàâîäÿòüñÿ iëþñòðàòèâíi ïðèêëàäè.

Ó ïiäðîçäiëi 3.5 âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à ç íåëîêàëüíèìè ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíè-

ìè óìîâàìè, îïóáëiêîâàíà ó ïðàöi [209].

Ó ðîçäiëi 4 îá'¹êòîì äîñëiäæåíü ¹ åâîëþöiéíi ÏÄÐ ñêi÷íåííîãî òà íåñêií÷åí-

íîãî ïîðÿäêiâ ç òî÷êîâî-íåãëàäêèìè àáî àíàëiòè÷íèìè ñèìâîëàìè â ëîêàëüíî

îïóêëèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðàõ, ÿêi ¹ iíäóêòèâíèìè àáî ïðîåêòèâíèìè ãðàíè-

öÿìè çëi÷åííî-íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié.

Ïiäáið âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ âèìàãà¹ îêðåìèõ äîñëiäæåíü, ¨õ òîïîëîãiÿ âèçíà-

÷à¹òüñÿ âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨-ñèìâîëà îïåðàòîðà ðiâíÿííÿ. Óñi öi ïðîñòîðè,

ÿê ïðàâèëî, äîñêîíàëi, òîáòî ¹ ïðîñòîðàìè, óñi îáìåæåíi ìíîæèíè ÿêèõ êîì-

ïàêòíi. Òàêi ïðîñòîðè âîëîäiþòü ïåâíèìè âëàñòèâîñòÿìè, ùî íå ìàþòü ìiñöÿ â

íåñêií÷åííî âèìiðíèõ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ. Íàïðèêëàä, ó äîñêîíàëîìó ïðî-

ñòîði ñèëüíà çáiæíiñòü ñïiâïàäà¹ çi ñëàáêîþ, òàêi ïðîñòîðè ðåôëåêñèâíi; îáìå-

æåíi ìíîæèíè â ïðîñòîðiX ′, òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíîìó äî äîñêîíàëîãî ïðîñòîðó

X, òàêîæ êîìïàêòíi.

Äëÿ çàçíà÷åíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ñòàâèòüñÿ óìîâà

m∑
k=0

αku(t, ·)|t=tk = f, {α0, α1, . . . , αm} ⊂ R, t0 = 0, (2.3)

{t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ],m ∈ N,

ç ãðàíè÷íîþ ôóíêöi¹þ f , ÿêà ¹ åëåìåíòîì ðiçíèõ êëàñiâ ãëàäêèõ ôóíêöié àáî

óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ � ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì ôóíêöiîíàëîì íà ïåâíîìó

ëîêàëüíî-îïóêëîìó ïðîñòîði X íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié. ßêùî

f ∈ X ′, òî óìîâà (2.3) , ÿêà çàäà¹ íåëîêàëüíó áàãàòîòî÷êîâó çà ÷àñîì çàäà÷ó

äëÿ ðîçãëÿäóâàíîãî åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ, ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ãðàíè÷íå ñïiââiä-
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íîøåííÿ
m∑
k=0

αk lim
t→tk

⟨u(t, ·), φ⟩ = ⟨f, φ⟩, ∀φ ∈ X.

Ðîçâ'ÿçîê áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i äà¹òüñÿ ó âèãëÿäi çãîðòêè G(t, ·) ∗ f , äå G(t, ·)

� ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i, â îáîõ âèïàäêàõ: f ∈ X ÷è f ∈ X ′;

ïðè öüîìó G(t, ·) ¹ åëåìåíòîì îñíîâíîãî ïðîñòîðó X (ïðè êîæíîìó t > 0).

Åëåìåíòîì öüîãî æ ïðîñòîðó ¹ i ðîçâ'ÿçîê u(t, ·) âiäïîâiäíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨

çàäà÷i (ïðè êîæíîìó t > 0). Ïðîñòîðè îñíîâíèõ ôóíêöié ïiäáèðàþòüñÿ òàê,

ùî äîñëiäæóâàíi áàãàòîòî÷êîâi çàäà÷i ¹ êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíèìè.

Ó ïiäðîçäiëàõ 4.2, 4.3 ðîçãëÿäà¹òüñÿ åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ

∂u/∂t+ Au = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× Rn, (2.4)

äå A � ÏÄÎ ç òî÷êîâî-íåãëàäêèì îäíîðiäíèì ñèìâîëîì ç ïîðÿäêîì îäíîðiä-

íîñòi γ > 1, ÿêèé âèçíà÷åíèé â ïðîñòîði îñíîâíèõ ôóíêöié Φ. Öåé ïðîñòið

� iíäóêòèâíà ãðàíèöÿ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ, åëåìåíòàìè ÿêèõ ¹ íåñêií÷åííî-

äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨, ùî ñïàäàþòü íà íåñêií÷åííîñòi ñòåïåíåâèì ÷èíîì.

Åëåìåíòîì öüîãî ïðîñòîðó ¹ i ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê G(t, ·) íåëîêàëü-

íî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ (2.4). Çàçíà÷èìî, ùî îêðåìî

ðîçãëÿäà¹òüñÿ äâîòîòî÷êîâà çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ (2.4) (âèïàäîê m = 1) òà áà-

ãàòîòî÷êîâà çàäà÷à (âèïàäîê m ≥ 2). Öå çóìîâëåíî òèì, ùî ìåòîäèêà äîñëiä-

æåíü áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i (m ≥ 2) âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ìåòîäèêè äîñëiäæåííÿ

äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i, ÿêà áàçó¹òüñÿ íà çîáðàæåííi ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó

äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i ó âèãëÿäi ðÿäó, ÷ëåíàìè ÿêîãî ¹ ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè

çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (2.4). Ó âèïàäêóm ≥ 2 îñíîâíèì çàñîáîì äîñëiäæåí-

íÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ¹ ôîðìóëà Ôàà äå Áðóíî äèôåðåíöiþâàííÿ

ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨.

Ó ïiäðîçäiëi 4.4 çà ôóíêöi¹þ f(x) =
∞∑
k=0

ckx
k òà ÏÄÎ A áóäó¹òüñÿ ïñåâ-

52



äîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð �íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó� f(A) =
∞∑
k=0

ckA
k. Ïðè

âèêîíàííi ïåâíèõ îáìåæåíü íà ôóíêöiþ f îïåðàòîð f(A) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

f(A) = F−1[f(σ)F ], äå F , F−1 � ïðÿìå òà îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. Ó

öüîìó æ ïiäðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ íåëîêàëüíà áàãàòîòî÷êîâà çà ÷àñîì çàäà÷à

äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ

∂u/∂t+ f(A)u = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R. (2.5)

Âñòàíîâëåíi âëàñòèâîñòi ÔÐÁÇ äëÿ ðiâíÿíü (2.4), (2.5) ÿê àáñòðàêòíèõ ôóíêöié

ïàðàìåòðà t iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði Φ, çîêðåìà, äîâåäåíî, ùî â ïðîñòîði Φ′

ñïðàâäæó¹òüñÿ ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

G(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

G(t, ·) = δ, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,∞).

Φ′ � ïðîñòið óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó ðîçïîäiëiâ Ñîáîë¹âà-Øâàðöà.

Ó ïiäðîçäiëi 4.5 çà ïåâíîþ ñõåìîþ áóäó¹òüñÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïå-

ðàòîð ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié H = L2[0, 2π], ÿêèé

¹ íåâiä'¹ìíèì ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì i òðàêòó¹òüñÿ ÿê îïåðàòîð çãîðò-

êè. Öåé îïåðàòîð ìà¹ ñóòî äèñêðåòíèé ñïåêòð ç ¹äèíîþ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ó

íåñêií÷åííîñòi. Ïðè öüîìó ïîçèòèâíi òà íåãàòèâíi ïðîñòîðè, ÿêi âiäïîâiäàþòü

òàêîìó îïåðàòîðó, âêëàäàþòüñÿ â ïðîñòið ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ôóð'¹
∑
k∈Z

cke
ikx,

òåîðiÿ ÿêèõ ïîáóäîâàíà Ì.Ë. Ãîðáà÷óêîì òà Â.I. Ãîðáà÷óê. ßê i ó ïiäðîçäi-

ëàõ 4.2 � 4.4, äîñëiäæåíi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨, ÿêà ¹ àíàëîãîì ÔÐÁÇ ó íåïå-

ðiîäè÷íîìó âèïàäêó, äîâåäåíà òåîðåìà ïðî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü íåëîêàëüíî¨

áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ iç çàçíà÷åíèì ÏÄÎ, çíàé-

äåíî çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi ïåâíîãî òðèãîíîìåòðè÷íîãî ðÿäó, ÿêèé

çáiãà¹òüñÿ iç çãîðòêîþ ÔÐÁÇ ç ãðàíè÷íîþ ôóíêöi¹þ. Çíàéäåíî íåîáõiäíi é äî-

ñòàòíi óìîâè, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü êëàñ àíàëiòè÷íèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ùî

ìiñòèòü âiäîìi êëàñè Æåâðå G{β}, 0 < β < 1, óëüòðàäèôåðåíöiéîâíèõ ïåðiî-
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äè÷íèõ ôóíêöié.

Ó ïiäðîçäiëi 4.6 çíàéäåíî óìîâè, ïðè âèêîíàííi ÿêèõ ó ïðîñòîðàõ Sβα, α > 0,

β > 0, ùî âiäíîñÿòüñÿ äî ïðîñòîðiâ òèïó S, ââåäåíèõ I.Ì. Ãåëüôàíäîì òà

Ã.Å. Øèëîâèì, êîðåêòíî âèçíà÷åíèé îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ �íåñêií÷åííî-

ãî ïîðÿäêó� âèãëÿäó φ(D) =
∞∑
k=0

ckD
k, φ(x) =

∞∑
k=0

ckx
k, x ∈ R (φ ∈ C∞(R) i ¹

ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði Sαβ ). Ç'ÿñîâàíî, ùî φ(D) ìîæíà ðîçóìiòè ÿê ÏÄÎ

ç ïåâíèì àíàëiòè÷íèì ñèìâîëîì. Âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü íåëîêàëü-

íî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ ∂u/∂t = φ(D)u

ç ãðàíè÷íîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òè-

ïó óëüòðàðîçïîäiëiâ Æåâðå (Sβα)
′, çíàéäåíî çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi

çãîðòêè ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ ç ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì.

Ó âèïàäêó ðîçãëÿíóòèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü âñòàíîâëåíî, ùî ðîçâ'ÿçîê âiä-

ïîâiäíî¨ íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ ëî-

êàëüíîãî ïîêðàùåííÿ çáiæíîñòi; öÿ âëàñòèâiñòü âèâ÷à¹òüñÿ ó âèïàäêó, êîëè

ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ f ¹ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ. Òàêà ñèòóàöiÿ ¹ ïðèðîäíîþ,

îñêiëüêè f , ÿê çâè÷àéíà ôóíêöiÿ, ìîæå ìàòè îñîáëèâiñòü â îäíié àáî äåêiëü-

êîõ òî÷êàõ i ìîæå äîïóñêàòè ðåãóëÿðèçàöiþ â òîìó ÷è iíøîìó ïðîñòîði óçà-

ãàëüíåíèõ ôóíêöié. Íà òié ÷àñòèíi ìåæi îáëàñòi, äå f ñïiâïàäà¹ ç ãëàäêîþ

ôóíêöi¹þ, ðîçâ'ÿçîê u(t, ·) ìîæå çáiãàòèñÿ äî f ó çâè÷àéíîìó, à íå â ñëàáêî-

ìó ðîçóìiííi (ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó êîìïàêòi, ùî ìiñòèòüñÿ ó âiäïîâiäíié

îáëàñòi). Çíàéäåíî ïðîñòîðè óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó ðîçïîäiëiâ òà óëü-

òðàðîçïîäiëiâ (ïðîñòîðè ãðàíè÷íèõ ôóíêöié), äëÿ ÿêèõ ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨

íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i âîëîäi¹ âêàçàíîþ âëàñòèâiñòþ ëîêàëiçàöi¨.

Ó ðîçäiëi 5 äîñëiäæóþòüñÿ çàäà÷à Êîøi òà íåëîêàëüíi çàäà÷i äëÿ êâà-

çiëiíiéíèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó. Çîêðåìà,

äëÿ àâòîíîìíèõ êâàçiëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ç íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè i ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó ìåòîäîì êðîêiâ äîâåäåíà
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ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi òà íåëîêàëüíèõ çàäà÷ âèãëÿäó

∂u(x, t)

∂t
+ Au(x, t) = f(x, t,Bku(x, t− h, t+ Tk − h)),

h > 0 � ñòàëà, x ∈ Rn, t > h, k ∈ {0} ∪ {N}, 0 ≤ k ≤ m,

Bku(x, t, t+ Tk)|0<t≤h = uk(x, t), x ∈ Rn, 0 < T1 << T2 << · · · << Tm,

0 ≤ k ≤ m, f , uk(x, t), x ∈ Rn, t < 0 ≤ h, 0 ≤ k ≤ m, � âiäîìi i íåïåðåðâíi

ôóíêöi¨ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ, îïåðàòîð A ó ï. 5.1 ¹ äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì

ç îäíîâèìiðíèì îïåðàòîðîì Áåññåëÿ, ùî äi¹ ïî çìiííié xn, à ó ïï. 5.2�5.4 îïå-

ðàòîð A ¹ ÏÄÎ ç íåãëàäêèì ñèìâîëîì, âèçíà÷åíèé ðàíiøå.

Ïðè öüîìó

B0u(x, t)|0<t≤h ≡ u(x, t)|0<t≤h = u0(x, t)

¹ óìîâîþ Êîøi;

B1u(x, t)|0<t≤h ≡ (µu(x, t)− νu1(x, t+ T ))|0<t≤h = u1(x, t), T >> h, µ ≥ ν > 0

¹ äâîòî÷êîâîþ óìîâîþ;

Bmu|0<t≤h ≡
(
µu(x, t)−

m∑
k=1

νkuk(x, t+ Tk)
)
|0<t≤h = um(x, t),

µ >
m∑
k=1

νk > 0, 0 < T1 << T2 << · · · << Tm

¹ áàãàòîòî÷êîâîþ óìîâîþ.

Ó ïiäðîçäiëi 5.1 âñòàíîâëåíà òåîðåìà ïðî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êî-

øi äëÿ êâàçiëiíiéíèõ B-ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó i öåé

ðåçóëüòàò îïóáëiêîâàíèé ó [254].

Ó ïiäðîçäiëi 5.2 äëÿ àâòîíîìíèõ êâàçiëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè i âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó ìåòîäîì

êðîêiâ äîâåäåíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi. Ðåçóëüòàòè öèõ ïiäðîçäiëiâ îïóáëi-

êîâàíi â [250,254�256,260].
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Ó ïiäðîçäiëi 5.3 íàâîäèòüñÿ ìîäåëüíèé ïðèêëàä, à ó ïiäðîçäiëi 5.4 äîñëiä-

æó¹òüñÿ íåëîêàëüíà çàäà÷à, îïóáëiêîâàíà â [273].

Ó äîäàòêó âèñâiòëåíi ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ïðÿìî¨ òà îáåðíåíî¨ çàäà÷, ùî

ìiñòÿòü ÏÄÎ, ïîáóäîâàíèé çà íåîäíîðiäíèì íåãëàäêèì ó íóëi òà çàëåæíèì âiä

÷àñîâî¨ çìiííî¨ t ñèìâîëîì, òà òàêèé, ùî ìiñòèòü çìiííèé êîåôiöi¹íò áiëÿ øó-

êàíî¨ ôóíêöi¨. Îäíèì ç åôåêòèâíèõ ìåòîäiâ ïîáóäîâè àíàëiòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ

ïðÿìèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ¹ ìåòîä

ãiáðèäíèõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü, ðîçïî÷àòèé â [261]. Âèêîðèñòîâóþ÷è [37],

òóò äîñëiäæó¹òüñÿ ïðÿìà òà îáåðíåíà çàäà÷i äëÿ âêàçàíîãî êëàñó ÏÄÐ iç çà-

ñòîñóâàííÿì ãiáðèäíèõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü Ôóð'¹ � êëàñè÷íîãî çà ïðî-

ñòîðîâèìè çìiííèìè òà óçàãàëüíåíîãî çà ïiâïðîñòîðîâîþ çìiííîþ. Ðåçóëüòàòè

âèêëàäåíi ó äîäàòêó i îïóáëiêîâàíi â ïðàöÿõ [223, 247, 248] i àíîíñîâàíi â [263].

Íàâåäåíi â äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè îäåðæàíi çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ òåîði¨

ïðîñòîðiâ îñíîâíèõ òà óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, êëàñè÷íèõ ìåòîäiâ òåîði¨ çàäà-

÷i Êîøi äëÿ ëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì, ìåòîäó äîñëiäæåííÿ

ïàðàìåòðèêñà ïàðàáîëi÷íèõ ÏÄÐ ç îäíîðiäíèìè ñèìâîëàìè, ìåòîäiâ äîñëiä-

æåíü ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, ùî

 ðóíòóþòüñÿ íà âèêîðèñòàííi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ òà ôîðìóëè Ôàà äå Áðóíî

äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨, ìåòîäiâ äîñëiäæåíü Ì.Ë. Ãîðáà÷óêà òà

Â.I. Ãîðáà÷óê ç òåîði¨ ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ôóð'¹, ìåòîäó êðîêiâ.
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Ðîçäië 3.

Áàãàòîòî÷êîâà çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ

ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåãëàäêèìè

îäíîðiäíèìè ñèìâîëàìè

3.1. Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì ïñåâäîäè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

3.1.1. Ôóíäàìåíòàëüíi ìàòðèöi ðîçâ'ÿçêiâ ïñåâäîäèôåðåíöiàëü-

íèõ ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì ç íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè

Ïðèíöèïîâî âàæëèâèì ¹ çàïðîïîíîâàíå â ïðàöÿõ [29, 37] òëóìà÷åííÿ ÏÄÎ

ÿê ÃÑI [7, 202]. Çàçíà÷èìî, ùî ðåçóëüòàòè äàíîãî ïóíêòó îïóáëiêîâàíi â

[204, 205], äå óçàãàëüíåíi öi ïîíÿòòÿ íà âèïàäîê ñèñòåì ïñåâäîäèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü.

Ãiïåðñèíãóëÿðíi iíòåãðàëè i ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè. Íåõàé

ôóíêöi¨ f : Rn → Cp1 i Ω: Rn×Sn−1 → Cpp ¹ íåïåðåðâíèìè i îáìåæåíèìè. Âèðàç

âèãëÿäó

(Dα
Ωf)(x) ≡ d−1

∫
Rn

Ω
(
x,

h

|h|

)(
∆l
hf
)
(x)|h|−(n+α)dh, (3.1)

äå x ∈ Rn, 0 < α < l ∈ N, d � äåÿêà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü âiä ÷èñåë n, l, α i ÿêó

âèáåðåìî íèæ÷å, íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íèì ÃÑI ïîðÿäêó α ç õàðàêòåðèñòèêîþ Ω.

Ïðèêëàä. Íåõàé fξ(x) = (ei(x,ξ))p1 � ìàòðèöÿ-ñòîâï÷èê âèñîòè p. Òîäi

(Dα
Ωfξ)(x) = d−1

∫
Rn

Ω
(
x,

h

|h|

)
(1− e−i(ξ,h))l(ei(x,ξ))p1|h|−(n+α)dh ≡ Ω̃(x, ξ)fξ(x),

äå ìàòðèöÿ

Ω̃(x, ξ) = d−1

∫
Rn

Ω
(
x,

h

|h|

)
(1− e−i(ξ,h))l|h|−(n+α)dh
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íàçèâà¹òüñÿ ñèìâîëîì ìàòðè÷íîãî ÃÑI Dα
Ω.

ßêùî Ω(x, σ) ≡ E, òî ñòàëó d ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîá Ω̃(x, ξ) = E|ξ|α.

Ïîêëàäåìî â (3.1)

d = dn,l(α) ≡
∫
Rn

(1− e−iξ1)l|ξ|−(n+α)dξ, ξ ≡ (−→e 1, ξ),
−→e 1 ≡ (1, 0, . . . , 0). (3.2)

Ïðàâèëüíi òàêi òâåðäæåííÿ.

10. Ìàòðè÷íèé ÃÑI çi ñòàëîþ õàðàêòåðèñòèêîþ Ω ≡ E

Dα
Ef = d−1

∫
Rn

E(∆l
yf)(x)|y|−(n+α)dy (3.3)

íå çàëåæèòü âiä âèáîðó l > α i ¹ îçíà÷åííÿì îïåðàöi¨

F−1
ξ→x[E|ξ|

αFx→ξ[f ]],

äå

f(x) = (2π)−n
∫
Rn

ei(x,ξ)f̂(ξ)dξ ≡ F−1
ξ→x[f̂(ξ)],

f̂(ξ) =

∫
Rn

e−i(x,ξ)f(x)dx ≡ Fx→ξ[f(x)],

f ∈ (S(Rn))p1, S(Rn) � ïðîñòið îñíîâíèõ ôóíêöié.

20. Ôóíêöiÿ dn,l(α) ¹ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ àðãóìåíòó α > 0 i îá÷èñëþ¹òüñÿ

çà ôîðìóëîþ

dn,l(α) =
π

n
2+1

2αΓ
(
1 + α

2

)
Γ
(
n+ α

2

)
sin απ

2

l∑
k=0

(−1)k−1Ck
l k

α

ïðè íåïàðíèõ α i

dn,l(α) =
(−1)

α
2π

n
2

2α−1Γ
(
1 + α

2

)
Γ
(
n+ α

2

)
sin απ

2

l∑
k=0

(−1)k−1Ck
l k

α

ïðè ïàðíèõ α. Çîêðåìà, dn,l(α) = 0 ïðè α = 1, 2, . . . , l − 1 [7, 202].
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30. Íåõàé α � íåöiëå ÷èñëî. Ìàòðè÷íèé ÃÑI (3.1) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî ïðè

l > α i çà óìîâè, ùî ôóíêöiÿ f ìà¹ îáìåæåíi ïîõiäíi äî ïîðÿäêó [α] + 1

âêëþ÷íî. Öå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ iç ôîðìóëè

(∆l
hf)(x) =

∑
|r|=µ

l∑
k=0

(−kh)r(−1)k

r!
Ck
l (D

rf)(x− θkkh),

äå 0 < θk < 1, l ≥ µ [29, 202].

ßêùî õàðàêòåðèñòèêà Ω(x, σ) ïàðíà ïî σ, òî ÃÑI (3.1) âèçíà÷åíèé i ïðè

l > 2
[α
2

]
, ó âiäïîâiäíîñòi ç ôîðìóëîþ iç [29,202]

(Dα
Ωf)(x) = lim

ε→0
(Dα

Ω,εf) = − 1

dn,l(α)

l−1
2∑

k=1

∫
Rn

Ω
(
x,

h

|h|

)(∆l+1
h f)(x+ kh)dh

|h|n+α
−

− 1

2dn,l(α)

∫
Rn

Ω
(
x,

h

|h|

)(∆l+1
h f)

(
x+ l+1

2 h
)
dh

|h|n+α
, (3.4)

äå l + 1 > α.

ßêùî α � öiëå ïàðíå ÷èñëî, òî ìàòðè÷íèé ÃÑI Dα
Ωf , ÿê i â ñêàëÿðíîìó

âèïàäêó [29,202] ¹ ìàòðè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì ïîðÿäêó α. ßêùî

α � íåïàðíå ÷èñëî, òî ïðè l > α iíòåãðàë â (3.1) òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ

äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f [29, 202]. Ó öüîìó âèïàäêó ÃÑI âèçíà÷à¹òüñÿ ëèøå äëÿ

ïàðíî¨ õàðàêòåðèñòèêè Ω ôîðìóëîþ (3.4) ïðè l = α.

40. Ìiæ ÃÑI òà ÏÄÎ iñíó¹ òàêèé çâ'ÿçîê.

ßêùî äàíî ìàòðè÷íèé ÃÑI, òî çàïèøåìî éîãî ó âèãëÿäi ìàòðè÷íîãî ÏÄÎ,

ïðèïóñòèâøè, ùî f ∈ (S(Rn))p1. Òîäi

(Dα
Ωf)(ξ) =

(2π)−n

dn,l(α)

∫
Rn

Ω
(
x,

h

|h|

)
|h|−(n+α)

(∫
Rn

ei(x,ξ)(1− e−i(h,ξ))lf̂(ξ)dξ

)
dh =

= (2π)−n
∫
Rn

ei(x,ξ)Ω̃(x, ξ)f̂(ξ)dξ. (3.5)
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Ðîçãëÿíåìî ÏÄÎ âèãëÿäó

(Au)(t, x) = (2π)−n
∫
Rn

ei(x,ξ)a(t, x, ξ)û(ξ, t)dξ. (3.6)

Çâ'ÿçîê ìiæ ÏÄÎ òà ÃÑI çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ çîáðàæåííÿ åëåìåíòiâ

ìàòðè÷íîãî ñèìâîëó a ÷åðåç ñôåðè÷íi ôóíêöi¨ [29, 32,33,37].

Ñôåðè÷íîþ ãàðìîíiêîþ ïîðÿäêó ν ≥ 0 íàçèâà¹òüñÿ çâóæåííÿ íà ñôåðó

Sn−1 ôiêñîâàíîãî îäíîðiäíîãî ãàðìîíi÷íîãî ïîëiíîìà ïîðÿäêó ν. Ìíîæèíà âñiõ

ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê ïîðÿäêó ν óòâîðþ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèé ïiäïðîñòið Hν â

L2(S
n−1). Íåõàé δν ≡ dimHν. Äëÿ êîæíîãî ν âèáåðåìî â Hν îðòîíîðìîâàíèé

áàçèñ {Xνµ

∣∣∣µ = 1, . . . , δν}. Ôóíêöiÿ Xνµ ¹ ïàðíîþ ïðè ïàðíîìó ν i íåïàðíîþ

ïðè ν íåïàðíîìó. Ñèñòåìà ôóíêöié Xνµ ïîâíà â L2(S
n−1) i ïðàâèëüíi îöiíêè

δν ≤ c1ν
n−2, |Xνµ(σ)| ≤ c2ν

n−1
2 . (3.7)

ßêùî φ ∈ C2r(Sn−1), òî äëÿ ¨¨ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹

φν,µ =

∫
Sn−1

φ(σ)Xνµ(σ)dσ

ïðàâèëüíà îöiíêà

|φνµ| ≤ cn,rMν−2r, (3.8)

äå M ≡ sup{|Dxφ(σ)|
∣∣∣σ ∈ Sn−1, |x| ≤ 2r}.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X̃νµ(σ) ñèìâîë ñêàëÿðíîãî ÃÑI Dα
Xνµ

. ßêùî ÷èñëî α íåöiëå

àáî α öiëå íåïàðíå i ν ïàðíå, òî

X̃νµ(σ) = |σ|αλ(ν, α)Xνµ

( σ
|σ|

)
,

äå

λ(ν, α) ≡ Eν,αi
ν

Γ
(
n+α
2

)
Γ
(
1 + α

2

)
Γ
(
n+α+ν

2

)
Γ
(
1 + α−ν

2

) ,
Eν,α ≡ (−1)ν

cos α+ν2 π

cos πα2
ïðè íåöiëîìó α, Eν,α ≡ (−1)

ν
2 ïðè öiëîìó íåïàðíîìó α.

60



Ðîçêëàäåìî ìàòðè÷íèé ñèìâîë ak â ðÿä çà ñèñòåìîþ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê

ak(t, x, σ) =
∞∑
ν=0

δν∑
µ=0

ckνµ(t, x)Xνµ(σ), (t, x) ∈ ΠT , σ ∈ Sn−1.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

Ωk(t, x, σ) =
∞∑
ν=0

δν∑
µ=1

ckνµ(t, x)

λ(ν, α)
Xνµ(σ), (t, x) ∈ ΠT , σ ∈ Sn−1. (3.9)

Ïåðåâiðèìî, ùî ðÿä ç (3.9) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ. Çãiäíî îöiíîê (3.8) ìà¹-

ìî, ùî |ckνµ(t, x)| ≤ cν−N+1. Îñêiëüêè
∣∣∣ cos(α+ ν

2

)
π
∣∣∣ äîðiâíþ¹ ∣∣∣ cos απ

2

∣∣∣ àáî∣∣∣ sin απ
2

∣∣∣ çàëåæíî âiä ïàðíîñòi ν, òî
|λ−1(ν, α)| ≤ C

∣∣∣Γ(n+ α + ν

2

)
Γ
(
1− ν − α

2

)∣∣∣.
ßêùî α � öiëå íåïàðíå ÷èñëî, òî ckνµ = 0 äëÿ íåïàðíèõ ν. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ

ôîðìóëîþ

Γ
(
1− ν − α

2

)
=

π

sin
(
ν−α
2

)
πΓ
(
ν−α
2

) ,
äå âåëè÷èíà

∣∣∣ sin(ν − α

2

)
π
∣∣∣ äîðiâíþ¹ ∣∣∣ cos απ

2

∣∣∣ àáî ∣∣∣ sin απ
2

∣∣∣ i âiäìiííà âiä íóëÿ,
à ∣∣∣∣∣Γ

(
n+α+ν

2

)
Γ
(
ν−α
2

) ∣∣∣∣∣ ≤ Cν
n
2+α,

òî

|λ−1(ν, α)| ≤ Cν
n
2+α.

Âðàõóâàâøè îöiíêè (3.7), äiñòàíåìî íåðiâíiñòü∥∥∥ δν∑
µ=1

ckνµ(t, x)

λ(ν, α)
Xνµ(σ)

∥∥∥ ≤ Cν−N+2n+α−2,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ðÿä ç (3.9) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ.

Ðîçãëÿíåìî ÃÑI � îïåðàòîð Dα
Ωk
. Éîãî ñèìâîë

Ω̃(t, x, σ) =
∞∑
ν=0

δν∑
µ=1

ckνµ(t, x)

λ(ν, α)
X̃(νµ)(σ) =
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= |σ|α
∞∑
ν=0

δν∑
µ=1

ckνµ(t, x)Xνµ

( σ
|σ|

)
= ak(t, x, σ).

Îòæå, â êëàñi (S(Rn))p1 ÏÄÎ A çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi ìàòðè÷íîãî ÃÑI ç õà-

ðàêòåðèñòèêîþ Ωk, à â êëàñi îáìåæåíèõ ôóíêöié öåé ôàêò ïðèéìà¹òüñÿ çà

îçíà÷åííÿ.

3.1.2. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò

Âiðíîþ ¹ òàêà òåîðåìà [205].

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

1) åëåìåíòè ìàòðèöü ak: ΠT × Sn−1 → Cpp, 0 ≤ k ≤ m, ¹ íåïåðåðâíèìè,

à òàêîæ îäíîðiäíèìè ïî σ ôóíêöiÿìè ïîðÿäêiâ γk, äå ÷èñëà γk òàêi, ùî 0 ≤

γ1 < γ2 < · · · < γm < γ0;

2) ñèñòåìà (1.23) ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íà â ΠT , òîáòî µ � êîðåíi ìíîãî÷ëå-

íà det(A0(t, x, σ)−µE), äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

Reµ(t, x, σ) ≤ −δ|σ|γ0 ç äåÿêîþ ñòàëîþ δ > 0 äëÿ âñiõ (t, x) ∈ ΠT i σ ∈ Rn;

3) åëåìåíòè ìàòðèöü ak, 0 ≤ k ≤ m, ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèìè ïî

σ ïðè σ ̸= 0, äëÿ ÿêèõ ïðàâèëüíi îöiíêè

∥Dχ
σak(t, x, σ)∥ ≤ CN |σ|γk−|χ|,

∥Dχ
σ [ak(t, x, σ)− ak(τ, y, σ)]∥ ≤ Cæ(|x− y|λ + |t− τ |

λ
γk )|σ|γk−|χ|,

χ ∈ Zn
+, {x, y} ⊂ Rn, {t, τ} ⊂ [0, T ], λ ∈ (0, 1];

4) ôóíêöiÿ φ: Rn → Cp1 íåïåðåðâíà i îáìåæåíà;

5) ôóíêöiÿ f : ΠT → Cp1 íåïåðåðâíà, îáìåæåíà i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëü-

äåðà ïî x ç ïîêàçíèêîì α ∈ (0, 1] ðiâíîìiðíî âiäíîñíî t ∈ [0, T ].

Òîäi âiðíèìè ¹ òàêi òâåðäæåííÿ.

1. Çà óìîâ 1) � 3) iñíó¹ ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (1.23),

(1.24)

Γ(t, x; ξ, τ) = Z(t− τ, x− ξ; τ, ξ) +W (t, x; τ, ξ),
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äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

∥Dæ
xZ(t− τ, x− ξ; τ, ξ)∥ ≤ C(t− τ)((t− τ)

1
γ0 + |x− ξ|)−n−γ0−|æ|, |æ| ∈ Zn+,

∥D1
tZ(t− τ, x− ξ; τ, ξ)∥ ≤ C((t− τ)

1
γ0 + |x− ξ|)−n−γ0,

∥W (t, x; τ, ξ)∥ ≤ C
(
(t− τ)

γ0+λ
γ0 ((t− τ)

1
γ0 + |x− ξ|)−n−γ0+

+(t− τ)
m+1∑
k=1

((t− τ)
1
γ0 + |x− ξ|)−n−γk

)
, γm+1 ≡ γ0 − λ.

2. Çà óìîâ 1) � 5) ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.23), (1.24) iñíó¹ i çàïèñó¹òüñÿ ó

âèãëÿäi

u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

Γ(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

∫
Rn

Γ(t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ, (t, x) ∈ ΠT . (3.10)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâîäèòüñÿ ðîçïîâñþäæåííÿì ìiðêóâàíü iç ïðàöü

[9, 29, 37] íà âèïàäîê ìàòðè÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ. Ïðèïó-

ùåííÿ ïðî ñòðóêòóðó ñèñòåìè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü ðiâíîïðàâíiñòü óñiõ ðiâíÿíü

ñèñòåìè i ðiâíîïðàâíiñòü óñiõ íåâiäîìèõ ôóíêöié, à òàêîæ ïðèïóùåííÿ ïðî

òå, ùî ñèñòåìà ìiñòèòü ïîõiäíi ïî t ëèøå ïåðøîãî ïîðÿäêó, iñòîòíî ïîëåãøó¹

ðîáîòó.

Âàæëèâó ðîëü âiäiãðà¹ òî÷íà îöiíêà ìàòðè÷íîãî îñöèëþþ÷îãî iíòåãðàëà

âèãëÿäó

Φ(p, z, β) ≡
∫
Rn

P (σ) exp{i(z, σ)} exp{−ak(β, p, σ)}dσ,

äå P : Rn \ {0} → Cpp � ìàòðèöÿ, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ îäíîðiäíi ìíîãî÷ëåíè

ñòåïåíÿ ν ∈ N, ak � ìàòðè÷íi ñèìâîëè ÏÄÎ Ak, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 1) �

3), 0 ≤ k ≤ m. Ñêàëÿðíèé âèïàäîê íàâåäåíèé â [29, ñòîð. 915], [37, 230].

Ëåìà 3.1. ßêùî N ≥ 2n+ ν + [γk], òî iñíó¹ ñòàëà c > 0 òàêà, ùî

∥Φ(p, z, β)∥ ≤ c(1 + |z|)−n−γk−ν, 0 ≤ k ≤ m.
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Äîâåäåííÿ ëåìè. Íåõàé ôóíêöiÿ η0 ∈ C∞(Rn) òàêà, ùî η0(σ) = 1 ïðè

|σ| ≤ 1, η0(σ) = 0 ïðè |σ| ≥ 2, i íåõàé η1 ≡ 1− η0,

Φr(p, z, β) ≡
∫
Rn

ηr(σ)P (σ) exp{i(z, σ)} exp{−ak(β, p, σ)}dσ, r = 0, 1;

Φ = Φ0 + Φ1.

Ðîçãëÿíåìî ñêàëÿðíó ôóíêöiþ e−t = 1− t+ t2h(t), t ≥ 0, äå h(t) = t−2(e−t−

1+ t). Ôóíêöiÿ h ìà¹ îáìåæåíi ïîõiäíi äîâiëüíîãî ïîðÿäêó ïðè âñiõ t ∈ [0,∞).

Ïðè 0 ≤ t ≤ R öå áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

h(t) = t−2
∞∑
k=2

tk

k!
,

à ïðè t > R h(t) = t−2e−t − t−2 + t−1 i îáìåæåíiñòü ôóíêöi¨ òà âñiõ ¨¨ ïîõiäíèõ

ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð àíàëîãi÷íi ôîðìóëè, êîëè çàìiñòü t çàïèñàíà ìàòðèöÿ

ak(β, p, σ), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1) � 3). Ó öüîìó âèïàäêó h(ak) = a−2
k

∞∑
q=2

aqk
q!

ïðè ∥ak∥ ≤ R, h(ak) = a−2
k (e−ak − 1 + ak) ïðè ∥ak∥ > R. Ç öèõ çîáðàæåíü i ç

òîãî, ùî

∥e−ak∥ ≤ ce−δ1|σ|
γ0
, 0 < δ1 < δ,

äå ÷èñëî δ ç óìîâè 2), çà äîïîìîãîþ ìiðêóâàíü, ïðîâåäåíèõ ó ñêàëÿðíîìó âè-

ïàäêó, âèïëèâà¹, ùî ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ h(ak) ìà¹ ñòiëüêè îáìåæåíèõ ïîõiäíèõ

ïî σ, ñêiëüêè ïîõiäíèõ ïî σ ìà¹ ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ ak(p, β, σ). Îòæå,

Φ0(p, z, β) =

∫
Rn

η0(σ)P (σ)e
i(z,σ)dσ −

∫
Rn

η0(σ)P (σ)ak(β, p, σ)e
i(z,σ)dσ+

+

∫
Rn

η0(σ)a
2
k(β, p, σ)h(ak(β, p, σ))e

i(z,σ)dσ ≡ Φ01 − Φ02 + Φ03.

Äàëi îöiíêè åëåìåíòiâ ìàòðèöü Φ0k, k = 1, 2, 3, ïðîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî îöií-

êàì iç ïðàöi [29]. Ëåìà äîâåäåíà.
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Ïðèêëàä. Íåõàé a(t, x, σ) ≡ E|σ|, φ(x) = EC1, f(t, x) ≡ EC2. Òîäi iç (3.10)

âèïëèâà¹, ùî u(t, x) = EC1 + tEC2. Ðiâíÿííÿ i ïî÷àòêîâà óìîâà çàäîâîëüíÿ-

þòüñÿ. ÏÄÎ òðàêòó¹òüñÿ ÿê ÃÑI [41, ñòîð. 24]

A1u(t, x) =
Γ
(
n+1
2

)
π

n+1
2

lim
ε→0
R→∞

∫
{ε≤h≤R}

E(∆hu(t, x))|h|−(n+1)dh, x ∈ Rn, t ≥ 0.

(3.11)

3.1.3. Äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè îñöèëþþ÷èõ iíòåãðàëiâ

Â äàíîìó ïóíêòi âèâ÷à¹òüñÿ ïîâåäiíêà îñöèëþþ÷èõ iíòåãðàëiâ, ÿêi âèçíà÷à-

þòüñÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷i Êîøi òà áàãàòîòî÷êîâèõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëi÷-

íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè, îäíîðiäíèìè ïî-

ðÿäêó γ > 0.

Ïàðàáîëi÷íi ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ (ÏÏÄÐ) ââåäåíi Ñ.Ä. Åéäåëü-

ìàíîì i ß.Ì. Äðiíåì íà ïî÷àòêó 70-õ ðîêiâ i íèìè ïðîâåäåíi ïåðøi äîñëiä-

æåííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü [32, 33, 212�214]. Ïðèêëàä çàäà÷i Êîøi,

íàâåäåíèé â [41]
∂u(t, x)

∂t
+ A1u(t, x) = 0,

t > 0, x ∈ Rn, u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn,

äå A1 � ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíà îïåðàöiÿ (ÏÄÎ) iç ñèìâîëîì a1 ≡ |ξ|, ξ ∈ Rn

ïîêàçó¹, ùî ÿäðî Ïóàññîíà

G(t, x) =
πn/2

Γ
(
n+1
2

)t(t2 + |x|2)−
n+1
2 , t > 0, x ∈ Rn, (3.12)

¹ ñòåïåíåâîþ ôóíêöi¹þ íà âiäìiíó âiä åêñïîíåíöiàëüíî¨ ó âèïàäêó ðiâíÿííÿ

òåïëîïðîâiäíîñòi (äå çàìiñòü a1 ¹ ãëàäêèé ñèìâîë a2 ≡ |ξ|2, ùî âiäïîâiäà¹

îïåðàòîðîâi Ëàïëàñà). Ôóíêöiÿ G iç (3.12) çîáðàæà¹òüñÿ ÷åðåç îñöèëþþ÷èé

65



iíòåãðàë

G1(x) ≡
∫
Rn

exp{i(σ, z)− |σ|}dσ, z = σ

t
, (3.13)

ÿêèé áåçïîñåðåäíüî ïiäðàõîâó¹òüñÿ. Êëàñè÷íi ñòåïåíåâi îöiíêè îñöèëþþ÷èõ ií-

òåãðàëiâ âèãëÿäó (3.3), äå çàìiñòü |σ| ïîêëàäåíî îäíîðiäíó ñòåïåíÿ γ ôóíêöiþ

Aγ(σ), σ ∈ Rn, íåãëàäêó ïðè σ = 0, îòðèìàíî ïðè γ > 1 ó [31] i ïðè γ = 1,

n = 1 â [34]. Äëÿ òàêîãî ñèìâîëà ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi îá-

÷èñëþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ i íàáóâà¹ âèãëÿäó (3.12). Ì.Â.

Ôåäîðþêîì [35] ïðè γ ≥ 1 âñòàíîâëåíà òî÷íà àñèìïòîòèêà îñöèëþþ÷îãî iíòå-

ãðàëà âèãëÿäó (3.3), ÿêà ¹ ñòåïåíåâîþ, à íå åêñïîíåíöiàëüíîþ, ÿê äëÿ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

À.Í. Êî÷óáåé ïðè ïðèðîäíèõ óìîâàõ îäíîðiäíîñòi ñòåïåíÿ γ ≥ 1 ïî σ òà

ãëàäêîñòi, íàêëàäåíèõ íà ñèìâîë a(p, β; σ) â [29, ñòîð. 915] äîâîäèòü òî÷íi ñòå-

ïåíåâi îöiíêè îñöèëþþ÷èõ iíòåãðàëiâ

Φν(z, p, β) =

∫
Rn

Pν(σ) exp{i(z, σ)− a(p, β;σ)}dσ, (3.14)

äå ν � öiëå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî, Pν(σ) � îäíîðiäíèé ïîëiíîì ñòåïåíÿ ν, p > 0,

β ∈ Rn � ïàðàìåòðè, àáî Pν(σ) � îäíîðiäíà ôóíêöiÿ ñòåïåíÿ ν = α > 0,

Rea(p, β; σ) ≥ a0 > 0, σ ∈ Rn, t ∈ [0, T ], |σ| = 1, (3.15)

a(p, β; σ) ìà¹ N ≥ 2n+ ν + [γ] íåïåðåðâíèõ ïîõiäíèõ ïî σ ïðè σ ̸= 0, ïðè÷îìó

|Dχ
σa(p, β;σ)| ≤ CN |σ|γ−|χ|, γ ≥ 1, (3.16)

ÿêi óçãîäæóþòüñÿ ç àñèìïòîòèêîþ Ì.Â. Ôåäîðþêà iç [35] i íàáóâàþòü âèãëÿäó

|Φν(z, p; β)| ≤ C(1 + |z|)−(n+γ1), (3.17)

äå γ1 = γ + ν, ÿêùî ν > 0 � öiëå, i γ1 = min{γ, ν}, ÿêùî ν = α > 0 � íåöiëå,

ñòàëà C íå çàëåæèòü âiä p, β. Ïðè öüîìó Pν(σ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.16).
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Äëÿ äîâåäåííÿ îöiíêè (3.17) iíòåãðàëà (3.14) â [29] âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ðîç-

êëàä e−t = 1−t+t2h(t), äå h(t) = t−2(e−t−1+t), ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ îäíîðiäíèõ

ôóíêöié iç S ′(Rn), ðîçêëàä îäíîðiäíî¨ ôóíêöi¨ aν(p, β;σ) ≡ Pν(σ)a(p, β; σ) â

ðÿä çà ñôåðè÷íèìè ãàðìîíiêàìè i ôîðìóëè äëÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ñôåðè÷íèõ

ãàðìîíiê iç [202].

Ó ïðàöÿõ [165, 204, 215] ðåçóëüòàòè ç [29], ÿêi âiðíi, ôàêòè÷íî, äëÿ γ ≥ 1/2,

ðîçïîâñþäæóþòüñÿ íà âèïàäîê ñèñòåì ÏÏÄÐ ç íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè. Ó ïðà-

öÿõ [205,215,230] ðåçóëüòàòè äëÿ ñèñòåì ÏÏÄÐ ðîçïîâñþäæóþòüñÿ íà âèïàäîê

γ > 0, à ó [215] òî÷êà íåãëàäêîñòi ìàòðè÷íîãî ñèìâîëà σ = 0 çìiùó¹òüñÿ ó ôiê-

ñîâàíó òî÷êó σ = h ̸= 0. Óìîâà ñêií÷åííî¨ ãëàäêîñòi ñèìâîëà â [215] çàìiíåíà

óìîâîþ éîãî íåñêií÷åííî¨ ãëàäêîñòi.

Çàóâàæèìî, ùî ó ïðàöÿõ [165, 204] ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê γ ≥ 1 i ïðèïóñ-

êà¹òüñÿ ñêií÷åííà ãëàäêiñòü ïî σ ïðè σ ̸= 0 ìàòðè÷íîãî ñèìâîëà. ßêùî ó [205]

ðîçãëÿíóòè âèïàäîê γ ≥ γ0 > 0 (âiäãîðîäèòè âiä íóëÿ), òî ðåçóëüòàò áóäå âið-

íèé äëÿ ñêií÷åííî¨ ãëàäêîñòi ñèìâîëà. Â [205] äîâîäèòüñÿ îöiíêà (3.17) äëÿ

γ > 0 i ïðè öüîìó çáåðiãàþòüñÿ óñi äîäàíêè ðîçêëàäó e−t â ñòåïåíåâèé ðÿä.

Òîäi äëÿ çáiæíîñòi âiäïîâiäíîãî ðÿäó (äèâ. ðÿä (16) iç [29]) òðåáà âèìàãàòè

íåñêií÷åííî¨ ãëàäêîñòi ìàòðè÷íîãî ñèìâîëà ïî σ ïðè σ ̸= 0.

Çâ'ÿçîê ìiæ ãëàäêiñòþ ôóíêöi¨ i øâèäêiñòþ çáiæíîñòi ¨¨ ðÿäó

Ôóð'¹-Ëàïëàñà

Íåõàé 0 ≤ m < +∞, 1 ≤ µ ≤ dn(m), dn(m) =
(n+m− 2)(n+m− 3)!

m!(n− 2)!
, òîá-

òî dn(m) ∼ Cmn−2 ïðè m → ∞, äå C � ñòàëà, çàëåæíà âiä n, àëå íåçàëåæíà

âiä m; σ ∈ Sn−1 (Sn−1 � îäèíè÷íà ñôåðà â Rn, Ymµ(σ) � ïîâíà îðòîíîðìîâàíà

ñèñòåìà ñôåðè÷íèõ ôóíêöié). Âiäîìî [202, òåîðåìà 4.3, ñòîð. 34], ùî äîâiëüíà

íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà Sn−1 ìîæå áóòè ðiâíîìiðíî àïðîêñèìîâàíà ñêií÷åííè-

ìè ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê. Îñêiëüêè íåïåðåðâíi ôóíêöi¨

ùiëüíi â L2(Sn−1), òî òåîðåìà 4.3 iç [202] ñòâåðäæó¹, ùî ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ ôóíê-
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öié Ymµ(σ) ùiëüíi â L2(Sn−1). Òîäi îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà {Ymµ} ñôåðè÷íèõ

ãàðìîíiê ïîâíà â L2(Sn−1). Äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ L2(Sn−1) ïîáóäó¹ìî ðÿä çà ïîâíîþ

îðòîíîðìîâàíîþ ñèñòåìîþ Ymµ(σ):

f(σ) =
∞∑
m=0

dn(m)∑
µ=1

fmµYmµ(σ), σ ∈ Sn−1, (3.18)

äå êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

fmµ =

∫
Sn−1

f(σ)Ymµ(σ)dσ. (3.19)

Ðÿä (3.18) íàçèâà¹òüñÿ ðÿäîì Ôóð'¹-Ëàïëàñà ôóíêöi¨ f(σ). Âiäîìà òåîðåìà

Ðiññà-Ôiøåðà çàáåçïå÷ó¹ çáiæíiñòü öüîãî ðÿäó â ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîìó ñåíñi.

Çàìiñòü ôóíêöi¨ f(σ) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ôóíêöiþ f(p, σ), çàëåæíó âiä ïàðà-

ìåòðà p ïåâíèì ÷èíîì.

Íåõàé σ ∈ Rn. Ñïiââiäíîøåííÿ Ym(σ) = |σ|mYm(σ′), σ′ ∈ Sn−1 âêàçó¹ íà

çâ'ÿçîê ìiæ ìíîæèíîþ âñiõ îäíîðiäíèõ ãàðìîíi÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ m òà

ìíîæèíîþ ¨õ çâóæåíü íà ñôåðó � ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê ïîðÿäêó m.

Âiäîìî, ùî øâèäêiñòü ñïàäàííÿ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹-Ëàïëàñà (3.19) çàáåçïå-

÷ó¹òüñÿ ãëàäêiñòþ ôóíêöi¨ f [202, ñòîð. 47-48]. ßêùî f(σ) ∈ C2r(Sn−1), òî

|fmµ| ≤
M

m2r
, (3.20)

äå M íå çàëåæèòü âiä m, M = sup
σ∈Sn−1
|χ|≤2n

|Dχf(σ)|. Âiäîìî òàêîæ, ùî

|Ymµ| ≤ Cm(n−2)/2, (3.21)

äå C � äîäàòíà ñòàëà.

ßêùî f ∈ C∞(Sn−1), òî ðÿä Ôóð'¹-Ëàïëàñà öi¹¨ ôóíêöi¨, à òàêîæ óñi ïðîäè-

ôåðåíöiéîâàíi ðÿäè

∞∑
m=0

dn(m)∑
µ=1

fmµD
jYmµ(σ), |j| = 0, 1, 2, . . . ,
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çáiãàþòüñÿ àáñîëþòíî é ðiâíîìiðíî äî Djf .

ßêùî f ∈ C∞(Sn−1), òî ðÿäè

∞∑
m=0

dn(m)∑
µ=1

mk|fmµ|

çáiãàþòüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî k = 0, 1, 2, . . . .

Âiäîìî òàêîæ [202, ñòîð. 49], ùî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ |σ|γ+νYmµ
( σ
|σ|

)
äîðiâíþ¹

(−i)m2n+γ+νπ
n
2

Γ
(
n+m+γ+ν

2

)
Γ
(
m−γν

2

) Ymµ

(
z
|z|

)
|z|n+γ+ν

, (3.22)

ÿêùîm−γ−ν ̸= 0,−2,−4, . . . (ç ïðèâîäó òëóìà÷åííÿ îäíîðiäíî¨ ôóíêöi¨ (3.22)

ÿê åëåìåíòà S ′(Rn) äèâ. [216]). Â ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó, ìîæëèâîìó ëèøå

äëÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çíà÷åíü m, âêàçàíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'å � óçàãàëüíåíà

ôóíêöiÿ, çîñåðåäæåíà â íóëi.

Â [217, ñòîð. 62] íàâåäåíà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà

Γ(z + α)

Γ(z + β)
= zα−β

(
1 +

1

2z
(α− β)(α+ β − 1) +O(z−2)

)
,

−π < arg z < π,

ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî ∣∣∣∣∣Γ
(
n+α+m

2

)
Γ
(
m−α
2

) ∣∣∣∣∣ ≤ Cm
n
2+α, (3.23)

äèâ. òàêîæ [7, ñòîð. 30, ôîðìóëà (1.66)].

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó ðîçãëÿäà¹òüñÿ ëèøå ñêàëÿð-

íèé âèïàäîê i ñòàðøèé ñèìâîë ÏÄÎ.

Òåîðåìà 3.2. ßêùî a(p, β;σ), Pν(p, β; σ) � íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíi ïî

σ ïðè σ ̸= 0 ôóíêöi¨, îäíîðiäíi ïî σ âiäïîâiäíî ñòåïåíÿ γ > 0 òà ν > 0

(ÿêùî ν > 0 � öiëå, òî Pν � îäíîðiäíèé ïîëiíîì ñòåïåíÿ ν, p > 0, β ∈ Rn �
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ïàðàìåòðè), a(p, β;σ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (3.15), (3.16), à Pν(p, β; σ) � (3.16),

òî äëÿ ôóíêöi¨ (3.14) âiðíîþ ¹ íåðiâíiñòü (3.17).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé η0(σ) ∈ C∞
0 (Rn), η0(σ) = 1 ïðè |σ| ≤ 1, η0(σ) = 0 ïðè

|σ| ≥ 2, à η1(σ) = 1− η0(σ). Òîäi

Φk
ν(p, β; z) =

∫
Rn

ηkPν(p, β; σ) exp{i(z, σ)− a(p, β;σ)}dσ, k = 0, 1.

Î÷åâèäíî, ùî Φν = Φ0
ν + Φ1

ν. ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ ðîçêëàäîì

exp{−a(p, β; σ)} = 1 +
∞∑
k=1

(−1)k
ak(p, β;σ)

k!
, a(p, β;σ) ≥ a0 > 0,

p > 0, β ∈ Rn, σ ∈ Rn,

òî

Φ0
ν(p, β, z) = Φ0,0

ν (p, β, z) +
∞∑
k=1

(−1)k

k!
Φ0,k
ν (p, β, z), z ∈ Rn,

äå

Φ0,0
ν (p, β, z) =

∫
|σ|≤2

η0(σ)Pν(p, β, σ) exp{i(z, σ)}dσ, z ∈ Rn,

Φ0,k
ν (p, β, z) =

∫
|σ|≤2

η0(σ)Pν(p, β, σ)a
k(p, β;σ) exp{i(z, σ)}dσ, z ∈ Rn, k ∈ N.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó äîäàíîê Φ1
ν i ïðîâåäåìî éîãî îöiíêó. Ïîçíà÷èìî

L ≡ −i|z|−2
n∑
k=1

zk
∂

∂σk
,

òîäi

L(exp{i(z, σ)}) = exp{i(z, σ)}.

Ç îäíîãî áîêó, ∀N ∈ N ìà¹ìî, ùî LN(exp{i(σ, z)}) = exp{i(σ, z)}, à ç äðó-

ãîãî áîêó, êîðèñòóþ÷èñü ïîëiíîìiàëüíîþ ôîðìóëîþ, îòðèìà¹ìî, ùî

LN(exp{i(σ, z)}) = (−i)N |z|−2N
∑
|χ|=N

χ!

χ1! . . . χn!
zχDχ

σ(exp{i(σ, z)}).
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Îñêiëüêè âèðàç zχ|z|−2N íå çàëåæèòü âiä σ, òî ïðè ïîòðåái, éîãî ìîæíà âíåñòè

ïiä çíàê Dχ
σ . Îòæå, äëÿ äîâiëüíî¨ îñíîâíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ S(Rn), φ(z) ≡ 0 ïðè

|z| ≤ 1∫
Rn

Ln(exp{i(σ, z)})φ(z)dz = (−i)N
∑
|χ|=N

CχD
χ
σ

∫
Rn

|z|−2Nzχ exp{i(σ, z)}φ(z)dz,

äå ∑
|χ|=N

Cχ = nN , Cχ =
χ!

χ1! . . . χn!
.

Òîìó

(Φ1
ν(p, β; z), φ) = (−i)N

∑
|χ|=N

Cχ

∫
Rn

η1(σ)Pν(p, β, σ) exp{−a(p, β;σ)}×

×Dχ
σ

(∫
Rn

|z|−2Nzχ exp{i(σ, z)}φ(z)dz

)
dσ,

äå iíòåãðàë ïî z çáiãà¹òüñÿ çà ðàõóíîê âèáîðó îñíîâíî¨ ôóíêöi¨ φ(z): φ(z) ∈

S(Rn) i φ(z) = 0 ïðè |z| ≤ 1. Âðàõîâóþ÷è, ùî η1(σ) = 0 ïðè |σ| ≤ 1, ïiñëÿ

iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè îòðèìà¹ìî, ùî

(Φ1
ν(p, β; z), φ) = (−i)N

∑
|χ|=N

Cχ

∫
Rn

Dχ
σ

[
η1(σ)Pν(p, β, σ) exp{−a(p, β; σ)}×

×

(∫
Rn

|z|−2Nzχ exp{i(σ, z)}φ(z)dz

)]
dσ.

Î÷åâèäíî, ùî

Dχ
σ [η1(σ)Pν(p, β, σ) exp{−a(p, β;σ)}] =

= R(p, β;σ) + η1(σ)D
χ
σ [Pν(p, β, σ) exp{−a(p, β;σ)}],

äå R(p, β, σ) = 0 ïðè σ ∈ {|σ| ≤ 1} ∪ {|σ| ≥ 2}, áî öåé âèðàç ìiñòèòü ïîõiäíi

âiä ôóíêöi¨ η1(σ), à η1Dχ
σ [Pν(p, β, σ) exp{−a(p, β;σ)}] = 0 ïðè |σ| < 1. Òîìó

ïîðÿäîê îñîáëèâîñòi Dχ
σ [Pν(p, β, σ) exp{−a(p, β;σ)}] ïðè σ = 0 íå âïëèâà¹ íà
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çáiæíiñòü iíòåãðàëà ïî σ ∈ Rn. Îòæå, ïðè σ ∈ Rn ìà¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

ε > 0 i |χ| ∈ N

Dχ
σ [η1(σ)Pν(p, β, σ) exp{−a(p, β; σ)}] ≤ C exp{−εa(p, β; σ)}.

Çà òåîðåìîþ Ôóáiíi

(Φ1
ν(p, β, z), φ) = (−i)N

∑
|χ|=N

Cχ×

×
∫
Rn

{∫
Rn

Dχ
σ [η1(σ)Pν(p, β, σ) exp{−a(p, β;σ)}]×

× exp{i(z, σ)}dσ

}
|z|−2Nzχφ(z)dz.

Çâiäñè, ïðè |z| ≥ 1

Φ1
ν(p, β; z) = (−i)N |z|−2N

∑
|χ|=N

Cχz
χ×

×
∫
Rn

Dχ
σ [η1(σ)Pν(p, β, σ) exp{−a(p, β;σ)}] exp{i(z, σ)}dσ.

Îñòàííié iíòåãðàë ¹ çáiæíèì äëÿ äîâiëüíîãî N ∈ N, òîìó ïðè |z| ≥ 1

|Φ1
ν(p, β; z)| ≤

C

|z|N
, N = n+ γ + ν,N ∈ N, (3.24)

äå ñòàëà C ìà¹ ïîðÿäîê nN , áî
∑
|χ|=N

Cχ = nN .

Çàóâàæèìî, ùî îöiíêó (3.24) ìîæíà îòðèìàòè, iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè òàê,

ÿê öå çðîáëåíî â [31].

Ðîçãëÿíåìî Φ0,k
ν (p, β, z). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç bνk(p, β, σ) ≡ Pν(p, β;σ)a

k(p, β;σ)

ôóíêöiþ, ÿêà ¹ îäíîðiäíîþ ïî σ ñòåïåíÿ ν + k, íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ

ïî σ ïðè σ ∈ Rn \ {0}. Òîäi

Φ0,k
ν (p, β, z) =

∫
|z|≤2

η0(σ)bνk(p, β, σ) exp{i(z, σ)}dσ, z ∈ Rn, k ≥ 0.
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Ðîçãëÿíåìî îñíîâíó ôóíêöiþ φ ∈ C∞
0 (Rn), φ(z) = 0 ïðè |z| ≤ 1, ψ(z) ≡

φ(−z). Ðîçóìiþ÷è Φ0,k
ν (p, β; ·) ÿê ðåãóëÿðíèé ôóíêöiîíàë ç ïðîñòîðó S ′(Rn),

çíàéäåìî, ùî

⟨Φ0,k
ν (p, β; ·), φ⟩ =

∫
Rn

(∫
Rn

η0(σ)bνk(p, β, σ) exp{i(z, σ)}dσ

)
φ(z)dz =

=

∫
Rn

η0(σ)bνk(p, β, σ)ψ̂(σ)dσ =

∫
Rn

bνk(p, β, σ)ψ̂(σ)dσ−

−
∫
Rn

η1(σ)bνk(p, β, σ)ψ̂(σ)dσ = ⟨b̂νk(p, β; ·), ψ(·)⟩−

−
∫
Rn

η1(σ)bνk(p, β, σ)dσ

∫
Rn

(Ln exp{i(σ, z)})φ(z)dz,

äå b̂νk � ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ bνk â ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié iç S ′(Rn).

Ðîçêëàäåìî ôóíêöi¨ bνk(p, β; ζ) ïðè |ζ| = 1 i äîâiëüíîìó k ∈ N â ðÿä çà

ñôåðè÷íèìè ãàðìîíiêàìè âèãëÿäó (3.18):

bνk(p, β; ζ) =
∞∑
l=0

δl∑
µ=1

glµk
(p, β)Ylµ(ζ).

Òîäi äëÿ âñiõ σ ∈ Rn, σ ̸= 0, k ∈ N

bνk(p, β; ζ) = |σ|γk+ν
∞∑
l=0

δl∑
µ=1

glµk
(p, β)Ylµ

( σ
|σ|

)
.

Çãiäíî ç (3.22) ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ |σ|γk+νYlµ
( σ
|σ|

)
äîðiâíþ¹

(−i)k2n+γk+νπ
n
2

Γ
(
n+l+γk+ν

2

)
Γ
(
l−γk−ν

2

) Ylµ

(
z
|z|

)
|z|n+γk+ν

, (3.25)

k ∈ N, l− γk− ν ̸= 0,−2,−4, . . . . Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, ìîæëèâîìó ëèøå

äëÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çíà÷åíü l, âêàçàíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ � óçàãàëüíåíà

73



ôóíêöiÿ, çîñåðåäæåíà â íóëi. Âðàõîâóþ÷è (3.25), ïðè |z| ≥ 1 ìà¹ìî, ùî

b̂νk(p, β; z) = 2n+γk+νπ
n
2

∞∑
l=l0

δl∑
µ=1

glµk(p, β)(−i)l
Γ
(
n+l+γk+ν

2

)
Γ
(
l−γk−ν

2

) ×

×
Ylµ

(
z
|z|

)
|z|n+γk+ν

, l0 ≥ 0, k ≥ 1. (3.26)

Ðÿä (3.26) àïðiîði çáiæíèé â ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Iç îöiíîê (3.20),

(3.21) âèïëèâà¹ éîãî ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü ïðè |z| = 1. Òîìó, ïðè |z| ≥ 1,

âðàõîâóþ÷è (3.20), (3.21), (3.23) ðÿä ïî l ìàæîðó¹òüñÿ òàêèì ðÿäîì
∞∑
l=1

l−2r+2n+γk+ν−3,

çáiæíiñòü ÿêîãî ìîæíà çàáåçïå÷èòè âèáîðîì r òàê, ùîá 2r−2n−γk−ν+3 > 1.

Ïîçíà÷èâøè ρ ≡ 2r − 2n− γk − ν + 3, îòðèìà¹ìî ðÿä
∞∑
l=1

1

lρ
≡ ζ(ρ), ρ > 1,

ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ζ-ôóíêöi¹þ Ðiìàíà [222, ôîðìóëà 9.522, 1], àáî

ζ(ρ) =
1

1− 21−ρ

∞∑
l=1

(−1)l+1 1

lρ
, ρ > 0,

[222, ôîðìóëà 9.522, 2, ñòîð. 1087]. Îñêiëüêè äëÿ çíàêîçìiííîãî ðÿäó

c(ρ) =
∞∑
l=1

(−1)l+1 1

lρ
, ρ > 0,

âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè Ëåéáíiöà, òî âií çáiæíèé i 0 < c(ρ) < 1, ïðè-

÷îìó ïðè ρ > 1 c(ρ) � àáñîëþòíî çáiæíèé ðÿä, à ïðè 0 < ρ ≤ 1 � íåàáñîëþòíî

çáiæíèé, òîìó

1 < ζ(ρ) <
2ρ

2ρ − 2
.

Îñêiëüêè iñíó¹ òàêà ñòàëà ρ0 > 0, ùî ρ ≥ ρ0 > 1, òî iñíó¹ ÷èñëî c0 > 1 òàêå,

ùî 2ρ ≥ 2c0. Òîäi

1 < ζ(ρ) <
c0

c0 − 1
.
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Îòæå, iñíó¹ òàêå ÷èñëî c > 0, ùî ïðè |z|>1

Φ0,k
ν (p, β; z) ≤ c2n+γk+ν

|z|n+γk+ν
, (3.27)

äå ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä γ, ν i k. ßêùî ν > 0 � öiëå, òî ôóíêöiÿ Φ0,0
ν ∈ S(Rn).

ßêùî æ ν > 0 � íåöiëå, òî Φ0,0
ν îöiíþ¹òüñÿ òàê ÿê i Φ0,1

ν . Îñòàòî÷íî, âðàõîâóþ÷è

(3.27), ïðè |z| > 1

|Φ0
ν(p, β; z)| ≤

c0
|z|n+ν

+ c1

∞∑
k=1

1

k!
|z|−(n+γk+ν) ≤ c0

|z|n+ν
+

c1
|z|n+γ+ν

,

ÿêùî ν > 0 � íåöiëå i

|Φ0
ν(p, β; z)| ≤ |z|−(n+γ+ν),

ÿêùî ν > 0 � öiëå. Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è (3.24), îòðèìà¹ìî (3.17).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îöiíêà (3.17) âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè ôóíäàìåíòàëü-

íèõ ðîçâ'ÿçêiâ áàãàòîòî÷êîâèõ çàäà÷ [186�188].

3.1.4. Çàäà÷à Êîøi äëÿ êâàçiëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ

ç íåãëàäêèì ñèìâîëîì

Ó öüîìó ïóíêòi äëÿ êâàçiëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç ïñåâäîäèôå-

ðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ãëîáàëüíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i

Êîøi. Ðåçóëüòàòè äàíîãî ïóíêòó äîïîâiäàëèñü íà Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨,

ïðèñâÿ÷åíié ïàì'ÿòi Ì.Ï. Êðàâ÷óêà (1992 ð.) [207] i îïóáëiêîâàíi â [206].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé (t, x) ∈ Rn+1
+ ≡ R+ × Rn, γ ∈ [1, 2], β >

γ

n
,

f : R2
+ → R � çàäàíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî ∀t ∈ R+ i {u, u1, u2} ⊂ R

iñíóþòü ñòàëi {c1, c2, β} ⊂ R+, òàêi, ùî âiðíèìè ¹ íåðiâíîñòi

|f(t, u)| ≤ c1|u|1+β, (3.28)

|f(t, u1)− f(t, u2)| ≤ c2|u1 − u2|max{|u1|β, |u2|β}; (3.29)
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φ: Rn → R � çàäàíà ôóíêöiÿ; aγ: Rn → R, îäíîðiäíà ñòåïåíÿ γ ãëàäêà ôóíêöiÿ

â Rn\{0} ïîðÿäêó N ≥ 2n+2[γ]+1 i iñíó¹ ñòàëà CN òàêà, ùî ∀σ ∈ Rn âiðíèìè

¹ íåðiâíîñòi

|Dæ
σ aγ(σ)| ≤ CN |σ|γ−|æ|, |æ| ≤ N − 2n− [γ].

Ïðîâåäåìî äîñëiäæåííÿ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i Êîøi

ut(t, x)− α∆u(t, x) + (1− α)Aγu(t, x) = f(t, u), (t, x) ∈ Rn+1
+ , (3.30)

u(0, x) = φ(x), x ∈ Rn, (3.31)

äå α = 1 ïðè γ = 2, α = 0 ïðè 1 ≤ γ < 2, u: Rn+1
+ → R, ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà,

Aγ � ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíà îïåðàöiÿ, ïîáóäîâàíà çà ñèìâîëîì aγ (íàïðèêëàä,

aγ = |σ|γ, σ ∈ Rn), ÿêà òðàêòó¹òüñÿ ÿê ãiïåðñèíãóëÿðíà iíòåãðàëüíà îïåðàöiÿ

[29, 37], ó ïðîñòîði ôóíêöié H(Rn+1
+ ). ßêùî γ = 1, òî aγ = |σ|, ÿêùî γ = 2, òî

ðiâíÿííÿ (3.30) ¹ êâàçiëiíiéíèì ðiâíÿííÿì òåïëîïðîâiäíîñòi.

Îçíà÷åííÿ ïðîñòîðó H(Rn+1
+ ). Íåõàé ÷èñëî æ ∈ R+, G: Rn+1

+ → R � ôóíäà-

ìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (ÔÐÇÊ) äëÿ îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (3.30) ç

ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (3.31).

Ïðè γ = 1 ÔÐÇÊ

G(t, x) =
Γ((n+ 1)/2)

π(n+1)/2

t

(t2 + |x|2)n+1
2

, (t, x) ∈ Rn+1
+ ,

ïðè γ = 2 ÔÐÇÊ

G(t, x) = [2
√
πt]−n exp

{
− |x|2

4t

}
, (t, x) ∈ Rn+1

+ ,

ïðè 0 < γ < 2 ÔÐÇÊ

G(t, x) = (2π)−n
∫
Rn

exp{i(x, σ)− |σ|γt}dσ,

G(t, x) ≥ 0, (t, x) ∈ Rn+1
+ .
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç H(Rn+1
+ ) ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ó Rn+1

+ ôóíêöié v òàêèõ, ùî

äëÿ íèõ ¹ ñêií÷åííîþ íîðìà [208]

⟨v⟩Rn+1
+

≡ sup
(t,x)∈Rn+1

+

|v(t, x)|
G(t+ t0, x)

. (3.32)

Ïðè âèâ÷åííi âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi âàæëèâó ðîëü âiäiãðàþòü

îöiíêè ÔÐÇÊ G. Òî÷íi îöiíêè ôóíêöi¨ ÔÐÇÊ G, ùî óçãîäæóþòüñÿ ç àñèìï-

òîòèêîþ iç [35] ó âèïàäêó n = 1 îòðèìàíi â [34]. Ó 1988 ðîöi À.Í. Êî÷óáåé,

òðàêòóþ÷è ÏÄÎ ÿê ãiïåðñèíãóëÿðíi iíòåãðàëè (ÃÑI), îòðèìàâ òî÷íi ñòåïåíåâi

îöiíêè ôóíêöi¨ G i ¨¨ ïîõiäíèõ:

|Dæ
xG(t, x)| ≤ Cæt(t

1/γ + |x|)−(n+γ+|æ|), (3.33)

äå |æ| ≤ N − 2n− [γ], N ≥ 2n+2[γ] + 1, N � ïîðÿäîê ãëàäêîñòi ñèìâîëà aγ ïî

σ ïðè σ ̸= 0, ïðè÷îìó |Dæ
σ a(σ)| ≤ CN |σ|γ−|æ| (äèâ. [29, ñòîð. 919]).

Â [29] À.Í. Êî÷óáåþ âäàëîñÿ â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïîáóäóâàòè i âèâ÷èòè

ÔÐÇÊ, äîâåñòè òåîðåìè ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi â êëàñàõ ôóíêöié ç äåÿ-

êèì ñòåïåíåâèì çðîñòàííÿì ïðè |x| → ∞, âêàçàòè íà öiêàâi çâ'ÿçêè îäåðæàíèõ

ðåçóëüòàòiâ ç òåîði¹þ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ.

Çàçíà÷èìî, ùî çàäà÷à Êîøi äëÿ êâàçiëiíiéíèõ ÏÏÄÐ ç íåãëàäêèìè ñèìâîëà-

ìè ìàéæå íå âèâ÷åíà. Ó ïðàöi [210] ðîçãëÿíóòî çàäà÷à Êîøi äëÿ êâàçiëiíiéíîãî

ïàðàáîëi÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç iíòåãðàëüíèì êî-

åôiöi¹íòîì i îäíi¹þ ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Âiðíîþ ¹ òàêà

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé ôóíêöiÿ f ¹ íåïåðåðâíîþ, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (3.28),

(3.29) i iñíó¹ òàêå ìàëå ÷èñëî δ > 0, ùî êîëè φ ∈ H(Rn) i ⟨φ⟩R ≤ δ, òî

çàäà÷à (3.30), (3.31) ìà¹ ¹äèíèé ãëîáàëüíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ H(Rn+1
+ ), äëÿ ÿêîãî

⟨u⟩Rn+1
+

≤ C.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê 1 < γ < 2, äå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

ñòåïåíåâà îöiíêà (3.33) äëÿ ÔÐÇÊ G, áî âèïàäêè γ = 1, γ = 2 ¹, ôàêòè÷íî ïðè-
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êëàäàìè, äå ÔÐÇÊ G âèðàæà¹òüñÿ òî÷íèìè ðiâíîñòÿìè, i ¹ ñòåïåíåâîþ i åêñ-

ïîíåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ âiäïîâiäíî. ßêùî çàäà÷à (3.30), (3.31) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

u ∈ C1,N(Rn+1
+ ), òî éîãî ìîæíà îäíîçíà÷íî çàïèñàòè ó âèãëÿäi

u(t, x) =

∫
Rn

G(t, x− ζ)φ(ζ)dζ +

t∫
0

dτ

∫
Rn

G(t− τ, x− ζ)f(τ, u(τ, ζ))dζ,

(t, x) ∈ Rn+1
+ . (3.34)

Äîñëiäæóâàòèìåìî (3.34) ÿê íåëiíiéíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî øó-

êàíî¨ ôóíêöi¨ u. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü äîâåäåìî, ùî

ðiâíÿííÿ (3.34) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê:

u0(t, x) =

∫
Rn

G(t, x− ζ)φ(ζ)dζ, (3.35)

uk(t, x) = u0(t, x)+

t∫
0

dτ

∫
Rn

G(t−τ, x−ζ)f(τ, uk−1(τ, ζ))dζ, k ≥ 1, (t, x) ∈ Rn+1
+ .

Äîâåäåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {uk, k ≥ 1} (3.35) çáiãà¹òüñÿ ó ïðîñòîðiH(Rn+1
+ ).

Î÷åâèäíî, ç óìîâ (3.28), (3.32) âèïëèâà¹, ùî

|f(t, u(t, x))| ≤ C1|u(t, x)|1+β = C1
|u(t, x)|1+β

G1+β(t+ t0, x)
G1+β(t+ t0, x) ≤

≤ C1⟨u⟩1+βRn+1
+
G1+β(t+ t0, x), (t, x) ∈ Rn+1

+ . (3.36)

Òîäi

|(Mu)(t, x)| ≡
∣∣∣ t∫
0

dτ

∫
Rn

G(t− τ, x− ζ)f(τ, u(τ, ζ))dζ
∣∣∣ ≤ C1⟨u⟩1+βRn+1

+
×

×
t∫

0

dτ

∫
Rn

G1+β(τ + t0, ζ)G(t− τ, x− ζ)dζ ≤

≤ C3⟨u⟩1+βRn+1
+

∞∫
0

(τ+t0)
−nβ

γ dτ

∫
Rn

G(t−τ, x−ζ)G(τ+ζ, t0)dζ = C3⟨u⟩1+βRn+1
+
G(t+t0, x)×
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× lim
τ→∞

(τ + t0)
1−nβ

γ

1− nβ
γ

∣∣∣∣∣
τ

0

= C4⟨u⟩1+βRn+1
+
G(t+ t0, x), (3.37)

ÿêùî 1 − nβ

γ
< 0, àáî β >

γ

n
, äå C3 = C0C1, C4 = C3γ(nβ − γ)−1t

1−nβ
γ

0 . Ïðè

öüîìó âèêîðèñòàíà îöiíêà (3.36) i ôîðìóëà çãîðòêè∫
Rn

G(t− τ, x− ζ)G(τ + t0, ζ)dζ = G(t+ t0, x), τ < t, x ∈ Rn.

Iç íåðiâíîñòi (3.37) âèïëèâà¹, ùî

⟨Mu⟩Rn+1
+

≤ C4⟨u⟩1+βRn+1
+
. (3.38)

Ðîçãëÿíåìî äâi äîâiëüíi ôóíêöi¨ {u, v} ⊂ H(Rn+1
+ ) i, íå çìåíøóþ÷è çàãàëü-

íîñòi, ââàæà¹ìî, ùî iñíó¹ ñòàëà K > 0 òàêà, ùî ⟨u⟩Rn+1
+

≤ K òà ⟨v⟩Rn+1
+

≤ K.

Ïðîâåäåìî, âèêîðèñòîâóþ÷è (3.29), (3.32), îöiíêó ðiçíèöi

|(Mu−Mv)(t, x)| =
∣∣∣ t∫
0

dτ

∫
Rn

G(t− τ, x− ζ)[f(τ, u(τ, ζ))− f(τ, v(τ, ζ))]dζ
∣∣∣ ≤

≤ C2

t∫
0

dτ

∫
Rn

G(t− τ, x− ζ)max{|u|β, |v|β}×

×|u− v|G1+β(τ + t0, ζ)G
−(1+β)(τ + t0, ζ)dζ ≤

≤ C2

t∫
0

∫
Rn

max
{( |u(τ, ζ)|

G(τ + t0, ζ)

)β
,
( |v(τ, ζ)|
G(τ + t0, ζ)

)β}|u(τ, ζ)− v(τ, ζ)|
G(τ + t0, ζ)

×

×G(t− y, x− ζ)G1+β(τ + t0, ζ)dζ ≤

≤ C2K
β⟨u− v⟩Rn+1

+
C0

∞∫
0

(τ + t0)
−nβ

γ

∫
Rn

G(t− τ, x− ζ)G(τ + t0, ζ)dζ =

= C5K
β⟨u− v⟩Rn+1

+
G(t+ t0, x), (t, x) ∈ Rn+1

+ ,

C5 = C2 · C0γ(nβ − γ)−1.
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Îòæå, âiðíîþ ¹ íåðiâíiñòü

⟨Mu−Mv⟩Rn+1
+

≤ C5K
β⟨u− v⟩Rn+1

+
. (3.39)

Îöiíèìî ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ u0 çà íîðìîþ ïðîñòîðó H(Rn+1
+ ). Ìà¹ìî,

ùî

|u0(t, x)| =
∣∣∣ ∫
Rn

G(t, x− ζ)G(t0, ζ)
φ(ζ)

G(t0, ζ)
dζ
∣∣∣ ≤

≤ ⟨φ⟩RnG(t+ t0, x), (t, x) ∈ Rn+1
+ ;

òîìó

⟨u0⟩Rn+1
+

≤ ⟨φ⟩Rn. (3.40)

Ïðèïóñòèìî, ùî φ íåïåðåðâíà íà Rn i iñíó¹ òàêå ÷èñëî δ > 0, ìàëå, ùî

⟨φ⟩Rn < δ, òîáòî φ ¹ ìàëîþ çà íîðìîþ ïðîñòîðó H(Rn).

Òîäi iç (3.35) i (3.38) âèïëèâà¹, ùî

⟨uk⟩Rn+1
+

≤ δ + C4⟨uk−1⟩1+βRn+1
+
, k ≥ 1. (3.41)

Òîìó

⟨u1⟩Rn+1
+

≤ δ + C4δ
1+β ≡M1(δ),

⟨u2⟩Rn+1
+

≤ δ + C4M
1+β
1 (δ) ≡M2(δ),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⟨uk⟩Rn+1
+

≤ δ + C4M
1+β
k−1 (δ) ≡Mk(δ), k ≥ 1. (3.42)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîñèòü ìàëîãî δ > 0 iñíó¹ M(δ) → 0 ïðè δ → 0 òàêå,

ùî

⟨uk⟩Rn+1
+

≤M(δ), k ≥ 1. (3.43)

Iç íåðiâíîñòåé (3.39) � (3.43) îòðèìó¹ìî, ùî

⟨uk − uk−1⟩Rn+1
+

= ⟨Muk−1 −Muk−2⟩Rn+1
+

≤ C5M
β(δ)⟨uk−1 − uk−2⟩Rn+1

+
,
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k ≥ 2. ßêùî δ > 0 âèáðàòè íàñòiëüêè ìàëèì, ùîá C5M
β(δ) < 1, òî, îñêiëüêè

{uk, k ≥ 1} ¹ ïîñëiäîâíiñòþ ÷àñòèííèõ ñóì äëÿ ôóíêöiîíàëüíîãî ðÿäó

u0 + (u1 − u0) + · · ·+ (uk − uk−1) + . . . ,

ÿêèé ìàæîðó¹òüñÿ çà íîðìîþ ïðîñòîðó H(Rn+1
+ ) çáiæíèì ÷èñëîâèì ðÿäîì, òî

îòðèìó¹ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {uk, k ≥ 1} çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ u ∈ H(Rn+1
+ ).

Ïðè öüîìó ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ u ¹ íåïåðåðâíîþ â Rn+1
+ . ßêùî â (3.35) ïåðåéòè äî

ãðàíèöi ïðè k → ∞, òî îäåðæèìî, ùî u ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3.34). Òåîðåìà

äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 3.1. Iç âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëiâ ç ôîðìóëè (3.34) âèïëè-

âà¹, ùî ïðè ïiäâèùåííi ãëàäêîñòi ôóíêöié f òà φ âiäïîâiäíî ïiäâèùèòüñÿ

ãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.30), (3.31).

Çàóâàæåííÿ 3.2. ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî ôóíêöi¨ φ òà f íåïåðåðâíi i

îáìåæåíi âiäïîâiäíî â R òà Rn+1
+ , à òàêîæ äëÿ äîâiëüíèõ t ∈ R+ i {u1, u2} ⊂

R iñíó¹ òàêå ÷èñëî L > 0, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f(t, u1)− f(t, u2)| ≤ L|u1 − u2|,

òî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (3.34) ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íà-

áëèæåíü, ïðè÷îìó

|uk(t, x)− uk−1(t, x)| ≤MLk
tk

k!
, k ≥ 1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (3.34) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ

0 < t ≤ T . Òîäi íå iñíó¹ ãëîáàëüíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi, àëå íå âèìàãà¹òüñÿ ñïàäàííÿ

ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ φ ïðè |x| → ∞.

Çàóâàæåííÿ 3.3. Çàìiñòü ðiâíÿííÿ (3.30) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÏÏÄÐ ç

iíòåãðàëüíèì êîåôiöi¹íòîì âèãëÿäó

ut(t, x)− α∆u(t, x) + (1− α)Aγu(t, x)+
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+

∫
Ω

u(t, ζ)dζ
n∑
i=1

uxi(t, x) = f(t, u), (3.44)

äå α = 1 ïðè γ = 2 i α = 0 ïðè 1 ≤ γ ≤ 2, ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, Ω

� îáìåæåíà îáëàñòü â Rn, (t, x) ∈ Rn+1
+ . Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî u: Rn+1

+ → R ¹

ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3.44), ÿêèé íàëåæèòü äî ïðîñòîðó C1,N(Rn+1
+ ). Çðîáèìî

çàìiíó

u(t, x) = v(t, y),

yi = xi −
t∫

0

∫
Ω

u(η, ζ)dζdη, (t, y) ∈ Rn+1
+ , 1 ≤ i ≤ n.

Òîäi

ut(t, x) = vt(t, y) +
n∑
i=1

vyi(t, y)
∂yi
∂t

= vt(t, y)−
n∑
i=1

vyi(t, y)

∫
Ω

u(t, ζ)dζ,

uxi(t, x) = vyi(t, x), 1 ≤ i ≤ n,

∆u(t, x) = ∆v(t, x)

Aγu(t, x) = Aγv(t, y),

i çàäà÷à Êîøi (3.44), (3.31) ïåðåéäå â òàêó çàäà÷ó

vt(t, y)− α∆v(t, y) + (1− α)Aγv(t, y) = f(t, v(t, y)), (t, y) ∈ Rn+1
+ ,

v(0, y) = φ(y), y ∈ Rn,

ÿêà ¹ çàäà÷åþ (3.30), (3.31) i äëÿ íå¨ âiðíîþ ¹ äîâåäåíà òåîðåìà.

Çàóâàæåííÿ 3.4. Àíàëîãi÷íà çàäà÷à ðîçãëÿäàëàñÿ â [218].

3.2. Çàäà÷à Äiðiõëå

Íåëîêàëüíi çàäà÷i äëÿ åâîëþöiéíèõ ÏÄÐ âèâ÷àëèñÿ Â.Â. Ãîðîäåöüêèì, ß.Ì.

Äðiíåì, Ì.Ì. Äðiíü ó ïðàöÿõ [195, 203, 209, 168�272, 274]. Ðîçãëÿíåìî äâîòî÷-

êîâó çàäà÷ó.
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3.2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà ôîðìóëà äëÿ ðîçâ'ÿçêó

Íåõàé T > 0, µ > 1, β > 0, γ > 0 � ÷èñëîâi ïàðàìåòðè, Π ≡ {(t, x)
∣∣∣ 0 <

t ≤ T, x ∈ Rn}. Ïðèïóñòèìî, ùî îäíîðiäíà ïîðÿäêó γ > 0 ôóíêöiÿ aγ: Rn →

[0,+∞), íåñêíi÷åííî äèôåðåíöiéîâíà íà Rn \ {0} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

1) ∀σ ∈ Rn, |σ| = 1 ∃a0 > 0: aγ(σ) ≥ a0;

2) ∀σ ∈ Rn, σ ̸= 0, ∀æ ∈ Zn+ ∃Cæ > 0:

|Dæ
σ aγ(σ)| ≤ Cæ|σ|γ−|æ|;

Ôóíêöi¨ φ: Rn → R òà f : Π → R çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

3) ∀ε > 0, ∀x ∈ Rn ∃C > 0 ∃β, 0 < β ≤ γ − ε ∃φ ∈ C(Rn):

|φ(x)| ≤ C(1 + |x|)β;

4) ∀ε > 0, ∀(t, x) ∈ Π ∃C > 0, ∃β ≤ γ − ε ∃f : Π → R, f ∈ C(Π):

|f(t, x)| ≤ C(1 + |x|)β, |f(t, x)− f(t, y)| ≤ C|x− y|λ, 0 < λ < 1.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç u: Π → R ôóíêöiþ, u ∈ C1
t × S(Rn), Fx→σ[u(t, x)](t, σ),

F−1
σ→x[v(t, σ)](t, x) � âiäïîâiäíå ïðÿìå i îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ u,

Aγu(t, x) ≡ F−1
σ→x[aγ(σ)Fx→σ[u(t, x)]], (t, x) ∈ Π,

ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíà îïåðàöiÿ (ÏÄÎ) ç ñèìâîëîì A: Rn → R. ßêùî u ∈

C
1,[γ]+1
t,x (Π), [γ] � öiëà ÷àñòèíà γ ≥ 1, òî ÏÄÎ Aγ âèçíà÷åíà â [29, 37] i òðàê-

òó¹òüñÿ ÿê ãiïåðñèíãóëÿðíà iíòåãðàëüíà îïåðàöiÿ (ÃÑIÎ).

Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó

ut(t, x) + Aγu(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π, γ > 0, (3.45)

µu(t, x)|t=0 = u(t, x)|t=T + φ(x), x ∈ Rn, (3.46)

äå Aγ � ÏÄÎ ç ñèìâîëîì aγ(σ).
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Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.45), (3.46) ôîðìàëüíî øóêà¹ìî çà äîïîìîãîþ ïåðåòâî-

ðåííÿ Ôóð'¹ ïî ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ, òîìó äîäàòêîâî ïðèïóñòèìî, ùî ôóíê-

öi¨ u, f , φ äîïóñêàþòü öå ïåðåòâîðåííÿ, ïðè öüîìó Fx→σ[f(t, x)] ≡ f̃(t, σ),

Fx→σ[φ(x)] ≡ φ̃(σ). Øóêàþ÷è ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.45), (3.46) ó âèãëÿäi

u(t, x) ≡ F−1
σ→x[v(t, σ)](t, x), (t, x) ∈ Π, (3.47)

îäåðæèìî äëÿ v: Π → R1 òàêó çàäà÷ó

v′t(t, σ) + aγ(σ)v(t, σ) = f̃(t, σ), (t, σ) ∈ Π, (3.48)

µv(t, σ)|t=0 = u(t, σ)|t=T + φ̃(σ), σ ∈ Rn. (3.49)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.48), (3.49) íàáóâà¹ âèãëÿäó

v(t, σ, µ) =
µ

µ− exp{−aγ(σ)T}

t∫
0

exp{−aγ(σ)(t− τ)}f̃(τ, σ)dτ+

+
1

µ− exp{−aγ(σ)T}

T∫
t

exp{−aγ(σ)(T + t+ τ)}f̃(τ, σ)dτ+

+
exp{aγ(σ)t}

µ− exp{−aγ(σ)T}
φ̃(σ), (t, σ) ∈ Π, µ > 1. (3.50)

Ïiäñòàâèâøè (3.50) â (3.47) îòðèìà¹ìî ôîðìóëó äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.45),

(3.46):

u(t, x, µ) = (2π)−n
∫
Rn

exp{i(x, σ)}v(t, σ, µ)dσ =

= (2π)−n
∫
Rn

exp{−aγ(σ)t}φ̃(σ) exp{i(x, σ)}
µ− exp{−aγ(σ)T}

+

+µ(2π)−n
∫
Rn

exp{i(x, σ)}
µ− exp{−aγ(σ)T}

{ t∫
0

exp{−aγ(σ)(t− τ)}f̃(τ, σ)dτ
}
dσ+

+(2π)−n
∫
Rn

exp{i(x, σ)}
µ− exp{−aγ(σ)T}

{ T∫
t

exp{−aγ(σ)(T+t−τ)}f̃(τ, σ)dτ
}
dσ, (3.51)
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(t, x ∈ Π), µ > 1.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

G(t, T, x, µ) ≡ (2π)−n
∫
Rn

exp{i(x, σ)− aγ(σ)t}(µ− exp{−aγ(σ)T})−1dσ, (3.52)

(t, x) ∈ Π, µ > 1,

I1 =

∫
Rn

G(t, T, x− ξ, µ)φ(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π, µ > 1, (3.53)

I2 =

t∫
0

dτ

∫
Rn

G(t− τ, T, x− ξ, µ)f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π, µ > 1, (3.54)

I3 =

T∫
t

dτ

∫
Rn

G(T + t− τ, T, x− ξ, µ)f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π, µ > 1, (3.55)

äå G âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (3.52).

Òîäi ôîðìóëà (3.51) íàáóâà¹ âèãëÿäó

u(t, x) = I1 + µI2 + I3,

äå Ij (j = 1, 2, 3) âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (3.53) � (3.55) âiäïîâiäíî.

3.2.2. Äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ G

Îñêiëüêè âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1), 2) ï. 3.2.1, òî ∀σ ∈ Rn, ∀t0 > 0 i t ≥ t0

| exp{i(x, σ)− aγ(σ)t}|(µ− exp{−aγ(σ)T})−1 ≤ exp{−aγ(σ)t0}(µ− 1)−1,

i äëÿ äîâiëüíî¨ ñìóãè {(t, x)
∣∣∣ t0 ≤ t ≤ T, x ∈ Rn}, t0 > 0 iíòåãðàë (3.52)

çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî, òîìó ôóíêöiÿ G ¹ íåïåðåðâíîþ â Π.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ äèôåðåíöiéîâíiñòü ïî t i x ôóíêöi¨ G. Ðîçãëÿíåìî,

íàïðèêëàä, ïåðøó ïîõiäíó ïî t. Ôîðìàëüíî ïðîäèôåðåíöiþâàâøè (3.52) ïiä

çíàêîì iíòåãðàëà äiñòàíåìî âèðàç

−aγ(σ) exp{i(x, σ)− aγ(σ)t}(µ− exp{−aγ(σ)T})−1,
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ìîäóëü ÿêîãî îöiíþ¹òüñÿ âåëè÷èíîþ

aγ(σ) exp{−aγ(σ)(t0 − ε)} exp{−aγ(σ)ε}(µ− 1)−1, 0 < ε < t0.

Îñêiëüêè ∀σ ∈ Rn ∃c > 0 òàêå, ùî |aγ(σ) exp{−aγ(σ)(t0−ε)}| < C, òî ìàæî-

ðàíòîþ ¹ iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ exp{−aγ(σ)ε}. Îòæå, iíòåãðàë ïîõiäíî¨ âiä (3.52)

çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî i òîìó ïîõiäíó ìîæíà çàñòîñóâàòè ïiä çíàêîì iíòåãðàëà.

Ïðîâåäåìî îöiíêó ôóíêöi¨ G òà ¨¨ ïîõiäíèõ. Î÷åâèäíî, ùî ∀σ ∈ Rn, ∀µ > 1

(µ− exp{−aγ(σ)T})−1 = µ−1(1− µ−1 exp{−aγ(σ)T})−1 =

=
∞∑
k=0

µ−k−1 exp{−aγ(σ)kT},

G(t, T, x, µ) =
∞∑
k=0

µ−k−1G0(t+ kT, x), (t, x) ∈ Π, (3.56)

äå

G0(t+ kT, x) = (2π)−n
∫
Rn

exp{i(x, σ)− aγ(σ)(t+ kT )}dσ, (t, x) ∈ Π, (3.57)

G0(t, x) � ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ, äëÿ ÿêîãî âiðíèìè

¹ îöiíêè (äèâ. [37,211,230]) ïðè γ > 0:

|Dæ
xG0(t, x)| ≤ Cæt(t

1/γ + |x|)−(n+γ+|æ|), (t, x) ∈ Π, (3.58)

|DtG0(t, x)| ≤ C(t1/γ + |x|)−(n+γ), (t, x) ∈ Π. (3.59)

Òîäi

|Dæ
xG(t, T, x, µ)| ≤

∞∑
k=0

Cæµ
−k−1(t+ kT )

[(t+ kT )1/γ + |x|]n+γ+|æ| , (t, x) ∈ Π, (3.60)

∣∣∣ ∂
∂t
G(t, T, x, µ)| ≤ C

∞∑
k=0

µ−k−1[(t+ kT )1/γ + |x|]−(n+γ), (t, x) ∈ Π. (3.61)

Îñêiëüêè

∂G

∂t
(t, T, x, µ) = −F−1

σ→x[aγ(σ) exp{−aγ(σ)t}(µ− exp{−aγ(σ)T})−1], (3.62)
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(t, x) ∈ Π,

AγG(t, T, x, µ) = F−1
σ→x[aγ(σ) exp{−aγ(σ)t}(µ− exp{−aγ(σ)T})−1], (3.63)

(t, x) ∈ Π, òî ç (3.62), (3.63) îòðèìó¹ìî, ùî( ∂
∂t

+ Aγ

)
G(t, T, x, µ) = 0, (t, x) ∈ Π, µ > 0. (3.64)

Äëÿ aγ(σ) ≡ |σ| öÿ ðiâíiñòü ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî.

Âiðíîþ ¹ ðiâíiñòü∫
Rn

G(t, T, x− y, µ)dy =
1

µ− 1
, (t, x) ∈ Π, µ > 1. (3.65)

ÿêà âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi (3.64) ( [29, ñòîð. 919], [37]) òà (3.56). Âðàõîâóþ÷è (3.61)

iç (3.65) îòðèìà¹ìî, ùî ∫
Rn

∂G

∂t
(t, T, x− y, µ)dy = 0. (3.66)

Îöiíêà (3.60) çàáåçïå÷ó¹ çáiæíiñòü iíòåãðàëiâ (3.53) � (3.55) äëÿ çðîñòàþ÷èõ

ñòåïåíåâî ôóíêöié φ (óìîâà 3)) òà f (óìîâà 4)).

3.2.3. Äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ u

Ôóíêöiÿ u, âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (3.51), ¹ ñóìîþ òðüîõ äîäàíêiâ. Ðîçãëÿíåìî

êîæåí äîäàíîê îêðåìî. Iíòåãðàë I1 (3.53) âèçíà÷åíèé äëÿ (t, x) ∈ Π, µ > 1,

éîãî ìîæíà äèôåðåíöiþâàòè ïî t i çàñòîñîâóâàòè äî íüîãî ÏÄÎ Aγ ïiä çíàêîì

iíòåãðàëà. Çàêîííiñòü òàêèõ îïåðàöié çàáåçïå÷ó¹òüñÿ îöiíêàìè ôóíêöi¨ G, ¨¨

ïîõiäíèõ i AγG (3.58) � (3.63). Âðàõîâóþ÷è (3.64) îòðèìà¹ìî, ùî( ∂
∂t

+ Aγ

)
I1(t, x, T, µ) = 0. (3.67)

Ðîçãëÿíåìî I2, âèçíà÷åíèé âèðàçîì (3.54) i çàïèøåìî éîãî ó âèãëÿäi

I2(t, x, T, µ) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

G0(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ+
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+

t∫
0

dτ

∫
Rn

µ−k−1
∞∑
k=1

G0(t+ kT − τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ ≡ I20 + I21. (3.68)

Iñíóâàííÿ ïîõiäíî¨ ïî t i ôîðìóëà

∂

∂t
I20(t, x, T, µ) =

=

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)[f(τ, ξ)− f(τ, x)]dξ + f(t, x), (t, x) ∈ Π, (3.69)

äîâåäåíi â [33,34] (äèâ. òàêîæ ôîðìóëó (31) iç [29]).

Âiðíîþ ¹ ôîðìóëà

∂

∂t
I21(t, x, T, µ) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

∞∑
k=1

µk−1 ∂

∂t
G0(t+ kT − τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

∫
Rn

∞∑
k=1

µ−k−1G0(kT, x− ξ)f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π. (3.70)

Ðîçãëÿíåìî I3, âèçíà÷åíèé âèðàçîì (3.55). Àíàëîãi÷íî, ÿê äëÿ I2, ïîõiäíó

âiä ôóíêöi¨ I3 ïî t ìîæíà îá÷èñëþâàòè çà ôîðìóëîþ ïîõiäíî¨ âiä iíòåãðàëà,

çàëåæíîãî âiä ïàðàìåòðà t ó âèïàäêó, êîëè ìåæi iíòåãðàëà òàêîæ çàëåæàòü âiä

öüîãî ïàðàìåòðà t. Òîìó

∂

∂t
I3(t, x, T, µ) =

T∫
t

dτ

∫
Rn

∞∑
k=1

µk−1 ∂

∂t
G0(T (1 + l) + t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ−

−
∫
Rn

∞∑
k=1

µ−k−1G0(T (1 + k), x− ξ)f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π. (3.71)

Îá'¹äíóþ÷è (3.69) � (3.71) äiñòàíåìî òàêèé âèðàç äëÿ ïîõiäíî¨ ïî t äâîõ

îñòàííiõ äîäàíêiâ iç (3.51):

∂

∂t
[µI2 + I3] =

T∫
0

dτ

∫
Rn

∞∑
k=1

µ−k
∂

∂t
G0(t+ kT − τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ+
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+

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)[f(τ, ξ)− f(τ, x)]dξ + f(t, x), (t, x) ∈ Π. (3.72)

Äëÿ äîâåäåííÿ ôîðìóëè (3.72) äîñèòü âèäiëèòè äâà òàêèõ îêðåìèõ òâåð-

äæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé

G(t, T, x− ξ, µ) ≡ 1

µ
G0(t, x− ξ) +

∞∑
k=1

µ−k−1G0(t+ kT, x− ξ),

0 < t < T, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn, |µ| > 1,

à ôóíêöiÿ

µI2(t, x, T, µ) ≡ µ

t∫
0

dτ

∫
Rn

G(t− τ, T, x− ξ, µ)f(τ, ξ)dξ =

=

t∫
0

dτ

∫
Rn

G0(t−τ, x−ξ)f(τ, ξ)dξ+
t∫

0

dτ

∫
Rn

∞∑
k=1

µ−kG0(t+kT−τ, x−ξ)f(τ, ξ)dξ ≡

≡ I20(t, x) + I21(t, x, T, µ).

Òîäi äëÿ îá'¹ìíîãî ïîòåíöiàëà I20 âiðíîþ ¹ ôîðìóëà

∂I20(t, x)

∂t
=

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)(f(τ, ξ)− f(τ, x))dξ + f(t, x).

Äîâåäåííÿ. Ïðè θ > 0 ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

I20 =

t−θ∫
0

dτ

∫
Rn

G0(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ,

ïîõiäíà ïî t âiä ÿêî¨ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà âiäîìîþ ôîðìóëîþ

∂

∂t
I20 =

t−θ∫
0

dτ

∫
Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ+
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+

∫
Rn

G0(t− (t− θ), x− ξ)f(t− θ, ξ)dξ,

ÿêà íàáóâà¹ âèãëÿäó

∂

∂t
I20 =

t−θ∫
0

dτ

∫
Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)(f(τ, ξ)− f(τ, x))dξ+

+

∫
Rn

G0(θ, x− ξ)f(t− θ, ξ)dξ.

Äëÿ òðåòüîãî äîäàíêà ìà¹ìî, ùî

lim
θ→0

∫
Rn

G0(θ, x− ξ)f(t− θ, ξ)dξ = f(t, x).

Ñïðàâäi,∫
Rn

G0(θ, x−ξ)f(t−θ, ξ)dξ =
∫
Rn

G0(θ, x−ξ)(f(t−θ, ξ)−f(t−θ, x))dξ+f(t−θ, x).

ßêùî ïðîâåñòè çàìiíó çìiííèõ xi−ξi ≡ ziθ
1/γ, i ∈ {1, . . . , n}, òî ïðàâà ÷àñòèíà

íàáóäå âèãëÿäó∫
Rn

G0(1 + z)(f(t− θ, x− zθ1/γ)− f(t− θ, x))dz + f(t− θ, x).

Iç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f ïî ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ xi, i ∈ {1, . . . , n}, âèï-

ëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ (t, x) ∈ ΠT , z ∈ Rn, i äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0

iñíó¹ δε,t,x,z òàêå, ùî |f(t−θ, x−zθ1γ)−f(t−θ, x)| < ε, ÿêùî |zθ1/γ| < δ. Îòæå,

ãðàíèöÿ âiðíà.

Äëÿ ïåðøîãî äîäàíêà ìà¹ìî, ùî

∣∣∣ t−θ∫
0

dτ

∫
Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)(f(τ, ξ)− f(τ, x))dξ

∣∣∣ ≤
≤ C

t−θ∫
0

dτ

∫
Rn

|x− ξ|λ

((t− τ)1γ + |x− ξ|)n+γ
dξ ≤
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≤ C

t−θ∫
0

dτ

∫
Rn

(t− τ)
λ−γ
γ

(
|x−ξ|

(t−τ)1/γ

)λ
γ(

1 + |x−ξ|
(t−τ)1/γ

)n+γ d(x− ξ)

(t− τ)1/γ
≤

≤ C

t−θ∫
0

(t− τ)−1+λ
γdτ = C1(t− τ)

λ
γ

∣∣∣t−θ
0

= C1(θ
λ
γ − t

λ
γ ).

Îòæå, â öüîìó iíòåãðàëi ìîæíà ïåðåõîäèòè äî ãðàíèöi ïðè θ → 0. Òîìó

lim
θ→0

t−θ∫
0

dτ

∫
Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)(f(τ, ξ)− f(τ, x))dξ =

=

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)(f(τ, ξ)− f(τ, x))dξ.

Îñêiëüêè ∫
Rn

G0(t− τ, x− ξ)dξ = 1,

à ∫
Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)dξ = 0,

òî äðóãèé äîäàíîê äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ äîâiëüíîãî θ ≥ 0.

Òâåðäæåííÿ 2. Âiðíîþ ¹ òàêà ôîðìóëà

∂

∂t
I21(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

∞∑
k=1

µ−k
∂

∂t
G0(t+ kT − τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

∫
Rn

∞∑
k=1

µ−kG0(kT, x− ξ)f(t, ξ)dξ, 0 < t < t, x ∈ Rn.

Ìîæëèâiñòü ïî÷ëåííîãî äèôåðåíöiþâàííÿ ðÿäó çàáåçïå÷ó¹òüñÿ îöiíêîþ ïî-

õiäíèõ
∂

∂t
G0(t+kT −τ, x−ξ), k ≥ 1, i ðiâíîìiðíîþ çáiæíiñòþ ðÿäó, ñêëàäåíîãî

ç ïîõiäíèõ.

Îá'¹äíóþ÷è (3.71) i òâåðäæåííÿ 1, 2 îòðèìà¹ìî, ùî âiðíîþ ¹ ðiâíiñòü (3.72).
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Òðåáà âñòàíîâèòè ôîðìóëó äëÿ äi¨ ÃÑI Dα
Ω íà ôóíêöi¨ I2, I3 iç ôîðìóëè

(3.51). Ïðè öüîìó ñëiä ðîçðiçíÿòè âèïàäîê α < γ i âèïàäîê α = γ. Ó ïåðøîìó

âèïàäêó ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ÃÑI Dα
Ω áåçïîñåðåäíüî ïiä çíàêîì iíòåãðàëà, à

â äðóãîìó âèïàäêó òðåáà ñòâîðþâàòè ñïåöiàëüíó ôîðìóëó, ÿêà âèìàãà¹ ðîçó-

ìiííÿ ÃÑI Dα
Ω ÿê ãðàíèöi ïðè ε→ 0 Dγ

Ω,ε.

Îñêiëüêè Aα
Ω äi¹ ïî àðãóìåíòó x, âiä ÿêîãî çàëåæèòü ôóíêöiÿ G, òî ñïî÷àòêó

òðåáà âèâ÷èòè äiþ ÃÑI Dα
Ω íà ôóíêöiþ G. Äëÿ öüîãî òðåáà ìàòè îöiíêó ∆l

hG

ïðè |h| ≤ (t− µ)1/γ òà ïðè |h| ≥ (t− µ)1/γ.

Âðàõîâóþ÷è ðiçíi çîáðàæåííÿ äëÿ ñêií÷åííèõ ðiçíèöü òà îöiíêó (3.60) îò-

ðèìà¹ìî, ùî ïðè ìàëèõ h (çîêðåìà, ïðè |h| ≤ (t− µ)1/γ) âiðíîþ ¹ íåðiâíiñòü

|(∆l
hG)(t, T, x, µ)| ≤

≤ C|h|[α]+1
∞∑
k=0

µ−k−1
l∑

ν=0

t+ kT

[(t+ kT )1/γ + |x− θννh|]n+γ+[α]+1
, (3.73)

à ïðè âåëèêèõ h (çîêðåìà, ïðè |h| ≥ (t− µ)1/γ) îòðèìà¹ìî, ùî

|(∆l
hG)(t, T, x, µ)| ≤ C

∞∑
k=0

µ−k−1
l∑

ν=0

t+ kT

[(t+ kT )1/γ + |x− νh|]n+γ
. (3.74)

Çàóâàæèìî, ùî îöiíêà (3.73) çàáåçïå÷ó¹ çáiæíiñòü ÃÑI Dα
ΩG ïðè |h| ≤ 1, à

(3.74) � éîãî çáiæíiñòü ïðè |h| ≥ 1. Âîíè iñíóþòü, ÿêùî ñèìâîë ÏÄÎ a(σ) ìà¹

ãëàäêiñòü N = 2n+2[γ]+1. Òîäi ãëàäêiñòü G äîðiâíþ¹ N−2n− [γ], γ ≥ 1; ïðè

0 < γ < 1 ñèìâîë ââàæà¹òüñÿ íåñêií÷åííî ãëàäêèì ïî ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ.

Iç öèõ îöiíîê òà òåîðåìè Ôóáiíi ïðè α < γ îòðèìó¹ìî, ùî ÃÑI Dα
ΩI2(t, x, µ)

¹ àáñîëþòíî çáiæíèé i éîãî ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ïiä çíàêîì iíòåãðàëà

(Dα
ΩI2)(t, x, µ) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

GΩ(t− τ, T, x− ξ, µ)f(τ, ξ)dξ, (3.75)

äå

Dα
ΩG ≡ GΩ = (2π)−n

∫
Rn

Ω̃(σ) exp{i(x, σ)− aγ(σ)t}×
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×(µ− exp{−aγ(σ)T})−1dσ, (t, x) ∈ Π, µ > 1. (3.76)

Êîðèñòóþ÷èñü (3.76) ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôîðìóëà (3.75) ¹ âiðíîþ äëÿ

öiëîãî íåïàðíîãî α < γ i ïàðíî¨ õàðàêòåðèñòèêè Ω. Çàóâàæèìî, ùî êîëè çà

ñèìâîëîì aα(σ) áóäóâàòè ñèìâîë Ω̃(σ), òî Ω̃(σ) = aα(σ), σ ∈ Rn, äå aα �

ñèìâîë ÏÄÎ ïîðÿäêó îäíîðiäíîñòi α < γ. Òóò ÃÑI Dα
Ω ç õàðàêòåðèñòèêîþ Ω ¹

áiëüø øèðøèì îïåðàòîðîì i éîãî ñèìâîë âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Ω̃(x, ξ) =
1

dnl(α)

∫
Rn

|h|−n−α(1− exp{iξh})lΩ
(
x;

h

|h|

)
dh.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ÃÑI ïîðÿäêó γ ç ñèìâîëîì Ω̃(σ). ßêùî ÏÄÎ ïîáóäîâàíèé

çà ñèìâîëîì aγ(σ), òî Ω̃(σ) = aγ(σ). Äîäàòêîâî òðåáà ïðèïóñêàòè, ùî Ω̃(σ)

ìà¹ ïðè σ ̸= 0 N ≥ 2n + 2[γ] + 1 íåïåðåðâíèõ ïîõiäíèõ, ÿêùî γ ≥ 1, àáî ¹

íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ ïðè 0 < γ < 1, Ω̃(σ) ̸= 0 ïðè σ ̸= 0 i

|Dæ
σ Ω̃(σ)| ≤ Cn|σ|γ−|æ|.

Îêðåìî ðîçãëÿíåìî âèïàäîê öiëîãî γ. Òîäi ïðè íåïàðíîìó γ i ïàðíié õàðàê-

òåðèñòèöi Ω̃ íå ¹ ïîëiíîìîì ïî σ. Ïðèïóñòèìî, ùî â ðîçêëàäi çà ñôåðè÷íèìè

ãàðìîíiêàìè

[Ω̃(σ)]−1 =
∞∑
ν=0

δ2ν∑
µ=1

C2ν,µY2ν,µ(σ), |σ| = 1,

êîåôiöi¹íòè C2ν,µ = 0, ÿêùî γ = 2+2ν+2k, k = 0, 1, 2, . . . . ßêùî Ω̃ ¹ ïîëiíîìîì

ïî σ, òî öåé âèïàäîê íå ðîçãëÿäà¹òüñÿ, áî âií îõîïëþ¹òüñÿ òåîði¹þ ïàðàáîëi÷-

íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [251,252].

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ôóíêöiÿ G(t, T, x, µ) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (3.56) ÷å-

ðåç G0(t+ kT, x) iç (3.57). Òîäi I2 iç ôîðìóëè (3.54) çàïèñó¹ìî ó âèãëÿäi

I2 =
∞∑
k=0

µ−k−1

t∫
0

dτ

∫
Rn

G0(t+ kT − τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ
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i ïðè çàñòîñóâàííi Dγ
Ω äî I2 ðåãóëÿðèçàöi¨ ïîòðåáó¹ ïåðøèé äîäàíîê

1

µ

t∫
0

dτ

∫
Rn

G0(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ ≡ I20,

à äî âñiõ ðåøòè äîäàíêiâ ÃÑI Dγ
Ω ìîæíà çàñòîñóâàòè áåçïîñåðåäíüî ïiä çíàêîì

iíòåãðàëà.

Òåîðåìà 3.4. Ïðè ïåðåðàõîâàíèõ âèùå óìîâàõ íà Ω̃(σ) ÃÑI Dγ
ΩI2 iñíó¹ â

ñåíñi óìîâíî¨ çáiæíîñòi [29, ôîðìóëà (6), ñòîð. 911] i

Dγ
ΩI2 =

1

µ

t∫
0

dτ

∫
Rn

G0Ω(t− τ, x− ξ)(f(τ, ξ)− f(τ, x))dξ+

+
∞∑
k=1

µ−k−1

t∫
0

dτ

∫
Rn

G0Ω(t− τ + kT, x− ξ)f(τ, ξ)dξ, (3.77)

à ÃÑI Dγ
ΩI3 iñíó¹ â çâè÷àéíîìó ñåíñi i

Dγ
ΩI3 =

T∫
t

dτ

∫
Rn

GΩ(T + t− τ, T, x− ξ, µ)f(τ, ξ)dξ, (3.78)

(t, x) ∈ Π, µ > 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé 0 < θ < 1 i ïîçíà÷èìî

Iθ20 ≡
1

µ

t−θ∫
0

dτ

∫
Rn

G0(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ.

Iç (3.73) i (3.74) âèïëèâà¹ àáñîëþòíà çáiæíiñòü ÃÑI Dγ
ΩI

θ
20 i ôîðìóëà

Dγ
ΩI

θ
20 =

t−θ∫
0

dτ

∫
Rn

Dγ
ΩG0(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ.

Iç ôîðìóëè (3.1) ç óðàõóâàííÿ (3.73), (3.74) âèïëèâà¹, ùî
∫
Rn

Dγ
ΩG0(t, ξ)dξ =

0. Âiðíîþ ¹ òàêîæ îöiíêà

|Dγ
ΩG0(t− τ, x− ξ)| ≤ C[(t− τ)1/γ + |x− ξ|]−n−γ. (3.79)
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Òîäi

Dγ
ΩI

θ
20 =

t−θ∫
0

dτ

∫
Rn

Dγ
ΩG0(t− τ, x− ξ)[f(τ, ξ)− f(τ, x)]dξ.

Iç îöiíêè (3.79) i óìîâè 4) âèïëèâà¹ çáiæíiñòü îñòàííiõ iíòåãðàëiâ.

Îñòàííÿ ôîðìóëà ïîêàçó¹, ùî ðiâíîìiðíî ïî x ∈ Rn

Dγ
ΩI20 = lim

θ→0
Iθ20.

Äî óñiõ iíøèõ äîäàíêiâ ôóíêöi¨ I2 i äî óñiõ äîäàíêiâ ôóíêöi¨ I3 ìîæíà çàñòîñó-

âàòè ÃÑI Dγ
Ω áåçïîñåðåäíüî ïiä çíàêîì iíòåãðàëà, áî äëÿ Dγ

ΩG(t−τ +kT, x−ξ)

âiðíîþ ¹ îöiíêà (3.79), äå ó ïðàâié ÷àñòèíi çàìiñòü (t − τ)1/γ ñëiä ïèñàòè

(t− τ + kT )1/γ, k ≥ 1. Òåîðåìà äîâåäåíà.

3.3. Áàãàòîòî÷êîâà çàäà÷à äëÿ ÏÄÐ çi çìiííèì ñèìâîëîì

3.3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé T > 0, 0 < t1 < · · · < tm = T , 0 < ν1 < ν2 < · · · < νm, µ > 1, β > 0 �

÷èñëîâi ïàðàìåòðè; {ζ | 0 ≤ ζ ≤ p} ⊂ N, p ∈ N; Π ≡ {(t, x)
∣∣∣ 0 < t ≤ T, x ∈ Rn};

âiäíîñíî aζ : Π → R âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) ôóíêöi¨ aζ : Π → R, 0 ≤ ζ ≤ p, ¹ íåïåðåðâíèìè, îäíîðiäíèìè ïî σ ïîðÿäêó

γζ ôóíêöiÿìè, äå γ0, γ1, . . . , γp � âiäîìi äiéñíi ÷èñëà òàêi, ùî γζ > 0, 0 ≤ ζ ≤ p,

ïðè÷îìó 0 < γ1 < γ2 < · · · < γp < γ0;

2) iñíó¹ ñòàëà δ > 0 òàêà, ùî ∀σ ∈ Rn, t ∈ [0, T ], âiðíîþ ¹ íåðiâíiñòü

a0(t, σ) ≥ δ|σ|γ0;

3) ôóíêöi¨ aζ(t, σ), σ ∈ Rn \ {0}, t ∈ [0, T ], 0 ≤ ζ ≤ p, ¹ íåñêií÷åííî

äèôåðåíöiéîâíèìè ïî σ, äëÿ ÿêèõ ïðàâèëüíi îöiíêè

|Dæ
σ aζ(t, σ)| ≤ CN |σ|γζ−|æ|, æ ∈ Zn

+, σ ∈ Rn \ {0}, 1 ≤ ζ ≤ p;

4) ∀ε > 0, ∀x ∈ Rn ∃C > 0, ∃β ≤ γ0 − ε, ∃φ: Rn → R, φ ∈ C(Rn):

|φ(x)| ≤ C(1 + |x|)β;
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5) ∀ε > 0, ∀(t, x) ∈ Π ∃C > 0, ∃β ≤ γ0 − ε ∃f : Π → R, f ∈ C(Π):

|f(t, x)| ≤ C(1 + |x|)β, (f(t, x)− f(t, y)) ≤ C|x− y|λ, 0 < λ < 1.

Ôîðìóëîþ

Au(t, x) ≡ F−1
σ→x

[ p∑
ζ=0

aζ(t, σ)Fx→σ[u(t, x)]
]
, (t, x) ∈ Π, (3.80)

âèçíà÷à¹òüñÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíà îïåðàöiÿ ç ñèìâîëîì a: Π → R, äå

a(t, σ) ≡
p∑
ζ=0

aζ(t, σ), (t, σ) ∈ Π.

Çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëîþ (3.80) ÏÄÎ âèçíà÷à¹òüñÿ ëèøå íà øâèäêî ñïàä-

íèõ ôóíêöiÿõ u ∈ C1
t × S(Rn). ßêùî u ∈ C

1,[γ0]
t,z (Π), [γ0] � öiëà ÷àñòèíà γ0 ≥ 1,

òî ÏÄÎ A âèçíà÷åíà â [29] i òëóìà÷èòüñÿ ÿê ãiïåðñèíãóëÿðíà iíòåãðàëüíà îïå-

ðàöiÿ (ÃÑIÎ).

Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó

ut(t, x) + Au(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π, (3.81)

µu(t, x)|t=0 =
m∑
k=1

νku(t, x)|t=tk + φ(x), x ∈ Rn, (3.82)

0 < t1 < t2 < · · · < tm = T , 0 < ν1 < ν2 < · · · < νm, µ > |ν⃗|, ν⃗ = (ν1, . . . , νm),

|ν⃗| =
m∑
i=1

νi,
m∑
k=1

νk
µ
exp{−a(tk, σ)} < 1.

ßêùî äëÿ äîâiëüíîãî σ′ ∈ Sn−1 aζ(tk, σ
′) ≥ 0, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ ζ ≤ p, òî ïðè

m∑
k=1

νk
µ
< 1 öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ, à òàêîæ

m∑
k=1

cνk < µ, äå ñòàëà C âèçíà÷åíà

ïiçíiøå ðiâíiñòþ (3.89).

3.3.2. Ôîðìóëà äëÿ ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

Â îáðàçàõ Ôóð'¹ îäíîðiäíà çàäà÷à (3.81), (3.82) íàáóâà¹ âèãëÿäó

dv(t, σ)

dt
= −

p∑
ζ=0

aζ(t, σ)v(t, σ), (t, σ) ∈ Π (3.83)
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µv(t, σ)|t=0 =
m∑
k=1

νkv(t, σ)|t=tk + φ̃(σ), σ ∈ Rn. (3.84)

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.83)

v(t, σ) = C exp
{
−

t∫
0

p∑
ζ=0

aζ(β, σ)dβ
}
.

Çàäîâîëüíèìî óìîâó (3.84). Òîäi

µC =
m∑
k=1

νkC exp
{
−

tk∫
0

p∑
ζ=0

aζ(β, σ)dβ
}
+ φ̃(σ),

çâiäêè

C =
φ̃(σ)

µ−
m∑
k=1

νk exp
{
−

tk∫
0

p∑
ζ=0

aζ(β, σ)dβ
} .

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.83), (3.84) äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

v(t, σ) =

exp
{
−

t∫
0

p∑
ζ=0

aζ(β, σ)dβ
}
φ̃(σ)

µ−
m∑
k=1

νk exp
{
−

tk∫
0

p∑
ζ=0

aζ(β, σ)dβ
} . (3.85)

Ïîçíà÷èìî
t∫

τ

p∑
ζ=0

aζ(β, σ)dβ ≡ a(t, τ, σ). (3.86)

Òîäi
1

µ−
m∑
k=1

νk exp{−a(tk, σ)}
=

1

µ

1

1−
m∑
k=1

νk
µ exp{−a(tk, σ)}

=

=
1

µ

∞∑
r=0

(1
µ

)r( m∑
k=1

νk exp{−a(tk, σ)}
)r

=

=
1

µ

∞∑
r=0

(1
µ

)r∑
|r⃗|=r

r!

r1! · · · · · rm!
νr11 . . . νrmm exp{−(a(t1, σ)r1 + · · ·+ a(tm, σ)rm)},
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i îñòàííié âèðàç ïîçíà÷èìî ÷åðåç Q:

Q(t, σ; ν⃗, µ) ≡ 1

µ

∞∑
r=0

(1
µ

)r∑
|r⃗|=r

r!

r1! · · · · · rm!
νr11 . . . νrmm ×

× exp{−(a(t, σ) + a(t1, σ)r1 + · · ·+ a(tm, σ)rm)}, (3.87)

äå a(tk, σ) âèçíà÷åíi ðiâíiñòþ (3.86).

Ïðîâåäåìî îöiíêó Q(t, x; ν⃗, µ). Ïîêëàäåìî

B ≡ max
1≤ζ≤p

sup
t∈[0,T ]

σ′∈Sn−1

|aζ(t, σ′)|,

äå S � îäèíè÷íà ñôåðà â Rn. Îñêiëüêè aζ(t, σ) = |σ|γζaζ(t, σ′), òî |aζ(t, σ)| ≤

|σ|γζB. Îñêiëüêè

a(t, σ) ≡
t∫

0

p∑
ζ=0

aζ(β, σ)dβ =

t∫
0

a0(β, σ)dβ +

p∑
ζ=1

t∫
0

aζ(β, σ)dβ,

òî

exp{−a(t, σ)} = exp
{
−

t∫
0

a0(β, σ)dβ
}
exp

{
−

p∑
ζ=1

t∫
0

aζ(β, σ)dβ
}
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè ïàðàáîëi÷íîñòi a0(β, σ) ≥ δ|σ|γ0 îòðèìó¹ìî, ùî

exp
{
−

t∫
0

a0(β, σ)dβ
}
≤ exp{−δ|σ|γ0t}.

Äàëi

exp
{
−

p∑
ζ=1

t∫
0

aζ(β, σ)dβ
}
≤ exp

{ p∑
ζ=1

t∫
0

|aζ(β, σ)|dβ
}
≤

≤ exp
{
B

p∑
ζ=1

|σ|γζt
}
.

ßêùî òåïåð ñêîðèñòàòèñÿ íåðiâíiñòþ

ab ≤ ac

c
+
bd

d
,

1

c
+

1

d
= 1, a ≥ 0, b ≥ 0,
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ïðè÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ ïðè a = b = 0 i a = b = 1, òî äëÿ äîâiëüíîãî

ε > 0 äiñòàíåìî, ùî

ab = (aε)
b

ε
≤ acεc

c
+
ε−dbd

d
.

Çâiäñè ïðè a = |σ|γζε, b = 1

ε
, c = γ0

γζ
, d =

γ0
γ0 − γε

äiñòàíåìî, ùî

|σ|γζ = (|σ|γζ · ε)1
ε
≤ γζ
γ0
(|σ|γζε)

γ0
γζ +

γ0 − γζ
γ0

(1
ε

) 2γ0
γ0−γζ .

Òîäi

tB

p∑
ζ=1

|σ|γζ ≤ tB|σ|γ0
p∑
ζ=1

γζ
γ0
ε

γ0
γζ +Bt

p∑
ζ=1

γ0 − γζ
γ0

(1
ε

) 2γ0
γ0−γζ ,

exp{−a(t, σ)} ≤ C exp{−δ1|σ|γ0t},

äå

δ1 = δ −B

p∑
ζ=1

γζ
γ0
ε

γ0
γζ , (3.88)

C = exp
{
BT

p∑
ζ=1

γ0 − γζ
γ0

ε
−2γ0
γ0−γζ

}
. (3.89)

Âèáîðîì ÷èñëà ε > 0 ðîçïîðÿäèìîñÿ òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ íåðiâíiñòü δ1 >

0. Ñòàëà C > 1 çàëåæèòü âiä B, ïîðÿäêiâ γk, 0 ≤ k ≤ p ÏÄÎ, ùî âõîäÿòü ó

âèõiäíå ðiâíÿííÿ (3.81), ÷èñëà ε i T � øèðèíè øàðó ΠT . Î÷åâèäíî, ùî ñòàëà

C åêñïîíåíöiàëüíî çðîñòà¹ ïðè çðîñòàííi T . Òàêîæ î÷åâèäíî, ùî ñòàëà C íå

çàëåæèòü âiä T , ÿêùî ó âèõiäíîìó ðiâíÿííi âiäñóòíi ìîëîäøi ÷ëåíè (äèâ. [41]).

Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî, ùî

exp{−a(tk, σ)rk} ≤ crk exp{−δ1|σ|γ0tkrk}

i, îòæå,

exp
{
−

m∑
k=1

a(tk, σ)
}
rk ≤ c|r⃗| exp

{
− δ1|σ|γ0

m∑
k=1

tkrk

}
≤ c|r⃗|.
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Òîäi

|Q(t, σ;µ, ν⃗)| ≤ exp{−δ1|σ|γ0t}
c

µ

∞∑
r=0

( c
µ

)r( m∑
k=1

νk

)r
=

=
c

µ− c
m∑
k=1

νk

exp{−δ1|σ|γ0t},

äå δ1 iç (3.88), çà óìîâè, ùî

µ > C
m∑
k=1

νk, (3.90)

äå C iç (3.89).

Ïîçíà÷èìî

C1 =
C

µ− C
m∑
k=1

νk

(3.91)

i îòðèìà¹ìî îñòàòî÷íó îöiíêó ôóíêöi¨ Q:

|Q(t, σ;µ, ν⃗)| ≤ C1 exp{−δ1|σ|γ0t}, (3.92)

äå δ1, C, C1 âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè (3.88), (3.89), (3.91) âiäïîâiäíî. Ôîðìóëà

(3.85) íàáóâà¹ âèãëÿäó

v(t, σ) = Q(t, σ;µ, ν⃗)φ̃(σ),

äå Q âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (3.87) i äëÿ íå¨ âiðíîþ ¹ îöiíêà (3.92). Òîäi ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (3.81), (3.82) äëÿ îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (f ≡ 0)

u(t, x) =

∫
Rn

{
(2π)−n

∫
Rn

exp{i(x− ξ, σ)}Q(t, σ;µ, ν⃗)dσ
}
φ(ξ)dξ. (3.93)

Îöiíêà (3.92) ãàðàíòó¹ çàêîííiñòü ïðè t > 0 äèôåðåíöiþâàííÿ ïî t i çàñòî-

ñóâàííÿ ÏÄÎ (3.80), ÿêèé òëóìà÷èòüñÿ ÿê ÃÑI, ïiä çíàêîì iíòåãðàëà â (3.93).

Ïîçíà÷èìî

G(t, x) ≡ (2π)−n
∫
Rn

exp{i(x, σ)}Q(t, σ;µ, ν⃗)dσ, (3.94)
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0 < t ≤ T , x ∈ Rn, äå Q � ôóíêöiÿ ç (3.87), äëÿ ÿêî¨ ïðàâèëüíà îöiíêà (3.92).

Îöiíèìî ôóíêöiþ G, äå Q âèçíà÷åíà â (3.87). Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ

ðåçóëüòàòàìè ïðàöü [29, ëåìà 1; 37; 230, ëåìà 2], çâiäêè âèïëèâàþòü îöiíêè

|G(t, x)| ≤ C
{ p∑

ζ=0

t(t1/γζ + |x|)−(n+γζ)
}
, (3.95)

|Dæ
xG(t, x)| ≤ Cæ

p∑
ζ=0

t(t1/γζ + |x|)−(n+γζ+|æ|), (3.96)

æ ∈ Zn+,

|∂tG(t, x)| ≤ C

p∑
ζ=0

(t1/γζ + |x|)−(n+γ0), (3.97)

ÿêi ïðàâèëüíi äëÿ âñiõ t > 0, x ∈ Rn.

Îöiíêè (3.95) � (3.97) ãàðàíòóþòü çàêîííiñòü ïðè t > 0 äèôåðåíöiþâàííÿ

ïî t i çàñòîñóâàííÿ Aζ , 0 ≤ ζ ≤ p, ïiä çíàêîì iíòåãðàëà â (3.93).

3.3.3. Íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ

Ó âèïàäêó ñòàëîãî ñèìâîëà ôîðìóëà äëÿ ðîçâ'ÿçêó u: Π → R íàáóâà¹ âèãëÿ-

äó

u(t, x) =

∫
Rn

G(t, x− ξ;µ, ν⃗)φ(ξ)dξ+

+µ

t∫
0

dτ

∫
R

G(t− τ, x− ξ;µ, ν⃗)f(τ, ξ)dξ+

+
m∑
k=1

νk

tk∫
0

dτ

∫
R

G(t+ tk − τ, x− ξ;µ, ν⃗)f(τ, ξ)dξ, t ≥ 0, x ∈ R, (3.98)

äå ôóíêöiÿ G âèçíà÷åíà âèðàçîì (3.94) i äëÿ íå¨ âiðíèìè ¹ îöiíêè (3.95) �

(3.97).

Îòæå, âiðíîþ ¹ òàêà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 3.5. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1) � 3), òî çàäà÷à (3.81), (3.82)

ìà¹ ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê G (3.92), äëÿ ÿêîãî âiðíèìè ¹ îöiíêè (3.95)

� (3.97). Ïðè f ≡ 0 ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi (3.93). Äëÿ

ñòàëîãî ñèìâîëà ôîðìóëà äëÿ ðîçâ'ÿçêó íàáóâà¹ âèãëÿäó (3.98).

3.4. Ïðèêëàäè

3.4.1. Äâîòî÷êîâà çàäà÷à

Íåõàé t > 0, x ∈ R; T > 0, µ, ν � ÷èñëà,

ut(t, x) + A1u(t, x) = f(t, x), t > 0, x ∈ R, (3.99)

µu(t, x)|t=0 = νu(t, x)|t=T + φ(x), x ∈ R, µ > 0, ν > 0, (3.100)

äå

A1u(t, x) ≡ F−1
σ→x[|σ|Fx→σ[u(t, x)]], t > 0, σ ∈ R, x ∈ R (3.101)

¹ ÏÄÎ ç ñèìâîëîì |σ|, âèçíà÷åíèé ëèøå íà ñïàäíèõ ôóíêöiÿõ ïî x, àáî [41]

A1u(t, x) ≡
2

π
lim
ε→0
R→∞

∫
ε≤|h|≤R

∆hu(t, x)

|h|2
dh, t > 0, x ∈ R, (3.102)

∆hu(t, x) = u(t, x + h) − u(t, x). ßêùî u(t, x) ≡ C, òî ∆hC = 0 i â (3.102)

A1C = 0 â êëàñè÷íîìó ñåíñi, à â (3.101) � â ñåíñi òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

Ôîðìóëà äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.99), (3.100)

u(t, x) =

∞∫
−∞

G(t, T, x− ξ;µ, ν)φ(ξ)dξ+

+µ

t∫
0

dτ

∞∫
−∞

G(t− τ, T, x− ξ;µ, ν)f(τ, ξ)dξ+

+ν

T∫
t

dτ

∞∫
−∞

G(T + t− τ, T, x− ξ;µ, ν)f(τ, ξ)dξ, (3.103)
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äå

G(t, T, x;µ, ν) =

∞∫
−∞

exp{−|σ|t+ ixσ}
µ− ν exp{−|σ|T}

dσ.

Îñêiëüêè
1

µ− ν exp{−|σ|T}
=

1

µ

∞∑
k=0

(ν
µ

)k
exp{−|σ|kT},

òî [41]

G(t, T, x;µ, ν) =
1

µ

∞∑
k=0

(ν
µ

)k ∞∫
−∞

exp{ixσ − |σ|(t+ kT )}dσ =

=
1

µ

1

π

∞∑
k=0

(ν
µ

)k t+ kT

(t+ kT )2 + x2
, µ > ν, t > 0, x ∈ R. (3.104)

Ïðè öüîìó äëÿ t > 0, x ∈ R, µ > ν G(t, T, x;µ, ν) > 0, à òàêîæ

∞∫
−∞

G(t, T, x;µ, ν)dx =
1

µ

1

π

∞∑
k=0

(ν
µ

)k ∞∫
−∞

t+ kT

(t+ kT )2 + x2
dx =

=
1

µ

∞∑
k=0

(ν
µ

)k
=

1

µ

1

1− ν
µ

=
1

µ− ν
. (3.105)

Íåõàé φ(x) ≡ C1, f(t, x) ≡ C2. Òîäi ïiäñòàâèâøè (3.104) â (3.103) i âðàõîâó-

þ÷è (3.105), îòðèìà¹ìî âèðàç äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.99), (3.100)

u(t, x) =
C1

µ− ν
+ µ

C2t

µ− ν
+
C2(T − t)ν

µ− ν
, t > 0, x ∈ R,

íåçàëåæíèé âiä x, àáî

u(t, x) =
1

µ− ν

(
C1 + ((µ− ν)t+ νT )C2

)
, t > 0, x ∈ R. (3.106)

Ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî ôóíêöiÿ u iç (3.106) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.99), (3.100).

Îñêiëüêè
∂u

∂t
= C2, A1u = 0 (u íå çàëåæèòü âiä x), f = C2, òî ðiâíÿííÿ,

î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ â êëàñè÷íîìó ñåíñi, ÿêùî ÏÄÎ (3.101) òëóìà÷èòüñÿ

ÿê ÃÑI (3.102).
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Ïåðåâiðÿ¹ìî âèêîíàííÿ íåëîêàëüíî¨ óìîâè (3.100). Îñêiëüêè

µu(t, x)|t=0 =
µ

µ− ν
(C1 + C2T · ν)

à

νu(t, x)|t=T + C1 =
ν

µ− ν
[C1 + ((µ− ν)T + νT )C2] + C1 =

µ

µ− ν
(C1 + C2νT ),

òî ëiâà ÷àñòèíà (3.100) çáiãà¹òüñÿ ç ¨¨ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ.

Âèñíîâêè. 1. ßêùî ðiâíÿííÿ (3.99) îäíîðiäíå, òîáòî f(t, x) ≡ 0, òî ïðè

φ(x) ≡ C1 ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.99), (3.100) çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

u(t, x) =
C1

µ− ν
, t > 0, x ∈ R, µ > ν > 0,

i ¹ âåëè÷èíîþ ñòàëîþ, çàëåæíîþ âiä µ i ν, µ > ν > 0. Ïðè µ = ν ðÿä (3.104)

ðîçáiãà¹òüñÿ ÿê ãàðìîíiéíèé ðÿä, à ïðè µ < ν ðÿä (3.104) ¹ ðîçáiæíèì ñòåïåíå-

âèì ðÿäîì. Òîìó çàäà÷à (3.99), (3.100) ðîçâ'ÿçêó íå ìà¹. Çíàê u çàëåæèòü âiä

çíàêó C1.

2. ßêùî ðiâíÿííÿ (3.99) íåîäíîðiäíå i φ(x) = C1, f(t, x) = C2, òî ïðè µ > ν

çàäà÷à (3.99), (3.100) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi (3.106).

Ïðè µ ≤ ν çàäà÷à (3.99), (3.100) ðîçâ'ÿçêó íå ìà¹.

3. Ïðè µ > ν > 0, t > 0, x ∈ R, C1 ≥ 0, C2 ≥ 0 ðîçâ'ÿçêè îáîõ çàäà÷

(îäíîðiäíî¨ i íåîäíîðiäíî¨) ¹ íåâiä'¹ìíèìè.

Ïðè µ > ν > 0, C1 = C2 = 0 ðîçâ'ÿçîê u(t, x) ¹ òîòîæíèì íóëåì.

Ïðè µ > ν > 0, C1 < 0, C2 < 0 ìà¹ìî, ùî u(t, x) < 0.

ßêùî µ > ν > 0, C1 i C2 ðiçíèõ çíàêiâ òàêi, ùî C1 + νC2T = 0, òî u(t, x) =

C2t i íå çàëåæèòü âiä C1.

3.4.2. Çàäà÷i êåðóâàííÿ

Çàäà÷à 1. Çíàéòè òàêå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà µ0, ùîá ó ìîìåíò ÷àñó t0 ïðè

çàäàíèõ C1, C2, νk, tk, 1 ≤ k ≤ m, âåëè÷èíà u äîðiâíþâàëà u0.
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Âiäïîâiäü.

µ0 =
1

u0 − C2t0

(
C1 + u0

m∑
k=1

νk + C2

m∑
k=1

νk(tk − t0)
)
.

Àíàëîãi÷íî ìîæóòü áóòè ðîçâ'ÿçàíi òàêi çàäà÷i.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè òàêå çíà÷åííÿ Ci, ùîá ó ìîìåíò ÷àñó t0 ïðè çàäàíèõ µ0,

Ci, νj, tk âåëè÷èíà u ≡ u0, i = 1, j = 2; i = 2, j = 1, 1 ≤ k ≤ m.

Çàäà÷à 3. Çíàéòè òàêèé ìîìåíò ÷àñó t0, ùîá ïðè çàäàíèõ C1, C2, µ0, νk, tk,

1 ≤ k ≤ m, âåëè÷èíà u ≡ u0.

3.4.3. m-òî÷êîâà çàäà÷à (m ≥ 3)

Íåõàé t ≥ 0, x ∈ R � íåçàëåæíi çìiííi, r ∈ N � ÷èñëî, r⃗ = (r1, . . . , rm),

ri ∈ N, 1 ≤ i ≤ m, |r⃗| = r1 + · · · + rm, t⃗ = (t1, . . . , tm), 0 < t1 < · · · < tm, ν⃗ =

(ν1, . . . , νm), |ν⃗| = ν1+ · · ·+νn, 0 < ν1 < ν2 < · · · < νm, σ ∈ R, (ν⃗)r⃗ = νr11 . . . νrmm ,

r⃗! = r1! . . . rm!,

µu(t, x)|t=0 =
m∑
k=1

νku(t, x)|t=tk + φ(x), x ∈ R. (3.107)

Ôîðìóëà äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.99), (3.107), äå A1 ≡ Aγ ç ñèìâîëîì a(σ),

îäíîðiäíîñòi ñòåïåíÿ γ

u(t, x) =

∫
R

G(t, x− ξ;µ, ν⃗)φ(ξ)dξ+

+µ

t∫
0

dτ

∫
R

G(t− τ, x− ξ;µ, ν⃗)f(τ, ξ)dξ+

+
m∑
k=1

νk

tk∫
t

dτ

∫
R

G(t+ tk − τ, x− ξ;µ, ν⃗)f(τ, ξ)dξ, t > 0, x ∈ R, (3.108)

äå

G(t, x;µ, ν⃗) ≡
∫
R

exp{i(x, σ)− a(σ)t}dσ

µ−
m∑
k=1

νk exp{−a(σ)tk}
, µ > |ν⃗|.
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Îñêiëüêè

1

µ−
m∑
k=1

νk exp{−a(σ)tk}
=

1

µ

∞∑
r=0

(1
µ

)r∑
|r⃗|=r

r!

r1! . . . rm!
νr11 . . . νrmm ×

× exp{−aγ(σ)(t1r1 + · · ·+ tmrm)},

òî

G(t, x;µ, ν⃗) =
1

µ

∞∑
r=0

(1
µ

)r∑
|r⃗|=r

r!

r1! . . . rm!
νr11 . . . νrmm ×

×
∫
R

exp{i(x, σ)− a(σ)(t+ (⃗t, r⃗))}dσ,

t > 0, x ∈ R, µ > |ν⃗|. Îñêiëüêè ïðè a(σ) ≡ |σ| [41, ñòîð. 34]∫
R

exp{ixσ − |σ|(t+ (⃗t, r⃗))} =
1

π

t+ (⃗t, r⃗)

(t+ (⃗t, r⃗))2 + x2
,

G(t, x;µ, ν⃗) =
1

πµ

∞∑
r=0

(1
µ

)r∑
|r⃗|=r

r!

r1! . . . rm!
νr11 . . . νrmm

t+ (⃗t, r⃗)

(t+ (⃗t, r⃗))2 + x2
, (3.109)

t > 0, x ∈ R, µ > |r⃗| i G ≥ 0.

Ïðè öüîìó äëÿ t > 0, x ∈ R, µ > |ν⃗|, âèêîðèñòîâóþ÷è òå, ùî∫
R

(t+ (⃗t, r⃗))dx

(t+ (⃗t, r⃗))2 + x2
= π

i ∑
|r⃗|=r

r!

r1! . . . rm!
νr11 . . . νrmm = |ν⃗|r

âiäîìó ïîëiíîìiàëüíó ôîðìóëó, îòðèìó¹ìî, ùî∫
R

G(t, x;µ, ν⃗)dx =
1

µ

∞∑
r=0

(|ν⃗|
µ

)r
=

1

µ
· 1

1− |ν⃗|
µ

=
1

µ− |ν⃗|
. (3.110)

Íåõàé φ(x) ≡ C1, f(t, x) ≡ C2. Òîäi, ïiäñòàâèâøè (3.109) â (3.108) i âðàõî-

âóþ÷è (3.110), îòðèìà¹ìî, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.99), (3.107) íàáóâà¹ âèãëÿäó

u(t, x) =
1

µ− |ν⃗|

[
C1+

(
µt+

m∑
k=1

νk(tk− t)
)
C2

]
, t > 0, x ∈ R, µ > |ν⃗|. (3.111)
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Ïåðåâiðèìî, ùî ôóíêöiÿ (3.111) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3.99) i êðàéîâi óìîâè

(3.107). Îñêiëüêè ôóíêöiÿ u iç (3.111) ¹ ñòàëîþ ïî x, òî A1u = 0. Òîìó çàëè-

øèëîñÿ äîâåñòè, ùî ut = C2. Ñïðàâäi, äèôåðåíöiþþ÷è (3.111) ïî t, îòðèìó¹ìî

òîòîæíiñòü

ut ≡
1

µ− |ν⃗|

{(
µ−

m∑
k=1

νk

)
C2

}
≡ C2.

Îòæå, ôóíêöiÿ (3.111) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3.99). Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ

íåëîêàëüíî¨ óìîâè (3.107). Ìà¹ìî, ùî ëiâà ÷àñòèíà (3.107) íàáóâà¹ âèãëÿäó
µ

µ− |ν⃗|

{
C1 +

( m∑
k=1

νktk

)
C2

}
. Ïiäðàõó¹ìî ïðàâó ÷àñòèíó (3.107):

m∑
k=1

νku|t=tk + C1 =
µ

µ− |ν⃗|

{
C1 + C2

m∑
k=1

νktk

}
.

Ïðè öüîìó âèêîðèñòàíî ðiâíiñòü

m∑
i=1

νi

m∑
k=1

νk(tk − ti) = 0,

ÿêà ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ. Ñïðàâäi,

m∑
i=1

νi

m∑
k=1

νk(tk − ti) =
m∑
i=1

νi

{ m∑
k=1

νktk − ti

m∑
k=1

νk

}
=

=
m∑
i=1

νi

m∑
k=1

νktk −
m∑
k=1

νk

m∑
i=1

νiti = 0.

Îòæå, íåëîêàëüíà óìîâà (3.107) âèêîíó¹òüñÿ.

Âèñíîâêè. 1. ßêùî ðiâíÿííÿ (3.99) îäíîðiäíå (òîáòî f ≡ 0), òî ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (3.99), (3.107) ¹ ñòàëîþ âåëè÷èíîþ (ïðè φ ≡ C1 µ > |ν⃗|)

u(t, x) =
C1

µ− |ν⃗|
,

çíàê ÿêî¨ çàëåæèòü âiä çíàêó C1. Ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé.

2. ßêùî ðiâíÿííÿ (3.99) i óìîâà (3.107) íåîäíîðiäíi i φ ≡ C1, f ≡ C2, òî ïðè

µ > |ν⃗| ôóíêöiÿ (3.111) ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.99), (3.107). Ïðè µ ≤ |ν⃗|
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çàäà÷à (3.99), (3.107) ðîçâ'ÿçêó íå ìà¹. ßêùî çàäà÷à îäíîðiäíà (φ = f = 0), òî

âîíà ìà¹ ¹äèíèé íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê.

3. ßêùî µ > |ν⃗|, t > 0, x ∈ R, C1 > 0, C2 > 0, òî ðîçâ'ÿçêè îáîõ çàäà÷

(îäíîðiäíî¨ i íåîäíîðiäíî¨) íåâiä'¹ìíi.

3.4.4. Ôiçè÷íå òëóìà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêiâ

Íåõàé t > 0 � ÷àñ, x ∈ R � òî÷êà îäíîðiäíî¨ íèòêè, ÿêà çàéìà¹ ïîëîæåííÿ

âiñi Ox, u(t, x) � òåìïåðàòóðà íèòêè â ìîìåíò ÷àñó t > 0 ó òî÷öi x ∈ R; µ > 0,

νk ∈ R, 1 ≤ k ≤ m, � äåÿêi ïàðàìåòðè, ùî âèçíà÷àþòü iíòåíñèâíiñòü òåïëîâèõ

äæåðåë â ìîìåíòè ÷àñó t = 0 òà t = tk, 1 ≤ k ≤ m âiäïîâiäíî; φ(x) � âiäî-

ìà ôóíêöiÿ, f(t, x) � âiäîìà ôóíêöiÿ, ùî âèçíà÷à¹ iíòåíñèâíiñòü çîâíiøíüîãî

äæåðåëà òåïëà. Ðiâíÿííÿ (3.99) ìîæíà òëóìà÷èòè ÿê óçàãàëüíåíå ðiâíÿííÿ

òåïëîïðîâiäíîñòi, äå çàìiñòü äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà −∂
2u

∂x2
, ÿêèé ¹ ÏÄÎ

ç ñèìâîëîì |σ|2 çàïèñàíî éîãî êâàäðàòíèé êîðiíü, òîáòî ôóíêöiÿ âiä îïåðàòîðà

−∂
2u

∂x2
, ñèìâîëîì ÿêî¨ ¹ |σ|.

Óìîâà (3.107) ó âèãëÿäi

µu(t, x)|t=0 −
m∑
k=1

νku(t, x)|t=tk = φ(x), x ∈ R,

ìîæå òëóìà÷èòèñÿ ÿê ðiçíèöÿ ìiæ âëèâàííÿìè òåïëà â òî÷êó x ∈ R â ïî-

÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = 0 i íàñòóïíi ìîìåíòè ÷àñó t = tk, 1 ≤ k ≤ m, ç

âiäïîâiäíèìè iíòåíñèâíîñòÿìè, ùî ¹ âiäîìîþ ôóíêöi¹þ, çàëåæíîþ âiä x.

ßêùî òåïëîâi äæåðåëà âiäñóòíi (f ≡ 0) i ðiçíèöÿ â (3.107) ñòàëà (φ ≡ C1),

òî u =
C1

µ− |ν⃗|
� òàêîæ ñòàëà, çàëåæíà âiä iíòåíñèâíîñòåé µ i νk, 1 ≤ k ≤ m,

â òî÷êàõ t = 0 i t = tk, 1 ≤ k ≤ m, âiäïîâiäíî. ×èñëî
1

µ− |ν⃗|
ìîæíà íàçâàòè

êîåôiöi¹íòîì òåõíîëîãi÷íîãî íàãðiâàííÿ ñòåðæíÿ.

ßêùî φ ≡ 0, òîáòî C1 = 0, òî

u = C2t+
C2

µ− |ν⃗|

m∑
k=1

νktk,
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äå C2t � êiëüêiñòü òåïëà, îòðèìàíîãî ñòåðæíåì âiä çîâíiøíüîãî íàãðiâàííÿ, à
C2

µ− |ν⃗|

m∑
k=1

νktk � ÷àñòêà òåïëà, îòðèìàíà ñòåðæíåì âiä çîâíiøíüîãî íàãðiâàííÿ

ç óðàõóâàííÿì òåõíîëîãi÷íîãî ïðîöåñó (3.107):
m∑
k=1

νk(C2tk), äå νk � iíòåíñèâ-

íiñòü òåïëà, à C2tk � êiëüêiñòü òåïëà, îòðèìàíîãî äîäàòêîâî â ìîìåíò ÷àñó tk,

1 < k ≤ m. Ñóìàðíà êiëüêiñòü òåïëà äîðiâíþ¹
m∑
k=1

νkC2tk.

Çàãàëüíà ôîðìóëà òàêà:

u(t, x) =
C1

µ− |ν⃗|
+ C2t+

1

µ− |ν⃗|

m∑
k=1

νk(C2tk),

äå êîæåí äîäàíîê ìà¹ ñâié ôiçè÷íèé çìiñò.

3.4.5. Ðîçðèâíà çàäà÷à Êîøi

ßêùî â çàäà÷i (3.99), (3.100) f ≡ 0, µ = 1, ν = 0, à

φ =


T0, x ∈ (−∞, 0),
T0 + T1

2
, x = 0,

T1, x ∈ (0,+∞),

òî ¨¨ ðîçâ'ÿçîê íàáóâà¹ âèãëÿäó [266]

u(t, x, T, µ) =
T0 + T1

2
+
T1 − T0
π

∞∑
k=0

1

µk+1
arctg

x

t+ kT
.

Çàóâàæèìî, ùî â [264] äîâåäåíà êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ìî-

äåëüíîãî ÏÏÄÐ ç ðîçðèâíîþ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ â êëàñi íåïåðåðâíî äèôåðåí-

öiéîâíèõ îáìåæåíèõ ôóíêöié.

3.5. Áàãàòîòî÷êîâà çàäà÷à ç íåëîêàëüíèìè ïñåâäîäèôåðåíöiàëü-

íèìè óìîâàìè

Òóò ìè ïðîäîâæó¹ìî âèâ÷àòè íåëîêàëüíó çàäà÷ó, äå ÏÄÎ âïåðøå çàïðîâà-

äæåíî ó íåëîêàëüíi óìîâè i îïóáëiêîâàíî â [209].
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3.5.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà ôîðìóëà äëÿ ðîçâ'ÿçêó

Íåõàé T > 0, µ > 1, γ1 < · · · < γm < γ0, β1 < · · · < βm, 0 < ν1 < · · · < νm,
m∑
i=1

νi < µ, 0 < t1 < · · · < tm = T � ÷èñëîâi ïàðàìåòðè, Π ≡ {(t, x) | 0 < t ≤

T, x ∈ Rn}.

Ïðèïóñòèìî, ùî íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíi îäíîðiäíi ïîðÿäêó γk > 0

ôóíêöi¨ aγk : R
n → [0,+∞) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè: 1), 2) ï. 3.2.1, 1 ≤ k ≤ m.

×åðåç A ïîçíà÷èìî ÏÄÎ ç ñèìâîëîì a(σ) =
m∑
k=0

aγk(σ), σ ∈ Rn, à ÷åðåç Bk

� ÏÄÎ ç ñèìâîëàìè bk(σ), σ ∈ Rn, îäíîðiäíèìè ïîðÿäêiâ βk, 1 ≤ k ≤ m, ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 2) ï. 3.2.1.

Ôóíêöi¨ f : Π → Rn, φ: Rn → R çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 3), 4) ï. 3.2.1.

Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó

ut(t, x) + Au(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π, (3.112)

µu(t, x)|t=0 =
m∑
k=1

νkBku(t, x)|t=tk + φ(x), x ∈ Rn. (3.113)

Íåõàé

M(σ) =
(
µ−

m∑
k=1

νkbk(σ) exp{−a(σ)tk}
)−1

, σ ∈ Rn. (3.114)

Çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.112), (3.113) ó âèãëÿäi

u(t, x) = (2π)−n
∫
Rn

exp{i(x, σ)}v(t, σ)dσ ≡ I1 + µI2 + I3, (t, x) ∈ Π, (3.115)

äå

I1 =
m∑
k=1

tk∫
t

dτ

∫
Rn

G1
k(t+ tk − τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π, (3.116)

I2 =

t∫
0

dτ

∫
Rn

G2(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π, (3.117)

I3 =

∫
Rn

G3(t, x− ξ)φ(ξ)dξ, t > 0, x ∈ Rn, (3.118)
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G1
k(t+ tk − τ, x− ξ) =

∫
Rn

M(σ)(2π)−nνkbk(σ)×

× exp{i(x− ξ, σ)− a(σ)(t+ tk − τ)}dσ, (3.119)

t+ tk − τ > 0, (t, x) ∈ Π, t > τ, ξ ∈ Rn,

G2(t− τ, x− ξ) =

∫
Rn

M(σ)(2π)−n exp{i(x− ξ, σ)− a(σ)(t− τ)}dσ, (3.120)

(t, x) ∈ Π, t > τ, ξ ∈ Rn,

G3(t, x− ξ) =

∫
Rn

M(σ) exp{i(x− ξ, σ)−

−a(σ)(t)}dσ, (t, x) ∈ Π, ξ ∈ Rn, (3.121)

à ôóíêöiÿ M(σ) âèçíà÷åíà âèðàçîì (3.114).

ßêùî ðiâíÿííÿ (3.112) îäíîðiäíå, òî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.112), (3.113) u(t, x) =

I3, (t, x) ∈ Π, ¹ çãîðòêîþ (3.118) ôóíêöi¨ G3, âèçíà÷åíîþ ôîðìóëîþ (3.121), i

ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ φ.

3.5.2. Îöiíêà ôóíêöié G1
k, 1 ≤ k ≤ m, G2, G3 òà ¨õ ïîõiäíèõ

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ G3, (t, x) ∈ Π, ξ ∈ Rn, âèçíà÷åíó ôîðìóëîþ (3.121).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîëiíîìiàëüíó ôîðìóëó äëÿ ôóíêöi¨M(σ), σ ∈ Rn, iç (3.114),

ôîðìàëüíî îòðèìà¹ìî âèðàç

M(σ) =
1

µ

∞∑
r=0

1

µr

( m∑
k=1

νkbk(σ) exp{−a(σ)tk}
)r

=

=
1

µ

∞∑
r=0

1

µr

∑
r1+···+rm=r

r!

r1! · · · · · rm!
νr11 · · · · · νrmm ×

×(b1(σ))
r1 · · · · · (bm(σ))rm exp{−a(σ)(⃗t, r⃗)},

äå (⃗t, r⃗) = t1r1 + · · · + tmrm,
m∑
i=1

νi < µ, σ ∈ Rn; à êîæåí äîäàíîê ìà¹ ïîðÿäîê

îäíîðiäíîñòi β1r1+ · · ·+βmrm ≡ (β⃗, r⃗). Òîäi iç ôîðìóëè (3.121) îòðèìà¹ìî, ùî
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G3 ≡ G3(t̂, x− ξ) i

G3(t̂, x− ξ) =
∞∑
r=0

(2π)−n
1

µr+1

∑
r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!
νr11 . . . νrmm ×

×
∫
Rn

(b1(σ))
r1 . . . (bm(σ))

rm×

× exp{i(x− ξ, σ)− a(σ)t̂}dσ, (3.122)

t̂ = t+ (⃗t, r⃗), t̂ > 0, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn.

Âèêîðèñòîâóþ÷è [29, ëåìà 2, ñòîð. 917], [37,230] îòðèìà¹ìî, ùî G3 iç (3.122)

çàäîâîëüíÿ¹ òàêi îöiíêè:

|G3(t̂, x− ξ)| ≤ C
∞∑
r=0

1

µr+1

∑
r1+···+rm=r

r!νr11 . . . νrmm
r1! . . . rm!

×

×t̂(t̂1/γ + |x− ξ|)−n−γ−(β⃗,r⃗), t̂ > 0, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn,
m∑
i=1

νi < µ, (3.123)

|Dχ
xG

3(t̂, x− ξ)| ≤ C
∞∑
r=0

1

µr+1

∑
r1+···+rm=r

r!νr11 . . . νrmm
r1! . . . rm!

×

×t̂(t̂1/γ + |x− ξ|)−n−γ−(β⃗,r⃗), t̂ > 0, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn, (3.124)

|DtG
3(t̂, x− ξ)| ≤ C

∞∑
r=0

1

µr+1

∑
r1+···+rm=r

r!νr11 . . . νrmm
r1! . . . rm!

×

×(t̂1/γ + |x− ξ|)−n−γ−(β⃗,r⃗), t̂ > 0, (3.125)

x ∈ Rn, ξ ∈ Rn.

Îòæå, âiðíîþ ¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ñèìâîëiâ a(σ), σ ∈ Rn, ÏÄÎ A i Bk

âiäïîâiäíî i bk(σ), 1 ≤ k ≤ m, σ ∈ Rn, i ïàðàìåòðiâ âèêîíóþòüñÿ óìîâè ï.

3.5.1.

Òîäi iñíóþòü ôóíêöi¨ G1
k, 1 ≤ k ≤ m, G2 i G3, âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè (3.119)

� (3.121) âiäïîâiäíî. Äëÿ ôóíêöi¨ G3 òà ¨¨ ïîõiäíèõ âiðíèìè ¹ îöiíêè (3.123)
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� (3.125). Àíàëîãi÷íi îöiíêè âiðíi äëÿ ôóíêöi¨ G2 iç (3.120) òà ¨¨ ïîõiäíèõ,

äå â (3.123) � (3.125) çàìiñòü t̂ òðåáà ïîêëàñòè t̂ − τ , t̂ − τ > 0. ßêùî ó

íåðiâíîñòÿõ (3.123) � (3.125) çàìiñòü t̂ ïîêëàñòè t̂+ tk − τ , à çàìiñòü (β⃗, r⃗)

ïîêëàñòè (β⃗, r⃗)+βk i âðàõóâàòè ìíîæíèê νk iç (3.119), òî îòðèìà¹ìî îöiíêè

äëÿ ôóíêöi¨ G1
k(t+ tk − τ, x− ξ), 1 ≤ k ≤ m, t+ tk − τ > 0, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn.

3.5.3. Îñíîâíà òåîðåìà

Ôóíêöiþ G3 iç (3.122) ìîæíà îöiíèòè çáiæíèì ÷èñëîâèì ðÿäîì

1

µ

∞∑
r=0

( m∑
i=1

νi

µ

)r
=
(
µ−

m∑
i=1

νi

)−1

,

òîìó ðÿä â (3.122) ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíèì ðÿäîì. Éîãî ìîæíà äèôåðåíöiþâàòè

ïî t i ïî xi, 1 ≤ i ≤ n, ïîòðiáíó êiëüêiñòü ðàçiâ i ðåçóëüòàòè äèôåðåíöiþâàííÿ

òàêîæ ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíèìè ðÿäàìè.

ßêùî b1(σ) ≡ · · · = bm(σ) ≡ 1, à a(σ) = |σ|, n = 1, µ > ν, òî, âðàõîâóþ÷è

[26],

G3(t̂, x− ξ) =
1

µ

∞∑
r=0

(ν
µ

)r t̂

π(t̂2 + (x− ξ)2)
,

t > 0, x ∈ R, ξ ∈ R.

Òîäi ∫
R

G3(t̂, x− ξ)dx =
1

µ

∞∑
r=0

(ν
µ

)r
=

1

µ− ν
.

Âèõîäÿ÷è iç (3.122) � (3.125) ìîæíà çàïèñàòè, ùî

∂

∂t
G3(t, x− ξ) = −F−1

σ→(x−ξ)[aγ(σ)M(σ) exp{−aγ(σ)t}], t > 0, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn,

AγG
3(t, x− ξ) = F−1

σ→(x−ξ)[aγ(σ)M(σ) exp{−aγ(σ)t}], t > 0, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn.

Òîìó ( ∂
∂t

+ Aγ

)
G3(t, x− ξ) = 0, (3.126)
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t > 0, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn.

Àíàëîãi÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè âîëîäiþòü ôóíêöi¨ G1
k (1 ≤ k ≤ m) i G2. Âè-

êîðèñòîâóþ÷è (3.126), [23,25,37] äîâîäèòüñÿ, ùî ôóíêöiÿ u(t, x), t > 0, x ∈ Rn,

âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (3.115), çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3.112) i íåëîêàëüíi óìîâè

(3.113). Îòæå, âiðíîþ ¹ òàêà

Òåîðåìà 2. Íåõàé u(t, x), (t, x) ∈ Π, ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà â (3.115), ¹ ñó-

ìîþ òðüîõ äîäàíêiâ, êîæåí ç ÿêèõ âèçíà÷åíèé ðiâíîñòÿìè (3.116) � (3.118)

âiäïîâiäíî. Òîäi âiðíèìè ¹ ñïiââiäíîøåííÿ( ∂
∂t

+ Aγ

)
I3 = 0, (t, x) ∈ Π,( ∂

∂t
+ Aγ

)
(µI2 + I3) = f(t, x), (t, x) ∈ Π.

Ôóíêöiÿ u çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.113).

Çàóâàæåííÿ. Ïîðÿäêè ÏÄÎ â íåëîêàëüíèõ óìîâàõ (3.113) ìîæóòü áóòè

äîâiëüíèìè i íå çâ'ÿçàíi ç ïîðÿäêîì ÏÄÎ ó ðiâíÿííi (3.112).

3.5.4. Ïðèêëàä äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i

Íåõàé T > 0, x ∈ R, 0 < t < T , ν, µ � ÷èñëà, 0 < ν < µ. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó

ut(t, x) + A1u(t, x) = f(t, x), t > 0, x ∈ R, (3.127)

µu(0, x) = A1u(T, x) + φ(x), x ∈ R, 0 < ν < µ, (3.128)

äå A1 � ÏÄÎ, âèçíà÷åíèé ó ï. 3.4.1, f , φ � âiäîìi ôóíêöi¨ (ï. 3.2.1).

Âðàõîâóþ÷è (3.115), ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.127), (3.128) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

u(t, x) = νI1 + µI2 + I3, t > 0, x ∈ R, (3.129)

äå

I1=

T∫
t

∫
R

G1(x− ξ, t+ T − τ)f(τ, ξ)dξdτ, (3.130)
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I2=µ

t∫
0

∫
R

G2(x− ξ, t− τ)f(τ, ξ)dξdτ, (3.131)

I3 =

∫
R

G2(x− ξ, t)φ(ξ)dξ. (3.132)

Ó ôîðìóëàõ (3.129) � (3.132)

G1(x− ξ, t+ T − τ) =
1

2π

∫
R

M(σ)|σ| exp{i(x− ξ)σ − |σ|(t+ T − τ)}dσ,

0 < τ < t < T , x ∈ R, ξ ∈ R,

G2(x− ξ, t− τ) =
1

2π

∫
R

M(σ)×

× exp{i(x− ξ)σ − |σ|(t− τ)}dσ,

0 < τ < t < T , x ∈ R, ξ ∈ R,

M(σ) = (µ− ν|σ| exp{−|σ|T})−1 =

=
1

µ

∞∑
r=0

(ν
µ

)r
|σ|r exp{−|σ|Tr}, (3.133)

σ ∈ R.

Î÷åâèäíî, ùî

∂

∂t
G2(x− ξ, t+ T − τ) = −G1(x− ξ, t+ T − τ),

0 < τ < t < t, x ∈ R, ξ ∈ R.

Öÿ ðiâíiñòü ¹ âiðíîþ, áî â (3.127) i (3.128) ôiãóðó¹ ÏÄÎ A1. ßêùî âðàõóâàòè

(3.133), òî

G1(x− ξ, t+ T − τ) ≡

≡ 1

µ

∞∑
r=0

(ν
µ

)r
G1r(x− ξ, t+ T (1 + r)− τ), (3.134)

0 < τ < t < T, x ∈ R, ξ ∈ R,
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G1r(x− ξ, t+ T (1 + r)− τ) ≡ 1

2π

∫
R

|σ|r+1×

× exp{i(x− ξ)σ − |σ|(t+ T (1 + r)− τ)}dσ,

0 < τ < t < T , x ∈ R, ξ ∈ R, r ≥ 0 � öiëi ÷èñëà,

G2(x− ξ, t− τ) ≡

≡ 1

µ

∞∑
r=0

(ν
µ

)r
G2r(x− ξ, t+ Tr − τ), (3.135)

G2r(x− ξ, t+ Tr − τ) ≡ 1

2π

∫
R

|σ|r×

× exp{i(x− ξ)σ − |σ|(t+ Tr − τ)}dσ,

0 < τ < t < T , x ∈ R, ξ ∈ R, G2(x− ξ, t) ≡ G2(x− ξ, t− t1) ïðè t1 = 0.

Â [41] ïiäðàõîâàíî, ùî

G2,0(x− ξ, t− τ) =
1

π

t− τ

(t− τ)2 + |x− ξ|2
,

0 < τ < t− T, x ∈ R, ξ ∈ R,

òîìó G2,r ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ïîõiäíi âiä G20:

G2,1(x− ξ, t+ T − τ) = − ∂

∂t
G2,0(x− ξ, t+ t− τ) =

=
1

π

(t+ T − τ)2 − (x− ξ)2

(t+ T − τ)2 + (x− ξ)2
,

i ò.ä.

ßêùî âðàõóâàòè, ùî ∫
R

G2,0(x− ξ, t− τ)dx = 1

i òå, ùî ôóíêöi¨ G2r âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ïîõiäíi âiä G2,0, òî ìîæíà ïiäðàõóâàòè

êiëüêà äîäàíêiâ êîæíî¨ iç ñóì (3.134), (3.135).
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Çàóâàæåííÿ 1. Çàìiñòü ÏÄÎ A1 ó ðiâíÿííi (3.127) ìîæíà ïîêëàñòè ÏÄÎ

Aγ iç ñèìâîëîì |σ|γ, γ > 0, σ ∈ R, à â ÏÄÎ íåëîêàëüíî¨ óìîâè (3.128) �

ÏÄÎ Aβ iç ñèìâîëîì |σ|β, β > 0, σ ∈ R. ßêùî x ∈ Rn, n ≥ 1, t > 0, òî

G2,0(x, t) = Γ((n+ 1)/2)π−(n+1)/2t(t2 + |x|2)−(n+1)/2, âèçíà÷åíèé âèðàçîì (3.12).

Çàóâàæåííÿ 2. Íåëîêàëüíà çàäà÷à Íåéìàíà âèêëàäåíà ó ïðàöi [199].

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ðîçâèíåíà òåîðiÿ ïîáóäîâè òà äîñëiäæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi ðîç-

â'ÿçêiâ i âñòàíîâëåíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi (îäíîòî÷êîâî¨ çàäà÷i) äëÿ ðiâ-

íîìiðíî ïàðàáîëi÷íèõ çà Ïåòðîâñüêèì ñèñòåì ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ïðè öüîìó äîâîäÿòüñÿ ñòåïåíåâi îöiíêè îñöèëþþ÷èõ iíòåãðàëiâ, ÿêi âèçíà÷à-

þòüñÿ ôîðìóëàìè äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi òà áàãàòîòî÷êîâèõ çàäà÷.

Ðîçâèíåíà ìåòîäèêà äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ÿäåð, òèïà ÿäåð Ïóàññîíà,

çàäà÷i Äiðiõëå òà áàãàòîòî÷êîâèõ çà ÷àñîì çàäà÷ äëÿ âêàçàíèõ ñêàëÿðíèõ ðiâ-

íÿíü. Âñòàíîâëåíà êëàñè÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü íåëîêàëüíèõ çàäà÷, êîëè ñèìâîëè

ÏÄÎ ñòàëi i çàëåæàòü âiä ÷àñîâî¨ çìiííî¨ çà óìîâè, ùî äàíi çàäà÷i çàäîâîëü-

íÿþòü ïðèðîäíi óìîâè ãëàäêîñòi i ïîâåäiíêè íà áåçìåæíîñòi.

Âñòàíîâëåíà êëàñè÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i ç íåëîêàëüíèìè

ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèìè óìîâàìè.

Äîñëiäæåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ êâàçiëiíiéíîãî ïàðà-

áîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, ùî ìiñòèòü ïñåâäîäèôåðåíiàëüíèé îïåðàòîð ç íåãëàäêèì

îäíîðiäíèì ñèìâîëîì. Íàâåäåíî iëþñòðàòèâíi ïðèêëàäè.
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Ðîçäië 4.

Íåëîêàëüíà m-òî÷êîâà çà ÷àñîì çàäà÷à â êëàñàõ

êðàéîâèõ óìîâ òèïó ðîçïîäiëiâ òà óëüòðàðîçïîäiëiâ

Ó ðîçäiëi íàâåäåíî îçíà÷åííÿ òà òâåðäæåííÿ, ùî ñòîñóþòüñÿ òîïîëîãi÷íî¨

ñòðóêòóðè ïðîñòîðiâ îñíîâíèõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié. Äîñëiä-

æóþòüñÿ âëàñòèâîñòi ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äâîòî÷êîâî¨ òà m-òî÷êîâî¨

(m ≥ 2) çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ç ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèì

îïåðàòîðîì A, ïîáóäîâàíèì çà íåãëàäêèì ó òî÷öi 0 îäíîðiäíèì ñèìâîëîì, îïå-

ðàòîðîì f(A), äå f � öiëà ôóíêöiÿ âiä ÏÄÎ A, ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèìè îïå-

ðàòîðàìè â ïðîñòîðàõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèìè îïåðà-

òîðàìè, ïîáóäîâàíèìè çà àíàëiòè÷íèìè ñèìâîëàìè, ùî äiþòü ó ïðîñòîðàõ òè-

ïó S i ÿêi òðàêòóþòüñÿ ÿê îïåðàòîðè äèôåðåíöiþâàííÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó.

Âñòàíîâëþ¹òüñÿ êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çà-

äà÷i äëÿ âêàçàíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ó êëàñàõ êðàéîâèõ óìîâ, ÿêi ¹ óçàãàëü-

íåíèìè ôóíêöiÿìè òèïó ðîçïîäiëiâ òà óëüòðàðîçïîäiëiâ. Çíàéäåíî çîáðàæåííÿ

ðîçâ'ÿçêiâ ó âèãëÿäi çãîðòêè âiäïîâiäíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ç ãðà-

íè÷íîþ ôóíêöi¹þ; äîâåäåíî, ùî ðîçâ'ÿçêè òàêèõ çàäà÷ âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ

ëîêàëiçàöi¨ (âëàñòèâiñòþ ëîêàëüíîãî ïîêðàùåííÿ çáiæíîñòi).

4.1. Ïðîñòîðè îñíîâíèõ òà óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié

4.1.1. Îçíà÷åííÿ òà òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà ïðîñòîðó Φ

Íåõàé γ � ôiêñîâàíå ÷èñëî ç ìíîæèíè (1,+∞) \ {2, 3, 4, . . . }, γ0 := n+ [γ],

M(x) := 1 + ∥x∥, x ∈ Rn, [γ] � öiëà ÷àñòèíà γ,

Φ :=
{
φ ∈ C∞(Rn)

∣∣∣∀p ∈ Z+ sup
x∈Rn

{ p∑
k=0

M(x)γ0+k
∑
|α|=k

|Dα
xφ(x)| <∞

}}
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(òóò α ∈ Zn+ � ìóëüòèiíäåêñ). Ââåäåìî â Φ çëi÷åííó ñèñòåìó íîðì çà ôîðìóëàìè

∥φ∥p := sup
x∈Rn


p∑

k=0

M(x)ω0+k
∑
|α|=k

|Dα
xφ(x)|

 , φ ∈ Φ, p ∈ Z+,

äå ω0 = γ0 − ε, 0 < ε < 1 � ôiêñîâàíèé ïàðàìåòð.

Î÷åâèäíî, ùî

∥φ∥0 ≤ ∥φ∥1 ≤ ∥φ∥2 ≤ . . . , φ ∈ Φ, (4.1)

òîáòî öi íîðìè ¹ ïîïàðíî çðiâíÿíèìè.

Çáiæíiñòü â ïðîñòîði Φ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {φν, ν ≥

1} ⊂ Φ çáiãà¹òüñÿ â Φ äî ôóíêöi¨ φ ∈ Φ ïðè ν → ∞, ÿêùî

∀p ∈ Z+ : ∥φν − φ∥p → 0, ν → ∞.

Çàçíà÷èìî, ùî D(Rn) ⊂ S(Rn) ⊂ Φ, ïðè÷îìó öi âêëàäåííÿ ¹ íåïåðåðâíèìè i

ùiëüíèìè [38]. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Φp ïîïîâíåííÿ Φ çà p-îþ íîðìîþ. Φp � áàíàõiâ

ïðîñòið, ïðè öüîìó ïðàâèëüíèìè ¹ âêëàäåííÿ Φ0 ⊃ Φ1 ⊃ · · · ⊃ Φp ⊃ . . . .

Êîæíå âêëàäåííÿ Φp+1 ⊂ Φp, p ∈ Z+, íåïåðåðâíå (âíàñëiäîê (4.1)) i ùiëüíå (áî

ùiëüíèì ¹ âêëàäåííÿ D(Rn) ó êîæíèé ïðîñòið Φp, p ∈ Z+). Â [38] äîâåäåíî,

ùî Φ � ïîâíèé äîñêîíàëèé çëi÷åííî-íîðìîâàíèé ïðîñòið, ïðè÷îìó âêëàäåííÿ

Φp+1 ⊂ Φp, p ∈ Z+, ¹ êîìïàêòíèì.

Çàçíà÷èìî, ùî çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {φν, ν ≥ 1} ⊂ Φ ó ïðîñòîði Φ äî

ôóíêöi¨ φ ∈ Φ ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè ùå é òàê [38]: {φν, ν ≥ 1} ⊂ Φ çái-

ãà¹òüñÿ çà òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó Φ äî φ ∈ Φ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà:

1) îáìåæåíà â Φ, òîáòî

∀p ∈ Z+ ∃c = c(p) > 0 ∀ν ≥ 1 : ∥φν∥p ≤ c;

2) ïðàâèëüíî çáiãà¹òüñÿ â Φ, à ñàìå, äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ Zn+ ïîñëiäîâíiñòü

{Dα
x(φν − φ), ν ≥ 1} çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó êîìïàêòi K ⊂

Rn.
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Îòæå, òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà ïðîñòîðó Φ òàêà: Φ � ïîâíèé äîñêîíàëèé

çëi÷åííî-íîðìîâàíèé ïðîñòið ç òîïîëîãi¹þ ïðîåêòèâíî¨ ãðàíèöi áàíàõîâèõ

ïðîñòîðiâ Φp: Φ = lim
p→∞

prΦp, ïðè÷îìó âêëàäåííÿ Φp+1 ⊂ Φp íåïåðåðâíi, ùiëüíi

i êîìïàêòíi. Ïîñëiäîâíiñòü {φν, ν ≥ 1} ⊂ Φ çáiãà¹òüñÿ â Φ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1), 2).

Ïðîñòiøi îïåðàöi¨ ó ïðîñòîði Φ

à) Ó ïðîñòîði Φ âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà îïåðàöiÿ çñóâó àðãóìåíòó

Tξ : φ(x) → φ(x+ ξ), φ ∈ Φ, ξ ∈ Rn.

á) Ó ïðîñòîði Φ âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà îïåðàöiÿ äèôåðåíöiþâàííÿ

Dβ
x : φ→ Dβ

xφ, φ ∈ Φ, β ∈ Zn+.

Îñêiëüêè Φ � äîñêîíàëèé ïðîñòið, òî íà ïiäñòàâi çàãàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ òåî-

ði¨ äîñêîíàëèõ ïðîñòîðiâ [189] òâåðäèìî, ùî îïåðàöiÿ çñóâó àðãóìåíòó ó ïðî-

ñòîði Φ íå ëèøå íåïåðåðâíà, àëå é íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà, òîáòî ãðàíè÷íi

ñïiââiäíîøåííÿ âèãëÿäó

φ(x1, . . . , xj +∆xj, . . . , xn)− φ(x1, . . . , xn)

∆xj
→ ∂φ

∂xj
, ∆xj → 0,

âèêîíóþòüñÿ ó ðîçóìiííi çáiæíîñòi â ïðîñòîði Φ.

4.1.2. Ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöié ç ïðîñòîðó Φ

Ôóíêöi¨ ç ïðîñòîðó Φ àáñîëþòíî iíòåãðîâíi íà Rn, òîìó íà íèõ âèçíà÷åíà

îïåðàöiÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F :

F [φ](ξ) =

∫
Rn

e−i(x,ξ)φ(x)dx, φ ∈ Φ.

Ñèìâîëîì Ψ ïîçíà÷àòèìåìî Ôóð'¹-îáðàç ïðîñòîðó Φ: Ψ = F [Φ]. Î÷åâèäíî,

ùî êîæíà ôóíêöiÿ F [φ], φ ∈ Φ, îáìåæåíà i íåïåðåðâíà íà Rn. Ðîçãëÿíåìî

îñíîâíi âëàñòèâîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöié ç ïðîñòîðó Φ (äèâ. [52]).
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1. ßêùî φ ∈ Φ, òî F [φ] ∈ L1(Rn).

2. ßêùî φ ∈ Φ, òî F [φ] � íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà íà Rn \ {0} ôóíêöiÿ.

3. Ó ôóíêöi¨
∂kF [φ]

∂ξki
, ξi ̸= 0, k ∈ Z+, i ∈ {1, . . . , n}, iñíóþòü ñêií÷åííi

îäíîñòîðîííi ãðàíèöi lim
ξi→0+0

∂kF [φ]

∂ξki
, lim
ξ→0−0

∂kF [φ]

∂ξki
, φ ∈ Φ.

4. Ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ âçà¹ìíîîäíîçíà÷íî i âçà¹ìíîíåïåðåðâíî âiäîáðàæà¹

Φ íà Ψ.

5. Ôóíêöi¨ ç ïðîñòîðó Ψ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó:

∀{k,m} ⊂ Zn+, ki ≥ mi, i ∈ {1, . . . , n} ∃ck > 0 ∃cm > 0 :

sup
ξ∈Rn\{0}

|ξkDm
ξ F [φ]| ≤ ck · cm, φ ∈ Φ,

äå ck ≤ cAk1
1 . . . A

k
n · k

k1
1 . . . kknn (c, A1, . . . , An > 0; ñòàëi c, A1, . . . , An çàëåæàòü

ëèøå âiä ôóíêöi¨ F [φ]).

Ó ïðîñòîði Ψ ââîäèòüñÿ ñòðóêòóðà çëi÷åííî-íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó çà äîïî-

ìîãîþ ñèñòåìè íîðì

∥φ∥p := sup
ξ∈Rn\{0}

{
p∑

|k|=0

|ξkDk
ξφ(ξ)|

}
, φ ∈ Ψ, p ∈ Z+.

Î÷åâèäíî, ùî ∥φ∥0 ≤ ∥φ∥1 ≤ · · · ≤ ∥φ∥p ≤ . . . ×åðåç Ψp ïîçíà÷èìî ïîïîâ-

íåííÿ ïðîñòîðó Ψ çà íîðìîþ ∥ · ∥p. Ïðè öüîìó Ψ0 ⊃ Ψ1 ⊃ · · · ⊃ Ψp ⊃ . . . ,

âêëàäåííÿ Ψp+1 ⊂ Ψp, p ∈ Z+, ¹ íåïåðåðâíèìè, Ψ =
∞∩
p=0

Ψp, Ψ � ïîâíèé

çëi÷åííî-íîðìîâàíèé ïðîñòið [52]. Çáiæíiñòü â ïðîñòîði Ψ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

ïîñëiäîâíiñòü {φν, ν ≥ 1} ⊂ Ψ çáiãà¹òüñÿ â ïðîñòîði Ψ äî ôóíêöi¨ φ ∈ Ψ òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè âîíà: 1) îáìåæåíà â Ψ, òîáòî

∀p ∈ Z+ ∃c = cp > 0 ∀ν ≥ 1 : ∥φν∥p ≤ cp;

2) äëÿ äîâiëüíîãî m ∈ Zn+ ïîñëiäîâíiñòü {Dm
ξ (φν − φ), ν ≥ 1} çáiãà¹òüñÿ äî

íóëÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó êîìïàêòi K ⊂ Rn, ÿêèé íå ìiñòèòü òî÷êó 0.
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4.1.3. Ïðîñòîðè óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié Φ′, Ψ′

Ïðîñòið Φ′. Ñèìâîëîì Φ′ ïîçíà÷èìî ïðîñòið óñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ

ôóíêöiîíàëiâ íà Φ çi ñëàáêîþ çáiæíiñòþ. Îñêiëüêè â îñíîâíîìó ïðîñòîði Φ

ââåäåíà òîïîëîãiÿ ïðîåêòèâíî¨ ãðàíèöi áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ Φp, ïðè÷îìó âêëà-

äåííÿ Φp+1 ⊂ Φp, p ∈ Z+, íåïåðåðâíi, ùiëüíi òà êîìïàêòíi, òî (äèâ. [69])

Φ′ = ( lim
p→∞

prΦp)
′ = lim

p→∞
indΦ′

p.

Îòæå, ÿêùî f ∈ Φ′, òî f ∈ Φ′
p ïðè äåÿêîìó p ∈ Z+. Íàéìåíøå ç òàêèõ p

íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì f , òîáòî êîæíà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f ∈ Φ′ ìà¹ ñêií-

÷åííèé ïîðÿäîê. Iíøèìè ñëîâàìè, f äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ íà Φ ÿê ëiíiéíèé

íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë iç ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó Φ′
p; ïðè öüîìó ïðàâèëüíîþ ¹

íåðiâíiñòü

|⟨f, φ⟩| ≤ c∥φ∥p, φ ∈ Φ,

äå c = ∥f∥p � íîðìà ôóíêöiîíàëó f ó ïðîñòîði Φ′
p. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî

Φ′
0 ⊂ Φ′

1 ⊂ · · · ⊂ Φ′
p ⊂ . . . , ïðè÷îìó êîæíå âêëàäåííÿ Φ′

p ⊂ Φ′
p+1, p ∈ Z+, ¹

íåïåðåðâíèì i êîìïàêòíèì. Çâiäñè òà çi ñëàáêî¨ ïîâíîòè ïðîñòîðiâ Φ′
p, p ∈ Z+,

äiñòà¹ìî, ùî ïðîñòið Φ′ � ïîâíèé.

Ïðèêëàäè óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ç ïðîñòîðó Φ′

1. ßêùî f : Rn → C � ëîêàëüíî iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∃c > 0 ∃s ∈ (0, γ) ∀x ∈ Rn : |f(x)| ≤ c(1 + ∥x∥)s, (4.2)

òî âîíà âèçíà÷à¹ ðåãóëÿðíèé ôóíêöiîíàë Ff ∈ Φ′ çà ôîðìóëîþ

⟨Ff , ψ⟩ =
∫
Rn

f(x)ψ(x)dx, ψ ∈ Φ,

òîáòî ïðîñòið Φ íåïåðåðâíî âêëàäà¹òüñÿ â Φ′. Ç ëåìè äþ Áóà Ðàéìîíà âèï-

ëèâà¹, ùî êîæíà ðåãóëÿðíà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ç Φ′ âèçíà÷à¹òüñÿ îäíi¹þ

(ç òî÷íiñòþ äî çíà÷åíü íà ìíîæèíi ìiðè íóëü) ëîêàëüíî iíòåãðîâíîþ íà Rn

122



ôóíêöi¹þ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (4.2). Îòæå, ìiæ ëîêàëüíî iíòåãðîâíèìè íà

Rn ôóíêöiÿìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (4.2) òà ðåãóëÿðíèìè óçàãàëüíåíèìè

ôóíêöiÿìè ç Φ′ iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü.

2. ßêùî f � ôiíiòíà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ç D′, òî âîíà ¹äèíèì ñïîñîáîì

ïðîäîâæó¹òüñÿ íà Φ′ ÿê åëåìåíò Φ′ çà ôîðìóëîþ

⟨f, φ⟩ = ⟨f, ηφ⟩, φ ∈ Φ,

äå η ∈ D, η = 1 â îêîëi íîñiÿ f ; ïðè öüîìó âêàçàíå ïðîäîâæåííÿ íå çàëåæèòü

âiä ôóíêöi¨ η.

3. ßêùî f ∈ Φ′, òî i êîæíà ïîõiäíà Dα
xf ∈ Φ′; ïðè öüîìó îïåðàöiÿ f → Dα

xf

ëiíiéíà i íåïåðåðâíà ç Φ′ ó Φ′.

4. ßêùî f ∈ Φ′, ξ ∈ Rn, òî f(x+ ξ) ∈ Φ′, ïðè÷îìó îïåðàöiÿ f(x) → f(x+ ξ)

ëiíiéíà i íåïåðåðâíà ç Φ′ ó Φ′.

Â [38] íàâåäåíî òðè äîñòàòíi îçíàêè iñíóâàííÿ çãîðòêè â Φ′. Íàâåäåìî îäíó

ç íèõ: ÿêùî f ∈ Φ′, φ ∈ Φ, òî çãîðòêà f ∗ φ iñíó¹ i âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

f ∗ φ = ⟨f, T−xφ̌(·)⟩, φ̌(ξ) = φ(−ξ), φ ∈ Φ.

Çàçíà÷èìî, ùî f ∗φ ¹ çâè÷àéíîþ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà

âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè:

à) ∀β ∈ Zn+ Dβ
x(f ∗ φ) = f ∗Dβ

xφ;

á) ∃c > 0 ∃m ∈ Z+ ∀β ∈ Zn+: |Dβ
x(f ∗ φ)| ≤ c(1 + ∥x∥)γ0+m+|β| · ∥φ∥m+|β|.

Íåõàé f ∈ Φ′. ßêùî f ∗ φ ∈ Φ′ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ Φ i iç ñïiââiäíî-

øåííÿ φν → 0, ν → ∞, ó ïðîñòîði Φ âèïëèâà¹, ùî f ∗ φν → 0 ïðè ν → ∞ ó

ïðîñòîði Φ, òî ôóíêöiîíàë f íàçèâà¹òüñÿ çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîði Φ.

Ó ï. 4.1.1 áóëî âiäçíà÷åíî, ùî Φ � äîñêîíàëèé ïðîñòið ç äèôåðåíöiéîâíîþ

îïåðàöi¹þ çñóâó àðãóìåíòó. Òîäi, ÿê âèïëèâà¹ iç çàãàëüíî¨ òåîði¨ ïðîñòîðiâ, òî-

ïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèõ äî äîñêîíàëèõ (äèâ. [189]), êîæíèé ôiíiòíèé ôóíêöiîíàë

(òîáòî ôóíêöiîíàë, íîñié ÿêîãî � îáìåæåíà ìíîæèíà) ¹ çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîði
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Φ. Âiäçíà÷èìî, ùî ôiíiòíi óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ óòâîðþþòü øèðîêèé êëàñ; çî-

êðåìà, êîæíà îáìåæåíà çàìêíåíà ìíîæèíà â Rn ¹ íîñi¹ì äåÿêî¨ óçàãàëüíåíî¨

ôóíêöi¨ ç Φ′ [38]. ßêùî f ∈ Φ′ � çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði Φ, òî ôóíêöiîíàë Dαf

� òàêîæ çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði Φ.

Ïðîñòið óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié Ψ′. Åëåìåíòàìè ïðîñòîðó Ψ′ ¹ ëiíié-

íi íåïåðåðâíi ôóíêöiîíàëè íàä ïðîñòîðîì Ψ = F [Φ], ÿêi òàêîæ íàçèâàòèìå-

ìî óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè. Êîæíà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó Ψ′ ìà¹

ñêií÷åííèé ïîðÿäîê, òîáòî ¹ íåïåðåðâíèì ôóíêöiîíàëîì âiäíîñíî äåÿêî¨ íîðìè

∥ · ∥p [52]. Òî÷íiøå, ïðàâèëüíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ: äëÿ òîãî, ùîá ëiíié-

íèé ôóíêöiîíàë f , çàäàíèé íà Ψ, íàëåæàâ äî Ψ′ (òîáòî áóâ íåïåðåðâíèì íà

Ψ), íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá

∃c > 0 ∃p ∈ Z+ ∀φ ∈ Ψ : |⟨f, φ⟩| ≤ c∥φ∥p,

äå

∥φ∥p = sup
ξ∈Rn\{0}

{
p∑

|m|=0

|ξmDm
ξ φ(ξ)|

}
.

Ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ç ïðîñòîðiâ Φ′ òà Ψ′.

Îñêiëüêè F [φ] ∈ Φ, ÿêùî φ ∈ Ψ (F [φ](x) = 2πF−1[φ(−x)] ∈ Φ), òî ïåðåòâîðåí-

íÿ Ôóð'¹ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Φ′ âèçíà÷èìî çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ

⟨F [f ], φ⟩ = ⟨f, F [φ]⟩, ∀φ ∈ Ψ. (4.3)

Iç (4.3) òà âëàñòèâîñòåé ëiíiéíîñòi i íåïåðåðâíîñòi ôóíêöiîíàëó f òà ïåðåòâî-

ðåííÿ Ôóð'¹ îñíîâíèõ ôóíêöié âèïëèâà¹ ëiíiéíiñòü i íåïåðåðâíiñòü ôóíêöiî-

íàëó F [f ] íàä ïðîñòîðîì Ψ = F [Φ]. Îòæå, ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ óçàãàëüíåíî¨

ôóíêöi¨ f , çàäàíî¨ íà Φ, ¹ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ, çàäàíîþ íà ïðîñòîði F [Φ].

Îñêiëüêè Φ � äîñêîíàëèé ïðîñòið ç äèôåðåíöiéîâíîþ îïåðàöi¹þ çñóâó àðãó-

ìåíòó, ïðè÷îìó D ëåæèòü ùiëüíî â Φ, òî ïðàâèëüíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ

[2]: ÿêùî f ∈ Φ′ � ôiíiòíà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ, φ ∈ Φ, òî F [f ∗φ] = F [f ]·F [φ],
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ïðè öüîìó F [f ] ¹ ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði Ψ. Ó ïðàöi [52] äîâåäåíî, ùî

àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ¹ ïðàâèëüíèì äëÿ êîæíîãî çãîðòóâà÷à ó ïðîñòîði Φ.

Â [52] äîâåäåíî òàêîæ, ùî ÿêùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f ∈ Ψ′ � ìóëüòèïëiêàòîð

ó ïðîñòîði Ψ, òî ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ � çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði Φ. Öi ðåçóëüòàòè

ïðèâîäÿòü äî íàñòóïíîãî âèñíîâêó: äëÿ òîãî, ùîá óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f ∈ Φ′

áóëà çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîði Φ, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

F [f ] áóëî ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði Ψ = F [Φ].

4.1.4. Àáñòðàêòíi ôóíêöi¨

Íåõàé X � ëiíiéíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið àáî îá'¹äíàííÿ òàêèõ ïðîñòîðiâ,

Ω � äåÿêà ìíîæèíà ÷èñåë. Ôóíêöiþ Ω ∋ ν −→ φν ∈ X íàçèâàþòü àáñòðàêòíîþ

ôóíêöi¹þ ïàðàìåòðà ν ó ïðîñòîði X [189].

Ãðàíèöåþ àáñòðàêòíî¨ ôóíêöi¨ ïðè ν → ν0 íàçèâà¹òüñÿ òàêèé åëåìåíò φ0 ∈

X, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {νn, n ≥ 1}, νn → ν0, n → ∞, âèêîíó¹òüñÿ

ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ φνn → φν0, n→ ∞, ó ðîçóìiííi çáiæíîñòi â ïðîñòîði

X.

Àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíîþ ó òî÷öi ν0 ∈ Ω, ÿêùî â

ïðîñòîði X iñíó¹ ãðàíèöÿ

dφν
dν

∣∣∣∣
ν=ν0

= lim
h→0

φν0+h − φν0
h

.

Âiäçíà÷èìî äåÿêi âëàñòèâîñòi ÷èñëîâèõ ôóíêöié âèãëÿäó ⟨fν, φν⟩, äå φν ∈ X,

fν ∈ X ′. Çà X ìîæíà, çîêðåìà, âçÿòè ïðîñòið Φ. Ïðàâèëüíèìè ¹ íàñòóïíi

òâåðäæåííÿ [189]: 1) ÿêùî φν −→ φν0 ïðè ν → ν0 ó ïðîñòîði X, fν → fν0 ïðè

ν → ν0 ó ïðîñòîði X ′ (òîáòî ñëàáêî), òî ⟨fν, φν⟩ −→ ⟨fν0, φν0⟩ ïðè ν → ν0; 2)

ÿêùî àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ φν äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi ν ∈ Ω, ôóíêöiîíàë fν ∈

X ′ � ñëàáêî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ ïàðàìåòðà ν, òî ⟨fν, φν⟩ � äèôåðåíöiéîâíà
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ôóíêöiÿ, ïðè÷îìó

d

dν
⟨fν, φν⟩ =

⟨
dfν
dν
, φν

⟩
+

⟨
fν,

dφν
dν

⟩
.

4.2. Äâîòî÷êîâà çàäà÷à äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ç êðàéîâèìè

óìîâàìè òèïó ðîçïîäiëiâ

4.2.1. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Íåõàé a: Rn → [0,∞) � íåïåðåðâíà íà Rn îäíîðiäíà ôóíêöiÿ ïîðÿäêó γ > 1

(òîáòî a(λx) = λγa(x), λ > 0), íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà íà Rn \ {0}, ÿêà

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

1) ∀α ∈ Zn+ ∃cα > 0 ∀x ∈ Rn: |Dα
xa(x)| ≤ cα∥x∥γ−|α|;

2) ∃δ̃ > 0 ∀x ∈ Rn: a(x) ≥ δ̃∥x∥γ.

Ïðè âèêîíàííi âêàçàíèõ óìîâ ó ïðîñòîði Φ âèçíà÷åíèé íåïåðåðâíèé ïñåâ-

äîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Aγ = F−1[aF ].

Äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
+ Aγu = 0, (t, x) ∈ (0, T )× Rn ≡ Π, (4.4)

çàäàìî íåëîêàëüíó çà ÷àñîì óìîâó

µu(t, ·)|t=0 − u(t, ·)|t=T = φ, φ ∈ Φ, (4.5)

äå µ > 1 � ôiêñîâàíèé ïàðàìåòð. Ïiä ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.4), (4.5) ðîçóìi¹ìî

ôóíêöiþ u(t, ·) ∈ C1((0, T ],Φ), ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.4) i çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó (4.5).

Ñèìâîëîì G(t, T, x, µ) ïîçíà÷àòèìåìî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äâîòî÷-

êîâî¨ çàäà÷i (ÔÐÄÇ) äëÿ ðiâíÿííÿ (4.4). Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ G ìà¹ âèãëÿä

(äèâ. ðîçäië 3):

G(t, T, x, µ) = (2π)−n
∫
Rn

ei(x,σ)−ta(σ)(µ− eT ·A(σ))−1dσ =
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=
∞∑
k=0

µ−k−1G0(t+ kT, x), µ > 1, (t, x) ∈ Π, (4.6)

äå

G0(t+ kT, x) = (2π)−n
∫
Rn

exp{i(x, σ)− (t+ kT )a(σ)}dσ, (t, x) ∈ Π,

G0(t, x) � ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (4.4). Äîñëi-

äèìî âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ G òà çãîðòîê âèãëÿäó f ∗ G, äå f ∈ Φ′. Ïåðåäóñiì

çàçíà÷èìî, ùî iç ðåçóëüòàòiâ, íàâåäåíèõ ó ðîçäiëi 3 ùîäî îöiíîê ïîõiäíèõ ôóíê-

öi¨ G0 òà (4.6) âèïëèâà¹, ùî ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ) ôóíêöiÿ G, ÿê ôóíêöiÿ

àðãóìåíòó x, ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó Φ.

Ëåìà 4.1. Ôóíêöiÿ G(t, T, ·, µ), t ∈ (0, T ], ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ ïàðà-

ìåòðà t iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði Φ, äèôåðåíöiéîâíà ïî t.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

Φ∆t(x) :=
1

∆t
[G(t+∆t, T, x, µ)−G(t, T, x, µ)] −→

∆t→0

∂

∂t
G(t, T, x, µ)

âèêîíó¹òüñÿ ó ðîçóìiííi çáiæíîñòi ó ïðîñòîði Φ, òîáòî

1) ∀α ∈ Zn+ Dα
xΦ∆t ⇒ Dα

x

(
∂

∂t
G(t, T, x, µ)

)
, ∆t→ 0,

ó êîæíié êóëi K(0, R);

2) ∀p ∈ Z+ ∃cp > 0: ∥Φ∆t∥p ≤ cp,

äå ñòàëà cp íå çàëåæèòü âiä ∆t.

Ôóíêöiÿ G(t, T, x, µ) äèôåðåíöiéîâíà ïî t ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi, òîìó

Φ∆t(x) =
∂

∂t
G(t+ θ∆t, T, x, µ), 0 < θ < 1.

Îòæå,

Dα
xΦ∆t(x) = −(2π)−n

∫
Rn

(iσ)αa(σ) exp{i(x, σ)− (t+ θ∆t)a(σ)}×

×(µ− exp{−Ta(σ)})−1dσ.
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Êðiì òîãî,

Dα
x

(
∂

∂t
G(t, T, x, µ)

)
= −(2π)−n

∫
Rn

(iσ)αa(σ) exp{i(x, σ)− ta(σ)}×

×(µ− exp{−Ta(σ)})−1dσ.

Òîäi ∣∣∣∣∣Dα
x

(
Φ∆t(x)−

∂

∂t
G(t, T, x, µ)

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ (2π)−n(µ− 1)−1

∫
Rn

∥σ∥|α|a(σ) exp{−ta(σ)}| exp{−θ∆ta(σ)} − 1|dσ ≤

≤ c|∆t|
∫
Rn

∥σ∥|α|a3(σ) exp{−ta(σ)}dσ ≤ c1|∆t|, α ∈ Zn+,

ñòàëi c, c1 íå çàëåæàòü âiä∆t (òóò ìè ñêîðèñòàëèñÿ òèì, ùî (µ−exp{−Ta(σ)})−1 ≤

(µ− 1)−1, µ > 1). Çâiäñè âæå âèïëèâà¹, ùî

Dα
xΦ∆t(x) −→ Dα

x

(
∂

∂t
G(t, T, x, µ)

)
, ∆t→ 0,

ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ K(0, R), ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Äîâåäåìî òåïåð, ùî óìîâà 2) òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêè

ôóíêöi¨ G ïî ÷àñîâîìó ïàðàìåòðó t òà ïî çìiííié x (äèâ. ðîçäië 3) çíàéäåìî,

ùî äëÿ äîñèòü ìàëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà ∆t òàêèõ, ùî t + θ∆t ≥ t/2 ñïðàâä-

æóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|Dα
xΦ∆t(x)| ≤ c

∞∑
k=0

µ−k−1

((t+ θ∆t+ kT )1/γ + ∥x∥)n+γ+|α| ≤

≤ c ·
∞∑
k=0

µ−k−1

((t/2)1/γ + ∥x∥)n+γ+|α| ≤

 c1∥x∥−(n+γ+|α|), ∥x∥ ≥ 1,

c2, ∥x∥ < 1,

äå ñòàëi c1, c2 çàëåæàòü âiä µ, T , t i íå çàëåæàòü âiä ∆t. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî

ôiêñîâàíîãî p ∈ Z+ ìà¹ìî, ùî

sup
x∈Rn

{
p∑

k=0

M(x)ω0+k
∑
|α|=k

|Dα
xΦ∆t(x)|

}
≤ cp,
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äå cp = c(p, t, T, γ, µ). Îòæå,

∀p ∈ Z+ ∃cp > 0 : ∥Φ∆t∥ ≤ cp,

ïðè÷îìó cp íå çàëåæèòü âiä ∆t. Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 4.1. Ôóíêöiÿ G(t, T, ·, µ), t ∈ (0, T ], ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ

ïàðàìåòðà t iç çíà÷åííÿìè ó ïðîñòîði Φ, íåïåðåðâíà ïî t.

Íàñëiäîê 4.2. Ïðàâèëüíîþ ¹ ôîðìóëà

∂

∂t
(f ∗G) = f ∗ ∂

∂t
G, ∀f ∈ Φ′.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì çãîðòêè óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ ç îñíîâíîþ

ìà¹ìî, ùî

f ∗G(t, x) = ⟨fξ, T−xǦ(t, T, ξ, µ)⟩, Ǧ(t, T, ξ, µ) = G(t, T,−ξ, µ).

Òîäi

∂

∂t
(f ∗G)(t, ·) = lim

∆t→0

1

∆t
[(f ∗G)(t+∆t, ·)− (f ∗G)(t, ·)] =

= lim
∆t→0

⟨
fξ,

1

∆t
[T−xǦ(t+∆t, T, ·, µ)− T−xǦ(t, T, ·, µ)]

⟩
.

Âíàñëiäîê ëåìè 4.1 ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

1

∆t
[T−xǦ(t+∆t, T, ·, µ)− T−xǦ(t, T, ·, µ)] −→

∆t→0

∂

∂t
T−xǦ(t, T, ·, µ)

âèêîíó¹òüñÿ ó ñåíñi çáiæíîñòi çà òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó Φ. Îòæå, âðàõóâàâøè

âëàñòèâiñòü íåïåðåðâíîñòi ôóíêöiîíàëó f çíàõîäèìî, ùî

∂

∂t
(f ∗G)(t, ·) =

⟨
fξ, lim

∆t→0

1

∆t
[T−xǦ(t+∆t, T, ·, µ)− T−xǦ(t, T, ·, µ)]

⟩
=

=

⟨
fξ,

∂

∂t
T−xǦ(t, T, ·, µ)

⟩
=

⟨
fξ, T−x

∂

∂t
Ǧ(t, T, ·, µ)

⟩
=

(
f ∗ ∂

∂t
G

)
(t, ·).

Ëåìà äîâåäåíà.

Ñèìâîëîì Φ′
∗ ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü óñiõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ç ïðîñòîðó

Φ′, ÿêi ¹ çãîðòóâà÷àìè ó ïðîñòîði Φ.
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Ëåìà 4.2. G(t, T, ·, µ) → δ

µ− 1
ïðè t → +0 ó ïðîñòîði Φ′ (δ � äåëüòà-

ôóíêöiÿ Äiðàêà).

Äîâåäåííÿ. Óðàõóâàâøè ñïiââiäíîøåííÿ (äèâ. ðîçäië 3)∫
Rn

G(t, T, x, µ)dx =
1

µ− 1
, (t, x) ∈ Π,

äëÿ äîâiëüíî¨ îñíîâíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ Φ ìà¹ìî:∣∣∣⟨G(t, T, ·, µ), φ⟩ − ⟨δ, φ⟩
µ− 1

∣∣∣ =
=
∣∣∣ ∫
Rn

G(t, T, x, µ)φ(x)dx− φ(0)

µ− 1

∣∣∣ =
=
∣∣∣ ∫
Rn

G(t, T, x, µ)φ(x)dx−
∫
Rn

G(t, T, x, µ)φ(0)dx
∣∣∣ ≤

≤
∫
Rn

|G(t, T, x, µ)| · |φ(x)− φ(0)|dx ≡ J(t, T, µ).

Îñêiëüêè φ ∈ Φ, òî çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó ïðî ñêií÷åííi ïðèðîñòè çíàéäåìî,

ùî |φ(x)− φ(0)| ≤M · ∥x∥, äå M =
n∑
i=1

max
Rn

∣∣∣ ∂φ
∂xi

∣∣∣.
Âiçüìåìî òåïåð ε ç ïðîìiæêó (0, T ) i ïîêëàäåìî t0 = ε, δ = tα0 , äå α :=

{γ}/(2γ[γ]). Òîäi |φ(x)− φ(0)| < M · εα, ÿêùî ëèøå ∥x∥ < tα0 . Îòæå,

J(t, T, µ) < M · εα ·
∫

∥x∥<tα0

|G(t, T, x, µ)|dx+

+

∫
∥x∥≥tα0

|G(t, T, x, µ)| · |φ(x)− φ(0)|dx ≡MεαJ1(t, T, µ) + J2(t, T, µ).

Îöiíèìî J1(t, T, µ). Ëåãêî áà÷èòè, ùî

J1(t, T, µ) ≤
∫
Rn

|G(t, T, x, µ)|dx.
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Óðàõóâàâøè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ G(t, T, x, µ) çíàéäåìî, ùî∫
Rn

|G(t, T, x, µ)|dx =

∫
Rn

∣∣∣ ∞∑
k=0

µ−k−1G0(t+ kT, x)
∣∣∣dx ≤

≤
∞∑
k=0

µ−k−1

∫
Rn

|G0(t+ kT, x)|dx, (4.7)

äå

G0(t+ kT, x) = (2π)−n ·
∫
Rn

ei(x,σ)−a(σ)(t+kT )dσ, (t, x) ∈ Π.

Çäiéñíèâøè â (4.7) çàìiíó çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ xi = (t + kT )1/γyi, i ∈

{1, . . . , n}, çíàéäåìî, ùî∫
Rn

|G0(t+ kT, x)|dx = (t+ kT )n/γ
∫
Rn

|G0(t+ kT, (t+ kT )1/γy)|dy.

Âíàñëiäîê îäíîðiäíîñòi ôóíêöi¨ a(σ) ìà¹ìî, ùî

G0(t+ kT, (t+ kT )1/γy) = (2π)−n
∫
Rn

e−(t+kT )a(σ)+i((t+kT )1/γy,σ)dσ =

(t+kT )1/γσ=z
= (2π)−n

∫
Rn

e−a(z)+i(y,z)dz = (t+ kT )−n/γG0(y),

äå

G0(y) = F−1[e−a(z)](y), G0 ∈ Φ.

Îòæå,

J1(t, T, µ) ≤
∞∑
k=0

µ−k−1

∫
Rn

|G0(y)|dy = b = const, ∀t ∈ (0, T ).

Äëÿ òîãî, ùîá çäiéñíèòè îöiíêó J2 çíîâó âðàõó¹ìî âëàñòèâiñòü îäíîðiäíî-

ñòi ôóíêöi¨ a(ξ). Çäiéñíèâøè çàìiíó çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ ξ = t1/γη, ïîäàìî

G(t, T, x, µ) ó âèãëÿäi:

G(t, T, x, µ) = (2π)−ntn/γ
∫
Rn

exp{−a(η)t2 + i(x, t1/γη)}×
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×(µ− exp{−tTa(η)})−1dη.

Ñêîðèñòàâøèñü ìåòîäèêîþ ïðîâåäåííÿ îöiíîê ôóíêöi¨ G0 [34] òà ñïiââiäíîøåí-

íÿì (4.6) çíàéäåìî, ùî äëÿ ∥x∥ ≥ a > 0 ïðàâèëüíèìè ¹ íåðiâíîñòi:

|G(t, T, x, µ)| ≤ c0t
n/γ

∞∑
k=0

µ−k−1 t2 + ktT

(t2 + ktT )1/γ + (t1/γ∥x∥)n+[γ]
≤

≤ ctn/γ · t
∥x∥n+[γ] · t(n+[γ])/γ

=
ct{γ}/γ

∥x∥n+[γ]
, γ ̸= 2m, γ ̸= 2m− 1,m ∈ N (4.8)

(ñòàëà c çàëåæèòü âiä µ, T i íå çàëåæèòü âiä t). Äàëi, âðàõóâàâøè îáìåæåíiñòü

ôóíêöi¨ φ, à òàêîæ îöiíêó (4.8) äiñòàíåìî, ùî

J2(t, T, µ) ≤ c1t
{γ}/γ ·

∫
∥x∥≥tα0

∥x∥−(n+[γ])dx = c2t
{γ}/γ ·

+∞∫
tα0

ρ−(1+[γ])dρ =

= c2t
{γ}/γt

−{γ}/(2γ)
0 < c2t

{γ}/(2γ)
0 = c2ε

{γ}/(2γ), ∀t < t0.

Îòæå,

∀ε ∈ (0, T ) ∃t0 = ε > 0 ∀t : 0 < t < t0 ⇒ J(t, T, µ) <

< bMε{γ}/(2γ[γ]) + c2ε
{γ}/(2γ).

Àíàëîãi÷íà îöiíêà âñòàíîâëþ¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî ε ≥ T . Öå i îçíà÷à¹, ùî

⟨G(t, T, ·, µ), φ⟩ −→ φ(0)

µ− 1
=

⟨δ, φ⟩
µ− 1

, t→ +0, φ ∈ Φ,

òîáòî G(t, T, ·, µ) → δ

µ− 1
ïðè t→ +0 ó ïðîñòîði Φ′.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Ëåìà 4.3. Íåõàé

ω(t, x) = φ ∗G(t, x), φ ∈ Φ′, (t, x) ∈ Π.

Òîäi ó ïðîñòîði Φ′ âèêîíó¹òüñÿ ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

ω(t, ·)− lim
t→T−0

ω(t, ·) = φ.
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Äîâåäåííÿ. Ïåðåäóñiì çàçíà÷èìî, ùî G0(t, ·), ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ ïà-

ðàìåòðà t ∈ (0, T ] iç çíà÷åííÿìè ó ïðîñòîði Φ, ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ. Òîäi

T−xǦ0(t, ξ) −→ T−xǦ0(t0, ξ), t→ t0, t0 ∈ (0, T ],

çà òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó Φ. Íà ïiäñòàâi âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíîñòi ôóíêöiîíàëó

φ òâåðäèìî, ùî

⟨φξ, T−xǦ0(t+ kT, ξ)⟩ −→
t→T−0

⟨φξ, T−xǦ0(T + kT, ξ)⟩

(k ∈ Z+ � ôiêñîâàíå);

⟨φξ, T−xǦ0(t+ kT, ξ)⟩−→
t→+0

⟨φξ, T−xǦ0(kT, ξ)⟩

(k ∈ N � ôiêñîâàíå). Êðiì òîãî, G0(t, ·) → δ ïðè t → +0 ó ïðîñòîði Φ′. Iç

âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíîñòi îïåðàöi¨ çãîðòêè âèïëèâà¹, ùî

lim
t→+0

(φ ∗G0)(t, ·) ≡ lim
t→+0

⟨φξ, T−xǦ0(t, ξ)⟩ = φ ∗ δ = φ.

Óðàõóâàâøè âèãëÿä ôóíêöi¨ G(t, T, ξ, µ), à òàêîæ òå, ùî

Sn,t,T (ξ) :=
n∑
k=0

µ−k−1G0(t+ kT, ξ)−→
n→∞

G(t, T, ξ, µ)

çà òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó Φ, ïðèéäåìî äî íàñòóïíèõ ñïiââiäíîøåíü:

µ lim
t→+0

ω(t, x)− lim
t→T−0

ω(t, x) ≡ µ lim
t→+0

⟨φξ, T−xǦ(t, T, ξ, µ)⟩−

− lim
t→T−0

⟨φξ, T−xǦ(t, T, ξ, µ)⟩ =

= µ lim
t→+0

⟨
φξ,

∞∑
k=0

µ−k−1T−xǦ0(t+ kT, ξ)
⟩
=

= µ lim
t→+0

∞∑
k=0

µ−k−1⟨φξ, T−xǦ0(t+ kT, ξ)⟩−

− lim
t→T−0

∞∑
k=0

µ−k−1⟨φξ, T−xǦ0(t+ kT, ξ)⟩ =
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= µ
(
µ−1 lim

t→+0
(φ ∗G0)(t, x) + lim

t→+0
(µ−2⟨φξ, T−xǦ0(t+ T, ξ)⟩+

+µ−3⟨φξ, T−xǦ0(t+ 2T, ξ)⟩+ . . . )
)
− lim

t→T−0

(
µ−1⟨φξ, T−xǦ0(t, ξ)⟩+

+µ−2⟨φξ, T−xǦ0(t+ T, ξ)⟩+ µ−3⟨φξ, T−xǦ0(t+ 2T, ξ)⟩+ . . .
)
=

= φ ∗ δ +
(
µ−1⟨φξ, T−xǦ0(T, ξ)⟩+ µ−2⟨φξ, T−xǦ0(2T, ξ)⟩+ . . .

)
−

−
(
µ−1⟨φξ, T−xǦ0(T, ξ)⟩+ µ−2⟨φξ, T−xǦ0(2T, ξ)⟩+ . . .

)
= φ ∗ δ = φ.

Êîðåêòíiñòü çäiéñíåíîãî ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó ïî t ïðè t → T − 0 ïiä çíàêîì

ñóìè âiäïîâiäíîãî ðÿäó âèïëèâà¹ çi ñïiââiäíîøåííÿ
∞∑
k=0

µ−k−1⟨φξ, T−xǦ0(t+ kT, ξ)⟩ = ⟨φξ, T−xǦ(t, T, ξ, µ)⟩ −→
t→T−0

−→ ⟨φξ, T−xǦ(T, T, ξ)⟩ =
∞∑
k=0

µ−k−1⟨φξ, T−xǦ0(t+ kT, ξ)⟩,

ÿêå ¹ íàñëiäêîì âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ G(t, T, ξ, µ) ó òî÷öi t = T ÿê

àáñòðàêòíî¨ ôóíêöi¨ ïàðàìåòðà t iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði Φ (äèâ. ëåìó 4.1 òà

íàñëiäîê 4.1) òà âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíîñòi ôóíêöiîíàëó φ. Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ

G̃(t, T, ξ, µ) =
∞∑
k=1

µ−k−1G0(t+ kT, ξ), t ∈ [0, T ],

ïðè êîæíîìó t ∈ [0, T ], ÿê ôóíêöiÿ àðãóìåíòó ξ, ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó Φ i

ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ àðãóìåíòó t iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði Φ ¹ íåïåðåðâíîþ

ôóíêöi¹þ; çîêðåìà, íåïåðåðâíîþ i ó òî÷öi t = 0 (äîâåäåííÿ öèõ âëàñòèâîñòåé

çäiéñíþ¹òüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ ëåìè 4.1). Òîäi

lim
t→+0

∞∑
k=1

µ−k−1⟨φξ, T−xǦ0(t+ kT, ξ)⟩ =

=
∞∑
k=1

µ−k−1⟨φξ, lim
t→+0

T−xǦ0(t+ kT, ξ)⟩ =

=
∞∑
k=1

µ−k−1⟨φξ, T−xǦ0(kT, ξ)⟩ = ⟨φξ, T−xG̃(0, T, ξ, µ)⟩.

Ëåìà äîâåäåíà.
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4.2.2. Ïðî îïåðàòîð, ñïðÿæåíèé äî ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî

îïåðàòîðà

Ïåðåäóñiì çàçíà÷èìî, ùî

∀ψ ∈ Φ ∃cψ > 0 ∀x ∈ Rn : |(Aγψ)(x)| ≤ cψ, (4.9)

äå cψ íå çàëåæèòü âiä x (öÿ âëàñòèâiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî Aγψ ∈ Φ). Iç

ëiíiéíîñòi i íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà Aγ âèïëèâà¹ ëiíiéíiñòü i íåïåðåðâíiñòü

ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà A∗
γ, ÿêèé äi¹ ó ïðîñòîði Φ

′ çà ôîðìóëîþ

⟨A∗
γg, ψ⟩ = ⟨g, Aγψ⟩, g ∈ Φ′, ψ ∈ Φ. (4.10)

Ç'ÿñó¹ìî, ÿêèé âèãëÿä ìà¹ çâóæåííÿ îïåðàòîðà A∗
γ íà ïðîñòið Φ ⊂ Φ′, òîáòî

â (4.10) ââàæà¹ìî, ùî {g, ψ} ⊂ Φ. Íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi (4.9) òâåðäèìî, ùî ií-

òåãðàë
∫
Rn

g(x)(Aγψ)(x)dx ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì äëÿ äîâiëüíî¨ îñíîâíî¨ ôóíêöi¨

g ∈ Φ. Òîìó, âíàñëiäîê òåîðåìè Ôóáiíi, ïðàâèëüíèìè ¹ ïåðåòâîðåííÿ:

⟨g, Aγψ⟩ =
∫
Rn

g(x)(Aγψ)(x)dx = (2π)−n
∫
Rn

g(x)

(∫
Rn

a(ξ)F [ψ](ξ)ei(x,ξ)dξ

)
dx =

= (2π)−n
∫
Rn

∫
Rn

a(ξ)g(x)ei(x,ξ)F [ψ](ξ)dxdξ =

∫
Rn

a(ξ)F−1[g](ξ)F [ψ](ξ)dξ =

=

∫
Rn

a(ξ)F−1[g](ξ)

(∫
Rn

ψ(x)e−i(x,ξ)dx

)
dξ =

=

∫
Rn

ψ(x)

∫
Rn

a(ξ)F−1[g](ξ)e−i(x,ξ)dξdx =

=

∫
Rn

F [a(ξ)F−1[g]](ξ)ψ(x)dx =

∫
Rn

(A∗
γg)(x)ψ(x)dx =

= ⟨A∗
γg, ψ⟩, {g, ψ} ⊂ Φ.

Îòæå,

∀g ∈ Φ : A∗
γg = F [a(ξ)F−1[g]].

135



4.2.3. Êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i

Ëåìà 4.3 äîçâîëÿ¹ ñòàâèòè äâîòî÷êîâó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ (4.5) òàê. Äëÿ

(4.5) çàäàìî óìîâó

µu(t, ·)|t=0 − u(t, ·)|t=T = φ, µ > 1, φ ∈ Φ′
∗. (4.11)

Ïiä ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.5), (4.11) ðîçóìiòèìåìî ôóíêöiþ u ∈ C1((0, T ),Φ),

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (4.5) i êðàéîâó óìîâó (4.11) ó òîìó ñåíñi, ùî

µ lim
t→+0

u(t, ·)− lim
t→T−0

u(t, ·) = φ

(ãðàíèöi ðîçãëÿäàþòüñÿ ó ïðîñòîði Φ′). Ïðàâèëüíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.1. Çàäà÷à (4.5), (4.11) êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíà â êëàñi óçàãàëüíåíèõ

ôóíêöié Φ′
∗. Ðîçâ'ÿçîê äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

u(t, x) = φ ∗G(t, x), φ ∈ Φ′
∗, (t, x) ∈ Π,

äå G � ÔÐÄÇ äëÿ ðiâíÿííÿ (4.5).

Äîâåäåííÿ. Ïåðåäóñiì ïåðåêîíà¹ìîñÿ â òîìó, ùî ôóíêöiÿ u(t, x) ¹ ðîç-

â'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.5). Ñïðàâäi (äèâ. íàñëiäîê 4.2,

∂u(t, x)

∂t
=

∂

∂t
(φ ∗G)(t, x) =

(
φ ∗ ∂G

∂t

)
(t, x),

Aγu(t, x) = F−1[a(ξ)F [(φ ∗G)]](x).

Îñêiëüêè φ � çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði Φ, òî

F [(φ ∗G)(t, x)](ξ) = F [φ](ξ)F [G](ξ) = F [φ](ξ) ·Q(t, ξ),

äå

Q(t, ξ) = exp{−ta(ξ)}(µ− exp{−Ta(ξ)})−1.

Îòæå,

Aγu(t, x) = F−1[a(ξ)Q(t, ξ)F [φ](ξ)](x) =
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= −F−1
[ ∂
∂t
Q(t, ξ)F [φ](ξ)

]
(x) = −F−1

[
F
[∂G
∂t

]
(ξ) · F [φ](ξ)

]
(x) =

= −F−1
[
F
[(
φ ∗ ∂G

∂t

)
(t, x)

]
(ξ)
]
(x) = −

(
φ ∗ ∂G

∂t

)
(t, x).

Çâiäñè äiñòà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ u(t, x), (t, x) ∈ Π, çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (4.5). Ç

ëåìè 4.3 âèïëèâà¹, ùî u çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâó óìîâó (4.11) ó âêàçàíîìó ñåíñi.

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî u íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ Φ′
∗,

îñêiëüêè îïåðàöiÿ çãîðòêè âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ íåïåðåðâíîñòi.

Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî çàäà÷à (4.5), (4.11) ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi

∂v

∂t
− A∗

γv = 0, (t, x) ∈ [0, t0)× Rn ≡ Π′, 0 ≤ t < t0 ≤ T, (4.12)

v(t, ·)|t=t0 = ψ, ψ ∈ Φ′
∗, (4.13)

äå A∗
γ � çâóæåííÿ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà äî îïåðàòîðà Aγ íà ïðîñòið Φ ⊂ Φ′.

Óìîâà (4.13) ðîçóìi¹òüñÿ â ñëàáêîìó ñåíñi. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

G∗(t− t0, x) = F [e(t−t0)A(ξ)](x).

Àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå áóëî çðîáëåíî â ïðàöi [38] ó âèïàäêó çàäà÷i Êîøi äëÿ

åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ ç ÏÄÎ Aγ äîâîäèìî, ùî G∗, ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ

ïàðàìåòðà t iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði Φ, äèôåðåíöiéîâíà ïî t; ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

Êîøi (4.12), (4.13) äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

v(t, x) = (ψ ∗G)(t− t0, x), (t, x) ∈ Π′,

ïðè öüîìó v(t, ·) ∈ Φ ïðè êîæíîìó t ∈ [0, t0), v(t, ·) ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ

ïàðàìåòðà t iç çíà÷åííÿìè ó ïðîñòîði Φ, äèôåðåíöiéîâíà ïî t.

Íåõàé Qt
t0
: Φ′

∗ → Φ � îïåðàòîð, ÿêèé çiñòàâëÿ¹ ôóíêöiîíàëó ψ ∈ Φ′
∗

ðîçâ'ÿçîê v(t, ·) ∈ Φ çàäà÷i (4.12), (4.13):

∀ψ ∈ Φ′
∗ : Qt

t0
ψ = (ψ ∗G∗)(t− t0, x) ≡ v(t, x), (t, x) ∈ Π′.
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Îïåðàòîð Qt
t0
¹ ëiíiéíèì i íåïåðåðâíèì, îñêiëüêè òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè âî-

ëîäi¹ îïåðàöiÿ çãîðòêè. Âií âèçíà÷åíèé äëÿ äîâiëüíèõ t i t0 òàêèõ, ùî 0 ≤ t <

t0 ≤ T i âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè:

∀ψ ∈ Φ′
∗ :

dQt
t0
ψ

dt
− A∗

γQ
t
t0
ψ = 0, lim

t→t0
Qt
t0
ψ = ψ

(ãðàíèöÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó ïðîñòîði Φ′).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ðîçâ'ÿçîê u(t, x), (t, x) ∈ Π, çàäà÷i (4.5), (4.11), ÿêèé òðàê-

òóâàòèìåìî ÿê ôóíêöiîíàë ç ïðîñòîðó Φ′ ⊃ Φ. Äîâåäåìî, ùî çàäà÷à (4.5),

(4.11) ìîæå ìàòè ëèøå ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ó ïðîñòîði Φ′. Äëÿ öüîãî äîñèòü äî-

âåñòè, ùî ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.5) ïðè íóëüîâié êðàéîâié óìîâi ìîæå

áóòè ëèøå ôóíêöiîíàë u(t, x) ≡ 0. Çàñòîñó¹ìî ôóíêöiîíàë u(t, x) äî ôóíêöi¨

Qt
t0
ψ ∈ Φ ⊂ Φ′, äå ψ � äîâiëüíèé åëåìåíò ç ïðîñòîðó Φ. Äèôåðåíöiþþ÷è ïî t

òà âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (4.5), (4.12) çíàéäåìî, ùî

∂

∂t
⟨u(t, ·), Qt

t0
ψ⟩ =

⟨
∂u

∂t
,Qt

t0
ψ

⟩
+

⟨
u,
∂Qt

t0
ψ

∂t

⟩
=

= −⟨Aγu,Q
t
t0
ψ⟩+ ⟨u,A∗

γQ
t
t0
ψ⟩ =

= −⟨Aγu,Q
t
t0
ψ⟩+ ⟨Aγu,Q

t
t0
ψ⟩ = 0, ∀ψ ∈ Φ, 0 < t < t0 ≤ T.

Òàêèì ÷èíîì, ⟨u(t, ·), Qt
t0
ψ⟩ � ñòàëà âåëè÷èíà. Iç âëàñòèâîñòåé àáñòðàêòíèõ

ôóíêöié âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t→t0

⟨u(t, ·), Qt
t0
ψ⟩ = ⟨u(t0, ·), ψ⟩ = const = c, ∀ψ ∈ Φ ⊂ Φ′

∗,

ó äîâiëüíié òî÷öi t0 ∈ (0, T ]. Òîäi, ÿêùî â (4.11) φ = 0, òî

µ lim
t→+0

⟨u(t, ·), ψ⟩ − lim
t→T−0

⟨u(t, ·), ψ⟩ = c(µ− 1) = 0,

òîáòî c = 0. Îòæå, ⟨u(t0, ·), ψ⟩ = 0 äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà g ∈ Φ ⊂ Φ′
∗,

òîáòî u(t0, x) � íóëüîâèé ôóíêöiîíàë íà Φ. Îñêiëüêè t0 ∈ (0, T ] i t0 âèáðàíî

äîâiëüíèì ÷èíîì, òî u(t, ·) ≡ 0 äëÿ âñiõ t ∈ (0, T ].

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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4.2.4. Âëàñòèâiñòü ëîêàëiçàöi¨ ðîçâ'ÿçêó äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i

ßê çàçíà÷àëîñÿ ðàíiøå, ðîçâ'ÿçîê u(t, x) = (φ ∗ G)(t, x) äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i

(4.5), (4.11) çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íó óìîâó (4.11) â ñëàáêîìó ñåíñi (âiäïîâiäíi

ãðàíèöi ðîçãëÿäàþòüñÿ â ïðîñòîði Φ′), ïðè öüîìóG(t, ·), ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ

ïàðàìåòðà t ∈ (0, T ] iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði Φ, ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ,

à φ ∈ Φ′
∗ � çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði Φ. Iç îçíà÷åííÿ çãîðòóâà÷à âèïëèâà¹, ùî

ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

u(t, ·) = (φ ∗G)(t, ·) −→
t→T−0

(φ ∗G)(T, ·) = u(T, ·)

ñïðàâäæó¹òüñÿ ó ïðîñòîði Φ, îñêiëüêèG(t, ·) → G(t, T, ·, µ),G(t, ·) ≡ G(t, T, ·, µ),

ïðè t → T − 0 çà òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó Φ. Çîêðåìà, çâiäñè äiñòà¹ìî, ùî

u(t, ·) → u(T, ·) ïðè t → T − 0 ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó êîìïàêòi K ⊂ Rn.

Âêàçàíó çáiæíiñòü ó ñïiââiäíîøåííi (4.11) çíà÷íî ïîãiðøó¹ ïåðøèé äîäàíîê;

öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî äëÿ ôóíêöi¨ G(t, ·) òî÷êà t = 0 ¹ îñîáëèâîþ. Ç ëåìè

4.2 âèïëèâà¹, ùî

u(t, ·) = (φ ∗G)(t, ·)−→
t→+0

φ ∗ δ

µ− 1
=

φ

µ− 1
,

ïðè÷îìó âêàçàíå ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ âèêîíó¹òüñÿ ó ïðîñòîði Φ′. Îäíàê,

ïðè ïåâíèõ îáìåæåííÿõ íà óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ φ ∈ Φ′
∗ ìîæíà îòðèìàòè

ëîêàëüíå ïîêðàùåííÿ çáiæíîñòi çãîðòêè (φ ∗ G)(t, ·) ïðè t → +0. Ïåðåäóñiì

äîâåäåìî íàñòóïíå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé φ ∈ Φ′,

ω(t, x) = ⟨φ, T−xǦ(t, T, ·, µ)⟩, Ǧ(t, T, ξ, µ) = G(t, T,−ξ, µ), (t, x) ∈ Π.

ßêùî φ = 0 â îáëàñòi Q ⊂ Rn, òî ω(t, x) → 0 ïðè t → +0 ðiâíîìiðíî íà

äîâiëüíîìó êîìïàêòi K ⊂ Q.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé K ⊂ K1 ⊂ Q, äå K1 � äåÿêà êîìïàêòíà ìíîæèíà â Rn.

Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ ν ∈ Φ ç íîñi¹ì â Q òàê, ùî ν = 1 íà K1, supp ν ⊂ Q (òàêà

ôóíêöiÿ iñíó¹, áî D ⊂ Φ). Îñêiëüêè

{ν(·)T−xǦ(t, T, ·, µ), (1− ν(·))T−xǦ(t, T, ·, µ)} ⊂ Φ

ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ] i x ∈ Rn, òî

ω(t, x) = ⟨φ, ν(·)T−xǦ(t, T, ·, µ)⟩+ ⟨φ, η(·)T−xǦ(t, T, ·, µ)⟩,

äå η = 1− ν. Îñêiëüêè óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ φ äîðiâíþ¹ íóëåâi â îáëàñòi Q, à

supp (ν(·)T−xǦ(t, T, ·, µ)) ⊂ Q, ç îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ äiñòà¹ìî, ùî

ω(t, x) = tα0⟨φ, t−α0η(·)T−xǦ(t, T, ·, µ)⟩,

äå α0 � äåÿêèé ïàðàìåòð, êîíêðåòíå çíà÷åííÿ ÿêîãî âêàæåìî ïiçíiøå. Êîæ-

íà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ φ ∈ Φ′ ìà¹ ñêií÷åííèé ïîðÿäîê, òîáòî φ ∈ Φ′
p ïðè

äåÿêîìó p ∈ Z+, òîìó

|ω(t, x)| ≤ tα0∥φ∥p · ∥Ψt,x∥p,

äå

Ψt,x(ξ) = t−α0η(ξ)T−xǦ(t, T, ξ, µ) ≡ t−α0η(ξ)G(t, T, x− ξ, µ),

∥φ∥p � íîðìà ôóíêöiîíàëó φ. Îòæå, äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî ω(t, x) → 0 ïðè

t → +0 ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòi K ⊂ Q, äîñèòü âñòàíîâèòè, ùî ñóêóïíiñòü

ôóíêöié Ψt,x îáìåæåíà çà íîðìîþ ïðîñòîðó Φp, òîáòî ∥Ψt,x∥p ≤ cp, ïðè÷îìó

ñòàëà cp íå çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ t i x, ÿêi çìiíþþòüñÿ âêàçàíèì ñïîñîáîì

(t ∈ (0, T ), x ∈ K). Îñêiëüêè Ψt,x(ξ) = 0 äëÿ ξ ∈ K1, òî îöiíêó ∥Ψt,x∥p ≤ cp

äîñèòü äîâåñòè äëÿ ξ ∈ Rn \K1.

Ôóíêöiÿ ν ∈ Φ =
∞∩
j=0

Φj, òîáòî ν ∈ Φp, òîìó

∥ν∥p = sup
ξ∈Rn

{ p∑
k=0

M(ξ)ω0+k
∑
|α|=k

|Dα
ξ ν(ξ)|

}
≤ c0, c0 = c0(p) > 0.
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Òîäi

∆(ξ) :=

p∑
k=0

M(ξ)ω0+k
∑
|α|=k

|Dα
ξ (η(ξ)G(t, T, x− ξ, µ))| =

=M(ξ)ω0|(1− ν(ξ))G(t, T, x− ξ, µ)|+

+

p∑
k=1

M(ξ)ω0+k
∑
|α|=k

|Dα
ξ ((1− ν(ξ))G(t, T, x− ξ, µ))| ≤

≤M(ξ)ω0|G(t, T, x− ξ, µ)|+M(ξ)ω0|ν(ξ)| · |G(t, T, x− ξ, µ)|+

+

p∑
k=1

M(ξ)ω0+k
∑
|α|=k

|α|∑
|l|=0

C l
α|Dl

ξ(1− ν(ξ))| · |Dα−l
ξ G(t, T, x− ξ, µ)| ≤

≤M(ξ)ω0|G(t, T, x− ξ, µ)|+M(ξ)ω0|ν(ξ)| · |G(t, T, x− ξ, µ)|+

+

p∑
k=1

M(ξ)ω0+k
∑
|α|=k

[|Dα
ξG(t, T, x− ξ, µ)|+ |ν(ξ)| · |Dα

ξG(t, T, x− ξ, µ)|+

+

|α|∑
|l|=1

C l
α|Dl

ξν(ξ)| · |Dα−l
ξ G(t, T, x− ξ, µ)|].

Îñêiëüêè ∥x − ξ∥ ≥ a0 > 0, äå a0 � âiääàëü ìiæ ìåæàìè êîìïàêòiâ K i K1,

òî ñêîðèñòà¹ìîñÿ îöiíêàìè ôóíêöi¨ G, ÿêi îòðèìàíi ïðè äîâåäåííi ëåìè 4.2:

|G(t, T, x− ξ, µ)| ≤ ct{γ}/γ

∥x− ξ∥n+[γ]
(γ > 1, γ ̸= 2m, γ ̸= 2m+ 1,m ∈ N),

ñòàëà c çàëåæèòü âiä µ, T i íå çàëåæèòü âiä t. Àíàëîãi÷íî ìîæíà äîâåñòè, ùî

|Dα
ξG(t, T, x− ξ, µ)| ≤ cαt

{γ}/γ

∥x− ξ∥n+[γ]+|α| , α ∈ Zn+. (4.14)

Òîäi

∆(ξ) ≤ ct{γ}/γM(ξ)γ0

∥x− ξ∥n+[γ]
+

cc0t
{γ}/γ

∥x− ξ∥n+[γ]
+

+

p∑
k=1

M(ξ)γ0+k
∑
|α|=k

[ ct{γ}/γ

∥x− ξ∥n+[γ]+|α| +
cc0t

{γ}/γ

∥x− ξ∥n+[γ]+[α]
+

+

|α|∑
|l|=1

cc0c
l
αt

{γ}/γ

∥x− ξ∥n+[γ]+|α−l|

]
, γ0 = n+ γ.
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Çàçíà÷èìî, ùî

∃L > 0 ∀x ∈ K ∀ξ ∈ Rn \K1 : M(ξ)/∥x− ξ∥ ≤ L.

Îòæå, âðàõîâóþ÷è îöiíêè (4.14) çíàõîäèìî, ùî

∆(ξ) ≤ cLγ0t{γ}/γ + cc0a
−(n+[γ])
0 t{γ}/γ+

+

p∑
k=1

∑
|α|=k

[
cLγ0+kt{γ}/γ + cc0L

γ0+kt{γ}/γ+

+

|α|∑
|l|=1

cc0c
l
αL

γ0+|α−l|t{γ}/γ
]
= c1t

{γ}/γ,

äå ñòàëà c1 íå çàëåæèòü âiä t i x. Ïîêëàäåìî òåïåð α0 = {γ}/γ. Çâiäñè âæå

âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü ∥Ψt,x∥p ≤ c1. Òîäi

|ω(t, x)| ≤ c1∥φ∥p · t{γ}/γ ≡ c2t
{γ}/γ,

äå ñòàëà c2 íå çàëåæèòü âiä t i x. Öèì äîâåäåíî, ùî ω(t, x) → 0 ïðè t → +0

ðiâíîìiðíî ïî x ∈ K.

Ñèìâîëîì MΦ ïîçíà÷èìî êëàñ ìóëüòèïëiêàòîðiâ ó ïðîñòîði Φ.

Òåîðåìà 4.3 (âëàñòèâiñòü ëîêàëiçàöi¨).Íåõàé φ ∈ Φ′
∗, u(t, x) � ðîçâ'ÿçîê

äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i (4.5), (4.11) ç ãðàíè÷íîþ ôóíêöi¹þ φ. ßêùî óçàãàëüíåíà

ôóíêöiÿ φ çáiãà¹òüñÿ â äåÿêié îáëàñòi Q ⊂ Rn ç ôóíêöi¹þ g ∈ MΦ, òî ãðà-

íè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

u(t, x)− lim
t→T−0

u(t, x) = g(x)

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi K ⊂ Q.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé K ⊂ K1 ⊂ Q, äå K1 � äåÿêà êîìïàêòíà ìíîæèíà

â Rn, ν � îñíîâíà ôóíêöiÿ, ïîáóäîâàíà ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 4.2. Îñêiëüêè

ν(φ − g) = 0 â Q, òî ν(φ − g) = 0 íà K, (1 − ν)φ = 0 íà K1 i çà äîâåäåíèì ó

òåîðåìi 4.2

⟨ν(φ− g), T−xǦ(t, T, ·, µ)⟩ → 0, t→ +0,
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⟨(1− ν)φ, T−xǦ(t, T, ·, µ)⟩ → 0, t→ +0,

ðiâíîìiðíî ïî x ∈ K. Êðiì òîãî, iç çðîáëåíîãî ïåðåä òåîðåìîþ 4.2 çàóâàæåííÿ,

ëåìè 4.2, ëåìè 4.3 òà òåîðåìè 4.1 âèïëèâà¹, ùî lim
t→T−0

u(t, ·) = φ

µ− 1
, ïðè÷îìó

öå ñïiââiäíîøåííÿ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ K ⊂ Q. Îòæå,

⟨ν(φ− g), T−xǦ(t, T, ·, µ)⟩ → 0, t→ T − 0,

⟨(1− ν)φ, T−xǦ(t, T, ·, µ)⟩ → 0, t→ T − 0,

ðiâíîìiðíî ïî x ∈ K. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî

u(t, x) = (φ ∗G)(t, x) = ⟨φ, T−xǦ(t, T, ·, µ) =

= ⟨ν(φ− g), T−xǦ(t, T, ·, µ)⟩+ ⟨(1− ν)φ, T−xǦ(t, T, ·, µ)⟩+

+⟨νg, T−xǦ(t, T, ·, µ)⟩,

ïðè÷îìó

⟨(νg), T−xǦ(t, T, ·, µ)⟩ =
∫
Rn

G(t, T, x− ξ, µ)ν(ξ)g(ξ)fξ ≡ J(t, x).

Îñêiëüêè νg � çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði Φ, òî J(t, x) → (νg)(x)

µ− 1
ïðè t → T − 0

ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ K ⊂ Q. Îòæå, äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ òåîðåìè

äîñèòü âñòàíîâèòè, ùî J(t, x) → (νg)(x)

µ− 1
ïðè t → +0 ðiâíîìiðíî âiäíîñíî

x ∈ K ⊂ Q.

Óðàõóâàâøè ñïiââiäíîøåííÿ∫
Rn

G(t, T, x− ξ, u)dξ =
1

µ− 1
,

çíàõîäèìî, ùî∣∣∣J(t, x)− 1

µ− 1
(νg)(x)

∣∣∣ = ∣∣∣ ∫
Rn

G(t, T, ξ, µ)[(νg)(x− ξ)− (νg)(x)]dξ
∣∣∣ ≤
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≤
∫
Rn

|G(t, T, ξ, µ)| · |(νg)(x− ξ)− (νg)(x)|dξ ≡ ∆(t, x).

Îñêiëüêè νg � íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ, òî iç ôîðìóëè ïðî ñêií-

÷åííi ïðèðîñòè âèïëèâà¹ îöiíêà

|(νg)(x− ξ)− (νg)(x)| ≤M∥x− ξ − x∥ =M · ∥ξ∥,

äå M =
n∑
i=1

max
Rn

∣∣∣∂(νg)
∂ξi

∣∣∣. Âiçüìåìî ε ç ïðîìiæêó (0, T ) i ïîêëàäåìî t0 = ε,

δ = t{γ}/(2γ[γ]). Òîäi

|(νg)(x− ξ)− (νg)(x)| ≤Mε{γ}/(2γ[γ]),

ÿêùî òiëüêè ∥ξ∥ < t
{γ}/(2γ[γ])
0 . Îòæå,

∆(t, x) < Mε{γ}/(2γ[γ]) ·
∫

∥ξ∥<tα0

|G(t, T, ξ, µ)|dξ+

+

∫
∥ξ∥≥tα0

|G(t, T, ξ, µ)| · |(νg)(x− ξ)− (νg)(x)|dξ, α = {γ}/(2γ[γ]).

Äàëi, ÿê i ïðè äîâåäåííi ëåìè 4.2 âñòàíîâëþ¹ìî, ùî∫
∥ξ∥<tα0

|G(t, T, ξ, µ)|dξ ≤ b0 = const,∀t ∈ (0, T ),

∫
∥ξ∥≥tα0

|G(t, T, ξ, µ)|dξ ≤ cε{γ}/(2γ),∀t ∈ (0, t0);

ïðè öüîìó âðàõîâó¹ìî òîé ôàêò, ùî νg � íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôiíiòíà

â Rn ôóíêöiÿ, òîáòî

∃M1 > 0 : sup
ξ∈Rn,x∈K

|(νg)(x− ξ)− (νg)(x)| ≤M1.

Îòæå,

∀ε ∈ (0, T ) ∃t0 = ε ∀t : 0 < t < t0 ∀x ∈ K :
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∆(t, x) =
∣∣∣J(t, x)− 1

µ− 1
(νg)(x)

∣∣∣ < b0Mε{γ}/(2γ[γ]) + cM1ε
{γ}/(2γ).

ßêùî ε ≥ T , òî çà t0 = t0(ε) ìîæíà âçÿòè äîâiëüíå ôiêñîâàíå ÷èñëî ç ïðîìiæêó

(0, T ). Çâiäñè âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ

J(t, x)
x∈K
⇒
t→+0

1

µ− 1
(νg)(x).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

φ(x) =

 1/∥x∥n+γ, x ∈ K(0, 1) \ {0},

0, x ∈ Rn \K(0, 1).

Âiäîìî [38], ùî φ äîïóñêà¹ ðåãóëÿðèçàöiþ ó ïðîñòîði Φ′
∗ ⊂ Φ′, ïðè öüîìó âiä-

ïîâiäíèé ôóíêöiîíàë Fφ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

⟨Fφ, ψ⟩ =
∫
Rn

(
ψ(x)−

∑
|j|≤[γ]

(Dj
xψ)(0)

xj

j!

)
∥x∥−(n+γ)dx, ψ ∈ Φ.

Îòæå, ÿê óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ, φ çáiãà¹òüñÿ ç ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ g(x) =

∥x∥−(n+γ) ó êîæíié îáëàñòi Q ⊂ K(0, 1), ÿêà íå ìiñòèòü òî÷êó 0. Òîäi, çãiä-

íî ç òåîðåìîþ 4.3 ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.5), (4.11), ïîáóäîâàíèé çà ôóíêöi¹þ φ,

âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè:

u(t, x)
K
⇒
t→+0

(µ− 1)−1∥x∥−(n+γ), u(t, x)
K
⇒

t→T−0
(µ− 1)−1∥x∥−(n+γ),

äå K � äîâiëüíèé êîìïàêò, ùî ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi Q.

4.3. m-òî÷êîâà çàäà÷à

Ó ïiäðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿm-òî÷êîâà çàäà÷à, äåm ≥ 2. Ìåòîäèêà äîñëiä-

æåííÿ öi¹¨ çàäà÷i âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ìåòîäèêè äîñëiäæåííÿ äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i,

ÿêà áàçó¹òüñÿ íà çîáðàæåííi ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i

ó âèãëÿäi ðÿäó, ÷ëåíàìè ÿêîãî ¹ ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i Êîøi äëÿ

åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (4.5).
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4.3.1. Âëàñòèâîñòi ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó áàãàòîòî÷êîâî¨

çàäà÷i

Äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
+ Aγu = 0, (t, x) ∈ (0, T )× Rn ≡ Π, (4.15)

äå Aγ � ÏÄÎ, ÿêèé ðîçãëÿäàâñÿ ó ïiäðîçäiëi 4.2, çàäàìî íåëîêàëüíó áàãàòî-

òî÷êîâó çàäà÷ó

µu(t, ·)|t=0 − µ1u(t, ·)|t=t1 − · · · − µmu(t, ·)|t=tm = φ, (4.16)

äå µ, µ1, . . . , µm > 0, µ >
m∑
k=1

µk, 0 < t1 < · · · < tm = T . Êëàñè÷íèé

ðîçâ'ÿçîê u ∈ C1((0, T ),Φ) çàäà÷i (4.5), (4.16) øóêà¹ìî çà äîïîìîãîþ ïåðå-

òâîðåííÿ Ôóð'¹, òîìó ïðèïóñêà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ φ ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó Φ.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ F [φ](σ) = φ̃(σ) i øóêàòèìåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.5), (4.16)

ó âèãëÿäi

u(t, x) = F−1[v(t, σ)](x), (t, x) ∈ Π.

Äëÿ ôóíêöi¨ v: Π → R äiñòà¹ìî çàäà÷ó (ç ïàðàìåòðîì σ):

dv(t, σ)

dt
+ a(σ)v(t, σ) = 0, (t, σ) ∈ Π, (4.17)

µv(t, σ)|t=0 −
m∑
k=1

µkv(t, σ)|t=tk = φ̃(σ), σ ∈ Rn. (4.18)

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.17) ìà¹ âèãëÿä

v(t, σ) = c exp{−ta(σ)}, (t, σ) ∈ Π, (4.19)

äå c � äîâiëüíà ñòàëà. Ïiäñòàâèâøè (4.19) â (4.18), îòðèìà¹ìî âèðàç äëÿ ñòàëî¨

c:

c = φ̃(σ)
(
µ−

m∑
k=1

µk exp{−tka(σ)}
)−1

, σ ∈ Rn. (4.20)
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Ïiäñòàâèâøè (4.20) â (4.19), îòðèìà¹ìî ôîðìóëó äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.17),

(4.18):

v(t, σ) = φ̃(σ) exp{−ta(σ)}
(
µ−

m∑
k=1

µk exp{−tka(σ)}
)−1

, (t, σ) ∈ Π.

Îòæå, ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.5), (4.16) ìà¹ âèãëÿä:

u(t, x) = (2π)−n
∫
Rn

v(t, σ)ei(x,σ)dσ.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Γ(t, t1, . . . , tm;x) ≡ Γ(t, x) := F−1[Q(t, σ)](x),

äå

Q(t, σ) = exp{−ta(σ)}
(
µ−

m∑
k=1

µk exp{−tka(σ)}
)−1

.

Òîäi

u(t, x) =

∫
Rn

Γ(t, x− ξ)φ(ξ)dξ = Γ(t, x) ∗ φ(x), (t, x) ∈ Π.

Ñïðàâäi,

u(t, x) = (2π)−n
∫
Rn

Q(t, σ)
(∫
Rn

φ(ξ)e−i(σ,ξ)dξ
)
ei(σ,x)dσ =

=

∫
Rn

(
(2π)−n

∫
Rn

Q(t, σ)ei(σ,x−ξ)dσ
)
φ(ξ)dξ =

=

∫
Rn

Γ(t, x− ξ)φ(ξ)dξ = Γ(t, x) ∗ φ(x), (t, x) ∈ Π.

Äîñëiäèìî âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨Q(t, σ). Ïðàâèëüíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 4.4. Ïðè ôiêñîâàíîìó t > 0 ôóíêöiÿ Q(t, σ) íåñêií÷åííî äèôåðåí-

öiéîâíà ïî σ ∈ Rn \ {0}; äëÿ ¨¨ ïîõiäíèõ ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|Ds
σQ(t, σ)| ≤ γsφs(t)e

−ta(σ)
n∏
i=1

|σi|ωi, s = (s1, . . . , sn) ∈ Zn+, (4.21)
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σ = (σ1, . . . , σn) ̸= 0, äå γs � ñòàëà, íå çàëåæíà âiä t, φs(t) =
|s|∑
p=0

tp,

ωi =

 si(γ − 1), ÿêùî |σi| ≥ 1, i ∈ {1, . . . , n},

γ − si, ÿêùî |σi| < 1, σi ̸= 0, i ∈ {1, . . . , n}.

Äîâåäåííÿ. Ç ìåòîþ óíèêíåííÿ ãðîìiçäêîñòi âèêëàäîê, äîâåäåííÿ òâåð-

äæåííÿ çäiéñíèìî ó âèïàäêó îäíi¹¨ íåçàëåæíî¨ çìiííî¨. Äëÿ äîâåäåííÿ (4.21)

ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ Ôàà äå Áðóíî äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨

Ds
σF (g(σ)) =

s∑
m=1

dmF (g)

dgm

∑
m1+···+ml=m

m1+2m2+···+lml=s

s!

m1! . . .ml!
×

×
( 1
1!

d

dσ
g(σ)

)m1
( 1
2!

d2

dσ2
g(σ)

)m2

. . .
(1
l!

dl

dσl
g(σ)

)ml

, s ∈ N,

äå çíàê ñóìè ïîøèðþ¹òüñÿ íà âñi ðîçâ'ÿçêè â öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñëàõ ðiâíÿí-

íÿ s = m1 + 2m2 + · · · + lml, m = m1 + · · · + ml. Ó öié ôîðìóëi ïîêëàäåìî

f = eg, g = −ta(σ). Òîäi

Ds
σe

−ta(σ) = e−ta(σ)
s∑

m=1

dmF (g)

dgm

∑
m1+···+ml=m

m1+2m2+···+lml=s

s!

m1! . . .ml!
×

×(−t)m1+2m2+···+lml ·∆,

äå ñèìâîëîì ∆ ïîçíà÷åíî âèðàç

∆ =
( d
dσ
a(σ)

)m1
( 1
2!

d2

dσ2
a(σ)

)m2

. . .
(1
l!

dl

dσl
a(σ)

)ml

.

Óðàõóâàâøè óìîâè, ÿêi çàäîâîëüíÿ¹ ôóíêöiÿ-ñèìâîë a çíàõîäèìî, ùî

|∆| = cm1
1 |σ|(γ−1)m1cm2

2 |σ|(γ−2)m2 . . . cml

l |σ|(γ−l)ml ≤

≤ c̃m1+···+ml

l |σ|γ(m1+···+ml)−(m1+2m2+···+lml) = c̃l|σ|γm−s,

äå c̃l = max{c1, c2, . . . , cl}. Îòæå,

|Ds
σe

−ta(σ)| ≤ βst
s · e−ta(σ)|σ|ω, (4.22)
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äå

ω =

 s(γ − 1), ÿêùî |σ| ≥ 1,

γ − s, ÿêùî |σ| < 1, σ ̸= 0.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

Q1(t, σ) := exp{−ta(σ)}, Q2(σ) :=
(
µ−

m∑
k=1

µk exp{−ta(σ)}
)−1

.

Òîäi, óðàõóâàâøè ôîðìóëó Ëåéáíiöà äèôåðåíöiþâàííÿ äîáóòêó äâîõ ôóíêöié

çíàéäåìî, ùî

Ds
σQ(t, σ) ≡ Ds

σ(Q1(t, σ)Q2(σ)) =
s∑

p=0

Cp
sQ

(p)
1 (t, σ) ·Q(s−p)

2 (σ).

Äàëi çàçíà÷èìî, ùî

Q′
2(σ) = −Q2

2(σ)a
′(σ)

m∑
k=1

µktk exp{−tka(σ)} = −Q2
2(σ)D

1
σR(σ),

äå

R(σ) := µ−
m∑
k=1

µk exp{−tka(σ)}.

Îòæå, äëÿ l ≥ 1

Dl
σQ

′
2(σ) = −Dl

σ(Q
2
2(σ)D

1
σR(σ)) = −

l∑
i=0

C i
lD

i
σ(Q

2
2(σ))D

l+1−i
σ R(σ).

Äëÿ îá÷èñëåííÿ i îöiíêè ïîõiäíî¨ Di
σQ

2
2(σ) çíîâó ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ

Ôàà äå Áðóíî äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨, â ÿêié ïîêëàäåìî F = g−2,

g = R; òîäi

|Di
σQ

2
2(σ)| =

∣∣∣ l∑
j=1

dj

dRj
(R−2) ·

∑
j1+···+jν=j

j1+2j2+···+jνj=i

i!

j1! . . . jν!
×

×
( d
dσ
R(σ)

)j1
. . .
( 1

ν!

dν

dσν
R(σ)

)jν ∣∣∣.
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Ïðèïóñòèìî, ùî |σ| ≥ 1. Óðàõóâàâøè íåðiâíîñòi (4.22), à òàêîæ óìîâè, ÿêi

çàäîâîëüíÿ¹ ôóíêöiÿ a çíàéäåìî, ùî∣∣∣ d
dσ
R(σ)

∣∣∣ ≤ m∑
k=1

µk

∣∣∣ d
dσ
e−tka(σ)

∣∣∣ ≤ β1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .∣∣∣ dν
dσν

R(σ)
∣∣∣ ≤ m∑

k=1

µk

∣∣∣ dν
dσν

e−tka(σ)
∣∣∣ ≤ βν.

Îòæå, ÿêùî |σ| ≥ 1, òî

|Di
σQ

2
2(σ)| ≤ β̃i

i∑
j=1

1

|R2+j(σ)|
≡ β̃i

i∑
j=1

1∣∣∣(µ−
m∑
k=1

µk exp{−tka(σ)}
)2+j∣∣∣ .

Îñêiëüêè

exp{−tka(σ)} ≤ 1, ∀σ ∈ R, tk ∈ (0, T ], k ∈ {1, . . . ,m},

òî

µ−
m∑
k=1

µk exp{−tka(σ)} ≥ µ−
m∑
k=1

µk.

Îòæå,
1

|R2+j(σ)|
≤
(
µ−

m∑
k=1

µk

)−(2+j)

≡ δj.

Óðàõóâàâøè îñòàííi íåðiâíîñòi çíàéäåìî, ùî

|Di
σQ

2
2(σ)| ≤ δ̃i, |σ| ≥ 1, 0 ≤ i ≤ l.

Àíàëîãi÷íî äiñòà¹òüñÿ, ùî

|Dl+1−i
σ R(σ)| ≤

≈
δ l+1−i, |σ| ≥ 1, 0 ≤ i ≤ l.

Òîäi äëÿ l ≥ 1 ïðàâèëüíîþ ¹ îöiíêà:

|Dl
σQ

′
2(σ)| ≤ δ′l, |σ| ≥ 1.
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Îñêiëüêè Q1(t, σ) = exp{−ta(σ)}, òî çâiäñè òà ç (4.22) âèïëèâà¹, ùî äëÿ

|σ| ≥ 1

|Ds
σQ(t, s)| ≤

s∑
p=0

Cp
s |Q

(p)
1 (t, σ)| · |Q(s−p)

2 (σ)| ≤

≤
s∑

p=0

Cp
sβpt

p|σ|p(γ−1)δ′′s−pe
−ta(σ) ≤ γsφs(t)e

−ta(σ)|σ|s(γ−1), (4.23)

äå φs(t) =
s∑

p=0

tp.

ßêùî |σ| < 1, σ ̸= 0, òî iç îöiíîê (4.22) âèïëèâà¹, ùî∣∣∣( d
dσ
R(σ)

)j1
. . .
( 1

ν!

dν

dσν
R(σ)

)jν ∣∣∣ ≤ c̃ν|σ|(γ−1)j1|σ|(γ−2)j2 . . . |σ|(γ−ν)jν =

= c̃ν|σ|γ(j1+···+jν)−(j1+2j2+···+νjν) = c̃ν|σ|γj−i ≤ c̃ν|σ|γ−i

(ïðè îöiíöi âêàçàíîãî âèðàçó âðàõîâàíi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ a(σ), à òàêîæ

íåðiâíîñòi exp{−tka(σ)} ≤ 1, tk ∈ (0, T ]). Äàëi, ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî òîìó,

ÿê öå çðîáëåíî ó âèïàäêó |σ| ≥ 1 çíàõîäèìî, ùî

|Di
σQ

2
2(σ)| ≤ δ̃′i · |σ|γ−i, |σ| < 1, σ ̸= 1.

Êðiì òîãî, ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêîæ íåðiâíiñòü

|Dl+1−i
σ R(σ)| ≤

≈
δ
′

l+1−i|σ|γ−(l+1−i), |σ| < 1, σ ̸= 0.

Òîäi

|Dl
σQ

′
2(σ)| ≤

l∑
i=0

C i
l |Di

σQ
2
2(σ)| · |Dl+1−i

σ R(σ)| ≤

≤
l∑

i=0

C i
l δ̃

′
i

≈
δ
′

l+1−i|σ|γ−i|σ|γ−(l+1−i) ≤

≤
l∑

i=0

C i
l δ̃

′
i

≈
δ
′

l+1−i|σ|γ−i|σ|−(l−i) ≤ bl|σ|γ−l, |σ| < 1, σ ̸= 1. (4.24)

Óðàõóâàâøè (4.22) òà (4.24), ïðèéäåìî äî íàñòóïíèõ îöiíîê (|σ| < 1, σ ̸= 0):

|Ds
σQ(t, σ)| ≤

s∑
p=0

Cp
s |Q

(p)
1 (t, σ)| · |Q(s−p)

2 (σ)| ≤
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≤
s∑

p=0

Cp
sβpt

p|σ|γ−pbl−p|σ|−(s−p)e−ta(σ) ≤ γ̃sφs(t)e
−ta(σ)|σ|γ−s. (4.25)

Îá'¹äíóþ÷è îöiíêè (4.23) òà (4.25) â îäíó, äiñòàíåìî íåðiâíiñòü (4.21) ó âèïàäêó

n = 1. ßêùî n > 1, òî äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ çà íàâåäåíîþ âèùå

ñõåìîþ, ïðè öüîìó ôîðìóëà Ôàà äå Áðóíî çàñòîñîâó¹òüñÿ ïî êîæíié çìiííié

îêðåìî.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Íåõàé Q̃(t, σ) := Q̃1(σ)Q̃2(t, σ), σ ∈ Rn, t > 0 � ôiêñîâàíèé ïàðàìåòð, äå

Q̃1(σ) = exp{−a(σ)}, Q̃2(t, σ) =
(
µ−

m∑
k=1

µk exp{t−1 · tka(σ)}−1.

Ïðîàíàëiçóâàâøè äîâåäåííÿ ëåìè 4.4, ïðèéäåìî äî íàñòóïíîãî äîïîìiæíîãî

òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 4.5. Ïðè ôiêñîâàíîìó t > 0 ôóíêöiÿ Q̃(t, σ) íåñêií÷åííî äèôåðåí-

öiéîâíà ïî σ ∈ Rn \ {0}; äëÿ ¨¨ ïîõiäíèõ ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|Ds
σQ̃(t, σ)| ≤ βsψ̃s(t)e

−a(σ)
n∏
i=1

|σi|ωi, s = (s1, . . . , sn) ∈ Zn+,

σ = (σ1, . . . , σn) ∈ Rn \ {0}, äå βs � ñòàëà, íå çàëåæíà âiä t, ψ̃s(t) =
|s|∑
p=0

t−p,

ωi =

 si(γ − 1), |σi| ≥ 1, i ∈ {1, . . . , n},

γ − si, |σi| < 1, σi ̸= 0, i ∈ {1, . . . , n}.

Çàóâàæåííÿ 4.1. Îñêiëüêè

ψ̃s(t) =
1− (1/t)|s|

1− 1/t
=
t(t|s| − 1)

t|s|(t− 1)
=
t(t− 1)(1 + t+ · · ·+ t|s|−1)

t|s|(t− 1)
, t ̸= 1,

òî ψ̃s(t) äîïóñêà¹ íàñòóïíó îöiíêó:

ψ̃s(t) ≤ st−(|s|−1), ∀t ∈ (0, 1)
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(öÿ îöiíêà ïðàâèëüíà i äëÿ t = 1). Îòæå,

|Ds
σQ̃(t, σ)| ≤ β̃st

−(|s|−1)−a(σ)
n∏
i=1

|σi|ωi, t ∈ (0, 1], σ ∈ Rn \ {0}, s ∈ Zn+. (4.26)

Çàóâàæåííÿ 4.2. Iç âëàñòèâîñòi îäíîðiäíîñòi ôóíêöi¨ a(σ) âèïëèâàþòü

íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:

Q(t, t−1/γσ) = Q1(t, t
−1/γσ)Q2(t

−1/γσ) =

= exp{−ta(t−1/γσ)}
(
µ−

m∑
k=1

µk exp{−tka(t−1/γσ)}
)−1

=

= exp{−a(σ)}
(
µ−

m∑
k=1

µk exp{−t−1tka(σ)}
)−1

=

= Q̃1(σ)Q̃2(t, σ) = Q̃(t, σ). (4.27)

Íà ïiäñòàâi îöiíîê (4.21) òâåðäèìî, ùî

sup
σ∈Rn\{0}

{ p∑
|k|=0

|σkDk
σQ(t, σ)|

}
≤ cp < +∞, p ∈ Z+,

äå cp = cp(t) > 0. Çâiäñè âæå äiñòà¹ìî, ùî Q(t, σ), ÿê ôóíêöiÿ àðãóìåíòó σ, ïðè

êîæíîìó t > 0 ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó Ψ. Òîäi ôóíêöiÿ Γ(t, x) = F−1[Q(t, σ)](x),

ÿê ôóíêöiÿ x, ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó Φ = F−1[Ψ] (ïðè êîæíîìó t > 0). Êðiì

òîãî, ôóíêöiÿ

Γ(t, x) = (2π)−n
∫
Rn

Q(t, σ)ei(x,σ)dσ (4.28)

¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ ïàðàìåòðà t ∈ (0, T ]. Ñïðàâäi, iç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨

a(σ) òà îáìåæåíü íà ïàðàìåòðè çàäà÷i (4.5), (4.16) âèïëèâà¹, ùî äëÿ t ≥ t0 > 0

|Q(t, σ)| ≤
(
µ−

m∑
k=1

µk

)−1

exp{−t0a(σ)} ≤
(
µ−

m∑
k=1

µk

)−1

exp{−t0δ̃∥σ∥γ}.

Çâiäñè âæå äiñòà¹ìî, ùî iíòåãðàë (4.28) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî ó äîâiëüíié ñìóçi

{(t, x) : t0 ≤ t ≤ T, x ∈ Rn}, t0 > 0, òîìó ôóíêöiÿ Γ ¹ íåïåðåðâíîþ ó êîæíié

òî÷öi ïðîìiæêó (0, T ].
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Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî äèôåðåíöiéîâíiñòü ïî t ôóíêöi¨ Γ. Ñïðàâäi, ôîðìàëü-

íî äèôåðåíöiþþ÷è (4.28) ïî t, ïiä çíàêîì iíòåãðàëà äiñòàíåìî ôóíêöiþ

−a(σ)Q(t, σ)ei(x,σ),

ìîäóëü ÿêî¨ äëÿ t ≥ t0 > 0 îöiíþ¹òüñÿ âåëè÷íîþ(
µ−

m∑
k=1

µk

)−1

exp{−(t0 − ε)a(σ)} exp{−εa(σ)}, 0 < ε < t0.

Îñêiëüêè

∃c > 0 ∀σ ∈ Rn : a(σ) exp{−(t0 − ε)a(σ)} ≤ c,

òî ìàæîðàíòîþ ¹ iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ exp{−εa(σ)}. Îòæå, iíòåãðàë âiä ïîõiäíî¨

ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ â (4.28) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà äîâiëüíîìó ïðîìiæêó

[t0, T ] i òîìó ïîõiäíó ïiä çíàêîì iíòåãðàëà â (4.28) ìîæíà çàñòîñîâóâàòè â

êîæíié òî÷öi t ∈ (0, T ]. Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ∂Γ(t, x)/∂t � íåïåðåðâíà ïî t

ôóíêöiÿ (ïðè ôiêñîâàíîìó x).

Îñêiëüêè

Q(t, σ) =

∫
Rn

Γ(t, x)ei(x,σ)dx, a(0) = 0,

òî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
Rn

Γ(t, x)dx =
(
µ−

m∑
k=1

µk

)−1

, ∀t ∈ (0, T ].

Âèäiëèìî â îöiíêàõ ôóíêöi¨ Γ(t, x) òà ¨¨ ïîõiäíèõ (ïî x) çàëåæíiñòü âiä

ïàðàìåòðà t.

Ëåìà 4.6. Äëÿ ôóíêöi¨ Γ òà ¨¨ ïîõiäíèõ ïðàâèëüíèìè ¹ îöiíêè

|Dk
xΓ(t, x)| ≤ ck

t−([γ](γ−1)+γ(n−1))/γ−|k|

(1 + ∥x∥)n+[γ]+|k| , k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+, (4.29)

t ∈ (0, 1], x ∈ Rn \ {0}.
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Äîâåäåííÿ. Äåòàëüíå äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ ïðîâåäåìî ó âèïàäêó n = 1.

Çäiéñíèâøè çàìiíó çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ σ = t−1/γy òà âðàõóâàâøè çàóâàæåííÿ

4.2, äiñòàíåìî íàñòóïíå çîáðàæåííÿ äëÿ ôóíêöi¨ Γ:

Γ(t, x) = (2π)−1t−1/γ

∫
R

Q̃(t, y) exp{−it−1/γxy}dy = t−1/γΓ0(t, x),

äå

Γ0(t, x) = (2π)−1

∫
R

Q̃(t, y) exp{−izy}dy, z = t−1/γx.

ßêùî z ̸= 0, òî iíòåãðóþ÷è s = 1 + [γ] ðàçiâ ÷àñòèíàìè, ïîäàìî Γ0(t, z) ó

âèãëÿäi

Γ0(t, z) = (2π)−1 lim
ε→+0

∫
|y|≥ε

Q̃(t, y)e−izydy =

= (2π)−1 c̃

zs
lim
ε→+0

[ ∫
|y|≥ε

Ds
yQ̃(t, y)e

−izydy + Φ(ε, z)
]
.

Ñèìâîëîì Φ(ε, z) ïîçíà÷åíî ïîçàiíòåãðàëüíèé âèðàç, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ iç äî-

äàíêiâ âèãëÿäó Dl
yQ̃(t, y) · e−izy, 0 ≤ l ≤ s − 1, iç çíà÷åííÿìè â òî÷êàõ y = ε,

y = −ε. Iç îöiíîê (4.26) (âèïàäîê n = 1), ÿêi çàäîâîëüíÿ¹ ôóíêöiÿ Q̃(t, y) òà ¨¨

ïîõiäíi ïðè y ̸= 0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ |y| < 1, y ̸= 0, ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|Dl
yQ̃(t, y)| ≤ c|y|γ−l, c = c(t) > 0,

ïðè÷îìó γ − l ≥ γ − [γ] = {γ}, ÿêùî 0 ≤ k ≤ s − 1, s = 1 + [γ]. Çâiäñè

äiñòà¹ìî, ùî lim
ε→+0

Φ(ε, z) = 0 ó êîæíié òî÷öi z ∈ R \ {0}. Íà íåñêií÷åííîñòi

âêàçàíi ïîçàiíòåãðàëüíi äîäàíêè ïåðåòâîðþþòüñÿ â íóëü çà ðàõóíîê ñïàäàííÿ

íà íåñêií÷åííîñòi ôóíêöi¨ Q̃(t, y) òà ¨¨ ïîõiäíèõ (ïðè ôiêñîâàíîìó t > 0).

Óðàõóâàâøè îöiíêè ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ Q̃(t, y) (äèâ. (4.26)) çíàéäåìî, ùî

|Γ0(t, z)| ≤
c̃s
|z|s

t−(s−1)

∫
|y|≥ε

e−a(y)|y|ωdy ≤
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≤ c̃′s
|z|s

t−(s−1)

∞∫
0

e−a(y)yωdy, s = 1 + [γ], t ∈ (0, 1].

Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ exp{−a(y)}yω ìà¹ iíòåãðîâíó îñîáëèâiñòü ó òî÷öi y =

0. Ñïðàâäi, îñêiëüêè ω = γ − s, ÿêùî |y| < 1, y ̸= 0, òî ïðè âêàçàíîìó âèáîði

s ìà¹ìî, ùî ω = {γ} − 1, çâiäêè i âèïëèâà¹ çáiæíiñòü âiäïîâiäíîãî iíòåãðàëà.

Îòæå,

|Γ(t, x)| = t−1/γ|Γ0(t, z)| ≤ const
t−1/γ · t−(s−1)

|z|s
= const

t−[γ](γ−1)/γ

|x|1+[γ]
, x ̸= 0.

ßêùî ùå âðàõóâàòè, ùî |Γ0(t, z)| ≤ const äëÿ âñiõ t ∈ (0, 1] i z ∈ R, à òàêîæ

òå, ùî t−1/γ ≤ t−[γ](γ−1)/γ äëÿ t ∈ (0, 1], ïðèéäåìî äî íåðiâíîñòi

|Γ(t, x)| ≤ ct−[γ](γ−1)/γ

(1 + |x|)1+[γ]
, t ∈ (0, 1), x ∈ R.

Íåõàé k ∈ N. Òîäi

Dk
xΓ(t, x) = (2π)−1(−i)kt−(1+k)/γ

∫
R

Q̃(t, y)e−izyykdy, z = t−1/γx.

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå áóëî çðîáëåíî ó âèïàäêó k = 0 òà çiíòåãðó-

âàâøè ÷àñòèíàìè s = 1 + [γ] + k ðàçiâ çíàéäåìî, ùî

Dk
xΓ(t, x) =

cs
zs
t−(1+k)/γ

∫
R

Ds
y(Q̃(t, y)y

k)e−izydy, z ̸= 0.

Óðàõóâàâøè ôîðìóëó äèôåðåíöiþâàííÿ äîáóòêó äâîõ ôóíêöié äiñòàíåìî, ùî

îöiíêà ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ Γ çâîäèòüñÿ äî îöiíêè ñóìè iíòåãðàëiâ âèãëÿäó

cs
|z|s
[ ∫
R

|y|k |Ds
yQ̃(t, y)|dy + ks

∫
R

|y|k−1 · |Ds−1
y Q̃(t, y)|dy+

+k(k − 1)
s(s− 1)

2!

∫
R

|y|k−2 · |Ds−2
y Q̃(t, y)|dy + · · ·+

+Ck
1+[γ]+kk!

∫
R

|D1+[γ]
y Q̃(t, y)|dy

]
. (4.30)
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Êîæíèé iç iíòåãðàëiâ â (4.30) ìà¹ iíòåãðîâíó îñîáëèâiñòü ó òî÷öi y = 0.

Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî îäèí iç äîäàíêiâ ó ñóìi (4.30), ùî âiäïîâiäà¹ iíäåêñó k−p,

0 ≤ p ≤ k:

2k(k − 1) . . . (k − p)Ck−p
1+[γ]+k · J,

J =

∞∫
0

yk−p|Ds−p
y Q̃(t, y)dy, s = 1 + [γ] + k.

Iç íåðiâíîñòåé (4.26) äiñòà¹ìî, ùî äëÿ t ∈ (0, 1] ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

J ≤ βt−(s−p−1)

∞∫
0

e−a(y)yk−p+ωdy.

Ó îêîëi òî÷êè y = 0 (|y| < 1, y ̸= 0) ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ äîïóñêà¹ îöiíêó

e−a(y)yk−p+ω ≤ yk−p+γ−(s−p) = yγ−[γ]−1 =
1

y1−{γ} ,

çâiäêè é âèïëèâà¹ çáiæíiñòü âiäïîâiäíîãî íåâëàñíîãî iíòåãðàëà, áî 0 < 1 −

{γ} < 1. Îöiíþþ÷è àíàëîãi÷íî êîæíèé iíòåãðàë ó ñóìi (4.30), âèäiëÿþ÷è ïðè

öüîìó çàëåæíiñòü âiä ïàðàìåòðà t ∈ (0, 1], ïðèéäåìî äî íåðiâíîñòi

|Dk
xΓ(t, x)| ≤

ckt
−[γ](γ−1)/γ−k

(1 + |x|)1+[γ]+k
, t ∈ (0, 1], x ∈ R, k ∈ N.

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ ó âèïàäêó n > 1 ñêîðèñòà¹ìîñÿ òîòîæíiñòþ

Le−i(z,y) = e−i(z,y), L = i∥z∥−2
n∑
i=1

zi
∂

∂yi
,

z = (z1, . . . , zn) ∈ Rn, y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn,

i ïðîiíòåãðó¹ìî q = n+ [γ] + |k| ðàçiâ (k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+) iíòåãðàë, çàïèñà-

íèé ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi

Γ(t, x) = (2π)−nt−n/γ
∫
Rn

Q̃(t, y)e−i(z,y)dy.

Ó ðåçóëüòàòi äiñòàíåìî ñïiââiäíîøåííÿ

Γ(t, x) = (2π)−nt−n/γ(−1)q
∫
Rn

e−i(z,y)LqQ̃(t, y)dy.
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Çâiäñè âæå âèïëèâà¹, ùî

|Dk
xΓ(t, x)| ≤ (2π)−nt−(n+|k|)/γ

∫
Rn

|y1|k1 . . . |yn|kn|LqQ̃(t, y)|dy, k ∈ Zn+.

Óðàõóâàâøè íåðiâíîñòi (4.26), à òàêîæ âèãëÿä îïåðàòîðà L, ïðèéäåìî äî

íàñòóïíî¨ îöiíêè:

|LqQ̃(t, y)| ≤ cq∥x∥−qt−(q−1)e−a(y)∥y∥nγ−q, q = n+ [γ] + |k|, (4.31)

t ∈ (0, 1], y ∈ Rn \ {0}.

Ñêîðèñòàâøèñü (4.31) ïåðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî ïðè âêàçàíîìó âèáîði q âiäïî-

âiäíèé n-êðàòíèé iíòåãðàë ¹ çáiæíèì. Çîêðåìà, ó îêîëi òî÷êè y = 0 ïiñëÿ ïåðå-

õîäó äî óçàãàëüíåíèõ ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò äîñëiäæåííÿ çâîäèòüñÿ äî äîñëiä-

æåííÿ íà çáiæíiñòü çâè÷àéíîãî iíòåãðàëà âiä ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ âèãëÿäó

rn−1+nγ−q+|k|, r > 0, ÿêèé ¹ çáiæíèì. Âèäiëèâøè, äàëi, ó ÿâíîìó âèãëÿäi çàëåæ-

íiñòü âiä ïàðàìåòðà t, îòðèìà¹ìî íåðiâíîñòi (4.29).

Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 4.3. Ïðàâèëüíèìè ¹ íåðiâíîñòi∣∣∣Dk
x

( ∂
∂t

Γ(t, x)
)∣∣∣ ≤ c̃k

t−(γ[γ]+{γ}+γ(n−1))/γ−|k|

(1 + ∥x∥)n+[γ]+|k| , (4.32)

k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+, t ∈ (0, 1], x ∈ Rn \ {0},

ñòàëà c̃k > 0 íå çàëåæèòü âiä t.

Äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (4.32) àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ íåðiâíîñòi (4.29); ïðè öüî-

ìó âðàõîâó¹òüñÿ âèãëÿä
∂

∂t
Γ(t, x):

∂

∂t
Γ(t, x) = −(2π)−n

∫
Rn

a(σ)Q(t, y)e−i(x,y)dy,

òà çìiíè, ÿêi âíîñèòü ó âiäïîâiäíó îöiíêó ïiäiíòåãðàëüíèé ìíîæíèê a(σ).
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Ëåìà 4.7. Ôóíêöiÿ Γ(t, ·), t ∈ (0, T ], ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ ïàðàìåòðà

t iç çíà÷åííÿìè ó ïðîñòîði Φ, äèôåðåíöiéîâíà ïî t.

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ ëåìè 4.1.

ßê íàñëiäîê ç ëåìè 4.7 äiñòà¹ìî, ùî

∂

∂t
(f ∗ Γ)(t, ·) = f ∗ ∂

∂t
Γ(t, ·), ∀f ∈ Φ′, t ∈ (0, T ].

Ëåìà 4.8. Ó ïðîñòîði Φ′ ñïðàâäæó¹òüñÿ ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

Γ(t, ·)− µ1 lim
t→t1

Γ(t, ·)− · · · − µm lim
t→tm

Γ(t, ·) = δ (4.33)

(òóò δ � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà).

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàâøèñü âëàñòèâiñòþ íåïåðåðâíîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

F : Φ′ → Ψ′ òà íåïåðåðâíiñòþ Γ(t, ·) ÿê àáñòðàêòíî¨ ôóíêöi¨ ïàðàìåòðà t,

ñïiââiäíîøåííÿ (4.33) çàìiíèìî åêâiâàëåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì

µ lim
t→+0

F [Γ(t, ·)]− µ1 lim
t→t1

F [Γ(t, ·)]− µm lim
t→tm

F [Γ(t, ·)] = F [δ].

Óðàõóâàâøè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ Γ, (4.33) ïîäàìî ó âèãëÿäi

µ lim
t→+0

Q(t, σ)− µ1 lim
t→t1

Q(t, σ)− · · · − µm lim
t→tm

Q(t, σ) = 1. (4.34)

Ñïiââiäíîøåííÿ (4.34) ðîçãëÿäà¹ìî â ïðîñòîði Ψ′. Äëÿ äîâåäåííÿ (4.34) âiçüìå-

ìî äîâiëüíó ôóíêöiþ ψ ∈ Ψ i ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä

ïiä çíàêîì iíòåãðàëà Ëåáåãà çíàéäåìî, ùî

µ lim
t→+0

⟨Q(t, ·), ψ⟩ − µ1 lim
t→t1

⟨Q(t, ·), ψ⟩ − µm lim
t→tm

⟨Q(t, ·), ψ⟩ =

= µ lim
t→+0

∫
Rn

Q(t, σ)ψ(σ)dσ − µ1 lim
t→t1

∫
Rn

Q(t, σ)ψ(σ)dσ − · · ·−

−µm lim
t→tm

∫
Rn

Q(t, σ)ψ(σ)dσ = µ

∫
Rn

Q(0, σ)ψ(σ)dσ−
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−µ1
∫
Rn

Q(t1, σ)ψ(σ)dσ − · · · − µm

∫
Rn

Q(tm, σ)ψ(σ)dσ =

=

∫
Rn

[µQ(0, σ)− µ1Q(t1, σ)− · · · − µmQ(tm, σ)]ψ(σ)dσ =

=

∫
Rn

[
µ

µ−
m∑
k=1

µk exp{−tka(σ)}
− µ1 exp{−t1a(σ)}

µ−
m∑
k=1

µk exp{−t1a(σ)}
− · · · −

− µm exp{−tma(σ)}

µ−
m∑
k=1

µk exp{−tka(σ)}

]
ψ(σ)dσ =

=

∞∫
0

µ−
m∑
k=1

µk exp{−tka(σ)}

µ−
m∑
k=1

µk exp{−tka(σ)}
ψ(σ)dσ = ⟨1, ψ⟩.

Çâiäñè âæå äiñòà¹ìî, ùî (4.34) ìà¹ ìiñöå, à, îòæå, ïðàâèëüíèì ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

(4.33).

Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 4.4. Íåõàé

ω(t, x) = (φ ∗ Γ)(t, x), φ ∈ ϕ′∗, (t, x) ∈ Π.

Òîäi â ïðîñòîði Φ′ ñïðàâäæó¹òüñÿ ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

ω(t, ·)− µ1 lim
t→t1

ω(t, ·)− · · · − µm lim
t→tm

ω(t, ·) = φ. (4.35)

Äîâåäåííÿ. Iç óìîâè φ ∈ Φ′
∗ òà âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíîñòi Γ(t, ·) ÿê àá-

ñòðàêòíî¨ ôóíêöi¨ ïàðàìåòðà t ∈ (0, T ] iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði Φ âèïëèâà¹

íåïåðåðâíiñòü ω(t, ·) ÿê àáñòðàêòíî¨ ôóíêöi¨ ïàðàìåòðà t ∈ (0, T ] iç çíà÷åííÿìè

â ïðîñòîði Φ. Òîäi, óðàõóâàâøè âëàñòèâiñòü íåïåðåðâíîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

F : Φ′ → Ψ′ òà ôîðìóëó

F [φ ∗ Γ] = F [φ]F [Γ] = F [φ]Q(t, σ),
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ÿêà ïðàâèëüíà äëÿ äîâiëüíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ Φ′
∗, ñïiââiäíîøåííÿ

(4.35) çàïèøåìî â åêâiâàëåíòíîìó âèãëÿäi

µ lim
t→+0

F [ω(t, ·)]− µ1 lim
t→t1

F [ω(t, ·)]− µm lim
t→tm

F [ω(t, ·)] =

= F [φ]
(
µ lim
t→+0

Q(t, ·)− µ1 lim
t→t1

Q(t, ·)− · · · − µm lim
t→tm

Q(t, ·)
)
= F [φ].

Óðàõóâàâøè ñïiââiäíîøåííÿ (4.34) äiñòà¹ìî, ùî (4.35) ìà¹ ìiñöå.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ Γ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.5). Ñïðàâäi,

∂

∂t
Γ(t, x) =

∂

∂t
F−1[Q(t, σ)] = F−1

[ ∂
∂t
Q(t, σ)

]
.

Ç iíøîãî áîêó,

AγΓ(t, x) = F−1[a(σ)F [Γ(t, x)]] = F−1[a(σ)Q(t, σ)] = −F−1
[∂Q(t, σ)

∂t

]
.

Çâiäñè âæå âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ Γ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (4.5).

Íàäàëi ôóíêöiþ Γ íàçèâàòèìåìî ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì áàãà-

òîòî÷êîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ (4.5) (ïîçíà÷åííÿ: ÔÐÁÇ).

4.3.2. Êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü m-òî÷êîâî¨ çàäà÷i â êëàñi êðàéîâèõ

óìîâ òèïó ðîçïîäiëiâ

Ç íàñëiäêó 4.4 âèïëèâà¹, ùî äëÿ ðiâíÿííÿ (4.5) áàãàòîòî÷êîâó çàäà÷ó ìîæíà

ñòàâèòè òàê: çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.5), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

µu(t, ·)|t=0 − µ1u(t, ·)|t=t1 − · · · − µmu(t, ·)|t=tm = φ, (4.36)

äå ãðàíèöi ðîçãëÿäàþòüñÿ ó ïðîñòîði Φ′, φ ∈ Φ′
∗, µ, µ1, . . . , µm > 0, µ >

m∑
k=1

µk,

0 < t1 < · · · < tm = T .

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ïiäðîçäiëó ñêëàäà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

161



Òåîðåìà 4.4. Çàäà÷à (4.5), (4.36) êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíà â êëàñi óçàãàëüíåíèõ

ôóíêöié Φ′
∗. Ðîçâ'ÿçîê ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi çãîðòêè

u(t, x) = (φ ∗ Γ)(t, x), φ ∈ Φ′
∗, (t, x) ∈ Π,

äå Γ � ÔÐÁÇ ðiâíÿííÿ (4.5).

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè 4.1.

4.3.3. Âëàñòèâiñòü ëîêàëiçàöi¨ ðîçâ'ÿçêóm-òî÷êîâî¨ çàäà÷i (m ≥ 2)

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äîäàòêîâî ââàæà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ-ñèìâîë a ¹ ðàäiàëüíîþ,

òîáòî a(σ) = a(∥σ∥) ≡ a(
√
σ21 + · · ·+ σ2n). ßê i ó âèïàäêó äâîòî÷îêâî¨ çàäà÷i

ìà¹ìî, ùî ðîçâ'ÿçîê u(t, x) = (φ∗Γ)(t, x)m-òî÷êîâî¨ çàäà÷i (4.5), (4.36) (m ≥ 2)

çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ

u(t, ·) = (φ ∗ Γ)(t, ·)−→
t→ti

(φ ∗ Γ)(t, ·) = u(ti, ·),

ti ∈ (0, T ], i ∈ {1, . . . ,m},

ó ïðîñòîði Φ, îñêiëüêè óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ φ ¹ çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîði Φ,

à Γ(t, ·), t ∈ (0, T ], � íåïåðåðâíà àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ ïàðàìåòðà t ∈ (0, T ] iç

çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði Φ. Çîêðåìà, u(t, ·) → u(ti, ·) ïðè t → ti, ti ∈ (0, T ],

i ∈ {1, . . . ,m}, ðiâíîìiðíî íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi K ⊂ Rn. Ç'ÿñó¹ìî, çà ÿêèõ

îáìåæåíü íà ãðàíè÷íó ôóíêöiþ φ ∈ Φ′
∗ ìîæíà îòðèìàòè ëîêàëüíå ïîêðàùåííÿ

çáiæíîñòi çãîðòêè (φ∗Γ)(t, ·) ïðè t→ +0. Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ

Áîõíåðà:∫
Rn

φ(
√
σ21 + · · ·+ σ2n)e

−i(x,σ)dσ =
(2π)n/2

∥x∥(n−2)/2

∞∫
0

φ(ρ)ρn/2Jn−2
2
(∥x∥ρ)dρ, (4.37)

äå

φ(ρ) = exp{−ta(ρ)}
(
µ−

m∑
k=1

µk exp{−tka(ρ)}
)−1

, tk ∈ (0, T ], i ∈ {1, . . . ,m}.
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Îñêiëüêè Jν(ω) =
ωνjν(ω)

2νΓ(ν + 1)
, äå jν � íîðìîâàíà ôóíêöiÿ Áåññåëÿ, òî (4.37)

íàáóâà¹ âèãëÿäó

Γ(t, x) =

∫
Rn

φ(∥σ∥)e−i(x,σ)dσ =
βν

∥x∥ν

∞∫
0

φ(ρ)jν(∥x∥ρ)ρ2ν+1dρ, x ̸= 0,

äå ν = (n− 2)/2, βν =
(2π)ν+1

2νΓ(ν + 1)
.

Óðàõóâàâøè, ùî 0 < t1 < t2 < · · · < tm = T , ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ñïiââiä-

íîøåííÿ:

−µ1e−t1a(ρ) − µ2e
−t2a(ρ) − · · · − µme

−tma(ρ) =

= −µ1e−t1a(ρ)
(
1 +

µ2
µ1
e−(t2−t1)a(ρ) + · · ·+ µm

µ1
e−(tm−t1)a(ρ)

)
;

1 +
µ2
µ1
e−(t2−t1)a(ρ) + · · ·+ µm

µ1
≤ 1 +

µ2
µ1

+ · · ·+ µm
µ1

+ e(−(tm−t1))a(ρ) =

=
µ1 + µ2 + · · ·+ µm

µ1
≡ µ0
µ1

;

µ−
m∑
k=1

µke
−tkA(σ) ≥ µ− µ1

µ0
µ1
e−t1a(ρ) = µ− µ0e

−t1a(ρ);

Q(ρ) :=
(
µ−

m∑
k=1

µke
−tka(ρ)

)−1

≥ (µ− µ0e
−t1a(ρ))−1.

Îòæå,

0 < φ(ρ) = e−ta(ρ)Q(ρ) ≤ e−ta(ρ)(µ− µ0e
−t1a(ρ))−1 := φ0(ρ).

Çâiäñè, äëÿ ρ ≥ 0 äiñòà¹ìî, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó x

φ(ρ)|jν(∥x∥ρ)|ρ2ν+1 ≤ φ0(ρ)|jν(∥x∥ρ)|ρ2ν+1.

Çiíòåãðóâàâøè îñòàííþ íåðiâíiñòü çíàéäåìî, ùî

|Γ(t, x)| = βν
∥x∥ν

∣∣∣ ∞∫
0

φ(ρ)jν(∥x∥ρ)ρ2ν+1dρ
∣∣∣ ≤ βν

∥x∥ν

∞∫
0

φ(ρ)|jν(∥x∥ρ)|ρ2ν+1dρ ≤

≤ βν
∥x∥ν

∞∫
0

φ0(ρ)|jν(∥x∥ρ)|ρ2ν+1dρ.
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Ïîêëàäåìî, äàëi, çà îçíà÷åííÿì,

jν,+(∥x∥ρ) := max(jν(∥x∥ρ), 0), jν,−(∥x∥ρ) := −min(jν(∥x∥ρ), 0),

∥x∥ ≥ 0, ρ ≥ 0 (x � ôiêñîâàíå). Îñêiëüêè

|jν(∥x∥ρ)| = jν,+(∥x∥ρ) + jν,−(∥x∥ρ) = (jν,+(∥x∥ρ)− jν,−(∥x∥ρ))+

+2jν,−(∥x∥ρ) = jν,+(∥x∥ρ) + 2jν,−(∥x∥ρ),

òî

|Γ(t, x)| ≤ βν
∥x∥ν

[ ∞∫
0

φ0(ρ)jν(∥x∥ρ)ρ2ν+1dρ+ 2

∞∫
0

φ0(ρ)jν,−(∥x∥ρ)ρ2ν+1dρ
]
≤

≤ βν
∥x∥ν

(∣∣∣ ∞∫
0

φ0(ρ)jν(∥x∥ρ)ρ2ν+1dρ
∣∣∣+ 2

∞∫
0

φ0(ρ)jν,−(∥x∥ρ)ρ2ν+1dρ
)
.

Óðàõóâàâøè àñèìïòîòèêó íîðìîâàíî¨ ôóíêöi¨ Áåññåëÿ jν(ω) ïðè ω → +0 òà

ω → +∞, îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ jν,−, îáìåæåíiñòü jν(∥x∥ρ) ïðè ∥x∥ ≥ 0, ρ ≥ 0,

òâåðäèìî, ùî çíàéäåòüñÿ ñòàëà c̃ > 1 (íå çàëåæíà âiä ∥x∥ òà ρ) òàêà, ùî
∞∫
0

φ0(ρ)jν,−(∥x∥ρ)ρ2ν−1dρ ≤ c̃
∣∣∣ ∞∫
0

φ0(ρ)jν(∥x∥ρ)ρ2ν+1dρ
∣∣∣.

Îòæå, ïðàâèëüíîþ ¹ íåðiâíiñòü

|Γ(t, x)| ≤ β̃ν
∥x∥ν

∣∣∣ ∞∫
0

φ0(ρ)jν(∥x∥ρ)ρ2ν+1dρ
∣∣∣. (4.38)

Äëÿ ðiâíÿííÿ
∂u

∂t
+ Aγu = 0, (t, x) ∈ (0, t1]× Rn, (4.39)

äå Aγ � ÏÄÎ, ïîáóäîâàíèé çà ñèìâîëîì a(σ) ≡ a(∥σ∥), ðîçãëÿíåìî äâîòî÷êîâó

çàäà÷ó

µu(t, ·)|t=0 − µ0u(t, ·)|t=t1 = φ, φ ∈ Φ′
∗. (4.40)

Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì Γ2(t, x).
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Áîõíåðà çíàéäåìî, ùî

Γ2(t, x) =
β̃ν

∥x∥ν

∞∫
0

φ0(ρ)jν(∥x∥ρ)ρ2ν+1dρ.

Çâiäñè òà ç íåðiâíîñòi (4.38) âèïëèâà¹, ùî

|Γ(t, x)| ≤ β′
ν|Γ2(t, x)|, t ∈ (0, t1], x ∈ Rn \ {0}, (4.41)

äå ñòàëà β′
ν > 0 íå çàëåæèòü âiä t òà x, ùî çìiíþþòüñÿ âêàçàíèì ÷èíîì. Âiðíèì

¹ íàñòóïíå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 4.9. Γ(t, ·) → δ

µ− µ0
ïðè t→ +0 ó ïðîñòîði Φ′.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè∫
Rn

Γ(t, x− ξ)dx =
1

µ− µ0
, t ∈ (0, T ], ξ ∈ Rn, (4.42)

òî ç óðàõóâàííÿì íåðiâíîñòi (4.41) äëÿ äîâiëüíî¨ îñíîâíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ Φ ìà¹ìî:∣∣∣⟨Γ(t, ·), φ⟩ − ⟨δ, φ⟩
µ− ν0

∣∣∣ = ∣∣∣ ∫
Rn

Γ(t, x)φ(x)dx− φ(0)

µ− µ0

∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
∫
Rn

Γ(t, x)φ(x)dx−
∫
Rn

Γ(t, x)φ(0)dx

∣∣∣∣∣ ≤
≤
∫
Rn

|Γ(t, x)| · |φ(x)− φ(0)|dx ≤ β′
ν

∫
Rn

|Γ2(t, x)| · |φ(x)− φ(0)|dx ≡ J(t).

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ äîñèòü âñòàíîâèòè, ùî

∀ε > 0 ∃t0 = t0(ε) > 0 ∀t : 0 < t < t0 ⇒ J(t) < ε.

Äîâåäåííÿ æ öi¹¨ âëàñòèâîñòi çäiéñíþ¹òüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ ëåìè 4.2.

Ñèìâîëîì Φ′
0,∗ ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü óñiõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ç ïðîñòîðó

Φ′
0, ÿêi ¹ çãîðòóâà÷àìè ó ïðîñòîði Φ0.
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Òåîðåìà 4.5. Íåõàé φ ∈ Φ′
0,∗, u(t, x) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.5), (4.36) ç

ãðàíè÷íîþ ôóíêöi¹þ φ. ßêùî φ = 0 â îáëàñòi Q ⊂ Rn, òî ãðàíè÷íå ñïiââiä-

íîøåííÿ

µ lim
t→+0

u(t, x)− µ1 lim
t→t1

u(t, x)− · · · − µm lim
t→tm−0

u(t, x) = 0 (4.43)

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi K ⊂ Q.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåäóñiì äîâåäåìî, ùî u(t, x) → 0 ïðè t → +0 ðiâíîìiðíî

íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi K ⊂ Q ⊂ Rn. Çáåðiãàþ÷è ïîçíà÷åííÿ, ââåäåííi ïðè

äîâåäåííi òåîðåìè 4.2, çíàéäåìî, ùî

|u(t, x)| ≤ t{γ}/γ∥φ∥0 · ∥Ψt,x∥0,

äå

Ψt,x(ξ) = t−{γ}/γη(ξ)Γ(t, x− ξ), η = 1− ν, ν ∈ Φ,

∥φ∥0 � íîðìà ôóíêöiîíàëó φ. Îòæå, äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî u(t, x) → 0 ïðè

t → +0 ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòi K ⊂ Q, äîñèòü âñòàíîâèòè, ùî ñóêóïíiñòü

ôóíêöié Ψt,x îáìåæåíà çà íîðìîþ ïðîñòîðó Φ0, òîáòî ∥Ψt,x∥0 ≤ c0, ïðè÷îìó

ñòàëà c0 íå çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ t i x, ÿêi çìiíþþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

t ∈ (0, t1) ⊂ (0, T ], x ∈ K. Îñêiëüêè Ψt,x(ξ) = 0 äëÿ ξ ∈ K1, òî îöiíêó ∥Ψt,x∥0 ≤

c0 äîñèòü äîâåñòè äëÿ ξ ∈ Rn \K1.

Îñêiëüêè ν ∈ Φ, òî |ν(ξ)| ≤ c̃0/M(ξ)γ0, ξ ∈ Rn. Îòæå, |η(ξ)| ≤ c̃′0, ξ ∈ Rn.

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ íåðiâíiñòþ (4.41). Îñêiëüêè ∥x − ξ∥ ≥ a0 > 0, äå a0 �

âiääàëü ìiæ ìåæàìè êîìïàêòiâ K i K1, òî äëÿ t ∈ (0, t1]

|Γ(t, x− ξ)| ≤ β′
ν|Γ2(t, x− ξ)| ≤ βt{γ}/γ

∥x− ξ∥γ0
,

äå ñòàëà β çàëåæèòü âiä µ, µ0, t1 i íå çàëåæèòü âiä t (òóò âðàõîâàíî îöiíêè

ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i (4.39), (4.40), ÿêi îòðèìóþòü-

ñÿ àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå áóëî çðîáëåíî ïðè äîâåäåííi ëåìè 4.2). Çàçíà÷èìî

166



òàêîæ, ùî

∃L > 0 ∀x ∈ K ∀ξ ∈ Rn \K1 : M(ξ)/∥x− ξ∥ ≤ L.

Óðàõóâàâøè öi çàóâàæåííÿ çíàéäåìî, ùî

M(ξ)γ0|η(ξ)||Γ(t, x− ξ)| ≤ β′
ν c̃

′
0M(ξ)γ0|Γ2(t, x− ξ)| ≤

≤ β′c̃′0t
{γ}/γM(ξ)γ0

∥x− ξ∥γ0
≤ β̃0t

{γ}/γ, t ∈ (0, t1),

ñòàëà β̃0 > 0 íå çàëåæèòü âiä t i x. Çâiäñè âæå äiñòà¹ìî íåðiâíiñòü sup
x∈K

|u(t, x)| ≤

β̃0 · t{γ}/γ. Îòæå, u(t, x) → 0 ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ K ⊂ Q.

Iç òåîðåìè 4.4, ëåì 4.7, 4.8, íàñëiäêó 4.4 òà ëåìè 4.9 âèïëèâà¹, ùî

µ1 lim
t→t1

u(t, ·)− · · · − µm lim
t→tm−0

u(t, ·) = µ0φ

µ− µ0
,

ïðè÷îìó öå ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈

K ⊂ Q. Çâiäñè âæå äiñòà¹ìî, ùî (4.43) ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî

x ∈ K ⊂ Q.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 4.6 (âëàñòèâiñòü ëîêàëiçàöi¨). Íåõàé φ ∈ Φ′
0,∗, u(t, x) �

ðîçâ'ÿçîê m-òî÷êîâî¨ çàäà÷i (4.5), (4.6) ç ãðàíè÷íîþ ôóíêöi¹þ φ. ßêùî óçà-

ãàëüíåíà ôóíêöiÿ φ çáiãà¹òüñÿ â äåÿêié îáëàñòi Q ⊂ Rn ç ôóíêöi¹þ g ∈ MΦ,

òî ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

u(t, x)− µ1 lim
t→t1

u(t, x)− · · · − µm lim
t→tm−0

u(t, x) = g(x)

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi K ⊂ Q.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé K ⊂ K1 ⊂ Q, äå K1 � äåÿêà êîìïàêòíà ìíîæèíà

â Rn, ν � îñíîâíà ôóíêöiÿ, ïîáóäîâàíà ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 4.2. Îñêiëüêè

ν(φ − g) = 0 â Q, òî ν(φ − g) = 0 íà K, (1 − ν)φ = 0 íà K1 i çà äîâåäåíèì ó

òåîðåìi 3.5 ãðàíè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

⟨ν(φ− g),Γ(t, x− ξ)⟩ = 0,
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µ lim
t→+0

⟨(1− ν)φ,Γ(t, x− ξ)⟩ = 0,

µ1 lim
t→t1

⟨ν(φ− g),Γ(t, x− ξ)⟩ − · · · − µm lim
t→tm−0

⟨ν(φ− g),Γ(t, x− ξ)⟩ = 0,

µ1 lim
t→t1

⟨(1− ν)φ,Γ(t, x− ξ)⟩ − · · · − µm lim
t→tm−0

⟨(1− ν)φ,Γ(t, x− ξ)⟩ = 0

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ K. Êðiì òîãî,

u(t, x) = (φ ∗ Γ)(t, x) = ⟨φξ,Γ(t, x− ξ)⟩ = ⟨ν(φ− g),Γ(t, x− ξ)⟩+

+⟨(1− ν)φ,Γ(t, x− ξ)⟩+ ⟨νg,Γ(t, x− ξ)⟩,

ïðè÷îìó

⟨νg,Γ(t, x− ξ)⟩ =
∫
Rn

Γ(t, x− ξ)ν(ξ)g(ξ)dξ ≡ J(t, x).

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ äîñèòü äîâåñòè, ùî J(t, x) → (νg)(x)

µ− µ0
ïðè t →

+0 ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ K ⊂ Q, îñêiëüêè ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ1 lim
t→t1

J(t, x)− · · · − µm lim
t→tm−0

J(t, x) =
µ0(νg)(x)

µ− µ0

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ K (νg � ôiíiòíà îñíîâíà ôóíêöiÿ, ÿêó

îòîòîæíþ¹ìî ç ôiíiòíèì ôóíêöiîíàëîì, êîòðèé ¹ çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîði Φ0).

Óðàõóâàâøè ñïiââiäíîøåííÿ (4.42) òà íåðiâíiñòü (4.41) çíàõîäèìî, ùî∣∣∣J(t, x)− (νg)(x)

µ− ν0

∣∣∣ = ∣∣∣∣∣
∫
Rn

Γ(t, ξ)[(νg)(x− ξ)− (νg)(x)]dξ

∣∣∣∣∣ ≤
≤
∫
Rn

|Γ(t, ξ)||(νg)(x− ξ)− (νg)(x)|dξ ≤

≤ β′
ν

∫
Rn

|Γ2(t, ξ)| · |(νg)(x− ξ)− (νg)(x)|dξ, t ∈ (0, t1].

Äàëi äîâåäåííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.3.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî m-òî÷êîâó çàäà÷ó (4.5), (4.36) ç ãðàíè÷íîþ ôóíê-

öi¹þ φ = δ. Îñêiëüêè δ ∈ Φ′
0,∗, òî âíàñëiäîê òåîðåìè 4.6 ãðàíè÷íå ñïiââiä-

íîøåííÿ (4.43) ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi

K ⊂ Rn, ÿêèé íå ìiñòèòü òî÷êó 0.

4.4. Åâîëþöiéíi ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ íåñêií÷åííîãî ïî-

ðÿäêó

Âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ ðiâ-

íÿííÿ ∂u/∂t + Bu = 0, äå B = f(A), f � öiëà ôóíêöiÿ âiä ïñåâäîäèôåðåí-

öiàëüíîãî îïåðàòîðà A ç íåãëàäêèì ó òî÷öi σ = 0 ñèìâîëîì a(σ). Åâîëþöiéíi

ðiâíÿííÿ ç òàêèìè îïåðàòîðàìè ¹ ïðèðîäíèìè óçàãàëüíåííÿìè âiäîìèõ ïà-

ðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Çíàéäåíî çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó

ó âèãëÿäi çãîðòêè ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ ç ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì âêàçà-

íî¨ çàäà÷i (ïðè öüîìó äîñëiäæåíà ñòðóêòóðà òà âëàñòèâîñòi ôóíäàìåíòàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó).

4.4.1. Ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó

Íåõàé α ∈ (0, 1) � ôiêñîâàíå ÷èñëî, f � íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà íà R

ôóíêöiÿ, ÿêà äîïóñêà¹ àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ ó âñþ êîìïëåêñíó ïëîùèíó i

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:

∃c > 0 ∃a > 0 ∃h ≥ 0 ∀z = x+ iy ∈ C : |f(z)| ≤ c(1 + |x|)hea|y|α. (4.44)

Ëåìà 4.10. Äëÿ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ f íà äiéñíié îñi, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(4.44), ïðàâèëüíèìè ¹ îöiíêè:

|f (n)(x)| ≤ c̃0B̃
nnn(1−1/α)(1 + |x|)h, n ∈ N, x ∈ R.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ôîðìóëîþ Êîøi

f (n)(x) =
n!

2πi

∫
ΓR

f(z)

(z − x)n+1
dz, n ∈ N, x ∈ R,
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äå ΓR � êîëî ðàäióñà R ç öåíòðîì ó òî÷öi x ∈ R. Îòæå,

|f (n)(x)| ≤ n!

2π

∫
ΓR

|f(z)|
|z − x|n+1

dz ≤ n!

Rn
max
z∈ΓR

|f(z)| ≤

≤ c
n!

Rn
(1 + |x±R|)h exp{aRα} ≤ cn!(1 + |x|+R)hgn(R), R > 0,

äå gn(R) = R−n exp{aRα}. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N ôóíêöiÿ gn(R), R ∈ (0,∞), ¹

äèôåðåíöiéîâíîþ, ïðè÷îìó

lim
R→+∞

gn(R) = +∞, lim
R→+0

gn(R) = +∞, n ∈ N,

gn(R) > 0, R ∈ (0,+∞), n ∈ N. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî öÿ ôóíêöiÿ äîñÿãà¹ ñâîãî

ìiíiìóìó íà (0,+∞), òîáòî iñíó¹ R0 = R0(n) > 0 òàêå, ùî gn(R) ≥ gn(R0). Âè-

êîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ áåçïîñåðåäíüî çíàõîäèìî,

ùî

inf
R
gn(R) =

bn

nn/α
, b = (aαe)1/α, n ∈ N,

ïðè÷îìó âêàçàíèé iíôiìóì äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi R0(n) = (n/(aα))1/α. Îòæå,

|f (n)(x)| ≤ cn!(1 + |x|+R0)
hgn(R0) ≤

≤ cn!
(
1 + |x|+

( n
aα

)1/α)h bn

nn/α
≤ c
(
2β0

( n
aα

)1/α
+ |x|

) bnn!
nn/α

≤

≤ cβhenh/α
bnn!

nn/α
(1 + |x|)h = c0

bn1n!

nn/α
(1 + |x|)h, x ∈ R, (4.45)

β0 = max
{
1,
( 1

aα

)1/α}
, β = 2β0, c0 = cβh, b1 = beh/α.

Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ Ñòiðëiíãà

n! =
√
2πnnne−neθ/(12n), 0 < θ < 1,

îòðèìà¹ìî, ùî

|f (n)(x)| ≤ c̃0b̃
nn

n

(
1− 1

α

)
(1 + |x|)h, c̃0 = c

√
2πe, b̃ = 2b1e

−1. (4.46)

Ëåìà äîâåäåíà.

170



Íåõàé a: R → [0,+∞) � íåïåðåðâíà îäíîðiäíà ïîðÿäêó γ > 1 (γ ̸=

2, 4, 6, . . . ) ôóíêöiÿ, ÿêà: 1) íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà íà R \ {0}; 2) äëÿ

ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ a ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|a(k)(ξ)| ≤ ck|ξ|γ−k, k ∈ N, ξ ∈ R \ |[0},

ïðè÷îìó ïîñëiäîâíiñòü {ck, k ≥ 1} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:

∃c̃ > 0 ∃Ã > 0 ∀k ∈ N : ck ≤ c̃Ãkk!;

3) iñíóþòü ñòàëi c′0, c̃0 > 0, δ ≥ γ òàêi, ùî

c′0|ξ|γ ≤ a(ξ) ≤ c̃0(1 + |ξ|δ).

Iç óìîâ 1) � 3) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ a ¹ ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði Ψ.

Îòæå, îïåðàòîð A, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ïðàâèëîì Aφ = F−1[aF [φ]], φ ∈ Φ, âiäî-

áðàæà¹ ïðîñòið Φ â ñåáå, ¹ ëiíiéíèì i íåïåðåðâíèì.

Ãîâîðèòèìåìî, ùî â ïðîñòîði Φ çàäàíî ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð

íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó f(A) :=
∞∑
n=0

cnA
n, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ îñíîâíî¨ ôóíêöi¨

φ ∈ Φ ðÿä

(f(A)φ)(x) :=
∞∑
n=0

cn(A
nφ)(x)

(
f(x) =

∞∑
n=0

cnx
n, x ∈ R

)
çîáðàæà¹ äåÿêó îñíîâíó ôóíêöiþ ç ïðîñòîðó Φ.

Òåîðåìà 4.7. ßêùî ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (4.44), òî â ïðîñòîði

Φ âèçíà÷åíèé i ¹ íåïåðåðâíèì ïñåâäîäèôåðåíiàëüíèé îïåðàòîð íåñêií÷åííîãî

ïîðÿäêó f(A) ≡ Af .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé φ ∈ Φ,

ψ(x) := (f(A)φ)(x) =
∞∑
n=0

cn(A
nφ)(x) =
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=
∞∑
n=0

cn(F
−1[a(ξ)F [φ](ξ)])n(x) =

∞∑
n=0

cnF
−1[an(ξ)F [φ](ξ)](x).

Äîâåäåìî, ùî ψ ∈ Φ. Iç âëàñòèâîñòåé ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ (ïðÿìîãî òà îáåðíå-

íîãî) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ äîñèòü ïîêàçàòè, ùî F [ψ] ∈ Ψ.

Çàïèøåìî (ïîêè-ùî ôîðìàëüíî) ñïiââiäíîøåííÿ

F [ψ](ξ) =
∞∑
n=0

cna
n(ξ)F [φ](ξ) = f(a(ξ)) · F [φ](ξ). (4.47)

Ïåðåäóñiì äîâåäåìî, ùî f(a) � ìóëüòèïëiêàòîð ó ïðîñòîði Ψ (çâiäñè âèïëè-

âàòèìå, ùî an ¹ ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîðiΨ ïðè êîæíîìó n ∈ N). Äëÿ öüîãî

ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ Ôàà äå Áðóíî äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨

ïðè ξ ̸= 0:

Ds
ξf(a(ξ)) =

s∑
m=1

dm

dam
f(a)

∑ s!

m1! . . .ml!

( 1
1!

d

dξ
a(ξ)

)m1

. . .
(1
l!

dl

dξl
a(ξ)

)ml

(çíàê ñóìè ïîøèðþ¹òüñÿ íà âñi ðîçâ'ÿçêè â öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ

m1 + 2m2 + · · · + lml = s, m1 + · · · +ml = m). Äëÿ òîãî, ùîá óíèêíóòè ãðî-

ìiçäêèõ âèêëàäîê, ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè â óìîâi (4.44) h = 1. Óðàõóâàâøè

âëàñòèâîñòi ôóíêöié f òà a çíàéäåìî, ùî

ξ ̸= 0 : |Ds
ξf(a(ξ))| ≤ c̃0(1 + |ξ|)

s∑
m=1

b̃m
∑ s!

m!! . . .ml!
×

×c̃m1+···+mlÃm1+2m2+···+lml(|ξ|γ−1)m1(|ξ|γ−2)m2 . . . (|ξ|γ−l)ml =

= c̃0c̃
mÃs|ξ|γ(m1+···+ml)−(m1+2m2+···+lml)(1 + |ξ|) =

= c̃0c̃
mÃs|ξ|γm−s(1 + |ξ|) = c̃0c̃

mÃs(|ξ|γm−s + |ξ|γm+1−s).

Îòæå,

ξ ̸= 0 : |Ds
ξf(a(ξ))| ≤ c̃c̃0c

s
0s!

s∑
m=1

|ξ|γm−s(1 + |ξ|), c0 = max{1, c̃b̃Ã}.

ßêùî |ξ| < 1, ξ ̸= 0, òî

|Ds
ξf(a(ξ))| ≤ 2c̃c̃0c

s
0s!|ξ|−s, s ∈ N. (4.48)
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ßêùî æ |ξ| ≥ 1, òî

|Ds
ξf(a(ξ))| ≤ c̃c̃0c

s
0s!|ξ|s(γ−1)(1 + |ξ|), s ∈ N. (4.49)

Äàëi ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè |ξ| < 1, ξ ̸= 0 i îöiíèìî ôóíêöiþ

Λ(ξ) :=

p∑
k=0

|ξ|k|Dk
ξ (f(a(ξ))φ̃(ξ))|, ∀φ̃ ∈ Ψ.

Óðàõóâàâøè (4.48) çíàéäåìî, ùî

ξ ̸= 0 : Λ(ξ) ≤
p∑

k=0

|ξ|k
k∑
s=0

Cs
k|Ds

ξf(a(ξ))| · |Dk−s
ξ φ̃(ξ)| ≤

≤
p∑

k=0

|ξ|k
k∑
s=0

Cs
k

αs
|ξ|s

c̃k−sck−s
|ξ|k−s

=

p∑
k=0

k∑
s=0

Cs
kαsc̃k−sck−s = cp, (4.50)

αs = c̃0c̃c
s
0s!.

Òóò ìè ñêîðèñòàëèñÿ òèì, ùî φ̃ ∈ Ψ, òîáòî, äëÿ äîâiëüíîãî ω ∈ Z+ òàêîãî, ùî

ω ≥ k − s ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

ξ ̸= 0 : |Dk−s
ξ φ̃(ξ)| ≤ c̃ωck−s

|ξ|ω
. (4.51)

ßêùî â îñòàííié íåðiâíîñòi ïîêëàñòè ω = k − s, òî ïðèéäåìî äî íåðiâíîñòåé

(4.50). ßêùî æ |ξ| ≥ 1, òî ç óðàõóâàííÿì (4.49), (4.51) ìà¹ìî

Λ(ξ) ≤
p∑

k=0

|ξ|k(|ξ|k(γ−1) + |ξ|k(γ−1)+1)
k∑
s=0

Cs
kαs

c̃ωck−s
|ξ|ω

=

=

p∑
k=0

(|ξ|kγ + |ξ|kγ+1)
k∑
s=0

Cs
kαsc̃ωck−s|ξ|−ω.

Ïîêëàäåìî ω = k([γ] + 1) + 1 > k − s, 0 ≤ s ≤ k. Òîäi

(|ξ|kγ + |ξ|kγ+1)|ξ|−ω ≤ 2,

i

Λ(ξ) ≤ c̃p, c̃p = 2

p∑
k=0

k∑
s=0

Cs
kαsc̃k([γ]+1)+1ck−s. (4.52)
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Iç îáìåæåíü íà ôóíêöi¨ f , a òà φ̃ ( lim
ξ→±0

φ̃(k)(ξ) < +∞, ∀k ∈ Z+) âèïëèâà¹

òàêîæ, ùî

lim
ξ→±0

ξkDk
ξ (f(a(ξ))φ̃(ξ)) <∞.

Çâiäñè òà ç îöiíîê (4.50), (4.51) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

∀p ∈ Z+ ∃Lp > 0 : ∥f(a)φ̃∥p ≤ Lp <∞.

Öå îçíà÷à¹, ùî f(a) · φ̃ ∈ Ψ, òîáòî îïåðàöiÿ φ̃ → f(a)φ̃ âèçíà÷åíà â ïðîñòîði

Ψ.

Âèïàäîê h ̸= 1 (h � ïàðàìåòð ç óìîâè (4.44)) äîñëiäæó¹òüñÿ çà àíàëîãi÷íîþ

ñõåìîþ; ïðè öüîìó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ î÷åâèäíà íåðiâíiñòü (1 + |x|h) ≤ (1 +

|x|)[h]+1, x ∈ R.

Äîâåäåìî, ùî îïåðàöiÿ φ̃ → f(a)φ̃ ¹ íåïåðåðâíîþ ó ïðîñòîði Ψ. Íåõàé ïî-

ñëiäîâíiñòü {φ̃n, n ≥ 1} ⊂ Ψ çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ â ïðîñòîði Ψ, òîáòî

∀p ∈ Z+ ∃cp > 0 ∀n ≥ 1 : ∥φ̃n∥p ≤ cp,

i äëÿ êîæíîãî ν ∈ Z+ ïîñëiäîâíiñòü {Dν
ξ φ̃n, n ≥ 1} çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ðiâíî-

ìiðíî íà êîæíîìó êîìïàêòi K ⊂ R, ÿêèé íå ìiñòèòü òî÷êó 0, òîáòî

∀ε > 0 ∃n0 = n0(ε) ∀n ≥ n0 : |Dν
ξ φ̃n(ξ)| < ε, ξ ∈ K ⊂ R. (4.53)

Àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå çðîáëåíî ïðè äîâåäåííi òâåðäæåííÿ: f(a)φ̃ ∈ Ψ, ÿêùî

φ̃ ∈ Ψ, ïåðåêîíó¹ìîñÿ â ïðàâèëüíîñòi íåðiâíîñòi

∥f(a)φ̃n∥p ≤ cp, p ∈ Z+, n ∈ N (4.54)

(ñòàëà cp > 0 íå çàëåæèòü âiä n).

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ ξ ∈ K çíàéäóòüñÿ ñòàëi d1, d2 > 0 òàêi, ùî d1 ≤ |ξ| ≤ d2

(òî÷êà 0 ̸∈ K). Òîäi çà äîïîìîãîþ îöiíîê (4.48), (4.49), (4.53) âñòàíîâëþ¹ìî

íåðiâíiñòü

|Dν
ξ (f(a(ξ))φ̃n(ξ))| ≤ cνε, ∀n ≥ n0, ξ ∈ K.
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Çâiäñè òà ç (4.54) âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ïðî íåïåðåðâíiñòü îïåðàöié φ̃→ f(a)φ̃,

φ̃ ∈ Ψ, ó ïðîñòîðiΨ. Öèì äîâåäåíî, ùî f(a) � ìóëüòèïëiêàòîð ó öüîìó ïðîñòîði.

Óðàõóâàâøè öåé ôàêò òà (4.47) äiñòà¹ìî, ùî F [ψ] ∈ Ψ.

Òàêèì ÷èíîì, çàëèøà¹òüñÿ îá ðóíòóâàòè êîðåêòíiñòü ïðîâåäåíèõ ó ñïiââiä-

íîøåííi (4.47) ïåðåòâîðåíü. Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè ïðàâèëüíiñòü ñïiââiäíî-

øåííÿ:

rn,φ(ξ) :=
∞∑

k=n+1

cka
k(ξ)F [φ](ξ) → 0, n→ ∞,

ó ïðîñòîði Ψ, òîáòî, ùî

∀p ∈ Z+ : ∥rn,φ∥p → 0, n→ +∞.

Çà îçíà÷åííÿì ∥ · ∥p ìà¹ìî, ùî

∥rn,φ∥p = sup
ξ∈R\{0}

{ p∑
m=0

|ξ|m|Dm
ξ rn,φ(ξ)|

}
.

Çàïèøåìî (ïîêè-ùî ôîðìàëüíî) ñïiââiäíîøåííÿ:

Lm,n(ξ) := |ξ|m|Dm
ξ rn,φ(ξ)| = |ξ|m

∣∣∣ ∞∑
k=n+1

ckD
m
ξ (a

k(ξ)F [φ](ξ))
∣∣∣ ≤

≤ |ξ|m
∞∑

k=n+1

ck

m∑
l=0

C l
m|Dl

ξa
k(ξ)| · |Dm−l

ξ F [φ](ξ)|, ξ ̸= 0.

Ôóíêöiþ |Dl
ξa
k(ξ)| ïðè ξ ̸= 0 îöiíèìî çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Ôàà äå Áðóíî

äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨. Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå áóëî

çðîáëåíî ïðè îöiíöi ïîõiäíî¨ Ds
ξf(a(ξ)), ξ ̸= 0, çíàéäåìî, ùî

|Dl
ξa
k(ξ)| ≤

l∑
i=1

|Di
aa

k(ξ)|×

×
∑

i1+···+iα=i
i1+2i2+···+αiα=l

l!

i1! . . . iα!

∣∣∣( 1
1!
D1
ξa(ξ)

)i1
. . .
( 1

iα!
Dα
ξ a(ξ)

)iα∣∣∣ ≤
≤ l!(2e)l

l∑
i=1

k!

(k − i)!
ak−i(ξ)(c̃Ãe)i|ξ|iγ−l ≤
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≤ c̃k0l!(2e)
l

l∑
i=1

k!

(k − i)!
c̃−i0 (c̃Ãe)i|ξ|δ(k−i)+iγ−l.

Äàëi ââàæà¹ìî, ùî |ξ| ≥ 1. Òîäi

|Dl
ξa
k(ξ)| ≤ ˜̃ck0dl|ξ|δk+lγ, (4.55)

˜̃c = 2c̃0, dl = l!(2e)l
l∑

i=1

i!c̃−i0 (c̃Ãe)i;

òóò âðàõîâàíà íåðiâíiñòü

k!

(k − i)!
=

k!i!

(k − i)!i!
≤ 2ki!.

Îñêiëüêè F [φ] ∈ Ψ, òî äëÿ |ξ| ≥ 1 ïðàâèëüíîþ ¹ íåðiâíiñòü

|Dm−l
ξ F [φ](ξ)| ≤ cm−lc̃ν

|ξ|ν
, ν ≥ m− l, c̃ν = c0B

ννν. (4.56)

Ïîêëàäåìî â (4.56) ν = δk +m(2 + [γ]). Òîäi

Lm,n(ξ) ≤ |ξ|m
∞∑

k=n+1

ck ˜̃c
k
0|ξ|δk

m∑
l=0

C l
mdl|ξ|γl|Dm−l

ξ F [φ](ξ)| ≤

≤ ωm∆0

∞∑
k=n+1

ck ˜̃c
k
0 c̃δk+m(2+[γ]), |ξ| ≥ 1,

ωm =
m∑
l=0

C l
mdl, ∆0 = max{c0, c1, . . . , cm}.

Íåõàé α̃ := m(2 + [γ]). Òîäi c̃δk+α̃ îöiíþ¹òüñÿ òàê:

c̃δk+α̃ ≤ c′0B̃
kkkδ, c′0 = c0B

α(δ + α̃)α̃, B̃ = Bδ(δ + α̃)δeα̃.

Âðàõóâàâøè îñòàííi íåðiâíîñòi çíàéäåìî, ùî

Lm,n(ξ) ≤ ωmc
′
0∆0

∞∑
k=n+1

ckB
k
1k

kδ, B1 = ˜̃c0B̃, |ξ| ≥ 1.

Âíàñëiäîê (4.45) äëÿ êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà ck =
f (k)(0)

k!
, k ∈ N, ôóíêöi¨ f

ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè:

|ck| ≤ c0
bk1
kk/α

, k ∈ N.
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Îòæå, ÿêùî |ξ| ≥ 1, òî

Lm,n(ξ) ≤ L1

∞∑
k=n+1

Bk
2

kk(1/α−δ)
,

äå L1 = c0c
′
0∆0ωm, B2 = b1B2; ââàæà¹ìî òàêîæ, ùî α < 1/δ, òîáòî α ∈

(0, 1/δ) ⊂ (0, 1). Ïðè âèêîíàííi âêàçàíîãî îáìåæåííÿ íà ïàðàìåòð α ðÿä
∞∑

k=n+1

Bk
2k

−k(1/α−δ) çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ïðè n → ∞ ÿê çàëèøîê çáiæíîãî ðÿ-

äó. Îñêiëüêè äëÿ k ≥ k0, äå k0 = [(2B2)
1/ω] + 1, ω = 1/α − δ, ñïðàâäæó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü k−kω ≤ (2B2)
−k, òî äëÿ n ≥ [(2B2)

1/ω] ìà¹ìî, ùî

Lm,n(ξ) ≤
L1

2n
< +∞, ∀ξ : |ξ| ≥ 1.

ßêùî |ξ| < 1, ξ ̸= 0, òî â öüîìó âèïàäêó

|Dl
ξa
k(ξ)| ≤ ˜̃ck0dl

|ξ|k−i+iγ

|ξ|l
≤

˜̃ck0dl
|ξ|l

,

äå ˜̃c0, dl � ñòàëi ç íåðiâíîñòi (4.55). Îòæå,

Lm,n(ξ) ≤ |ξ|m
∞∑

k=n+1

ck ˜̃c
k
0

m∑
l=0

C l
mdl|Dm−l

ξ F [φ](ξ)| · |ξ|−l, ξ ̸= 0.

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî ïðè ξ ̸= 0:

|Dm−l
ξ F [φ](ξ)| ≤ cm−l

|ξ|m−l , lim
ξ→±0

Dm−l
ξ F [φ](ξ) <∞.

Îòæå, ïðè ξ ̸= 0:

Lm,n(ξ) ≤ ω̃n

∞∑
k=n+1

ck ˜̃c
k
0, ω̃m =

m∑
l=0

C l
mdlcm−l.

Çàëèøà¹òüñÿ ùå îäèí ðàç ñêîðèñòàòèñÿ îöiíêàìè êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà ck

ôóíêöi¨ f i â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ ξ ̸= 0, |ξ| < 1

Lm,n(ξ) ≤ L2

∞∑
k=n+1

Bk
3

kk(1/α−δ)
, L2 = c0ωm, B3 = b1˜̃c0.
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Áåçïîñåðåäíüî ïåðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî äëÿ k ≥ k̃0, äå k̃0 = [(2B3)
1/ω]+1, ω =

1/α− δ, ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü k−kω ≤ (2B3)
−k. Îòæå, äëÿ n ≥ [(2B3)

1/ω]

Lm,n(ξ) ≤
L2

2n
< +∞, |ξ| < 1, ξ ̸= 0.

Òîäi

sup
ξ∈R\{0}

Lm,n(ξ) ≤
L

2n
, L = max{L1, L2},

äëÿ n ≥ n0 = max{[(2B2)
1/ω], [(2B3)

1/ω]}. Çâiäñè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

∥rn,φ∥p = sup
ξ∈R\{0}

p∑
m=0

Lm,n(ξ) ≤
p∑

m=0

L(m)

2n
=
Lp
2n

<∞.

Òàêèì ÷èíîì, rn,φ ∈ Ψ äëÿ êîæíîãî n i rn,φ → 0 ïðè n → ∞ ó ïðîñòîði Ψ.

Öèì äîâåäåíî, ùî â ïðîñòîði Φ îïåðàòîð Af âèçíà÷åíèé êîðåêòíî. Âií ¹ òàêîæ

íåïåðåðâíèì ó öüîìó ïðîñòîði.

Ñïðàâäi, íåõàé {φn, n ≥ 1} ⊂ Φ, φn → 0 ïðè n→ +∞ ó ïðîñòîði Φ. Òîäi iç

ñïiââiäíîøåííÿ (4.47) âèïëèâà¹, ùî

F [Afφn] = f(a)F [φn] → 0, n→ ∞,

ó ïðîñòîði Ψ, îñêiëüêè, çà äîâåäåíèì, ôóíêöiÿ f(a) ¹ ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðî-

ñòîði Ψ. Òîäi, âíàñëiäîê âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ (ïðÿ-

ìîãî i îáåðíåíîãî) îòðèìó¹ìî, ùî

Afφn = F−1[f(a)F [φn]] → 0, n→ ∞,

ó ïðîñòîði Φ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 4.3. Iç ñïiââiäíîøåííÿ (4.47) âèïëèâà¹, ùî

Afφ = F−1[f(a)F [φ]], ∀φ ∈ Φ,

òîáòî Af � ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, ïîáóäîâàíèé çà ñèìâîëîì f(a),

íåãëàäêèì ó òî÷öi 0.
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ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(z) =
∞∏
n=1

(
1 − z2

nρ

)
, z ∈ C, ρ > 2, ÿêà,

ÿê äîâåäåíî â [189], ¹ öiëîþ, ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíå çðîñòàííÿ ïîðÿäêó
2

ρ
< 1

â ïëîùèíi C òà åêñïîíåíöiàëüíå ñïàäàííÿ ïîðÿäêó
2

ρ
íà äiéñíié îñi, òîáòî f

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (4.44). Òîìó ÿêùî 1 < γ ≤ δ < ρ/2 (γ, δ � ïàðàìåòðè ç óìîâ

1) � 3), ÿêi çàäîâîëüíÿ¹ ôóíêöiÿ-ñèìâîë a), òî â Φ âèçíà÷åíèé, ¹ ëiíiéíèì i

íåïåðåðâíèì ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó

f(A) =
∞∏
n=1

(
1− A2

nρ

)
, ρ > 2, A = F−1[aF ].

Çàóâàæåííÿ 4.4. ßêùî öiëà ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (4.44) ç ïàðà-

ìåòðîì α ≥ 1, à îäíîðiäíà ôóíêöiÿ-ñèìâîë a(ξ), çà ÿêîþ áóäó¹òüñÿ ïñåâäîäè-

ôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð A, ìà¹ ïîðÿäîê îäíîðiäíîñòi 0 < γ < 1, çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè 1) � 3), äå â óìîâi 3) ïàðàìåòð δ ∈
[
γ,

1

α

)
, òî òâåðäæåííÿ äîâåäåíî¨

òåîðåìè çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì i â öüîìó âèïàäêó.

Çàçíà÷èìî, ùî òîäi â ïðîñòîði Φ êîðåêòíî âèçíà÷åíi îïåðàòîðè cosA, sinA.

Íåõàé P � ïîëiíîì ñòåïåíÿ 2b, b ∈ N, íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ÿêèé

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:

∃c > 0 ∀x ∈ R : ReP (x) ≤ −c|x|2b.

Òîäi

|eP (x)| = eReP (x) ≤ e−c|x|
2b

, x ∈ R,

∃c1 > 0 ∀z = x+ iy ∈ C : |eP (z)| ≤ e|P (z)| ≤ ec1|z|
2b

.

Ñêîðèñòàâøèñü ðÿäîì òåîðåì ç [189], ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿìè òåîðåìè Ôðàãìåíà-

Ëiíäåëüîôà îäåðæèìî, ùî ôóíêöiÿ eP (z) â êîìïëåêñíié ïëîùèíi çàäîâîëüíÿ¹

òàêîæ íåðiâíiñòü

| exp{P (z)}| ≤ c0 exp{−c2|x|2b + c3|y|2b}
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ç äåÿêèìè ñòàëèìè c0, c2, c3 > 0. Îòæå, ôóíêöiÿ f(z) = exp{P (z)} çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó (4.44) ç ïàðàìåòðàìè α = 2b, h = 0, i â ïðîñòîði Φ âèçíà÷åíi òà ¹

íåïåðåðâíèìè îïåðàòîðè f(A) = exp{P (A)}, f(A) = exp{tP (A)}, äå t > 0 �

ôiêñîâàíèé ïàðàìåòð. Ó öüîìó âèïàäêó ðîçâ'ÿçîê åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
= P (A)u, (t, x) ∈ (0, T ]× R, (4.57)

ôîðìàëüíî ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi u(t, x) = c exp{tP (A)}φ(x), äå φ ∈ Φ,

c = const, i äîñëiäæóâàòè çàäà÷ó Êîøi òà áàãàòîòî÷êîâi çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ

ðiâíÿííÿ (4.57) çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðíîãî ìåòîäó. Äî ðiâíÿíü (4.57) íàëåæèòü

òàêîæ åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ ∂u/∂t+A2u = 0, A2 = F−1[a2F ] (òóò P (x) = −x2,

x ∈ R).

4.4.2. Íåëîêàëüíà áàãàòîòî÷êîâà çà ÷àñîì çàäà÷à

Ðîçãëÿíåìî åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ

∂u

dt
+ Afu = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R ≡ Ω, (4.58)

äå Af = f(A) � ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, ïî-

áóäîâàíèé â ï.ï. 4.4.1, ÿêèé äi¹ â ïðîñòîði Φ. Äëÿ (4.58) çàäàìî áàãàòîòî÷êîâó

íåëîêàëüíó çà ÷àñîì çàäà÷ó

µu(t, ·)|t=0 − µ1u(t, ·)|t=t1 − · · · − µmu(t, ·)|t=tm = g, (4.59)

äå m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,+∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ] � ôiêñîâàíi ÷èñëà,

ïðè÷îìó µ >
m∑
k=1

µk, g ∈ Φ.

Êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ C1((0, T ],Φ) çàäà÷i (4.58), (4.59) øóêà¹ìî çà äî-

ïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ó âèãëÿäi u(t, x) = F [v(t, ·)](x). Äëÿ ôóíêöié v:

Ω → R äiñòà¹ìî çàäà÷ó ç ïàðàìåòðîì σ:

dv(t, σ)

dt
+ f(a(σ))v(t, σ) = 0, (t, σ) ∈ Ω, (4.60)
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µv(t, σ)|t=0 −
m∑
k=1

µkv(t, σ)|t=tk = g̃(σ), σ ∈ R, (4.61)

äå g̃(σ) = F−1[g](σ). Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.60) ìà¹ âèãëÿä

v(t, σ) = c(σ)exp{−tf(a(σ))}, (t, σ) ∈ Ω, (4.62)

äå c = c(σ) âèçíà÷èìî ç óìîâè (4.61). Ïiäñòàâèâøè (4.62) â (4.61) çíàéäåìî,

ùî

c(σ) = g̃(σ)
(
µ−

m∑
k=1

µk exp{−tkf(a(σ))}
)−1

, σ ∈ R.

Îòæå, ôîðìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.58), (4.59) ¹ ôóíêöiÿ

u(t, x) = (2π)−1

∫
R

v(t, σ)e−ixσdσ.

Íåõàé G(t, x) = F−1[Q(t, σ)], äå Q(t, σ) = Q1(t, σ)Q2(σ), Q1(t, σ) =

exp{−tf(a(σ))}, Q2(σ) =
(
µ−

m∑
k=1

µk exp{−tkf(a(σ))}
)−1

. Òîäi, ìiðêóþ÷è ôîð-

ìàëüíî çíàéäåìî, ùî

u(t, x) =

∫
R

G(t, x− ξ)g(ξ)dξ = G(t, x) ∗ g(x), (t, x) ∈ Ω.

Ñïðàâäi,

u(t, x) =
1

2π

∫
R

Q(t, σ)
(∫

R

g(ξ)e−iσξdξ
)
eiσxdσ =

∫
R

( 1

2π

∫
R

Q(t, σ)eiσ(x−ξ)dσ
)
×

×g(ξ)dξ =
∫
R

G(t, x− ξ)g(ξ)dξ = G(t, x) ∗ g(x), (t, x) ∈ Ω. (4.63)

Êîðåêòíiñòü ïðîâåäåíèõ òóò ïåðåòâîðåíü òà çáiæíiñòü âiäïîâiäíèõ iíòå-

ãðàëiâ, à, îòæå, ïðàâèëüíiñòü ôîðìóë (4.63), âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨

G, ÿêi ìè íàâåäåìî íèæ÷å. Âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ G ïîâ'ÿçàíi ç âëàñòèâîñòÿ-

ìè ôóíêöi¨ Q, îñêiëüêè G = F−1[Q]. Îòæå, ïåðåäóñiì äîñëiäèìî âëàñòèâîñòi

ôóíêöi¨ Q(t, ξ) ÿê ôóíêöi¨ àðãóìåíòó ξ.
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Ëåìà 4.11. Äëÿ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ Q1(t, ξ) ïðè ξ ̸= 0 ïðàâèëüíèìè ¹ îöiíêè

|Ds
ξQ1(t, ξ)| ≤ βst

sα|ξ|ωs−se−d
′
0t|ξ|γ , s ∈ N, (4.64)

ñòàëi βs, d′0 > 0 íå çàëåæàòü âiä t, äå α = 1, ωs = γ, ÿêùî |ξ| < 1, ξ ̸= 0;

α = 1− h/γ, ωs = sγ, ÿêùî |ξ| ≥ 1.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ Ôàà äå

Áðóíî äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨

Ds
ξF (θ(ξ))=

s∑
m=1

dm

dgm
F (θ)

∑
m1+···+ml=m

m1+2m2+···+lml=s

s!

m1! . . .ml!

( 1
1!

d

dξ
θ(ξ)

)m1

. . .
(1
l!

dl

dξl
θ(ξ)

)ml

, (4.65)

äå ïîêëàäåìî F = eθ, θ = −tf(a(ξ)). Òîäi

Ds
ξe

−tf(a(ξ)) = e−tf(a(ξ))
s∑

m=1

∑ s!

m1! . . .ml!
(−t)m1+2m2+···+lmlΛ, ξ ̸= 0,

äå ñèìâîëîì Λ ïîçíà÷åíî âèðàç

Λ :=
( d
dξ
f(a(ξ))

)m1
( 1
2!

d2

dξ2
f(a(ξ))

)m2

. . .
(1
l!

dl

dξl
f(a(ξ))

)ml

.

Äëÿ îöiíêè Λ ñêîðèñòà¹ìîñÿ îöiíêàìè ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ f(a(ξ)) ïðè ξ ̸= 0,

íàâåäåíèìè â ï.ï. 4.4.1 (ïðè îòðèìàííi öèõ îöiíîê òàêîæ áóëà âèêîðèñòàíà

ôîðìóëà Ôàà äå Áðóíî): ÿêùî |ξ| < 1, ξ ̸= 0, òî

|Ds
ξf(a(ξ))| ≤ b0c

s
0s!|ξ|γ−s(1 + |ξ|)h, s ∈ N; (4.66)

ÿêùî |ξ| ≥ 1, òî

|Ds
ξf(a(ξ))| ≤ b0c

s
0s!|ξ|s(γ−1)(1 + |ξ|)h, s ∈ N. (4.67)

à) Íåõàé |ξ| < 1, ξ ̸= 0. Òîäi ç óðàõóâàííÿì (4.66) ïðèéäåìî äî îöiíîê

|Λ| ≤ bm0 c
s
0|ξ|γ(m)|ξ|−s(1 + |ξ|)hm ≤

≤ b̃s0c
s
0|ξ|γm−s(1 + |ξ|)hs ≤ b̃s0c

s
0|ξ|γ−s(1 + |ξ|)hs, b0 = max{1, b0}.
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á) ßêùî |ξ| ≥ 1, òî ç óðàõóâàííÿì (4.67),

|Λ| ≤ bm0 c
s
0|ξ|m(γ−1)(1 + |ξ|)hm ≤ b̃s0c

s
0|ξ|s(γ−1)(1 + |ξ|)hs.

Îá'¹äíàâøè öi íåðiâíîñòi â îäíó çíàéäåìî, ùî äëÿ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ Q1(t, ξ)

çà çìiííîþ ξ ïðàâèëüíèìè ¹ íåðiâíîñòi

|Ds
ξQ1(t, ξ)| ≤ βs0t

s|ξ|ωs−se−d0t|ξ|
γ

(1 + |ξ|)hs, s ∈ N,

ωs = γ, ÿêùî |ξ| < 1, ξ ̸= 0; ωs = sγ, ÿêùî |ξ| ≥ 1.

Âçÿâøè äî óâàãè íåðiâíîñòi (1 + |ξ|)hs ≤ 2hs, ÿêùî |ξ| < 1, ξ ̸= 0, òà (1 +

|ξ|)hs ≤ 2hs|ξ|hs, |ξ| ≥ 1 à òàêîæ íåðiâíiñòü (äèâ. [189, ñ. 204])

e−d
′
0t|ξ|γ = e−((d′0t)

h/γ |ξ|h)γ/h ≤ Ast−sh/γssh/γ|ξ|−hs, s ∈ N, d′0 = d0/2,

çíàéäåìî, ùî ïðè |ξ| ≥ 1 ïðàâèëüíîþ ¹ îöiíêà e−d
′
0t|ξ|γ(1+|ξ|)hs ≤ As

1t
−sh/γssh/γ,

s ∈ N. Îòæå,

|Ds
ξQ1(t, ξ)| ≤ βs1t

sαssh/γs!e−d
′
0t|ξ|γ |ξ|ωs−s, ξ ̸= 0, s ∈ N,

α = 1, ÿêùî |ξ| < 1, ξ ̸= 0; α = 1− h/γ, ÿêùî |ξ| ≥ 1.

ßêùî ââåñòè ïîçíà÷åííÿ βs = βs1s!s
sh/γ, òî ïðèéäåìî äî íåðiâíîñòåé (4.64).

Ëåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 4.5. Iç äîâåäåíîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ

Q1(t, ξ), ÿê ôóíêöiÿ ξ, ïðè êîæíîìó t > 0 ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó Ψ.

Ëåìà 4.12. Ôóíêöiÿ Q2 � ìóëüòèïëiêàòîð ó ïðîñòîði Ψ.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî s ∈ N. Äëÿ îöiíêè ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ Q2(ξ) ñêî-

ðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ Ôàà äå Áðóíî (4.65), â ÿêié ïîêëàäåìî F = g−1,

g = R, äå R(ξ) = µ −
m∑
k=1

µkQ1(tk, ξ). Òîäi Q2(ξ) = F (R(ξ)) i dmF (R)/dgm =

(−1)mm!R−(m+1). Óðàõóâàâøè íåðiâíîñòi (4.64) çíàéäåìî, ùî∣∣∣1
l!

dl

dξl
R(ξ)

∣∣∣ ≤ 1

l!

m∑
k=1

µk

∣∣∣ dl
dξl

Q1(t, ξ)
∣∣∣ ≤ 1

l!

m∑
k=1

µkβlt
lα
k |ξ|

ωl−le−d
′
0tk|ξ|γ ≤
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≤ β̃lT
lα

m∑
k=1

µk · |ξ|ωk−le−d
′
0t1|ξ|γ ≤ ˜̃βl|ξ|ωl−le−d̃0|ξ|

γ

, d̃0 = d′0t1, ξ ∈ R.

Òîäi äëÿ |ξ| ≥ 1 ìà¹ìî, ùî

Λ̃ :=
∣∣∣( d
dξ
R(ξ)

)m1
∣∣∣ . . . ∣∣∣(1

l!

dl

dξl
R(ξ)

)ml
∣∣∣ ≤ β′

s|ξ|ωs−se−d̃0|ξ|
γ

.

ßêùî |ξ| < 1, ξ ̸= 0, òî çíàéäåìî, ùî Λ̃ ≤ β′
s|ξ|γ−se−d̃0|ξ|

γ

.

Îñêiëüêè Q1(tk, ξ) ≤ 1, k ∈ {1, . . . ,m}, ξ ∈ R, òî R(ξ) ≥ µ −
m∑
k=1

µk ≡ µ0.

Îòæå, µ0 > 0 i R−(m+1)(ξ) ≤ µ
−(m+1)
0 , ξ ∈ R. Çâiäñè âèïëèâà¹ òàêîæ, ùî

Q2(ξ) = R−1(ξ) ≤ µ−1
0 .

Ïóäñóìîâóþ÷è, îäåðæèìî, ùî

|Ds
ξQ2(ξ)| ≤ δs|ξ|ωs−se−d̃0|ξ|

γ

, ξ ∈ R, s ∈ N.

Ç îñòàííiõ íåðiâíîñòåé òà îáìåæåíîñòi íà R ôóíêöi¨ Q2 âèïëèâà¹, ùî âîíà ¹

ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði Ψ.

Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 4.5. Ïðè ôiêñîâàíîìó t ∈ (0, T ] ôóíêöiÿ Q(t, ξ) = Q1(t, ξ)Q2(ξ),

ξ ∈ R, ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó Ψ, ïðè öüîìó ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|Ds
ξQ(t, ξ)| ≤ β̃s|ξ|ωs−se−d

′
0t|ξ|γ , s ∈ Z+, ξ ̸= 0, (4.68)

ñòàëi β̃s > 0 çàëåæàòü âiä T , d′0 > 0 íå çàëåæèòü âiä t òà s, ωs = γ, ÿêùî

|ξ| < 1, ξ ̸= 0; ωs = sγ, ÿêùî |ξ| ≥ 1.

Óðàõóâàâøè âëàñòèâîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ (ïðÿìîãî òà îáåðíåíîãî) òà

ñïiââiäíîøåííÿ F−1[Ψ] = Φ çíàéäåìî, ùî G(t, ·) = F−1[Q(t, ·)] ∈ Φ ïðè êîæ-

íîìó t ∈ (0, T ]. Âèäiëèìî â îöiíêàõ ôóíêöi¨ G òà ¨¨ ïîõiäíèõ (çà çìiííîþ x)

çàëåæíiñòü âiä ïàðàìåòðà t, ÿêùî t ∈ (0, T ∗], äå T ∗ = T çà óìîâè T ≤ 1 i

T ∗ = 1, ÿêùî T > 1.
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Ëåìà 4.13. Äëÿ ôóíêöi¨ G(t, x), t ∈ (0, T ∗], x ∈ R, òà ¨¨ ïîõiäíèõ (çà

çìiííîþ x) ïðàâèëüíèìè ¹ îöiíêè:

|Dk
xG(t, x)| ≤ ckt

−δk((1 + |x|)1+[γ]+k)−1, t ∈ (0, T ∗], x ∈ R, k ∈ Z+, (4.69)

äå δk = [γ] + {γ}/γ + k, ÿêùî x ̸= 0; δk = (1 + k)/γ, ÿêùî x = 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé k = 0. ßêùî x ̸= 0, òî iíòåãðóþ÷è s = 1 + [γ] ðàçiâ

÷àñòèíàìè, ïîäàìî G(t, x) ó âèãëÿäi

G(t, x) = (2π)−1 lim
ε→+0

∫
|ξ|≥ε

Q(t, ξ)e−ixξdξ =

= (2π)−1 c̃

xs
lim
ε→+0

[ ∫
|ξ|≥ε

Ds
ξQ(t, ξ)e

−ixξdξ + Φ(ε, x)
]
≡ lim

ε→+0
I(x, ε).

Ñèìâîëîì Φ(ε, x) ïîçíà÷à¹òüñÿ ïîçàiíòåãðàëüíèé âèðàç, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ iç

äîäàíêiâ âèãëÿäó Dl
ξQ(t, ξ)e

−ixξ, 0 ≤ l ≤ s− 1, iç çíà÷åííÿìè â òî÷êàõ ξ ̸= ±ε.

Iç îöiíîê ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ Q(t, ξ) âèïëèâà¹, ùî äëÿ |ξ| < 1, ξ ̸= 0 |Dl
ξQ(t, ξ)| ≤

c|ξ|γ−l, ïðè öüîìó 0 < {γ} ≤ γ − l ≤ γ, ÿêùî 0 ≤ l ≤ s − 1, s − 1 = [γ].

Çâiäñè äiñòà¹ìî, ùî lim
ε→+0

Φ(ε, x) = 0 ó êîæíié òî÷öi x ∈ R. Íà íåñêií÷åííîñòi

âêàçàíi ïîçàiíòåãðàëüíi äîäàíêè ïåðåòâîðþþòüñÿ â íóëü çà ðàõóíîê ñïàäàííÿ

íà íåñêií÷åííîñòi ôóíêöi¨ Q(t, ξ) òà ¨¨ ïîõiäíèõ.

Âðàõóâàâøè (4.68), çíàéäåìî, ùî ïðè s = 1 + [γ], x ̸= 0

|I(x, ε)| ≤ β̃s
|x|s

∫
|ξ|≥ε

|ξ|ωs−se−d
′
0t|ξ|γdξ ≤ 2β̃s

|x|s

∞∫
0

ξωs−se−d
′
0tξ

γ

dξ.

Iíòåãðàë ó îñòàííié íåðiâíîñòi ìà¹ iíòåãðîâíó îñîáëèâiñòü ó òî÷öi ξ = 0. Ñïðàâ-

äi, îñêiëüêè ωs = γ, ÿêùî |ξ| < 1, ξ ̸= 0, òî ïðè âêàçàíîìó âèáîði s ìà¹ìî, ùî

s− ωs = 1 + [γ]− γ; òîáòî 0 < s− ω < 1.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

I(t) :=

∞∫
0

ξωs−se−d
′
0tξ

γ

dξ ≡ I1(t) + I2(t), s = 1 + [γ],
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äå

I1(t) =

1∫
0

ξωs−se−d
′
0tξ

γ

dξ, I2(t) =

+∞∫
1

ξωs−se−d
′
0tξ

γ

dξ.

Iíòåãðàë I1(t) ¹ çáiæíèì:

I1(t) ≤
1∫

0

dξ

ξs−ωs
=

1∫
0

dξ

ξ1−{γ} < +∞.

Îöiíèìî I2(t), âèäiëèâøè çàëåæíiñòü âiä ïàðàìåòðà t; ïðè öüîìó âðàõó¹ìî, ùî

|ξ| ≥ 1, ωs = sγ, s = 1 + [γ]. Îòæå,

I2(t) ≤
∞∫
0

ξ{γ}+γ[γ]−1e−d
′
0tξ

γ

= d̃0t
−([γ]+{γ}/γ)

+∞∫
0

y{γ}+γ[γ]−1e−ydy ≤ ˜̃d0t
−([γ]+{γ}/γ).

Îòæå, äëÿ I(x, ξ) ïðè x ̸= 0 ïðàâèëüíîþ ¹ íåðiâíiñòü

|I(x, ε)| ≤ β̃s
|x|1+[γ]

t−([γ]+{γ}/γ), t ∈ (0, T ∗]. (4.70)

Çäiéñíèâøè â (4.70) ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïðè ε→ +0 çíàéäåìî, ùî |G(t, x)| ïðè

x ̸= 0 îöiíþ¹òüñÿ òàê: |G(t, x)| ≤ β(|x|1+[γ])−1t−([γ]+{γ}/γ), t ∈ (0, T ∗].

Êðiì òîãî, ç óìîâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ôóíêöi¨ f òà a âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

|G(t, x)| = 1

2π

∣∣∣ ∫
R

Q(t, ξ)dξ
∣∣∣ ≤ 1

2π

∫
R

e−tf(a(ξ))dξ ≤ 1

2π

∫
R

e−d0t|ξ|
γ

dξ = c0t
−1/γ,

|G(t, x)| ≤ c0t
−1/γ, ∀x ∈ R.

Êðiì òîãî, G(t, ·) ∈ Φ ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ], ïðè öüîìó

|G(t, x)| ≤ c

(1 + |x|)1+[γ]
, t ∈ (0, T ], x ∈ R,

c = c(t) > 0. Ç óðàõóâàííÿì îòðèìàíèõ ðàíiøå îöiíîê ïðèéäåìî äî íåðiâíîñòi

|G(t, x)| ≤ βt−δ0

(1 + |x|)1+[γ]
, t ∈ (0, T ∗], x ∈ R,

äå δ0 = [γ] + {γ}/γ, ÿêùî x ̸= 0; δ0 = 1/γ, ÿêùî x = 0.
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Íåõàé k ∈ N. Çàñòîñó¹ìî îïåðàòîð Dk
x ïiä çíàêîì iíòåãðàëà

(2π)−1

∫
R

Q(t, ξ)e−ixξdξ = G(t, x);

òîäi

Dk
xG(t, x) = (2π)−1(−i)k

∫
R

Q(t, ξ)ξke−ixξdξ.

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå çðîáëåíî ó âèïàäêó k = 0, çiíòåãðóâàâøè

÷àñòèíàìè s = 1 + [γ] + k ðàçiâ çíàéäåìî, ùî

Dk
xG(t, x) =

Cs
xs

∫
R

Ds
ξ(Q(t, ξ)ξ

k)e−ixξdξ, x ̸= 0.

Âðàõóâàâøè ôîðìóëó äèôåðåíöiþâàííÿ äîáóòêó äâîõ ôóíêöié îäåðæèìî, ùî

îöiíêà ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ G çâîäèòüñÿ äî îöiíêè ñóìè iíòåãðàëiâ âèãëÿäó

Cs
|x|s
[ ∫
R

|ξ|k|Ds
ξQ(t, ξ)|dξ + ks

∫
R

|ξ|k−1|Ds−1
ξ Q(t, ξ)|dξ+

+k(k − 1)
s(s− 1)

2!

∫
R

|ξ|k−2|Ds−2
ξ Q(t, ξ)|dξ + . . .

]
, (4.71)

ïðè÷îìó êîæíèé iç iíòåãðàëiâ â (4.71) ìà¹ îñîáëèâiñòü ó òî÷öi ξ = 0. Ïðè

âêàçàíîìó âèáîði s ñóìà (4.71) ìiñòèòü k äîäàíêiâ, äå îñòàííié äîäàíîê ìà¹

âèãëÿä Ck
1+[γ]+kk!

∫
R

|D1+[γ]
ξ Q(t, ξ)|dξ, ïðè öüîìó âñi iíòåãðàëè çáiãàþòüñÿ.

Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî îäèí iç äîäàíêiâ ó ñóìi (4.71), ùî âiäïîâiäà¹ iíäåêñó

k − p, 0 ≤ p ≤ k:

2k(k − 1) . . . (k − p)Ck−p
1+[γ]+kJ, J =

+∞∫
0

ξk−p|Ds−p
ξ Q(t, ξ)|dξ, s = 1 + [γ] + k.

Ç îöiíîê (4.68) âèïëèâà¹, ùî äëÿ t ∈ (0, T ∗]

J ≤ β

∞∫
0

ξkpξωs−p−(s−p)e−d
′
0tξ

γ

= β̃t−1/γt−
k−p
γ t−

ωs−p−(s−p)

γ

∞∫
0

yk−pyωs−p−(s−p)e−ydy.

(4.72)
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Ó îêîëi òî÷êè ξ = 0 (ξ < 1, ξ ̸= 0) ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ äîïóñêà¹ îöiíêó:

yk−pyωs−p−(s−p)e−y ≤ yk−p+γ−(s−p) = yk+γ−s = y{γ}−1, s = 1 + [γ] + k,

çâiäêè i âèïëèâà¹ çáiæíiñòü âiäïîâiäíîãî íåâëàñíîãî iíòåãðàëà, áî 0 < 1−{γ} <

1. Äàëi, àíàëîãi÷íî ÿê i ó âèïàäêó k = 0, óðàõóâàâøè (4.72), ïðèéäåìî äî

îöiíêè (4.69).

Çàóâàæåííÿ 4.6. Îñêiëüêè t ∈ (0, T ∗], òî ç (4.69) âèïëèâà¹, ùî äëÿ ôóíê-

öi¨ G òà ¨¨ ïîõiäíèõ ïðàâèëüíèìè ¹ òàêîæ îöiíêè

|Dk
xG(t, x)| ≤

c̃kt
−([γ]+{γ}/γ+k)

(1 + |x|)1+[γ]+k
, k ∈ Z+, t ∈ (0, T ∗], x ∈ R,

äå δ̃k = [γ] + {γ}/γ + k, à ôóíêöiÿ

G(t, x) = (2π)−1

∫
R

Q(t, ξ)e−iξxdξ (4.73)

¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ àðãóìåíòó t ∈ (0, T ].

Ëåìà 4.14. Ôóíêöiÿ G(t, x) ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ ïàðàìåòðà t iç çíà-

÷åííÿìè â ïðîñòîði Φ, äèôåðåíöiéîâíà ïî t.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

Φ∆t(x) :=
G(t+∆t, x)−G(t, x)

∆t
−→ ∂

∂t
G(t, x), ∆t→ 0,

âèêîíó¹òüñÿ â ðîçóìiííi çáiæíîñòi â ïðîñòîði Φ, òîáòî: 1) ∀m ∈ Z+ Dm
x Φ∆t ⇒

Dm
x

(
∂
∂tG(t, ·)

)
, ∆t→ 0, íà êîæíîìó âiäðiçêó [a, b] ⊂ R; 2) ∀p ∈ Z+ ∃c(p) > 0 :

∥Φ∆t∥p ≤ cp, äå ñòàëà cp íå çàëåæèòü âiä ∆t.

Ôóíêöiÿ G äèôåðåíöiéîâíà ïî t ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi, òîìó Φ∆t(x) =

G′(t+ θ∆t, x), 0 < θ < 1. Îòæå,

Dm
x Φ∆t(x) = −(2π)−1

∫
R

(−iξ)mf(a(ξ))Q(t+ θ∆t, ξ)e−ixξdξ, m ∈ Z+,
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Dm
x

( ∂
∂t
G(t, x)

)
= −(2π)−1

∫
R

(−iξ)mf(a(ξ))Q(t, ξ)e−ixξdξ, m ∈ Z+.

Ââàæà¹ìî, ùî∆t íàñòiëüêè ìàëà çà ìîäóëåì âåëè÷èíà, ùî t/2 < t+θ∆t < T

äëÿ äîâiëüíî ôiêñîâàíîãî t ∈ (0, T ). Òîäi∣∣∣Dm
x

(
Φ∆t(x)−

∂

∂t
G(t, x)

)∣∣∣ ≤ (2π)−1

∫
R

|ξ|m|f(a(ξ))|e−t̃f(a(ξ))|Q2(ξ)|dξθ|∆t| ≤

≤ ct,m · |∆t|, t̃ > 0

(çáiæíiñòü îñòàííüîãî iíòåãðàëà âèïëèâà¹ ç óìîâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ôóíêöi¨

f òà a). ßêùî t = T , òî ðîçãëÿäàþòüñÿ âiäïîâiäíi îäíîñòîðîííi ïîõiäíi ó öié

òî÷öi. Çâiäñè âæå äiñòà¹ìî, ùî

Dm
x Φ∆t → Dm

x

( ∂
∂t
G(t, ·)

)
, ∆t→ 0,m ∈ Z+,

ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ [a, b] ⊂ R, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Äîâåäåìî, ùî óìîâà 2) òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ. Äëÿ öüîãî, ïåðåäóñiì, çäiéñíèìî

îöiíêè ïîõiäíèõ (ïî x) ôóíêöi¨ Φ∆t(x). ßêùî x ̸= 0, ξ ̸= 0, òî iíòåãðóþ÷è

s = 1 + [γ] +m ðàçiâ ÷àñòèíàìè çíàéäåìî, ùî

|Dm
x Φ∆t(x)| ≤

c

|x|s
∣∣∣ ∫
R

Dm
ξ (ξ

mf(a(x))Q(t+ θ∆t, ξ))e−ixξdξ
∣∣∣

(îá ðóíòóâàííÿ òîãî, ùî ïîçàiíòåãðàëüíi äîäàíêè äîðiâíþþòü íóëåâi çäiéñ-

íþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå áóëî çðîáëåíî ïðè äîâåäåíi ëåìè 4.13). Îòæå,

|Dm
x Φ∆t(x)| ≤

c

|x|s

∫
R

|Ds
ξ(ξ

mf(a(x)))Q(t+ θ∆t, ξ)|dξ ≤

≤ c

|x|s
s∑

k=0

Ck
s

∫
R

|Dk
ξ (ξ

mf(a(ξ)))||Ds−k
ξ Q(t+ θ∆t, ξ)|dξ ≤

≤ c

|x|s
s∑

k=0

Ck
s β̃s−k

∫
R

|ξ|ωs−k−(s−k)e−d
′
0t|ξ|γ |Dk

ξ (ξ
mf(a(ξ)))|dξ
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(òóò ìè ñêîðèñòàëèñÿ îöiíêàìè ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ Q(t, ξ), íàâåäåíèìè â íàñëiä-

êó 4.5). Êðiì òîãî,

|Dk
ξ (ξ

mf(a(ξ)))| ≤ |ξmDk
ξf(a(ξ))|+mk|ξm−1Dk−1

ξ f(a(ξ))|+

+
1

2!
m(m− 1)k(k − 1)|ξm−2Dk−2

ξ f(a(ξ))|+ · · ·+

+m(m− 1) . . . (m− (k − 1))|ξm−kf(a(ξ))|, k ≤ m.

ßêùî |ξ| < 1, ξ ̸= 0, òî iç îöiíîê ôóíêöi¨ f(a(ξ)) òà ¨¨ ïîõiäíèõ âèïëèâà¹,

ùî

|Dk−j
ξ f(a(ξ))| ≤ ck−j|ξ|γ−(k−j), 0 ≤ j ≤ k;

ÿêùî |ξ| ≥ 1, òî (äèâ. ï.ï. 4.4.1)

|Dk−j
ξ f(a(ξ))| ≤ c̃k−j|ξ|ωk−j−(k−j)+1 ≡ c̃k−j|ξ|(k−j)(γ−1)+1.

ßêùî s = 1 + [γ] + m, òî â îêîëi òî÷êè ξ = 0 ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ó

êîæíîìó äîäàíêó âèãëÿäó∫
R

e−d
′
0t|ξ|γ |ξ|ωs−k−(s−k)|ξ|m−j|Dk−j

ξ f(a(ξ))|dξ, 0 ≤ j ≤ k, 0 ≤ k ≤ s,

åêâiâàëåíòíà ôóíêöi¨ |ξ|−(1+[γ]−γ) = |ξ|−(1−{γ}), äå 0 < 1 − {γ} < 1, òîáòî âñi

òàêi íåâëàñíi iíòåãðàëè ç îñîáëèâîþ òî÷êîþ ξ = 0 ¹ çáiæíèìè. Çáiæíiñòü öèõ

iíòåãðàëiâ íà íåñêií÷åííîñòi çàáåçïå÷ó¹òüñÿ òèì, ùî ôóíêöiÿ f(a) ðàçîì ç óñiìà

ñâî¨ìè ïîõiäíèìè íà íåñêií÷åííîñòi çðîñòà¹ íå øâèäøå çà ñòåïåíåâó ôóíêöiþ.

Îòæå, ÿêùî |x| ≥ 1, òî ç íàâåäåíèõ âèùå îöiíîê âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

|Dm
x Φ∆t(x)| ≤ cm|x|−(1+[γ]+m), m ∈ Z+, äå ñòàëi cm > 0 íå çàëåæàòü âiä ∆t

òà x. Òîäi
p∑

m=0

M(x)ω0+m|Dm
x Φ∆t(x)| ≤ cp, cp =

p∑
m=0

2γ0+mcm,

äå p ∈ Z+ � ôiêñîâàíå ÷èñëî. ßêùî æ |x| ≤ 1, òî |Dm
x Φ∆t(x)| ≤ c̃m, äå ñòàëi

c̃m > 0 òàêîæ íå çàëåæàòü âiä ∆t òà x. Îòæå, äëÿ x: |x| < 1 ïðàâèëüíîþ ¹
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îöiíêà
p∑

m=0

M(x)ω0+m|Dm
x Φ∆t(x)| ≤ c̃p, c̃p =

p∑
m=0

2γ0+mc̃m.

Ïiäñóìîâóþ÷è, äiñòà¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíî ôiêñîâàíîãî p ∈ Z+ ñïðàâäæó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

sup
x∈R

{ p∑
m=0

M(x)ω0+m|Dm
x Φ∆t(x)|

}
≤ c′p,

äå c′p > 0 íå çàëåæèòü âiä ∆t, òîáòî ∀p ∈ Z+ ∃c′p > 0 : ∥Φ∆t∥p ≤ c′p.

Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 4.6. Ïðàâèëüíîþ ¹ ôîðìóëà

∂

∂t
(g ∗G(t, ·)) = g ∗ ∂

∂t
G(t, ·), ∀g ∈ Φ′, t ∈ (0, T ].

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì çãîðòêè óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ ç îñíîâíîþ ìà¹-

ìî, ùî

g ∗G(t, ·) = ⟨gξ, T−xǦ(t, ξ)⟩, Ǧ(t, ξ) = G(t,−ξ).

Òîäi
∂

∂t
(g ∗G(t, x)) = lim

∆t→0

1

∆t
[(f ∗G(t+∆t, x))− (f ∗G(t, x))] =

= lim
∆t→0

⟨
fξ,

1

∆t
[T−xǦ(t+∆t, ξ)− T−xǦ(t, ξ)]

⟩
.

Âíàñëiäîê ëåìè 4.14 ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

1

∆t
[T−xǦ(t+∆t, ·)− T−xǦ(t, ·)] −→

∆t→0

∂

∂t
T−xǦ(t, ·)

âèêîíó¹òüñÿ â ñåíñi çáiæíîñòi çà òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó Φ, òîìó, ç óðàõóâàííÿì

íåïåðåðâíîñòi ôóíêöiîíàëó f ìà¹ìî, ùî

∂

∂t
(g ∗G(t, ·)) =

⟨
gξ, lim

∆t→0

1

∆t
[T−xǦ(t+∆t, ξ)− T−xǦ(t, ξ)]

⟩
=

=
⟨
gξ,

∂

∂t
T−xǦ(t, ξ)]

⟩
=
⟨
gξ, T−x

∂

∂t
Ǧ(t, ξ)]

⟩
= g ∗ ∂G(t, x)

∂t
.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
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Ëåìà 4.15. Ó ïðîñòîði Φ′ ñïðàâäæó¹òüñÿ ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

G(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

G(t, ·) = δ (4.74)

(δ � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà).

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàâøèñü âëàñòèâiñòþ íåïåðåðâíîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

òà ôóíêöi¨ G(t, ·) ÿê àáñòðàêòíî¨ ôóíêöi¨ ïàðàìåòðà t iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði

Φ, ñïiââiäíîøåííÿ (4.74) çàìiíèìî åêâiâàëåíòíèì ãðàíè÷íèì ñïiââiäíîøåííÿì

µ lim
t→+0

F [G(t, ·)]−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

F [G(t, ·)] = F [δ] (4.75)

ó ïðîñòîði Ψ′. Óðàõóâàâøè çîáðàæåííÿ (4.73) ôóíêöi¨ G, ïîäàìî (4.75) ó

âèãëÿäi

µ lim
t→+0

Q(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

Q(t, ·) = 1. (4.76)

Äëÿ äîâåäåííÿ (4.76) âiçüìåìî äîâiëüíó ôóíêöiþ φ ∈ Ψ i, ñêîðèñòàâøèñü

òåîðåìîþ ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà Ëåáåãà çíàéäåìî, ùî

µ lim
t→+0

⟨Q(t, ·), φ⟩ −
m∑
k=1

µk lim
t→tk

⟨Q(t, ·), φ⟩ = µ lim
t→+0

∫
R

Q(t, σ)φ(σ)dσ−

−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

∫
R

Q(t, σ)φ(σ)dσ =

∫
R

[
µQ(0, σ)−

m∑
k=1

µkQ(tk, σ)]φ(σ)dσ =

=

∫
R

[ µ

µ−
m∑
k=1

Q1(tk, σ)
−

m∑
k=1

µk
Q1(tk, σ)

µ−
m∑
l=1

µlQ1(tl, σ)

]
φ(σ)dσ =

=

∫
R

µ−
m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)

µ−
m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)
φ(σ)dσ =

∫
R

φ(σ)dσ = ⟨1, φ⟩.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (4.76) âèêîíó¹òüñÿ â ïðîñòîði Ψ′, à, îòæå,

ïðàâèëüíèì ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (4.74). Ëåìà äîâåäåíà.
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Íàñëiäîê 4.7. Íåõàé ω(t, x) = g ∗ G(t, x), g ∈ Φ′
∗, (t, x) ∈ Ω. Òîäi â

ïðîñòîði Φ′ ñïðàâäæó¹òüñÿ ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

ω(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

ω(t, ·) = g. (4.77)

Ôóíêöiÿ G ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.58). Ñïðàâäi,

∂

∂t
G(t, x) =

∂

∂t
F−1[Q(t, σ)] = F−1

[ ∂
∂t
Q(t, σ)

]
.

Ç iíøîãî áîêó, AfG(t, x) = F−1
σ→x[f(σ)Fx→σ[G(t, x)]] = F−1[f(σ)Q(t, σ)] =

−F−1
[
∂
∂tQ(t, σ)

]
, çâiäêè é âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ G çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

(4.58).

Ç íàñëiäêó 4.7 âèïëèâà¹, ùî äëÿ ðiâíÿííÿ (4.58) m-òî÷êîâó çà ÷àñîì çàäà÷ó

ìîæíà ñòàâèòè òàê: çíàéòè ðîçâ'ÿçîê u ∈ C1((0, T ],Φ) ðiâíÿííÿ (4.58), ÿêèé

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = g, g ∈ Φ′
∗, (4.78)

äå ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ (4.77) ðîçãëÿäà¹òüñÿ â ïðîñòîði Φ′ (îáìåæåííÿ íà

ïàðàìåòðè µ, µ1, . . . , µm, t1, . . . , tm òàêi æ, ÿê i ó âèïàäêó çàäà÷i (4.58), (4.59)).

Íàäàëi ôóíêöiþ G(t, x), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (4.58) òà óìîâó (4.74)

íàçèâàòèìåìî ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i

(4.58), (4.78).

Òåîðåìà 4.8. Çàäà÷à (4.58), (4.78) êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíà, òîáòî ðîçâ'ÿçîê

u(t, x) ðiâíÿííÿ (4.58) iñíó¹, u(t, ·) ∈ C1((0, T ],Φ), ãðàíè÷íó óìîâó (4.78)

u(t, ·) çàäîâîëüíÿ¹ â ïðîñòîði Φ′, íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨

g ∈ Φ′
∗.

Ðîçâ'ÿçîê äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ u(t, x) = g ∗ G(t, x), (t, x) ∈ Ω, äå G � ôóí-

äàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ ðiâ-

íÿííÿ (4.58).
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Äîâåäåííÿ. Ïåðåäóñiì ïåðåêîíà¹ìîñÿ â òîìó, ùî ôóíêöiÿ u(t, x) ¹ ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ (4.58). Ñïðàâäi (äèâ. íàñëiäîê 4.6),

∂u(t, x)

∂t
=

∂

∂t
(g ∗G(t, x)) = g ∗ ∂G(t, x)

∂t
,

Afu(t, x) = F−1[f(σ)F [g ∗G(t, x)](σ)](x).

Îñêiëüêè g � çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði Φ, òî

F [g ∗G(t, x)](σ) = F [g](σ)F [G(t, x)](σ) = F [g](σ) ·Q(t, σ).

Îòæå,

Afu(t, x) = F−1[f(σ)Q(t, σ)F [g](σ)](x) = −F−1
[ ∂
∂t
Q(t, σ)F [g](σ)

]
=

= −F−1
[
F
[ ∂
∂t
G
]
· F [g]

]
= −F−1

[
F
[
g ∗ ∂G

∂t

]]
= −g ∗ ∂G(t, x)

∂t
.

Çâiäñè äiñòà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ u(t, x), (t, x) ∈ Ω, çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (4.58).

Ç íàñëiäêó 4.7 âèïëèâà¹, ùî u çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (4.78) ó âêàçàíîìó ñåíñi.

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî u íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä ôóíêöi¨ g ∈ Φ′
∗, îñêiëüêè

îïåðàöiÿ çãîðòêè âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ íåïåðåðâíîñòi.

Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî çàäà÷à (4.58), (4.78) ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi

∂v

∂t
− A∗

fv = 0, (t, x) ∈ [0, t0)× R ≡ Ω′, 0 ≤ t < t0 ≤ T, (4.79)

v(t, ·)|t=t0 = ψ, ψ ∈ Φ′
∗, (4.80)

äå A∗
f � çâóæåííÿ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà äî îïåðàòîðà Af íà ïðîñòið Φ ⊂ Φ′.

Óìîâó (4.80) ðîçóìi¹ìî â ñëàáêîìó ñåíñi. Â öüîìó âèïàäêó A∗
f = Af , çàäà÷à

Êîøi (4.79), (4.80) ¹ ðîçâ'ÿçíîþ; ïðè öüîìó v(t, ·) ∈ Φ ïðè êîæíîìó t ∈ [0, t0).

Íåõàé Qt
t0
: Φ′

∗ → Φ � îïåðàòîð, ÿêèé çiñòàâëÿ¹ ôóíêöiîíàëó ψ ∈ Φ′
∗

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.79), (4.80). Îïåðàòîð Qt
t0
¹ ëiíiéíèì i íåïåðåðâíèì, âií

âèçíà÷åíèé äëÿ äîâiëüíèõ t i t0 òàêèõ, ùî 0 ≤ t < t0 ≤ T ; ïðè öüîìó

dQt
t0
ψ

dt
− A∗

fQ
t
t0
ψ = 0, lim

t→t0
Qt
t0
ψ = ψ
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(ãðàíèöÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ â ïðîñòîði Φ′).

Íàäàëi ðîçâ'ÿçîê u(t, x) çàäà÷i (4.58), (4.80) ðîçóìiòèìåìî ÿê ðåãóëÿðíèé

ôóíêöiîíàë ç ïðîñòîðó Φ′
∗ ⊃ Φ. Äîâåäåìî, ùî çàäà÷à (4.58), (4.80) ìà¹ ¹äè-

íèé ðîçâ'ÿçîê â ïðîñòîði Φ′
∗. Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ (4.58) ïðè íóëüîâié ãðàíè÷íié ôóíêöi¨ ìîæå áóòè ëèøå ôóíêöiîíàë

u(t, x) ≡ 0. Çàñòîñó¹ìî ôóíêöiîíàë u(t, x) äî ôóíêöi¨ Qt
t0
ψ ∈ Φ ⊂ Φ′

∗, äå ψ � äî-

âiëüíî ôiêñîâàíèé åëåìåíò ïðîñòîðó Φ ⊂ Φ′
∗, 0 < t < t0 ≤ T . Äèôåðåíöiþþ÷è

ïî t i âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (4.58) çíàéäåìî, ùî

∂

∂t
⟨u(t, ·), Qt

t0
ψ⟩ =

⟨∂u
∂t
,Qt

t0
ψ
⟩
+
⟨
u,
∂

∂t
Qt
t0
ψ
⟩
=

= −⟨Afu,Q
t
t0
ψ⟩+ ⟨u,A∗

fQ
t
t0
ψ⟩ = −⟨Afu,Q

t
t0
ψ⟩+ ⟨Afu,Q

t
t0
ψ⟩ = 0.

Îòæå, ⟨u(t, ·), Qt
t0
ψ⟩ ¹ ñòàëîþ âåëè÷èíîþ. Iç âëàñòèâîñòåé àáñòðàêòíèõ ôóíêöié

âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t→t0

⟨u(t, ·), Qt
t0
ψ⟩ = ⟨u(t0, ·), ψ⟩ = const = c

ó äîâiëüíié òî÷öi t0 ∈ (0, T ]. ßêùî â (4.78) g = 0, òî

µ lim
t→+0

⟨u(t, ·), ψ⟩ −
m∑
k=1

µk lim
t→tk

⟨u(t, ·), ψ⟩ = c
(
µ−

m∑
k=1

µk

)
= 0,

òîáòî c = 0. Îòæå, ⟨u(t0, ·), ψ⟩ = 0 äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà ψ ∈ Φ ⊂ Φ′
∗, òîáòî

u(t0, ·) � íóëüîâèé ôóíêöiîíàë ó ïðîñòîði Φ′
∗. Îñêiëüêè t0 ∈ (0, T ] i t0 âèáðàíå

äîâiëüíèì ÷èíîì, òî u(t, ·) ≡ 0 äëÿ âñiõ t ∈ (0, T ]. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàçíà÷èìî, ùî íàâåäåíi ðåçóëüòàòè ¹ ïðàâèëüíèìè i ó âèïàäêó äåêiëüêîõ

ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ.
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4.5. Íåëîêàëüíà áàãàòîòî÷êîâà çà ÷àñîì çàäà÷à äëÿ åâîëþöiéíèõ

ðiâíÿíü ç ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèìè îïåðàòîðàìè â ïðîñòîðàõ

ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

4.5.1. Ïðîñòîðè îñíîâíèõ òà óçàãàëüíåíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

Ïðè äîñëiäæåííi áàãàòüîõ çàäà÷ àíàëiçó òà ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè âèíèêàþòü

ðiçíi êëàñè óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié (ðîçïîäiëiâ, óëüòðàðîçïîäiëiâ, ãiïåðôóíê-

öié, òîùî). ßêùî ðîçãëÿäàòè ïåðiîäè÷íi óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨, òî, ÿê äîâåäå-

íî â [224], âñi öi êëàñè âêëàäàþòüñÿ ó ïðîñòîði ôîðìàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷-

íèõ ðÿäiâ i ïîâíiñòþ õàðàêòåðèçóþòüñÿ ïîâåäiíêîþ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ñâî¨õ

åëåìåíòiâ. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ äîâiëüíi òðèãîíîìåòðè÷íi ðÿäè,

ÿêi îòîòîæíþþòüñÿ iç óçàãàëüíåíèìè 2π-ïåðiîäè÷íèìè ôóíêöiÿìè ÿê ëiíié-

íèìè íåïåðåðâíèìè ôóíêöiîíàëàìè, çàäàíèìè íà ïðîñòîði òðèãîíîìåòðè÷-

íèõ ïîëiíîìiâ. Äåòàëüíà òåîðiÿ óçàãàëüíåíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié íàâåäåíà

â [224�226]. Òóò ìè îáìåæó¹ìîñÿ òèì âèïàäêîì, êîëè îñíîâíi ôóíêöi¨ âèçíà-

÷åíi íà R.

Ïðîñòîðè T òà T ′

Ïðîñòið T . ×åðåç T ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

P (x) =
s∑

k=−s

ck,pe
ikx, x ∈ R, s ∈ Z+,

íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë (òîáòî, ck,p ∈ C). Çðîçóìiëî, ùî âiäíîñíî çâè-

÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ ïîëiíîìiâ òà ìíîæåííÿ ¨õ íà ÷èñëà T ¹ ëiíiéíèì

ïðîñòîðîì.

Íåõàé Tm, m ∈ Z+, � ñóêóïíiñòü óñiõ ïîëiíîìiâ ç T , ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâè-

ùó¹m. Òîäi T =
∪
m

Tm. Çáiæíiñòü ó ïðîñòîði T âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: ïîñëiäîâíiñòü

{Pn, n ∈ N} ⊂ T çáiãà¹òüñÿ â T äî ïîëiíîìà P , ÿêùî, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî

íîìåðà, âñi Pn íàëåæàòü äî îäíîãî é òîãî æ ïðîñòîðó Tm (ç äåÿêèì m), P ∈ Tm
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i ck,pn → ck,p ïðè n→ ∞ äëÿ êîæíîãî k: 0 ≤ |k| ≤ m. Òàê âèçíà÷åíà çáiæíiñòü

� öå çáiæíiñòü â T ÿê iíäóêòèâíî¨ ãðàíèöi ïðîñòîðiâ Tm: T = lim
m→∞

indTm.

Ó T ïðèðîäíèì ÷èíîì ââîäÿòüñÿ îïåðàöi¨ äèôåðåíöiþâàííÿ, ìíîæåííÿ ïîëi-

íîìiâ òà çãîðòêè

(P ∗Q)(x) = 1

2π

2π∫
0

P (t)Q(x− t)dt, {P,Q} ⊂ T,

ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè â T .

Ïðîñòið T ′. Ñèìâîëîì T ′ ïîçíà÷èìî ïðîñòið âñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ

ôóíêöiîíàëiâ íà T çi ñëàáêîþ çáiæíiñòþ. Åëåìåíòè ïðîñòîðó T ′ íàçâåìî 2π-

ïåðiîäè÷íèìè óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè.

Îïåðàöiÿ äèôåðåíöiþâàííÿ â ïðîñòîði T ′ âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîð-

ìóëè

⟨f (k), P ⟩ = (−1)k⟨f, P (k)⟩, f ∈ T ′, P ∈ T, k ∈ N.

Âîíà ¹ íåïåðåðâíîþ â T ′, îñêiëüêè íåïåðåðâíîþ ¹ òàêà æ îïåðàöiÿ â ïðîñòîði

T . Îòæå, êîæíèé åëåìåíò ç T ′ ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèì â T ′.

Îïåðàöiÿ çãîðòêè äâîõ óçàãàëüíåíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié {f, g} ⊂ T ′

âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

⟨f ∗ g, P ⟩ = ⟨f(x), ⟨g(y), P (x+ y)⟩⟩, ∀P ∈ T.

Âîíà ìà¹ çìiñò, áî

⟨g(y), P (x+ y)⟩ =
⟨
g(y),

s∑
k=−s

ck,pe
ik(x+y)

⟩
=

s∑
k=−s

ck,p⟨g, eiky⟩eikx ∈ T.

Çãîðòêà f ∗ g ¹ íåïåðåðâíîþ â T ′ ó òîìó ðîçóìiííi, ùî êîëè fn
T ′
−→ f , n→ ∞,

òî fn ∗ g
T ′
−→ f ∗ g, n → ∞, ∀g ∈ T ′. Öåé ôàêò âèïëèâà¹ ç ñàìîãî îçíà÷åííÿ

çãîðòêè. Êðiì òîãî, ïðàâèëüíîþ ¹ ôîðìóëà [224]:

(f ∗ g)(k) = f (k) ∗ g = f ∗ g(k), k ∈ N.
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Ïðîñòið T íåïåðåðâíî âêëàäà¹òüñÿ â T ′ ó òîìó ñåíñi, ùî ÿêùî Q ∈ T , òî

åëåìåíò fQ ∈ T ′, ÿêèé âiäïîâiäà¹ Q, âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

⟨fQ, P ⟩ =
1

2π

2π∫
0

Q(x)P (x)dx, ∀P ∈ T.

Àíàëîãi÷íèì ñïîñîáîì íåïåðåðâíî âêëàäà¹òüñÿ â T ′ òàêîæ ïðîñòið C[0, 2π]

íåïåðåðâíèõ i 2π-ïåðiîäè÷íèõ íà R ôóíêöié ç òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi

i ïðîñòið L1[0, 2π] âñiõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ i iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì íà [0, 2π] ôóíê-

öié. Ïðè öüîìó, ÿêùî ôóíêöiÿ f íàëåæèòü äî ïðîñòîðó L1[0, 2π] i ¹ àáñîëþòíî

íåïåðåðâíîþ, òî ¨¨ óçàãàëüíåíà ïîõiäíà çáiãà¹òüñÿ çi çâè÷àéíîþ. Àíàëîãi÷íî,

äëÿ äîâiëüíèõ {f, g} ⊂ L1[0, 2π] çãîðòêà f ∗ g â T ′ çáiãà¹òüñÿ çi çâè÷àéíîþ

çãîðòêîþ.

4.5.2. Ôîðìàëüíi ðÿäè Ôóð'¹

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó s âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë c := {ck, k ∈

Z}. Äâi òàêi ïîñëiäîâíîñòi ââàæàþòüñÿ ðiâíèìè, ÿêùî ¨õíi åëåìåíòè ç îäíà-

êîâèìè íîìåðàìè çáiãàþòüñÿ. s óòâîðþ¹ ëiíiéíèé ïðîñòið âiäíîñíî îïåðàöié

çâè÷àéíîãî äîäàâàííÿ ïîñëiäîâíîñòåé òà ìíîæåííÿ ¨õ íà ÷èñëî. Çáiæíiñòü â

s âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: ïîñëiäîâíiñòü {cn, n ∈ N} = {c(1)k , . . . , c
(n)
k , . . . ; k ∈ Z} çái-

ãà¹òüñÿ â s äî c = {ck, k ∈ Z} ïðè n → ∞, ÿêùî c(n)k → ck ïðè n → ∞ äëÿ

êîæíîãî k ∈ Z.

Êîæíîìó åëåìåíòó f ∈ T ′ çiñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ïîñëiäîâíiñòü

cf := {ck(f) = ⟨f, e−ikx⟩, k ∈ Z} ∈ s.

Âiäîáðàæåííÿ

F : T ′ ∋ f → {ck(f), k ∈ Z} ∈ s

¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì i âçà¹ìíî íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì T ′ íà s [224].

Âêàçàíà ái¹êöiÿ ïåðåâîäèòü T ó ñóêóïíiñòü âñiõ ôiíiòíèõ ç îáîõ áîêiâ ïîñëi-
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äîâíîñòåé. Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî îïåðàöiÿ äèôåðåíöiþâàííÿ ïiä äi¹þ âiäîáðà-

æåííÿ F ïåðåõîäèòü ó îïåðàöiþ ìíîæåííÿ íà ik:

ck(f
′) = ⟨f ′, e−ikx⟩ = ik⟨f, e−ikx⟩ = ikck(f), ∀f ∈ T ′,

à çãîðòêà � â ïîêîîðäèíàòíå ìíîæåííÿ:

ck(f ∗ g) = ⟨f ∗ g, e−ikx⟩ = ⟨f, ⟨g(t), e−ik(x+t)⟩⟩ =

= ⟨f, ⟨g(t), e−ikt⟩e−ikx⟩ = ck(f) · ck(g), ∀{f, g} ⊂ T ′.

Çâiäñè âèïëèâà¹ êîìóòàòèâíiñòü òà àñîöiàòèâíiñòü çãîðòêè â T ′. Îòæå, T ′ �

êiëüöå (âiäíîñíî çãîðòêè) ç îäèíèöåþ, ðîëü ÿêî¨ âèêîíó¹ δ-ôóíêöiÿ Äiðàêà.

Ðÿäîì Ôóð'¹ óçàãàëüíåíî¨ 2π-ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ f ∈ T ′ íàçèâà¹òüñÿ ðÿä
∞∑

k=−∞

ck(f)e
ikx, äå ck(f) = ⟨f, e−ikx⟩, k ∈ Z, � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f . Äëÿ

äîâiëüíî¨ óçàãàëüíåíî¨ 2π-ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ f ¨¨ ðÿä Ôóð'¹ çáiãà¹òüñÿ äî f

ó ïðîñòîði T ′ [224]. Íàâïàêè, ïîñëiäîâíiñòü ÷àñòèííèõ ñóì äîâiëüíîãî òðèãî-

íîìåòðè÷íîãî ðÿäó
+∞∑

k=−∞

cke
ikx çáiãà¹òüñÿ â T ′ äî äåÿêîãî åëåìåíòà f ∈ T ′ i

öåé ðÿä ¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äëÿ f [224] (çâiäñè âèïëèâà¹ òàêîæ, ùî T ëåæèòü ùiëü-

íî â T ′). Îòæå, áóäü-ÿêó óçàãàëüíåíó 2π-ïåðiîäè÷íó ôóíêöiþ f ∈ T ′ ìîæíà

îòîòîæíþâàòè ç ¨¨ ðÿäîì Ôóð'¹, òîáòî T ′ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ïðîñòið ôîð-

ìàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ âèãëÿäó
+∞∑

k=−∞

cke
ikx (áåç æîäíèõ îáìåæåíü

íà ÷èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü {ck, k ∈ Z}).

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {mk, k ∈ Z+}, m0 = 1, äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêà âî-

ëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè [224]

1) ∀k ∈ Z+: mk ≤ mk+1;

2) ∀α > 0 ∃cα > 0 ∀k ∈ Z+: mk ≥ cα · αk;

3) ∃M > 0 ∃h > 0 ∀k ∈ Z+: mk+1 ≤Mhkmk;

4) ∃A > 0 ∃L > 0 ∀{k, l} ⊂ Z+: mk ·ml ≤ ALk+lmk+l;

5) ∃B > 0 ∃s > 0 ∀k ∈ Z+: mk ≤ Bsk min
0≤l≤k

mk−l ·ml.
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Ïðèêëàäàìè òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé ¹ ïîñëiäîâíîñòi Æåâðå âèãëÿäó: mk =

(k!)β, mk = kkβ, β > 0.

Ââåäåìî òåïåð äåÿêi êëàñè íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíê-

öié. Ñèìâîëîì H⟨mk⟩ ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü âñiõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ i íåñêií÷åííî

äèôåðåíöiéîâíèõ íà R ôóíêöié φ, ÿêi âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ: iñíóþòü ñòàëi c,

B > 0 (çàëåæíi âiä ôóíêöié φ) òàêi, ùî

|φ(k)(x)| ≤ cBkmk, k ∈ Z+, x ∈ R. (4.81)

Åëåìåíòè ïðîñòîðó H⟨mk⟩ íàçèâàþòüñÿ óëüòðàäèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿ-

ìè êëàñó {mk}. Ìíîæèíà ôóíêöié φ ∈ H⟨mk⟩, äëÿ ÿêèõ îöiíêè (4.81) âèêîíó-

þòüñÿ ç ôiêñîâàíîþ ñòàëîþ B > 0, óòâîðþ¹ áàíàõiâ ïðîñòið HB⟨mk⟩ âiäíîñíî

íîðìè

∥φ∥B = sup
x∈[0,2π]
k∈Z+

|φ(k)(x)|
Bkmk

.

Ïðè öüîìó HB1
⟨mk⟩ ⊂ HB2

⟨mk⟩, ÿêùî B1 < B2 i H⟨mk⟩ =
∪
B>0

HB⟨mk⟩. Îòæå,

â H⟨mk⟩ ïðèðîäíî ââåñòè òîïîëîãiþ iíäóêòèâíî¨ ãðàíèöi áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ

HB⟨mk⟩: H⟨mk⟩ = lim
B→∞

indHB⟨mk⟩. Ïðè öüîìó H⟨mk⟩ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ïîâ-

íèé ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið. Âíàñëiäîê âëàñòèâîñòåé 3) � 5) ïîñëiäîâíîñòi

{mk, k ∈ Z+} öåé ïðîñòið iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàöié äèôåðåíöiþâàííÿ,

ìíîæåííÿ òà çãîðòêè, ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè â H⟨mk⟩. Âiäíîñíî îïåðàöié ìíî-

æåííÿ òà çãîðòêè öåé ïðîñòið óòâîðþ¹ òàêîæ òîïîëîãi÷íi àëãåáðè [226]. ßê-

ùî ïîñëiäîâíiñòü {mk, k ∈ Z+} çáiãà¹òüñÿ ç îäíi¹þ iç ïîñëiäîâíîñòåé Æåâðå,

òî H⟨mk⟩ = G{β}, äå G{β} � ïðîñòið óëüòðàäèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié êëàñó

Æåâðå ïîðÿäêó β > 0. Ïðîñòið H⟨k!⟩ = H⟨kk⟩ = G{1} ñêëàäàþòü àíàëiòè÷íi

2π-ïåðiîäè÷íi ôóíêöi¨ [226].

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ H⟨mk⟩ ãðàíè÷íå ñïiââiä-

íîøåííÿ
φ(x+∆x)− φ(x)

∆x
→ φ′(x), ∆x→ 0, (4.82)
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ñïðàâäæó¹òüñÿ â ñåíñi çáiæíîñòi çà òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó H⟨mk⟩ [226].

Ñèìâîëîì H ′⟨mk⟩ ïîçíà÷àòèìåìî ïðîñòið âñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíê-

öiîíàëiâ íà H⟨mk⟩ çi ñëàáêîþ çáiæíiñòþ. Âiäîìî [226], ùî H ′⟨mk⟩ çáiãà¹òüñÿ ç

ïðîåêòèâíîþ ãðàíèöåþ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâH ′
B⟨mk⟩:H ′⟨mk⟩ = lim

B→∞
prH ′

B⟨mk⟩.

Åëåìåíòè ïðîñòîðó H ′⟨mk⟩ íàçèâàþòüñÿ óëüòðàðîçïîäiëàìè êëàñó {mk}. Åëå-

ìåíòè ç H ′⟨k!⟩ íàçèâàþòüñÿ ãiïåðôóíêöiÿìè àáî àíàëiòè÷íèìè ïåðiîäè÷íèìè

ôóíêöiîíàëàìè.

Ïîêëàäåìî ρ(λ) = sup
k∈Z+

λk

mk
, λ ∈ [1,+∞). Iç âëàñòèâîñòåé ïîñëiäîâíîñòi

{mk, k ∈ Z+} âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ ρ íåïåðåðâíà, ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà

[1.+∞) (øâèäøå, íiæ λk, ∀k ∈ N), ρ(λ) ≥ 1, ∀λ ∈ [1,+∞). Íåõàé

H{α} =
{
f ∈ T ′

∣∣∣ ∞∑
k=−∞

|ck(f)|2ρ2
(|k|
α

)
<∞, ck(f) = ⟨f, e−ikx⟩

}
, α > 0.

H{α} � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(f, g)H{α} =
∞∑

k=−∞

ck(f)ck(g)ρ
2
( |k|
α

)
, {f, g} ⊂ H{α}.

ßêùî α1 > α2, òî H{α1} ⊃ H{α2} i öå âêëàäåííÿ ¹ íåïåðåðâíèì âíàñëiäîê

ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ ρ. Ïîêëàäåìî H{mk} =
∪
α>0

H{α}. Â H{mk} ïðèðîäíî

ââåñòè òîïîëîãiþ iíäóêòèâíî¨ ãðàíèöi: H{mk} = lim
α→0

indH{α}. Ó [226] äîâå-

äåíî, ùî ïðîñòîðè H⟨mk⟩ òà H{mk} çáiãàþòüñÿ íå ëèøå ÿê ìíîæèíè, àëå i

òîïîëîãi÷íî.

Ç òî÷êè çîðó ïîâåäiíêè êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ¨õíiõ åëåìåíòiâ ïðîñòîðè H⟨mk⟩

òà H ′⟨mk⟩ îïèñóþòüñÿ òàê [226]:

(f ∈ H⟨mk⟩) ⇔ (∃µ > 0∃c > 0 ∀k ∈ Z : |ck(f)| ≤ cρ−1(µ|k|)); (A)

(f ∈ H ′⟨mk⟩) ⇔ (∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0∀k ∈ Z : |ck(f)| ≤ cρ(µ|k|)). (B)

ßêùî mk = kkβ, β > 0, òî ρ(λ) ∼ exp{λ1/β}, λ > 0, òîáòî â öüîìó âèïàäêó

äëÿ f ∈ T ′ ïðàâèëüíèìè ¹ òàêi ñïiââiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi:

(f ∈ G{β}) ⇔ (∃µ > 0 ∃c > 0∀k ∈ Z : |ck(f)| ≤ c exp{−µ|k|1/β});
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(f ∈ G′
{β}) ⇔ (∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0∀k ∈ Z : |ck(f)| ≤ c exp{µ|k|1/β}).

Çàóâàæèìî, ùî ïîñëiäîâíîñòi {mk, k ∈ Z+}, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 1) �

5), ìîæíà áóäóâàòè, ÿê äîâåäåíî â [224], çà äîïîìîãîþ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

G: [0,∞) → (0,∞)), êîòði âîëîäiþòü íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

1′) G(λ) ≥ 1, λ ∈ [0,∞); lim
λ→∞

G(λ) = +∞;

2′) ôóíêöiÿ G íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà i ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à íà [0,∞);

3′) ∃c > 0 ∃α0 > 0 ∀λ ∈ (0,∞); λ−1G(λ) ≥ cG(α0λ);

4′) ôóíêöiÿ λG′(λ)G−1(λ) ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà [0,∞); ïðè öüîìó mk =

sup
λ≥1

(λk/G(λ)) (äèâ. [224]). ßê äîâåäåíî â [224], ïðàâèëüíèìè ¹ íåðiâíîñòi

ρ(λ) = sup
k

λk

mk
≤ G(λ) ≤ λ sup

k

λk

mk
= λρ(λ).

Ïðèêëàäîì ôóíêöi¨ G, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1′) � 4′), ìîæå ñëóæèòè ôóíê-

öiÿ exp(λ1/β), λ ∈ [0,∞), äå β > 0 � ôiêñîâàíèé ïàðàìåòð. Áåçïîñåðåäíüî ïåðå-

êîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü {mk, k ∈ Z+}, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè 1) � 5), ìà¹ âèãëÿä mk = (βe)kβkkβ, k ∈ Z+.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {mk, k ∈ Z+} çàäîâîëüíÿ¹ ùå îäíó óìîâó: 6)

lim
k→∞

k
√
mk

k
= 0. Óìîâà 6) åêâiâàëåíòíà óìîâi (äèâ. [9])

lim
λ→+∞

ln ρ(λ)

λ
= +∞,

òîáòî

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 ∀λ : λ ≥ max{1, δ} ⇒ ρ(λ) > eελ. (4.83)

Ïîêëàäåìî ρk := inf
λ≥1

ρ(λ)

λk
, k ∈ Z+. Òîäi

ρ(λ)

λk+1
=

1

λ

ρ(λ)

λk
≤ ρ(λ)

λk
, λ ≥ 1.

Çâiäñè äiñòà¹ìî, ùî ρk+1 ≤ ρk, ∀k ∈ Z+, òîáòî ïîñëiäîâíiñòü {ρk} ¹ ìîíîòîííî

ñïàäíîþ. Êðiì òîãî, iç ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ â [227] âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâ-

íiñòü {ρk} ¹ òàêîþ, ùî lim
k→∞

k
√
ρk = 0,

∃ω > 1 ∀k ≥ 1 : ρk−1/ρk ≤ ω.
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Íàïðèêëàä, ÿêùî mk = kkβ, 0 < β < 1, òî ρ(λ) ∼ exp(λ1/β) i â öüîìó

âèïàäêó ρk = (kβ)−kβekβ. Î÷åâèäíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {ρk} ìîíîòîííî ñïàäíà,
k
√
ρk → 0 ïðè k → ∞.

Iç âëàñòèâîñòåé ïîñëiäîâíîñòi {ρk} âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ ln ρ � îïóêëà íà

[1,+∞) (äèâ. [52]), òîáòî

∀{x1, x2} ⊆ [1,+∞) : ln ρ(x1) + ln ρ(x2) ≤ ln ρ(x1 + x2) (4.84)

((4.84) âiäïîâiäà¹ îçíà÷åííþ îïóêëî¨ ôóíêöi¨ f ç [189]):

f(x1) + f(x2) ≤ f(x1 + x2), x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

4.5.3. Äåÿêi êëàñè àíàëiòè÷íèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, à ñàìå mk = k!ρk, k ∈ Z+

(öÿ ïîñëiäîâíiñòü çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1) � 6)). Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî åëåìåíòàìè âiä-

ïîâiäíîãî êëàñó H⟨k!ρk⟩ ¹ àíàëiòè÷íi (öiëi) ïåðiîäè÷íi ôóíêöi¨, ÿêi, ÿê ôóíêöi¨

êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, çàäîâîëüíÿþòü ïåâíó óìîâó. Òî÷íiøå, ïðàâèëüíèì ¹ íà-

ñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.9. Íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà 2π-ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ φ íà-

ëåæèòü äî êëàñó H⟨k!ρk⟩ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíà àíàëiòè÷íî ïðîäîâ-

æó¹òüñÿ â êîìïëåêñíó ïëîùèíó äî öiëî¨ ôóíêöi¨ φ(z), z ∈ C, i öå ïðîäîâ-

æåííÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó: iñíóþòü ñòàëi c, b > 0 (çàëåæíi, ìîæëèâî, ëèøå

âiä φ) òàêi, ùî

|φ(x+ iy)| ≤ cρ̃(by), ∀{x, y} ⊂ R, (4.85)

ρ̃(y) =

 1, |y| < 1,

ρ(y), |y| ≥ 1,
ρ(y) = sup

k∈Z+

|y|k

k!ρk
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé φ äîïóñêà¹ àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ â êîìïëåêñíó ïëî-

ùèíó äî öiëî¨ ôóíêöi¨ i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4.85). Çãiäíî ç iíòåãðàëüíîþ ôîð-

203



ìóëîþ Êîøi

φ(k)(x) =
k!

2πi

∫
γR

φ(z)

(z − x)k+1
dz, x ∈ R, k ∈ Z+,

äå γR � êîëî ðàäióñà R ç öåíòðîì ó òî÷öi x. Òîäi

|φ(k)(x)| ≤ k!

2π
max
z∈γR

|φ(z)|
|z − x|k+1

∮
γR

ds ≤

≤ ck!bk inf
R

ρ̃(bR)

(bR)k
= cbkk!ρk, k ∈ Z+.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî φ ∈ H⟨k!ρk⟩.

Íàâïàêè, íåõàé íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà 2π-ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ φ íà-

ëåæèòü äî êëàñó H⟨k!ρk⟩, òîáòî iñíóþòü ñòàëi c′ > 0, B > 0 òàêi, ùî

|φ(k)(x)| ≤ c′Bkk!ρk, k ∈ Z+, x ∈ R.

Òîäi ¨¨ ìîæíà àíàëiòè÷íî ïðîäîâæèòè ó âñþ êîìïëåêñíó ïëîùèíó. Ñïðàâäi,

çàëèøêîâèé ÷ëåí ó ôîðìóëi Òåéëîðà

φ(x+ h) =
n−1∑
k=0

φ(k)(x)

k!
hk +

φ(n)(ξ)

n!
hn, x ∈ R,

äå |ξ − x| < |h|, äîïóñêà¹ îöiíêó

|φ(n)(ξ)|
n!

|h|n ≤ c′Bnρn|h|n = c′(B|h| n
√
ρk)

n. (4.86)

Îñêiëüêè n
√
ρn → 0 ïðè n→ ∞, òî

∀ε > 0 ∃n0 = n0(ε) ∀n ≥ n0 : ρn < εn.

Ïîêëàäåìî ε =
1

2
(B|h|)−1. Òîäi

|φ(n)(ξ)|
n!

≤ c′

2n
→ 0, n→ ∞,

çâiäêè é âèïëèâà¹, ùî ðÿä Òåéëîðà ôóíêöi¨ φ(x) çáiãà¹òüñÿ äî φ(x), x ∈ R,

òîáòî

φ(x+ h) =
∞∑
k=0

φ(k)(x)

k!
hk.

204



Iç îöiíêè (4.86) âèïëèâà¹ òàêîæ, ùî ðÿä Òåéëîðà ôóíêöi¨ φ çàëèøà¹òüñÿ çáiæ-

íèì i äëÿ êîìïëåêñíèõ çíà÷åíü h. Îòæå, φ ïðîäîâæ¹óòüñÿ äî öiëî¨ ôóíêöi¨

φ(z), z = x+ iy ∈ C; ïðè öüîìó

φ(x+ iy) =
∞∑
k=0

φ(k)(x)

k!
(iy)k

i

|φ(x+ iy)| ≤ c′
∞∑
k=0

Bk|y|kρk.

Îñêiëüêè çíàéäåòüñÿ ñòàëà d0 > 0 òàêà, ùî ρ̃(y) ≤ d0ρ̃(2By), òî

Bk|y|kρk = |y|kBk inf
y ̸=0

ρ̃(y)

|y|k
≤ d0|y|kBk inf

y ̸=0

ρ̃(2By)

|2By|k
≤

≤ d0|y|kBk ρ̃(2By)

2kBk|y|k
=
d0
2k
ρ̃(by), b = 2B, y ̸= 0.

Òîäi

|φ(x+ iy)| ≤ c′ρ̃(by)
∞∑
k=0

1

2k
= cρ̃(by), y ̸= 0,

äå c = 2c′. Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ y = 0 öÿ íåðiâíiñòü ¹ î÷åâèäíîþ. Òåîðåìà

äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 4.7. ßêùî ρk ∼ k−k(1−β), òî k!ρk ∼ kkβ, k ∈ Z+. Îòæå,

ç òåîðåìè 4.9 âèïëèâà¹, ùî êëàñ Æåâðå H⟨kkβ⟩ = G{β}, 0 < β < 1, õàðàê-

òåðèçó¹òüñÿ òàê: äëÿ òîãî, ùîá íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà 2π-ïåðiîäè÷íà

ôóíêöiÿ φ íàëåæàëà äî êëàñó G{β}, 0 < β < 1, íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá

âîíà àíàëiòè÷íî ïðîäîâæóâàëàñÿ â êîìïëåêñíó ïëîùèíó äî öiëî¨ ôóíêöi¨ i öå

ïðîäîâæåííÿ çàäîâîëüíÿëî óìîâó:

∃c > 0 ∃b > 0 ∀z = x+ iy ∈ C : |φ(x+ iy)| ≤ c exp
{
b|y|1/β

}
.

4.5.4. Çãîðòêà ïåðiîäè÷íèõ óëüòðàðîçïîäiëiâ

Ó ïðîñòîði H ′⟨mk⟩ çãîðòêà f1 ∗ f2 âèçíà÷åíà äëÿ äîâiëüíèõ {f1, f2} ⊂

H ′⟨mk⟩, ïðè÷îìó f1 ∗ f2 ∈ H ′⟨mk⟩. Ñïðàâäi, îñêiëüêè H ′⟨mk⟩ ⊆ T ′, òî êîå-
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ôiöi¹íòè Ôóð'¹ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f1 ∗ f2 ∈ T ′ ïîâ'ÿçàíi ç êîåôiöi¹íòàìè

Ôóð'¹ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié {f1, f2} ⊂ H ′⟨mk⟩ ⊆ T ′ òàê (äèâ. ï.ï. 4.5.1):

ck(f1 ∗ f2) = ck(f1) · ck(f2), k ∈ Z.

Äîâåäåìî, ùî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ck(f1 ∗ f2) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (B), çâiäêè

é âèïëèâàòèìå, ùî f1 ∗ f2 ∈ H ′⟨mk⟩.

Îòæå, ÿêùî {f1, f2} ⊂ H ′⟨mk⟩, òî ç óìîâè (B) âèïëèâà¹, ùî

∀µ1 > 0 ∃c1 = c1(µ1) > 0 ∀k ∈ Z : |ck(f1)| ≤ c1ρ(µ1|k|),

∀µ2 > 0 ∃c2 = c2(µ2) > 0 ∀k ∈ Z : |ck(f2)| ≤ c2ρ(µ2|k|).

Òîäi, âðàõóâàâøè âëàñòèâiñòü îïóêëîñòi ôóíêöi¨ ln ρ (äèâ. (4.84)) çíàéäåìî, ùî

|ck(f1 ∗ f2)| = |ck(f1)| · |ck(f2)| ≤ c1c2ρ(µ1|k|)ρ(µ2|k|) =

= c1c2e
ln ρ(µ1|k|)+ln ρ(µ2|k|) ≤ c1c2e

ln ρ((µ1+µ2)|k|) =

= cρ(µ|k|), c = c1c2, µ = µ1 + µ2.

Öèì äîâåäåíî, ùî f1 ∗ f2 ∈ H ′⟨mk⟩.

ßêùî æ, íàïðèêëàä, f1 ∈ H⟨mk⟩, òî çãîðòêà f1 ∗ f2 � çâè÷àéíà ôóíêöiÿ;

òî÷íiøå, ïðàâèëüíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 4.16. Äëÿ äîâiëüíèõ φ ∈ H⟨mk⟩ òà f ∈ H ′⟨mk⟩ çãîðòêà f ∗ φ ¹

åëåìåíòîì ïðîñòîðó H⟨mk⟩.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè φ ∈ H⟨mk⟩, òî ç óìîâè (A) âèïëèâà¹, ùî

∃µ > 0 ∃c > 0 ∀k ∈ Z : |ck(φ)| ≤ cρ−1(µ|k|).

Âíàñëiäîê óìîâè (B) äëÿ µ1 = µ/2 çíàéäåòüñÿ c1 > 0 òàêå, ùî

|ck(f)| ≤ c1ρ(µ1|k|), k ∈ Z.
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Òîäi ç íåðiâíîñòi îïóêëîñòi (4.84) äiñòà¹ìî íåðiâíiñòü

ln ρ(µ1|k|)− ln ρ(µ|k|) ≤ − ln ρ((µ− µ1)|k|) ≡ − ln ρ
(µ
2
|k|
)
, |k| ≥ 1.

Îòæå,

ρ(µ1|k|)ρ−1(µ|k|) ≤ ρ−1
(µ
2
|k|
)
, k ∈ Z.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ çãîðòêè f ∗ φ ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè:

|ck(f ∗ φ)| ≤ c̃ρ−1(µ̃|k|), k ∈ Z,

äå c̃ = cc1, µ̃ = µ/2. Çâiäñè âæå âèïëèâà¹, ùî f ∗ φ ∈ H⟨mk⟩.

Ëåìà äîâåäåíà.

Äëÿ çãîðòêè f ∗ φ, f ∈ H ′⟨mk⟩, φ ∈ H⟨mk⟩ iñíó¹ iíøå (åêâiâàëåíòíå âèõiä-

íîìó) çîáðàæåííÿ, à ñàìå:

(f ∗ φ)(x) = ⟨f, T−xφ̌(·)⟩ ≡ ⟨f(t), φ(x− t)⟩, (4.87)

äå T−x � îïåðàòîð çñóâó àðãóìåíòó ó ïðîñòîði H⟨mk⟩, φ̌(ξ) = φ(−ξ). Ñïðàâäi,

∀ψ ∈ H⟨mk⟩ : ⟨f ∗ φ, ψ⟩ = ⟨f(ξ), ⟨φ(y), ψ(ξ + y)⟩⟩ =

=
1

2π

⟨
f(ξ),

2π∫
0

φ(y)ψ(ξ + y)dy
⟩
=

1

2π

⟨
f(ξ),

2π∫
0

φ(t− ξ)ψ(t)dt
⟩
=

= ⟨f(ξ), ⟨ψ(t), φ(t− ξ)⟩⟩ = ⟨f ∗ ψ, φ(−ξ)⟩ =

= ⟨ψ ∗ f, φ(−ξ)⟩ = ⟨ψ(t), ⟨f(ξ), φ(−ξ + t)⟩⟩ =

=
1

2π

2π∫
0

ψ(t)⟨f, T−tφ̌(·)⟩dt = ⟨⟨f, T−tφ̌(·)⟩, ψ⟩.

Îòæå,

(f ∗ φ)(t) = ⟨f, T−tφ̌(·)⟩, f ∈ H ′⟨mk⟩, φ ∈ H⟨mk⟩.

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ çãîðòêè (4.87) ïðàâèëüíîþ ¹ ôîðìóëà äèôåðåíöiþâàííÿ

(f ∗ φ)(k) = f ∗ φ(k), k ∈ N. (4.88)
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Äëÿ äîâåäåííÿ (4.88) ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ

1

∆x
[(f ∗ φ)(x+∆x)− (f ∗ φ)(x)]− (f ∗ φ′)(x) =

=
⟨
f,
φ(x+∆x− u)− φ(x− u)

∆x
− φ′

x(x− u)
⟩
.

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (4.82) âèïëèâà¹, ùî

φ(x+∆x− u)− φ(x− u)

∆x
→ φ′

x(x− u), ∆x→ 0,

çà òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó H⟨mk⟩. Âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi ôóíêöiîíàëó f ìà¹ìî

ëàíöþæîê ðiâíîñòåé:

(f ∗ φ)′(x) = lim
∆x→0

⟨
f,
φ(x+∆x− u)− φ(x− u)

∆x

⟩
=

=
⟨
f, lim

∆x→0

φ(x+∆x− u)− φ(x− u)

∆x

⟩
= ⟨f, φ′

x(x− u)⟩ = (f ∗ φ′)(x).

Îòæå, (4.88) ñïðàâäóæ¹òüñÿ ïðè k = 1. Ïîâòîðþþ÷è ïðîâåäåíi ìiðêóâàííÿ ç

ôóíêöi¹þ φ′ çàìiñòü φ, äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü (4.88) ïðè k = 2 i ò.ä.

4.5.5. Ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè ó ïðîñòîðàõ ïåðiîäè÷-

íèõ ôóíêöié

Íåõàé G̃: R → [0,∞) � íåïåðåðâíà ïàðíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî G̃(x) ≥ |x|,

x ∈ R \ (−1, 1). Çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ G̃ ó ïðîñòîði T ′ ïîáóäó¹ìî îïåðàòîð Â:

T ′ → T ′ çà ïðàâèëîì

T ′ ∋ f =
∑
k∈Z

ck(f)e
ikx → Âf :=

∑
k∈Z

G̃(k)ck(f)e
ikx ∈ T ′,

ck(f) = ⟨f, e−ikx⟩, k ∈ Z.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî îïåðàòîð Â ¹ ëiíiéíèì i íåïåðåðâíèì â T ′. Îïåðàòîð Â �

çãîðòóâà÷ ó àëãåáði T ′. Ñïðàâäi, ÿêùî ðîçãëÿíóòè óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ

fG̃(x) =
∑
k∈Z

G̃(k)eikx ∈ T ′,
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òî äëÿ äîâiëüíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ T ′ ìà¹ìî

Âf =
∑
k∈Z

G̃(k)ck(f)e
ikx = f ∗ fG̃,

áî

ck(f ∗ fG̃) = ck(f)ck(fG̃) = ck(f)G̃(k), k ∈ Z.

ßêùî G(x) = |x|γ, γ ≥ 1, x ∈ R, òî Â çáiãà¹òüñÿ ç îïåðàòîðîì Âγ äðî-

áîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ â T ′ [38]. Çàçíà÷èìî, ùî ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Âγ âîëîäi¹

âëàñòèâîñòÿìè:

à) ∀f ∈ T ′ ∀{α, β} ⊂ (0,∞): Âα(Âβf) = Âα+β(f);

á) ∀f ∈ T ′: Â2kf = (−1)kD2k
x f , k ∈ N.

ßêùî A � çâóæåííÿ îïåðàòîðà Â íà ïðîñòið H = L2[0, 2π], òî, ÿê äîâåäåíî

â [38], A � íåâiä'¹ìíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð â H çi ùiëüíîþ â H îáëàñòþ

âèçíà÷åííÿ D(A), ïðè÷îìó T ⊂ D(A). Îïåðàòîð A íàäàëi íàçèâàòèìåìî ïñåâ-

äîäèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì ó ïðîñòîði L2[0, 2π].

Íåõàé f : [0,∞) → [0,∞) � äåÿêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Çà ôóíêöi¹þ f òà

îïåðàòîðîì A ïîáóäó¹ìî îïåðàòîð f(A):

f(A)φ :=
∑
k∈Z

f(λk)ck(φ)e
ikx, λk = G̃(k), G̃(k) = G̃(−k), k ∈ Z, ∀φ ∈ H.

Òîäi f(A) := Af � íåâiä'¹ìíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð â H çi ùiëüíîþ îá-

ëàñòþ âèçíà÷åííÿ

D(Af) =
{
φ ∈ H :

∑
k∈Z

f 2(λk)|ck(φ)|2 ≡
∑
k∈Z

|ck(Afφ)|2 <∞
}
,

ïðè÷îìó T ⊂ D(Af), σ(Af) = {G̃(k), k ∈ Z}. Ç'ÿñó¹ìî, çà ÿêî¨ óìîâè íà

ôóíêöiþ f îïåðàòîð Af áóäå îáìåæåíèì ó ïðîñòîði H⟨mk⟩ i âiäîáðàæàòèìå

öåé ïðîñòið â ñåáå (ââàæà¹ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {mk} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1) �

6)).
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Òåîðåìà 4.10. ßêùî íåïåðåðâíà íà [0,∞) ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀x ∈ [0,∞) : 0 ≤ f(x) ≤ cερ(εx), (4.89)

òî îïåðàòîð Af íåïåðåðâíèé ó ïðîñòîði H⟨mk⟩ i âiäîáðàæà¹ öåé ïðîñòið â

ñåáå.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåäóñiì äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ Afφ ∈ H⟨mk⟩, ÿêùî φ =∑
k∈Z

ck(φ)e
ikx ∈ H⟨mk⟩. Îñêiëüêè

ck(Afφ) = (Afφ, e
−ikx) = (φ,Afe

−ikx) = f(λk)(φ, e
−ikx) =

= f(λk)ck(φ), k ∈ Z,

òî, âíàñëiäîê óìîâè (A), äîñèòü äîâåñòè, ùî

∃µ0 > 0 ∃c0 > 0 ∀k ∈ Z : f(λk)|ck(φ)| ≤ c0ρ
−1(µ0|k|).

Çà óìîâîþ φ ∈ H⟨mk⟩, òîáòî

∃µ1 > 0 ∃c1 > 0 ∀k ∈ Z : |ck(φ)| ≤ c1ρ
−1(µ1|k|).

Îòæå,

f(λk)|ck(φ)| ≤ cεc1ρ(ε|k|)ρ−1(µ1|k|) = cεc1e
ln ρ(ε|k|)−ln ρ(µ1|k|).

Âiçüìåìî ïàðàìåòð ε ç ïðîìiæêó (0, µ1). Âðàõóâàâøè íåðiâíiñòü îïóêëîñòi

(4.84) äëÿ ôóíêöi¨ ln ρ çíàéäåìî, ùî

ln ρ(ε|k|)− ln ρ(µ1|k|) ≤ − ln ρ((µ1 − ε)|k|) ≡ − ln ρ(µ0|k|),

äå µ1 − ε = µ0. Òîäi

φ(λk)|ck(φ)| ≤ c0e
− ln ρ(µ0|k|) = c0ρ

−1(µ0|k|),

çâiäêè é âèïëèâà¹, ùî Afφ ∈ H⟨mk⟩.
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Äîâåäåìî, ùî Af � íåïåðåðâíèé îïåðàòîð ó ïðîñòîði H⟨mk⟩, òîáòî êîæíó

îáìåæåíó ìíîæèíó öüîãî ïðîñòîðó Af âiäîáðàæà¹ â îáìåæåíó ìíîæèíó öüîãî

æ ïðîñòîðó.

Íåõàé L � îáìåæåíà ìíîæèíà ó ïðîñòîði H⟨mk⟩. Îñêiëüêè H⟨mk⟩ =∪
α>0

H{α}, òî L � îáìåæåíà ìíîæèíà â äåÿêîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H{α},

òîáòî

∃b > 0 ∀φ ∈ L : ∥φ∥H{α} =
∑
k∈Z

|ck(φ)|2ρ2
(|k|
α0

)
≤ b.

Îòæå,

∀φ ∈ L : |ck(φ)| ≤ bρ−1
( |k|
α0

)
, k ∈ Z.

Ó íåðiâíîñòi (4.89) ïîêëàäåìî ε = (2α0)
−1. Òîäi, ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ

îïóêëîñòi (4.84) çíàéäåìî, ùî

|ck(Afφ)| = f(λk)|ck(φ)| ≤ cbρ−1
(( 1

α0
− ε
)
|k|
)
=

= b1ρ
−1
( |k|
2α0

)
, k ∈ Z, b1 = cb.

Îòæå, ìíîæèíà AfL îáìåæåíà ó ïðîñòîði H{2α0}, òîáòî ó ïðîñòîði H⟨mk⟩.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 4.8. Óìîâà (4.89) íà ôóíêöiþ f åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî

ôóíêöiÿ Ff =
∑
k∈Z

f(λk)e
ikx ≡

∑
k∈Z

f(G(k))eikx ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó H ′⟨mk⟩.

Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî ôóíêöiÿ f äîäàòêîâî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∃c0 > 0 ∃d0 > 0 ∀x ∈ [0,∞) : f(x) ≥ d0 ln ρ(c0x). (4.90)

4.5.6. Íåëîêàëüíà áàãàòîòî÷êîâà çà ÷àñîì çàäà÷à

Ðîçãëÿíåìî åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
+ Afu = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R ≡ Ω, (4.91)
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äå Af � îïåðàòîð, ïîáóäîâàíèé ó ï.ï. 4.5.5. Ïiä ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.91)

ðîçóìi¹ìî ôóíêöiþ u(t, x), íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíó ïî t ïðè êîæíîìó x ∈

R, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ öå ðiâíÿííÿ, u(t, ·) ∈ D(Af) ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ].

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó: çíàéòè ôóíêöiþ u, ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

(4.91) òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

µu(0, ·)−
m∑
k=1

µku(tk, ·) = g, g ∈ L2[0, 2π], (4.92)

äå m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ] � ôiêñîâàíi ÷èñëà,

ïðè÷îìó µ >
m∑
k=1

µk, t1 < t2 < · · · < tm ≤ T . Ïðè öüîìó u(0, ·) ðîçóìi¹ìî ÿê

lim
t→+0

u(t, ·), äå ãðàíèöÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H = L2[0, 2π],

òîáòî ââàæà¹ìî, ùî iñíó¹ ôóíêöiÿ u0(·) ∈ H òàêà, ùî ∥u(t, ·)−u0(·)∥H → 0, t→

+0, u0(x) ≡ u(0, x). Íàäàëi çàäà÷ó (4.91), (4.92) íàçèâàòèìåìî íåëîêàëüíîþ

áàãàòîòî÷êîâîþ çà ÷àñîì çàäà÷åþ äëÿ ðiâíÿííÿ (4.91).

Íåõàé u � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.91). Îñêiëüêè u(t, ·) ∈ H, H = L2[0, 2π],

ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ], òî

u(t, x) =
∑
k∈Z

c̃k(t)e
ikx, (t, x) ∈ Ω,

c̃k(t) ≡ ck(u(t, ·)) = (u(t, ·), e−ikx)H , k ∈ Z,

ïðè÷îìó

∥u(t, ·)∥2H =
∑
k∈Z

|c̃k(t)|2, t ∈ (0, T ].

Äëÿ âiäøóêàííÿ c̃k(t) äîìíîæèìî (4.91) ñêàëÿðíî íà e−ikx, k ∈ Z; â ðåçóëüòàòi

ïðèéäåìî äî ñïiââiäíîøåííÿ:

(u′t, e
−ikx) + (Afu, e

−ikx) = 0.

Ïðè ôiêñîâàíîìó k ∈ Z ìà¹ìî

(Afu, e
−ikx) = (u,Afe

−ikx) = (u, f(λk)e
−ikx) =
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= f(λk)(u, e
−ikx) = f(λk)c̃k(t), λk = G̃(k) = G̃(−k)

(òóò âðàõîâàíî, ùî e−ikx ∈ D(Af) ïðè êîæíîìó k ∈ Z, ïðè÷îìó e−ikx ¹ âëàñíîþ

ôóíêöi¹þ îïåðàòîðà A, à f(λk) � éîãî âëàñíå ÷èñëî).

Iç äèôåðåíöiéîâíîñòi u(t, ·) (çà çìiííîþ t ∈ (0, T ]) âèïëèâà¹ äèôåðåíöiéîâ-

íiñòü ôóíêöi¨ c̃k(t) = (u(t, ·), e−ikx) íà (0, T ]. Îòæå

d

dt
c̃k(t) =

d

dt
(u(t, ·), e−ikx) =

( d
dt
u(t, ·), e−ikx

)
, k ∈ Z.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî

lim
t→+0

c̃k(t) = c̃k(0) = ck(u(0, ·)).

Ñïðàâäi,

c̃k(t) = (u(t, ·), e−ikx), c̃k(0) = (u(0, ·), e−ikx),

|c̃k(t)− c̃k(0)| = |(u(t, ·)− u(0, ·), e−ikx)| ≤

≤ ∥u(t, ·)− u(0, ·)∥ → 0, t→ +0.

Ôóíêöiÿ c̃k(t) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

c̃′k(t) + f(λk)c̃k(t) = 0, k ∈ Z,

çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä:

c̃k(t) = ck exp{−tf(λk)}, ck = const, k ∈ Z.

Òîäi

u(t, x) =
∑
k∈Z

ck exp{−tf(λk)}eikx, (t, x) ∈ Ω. (4.93)

Äëÿ âiäøóêàííÿ ck, k ∈ Z, ïîìíîæèìî (4.92) ñêàëÿðíî íà e−ikx, k ∈ Z; ó

ðåçóëüòàòi ïðèéäåìî äî ñïiââiäíîøåííÿ

µc̃k(0)−
m∑
n=1

µnc̃k(tn) = ck(g), ck(g) = (g, e−ikx), k ∈ Z.
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Óðàõóâàâøè âèãëÿä c̃k(t) çíàéäåìî, ùî

ck

(
µ−

m∑
n=1

µn exp{tnf(λk)}
)
= ck(g).

Îòæå,

ck = ck(g)
(
µ−

m∑
n=1

µn exp{−tnf(λk)}
)−1

, k ∈ Z.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

Q1(t, λk) := exp{−tf(λk)}, Q2(λk) :=

=
(
µ−

m∑
n=1

µn exp{−tnf(λk)}
)−1

≡
(
µ−

m∑
n=1

µnQ1(tn, λk)
)−1

.

Òîäi

c̃k(t) ≡ ck(u(t, ·)) = Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g), k ∈ Z,

u(t, x) =
∑
k∈Z

c̃k(t)e
ikx =

∑
k∈Z

Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g)e
ikx =

= G(t, x) ∗ g(x), (t, x) ∈ Ω,

äå

g(x) =
∑
k∈Z

ck(g)e
ikx, G(t, x) =

∑
k∈Z

Q1(t, λk)Q2(λk)e
ikx.

Iç îáìåæåíü, íàêëàäåíèõ íà ôóíêöiþ f òà ïàðàìåòðè çàäà÷i (4.91), (4.92) âèï-

ëèâà¹, ùî ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ] ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|ck(G)| = |Q1(t, λk)| · |Q2(λk)| ≤ exp{−d0t ln ρ(µ0λk)}×

×
(
µ−

m∑
n=1

µn exp{−d0tn ln ρ(µ0λk)}
)−1

≤

≤
(
µ−

m∑
n=1

µn

)−1

exp{−d0t ln ρ(µ0λk)},

λk = G̃(k) = G̃(−k), k ∈ Z

(òóò âðàõîâàíî, ùî µ >

m∑
n=1

µn). Çâiäñè òà ç õàðàêòåðèñòèêè êëàñó H⟨mk⟩

(äèâ. (A)) âèïëèâà¹, ùî G(t, ·) ∈ H⟨mk⟩ ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ]. Ñïðàâäi,
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íåõàé d0t < 1. ßêùî φ � îïóêëà íà [0,∞) ôóíêöiÿ, òî êðiì íåðiâíîñòi (4.84)

äëÿ òàêî¨ ôóíêöi¨ ñïðàâäæóþòüñÿ ùå íåðiâíîñòi: à) ∀α ∈ (0, 1) ∀x ∈ [0,∞):

φ(αx) ≤ αφ(x); á) ∀α ≥ 1 ∀x ∈ [0,∞: φ(αx) ≥ αφ(x).

Óðàõóâàâøè à) çàïèøåìî íåðiâíiñòü: −d0t ln ρ(µ0λk) ≤ − ln ρ(d0tµ0λk) ≡

− ln ρ(a1λk), a1 = d0tµ0 (òóò âðàõîâàíî âëàñòèâiñòü îïóêëîñòi ôóíêöi¨ ln ρ).

Îòæå, ÿêùî d0t < 1, òî

|ck(G)| ≤ γe− ln ρ(a1λk) ≡ γρ−1(a1λk), k ∈ Z+,

γ =
(
µ−

m∑
n=1

µn

)−1

.

ßêùî d0t > 1, òî d0t = [d0t] + {d0t}. Òîäi

e−d0 ln ρ(µ0λk) = e−[d0t] ln ρ(µ0λk)e−{d0t} ln ρ(µ0λk) ≤

≤ e−{d0t} ln ρ(µ0λk) ≤ e− ln ρ(a2λk) = ρ−1(a2λk), a2 = {d0t}µ0.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî d0t > 1, òî

|ck(G)| ≤ γρ−1(a2λk), k ∈ Z.

Íåõàé a = min{a1, a2} = {d0t}µ0. Òîäi ïðè ôiêñîâàíîìó t ∈ (0, T ] ñïðàâä-

æó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|ck(G)| ≤ γρ−1(aλk), k ∈ Z,

ç ÿêî¨ (òà óìîâè (A)) âèïëèâà¹, ùî G(t, ·) ∈ H⟨mk⟩, mk = k!ρk, ïðè êîæíîìó

t ∈ (0, T ].

Îñêiëüêè u(t, ·) = G(t, ·) ∗ g, äå g ∈ H ⊂ H ′⟨mk⟩, G(t, ·) ∈ H⟨mk⟩ (ïðè êîæ-

íîìó t ∈ (0, T ]), òî íà ïiäñòàâi âiäïîâiäíî¨ âëàñòèâîñòi çãîðòêè ñòâåðäæó¹ìî,

ùî u(t, ·) ∈ H⟨mk⟩ ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ].

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.91), (4.92) ¹äèíèé. Äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ âëàñòèâîñòi ñêîðè-

ñòà¹ìîñÿ òèì, ùî áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.91) çîáðàæà¹òüñÿ ôîðìóëîþ
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(4.92), òîáòî

u(t, x) =
∑
k∈Z

ck(G1)ck(g)e
ikx ≡ G1(t, x) ∗ g(x),

äå

g =
∑
k∈Z

cke
ikx, ck = (g, e−ikx), G1(t, x) :=

∑
k∈Z

Q1(t, λk)e
ikx,

G1(t, x) � ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó H⟨mk⟩, g � äîâiëüíî ôiêñîâàíà ôóíê-

öiÿ ç H (òå, ùî G(t, ·) ∈ H⟨mk⟩ ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ] âèïëèâà¹ ç îöií-

êè |Q1(t, λk)| ≤ γρ−1(aλk), a, γ > 0, k ∈ Z, ÿêà ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî

|ck(G1)| ≤ γρ−1(aλk), k ∈ Z). ßêùî g = 0, òî ck = 0, ∀k ∈ Z, çâiäêè é âèïëèâà¹,

ùî u(t, x) = 0 äëÿ êîæíîãî t ∈ (0, T ], ùî é äîâîäèòü ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

(4.91), (4.92).

Çàóâàæèìî, ùî ïðàâèëüíèì ¹ i îáåðíåíå òâåðäæåííÿ: ÿêùî ôóíêöiÿ u(t, x)

çîáðàæà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (4.93), òî âîíà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.91). Ñïðàâäi,

Afu =
∑
k∈Z

ck(Afu)e
ikx =

∑
k∈Z

(Afu, e
−ikx)eikx =

∑
k∈Z

(u,Afe
−ikx)eikx =

=
∑
k∈Z

(u, f(λk)e
−ikx)eikx =

∑
k∈Z

f(λk)c̃k(t)e
ikx,

c̃k(t) = (u, e−ikx), λk = G(−k) = G(k), k ∈ Z;
∂u

∂t
=
∑
k∈Z

ck

(∂u
∂t

)
eikx =

∑
k∈Z

(∂u
∂t
, e−ikx

)
eikx =

=
∑
k∈Z

d

dt
(u, e−ikx)eikx =

∑
k∈Z

c̃′k(t)e
ikx.

Äàëi çàçíà÷èìî, ùî c̃k(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

c̃′k(t) + f(λk)c̃k(t) = 0, k ∈ Z,

òîáòî c̃′k(t) = −f(λk)c̃k(t), k ∈ Z. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî u � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

(4.91).
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Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ u(t, x) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.91) òîäi é ëèøå

òîäi, êîëè âîíà çîáðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (4.93).

Äîâåäåìî òåïåð, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.91), (4.92) íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä

ãðàíè÷íî¨ óìîâè. Íåõàé {g, gn, n ≥ 1} ⊂ H, ïðè÷îìó gn → g ïðè n → ∞ ó

ïðîñòîði H, òîáòî ∥gn − g∥2H → 0 ïðè n→ ∞. Öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî∑
k∈Z

|ck(gn − g)|2 → 0, n→ ∞.

Íåõàé un � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.91), (4.92), ÿêèé âiäïîâiäà¹ ãðàíè÷íîìó åëå-

ìåíòó gn. Òîäi

∥un − u∥2H = ∥G ∗ (gn − g)∥2H =
∑
k∈Z

|ck(G)|2 · |ck(gn − g)|2.

Iç äîâåäåíîãî ðàíiøå âèïëèâà¹, ùî |ck(G)| ≤ γ, k ∈ Z, äå γ =
(
µ−

m∑
p=1

µp

)−1

.

Îòæå,

∥un − u∥2H ≤ γ2
∑
k∈Z

|ck(gn − g)|2 → 0, n→ ∞,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ïiäñóìó¹ìî îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ó âèãëÿäi íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.11. Íåëîêàëüíà áàãàòîòî÷êîâà çà ÷àñîì çàäà÷à (4.91), (4.92)

êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíà, ðîçâ'ÿçîê äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

u(t, x) = G(t, x) ∗ g(x), (t, x) ∈ Ω,

äå

G(t, x) =
∑
k∈Z

Q1(t, λk)Q2(λk)e
ikx, g(x) =

∑
k∈Z

ck(g)e
ikx ∈ H,

ïðè öüîìó {G(t, ·), u(t, ·)} ⊂ H⟨mk⟩, mk = k!ρk, ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ].

Çàçíà÷èìî, ùî âíàñëiäîê âiäïîâiäíî¨ âëàñòèâîñòi çãîðòêè u(t, ·) = G(t, ·) ∗

g ∈ H⟨mk⟩ ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ], ÿêùî g ∈ H ′⟨mk⟩. Äîâåäåìî, ùî òîäi
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ôóíêöiÿ u(t, ·) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.91), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (4.92), äå

g ∈ H ′⟨mk⟩, ó òîìó ðîçóìiííi, ùî

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = g, g ∈ H ′⟨mk⟩, (4.94)

(ãðàíèöi ðîçãëÿäàþòüñÿ â ïðîñòîði H ′⟨mk⟩) .

Ëåìà 4.17. Ôóíêöiÿ G(t, ·), t ∈ (0, T ], ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ ïàðàìåòðà

t iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði H⟨mk⟩, äèôåðåíöiéîâíà ïî t.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè H⟨mk⟩ = H{mk} =
∪
α>0

H{α}, òî äëÿ äîâåäåííÿ

òâåðäæåííÿ äîñèòü ïîêàçàòè, ùî

Φ∆t(x) :=
1

∆t
[G(t+∆t, x)−G(t, x)] −→

∆t→0

∂

∂t
G(t, x)

ó ïðîñòîði H{mk} (ÿêùî ∆t < 0, òî ââàæà¹ìî ∆t òàêèì, ùî t+∆t ≥ t/2). Öå

îçíà÷à¹, ùî

1) ìíîæèíà ôóíêöié {Φ∆t : |∆t| ≤ ε0,∆t ̸= 0} (ε0 > 0 � äîñèòü ìàëå

ôiêñîâàíå ÷èñëî) îáìåæåíà â ïðîñòîði H{mk}, òîáòî

∃c > 0 ∀∆t (|∆t| ≤ ε0,∆t ̸= 0) : ∥Φ∆t∥2H{α}
≤ c

ïðè äåÿêîìó α > 0 òà ôiêñîâàíîìó t ∈ (0, T ];

2) Φ∆t →
∂

∂t
G(t, ·) ïðè ∆t→ 0 ó ïðîñòîði H{mk}, òîáòî∥∥∥Φ∆t −

∂

∂t
G(t, ·)∥

∥∥∥2
H{α}

→ 0, ∆t→ 0,

ïðè äåÿêîìó α > 0.

Ïåðåäóñiì çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ G(t, x) äèôåðåíöiéîâíà ïî t ∈ (0, T ] (ïðè

êîæíîìó x ∈ R). Ñïðàâäi, íåõàé t ∈ [ε̃, T ], äå ε̃ > 0. Äîâåäåìî, ùî ðÿä

−
∑
k∈Z

f(λk)Q1(t, λk)Q2(λk)e
ikx, t ∈ [ε̃, T ], (4.95)
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çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî ïî t (ïðè ôiêñîâàíîìó x), áî òîäi

∂G(t, x)

∂t
= −

∑
k∈Z

f(λk)Q1(t, λk)Q2(λk)e
ikx. (4.96)

Îñêiëüêè

|eikx| = 1, k ∈ Z, |Q2(λk)| ≤ γ, γ =
(
µ−

m∑
k=1

µk

)−1

,

òî äëÿ t ≥ ε̃ (ç óðàõóâàííÿì óìîâ (4.89), (4.90)) ìà¹ìî, ùî

∀ε > 0 ∃cε > 0 : α(t, x) := | − f(λk)Q1(t, λk)Q2(λk)e
ikx| ≤

≤ γf(λk) exp{−ε̃f(λk)} ≤ cεγ exp{−ε̃d0 ln ρ(c0λk)} exp{ln ρ(ελk)}.

Ââàæàþ÷è, ùî ε̃d0 < 1 òà âðàõóâàâøè îïóêëiñòü ôóíêöi¨ ln ρ, ïðèéäåìî äî

íåðiâíîñòi:

α(t, x) ≤ cεγ exp{− ln ρ(ε̃d0 − ε)λk}.

Îñêiëüêè ε > 0 � äîâiëüíå, òî ïîêëàäåìî ε = ε̃d0/2. Òîäi

α(t, x) ≤ c̃ exp
{
− ln ρ

( ε̃d0
2
λk

)}
= c̃ρ−1(βλk), (4.97)

β =
ε̃d0
2
, t ∈ [ε̃, T ], x ∈ R.

Iç (4.97) òà âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ ρ âèïëèâà¹, ùî ðÿä (4.96) çáiãà¹òüñÿ ðiâíî-

ìiðíî ïðè t ≥ ε̃. Öèì äîâåäåíî, ùî ôóíêöiÿ G(t, ·) äèôåðåíöiéîâíà ïî t íà

âiäðiçêó [ε̃, T ]. Îñêiëüêè ε̃ > 0 � äîâiëüíå, òî ôóíêöiÿ G(t, ·) äèôåðåíöiéîâ-

íà ïî t íà ïðîìiæêó (0, T ], ïðè öüîìó ïðàâèëüíèì ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (4.96),

ÿêå âèêîíó¹òüñÿ ó êîæíié òî÷öi t ∈ (0, T ]. Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ïðè êîæíîìó

t ∈ (0, T ] ôóíêöiÿ
∂

∂t
G(t, ·) ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó H⟨mk⟩, îñêiëüêè

ck

( ∂
∂t
G(t, ·)

)
= −f(λk)Q1(t, λk)Q2(λk)

i, ÿê âèïëèâà¹ ç (4.97), äëÿ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ôóíêöi¨
∂

∂t
G(t, ·) ñïðàâäæó¹òüñÿ

îöiíêà: ∣∣∣ck( ∂
∂t
G(t, ·)

)∣∣∣ ≤ cρ−1(βλk), k ∈ Z.
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Öå i îçíà÷à¹ (äèâ. (A)), ùî
∂

∂t
G(t, ·) ∈ H⟨mk⟩ ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ].

Îñêiëüêè

Φ∆t(x) =
∑
k∈Z

1

∆t
[e−(t+∆t)f(λk) − e−tf(λk)]Q2(λk)e

ikx =

= −
∑
k∈Z

f(λk)e
−(t+θ∆t)f(λk)Q2(λk)e

ikx, 0 < θ < 1,

òî

ck(Φ∆t) = −f(λk)Q1(t+ θ∆t, λk)Q2(λk)

(ÿêùî ∆t < 0, òî âíàñëiäîê äîìîâëåíîñòi ùîäî ∆t ìà¹ìî t + θ∆t ≥ t + ∆t ≥

t/2). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî α > 0, êîíêðåòíå çíà÷åííÿ ÿêîãî âêàæå-

ìî ïiçíiøå, ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

∥Φ∆t∥2H{α}
=
∑
k∈Z

|ck(Φ∆t)|2ρ2
(|k|
α

)
=

=
∑
k∈Z

f 2(λk)ρ
2
(|k|
α

)
e−2(t+θ∆t)f(λk)Q2

2(λk) ≤=

≤ γ2
∑
k∈Z

f 2(λk)ρ
2
( |k|
α

)
e−2tf(λk) ≤

≤ γ2
(∑
k∈Z

f 2(λk)e
2 ln ρ

(
|k|
α

)
e−2 ln ρ(a1λk),

a1 = {d0t}c0, γ =
(
µ−

m∑
k=1

µk

)−1

,

d0, c0 � ñòàëi ç óìîâè (4.90). Ç óðàõóâàííÿì (4.89) òà âëàñòèâîñòi îïóêëîñòi

ôóíêöi¨ ln ρ ìà¹ìî, ùî

f 2(λk)e
−2 ln ρ(a1λk) ≤ c2εe

2 ln ρ(ελk)−2 ln ρ(a1λk) ≤

≤ c2εe
−2 ln ρ((a1−ε)λk) = c2εe

−2 ln ρ(a2λk), a2 = a1/2,

ÿêùî ïîêëàñòè ε = a1/2. Iç âëàñòèâîñòåé ôóíêöié ρ òà G̃ âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

ρ(a2λk) ≥ a2λk = a2G̃(|k|) ≥ a2|k|, k ∈ Z;
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òîäi, çíîâó ñêîðèñòàâøèñü âëàñòèâiñòþ îïóêëîñòi ôóíêöi¨ ln ρ, ïðèéäåìî äî

íåðiâíîñòåé:

∥Φ∆t∥2H{α}
≤ γ2c2ε

∑
k∈Z

e
2 ln ρ

(
|k|
α

)
e−2 ln ρ(a2|k|) ≤

≤ b
∑
k∈Z

e
−2 ln ρ

((
a2− 1

α

)
|k|
)
= b

∑
k∈Z

e−2 ln ρ(a3|k|) =

= b
∑
k∈Z

ρ−2(a3|k|) <∞, a3 = a2 −
1

α
,

äëÿ ôiêñîâàíîãî α > 0 òàêîãî, ùî a2 −
1

α
> 0 (òîáòî äëÿ α > 1/a2). Îòæå,

ìíîæèíà ôóíêöié {Φ∆t, |∆t| ≤ ε0,∆t ̸= 0} îáìåæåíà â ïðîñòîði H{mk} =

H⟨mk⟩.

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâè 2). Íåõàé

Ψ∆t(x) := Φ∆t(x)−
∂

∂t
G(t, x).

Ψ∆t(x) =
∑
k∈Z

[e−tf(λk) − e−(t+θ∆t)f(λk)]Q2(λk)f(λk)e
ikx.

Çâiäñè âèïëèâàþòü ñïiââiäíîøåííÿ

∥Ψ∆t∥2H{α}
=
∑
k∈Z

|ck(Ψ∆t)|2ρ2
( |k|
α

)
=
∑
k∈Z

|ck(Ψ∆t)|2e
2 ln ρ

(
|k|
α

)
=

=
∑
k∈Z

e
2 ln ρ

(
|k|
α

)
|e−tf(λk) − e−(t+θ∆t)f(λk)|2Q2

2(λk)f
2(λk) ≤

≤
∑
k∈Z

e
2 ln ρ

(
|k|
α

)
e−2(t+θ1∆t)f(λk)f 4(λk)θ

2(∆t)2Q2
2(λk) ≤

≤ γ2
∑
k∈Z

e
2 ln ρ

(
|k|
α

)
e−2tf(λk)f 4(λk)(∆t)

2, 0 < θ1 < 1, γ =
(
µ−

m∑
k=1

µk

)−1

.

Âíàñëiäîê (4.89) òà âëàñòèâîñòi îïóêëîñòi ôóíêöi¨ ln ρ

f 4(λk)e
−2tf(λk) ≤ c4εe

−2 ln ρ(a1λk)e4 ln ρ(ελk) ≤
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≤ c4εe
−2 ln ρ(a1λk)e2 ln ρ(2ελk) ≤ c4εe

−2 ln ρ((a1−2ε)λk) =

= c4εe
−2 ln ρ(a4λk), a4 = a1/2,

ÿêùî ïîêëàñòè ε = a1/4. Îñêiëüêè

ρ(a4λk) ≥ a4λk = a4G̃(|k|) ≥ a4|k|, k ∈ Z,

òî

∥Ψ∆∥2H{α}
≤ b̃

∑
k∈Z

e
2 ln ρ

(
|k|
α

)
e−2 ln ρ(a4|k|)(∆t)2 ≤ c̃(∆t)2,

äå b̃ = γ2c4ε,

c̃ = b̃
∑
k∈Z

e
−2 ln ρ

((
a4− 1

α

)
|k|
)
<∞

äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî α >
1

a4
. Çâiäñè âæå âèïëèâà¹, ùî ∥Ψ∆t∥H{α} → 0

ïðè ∆t → 0 (äëÿ α >
1

a4
), òîáòî Φ∆t → ∂

∂t
G(t, ·) ïðè ∆t → 0 ó ïðîñòîði

H{mk} = H⟨mk⟩, mk = k!ρk. Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 4.18. Ôóíêöiÿ

u(t, x) = G(t, x) ∗ g = ⟨g(y), G(t, x− y)⟩, g ∈ H ′⟨mk⟩,

äèôåðåíöiéîâíà ïî t, ïðè öüîìó

∂u(t, x)

∂t
=
⟨
g(y),

∂

∂t
G(t, x− y)

⟩
=

∂

∂t
G(t, x) ∗ g.

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê ëåìè 4.17

Φ̃∆t,t,x(y) :=
1

∆t
[G(t+∆t, x− y)−G(t, x− y)] −→

∆t→0

→ ∂

∂t
G(t, x− y)

(ïðè ôiêñîâàíîìó x ∈ R) çà òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó H⟨mk⟩. Iç âëàñòèâîñòi íåïå-

ðåðâíîñòi ôóíêöiîíàëó g âèïëèâàþòü ñïiââiäíîøåííÿ:

∂u(t, x)

∂t
= lim

∆t→0

1

∆t
[u(t+∆t, x)− u(t, x)] =
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= lim
∆t→0

⟨
g,

1

∆t
[G(t+∆t, x− y)−G(t, x− y)]

⟩
=

= lim
∆t→0

⟨g, Φ̃∆t,t,x(·)⟩ =
⟨
g, lim

∆t→0
Φ̃∆t,r,x(·)

⟩
=

=
⟨
g,
∂

∂t
G(t, x− y)

⟩
=

∂

∂t
G(t, x) ∗ g,

ùî é ïîòðiáíî äîâåñòè.

Ôóíêöiÿ u(t, x) = G(t, x) ∗ g, g ∈ H ′⟨mk⟩, çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (4.91).

Ñïðàâäi, u(t, ·) ∈ H⟨mk⟩ ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ]. Êðiì òîãî,

Af(G(t, x) ∗ g) =
∑
k∈Z

f(λk)ck(G(t, x) ∗ g)eikx =

=
∑
k∈Z

f(λk)ck(G)ck(g)e
ikx =

∑
k∈Z

f(λk)ck(g)Q1(t, λk)Q2(λk)e
ikx.

Ç iíøîãî áîêó (äèâ. ëåìó 4.18)

∂u(t, x)

∂t
=

∂

∂t
G(t, x) ∗ g =

∑
k∈Z

ck

( ∂
∂t
G
)
ck(g)e

ikx =

= −
∑
k∈Z

f(λk)Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g)e
ikx.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ u(t, x), (t, x) ∈ Ω, çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (4.91).

Ëåìà 4.19. Íåõàé

u(t, x) = G(t, x) ∗ g, g ∈ H ′⟨mk⟩, (t, x) ∈ Ω.

Òîäi â ïðîñòîði H ′⟨mk⟩ ñïðàâäæó¹òüñÿ ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = g. (4.98)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ (4.98) âiçüìåìî äîâiëüíèé åëåìåíò φ(x) =∑
k∈Z

ck(φ)e
ikx ∈ H⟨mk⟩ i çàçíà÷èìî, ùî âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi âêëàäåííÿ

H⟨mk⟩ â H ′⟨mk⟩ òà îðòîíîðìîâàíîñòi áàçèñó {eikx, k ∈ Z}

⟨u(t, ·), φ⟩ = (u(t, ·), φ)H =
∑
k∈Z

ck(u(t, ·))ck(φ) =
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=
∑
k∈Z

Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g)ck(φ).

Òîäi

µ lim
t→+0

⟨u(t, ·), φ⟩ −
m∑
n=1

lim
t→tn

⟨u(t, ·), φ⟩ =

= µ lim
t→+0

∑
k∈Z

ck(u(t, ·))ck(φ)−
m∑
n=1

µn lim
t→tn

∑
k∈Z

ck(u(t, ·))ck(φ);

ïðè öüîìó ðÿä
∑
k∈Z

ck(u(t, ·))ck(φ) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà [0, T ]. Öåé ôàêò

âèïëèâà¹ ç âèãëÿäó êîåôiöi¹íòiâ ck(u(t, ·)), k ∈ Z, òà íåðiâíîñòi

|ck(u(t, ·))| · |ck(φ)| ≤ c̃|ck(g)| · |ck(φ)|, t ∈ [0, T ], k ∈ Z.

Ñïðàâäi, çà óìîâîþ, g ∈ H ′⟨mk⟩, òîáòî

∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0 ∀k ∈ Z : |ck(g)| ≤ cρ(µ|k|).

Ôóíêöiÿ φ ∈ H⟨mk⟩, òîìó, âíàñëiäîê óìîâè (A),

∃µ0 > 0 ∃c0 > 0 ∀k ∈ Z : |ck(φ)| ≤ c0ρ
−1(µ0|k|),

e
ln ρ

(
µ0
2 |k|
)
≤ c0ce

− ln ρ

(
µ0
2 |k|
)
= c̃ρ−1

(µ0
2
|k|
)
≤ c̃|k|−2, k ∈ Z \ {0}.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ ñôîðìóëüîâàíà âëàñòèâiñòü.

Òàêèì ÷èíîì,

lim
t→tn

∑
k∈Z

ck(u(t, ·))ck(φ) =
∑
k∈Z

ck(u(tn, ·))ck(φ) =

=
∑
k∈Z

Q1(tn, λk)Q2(λk)ck(g)ck(φ). (4.99)

lim
t→+0

∑
k∈Z

ck(u(t, ·))ck(φ) =
∑
k∈Z

ck(u(0, ·))ck(φ) =

=
∑
k∈Z

Q2(λk)ck(g)ck(φ). (4.100)
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Óðàõóâàâøè (4.99), (4.100) çíàéäåìî, ùî

µ lim
t→+0

⟨u(t, ·), φ⟩ −
m∑
n=1

µn lim
t→tn

⟨u(t, ·), φ⟩ =

=
∑
k∈Z

[(
µ−

m∑
n=1

µnQ1(tn, λk)
)
Q2(λk)

]
ck(g)ck(φ) =

=
∑
k∈Z

µ−
m∑
n=1

µnQ1(tn, λk)

µ−
m∑
n=1

µnQ1(tn, λk)
ck(g)ck(φ) =

∑
k∈Z

ck(g)ck(φ) =

= ⟨g, φ⟩, φ ∈ H⟨mk⟩, mk = k!ρk,

g =
∑
k∈Z

ck(g)e
ikx ∈ H ′⟨mk⟩,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Îñêiëüêè u(t, x) = G(t, x), ÿêùî g = δ ∈ H ′⟨mk⟩, òî ôóíêöiÿ G(t, x) ¹

ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.91) i ç (4.98) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ G(t, x) â ïðîñòîði

H ′⟨mk⟩ çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

G(t, ·)−
m∑
n=1

µn lim
t→tn

G(t, ·) = δ.

Íàäàëi G(t, x), (t, x) ∈ Ω, íàçèâàòèìåìî ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì áàãàòî-

òî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ (4.91).

Ëåìà 4.19 äîçâîëÿ¹ ñòàâèòè áàãàòîòî÷êîâó çà ÷àñîì çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ

(4.91) ó ðîçóìiííi (4.98), äå ãðàíè÷íèé åëåìåíò g íàëåæèòü äî ïðîñòîðóH ′⟨mk⟩

(ïðè öüîìó âiäïîâiäíi ãðàíèöi â (4.98) ðîçãëÿäàþòüñÿ â ïðîñòîði H ′⟨mk⟩). Ïðà-

âèëüíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.12. Áàãàòîòî÷êîâà çàäà÷à (4.91), (4.98) êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíà,

¨¨ ðîçâ'ÿçîê çîáðàæà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

u(t, x) = G(t, x) ∗ g, (t, x) ∈ Ω,

u(t, ·) ∈ H⟨mk⟩ ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ].
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Äîâåäåííÿ. Iç íàâåäåíèõ âèùå òâåðäæåíü âèïëèâà¹, ùî äîâåäåííÿ âè-

ìàãà¹ âëàñòèâiñòü ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.91), (4.98) òà éîãî íåïåðåðâíî¨

çàëåæíîñòi âiä ãðàíè÷íî¨ óìîâè.

Íåõàé u(t, x) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.91), (4.98). Îñêiëüêè u � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿí-

íÿ (4.91) (ó âêàçàíîìó ðàíiøå ðîçóìiííi), òî u çîáðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (äèâ.

(4.93)):

u(t, x) =
∑
k∈Z

ckQ1(t, λk)e
ikx.

ßêùî ck = ck(g)Q2(λk), g =
∑
k∈Z

ck(g)e
ikx ∈ H ′⟨mk⟩, òî u çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(4.98). Îòæå, çà óìîâè g = 0 ìà¹ìî ck(g) = ⟨g, e−ikx⟩ = 0, k ∈ Z, òîáòî

u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Ω.

Äîâåäåìî, ùî ðîçâ'ÿçîê âêàçàíî¨ çàäà÷i íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä ãðàíè÷íî¨

óìîâè. Íåõàé {g, gn, n ≥ 1} ⊂ H ′⟨mk⟩, ïðè÷îìó gn → g ïðè n→ ∞ ó ïðîñòîði

H ′⟨mk⟩. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

ck(gn) = ⟨gn, e−ikx⟩ −→
n→∞

⟨g, e−ikx⟩ = ck(g)

äëÿ êîæíîãî k ∈ Z. Êðiì òîãî, {u, un, n ≥ 1} ⊂ H⟨mk⟩, äå un � ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (4.91), (4.98), ÿêèé âiäïîâiäà¹ ãðàíè÷íîìó åëåìåíòó gn ∈ H ′⟨mk⟩. Òîäi

∀φ ∈ H⟨mk⟩ : ⟨un, φ⟩ = (un, φ) =
∑
k∈Z

ck(G)ck(gn)ck(φ) −→
n→∞

→
∑
k∈Z

ck(G)ck(g)ck(φ) = (u, φ) = ⟨u, φ⟩.

Îòæå, un → u ïðè n→ ∞ ó ïðîñòîði H ′⟨mk⟩.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

4.5.7. Âëàñòèâiñòü ëîêàëiçàöi¨

Ôóíêöiÿ G(t, ·) � ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨

çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ (4.91), ¹ íåïåðåðâíîþ àáñòðàêòíîþ ôóíêöi¹þ

226



ïàðàìåòðà t ∈ (0, T ] iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði H⟨k!ρk⟩. Îñêiëüêè ãðàíè÷íà

óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ g ∈ H ′⟨k!ρk⟩ � çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði H⟨k!ρk⟩, à ðîçâ'ÿçîê

u(t, ·) çàäà÷i (4.91), (4.98) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi çãîðòêè G(t, ·) ∗ g, òî çâiäñè

äiñòà¹ìî, ùî ãðàíè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ

u(t, ·) = G(t, ·) ∗ g−→
t→ti

G(ti, ·) ∗ g = u(ti, ·),

ti ∈ (0, T ], i ∈ {1, . . . ,m}

âèêîíóþòüñÿ â ïðîñòîði H{k!ρk. Iç îçíà÷åííÿì çáiæíîñòi â öüîìó ïðîñòîði âèï-

ëèâà¹, çîêðåìà, ùî u(t, ·) → u(ti, ·) ïðè t → ti, i ∈ {1, . . . ,m}, ðiâíîìiðíî íà

äîâiëüíîìó âiäðiçêó [a, b] ⊂ [0, 2π]. Âêàçàíó çáiæíiñòü â (4.98) ïîãiðøó¹ ïåðøèé

äîäàíîê, îñêiëüêè äëÿ ôóíêöi¨ G(t, ·) òî÷êà t = 0 ¹ îñîáëèâîþ. Îäíàê âèÿâ-

ëÿ¹òüñÿ, ùî ÿêùî ãðàíè÷íó ôóíêöiþ g áðàòè ç âóæ÷îãî, íiæ H ′⟨k!ρk⟩ êëàñó,

òî ìîæíà îòðèìàòè ëîêàëüíå ïîêðàùåííÿ çáiæíîñòi çãîðòêè G(t, ·) ∗ g ïðè

t→ +0.

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Æåâðå H⟨kkβ⟩ ≡ G{β} ïðè β > 1. Îñêiëüêè â òàêîìó

ïðîñòîði ¹ ôiíiòíi ôóíêöi¨ (äèâ. [224]), òî äëÿ óëüòðàðîçïîäiëó g ∈ G′
{β}, β > 1,

ìà¹ çìiñò îçíà÷åííÿ: óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ g ∈ G′
{β}, β > 1, äîðiâíþ¹ íóëåâi

íà iíòåðâàëi (a, b) ⊂ [0, 2π], ÿêùî ⟨g, φ⟩ = 0 äëÿ äîâiëüíî¨ îñíîâíî¨ ôóíêöi¨

φ ∈ G{β}, β > 1, íîñié ÿêî¨ ìiñòèòüñÿ â (a, b).

Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî ôóíêöiÿ f , çà ÿêîþ áóäó¹òüñÿ îïåðàòîð Af , äîäàò-

êîâî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè: âîíà ¹ ïàðíîþ, äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ íà

R ôóíêöi¹þ,

∀ε > 0 ∀k ∈ {0, 1, 2} ∃cε,k > 0 ∀σ ∈ R : |f (k)(σ)| ≤ cε,kρ(εσ),

f � îäíîðiäíà ôóíêöiÿ ïîðÿäêó γ > 1, òîáòî f(λσ) = λγf(σ), σ ∈ R, äëÿ

êîæíîãî λ > 0. Êðiì òîãî, ââàæà¹ìî, ùî G{β}(σ) = |σ|, σ ∈ R.

Ïðè îá ðóíòóâàííi âëàñòèâîñòi ëîêàëiçàöi¨ âèêîðèñòîâóâàòèìåìî íàñòóïíå

äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.
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Ëåìà 4.20. Íåõàé G̃(t, x) = F−1
σ→x[Q(t, σ)](x),

Q(t, σ) = Q1(t, σ)Q2(σ), σ ∈ R.

ßêùî x ̸= 0, òî ôóíêöiÿ G̃ çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

|G̃(t, x)| ≤ ctµ|x|−2, µ = 1− 1/γ > 0, x ̸= 0, (4.101)

ñòàëà c > 0 íå çàëåæèòü âiä t (òóò Q1, Q2 � ôóíêöi¨, ðîçãëÿíóòi ðàíiøå).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

G̃(t, x) = (2π)−1

∫
R

Q(t, σ)e−iσxdσ, (4.102)

òî çà óìîâè x ̸= 0 ïðîiíòåãðó¹ìî äâi÷i iíòåãðàë (4.102) ÷àñòèíàìè. Ó ðåçóëüòàòi

çíàéäåìî, ùî

G̃(t, x) = −(2π)−1x−2

∫
R

[D2
σQ1(t, σ)Q2(σ) + 2D1

σQ1(, σ)D
1
σQ2(σ)+

+Q1(t, σ)D
2
σQ2(σ)]e

−ixσdσ.

Äàëi âðàõó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ:

D1
σQ1(t, σ) = −tD1

σf(σ) · e−tf(σ),

D2
σQ1(t, σ) = −t[D2

σf(σ)− t(D1
σf(σ))

2]e−tf(σ),

D1
σQ2(σ) =

(
µ−

m∑
k=1

µke
−tkf(σ)

)−2
m∑
k=1

µktkD
1
σf(σ)e

−tkf(σ),

D2
σQ2(σ) = −2

(
µ−

m∑
k=1

µke
−tkf(σ)

)−3( m∑
k=1

µktkD
1
σf(σ)e

−tkf(σ)
)2
+

+
(
µ−

m∑
k=1

µke
−tkf(σ)

)−2
m∑
k=1

µktk(D
2
σf(σ)− tk(D

1
σf(σ))

2)e−tkf(σ)

i çàçíà÷èìî, ùî âiðíîþ ¹ íåðiâíiñòü |Q2(σ)| ≤ µ̃, σ ∈ R, äå µ̃ =
(
µ−

m∑
k=1

µk

)−1

,

îñêiëüêè, çãiäíî ç îáìåæåííÿìè íà ïàðàìåòðè µ, µ1, . . . , µm ìà¹ìî µ >
m∑
k=1

µk.
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Óðàõóâàâøè âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ f òà âëàñòèâiñòü îïóêëîñòi ôóíêöi¨ ln ρ, ïðèé-

äåìî äî íåðiâíîñòåé

|D1
σf(σ)|e−tkf(σ) ≤ c̃ε,1e

ln ρ(εσ)−t1 ln ρ(c0σ) ≤

≤ c̃ε,1e
ln ρ(εσ)−ln ρ(c0{t1}σ) ≤ c̃ε,1e

− ln ρ((c0{t1}−ε)σ) =

= c̃ε,1e
− ln ρ(aσ) ≤ b̃, k ∈ {1, . . . ,m},

äå ã =
1

2
c0{t1}, ÿêùî ε ïîêëàñòè ðiâíèì

1

2
c0{t1}. Çâiäñè âæå âèïëèâà¹ îöiíêà

|D1
σQ2(σ)| ≤ b, σ ∈ R. Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî íåðiâíiñòü

|D2
σQ2(σ)| ≤ d exp

{
− t1

2
f(σ)

}
, σ ∈ R.

Óðàõóâàâøè âêàçàíi íåðiâíîñòi òà âèãëÿä ôóíêöi¨ G̃ çíàéäåìî, ùî

|G̃(t, x)| ≤ L|x|−2

∫
R

[
D2
σQ1(t, σ) + |D1

σQ1(t, σ)|+

+|Q1(t, σ)| exp
{
− t1

2
f(σ)

}]
dσ ≤ L̃|x|−2

[
t

∫
R

(|D2
σf(σ)|+ |D1

σf(σ)|+

+(D1
σf(σ))

2) exp{−tf(σ)}dσ +

∫
R

exp{−tf(σ)} exp
{
− t1

2
f(σ)

}
dσ
]
, x ̸= 0.

Iç îáìåæåíü íà ôóíêöiþ f âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

|G̃(t, x)| ≤ L1|x|−2
[
t

∫
R

exp{ln ρ(2εσ)− ln ρ(c0t
1/γσ)}dσ+

+

∫
R

exp{−tf(σ)} exp
{
− t1

2
f(σ)

}
dσ
]

(òóò ââàæà¹ìî, ùî t ∈ (0, 1]). ßêùî âçÿòè ε = c0t
1/γ, òî

exp{ln ρ(2εσ)− ln ρ(c0t
1/γσ)} ≤ exp{− ln ρ((c0t

1/γ − 2ε)σ)} =

= exp{− ln ρ(ãσ)}, ã = c0t
1/γ/2.
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Òîäi

t

∫
R

exp{ln ρ(2εσ)− ln ρ(c0t
1/γσ)}dσ ≤ t

∫
R

exp
{
− ln ρ

(c0
2
t1/γσ)

}
dσ =

= c̃t1−1/γ

∫
R

exp{− ln ρ(z)}dz = c′t1−1/γ, 1− 1/γ > 0.

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ

e−tf(σ) = −
+∞∫
σ

(e−tf(z))′zdz = t

+∞∫
σ

f ′(z)e−tf(z)dz =

= t

+∞∫
σ

f ′(z)e−f(t
1/γz)dz.

Îñêiëüêè

|f ′(z)|e−f(t1/γz) ≤ c̃ε,1e
ln ρ(εz)−ln ρ(c0t

1/γz) ≤

≤ c̃ε,1e
− ln ρ((c0t

1/γ−ε)z) = c̃ε,1e
− ln ρ

(
c0
2 t

1/γz

)
äëÿ ε =

c0
2
t1/γ, òî âiðíîþ ¹ îöiíêà:

e−tf(σ) ≤ t

+∞∫
−∞

|f ′(z)|e−f(t1/γz)dz ≤ c̃ε,1t

+∞∫
−∞

e
− ln ρ

(
c0
2 t

1/γz

)
=

= ˜̃cε,1t
1−1/γ

+∞∫
−∞

e− ln ρ(y)dy = c′ε,1t
1−1/γ,∀σ ∈ R.

Îòæå, ∫
R

e−tf(σ)e−
t1
2 f(σ)dσ≤c̃

′
ε,1t1−1/γ

∫
R

e−
t1
2 f(σ)dσ = L2t

1−1/γ.

Ïiäñóìîâóþ÷è, äiñòàíåìî íåðiâíiñòü

|G̃(t, x)| ≤Mtµ|x|−2, µ = 1− 1/γ > 0, x ̸= 0,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
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Òåîðåìà 4.13. Íåõàé g ∈ G′
{β}, β > 1, i g = 0 íà iíòåðâàëi (a, b) ⊂ [0, 2π].

Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.91), (4.98) ç ãðàíè÷íîþ ôóíêöi¹þ g ïðÿìó¹ äî íóëÿ

ïðè t→ +0 ðiâíîìiðíî íà äîâiëüíîìó âiäðiçêó [c, d] ⊂ (a, b).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé [c, d] ⊂ [a1, b1] ⊂ (a, b). Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ φ ∈ G{β},

β > 1, ç íîñi¹ì â (a, b) òàêó, ùî φ = 1 íà [a1, b1]. Ôóíêöi¨ φ(ξ)G(t, x − ξ),

(1 − φ(ξ))G(t, x − ξ), ÿê ôóíêöi¨ àðãóìåíòó ξ (ïðè êîæíîìó t > 0 i x ∈ R),

íàëåæàòü äî ïðîñòîðó G{β}, òîìó ìà¹ çìiñò ðiâíiñòü

u(t, x) = ⟨g(ξ), φ(ξ)G(t, x− ξ)⟩+ ⟨g(ξ), (1− φ(ξ))G(t, x− ξ)⟩.

Âðàõîâóþ÷è, ùî g îáåðòà¹òüñÿ â íóëü íà (a, b), à òàêîæ âêëþ÷åííÿ

supp(φ(ξ)G(t, x− ξ)) ⊂ (a, b), ïðèõîäèìî äî ñïiââiäíîøåííÿ

u(t, x) = ⟨g(ξ), γ̃(ξ)G(t, x− ξ)⟩, γ̃(ξ) = 1− φ(ξ),

àáî

u(t, x) = tν⟨g(ξ), t−ν γ̃(ξ)G(t, x− ξ)⟩, ν = 1− 1/γ > 0, t > 0.

Îòæå, äëÿ äîâåäåííÿ ñôîðìóëüîâàíîãî òâåðäæåííÿ äîñèòü ïåðåâiðèòè, ùî ñó-

êóïíiñòü ôóíêöié Φt,x(ξ) = tν γ̃(ξ)G(t, x− ξ) îáìåæåíà â ïðîñòîði G{β}, β > 1,

ðiâíîìiðíî ïî t (ïðè äîñèòü ìàëèõ çíà÷åíü t) i x ∈ [c, d], òîáòî, ùî

|Dm
ξ Φt,x(ξ)| ≤ cBmmmβ, m ∈ Z+, (4.103)

äå ñòàëi c, B > 0 íå çàëåæàòü âiä t, x, ξ, ÿêi çìiíþþòüñÿ âêàçàíèì âèùå

ñïîñîáîì. Çàóâàæèìî ùå, ùî Φt,x(ξ) = 0 äëÿ ξ ∈ [a1, b1], òîìó îöiíêó (4.103)

äîñèòü îòðèìàòè äëÿ ξ ∈ [0, 2π] \ [a1, b1].

Ïåðåäóñiì îòðèìà¹ìî îöiíêè âèãëÿäó (4.103) äëÿ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨

G(t, x− ξ) =
∑
k∈Z

Q(t, |k|)eik(x−ξ).

Íà ïiäñòàâi ôîðìóëè Ïóàññîíà äëÿ ïiäñóìîâóâàííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ

(äèâ. [227])

G(t, x− ξ) =
∑
k∈Z

F [F−1[Q(t, σ)]](k)eik(x−ξ) =
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=
∑
k∈Z

F [G̃(t, x)](k)eik(x−ξ) =
∑
k∈Z

G̃(t, x− ξ + 2kπ). (4.104)

Öåé ðÿä ïðè t > 0 i x ∈ [c, d] ¹ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ çìiííî¨ ξ, îñêiëüêè, ÿê

áóëî äîâåäåíî ðàíiøå, G(t, ·) ∈ H⟨k!ρk⟩ ïðè êîæíîìó t > 0.

Âiçüìåìî îáìåæåíó îáëàñòü Q ⊂ C, ÿêà ìiñòèòü âiäðiçîê [c, d] i íå ìiñòèòü

ìíîæèíó [0, 2π]\ [a1, b1], ç ãëàäêîþ ìåæåþ ∂Q (∂Q íå ïåðåòèíà¹ âiäðiçîê [c, d]).

Òîäi, çãiäíî ç iíòåãðàëüíîþ òåîðåìîþ Êîøi,

Dm
ξ G(t, x− ξ) =

m!

2πi

∫
∂Q

G(t, x− z)

(z − ξ)m+1
dz,

x ∈ [c, d], ξ ∈ [0, 2π] \ [a1, b1].

Çâiäñè äiñòà¹ìî, ùî

|Dm
ξ G(t, x− ξ) ≤ m!

2π

l

Am+1
max
z∈∂Q

|G(t, x− z)|,

äå l � äîâæèíà êîíòóðà ∂Q, A = inf |z − ξ|, z ∈ ∂Q, ξ ∈ [0, 2π] \ [a1, b1].

Äëÿ òîãî, ùîá çäiéñíèòè îöiíêó max
z∈∂Q

|G(t, x − z)|, ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ

(4.104). Îñêiëüêè x ∈ [c, d], ξ ∈ [0, 2π] \ [a1, b1], òî |x − ξ| ≥ a0 > 0, äå a0 =

min{|a1 − c|, |d− b1|}, òî, çãiäíî ç îöiíêîþ (4.101) òà ôîðìóëîþ (4.104)

|G̃(t, x− ξ + 2πk)| ≤ ctν|x− ξ + 2πk|−2, ν = 1− 1/γ > 0.

Çà ðàõóíîê âèáîðó âiäðiçêà [a1, b1] ìîæíà ïiäiáðàòè ÷èñëî b0, 0 < b0 < 1,

òàê, ùî

|x− ξ + 2πk| ≥ a0 + b0|k|, x ∈ [c, d], ξ ∈ [0, 2π] \ [a1, b1].

Òîäi

t−ν|G(t, x− ξ)| ≤ c
∑
k∈Z

|x− ξ + 2πk|−2 ≤ c
∑
k∈Z

(a0 + b0|k|)−2 ≡M <∞,

ñòàëà M íå çàëåæèòü âiä t, x, ξ. Âçÿâøè äî óâàãè íåïåðåðâíiñòü G(t, x− z) çà

ñóêóïíiñòþ çìiííèõ t > 0, x ∈ [c, d], z ∈ Q, ïiäáåðåìî îáëàñòü Q ⊂ C òàê, ùîá

ñïðàâäæóâàëàñÿ íåðiâíiñòü t−ν|G(t, x− z)| ≤ M̃ , M̃ =M + 1.
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Îòæå,

t−ν|Dm
ξ G(t, x− ξ)| ≤ c1B

m
1 m! ≤ c2B

m
2 m

m, m ∈ Z+. (4.105)

Îñêiëüêè φ ∈ G{β}, β > 1, òî òàêîæ

|Dm
ξ φ(ξ)| ≤ c3B

m
3 m

mβ, m ∈ Z+. (4.106)

Ç (4.105), (4.106) âèïëèâàþòü íàñòóïíi îöiíêè

|Dm
ξ Φt,x(ξ)| ≤ t−ν

m∑
l=0

C l
m|Dl

ξγ(ξ)| · |Dm−l
ξ G(t, x− ξ)| ≤ c4B

m
4 m

mβ, m ∈ Z+,

äå c4 = c2(1 + c3), B4 = 2max{B2, B3}, ñòàëi c4, B4 > 0 íå çàëåæàòü âiä t, x, ξ,

ÿêi çìiíþþòüñÿ âêàçàíèì âèùå ñïîñîáîì. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 4.8. Íåõàé g ∈ G′
{β} ⊂ H ′⟨k!ρk⟩, β > 1, u(t, x) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

(4.91), (4.98) ç ãðàíè÷íîþ ôóíêöi¹þ g. ßêùî g = 0 íà iíòåðâàëi (a, b) ⊂ R, òî

ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

u(t, x)− µ1 lim
t→t1

u(t, x)− · · · − µm lim
t→tm

u(t, x) = 0

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x íà äîâiëüíîìó âiäðiçêó [c, d] ⊂ (a, b) ⊂

[0, 2π].

Ñèìâîëîì M{β} ïîçíà÷àòèìåìî êëàñ ôóíêöié, ÿêi ¹ ìóëüòèïëiêàòîðàìè â

ïðîñòîði G{β}, β > 1.

Òåîðåìà 4.14 (âëàñòèâiñòü ëîêàëiçàöi¨). Íåõàé g ∈ G′
{β} ⊂ H ′⟨k!ρk⟩,

β > 1, u(t, x) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.91), (4.98) ç ãðàíè÷íîþ ôóíêöi¹þ g. ßêùî

óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ g çáiãà¹òüñÿ íà iíòåðâàëi (a, b) ⊂ R ç 2π-ïåðiîäè÷íîþ

ôóíêöi¹þ ψ ∈ M{β}, òî íà äîâiëüíîìó ïðîìiæêó [c, d] ⊂ (a, b) ⊂ [0, 2π] ãðà-

íè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

u(t, x)− µ1 lim
t→t1

u(t, x)− · · · − µm lim
t→tm

u(t, x) = ψ(x) (4.107)
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âèêîíó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ [c, d].

Äîâåäåííÿ. Íåõàé φ � îñíîâíà ôóíêöiÿ, ïîáóäîâàíà ïðè äîâåäåííi òåîðå-

ìè 4.13. Îñêiëüêè φ(g− ψ) = 0 íà (a, b), òî φ(g− ψ) = 0 íà [c, d], (1− φ)g = 0

íà [a1, b1]. Ç íàñëiäêó 4.8 âèïëèâà¹, ùî ãðàíè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t→+0

⟨φ(g − ψ), G(t, x− ξ)⟩ = 0,

lim
t→+0

⟨(1− φ)g,G(t, x− ξ)⟩ = 0,

m∑
k=1

µk lim
t→tk

⟨φ(g − ψ), G(t, x− ξ)⟩ = 0, (4.108)

m∑
k=1

µk lim
t→tk

⟨(1− φ)g,G(t, x− ξ)⟩ = 0

âèêîíóþòüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ [c, d].

Êðiì òîãî,

u(t, x) = ⟨g,G(t, x− ξ)⟩ = ⟨φ(g − ψ), G(t, x− ξ)⟩+

+⟨(1− φ)g,G(t, x− ξ)⟩+ ⟨φψ,G(t, x− ξ)⟩.

Óðàõóâàâøè (4.108) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ äîñèòü

âñòàíîâèòè, ùî ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

⟨φψ,G(t, x− ξ)⟩ −
m∑
n=1

µn lim
t→tn

⟨φψ,G(t, x− ξ)⟩ = ψ(x)

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ [c, d].

Îñêiëüêè ψ � ìóëüòèïëiêàòîð ó ïðîñòîði G{β}, φ � ôiíiòíà ôóíêöiÿ ç öüîãî

æ ïðîñòîðó, òî φψ ∈ G{β}, β > 1. Òîäi

⟨φψ,G(t, x− ξ)⟩ = 1

2π

2π∫
0

G(t, x− ξ)(φψ)(ξ)dξ =

=
1

2π

2π∫
0

∑
k∈Z

Q1(t, |k|)Q2(|k|)eik(x−ξ)(φψ)(ξ)dξ =

234



=
∑
k∈Z

ck(φψ)Q1(t, |k|)Q2(|k|)eikx ≡
∑
k∈Z

wk(t, x),

ck(φψ) =
1

2π

2π∫
0

(φψ)(ξ)e−ikξdξ.

Çàçíà÷èìî, ùî ðÿä
∑
k∈Z

wk(t, x) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî ïî t íà [0, T ] òà ðiâíî-

ìiðíî âiäíîñíî x ∈ [0, 2π] (äîâåäåííÿ öi¹¨ âëàñòèâîñòi çäiéñíþ¹òüñÿ çà ñõåìîþ

äîâåäåííÿ ëåìè 4.19). Òîäi

lim
t→t0

∑
k∈Z

wk(t, x) =
∑
k∈Z

wk(t0, x), t0 ∈ [0, T ].

Çâiäñè âèïëèâàþòü ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

⟨φψ,G(t, x− ξ)⟩ −
m∑
n=1

µn lim
t→tn

⟨φψ,G(t, x− ξ)⟩ =

=
∑
k∈Z

[(
µ−

m∑
n=1

µnQ1(tn, |k|)
)
Q2(|k|)

]
ck(φψ)e

ikx =

=
∑
k∈Z

µ−
m∑
n=1

µnQ1(tn, |k|)

µ−
m∑
n=1

µnQ1(tn, |k|)
ck(φψ)e

ikx =
∑
k∈Z

ck(φψ)e
ikx = (φψ)(x),

ÿêi ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ [0, 2π]. Îñêiëüêè φ · ψ = ψ íà

[c, d] ⊂ [0, 2π], òî ñïiââiäíîøåííÿ (4.107) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈

[c, d]. Òåîðåìó äîâåäåíî.

4.6. Áàãàòîòî÷êîâà çà ÷àñîì çàäà÷à äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ç

îïåðàòîðîì äèôåðåíöiþâàííÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó

I.Ì. Ãåëüôàíä òà Ã.Å. Øèëîâ ó âiäîìié ìîíîãðàôi¨ [189] çàïðîïîíóâàëè ìå-

òîä ïîáóäîâè ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíê-

öié, çàäàíèõ íà R, íà ÿêi íàêëàäàþòüñÿ ïåâíi óìîâè ñïàäàííÿ íà íåñêií÷åí-

íîñòi òà çðîñòàííÿ ïîõiäíèõ iç çáiëüøåííÿì ïîðÿäêó. Öi óìîâè çàäàþòüñÿ çà
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äîïîìîãîþ íåðiâíîñòåé |xkφ(m)(x)| ≤ ckm, {k,m} ⊂ Z+, äå {ckm} � ïîäâiéíà

ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë. ßêùî öi ÷èñëà çìiíþþòüñÿ äîâiëüíèì ÷èíîì

ðàçîì ç φ, òî ìà¹ìî ïðîñòið Ë. Øâàðöà S ≡ S(R) øâèäêî ñïàäíèõ íà íåñêií-

÷åííîñòi ôóíêöié. ßêùî æ ÷èñëà ckm çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi óìîâè, òî âiäïîâiäíi

êîíêðåòíi ïðîñòîðè ìiñòÿòüñÿ â S i íàçèâàþòüñÿ ïðîñòîðàìè òèïó S. Ïðîñòîðè

òèïó S øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè äîñëiäæåííi ïðîáëåìè ïðî êëàñè ¹äè-

íîñòi òà êëàñè êîðåêòíîñòi çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

çi ñòàëèìè (àáî çàëåæíèìè ëèøå âiä ÷àñó) êîåôiöi¹íòàìè. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi

âñòàíîâëåíî, ùî ïðîñòîðè òèïó S òà S ′ (ïðîñòîðè, òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíi äî S)

¹ ïðèðîäíèì ñåðåäîâèùåì äëÿ äîñëiäæåííÿ íåëîêàëüíèõ áàãàòîòî÷êîâèõ çà

÷àñîì çàäà÷ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêi ìiñòÿòü îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ

íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âèãëÿäó φ(D) =
∞∑
k=0

ckD
k, D = d/dx, ïîáóäîâàíîãî çà

íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ φ(x) =
∞∑
k=0

ckx
k; ïðè öüîìó ç'ÿñîâàíî,

ùî φ(D) ìîæíà ðîçóìiòè ÿê ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, ïîáóäîâàíèé çà

àíàëiòè÷íèì ñèìâîëîì. Äîñëiäæåíi âëàñòèâîñòi ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó

íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ ç îïåðà-

òîðîì φ(D), âñòàíîâëåíî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i ó âèïàäêó, êîëè ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ

íàëåæèòü äî ïåâíîãî êëàñó óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó óëüòðàðîçïîäiëiâ (òè-

ïó S ′), çíàéäåíî çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi çãîðòêè ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ ç

ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì.

4.6.1. Ïðîñòîðè òèïó S òà S ′

Äëÿ äîâiëüíî ôiêñîâàíèõ α, β > 0 ïîêëàäåìî (äèâ. [189])

Sβα(R) ≡ Sβα := {φ ∈ S
∣∣∣∃c > 0 ∃A > 0 ∃B > 0 ∀{k,m} ⊂ Z+ ∀x ∈ R :

|xkφ(m)(x)| ≤ cAkBmkkαmmβ}.

Ïðîñòið Sβα ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè ùå é òàê [189]: Sβα ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ
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é ëèøå òèõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ íà R ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

íåðiâíîñòi

|φ(m)(x)| ≤ c1B
m
1 m

mβ exp{−c2|x|1/α}, m ∈ Z+, x ∈ R,

ç äåÿêèìè äîäàòíèìè ñòàëèìè c1, c2, B1, çàëåæíèìè âiä ôóíêöi¨ φ.

ßêùî 0 < β < 1 i α ≥ 1−β, òî Sβα ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ é ëèøå òèõ ôóíêöié φ,

ÿêi äîïóñêàþòü àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ â êîìïëåêñíó ïëîùèíó i çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíiñòü

|φ(x+ iy)| ≤ c3 exp{−a|x|1/α + b|y|1/(1−β)}, c3, a, b > 0, {x, y} ⊂ R. (4.109)

Ïðîñòîðè Sβα íåòðèâiàëüíi, ÿêùî α+β ≥ 1; äëÿ äîâiëüíèõ α, β ïðàâèëüíîþ

¹ ðiâíiñòü: Sβα = Sα ∩ Sβ [224].

Òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà â ïðîñòîðàõ Sβα âèçíà÷à¹òüñÿ òàê. Ñèìâîëîì Sβ,Bα,A

ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü ôóíêöié φ ∈ Sβα, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó:

∀A > A ∀B > B : |xkφ(m)(x)| ≤ cA
k
B
m
kkαmmβ, {k,m} ⊂ Z+.

Öÿ ìíîæèíà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ïîâíèé çëi÷åííî-íîðìîâàíèé ïðîñòið, ÿêùî íîð-

ìè â íié ââåñòè çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåíü

∥φ∥δρ = sup
x,k,m

|xkφ(m)(x)|
(A+ δ)k(B + ρ)mkkαmmβ

, {δ, ρ} ⊂
{
1,

1

2
, . . .

}
.

ßêùî A1 < A2, B1 < B2, òî S
β,B1

α,A1
íåïåðåðâíî âêëàäà¹òüñÿ â Sβ,B2

α,A2
i Sβα =∪

A,B>0

Sβ,Bα,A . Îòæå, â S
β
α ìîæíà ââåñòè òîïîëîãiþ iíäóêòèâíî¨ ãðàíèöi ïðîñòîðiâ

Sβ,Bα,A [189].

Ó ïðîñòîðàõ Sβα âèçíà÷åíà i ¹ íåïåðåðâíîþ îïåðàöiÿ çñóâó àðãóìåíòó Tx:

φ(ξ) → φ(ξ + x). Öÿ îïåðàöiÿ ¹ òàêîæ äèôåðåíöiéîâíîþ (íàâiòü íåñêií÷åííî

äèôåðåíöiéîâíîþ [189]) ó òîìó ðîçóìiííi, ùî ãðàíè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ âèãëÿ-

äó (φ(x + h) − φ(x))h−1 → φ′(x), h → 0, ñïðàâäæóþòüñÿ äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨
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φ ∈ Sβα â ñåíñi çáiæíîñòi çà òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó Sβα. Ó Sβα âèçíà÷åíà i íåïåðå-

ðâíà îïåðàöiÿ äèôåðåíöiþâàííÿ. Ïðîñòîðè òèïó S ¹ äîñêîíàëèìè [189] (òîáòî

ïðîñòîðàìè, âñi îáìåæåíi ìíîæèíè ÿêèõ êîìïàêòíi); âîíè òiñíî ïîâ'ÿçàíi ìiæ

ñîáîþ ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹, à ñàìå, ïðàâèëüíîþ ¹ ôîðìóëà F [Sβα] = Sαβ , äå

F [Sβα] :=
{
ψ : ψ(σ) =

∫
R

φ(x)eiσxdx, φ ∈ Sβα

}
.

Ñèìâîëîì (Sβα)
′ ïîçíà÷èìî ïðîñòið óñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ

íàä âiäïîâiäíèì ïðîñòîðîì îñíîâíèõ ôóíêöié çi ñëàáêîþ çáiæíiñòþ, à éîãî åëå-

ìåíòè íàçèâàòèìåìî óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè. ßêùî f ∈ (Sβα)
′, òî äî öüîãî æ

ïðîñòîðó íàëåæèòü òàêîæ êîæíà ïîõiäíà f (p), p ∈ N (òîáòî åëåìåíòè ïðîñòîðó

(Sβα)
′ ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèìè), çñóâ f(ay + b), a ̸= 0, äîáóòîê αf , äå

α � ìóëüòèïëiêàòîð ó ïðîñòîði îñíîâíèõ ôóíêöié.

Îñêiëüêè â îñíîâíîìó ïðîñòîði Sβα âèçíà÷åíà îïåðàöiÿ çñóâó àðãóìåíòó Tx:

φ(ξ) → φ(ξ + x), òî çãîðòêó óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ (Sβα)
′ ç îñíîâíîþ ôóíê-

öi¹þ φ çàäàìî ôîðìóëîþ

(f ∗ φ)(x) = ⟨fξ, T−xφ̌(ξ)⟩ ≡ ⟨fξ, φ(x− ξ)⟩, φ̌(ξ) := φ(−ξ)

Iç âëàñòèâîñòi íåñêií÷åííî¨ äèôåðåíöiéîâíîñòi îïåðàöi¨ çñóâó àðãóìåíòó â ïðî-

ñòîði Sβα âèïëèâà¹, ùî çãîðòêà f ∗φ ¹ çâè÷àéíîþ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ

íà R ôóíêöi¹þ.

Íåõàé f ∈ (Sβα)
′. ßêùî f ∗ φ ∈ Sβα, ∀φ ∈ Sβα i iç ñïiââiäíîøåííÿ φν → 0 ïðè

ν → +∞ çà òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó Sβα âèïëèâà¹, ùî f ∗ φν → 0 ïðè ν → +∞ çà

òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó Sβα, òî ôóíêöiîíàë f íàçèâà¹òüñÿ çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîði

Sβα.

Îñêiëüêè F−1[Sαβ ] = Sβα (F−1 � îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹), à òàêîæ i

F [Sαβ ] = Sβα, áî êîæíèé ïðîñòið òèïó S ðàçîì ç ôóíêöi¹þ φ(x) ìiñòèòü i ôóíê-

öiþ φ(−x), òî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ (Sβα)
′ îçíà÷èìî çà

238



äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ

⟨F [f ], φ⟩ = ⟨f, F [φ]⟩, φ ∈ Sαβ .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî F [f ] ∈ (Sαβ )
′, ÿêùî f ∈ (Sβα)

′.

Ñèìâîëîì (Sβα,∗)
′ ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü óñiõ çãîðòóâà÷iâ ó ïðîñòîði Sβα. ßê-

ùî f ∈ (Sβα,∗)
′, òî (äèâ. [189]), äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ Sβα ïðàâèëüíîþ ¹

ôîðìóëà F [f ∗ φ] = F [f ] · F [φ], ïðè öüîìó F [f ] � ìóëüòèïëiêàòîð ó ïðîñòîði

Sαβ .

Ñóêóïíiñòü ôóíêöié, ÿêi ¹ ïðîäîâæåííÿìè ôóíêöié ç ïðîñòîðó Sβα , {α, β} ⊂

(0, 1), α+β ≥ 1, â C, ïîçíà÷èìî ÷åðåç Sβα(C). Iç ðåçóëüòàòiâ, íàâåäåíèõ â [228],

âèïëèâà¹, ùî Sβα(C) = WΩ
M , äå W

Ω
M � îäèí iç ïðîñòîðiâ òèïó W , ââåäåíèõ Á.Ë.

Ãóðåâè÷åì [229] (äèâ. òàêîæ [8]), ïîáóäîâàíèé çà ôóíêöiÿìè M(x) = x1/α,

Ω(y) = y1/(1−β), {x, y} ⊂ (0,∞). Ó ïðîñòîðàõ WΩ
M ââîäèòüñÿ òîïîëîãiÿ ií-

äóêòèâíî¨ ãðàíèöi çëi÷åííî-íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ WΩ,b
M,a, a, b > 0; çîêðåìà, ó

âèïàäêó ïðîñòîðiâ WΩ
M , ïîáóäîâàíèõ çà âêàçàíèìè ôóíêöiÿìè, ñèñòåìà íîðì

ó âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðàõ WΩ,b
M,a âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëàìè

∥φ∥δρ = sup
z∈C

(|φ(z)| exp{a(1− δ)|x|1/α + (b+ ρ)|y|1/(1−β)}),

φ ∈ Sβα(C) ≡ WΩ
M , z = x+ iy, δ ∈ {1/2, 1/3, . . . }, ρ ∈ N.

Çâiäñè òà ç (4.109) âèïëèâà¹ (äèâ. [189]), ùî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {φν(x), ν ≥

1} ⊂ Sβα, x ∈ R, {α, β} ⊂ (0, 1), α + β ≥ 1, çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ â Sβα òîäi

é ëèøå òîäi, êîëè ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {φν(z), ν ≥ 1}, z ∈ C, çáiãà¹òü-

ñÿ äî íóëÿ â Sβα(C), òîáòî [8] ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ â êîæíié îáìå-

æåíié îáëàñòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C, ïðè öüîìó ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|φν(z)| ≤ c exp{−a|x|1/α+ b|y|1/(1−β)}, z = x+ iy ∈ C, çi ñòàëèìè c, a, b > 0, íå

çàëåæíèìè âiä ν. Ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði Sβα(C) ¹ êîæíà öiëà ôóíêöiÿ

f(z), z ∈ C, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀z = x+ iy ∈ C : |f(z)| ≤ cε exp{ε|x|1/α + ε|y|1/(1−β)}.
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4.6.2. Îïåðàòîðè äèôåðåíöiþâàííÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó â

ïðîñòîðàõ òèïó S

Íåõàé g(z) =
∞∑
n=0

cnz
n, z ∈ C, � äåÿêà öiëà ôóíêöiÿ. Ãîâîðèòèìåìî, ùî â

ïðîñòîði Sβα, {α, β} ⊂ (0, 1), çàäàíî îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ íåñêií÷åííîãî

ïîðÿäêó

g(D) :=
∞∑
n=0

cn(iD)n, D = d/dx,

ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ Sβα ðÿä

ψ(x) ≡ g(D)φ(x) :=
∞∑
n=0

cn(iD)nφ(x), x ∈ R,

çîáðàæà¹ îñíîâíó ôóíêöiþ ç ïðîñòîðó Sβα.

Òåîðåìà 4.15. ßêùî ôóíêöiÿ g � ìóëüòèïëiêàòîð ó ïðîñòîði Sαβ ,

{α, β} ⊂ (0, 1), α+ β = 1, òî â ïðîñòîði Sβα âèçíà÷åíèé i íåïåðåðâíèé îïåðà-

òîð g(D) ≡ Ag, ïðè öüîìó

Agφ(x) = F−1[g(σ)F [φ](σ)](x), φ ∈ Sβα. (4.110)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé φ ∈ Sβα; òîäi

ψ(x) =
∞∑
n=0

cn(iD)nφ(x) =
∞∑
n=0

cn(F
−1[σF [φ]])n(x) =

=
∞∑
n=0

cnF
−1[σnF [φ]](x).

Äîâåäåìî, ùî ψ ∈ Sβα. Iç âëàñòèâîñòåé ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ (ïðÿìîãî òà îáåð-

íåíîãî) â ïðîñòîðàõ òèïó S âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ äîñèòü

âñòàíîâèòè, ùî F [ψ] ∈ Sαβ . Çàïèøåìî (ïîêè-ùî ôîðìàëüíî) ñïiââiäíîøåííÿ

F [ψ](σ) =
∞∑
n=0

cnσ
nF [φ](σ) = g(σ)F [φ](σ). (4.111)
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Îñêiëüêè F [φ] ∈ Sαβ , à g � ìóëüòèïëiêàòîð ó ïðîñòîði Sαβ , òî gF [φ] ∈ Sαβ . Îò-

æå, çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè êîðåêòíiñòü ïðîâåäåíèõ ïåðåòâîðåíü òà îáãðóíòóâàòè

ïðàâèëüíiñòü ôîðìóë (4.111). Ôóíêöiÿ gF [φ] äîïóñêà¹ àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåí-

íÿ ó âñþ êîìïëåêñíó ïëîùèíó, ïðè öüîìó (gF [φ])(z) ∈ Sαβ (C), z = σ + iτ ∈ C.

Îòæå, äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ äîñèòü âñòàíîâèòè, ùî

rn(z) :=
∞∑

k=n+1

ckz
kF [φ](z) → 0, n→ ∞

ó ïðîñòîði Sαβ (C). Iíøèìè ñëîâàìè, ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî: 1) {rn, n ≥ 1} ⊂

Sαβ (C); 2) ïîñëiäîâíiñòü {rn, n ≥ 1} ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ â êîæíié

îáìåæåíié îáëàñòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè i ïðè öüîìó ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|rn(z)| ≤ c exp{−a|σ|1/β + b|τ |1/(1−α)}, z = σ + iτ ∈ C, n ∈ N,

ç äåÿêèìè ñòàëèìè a, b, c > 0, íå çàëåæíèìè âiä n.

Êîåôiöi¹íòè Òåéëîðà cn, n ∈ Z+, ôóíêöi¨ g îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

Êîøi

cn =
1

2πi

∫
ΓR

g(z)

zn+1
dz, n ∈ Z+,

äå ΓR � êîëî ðàäióñà R ç öåíòðîì ó òî÷öi z0 = 0. Çâiäñè òà ç óìîâè òåîðåìè (g

� ìóëüòèïëiêàòîð â Sαβ ) âèïëèâà¹, ùî

|cn| ≤ cε inf
R
(R−n/2 exp{εR1/β}) · inf

R
(R−n/2 exp{εR1/(1−α)}), ε > 0.

Îöiíèìî îêðåìî êîåôiöi¹íòè c2k òà c2k+1, k ∈ Z+. Îòæå,

|c2k| ≤ cε inf
R
(R−k exp{εR1/β}) · inf

R
(R−k exp{εR1/(1−α)}).

Áåçïîñåðåäíüî çíàõîäèìî, ùî

|c2k| ≤ cεL
kε(1−α+β)kk−(1−α+β)k, L =

( e
β

)β( e

1− α

)1−α
. (4.112)

Àíàëîãi÷íî,

|c2k+1| ≤ c̃εL
kε(1−α+β)kk−(1−α+β)k. (4.113)
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Äàëi çäiéñíèìî îöiíêó ôóíêöi¨

αn(z) := |cnznF [φ](z)|, z ∈ C,

ïðè ôiêñîâàíîìó n ∈ N, ÿêùî n = 2k òà n = 2k + 1, âðàõóâàâøè ïðè öüîìó

íåðiâíîñòi (4.112) òà (4.113) âiäïîâiäíî.

Íåõàé n = 2k. Îñêiëüêè F [φ] ∈ Sαβ , òî

∃c, a, b > 0 ∀z = σ + iτ ∈ C : |F [φ](z)| ≤ c exp{−a|σ|1/β + b|τ |1/(1−α)}.

Êðiì òîãî,

|z|2k = (σ2 + τ 2)k ≤ (2max{σ2, τ 2})k ≤ 2k(|σ|2k + |τ |2k).

Îòæå,

α2k(z) ≤ ccεL
kε(1−α+β)kk−(1−α+β)k(|σ|2k + |τ |2k)e−a|σ|1/β+b|τ |1/(1−α)

=

= ccεL
kε(1−α+β)k(k−(1−α+β)k|σ|2ke−a|σ|1/βeb|τ |1/(1−α)

+

+k−(1−α+β)k|τ |2ke−a|σ|1/βeb|τ |1/(1−α)

) ≡

≡ ccεL
kε(1−α+β)k(∆′

k(z) + ∆′′
k(z)).

Äàëi âðàõó¹ìî íåðiâíiñòü

|σ|2ke−
a
2 |σ|

1/β ≤ Lkk2kβ, L =
(4β
a

)2β
,

çàñòîñóâàâøè ÿêó, çíàéäåìî, ùî

∆′
k(z) = k−(1−α+β)k|σ|2k exp{−a|σ|1/β} exp{b|τ |1/(1−α)} ≤

≤ c̃1L
k
1k

2kβk−(1−α+β)k exp
{
− a

2
|σ|1/β

}
exp{b|τ |1/(1−α)}.

Îñêiëüêè α+ β = 1, òî 2β − (1− α+ β) = 0, òîìó

∆′
k(z) ≤ c̃1L

k
1 exp

{
− a

2
|σ|1/β

}
exp{b|τ |1/(1−α)}.
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Îöiíèìî ∆′′
k(z). Ìà¹ìî, ùî

|τ |2k exp{b|τ |1/(1−α)} = |τ |2k exp{−|τ |1/(1−α)} exp{(b+ 1)|τ |}1/(1−α) ≤

≤ Lk2k
2(1−α)k exp{(b+ 1)|τ |1/(1−α)}, L2 = (2(a− α))2(1+α).

Òîäi

∆′′
k(z) ≤ c̃2L

k
2k

2(1−α)k−(1−α+β)k exp{−a|σ|1/β} exp{(b+ 1)|τ |1/(1−α)} =

= c̃2L
k
2 exp{−a|σ|1/β} exp{(b+ 1)|τ |1/(1−α)}

(òóò çíîâó âðàõîâàíà óìîâà α + β = 1). Óðàõóâàâøè öi íåðiâíîñòi çíàéäåìî,

ùî

α2k(z) ≤ c̃L2k
2 (

√
ε)2γ̃k exp{−a|σ|1/β + b1|τ |1/(1−α)},

γ̃ = 1− α + β = 2(1− α) = 2β, a1 = a/2, b1 = b+ 1.

Àíàëîãi÷íî îöiíþ¹ìî ôóíêöi¨ α2k+1(z), k ∈ Z+, z ∈ C. Â ðåçóëüòàòi ïðèéäåìî

äî íåðiâíîñòi

αn(z) ≤ β̃Ãn(
√
ε)γ̃n exp{−a2|σ|1/β + b2|τ |1/(1−α)}, n ∈ Z+, z ∈ C,

ïðè÷îìó âñi ñòàëi íå çàëåæàòü âiä n.

Âiçüìåìî ε = (2Ã)−2/γ̃. Òîäi
∞∑

k=n+1

Ãk(
√
ε)γ̃k = 2−n, òîáòî

|rn(z)| ≤
β̃

2n
exp{−a2|σ|1/β + b2|τ |1/(1−α)}, z ∈ C. (4.114)

Iç (4.114) âèïëèâà¹, ùî rn ∈ Sαβ (C) ïðè êîæíîìó n ∈ N (òîáòî óìîâà 1) âèêî-

íó¹òüñÿ). Iç (4.114) âèïëèâà¹ òàêîæ, ùî ïîñëiäîâíiñòü {rn, n ≥ 1} çáiãà¹òüñÿ äî

íóëÿ ïðè n→ ∞ ðiâíîìiðíî â áóäü-ÿêié îáìåæåíié îáëàñòi Q ⊂ C, ïðè öüîìó

|rn(z)| ≤ β̃ exp{−a2|σ|1/β + b2|τ |1/(1−α)}, n ∈ N, z ∈ C,
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ñòàëi β̃, a2, b2 > 0 íå çàëåæàòü âiä n. Öèì äîâåäåíî, ùî îïåðàòîð g(D) ≡ Ag

âèçíà÷åíèé â ïðîñòîði Sβα, êîæíó îáìåæåíó ìíîæèíó öüîãî ïðîñòîðó âií ïåðå-

âîäèòü â îáìåæåíó ìíîæèíó öüîãî æ ïðîñòîðó. Òàêèì ÷èíîì, âêàçàíèé îïåðà-

òîð íåïåðåðâíèé â ïðîñòîði Sβα, ïðè öüîìó iç ñïiââiäíîøåííÿ (4.111) âèïëèâà¹

ðiâíiñòü (4.110).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 4.9. Çíàéäåíà óìîâà íà ôóíêöiþ g ¹ íå ëèøå äîñòàòíüîþ,

àëå é íåîáõiäíîþ äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîð Ag áóâ íåïåðåðâíèì ó ïðîñòîði Sβα;

ïðè öüîìó Ag ìîæíà ðîçóìiòè ÿê ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, ïîáóäî-

âàíèé çà àíàëiòè÷íèì (öiëèì) ñèìâîëîì (ôóíêöi¹þ g).

4.6.3. Íåëîêàëüíà áàãàòîòî÷êîâà çà ÷àñîì çàäà÷à

Ðîçãëÿíåìî åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
= Agu, (t, x) ∈ (0, T ]× R ≡ Ω, (4.115)

äå Ag � ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, ïîáóäîâàíèé çà ôóíêöi¹þ g, ÿêà ¹

ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði S1−ω
ω , ω ∈ (0, 1) i òàêîþ, ùî eg ∈ S1−ω

ω . Ñèìâî-

ëîì P 1−ω
ω ïîçíà÷àòèìåìî êëàñ ôóíêöié g, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âêàçàíi óìîâè.

Íàïðèêëàä, íåõàé g(z) = P (z), z = x + iy, � ïîëiíîì ñòåïåíÿ 2b, b ∈ N, íàä

ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∃c > 0 ∀x ∈ R : ReP (x) ≤ −c|x|2b.

Î÷åâèäíî, ùî P � ìóëüòèïëiêàòîð ó ïðîñòîði S1−ω
ω , äå ω = 1/(2b). Êðiì òîãî,

|eP (x)| = eReP (x) ≤ e−c|x|
2b

, x ∈ R;

∃c1 > 0∀z = x+ iy ∈ C : |eP (z)| ≤ e|P (z)| ≤ ec1|z|
2b

.
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Òîäi, ñêîðèñòàâøèñü ðÿäîì òåîðåì ç [189], ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿìè òåîðåìè

Ôðàãìåíà-Ëiíäåëüîôà, äiñòàíåìî, ùî öiëà ôóíêöiÿ eP (z) ó êîìïëåêñíié ïëî-

ùèíi çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

|eP (z)| ≤ c0 exp{−c1|x|2b + c3|y|2b}, c0, c2, c3 > 0. (4.116)

Ç íåðiâíîñòi (4.116) òà õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòîðiâ Sβα âèïëèâà¹, ùî eP ∈ S1−ω
ω ,

ω = 1/(2b).

Äëÿ ðiâíÿííÿ (4.115) çàäàìî áàãàòîòî÷êîâó çà ÷àñîì çàäà÷ó

µu(t, ·)|t=0 − µ1u(t, ·)|t=t1 − · · · − µmu(t, ·)|t=tm = f, (4.117)

äå m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,+∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ] � ôiêñîâàíi ÷èñëà,

ïðè÷îìó µ >
m∑
k=1

µk, f ∈ S1−ω
ω .

Êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ C1((0, T ], S1−ω
ω ) çàäà÷i (4.115), (4.117) øóêà¹ìî çà

äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ó âèãëÿäi u(t, x) = F [v(t, ·)](x). Äëÿ ôóíêöi¨ v:

Ω → R äiñòàíåìî òàêó çàäà÷ó ç ïàðàìåòðîì σ:

∂v(t, σ)

∂t
= g(σ)v(t, σ), (t, σ) ∈ Ω, (4.118)

µv(t, σ)|t=0 −
m∑
k=1

µkv(t, σ)|t=tk = f̃(σ), σ ∈ R, (4.119)

äå f̃(σ) = F−1[f ](σ). Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.118) ìà¹ âèãëÿä

v(t, σ) = c exp{tg(σ)}, (t, σ) ∈ Ω, (4.120)

äå c = c(σ) âèçíà÷èìî ç óìîâè (4.119). Ïiäñòàâèâøè (4.120) â (4.119) çíàéäåìî,

ùî

c = f̃(σ)
(
µ−

m∑
k=1

µk exp{tkg(σ)}
)−1

, σ ∈ R.

Îòæå, ôîðìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.115), (4.117) ¹ ôóíêöiÿ

u(t, x) = (2π)−1

∫
R

v(t, σ)e−ixσdσ.
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Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: G(t, x) = F−1[Q(t, σ)](x), äå Q(t, σ) = Q1(t, σ)Q2(σ),

Q1(t, σ) = exp{tg(σ)}, Q2(σ) =
(
µ−

m∑
k=1

µk exp{tkg(σ)}
)−1

≡

≡
(
µ−

m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)
)−1

.

Òîäi, ìiðêóþ÷è ôîðìàëüíî çíàéäåìî, ùî

u(t, x) =

∫
R

G(t, x− ξ)f(ξ)dξ = G(t, x) ∗ f(x), (t, x) ∈ Ω.

Ñïðàâäi,

u(t, x) = (2π)−1

∫
R

Q(t, σ)
(∫

R

f(ξ)e−iσξdξ
)
eiσxdσ =

=

∫
R

(
(2π)−1

∫
R

Q(t, σ)eiσ(x−ξ)dσ
)
f(ξ)dξ =

=

∫
R

G(t, x− ξ)f(ξ)dξ = G(t, x) ∗ f(x), (t, x) ∈ Ω. (4.121)

Êîðåêòíiñòü ïðîâåäåíèõ òóò ïåðåòâîðåíü òà çáiæíiñòü âiäïîâiäíèõ iíòå-

ãðàëiâ, à, îòæå, ïðàâèëüíiñòü ôîðìóëè (4.121), âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòåé ôóíê-

öi¨ G, ÿêi íàâåäåìî íèæ÷å. Âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ G ïîâ'ÿçàíi ç âëàñòèâîñòÿ-

ìè ôóíêöi¨ Q, îñêiëüêè G = F−1[Q]. Îòæå, ïåðåäóñiì äîñëiäèìî âëàñòèâîñòi

ôóíêöi¨ Q(t, σ) ÿê ôóíêöi¨ àðãóìåíòó σ.

Îñêiëüêè g ∈ P 1−ω
ω , òî iñíóþòü ÷èñëà c0, a, b > 0 òàêi, ùî

|eg(z)| ≤ c0e
−a|σ|1/ω+b|τ |1/ω , z = σ + iτ ∈ C.

Òîäi

|etg(z)| = |eg(z)|t ≤ [c0e
−a|σ|1/ω+b|τ |1/ω ]t ≤ ce−at|σ|

1/ω+bt|τ |1/ω , c = max{1, cT0 }.

(4.122)

Iç íåðiâíîñòi (4.122) âèïëèâà¹, ùî Q1(t, ·) ∈ S1−ω
ω ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ].
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Ïðîàíàëiçóâàâøè äîâåäåííÿ òåîðåìè 3 ç [189, ñ. 259�260] áåçïîñåðåäíüî ïå-

ðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî äëÿ ôóíêöi¨ Q1(t, σ) òà ¨¨ ïîõiäíèõ (çà çìiííîþ σ ∈ R)

ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|Dk
σQ1(t, σ)| ≤ cAktkωkk(1−ω) exp{−c̃0t|σ|1/ω}, (4.123)

äå ñòàëi c, A, c̃0 > 0 íå çàëåæàòü âiä t.

Ëåìà 4.21. Ôóíêöiÿ Q2 ¹ ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði S2
ω.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ çäiéñíèìî îöiíêó ïîõiäíèõ ôóíê-

öi¨ Q2. Ç öi¹þ ìåòîþ ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ Ôàà äå Áðóíî äèôåðåíöiþâàííÿ

ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨

Ds
xF (g(x)) =

s∑
p=1

dp

dgp
F (g)

∑ s!

p1! . . . pl!

( d
dx
g(x)

)p1
. . .
(1
l!

dl

dxl
g(x)

)pl
(çíàê ñóìè ïîøèðþ¹òüñÿ íà âñi ðîçâ'ÿçêè â öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ

p1 + 2p2 + · · ·+ lpl = s, p1 + · · ·+ pl = p), ó ÿêié ïîêëàäåìî F = g−1, g = R,

R(x) = µ−
m∑
k=1

µkQ1(tk, x), x ∈ R.

Òîäi Q2(x) = F (R(x)) i

dp

dgp
F (R) =

dp

dRp
R−1 = (−1)pp!R−(p+1).

Óðàõóâàâøè íåðiâíîñòi (4.123), çíàéäåìî, ùî∣∣∣1
l!

dl

dxl
R(x)

∣∣∣ ≤ 1

l!

m∑
k=1

µk

∣∣∣ dl
dxl

Q1(tk, x)
∣∣∣ ≤

≤ c

l!

m∑
k=1

µkA
ltlωll(1−ω) exp{−c̃0tk|x|1/ω} ≤ c̃Ãltlω exp{−c̃0tk|x|1/ω},

äå Ã = Ae, c̃ = c

m∑
k=1

µk (òóò âðàõîâàíî, ùî 1/l! ≤ el/ll). Òîäi

∣∣∣( d
dx
R(x)

)p1∣∣∣ . . . ∣∣∣(1
l!

dl

dxl
R(x)

)pl∣∣∣ ≤
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≤ c̃p1Ãp1T̃ p1ω exp{−c̃0t1p1|x|1/ω} . . .

c̃plÃplT̃ plω exp{−c̃0t1pl|x|1/ω} ≤ c̃p1+···+plÃp1+2p2+···+lpl×

×T̃ (p1+···+pl)ω exp{−(p1 + · · ·+ pl)t1|x|1/ω} ≤

≤ c̃pÃsT̃ pω exp{−t1p|x|1/ω} ≤ c′
s
exp{−t1|x|1/ω},

c̃′ = max{1, c̃ÃT̃ ω}, T̃ = max{1, T}, t ∈ (0, T ].

Ç óðàõóâàííÿì (4.123) ìà¹ìî íåðiâíîñòi

Q1(tk, x) ≤ c0 exp{−c̃0tk|x|1/ω} ≤ c0, k ∈ {1, . . . ,m}, x ∈ R.

Îòæå,

R(x) = µ−
m∑
k=1

µkQ1(tk, x) ≥ µ− c0

m∑
k=1

µk = µ0, x ∈ R.

Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî µ > c0

m∑
k=1

µk. Îòæå, µ0 > 0 i

|R−(p+1)(x)| ≤ µ
−(p+1)
0 , x ∈ R.

Ïiäñóìîâóþ÷è, çíàõîäèìî, ùî

|Ds
xQ2(x)| = |Ds

xF (R(x))| ≤ b0B
s
0(s!)

2 exp{−t1|x|1/ω} ≤

≤ bBss2s exp{−t1|x|1/ω}, s ∈ N, x ∈ R.

Iç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi, îáìåæåíîñòi ôóíêöi¨ Q2 íà R òà õàðàêòåðèñòèêè ïðî-

ñòîðiâ òèïó S âèïëèâà¹, ùî Q2 ¹ ìóëüòèïëiêàòîðîì â ïðîñòîði S2
ω.

Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 4.9. Ïðè ôiêñîâàíîìó t ∈ (0, T ] ôóíêöiÿ Q(t, σ) = Q1(t, σ) ·

Q2(σ), ÿê ôóíêöiÿ σ ∈ R, ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó S2
ω, ïðè öüîìó ñïðàâäæó-

þòüñÿ îöiíêè

|Ds
σQ(t, σ)| ≤ cBss2s exp{−c̃0t|σ|1/ω}, s ∈ N, (4.124)

äå ñòàëi c, B, c̃0 > 0 íå çàëåæàòü âiä t.
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Óðàõóâàâøè âëàñòèâîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ (ïðÿìîãî òà îáåðíåíîãî) òà

ñïiââiäíîøåííÿ F−1[S2
ω] = Sω2 çíàéäåìî, ùî G(t, ·) = F−1[Q(t, ·)] ∈ Sω2 ïðè

êîæíîìó t ∈ (0, T ]. Âèäiëèìî â îöiíêàõ ôóíêöi¨ G òà ¨¨ ïîõiäíèõ (çà çìiííîþ

x) çàëåæíiñòü âiä ïàðàìåòðà t.

Ïåðåäóñiì çàçíà÷èìî, ùî ç (4.124) âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

|σkDs
σQ(t, σ)| ≤ cBss2s|σ|k exp

{
− c̃0

2
t|σ|1/ω

}
exp

{
− c̃0

2
t|σ|1/ω

}
≤

≤ cBss2s sup
|σ|

(
|σ|k exp

{
− c̃0

2
t|σ|1/ω

})
exp

{
− c̃0

2
t|σ|1/ω

}
≤

≤ c̃AkBskkωs2st−kω exp
{
− c̃0

2
t|σ|1/ω

}
, {k, s} ⊂ Z+, (4.125)

c̃, c̃0, A, B > 0.

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

xkDs
xF [φ](x) = ik+sF [(σsφ(σ))(k)] =

= ik+s
∫
R

(σsφ(σ))(k)eixσdσ, {k, s} ⊂ Z+, φ ∈ S2
ω.

Îòæå,

xkDs
xG(t, x) = (2π)−1(−1)sik+s

∫
R

(σsQ(t,−σ))(k)eixσdσ.

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi mks = kkωs2s, ÿê âèïëèâà¹ iç ðåçóëüòàòiâ,

îäåðæàíèõ â [189, ñ. 237�243], ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

ks
mk−1,s−1

mks
≤ γ̃(k + s), γ̃ > 0, {k, s} ⊂ Z+.

Òîäi, çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó Ëåéáíiöà äèôåðåíöiþâàííÿ äîáóòêó äâîõ

ôóíêöié, îöiíêè (4.125) òà îñòàííþ íåðiâíiñòü çíàéäåìî, ùî

|(σsQ(t,−σ))(k)| =
∣∣∣ k∑
p=0

Cp
k(σ

s)(p)Q(k−p)(t,−σ)
∣∣∣ ≤
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≤ |σsQ(k)(t,−σ)|+ ks|σs−1Q(k−1)(t,−σ)|+ k(k − 1)

2
s(s− 1)×

×|σs−2Q(k−2)(t,−σ)|+ · · · ≤ cAsBkt−sωk2kssω×

×
(
1 +

ks

(A/tω)B

mk−1,s−1

mks
+

1

2!

ks

(A/tω)2B2

mk−1,s−1

mks
×

×(k − 1)(s− 1)
mk−2,s−2

mk−1,s−1
+ . . .

)
exp

{
− c̃0

2
t|σ|1/ω

}
≤

≤ cAsBkt−sωk2kssω
(
1 +

γ̃

(A/tω)B
(k + s)+

+
1

2!

γ̃2

(A/tω)2B2
(k + s)2 + . . .

)
exp

{
− c̃0

2
t|σ|1/ω

}
=

= cAsBkt−sωk2kssω exp
{ γ̃tω
AB

(k + s)
}
exp

{
− c̃0

2
t|σ|1/ω

}
≤

≤ cAs
1B

k
1 t

−sωk2kssω exp
{
− c̃0

2
t|σ|1/ω

}
,

A1 = A exp
{ γ̃T ω
AB

}
, B1 = B exp

{ γ̃T ω
AB

}
.

Îòæå,

|xkDs
xG(t, x)| ≤ (2π)−1cAs

1B
k
1 t

−sωk2kssω
∫
R

exp
{
− c̃0

2
t|σ|1/ω

}
dσ =

= c̃As
1B

k
1 t

−(s+1)ωk2kssω, {k, s} ⊂ Z+.

Òîäi

|Ds
xG(t, x)| ≤ ˜̃cAs

1t
−(s+1)ωssω inf

k

Bk
1k

2k

|x|k
≤

≤ ˜̃cAs
1t

−(s+1)ωssω exp{−α0|x|1/2}, x ∈ R, t ∈ (0, T ],

ñòàëi ˜̃c, A1, α0 > 0 íå çàëåæàòü âiä t. Òóò ìè ñêîðèñòàëèñÿ âiäîìîþ íåðiâíiñòþ

ç [189]:

inf
k

Lkkkα

|x|k
≤ d0 exp{−d|x|1/α}, d, d0, α > 0.

Òàêèì ÷èíîì, ïðàâèëüíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
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Ëåìà 4.22. Äëÿ ôóíêöi¨ G(t, x), (t, x) ∈ Ω = (0, T ]×R, òà ¨¨ ïîõiäíèõ (çà

çìiííîþ x) ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|Ds
xG(t, x)| ≤ ˜̃ct−(s+1)ωAs

1s
sω exp{−α0|x|1/2}, s ∈ Z+,

ñòàëi ˜̃c, A1, α0 > 0 íå çàëåæàòü âiä t.

Iíøi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ G íàâåäåìî â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi.

Ëåìà 4.23. 1. Ôóíêöiÿ G(t, ·), t ∈ (0, T ], ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ ïàðà-

ìåòðà t iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði Sω2 , äèôåðåíöiéîâíà ïî t.

2. Ïðàâèëüíîþ ¹ ôîðìóëà

∂

∂t
(f ∗G(t, ·)) = f ∗ ∂G(t, ·)

∂t
, f ∈ (Sω2 )

′, t ∈ (0, T ].

3. Ó ïðîñòîði (Sω2 )
′ ñïðàâäæóþòüñÿ ãðàíè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ

à) µ lim
t→+0

G(t, ·)−
m∑
l=1

µl lim
t→tl

G(t, ·) = δ; (4.126)

á) µ lim
t→+0

ω(t, ·)−
m∑
l=1

µl lim
t→tl

ω(t, ·) = f, (4.127)

äå ω(t, x) = f ∗G(t, x), f ∈ (Sω2,∗)
′, (t, x) ∈ Ω, δ � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà.

4. Ôóíêöiÿ G(t, ·) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.115).

Äîâåäåííÿ. 1. Iç âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ (ïðÿìîãî

òà îáåðíåíîãî) ó ïðîñòîðàõ òèïó S âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ

äîñèòü âñòàíîâèòè, ùî ôóíêöiÿ F [G(t, ·)] = Q(t, ·), ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ ïà-

ðàìåòðà t, iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði F [Sω2 ] = S2
ω, äèôåðåíöiéîâíà ïî t. Iíøèìè

ñëîâàìè, ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

Φ∆t(σ) :=
1

∆t
[Q(t+∆t, σ)−Q(t, σ)] → ∂

∂t
Q(t, σ), ∆t→ 0,

âèêîíó¹òüñÿ â òîìó ðîçóìiííi, ùî
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1) Ds
σΦ∆t(σ)−→

∆t→0
Ds
σ(g(σ)Q(t, σ)), s ∈ Z+,

ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó âiäðiçêó [a, b] ⊂ R;

2) |Ds
σΦ∆t(σ)| ≤ cB

s
s2s exp{−a|σ|1/ω},

äå ñòàëi c, a, B > 0 íå çàëåæàòü âiä ∆t, ÿêùî ∆t äîñèòü ìàëå.

Ôóíêöiÿ Q(t, σ), (t, σ) ∈ Ω, äèôåðåíöiéîâíà ïî t ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi,

òîìó, âíàñëiäîê òåîðåìè Ëàãðàíæà ïðî ñêií÷åííi ïðèðîñòè,

Φ∆t(σ) = g(σ)Q(t+ θ∆t, σ), 0 < θ < 1, t+ θ∆t ≤ T.

Îòæå,

Ds
σΦ∆t(σ) =

s∑
l=0

C l
sD

l
σg(σ)D

s−l
σ Q(t+ θ∆t, σ)

i

Ds
σ

(
Φ∆t(σ)−

∂

∂t
Q(t, σ)

)
=

s∑
l=0

C l
sD

l
σg(σ)[D

s−l
σ Q(t+ θ∆t, σ)−Ds−l

σ Q(t, σ)].

Îñêiëüêè

Ds−l
σ Q(t,+θ∆t, σ)−Ds−l

σ Q(t, σ) = Ds−l+1
σ Q(t,+θ1∆t, σ)θ∆t, 0 < θ1 < 1,

òî çâiäñè òà ç îöiíîê (4.123) âèïëèâà¹, ùî

Ds−l+1
σ Q(t,+θ1∆t, σ)θ∆t→ 0, ∆t→ 0,

ðiâíîìiðíî íà äîâiëüíîìó âiäðiçêó [a, b] ⊂ R. Òîäi iDs
σΦ∆t(σ) → Ds

σ

( ∂
∂t
Q(t, σ)

)
ïðè ∆t → 0 ðiâíîìiðíî íà äîâiëüíîìó âiäðiçêó [a, b] ⊂ R. Îòæå, óìîâà 1)

âèêîíó¹òüñÿ.

Ôóíêöiÿ g � ìóëüòèïëiêàòîð ó ïðîñòîði S1−ω
ω , òîìó

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀z = σ + iτ ∈ C : |g(z)| ≤ cεe
ε|σ|1/ω+ε|τ |1/ω . (4.128)

Âíàñëiäîê iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi ìà¹ìî, ùî

g(n)(σ) =
n!

2πi

∫
ΓR

g(z)

(z − σ)n+1
dz, n ∈ Z+,
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äå ΓR � êîëî ðàäióñà R ç öåíòðîì ó òî÷öi σ ∈ R. Òîäi, âíàñëiäîê (4.128) ïðèé-

äåìî äî íåðiâíîñòåé

|g(n)(σ)| ≤ n!

Rn
max
z∈ΓR

|g(z)| ≤ cεn!R
−neεR

1/ω

eε|σ1|
1/ω

,

äå σ1 � òî÷êà ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ exp{ε|ξ|1/ω}, ξ ∈ [σ − R, σ + R] (çàçíà÷èìî,

ùî σ1 ∈ {0, σ−R, σ+R}). Îñêiëüêè R > 0 � äîâiëüíå, òî âèáåðåìî R òàê, ùîá

âiäíîøåííÿ eεR
1/ω

/Rn äîñÿãàëî ñâîãî ìiíiìóìó. Áåçïîñåðåäíüî ïåðåêîíó¹ìîñÿ

â òîìó, ùî

minR−neεR
1/ω

= Bnn−nω, B = eω/ωω,

ïðè÷îìó âêàçàíèé ìiíiìóì äîñÿãà¹òüñÿ ïðè R = (nω/ε)ω. Äàëi, çàìiíèìî σ1 íà

σ + θR, äå |θ| ≤ 1; òîäi

eε|σ1|
1/ω

= eε|σ+θR|
1/ω ≤ eε1|σ|

1/ω

eε2R
1/ω

, ε1, ε2 > 0,

ε1 ÿê çàâãîäíî ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ε. Êðiì òîãî, R1/ω = nω/ε = c1n. Óðàõó-

âàâøè òåïåð ôîðìóëó Ñòiðëiíãà ïðèéäåìî äî íåðiâíîñòi

|g(n)(σ)| ≤ c̃Bn
1n

n(1−ω)eε1|σ|
1/ω

, n ∈ Z+. (4.129)

Iç (4.129) òà îöiíîê, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ïîõiäíi ôóíêöi¨ Q(t, σ) âèïëèâà¹, ùî

|Ds
σΦ∆t(σ)| ≤

s∑
l=0

C l
sD

l
σg(σ)D

s−l
σ Q(t+ θ∆t, σ) ≤

≤ ˜̃c
s∑
l=0

C l
sB

l
1l
l(1−ω)Bs−l(s− l)2(s−l)e−(c̃0(t+θ∆t)−ε1)|σ|1/ω ≤ cB

s
s2sE−(c̃0t/2−ε1)|σ|1/ω ;

òóò ââàæà¹ìî ∆t íàñòiëüêè ìàëèì, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü t + θ∆t ≥ t/2

(t > 0 � ôiêñîâàíå). Äàëi ïîêëàäåìî ε1 = c̃0t/4; òîäi

|Ds
σΦ∆t(σ)| ≤ cB

s
s2se−a|σ|

1/ω

, s ∈ Z+, a = c̃0t/4,

ïðè÷îìó ñòàëi c, a, B > 0 íå çàëåæàòü âiä ∆t (äëÿ äîñèòü ìàëèõ çíà÷åíü ∆t).

Òàêèì ÷èíîì, óìîâà 2) òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ.
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Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

2. Çà îçíà÷åííÿì çãîðòêè óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ ç îñíîâíîþ ìà¹ìî, ùî

f ∗G(t, ·) = ⟨fξ, T−xǦ(t, ξ)⟩, Ǧ(t, ξ) = G(t,−ξ).

Òîäi
∂

∂t
(f ∗G(t, x)) = lim

∆t→0

1

∆t
[f ∗G(t+∆t, x)− (f ∗G(t, x))] =

lim
∆t→0

⟨
fξ,

1

∆t
[T−xǦ(t+∆t, ξ)− T−xǦ(t, ξ)]

⟩
.

Âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 1 ëåìè 4.23 ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

1

∆t
[T−xǦ(t+∆t, ·)− T−xǦ(t, ·)]−→

∆t→0

∂

∂t
T−xǦ(t, ·)

âèêîíó¹òüñÿ â ñåíñi çáiæíîñòi çà òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó Sω2 , òîìó, ç óðàõóâàííÿì

íåïåðåðâíîñòi ôóíêöiîíàëó f ìà¹ìî, ùî

∂

∂t
(f ∗G(t, ·)) =

⟨
fξ, lim

∆t→0

1

∆t
[T−xǦ(t+∆t, ξ)− T−xǦ(t, ξ)]

⟩
=

=
⟨
fξ,

∂

∂t
T−xǦ(t, ξ)

⟩
=
⟨
fξ, T−x

∂

∂t
Ǧ(t, ξ)

⟩
= f ∗ ∂G(t, x)

∂t
,

ùî é ïîòðiáíî äîâåñòè.

3. à). Ñêîðèñòàâøèñü âëàñòèâiñòþ íåïåðåðâíîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ òà

ôóíêöi¨ G(t, ·), ÿê àáñòðàêòíî¨ ôóíêöi¨ ïàðàìåòðà t iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði

Sω2 , ñïiââiäíîøåííÿ (4.126) çàìiíèìî åêâiâàëåíòíèì ãðàíè÷íèì ñïiââiäíîøåí-

íÿì

µ lim
t→+0

F [G(t, ·)]−
m∑
l=1

µl lim
t→tl

F [G(t, ·)] = F [δ] (4.130)

ó ïðîñòîði (Sω2 )
′. Óðàõóâàâøè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ G, (4.130) ïîäàìî ó âèãëÿäi

µ lim
t→+0

Q(t, ·)−
m∑
l=1

µl lim
t→tl

Q(t, ·) = 1. (4.131)

Äëÿ äîâåäåííÿ (4.131) âiçüìåìî äîâiëüíó ôóíêöiþ φ ∈ S2
ω i, ñêîðèñòàâøèñü

òåîðåìîþ ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà Ëåáåãà çíàéäåìî, ùî

µ lim
t→+0

⟨Q(t, ·), φ⟩ −
m∑
l=1

µl lim
t→tl

⟨Q(t, ·), φ⟩ =
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= µ lim
t→+0

∫
R

Q(t, σ)φ(σ)dσ −
m∑
l=1

µl lim
t→tl

∫
R

Q(t, σ)φ(σ)dσ =

=

∫
R

[
µQ(0, σ)−

m∑
l=1

µlQ(tl, σ)
]
φ(σ)dσ =

=

∫
R

[
µ

µ−
m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)
−

m∑
l=1

µl
Q1(tl, σ)

µ−
m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)

]
φ(σ)dσ =

=

∫
R

µ−
m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)

µ−
m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)
φ(σ)dσ =

∫
R

φ(σ)dσ = ⟨1, φ⟩.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (4.131) âèêîíó¹òüñÿ â ïðîñòîði (S2
ω)

′, à,

îòæå, ïðàâèëüíèì ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (4.126).

3. á). Îñêiëüêè

ω(t, x) := f ∗G(t, x) = ⟨fξ, T−xǦ(t, ξ)⟩, f ∈ (Sω2,∗)
′,

òî ç âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíîñòi G(t, ·), ÿê àáñòðàêòíî¨ ôóíêöi¨ ïàðàìåòðà t

iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði Sω2 , âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü ω(t, ·), ÿê àáñòðàêòíî¨

ôóíêöi¨ ïàðàìåòðà t iç çíà÷åííÿìè â öüîìó æ ïðîñòîði. Òîäi, âðàõóâàâøè âëà-

ñòèâiñòü íåïåðåðâíîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ òà ôîðìóëó

F [f ∗G] = F [f ] · F [G] = F [f ] ·Q,

ÿêà ïðàâèëüíà äëÿ äîâiëüíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f ç êëàñó (Sω2,∗)
′, âiä (4.127)

ïåðåéäåìî äî ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

F [ω(t, ·)]−
m∑
l=1

µl lim
t→tl

F [ω(t, ·)] = F [f ]

ó ïðîñòîði (S2
ω)

′, àáî

µ lim
t→+0

Q(t, ·)−
m∑
l=1

µl lim
t→tl

Q(t, ·) = 1,
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ÿêå, çà äîâåäåíèì ðàíiøå (äèâ. (4.131)), ñïðàâäæó¹òüñÿ â öüîìó ïðîñòîði. Öèì

äîâåäåíî, ùî â ïðîñòîði (Sω2 )
′ ñïiââiäíîøåííÿ (4.127) âèêîíó¹òüñÿ.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

4. Ôóíêöiÿ G ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.115). Ñïðàâäi,

∂

∂t
G(t, x) =

∂

∂t
F−1[Q(t, σ)] = F−1

[ ∂
∂t
Q(t, σ)

]
.

Ç iíøîãî áîêó,

AgG(t, x) = F−1
σ→x[g(σ)Fx→σ[G(t, x)]] = F−1[g(σ)Q(t, σ)] = F−1

[ ∂
∂t
Q(t, σ)

]
.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ G çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (4.115). Ëåìà äîâåäåíà.

Íàäàëi ôóíêöiþ G íàçèâàòèìåìî ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì áàãàòîòî÷-

êîâî¨ (m-òî÷êîâî¨) íåëîêàëüíî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ (4.115).

Ñïiââiäíîøåííÿ (4.127) äîçâîëÿ¹ ñòàâèòè äëÿ ðiâíÿííÿ (4.115) m-òî÷êîâó

çà ÷àñîì çàäà÷ó òàê: çíàéòè ðîçâ'ÿçîê u ðiâíÿííÿ (4.115), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = f, f ∈ (Sω2,∗)
′, (4.132)

äå ãðàíè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ ðîçãëÿäàþòüñÿ â ïðîñòîði (Sω2 )
′ (îáìåæåííÿ íà

ïàðàìåòðè µ, µ1, . . . , µm, t1, . . . , tm òàêi æ, ÿê i ó âèïàäêó çàäà÷i (4.115),

(4.117)). Iç íàâåäåíèõ âèùå ðåçóëüòàòiâ âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.16. m-òî÷êîâà çàäà÷à (4.115), (4.132) ¹ ðîçâ'ÿçíîþ. Ðîçâ'ÿçîê

öi¹¨ çàäà÷i äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

u(t, x) = f ∗G(t, x) = ⟨f, T−xǦ(t, ·)⟩,

äå G(t, ·) � ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê m-òî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ ðiâ-

íÿííÿ (4.115), u(t, ·) ∈ Sω2 ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ].

Çàóâàæåííÿ 4.10. Ó âèïàäêó åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ (4.115) ç îïåðàòî-

ðîì φ(D) = P (D), äå D = i d/dx, P (x), x ∈ R, � ïîëiíîì ñòåïåíÿ 2b, b ∈ N,
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íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∃c > 0 ∀x ∈ R : ReP (x) ≤ −c|x|2b,

äëÿ ÿêîãî ñòàâèòüñÿ íåëîêàëüíà áàãàòîòî÷êîâà çà ÷àñîì çàäà÷à, ïðàâèëü-

íèìè ¹ ðåçóëüòàòè, àíàëîãi÷íi ñôîðìóëüîâàíèì âèùå. Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ

G(t, x), ÿê ôóíêöiÿ àðãóìåíòó x (ïðè ôiêñîâàíîìó t > 0), ¹ åëåìåíòîì ïðî-

ñòîðó Sω2 , äå ω =
1

2b
.

4.6.4. Çàäà÷à Êîøi. Âëàñòèâiñòü ëîêàëiçàöi¨

×àñòêîâèì âèïàäêîì çàäà÷i (4.115), (4.132) ¹ çàäà÷à Êîøi: ÿêùî ïîêëàñòè

µ = 1, µ1 = · · · = µm = 0, òî óìîâà (4.132) íàáóâà¹ âèãëÿäó

lim
t→+0

u(t, ·) = f, (4.133)

äå f � óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó òèïó S ′. Ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ, íà-

âåäåíi ðàíiøå, ó âèïàäêó çàäà÷i Êîøi (4.115), (4.133) äiñòà¹ìî, ùî Q2(σ) ≡ 1,

Q(t, σ) = Q1(t, σ), G(t, x) = F−1[Q1(t, σ)](x). Ó äàíîìó âèïàäêó G(t, ·), ÿê

ôóíêöiÿ àðãóìåíòó x (ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ]), ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó Sω1−ω,

äëÿ íå¨ òà ¨¨ ïîõiäíèõ (çà çìiííîþ x) ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|Ds
xG(t, x)| ≤ cBst−(s+1)ωssω exp

{
− d0

( |x|
t1/ω

)1/(1−ω)}
, s ∈ Z+, (4.134)

(t, x) ∈ Ω, ñòàëi c,B, d0 > 0 íå çàëåæàòü âiä t. Àíàëîãîì òåîðåìè 4.16 ó âèïàäêó

çàäà÷i Êîøi ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.17. Çàäà÷à Êîøi (4.115), (4.133), äå f ∈ (Sω1−ω,∗)
′, ¹ ðîçâ'ÿçíîþ.

Ðîçâ'ÿçîê äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

u(t, x) = f ∗G(t, x), (t, x) ∈ Ω,

u(t, ·) ∈ Sω1−ω ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ], u(t, ·) → f ïðè t → +0 ó ïðîñòîði

(Sω1−ω)
′.
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Ó ïðîñòîði Sβα çà óìîâè β > 1 ¹ é ôiíiòíi ôóíêöi¨ [189], òîáòî ìà¹ ñåíñ òàêå

îçíà÷åííÿ: óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f ∈ (Sβα)
′ (α > 0, β > 1) äîðiâíþ¹ íóëåâi íà

iíòåðâàëi (a, b) ⊂ R, ÿêùî ⟨f, φ⟩ = 0 äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ Sβα, íîñié ÿêî¨

ìiñòèòüñÿ â (a, b). Ðîçâ'ÿçîê u(t, x) çàäà÷i Êîøi (4.115), (4.133) çàäîâîëüíÿ¹ ïî-

÷àòêîâó óìîâó â ïðîñòîði (Sω1−ω)
′ (òîáòî, â ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié). Îäíàê,

ïðè ïåâíèõ îáìåæåííÿõ íà ïî÷àòêîâó óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ f ìîæíà îòðèìàòè

ëîêàëüíå ïîêðàùåííÿ çáiæíîñòi çãîðòêè f ∗ G(t, x) ïðè t → +0. Ïðàâèëüíèì

¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.18. Íåõàé f ∈ (Sβ1−ω,∗)
′, äå β > 1, u(t, x) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

Êîøi (4.115), (4.133) ç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ f . ßêùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f

äîðiâíþ¹ íóëåâi íà iíòåðâàëi (a, b) ⊂ R, òî u(t, x) → 0 ïðè t→ +0 ðiâíîìiðíî

âiäíîñíî x íà äîâiëüíîìó âiäðiçêó [c, d] ⊂ (a, b).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé [c, d] ⊂ [a1, b1] ⊂ (a, b). Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ φ ∈ Sβ1−ω

ç íîñi¹ì â (a, b) òàêó, ùî φ = 1 íà [a1, b1]. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ φ(·)T−xǦ(t, ·),

(1− φ(·))T−xǦ(t, ·) ïðè êîæíîìó t > 0 i x ∈ R íàëåæàòü äî ïðîñòîðó Sβ1−ω, òî

ïðàâèëüíèì ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

u(t, x) = ⟨f, φ(·)T−xǦ(t, ·)⟩+ ⟨f, (1− φ(·))T−xǦ(t, ·)⟩, (t, x) ∈ Ω′.

Óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f äîðiâíþ¹ íóëåâi íà (a, b), supp(φ(·)T−xǦ(t, ·)) ⊂

(a, b), òîìó ç îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî

u(t, x) = t⟨f, t−1γ(·)T−xǦ(t, ·)⟩, γ = 1− φ, (t, x) ∈ Ω.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñèòü âñòàíîâèòè, ùî ñiì'ÿ ôóíêöié

Φt,x(ξ) = t−1γ(ξ)T−xǦ(t, ξ)

îáìåæåíà â ïðîñòîði Sβ1−ω ðiâíîìiðíî ïî t (äëÿ äîñèòü ìàëèõ çíà÷åíü t) òà

x ∈ [c, d], òîáòî

|ξkDm
ξ Φt,x(ξ)| ≤ cAkBmkk(1−ω)mmβ, {k,m} ⊂ Z+, ξ ∈ R, (4.135)
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äå ñòàëi c, A, B > 0 íå çàëåæàòü âiä t, x, ξ, ÿêi çìiíþþòüñÿ âêàçàíèì ñïîñîáîì.

Îñêiëüêè Φt,x(ξ) = 0 äëÿ ξ ∈ [a1, b1], òî îöiíêó (4.135) äîñèòü äîâåñòè äëÿ

ξ ∈ R \ [a1, b1].

Ôóíêöiÿ φ ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó Sβ1−ω. Îòæå,

|ξkDm
ξ φ(ξ)| ≤ c1A

k
1B

m
1 k

k(1−ω)mmβ, {k,m} ⊂ Z+, ξ ∈ R.

Êðiì òîãî, çãiäíî ç (4.134),

|Dm
ξ G(t, x− ξ)| ≤

≤ c2B
m
2 t

−(m+1)ωmmω exp
{
− d
(|x− ξ|

t1/ω

)1/(1−ω)}
, m ∈ Z+. (4.136)

Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ äèôåðåíöiþâàííÿ äîáóòêó äâîõ ôóíêöié çíàéäåìî,

ùî

|ξkDm
ξ Φt,x(ξ)| = t−1

∣∣∣ξk m∑
l=0

C l
mD

l
ξγ(ξ)D

m−l
ξ G(t, x− ξ)

∣∣∣ ≤ Φ1
t,x(ξ) + Φ2

t,x(ξ),

äå

Φ1
t,x(ξ) = t−1

m∑
l=0

C l
m|ξkDl

ξφ(ξ)| · |Dm−l
ξ G(t, x− ξ)|,

Φ2
t,x(ξ) = t−1|ξkDm

ξ G(t, x− ξ)|.

Îöiíèìî Φ1
t,x(ξ). Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ íåðiâíîñòÿìè (4.136), à òàêîæ

òèì, ùî |x− ξ| ≥ a0 > 0, äå a0 = min{|a1 − c|, |d− b1|}. Îòæå,

Φ1
t,x(ξ) ≤ c1c2

m∑
l=0

C l
mA

k
1B

l
1l
lβkk(1−ω)Bm−l

2 (m− l)(m−l)ωLm−l,

äå

Lm−l = sup
t∈(0,T ]

(
t−1−((m−l)+1)ω exp

{
− d
( a0
t1/ω

)1/(1−ω)})
.

Áåçïîñåðåäíüî çíàõîäèìî, ùî

Lm−l ≤ A0B
m−l
0 (m− l)(m−l)(1−ω)ω,
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äå A0, B0 � äîäàòíi ñòàëi, çàëåæíi âiä a0, d, ω. Òîäi

Φ1
t,x(ξ) ≤ c̃

m∑
l=0

C l
mA

k
1B

l
1l
lβkk(1−ω)(B0B2)

m−l(m− l)(m−l)(2−ω)ω ≤

≤ c̃Ak
1B

m
3 k

k(1−ω)mmβ,

äå B3 = 2max{B1, B0B2}.

Äëÿ îöiíêè Ψ2
t,x(ξ) ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

∃L0 > 0 ∀x ∈ [c, d] ∀ξ ∈ R \ [a1, b1] : |ξ|/|x− ξ| ≤ L0.

Óðàõóâàâøè (4.136), äëÿ äîâiëüíî ôiêñîâàíîãî 0 < ε < d ìà¹ìî

Φ2
t,x(ξ) ≤ c1c2L

k
0B

m
2 m

mωLmMk,

äå

Lm = sup
t∈(0,T ]

(
t−1−(m+1)ω exp

{
− (d− ε)

( a0
t1/ω

)1/(1−ω)})
,

Mk = sup
|x−ξ|

(
|x− ξ|k exp

{
− ε
(|x− ξ|

t1/ω

)1/(1−ω)})
.

Çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ çíàõîäèìî, ùî

Lm ≤ A0B
m
4 m

m(1−ω)ω, Mk ≤ Nkkk(1−ω)

(ñòàëà N > 0 çàëåæèòü âiä T ). Îòæå,

Φ2
t,x(ξ) ≤ c̃Lk0N

k(B2B4)
mkk(1−ω)mmωmm(1−ω)ω =

= c̃ÃkBm
5 k

k(1−ω)mm(2−ω)ω ≤ c̃ÃkBm
5 k

k(1−ω)mmβ,

ïðè÷îìó ñòàëi c̃, Ã, B5 > 0 íå çàëåæàòü âiä t, x, ξ, ÿêi çìiíþþòüñÿ âêàçàíèì

ñïîñîáîì. Iç îöiíîê, âñòàíîâëåíèõ äëÿ Φ1
t,x(ξ) òà Φ2

t,x(ξ), âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

(4.135).

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Òåîðåìà 4.19. Âëàñòèâiñòü ëîêàëiçàöi¨. Íåõàé f ∈ (Sβ1−ω,∗)
′, β > 1,

u(t, x) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (4.115), (4.133) ç ïî÷àòêîâîþ óçàãàëüíåíîþ

ôóíêöi¹þ f . ßêùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f çáiãà¹òüñÿ íà iíòåðâàëi (a, b) ⊂ R

ç ôóíêöi¹þ F , ÿêà ¹ ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði Sβ1−ω, òî u(t, x) → F (x)

ïðè t→ +0 ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x íà äîâiëüíîìó âiäðiçêó [c, d] ⊂ (a, b).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé [c, d] ⊂ [a1, b1] ⊂ (a, b), φ � îñíîâíà ôóíêöiÿ, ïîáóäîâà-

íà ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 4.18. Îñêiëüêè φ(f−F ) = 0 íà (a, b), òî φ(f−F ) = 0

íà [c, d], (1− φ)f = 0 íà [a1, b1] i ãðàíè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t→+0

⟨φ(f − F ), T−xǦ(t, ξ)⟩ = 0, lim
t→+0

⟨(1− φ)f, T−xǦ(t, ξ)⟩ = 0

ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ [c, d]. Êðiì òîãî,

u(t, x) = ⟨f, T−xǦ(t, ·)⟩ = ⟨φ(f − F ), T−xǦ(t, ·)⟩+

+⟨(1− φ)f, T−xǦ(t, ·)⟩+ ⟨φF, T−xǦ(t, ·)⟩,

ïðè÷îìó

⟨φF, T−xǦ(t, ·)⟩ =
∫
R

G(t, x− ξ)φ(ξ)F (ξ)dξ =

=

∫
R

G(t, ξ)φ(x− ξ)F (x− ξ)dξ ≡ J(t, x)

(φF ìîæíà ðîçóìiòè ÿê ôiíiòíó óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ ç ïðîñòîðó (Sβ1−ω)
′).

Îòæå, äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñèòü âñòàíîâèòè, ùî J(t, x) → (φF )(x) ïðè

t→ +0 ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ [c, d].

Îñêiëüêè ∫
R

G(t, ξ)dξ = Q(t, 0) = 1

(òóò âðàõîâàíî, ùî g(0) = 0)), òî

|J(t, x)− (φF )(x)| =
∣∣∣ ∫
R

G(t, ξ)((φF )(x− ξ)− (φF )(x))dξ
∣∣∣ ≤
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≤
∫
R

|G(t, ξ)| · |(φF )(x− ξ)− (φF )(x)|dξ ≡ Λ(t, x).

Ôóíêöiÿ φF � íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà, òîìó iç ôîðìóëè ïðî ñêií÷åííi ïðè-

ðîñòè âèïëèâà¹, ùî

|(φF )(x− ξ)− (φF )(x)| ≤M |(x− ξ)− x| =M |ξ|,

äå M = max
ξ̃∈R

|D1
ξ(φF )(ξ̃)|. Âiçüìåìî ε ç ïðîìiæêó (0, T ) i ïîêëàäåìî t0 = ε,

δ = tν0 (êîíêðåòíå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ν âêàæåìî ïiçíiøå). Òîäi

|(φF )(x− ξ)− (φF )(x)| ≤Mεν,

ÿêùî ëèøå |ξ| < tν0. Îòæå,

Λ(t, x) ≤Mεν
∫

|ξ|<tν0

|G(t, ξ)|dξ+

+

∫
|ξ|≥tν0

|G(t, ξ)| · |(φF )(x− ξ)− (φF )(x)|dξ ≡MενJ1(t) + J2(t, x).

Îöiíèìî J1(t). Iç íåðiâíîñòi (4.134) ïðè s = 0 âèïëèâà¹, ùî

J1(t) =

∫
|ξ|<tν0

|G(t, ξ)|dξ ≤ ct−ω
∫
R

exp
{
− d0

( |ξ|
t1/ω

)1/(1−ω)}
dξ =

= c

∫
R

exp{−d0|y|1/(1−ω)}dy ≡ b < +∞, c = c(ω, T ) > 0.

Çäiéñíèìî îöiíêó J2(t, x). Ïåðåäóñiì çàçíà÷èìî, ùî

|(φF )(x− ξ)− (φF )(x)| ≤ 2M2,

äå M2 = sup
x∈R

|(φF )(x)|. Òîäi

J2(t, x) ≤ 2M2

∫
|ξ|≥tν0

|G(t, ξ)|dξ ≤ c̃t−ω
∫

|ξ|≥tν0

exp
{
− d0

( |ξ|
t1/ω

)1/(1−ω)}
dξ =
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= 2c̃t(1−ω
2)/ω

∫
y≥tν−1/ω

0

exp{−d0y1/(1−ω)}dy.

Ïîêëàäåìî ν = 1/ω. Òîäi

J2(t, x) ≤ 2c̃˜̃ct(1−ω
2)/ω, ˜̃c =

∞∫
1

exp{−doy1/(1−ω)}dy.

Äëÿ t < t0 ìà¹ìî, ùî

J2(t, x) ≤ Bt
(1−ω2)/ω
0 = Bε(1−ω

2)/ω, 1− ω2 > 0.

Óðàõóâàâøè îòðèìàíi äëÿ J1(t), J2(t, x) îöiíêè ñòâåðäæó¹ìî, ùî

∀ε ∈ (0, T ] ∃t0 = ε ∀t : 0 < t < t0 ∀x ∈ [c, d] : Λ(t, x) ≤ const(ε1/ω + ε(1−ω
2)/ω),

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè. ßêùî ε ≥ T , òî çà t0 = t0(ε) ìîæíà âçÿòè äîâiëüíî

ôiêñîâàíå ÷èñëî ç ïðîìiæêó (0, T ). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó ðîçäiëi ðîçâèíåíà òåîðiÿ íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i

äëÿ åâîëþöiéíèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÏÄÎ A, ïîáóäîâàíèì çà

íåãëàäêèì ó òî÷öi 0 îäíîðiäíèì ñèìâîëîì; îïåðàòîðîì f(A), äå f � öiëà ôóíê-

öiÿ âiä ÏÄÎ A; ÏÄÎ ó ïðîñòîðàõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié; îïåðàòîðîì f(D), ïî-

áóäîâàíèì çà àíàëiòè÷íèì ñèìâîëîì, ÿêèé äi¹ â ïðîñòîðàõ òèïó S. Ðîçâèíåíî

ìåòîäèêó äîñëiäæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì

çàäà÷i äëÿ âêàçàíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü; âñòàíîâëåíî îöiíêè ïîõiäíèõ ÔÐ-

ÁÇ çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ, äèôåðåíöiéîâíiñòü ÔÐÁÇ ÿê àáñòðàêòíî¨ ôóíê-

öi¨ ÷àñîâîãî ïàðàìåòðà t, äîñëiäæåíî ïîâåäiíêó ÔÐÁÇ ïðè ïðÿìóâàííi t äî

òî÷îê 0, t1, . . . , tm, {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ] (òî÷îê, â ÿêèõ çàäàþòüñÿ ãðàíè÷íi

óìîâè). Íà ïiäñòàâi öèõ âëàñòèâîñòåé äîâåäåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü áàãàòî-

òî÷êîâî¨ çàäà÷i ó âèïàäêó, êîëè ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ íàëåæèòü äî ïåâíîãî êëàñó
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óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó ðîçïîäiëiâ àáî óëüòðàðîçïîäiëiâ. Òàêà ïîñòàíîâêà

çàäà÷i ¹ ïðèðîäíîþ, îñêiëüêè ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ ìîæå ìàòè îñîáëèâiñòü â îä-

íié àáî äåêiëüêîõ òî÷êàõ i ìîæå äîïóñêàòè ðåãóëÿðèçàöiþ ó òîìó ÷è iíøîìó

ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Çíàéäåíî êëàñè X ′ ãðàíè÷íèõ óçàãàëüíåíèõ

ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ ðîçâ'ÿçîê u(t, x) âiäïîâiäíî¨ íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà

÷àñîì çàäà÷i ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi çãîðòêè ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ ç ôóíäàìåíòàëü-

íèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (ÿêèé ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó X îñíîâíèõ ôóíêöié çà

ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ ïðè êîæíîìó t > 0), ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçîê âîëîäi¹ òèìè

æ âëàñòèâîñòÿìè, ùî i ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, u(t, x) ∈ X ïðè êîæíî-

ìó t ∈ (0, T ], à âiäïîâiäíó ãðàíè÷íó óìîâó u(t, ·) çàäîâîëüíÿ¹ â ïðîñòîði X ′.

Äîâåäåíî, ùî ðîçâ'ÿçêè áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ âêàçàíèõ åâîëþ-

öiéíèõ ðiâíÿíü âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ ëîêàëiàçàöi¨ (âëàñòèâiñòþ ëîêàëüíîãî

ïîêðàùåííÿ çáiæíîñòi): ÿêùî óçàãàëüíåíà ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ f çáiãà¹òüñÿ íà

âiäêðèòié ìíîæèíi Q ⊂ Rn ç íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ g, òî íà äîâiëüíîìó êîì-

ïàêòi K ⊂ Q ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

u(t, x)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, x) = g(x), {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ],

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ K.
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Ðîçäië 5.

Çàäà÷à Êîøi òà íåëîêàëüíi çàäà÷i äëÿ àâòîíîìíèõ

êâàçiëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòà

5.1. Äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ êâàçiëiíiéíèõ B-ïàðàáîëi÷íèõ

ðiâíÿíü ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòà

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè òà iäå¨, âiäîìi â òåîði¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ
−→
2b ïàðà-

áîëi÷íèõ ðiâíÿíü [38,52,183], â ÿêèõ ïîðÿä iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïî ïðîñòî-

ðîâèõ çìiííèõ, ¹ ñòåïåíi îïåðàòîðà Áåññåëÿ ïî íîðìàëüíié çìiííié (ùî âiäïî-

âiäà¹ ðiâíÿííÿì, ÿêi âèðîäæóþòüñÿ íà ãiïåðïëîùèíi), à òàêîæ ïðàâà ÷àñòèíà

â íåîäíîðiäíîñòi ìiñòèòü øóêàíó ôóíêöiþ iç çàïiçíåííÿì çà ÷àñîâèì àðãóìåí-

òîì, øóêà¹ìî êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi ìåòîäîì êðîêiâ [219].

5.1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i Êîøi

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à Êîøi äëÿ ñèñòåìè êâàçiëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ç îäíîâèìiðíèì îïåðàòîðîì Áåññåëÿ âèãëÿäó

∂u(t, x)

∂t
=

∑
k̃+ 2j

2bn
≤1

AkjD
k
xB

j
xn
u(t, x) + f(t, x, u(t− h, x)) (5.1)

(k̃ =
k1
2b1

+ · · · + kn−1

2bn−1
, b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bn ≥ 1 � öiëi äîäàòíi ÷èñëà) â îáëàñòi

Π+ = R+
1 × Rn−1 × R+

1 òî÷îê (t, x) = (t, x1, . . . , xn−1, xn), t > 0, xn ≥ 0, b ≥ 1,

Bxn � îïåðàòîð Áåññåëÿ

Bxn =
∂2

∂x2n
+

2ν + 1

xn

∂

∂xn
, ν > −1

2
,

u(t, x) = φ(t, x), 0 ≤ t ≤ h, x ∈ Rn−1 × R+
1 ≡ R+

n , (5.2)
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f , φ � âiäîìi ôóíêöi¨ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ, Akj � âiäîìi äiéñíi ÷èñëà, àáî âiäîìi

ôóíêöi¨, çàëåæíi âiä t ≥ 0, àáî âiä (t, x) ∈ Π+.

Îçíà÷åííÿ [183, ñòîð. 11]. Ñèñòåìà ðiâíÿíü (5.1) íàçèâà¹òüñÿ B-ïàðàáî-

ëi÷íîþ â òî÷öi (t, x), ÿêùî âñi êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

det
∥∥∥ ∑
k̃+ 2j

2bn
=1

Ak(t, x)(iσ
′)k(iσn)

2j − λE
∥∥∥ = 0

çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

Reλ(t, x, σ) ≤ −δ(t, x)(σ2b11 + · · ·+ σ2bnn ) ≡ −δ(t, x)∥σ∥2b

ïðè (t, x) ∈ Π+, σ ∈ R+
n , δ(t, x) > 0.

ßêùî inf
Π+
δ(t, x) = δ0 > 0 i Reλ ≤ −δ0∥σ∥2b, òî ñèñòåìà (5.1) íàçèâà¹òüñÿ

ðiâíîìiðíî
−→
2B-ïàðàáîëi÷íîþ.

Ó âèïàäêó, êîëè b1 = b2 = · · · = bn = b ≥ 1, öÿ ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ B-

ïàðàáîëi÷íîþ, ïðè öüîìó

Reλ ≤ −δ0|σ|2b

i â (5.1) ñóìóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ òàê: |k|+ 2j ≤ 2b.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i (5.1), (5.2) ïðîâîäèìî ó âèïàäêó ñòàëèõ êîåôiöi¹íòiâ.

Äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäîê ðîçãëÿíåìî îäíå ðiâíÿííÿ. Íåõàé h ≤ t ≤ 2h. Òîäi

ðiâíÿííÿ (5.1) íàáóâà¹ âèãëÿäó

∂u(t, x)

∂t
=

∑
|k|+2j≤2b

AkjD
k
x′B

j
xn
u(t, x) + f(t, x, φ(t− h, x)). (5.3)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.3) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-Áåññåëÿ

âiä øóêàíî¨ ôóíêöi¨ v: Π+ → R

u(t, x) = cν

∫
R+

n

ei(x
′,σ′)v(t, σ)jν(xn, σn)σ

2ν−1
n dσ,

ν > −1

2
, cν = (2π)−n2−2νΓ−2(ν + 1). (5.4)
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Òîäi äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ v îòðèìà¹ìî òàêó çàäà÷ó Êîøi

dv(t, σ)

dt
= A(σ)v(t, σ) + f̃(t, t− h, σ), (5.5)

v(h, σ) = φ̃(h, σ), (5.6)

äå f̃ , φ̃ � ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-Áåññåëÿ (5.4) ôóíêöié f i φ âiäïîâiäíî, A(σ) ≡∑
|k|+2j≤2b

Akj(iσ
′)k(−σ2n)j. Ôóíêöiÿ

v(t, σ) = eA(σ)(t−h)φ̃(h, σ) +

t∫
h

eA(σ)(t−τ)f̃(τ, τ − h, σ)dτ, (5.7)

σ ∈ Rn, h ≤ t ≤ 2h ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.5), (5.6) â îêîëi òî÷êè (h, φ(h, σ)),

ÿêùî f i φ íåïåðåðâíi â îáëàñòi âèçíà÷åííÿ i ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹ îäíó ç

óìîâ, ùî çàáåçïå÷ó¹ ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (5.5), (5.6).

ßêùî ïiäñòàâèòè (5.7) â (5.4), òî îòðèìà¹ìî, ùî

u(t, x) =

∫
R+

n

G(t− h, x′ − ξ′, xn)φ(h, ξ)ξ
2ν−1
n dξ+

+

∫
R+

n

( t∫
h

G(t− τ, x′ − ξ′, xn)f(τ, ξ, φ(τ − h, ξ)dτ)
)
ξ2ν−1dξ,

äå h ≤ t ≤ 2h, x ∈ Rn, Q(t− y, σ) = exp{A(σ)(t− y)},

G(t− y, x′ − ξ′, xn) = c′ν

∫
R+

n

ei(x
′−ξ′,σ′)Q(t− y, σ)Jν(ξnσn)Jν(σnxn)σ

2ν−1
n dσ.

Íåõàé kh ≤ t ≤ (k + 1)h, k > 1, x ∈ Rn. Òîäi âèðàçîì

u(t, x) =

∫
R+

n

G(t− kh, x′ − ξ′, xn)φ(kh, ξ)ξ
2ν−1
n dξ+

+

∫
R+

n

[ t∫
kh

G(t− τ, x′ − ξ′, xn)f(τ, ξ, φ(τ − h, ξ))dτ
]
dξ (5.8)
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âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëà äëÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi (5.1), (5.2).

Òåîðåìà. ßêùî ðiâíÿííÿ (5.1) B-ïàðàáîëi÷íå, éîãî êîåôiöi¹íòè çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâè òåîðåìè 2.1 [183, ñòîð. 21], ôóíêöi¨ f , φ íåïåðåðâíi â îáëàñòi

âèçíà÷åííÿ i f çàäîâîëüíÿ¹ îäíó ç óìîâ, ùî çàáåçïå÷ó¹ ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i (5.5), (5.6), òî ôîðìóëîþ (5.8) âèçíà÷à¹òüñÿ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

Êîøi (5.1), (5.2).

5.1.2. Îá ðóíòóâàííÿ ôîðìóëè (5.8)

Ó ìîíîãðàôi¨ [183, ï. 1.3] ñïî÷àòêó âèâ÷åíî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-Áåññåëÿ

öiëèõ ôóíêöié, à â �2 îá ðóíòîâàíî êëàñè÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ

ñèñòåì, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ çàëåæàòü âiä t. Ñïî÷àòêó ïðîâåäåíà îöiíêà (2.7) íîð-

ìàëüíî¨ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi Q, îïèñàíî ¨¨ âëàñòèâîñòi. Âèçíà÷åíi âëà-

ñòèâîñòi ìàòðèöi Q äîçâîëÿþòü çà äîïîìîãîþ ëåìè ïðî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-

Áåññåëÿ öiëî¨ ôóíêöi¨ âñòàíîâèòè òåîðåìó 2.1 [183, ñòîð. 21] ïðî ôóíêöiþ Ãðiíà

G(t, τ, x, ξ). Íàâåäåíi òàì îöiíêè (2.12), (2.15) ¹ òî÷íi, áî äëÿ ðiâíÿííÿ Áåëü-

òðàìi
∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+

2ν + 1

x

∂u

∂x

öi íåðiâíîñòi ïåðåòâîðþþòüñÿ â ðiâíîñòi

G(t, x) = 2−ν−1Γ−1(ν + 1)t−ν−1 exp
{
− x2

4t

}
.

Äàíèé ðåçóëüòàò âiðíèé äëÿ ñèñòåìè B-ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç êîåôiöi¹í-

òàìè, çàëåæíèìè âiä ÷àñîâî¨ çìiííî¨ [183].

Çàóâàæåííÿ 1 ( [219, ñòîð. 19]). Íàâiòü ó âèïàäêó iñíóâàííÿ íåïåðåðâíèõ

ïîõiäíèõ âiä ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ φ i íåîäíîðiäíîñòi f ïî t ÿê çàâãîäíî âèñîêîãî

ïîðÿäêó ðîçâ'ÿçîê îñíîâíî¨ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i áóäå, âçàãàëi êàæó÷è, ìàòè ðî-

çðèâ ïåðøîãî ðîäó (ïîõiäíà ïîðÿäêó k â òî÷öi t0+(k−1)h, àëå ïîõiäíi íèæ÷èõ

ïîðÿäêiâ ó öié òî÷öi óæå íåïåðåðâíi, òóò t0 � ïî÷àòêîâà òî÷êà).
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Çàóâàæåííÿ 2 ( [219, ñòîð. 20]). Ìåòîä ïîñëiäîâíîãî iíòåãðóâàííÿ ðîçïî-

âñþäæó¹òüñÿ i íà äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç çàïiçíþþ÷èì àðãóìåíòîì ç íåïå-

ðåðâíèì çìiííèì çàïiçíåííÿì h = τ(t). Âèïàäîê, êîëè ïðîöåñ ïîñëiäîâíîãî

âèçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó íå ìîæå áóòè ïðîäîâæåíèì äàëi äåÿêî¨ òî÷êè t > t0 íà-

çèâà¹òüñÿ îñîáëèâèì. Âií ìîæå, î÷åâèäíî, íàñòóïèòè ëèøå ó âèïàäêó ïåðåòâî-

ðåííÿ ôóíêöi¨ τ(t) â íóëü ó òî÷öi t. Ùîá îõîïèòè öåé âèïàäîê, çàñòîñîâó¹òüñÿ

ïðèíöèï ñòèñíóòèõ âiäîáðàæåíü äî ðiâíÿííÿ iç çàïiçíåííÿì.

5.2. Çàäà÷à Êîøi äëÿ àâòîíîìíèõ êâàçiëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ

ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòà

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ìåòîäîì êðîêiâ äîâåäåíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi

äëÿ àâòîíîìíèõ êâàçiëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ç íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè i ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòà, îïóáëiêîâàíi ó ïðàöÿõ

[231,250,254�256,260].

5.2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ðîçãëÿíåìî êâàçiëiíiéíó çàäà÷ó Êîøi

∂u(x, t)

∂t
+ (Au)(x, t) = f(x, t, u(x, t− h)), x ∈ Rn, t > h, (5.9)

u(x, t) = u0(x, t), x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ h, (5.10)

h > 0 � ÷èñëî, A � ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð (ÏÄÎ) ç ñèìâîëîì a :

Rn → R, îäíîðiäíèì ïîðÿäêó γ > 0 i íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèì ïî σ ïðè

σ ̸= 0 (òî÷êà σ = 0 ¹ òî÷êîþ íåãëàäêîñòi ñèìâîëà a(σ)), f , u0 âiäîìi, îáìåæåíi i

íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ àðãóìåíòiâ x, t, u. Ñìóãà Π[0,h] ≡ {(x, t);x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ h},

â ÿêié çàäàíà ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ u0, íàçèâà¹òüñÿ ïî÷àòêîâîþ ñìóãîþ, à ãiïåð-

ïëîùèíà {(x, h);h > 0 � ÷èñëî, x ∈ Rn} íàçèâà¹òüñÿ ïî÷àòêîâîþ ãiïåðïëî-

ùèíîþ. ßêùî â ðiâíÿííi (5.9) i â ïî÷àòêîâié óìîâi (5.10) u, f , u0 ââàæàòè
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âåêòîð-ôóíêöiÿìè, à ñèìâîë a(σ) � ìàòðèöåþ âiäïîâiäíèõ ðîçìiðiâ, òî îòðè-

ìó¹ìî ïîñòàíîâêó îñíîâíî¨ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü iç çàïiçíåí-

íÿì.

Ó âèïàäêó çìiííîãî çàïiçíåííÿ h(t) > 0 ñïî÷àòêó òðåáà çàäàòè ïî÷àòêîâó

ãiïåðïëîùèíó {(x, h0); x ∈ Rn, h0 > 0 � ñòàëà } i ïî÷àòêîâó ìíîæèíó, ÿêà

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïî÷àòêîâî¨ ãiïåðïëîùèíè i òî÷îê ñìóãè Π[t−h(t),h0] ≡ {(x, t);x ∈

Rn, t−h(t) < h0 ïðè t > h0}. Äëÿ ðiâíÿííÿ (5.9) òðåáà çíàéòè ðîçâ'ÿçîê u(x, t),

x ∈ Rn, t > h0, ÿêèé íà ïî÷àòêîâié ìíîæèíi çáiãà¹òüñÿ iç çàäàíîþ ïî÷àòêîâîþ

ôóíêöi¹þ u0(x, t).

Äëÿ ðiâíÿííÿ (5.9), äå ÏÄÎ âèçíà÷à¹òüñÿ çà íåãëàäêèì ñèìâîëîì, òàêà çà-

äà÷à ç óìîâîþ (5.10) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ âïåðøå â [231].

Ñôîðìóëþ¹ìî óìîâè íà ñèìâîë a i âèçíà÷èìî âiäïîâiäíèé ÏÄÎ, òðàêòóþ÷è

éîãî ÿê ãiïåðñèíãóëÿðíèé iíòåãðàë (ÃÑI) [29, 37]. Ïðèïóñòèìî, ùî ñèìâîë a:

Rn → R çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íåãëàäêîñòi â íóëi, îäíîðiäíîñòi a ∈ C∞(Rn \ {0}),

a(λσ) = λγa(σ), λ > 0, γ > 0, åëiïòè÷íîñòi

|a(σ)| ≥ a0 > 0, σ ∈ Rn, |σ| = 1; (5.11)

|Dχ
σa(σ)| ≤ C|σ|γ−|χ|, σ ̸= 0, γ > 0. (5.12)

Â êëàñi øâèäêî ñïàäíèõ ôóíêöié ÏÄÎ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

(Au)(x, t) = (2π)−n
∫
Rn

ei(x,σ)a(σ)û(σ, t)dσ, x ∈ Rn, t > 0,

û(σ, t) =

∫
Rn

e−i(σ,y)u(y, t)dy, σ ∈ Rn, t > 0,

äå ñèìâîë a çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (5.11), (5.12) [230].

Ó ïðàöÿõ [29, 37] À.Í. Êî÷óáåé òðàêòó¹ ÏÄÎ ÷åðåç ÃÑI � iíòåãðàë ç îñîá-

ëèâiñòþ, ïîðÿäîê ÿêî¨ âèùèé âiä ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó i ðåãóëÿðèçîâàíèé ç

äîïîìîãîþ ñêií÷åííèõ ðiçíèöü.
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Äëÿ çàäàíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ îáìåæåíèõ ôóíêöié f ∈ (Rn), Ω ∈ C(Rn×

Sn−1) âèðàç âèãëÿäó

(Dα
Ωf)(x) =

1

dn,l(α)

∫
Rn

Ω
(
x,

h̃

|h̃|

)(∆l
h̃
f)(x)

|h̃|n+α
dh̃, x ∈ Rn, (5.13)

äå α > 0, l � íàòóðàëüíå ÷èñëî, dn,l(α) � íîðìóþ÷à ñòàëà, Sn−1 � îäèíè÷íà

ñôåðà â Rn,

(∆l
h̃
f)(x) =

l∑
k=0

(−1)kCk
l f(x− kh̃),

íàçèâà¹òüñÿ ÃÑI ïîðÿäêó α ç õàðàêòåðèñòèêîþ Ω. Çâ'ÿçîê ìiæ ÏÄÎ i ÃÑI

äåòàëüíî îïèñàíèé â [29, ñòîð. 911-914], äèâ. ðîçäië 3.

5.2.2. Ìåòîä êðîêiâ

Ìåòîäîì êðîêiâ çâîäèìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç àð-

ãóìåíòîì, ùî âiäõèëÿ¹òüñÿ, äî çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ áåç âiäõèëåííÿ àðãó-

ìåíòà (öåé ðåçóëüòàò àíîíñîâàíî â [260]).

Íåõàé h < t ≤ 2h, x ∈ Rn, f(x, t, u0(x, t− h)) ≡ f0(x, t, h). Òîäi u(x, t− h) =

u0(x, t− h) i çàäà÷à (5.9), (5.10) íàáóâà¹ âèãëÿäó

∂u(x, t)

∂t
+ (Au)(x, t) = f0(x, t, h), x ∈ Rn, h < t ≤ 2h, (5.14)

u(x, t)|t=h = u0(x, h), x ∈ Rn. (5.15)

Â îáðàçàõ Ôóð'¹ îòðèìà¹ìî òàêó çàäà÷ó

dv(σ, t)

dt
+ a(σ)v(σ, t) = f̂0(σ, t, t− h), σ ∈ Rn, h < t ≤ 2h, (5.16)

v(σ, t)|t=h = û0(σ, h), σ ∈ Rn. (5.17)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.16), (5.17)

v(σ, t) = exp{−a(σ)(t−h)}û0(σ, h)+
t∫

h

exp{−a(σ)(t−τ)}f̂(σ, τ, τ−h)dτ, (5.18)
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σ ∈ Rn, h < t ≤ 2h. Î÷åâèäíî, ùî óìîâà (5.17) âèêîíó¹òüñÿ, à òàêîæ

v(σ, 2h) = exp{−a(σ)h}û0(σ, h)+
2h∫
h

exp{−a(σ)(2h−τ)}f̂(σ, τ, τ−h)dτ, σ ∈ Rn.

(5.19)

Óìîâà (5.19) âèïëèâà¹ ç (5.18) i ¹ ïî÷àòêîâèì çíà÷åííÿì çàäà÷i Êîøi äëÿ íà-

ñòóïíîãî iíòåðâàëà 2h < t ≤ 3h.

ßêùî âðàõóâàòè, ùî

u(x, t) =

∫
Rn

exp{i(x, σ)}v(t, σ)dσ, x ∈ Rn, h < t ≤ 2h,

f̂0(σ, τ, τ − h) = (2π)−n
∫
Rn

f0(ξ, τ, h) exp{−i(ξ, σ)}dξ, σ ∈ Rn, h < τ ≤ t,

û0(σ, h) = (2π)−n
∫
Rn

u0(ξ, h) exp{−i(ξ, σ)}dξ, σ ∈ Rn,

òî ôîðìóëà äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi (5.14), (5.15) íàáóâà¹ âèãëÿäó (íà ií-

òåðâàëi kh < t ≤ (k + 1)h ïîçíà÷èìî éîãî uk(x, t, kh))

u1(x, t, h) =

∫
Rn

G(x− ξ, t− h)u0(ξ, h)dξ+

+

t∫
h

dτ

∫
Rn

G(x− ξ, t− τ)f0(ξ, τ, h)dξ, x ∈ Rn, h < t ≤ 2h, (5.20)

à

G(x, t) ≡ (2π)−n
∫
Rn

exp{i(x, σ)− a(σ)t}dσ, x ∈ Rn, t > 0. (5.21)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Πk ñìóãó {x ∈ Rn, kh < t ≤ (k + 1)h, k ∈ N}. Òîäi äëÿ

(x, t) ∈ Πk ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (5.14), (5.15) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

uk(x, t, kh) =

∫
Rn

G(x− ξ, t− kh)uk−1(ξ, kh)dξ+

+

t∫
kh

dτ

∫
Rn

G(x− ξ, t− τ)fk−1(ξ, τ, h)dξ. (5.22)
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5.2.3. Îá ðóíòóâàííÿ ôîðìóëè äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷ó Êîøi

Îñêiëüêè ñèìâîë a: Rn → R ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ ïî

σ ïðè σ ̸= 0, òî ïðè γ > 0 âiðíèìè ¹ îöiíêè

|Dχ
xG(x, t)| ≤ Ct(t1/γ + |x|)−n−γ−|χ|, x ∈ Rn, t > 0, (5.23)∣∣∣ ∂
∂t
G(x, t)| ≤ C(t1/γ + |x|)−n−γ, x ∈ Rn, t > 0, (5.24)

(ÿêi äëÿ γ > 1 äîâåäåíi â [33], äëÿ γ ≥ 1 � â [29], à äëÿ γ > 0 äîâåäåíi â [211]),

à òàêîæ ðiâíiñòü∫
Rn

G(x− ξ, t− y)dy = 1, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn, t > 0. (5.25)

Ðiâíiñòü (5.25) âèïëèâà¹ iç (5.21) i ôîðìóëè äëÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. Âðà-

õîâóþ÷è (5.24) iç (5.25) îòðèìó¹ìî, ùî∫
Rn

∂

∂t
G(x− ξ, t− y)dy = 0.

Çáiæíiñòü iíòåãðàëiâ (5.20) � (5.22) ãàðàíòó¹òüñÿ óìîâàìè íà ñèìâîë a,

ôóíêöiþ f i îöiíêàìè G.

Âèâ÷èìî âëàñòèâîñòi îá'¹ìíîãî ïîòåíöiàëà

uk(x, t, kh) =

t∫
kh

dτ

∫
Rn

G(x−ξ, t−τ)fk−1(ξ, τ)dξ, x ∈ Rn, t > kh, k ∈ N, (5.26)

äå fk(y, τ) ≡ f(y, τ, uk(y, τ − h)). Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

f1) |fk−1(ξ, τ)| ≤ C(τ − kh)−ρ, kh < τ ≤ t, 0 ≤ ρ < 1,

f2) |fk−1(x, τ) − fk−1(ξ, τ)| ≤ C|x − ξ|λ(τ − kh)ρ, kh < τ ≤ t, 0 ≤ ρ < 1,

0 < λ ≤ 1, k ∈ N.

Iç íåðiâíîñòåé (5.23) âèïëèâà¹, ùî iíòåãðàë (5.26) àáñîëþòíî çáiãà¹òüñÿ, à

òàêîæ âèäíî, ùî ôóíêöiÿ uk ìà¹ íåïåðåðâíi ïîõiäíi ïî x äîâiëüíîãî ïîðÿäêó,
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ìåíøîãî çà γ, ÿêi ìîæíà âèðàõîâóâàòè äèôåðåíöiþâàííÿì áåçïîñåðåäíüî ïiä

çíàêîì iíòåãðàëà.

Iñíóâàííÿ ïîõiäíî¨ ïî t i ôîðìóëè

∂uk(x, t, kh)

∂t
=

=

t∫
kh

dτ

∫
Rn

∂G(x− ξ, t− τ)

∂t
[fk−1(ξ, τ)− fk−1(x, τ)]dξ + fk−1(x, t), (5.27)

x ∈ Rn, t > kh, âñòàíîâëþþòüñÿ, ÿê â [29,33,211], ç âðàõóâàííÿì îöiíêè (5.24).

Ðîçãëÿíåìî äiþ íà îá'¹ìíèé ïîòåíöiàë (5.26) ÃÑI � îïåðàòîðà Dα
Ω âèãëÿäó

(5.13) ó äâîõ âèïàäêàõ: α < γ i α = γ. Íåõàé α � íåöiëå, l ≥ [α] + 1. Iç (5.23)

âèïëèâà¹, ùî ïðè |h̃| ≤ (t− τ)1/γ

|(∆l
h̃
G)(x− ξ, t− τ)| ≤ C|h̃|[α]+1(t− τ)

l∑
ν=0

[(t− τ)1/γ+ |x− θννh̃− ξ|]−(n+γ+[α]+1),

(5.28)

x ∈ Rn, t > τ , 0 < θν < 1. Iç (5.17) ïðè |h̃| > (t− τ)1/γ îòðèìó¹ìî îöiíêó

|(∆l
h̃
G)(x−ξ, t−τ)| ≤ C(t−τ)

l∑
ν=0

[(t−τ)1/γ+|x−θννh−ξ|]−n−γ, x ∈ Rn, t > τ.

(5.29)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (5.28), (5.29) i òåîðåìó Ôóáiíi îòðèìó¹ìî, ùî ÃÑI Dα
Ωu àáñî-

ëþòíî çáiãà¹òüñÿ i éîãî ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ïiä çíàêîì iíòåãðàëà ïî ξ

(Dα
Ωuk)(x, t, kh) =

t∫
kh

dτ

∫
Rn

GΩ(x, x−ξ, t−τ)fk−1(ξ, τ)dξ, x ∈ Rn, t > kh, (5.30)

äå GΩ ≡ Dα
ΩG, òîáòî

GΩ(x, z, t− y) = (2π)−n
∫
Rn

Ω̃(x, σ) exp{i(z, σ)− a(σ)(t− y)}dσ,

x ∈ Rn, z ∈ Rn, t > y.
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Ω̃ ¹ ñèìâîëîì ðîçãëÿäóâàíîãî ÃÑI. Çáiæíiñòü iíòåãðàëà (5.30) ãàðàíòó¹òüñÿ

âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ GΩ i îöiíêàìè, àíàëîãi÷íèìè (5.23), (5.24), ÿêi âiðíi

äëÿ GΩ.

Íåõàé α � öiëå ÷èñëî. Òîäi (äèâ. [29, ñòîð. 911]), ÿêùî α � ïàðíå, òî Dα
Ω

ìîæíà âèçíà÷èòè ðiâíiñòþ (5.13) i ÃÑI � îïåðàòîð Dα
Ω ¹ äèôåðåíöiàëüíèì îïå-

ðàòîðîì ïîðÿäêó α. ßêùî æ α íåïàðíå, òî ïðè l > α iíòåãðàë â (5.13) òîòîæíî

äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f . Â òàêîìó âèïàäêó ÃÑI âèçíà÷åíèé

ëèøå äëÿ ïàðíî¨ õàðàêòåðèñòèêè Ω ôîðìóëîþ (5.15) iç [29, ñòîð. 911] ç l = α.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ÃÑI ïîðÿäêó γ > 0. Ïðèïóñòèìî, ùî Ω̃(x, σ) ¹ íåñêií÷åííî

äèôåðåíöiéîâíèé ñèìâîë ïî σ ïðè σ ̸= 0 òà

|Dχ
σΩ̃(x, σ)| ≤ C|σ|γ−|χ|, γ > 0

|Dχ
σ [Ω̃(x, σ)− Ω̃(y, σ)]| ≤ C|x− y|λ|σ|γ−|χ|, γ > 0, 0 < λ ≤ 1,

êðiì öüîãî ââàæà¹ìî, ùî Ω̃(x, σ) ̸= 0 ïðè σ ̸= 0. ßêùî ÷èñëî γ öiëå i ñèìâîë Ω̃

íå ¹ ïîëiíîìîì ïî σ (à öå ìîæëèâå ëèøå äëÿ íåïàðíîãî γ i ïàðíî¨ õàðàêòåðè-

ñòèêè), òî ïðèïóñòèìî äîäàòêîâî, ùî â ðîçêëàäi çà ñôåðè÷íèìè ãàðìîíiêàìè

[Ω̃(x, σ)]−1 =
∞∑
ν=0

δ2ν∑
µ=1

C2ν,µ(x)Y2ν,µ(σ), |σ| = 1

êîåôiöi¹íòè C2ν,µ(x) = 0, ÿêùî γ = n + 2ν + 2k, k = 0, 1, 2, . . . . Âèïàäîê,

êîëè Ω̃ ¹ ïîëiíîìîì ïî σ âêëþ÷à¹òüñÿ â òåîðiþ ïàðàáîëi÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü [251,252] i òîìó ðîçãëÿäàòèñÿ íå áóäå.

Òåîðåìà 5.1. Ïðè ïåðåðàõîâàíèõ âèùå óìîâàõ ÃÑI i Dγ
Ωuk iñíó¹ â ñåíñi

óìîâíî¨ çáiæíîñòi

(Dγ
Ωuk)(x, ·) = lim

ε→0
(Dγ

Ω,εuk)(x, ·),

äå çðiçàíèé ÃÑI (Dγ
Ω,εuk)(x, ·) îòðèìó¹òüñÿ ç ôîðìóëè (5.13) çàìiíîþ îáëàñòi

iíòåãðóâàííÿ íà {h̃ ∈ Rn; |h̃| > ε, ε > 0}, ïðè÷îìó

(Dγ
Ωuk)(x, t, kh) =
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=

t∫
kh

dτ

∫
Rn

GΩ(x, x− ξ, t− τ)[fk−1(ξ, τ)− fk−1(x, τ)]dξ, x ∈ Rn, t > kh. (5.31)

Äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà òàêîþ ñõåìîþ (äèâ. [29, ñòîð. 922-923]). Çàìiñòü

ôóíêöi¨ uk iç (5.26) ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèðàç

uθk(x, t, kh) ≡
t−θ∫
kh

dτ

∫
Rn

G(x− ξ, t− τ)fk−1(ξ, τ)dξ, x ∈ Rn, 0 < θ < t− kh.

Íåðiâíîñòi (5.28), (5.29) çàáåçïå÷óþòü àáñîëþòíó çáiæíiñòü ÃÑI Dγ
Ωuθ i ìîæ-

ëèâiñòü çàñòîñóâàííÿ Dγ
Ω äî GΩ ïiä çíàêîì iíòåãðàëà ôîðìóëîþ

(Dγ
Ωu

θ
k)(x, t, kh) =

t−θ∫
kh

dτ

∫
Rn

GΩ(x, x−ξ, t−τ)fk−1(ξ, τ)dξ, x ∈ Rn, 0 < θ < t−kh.

(5.32)

Iç ôîðìóëè (5.25), âðàõîâóþ÷è (5.28), (5.29) i òåîðåìó Ôóáiíi, îòðèìó¹ìî, ùî∫
Rn

GΩ(x, x− ξ, t− τ)dξ = 0, x ∈ Rn, t− τ > 0, (5.33)

äå

|GΩ(x, x− ξ, t− τ)| ≤ C|(t− τ)1/γ + |x− ξ||−n−γ, γ > 0, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn, t > τ.

(5.34)

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü çàáåçïå÷ó¹ çáiæíiñòü iíòåãðàëà (5.33) i äîâåäåíà â [29] ïðè

γ ≥ 1 i â [211] ïðè γ > 0. Âðàõîâóþ÷è (5.33) ôîðìóëó (5.32) ìîæíà çàïèñàòè ó

âèãëÿäi

(Dγ
Ωu

θ
k)(x, t, kh) =

t−θ∫
kh

dτ

∫
Rn

GΩ(x, x− ξ, t− τ)[fk−1(ξ, τ)− fk−1(x, τ)]dξ, (5.35)

x ∈ Rn, 0 < θ < t− kh. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Φ(x, t, kh) ôóíêöiþ iç ïðàâî¨ ÷àñòèíè

(5.31). Çàóâàæèìî, ùî iíòåãðàëè â (5.31) çáiæíi çà ðàõóíîê îöiíêè (5.34) i óìîâ,

íàêëàäåíèõ íà ôóíêöiþ f . Òîäi iç ôîðìóëè (5.35) îòðèìó¹ìî, ùî ðiâíîìiðíî
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ïî x ∈ Rn

(Dγ
Ωuk)(x, t, kh) = lim

θ→0
(Dγ

Ωu
θ
k)(x, t, kh) = Φ(x, t, kh),

x ∈ Rn, kh < t ≤ (k + 1)h. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 5.2. Íåõàé kh < t ≤ (k + 1)h, k ∈ N, x ∈ Rn. Òîäi ôîðìóëîþ

(5.22) âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (5.14), (5.15).

Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî k ∈ N. Íåõàé k = 1.

Âðàõîâóþ÷è îöiíêè (5.23), (5.24) i óìîâè íà u0(x, t), f0(x, t, h) iíòåãðàëè â (5.20)

ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ äëÿ t ≥ h+ ε, x ∈ Rn, äå ε > 0, ÿê çàâãîäíî ìàëå ÷èñëî.

Îòæå, ôóíêöiÿ u1(x, t, h) ¹ íåïåðåðâíîþ i îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ. Âðàõîâóþ÷è

(5.27) i (5.31) áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî (5.20) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (5.14).

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ ïî÷àòêîâî¨ óìîâè (5.15). Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó äðóãèé

äîäàíîê iç (5.20):

u21(x, t, h) =

t∫
h

dτ

∫
Rn

G(x− ξ, t− τ)f0(ξ, τ, h)dξ, h < t ≤ 2h, x ∈ Rn.

Î÷åâèäíî, ùî

lim
t→h+0

u21(x, t, h) = 0.

Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé äîäàíîê iç (5.20), ÿêèé çà äîïîìîãîþ (5.25) çàïèøåìî

ó âèãëÿäi ðiçíèöi

u1(x, t, h)− u0(x, h) =

∫
Rn

G(x− ξ, t− h)(u0(ξ, h)− u0(x, h))dξ,

äå h < t < 2h, x ∈ Rn i ïðîâåäåìî çàìiíó ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ zi = (ξi −

xi)t̃
−1/γ, 1 ≤ i ≤ n, t̃ = t− h. Òîäi, âðàõîâóþ÷è (5.21) îòðèìà¹ìî, ùî

u11(x, t, h)− u0(x, h) = (2π)−n
∫
Rn

{∫
Rn

exp{i(z, σ)− a(σ)}

}
dσ×

×(u0(x+ zt̃1/γ, h)− u0(x, h))dz, (5.36)
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x ∈ Rn, h < t ≤ 2h, äå îöiíêà (5.23) çàáåçïå÷ó¹ ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü iíòåãðàëà

ïî z. Iç (5.36) îòðèìó¹ìî, ùî

|u11(x, t, h)− u0(x, h)| ≤
∣∣∣ ∫
|z|≤N

G(z)(u0(x+ zt̃1/γ, h)− u0(x, h))dz
∣∣∣+

+
∣∣∣ ∫
|z|≥N

G(z)(u0(x+ zt̃1/γ, h)− u0(x, h))dz
∣∣∣ ≡ I1 + I2.

Iç îáìåæåíîñòi ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ u0 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêå ÷èñëî M > 0,

ùî |u0(x+ zt̃1/γ, h)− u0(x, h)| ≤M , x ∈ Rn, z ∈ Rn, 0 ≤ t̃ ≤ h. Íåõàé ε > 0 ÿê

çàâãîäíî ìàëå ÷èñëî. Ìîæíà çíàéòè íàñòiëüêè âåëèêå N > 0, ùî iç çáiæíîñòi

iíòåãðàëà (5.36) ïî z âèïëèâà¹, ùî

|I2| ≤M

∫
|z|≥N

|G(z)|dz ≤ ε

2
.

Iç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ u0(x, h) âèïëèâà¹, ùî ïðè âñiõ t̃ = t−h > 0, áëèçüêèõ

äî íóëÿ i ïðè óñiõ |z| ≤ N

|u0(x+ zt̃1/γ, h)− u0(x, h)| ≤
ε

2c
,

äå c =
∫

|z|≤N

|G(z)|dz. Òîäi

I1 ≤ c|u0(x+ zt1/γ, h)− u0(x, h)| ≤ c
ε

2c
=
ε

2
.

Îòæå, äëÿ óñiõ t > h, äîñòàòíüî áëèçüêèõ äî h, x ∈ Rn

|u11(x, t, h)− u0(x, h)| ≤ I1 + I2 ≤
ε

2
+
ε

2
= ε.

Îñêiëüêè ε > 0 � äîâiëüíå, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

lim
t→h+0

u1(x, t, h) = lim
t→h+0

u11(x, t, h) = u0(x, h),

áî lim
t→h+0

u2(x, t, h) = 0.

Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâîäèòüñÿ, ùî lim
t→h+0

uk(x, t, h) = uk−1(x, h).

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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Çàóâàæåííÿ 5.1. Äàíèé ðåçóëüòàò çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì, ÿêùî â (5.9)

(Au)(x, t) ≡ (A0u)(x, t)+
m∑
k=1

(Aku)(x, t), äå Ak ¹ ÏÄÎ ç ñèìâîëàìè ak: Rn → R,

0 ≤ k ≤ m, îäíîðiäíèìè ïîðÿäêiâ γk > 0, 0 ≤ k ≤ m, òàêèõ, ùî γ0 > γ1 >

· · · > γm, íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèìè ïî σ ∈ Rn\{0}, i ãîëîâíèé ñèìâîë a0
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5.11), ðåøòà ñèìâîëiâ � óìîâó (5.12), àáî ç ñèìâîëàìè,

çàëåæíèìè âiä ÷àñîâî¨ çìiííî¨ t > 0 i ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ x ∈ Rn [29,37].

Çàóâàæåííÿ 5.2. Ðåçóëüòàò çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì äëÿ ñèñòåìè ïà-

ðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (5.9) ç óìîâîþ âèãëÿäó

(5.10).

5.3. Ïðèêëàä

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (5.9), (5.10) ïðè n = 1, äå ïîêëàäåìî u0 ≡ C1, f ≡ C2,

äå C1, C2 � ñòàëi. Òîäi äëÿ h < t ≤ 2h ôîðìóëà (5.20) íàáóâà¹ âèãëÿäó

u1(x, t, h) =

∞∫
−∞

G1(x− ξ, t− h)C1 +

t∫
h

dτ

∞∫
−∞

G2(x− ξ, t− h)C2dξ =

= C1 + C2(t− h), −∞ < x < +∞, h < t ≤ 2h.

Äëÿ 2h < t ≤ 3h ôîðìóëà (5.22) íàáóâà¹ âèãëÿäó

u2(x, t, 2h) =

∞∫
−∞

G(x− ξ, t− h)u1 +

t∫
2h

dτ

∞∫
−∞

G1(x− ξ, t− h)C2dξ =

= C1+C2(t−h)+C2(t−2h) = C1+C2(2t−3h), −∞ < x < +∞, 2h < t ≤ 3h,

à äëÿ kh < t ≤ (k + 1)h

uk(x, t, kh) = C1 + C2(kt− (1 + 2 + · · ·+ k)h), −∞ < x < +∞, 1 ≤ k ≤ m.

Òóò ìè ñêîðèñòàëèñÿ òèì, ùî

G1(t, x) =
t

π(t2 + x2)
,

∞∫
−∞

G1(t, x)dx = 1.
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Ôóíêöiÿ u(x, t) ≡ uk(x, t, h) ïðè t = kh ¹ íåïåðåðâíîþ, àëå íå äèôåðåí-

öiéîâíîþ ëàìàíîþ ïîâåðõíåþ, áî â òî÷êàõ t = kh iñíóþòü ëiâîñòîðîííi íà

ïðàâîñòîðîííi ïîõiäíi, íå ðiâíi ìiæ ñîáîþ.

Îòæå, ïiä ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (5.9) ñëiä ðîçóìiòè ôóíêöiþ, äèôåðåíöiéîâíó

ïî t íà âiäêðèòèõ iíòåðâàëàõ kh < t < (k + 1)h, x ∈ R.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ðîçãëÿäàòè äîâiëüíå n, áî âiðíîþ ¹ ðiâíiñòü (5.25).

5.4. Íåëîêàëüíà çàäà÷à äëÿ àâòîíîìíèõ êâàçiëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷-

íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòà

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ðåçóëüòàòè ï. 5.2. ïåðåíåñåíi íà âèïàäîê çàäà÷i (1.25),

(1.26) ïðè 1 ≤ k ≤ m. Òîäi çàìiñòü çàäà÷i Êîøi (5.14), (5.15) îòðèìó¹ìî áàãà-

òîòî÷êîâó íåëîêàëüíó çàäà÷ó, äîñëiäæåíó â ðîçäiëi 3.

Â ïðàöi [231] äëÿ àâòîíîìíèõ êâàçiëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòà âïåðøå äîâîäèòüñÿ ðîçâ'ÿçíiñòü

çàäà÷i Êîøi, à â [256, 273] äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü òàêîæ âïåðøå ôîðìóëþ¹òüñÿ

íåëîêàëüíà çàäà÷à i àíàëîãi÷íî áóäó¹òüñÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçîê ìåòîäîì êðîêiâ.

5.4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê êâàçiëiíiéíî¨ íåëîêàëüíî¨ çàäà÷i

∂u(x, t)

∂t
+ (Au)(x, t) = f(x, t, µu(x, t− h)− νu(x, T + t− h)), (5.37)

x ∈ Rn, t > h > 0, T >> h,

µu(x, t) = νu(x, T + t) + u0(x, t), x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ h, (5.38)

äå u � øóêàíà, à f , u0 � âiäîìi íåïåðåðâíi i îáìåæåíi ôóíêöi¨, µ > ν > 0, h, T �

ôiêñîâàíi ïàðàìåòðè, A � ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíà îïåðàöiÿ (ÏÄÎ) ç ñèìâîëîì

a : Rn → R, îäíîðiäíèì ïîðÿäêó γ > 0 i íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèì ïî σ

ïðè σ ̸= 0 (òî÷êà σ = 0 ¹ òî÷êîþ íåãëàäêîñòi ñèìâîëà a(σ)).
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Ïðèïóñòèìî, ùî ñèìâîë a: Rn → R çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íåãëàäêîñòi â íóëi,

îäíîðiäíîñòi a ∈ C∞(Rn \ {0}), a(λσ) = λγa(σ), λ > 0, γ > 0, åëiïòè÷íîñòi

(5.11), (5.12)

Ïðè öüîìó ÏÄÎ A òðàêòó¹òüñÿ ÿê ãiïåðñèíãóëÿðíèé iíòåãðàë (ÃÑI) [29,

37] � iíòåãðàë ç îñîáëèâiñòþ, ïîðÿäîê ÿêî¨ âèùèé âiä ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó

i ðåãóëÿðèçîâàíèé çà äîïîìîãîþ ñêií÷åííèõ ðiçíèöü. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî

∀ε > 0, ∀x ∈ Rn, t > 0 ∃C > 0 ∃β; 0 < β ≤ γ − ε òàêi, ùî

|u0(x, t)| ≤ C(1 + |x|)β.

ßêùî Π ≡ {(x, t, u) | x ∈ Rn, t > 0, u ∈ C
[γ]+1,1
x,t }, [γ] � Öiëà ÷àñòèíà γ > 0,

òî ∀ε > 0, ∀(x, t, u) ∈ Π ∃C > 0, ∃β ≤ γ − ε ∃f : Π → R, f ∈ C(Π) i

|f(x, t, u)| ≤ C(1 + |x|)β, |f(x, t, u)− f(y, t, u)| ≤ C|x− y|λ, 0 < λ < 1.

Íà øóêàíó ôóíêöiþ u íàêëàäàþòüñÿ óìîâè ïî àðãóìåíòàõ x ∈ Rn òà t > 0,

à çàëåæíiñòü ¨¨ âiä T îçíà÷à¹, ùî ìîâà éäå ïðî íåëîêàëüíó çàäà÷ó, çâ'ÿçàíó

iç çàäàííÿì âèõiäíî¨ ìíîæèíè äëÿ öi¹¨ íåëîêàëüíî¨ çàäà÷i (5.37), (5.38). ßêùî

ôóíêöiÿ u ∈ S(Rn) × C1
t , à Fx→σ[u(x, t)](σ, t) ≡ v(σ, t), F−1

σ→x[v(σ, t)](x, t) ≡

u(x, t) � âiäïîâiäíî ïðÿìå i îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ u, òî

Au(x, t) ≡ F−1
σ→x[a(σ)Fx→σ[u(x, t)]], x ∈ Rn, t > 0

¹ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíà îïåðàöiÿ ç ñèìâîëîì a: Rn → R. ßêùî ôóíêöiÿ u ∈

C
[γ]+1,1
x,t , γ ≥ 1, òî ÏÄÎ A âèçíà÷åíà â [29,37] i òðàêòó¹òüñÿ ÿê ÃÑI.

5.4.2. Ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i

Ìåòîäîì êðîêiâ çâîäèìî íåëîêàëüíó çàäà÷ó äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ ç àðãóìåíòîì, ùî âiäõèëÿ¹òüñÿ, äî íåëîêàëüíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ

áåç âiäõèëåííÿ àðãóìåíòà. Íåõàé mh ≤ t ≤ (m + 1)h, x ∈ Rn. Òîäi çàäà÷à

(5.37), (5.38) íàáèðà¹ âèãëÿäó

∂u(x, t)

∂t
+(Au)(x, t) = f(x, t, u0(x, t−mh)), x ∈ Rn,mh ≤ t ≤ (m+1)h, (5.39)
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µu(x,mh) = νu(x, T +mh) + u0(x,mh), x ∈ Rn. (5.40)

Ïîçíà÷èìî f(x, t, u0(x, t−mh)) ≡ f0(x, t, t−mh).

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.39), (5.40) ôîðìàëüíî øóêà¹ìî çà äîïîìîãîþ ïåðåòâî-

ðåííÿ Ôóð'¹ ïî ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ i îòðèìà¹ìî òàêó çàäà÷ó

dv(σ, t)

dt
+ A(σ)v(σ, t) = f̃0(σ, t, t−mh), σ ∈ Rn,mh ≤ t ≤ (m+ 1)h, (5.41)

µv(σ,mh) = νv(σ, T +mh) + ũ0(σ,mh), σ ∈ Rn. (5.42)

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.41) íàáóâà¹ âèãëÿäó

v(σ, t) = Ce−a(σ)t +

t∫
mh

e−a(σ)(t−τ)f̃0(σ, τ, τ −mh)dτ, (5.43)

σ ∈ Rn,mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.

Ïiäñòàâèâøè (5.43) ó (5.42), îòðèìà¹ìî âèðàç äëÿ C:

C =
ν

µ− νe−a(σ)T

T+mh∫
mh

e−a(σ)(T−τ)f̃0(σ, τ, τ −mh)dτ +
ea(σ)mh

µ− νe−a(σ)T
ũ0(σ,mh).

Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.41), (5.42) íàáóâà¹ âèãëÿäó

v(σ, t) =
ν

µ− νe−a(σ)T

T+mh∫
mh

e−a(σ)(T+t−τ)f̃0(σ, τ, τ −mh)dτ+

+
e−a(σ)(t−mh)

µ− νe−a(σ)T
ũ0(σ,mh)+

+

t∫
mh

e−a(σ)(t−τ)f̃0(σ, τ, τ −mh)dτ, σ ∈ Rn,mh ≤ t ≤ (m+ 1)h. (5.44)

Îñòàííié äîäàíîê iç (5.44) çàïèøåìî ÿê ñóìó

µ

µ− νe−a(σ)T

t∫
mh

e−a(σ)(t−τ)f̃0(σ, τ, τ −mh)dτ−
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− ν

µ− νe−a(σ)T

t∫
mh

e−a(σ)(T+t−τ)f̃0(σ, τ, τ −mh)dτ

i ïiäñòàâèâøè ó (5.44) îòðèìà¹ìî, ùî

v(σ, t) =
ν

µ− νe−a(σ)T

T+mh∫
t

e−a(σ)(T+t−τ)f̃0(σ, τ, τ −mh)dτ+

+
µ

µ− νe−a(σ)T

t∫
mh

e−a(σ)(t−τ)f̃0(σ, τ, τ −mh)dτ+

+
1

µ− νe−a(σ)T
e−a(σ)(t−mh)ũ0(σ,mh), σ ∈ Rn,mh ≤ t ≤ (m+ 1)h. (5.45)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.39), (5.40) íàáèðà¹ âèãëÿäó

u(x, t) = (2π)−n
∫
Rn

exp{i(x, σ)}v(σ, t)dσ = (2π)−n
∫
Rn

ν

µ− νe−a(σ)T
exp{i(x, σ)}dσ×

×
T+mh∫
t

exp{−a(σ)(T + t− τ)}f̃0(σ, τ, τ −mh)dτ+

+(2π)−n
∫
Rn

µ

µ− νe−a(σ)T
exp{i(x, σ)}dσ

t∫
mh

exp{−a(σ)(t−τ)}f̃0(σ, τ, τ−mh)dτ+

+(2π)−n
∫
Rn

1

µ− νe−a(σ)T
exp{i(x, σ)} exp{−a(σ)(t−mh)}ũ0(σ,mh)dσ ≡

≡ J1 + J2 + J3, (5.46)

äå

f̃0(σ, τ, τ −mh) =

∫
Rn

exp{−i(ξ, σ)}f0(ξ, τ, τ −mh)dξ,

ũ0(σ,mh) =

∫
Rn

exp{−i(ξ, σ)}u0(ξ,mh)dξ, x ∈ Rn,mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.
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Ðîçãëÿíåìî êîæåí iíòåãðàë ôîðìóëè (5.46) îêðåìî. Ôóíêöiÿ

J1 =

T+mh∫
t

dτ

∫
Rn

G1(x− ξ, t− τ, T )f0(ξ, τ, τ −mh)dξ, (5.47)

äå

G1(x− ξ, t− τ, T ) =
ν

µ

∞∑
k=0

(ν
µ

)k
G1
k(x− ξ, t− τ, T ), (5.48)

à

G1
k(x− ξ, t− τ, T ) ≡ (2π)−n

∫
Rn

ei(x−ξ,σ)−a(σ)((k+1)T+t−τ)dσ, (5.49)

k = 0, 1, 2, . . . , x ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.

Îòæå, âðàõîâóþ÷è (5.48), (5.49) ôóíêöiÿ J1 iç (5.47) íàáèðà¹ âèãëÿäó

J1(x, t, T,mh) ≡
ν

µ

∞∑
k=0

(ν
µ

)k T+mh∫
t

dτ

∫
Rn

G1
k(x− ξ, t− τ, T )f0(ξ, τ, τ −mh)dξ,

(5.50)

x ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.

Ôóíêöiÿ

J2 =

t∫
mh

dτ

∫
Rn

G2(x− ξ, t− τ)f0(ξ, τ, τ −mh)dξ, (5.51)

äå

G2(x− ξ, t− τ) =
∞∑
k=0

(ν
µ

)k
G2
k(x− ξ, t− τ, T ), (5.52)

G2
k(x− ξ, t− τ, T ) ≡ (2π)−n

∫
Rn

ei(x−ξ,σ)−a(σ)(kT+t−τ)dσ, (5.53)

x ∈ Rn, ξ ∈ Rn,mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.

Ïiäñòàâëÿþ÷è (5.52), (5.53) ó (5.51), îòðèìà¹ìî, ùî

J2(x, t, T,mh) ≡
∞∑
k=0

(ν
µ

)k t∫
mh

dτ

∫
Rn

G2
k(x− ξ, t− τ, T )f0(ξ, τ, τ −mh)dξ, (5.54)

x ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.
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Ôóíêöiÿ

J3 =

∫
Rn

G3(x− ξ, t−mh)u0(ξ,mh)dξ, (5.55)

äå

G3(x− ξ, t−mh) =
1

µ

∞∑
k=0

(ν
µ

)k
G3
k(x− ξ, t−mh, T ), (5.56)

à

G3
k(x− ξ, t−mh, T ) ≡ (2π)−n

∫
Rn

ei(x−ξ,σ)−a(σ)(kT+t−mh)dσ, (5.57)

k = 0, 1, 2, . . . , x ∈ Rn, ξ ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.

Ïiäñòàâëÿþ÷è (5.56) i (5.57) â (5.55) îòðèìà¹ìî, ùî

J3(x, t, T,mh) ≡
1

µ

∞∑
k=0

(ν
µ

)k ∫
Rn

G3
k(x− ξ, t−mh, T )u0(ξ,mh)dξ, (5.58)

x ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.

5.4.3. Äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ôóíêöié Gi, i = 1, 2, 3, òà äi¨

íà íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ òà ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ îïå-

ðàöié

Ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.39), (5.40) íàáèðà¹ âèãëÿäó ñóìè (5.46), äå

äîäàíêè âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (5.50), (5.54) òà (5.58).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ ïîòðiáíî ïðîâåñòè îöiíþâàííÿ ôóíêöié Gi
k,

k = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2, 3, òà çà äîïîìîãîþ íèõ îöiíèòè ôóíêöi¨ Gi, i = 1, 2, 3

iç (5.48), (5.52), (5.56).

Îñêiëüêè Gi, i = 1, 2, 3 âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç Gi
k, k = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2, 3, à

îñòàííi âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå ìíîæíèêàìè áiëÿ a(σ), òî äîñèòü ðîçãëÿíóòè îäíó

ç íèõ, íàïðèêëàä, G3
k, k = 0, 1, . . . , äå

G3
k(x, t, T ) = (2π)−n

∫
Rn

ei(x,σ)−a(σ)(kT+t)dσ, k = 0, 1, . . . .
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Îñêiëüêè ∀σ ∈ Rn, ∀t0 > 0 i t ≥ t0

| exp{i(x, σ)− a(σ)(kT + t)}| ≤ exp{−a(σ)(kT + t0)}, k = 0, 1, . . . ,

òî äëÿ äîâiëüíî¨ ñìóãè Π̃t0 ≡ {(x, t) |0 < t0 ≤ t ≤ T̃ , x ∈ Rn} iíòåãðàë (5.56)

çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî i òîìó ôóíêöi¨ G3
k, k = 0, 1, . . . ¹ íåïåðåðâíèìè â Π̃0 ≡

{(x, t) |0 < t ≤ T̃ , x ∈ Rn}. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ äèôåðåíöiéîâíiñòü ïî t

ôóíêöié G3
k, k = 0, 1, . . . . Äëÿ Gi

k(t, x), k = 0, 1, . . . , i = 1, 2, 3 ïîçíà÷èìî

x ≡ x − ξ, à tk ≡ (k + 1)T + t − τ äëÿ G1
k iç (5.49), tk ≡ kT + t − τ äëÿ G2

k iç

(5.53) i tk ≡ kT + t−mh äëÿ G3
k iç (5.56). Äëÿ ôóíêöié G

i
k, k = 1, 2, 3, i = 1, 2, 3

ïðàâèëüíèìè ¹ îöiíêè [29,37,230]

|Dχ
xG

i
k(x, t)| ≤ Cχtk(t

1/γ
k + |x|)−(n+γ+|χ|), (5.59)

|DtG
i
k(x, t)| ≤ C(t

1/γ
k + |x|)−(n+γ). (5.60)

Âèêîðèñòàâøè (5.59),(5.60) äëÿ Gi ïðè i = 2 îòðèìà¹ìî, ùî

|Dχ
xG

i(x, t)| ≤ Cχ

∞∑
k=0

(ν
µ

)k tk

(t
1/γ
k + |x|)n+γ+|χ|

, (5.61)

|DtG
i(x, t)| ≤ C

∞∑
k=0

(ν
µ

)k
(t

1/γ
k + |x|)−(n+γ), (5.62)

äëÿ Gi ïðè i = 1 ïåðåä ñóìîþ ¹ ìíîæíèê
ν

µ
, à äëÿ Gi ïðè i = 3 � ìíîæíèê

1

µ
.

Âðàõóâàâøè (5.61), (5.62) äëÿ i = 1, 2, 3 îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi( ∂
∂t

+ A
)
Gi(x, t) = 0, (5.63)

ÿêi ïðè a(σ) ≡ |σ| áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿþòüñÿ.

Ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi∫
Rn

Gi(x− y, t)dy =
Ci

µ− ν
, i = 1, 2, 3, (5.64)
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äå C1 = ν, C2 = µ, C3 = 1, ÿêi âèïëèâàþòü iç (5.63). Âðàõîâóþ÷è (5.60) iç (5.64)

îòðèìó¹ìî, ùî ∫
Rn

∂

∂t
Gi(x− y, t)dy = 0, i = 1, 2, 3. (5.65)

Îöiíêè (5.59) çàáåçïå÷óþòü çáiæíiñòü iíòåãðàëiâ (5.47), (5.51), (5.55) äëÿ

ñòåïåíåâî çðîñòàþ÷èõ ôóíêöié u0 òà f (äèâ. ï. 5.4.1).

5.4.4. Äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ u òà äi¨ íà íå¨ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ òà ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàöié

Ôóíêöiÿ u, âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (5.46), ¹ ñóìîþ òðüîõ äîäàíêiâ, âèçíà÷åíèõ

äëÿ x ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m + 1)h. Ðîçãëÿíåìî êîæåí äîäàíîê îêðåìî. Iíòåãðàë

J3 iç (5.55) ìîæíà äèôåðåíöiþâàòè ïî t òà çàñòîñîâóâàòè äî íüîãî ÏÄÎ A

ïiä çíàêîì iíòåãðàëà [37]. Çàêîííiñòü òàêèõ îïåðàöié çàáåçïå÷ó¹òüñÿ îöiíêàìè

ôóíêöi¨ G3, ¨¨ ïîõiäíèõ (5.59) � (5.62). Âðàõîâóþ÷è (5.63) îòðèìà¹ìî, ùî( ∂
∂t

+ A
)
J3 = 0. (5.66)

Ðîçãëÿíåìî J2, âèçíà÷åíèé âèðàçîì (5.51), i çàïèøåìî éîãî ó âèãëÿäi ñóìè

J2 =

t∫
mh

dτ

∫
Rn

G2
0(x− ξ, t− τ)f0(ξ, τ, τ −mh)dξ+

+

t∫
mh

∞∑
k=1

(ν
µ

)k
G2
k(x− ξ, t− τ, T )f0(ξ, τ, τ −mh)dξ ≡ J20 + J21, (5.67)

x ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.

Iñíóâàííÿ ïîõiäíî¨ ïî t i ôîðìóëà

∂

∂t
J20 =

t∫
mh

dτ

∫
Rn

∂

∂t
G2

0(x− ξ, t− τ)[f0(ξ, τ, τ −mh)− f0(x, τ, τ −mh)]dξ+

+f0(x, t, t−mh), x ∈ Rn,mh ≤ t ≤ (m+ 1)h, (5.68)
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äîâåäåíi â [33,34,37]. Ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà

∂

∂t
J21 =

t∫
mh

dτ

∫
Rn

∞∑
k=1

(ν
µ

)k ∂
∂t
G2
k(x− ξ, t− τ, T )f0(ξ, τ, τ −mh)dξ+

+

∫
Rn

∞∑
k=1

(ν
µ

)k
G2
k(x− ξ, 0, T )f0(ξ, τ, τ −mh)dξ, x ∈ Rn,mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.

(5.69)

Ðîçãëÿíåìî J1, âèçíà÷åíèé âèðàçîì (5.47). ßê i äëÿ J2 ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨

J1 ïî t ìîæíà îá÷èñëþâàòè çà ôîðìóëîþ ïîõiäíî¨ âiä iíòåãðàëà, çàëåæíîãî

âiä ïàðàìåòðà t ó âèïàäêó, êîëè ìåæi iíòåãðàëà òàêîæ çàëåæàòü âiä öüîãî

ïàðàìåòðà t. Îá'¹äíóþ÷è ôîðìóëè (5.68), (5.69), îòðèìà¹ìî âèðàç äëÿ ïîõiäíî¨

ïî t ñóìè J1 + J2.

Òðåáà âñòàíîâèòè ôîðìóëó äëÿ äi¨ ÃÑI Dα
Ω íà ôóíêöi¨ J1, J2, âèçíà÷åíi

ôîðìóëàìè (5.47) i (5.54) âiäïîâiäíî [37]. Ïðè öüîìó ñëiä ðîçðiçíÿòè âèïàäîê

α < γ i âèïàäîê α = γ. Ó ïåðøîìó âèïàäêó ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ÃÑI Dα
Ω

áåçïîñåðåäíüî ïiä çíàêîì iíòåãðàëà, à â äðóãîìó âèïàäêó òðåáà ñòâîðþâàòè

ñïåöiàëüíó ôîðìóëó, ÿêà âèìàãà¹ ðîçóìiííÿ ÃÑI Dα
Ω ÿê ãðàíèöi ïðè ε → 0

Dγ
Ω,ε [29, 37].

Îñêiëüêè Aα
Ω äi¹ ïî àðãóìåíòó x, âiä ÿêîãî çàëåæàòü ôóíêöi¨ Gi, i = 1, 2, 3,

òî ñïî÷àòêó òðåáà âèâ÷èòè äiþ ÃÑI Dα
Ω íà ôóíêöi¨ Gi, i = 1, 2, 3. Äëÿ öüîãî

òðåáà ìàòè îöiíêó ∆l
hG

i, i = 1, 2, 3 ïðè |h| ≤ (t− µ)1/γ òà ïðè |h| ≥ (t− µ)1/γ.

Âðàõîâóþ÷è ðiçíi çîáðàæåííÿ äëÿ ñêií÷åííèõ ðiçíèöü òà îöiíêè (5.59) îò-

ðèìà¹ìî, ùî ïðè ìàëèõ h (çîêðåìà, ïðè |h| ≤ (t− µ)1/γ) âiðíèìè ¹ íåðiâíîñòi

|(∆l
hG

i)(t, T, x, µ)| ≤

≤ C|h|[α]+1
∞∑
k=0

µ−k−1
l∑

ν=0

t+ kT

[(t+ kT )1/γ + |x− θννh|]n+γ+[α]+1
, (5.70)
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i = 1, 2, 3, à ïðè âåëèêèõ h (çîêðåìà, ïðè |h| ≥ (t− µ)1/γ) îòðèìà¹ìî, ùî

|(∆l
hG

i)(t, T, x, µ)| ≤ C
∞∑
k=0

µ−k−1
l∑

ν=0

t+ kT

[(t+ kT )1/γ + |x− νh|]n+γ
, (5.71)

i = 1, 2, 3.

Çàóâàæèìî, ùî îöiíêà (5.70) çàáåçïå÷ó¹ çáiæíiñòü ÃÑI Dα
ΩG

i, i = 1, 2, 3, ïðè

|h| ≤ 1, à (5.71) � éîãî çáiæíiñòü ïðè |h| ≥ 1. Âîíè iñíóþòü, ÿêùî ñèìâîë ÏÄÎ

a(σ) ìà¹ ãëàäêiñòü ïîðÿäêó N = 2n+2[γ]+1. Òîäi ãëàäêiñòü Gi, i = 1, 2, 3, ìà¹

ïîðÿäîê N − 2n − [γ], γ ≥ 1; ïðè 0 < γ < 1 ñèìâîë ââàæà¹òüñÿ íåñêií÷åííî

ãëàäêèì ïî ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ.

Iç öèõ îöiíîê òà òåîðåìè Ôóáiíi ïðè α < γ îòðèìó¹ìî, ùî ÃÑI Dα
ΩJ2 ¹

àáñîëþòíî çáiæíèé i éîãî ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ïiä çíàêîì iíòåãðàëà

(Dα
ΩJ2) =

t∫
mh

dτ

∫
Rn

G2
Ω(t− τ, T, x− ξ, µ)f(τ, ξ)dξ, (5.72)

äå

Dα
ΩG

2
Ω = (2π)−n

∞∑
k=0

(ν
µ

)k ∫
Rn

Ω̃(σ) exp{i(x− ξ, σ)− a(σ)(kT + t− τ)}dσ, (5.73)

(t, x) ∈ Π, µ > 1.

Êîðèñòóþ÷èñü (5.73) ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôîðìóëà (5.72) ¹ âiðíîþ äëÿ

öiëîãî íåïàðíîãî α < γ i ïàðíî¨ õàðàêòåðèñòèêè Ω. Çàóâàæèìî, ùî êîëè çà

ñèìâîëîì a(σ) ≡ aα(σ) áóäóâàòè ñèìâîë Ω̃(σ), òî Ω̃(σ) = aα(σ), σ ∈ Rn, äå aα

� ñèìâîë ÏÄÎ ïîðÿäêó îäíîðiäíîñòi α < γ. Òóò ÃÑI Dα
Ω ç õàðàêòåðèñòèêîþ Ω

¹ áiëüø øèðøèì îïåðàòîðîì i éîãî ñèìâîë âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ [29,37]

Ω̃(x, ξ) =
1

dnl(α)

∫
Rn

|h|−n−α(1− exp{iξh})lΩ
(
x;

h

|h|

)
dh.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ÃÑI ïîðÿäêó γ ç ñèìâîëîì Ω̃(σ). ßêùî ÏÄÎ ïîáóäîâàíî

çà ñèìâîëîì aγ(σ), òî Ω̃(σ) = aγ(σ). Äîäàòêîâî ïîòðiáíî ïðèïóñêàòè, ùî Ω̃(σ)
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ìà¹ ïðè σ ̸= 0 N ≥ 2n + 2[γ] + 1 íåïåðåðâíèõ ïîõiäíèõ, ÿêùî γ ≥ 1, àáî ¹

íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ ïðè 0 < γ < 1, Ω̃(σ) ̸= 0 ïðè σ ̸= 0 i

|Dæ
σ Ω̃(σ)| ≤ Cn|σ|γ−|æ|.

Îêðåìî ðîçãëÿíåìî âèïàäîê öiëîãî γ. Òîäi ïðè íåïàðíîìó γ i ïàðíié õàðàê-

òåðèñòèöi Ω̃ íå ¹ ïîëiíîìîì ïî σ. Ïðèïóñòèìî, ùî â ðîçêëàäi çà ñôåðè÷íèìè

ãàðìîíiêàìè

[Ω̃(σ)]−1 =
∞∑
ν=0

δ2ν∑
µ=1

C2ν,µY2ν,µ(σ), |σ| = 1,

êîåôiöi¹íòè C2ν,µ = 0, ÿêùî γ = 2+2ν+2k, k = 0, 1, 2, . . . . ßêùî Ω̃ ¹ ïîëiíîìîì

ïî σ, òî öåé âèïàäîê íå ðîçãëÿäà¹òüñÿ, áî âií îõîïëþ¹òüñÿ òåîði¹þ ïàðàáîëi÷-

íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [251,252].

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ôóíêöiÿ G âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç G1
k iç (5.49), à äî âñiõ

ðåøòè äîäàíêiâ ÃÑI Dγ
Ω ìîæíà çàñòîñóâàòè áåçïîñåðåäíüî ïiä çíàêîì iíòåãðà-

ëà.

Òåîðåìà 2. Ïðè ïåðåðàõîâàíèõ âèùå óìîâàõ íà Ω̃(σ) ÃÑI Dγ
ΩJ2 iñíó¹ â

ñåíñi óìîâíî¨ çáiæíîñòi [37] i

(Dγ
ΩJ2) =

t∫
mh

dτ

∫
Rn

G2
0Ω(x− ξ, t− τ, T )(f0(ξ, τ, τ −mh)− f0(x, τ, τ −mh))dξ+

+
∞∑
k=1

(ν
µ

)k t∫
mh

dτ

∫
Rn

G2
kΩ(x− ξ, t− τ + kT, T )f0(ξ, τ, τ −mh)dξ, (5.74)

à ÃÑI Dγ
ΩJ1 iñíó¹ â çâè÷àéíîìó ñåíñi i

(Dγ
ΩJ1) =

T+mh∫
t

dτ

∫
Rn

G1
Ω(x− ξ, t− τ, T )f0(ξ, τ, τ −mh)dξ, (t, x) ∈ Π. (5.75)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé 0 < θ < 1 i ïîçíà÷èìî

Jθ20 ≡
t−θ∫
mh

dτ

∫
Rn

G2
0Ω(x− ξ, t− τ)f0(ξ, τ, τ −mh)dξ.

290



Iç (5.70) i (5.71) âèïëèâà¹ àáñîëþòíà çáiæíiñòü ÃÑI Dγ
ΩJ

θ
20 i ôîðìóëà

Dγ
ΩI

θ
20 =

t−θ∫
mh

dτ

∫
Rn

Dγ
ΩG

2
0(x− ξ, t− τ)f0(ξ, τ, τ −mh)dξ.

Âðàõîâóþ÷è (5.70), (5.71) îòðèìà¹ìî, ùî
∫
Rn

Dγ
ΩG

2
0(ξ, t)dξ = 0. Ñïðàâäæó¹òü-

ñÿ òàêîæ îöiíêà

|Dγ
ΩG

2
0(x− ξ, t− τ)| ≤ C[(t− τ)1/γ + |x− ξ|]−n−γ. (5.76)

Òîäi

Dγ
ΩJ

θ
20 =

t−θ∫
mh

dτ

∫
Rn

Dγ
ΩG

2
0(x− ξ, t− τ)[f0(ξ, τ, τ −mh)− f0(x, τ, τ −mh)]dξ.

Iç îöiíêè (5.76) i óìîâè íà äàííi çàäà÷i âèïëèâà¹ çáiæíiñòü îñòàííiõ iíòåãðàëiâ.

Îñòàííÿ ôîðìóëà ïîêàçó¹, ùî ðiâíîìiðíî ïî x ∈ Rn

Dγ
ΩJ20 = lim

θ→0
Jθ20.

Äî âñiõ iíøèõ äîäàíêiâ ôóíêöi¨ J2 i äî âñiõ äîäàíêiâ ôóíêöi¨ J1 ìîæíà çàñòî-

ñóâàòè ÃÑI Dγ
Ω áåçïîñåðåäíüî ïiä çíàêîì iíòåãðàëà, áî äëÿ Dγ

ΩG
i
k, k = 1, 2, . . . ,

i = 1, 2, ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà (5.76), äå ó ïðàâié ÷àñòèíi çàìiñòü (t−τ)1/γ ñëiä

ïèñàòè (t− τ + kT )1/γ, k ≥ 1. Òåîðåìà äîâåäåíà.

5.4.5. Ïðèêëàäè

Ïðèêëàä 1. Íåõàé t ≥ 0, x ∈ R; T > 0, µ, ν � ÷èñëà,

ut(x, t) + A1u(x, t) = f(x, t, µu(x, t− h)− νu(x, T + t− h)), (5.77)

t > h, x ∈ R, T >> h,

µu(x, t) = νu(x, t) + u0(x, t), x ∈ R, 0 ≤ t ≤ h, µ > 0, ν > 0, (5.78)
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äå

A1u(x, t) ≡ F−1
σ→x[|σ|Fx→σ[u(x, t)]], t > 0, σ ∈ R, x ∈ R (5.79)

¹ ÏÄÎ ç ñèìâîëîì |σ|, âèçíà÷åíèé ëèøå íà ñïàäíèõ ôóíêöiÿõ ïî x, àáî [41]

A1u(t, x) ≡
2

π
lim
ε→0
R→∞

∫
ε≤|h|≤R

∆hu(t, x)

|h|2
dh, t > 0, x ∈ R, (5.80)

∆hu(x, t) = u(x+h, t)−u(x, t). ßêùî u(x, t) ≡ C, òî∆hC = 0 i â (5.80) A1C = 0

â êëàñè÷íîìó ñåíñi, à â (5.79) � â ñåíñi òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

Ôîðìóëà äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (5.77), (5.78) ïðè x ∈ R, mh ≤ t ≤ (m + 1)h

íàáèðà¹ âèãëÿäó (5.46), äå â ôîðìóëàõ (5.47) � (5.58) a(σ) ≡ |σ|, σ ∈ R. Òîäi

ôóíêöi¨ Gi
k, k = 0, 1, . . . , i = 1, 2, 3, áåçïîñåðåäíüî ïiäðàõîâóþòüñÿ [41] i, îòæå,

J1 =
ν

πµ

∞∑
k=0

(ν
µ

)k T+mh∫
t

dτ

∫
R

((k + 1)T + t− τ)f0(ξ, τ, τ −mh)dξ

((k + 1)T + t− τ)2 + |x− ξ|2
,

J2 =
1

π

∞∑
k=0

(ν
µ

)k t∫
mh

dτ

∫
R

(kT + t− τ)f0(ξ, τ, τ −mh)dξ

(kT + t− τ)2 + |x− ξ|2
,

J3 =
1

πµ

∞∑
k=0

(ν
µ

)k ∫
R

(kT + t−mh)u0(ξ,mh)dξ

(kT + t−mh)2 + |x− ξ|2
,

x ∈ R, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.

ßêùî f0 ≡ C1, u0 ≡ C2, òî ïðè mh ≤ t ≤ (m+ 1)h, x ∈ R

u(x, t) =
1

µ− ν
[νT + (µ− ν)(t−mh)C1 + C2].

Îñêiëüêè
∂u

∂t
= C2, òî ðiâíÿííÿ (5.77) çàäîâîëüíÿþòüñÿ â êëàñè÷íîìó ñåíñi,

áî ôóíêöiÿ u íå çàëåæèòü âiä x i A1u = 0, áî ∆hu(x, t) = 0. Óìîâi (5.78)

âiäïîâiäà¹ óìîâà µu(x,mh)− νµ(x, T +mh) = C2, ÿêà âèêîíó¹òüñÿ, áî

µu(x,mh) =
µ

µ− ν
(νT + C2), νu(x, T +mh) =

ν

µ− ν
[(νT + (µ− ν)T )C1 + C2].
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Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî íåëîêàëüíó çàäà÷ó

ut(x, t) + A1u(x, t) = µu(x, t− h)− νu(x, T + t− h), t > h, x ∈ R, (5.81)

µu(x, t)− νu(x, t+ T ) = et, 0 ≤ t ≤ h, x ∈ R. (5.82)

Ìåòîäîì êðîêiâ äëÿ x ∈ R, mh ≤ t ≤ (m + 1)h iç (5.81), (5.82) îòðèìó¹ìî,

ùî

ut(x, t) + A1u(x, t) = et−mh, x ∈ R, t ≥ mh, (5.83)

µu(x,mh)− νu(x, T +mh) = emh, x ∈ R. (5.84)

Ôóíêöi¨

J1 =
ν

µ− ν
[eT−et−mh], J2 =

µ

µ− ν
[et−mh−1], J3 =

1

µ− ν
emh, x ∈ R, t ≥ mh,

i ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.83), (5.84)

u(x, t) =
1

µ− ν

[
νeT + (µ− ν)et−mh − µ+ emh

]
, x ∈ R,mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.

Ðiâíÿííÿ (5.83) çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ î÷åâèäíî, áî A1u = 0 i

∂u

∂t
=

1

µ− ν
(µ− ν)et−mh = et−mh, x ∈ R,m ≤ t ≤ (m+ 1)h.

Íåëîêàëüíà óìîâà (5.84) áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ.

Çàóâàæåííÿ 1. Äàíèé ðåçóëüòàò çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâèì äëÿ çàäà÷i

(5.37), (5.38), ÿêùî â ðiâíÿííi (5.37)

(Au)(x, t) =
m∑
k=0

(Aku)(x, t),

äå Ak ¹ ÏÄÎ ç ñèìâîëàìè ak: Rn → R, 0 ≤ k ≤ m, îäíîðiäíèìè ïîðÿäêiâ γk,

0 ≤ k ≤ m, òàêèõ, ùî γ0 > γ1 > · · · > γm, ãëàäêèìè ïî σ ïðè σ ̸= 0, àáî ç

ñèìâîëàìè, çàëåæíèìè âiä ÷àñîâî¨ çìiííî¨ t > 0 i ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ x ∈ Rn.

Çàóâàæåííÿ 2. Äàíèé ðåçóëüòàò çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì äëÿ ñèñòåìè

ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (5.37) ç óìîâîþ âèãëÿäó

(5.38).
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Ó ðîçäiëi ðîçâèíåíà òåîðiÿ çàäà÷i Êîøi òà íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ àâòî-

íîìíèõ êâàçiëiíiéíèõ ÏÄÐ ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòà. Äîñëiäæåíî ðîçâ'ÿçíiñòü

çàäà÷i Êîøi äëÿ êâàçiëiíiéíèõ B-ïàðàáîëi÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âiä-

õèëåííÿì àðãóìåíòà ìåòîäîì êðîêiâ.

Çäiéñíåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷i Êîøi òà íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ àâòîíîìíèõ

êâàçiëiíiéíèõ ÏÏÄÐ ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòà i ìåòîäîì êðîêiâ äîñëiäæåíà ¨õ

ðîçâ'ÿçíiñòü.
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Äîäàòîê

Êëàñè÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü ïðÿìî¨ òà îáåðíåíî¨ êðàéîâèõ

çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

çi çìiííèìè îäíîðiäíèìè ñèìâîëàìè

Ä1. Ïîñòàíîâêà ïðÿìî¨ çàäà÷i. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

1) z ∈ R, Ra ≡ {z; z > a}, R0 ≡ R+; ñêðiçü y ∈ R0, t ∈ R0;

2) x ≡ (x1, . . . , xn) ∈ Rn, σ ≡ (σ1, . . . , σn) ∈ Rn; Π+ ≡ Rn×R+, Π ≡ Π+×R+,

Π0 ≡ R0 × R0; ñêðiçü (x, y, t) ∈ Π, (x, y) ∈ Π+, (y, t) ∈ Π0, (x, t) ∈ Π+;

3) ÷èñëà 0 < γ1 < γ2 < . . . < γ0, µ > 0, ck > 0, k ≡ (k1, . . . , kn), ki ∈ N,

1 ≤ i ≤ n, |k| = k1 + . . .+ kn, r ∈ {0, 1, . . . ,m}, ar : Rn × R+ → R, ar(µσ, t) =

µγrar(σ, t), r ∈ {0, 1, . . . ,m}, |Dkar(σ, t)| ≤ ck|σ|γr−|k|, |k| ≤ 2n + 2[γ] + 1 ≡ N,

N � ïîðÿäîê ãëàäêîñòi ar(σ, t) ïðè σ ̸= 0, γ0 ≥ 1 [γ0] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà γ0

òà ar(σ, t), r ∈ {0, 1, . . . ,m}, íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíi ïî σ ïðè σ ̸= 0 òà

γ0 > 0, a(σ, t) =
m∑
r=0

ar(σ, t), ñèìâîë ÏÄÎ A, ùî äi¹ ïî ïðîñòîðîâié çìiííié

x ∈ Rn;

4) iñíó¹ ñòàëà δ > 0 òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíèõ t > 0, σ ∈ Rn âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü aγ0(σ, t) ≥ δ|σ|γ0;

5) ôóíêöiÿ V : Π → R íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ïî ïî t, äâi÷i íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíà ïî y òà ìà¹ [γ0] + 1 iíòåãðîâíèõ ïîõiäíèõ ïî x, V, Vy, Vyy �

iíòåãðîâíi â Π ôóíêöi¨, ÏÄÎ

AV (x, y, t) = F−1
σ→x[a(σ, t)Fx→σ[V (x, y, t)]], (x, y, t) ∈ Π,

äå Fx→σ òà F−1
σ→x � âiäïîâiäíî ïðÿìå òà îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, ðîçó-
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ìi¹òüñÿ ÿê ãiïåðñèíãóëÿðíèé iíòåãðàë (ÃÑI) [37]. Ïîçíà÷èìî òàêîæ

A1V (x, y, t) ≡ Vt(x, y, t) + AV (x, y, t), (x, y, t) ∈ Π,

BV (x, y, t) ≡ Vyy(x, y, t)− q(y)V (x, y, t), (x, y, t) ∈ Π,

äå q : R+ → R âèçíà÷åíà â ï. Ä1.3.

Ä1.1. Ïîñòàíîâêà ïðÿìî¨ çàäà÷i. Íåîáõiäíî âèçíà÷èòè ðîçâ'ÿçîê V :

Π → R ðiâíÿííÿ

A1V (x, y, t) = BV (x, y, t), (x, y, t) ∈ Π, (6.1)

ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâi òà ãðàíè÷íi óìîâè

V (x, y, t)|t=0 = V0(x)V1(y), (x, y) ∈ Rn × R+, Vy(x, y, t)|y=0 = 0, (6.2)

äå (x, t) ∈ Rn × R+, V0 : Rn → R, V1 : R+ → R � íåïåðåðâíi òà iíòåãðîâíi

ôóíêöi¨.

Ä1.2. Ôîðìóëà äëÿ ðîçâ'ÿçêó ïðÿìî¨ çàäà÷i. Çàäà÷à (6.1), (6.2)

ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïðÿìîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ïî x ∈ Rn òà óçàãàëü-

íåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ïî y ∈ R+. Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ïðÿìî¨ çàäà÷i

(6.1), (6.2) ¹ äîâåäåííÿ ôîðìóëè äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçêó

V (x, y, t) =

∫
Rn

G(x− ξ, t)V0(ξ)dξ

∞∫
0

e−λtΦ1(λ)φ(y, λ)dσ(λ), (6.3)

Φ1(λ) =

∞∫
0

V1(y)φ(y, λ)dy, λ > 0,

äå ôóíêöiÿ φ âèçíà÷åíà â ï. Ä1.3, à âèðàç äëÿ G çàëåæèòü âiä γ òà a : Rn ×

R+ → R. Çîêðåìà,

1) ïðè γ0 = 1, m = 0, a = |σ|, σ ∈ Rn, â [41] äîâåäåíî, ùî

G(x, t) =
Γ((n+ 1)/2)t

π(n+1)/2(t2 + |x|2)(n+1)/2
, (x, t) ∈ Π+;
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2) ïðè γ0 = 2, m = 0, a = |σ|2, σ ∈ Rn, îòðèìó¹ìî ôóíäàìåíòàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

G(x, t) =
1

(2
√
πt)n

exp{−|x|2

4t
}, (x, t) ∈ Π+;

3) ïðè γ > 0, ñèìâîë a ç ï. Ä1.1:

G(x, t) =
1

(2π)n

∫
Rn

exp{i(x, σ)− ã(σ, t)}dσ, ã(σ, t) =

t∫
0

a(σ, τ)dτ, (x, t) ∈ Π+.

Ïðè 0 < γ0 ≤ 2, m = 0 ôóíêöiÿ G(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ Rn × R+ (äèâ. ðîçäië

3).

Îöiíêè ôóíêöi¨ G òà ¨¨ ïîõiäíèõ

|Dk
xG(x, t)| ≤ Ckt

m∑
r=0

(t1/γ + |x|)−n−γr−|k|, |k| = k1 + . . .+ kn ≥ 0,

|DtG(x, t)| ≤ C
m∑
r=0

(t1/γ + |x|)−n−γr , |k| ≤ N,

äîçâîëÿþòü äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ (6.3) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.1), (6.2).

Ä1.3. Óçàãàëüíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. Íåõàé B � ñàìîñïðÿæåíèé â

L2(0,∞) îïåðàòîð, ïîðîäæåíèé äèôåðåíöiàëüíèì âèðàçîì l(y) = −y′′ + q(x)y

òà ãðàíè÷íîþ óìîâîþ y′(0) = 0, äå êîåôiöi¹íò q(x) � ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó

L1(0,∞). Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ öüîãî îïåðàòîðà D(B) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ôóíê-

öié f , ùî ìàþòü ïîõiäíó f ′, àáñîëþòíî íåïåðåðâíó íà êîæíîìó iíòåðâàëi [0, a],

a > 0, òà òàêèõ, ùî {f, l(f)} ⊂ L2(0,∞) òà f ′(0) = 0 [262]. ßêùî f ∈ D(B), òî

Bf = l(f). Òàêèì ÷èíîì âèçíà÷åíèé îïåðàòîð B äîðiâíþ¹ çàìèêàííþ îïåðà-

òîðà B′, çàäàíîãî ôîðìóëîþ B′f = l(f) íà ìíîæèíi âñiõ ôiíiòíèõ íåñêií-

÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié, íîñi¨ ÿêèõ ìiñòÿòüñÿ íà ïðîìiæêó (0,∞).

Âiäîìî [262], ùî îïåðàòîðó B âiäïîâiäà¹ íåñïàäíà ôóíêöiÿ îáìåæåíî¨ çìiíè

σ(λ) = (Eλg, g)L2(0,∞) (ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ), ùî ïîðîäæó¹ ôîðìóëè îáåðíåí-
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íÿ (ïðÿìå òà îáåðíåíå óçàãàëüíåíi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'å)

Φ(λ) =

∞∫
0

ψ(y)φ(y, λ)dy, ψ ∈ L2(0,∞), ψ(y) =

∞∫
0

Φ(λ)φ(y, λ)dσ(λ), y > 0,

äå ôóíêöiÿ φ(y, λ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i 1

l(φ(y, λ)) = λφ(y, λ), φ(0, λ) = 1, φ′
y(0, λ) = 0, (6.4)

Eλ � ðîçêëàä îäèíèöi îïåðàòîðà B, g � ïîðîäæóþ÷à ôóíêöiÿ (òîáòî òàêà ôóíê-

öiÿ ç L2(0,∞), ùî ëiíiéíà îáîëîíêà ìíîæèíè E(∆)g, äå ∆ ïðîáiãà¹ ñóêóïíiñòü

âñiõ îáìåæåíèõ iíòåðâàëiâ íà ïiâîñi (0,∞), ùiëüíà â L2(0,∞)). Âêàçàíi ïåðå-

òâîðåííÿ âñòàíîâëþþòü âçà¹ìíî îáåðíåíi içîìåòðè÷íi âiäîáðàæåííÿ L2(0,∞)

íà L2,σ(0,∞) ≡ L2,σ òà L2,σ íà L2(0,∞) (òóò L2,σ � ñóêóïíiñòü âñiõ σ-âèìiðíèõ

ôóíêöèé f(λ), òàêèõ, ùî
∞∫
0

|f(λ)|2dµσ ≡
∞∫
0

|f(λ)|2dσ(λ) < +∞; ìiðà µσ, ùî âiä-

ïîâiäà¹ ôóíêöi¨ σ(λ), � çâè÷àéíà ìiðà Ëåáåãà�Ñòiëòü¹ñà, ïîáóäîâàíà çà ôóíê-

öi¹þ σ [262]). Ç óìîâè q ∈ L1(0,∞) âèïëèâà¹ (äèâ. [262]), ùî ñïåêòð îïåðàòîðà

B âè÷åðïó¹òüñÿ íåïåðåðâíèì ñïåêòðîì, ùî çàïîâíþ¹ ïiââiñü (0,∞) (äèñêðåòíà

÷àñòèíà ñïåêòðà îïåðàòîðà B ó öüîìó âèïàäêó âiäñóòíÿ). Âiäçíà÷èìî òàêîæ,

ùî ïðè ôiêñîâàíîìó λ > 0 ôóíêöiÿ φ(y, λ) ÿê ôóíêöiÿ àðãóìåíòó y îáìåæåíà

íà (0,∞) (ïðè êîæíîìó λ > 0) [232].

Ñïðàâäi, â [232, ñ. 334] âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî âiäðiçêà [a−ε, a+ε] ⊂

(0,∞) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
a+ε∫
a−ε

φ(x, λ)dx =

a+ε∫
a−ε

cos
√
λxdx+

O(ε)√
λ
, λ > 0.

Ç òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ
a+ε∫
a−ε

φ(x, λ)dx = 2εφ(x̃, λ), a− ε ≤ x̃ ≤ a+ ε,

1) Âêàçàíà çàäà÷à ¹ ñèíãóëÿðíîþ çàäà÷åþ Øòóðìà�Ëióâiëëÿ, äëÿ ÿêî¨ ïîâíî¨ çëi÷åííî¨ ñèñòåìè âëàñíèõ

ôóíêöié ìîæå íå iñíóâàòè. Òîäi âèíèêà¹ çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi iíòåãðàëó. Öå ïðèçâîäèòü äî òàêèõ

iíòåãðàëüíèõ ñïiââiäíîøåíü, ÿê ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ òà Ëàïëàñà, ÿêi íàçèâàþòüñÿ óçàãàëüíåíèìè ïåðåòâî-

ðåííÿ òà âèÿâëÿþòüñÿ åôåêòèâíèìè ïðè ðîçâ'ÿçàííi áàãàòüîõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷.
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òîáòî x̃ = a+ δ, äå −ε ≤ δ ≤ ε. Îòæå,

φ(x̃, λ) ≡ φ(a+ δ, λ) =
1

2ε
[

∫ a+ε

a−ε
cos

√
λxdx+

O(ε)√
λ
], λ > 0.

Òîìó äëÿ λ > 0 òà a ≥ a0 > 0

|φ(a+ δ, λ)| ≤ 1 +
O(ε)

2ε
√
λ
≤ 1 +

Cε

2ε
√
λ
= 1 +

c̃√
λ
.

Ïðÿìóþ÷è δ äî íóëÿ òà âðàõîâóþ÷è ïðè öüîìó íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ φ(y, λ)

çà çìiííîþ y ≥ 0, îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

|φ(a, λ)| ≤ 1 +
c̃√
λ
, a ∈ [a0,∞).

Íà âiäðiçêó [0, a0] ôóíêöiÿ φ, ÿê ôóíêöiÿ y, âíàñëiäîê òåîðåìè Âåé¹ðøòðàñ-

ñà òàêîæ îáìåæåíà. Îòæå, |φ(y, λ)| ≤ α, y ∈ [0,∞), äå α = α(λ) > 0.

Ä2. Ìåòîä ãiáðèäíîãî iíòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ

Çàñòîñó¹ìî äî ðiâíÿííÿ (6.1) óçàãàëüíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'å çà çìiííîþ

y ∈ R1
+ òà åêñïîíåíöiàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'å çà çìiííèìè x ∈ Rn, ïîçíà÷èâ-

øè

W (σ, λ, t) ≡
∫

Rn+1
+

ei(x,σ)φ(y, λ)V (x, y, t)dxdy,

äå σ ∈ Rn, λ > 0, t > 0. Òîäi îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

Wt(σ, λ, t)+aγ(σ)W (σ, λ, t) =

∫
Rn+1

+

ei(x,σ)φ(y, λ)[Vyy(x, y, t)− q(y)V (x, y, t)]dxdy.

(6.5)

Âèäiëèìî â ïðàâié ÷àñòèíi (6.5) iíòåãðàë

I(x, λ, t) ≡
∞∫
0

φ(y, λ)Vyy(x, y, t)dy, x ∈ Rn, λ > 0, t > 0,

òà äâi÷i ïðîiíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè. Ïîòiì, âðàõîâóþ÷è ãðàíè÷íi óìîâè

Vy(x, y, t)|y=0 = 0, φ′
y(0, λ) = 0, ñïiââiäíîøåííÿ

lim
y→+∞

V (x, y, t) = lim
y→+∞

Vy(x, y, t) = 0,
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ÿêi âèïëèâàþòü ç óìîâè 5) ï. Ä1, à òàêîæ îáìåæåíiñòü íà [0,∞) ôóíêöi¨ φ(y, λ)

çà çìiííîþ y, îòðèìà¹ìî, ùî

I(x, λ, t) =

∞∫
0

V (x, y, t)φ′′
yy(y, λ)dy, x ∈ Rn, λ > 0, t > 0. (6.6)

Ïiäñòàâèìî iíòåãðàë (6.6) â ðiâíÿííÿ (6.5) òà âðàõó¹ìî, ùî

−φ′′
yy(y, λ) + q(y)φ(y, λ) = λφ(y, λ), y ∈ R1

+, λ > 0,

ðiâíÿííÿ (6.5) ïðèâåäåìî äî âèãëÿäó

Wt(σ, λ, t) + (a(σ, t) + λ)W (σ, λ, t) = 0,

σ ∈ Rn, λ > 0, t > 0. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.1), (6.2) â îáðàçàõ Ôóð'å ìà¹ âèãëÿä

W (σ, λ, t) = F [V0](σ)Φ1(λ)e
−(ã(σ,t)+λt). (6.7)

ßêùî äî ôóíêöi¨ (6.7) çàñòîñóâàòè îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, òî îòðè-

ìà¹ìî çîáðàæåííÿ

V (x, y, t) =

∫
Rn

G(x− ξ, t)V0(ξ)dξ

∞∫
0

e−λtΦ1(λ)φ(y, λ)dσ(λ),

x ∈ Rn, y ∈ R+, t > 0, äå ôóíêöi¨ G, Φ1 âèçíà÷åíi ï. Ä1.2. Âiäìiòèìî, ùî òóò

ìè ñêîðèñòàëèñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

1

(2π)n

∫
Rn

e−ã(σ,t)−i(x,σ)F [V0](σ)dσ =
1

(2π)n

∫
Rn

e−ã(σ,t)−i(x,σ)(

∫
Rn

V0(ξ)e
i(ξ,σ)dξ)dσ =

=

∫
Rn

(
1

(2π)n

∫
Rn

e−ã(σ,t)−i(x−ξ,σ)dσ)V0(ξ)dξ =

∫
Rn

G(x− ξ, t)V0(ξ)dξ.

Ðiâíiñòü (6.3) äîâåäåíà.

Âiðíîþ ¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ðîçâ'ÿçîê ïðÿìî¨ çàäà÷i (6.1), (6.2) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

(6.3):

V (x, y, t) ≡ X(x, t)Y (y, t),
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äå ôóíêöiÿ

X(x, t) ≡
∫
Rn

G(x− ξ, t)V0(ξ)dξ, (x, t) ∈ Π+, (6.8)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

Xt(x, t) + A1X(x, t) = 0, (x, t) ∈ Π+,

X(x, t)|t=0 = V0(x), x ∈ Rn, (6.9)

lim
|x|→∞

X(x, t) = 0, t ∈ R+,

à ôóíêöiÿ

Y (y, t) ≡
∞∫
0

e−λtφ(y, λ)dσ(λ), (y, t) ∈ Π0, (6.10)

� ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

Yt(y, t) = Yyy(y, t)− q(y)Y (y, t), (y, t) ∈ Π0,

Y (y, t)|t=0 = V1(y), y ∈ R+, (6.11)

Yy(y, t)|y=0 = 0, t ∈ R+.

Ôóíêöiÿ φ, ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.4), òà ôóíêöiÿ q : R+ → R çâ'ÿçàíi

âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ âiäïîâiäíiñòþ iç ñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó σ(λ)

[232].

ßêùî ôóíêöiÿ φ : Rn → R íåâiä'¹ìíà, 1 ≤ γ ≤ 2, X(x, t) → 0 ïðè |x| → ∞,

t > 0, òî X(x, t) ≥ 0, x ∈ Rn, 0 < t ≤ T, à çàäà÷à (6.9) ìîæå ìàòè íå áiëüøå

íiæ îäèí ðîçâ'ÿçîê âèãëÿäó (6.8) [37].

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6.11) ç íóëüîâîþ óìîâîþ ¹ òîòîæíiì íóëåì. Ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (6.11) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ äîäàòíîþ ôóíêöi¹þ q(y) [232].

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðêà òîãî, ùî ôóíêöiÿ (6.8) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.9),

çäiéñíåíà â [29,37].
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Ïåðåâiðèìî, ùî ôóíêöiÿ Y ç (6.10) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (6.11). Ñïðàâäi,

Y ′
t (y, t) = −

∞∫
0

λe−λtφ(y, λ)dσ(λ), t > 0, y > 0, (6.12)

Y ′′
yy(y, t) =

∞∫
0

e−λtφ′′
yy(y, λ)dσ(λ), t > 0, y > 0. (6.13)

Çàñòîñóâàííÿ îïåðàöié äèôåðåíöiþâàííÿ ïiä çíàêàìè iíòåãðàëiâ îá ðóí-

òîâó¹òüñÿ âëàñòèâîñòÿìè ïiäiíòåãðàëüíèõ ôóíêöié iíòåãðàëiâ (6.10), (6.12),

(6.13). Ïiäñòàâèâøè ¨õ ó ðiâíÿííÿ (6.9), îòðèìà¹ìî

∞∫
0

e−λt{−φ′′
yy + q(y)φ(y)− λφ}dσ(λ) ≡ 0, (y, t) ∈ Π0,

îñêiëüêè −φ′′
yy + q(y)φ(y) = λφ. Ïîòðiáíà òîòîæíiñòü äîâåäåíà.

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ (6.11). Îñêiëüêè φ′
y(y, λ)|y=0 = 0, λ > 0, òî

Y ′
y(y, t)|y=0 =

∞∫
0

e−λtφ′
y(y, λ)dσ(λ)|y=0 = 0, t ∈ R+.

Îñêiëüêè Φ1 � ïðÿìå óçàãàëüíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ V1, òî ç ôîð-

ìóëè (6.10) îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi

Y (y, t)|t=0 =

∞∫
0

Φ1(λ)φ(y, λ)dσ(λ) = V1(y).

Òåîðåìó 1 äîâåäåíî.

Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷i (6.9), (6.11), îòðèìàíi øëÿõîì ðîçùåïëåííÿ çàäà÷i

(6.1), (6.2) ìåòîäîì íåïîâíîãî âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ [247].

Ä3. Îáåðíåíà çàäà÷à

Íåõàé V (x, y, t) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.1), (6.2), äå 0 < γ0 ≤ 2, m = 0. Çàôiê-

ñó¹ìî òî÷êó x = x0, y = 0 â Π+ òà ïðèïóñòèìî, ùî âiäîìå çíà÷åííÿ V ïðè âñiõ
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t > 0 òà x = x0, y = 0:

V (x, y, t)|
x = x0

y = 0

≡ ψ(x0, t), t ∈ R+,

äå ψ � âiäîìà ôóíêöiÿ.

Íåîáõiäíî âèçíà÷èòè ôóíêöiþ q : R+ → R, íåïåðåðâíó òà îáìåæåíó. Íåõàé

0 < γ0 ≤ 2, m = 0.

Ðîçâ'ÿçîê îáåðíåíî¨ çàäà÷i âèïëèâà¹ ç [232]. Ñïðàâäi, ïiäñòàâëÿþ÷è x = x0

òà y = 0 â ðiâíiñòü (6.3) òà âðàõîâóþ÷è, ùî φ(0, λ) = 1, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

ψ(x0, t) =

∫
Rn

G(x0 − ξ, t)V0(ξ)dξ

∞∫
0

e−λtdσ(λ), t ∈ R+,

äå ψ(x0, t) � âiäîìà, à σ(λ), λ > 0, � íåâiäîìà ôóíêöi¨. Ç ðîáîòû [232] âiäî-

ìî, ùî ôóíêöiÿ σ(λ), λ > 0, çâ'ÿçàíà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ âiäïîâiäíiñòþ ç

íåïåðåðâíîþ òà îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ q, òîáòî ïî âiäîìié ôóíêöi¨ σ(λ), λ > 0,

îäíîçíà÷íî çíàõîäèòüñÿ ôóíêöiÿ q. Ó ñâîþ ÷åðãó ôóíêöiÿ σ(λ), λ > 0, îäíî-

çíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ψ(x0, t), t ∈ R+.

Îòæå, âiðíîþ ¹

Òåîðåìà 2. Ó êëàñi îáìåæåíèõ òà íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íåâiäîìà ôóíêöiÿ

q : R+ → R ðiâíÿííÿ (6.1), 0 < γ0 ≤ 2, m = 0, îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ

âiäîìîþ ôóíêöi¹þ ψ(x0, t), t ∈ R+.

Ä4. Âèïàäîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

Çàìiñòü A1V (x, y, t) ðîçãëÿíåìî

A2V (x, y, t) ≡ Vt(x, y, t) + AV (x, y, t)− f(x, t), (x, y, t) ∈ Π,

äå ôóíêöiÿ f : Π+ → R íåïåðåðâíà òà îáìåæåíà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, ïðè-

÷îìó

|f(x, t)− f(y, t)| ≤ C|x− y|λ,

303



äå C íå çàëåæèòü âiä x, y, t. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî

[29, 37] max
1≤r≤m

γr < γ0 − λ. Òîäi ðîçâ'ÿçîê ïðÿìî¨ çàäà÷i (6.1), (6.2), äå çàìiñòü

A1V (x, y, t) ðîçãëÿäà¹òüñÿ A2V (x, y, t) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

V (xy, t) ≡ X(x, t)Y (y, t) +

t∫
0

dτ

∫
R

G(x− ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξ,

äå X(x, t) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6.8) i ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.9), äå çàìiñòü

A1V (x, y, t) ðîçãëÿíóòî A2V (x, y, t), à ôóíêöiÿ Y (y, t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

(6.11), ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6.10) [248].

Ðåçóëüòàòè, âèêëàäåíi â äîäàòêó, îïóáëiêîâàíi ó ïðàöÿõ [223,247,248,263].

Âèñíîâêè äî äîäàòêó

Ó äîäàòêó äîñëiäæåíà ïðÿìà òà îáåðíåíà çàäà÷i, ùî ìiñòÿòü ÏÄÎ, ïîáóäî-

âàíèé çà ñóìîþ îäíîðiäíèõ íåãëàäêèõ ó íóëi òà çàëåæíèõ âiä ÷àñîâî¨ çìiííî¨

t ñèìâîëàìè, ùî ìiñòèòü çìiííèé êîåôiöi¹íò q áiëÿ øóêàíî¨ ôóíêöi¨, ÿêèé âè-

ñòóïà¹ íåâiäîìîþ âåëè÷èíîþ â îáåðíåíié çàäà÷i.

Äîâåäåíà êëàñè÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ âêàçàíèõ ÏÏÄÐ ìåòî-

äîì ãiáðèäíîãî iíòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ, êëàñè÷íîãî çà ïðîñòîðîâèìè çìií-

íèìè òà óçàãàëüíåíîãî çà ïiâïðîñòîðîâîþ çìiííîþ.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöi¨ ðîçâèíåíà òåîðiÿ íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà-

÷i äëÿ åâîëþöiéíèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÏÄÎ A, ïîáóäîâàíèì

çà íåãëàäêèì ó òî÷öi 0 îäíîðiäíèì ñèìâîëîì; îïåðàòîðîì f(A), äå f � öi-

ëà ôóíêöiÿ âiä ÏÄÎ A; ÏÄÎ ó ïðîñòîðàõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié; îïåðàòîðîì

f(D), ïîáóäîâàíèì çà àíàëiòè÷íèì ñèìâîëîì, ÿêèé äi¹ â ïðîñòîðàõ òèïó S.

Ðîçâèíåíî ìåòîäèêó äîñëiäæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ áàãàòîòî÷êîâî¨

çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ âêàçàíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü; âñòàíîâëåíî îöiíêè ïîõiä-

íèõ ÔÐÁÇ çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ, äèôåðåíöiéîâíiñòü ÔÐÁÇ ÿê àáñòðàêòíî¨

ôóíêöi¨ ÷àñîâîãî ïàðàìåòðà t, äîñëiäæåíî ïîâåäiíêó ÔÐÁÇ ïðè ïðÿìóâàííi t

äî òî÷îê 0, t1, . . . , tm, {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ] (òî÷îê, â ÿêèõ çàäàþòüñÿ ãðàíè÷íi

óìîâè). Íà ïiäñòàâi öèõ âëàñòèâîñòåé äîâåäåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü áàãàòî-

òî÷êîâî¨ çàäà÷i ó âèïàäêó, êîëè ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ íàëåæèòü äî ïåâíîãî êëàñó

óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó ðîçïîäiëiâ àáî óëüòðàðîçïîäiëiâ. Òàêà ïîñòàíîâêà

çàäà÷i ¹ ïðèðîäíîþ, îñêiëüêè ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ ìîæå ìàòè îñîáëèâiñòü â îä-

íié àáî äåêiëüêîõ òî÷êàõ i ìîæå äîïóñêàòè ðåãóëÿðèçàöiþ ó òîìó ÷è iíøîìó

ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Çíàéäåíî êëàñè X ′ ãðàíè÷íèõ óçàãàëüíåíèõ

ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ ðîçâ'ÿçîê u(t, x) âiäïîâiäíî¨ íåëîêàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ çà

÷àñîì çàäà÷i ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi çãîðòêè ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ ç ôóíäàìåíòàëü-

íèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (ÿêèé ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó X îñíîâíèõ ôóíêöié çà

ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ ïðè êîæíîìó t > 0), ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçîê âîëîäi¹ òèìè

æ âëàñòèâîñòÿìè, ùî i ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, u(t, x) ∈ X ïðè êîæíîìó

t ∈ (0, T ], à âiäïîâiäíó ãðàíè÷íó óìîâó u(t, ·) çàäîâîëüíÿ¹ â ïðîñòîði X ′. Äîâå-

äåíî, ùî ðîçâ'ÿçêè áàãàòîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ âêàçàíèõ åâîëþöiéíèõ

ðiâíÿíü âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ ëîêàëiçàöi¨ (âëàñòèâiñòþ ëîêàëüíîãî ïîêðàùåí-

íÿ çáiæíîñòi): ÿêùî óçàãàëüíåíà ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ f çáiãà¹òüñÿ íà âiäêðèòié
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ìíîæèíi Q ⊂ Rn ç íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ g, òî íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi K ⊂ Q

ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

u(t, x)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, x) = g(x), {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ],

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ K.

Ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ êâàçiëiíiéíèõ B-ïàðàáîëi÷íèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòà, à òàêîæ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi

i íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç âiä-

õèëåííÿì àðãóìåíòó, ÿêi ðîçâ'ÿçóþòüñÿ ìåòîäîì êðîêiâ. Äîñëiäæåíî ïðÿìó i

îáåðíåíó çàäà÷i äëÿ îäíîãî êëàñó åâîëþöiéíèõ ÏÄÐ ìåòîäîì íåïîâíîãî âiäî-

êðåìëåííÿ çìiííèõ òà iç çàñòîñóâàííÿì ãiáðèäíèõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü

Ôóð'¹ êëàñè÷íîãî çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè òà óçàãàëüíåíîãî çà ïiâïðîñòîðî-

âîþ çìiííîþ.
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