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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Дисертацiйна робота присвячена розвитку сучас-
ної теорiї загальних елiптичних диференцiальних рiвнянь, а саме, дослiд-
женню характеру розв’язностi елiптичних за Лавруком крайових задач
i властивостей їх розв’язкiв у шкалах гiльбертових функцiональних про-
сторiв Хермандера.

У 1963 роцi польським математиком Б. Лавруком (B. Lawruk) був введе-
ний важливий клас елiптичних крайових задач з додатковими невiдомими
функцiями у крайових умовах. Цей клас природно виникає при переходi
вiд загальної (нерегулярної) елiптичної крайової задачi до формально спря-
женої задачi вiдносно деякої формули Грiна i є замкненим вiдносно такого
переходу. Згодом з’ясувалося, що до цього класу належать рiзнi крайовi
задачi, якi виникають у теорiї пружностi i гiдромеханiцi (А. Г. Асланян,
Д. Г. Васильев, В. Б. Лидский (1981), P. G. Ciarlet (1990), S. Nazarov,
K. Pileckas (1993)). Вiдмiтимо, що оператори, вiдповiднi елiптичним за
Лавруком крайовим задачам, утворюють пiдалгебру алгебри Буте де Мон-
веля.

Елiптичнi за Лавруком крайовi задачi є нетеровими у пiдходящих парах
позитивних соболєвських просторiв. Цей факт мiститься у результатах Бу-
те де Монвеля (L. Boutet de Monvel (1971)), Г. I. Ескiна (1973), Ш. Ремпеля i
Б.-В. Шульце (S. Rempel, B.-W. Schulze (1982)), Г. Грубб (G. Grubb (1990)),
якi стосуються властивостей загальних елiптичних псевдодиференцiальних
крайових задач. Наприкiнцi минулого столiття у монографiї В. О. Козло-
ва, В. Г. Маз’ї i Й. Россманна (V. A. Kozlov, V. G. Maz’ya, J. Rossmann
(1997)), статтях I. Я. Ройтберг (1997, 1998) i монографiї Я. А. Ройтберга
(Ya. A. Roitberg (1999)) було доведено теореми про нетеровiсть елiптичних
за Лавруком крайових задач, апрiорнi оцiнки i регулярнiсть їх розв’язкiв у
модифiкованiй за Я. А. Ройтбергом двобiчнiй соболєвськiй шкалi. Згодом
А. Н. Кожевнiков (A. Kozhevnikov (2001)) для цiєї шкали встановив нетеро-
вiсть елiптичних крайових задач, породжених алгеброю Буте де Монвеля.

У теперiшнiй час досить активно дослiджуються рiзнi класи диферен-
цiальних рiвнянь з частинними похiдними у шкалах функцiональних про-
сторiв, для яких показником регулярностi розподiлiв служить не число-
вий (як у просторах Соболєва), а досить загальний функцiональний па-
раметр, залежний вiд частотних змiнних (див. монографiї B. P. Paneah
(2000), H. Triebel (2001), В. А. Михайлеця i О. О. Мурача (2010, 2014),
F. Nicola, L. Rodino (2010)). Важливi класи таких просторiв були введенi
Л. Хермандером (L. Hörmander) у 1963 роцi i застосованi ним до дослiд-
ження регулярностi розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь.
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Протягом останнiх десяти рокiв у роботах В. А. Михайлеця, О. О. Му-
рача, Т. М. Зiнченко i А. В. Аноп було побудовано теорiю розв’язностi
загальних елiптичних рiвнянь i елiптичних крайових задач у гiльберто-
вих шкалах iзотропних просторiв Хермандера. Ключовим методом у цiй
теорiї служить iнтерполяцiя з функцiональним параметром пар гiльбер-
тових просторiв. В. А. Михайлець i О. О. Мурач видiлили класи гiльбер-
тових просторiв Хермандера — уточнену соболєвську шкалу i розширену
соболєвську шкалу, якi отримуються iнтерполяцiєю з функцiональним па-
раметром пар гiльбертових просторiв Соболєва. Знайдено рiзнi застосуван-
ня цiєї теорiї до задач, де класична соболєвська шкала є недостатньо тонко
градуйованою.

Втiм, клас елiптичних за Лавруком крайових задач не був охоплений
зазначеною теорiєю. Бiльше того, соболєвська теорiя цих задач не розвину-
та у тiй же повнотi, як це зроблено для класичних (регулярних) елiптичних
крайових задач. Це, зокрема, стосується теорем Ж.-Л. Лiонса i Е. Мадже-
неса (J.-L. Lions, E. Magenes (1962, 1963, 1968)) про розв’язнiсть регулярних
елiптичних крайових задач у негативних просторах Соболєва.

Зважаючи на це, побудова теорiї розв’язностi елiптичних за Лавруком
крайових задач у шкалах просторiв Хермандера є актуальною науковою
проблемою.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ро-
бота виконувалася в Iнститутi математики НАН України у вiддiлi нелiнiй-
ного аналiзу згiдно iз загальним планом дослiджень у рамках науково-
дослiдної теми «Нелiнiйнi, неархiмедовi та спектральнi задачi теорiї дифе-
ренцiальних рiвнянь i математичної фiзики» (номер державної реєстрацiї
0111U001011).

Метою дослiдження дисертацiйної роботи є побудова теорiї розв’язно-
стi елiптичних за Лавруком крайових задач у гiльбертових шкалах функ-
цiональних просторiв Хермандера.

Об’єктом дослiдження є елiптичнi за Лавруком крайовi задачi, заданi
в обмеженiй евклiдовiй областi з нескiнченно гладкою межею.

Предметом дослiдження є властивостi елiптичних за Лавруком край-
ових задач у шкалах гiльбертових iзотропних функцiональних просторiв
Хермандера. А саме: характер розв’язностi цих задач, апрiорнi оцiнки їх
узагальнених розв’язкiв, регулярнiсть цих розв’язкiв, достатнi умови непе-
рервностi їх узагальнених похiдних заданого порядку.
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Завдання дослiдження:

1. Дослiдити характер розв’язностi елiптичних за Лавруком крайо-
вих задач у класах гiльбертових просторiв Хермандера, якi утво-
рюють розширену соболєвську шкалу i складаються з регулярних
розподiлiв.

2. Дослiдити характер розв’язностi цих задач у повнiй уточненiй со-
болєвськiй шкалi, модифiкованiй за Ройтбергом.

3. Встановити теореми типу Лiонса-Мадженеса про характер розв’яз-
ностi цих задач у просторах Хермандера i Соболєва, якi мiстять нере-
гулярнi розподiли довiльного вiд’ємного порядку.

4. Встановити апрiорнi оцiнки узагальнених розв’язкiв елiптичних за
Лавруком крайових задач у шкалах просторiв Хермандера та їх мо-
дифiкацiй за Ройтбергом.

5. Дослiдити регулярнiсть зазначених розв’язкiв у цих просторах i вста-
новити новi достатнi умови неперервностi їх узагальнених похiдних
заданого порядку.

Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi використано методи тео-
рiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, функцiонального
аналiзу i теорiї функцiй. Ключовим у роботi є метод iнтерполяцiї з функ-
цiональним параметром пар гiльбертових просторiв, зокрема, соболєвських
просторiв.

Наукова новизна отриманих результатiв. Результати дисертацiї,
запропонованi до захисту, є новими i полягають у наступному:

1. Доведено теореми про нетеровiсть елiптичної за Лавруком крайової
задачi i породженi нею iзоморфiзми у парах просторiв Хермандера,
якi належать до розширеної соболєвської шкали i складаються з ре-
гулярних розподiлiв.

2. Доведено теореми про нетеровiсть цiєї задачi у повнiй уточненiй со-
болєвськiй шкалi, модифiкованiй за Ройтбергом, i породжений зада-
чею повний набiр iзоморфiзмiв.

3. Встановлено теореми типу Лiонса-Мадженеса про нетеровiсть цiєї
задачi у просторах Хермандера i Соболєва, якi мiстять нерегулярнi
розподiли довiльного вiд’ємного порядку.
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4. Встановлено апрiорнi оцiнки узагальнених розв’язкiв елiптичних за
Лавруком крайових задач у шкалах просторiв Хермандера та їх мо-
дифiкацiй за Ройтбергом.

5. Доведено теореми про регулярнiсть зазначених розв’язкiв у цих про-
сторах. Для цих розв’язкiв знайдено новi достатнi умови неперерв-
ностi їх узагальнених похiдних заданого порядку.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робо-
та має теоретичний характер. Основнi її результати та методика їх отри-
мання можуть бути використанi в подальших дослiдженнях у теорiї рiв-
нянь з частинними похiдними, насамперед елiптичних i параболiчних рiв-
нянь, та у спектральнiй теорiї диференцiальних операторiв.

Особистий внесок здобувача. Загальний план дисертацiї, постанов-
ка задач i схема їх дослiдження належать науковому керiвниковi О. О. Му-
рачу. Результати статей [1, 4, 5] отриманi здобувачкою самостiйно. У спiль-
них з керiвником статтях [2, 3] О. О. Мурачу належать аналiз отриманих
результатiв i участь у пiдготовцi робiт до публiкацiї.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї
доповiдались та обговорювалися на:

— семiнарi вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань Iнститу-
ту математики НАН України (керiвник семiнару — академiк НАН України
А. М. Самойленко);

— семiнарi вiддiлу нелiнiйного аналiзу Iнституту математики НАН
України (керiвник семiнару — член-кореспондент НАН України А. Н. Ко-
чубей);

— спiльному семiнарi кафедр вищої i прикладної математики Чернi-
гiвського нацiонального педагогiчного унiверситету i Чернiгiвського нацiо-
нального технологiчного унiверситету (керiвник семiнару — доктор фiзико-
математичних наук О. О. Мурач);

— Мiжнароднiй мiждисциплiнарнiй конференцiї молодих вчених „Шев-
ченкiвська весна” (Київ, 1–3 квiтня 2015 року);

— Шiстнадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка
М. Кравчука (Київ, 14–15 травня 2015 року);

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (Київ, 3–6 червня
2015 року);

— Математичнiй конференцiї „Алгебра, топологiя, аналiз (Х лiтня шко-
ла)” (Одеса, 3–15 серпня 2015 року);

— Мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В. Я. Скоробагатька
(Дрогобич, 25–28 серпня 2015 року);
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— Всеукраїнськiй науково-практичнiй конференцiї „Диференцiальнi
рiвняння i сумiжнi питання” (III сiверськi читання з математики), присвя-
ченiй 90-рiччю вiд дня народження Я. А. Ройтберга (Чернiгiв, 25 вересня
2015 року).

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiковано в 10 наукових працях.
З них 5 статей [1 – 5] — у наукових виданнях, якi включено до перелiку
фахових видань, а роботи [6 – 10] — у матерiалах наукових конференцiй,
серед яких 4 мiжнародних. Серед статей 2 опублiковано в журналах, якi
входять до наукометричних баз даних (Web of Science, Scopus, MathSciNet).

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi вступу,
п’яти роздiлiв, висновкiв i списку використаних джерел, що налiчує 194
найменування. Повний обсяг роботи складає 164 сторiнки друкованого тек-
сту.

Основний змiст дисертацiї
У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, визначено мету,

об’єкт, предмет, завдання i методи дослiдження, розкрито наукову новиз-
ну отриманих результатiв, їх теоретичне i практичне значення, наведено
данi про апробацiю результатiв i коротко викладено змiст основної частини
дисертацiї.

У першому роздiлi дисертацiї наведено огляд лiтератури за її темою.
У другому роздiлi дисертацiї викладено факти, на яких грунтується

ключовий метод дослiдження — iнтерполяцiя з функцiональним парамет-
ром пар гiльбертових просторiв. Розглянуто класи гiльбертових просторiв
Хермандера — розширену i уточнену соболєвську шкали, якi отримуються
iнтерполяцiєю з функцiональним параметром пар гiльбертових просторiв
Соболєва.

Пiдроздiл 2.1 присвячений класам RO i M функцiональних парамет-
рiв, якi служать показниками регулярностi для просторiв Хермандера, що
утворюють цi шкали.

За означенням, клас RO складається з усiх вимiрних за Борелем функ-
цiй α : [1,∞) → (0,∞), для яких iснують числа b > 1 i c ≥ 1 такi, що
c−1 ≤ α(λt)/α(t) ≤ c для довiльних t ≥ 1 i λ ∈ [1, b] (сталi b i c можуть
залежати вiд α). Такi функцiї називають RO-змiнними на нескiнченностi.
Клас RO введений В. Г. Авакумовичем (V. G. Avakumović) у 1936 роцi i
досить повно дослiджений (див. монографiї Є. Сенети (1985) (додаток 1) i
N. H. Bingham, C. M. Goldie, J. L. Teugels (1989) (пп. 2.0 – 2.2)).

Цей клас допускає простий iнтегральний опис:

α ∈ RO ⇐⇒ α(t) = exp

(
β(t) +

∫ t

1

γ(τ)

τ
dτ

)
для t ≥ 1,
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де дiйснi функцiї β i γ вимiрнi за Борелем i обмеженi на пiвосi [1,∞).
Мiж RO-змiнними i степеневими функцiями iснує такий зв’язок: знай-

дуться числа s0, s1 ∈ R, s0 ≤ s1, i c ≥ 1 такi, що

c−1λs0 ≤ α(λt)/α(t) ≤ cλs1 для усiх t ≥ 1, λ ≥ 1. (1)

Поведiнку функцiї α ∈ RO на нескiнченностi характеризують її iндекси
Матушевської:

σ0(α) := sup {s0 ∈ R : виконується лiва частина нерiвностi (1)},
σ1(α) := inf {s1 ∈ R : виконується права частина нерiвностi (1)}.

За означенням, класM складається з усiх вимiрних за Борелем функ-
цiй ϕ : [1,∞) → (0,∞), якi обмеженi i вiдокремленi вiд нуля на кожному
компактi i повiльно змiнюються на нескiнченностi за Й. Караматою, тобто
ϕ(λ t)/ϕ(t)→ 1 при t→∞ для довiльного λ > 0.

Якщо ϕ ∈ M i σ ∈ R, то функцiя α(t) := tσϕ(t) належить до класу RO
i має рiвнi iндекси Матушевської σ0(α) = σ1(α) = σ.

Еталонним прикладом функцiї класу M служить неперервна функцiя
ϕ : [1,∞)→ (0,∞) така, що

ϕ(t) := (ln t)q1(ln ln t)q2 . . . (ln . . . ln t)qk , t� 1,

де k ∈ N i s, q1, . . . , qk ∈ R.
Наведемо приклад функцiї α ∈ RO з рiзними iндексами Матушевської:

α(t) := tθ+δ sin(ln ln t)r , t > e, i α(t) := tθ, 1 ≤ t ≤ e,

де θ ∈ R, δ > 0 i r ∈ (0, 1]. Тут σ0(α) = θ − δ i σ1(α) = θ + δ.
У пiдроздiлi 2.2 розглянуто класи гiльбертових просторiв Хермандера,

якi утворюють розширену та уточнену соболєвськi шкали на Rn, де n ∈ N.
Нехай α ∈ RO. За означенням, комплексний лiнiйний простiр Hα(Rn)

складається з усiх повiльно зростаючих розподiлiв w ∈ S ′(Rn) таких, що
α(〈ξ〉)ŵ(ξ) є функцiєю аргументу ξ, квадратично iнтегровною на Rn; тут
〈ξ〉 := (1 + |ξ|2)1/2, а ŵ(ξ) є перетворення Фур’є розподiлу w. У цьому
просторi означений скалярний добуток за формулою

(w1, w2)Hα(Rn) :=

∫
Rn
α2(〈ξ〉) ŵ1(ξ) ŵ2(ξ) dξ.

Простiр Hα(Rn) є гiльбертiв iзотропний випадок просторiв Bp,k(Rn),
введених i дослiджених Л. Хермандером (1963). А саме, Hα(Rn) =
Bp,k(Rn), якщо p = 2 i k(ξ) ≡ α(〈ξ〉).
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Якщо α(t) ≡ tσ, то Hα(Rn) =: H(σ)(Rn) є гiльбертiв простiр Соболєва
порядку σ ∈ R. Узагалi виконуються неперервнi i щiльнi вкладення

H(s1)(Rn) ↪→ Hα(Rn) ↪→ H(s0)(Rn) для всiх s1 > σ1(α), s0 < σ0(α).

Клас усiх просторiв Hα(Rn), де α ∈ RO, називається розширеною со-
болєвською шкалою (на Rn).

Її пiдклас — уточнена соболєвська шкала — складається з усiх просторiв
Хермандера Hσ,ϕ(Rn) := Hα(Rn) з показником регулярностi α(t) ≡ tσϕ(t),
де σ ∈ R i ϕ ∈M. Ця шкала прив’язана до соболєвської шкали за допомо-
гою числового параметра σ, оскiльки

H(σ+ε)(Rn) ↪→ Hσ,ϕ(Rn) ↪→ H(σ−ε)(Rn) для довiльного ε > 0.

У пiдроздiлах 2.3 i 2.4 розглянуто метод iнтерполяцiї з функцiональним
параметром пар гiльбертових просторiв, його властивостi i застосування до
зазначених шкал просторiв Хермандера.

Нагадаємо означення цiєї iнтерполяцiї. Нехай задана упорядкована пара
комплексних гiльбертових просторiв X := [X0, X1] така, що цi простори се-
парабельнi i X1 ↪→ X0, причому вкладення неперервне i щiльне. Таку пару
називаємо припустимою. Для неї iснує самоспряжений додатно визначений
(взагалi, необмежений) оператор J у гiльбертовому просторi X0 з областю
визначення X1 такий, що ‖Jw‖X0

= ‖w‖X1
для кожного w ∈ X1. Оператор

J однозначно визначається за парою X.
Позначимо через B множину всiх вимiрних за Борелем функцiй

ψ : (0,∞) → (0,∞), якi обмеженi на кожному вiдрiзку [a, b] i вiдокрем-
ленi вiд нуля на кожнiй множинi [r,∞), де 0 < a < b <∞ i r > 0.

Нехай ψ ∈ B. За допомогою спектральної теореми означений самоспря-
жений оператор ψ(J) у просторi X0 як борелiвська функцiя ψ вiд J . Позна-
чимо через [X0, X1]ψ або, коротше, Xψ область визначення оператора ψ(J),
надiлену скалярним добутком (w1, w2)Xψ := (ψ(J)w1, ψ(J)w2)X0 . Простiр
Xψ гiльбертiв.

Функцiя ψ ∈ B називається iнтерполяцiйним параметром, якщо для до-
вiльних припустимих пар X = [X0, X1], Y = [Y0, Y1] гiльбертових просторiв
i для будь-якого лiнiйного вiдображення T , заданого на X0, виконується
така властивiсть. Якщо для кожного j ∈ {0, 1} звуження вiдображення
T на простiр Xj є обмеженим оператором T : Xj → Yj , то i звуження
вiдображення T на простiр Xψ є обмеженим оператором T : Xψ → Yψ.
У цьому випадку говоримо, що простiр Xψ отримується методом iнтерпо-
ляцiї з функцiональним параметром ψ пари X.

Вiдомо, що функцiя ψ ∈ B є iнтерполяцiйним параметром тодi i тiльки
тодi, коли ψ(t) � ψ1(t) при t� 1, де ψ1 — деяка додатна угнута функцiя.
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При iнтерполяцiї просторiв успадковується не лише обмеженiсть лiнiй-
них операторiв, що у них дiють, а i нетеровiсть операторiв при незмiнному
їх дефектi. Ця обставина робить метод iнтерполяцiї корисним у теорiї елiп-
тичних крайових задач.

Простори Хермандера, якi утворюють розширену соболєвську шкалу,
можна отримати iнтерполяцiєю з пiдходящим функцiональним парамет-
ром пар гiльбертових просторiв Соболєва. А саме, нехай функцiя α ∈ RO,
а числа s0, s1 ∈ R задовольняють умови s0 < σ0(α) i s1 > σ1(α). Покладемо

ψ(t) := t−s0/(s1−s0) α(t1/(s1−s0)) при t ≥ 1

i ψ(t) := 1 при 0 < t < 1. Тодi функцiя ψ є iнтерполяцiйним параметром i

Hα(Rn) =
[
H(s0)(Rn), H(s1)(Rn)

]
ψ
. (2)

Вiдмiтимо, що розширена соболєвська шкала складається (з точнiстю до
еквiвалентностi норм) з усiх гiльбертових просторiв, iнтерполяцiйних для
пар гiльбертових просторiв Соболєва.

Основнi результати дисертацiї викладено у третьому, четвертому i п’я-
тому її роздiлах.

У третьому роздiлi дисертацiї дослiджено елiптичну за Лавруком
крайову задачу у просторах Хермандера, якi утворюють розширену со-
болєвську шкалу i складаються з регулярних розподiлiв.

У пiдроздiлi 3.1 дано означення цiєї задачi. Нехай Ω є довiльна обме-
жена область у евклiдовому просторi Rn з нескiнченно гладкою межею Γ.
Розглянемо в областi Ω лiнiйну крайову задачу

Au = f в Ω, (3)

Bju+

κ∑
k=1

Cj,kvk = gj на Γ, j = 1, ..., q + κ. (4)

Тут A = A(x,D) — диференцiальний оператор на Ω довiльного парного
порядку 2q ≥ 2, кожне Bj = Bj(x,D) — крайовий диференцiальний опе-
ратор на Γ порядку mj ≤ 2q − 1, а кожне Cj,k = Cj,k(x,Dτ ) — (дотичний)
диференцiальний оператор на Γ порядку ordCj,k ≤ mj + rk, де r1, . . . , rκ —
фiксованi цiлi числа. Усi коефiцiєнти цих лiнiйних диференцiальних опера-
торiв є нескiнченно гладкими комплекснозначними функцiями, заданими
на Ω i Γ вiдповiдно. Позначимо v := (v1, . . . , vκ) i g := (g1, . . . , gq+κ).

У крайовiй задачi (3), (4) є невiдомими функцiя u в областi Ω та κ ≥ 1
функцiй v1, . . . , vκ на межi Γ. Останнi мiстяться лише у крайових умовах.
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У роботi припускаємо, що крайова задача (3), (4) елiптична за Лавру-
ком в областi Ω, тобто диференцiальний оператор A є елiптичним на Ω,
правильно елiптичним на Γ, а система крайових умов (4) задовольняє ана-
логу умови Шапiро-Лопатинського щодо A на Γ.

Для цiєї задачi правильна така спецiальна формула Грiна:

(Au,w)Ω +

q+κ∑
j=1

(
Bju+

κ∑
k=1

Cj,kvk, hj

)
Γ

=

= (u,A+w)Ω +

2q∑
j=1

(
Dj−1
ν u,Kjw +

q+κ∑
k=1

Q+
k,jhk

)
Γ

+

κ∑
j=1

(
vj ,

q+κ∑
k=1

C+
k,jhk

)
Γ

,

де u,w ∈ C∞(Ω), v1, . . . , vκ , h1, . . . , hq+κ ∈ C∞(Γ), а (·, ·)Ω i (·, ·)Γ є скалярнi
добутки у гiльбертових просторах L2(Ω) i L2(Γ), а також розширення цих
скалярних добуткiв за неперервнiстю. Тут A+ є формально спряжений ди-
ференцiальний оператор до A вiдносно скалярного добутку в L2(Ω), а C+

k,j

i Q+
k,j є формально спряженi (дотичнi) диференцiальнi оператори до вiд-

повiдно Ck,j i Qk,j вiдносно скалярного добутку в L2(Γ), причому дотичнi
диференцiальнi оператори Qk,j узятi iз зображення крайових операторiв
Bj у виглядi

Bj(x,D) =

2q∑
k=1

Qj,k(x,Dτ )Dk−1
ν .

(Звiсно, якщо k > mj , то Qj,k = 0). Тут i далi Dν := i∂/∂ν, де ν — векторне
поле ортiв внутрiшнiх нормалей до Γ. Окрiм того, кожне Kj — деякий
крайовий диференцiальний оператор Γ порядку ordKj ≤ 2q − j.

З огляду на цю формулу Грiна розглянемо в областi Ω таку крайову
задачу iз q + κ додатковими невiдомими функцiями на межi Γ:

A+w = ω в Ω, (5)

Kjw +

q+κ∑
k=1

Q+
k,jhk = χj на Γ, j = 1, ..., 2q, (6)

q+κ∑
k=1

C+
k,jhk = χ2q+j на Γ, j = 1, ...,κ. (7)

Ця задача є формально спряженою до задачi (3), (4) вiдносно наведеної
формули Грiна. Вiдмiтимо, що елiптичнiсть задачi (3), (4) рiвносильна
елiптичностi формально спряженої задачi (5), (6), (7).
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У пiдроздiлi 3.2 наведено рiзнi приклади елiптичних за Лавруком край-
ових задач.

У пiдроздiлi 3.3 розглянуто гiльбертовi простори Hα(Ω) i Hα(Γ), де
α ∈ RO, у яких дослiджується крайова задача (3), (4). Вони утворюють
розширенi соболєвськi шкали на Ω i Γ.

Нехай α ∈ RO. За означенням, комплексний лiнiйний простiр Hα(Ω)
складається зi звужень u в область Ω усiх розподiлiв w ∈ Hα(Rn). У ньому
введена норма за формулою

‖u‖Hα(Ω) := inf
{
‖w‖Hα(Rn) : w ∈ Hα(Rn), w = u в Ω

}
.

Вiн гiльбертiв i сепарабельний вiдносно цiєї норми.
Простiр Hα(Γ) складається, коротко кажучи, з усiх розподiлiв на C∞-

многовидi Γ, якi у локальних координатах належать до Hα(Rn−1). Перей-
демо до детального означення.

Виберемо довiльним чином скiнченний атлас iз C∞-структури на мно-
говидi Γ, утворений локальними картами πj : Rn−1 ↔ Γj , де j = 1, . . . , p.
Тут вiдкритi множини Γ1, . . . ,Γp складають покриття многовиду Γ. Та-
кож виберемо довiльним чином функцiї χj ∈ C∞(Γ), де j = 1, . . . , p, якi
утворюють розбиття одиницi на Γ, пiдпорядковане умовi suppχj ⊂ Γj .

За означенням, комплексний лiнiйний простiр Hα(Γ) складається з усiх
розподiлiв h на Γ таких, що (χjh) ◦ πj ∈ Hα(Rn−1) для кожного номера
j ∈ {1, . . . , p}. Скалярний добуток у Hα(Γ) означений за формулою

(h1, h2)Hα(Γ) :=

p∑
j=1

((χjh1) ◦ πj , (χj h2) ◦ πj)Hα(Rn−1),

де h1, h2 ∈ Hα(Γ). Тут (χjh) ◦ πj позначає зображення розподiлу h у ло-
кальнiй картi πj . Простiр Hα(Γ) гiльбертiв i сепарабельний. Вiн з точнiстю
до еквiвалентностi норм не залежить вiд зазначеного вибору атласу i роз-
биття одиницi (В. А. Михайлець, О. О. Мурач (2009)).

Для просторiв Хермандера Hα(Ω) i Hα(Γ) правильна iнтерполяцiйна
формула (2), якщо у нiй замiнити Rn на Ω або Γ.

Уточнена соболєвська шкала на Ω або Γ складається з усiх просторiв
Хермандера Hσ,ϕ(Ω або Γ) := Hα(Ω або Γ) таких, що α(t) ≡ tσϕ(t), де
σ ∈ R i ϕ ∈M.

Далi у третьому роздiлi дослiджено властивостi елiптичної крайової за-
дачi (3), (4) у розглянутих просторах Хермандера.

Пов’яжемо з цiєю задачею вiдображення

(u, v) 7→ (f, g), де (u, v) ∈ C∞(Ω)× (C∞(Γ))κ . (8)
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Воно продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до обмеженого опе-
ратора

Λ : Dη(Ω,Γ) := Hη(Ω)⊕
κ⊕
k=1

Hη%rk−1/2

(Γ)→

→ Hη%−2q

(Ω)⊕
q+κ⊕
j=1

Hη%−mj−1/2

(Γ) =: Eη%
−2q

(Ω,Γ)

(9)

для кожного η ∈ RO такого, що σ0(η) > 2q−1/2. Тут i далi для лаконiчно-
стi формул використовуємо функцiональний параметр %(t) := t аргументу
t ≥ 1.

Позначимо через N множину всiх розв’зкiв

(u, v1, ..., vκ) ∈ C∞(Ω)× (C∞(Γ))κ

крайової задачi (3), (4) у випадку, коли її правi частини є нуль-функцiї.
Аналогiчно, позначимо через N+ множину всiх розвя’зкiв

(w, h1, ..., hq+κ) ∈ C∞(Ω)× (C∞(Γ))q+κ

формально спряженої крайової задачi (5), (6), (7) у випадку, коли її правi
частини є нуль-функцiї. Оскiльки обидвi задачi елiптичнi в Ω, лiнiйнi про-
стори N i N+ скiнченновимiрнi.

Теорема 3.1. Для кожного η ∈ RO такого, що σ0(η) > 2q−1/2, опера-
тор (9) нетерiв. Його ядро збiгається з простором N , а область значень
складається з усiх векторiв (f, g) ∈ Eη%−2q

(Ω,Γ) таких, що

(f, w)Ω +

q+κ∑
j=1

(gj , hj)Γ = 0 для всiх (w, h1, ..., hq+κ) ∈ N+. (10)

Iндекс оператора (9) дорiвнює dimN − dimN+ та не залежить вiд η.
Ця теорема доводиться методом iнтерполяцiї з функцiональним пара-

метром пар соболєвських просторiв.
У випадку, коли N = {0} i N+ = {0}, оператор (9) встановлює iзомор-

фiзм мiж просторами Dη(Ω,Γ) i Eη%−2q

(Ω,Γ). У загальнiй ситуацiї зобра-
зимо простори, в яких дiє оператор (9) у виглядi прямих сум (замкнених)
пiдпросторiв

Dη(Ω,Γ) = N u
{

(u, v1, ..., vκ) ∈ Dη(Ω,Γ) :

(u, θ)Ω +

κ∑
k=1

(vk, θk)Γ = 0 для всiх (θ, θ1, ..., θκ) ∈ N
}
,

(11)
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Eη%
−2q

(Ω,Γ) = N+ u
{(
f, g) ∈ Eη%

−2q

(Ω,Γ) : виконується (10)
}
. (12)

Позначимо через P i P+ вiдповiдно проектори просторiв Dη(Ω,Γ) i
Eη%−2q

(Ω,Γ) на другий доданок в сумах (11) i (12) паралельно першому
доданку. Вiдображення P i P+ не залежать вiд η.

Теорема 3.2. Для кожного η ∈ RO такого, що σ0(η) > 2q − 1/2, зву-
ження вiдображення (9) на пiдпростiр P (Dη(Ω,Γ)) є iзоморфiзмом

Λ : P
(
Dη(Ω,Γ)

)
↔ P+(Eη%

−2q

(Ω,Γ)).

Позначимо через D2q−1/2+(Ω,Γ) об’єднання усiх просторiв Dη(Ω,Γ) та-
ких, що σ0(η) > 2q − 1/2. Для вектора (u, v) ∈ D2q−1/2+(Ω,Γ) означена за
допомогою обмеженого оператора (9) права частина (f, g) крайової зада-
чi (3), (4). Цей вектор називаємо (сильним) узагальненим розв’язком цiєї
задачi.

З теореми 3.2 випливає така апрiорна оцiнка цього розв’язку у просто-
рах Хермандера. Нехай η ∈ RO, σ0(η) > 2q − 1/2 i число σ > 0. Тодi iснує
число c = c(η, σ) > 0 таке, що

‖(u, v)‖Dη(Ω,Γ) ≤ c
(
‖Λ(u, v)‖Eη%−2q

(Ω,Γ) + ‖(u, v)‖Dη%−σ (Ω,Γ)

)
(13)

для довiльного вектора (u, v) ∈ Dη(Ω,Γ).
Далi у третьому роздiлi дослiджено властивостi регулярностi узагаль-

нених розв’язкiв крайової задачi (3), (4).
Нехай V є вiдкрита множина в Rn така, що Ω0 := Ω∩V 6= ∅. Покладемо

Γ0 := Γ ∩ V (можливий випадок, коли Γ0 = ∅). Введемо локальнi аналоги
просторiв Хермандера. Нехай η ∈ RO. Позначимо через Dηloc(Ω0,Γ0) про-
стiр усiх векторiв (u, v) ∈ D′(Ω) × (D′(Γ))κ таких, що χ(u, v) ∈ Dη(Ω,Γ)
для довiльної функцiї χ ∈ C∞(Ω) iз suppχ ⊂ Ω0 ∪ Γ0. Цiлком аналогiчно
означається простiр Eη%

−2q

loc (Ω0,Γ0).
Теорема 3.5. Нехай вектор (u, v) ∈ D2q−1/2+(Ω,Γ) є узагальненим

розв’язком елiптичної крайової задачi (3), (4), права частина якої задо-
вольняє умову (f, g) ∈ Eη%

−2q

loc (Ω0,Γ0) для деякого параметра η ∈ RO iз
σ0(η) > 2q − 1/2. Тодi (u, v) ∈ Dηloc(Ω0,Γ0).

Як застосування просторiв Хермандера наведено такi достатнi умови
неперервностi узагальнених похiдних заданого порядку розв’язкiв дослiд-
жуваної крайової задачi.

Теореми 3.6, 3.7. Нехай цiле l ≥ 0. Припустимо, що умови теоре-
ми 3.5 виконуються для деякого η ∈ RO такого, що σ0(η) > 2q − 1/2 i∫ ∞

1

t2l+n−1η−2(t)dt <∞. (14)
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Тодi u ∈ Cl(Ω0 ∪ Γ0). Якщо замiсть (14) виконується умова∫ ∞
1

t2(l−rk)+n−1η−2(t)dt <∞

для деякого k ∈ {1, ...,κ}, то vk ∈ Cl(Γ0).
Ця теорема випливає з теореми 3.5 i теореми вкладення Хермандера∫ ∞

1

t2l+n−1η−2(t) dt <∞ ⇐⇒ Hη(Ω) ↪→ Cl(Ω)

та її аналогу для Γ; тут η ∈ RO i цiле число l ≥ 0.
У пiдроздiлi 3.9 наведенi результати конкретизовано для уточненої со-

болєвської шкали.
У четвертому роздiлi дисертацiї дослiджено елiптичну за Лавруком

крайову задачу у повнiй уточненiй соболєвськiй шкалi, модифiкованiй за
Я. А. Ройтбергом.

У пiдроздiлi 4.1 наведено означення цiєї шкали. Вона складається з
комплексних гiльбертових просторiв Hs,ϕ,(2q)(Ω), де s ∈ R i ϕ ∈ M, якi
означаються так.

Якщо s /∈ {1/2, 3/2, . . . , 2q−1/2}, то Hs,ϕ,(2q)(Ω) є поповнення лiнiйного
многовиду C∞(Ω) за нормою

‖u‖Hs,ϕ,(2q)(Ω) =

(
‖u‖2Hs,ϕ,(0)(Ω) +

2q∑
k=1

‖(Dk−1
ν u)�Γ‖2Hs−k+1/2,ϕ(Γ)

)1/2

.

Тут Hs,ϕ,(0)(Ω) := Hs,ϕ(Ω) при s ≥ 0. Якщо s < 0, то Hs,ϕ,(0)(Ω) є дуальний
простiр до H−s,1/ϕ(Ω) вiдносно форми (·, ·)Ω.

У випадку, коли s ∈ {1/2, 3/2, . . . , 2q − 1/2}, простiр Hs,ϕ,(2q)(Ω) озна-
чається шляхом iнтерполяцiї з параметром ψ(t) ≡ t1/2 за формулою:

Hs,ϕ,(2q)(Ω) :=
[
Hs−ε,ϕ,(2q)(Ω), Hs+ε,ϕ,(2q)(Ω)

]
ψ
, де 0 < ε < 1.

Вiдмiтимо, що

Hs,ϕ,(2q)(Ω) = Hs,ϕ(Ω) при s > 2q − 1/2,

Hs,ϕ,(0)(Ω) = Hs,ϕ(Ω) при s > −1/2.
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Сформулюємо центральний результат четвертого роздiлу. Вiдображен-
ня (8) продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до обмеженого опе-
ратора

Λ : Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ) := Hs,ϕ,(2q)(Ω)⊕
κ⊕
k=1

Hs+rk−1/2,ϕ(Γ)→

→ Hs−2q,ϕ,(0)(Ω)⊕
q+κ⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ) =: Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ).

(15)

Теорема 4.1. Для довiльних s ∈ R i ϕ ∈ M оператор (15) нетерiв.
Його ядро збiгається з N , а область значень складається з усiх векторiв
(f, g) ∈ Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ), якi задовольняють умову (10). Iндекс оператора
(15) дорiвнює dimN − dimN+ та не залежить вiд s i ϕ.

Якщо s > 2q−1/2, то ця теорема є окремим випадком теореми 3.1. Тео-
рема 4.1 виводиться з соболєвського випадку ϕ(·) ≡ 1 методом iнтерполяцiї
з функцiональним параметром.

Для модифiкованої за Ройтбергом уточненої соболєвської шкали пра-
вильнi також версiї теорем 3.2, 3.5 – 3.7.

У п’ятому роздiлi дисертацiї дослiджено елiптичну крайову задачу (3),
(4) у просторах Хермандера, якi мiстять нерегулярнi розподiли довiльного
вiд’ємного порядку i належать до уточненої соболєвської шкали. При цьому
припускається, що права частина елiптичного рiвняння належить до L2(Ω).

Нехай s < 2q i ϕ ∈M. Покладемо

Hs,ϕ
A (Ω) :=

{
u ∈ Hs,ϕ(Ω) : Au ∈ L2(Ω)

}
,

‖u‖Hs,ϕA (Ω) :=
(
‖u‖2Hs,ϕ(Ω) + ‖Au‖2L2(Ω)

)1/2
.

Тут образ Au розумiється в сенсi теорiї розподiлiв. Простiр Hs,ϕ
A (Ω) гiль-

бертiв вiдносно введеної норми. Вiн залежить вiд усiх коефiцiєнтiв дифе-
ренцiального оператора A, навiть молодших (L. Hörmander (1955)).

Теорема 5.1. Нехай s < 2q i ϕ ∈ M. Тодi множина C∞(Ω) щiльна в
просторi Hs,ϕ

A (Ω), а вiдображення (8) продовжується єдиним чином (за
неперервнiстю) до обмеженого оператора

Λ : Ds,ϕA (Ω,Γ) := Hs,ϕ
A (Ω)⊕

κ⊕
k=1

Hs+rk−1/2,ϕ(Γ)→

→ L2(Ω)⊕
q+κ⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ) := E0,s,ϕ(Ω,Γ).

(16)
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Цей оператор нетерiв. Його ядро збiгається з N , а область значень скла-
дається з усiх векторiв (f, g) ∈ E0,s,ϕ(Ω,Γ), якi задовольняють умову (10).
Iндекс оператора (16) дорiвнює dimN −dimN+ та не залежить вiд s i ϕ.

Цей результат є версiєю теорем Ж.-Л. Лiонса i Е. Мадженеса (J.-
L. Lions, E. Magenes (1962, 1963)), доведених для регулярних елiптичних
крайових задач i просторiв Соболєва.

Далi у п’ятому роздiлi наведено застосування теореми 5.1 до дослiд-
ження властивостей узагальнених розв’язкiв крайової задачi (3), (4).

Покладемо
S ′A(Ω) :=

{
u ∈ S ′(Ω) : Au ∈ L2(Ω)

}
,

де S ′(Ω) є топологiчний простiр звужень на Ω усiх розподiлiв w ∈ S ′(Rn).
Для вектора (u, v) ∈ S ′A(Ω)× (D′(Γ))κ означена за допомогою обмеженого
оператора (16) права частина (f, g) крайової задачi (3), (4). Цей вектор
називаємо (сильним) узагальненим розв’язком цiєї задачi.

Теорема 5.3. Нехай s ∈ R i ϕ ∈ M. Припустимо, що вектор (u, v) ∈
S ′A(Ω) × (D′(Γ))κ є узагальненим розв’язком елiптичної крайової задачi
(3), (4), правi частини якої задовольняють умови f ∈ Hs−2q,ϕ(Ω), якщо
s ≥ 2q, i gj ∈ Hs−mj−1/2,ϕ(Γ) для усiх j ∈ {1, ..., q + κ}. Тодi u ∈ Hs,ϕ(Ω) i
vk ∈ Hs+rk−1/2,ϕ(Γ) для усiх k ∈ {1, ...,κ}.

Вiдмiтимо, що теореми 5.1 i 5.3 є новими також i для соболєвських
просторiв навiть цiлих порядкiв.

У завершальному пiдроздiлi 5.4 теореми 5.1 i 5.3 застосовано до дослiд-
ження крайової задачi (3), (4) у важливому випадку однорiдного елiптич-
ного рiвняння.

ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi одержано такi основнi результати:

1. Доведено теорему про нетеровiсть елiптичної за Лавруком крайо-
вої задачi у пiдходящих парах просторiв Хермандера, якi належать
до розширеної соболєвської шкали i складаються з регулярних роз-
подiлiв, та теорему про породженi задачею iзоморфiзми у цих про-
сторах.

2. Встановлено теореми про нетеровiсть цiєї задачi i породженi нею
iзоморфiзми у повнiй модифiкованiй за Ройтбергом уточненiй со-
болєвськiй шкалi.

3. Доведено теорему типу Лiонса-Мадженеса про нетеровiсть цiєї за-
дачi у просторах Хермандера i Соболєва, якi мiстять нерегулярнi
розподiли довiльного вiд’ємного порядку.
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4. Встановлено апрiорнi оцiнки узагальнених розв’язкiв елiптичної за
Лавруком крайової задачi у просторах Хермандера та їх модифiка-
цiях за Ройтбергом.

5. Доведено теореми про регулярнiсть зазначених розв’язкiв у цих про-
сторах.

6. Знайдено новi достатнi умови неперервностi узагальнених похiдних
(заданого порядку) цих розв’язкiв, зокрема, достатнi умови класич-
ностi узагальнених розв’язкiв.
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Анотацiї

Чепурухiна I. С. Елiптичнi за Лавруком крайовi задачi у про-
сторах Хермандера. — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-матема-
тичних наук за спецiальнiстю 01.01.02 — диференцiальнi рiвняння. Iнсти-
тут математики НАН України, Київ, 2015.

У дисертацiйнiй роботi побудовано теорiю розв’язностi елiптичних за
Лавруком крайових задач у класах гiльбертових просторiв Хермандера —
розширенiй соболєвськiй шкалi та уточненiй соболєвськiй шкалi. На вiдмi-
ну вiд класичних елiптичних крайових задач, елiптичнi за Лавруком за-
дачi мiстять додатковi невiдомi функцiї у крайових умовах. Розширена
соболєвська шкала складається з усiх гiльбертових просторiв Хермандера,
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для яких показником регулярностi розподiлiв служить функцiональний
параметр, RO-змiнний за Авакумовичем на нескiнченностi. Її важливий
пiдклас — уточнена соболєвська шкала — прив’язана до гiльбертової со-
болєвської шкали числовим параметром. Цi шкали просторiв Хермандера
бiльш тонко градуйованi за допомогою функцiонального параметра, нiж
зазначена соболєвська шкала. Їх застосування дозволяє отримати бiльш
точнi результати про властивостi елiптичних задач, нiж це можливо у ме-
жах теорiї соболєвських просторiв.

У дисертацiї доведено теореми про нетеровiсть елiптичних за Лавруком
крайових задач у пiдходящих парах просторiв Хермандера, якi належать
до розширеної соболєвської шкали i складаються з регулярних розподiлiв,
та про породженi цими задачами набори iзоморфiзмiв. Встановлено теоре-
ми про нетеровiсть цих задач i породженi ними iзоморфiзми у повнiй уточ-
ненiй соболєвськiй шкалi, модифiкованiй за Ройтбергом. Доведено теорему
типу Лiонса-Мадженеса про нетеровiсть цих задач у просторах Херманде-
ра i Соболєва, якi мiстять нерегулярнi розподiли довiльного вiд’ємного по-
рядку. Встановлено апрiорнi оцiнки узагальнених розв’язкiв елiптичних за
Лавруком крайових задач у просторах Хермандера та їх модифiкацiях за
Ройтбергом. Доведено теореми про регулярнiсть розв’язкiв у цих просто-
рах. Знайдено новi достатнi умови неперервностi узагальнених похiдних
(заданого порядку) цих розв’язкiв, зокрема, достатнi умови класичностi
узагальнених розв’язкiв.

Ключовi слова: елiптична за Лавруком крайова задача, простiр Хер-
мандера, нетерiв оператор, апрiорна оцiнка розв’язку, регулярнiсть роз-
в’язку, iнтерполяцiя гiльбертових просторiв, RO-змiннi функцiї, правильно
змiннi функцiї.

Чепурухина И. С. Эллиптические по Лавруку краевые задачи
в пространствах Хермандера. — Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математи-
ческих наук по специальности 01.01.02 — дифференциальные уравнения.
Институт математики НАН Украины, Киев, 2015.

В диссертационной работе построена теория решимости эллиптических
по Лавруку краевых задач в классах гильбертовых пространств Херман-
дера — расширенной соболевской шкале и уточненной соболевской шкале.
В отличии от классических эллиптических краевых задач, эллиптические
по Лавруку задачи имеют дополнительные неизвестные функции в крае-
вых условиях. Расширенная соболевская шкала состоит из гильбертовых
изотропных пространств Хермандера, для которых показателем регуляр-
ности распределений служит функциональный параметр, RO-меняющийся
по Авакумовичу на бесконечности. Ее важный подкласс — уточненная со-
болевская шкала — привязана к соболевской шкале числовым параметром.
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Эти шкалы пространств Хермандера более тонко градуированы с помо-
щью функционального параметра, чем классическая гильбертова шкала
пространств Соболева. Их применение позволяет получить более точные
результаты о свойствах эллиптических задач, чем это возможно в рам-
ках теории соболевских пространств. Указанные шкалы пространств Хер-
мандера получаются интерполяцией с функциональным параметром пар
гильбертовых пространств Соболева. Более того, расширенная соболевская
шкала состоит из всех гильбертовых пространств, интерполяционных для
этих пар, и является замкнутой относительно указанного метода интерпо-
ляции. Последний играет ключевую роль в диссертации.

Диссертационная работа состоит из введения, пяти глав, выводов и биб-
лиографии.

Во введении дана общая характеристика работы, обоснована актуаль-
ность ее тематики, сформулированы основные результаты работы и указа-
на их научная новизна, а также приведены данные об апробации работы.

Первая глава содержит обзор литературы по теме диссертации.
Во второй главе приведены результаты, относящиеся к основному ме-

тоду исследования — интерполяции с функциональным параметром пар
гильбертовых пространств, в частности, соболевских. Дано определение
используемых в работе шкал пространств Хермандера и рассмотрены их
интерполяционные свойства.

В третьей главе исследованы эллиптические по Лавруку краевые зада-
чи в пространствах Хермандера, которые принадлежат расширенной собо-
левской шкале и состоят из регулярных распределений. Доказаны теоремы
о нетеровости этих задач и порожденные ими изоморфизмы в указанных
пространствах. Установлены априорные оценки обобщенных решений эл-
липтических по Лавруку краевых задач в пространствах Хермандера и
доказаны теоремы о регулярности этих решений. В качестве приложения
этих теорем найдены новые достаточные условия непрерывности обобщен-
ных производных (заданного порядка) решений, в частности, условия клас-
сичности обобщенных решений.

В четвертой главе исследованы эллиптические по Лавруку краевые за-
дачи в полной уточненной соболевской шкале, модифицированной по Ройт-
бергу. Доказано, что эти задачи нетеровы в этой шкале и порождают там
полный набор изоморфизмов. Для обобщенных по Ройтбергу решений этих
задач установлены априорные оценки и теоремы о регулярности.

В пятой главе указанные задачи исследованы в пространствах Херман-
дера и Соболева, которые принадлежат уточненной соболевской шкале и
содержат нерегулярные распределения произвольного отрицательного по-
рядка. Доказана теорема типа Лионса-Мадженеса о нетеровости этих за-
дач. Для их обобщенных решений установлены априорные оценки и тео-
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ремы о регулярности. Результаты пятой главы являются новыми и для
пространств Соболева.

Ключевые слова: эллиптическая по Лавруку краевая задача, про-
странство Хермандера, нетеров оператор, априорная оценка решения,
регулярность решения, интерполяция гильбертовых пространств, RO-
меняющиеся функции, правильно меняющиеся функции.

Chepurukhina I. S. Lawruk elliptic boundary-value problems in
Hörmander spaces. — Manuscript.

The thesis for the scientific degree of the candidate of physical and
mathematical sciences by speciality 01.01.02 — differential equations. —
Institute of Mathematics, National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2015.

In the thesis, we have built the theory of solvability of Lawruk elliptic
boundary-value problems in the classes of inner product Hörmander spaces;
namely, in the extended Sobolev scale and the refined Sobolev scale. In contrast
to classical elliptic boundary-value problems, Lawruk elliptic problems contain
additional unknown functions in boundary conditions. The extended Sobolev
scale consists of all Hörmander inner product spaces for which the index of
regularity of distributions is a function parameter RO-varying at infinity in
the sense of Avakumović. Its important subclass—the refined Sobolev scale—is
attached to the Hilbert-Sobolev scale by the number parameter. These scales
of Hörmander spaces are calibrated more finely by means of the function
parameter than this Sobolev scale. Their application allows us to obtain more
precise results on properties of elliptic problems than this is possible in the
framework of the theory of Sobolev spaces.

In the thesis, we prove theorems on the Fredholm property of Lawruk
elliptic boundary-value problems in appropriate pairs of Hörmander spaces
that belong to the refined Sobolev scale and consist of regular distributions.
We prove theorems about the Fredholm property of these problems on the
complete refined Sobolev scale modified in the sense of Roitberg. We also prove
a Lions-Magenes-type theorem on the Fredholm property of these problems in
Hörmander and Sobolev spaces that contain irregular distributions of arbitrary
negative order. A priori estimates are established for generalized solutions to
Lawruk elliptic boundary value problems considered in Hörmander spaces and
their modifications. We prove theorems about the regularity of the solutions
in these spaces. We find new sufficient conditions under which generalized
derivatives (of a given order) of these solutions are continuous; specifically,
we obtain sufficient conditions for the generalized solutions to be continuous.

Key words: Lawruk elliptic boundary-value problem, Hörmander space,
Fredholm operator, a priori estimate for solution, regularity of solution,
interpolation of Hilbert spaces, RO-varying function, regularly varying
function.


