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ВСТУП

Дисертацiйна робота присвячена розвитку сучасної теорiї загальних елi-

птичних диференцiальних рiвнянь, а саме, дослiдженню характеру розв’язно-

стi елiптичних за Б. Лавруком крайових задач i властивостей їх розв’язкiв у

шкалах гiльбертових просторiв Хермандера.

Актуальнiсть теми. У 1963 роцi польським математиком Б. Лавруком

[29, 30] був введений важливий клас елiптичних крайових задач з додатко-

вими невiдомими функцiями у крайових умовах. Цей клас природно вини-

кає при переходi вiд загальної (нерегулярної) елiптичної крайової задачi до

формально спряженої задачi вiдносно деякої формули Грiна i є замкненим

вiдносно такого переходу. Згодом з’ясувалося [9, 125, 170], що до цього класу

належать рiзнi крайовi задачi, якi виникають у теорiї пружностi i гiдромеха-

нiцi. Вiдмiтимо, що оператори, вiдповiднi елiптичним за Лавруком крайовим

задачам, утворюють пiдалгебру алгебри Буте де Монвеля [117].

Елiптичнi за Лавруком крайовi задачi є нетеровими у пiдходящих парах

позитивних соболєвських просторiв. Цей факт мiститься у результатах Бу-

те де Монвеля [117], Г. I. Ескiна [107] (§ 23), Ш. Ремпеля i Б.-В. Шульце

[71] (розд. 4), Г. Грубб [136, 137], якi стосуються властивостей загальних елi-

птичних псевдодиференцiальних крайових задач. Наприкiнцi минулого сто-

лiття у роботах В. О. Козлова, В. Г. Маз’ї i Й. Россманна [146] (розд. 3),

I. Я. Ройтберг [72, 179] i Я. А. Ройтберга [181] (розд. 2) було доведено теоре-

ми про нетеровiсть елiптичних за Лавруком крайових задач, апрiорнi оцiнки

i регулярнiсть їх розв’язкiв у модифiкованiй за Я. А. Ройтбергом двобiчнiй

соболєвськiй шкалi. Згодом А. Н. Кожевнiков [145] для цiєї шкали встано-

вив нетеровiсть елiптичних крайових задач, породжених алгеброю Буте де

Монвеля.

У теперiшнiй час досить активно дослiджуються [52, 171, 174, 192] рiзнi

класи диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними у шкалах функцiо-
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нальних просторiв, для яких показником регулярностi розподiлiв служить

не числовий (як у просторах Соболєва), а досить загальний функцiональний

параметр, залежний вiд частотних змiнних. Важливi класи таких просторiв

були введенi Л. Хермандером у 1963 роцi i застосованi ним до дослiдження

регулярностi розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь [92, 94].

Протягом останнiх десяти рокiв у роботах В. А. Михайлеця, О. О. Мурача

[52, 163, 164], Т. М. Зiнченко [20, 22] i А. В. Аноп [7] було побудувано тео-

рiю розв’язностi загальних елiптичних рiвнянь i елiптичних крайових задач у

гiльбертових шкалах iзотропних просторiв Хермандера. Ключовим методом

у цiй теорiї служить iнтерполяцiя з функцiональним параметром пар гiльбер-

тових просторiв. В. А. Михайлець i О. О. Мурач видiлили класи гiльбертових

просторiв Хермандера — уточнену соболєвську шкалу i розширену соболєв-

ську шкалу, якi отримуються iнтерполяцiєю з функцiональним параметром

пар гiльбертових просторiв Соболєва. Знайдено рiзнi застосування цiєї теорiї

до задач, де класична соболєвська шкала є недостатньо тонко градуйованою.

Втiм, клас елiптичних за Лавруком крайових задач не був охоплений за-

значеною теорiєю. Бiльше того, соболєвська теорiя цих задач не розвинута

у тiй же повнотi, як це зроблено для класичних (регулярних) елiптичних

крайових задач. Це, зокрема, стосується теорем Ж.-Л. Лiонса i Е. Мадже-

неса [33, 148, 149] про розв’язнiсть регулярних елiптичних крайових задач у

негативних просторах Соболєва.

Зважаючи на це, побудова теорiї розв’язностi елiптичних за Лавруком

крайових задач у шкалах просторiв Хермандера є актуальною науковою про-

блемою.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. До-

слiдження проводилися в Iнститутi математики НАН України у вiддiлi не-

лiнiйного аналiзу згiдно iз загальним планом роботи у рамках науково-

дослiдної теми «Нелiнiйнi, неархiмедовi та спектральнi задачi теорiї дифе-
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ренцiальних рiвнянь i математичної фiзики» (номер державної реєстрацiї

0111U001011).

Метою дослiдження дисертацiйної роботи є побудова теорiї розв’язностi

елiптичних за Лавруком крайових задач у гiльбертових шкалах функцiональ-

них просторiв Хермандера.

Об’єктом дослiдження є елiптичнi за Лавруком крайовi задачi, заданi в

обмеженiй евклiдовiй областi з нескiнченно гладкою межею.

Предметом дослiдження є властивостi елiптичних за Лавруком крайових

задач у шкалах гiльбертових iзотропних функцiональних просторiв Херман-

дера. А саме, характер розв’язностi цих задач, апрiорнi оцiнки їх узагальне-

них розв’язкiв, регулярнiсть цих розв’язкiв, достатнi умови неперервностi їх

узагальнених похiдних заданого порядку.

Завдання дослiдження:

1. Дослiдити характер розв’язностi елiптичних за Лавруком крайових за-

дач у класах гiльбертових просторiв Хермандера, якi утворюють роз-

ширену соболєвську шкалу i складаються з регулярних розподiлiв.

2. Дослiдити характер розв’язностi цих задач у повнiй уточненiй соболєв-

ськiй шкалi, модифiкованiй за Ройтбергом.

3. Встановити теореми типу Лiонса-Мадженеса про характер розв’язностi

цих задач у просторах Хермандера i Соболєва, якi мiстять нерегулярнi

розподiли довiльного вiд’ємного порядку.

4. Встановити апрiорнi оцiнки узагальнених розв’язкiв елiптичних за Лав-

руком крайових задач у шкалах просторiв Хермандера та їх модифiка-

цiй за Ройтбергом.

5. Дослiдити регулярнiсть зазначених розв’язкiв у цих просторах i вста-

новити новi достатнi умови неперервностi їх узагальнених похiдних за-

даного порядку.
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Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi використано методи теорiї

диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, функцiонального аналiзу

i теорiї функцiй. Ключовим у роботi є метод iнтерполяцiї з функцiональним

параметром пар гiльбертових просторiв, зокрема, соболєвських просторiв.

Наукова новизна отриманих результатiв. Результати дисертацiї, за-

пропонованi до захисту, є новими i полягають у наступному:

1. Доведено теореми про нетеровiсть елiптичної за Лавруком крайової за-

дачi i породженi нею iзоморфiзми у парах просторiв Хермандера, якi

належать до розширеної соболєвської шкали i складаються з регуляр-

них розподiлiв.

2. Доведено теореми про нетеровiсть цiєї задачi у повнiй уточненiй собо-

лєвськiй шкалi, модифiкованiй за Ройтбергом, i породжений задачею

повний набiр iзоморфiзмiв.

3. Встановлено теореми типу Лiонса-Мадженеса про нетеровiсть цiєї за-

дачi у просторах Хермандера i Соболєва, якi мiстять нерегулярнi роз-

подiли довiльного вiд’ємного порядку.

4. Встановлено апрiорнi оцiнки узагальнених розв’язкiв елiптичних за

Лавруком крайових задач у шкалах просторiв Хермандера та їх мо-

дифiкацiй за Ройтбергом.

5. Доведено теореми про регулярнiсть зазначених розв’язкiв у цих просто-

рах. Для цих розв’язкiв знайдено новi достатнi умови неперервностi їх

узагальнених похiдних заданого порядку.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота

має теоретичний характер. Основнi її результати та методика їх отриман-

ня можуть бути використанi в подальших дослiдженнях у теорiї рiвнянь з

частинними похiдними, насамперед елiптичних i параболiчних рiвнянь, та у

спектральнiй теорiї диференцiальних операторiв.
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Особистий внесок здобувача. Загальний план дисертацiї, постановка

задач i схема їх дослiдження належать науковому керiвниковi О. О. Мурачу.

Результати статей [96, 97, 98] отриманi здобувачкою самостiйно. У спiльних

з керiвником статтях [123, 168] О. О. Мурачу належать аналiз отриманих

результатiв i участь у пiдготовцi робiт до публiкацiї.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї до-

повiдались та обговорювалися на:

— семiнарi вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань Iнститу-

ту математики НАН України (керiвник семiнару — академiк НАН України

А. М. Самойленко);

— семiнарi вiддiлу нелiнiйного аналiзу Iнституту математики НАН Укра-

їни (керiвник семiнару — член-кореспондент НАН України А. Н. Кочубей);

— спiльному семiнарi кафедр вищої i прикладної математики Чернi-

гiвського нацiонального педагогiчного унiверситету i Чернiгiвського нацiо-

нального технологiчного унiверситету (керiвник семiнару — доктор фiзико-

математичних наук О. О. Мурач);

— Мiжнароднiй мiждисциплiнарнiй конференцiї молодих вчених „Шев-

ченкiвська весна” (Київ, 1–3 квiтня 2015 року);

— Шiстнадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка

М. Кравчука (Київ, 14–15 травня 2015 року);

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (Київ, 3–6 червня 2015

року);

— Математичнiй конференцiї „Алгебра, топологiя, аналiз (Х лiтня школа)”

(Одеса, 3–15 серпня 2015 року);

— Мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В. Я. Скоробагатька (Дро-

гобич, 25–28 серпня 2015 року);

— Всеукраїнськiй науково-практичнiй конференцiї „Диференцiальнi рiв-

няння i сумiжнi питання” (III сiверськi читання з математики), присвяченiй
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90-рiччю вiд дня народження Я. А. Ройтберга (Чернiгiв, 25 вересня 2015 ро-

ку).

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiковано в 10 наукових працях.

З них 5 статей [96, 97, 98, 123, 168] — у наукових виданнях, якi включено

до перелiку фахових видань, а роботи [65, 99, 100, 101, 124] — у матерiалах

наукових конференцiй, серед яких 4 мiжнародних. Серед статей 2 опублiко-

вано в журналах, якi входять до наукометричних баз даних (Scopus, Web of

Science, MathSciNet).

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi вступу, п’я-

ти роздiлiв, висновкiв i списку використаних джерел, що налiчує 194 найме-

нування. Повний обсяг роботи складає 164 сторiнки друкованого тексту.

Основний змiст дисертацiї

У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, визначено мету,

об’єкт, предмет, завдання i методи дослiдження, розкрито наукову новизну

отриманих резульатiв, їх теоретичне i практичне значення, наведено данi про

апробацiю результатiв i коротко викладено змiст основної частини дисертацiї.

У першому роздiлi дисертацiї наведено огляд лiтератури за її темою.

У другому роздiлi дисертацiї викладено факти, на яких грунтується клю-

човий метод дослiдження — iнтерполяцiя з функцiональним параметром пар

гiльбертових просторiв. Розглянуто класи гiльбертових просторiв Херманде-

ра — розширену i уточнену соболєвську шкали, якi отримуються iнтерполя-

цiєю з функцiональним параметром пар гiльбертових просторiв Соболєва.

Пiдроздiл 2.1 присвячений класам RO iM функцiональних параметрiв,

якi служать показниками регулярностi для просторiв Хермандера, що утво-

рюють цi шкали.
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За означенням, клас RO складається з усiх вимiрних за Борелем функцiй

α : [1,∞)→ (0,∞), для яких iснують числа b > 1 i c ≥ 1 такi, що

c−1 ≤ α(λt)

α(t)
≤ c для довiльних t ≥ 1, λ ∈ [1, b]

(сталi b i c можуть залежати вiд α). Такi функцiї називають RO-змiнними на

нескiнченностi. Клас RO введений В. Г. Авакумовичем [115] i досить повно

дослiджений (див. монографiї Є. Сенети [79] (додаток 1) i Н. Г. Бiнхема,

Ч. М. Голдi i Дж. Л. Тейгельза [116] (пп. 2.0 – 2.2)).

Цей клас допускає простий iнтегральний опис:

α ∈ RO ⇔ α(t) = exp

(
β(t) +

t∫
1

γ(τ)

τ
dτ

)
для t ≥ 1,

де дiйснi функцiї β i γ вимiрнi за Борелем i обмеженi на пiвосi [1,∞).

Мiж RO-змiнними i степеневими функцiями iснує такий зв’язок: знайду-

ться числа s0, s1 ∈ R, s0 ≤ s1, i c ≥ 1 такi, що

c−1λs0 ≤ α(λt)

α(t)
≤ cλs1 для усiх t ≥ 1, λ ≥ 1. (1)

Поведiнку функцiї α ∈ RO на нескiнченностi характеризують її iндекси Ма-

тушевської [153]:

σ0(α) := sup {s0 ∈ R : виконується лiва частина нерiвностi (1)},

σ1(α) := inf {s1 ∈ R : виконується права частина нерiвностi (1)}.

За означенням, клас M складається з усiх вимiрних за Борелем фун-

кцiй ϕ : [1,∞) → (0,∞), якi обмеженi i вiдокремленi вiд нуля на кожному

компактi i повiльно змiнюються на нескiнченностi за Й. Караматою, тобто

ϕ(λ t)/ϕ(t)→ 1 при t→∞ для довiльного λ > 0.

Якщо ϕ ∈ M i σ ∈ R, то функцiя α(t) := tσϕ(t) належить до класу RO i

має рiвнi iндекси Матушевської σ0(α) = σ1(α) = σ.
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Еталонним прикладом функцiї класу M служить неперервна функцiя

ϕ : [1,∞)→ (0,∞) така, що

ϕ(t) := (ln t)r1(ln ln t)r2 . . . (ln . . . ln︸ ︷︷ ︸
k разiв

t)rk, t� 1,

де k ∈ N i s, r1, . . . , rk ∈ R.

Наведемо приклад функцiї α ∈ RO з рiзними iндексами Матушевської:

α(t) := tθ+δ sin(ln ln t)r , t > e, i α(t) := tθ, 1 ≤ t ≤ e,

де θ ∈ R, δ > 0 i r ∈ (0, 1]. Тут σ0(α) = θ − δ i σ1(α) = θ + δ.

У пiдроздiлi 2.2 розглянуто класи гiльбертових просторiв Хермандера, якi

утворюють розширену та уточнену соболєвськi шкали на Rn, де n ∈ N.

Нехай α ∈ RO. За означенням, комплексний лiнiйний простiр Hα(Rn)

складається з усiх повiльно зростаючих розподiлiв w ∈ S ′(Rn) таких, що

α(〈ξ〉)ŵ(ξ) є функцiєю аргументу ξ, квадратично iнтегровною на Rn; тут

〈ξ〉 := (1+|ξ|2)1/2, а ŵ(ξ) є перетворення Фур’є розподiлу w. У цьому просторi

означений скалярний добуток за формулою

(w1, w2)Hα(Rn) :=

∫
Rn

α2(〈ξ〉) ŵ1(ξ) ŵ2(ξ) dξ.

Простiр Hα(Rn) є гiльбертiв iзотропний випадок просторiв Bp,k(Rn), вве-

дених i дослiджених Л. Хермандером [92] (п. 2.2). А саме, Hα(Rn) = Bp,k(Rn),

якщо p = 2 i k(ξ) ≡ α(〈ξ〉).

Якщо α(t) ≡ tσ, то Hα(Rn) =: H(σ)(Rn) є гiльбертiв простiр Соболєва

порядку σ ∈ R. Узагалi виконуються неперервнi i щiльнi вкладення

H(s1)(Rn) ↪→ Hα(Rn) ↪→ H(s0)(Rn) для всiх s1 > σ1(α), s0 < σ0(α).

Клас усiх просторiв Hα(Rn), де α ∈ RO, називається розширеною собо-

лєвською шкалою (на Rn).

Її пiдклас — уточнена соболєвська шкала — складається з усiх просторiв

Хермандера Hσ,ϕ(Rn) := Hα(Rn) з показником регулярностi α(t) ≡ tσϕ(t), де
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σ ∈ R i ϕ ∈ M. Ця шкала прив’язана до соболєвської шкали за допомогою

числового параметра σ, оскiльки

H(σ+ε)(Rn) ↪→ Hσ,ϕ(Rn) ↪→ H(σ−ε)(Rn) для довiльного ε > 0.

У пiдроздiлах 2.3 i 2.4 розглянуто метод iнтерполяцiї з функцiональним

параметром пар гiльбертових просторiв, його властивостi i застосування до

зазначених шкал просторiв Хермандера.

Нагадаємо означення цiєї iнтерполяцiї. Нехай задана упорядкована пара

комплексних гiльбертових просторiв X := [X0, X1] така, що цi простори се-

парабельнi i X1 ↪→ X0, причому вкладення неперервне i щiльне. Таку пару

називаємо припустимою. Для неї iснує самоспряжений додатно визначений

(взагалi, необмежений) оператор J у гiльбертовому просторi X0 з областю

визначення X1 такий, що ‖Jw‖X0
= ‖w‖X1

для кожного w ∈ X1. Оператор J

однозначно визначається за парою X.

Позначимо через B множину всiх вимiрних за Борелем функцiй

ψ : (0,∞) → (0,∞), якi обмеженi на кожному вiдрiзку [a, b] i вiдокремле-

нi вiд нуля на кожнiй множинi [r,∞), де 0 < a < b <∞ i r > 0.

Нехай ψ ∈ B. За допомогою спектральної теореми означений самоспря-

жений оператор ψ(J) у просторi X0 як борелiвська функцiя ψ вiд J . Позна-

чимо через [X0, X1]ψ або, коротше, Xψ область визначення оператора ψ(J),

надiлену скалярним добутком (w1, w2)Xψ
:= (ψ(J)w1, ψ(J)w2)X0

. Простiр Xψ

гiльбертiв.

Функцiя ψ ∈ B називається iнтерполяцiйним параметром, якщо для до-

вiльних припустимих пар X = [X0, X1], Y = [Y0, Y1] гiльбертових просторiв i

для будь-якого лiнiйного вiдображення T , заданого на X0, виконується така

властивiсть. Якщо для кожного j ∈ {0, 1} звуження вiдображення T на про-

стiр Xj є обмеженим оператором T : Xj → Yj, то i звуження вiдображення T

на простiр Xψ є обмеженим оператором T : Xψ → Yψ. У цьому випадку го-
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воримо, що простiр Xψ отримується методом iнтерполяцiї з функцiональним

параметром ψ пари X.

Вiдомо, що функцiя ψ ∈ B є iнтерполяцiйним параметром тодi i тiльки

тодi, коли ψ(t) � ψ1(t) при t� 1, де ψ1 — деяка додатна угнута функцiя.

При iнтерполяцiї просторiв успадковується не лише обмеженiсть лiнiйних

операторiв, що у них дiють, а i нетеровiсть операторiв при незмiнному їх де-

фектi. Ця обставина робить метод iнтерполяцiї корисним у теорiї елiптичних

крайових задач.

Простори Хермандера, якi утворюють розширену соболєвську шкалу, мо-

жна отримати iнтерполяцiєю з пiдходящим функцiональним параметром пар

гiльбертових просторiв Соболєва. А саме, нехай функцiя α ∈ RO, а числа

s0, s1 ∈ R задовольняють умови s0 < σ0(α) i s1 > σ1(α). Покладемо

ψ(t) := t−s0/(s1−s0) α(t1/(s1−s0)) при t ≥ 1

i ψ(t) := 1 при 0 < t < 1. Тодi функцiя ψ є iнтерполяцiйним параметром i

Hα(Rn) =
[
H(s0)(Rn), H(s1)(Rn)

]
ψ
. (2)

Основнi результати дисертацiї викладено у третьому, четвертому i п’ятому

її роздiлах.

У третьому роздiлi дисертацiї дослiджено елiптичну за Лавруком кра-

йову задачу у просторах Хермандера, якi утворюють розширену соболєвську

шкалу i складаються з регулярних розподiлiв.

У пiдроздiлi 3.1 дано означення цiєї задачi. Нехай Ω є довiльна обмежена

область у евклiдовому просторi Rn з нескiнченно гладкою межею Γ. Розгля-

немо в областi Ω лiнiйну крайову задачу

Au = f в Ω, (3)

Bju+
κ∑
k=1

Cj,kvk = gj на Γ, j = 1, ..., q + κ. (4)
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Тут A — диференцiальний оператор на Ω довiльного парного порядку 2q ≥ 2,

кожне Bj — крайовий диференцiальний оператор на Γ порядку mj ≤ 2q − 1,

а кожне Cj,k = Cj,k(x,Dτ) — (дотичний) диференцiальний оператор на Γ

порядку ordCj,k ≤ mj + rk, де r1, . . . , rκ — фiксованi цiлi числа. Усi кое-

фiцiєнти цих лiнiйних диференцiальних операторiв є нескiнченно гладкими

комплекснозначними функцiями, заданими на Ω i Γ вiдповiдно. Позначимо

v := (v1, . . . , vκ) i g := (g1, . . . , gq+κ).

У крайовiй задачi (3), (4) є невiдомими функцiя u в областi Ω та κ ≥ 1

функцiй v1, . . . , vκ на межi Γ. Останнi мiстяться лише у крайових умовах.

У роботi припускаємо, що крайова задача (3), (4) елiптична за Лавруком в

областi Ω, тобто диференцiальний оператор A є елiптичним на Ω, правильно

елiптичним на Γ, а система крайових умов (4) задовольняє аналогу умови

Шапiро-Лопатинського щодо A на Γ.

Для цiєї задачi правильна така спецiальна формула Грiна:

(Au,w)Ω +

q+κ∑
j=1

(
Bju+

κ∑
k=1

Cj,kvk, hj

)
Γ

=

= (u,A+w)Ω +

2q∑
j=1

(
Dj−1
ν u,Kjw +

q+κ∑
k=1

Q+
k,jhk

)
Γ

+
κ∑
j=1

(
vj,

q+κ∑
k=1

C+
k,jhk

)
Γ

,

де u,w ∈ C∞(Ω), v ∈ (C∞(Γ))κ, h ∈ (C∞(Γ))q+κ, а (·, ·)Ω i (·, ·)Γ є скаляр-

нi добутки у гiльбертових просторах L2(Ω) i L2(Γ), а також розширення цих

скалярних добуткiв за неперервнiстю. Тут A+ є формально спряжений дифе-

ренцiальний оператор до A вiдносно скалярного добутку в L2(Ω), а C+
k,j i Q

+
k,j

є формально спряженi (дотичнi) диференцiальнi оператори до вiдповiдно Ck,j

i Qk,j вiдносно скалярного добутку в L2(Γ), причому дотичнi диференцiальнi

оператори Qk,j узятi iз зображення граничних операторiв Bj у виглядi

Bj(x,D) =

2q∑
k=1

Qj,k(x,Dτ)D
k−1
ν .
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(Звiсно, якщо k > mj, то Qj,k = 0). Тут i далi Dν := i∂/∂ν, де ν — векторне

поле ортiв внутрiшнiх нормалей до Γ. Окрiм того, Kj — деякий крайовий

диференцiальний оператор Γ порядку ordKj ≤ 2q − j.

З огляду на цю формулу Грiна розглянемо в областi Ω таку крайову за-

дачу iз q + κ додатковими невiдомими функцiями на межi Γ:

A+w = ω в Ω, (5)

Kjw +

q+κ∑
k=1

Q+
k,jhk = χj на Γ, j = 1, ..., 2q, (6)

q+κ∑
k=1

C+
k,jhk = χ2q+j на Γ, j = 1, ...,κ. (7)

Ця задача є формально спряженою до задачi (3), (4) вiдносно наведеної фор-

мули Грiна. Вiдмiтимо, що елiптичнiсть задачi (3), (4) рiвносильна елiпти-

чностi формально спряженої задачi (5), (6), (7).

У пiдроздiлi 3.2 наведено рiзнi приклади елiптичних за Лавруком крайо-

вих задач.

У пiдроздiлi 3.3 розглянуто гiльбертовi простори, у яких дослiджується

крайова задача (3), (4). Цi простори утворюють розширенi соболєвськi шкали

на Ω i Γ.

Нехай α ∈ RO. За означенням, лiнiйний простiр Hα(Ω) складається зi

звужень u в область Ω усiх розподiлiв w ∈ Hα(Rn). У ньому введена норма

за формулою

‖u‖Hα(Ω) := inf
{
‖w‖Hα(Rn) : w ∈ Hα(Rn), w = u в Ω

}
.

Вiн гiльбертiв i сепарабельний вiдносно цiєї норми.

Простiр Hα(Γ) складається, коротко кажучи, з усiх розподiлiв на C∞-

многовидi Γ, якi у локальних координатах належать до Hα(Rn−1). Перейдемо

до детального означення.

Виберемо довiльним чином скiнченний атлас iз C∞-структури на много-

видi Γ, утворений локальними картами πj : Rn−1 ↔ Γj, де j = 1, . . . , p. Тут
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вiдкритi множини Γ1, . . . ,Γp складають покриття многовиду Γ. Також вибе-

ремо довiльним чином функцiї χj ∈ C∞(Γ), де j = 1, . . . , p, якi утворюють

розбиття одиницi на Γ, пiдпорядковане умовi suppχj ⊂ Γj.

За означенням, лiнiйний простiр Hα(Γ) складається з усiх розподiлiв h

на Γ таких, що (χjh) ◦ πj ∈ Hα(Rn−1) для кожного номера j ∈ {1, . . . , p}.

Скалярний добуток у Hα(Γ) означений за формулою

(h1, h2)Hα(Γ) :=

p∑
j=1

((χjh1) ◦ πj, (χj h2) ◦ πj)Hα(Rn−1),

де h1, h2 ∈ Hα(Γ). Тут (χjh) ◦ πj позначає зображення розподiлу h у локаль-

нiй картi πj. Простiр Hα(Γ) гiльбертiв i сепарабельний. Вiн з точнiстю до

еквiвалентностi норм не залежить вiд зазначеного вибору атласу i розбиття

одиницi [52, с. 139].

Для просторiв ХермандераHα(Ω) iHα(Γ) правильна iнтерполяцiйна фор-

мула (2), якщо у нiй замiнити Rn на Ω або Γ.

Уточнена соболєвська шкала на Ω або Γ складається з усiх просторiв Хер-

мандера Hσ,ϕ(Ω або Γ) := Hα(Ω або Γ) таких, що α(t) ≡ tσϕ(t), де σ ∈ R i

ϕ ∈M.

Далi у третьому роздiлi дослiджено властивостi елiптичної крайової зада-

чi (3), (4) у цих просторах.

Пов’яжемо з цiєю задачею вiдображення

(u, v) 7→ (f, g), де (u, v) ∈ C∞(Ω)× (C∞(Γ))κ. (8)

Воно продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до обмеженого опера-

тора

Λ : Dη(Ω,Γ) := Hη(Ω)⊕
κ⊕
k=1

Hη%rk−1/2

(Γ)→

→ Hη%−2q

(Ω)⊕
q+κ⊕
j=1

Hη%−mj−1/2

(Γ) =: Eη%−2q

(Ω,Γ)

(9)

для кожного η ∈ RO такого, що σ0(η) > 2q−1/2. Тут i далi для лаконiчностi

формул використовуємо функцiональний параметр %(t) := t аргументу t ≥ 1.
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Позначимо через N множину всiх розв’зкiв

(u, v1, ..., vκ) ∈ C∞(Ω)× (C∞(Γ))κ

крайової задачi (3), (4) у випадку, коли її правi частини є нуль-функцiї. Ана-

логiчно, позначимо через N+ множину всiх розв’зкiв

(w, h1, ..., hq+κ) ∈ C∞(Ω)× (C∞(Γ))q+κ

формально спряженої крайової задачi (5), (6), (7) у випадку, коли її правi ча-

стини є нуль-функцiї. Оскiльки обидвi задачi елiптичнi в Ω, лiнiйнi простори

N i N+ скiнченновимiрнi.

Теорема 1 (3.1). Для кожного η ∈ RO такого, що σ0(η) > 2q−1/2, опе-

ратор (9) нетерiв. Його ядро збiгається з простором N , а область значень

складається з усiх векторiв (f, g) ∈ Eη%−2q

(Ω,Γ) таких, що

(f, w)Ω +

q+κ∑
j=1

(gj, hj)Γ = 0 для всiх (w, h1, ..., hq+κ) ∈ N+. (10)

Iндекс оператора (9) дорiвнює dimN − dimN+ та не залежить вiд η.

Ця теорема доводиться методом iнтерполяцiї з функцiональним параме-

тром пар соболєвських просторiв.

У випадку, коли N = {0} i N+ = {0}, оператор (9) встановлює iзомор-

фiзм мiж просторами Dη(Ω,Γ) i Eη%−2q

(Ω,Γ). У загальнiй ситуацiї зобразимо

простори, в яких дiє оператор (9) у виглядi прямих сум (замкнених) пiдпро-

сторiв
Dη(Ω,Γ) = N u

{
(u, v1, ..., vκ) ∈ Dη(Ω,Γ) :

(u, θ)Ω +
κ∑
k=1

(vk, θk)Γ = 0 для всiх (θ, θ1, ..., θκ) ∈ N
}
,

(11)

Eη%−2q

(Ω,Γ) = N+ u
{(
f, g) ∈ Eη%−2q

(Ω,Γ) : виконується (10)
}
. (12)

Позначимо через P i P+ вiдповiдно проектори просторiв Dη(Ω,Γ) i

Eη%−2q

(Ω,Γ) на другий доданок в сумах (11) i (12) паралельно першому до-

данку. Вiдображення P i P+ не залежать вiд η.
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Теорема 2 (3.2). Для довiльного η ∈ RO звуження вiдображення (9)

на пiдпростiр P (Dη(Ω,Γ)) є iзоморфiзмом

Λ : P
(
Dη(Ω,Γ)

)
↔ P+(Dη%−2q

(Ω,Γ)).

Позначимо через D2q−1/2+(Ω,Γ) об’єднання усiх просторiв Dη(Ω,Γ) таких,

що σ0(η) > 2q− 1/2. Для вектора (u, v) ∈ D2q−1/2+(Ω,Γ) означена за допомо-

гою обмеженого оператора (9) права частина (f, g) крайової задачi (3), (4).

Цей вектор називаємо (сильним) узагальненим розв’язком цiєї задачi.

З теореми 2 випливає така апрiорна оцiнка цього розв’язку у просторах

Хермандера. Нехай η ∈ RO, σ0(η) > 2q − 1/2 i число σ > 0. Тодi iснує число

c = c(η, σ) > 0 таке, що

‖(u, v)‖Dη(Ω,Γ) ≤ c
(
‖Λ(u, v)‖Eη%−2q

(Ω,Γ) + ‖(u, v)‖Dη%−σ (Ω,Γ)

)
(13)

для довiльного вектора (u, v) ∈ Dη(Ω,Γ).

Далi у третьому роздiлi дослiджено властивостi регулярностi узагальне-

них розв’язкiв крайової задачi (3), (4).

Нехай V є вiдкрита множина в Rn така, що Ω0 := Ω ∩ V 6= ∅. Покладемо

Γ0 := Γ∩V (можливий випадок, коли Γ0 = ∅). Введемо локальнi аналоги про-

сторiв Хермандера. Нехай η ∈ RO. Позначимо через Dηloc(Ω0,Γ0) простiр усiх

векторiв (u, v) ∈ D′(Ω) × (D′(Γ))κ таких, що χ(u, v) ∈ Dη(Ω,Γ) для довiль-

ної функцiї χ ∈ C∞(Ω) iз suppχ ⊂ Ω0 ∪ Γ0. Цiлком аналогiчно означається

простiр Eη%
−2q

loc (Ω0,Γ0).

Теорема 3 (3.5). Нехай вектор (u, v) ∈ D2q−1/2+(Ω,Γ) є узагальне-

ним розв’язком елiптичної крайової задачi (3), (4), права частина якої за-

довольняє умову (f, g) ∈ Eη%
−2q

loc (Ω0,Γ0) для деякого параметра η ∈ RO iз

σ0(η) > 2q − 1/2. Тодi (u, v) ∈ Dηloc(Ω0,Γ0).

Як застосування просторiв Хермандера наведено такi достатнi умови не-

перервностi узагальнених похiдних заданого порядку розв’язкiв дослiджува-

ної крайової задачi.
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Теорема 4 (3.6, 3.7). Нехай цiле l ≥ 0. Припустимо, що умови теоре-

ми 3 виконуються для деякого η ∈ RO такого, що σ0(η) > 2q − 1/2 i

∞∫
1

t2l+n−1η−2(t)dt <∞. (14)

Тодi u ∈ C l(Ω0 ∪ Γ0). Якщо замiсть (14) виконується умова

∞∫
1

t2(l−rk)+n−1η−2(t)dt <∞

для деякого k ∈ {1, ...,κ}, то vk ∈ C l(Γ0).

Ця теорема випливає з теореми 3 i теореми вкладення Хермандера

∞∫
1

t2l+n−1η−2(t) dt <∞ ⇐⇒ Hα(Ω) ↪→ C l(Ω)

та її аналогу для Γ; тут η ∈ RO i цiле число l ≥ 0.

У пiдроздiлi 3.9 наведенi результати конкретизовано для уточненої собо-

лєвської шкали.

У четвертому роздiлi дисертацiї дослiджено елiптичну за Лавруком

крайову задачу у повнiй уточненiй соболєвськiй шкалi, модифiкованiй за

Я. А. Ройтбергом.

У пiдроздiлi 4.1 наведено означення цiєї шкали. Вона складається з гiль-

бертових просторiв Hs,ϕ,(2q)(Ω), де s ∈ R i ϕ ∈M, якi означаються так.

Якщо s /∈ {1/2, 3/2, . . . , 2q− 1/2}, то Hs,ϕ,(2q)(Ω) є поповненням лiнiйного

многовиду C∞(Ω) за нормою

‖u‖Hs,ϕ,(2q)(Ω) =

(
‖u‖2

Hs,ϕ,(0)(Ω) +

2q∑
k=1

‖(Dk−1
ν u)�Γ‖2

Hs−k+1/2,ϕ(Γ)

)1/2

.

Тут Hs,ϕ,(0)(Ω) := Hs,ϕ(Ω) при s ≥ 0. Якщо s < 0, то Hs,ϕ,(0)(Ω) є дуальний

простiр до H−s,1/ϕ(Ω) вiдносно форми (·, ·)Ω.
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У випадку, коли s ∈ {1/2, 3/2, . . . , 2q − 1/2}, простiр Hs,ϕ,(2q)(Ω) означає-

ться шляхом iнтерполяцiї з параметром ψ(t) ≡ t1/2 за формулою:

Hs,ϕ,(2q)(Ω) :=
[
Hs−ε,ϕ,(2q)(Ω), Hs+ε,ϕ,(2q)(Ω)

]
ψ
, де 0 < ε < 1.

Вiдмiтимо, що

Hs,ϕ,(2q)(Ω) = Hs,ϕ(Ω) при s > 2q − 1/2,

Hs,ϕ,(0)(Ω) = Hs,ϕ(Ω) при s > −1/2.

Сформулюємо центральний результат четвертого роздiлу. Вiдображення

(8) продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до обмеженого операто-

ра

Λ : Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ) := Hs,ϕ,(2q)(Ω)⊕
κ⊕
k=1

Hs+rk−1/2,ϕ(Γ)→

→ Hs−2q,ϕ,(0)(Ω)⊕
q+κ⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ) =: Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ).

(15)

Теорема 5 (4.1). Для довiльних s ∈ R i ϕ ∈ M оператор (15) нетерiв.

Його ядро збiгається з N , а область значень складається з усiх векторiв

(f, g) ∈ Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ), якi задовольняють умову (10). Iндекс оператора (15)

дорiвнює dimN − dimN+ та не залежить вiд s i ϕ.

Якщо s > 2q − 1/2, то ця теорема є окремим випадком теореми 1. Тео-

рема 5 виводиться з соболєвського випадку ϕ(·) ≡ 1 методом iнтерполяцiї з

функцiональним параметром.

Для модифiкованої за Ройтбергом уточненої соболєвської шкали правиль-

нi також версiї теорем 2 – 4.

У п’ятому роздiлi дисертацiї дослiджено елiптичну крайову задачу (3),

(4) у просторах Хермандера, якi мiстять нерегулярнi розподiли довiльного

вiд’ємного порядку i належать до уточненої соболєвської шкали. При цьому

припускається, що права частина елiптичного рiвняння належить до L2(Ω).
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Нехай s < 2q i ϕ ∈M. Покладемо

Hs,ϕ
A (Ω) :=

{
u ∈ Hs,ϕ(Ω) : Au ∈ L2(Ω)

}
,

‖u‖Hs,ϕ
A (Ω) :=

(
‖u‖2

Hs,ϕ(Ω) + ‖Au‖2
L2(Ω)

)1/2
.

Тут образ Au розумiється в сенсi теорiї розподiлiв. ПростiрHs,ϕ
A (Ω) гiльбертiв

вiдносно введеної норми. Зауважимо, що вiн залежить вiд усiх коефiцiєнтiв

диференцiального оператора A, навiть молодших [91] (теорема 3.1).

Теорема 6 (5.1). Нехай s < 2q i ϕ ∈ M. Тодi множина C∞(Ω) щiльна

в просторi Hs,ϕ
A (Ω), а вiдображення (8) продовжується єдиним чином (за

неперервнiстю) до обмеженого оператора

Λ : Ds,ϕA (Ω,Γ) := Hs,ϕ
A (Ω)⊕

κ⊕
k=1

Hs+rk−1/2,ϕ(Γ)→

→ L2(Ω)⊕
q+κ⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ) := E0,s,ϕ(Ω,Γ).

(16)

Цей оператор нетерiв. Його ядро збiгається з N , а область значень скла-

дається з усiх векторiв (f, g) ∈ E0,s,ϕ(Ω,Γ), якi задовольняють умову (10).

Iндекс оператора (16) дорiвнює dimN − dimN+ та не залежить вiд s i ϕ.

Цей результат є версiєю теорем Ж.-Л. Лiонса i Е. Мадженеса [148, 149],

доведених для регулярних елiптичних крайових задач i просторiв Соболєва.

Далi у п’ятому роздiлi наведено застосування теореми 6 до дослiдження

властивостей узагальнених розв’язкiв елiптичної крайової задачi (3), (4).

Покладемо

S ′A(Ω) :=
{
u ∈ S ′(Ω) : Au ∈ L2(Ω)

}
,

де S ′(Ω) є топологiчний простiр звужень на Ω усiх розподiлiв w ∈ S ′(Rn). Для

вектора (u, v) ∈ S ′A(Ω)× (D′(Γ))κ означена за допомогою обмеженого опера-

тора (16) права частина (f, g) крайової задачi (3), (4). Цей вектор називаємо

(сильним) узагальненим розв’язком цiєї задачi.

Теорема 7 (5.3). Нехай s ∈ R i ϕ ∈M. Припустимо, що вектор (u, v) ∈

S ′A(Ω)× (D′(Γ))κ є узагальненим розв’язком елiптичної крайової задачi (3),
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(4), правi частини якої задовольняють умови

f ∈ Hs−2q,ϕ(Ω) якщо s ≥ 2q,

gj ∈ Hs−mj−1/2,ϕ(Γ) для кожного j ∈ {1, ..., q + κ}.

Тодi
u ∈ Hs,ϕ(Ω),

vk ∈ Hs+rk−1/2,ϕ(Γ) для кожного k ∈ {1, ...,κ}.

Вiдмiтимо, що теореми 6 i 7 є новими також i для соболєвських просторiв

навiть цiлих порядкiв.

У завершальному пiдроздiлi 5.4 цi теореми застосовано до дослiдження

крайової задачi (3), (4) у важливому випадку однорiдного елiптичного рiвня-

ння.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

Теорiя загальних елiптичних крайових задач була створена у 50 – 70-х

роках XX столiття. У 1953 роцi З. Я. Шапiро [102] i Я. Б. Лопатинський

[34, 35] незалежно ввели поняття елiптичної крайової задачi та показали,

що вона зводиться до системи iнтегральних рiвнянь на межi областi. Згодом

теореми про характер розв’язностi елiптичних крайових задач i властиво-

стi їх розв’язкiв у просторах Соболєва i Гельдера-Зiгмунда були доведенi у

роботах Ш. Агмона, А. Дуглiса i Л. Нiренберга [1, 108], М. С. Аграновича

i А. С. Динiна [2], Ю. М. Березанського, С. Г. Крейна i Я. А. Ройтберга

[11, 12, 13], Ф. Браудера [118, 119], Л. Р. Волевича [15, 16], Ж.-Л. Лiонса i

Е. Мадженеса [33, 148, 149], Ж. Петре [68], Я. А. Ройтберга [73, 74, 75, 77],

Л. Н. Слободецького [80, 81], В. А. Солонникова [82, 83, 84], Л. Хермандера

[92], М. Шехтера [103, 104, 182, 184, 185] (див. також огляд М. С. Аграновича

[110] i вказану там лiтературу). При цьому було дослiджено як елiптичнi кра-

йовi задачi для одного елiптичного рiвняння, так i для рiзних систем рiвнянь

(однорiднi за порядком елiптичнi системи, елiптичнi за Петровським системи

[69; 70, с. 235], елiптичнi системи мiшаного порядку, або системи, елiптичнi

за Дуглiсом-Нiренбергом [129]).

Центральний результат теорiї елiптичних крайових задач полягає у то-

му, що як нетеровiсть крайової задачi, так i апрiорна оцiнка її розв’язкiв

у пiдходящих парах просторiв Соболєва або Гельдера-Зiгмунда еквiвалентi

елiптичностi цiєї задачi. Сформулюємо вiдповiднi теореми стосовно крайової

задачi для одного елiптичного диференцiального рiвняння, що розглядається

у просторах Соболєва.

Нехай Ω є обмежена область в Rn, де n ≥ 2, з нескiнченно гладкою ме-

жею Γ. Розглянемо в Ω таку крайову задачу:

Au = f в Ω, Bju = gj на Γ, j = 1, . . . , q. (1.1)
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Тут A = A(x,D) є лiнiйний диференцiальний оператор на Ω := Ω∪Γ довiль-

ного парного порядку 2q ≥ 2, а кожне Bj = Bj(x,D) є лiнiйний крайовий

диференцiальний оператор на Γ довiльного порядку mj ≤ 2q − 1. Припуска-

ємо, що всi коефiцiєнти операторiв A i Bj є комплекснозначними функцiями

з класiв C∞(Ω) i C∞(Γ) вiдповiдно.

Крайову задача (1.1) називають елiптичною в Ω, якщо диференцiаль-

ний оператор A є елiптичним на Ω та правильно елiптичним на Γ, а набiр

крайових диференцiальних операторiв B := (B1, . . . , Bq) задовольняє умо-

ву Шапiро–Лопатинського стосовно A на Γ. Класичними прикладами такої

задачi служать крайовi задачi Дiрiхле i Неймана для рiвняння Пуассона.

Пов’яжемо з (1.1) вiдображення u 7→ (Au,Bu), де u ∈ C∞(Ω). Для ко-

жного дiйсного s ≥ 2q це вiдображення продовжується за неперервнiстю до

обмеженого лiнiйного оператора

(A,B) : H(s)(Ω)→ H(s−2q)(Ω)⊕
q⊕
j=1

H(s−mj−1/2)(Γ) =: H(s−2q)(Ω,Γ). (1.2)

Тут i далi через H(σ)(Ω) i H(σ)(Γ) позначено комплекснi гiльбертовi простори

Соболєва порядку σ ∈ R, заданi в Ω i на Γ вiдповiдно.

Функцiю u ∈ H(2q)(Ω) називають (сильним) узагальненим розв’язком кра-

йової задачi (1.1) з правою частиною

(f, g) := (f, g1, . . . , gq) ∈ L2(Ω)⊕ (L2(Γ))q,

якщо (A,B)u = (f, g) для оператора (1.2) при s = 2q.

Класична теорема A. Якщо крайова задача (1.1) елiптична в Ω, то для

будь-якого s ≥ 2q правильна така апрiорна оцiнка її узагальненого розв’язку:

‖u‖H(s)(Ω) ≤ cs
(
‖(f, g)‖H(s−2q)(Ω,Γ) + ‖u‖L2(Ω)

)
для довiльної функцiї u ∈ H(s)(Ω), де вектор (f, g) := (A,B)u, а число cs > 0

не залежить вiд u i (f, g). Зворотно, якщо для деякого s ≥ 2q виконується

ця апрiорна оцiнка, то крайова задача (1.1) елiптична в областi Ω.
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Ця теорема доведена у роботах Ш. Агмона, А. Дуглiса i Л. Нiренберга [1,

с. 133], Ф. Е. Браудера [119], Л. Н. Слободецького [80, 81] i М. Шехтера [103,

182].

Класична теорема B. Якщо крайова задача (1.1) елiптична в Ω, то

для будь-якого s ≥ 0 оператор (1.2) є нетеровим, а його ядро N лежить у

просторi C∞(Ω) i разом з iндексом не залежить вiд s. Зворотно, якщо для

деякого s ≥ 0 оператор (1.2) є нетеровим, то крайова задача (1.1) елiптична

в областi Ω.

Цей результат належить Ф. Е. Браудеру [119] i М. Шехтеру [103].

Серед елiптичних крайових задач важливе мiсце належить регулярним

задачам, якi характеризуються тим, що набiр крайових операторiв B :=

(B1, . . . , Bq) є нормальним за Н. Ароншайном, А. Мiльграмом [112] i М. Ше-

хтером [103]. Наприклад, набiр крайових операторiв Bj := ∂j−1/∂j−1
ν , де

j = 1, . . . , q, є нормальним. Тут ν позначає векторне поле одиничних векторiв

внутрiшнiх нормалей до межi Γ.

Якщо диференцiальний оператор A елiптичний на Ω, а набiр крайових

операторiв B є нормальним, то для крайової задачi (1.1) правильна така

формула Грiна:

(Au, v)Ω +

q∑
j=1

(Bju,C
+
j v)Γ = (u,A+v)Ω +

q∑
j=1

(Cju,B
+
j v)Γ (1.3)

для будь-яких функцiй u, v ∈ C∞(Ω). Тут A+ є диференцiальний оператор,

формально спряжений до A, а {B+
j }, {Cj} i {C+

j } є деякi нормальнi си-

стеми лiнiйних крайових диференцiальних операторiв з коефiцiєнтами класу

C∞(Γ). Порядки цих операторiв задовольняють умову

ordBj + ordC+
j = ordCj + ordB+

j = 2q − 1.

Ця формула Грiна отримана незалежно Н. Ароншайном, А. Мiльграмом [112]

i М. Шехтером [103].
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Вiдносно неї крайовiй задачi (1.1) вiдповiдає формально спряжена крайо-

ва задача

A+w = ω в Ω, B+
j w = χj на Γ, j = 1, . . . , q. (1.4)

Як показав М. Шехтер [103], крайова задача (1.1) є регулярною елiптичною

в областi Ω тодi i лише тодi, коли формально спряжена крайова задача (1.4)

є також регулярною елiптичною в Ω. Нехай N+ позначає лiнiйний простiр

усiх розв’язкiв w ∈ C∞(Ω) однорiдної крайової задачi (1.4) (тобто, коли коли

ω = 0 i всi χj = 0). Оскiльки вона елiптична в Ω, то простiр N+ скiнченнови-

мiрний. Вiн не залежить вiд вибору спряженої системи крайових операторiв

{B+
1 , . . . , B

+
q } у формулi Грiна (1.4).

Теорема М. Шехтера [104]. Припустимо, що крайова задача (1.1) є

регулярною елiптичною в областi Ω. Тодi для кожного s ≥ 0 область зна-

чень нетерового оператора (1.2), вiдповiдного цiй задачi, складається з усiх

векторiв (f, g1, . . . , gq) ∈ H(s)(Ω,Γ), якi задовольняють умову

(f, w)Ω +

q∑
j=1

(gj, C
+
j w)Γ = 0 для всiх v ∈ N+. (1.5)

Вiдмiтимо, що для крайової задачi (1.1) поняття елiптичностi є змiстов-

ним також у ситуацiї, коли m := max{m1, . . . ,mq} ≥ 2q. Таку елiптичну

крайову задачу можна звести до елiптичної крайової задачi, у якiй поряд-

ки всiх крайових диференцiальних операторiв не перевищують число 2q − 1

(див., наприклад, монографiю Л. Хермандера [95, с. 313]). Звiдси випливає,

що класичнi теореми A i B залишаються правильними у цiй ситуацiї, якщо

s > m+1/2. Ця нерiвнiсть гарантує обмеженiсть оператора (1.2), вiдповiдного

крайовiй задачi.

У теорiї елiптичних крайових задач вiдмiтимо окремий напрям, присвя-

чений їх властивостям у повнiй (двобiчнiй) соболєвськiй шкалi. Повнота цiєї

шкали характеризується тим, що у нiй показник регулярностi розподiлiв є

довiльним дiйсним числом. Зазначений напрям був сформований зусиллями
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Ю. М. Березанського, С. Г. Крейна i Я. А. Ройтберга [11, 12, 13], Ж.-Л. Лiон-

са i Е. Мадженеса [33, 41, 148, 149], Я. А. Ройтберга [73 — 78, 180] i М. Ше-

хтера [183, 185 — 187]. До цього напряму можна вiднести i локальну теорiю

Л. Хермандера [92] (п. 10.5) елiптичних крайових задач у двобiчнiй шкалi анi-

зотропних просторiв Соболєва. Дослiдження цих авторiв були стимульованi

важливими питаннями, якi виникають при вивченнi властивостей функцiї

Грiна елiптичної крайової задачi, при дослiдженнi елiптичних задач iз сте-

пеневими особливостями у правих частинах рiвнянь, у спектральнiй теорiї

диференцiальних операторiв. У вказаних роботах доведено рiзнi теореми про

обмеженiсть i нетеровiсть оператора (A,B) у пiдходящих парах просторiв Со-

болєва та їх модифiкацiях для довiльного дiйсного показника регулярностi s.

Цi результати часто формулюються як теореми про повний набiр iзоморфi-

змiв, породжених елiптичною крайовою задачею.

З огляду на завдання дисертацiйної роботи, обговоримо детальнiше цей

напрям дослiджень. У статтi Ю. М. Березанського, С. Г. Крейна i Я. А. Ройт-

берга [11] доведена теорема про повний набiр iзоморфiзмiв, породжений ре-

гулярною елiптичною крайовою задачею з однорiдними крайовими умовами

у шкалi соболєвських просторiв Hs,(0)(Ω), де s пробiгає всю дiйсну вiсь (див.

також монографiї Ю. М. Березанського [12] (розд. 3, § 6, п. 6) i Я. А. Ройт-

берга [180] (§ 5.5)). Тут гiльбертовi простори Hs,(0)(Ω) := H(s)(Ω) i H−s,(0)(Ω),

де s > 0, утворюють оснащення простору L2(Ω) за допомогою позитивного

i негативних просторiв. Негативний соболєвський простiр H−s,(0)(Ω) був вве-

дений М. Шехтером [183] i застосований ним до дослiдження регулярностi

узагальнених розв’язкiв елiптичних крайових задач.

Якщо елiптична крайова задача (1.1) неоднорiдна, то її дослiдження у ви-

падку, коли показник регулярностi s < 2q, пов’язане з iстотними труднощами.

Це зумовлено насамперед тим, що обмежений оператор (1.2) не можна коре-

ктно означити при s ≤ m+ 1/2. Для того, що отримати версiї сформульова-

них теорем про нетеровiсть цiєї задачi для усiх дiйсних s треба певним чином
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видозмiнити область визначення оператора (A,B) задачi. З цiєю метою Ж.-

Л. Лiонсом, Е. Мадженесом [33, 41, 148, 149] i Я. А. Ройтбергом [73, 74] було

запропоновано два принципово рiзних пiдходи. Пiдхiд Ж.-Л. Лiонса i Е. Ма-

дженеса приводить до iндивiдуальних теорем про розв’язнiсть задачi (1.1).

У цих теоремах область визначення оператора (A,B) суттєво залежить вiд

усiх коефiцiєнтiв диференцiального рiвняння Au = f . Пiдхiд Я. А. Ройтберга

приводить до загальних теорем про розв’язнiсть задачi (1.1), але виводить

за межi класу узагальнених функцiй. У загальних теоремах область визна-

чення оператора елiптичної крайової задачi є спiльною для усiх задач одного

порядку. Так, сформульованi вище теореми про нетеровiсть крайової задачi

(1.1) є загальними.

Сформулюємо деякi теореми про характер розв’язностi елiптичних кра-

йових задач, отриманi у рамках цих пiдходiв.

Почнемо з пiдходу Ж.-Л. Лiонса i Е. Мадженеса. Для довiльного s < 2q

позначимо через Hs
A(Ω) лiнiйний простiр усiх розподiлiв u ∈ H(s)(Ω) таких,

що Au ∈ L2(Ω), де образ Au розумiємо у сенсi теорiї розподiлiв в областi Ω.

Цей простiр гiльбертiв вiдносно норми графiка

‖u‖Hs
A(Ω) :=

(
‖u‖2

H(s)(Ω) + ‖Au‖2
L2(Ω)

)1/2
.

Iз результату Л. Хермандера [91] (теорема 3.1) випливає, що простiр Hs
A(Ω)

залежить вiд усiх коефiцiєнтiв диференцiального оператора A.

Теорема Лiонса-Мадженеса [148, 149]. Нехай крайова задача (1.1) є

регулярною елiптичною в областi Ω. Тодi для кожного числа s < 2q такого,

що s /∈ {−1/2,−3/2,−5/2, . . .}, вiдображення u 7→ (Au,Bu), де u ∈ C∞(Ω),

продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до обмеженого оператора

(A,B) : Hs
A(Ω)→ L2(Ω)⊕

q⊕
j=1

H(s−mj−1/2)(Γ).
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Цей оператор нетерiв. Його ядро збiгається з N , а область значень скла-

дається з усiх векторiв

(f, g1, . . . , gq) ∈ L2(Ω)⊕
q⊕
j=1

H(s−mj−1/2)(Γ),

якi задовольняють умову (1.5).

Нагадаємо, що тут, згiдно з класичною теоремою B, N є скiнченнови-

мiрний лiнiйний простiр усiх розв’язкiв u ∈ C∞(Ω) однорiдної елiптичної

крайової задачi (1.1).

Ж.-Л. Лiонс i Е. Мадженес у монографiї [33] систематично розвинули свiй

пiдхiд й довели iндивiдуальнi теореми про нетеровiсть регулярної елiптичної

крайової задачi для iстотно бiльш ширших, нiж Hs
A(Ω), просторiв правих

частин елiптичного рiвняння Au = f .

Перейдемо до пiдходу Я. А. Ройтберга. Для кожного s ∈ R такого, що

s /∈ {1/2, 3/2, . . . , 2q − 1/2} позначимо через Hs,(2q)(Ω) поповнення лiнiйного

многовиду C∞(Ω) за гiльбертовою нормою

‖u‖Hs,(2q)(Ω) =

(
‖u‖2

Hs,(0)(Ω) +

2q∑
k=1

‖(Dk−1
ν u)�Γ‖2

H(s−k+1/2)(Γ)

)1/2

.

Для виключених значень s простiр Hs,(2q)(Ω) означається за допомогою iн-

терполяцiї пари просторiв Hs−ε,(2q)(Ω) i Hs+ε,(2q)(Ω), де 0 < ε < 1. Клас про-

сторiв Hs,(2q)(Ω), де s ∈ R, природно називати модифiкованою за Ройтбергом

соболєвською шкалою. Якщо s > 2q − 1/2, то простори Hs,(2q)(Ω) i H(s)(Ω)

рiвнi як поповнення C∞(Ω) за еквiвалентними нормами. Якщо s ≤ 2q − 1/2,

то це рiзнi простори, причому Hs,(2q)(Ω) не можна трактувати як простiр

вкладений у топологiчний простiр усiх розподiлiв на Ω.

Теорема Ройтберга [73]. Нехай крайова задача (1.1) є регулярною елi-

птичною в областi Ω. Тодi для кожного s ∈ R вiдображення u 7→ (Au,Bu),

де u ∈ C∞(Ω), продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до обме-
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женого оператора

(A,B) : Hs,(2q)(Ω)→ Hs−2q,(0)(Ω)⊕
q⊕
j=1

H(s−mj−1/2)(Γ).

Цей оператор нетерiв. Його ядро збiгається з N , а область значень скла-

дається з усiх векторiв

(f, g1, . . . , gq) ∈ Hs−2q,(0)(Ω)⊕
q⊕
j=1

H(s−mj−1/2)(Γ),

якi задовольняють умову (1.5).

Я. А. Ройтберг [74, 76 – 78] довiв аналоги цiєї теореми для банахо-

вих просторiв Соболєва, побудованих на основi просторiв Лебега Lp(Ω), де

1 < p < ∞, для нерегулярних елiптичних крайових задач i елiптичних кра-

йових задач для елiптичних систем мiшаного порядку. Цi результати пiдсу-

мовано у його монографiї [180]. За допомогою цiєї теореми Я. А. Ройтберг [75]

вивiв теореми Лiонса-Мадженеса та iншi теореми про нетеровiсть елiптичних

крайових задач. Питання про зв’язок сформульованої теореми Ройтберга з iн-

шими теоремами про нетеровiсть елiптичних крайових задач дослiджувалось

також у статтях Ю. М. Березанського i Я. А. Ройтберга [13], Ю. В. Костар-

чука i Я. А. Ройтберга [26] та О. О. Мурача [167].

Окрiм класичних шкал просторiв Гельдера i Соболєва, широке застосу-

вання в аналiзi i теорiї диференцiальних рiвнянь мають шкали функцiо-

нальних просторiв Нiкольського–Бєсова i Лiзоркiна–Трiбеля (див. монографiї

С. М. Нiкольського [66], О. В. Бєсова, В. П. Iльїна i С. М. Нiкольського [14],

Г. Трiбеля [88, 89, 191, 192, 193] i наведену там лiтературу). Так, у монографi-

ях Г. Трiбеля [88, 89] наведено застосування просторiв Нiкольського–Бєсова i

Лiзоркiна–Трiбеля до елiптичних крайових задач. Там встановлено теореми

про нетеровiсть регулярних елiптичних крайових задач у пiдходящих парах

позитивних просторiв Нiкольського–Бєсова i Лiзоркiна–Трiбеля. Цi резуль-

тати iстотно доповненi у статтях Й. Франке, Т. Рунста [132] i О. О. Мурача

[56, 57].
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Теореми про нетеровiсть елiптичних крайових задач мають численнi за-

стосування, серед яких зазначимо твердження про локальне пiдвищення ре-

гулярностi узагальнених розв’язкiв елiптичних задач, застосування до дослi-

дження властивостей їх функцiї Грiна, теореми про iснування i регулярнiсть

слiдiв на межi областi узагальнених розв’язкiв елiптичних рiвнянь, застосу-

вання у теорiї iндексу елiптичних крайових задач, у спектральнiй теорiї елi-

птичних диференцiальних операторiв, застосування до задач оптимального

управлiння, до деяких класiв нелiнiйних елiптичних крайових задач та iншi.

Тут доречно вiдмiтити, що формула iндексу довiльної елiптичної крайової

задачi була знайдена М. Ф. Атьою i Р. Ботом [114]. Доведення цiєї формули

спирається на фундаментальний результат М. Ф. Атьї i I. М. Зiнгера [113] —

формулу iндексу довiльної елiптичної системи, заданої на замкненому (тобто

компактному i без краю) многовидi. Зауважимо також, що елiптичнi з па-

раметром крайовi задачi мають важливi застосування у теорiї параболiчних

мiшаних задач [3].

Теорiя загальних елiптичних крайових задач систематично викладена у

монографiяхШ. Агмона [109], Ю. М. Березанського [12], Й. Т. Влоки, Б. Ровлi

i Б. Лаврука [194], Ж.-Л. Лiонса i Э. Мадженеса [33], Ю. В. Егорова [19],

О. I. Панича [67], Я. А. Ройтберга [180], Г. Трiбеля [88, 89], Л. Хермандера

[92, 95], М. Шехтера [189] та iнших. Їй присвячений огляд М. С. Аграновича

[110].

У 1963 роцi польський математик Б. Лаврук [29, 30] (див. також [31]) вiв

i дослiдив важливий та досить широкий клас елiптичних задач з додаткови-

ми невiдомими функцiями у крайових умовах. Цей клас природно виникає

при переходi вiд загальної (нерегулярної) елiптичної крайової задачi до фор-

мально спряженої задачi вiдносно деякої (спецiальної) формули Грiна та є

замкненим вiдносно такого переходу. Б. Лаврук розглядав цi крайовi зада-

чi для систем диференцiальних рiвнянь, вивiв для них спецiальну формулу

Грiна, побудував формально спряжену крайову задачу вiдносно цiєї формули
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та отримав необхiдну умову, а для однорiдних елiптичних систем i достатню

умову розв’язностi цих задач. Їх Б. Лаврук назвав параметричними крайови-

ми задачами, оскiльки додатковi невiдомi функцiї у крайових умовах можна

розглядати як (функцiональнi) параметри.

Для скалярного диференцiального рiвняння у евклiдовiй областi Ω елi-

птична за Лавруком крайова задача набирає вигляду

Au = f в Ω, Bju+
κ∑
k=1

Cj,kvk = gj на Γ, j = 1, . . . , q + κ. (1.6)

Вона, на вiдмiну вiд (класичної) елiптичної крайової задачi (1.1), мiстить

у крайових умовах κ ≥ 1 додаткових невiдомих функцiй v1, . . . , vκ на ме-

жi Γ. Тут диференцiальнi оператори A i Bj є такi самi як i ранiше, а кожне

Cj,k = Cj,k(x,Dτ) є (дотичний) диференцiальний оператор на Γ з нескiнчен-

но гладкими коефiцiєнтами, порядок якого ordCj,k ≤ mj + rk, де r1, . . . , rκ —

фiксованi цiлi числа.

Елiптичнiсть крайової задачi (1.6) значить, що диференцiальний опера-

тор A є елiптичним на Ω та правильно елiптичним на Γ, а крайовi умови

задовольняють аналогу умови Шапiро–Лопатинського стосовно A на Γ (див.

означення 3.1). Вiдмiтимо, що крайову задачу (1.1) можна розглядати як

окремий випадок крайової задачi (1.6) для κ = 0; при цьому поняття елiпти-

чностi для них будуть еквiвалентними.

Для елiптичної крайової задачi (1.6) правильна спецiальна формула Грiна

(див. вступ до дисертацiї), встановлена Б. Лавруком [29] у бiльш загальної

ситуацiї крайової задачi для елiптичних систем. Ним же показано, що елi-

птичнiсть задачi зберiгається при переходi до формально спряженої задачi

вiдносно цiєї формули Грiна. Якщо вихiдна елiптична крайова задача регу-

лярна, то формально спряженi до неї крайовi задачi вiдносно формули Грiна

(1.3) i спецiальної формули Грiна еквiвалентнi у сенсi, вказаному в [146, с. 69].

Рiзнi приклади елiптичних за Лавруком крайових задач наведено у моно-

графiї В. О. Козлова, В. Г. Маз’ї i Й. Россманна [146] (п. 3.1) i у п. 3.2 дисерта-



33

цiї. Ще Б. Лаврук [29, с. 259] дав простий приклад такої задачi, еквiвалентної

задачi Гiльберта-Рiмана у теорiї аналiтичних функцiй. Рiзнi важливi прикла-

ди елiптичних за Лавруком крайових задач виникають у теорiї пружностi i

гiдродимеханiцi (див., наприклад, монографiю П. Г. Сiарлета [125], статтi

А. Г. Асланяна, Д. Г. Васильєва i В. Б. Лiдського [9], С. Назарова i К. Пiле-

скаса [170]). Цi задачi були використанi Л. Р. Волевичем i С. Г. Гiндiкиним

[18] при дослiдженнi мiшаних задач для еволюцiйних рiвнянь з квазiодно-

рiдною старшою частиною. Тут доречно зауважити, що змiстовнi приклади

крайових задач з додатковими невiдомими функцiями у крайових умовах вi-

домi i для еволюцiйних рiвнянь; зокрема вони виникають у теорiї крайових

задач з вiльною межею (див., наприклад, статтi Р. Денка, Л. Р. Волевича

[128] i Р. Денка, Й. Прусса i Р. Захера [127]).

Корисно мати на увазi, що оператори, вiдповiднi елiптичним за Лавруком

крайовим задачам, утворюють пiдалгебру алгебри Буте де Монвеля [117].

Вона утворена блочними матрицями вигляду A+G K

B C

 , (1.7)

де A — елiптичний псевдодиференцiальний оператор на Ω, G — сингулярний

оператор Грiна, K — оператор Пуассона (або кокрайовий оператор), B —

крайовий псевдодиференцiальний оператор i C — (дотичний) псевдодифе-

ренцiальний оператор на Γ. Усi цi оператори є, взагалi кажучи, матричними.

В окремому випадку, коли G = 0 i K = 0, а оператори A, B i C є диферен-

цiальними, отримаємо елiптичну за Лавруком крайову задачу для системи

Au = f .

Як i класичнi елiптичнi задачi, елiптичнi за Лавруком крайовi задачi

є нетеровими у пiдходящих парах позитивних соболєвських просторiв. Цей

факт мiститься у результатах Буте де Монвеля [117], Г. I. Ескiна [107] (§ 23),
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Ш. Ремпеля i Б.-В. Шульце [71] (розд. 4), Г. Грубб [136, 137], якi стосуються

властивостей елiптичних псевдодиференцiальних операторiв вигляду (1.7).

У модифiкованiй за Ройтбергом соболєвськiй шкалi елiптичнi за Лавру-

ком крайовi задачi дослiджено у монографiї В. О. Козлова, В. Г. Маз’ї i

Й. Россманна [146] (розд. 3) переважно для одного елiптичного рiвняння та

I. Я. Ройтберг [72, 179] для елiптичних систем мiшаного порядку. (Резуль-

тати I. Я. Ройтберг викладено у монографiї її батька, Я. А. Ройтберга [181]

(розд. 2)). Було доведено теореми про нетеровiсть обмежених операторiв, що

вiдповiдають цим задачам у модифiкованiй шкалi, про повний набiр поро-

джених ними iзоморфiзмiв, про апрiорнi оцiнки розв’язкiв задач i пiдвищен-

ня регулярностi розв’язкiв. Цi результати були застосованi В. О. Козловим,

В. Г. Маз’єю i Й. Россманном [146] до дослiдження класичних елiптичних

крайових задач у областях з негладкою межею. Вiдмiтимо, що з точки зору

застосувань є найбiльш цiкавим саме випадок гiльбертових просторiв, роз-

глянутий у згаданiй монографiї [146].

Сформулюємо центральний результат „соболєвської” теорiї елiптичних

за Лавруком крайових задач. Розглянемо скалярний випадок, тобто зада-

чу (1.6). Пов’яжемо з нею вiдображення

Λ : (u, v1, . . . , vκ) 7→ (f, g1, . . . , gq+κ),

де (u, v1, . . . , vκ) ∈ C∞(Ω)× (C∞(Γ))κ.

Воно продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до обмеженого лiнiй-

ного оператора

Λ : Hs,(2q)(Ω)⊕
κ⊕
k=1

H(s+rk−1/2)(Γ)→

→ Hs−2q,(0)(Ω)⊕
q+κ⊕
j=1

H(s−mj−1/2)(Γ) =: Es−2q,(0)(Ω,Γ)

(1.8)

для довiльного s ∈ R.
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Теорема Козлова, Маз’ї, Россманна [146, с. 86] та I. Я. Ройтберг

[72, 179]. Для кожного s ∈ R оператор (1.8) нетерiв. Його ядро N лежить

в C∞(Ω)×(C∞(Γ))κ i разом з iндексом не залежить вiд s. Область значень

оператора (1.8) складається з усiх векторiв (f, g1, . . . , gq+κ) ∈ Es−2q,(0)(Ω,Γ),

ортогональних у L2(Ω)⊕(L2(Γ))q+κ ядру N+ оператора формально спряже-

ної задачi.

Цей результат був доведений у 1997 роцi. Згодом А. Н. Кожевнiков [145]

встановив нетеровiсть елiптичних псевдодиференцiальних крайових задач ви-

гляду (1.7) у модифiкованiй за Ройтбергом соболєвськiй шкалi.

Застосованi у теорiї елiптичних крайових задач класичнi функцiональ-

нi простори Гельдера-Зiгмунда, Соболєва, Нiкольського–Бєсова i Лiзоркiна–

Трiбеля параметризованi за допомогою скiнченного набору числових пара-

метрiв, якi характеризують у певний спосiб регулярнiсть функцiй або розпо-

дiлiв. Втiм, ще у 60-х роках XX столiття з’явилися широкi класи функцiо-

нальних просторiв, для яких показником регулярностi розподiлiв служить не

числовий, а досить загальний функцiональний параметр, залежний вiд ча-

стотних змiнних (дуальних до просторовим вiдносно перетворення Фур’є).

Вiн дозволяє iстотно бiльш тонко охарактеризувати регулярнiсть розподiлiв

за поведiнкою на нескiнченностi їх перетворення Фур’є. Цi простори тепер

називають просторами узагальненої гладкостi.

Уперше вони з’явилися у статтi Б. Мальгранжа [152], де були застосованi

у дослiдженнi властивостей регулярностi розв’язкiв гiпоелiптичних рiвнянь.

Згодом у 1963 роцi Л. Хермандер у монографiї [92] (яка стала тепер класикою

сучасної теорiї рiвнянь з частинними похiдними) ввiв i систематично дослi-

дженi широкi класи просторiв узагальненої гладкостi. Нагадаємо означення

просторiв, введених Л. Хермандером.

Нехай числовий параметр p такий, що 1 ≤ p ≤ ∞. Нехай, окрiм того,

вимiрний за Борелем функцiональний параметр µ : Rn → (0,∞) задовольняє
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умову: iснують додатнi числа c i l такi, що

µ(ξ)

µ(η)
≤ (1 + c |ξ − η|)l для довiльних ξ, η ∈ Rn.

За означенням, лiнiйний простiр Хермандера Bp,µ(Rn) складається з усiх

повiльно зростаючих розподiлiв w ∈ S ′(Rn), перетворення Фур’є ŵ := Fw

яких задовольняє умову µFw ∈ Lp(Rn). Норма у просторi Bp,µ(Rn) означена

за формулою

‖w‖Bp,µ(Rn) := ‖µFw‖Lp(Rn).

Вiн є повним простором вiдносно цiєї норми.

Л. Хермандер [92] дав систематичне застосування просторiв Bp,µ(Rn) у до-

слiдженнi проблем iснування i регулярностi розв’язкiв широкого класу лiнiй-

них диференцiальних рiвнянь i систем, до якого належать i елiптичнi рiвня-

ння (див. також його монографiю [94]). При цьому важливу роль вiдiгравала

така властивiсть цих просторiв.

Теорема вкладення Л. Хермандера [92, с. 59]. Нехай 1/p + 1/p′ = 1

i цiле l ≥ 0. Якщо

(1 + |ξ|)l µ−1(ξ) ∈ Lp′(Rn
ξ ), (1.9)

то Bp,µ(Rn) ⊂ C l(Rn). Зворотно, якщо для деякої непорожньої вiдкритої

множини V ⊂ Rn виконується включення

{
w ∈ Bp,µ(Rn) : suppw ⊂ V

}
⊂ C l(Rn),

то µ задовольняє умову (1.9).

У важливому випадку p = 2 простори Хермандера є гiльбертовими i збiга-

ються з функцiональними просторами, введеними й дослiдженими Л. Р. Во-

левичем i Б. П. Панеяхом [17] (§ 2) у 1965 роцi.

Протягом останнiх 40 рокiв простори узагальненої гладкостi є предме-

том рiзних i глибоких дослiджень; див. огляд П. I. Лiзоркiна [32], монографiї

Ф. Нiкола i Л. Родiно [171], О. I. Степанця [86, 87], Г. Трiбеля [192, розд. III]
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i Н. Якоба [142], недавнi статтi П. Гурки i Б. Опiка [138], A. M. Каетано i

Г.-Г. Леопольда [121], В. Фаркаса i Г.-Г. Леопольда [133], Д. Д. Хароске i

С. Д. Моури [140, 141] й наведену там лiтературу. Були введенi рiзнi вер-

сiї просторiв Соболєва, Нiкольського–Бєсова i Лiзоркiна–Трiбеля з функцiо-

нальними показниками регулярностi. За допомогою просторiв узагальненої

гладкостi отримано точнi умови вкладення одних класiв функцiональних про-

сторiв у iншi, встановлено теореми про продовження розподiлiв за межi їх

областi визначення i про слiди розподiлiв на многовидах меншої розмiрностi

й встановлено iншi важливi результати.

В останнi двадцять рокiв простори узагальненої гладкостi викликають

чималий iнтерес з точки зору їх застосувань, насамперед, у теорiї диференцi-

альних рiвнянь. Цi простори були використанi Д. Е. Едмундсом i Г. Трiбелем

[130, 131, 192] у спектральнiй теорiї елiптичних диференцiальних операторiв,

заданих на фрактальних множинах, В. Г. Маз’єю i Т. О. Шапошнiковою [154]

(розд. 16) до iнтегральних рiвнянь, В. А. Михайлецем, В. М. Молибогою [160,

161, 162] i Й. Пешелем [178] у спектральнiй теорiї диференцiальних операторiв

Шрьодiнгера i Хiла, В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем [52, 55, 159, 163, 164] у

теорiї елiптичних диференцiальних операторiв i елiптичних крайових задач,

Ф. Нiкола i Л. Родiно [171] до елiптичних псевдодиференцiальних операторiв

в Rn, Б. П. Панеяхом [174] до крайової задачi з косою похiдною та її узагаль-

нень, О. I. Степанцем [86, 87] у теорiї апроксимацiї функцiй, Н. Якобом [142]

у теорiї випадкових процесiв.

Широкi класи просторiв узагальненої гладкостi виникають при iнтерполя-

цiї з функцiональними параметрами пар просторiв Соболєва, Нiкольського–

Бесова i Лiзоркiна–Трiбеля. Узагалi, рiзнi методи iнтерполяцiї пар нормо-

ваних просторiв вiдiграють помiтну роль в аналiзi i теорiї операторiв. Це

зумовлено тим, що при iнтерполяцiї просторiв успадковується обмеженiсть

лiнiйних операторiв, що в них дiють.
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Перший метод iнтерполяцiї був запропонований незалежно Ж.-Л. Лiон-

сом [147] i C. Г. Крейном [27] для пар гiльбертових просторiв. Згодом були за-

пропонованi рiзнi методи iнтерполяцiї нормованих просторiв, що характери-

зуються числовими параметрами iнтерполяцiї. Систематичний виклад теорiї

iнтерполяцiї нормованих просторiв мiстять монографiї Й. Берга i Й. Льоф-

стрьома [10], Ю. А. Брудного i Н. Я. Кругляка [120], С. Г. Крейна, Ю. I. Пе-

тунiна i Е. М. Семенова [28], Ж.-Л. Лiонса i Е. Мадженеса [33], В. I. Ов-

чинникова [172], Л. Тартара [190], Г. Трiбеля [88]. Вiдмiтимо, що у книгах

Ж.-Л. Лiонса, Е. Мадженеса [33, 150] i Г. Трiбеля [88] дано систематичне

застосування методiв iнтерполяцiї з числовими параметрами у теорiї дифе-

ренцiальних рiвнянь з частинними похiдних.

Застосування функцiй як параметрiв iнтерполяцiї приводить до бiльш

гнучких iнтерполяцiйних методiв. К. Фояш i Ж.-Л. Лiонс [134] першими вве-

ли i дослiдили деякi методи iнтерполяцiї з функцiональним параметром пар

нормованих просторiв. Згодом рiзнi узагальнення методiв iнтерполяцiї на ви-

падок функцiональних параметрiв iнтерполяцiї були запропонованi Я. Гу-

ставссоном [139], Т. Ф. Калугiною [25], М. I. Карро, Й. Л. Керда [122], Ф. Ко-

босом i Д. Л. Фернандезом [126], К. Меруччi [155], В. I. Овчинниковим [172,

173], Л.-Е. Перссоном [177], М. Шехтером [188], С. Янсоном [143] та iншими.

Зауважимо, що з точки зору застосувань (зокрема, у спектральнiй теорiї

операторiв), окреме мiсце належить iнтерполяцiї пар гiльбертових просторiв.

Вона має двi фундаментальнi властивостi. Перша з них полягає у тому, що

клас усiх функцiональних параметрiв цiєї iнтерполяцiї збiгається з множиною

усiх додатних функцiй, псевдоугнутих в околi нескiнченностi, тобто (слабко)

еквiвалентних там угнутим додатним функцiям. Цей результат випливає з

теореми Я. Петре [175, 176]. Друга властивiсть полягає у тому, що гiльбертiв

простiр є iнтерполяцiйним для заданої сумiсної пари гiльбертових просторiв

тодi i тiльки тодi, коли вiн є результатом iнтерполяцiї цiєї пари з деяким

функцiональним параметром. Цей результат належить В. I. Овчинникову
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[172, с. 511]. Систематичний виклад теорiї iнтерполяцiї з функцiональним

параметром гiльбертових просторiв дано у монографiях В. А. Михайлеця i

О. О. Мурача [52, 164].

На вiдмiну вiд iнтерполяцiї з числовими параметрами, iнтерполяцiю з

функцiональним параметром до недавнього часу не використовували у теорiї

диференцiальних операторiв. Єдиним виключенням була стаття Г. Шлензак

[105], де за допомогою iнтерполяцiї з функцiональним параметром гiльбер-

тових просторiв Соболєва була доведена теорема про iзоморфiзми, породже-

нi регулярною елiптичною крайовою задачею у пiдходящих парах просторiв

Хермандера B2,µ. Iстотним недолiком цього результату є те, що використа-

ний Г. Шлензак клас функцiональних параметрiв µ не належить до вiдомих

в аналiзi i не був конструктивно описаний.

У 2005 – 2010 роках В. А. Михайлець i О. О. Мурач у серiї статей [42 — 49,

58 — 62, 64, 157, 158, 166] побудували теорiю загальних елiптичних рiвнянь

i елiптичних крайових задач у класi гiльбертових просторiв Хермандера —

уточненiй соболєвськiй шкалi. Для них показником регулярностi розподiлiв

служать радiальнi функцiї, правильно змiннi за Й. Караматою [144] на не-

скiнченностi. Клас цих функцiй добре вiдомий в аналiзi i детально дослiдже-

ний. Йому присвяченi, зокрема, монографiї Є. Сенети [79] i Н. Х. Бiнхема,

Ч. М. Голдi, Дж. Л. Тейгельза [116].

Обговоримо результати В. А. Михайлеця i О. О. Мурача, пов’язанi з те-

мою дисертацiї. Уточнена соболєвська шкала на Rn складається з гiльберто-

вих просторiв Хермандера Hs,ϕ(Rn) := B2,µ(Rn), де µ(ξ) ≡ 〈ξ〉sϕ(〈ξ〉), а s ∈ R

i ϕ ∈ M. Тут 〈ξ〉 := (1 + |ξ|2)1/2 — згладжений модуль вектора ξ ∈ Rn, аM

є множина усiх вимiрних за Борелем функцiй ϕ : [1,∞) → (0,∞), якi обме-

женi й вiдокремленi вiд нуля на кожному компактi i повiльно змiнюються за

Караматою на нескiнченностi, тобто ϕ(λ t)/ϕ(t)→ 1 при t→∞ для кожного

λ > 0. Вiдмiтимо, що використаний тут показник регулярностi µ є правиль-

но змiнною функцiю аргументу 〈ξ〉 на нескiнченностi. Уточненi соболєвськi
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шкали на евклiдовiй областi Ω та її межi Γ ∈ C∞ будуються у стандартний

спосiб за класом просторiв Hs,ϕ(Rn).

Уточнена соболєвська шкала

{
Hs,ϕ(G) : s ∈ R, ϕ ∈M

}
,

де G ∈ {Rn,Ω,Γ}, прив’язана до соболєвських просторiв числовим параме-

тром s, оскiльки

H(s+ε)(G) ↪→ Hs,ϕ(G) ↪→ H(s−ε)(G) для кожного ε > 0,

причому вкладення неперервнi i щiльнi. Як бачимо, у цiй шкалi функцiо-

нальний параметр ϕ задає додаткову гладкiсть вiдносно основної (степеневої)

гладкостi s. Коротко кажучи, ϕ уточнює основну гладкiсть s. Звiдси походить

назва шкали.

Уточнена соболєвська шкала має важливу iнтерполяцiйну властивiсть,

яка робить цю шкалу дуже зручною у застосуваннях. А саме [45], кожний

простiр Hs,ϕ(G) є результатом iнтерполяцiї з функцiональним параметром

ψ пари гiльбертових просторiв Соболєва H(s−ε)(G) i H(s+δ)(G), де ε i δ —

довiльнi додатнi числа, а ψ(t) = tε/(ε+δ)ϕ(t1/(ε+δ)) при t ≥ 1.

Наведемо одне iз застосувань уточненої соболєвської шкали у теорiї елi-

птичних рiвнянь.

Теорема Михайлеця-Мурача [45, с. 369]. Нехай крайова задача (1.1)

є елiптичною в областi Ω. Тодi для довiльних s > 2q − 1/2 i ϕ ∈ M вiд-

ображення u 7→ (Au,Bu), де u ∈ C∞(Ω), продовжується єдиним чином (за

неперервнiстю) до обмеженого оператора

(A,B) : Hs,ϕ(Ω)→ Hs−2q,ϕ(Ω)⊕
q⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ).

Цей оператор нетерiв. Його ядро збiгається з N i разом з iндексом не за-

лежить вiд s i ϕ.
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Ця теорема була доведена методом iнтерполяцiї з функцiональним пара-

метром пар соболєвських просторiв.

У вказаних вище роботах В. А. Михайлець i О. О. Мурач довели версiї

цiєї теореми для елiптичних матричних операторiв на гладкому замкненому

многовидi, для елiптичних крайових задач з параметром, для регулярних елi-

птичних крайових задач у випадку довiльного дiйсного s (у рамках пiдходiв

Лiонса-Мадженеса i Ройтберга). Як застосування цих результатiв, встанов-

лено твердження про набори iзоморфiзмiв, породжених елiптичними опера-

торами i елiптичними крайовими задачами в уточненiй соболєвськiй шкалi,

отримано апрiорнi оцiнки їх узагальнених розв’язкiв у цiй шкалi, доведено

теореми про глобальну i локальну регулярнiсть цих розв’язкiв у просторах

Хермандера, знайдено новi достатнi умови неперервностi узагальнених похi-

дних розв’язкiв. Можна сказати, що для уточненої соболєвської шкали теорiя

розв’язностi елiптичних рiвнянь i елiптичних крайових задач побудована у

тому ж обсязi як i для просторiв Соболєва. В. А. Михайлець i О. О. Мурач

виклали цю теорiю у монографiях [52, 164] i оглядах [159, 55, 163].

Як бачимо, уточнена соболєвська шкала виявилася досить корисною у те-

орiї елiптичних рiвнянь. Її застосування спирається на метод iнтерполяцiї з

функцiональним параметром гiльбертових просторiв, який дозволяє перейти

вiд просторiв Соболєва до просторiв Хермандера, що утворюють цю шкалу.

Втiм, вона не мiстить у собi усi гiльбертовi простори, якi можна отримати

цим методом. Нагадаємо, що за теоремою В. I. Овчинникова [172, с. 511] клас

усiх цих просторiв збiгається з класом усiх гiльбертових просторiв, iнтерпо-

ляцiйних для пар гiльбертових просторiв Соболєва.

В. А. Михайлець i О. О. Мурач [50, 165] дали конструктивний опис остан-

нього класу у термiнах просторiв Хермандера. Вони показали, що вiн збiга-

ється (з точнiстю до еквiвалентностi норм) з класом просторiв Хермандера

Hϕ(Rn) := B2,µ(Rn), де µ(ξ) ≡ ϕ(〈ξ〉), а ϕ : [1,∞) → (0,∞) є довiльна фун-

кцiя, RO-змiнна за В. Г. Авакумовичем на нескiнченностi. Цей клас назвали
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розширеною соболєвською шкалою [54]. Вiн є замкненим вiдносно iнтерполя-

цiї з функцiональним параметром. Такi ж iнтерполяцiйнi властивостi мають

його аналоги для Ω i Γ.

У статтях В. А. Михайлеця i О. О. Мурача [50, 51, 63], Т. М. Зiнченко i

О. О. Мурача [20 — 24, 169] була побудована теорiя розв’язностi загальних елi-

птичних рiвнянь (скалярних i матричних) в розширених соболєвських шка-

лах, заданих на Rn або замкненому нескiнченно гладкому многовидi. У ро-

ботах А. В. Аноп i О. О. Мурача [4 – 7, 111] була розроблена теорiя розв’я-

зностi елiптичних крайових задач у просторах Хермандера, якi утворюють

розширену соболєвську шкалу в евклiдовiй обмеженiй областi i складаються

з регулярних розподiлiв.

Вiдмiтимо також, що В. М. Лось i О. О. Мурач [36 — 40, 151] застосували

деякi анiзотропнi гiльбертовi простори Хермандера до загальних параболi-

чних початково-крайових задач. Доведено теореми про коректну розв’язнiсть

цих задач i регулярнiсть їх розв’язкiв у пiдходящих парах цих просторiв.

Проте, на вiдмiну вiд класичних (регулярних) елiптичних крайових задач,

важливий i широкий клас елiптичних за Лавруком крайових задач не був

дослiджений в iнших класах функцiональних просторiв, окрiм соболєвських

шкал (та їх модифiкацiй за Я. А. Ройтбергом). З огляду на рiзнi застосування

елiптичних за Лавруком задач, є актуальним їх дослiдження у рiзних шкалах

функцiональних просторiв. Серед них є перспективними зазначенi вище кла-

си гiльбертових просторiв Хермандера, якi виявилися корисними й зручними

у теорiї класичних елiптичних крайових задач.
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РОЗДIЛ 2

ПРОСТОРИ ХЕРМАНДЕРА ТА

IНТЕРПОЛЯЦIЯ З ФУНКЦIОНАЛЬНИМ ПАРАМЕТРОМ

Цей роздiл присвячений класам гiльбертових просторiв Хермандера —

розширенiй i уточненiй соболєвським шкалам, у яких дослiджуємо елiптичнi

за Лавруком крайовi задачi. Цi шкали мають важливу для застосувань вла-

стивiсть — вони отримуються iнтерполяцiєю з функцiональним параметром

пар гiльбертових просторiв Соболєва. Цей метод iнтерполяцiї є ключовим у

дисертацiї. Вiн також викладений у даному роздiлi.

2.1. RO-змiннi та правильно змiннi функцiї

У дисертацiї використовуються гiльбертовi простори Хермандера, для

яких показником регулярностi розподiлiв служить довiльна додатна функцiя

α(t) аргументу t ≥ 1, яка є RO-змiнною за В. Г. Авакумовичем на нескiнчен-

ностi. Клас цих функцiй позначаємо через RO. Вiн мiстить важливий пiдклас

функцiй, правильно змiнних за Й. Караматою на нескiнченностi. Сформу-

люємо означення цих класiв i обговоримо деякi їх властивостi, потрiбнi у

подальшому. Наведемо також характернi приклади функцiй, приналежних

цим класам.

Означення 2.1. Клас RO складається, за означенням, з усiх вимiрних за

Борелем функцiй α : [1,∞) → (0,∞), для яких iснують числа b > 1 i c ≥ 1

такi, що

c−1 ≤ α(λt)

α(t)
≤ c для усiх t ≥ 1 i λ ∈ [1, b]

(числа b i c можуть залежати вiд α). Цi функцiї називають RO- (або OR-)

змiнними на нескiнченностi.
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Клас RO був введений В. Г. Авакумовичем [115]. Цей клас досить повно

вивчений (див. монографiї [79] (додаток 1) i [116] (пп. 2.0 – 2.2)). Вiдмiтимо

деякi його основнi властивостi.

Зауважимо спочатку, що кожна функцiя α ∈ RO обмежена i вiдокремлена

вiд нуля на будь-якому вiдрiзку [1, q], де 1 < q <∞ (див. [79, с. 87], лема П.1).

Клас RO має такий iнтегральний опис (див., наприклад, [79, с. 87]).
Твердження 2.1. Функцiя α : [1,∞)→ (0,∞) належить до RO тодi i

тiльки тодi, коли

α(t) = exp

(
β(t) +

t∫
1

γ(τ)

τ
dτ

)
при t ≥ 1

для деяких вимiрних за Борелем обмежених функцiй β, γ : [1,∞)→ R.
Важливу роль для функцiй класу RO вiдiграють їх iндекси Матушев-

ської [153]. Для означення цих iндексiв знадобиться така властивiсть класу

RO (див., наприклад, [79, с. 88]).
Твердження 2.2. Для будь-якої функцiї α ∈ RO iснують дiйснi числа

s0 i s1, причому s0 ≤ s1, i додатнi числа c0 i c1 такi, що

c0λ
s0 ≤ α(λt)

α(t)
≤ c1λ

s1 для усiх t ≥ 1 i λ ≥ 1. (2.1)

Нехай α ∈ RO; покладемо

σ0(α) := sup{s0 ∈ R : виконується лiва нерiвнiсть в (2.1)},

σ1(α) := inf{s1 ∈ R : виконується права нерiвнiсть в (2.1)}.

Зазначимо, що

−∞ < σ0(α) ≤ σ1(α) <∞.

Числа σ0(α) i σ1(α) називають вiдповiдно нижнiм i верхнiм iндексами Мату-

шевської функцiї α (див. [116] (п. 2.1.2)).

Поклавши t := 1 у твердженнi 2.2, робимо висновок, що кожна функцiя

α ∈ RO є мiжстепеневою, тобто

(s0 < σ0(α), σ1(α) < s1) ⇒ (c′0λ
s0 ≤ α(λ) ≤ c′1λ

s1 для усiх λ ≥ 1). (2.2)
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Тут додатнi числа c′0 := c0α(1) i c′1 := c1α(1) не залежать вiд λ.

Наведемо важливий приклад функцiй з класу RO.

Приклад 2.1. Розглянемо неперервну функцiю α : [1,∞)→ (0,∞) таку,

що

α(t) := tσ(ln t)q1(ln ln t)q2 . . . (ln . . . ln︸ ︷︷ ︸
k разiв

t)qk для t� 1. (2.3)

Тут k ∈ N i σ, q1, . . . , qk ∈ R є довiльно вибранi числа. Функцiя α належить

до класу RO; для неї σ0(α) = σ1(α) = σ.

Функцiї вигляду (2.3) є еталонним прикладом функцiй, правильно змiн-

них за Й. Караматою [144] на нескiнченностi. Нагадаємо означення останнiх.

Будемо розглядати функцiї, заданi на промiнi [1,∞).

Означення 2.2. Вимiрна за Борелем функцiя α : [1,∞) → (0,∞) на-

зивається правильно змiнною за Караматою на нескiнченностi, якщо iснує

число σ ∈ R таке, що

lim
t→∞

α(λ t)

α(t)
= λσ для кожного λ > 0.

Число σ називається порядком змiнення функцiї α на нескiнченностi. Фун-

кцiя, правильно змiнна порядку 0 на нескiнченностi, називається повiльно

змiнною на нескiнченностi за Караматою.

Звiсно, функцiя α є правильно змiнною порядку σ на нескiнченностi тодi

i тiльки тодi коли α(t) ≡ tσϕ(t) для деякої функцiї ϕ, повiльно змiнної на

нескiнченностi.

Теорiя правильно змiнних функцiй викладена у монографiях [79, 116].

З теореми про рiвномiрну збiжнiсть (див., наприклад, [79] (теорема 1.1))

випливає такий факт: якщо вимiрна за Борелем функцiя α : [1,∞)→ (0,∞)

обмежена i вiдокремлена вiд нуля на кожному вiдрiзку [1, q], де 1 < q <∞, i

є правильно змiнною порядку σ за Караматою на нескiнченностi, то α ∈ RO

i σ0(α) = σ1(α) = σ.

Рiзнi приклади правильно змiнних функцiй можна отримати, скористав-

шись такою їх властивiстю [79, с. 15]: неперервно диференцiйовна функцiя
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α : [1,∞)→ (0,∞) є повiльно змiнною за Караматою на нескiнченностi тодi

i тiльки тодi, коли

lim
t→∞

tα′(t)

α(t)
= 0.

Приклад 2.2. Покладемо

η(t) := tse(ln t)r для t ≥ 1.

Тут s ∈ R i r ∈ (0, 1) є довiльно вибранi числа. Неперервна функцiя η є

правильно змiнною на нескiнченностi порядку s i тому належить до класу

RO. Вiдмiтимо, що ця функцiя зростає швидше на нескiнченностi, нiж будь-

яка функцiя α з прикладу 2.1 при σ = s, але повiльнiше, за будь-яку функцiю

з цього ж прикладу при σ > s.

Приклад 2.3. Нехай θ, β, γ ∈ R, причому θ 6= 0 и 0 < γ < β < 1.

Покладемо h(t) := θ(ln t)−β sin lnγ t i α(t) := th(t) при t > e, та, окрiм того,

α(t) := eθ sin 1 при 1 ≤ t ≤ e. Тодi неперервна функцiя α є повiльно змiнною

на нескiнченностi i належить до класу RO. Цей приклад цiкавий тим, що

lim
t→∞

α(t) = 0 i lim
t→∞

α(t) =∞

(див. [52, с. 47]).

Вiдмiтимо, що iснують функцiї α ∈ RO такi, що σ0(α) = σ1(α), але α не

еквiвалентна в околi нескiнченностi жоднiй функцiї η > 0, правильно змiннiй

на нескiнченностi. Тут i далi додатнi функцiї α i η називаємо еквiвалентними

в околi нескiнченностi, якщо обидвi функцiї α(t)/η(t) i η(t)/α(t) обмеженi на

деякому промiнi [r,∞), де r � 1.

Приклад 2.4. Прикладом такої функцiї α ∈ RO служить функцiя

α(t) := eh(ln t) аргументу t ≥ 1, де h означено за формулами: h(x) := 0 при

x ∈ [0, 1] та h(x) := h(2j) + (x − 2j)1/2 при x ∈ [2j, 2j+1] для кожного цiлого

j ≥ 0. Для неї σ0(α) = σ1(α) = 0. Це обгрунтовано в [116] (твердження 2.2.8).

Наведемо також вiдомий приклад функцiї класу RO з рiзними iндексами

Матушевської.
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Приклад 2.5. Покладемо

α(t) :=

 tθ+δ sin(ln ln t)r , якщо t > e,

tθ, якщо 1 ≤ t ≤ e.

Тут довiльно вибранi числа θ ∈ R, δ > 0 i r ∈ (0, 1]. Безпосередньо перевiряє-

ться, що α ∈ RO, причому σ0(α) = θ− δ i σ1(α) = θ+ δ. Отже, σ0(α) < σ1(α).
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2.2. Шкали просторiв Хермандера

Наведемо спочатку означення гiльбертових просторiв Хермандера, якi

утворюють розширену соболєвську шкалу на Rn, де n ∈ N. Цi простори скла-

даються з розподiлiв на Rn.

Як звичайно, позначимо через S ′(Rn) комплексний лiнiйний топологiчний

простiр Л. Шварца повiльно зростаючих розподiлiв, заданих в Rn. У дисер-

тацiї всi розподiли трактуються як антилiнiйнi функцiонали на вiдповiдних

просторах основних функцiй. При цьому всi розподiли i функцiї вважаємо

комплекснозначними. Отже, S ′(Rn) є антидуальним простором до лiнiйного

топологiчного простору S(Rn) нескiнченно гладких швидко спадаючих фун-

кцiй, заданих на Rn.

Нехай α ∈ RO.

Означення 2.3. Комплексний лiнiйний простiр Hα(Rn) складається, за

означенням, з усiх розподiлiв w ∈ S ′(Rn) таких, що їх перетворення Фур’є ŵ

локально iнтегровне за Лебегом на Rn i задовольняє умову∫
Rn

α2(〈ξ〉) |ŵ(ξ)|2 dξ <∞.

У просторi Hα(Rn) означений скалярний добуток за формулою

(w1, w2)Hα(Rn) :=

∫
Rn

α2(〈ξ〉) ŵ1(ξ) ŵ2(ξ) dξ, (2.4)

де w1, w2 ∈ Hα(Rn).

Тут i далi 〈ξ〉 := (1 + |ξ|2)1/2 є згладжений модуль вектора ξ ∈ Rn.

Скалярний добуток (2.4) задає на Hα(Rn) структуру гiльбертового про-

стору i вiдповiдну їй норму

‖w‖Hα(Rn) := (w,w)
1/2
Hα(Rn).

Цей простiр сепарабельний; у ньому щiльна множина C∞0 (Rn) усiх нескiн-

ченно диференцiйовних на Rn функцiй з компактним носiєм. Виконуються
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неперервнi i щiльнi вкладення

S(Rn) ↪→ Hα(Rn) ↪→ S ′(Rn).

Простiр Hα(Rn) є гiльбертiв iзотропний випадок просторiв Bp,k(Rn), вве-

дених i дослiджених Л. Хермандером [92] (п. 2.2) (див також його монографiю

[94] (п. 10.1)). А саме, Hα(Rn) = Bp,k(Rn), якщо p = 2 i k(ξ) = α(〈ξ〉) при

ξ ∈ Rn. Вiдмiтимо, що у гiльбертовому випадку p = 2 простори Херман-

дера збiгаються з просторами, введеними i дослiдженими Л. Р. Волевичем i

Б. П. Панеяхом [17] (§ 2).

У випадку степеневої функцiї α(t) ≡ tσ, простiрHα(Rn) стає гiльбертовим

простором Соболєва H(σ)(Rn) порядку σ ∈ R.

Слiдуючи [54], клас гiльбертових функцiональних просторiв

{
Hα(Rn) : α ∈ RO

}
(2.5)

називаємо розширеною соболєвською шкалою на Rn. Вiн видiлений i дослi-

джений В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем у статтях [50, 54, 165] i моногра-

фiях [52, 164] (п. 2.4.2).

Сформулюємо двi властивостi розширеної соболєвської шкали (2.5), якi

стосуються вкладень просторiв Хермандера, що утворюють її. Цi властивостi

є наслiдками теорем, доведених Л. Хермандером у монографiї [92] (п. 2.2,

вiдповiдно теореми 2.2.2 i 2.2.3).

Твердження 2.3. Нехай α1, α2 ∈ RO. Якщо функцiя α1/α2 обмеже-

на в околi нескiнченностi, то виконується неперервне i щiльне вкладен-

ня Hα2(Rn) ↪→ Hα1(Rn). Зворотно, якщо для деякої вiдкритої пiдмножини

V 6= ∅ простору Rn виконується включення

{
w ∈ Hα2(Rn) : suppw ⊂ V

}
⊂ Hα1(Rn),

то функцiя α1/α2 обмежена в околi нескiнченностi.
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На пiдставi цього твердження та iмплiкацiї (2.2) робимо висновок, що роз-

ширена соболєвська шкала пов’язана з просторами Соболєва у такий спосiб:

(s0 < σ0(α), σ1(α) < s1) ⇒ H(s1)(Rn) ↪→ Hα(Rn) ↪→ H(s0)(Rn). (2.6)

Тут обидва вкладення є неперервними i щiльними.
Твердження 2.4. Нехай α1, α2 ∈ RO. Припустимо, що Q є компактна

множина в Rn така, що Q має принаймнi одну внутрiшню точку. Тодi

компактне вкладення{
w ∈ Hα2(Rn) : suppw ⊂ Q

}
↪→ Hα1(Rn)

еквiвалентне умовi α1(t)/α2(t)→ 0 при t→∞.
У цьому твердженнi лiву частину вкладення трактуємо як пiдпростiр про-

стору Hα2(Rn).

Сформулюємо також одну версiю теореми вкладення Хермандера [92,

с. 59] (теорема 2.2.7), яка пов’язує розширену соболєвську шкалу (2.5) iз про-

сторами C l
b(Rn), де цiле l ≥ 0. За означенням, простiр C l

b(Rn) складається з

усiх функцiй w : Rn → C, якi мають неперервнi i обмеженi на Rn частиннi

похiднi до порядку l включно. У цьому просторi введена норма за формулою

‖w‖Clb(Rn) := max
|µ|≤l

sup
x∈Rn
|∂µw(x)|; (2.7)

тут µ — мультиiндекс вимiрностi n. Простiр C l
b(Rn) повний вiдносно цiєї нор-

ми.
Твердження 2.5. Нехай цiле число l ≥ 0 i функцiя α ∈ RO. Якщо

∞∫
1

t2l+n−1 α−2(t) dt <∞, (2.8)

то виконується неперервне вкладення Hα(Rn) ↪→ C l
b(Rn). Зворотно, якщо

для деякої вiдкритої пiдмножини V 6= ∅ простору Rn справджується вкла-

дення {
w ∈ Hα(Rn) : suppw ⊂ V

}
⊂ C l(Rn),

то виконується нерiвнiсть (2.8).
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Тут доречно зауважити, що умова (2.8) еквiвалентна умовi∫
Rn

(1 + |ξ|)2l

k2(ξ)
dξ <∞,

де k(ξ) ≡ α(〈ξ〉). Остання використана Л. Хермандером у теоремi вкладення

[92, с. 59]. Доведення цiєї еквiвалентностi є в [20, с. 1487].

Перейдемо тепер до розгляду уточненої соболєвської шкали, яка є ва-

жливим для застосувань [52, 163, 164] пiдкласом розширеної соболєвської

шкали. Уточнена соболєвська шкала складається з усiх просторiв Херман-

дера Hα(Rn) таких, що параметр α ∈ RO є правильно змiнною функцiєю

за Караматою на нескiнченностi. Цей параметр будемо подавати у виглядi

α(t) ≡ tσϕ(t), де число σ ∈ R є порядком змiнення функцiї α на нескiнченно-

стi, а функцiя ϕ є повiльно змiнною на нескiнченностi. Клас усiх цих функцiй

ϕ позначаємо черезM.

Отже, клас M складається, за означенням, з усiх вимiрних за Борелем

функцiй ϕ : [1,∞)→ (0,∞), якi обмеженi i вiдокремленi вiд нуля на кожному

компактi i повiльно змiнюються на нескiнченностi за Караматою.

З теореми про iнтегральне зображення повiльно змiнних функцiй (див.,

наприклад, [79, с. 10]) випливає такий опис класуM.
Твердження 2.6. Функцiя ϕ : [1,∞) → (0,∞) належить до класу M

тодi i тiльки тодi, коли

ϕ(t) = exp

(
β(t) +

t∫
1

γ(τ)

τ
dτ

)
при t ≥ 1

для деяких вимiрної за Борелем функцiї β : [1,∞)→ R i неперервної функцiї

γ : [1,∞)→ R таких, що β(t)→ l ∈ R при t→∞ i γ(τ)→ 0 при τ →∞.
Нехай σ ∈ R i ϕ ∈ M. Позначимо через Hσ,ϕ(Rn) гiльбертiв простiр

Хермандера Hα(Rn) з показником регулярностi α(t) ≡ tσϕ(t).

Слiдуючи В. А. Михайлецю i О. О. Мурачу [52, 164] (п. 1.3.3), клас гiль-

бертових функцiональних просторiв{
Hσ,ϕ(Rn) : σ ∈ R, ϕ ∈M

}
(2.9)
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називаємо уточненою соболєвською шкалою на множинi Rn.

Як уже зазначалося, цей клас є частиною розширеної соболєвської шкали.

Вiн мiстить у собi шкалу гiльбертових просторiв Соболєва {H(σ)(Rn) : σ ∈ R},

бо Hσ,ϕ(Rn) = H(σ)(Rn), якщо ϕ(t) ≡ 1.

Оскiльки для функцiї α(t) ≡ tσϕ(t) iндекси Матушевської σ0(α) =

σ1(α) = σ, то для уточненої соболєвської шкали властивiсть (2.6) можна

подати у виглядi

H(σ+ε)(Rn) ↪→ Hσ,ϕ(Rn) ↪→ H(σ−ε)(Rn) для довiльного ε > 0. (2.10)

Тут обидва вкладення неперервнi та щiльнi.

З них видно, що у класi функцiональних просторiв (2.9) числовий пара-

метр σ задає основну (степеневу) гладкiсть, а функцiональний параметр ϕ

визначає додаткову (узагальнену) гладкiсть, пiдпорядковану основнiй. У за-

лежностi вiд того, чи ϕ(t) → ∞ або ϕ(t) → 0 при t → ∞, параметр ϕ задає

додаткову додатну або вiд’ємну гладкiсть. Iншими словами, параметр ϕ уто-

чнює основну σ-гладкiсть. Тому для цього класу використано назву „уточнена

соболєвська шкала”.

Для нього правильна така версiя теореми вкладення Хермандера.
Твердження 2.7. Нехай цiле число l ≥ 0 i функцiя ϕ ∈M. Тодi умова

∞∫
1

dt

t ϕ2(t)
<∞ (2.11)

рiвносильна вкладенню

H l+n/2,ϕ(Rn) ↪→ C l
b(Rn).

Це вкладення неперервне.
Звiсно, це твердження є окремим випадком твердження 2.5. Тверджен-

ня 2.7 уточнює для граничного значення показника σ = l + n/2 класичну

теорему вкладення Соболєва, згiдно з якою

H(σ)(Rn) ⊂ C l(Rn) ⇐⇒ σ > l +
n

2
.
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2.3. Метод iнтерполяцiї з функцiональним параметром

Цей метод iнтерполяцiї вперше з’явився у статтi К. Фояша i Ж.-Л. Лiонса

[134, с. 278]. Вiн є природнiм узагальненням класичного iнтерполяцiйного ме-

тодуЖ.-Л. Лiонса [147] i C. Г. Крейна [27] на випадок, коли замiсть числового

параметра iнтерполяцiї береться досить загальна функцiя.

Наведемо означення iнтерполяцiї з функцiональним параметром у випад-

ку загальних гiльбертових просторiв та обговоримо деякi її властивостi. Для

наших цiлей достатньо обмежитися сепарабельними гiльбертовими простора-

ми. Будемо слiдувати [52, 164] (п. 1.1).

Упорядковану пару X := [X0, X1] комплексних гiльбертових просторiв

називаємо припустимою, якщо цi простори сепарабельнi i виконується непе-

рервне й щiльне вкладення X1 ↪→ X0.

Нехай задана припустима пара X := [X0, X1] комплексних гiльбертових

просторiв. Iснує самоспряжений додатно визначений оператор J у гiльберто-

вому просторi X0 з областю визначення X1 такий, що ‖Jw‖X0
= ‖w‖X1

для

довiльного w ∈ X1 (див. [33, c. 22] або [90, c. 251]). Оператор J визначається

за парою X однозначно i називається породжуючим оператором для X.

Позначимо через B множину всiх вимiрних за Борелем функцiй ψ :

(0,∞) → (0,∞), якi обмеженi на кожному вiдрiзку [a, b] i вiдокремленi вiд

нуля на кожнiй множинi [r,∞), де 0 < a < b <∞ i r > 0.

Нехай ψ ∈ B. За допомогою спектрального розкладу самоспряженого опе-

ратора J означений оператор ψ(J) у просторiX0 як борелiвська функцiя ψ вiд

J . Позначимо через [X0, X1]ψ або, коротше,Xψ область визначення оператора

ψ(J). У комплексному лiнiйному просторi Xψ введемо скалярний добуток

(w1, w2)Xψ
:= (ψ(J)w1, ψ(J)w2)X0

i вiдповiдну норму

‖w‖Xψ
= (w,w)

1/2
Xψ
.
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ПростiрXψ гiльбертiв i сепарабельний. Для нього виконується неперервне

i щiльне вкладення Xψ ↪→ X0.

Надалi центральну роль вiдiграватиме

Означення 2.4. Функцiя ψ ∈ B називається iнтерполяцiйним параме-

тром, якщо для будь-яких припустимих пар X = [X0, X1] i Y = [Y0, Y1] гiль-

бертових просторiв та для довiльного лiнiйного вiдображення T , заданого на

X0, виконується така властивiсть. Якщо для кожного iндексу j ∈ {0, 1} зву-

ження вiдображення T на простiр Xj є обмеженим оператором T : Xj → Yj,

то i звуження вiдображення T на простiр Xψ є обмеженим оператором

T : Xψ → Yψ.

Iншими словами, функцiональний параметр ψ є iнтерполяцiйним тодi i

тiльки тодi, коли вiдображення X 7→ Xψ є iнтерполяцiйним функтором, за-

даним на категорiї усiх припустимих парX гiльбертових просторiв (див. озна-

чення iнтерполяцiйного функтора в монографiях [10, с. 41] або [88, c. 18]).

Якщо функцiя ψ ∈ B є iнтерполяцiйним параметром, то говоримо, що про-

стiр Xψ отримується методом iнтерполяцiї з функцiональним параметром

ψ пари X. Тодi виконуються неперервнi та щiльнi вкладення X1 ↪→ Xψ ↪→ X0

(див. [52, 164], теорема 1.1).

Класичний результат Ж.-Л. Лiонса [147] i C. Г. Крейна [27] в теорiї iн-

терполяцiї гiльбертових просторiв полягає у тому, що степенева функцiя

ψ(t) ≡ tθ порядку θ ∈ (0, 1) є iнтерполяцiйним параметром (див також мо-

нографiї [33, с. 41] або [90, с. 253]). У цьому випадку показник θ служить

числовим параметром iнтерполяцiї, а простiр Xψ позначається через Xθ.

З теореми Ж. Петре [175, 176] про опис усiх iнтерполяцiйних функцiй до-

датного порядку (див. також монографiю [10, с. 153]) випливає важливий для

застосувань критерiй того, що функцiя ψ ∈ B є iнтерполяцiйним параметром.

Перед тим як сформулювати цей критерiй нагадаємо таке поняття. Фун-

кцiю ψ : (r,∞)→ (0,∞), де r ∈ R, називають псевдоугнутою в околi нескiн-

ченностi, якщо вона еквiвалентна там деякiй додатнiй угнутiй функцiї.
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Твердження 2.8. Функцiя ψ ∈ B є iнтерполяцiйним параметром тодi

i тiльки тодi, коли вона псевдоугнута в околi нескiнченностi.

Доведення цього твердження наведено, наприклад, у монографiях [52,

164] (п. 1.1.9).

Розглянемо двi властивостi розглянутого методу iнтерполяцiї, якi будуть

неодноразово використанi у дисертацiї.

У теорiї елiптичних диференцiальних рiвнянь важливу роль вiдiграє вла-

стивiсть, згiдно з якою при iнтерполяцiї пар просторiв успадковується не

лише обмеженiсть лiнiйних операторiв, що дiють у цих просторах, але i їх

нетеровiсть при деяких додаткових умовах. Нагадаємо вiдповiднi означення

i результат.

Означення 2.5. Лiнiйний обмежений оператор T : E1 → E2, де E1 i

E2 — банаховi простори, називається нетеровим, якщо його ядро kerT :=

{w ∈ E1 : Tw = 0} i коядро cokerT := E2/T (E1) обидва скiнченновимiрнi.

Iндексом нетерового оператора T називається число

indT := dim kerT − dim cokerT.

Нетерiв оператор, iндекс якого дорiвнює нулю, називається фредгольмовим.

Якщо оператор нетерiв, то його область значення замкнена (див., напри-

клад, [95, с. 246]). Зауважимо, що в англомовнiй лiтературi нетеровi операто-

ри прийнято називати фредгольмовими.

Наступна властивiсть нетерових операторiв виконується для довiльних

iнтерполяцiйних функторiв [135, с. 281], зокрема i для розглянутого функтора

X 7→ Xψ (див. [52, 164], п. 1.1.7).

Твердження 2.9. Нехай X = [X0, X1] i Y = [Y0, Y1] є припустимi пари

гiльбертових просторiв. Нехай, окрiм того, на X0 задане лiнiйне вiдображе-

ння T таке, що його звуження на простори Xj, де j = 0, 1, є обмеженими i

нетеровими операторами T : Xj → Yj, якi мають спiльне ядро i однаковий

iндекс. Тодi для довiльного iнтерполяцiйного параметра ψ ∈ B обмежений
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оператор T : Xψ → Yψ нетерiв з тим же ядром i iндексом, а його область

значень рiвна Yψ ∩ T (X0).
В дисертацiї доведеться iнтерполювати пари ортогональних сум гiльбер-

тових просторiв. Нагадаємо означення таких сум i властивiсть, що стосується

їх iнтерполяцiї.

Нехай задано p гiльбертових просторiв H1, . . . , Hp, де цiле p ≥ 2. Їх орто-

гональною сумою називається гiльбертiв простiр

H :=

p⊕
j=1

Hj := {u = (u1, . . . , up) : u1 ∈ H1, . . . , up ∈ Hp},

надiлений скалярним добутком

(u, v)H =

p∑
j=1

(uj, vj)Hj

та вiдповiдною нормою

‖u‖H =

( p∑
j=1

‖uj‖2
Hj

)1/2

.

Тут вектори u = (u1, . . . , up) i v = (v1, . . . , vp) належать до H. Якщо усi

гiльбертовi простори H1, . . . , Hp однаковi: H1 = . . . = Hp =: E, то їх пряму

суму позначаємо через Ep.
Твердження 2.10. Нехай задано p ≥ 2 припустимих пар гiльбертових

просторiв

X(j) :=
[
X

(j)
0 , X

(j)
1

]
, де j = 1, . . . , p. (2.12)

Тодi пара гiльбертових просторiв[ p⊕
j=1

X
(j)
0 ,

p⊕
j=1

X
(j)
1

]
є припустимою, i для будь-якого функцiонального параметра ψ ∈ B вико-

нується рiвнiсть просторiв[ p⊕
j=1

X
(j)
0 ,

p⊕
j=1

X
(j)
1

]
ψ

=

p⊕
j=1

[
X

(j)
0 , X

(j)
1

]
ψ

(2.13)

з рiвнiстю норм у них.
Доведення цього твердження наведено, наприклад, в [52, 164] (п. 1.1.5).
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2.4. Iнтерполяцiйнi властивостi шкал просторiв Хер-

мандера

Розширена та уточнена соболєвськi шкали мають важливу iнтерполяцiйну

властивiсть, яка вiдiграє ключову роль у дисертацiї. Кожний простiр Херман-

дера, що належить цим шкалам, можна отримати iнтерполяцiю з пiдходящим

функцiональним параметром пар гiльбертових просторiв Соболєва. А саме,

правильнi такi твердження.

Твердження 2.11. Нехай функцiя α ∈ RO i числа s0, s1 ∈ R такi, що

s0 < σ0(α) i σ1(α) < s1. Покладемо

ψ(t) :=

 t−s0/(s1−s0) α(t1/(s1−s0)) для t ≥ 1,

α(1) для t ∈ (0, 1).
(2.14)

Тодi функцiя ψ ∈ B є iнтерполяцiйним параметром, i виконується рiвнiсть

просторiв [
H(s0)(Rn), H(s1)(Rn)

]
ψ

= Hα(Rn) (2.15)

разом з рiвнiстю норм у них.

Твердження 2.12. Нехай задано функцiю ϕ ∈ M i додатнi числа ε, δ.

Покладемо

ψ(t) :=

 tε/(ε+δ) ϕ(t1/(ε+δ)) для t ≥ 1,

ϕ(1) для t ∈ (0, 1).
(2.16)

Тодi функцiя ψ ∈ B є iнтерполяцiйним параметром, i для довiльного σ ∈ R

виконується рiвнiсть просторiв

[
H(σ−ε)(Rn), H(σ+δ)(Rn)

]
ψ

= Hσ,ϕ(Rn) (2.17)

разом з рiвнiстю норм у них.

Цi твердження встановлено в монографiї [52] (теореми 2.19 i 1.14 вiдпо-

вiдно).
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Там же показано, що розширена соболєвська шкала замкнена вiдносно

розглянутого методу iнтерполяцiї i збiгається (з точнiстю до еквiвалентностi

норм) з класом усiх гiльбертових просторiв, iнтерполяцiйних для пар собо-

лєвських просторiв [H(s0)(Rn), H(s1)(Rn)], де s0, s1 ∈ R i s0 < s1. (Останнiй

факт випливає з теореми В. I. Овчинникова [172, с. 511] про опис усiх iнтер-

поляцiйних гiльбертових просторiв для заданої пари гiльбертових просторiв.)

У цьому зв’язку нагадаємо, що властивiсть гiльбертового просторуH бути iн-

терполяцiйним для припустимої пари X = [X0, X1] означає виконання таких

двох умов: а) наявнi неперервнi вкладення X1 ↪→ H ↪→ X0, б) якщо лiнiйний

обмежений оператор T : X0 → X0 такий, що його звуження на простiр X1 є

обмеженим оператором T : X1 → X1, то i звуження оператора T на простiр

H є обмеженим оператором T : H → H.
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Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi дисертацiї наведено потрiбнi надалi факти про просто-

ри Хермандера, якi утворюють розширену та уточнену соболєвськi шкали

на Rn. Розширена соболєвська шкала складається з гiльбертових просторiв

Хермандера, для яких показником регулярностi розподiлiв служить довiль-

ний функцiональний параметр, RO-змiнний на нескiнченностi за Авакумо-

вичем. Її пiдклас — уточнена соболєвська шкала — утворена гiльбертовими

просторами Хермандера, для яких основна регулярнiсть розподiлiв задається

числовим параметром σ, а додаткова регулярнiсть — функцiональним пара-

метром ϕ, повiльно змiнним за Караматою на нескiнченностi. Обидвi шкали

отримуються методом iнтерполяцiї з функцiональним параметром пар гiль-

бертових просторiв Соболєва. Розширена соболєвська шкала замкнена вiдно-

сно методу iнтерполяцiї з функцiональним параметром.

У цьому роздiлi також розглянуто метод iнтерполяцiї з функцiональним

параметром пар гiльбертових просторiв. Вiн вiдiграє ключову роль у дисер-

тацiї.
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РОЗДIЛ 3

ЕЛIПТИЧНА ЗА ЛАВРУКОМ КРАЙОВА ЗАДАЧА

В РОЗШИРЕНIЙ СОБОЛЄВСЬКIЙ ШКАЛI

У цьому роздiлi розглядаються елiптична за Лавруком крайова задача

в розширенiй соболєвськiй шкалi. Ми дослiдимо характер розв’язностi цiєї

задачi i властивостi їх розв’язкiв у просторах Хермандера, що складаються

з регулярних розподiлiв.

3.1. Елiптична за Лавруком крайова задача

Надалi у дисертацiї позначаємо через Ω довiльну обмежену область (вiд-

криту, зв’язну i непорожню множину) в Rn, де цiле n ≥ 2. Припускаємо, що

її межа Γ := ∂Ω є замкненим (тобто компактним i без краю) орiєнтовним i

нескiнченно гладким многовидом вимiрностi n− 1 (при цьому C∞-структура

на Γ породжена простором Rn). Зауважимо, що тодi Ω локально лежить по

один бiк вiд своєї межi. Як завжди, Ω := Ω ∪ Γ є замикання областi Ω. По-

значимо через ν(x) орт внутрiшньої нормалi до межi Γ у точцi x ∈ Γ, а через

ν нескiнченно гладке векторне поле цих ортiв, задане на Γ.

Виберемо довiльно цiлi числа q ≥ 1, κ ≥ 1, m1, . . . ,mq+κ ≤ 2q − 1 i

r1, . . . , rκ.

Розглянемо в областi Ω лiнiйну крайову задачу iз κ додатковими невiдо-

мими функцiями у крайових умовах:

Au = f в Ω, (3.1)

Bju+
κ∑
k=1

Cj,kvk = gj на Γ, j = 1, ..., q + κ. (3.2)

Тут

A := A(x,D) :=
∑
|µ|≤2q

aµ(x)Dµ
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є лiнiйний диференцiальний оператор на Ω парного порядку 2q, кожне

Bj := Bj(x,D) :=
∑
|µ|≤mj

bj,µ(x)Dµ

є крайовий лiнiйний диференцiальний оператор на Γ порядку mj, а кожне

Cj,k := Cj,k(x,Dτ) є (дотичний) лiнiйний диференцiальний оператор на Γ по-

рядку ordCj,k ≤ mj+rk. (Звiсно, якщоmj < 0, то Bj = 0, а якщоmj+rk < 0,

то Cj,k = 0.) Припускаємо, що усi коефiцiєнти цих диференцiальних операто-

рiв є нескiнченно гладкими комплекснозначними функцiями, заданими на Ω

i Γ вiдповiдно.

Тут i надалi використовуємо стандартнi позначення: µ := (µ1, . . . , µn) —

мультиiндекс, |µ| := µ1 + . . . + µn, Dµ := Dµ1

1 . . . Dµn
n , Dl := i∂/∂xl, де i —

уявна одиниця, а x = (x1, . . . , xn) — довiльна точка простору Rn. Окрiм того,

покладаємо Dν := i∂/∂ν та ξµ := ξµ1

1 . . . ξµnn для вектора ξ = (ξ1, . . . ξn) ∈ Cn.

У крайовiй задачi (3.1), (3.2) функцiя u на Ω, i κ функцiй v1, . . . , vκ на

Γ є шуканими. Нагадаємо, що у роботi всi функцiї та розподiли вважаємо

комплекснозначними.

Надалi припускаємо, що крайова задача (3.1), (3.2) є елiптичною в областi

Ω за Б. Лавруком [30] (п. 1). Слiдуючи [146] (п. 3.1.3), подамо означення

елiптичностi цiєї задачi у такiй еквiвалентнiй формi.

Позначимо через A(0)(x, ξ) i B(0)
j (x, ξ) головнi символи диференцiальних

операторiв A(x,D) i Bj(x,D) вiдповiдно. Нагадаємо, що для кожного фiксо-

ваного x ∈ Ω вираз

A(0)(x, ξ) :=
∑
|µ|=2q

aµ(x)ξµ

є однорiдним полiномом порядку 2q змiнної ξ ∈ Cn, i для кожного фiксова-

ного x ∈ Γ вираз

B
(0)
j (x, ξ) :=

∑
|µ|=mj

bj,µ(x)ξµ

є однорiдним полiномом порядку mj змiнної ξ ∈ Cn. (Якщо mj < 0, то

B
(0)
j (x, ξ) := 0.) Окрiм того, позначимо через C(0)

j,k (x, τ) головний символ до-
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тичного диференцiального оператора Cj,k(x,Dτ), якщо ordCj,k = mj + rk.

Для кожної точки x ∈ Γ вираз C(0)
j,k (x, τ) є однорiдним полiномом порядку

mj + rk змiнної τ , де τ— довiльний дотичний вектор до межi Γ у точцi x.

Якщо ordCj,k < mj + rk, то покладаємо C(0)
j,k (x, τ) := 0.

Означення 3.1. Крайова задача (3.1), (3.2) називається елiптичною в

областi Ω, якщо виконуються такi три умови:

(i) Диференцiальний оператор A(x,D) є елiптичним у кожнiй точцi x ∈ Ω,

тобто A(0)(x, ξ) 6= 0 для довiльного вектора ξ ∈ Rn \ {0}.

(ii) Диференцiальний оператор A(x,D) є правильно елiптичним у кожнiй

точцi x ∈ Γ, тобто для довiльного вектора τ 6= 0, дотичного до межi

Γ у точцi x, многочлен A(0)(x, τ + ζν(x)) комплексної змiнної ζ має q

коренiв з додатною уявною частиною i стiльки ж коренiв з вiд’ємною

уявною частиною (порахованих з урахуванням їх кратностi).

(iii) Система крайових умов (3.2) накриває рiвняння (3.1) у кожнiй точцi

x ∈ Γ. Це значить, що для кожного вектора τ 6= 0, дотичного до межi

Γ у точцi x, крайова задача

A(0)(x, τ + ν(x)Dt)θ(t) = 0 при t > 0, (3.3)

B
(0)
j (x, τ + ν(x)Dt)θ(t)

∣∣
t=0

+
κ∑
k=1

C
(0)
j,k (x, τ)λk = 0,

j = 1, ..., q + κ,

(3.4)

має лише тривiальний (нульовий) розв’язок. Ця задача розглядається

вiдносно невiдомої функцiї θ ∈ C∞([0,∞)), що задовольняє умову

θ(t) → 0 при t → ∞, i невiдомих комплексних чисел λ1, . . . , λκ. Тут

A(0)(x, τ +ν(x)Dt) i B
(0)
j (x, τ +ν(x)Dt) є диференцiальнi оператори вiд-

носно Dt := i∂/∂t, якi отримуємо, поклавши ζ := Dt у вiдповiдно мно-

гочленах A(0)(x, τ + ζν(x)) i B(0)
j (x, τ + ζν(x)) змiнної ζ.

Вiдмiтимо, що умова (ii) є наслiдком умови (i) у випадку, коли n ≥ 3.
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Пов’яжемо iз задачею (3.1), (3.2) лiнiйне вiдображення

Λ : (u, v1, ..., vκ) 7→

7→
(
Au, B1u+

κ∑
k=1

C1,kvk, ..., Bq+κu+
κ∑
k=1

Cq+κ,kvk

)
,

де u ∈ C∞(Ω), v1, . . . , vκ ∈ C∞(Γ).

(3.5)

У дисертацiї буде дослiджено властивостi продовження за неперервнiстю цьо-

го вiдображення у пiдходящих парах гiльбертових просторiв Хермандера.

Для опису областi значень цього продовження знадобиться така спецiаль-

на формула Грiна [29] (п. 4) (див. також [146] (теорема 3.1.2)):

(Au,w)Ω +

q+κ∑
j=1

(
Bju+

κ∑
k=1

Cj,kvk, hj

)
Γ

=

= (u,A+w)Ω +

2q∑
j=1

(
Dj−1
ν u,Kjw +

q+κ∑
k=1

Q+
k,jhk

)
Γ

+

+
κ∑
j=1

(
vj,

q+κ∑
k=1

C+
k,jhk

)
Γ

,

де функцiї u,w ∈ C∞(Ω) i v1, . . . , vκ, h1, . . . , hq+κ ∈ C∞(Γ) довiльнi, а (·, ·)Ω

i (·, ·)Γ є скалярнi добутки у гiльбертових просторах L2(Ω) i L2(Γ) функцiй

квадратично iнтегровних на Ω i Γ вiдповiдно. Тут

A+w := A+(x,D)w(x) :=
∑
|µ|≤2q

Dµ(aµ(x)w(x)),

тобто A+ є формально спряжений диференцiальний оператор до A вiдносно

скалярного добутку в L2(Ω). Окрiм того, C+
k,j i Q+

k,j є формально спряженi

(дотичнi) диференцiальнi оператори до вiдповiдно Ck,j i Qk,j вiдносно скаляр-

ного добутку в L2(Γ), причому дотичнi диференцiальнi оператори Qk,j узятi

iз зображення крайових операторiв Bj у виглядi

Bj(x,D) =

2q∑
k=1

Qj,k(x,Dτ)D
k−1
ν .



64

(Звiсно, якщо k > mj, то Qj,k = 0). Нарештi, Kj := Kj(x,D) є деякий лiнiй-

ний крайовий диференцiальний оператор на Γ порядку ordKj ≤ 2q− j, який

однозначно визначається цiєю формулою Грiна.

З огляду на формулу Грiна розглянемо в областi Ω таку крайову задачу

iз q + κ додатковими невiдомими функцiями у крайових умовах:

A+w = ω в Ω, (3.6)

Kjw +

q+κ∑
k=1

Q+
k,jhk = χj на Γ, j = 1, ..., 2q, (3.7)

q+κ∑
k=1

C+
k,jhk = χ2q+j на Γ, j = 1, ...,κ. (3.8)

Ця задача формально спряжена до задачi (3.1), (3.2) вiдносно наведеної фор-

мули Грiна. Вiдмiтимо [146] (теорема 3.1.2), що елiптичнiсть задачi (3.1), (3.2)

рiвносильна елiптичностi формально спряженої задачi (3.6), (3.7), (3.8).
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3.2. Приклади

Наведемо приклади елiптичних за Лавруком крайових задач.
Приклад 3.1. Простим прикладом елiптичної крайової задачi (3.1), (3.2),

де n = 2 i κ = 1, служить така задача:

∆u = f в Ω,

u+ v = g1 на Γ,

∂νu+ ∂τv = g2 на Γ.

Тут i далi ∆ — оператор Лапласа, ∂ν := ∂/∂ν є похiдна вздовж орта ν, а ∂τ :=

∂/∂τ є похiдна вздовж кривої Γ, яку обходимо так, щоб область Ω завжди

була лiворуч. Запишемо спецiальну формулу Грiна для цiєї крайової задачi

i вiдповiдну формально спряжену задачу. Використовуючи другу класичну

формулу Грiна для оператора Лапласа, напишемо таке:

(∆u,w)Ω + (u+ v, h1)Γ + (∂νu+ ∂τv, h2)Γ =

= (u,∆w)Ω − (∂νu,w)Γ + (u, ∂νw)Γ + (u+ v, h1)Γ + (∂νu+ ∂τv, h2)Γ =

= (u,∆w)Ω + (u, ∂νw + h1)Γ + (∂νu,−w + h2)Γ + (v, h1 − ∂τh2)Γ

для довiльних функцiй u,w ∈ C∞(Ω) i v, h1, h2 ∈ C∞(Γ). У результатi отри-

мали спецiальну формулу Грiна

(∆u,w)Ω + (u+ v, h1)Γ + (∂νu+ ∂τv, h2)Γ =

= (u,∆w)Ω + (u, ∂νw + h1)Γ + (Dνu,−iw + ih2)Γ + (v, h1 − ∂τh2)Γ.

Отже, для розглянутої крайової задачi формально спряжена задача вiдносно

цiєї формули набирає вигляду

∆w = ω в Ω,

∂νw + h1 = χ1 на Γ,

−iw + ih2 = χ2 на Γ,

h1 − ∂τh2 = χ3 на Γ.
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Остання задача мiстить на одну крайову умову бiльше, нiж вихiдна задача.

Вiдмiтимо, що отримана формально спряжена задача еквiвалентна елiпти-

чнiй крайовiй задачi

∆w = ω в Ω, (∂ν + ∂τ)w = χ на Γ,

яка не мiстить додаткових невiдомих функцiй у крайовiй умовi. Справдi,

якщо вектор (w, h1, h2) є розв’язком формально спряженої задачi, то без-

посередньо перевiряється, що функцiя w є розв’язком останньої задачi, де

χ := χ1 + i∂τχ2 − χ3. Зворотно, якщо функцiя w є розв’язком цiєї задачi,

то, наприклад, вектор (w, h1, h2), де h1 := h2 := 0, є розв’язком формально

спряженої задачi з правими частинами

χ1 := χ− (∂τw)� Γ, χ2 := −iw � Γ, χ3 := 0.

Приклад 3.2. Розглянемо таку елiптичну крайову задачу вигляду (3.1),

(3.2), де n = 2 i κ = 1:

∆u = 0 в Ω,

bu+ cv = g1 на Γ, (3.9)

∂νu+ ∂τv = 0 на Γ. (3.10)

Тут b, c i g1 є дiйснi неперервно диференцiйовнi функцiї на Γ, причому b2(x)+

c2(x) 6= 0 для кожної точки x ∈ Γ. Вiдомо [29, с. 259], що ця крайова задача

еквiвалентна такiй задачi Кошi-Рiмана: знайти комплексну функцiю u + iv,

яка голоморфна в областi Ω, неперервно диференцiйовна аж до межi Γ i

задовольняє крайову умову (3.9). Принагiдно зауважимо, що крайова умова

(3.10) випливає з умов Кошi-Рiмана для голоморфної функцiї u+ iv.

Приклад 3.3. Узагальнюючи попереднi два приклади, розглянемо таку

крайову задачу вигляду (3.1), (3.2), де n = 2 i κ = 1:

Au = f в Ω,
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b1u+ c1v = g1 на Γ,

b2 ∂νu+ c2 ∂τv = g2 на Γ.

Тут диференцiальний оператор A, що задовольняє умови (i), (ii) означен-

ня 3.1, має другий порядок, а коефiцiєнти b1, b2, c1 i c2 є заданi функцiї класу

C∞(Γ). Запишемо умову (iii) означення 3.1 для цiєї задачi. Виберемо довiльно

точку x ∈ Γ i вектор τ 6= 0, дотичний до Γ у точцi x. Загальний розв’язок ди-

ференцiального рiвняння (3.3), який задовольняє умову θ(t)→ 0 при t→∞,

записується у виглядi

θ(t) = p exp(−iζ−(x, τ)t), (3.11)

де p є довiльне комплексне число, а ζ−(x, τ) є ζ-корiнь многочлена A(0)(x, τ +

ζν(x)) такий, що Im ζ−(x, τ) < 0. Для розглянутої крайової задачi система

рiвнянь (3.4) набирає вигляду

b1(x)θ(0) + c1(x)λ1 = 0, (3.12)

b2(x)θ′(0)± ic2(x)|τ |λ1 = 0. (3.13)

Зробимо пояснення стосовно останнього рiвняння. Головним символом кра-

йового диференцiального оператора

B2(x,D) := b2(x)∂ν = −ib2(x)(ν1(x)D1 + ν2(x)D2)

є полiном

B
(0)
2 (x, ξ) := −ib2(x)(ν1(x)ξ1 + ν2(x)ξ2) ≡ −ib2(x)ν(x)ξ

вiд ξ = (ξ1, ξ2) ∈ C2; тут, звiсно, ν(x) = (ν1(x), ν2(x)). Тому

B
(0)
2 (x, τ + ζν(x)) = −ib2(x)ν(x)(τ + ζν(x)) = −ib2(x)ζ,

де ζ ∈ C. Отже,

B
(0)
2 (x, τ + ν(x)Dt)θ(t) = −ib2(x)Dtθ(t) = b2(x)θ′(t). (3.14)
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Окрiм того, головним символом дотичного диференцiального оператора

C2,1(x,Dτ) := c2(x)∂τ = −ic2(x)(τ ∗1 (x)D1 + τ ∗2 (x)D2)

є полiном

C
(0)
2,1(x, τ) := −ic2(x)(τ ∗1 (x)τ1 + τ ∗2 (x)τ2) ≡ ±ic2(x)|τ |. (3.15)

Тут τ ∗(x) = (τ ∗1 (x), τ ∗2 (x)) є одиничний дотичний вектор до кривої Γ у точцi

x, напрям якого вiдповiдає напряму обходу цiєї кривої, а τ = (τ1, τ2). Те-

пер на пiдставi (3.14) i (3.15) робимо висновок, що крайова умова (3.4) при

j = 2 набирає вигляду (3.13). Пiдставивши (3.11) в рiвняння (3.12) i (3.13),

запишемо

b1(x)p+ c1(x)λ1 = 0,

−ib2(x)ζ−(x, τ)p± ic2(x)|τ |λ1 = 0.

Це — система лiнiйних однорiдних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невiдомих

p, λ1 ∈ C. Умова (iii) означення 3.1 для розглянутої крайової задачi говорить,

що ця система повинна мати лише тривiальний розв’язок, тобто∣∣∣∣∣∣ b1(x) c1(x)

b2(x)ζ−(x, τ) ∓c2(x)|τ |

∣∣∣∣∣∣ 6= 0. (3.16)

Таким чином, розглянута крайова задача є елiптичною за Лавруком в областi

Ω тодi i лише тодi, коли умова (3.16) виконується для кожної точки x ∈ Γ

i довiльного вектора τ 6= 0, дотичного до Γ у точцi x. Зокрема, ця умова

виконується, якщо

b1(x)c2(x) ∈ R, b2(x)c1(x) ∈ R, |b1(x)c2(x)|+ |b2(x)c1(x)| 6= 0

для кожної точки x ∈ Γ. Крайовi задачi, розглянутi у прикладах 3.1 i 3.2

задовольняють цю умову i тому є елiптичними в Ω.
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Приклад 3.4. У випадку κ = 2 розглянемо таку крайову задачу вигляду

(3.1), (3.2):

Au = f в Ω,

u+ v1 = g1, ∂νu+ v2 = g2 на Γ,

∂2
νu+ ∆Γv1 = g3, ∂3

νu+ ∆Γv2 = g4 на Γ.

Тут диференцiальний оператор A, що задовольняє умови (i), (ii) означен-

ня 3.1, має четвертий порядок, а ∆Γ є оператор Бельтрамi-Лапласа на Γ

(див., наприклад, [106, с. 163]), при цьому на Γ введена рiманова метрика, iн-

дукована простором Rn. Припустимо, що для довiльної точки x ∈ Γ i вектора

τ 6= 0, дотичного до Γ у точцi x, многочлен A(0)(x, τ + ζν(x)) не має кратних

ζ-коренiв. Це припущення виконується, наприклад, якщо A = ∂4
ν + ∆2

Γ на Γ,

бо тодi A(0)(x, τ + ζν(x)) = ζ4 + γ2(x, τ). Тут γ(x, τ) є головний символ опе-

ратора ∆Γ; цей символ задовольняє умову γ(x, τ) < 0 при τ 6= 0. Покажемо,

що розглянута крайова задача є елiптичною за Лавруком в областi Ω. Для

цiєї задачi система рiвнянь (3.4) набирає вигляду

θ(0) + λ1 = 0, θ′(0) + λ2 = 0,

θ′′(0) + γ(x, τ)λ1 = 0, θ′′′(0) + γ(x, τ)λ2 = 0.
(3.17)

Тут θ(t) є загальний розв’язок диференцiального рiвняння (3.3), який задо-

вольняє умову θ(t) → 0 при t → ∞, а λ1, λ2 — довiльнi комплекснi числа.

Система (3.17) еквiвалентна такiй:

λ1 = −θ(0), λ2 = −θ′(0), (3.18)

θ′′(0)− γ(x, τ)θ(0) = 0, θ′′′(0)− γ(x, τ)θ′(0) = 0. (3.19)

Згiдно iз зробленим припущенням щодо оператора A загальний розв’язок θ(t)

запишемо у вигляду

θ(t) = p1 exp(−iζ1(x, τ)t) + p2 exp(−iζ2(x, τ)t), (3.20)
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де ζ1(x, τ) i ζ2(x, τ) є рiзнi ζ-коренi многочлена A(0)(x, τ + ζν(x)), якi мають

вiд’ємну уявну частину, а p1 i p2 є довiльнi комплекснi числа. З огляду на

(3.20) система (3.19) еквiвалентна такiй:

γ1(x, τ)p1 + γ2(x, τ)p2 = 0,

ζ1(x, τ)γ1(x, τ)p1 + ζ2(x, τ)γ2(x, τ)p2 = 0,

де позначено

γj(x, τ) := −ζ2
j (x, τ)− γ(x, τ) для кожного j ∈ {1, 2}.

Отримали систему лiнiйних однорiдних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невi-

домих p, λ1, λ2 ∈ C. Умова (iii) означення 3.1 для розглянутої крайової задачi

говорить з огляду на (3.18), що ця система повинна мати лише тривiальний

розв’язок, тобто

γ1(x, τ)γ2(x, τ)(ζ2(x, τ)− ζ1(x, τ)) 6= 0.

Оскiльки коренi ζ1(x, τ) i ζ2(x, τ) рiзнi, то остання умова еквiвалентна такiй

γ1(x, τ)γ2(x, τ) 6= 0. (3.21)

Отже, розглянута крайова задача є елiптичною в областi Ω тодi i лише тодi,

коли умова (3.21) виконується для кожної точки x ∈ Γ i довiльного вектора

τ 6= 0, дотичного до Γ у точцi x. Покажемо, що ця умова виконується для

вказаних x i τ . Для кожного j ∈ {1, 2} запишемо ζj(x, τ) = αj+iβj, де αj ∈ R

та βj < 0. Тодi

γj(x, τ) = −(αj + iβj)
2 − γ(x, τ) = β2

j − α2
j − γ(x, τ)− 2iαjβj;

тут, нагадаємо, γ(x, τ) < 0. Отже, якщо αj = 0, то γj(x, τ) > 0, а якщо αj 6= 0,

то γj(x, τ) /∈ R. Таким чином, умова (3.21) виконується i тому розглянута

крайова задача є елiптичною за Лавруком в областi Ω.
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Приклад 3.5. У гiдромеханiцi важливу роль вiдiграє така крайова зада-

ча з κ = 3 додатковими невiдомими функцiями у крайових умовах:

−k∆u = λu в Ω,

3∑
k=1

C1,k vk = λv1,

3∑
k=1

C2,k vk = λv2,

3∑
k=1

C3,k vk = λ(v3 + k1u),

−∂νu = v3


на Γ

(див., наприклад, [9, с. 1]). Ця крайова задача описує вiльнi коливання за-

мкненої тонкої пружної оболонки Γ, яка заповнена нев’язкою рiдиною. Тут u

є шуканий потенцiал перемiщення рiдини, а v1, v2 i v3 є компоненти шуканого

вектора перемiщення довiльної точки оболонки Γ. Окрiм того, k i k1 є заданi

додатнi числовi параметри, пов’язанi з фiзичними характеристиками оболон-

ки i рiдини, λ є спектральний параметр, а Cj,k, де j, k = 1, 2, 3, є (дотичнi)

диференцiальнi оператори теорiї оболонок. Так, система
3∑

k=1

Cj,k vk = λvj, j = 1, 2, 3,

описує вiльнi коливання оболонки у вакуумi. Ця система є елiптичною за

Дуглiсом-Нiренбергом на Γ, тобто

det
(
C

(0)
j,k (x, τ)j,k=1,2,3

)
6= 0 (3.22)

для кожної точки x ∈ Γ i довiльного вектора τ 6= 0, дотичного до Γ у точцi x.

Тут ordCj,k = sj + lk для усiх j, k ∈ {1, 2, 3}, де s1 = s2 = 1, s3 = 2 i

l1 = l2 = 1, l3 = 2. Розглянута крайова задача є елiптичною за Лавруком в

областi Ω, якщо узяти m1 = m2 = −1, m3 = 0, m4 = 1 та r1 = r2 = 3, r3 = 4.

Справдi, тодi для цiєї задачi система рiвнянь (3.4) набирає вигляду

3∑
k=1

C
(0)
1,k(x, τ)λk = 0,
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3∑
k=1

C
(0)
2,k(x, τ)λk = 0,

3∑
k=1

C
(0)
3,k(x, τ)λk = λ p k1,

iζ−(x, τ)p = 0.

Тут x i τ такi як i вище, а ζ−(x, τ) є ζ-корiнь многочлена A(0)(x, τ + ζν(x)),

де A = ∆, такий, що Im ζ−(x, τ) < 0. Ця система однорiдних лiнiйних алге-

браїчних рiвнянь вiдносно невiдомих комплексних чисел λ1, λ2, λ3 i p неви-

роджена на пiдставi (3.22), тобто умова (iii) означення 3.1 виконується.

Зауважимо, що спецiальна формула Грiна правильна i у випадку, коли

κ = 0. (Звiсно, тодi у нiй вiдсутнi суми, у яких пiдсумовування здiйснюється

за iндексом k або j, що пробiгає значення вiд 1 до κ.) Узявши довiльну елi-

птичну крайову задачу (без додаткових невiдомих функцiй) i перейшовши до

формально спряженої задачi вiдносно цiєї формули Грiна, отримаємо елiпти-

чну задачу з q додатковими невiдомими функцiями у крайових умовах, де

2q — порядок правильно елiптичного рiвняння, що фiгурує у вихiднiй кра-

йовiй задачi. Якщо ця задача нерегулярна, то додатковi невiдомi функцiї не

можна, взагалi кажучи, виключити з крайових умов формально спряженої

задачi. Наведемо такий приклад [146] (п. 3.1.5).

Приклад 3.6. Для рiвняння Пуассона у двовимiрнiй областi Ω розгляне-

мо елiптичну крайову задачу з косою похiдною:

∆u = f в Ω,

b ∂νu+ c ∂τv = g на Γ.

Тут коефiцiєнти b, c є дiйсними функцiями класу C∞(Γ) такими, що b2 +

c2 = 1. Для цiєї задачi формально спряженою вiдносно спецiальної формули
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Грiна (при κ = 0) є така крайова задача:

∆w = ω в Ω,

∂νw − ∂τ(ch) = χ1 на Γ,

w − bh = χ2 на Γ.

Ця задача мiстить додаткову невiдому функцiю h у крайових умовах i є елi-

птичною за Лавруком в областi Ω. У випадку, коли b(x0) = 0 для деякої

точки x0 ∈ Γ, функцiю h не можна виключити з крайових умов. У цьому

випадку вихiдна елiптична крайова задача не є регулярною
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3.3. Простори Хермандера, пов’язанi з задачею

Крайову задачу (3.1), (3.2) дослiджуємо у просторах Хермандера, якi

утворюють розширенi соболєвськi шкали на областi Ω та її межi Γ. Дамо

означення цих просторiв i наведемо їх властивостi, потрiбнi у подальшому.

Розширена соболєвська шкала на евклiдовiй областi Ω означається на

основi класу (2.5) у такий спосiб (див. [17, с. 20] або [165, с. 139]), стандартний

у теорiї функцiональних просторiв [88, с. 384].

Нехай α ∈ RO.

Означення 3.2. Комплексний лiнiйний простiр Hα(Ω) складається, за

означенням, зi звужень в область Ω всiх розподiлiв w ∈ Hα(Rn). Норма у

просторi Hα(Ω) означена за формулою

‖u‖Hα(Ω) := inf
{
‖w‖Hα(Rn) : w ∈ Hα(Rn), w = u в Ω

}
, (3.23)

де u ∈ Hα(Ω).

Простiр Hα(Ω) гiльбертiв i сепарабельний вiдносно цiєї норми, бо вiн є

факторпростiр гiльбертового сепарабельного простору Hα(Rn) за пiдпросто-

ром {
ω ∈ Hα(Rn) : suppω ⊂ Rn \ Ω

}
. (3.24)

Вiдмiтимо, що у просторiHα(Ω) норма (3.23) породжена скалярним добутком

(u1, u2)Hα(Ω) := (w1 − Πw1, w2 − Πw2)Hα(Rn). (3.25)

Тут uj ∈ Hα(Ω), wj ∈ Hα(Rn), uj = wj в Ω для кожного j ∈ {1, 2}, а Π

є ортопроектор простору Hα(Rn) на пiдпростiр (3.24). Зауважимо, що права

частина рiвностi (3.25) не залежить вiд зазначеного вибору розподiлiв w1 i w2.

Слiдуючи [165, с. 146], клас гiльбертових функцiональних просторiв

{Hα(Ω) : α ∈ RO} (3.26)

називаємо розширеною соболєвською шкалою на областi Ω.
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У важливому випадку, коли α(t) ≡ tσ для деякого σ ∈ R покладаємо

H(σ)(Ω) := Hα(Ω). Простiр H(σ)(Ω) є гiльбертiв простiр Соболєва порядку

σ ∈ R, заданий на областi Ω. При цьому ми приймаємо досить поширене озна-

чення просторiв Соболєва на евклiдовiй областi, однакове як для додатного,

так i для вiд’ємного порядку σ (див., наприклад, монографiю Г. Трiбеля [88,

с. 384]).

Вiдмiтимо, що Hα(Ω) є окремий iзотропний випадок гiльбертових фун-

кцiональних просторiв, якi ввели i дослiдили Л. Р. Волевич i Б. П. Панеях

[17] (§ 3).

У просторi Hα(Ω) є щiльною множина C∞(Ω), яка складається зi звужень

на замкнену область Ω усiх функцiй, заданих i нескiнченно диференцiйовних

на Rn. Цей факт є прямим наслiдком щiльностi множини C∞0 (Rn) у просторi

Hα(Rn). Окрiм того, виконується неперервне вкладенняHα(Ω) ↪→ D′(Ω). Тут

i далi, як звичайно, D′(Ω) — лiнiйний топологiчний простiр усiх розподiлiв в

областi Ω.

Сформулюємо потрiбнi нам властивостi розширеної соболєвської шкали

(3.26), якi стосуються вкладень функцiональних просторiв й, зокрема, пов’я-

зують цю шкалу з класичними просторами Соболєва i просторами неперервно

диференцiйовних функцiй.

Твердження 3.1. Нехай α1, α2 ∈ RO. Функцiя α1/α2 обмежена в око-

лi нескiнченностi тодi i тiльки тодi, коли Hα2(Ω) ↪→ Hα1(Ω). Це вкла-

дення неперервне i щiльне. Воно компактне тодi i тiльки тодi, коли

α1(t)/α2(t)→ 0 при t→∞

Цей факт є прямим наслiдком тверджень 2.3 i 2.4.

З нього i формули (2.2) негайно випливає такий аналог властивостi (2.6)

для просторiв на Ω:

(s0 < σ0(α), σ1(α) < s1) ⇒ H(s1)(Ω) ↪→ Hα(Ω) ↪→ H(s0)(Ω), (3.27)

де обидва вкладення компактнi та щiльнi.
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Твердження 3.2. Нехай цiле число l ≥ 0 i функцiя α ∈ RO. Тодi умова

(2.8) рiвносильна вкладенню Hα(Ω) ↪→ C l(Ω). Це вкладення неперервне.

Тут, як звичайно, банахiв простiр C l(Ω) складається зi звужень на Ω усiх

функцiй w ∈ C l(Rn). Норма у цьому просторi означається за формулою (2.7),

у якiй замiнено Rn на Ω. Твердження 3.2 є прямим наслiдком твердження 2.5.

Перейдемо до розширеної соболєвської шкали на межi Γ областi Ω.

Нехай, як i ранiше, α ∈ RO. Коротко кажучи, простiр Хермандера Hα(Γ)

складається з усiх розподiлiв на Γ, якi в локальних координатах належать до

Hα(Rn−1). Дамо детальне означення.

Виберемо довiльним чином скiнченний атлас iз C∞-структури на многови-

дi Γ. Нехай вiн утворений локальними картами πj : Rn−1 ↔ Γj, де j = 1, . . . , p.

Тут вiдкритi множини Γ1, . . . ,Γp складають покриття многовиду Γ. Окрiм

того, виберемо довiльним чином функцiї χj ∈ C∞(Γ), де j = 1, . . . , p, якi

утворюють розбиття одиницi на Γ, пiдпорядковане умовi suppχj ⊂ Γj.

Означення 3.3. Комплексний лiнiйний простiр Hα(Γ) складається, за

означенням, з усiх розподiлiв h ∈ D′(Γ) таких, що (χjh) ◦ πj ∈ Hα(Rn−1)

для кожного номера j ∈ {1, . . . , p}. Скалярний добуток у Hα(Γ) означений

за формулою

(h1, h2)Hα(Γ) :=

p∑
j=1

((χjh1) ◦ πj, (χj h2) ◦ πj)Hα(Rn−1),

де h1, h2 ∈ Hα(Γ).

Тут i далi, як звичайно, D′(Γ) є комплексний лiнiйний топологiчний про-

стiр усiх розподiлiв на многовидi Γ, антидуальний до лiнiйного топологiчного

простору D(Γ) = C∞(Γ) усiх нескiнченно диференцiйовних функцiй на Γ.

Окрiм того, вираз (χjh) ◦ πj позначає зображення розподiлу h у локальнiй

картi πj.

Скалярний добуток у просторi Hα(Γ) породжує норму

‖h‖Hα(Γ) := (h, h)
1/2
Hα(Γ).
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Простiр Hα(Γ) гiльбертiв i сепарабельний. Вiн з точнiстю до еквiвалентностi

норм не залежить вiд зазначеного вибору атласу i розбиття одиницi [52, с. 139]

(теорема 2.21). Тому означення 3.3 є коректним.

Множина C∞(Γ) щiльна у просторi Hα(Γ). Ця властивiсть є прямим на-

слiдком щiльностi множини C∞0 (Rn−1) у просторi Hα(Rn−1). Окрiм того, ви-

конується неперервне вкладення Hα(Γ) ↪→ D′(Γ).

Клас гiльбертових функцiональних просторiв

{Hα(Γ) : α ∈ RO} (3.28)

називаємо розширеною соболєвською шкалою на Γ. Вiн був введений i дослi-

джений В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем у статтi [51] i монографiях [52,

164] (п. 2.4.2).

Якщо функцiя α степенева: α(t) ≡ tσ для деякого σ ∈ R, то покладаємо

H(σ)(Γ) := Hα(Γ). Простiр H(σ)(Γ) є гiльбертiв простiр Соболєва порядку

σ ∈ R, заданий на замкненому многовидi Γ.

Для розширеної соболєвської шкали (3.28) правильнi такi аналоги твер-

джень 3.1 i 3.2.

Твердження 3.3. Твердження 3.1 залишається правильним, якщо у

ньому замiнити Ω на Γ.

Цей факт є прямим наслiдком тверджень 2.3 i 2.4. Як його застосування,

вiдмiтимо такий аналог властивостей (2.6) i (3.27):

(s0 < σ0(α), σ1(α) < s1) ⇒ H(s1)(Γ) ↪→ Hα(Γ) ↪→ H(s0)(Γ), (3.29)

де обидва вкладення компактнi та щiльнi.

Твердження 3.4. Нехай цiле число l ≥ 0 i функцiя α ∈ RO. Тодi умова

∞∫
1

t2l+n−2 α−2(t) dt <∞ (3.30)

рiвносильна вкладенню Hα(Γ) ↪→ C l(Γ). Це вкладення неперервне.
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Цей факт є прямим наслiдком твердження 2.5. Тут, як звичайно, C l(Γ)

позначає банахiв простiр усiх функцiй h : Γ → C таких, що (χjh) ◦ πj ∈

C l
b(Rn−1) для кожного номера j ∈ {1, . . . , p}. Цей простiр надiлений нормою

‖h‖Cl(Γ) :=

p∑
j=1

‖(χjh) ◦ πj‖Clb(Rn−1). (3.31)

Вiн з точнiстю до еквiвалентностi норм не залежить вiд зазначеного вибору

атласу i розбиття одиницi на Γ.

Уточненi соболєвськi шкали на Ω i Γ складаються вiдповiдно з просторiв

Хермандера Hσ,ϕ(Ω) := Hα(Ω) i Hσ,ϕ(Γ) := Hα(Γ) таких, що α(t) ≡ tσϕ(t) i

σ ∈ R, ϕ ∈M. Цi шкали введено i дослiджено В. А. Михайлецем i О. О. Му-

рачем [52, 164] (п. 2.1 i 3.2.1).

У дисертацiї знадобляться такi аналоги властивостi (2.10) i твердження

2.7 для цих шкал.

Для довiльних σ ∈ R, ϕ ∈ M i числа ε > 0 виконуються компактнi i

щiльнi вкладення

H(σ+ε)(Ω) ↪→ Hσ,ϕ(Ω) ↪→ H(σ−ε)(Ω), (3.32)

H(σ+ε)(Γ) ↪→ Hσ,ϕ(Γ) ↪→ H(σ−ε)(Γ). (3.33)

Цi властивостi є прямими наслiдками тверджень 3.1 i 3.3 вiдповiдно.

Твердження 3.5. Нехай цiле число l ≥ 0 i функцiя ϕ ∈ M. Тодi умова

(2.11) рiвносильна кожному iз вкладень

H l+n/2,ϕ(Ω) ↪→ C l(Ω) i H l+(n−1)/2,ϕ(Γ) ↪→ C l(Γ).

Цi вкладення неперервнi.

Ця властивiсть є прямим наслiдком тверджень 3.2 i 3.4. Вона уточнює

теореми вкладення Соболєва для областi Ω i многовиду Γ, згiдно з якими

H(σ)(Ω) ↪→ C l(Ω) ⇐⇒ σ > l +
n

2
,

H(σ)(Γ) ↪→ C l(Γ) ⇐⇒ σ > l +
n− 1

2
.
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Розглянутi у цьому пiдроздiлi шкали просторiв Хермандера мають iнтер-

поляцiйнi властивостi, аналогiчнi твердженням 2.11 i 2.12.

Твердження 3.6. Нехай функцiя α ∈ RO i числа s0, s1 ∈ R такi, що

s0 < σ0(α) i σ1(α) < s1. Означимо iнтерполяцiйний параметр ψ за форму-

лою (2.14). Тодi правильнi такi рiвностi просторiв разом з еквiвалентнiстю

норм у них:

[
H(s0)(Ω), H(s1)(Ω)

]
ψ

= Hα(Ω),[
H(s0)(Γ), H(s1)(Ω)

]
ψ

= Hα(Γ).

Твердження 3.7. Нехай задано функцiю ϕ ∈ M i додатнi числа ε, δ.

Означимо iнтерполяцiйний параметр ψ за формулою (2.16). Тодi для до-

вiльного числа σ ∈ R правильнi такi рiвностi просторiв разом з еквiвален-

тнiстю норм у них:

[
H(σ−ε)(Ω), H(σ+δ)(Ω)

]
ψ

= Hσ,ϕ(Ω),[
H(σ−ε)(Γ), H(σ+δ)(Γ)

]
ψ

= Hσ,ϕ(Γ).

Цi твердження доведено в монографiї [52] (теореми 2.2, 2.22 i 3.2) та у

статтi [165] (теорема 5.1).

Вiдмiтимо також, що розширена соболєвська шкала на G ∈ {Ω,Γ}, як i

на Rn, замкнена вiдносно розглянутого у п. 2.3 методу iнтерполяцiї з фун-

кцiональним параметром i збiгається (з точнiстю до еквiвалентностi норм) з

класом усiх гiльбертових просторiв, iнтерполяцiйних для пар соболєвських

просторiв [H(s0)(G), H(s1)(G)], де s0, s1 ∈ R i s0 < s1. Це встановлено в [165]

(теореми 2.7, 5.2) для G = Ω i в [52] (теореми 2.22, 2.24) для G = Γ.

З огляду на застосування розширеної соболєвської шкали до крайових

задач вигляду (3.1), (3.2) розглянемо питання про обмеженiсть лiнiйних ди-

ференцiальних операторiв у пiдходящих парах просторiв Хермандера, при-

належних цiй шкалi.
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Попередньо домовимося про таке. У дисертацiї часто доведеться мати

справу з просторами Хермандера Hα(t)tσ(G), де α ∈ RO, σ ∈ R i G ∈ {Ω,Γ}.

Для цих просторiв показником регулярностi служить функцiональний па-

раметр α(t)tσ аргументу t ≥ 1. Для того, щоб не писати щоразу аргу-

мент t у верхньому iндексi, який є показником регулярностi, будемо ви-

користовувати функцiональний параметр %(t) := t аргументу t ≥ 1. Тодi

Hα(t)tσ(G) = Hα%σ(G). Звiсно, функцiя α%σ ∈ RO, а її iндекси Матушевської

σj(α%
σ) = σj(α) + σ для кожного j ∈ {0, 1}. Зокрема, якщо ϕ ∈ M, то

Hϕ%σ(G) є простiр Hσ,ϕ(G), що належить уточненiй соболєвськiй шкалi.

Твердження 3.8. (i) Нехай L є лiнiйний диференцiальний оператор по-

рядку l ≥ 0 на Ω з коефiцiєнтами класу C∞(Ω). Тодi вiдображення u 7→ Lu,

де u ∈ C∞(Ω), продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до обме-

женого лiнiйного оператора

L : Hα(Ω)→ Hα%−l(Ω) (3.34)

для кожного α ∈ RO.

(ii) Нехай K є крайовий лiнiйний диференцiальний оператор порядку

k ≥ 0 на Γ з коефiцiєнтами класу C∞(Γ). Тодi вiдображення u 7→ Ku,

де u ∈ C∞(Ω), продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до обме-

женого лiнiйного оператора

K : Hα(Ω)→ Hα%−k−1/2

(Γ) (3.35)

для кожного α ∈ RO такого, що σ0(α) > k + 1/2.

(iii) Нехай S є (дотичний) лiнiйний диференцiальний оператор порядку

s ≥ 0 на Γ з коефiцiєнтами класу C∞(Γ). Тодi вiдображення u 7→ Su, де

u ∈ C∞(Γ), продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до обмеже-

ного лiнiйного оператора

S : Hα(Γ)→ Hα%−s(Γ) (3.36)

для кожного α ∈ RO.



81

У соболєвському випадку, коли α(t) ≡ tσ, це твердження добре вiдоме.

У загальнiй ситуацiї воно легко виводиться з цього випадку за допомогою

iнтерполяцiї з функцiональним параметром на пiдставi твердження 3.6 (див.

[8] (п. 3.2) стосовно пп. (i), (ii) та [22] (лема 4.1) щодо п. (iii)).

Стосовно твердження 3.8 зауважимо також, що оператор (3.34) є зву-

женням неперервного лiнiйного оператора L : D′(Ω) → D′(Ω) на простiр

Hα(Ω), а оператор (3.36) є звуженням неперервного лiнiйного оператора

S : D′(Γ)→ D′(Γ) на простiр Hα(Γ).

Наприкiнцi цього пiдроздiлу вiдмiтимо, що мiж розширеними соболєв-

ськими шкалами на Ω i Γ iснує такий зв’язок: кожний простiр Hα(Γ), де

α ∈ RO i σ0(α) > 0, складається iз слiдiв на Γ усiх розподiлiв u ∈ Hα%1/2

(Ω)

[8, с. 77]. А саме, вiдображення RΓ : u 7→ u�Γ, де u ∈ C∞(Ω), продовжується

за неперервнiстю до обмеженого лiнiйного i сюр’єктивного оператора слiду

RΓ : Hα%1/2

(Ω)→ Hα(Γ). (3.37)

(Вiн є окремим випадком оператора (3.35).) Бiльше того, виконується еквiва-

лентнiсть норм

‖h‖Hα(Γ) � inf
{
‖u‖

Hα%1/2(Ω)
: u ∈ Hα%1/2

(Ω), RΓu = h
}
,

де h ∈ Hα(Γ).
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3.4. Нетеровiсть задачi у просторах Хермандера

Пов’яжемо iз крайовою задачею (3.1), (3.2) такi гiльбертовi простори:

Dη(Ω,Γ) := Hη(Ω)⊕
κ⊕
k=1

Hη%rk−1/2

(Γ),

Eη%−2q

(Ω,Γ) := Hη%−2q

(Ω)⊕
q+κ⊕
j=1

Hη%−mj−1/2

(Γ),

де η ∈ RO. У соболєвському випадку, коли η(t) ≡ ts для деякого s ∈ R, цi

простори позначаємо через D(s)(Ω,Γ) i E (s−2q)(Ω,Γ) вiдповiдно.

Згiдно з твердженням 3.8 вiдображення (3.5) продовжується єдиним чи-

ном (за неперервнiстю) до обмеженого лiнiйного оператора

Λ : Dη(Ω,Γ)→ Eη%−2q

(Ω,Γ) (3.38)

для кожного η ∈ RO такого, що σ0(η) > 2q−1/2. Зауважимо тут, що, оскiльки

кожне mj ≤ 2q − 1, то σ0(η) > mj + 1/2 i можна застосувати п. (ii) цього

твердження.

Окрiм того, iз дослiджуваною задачею i формально спряженою до неї

задачею пов’яжемо лiнiйнi простори N i N+ нескiнченно гладких розв’язкiв

цих задач у випадку нульових правих частин. А саме, N складається з усiх

розв’язкiв

(u, v1, ..., vκ) ∈ C∞(Ω)× (C∞(Γ))κ

крайової задачi (3.1), (3.2) у випадку, коли f = 0 на Ω i gj = 0 на Γ для

кожного j ∈ {1, . . . , q + κ}. Аналогiчно, N+ складається з усiх розв’язкiв

(w, h1, ..., hq+κ) ∈ C∞(Ω)× (C∞(Γ))q+κ

формально спряженої крайової задачi (3.6), (3.7), (3.8) у випадку, коли ω = 0

на Ω i χj = 0 на Γ для кожного j ∈ {1, . . . , 2q + κ}. Оскiльки цi задачi

елiптичнi в областi Ω, простори N i N+ скiнченновимiрнi [146] (лема 3.4.2).
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Надалi у дисертацiї позначаємо через (·, ·)Ω i (·, ·)Γ скалярнi добутки в

гiльбертових просторах L2(Ω) i L2(Γ), а також продовження за неперервнiстю

цих скалярних добуткiв.

Теорема 3.1. Для довiльного функцiонального параметра η ∈ RO тако-

го, що σ0(η) > 2q−1/2, обмежений оператор (3.38) є нетеровим. Його ядро

збiгається з N , а область значень складається з усiх векторiв

(f, g) := (f, g1, . . . , gq+κ) ∈ Eη%−2q

(Ω,Γ) (3.39)

таких, що

(f, w)Ω +

q+κ∑
j=1

(gj, hj)Γ = 0 для всiх (w, h1, ..., hq+κ) ∈ N+. (3.40)

Iндекс оператора (3.38) дорiвнює dimN − dimN+ i не залежить вiд η.

Доведення. У випадку просторiв Соболєва, тобто коли η(t) ≡ ts i

s > 2q − 1/2, ця теорема доведена в монографiї [146] (теорема 3.4.1) для цiлих

s i в статтях [72, 179] та у книзi [181] (теорема 2.4.1) для дiйсних s i загаль-

них елiптичних систем. (Твердження теореми 3.1 про нетеровiсть оператора

(3.38) доведено у роботах [117] i [107] (теорема 23.1), присвячених елiптичним

крайовим задачам для псевдодиференцiальних операторiв.)

Виведемо теорему 3.1 iз соболєвського випадку за допомогою iнтерполяцiї

з функцiональним параметром.

Нехай параметр η ∈ RO задовольняє умову σ0(η) > 2q − 1/2. Виберемо

дiйснi числа l0 i l1 такi, що 2q − 1/2 < l0 < σ0(η) i σ1(η) < l1. Вiдображення

(3.5) продовжується за неперервнiстю до обмежених i нетерових операторiв

Λ : D(li)(Ω,Γ)→ E (li−2q)(Ω,Γ) для кожного i ∈ {0, 1}, (3.41)

якi дiють у парах просторiв Соболєва. Оператори (3.41) мають спiльне ядро

N та однаковий iндекс, рiвний dimN − dimN+. Окрiм того,

Λ
(
D(li)(Ω,Γ)

)
=
{

(f, g) ∈ E (li−2q)(Ω,Γ) : правильно (3.40)
}
. (3.42)
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Означимо iнтерполяцiйний параметр ψ за формулою (2.14), у якiй беремо

α := η та s0 := l0 i s1 := l1. На пiдставi твердження 2.9 з нетеровостi обох

операторiв (3.41) випливає нетеровiсть обмеженого оператора

Λ :
[
D(l0)(Ω,Γ),D(l1)(Ω,Γ)

]
ψ
→
[
E (l0−2q)(Ω,Γ), E (l1−2q)(Ω,Γ)

]
ψ
. (3.43)

Вiн є звуженням оператора (3.41) з i = 0. Покажемо, що (3.43) є оператор

(3.38) iз формулювання теореми 3.1. Для цього опишемо iнтерполяцiйнi про-

стори, у яких дiє оператор (3.43).

Згiдно з твердженням 2.10 маємо:[
D(l0)(Ω,Γ),D(l1)(Ω,Γ)

]
ψ

=

=
[
H(l0)(Ω), H(l1)(Ω)

]
ψ
⊕

κ⊕
k=1

[H(l0+rk−1/2)(Γ), H(l1+rk−1/2)(Γ)
]
ψ

(3.44)

та [
E (l0−2q)(Ω,Γ), E (l1−2q)(Ω,Γ)

]
ψ

=

=
[
H(l0−2q)(Ω), H(l1−2q)(Ω)

]
ψ
⊕

q+κ⊕
j=1

[H(l0−mj−1/2)(Γ), H(l1−mj−1/2)(Γ)
]
ψ
.

(3.45)

Тут на пiдставi твердження 3.6 виконуються такi рiвностi просторiв разом

еквiвалентнiстю норм у них:[
H(l0)(Ω), H(l1)(Ω)

]
ψ

= Hη(Ω), (3.46)[
H(l0+rk−1/2)(Γ), H(l1+rk−1/2)(Γ)

]
ψ

= Hη%rk−1/2

(Γ) (3.47)

та [
H(l0−2q)(Ω), H(l1−2q)(Ω)

]
ψ

= Hη%−2q

(Ω), (3.48)[
H(l0−mj−1/2)(Γ), H(l1−mj−1/2)(Γ)

]
ψ

= Hη%−mj−1/2

(Γ). (3.49)

Щодо останнiх трьох формул зауважимо таке. Рiвнiсть (3.47) отримали, по-

клавши

α := η%rk−1/2, s0 := l0 + rk − 1/2, s1 := l1 + rk − 1/2
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у твердженнi 3.6. Аналогiчно, рiвностi (3.48) та (3.49) отримали, поклавши у

цьому твердженнi

α := η%−2q, s0 := l0 − 2q, s1 := l1 − 2q

та

α := η%−mj−1/2, s0 := l0 −mj − 1/2, s1 := l1 −mj − 1/2

вiдповiдно. При цьому в усiх випадках функцiя ψ задовольняє (2.14).

На пiдставi формул (3.44), (3.46) i (3.47) маємо рiвнiсть[
D(l0)(Ω,Γ),D(l1)(Ω,Γ)

]
ψ

= Dη(Ω,Γ). (3.50)

Окрiм того, на пiдставi формул (3.45), (3.48) i (3.49) маємо ще одну рiвнiсть[
E (l0−2q)(Ω,Γ), E (l1−2q)(Ω,Γ)

]
ψ

= Eη%−2q

(Ω,Γ). (3.51)

Цi рiвностi просторiв виконуються разом з еквiвалентнiстю норм.

З останнiх двох рiвностей негайно випливає, що обмежений i нетерiв опе-

ратор (3.43) дiє у парi просторiв (3.38). Оскiльки, до того ж, цей оператор

є продовженням за неперервнiстю вiдображення (3.5), то вiн є оператором

(3.38). Згiдно з твердженням 2.9 ядро цього оператора та його iндекс збiгаю-

ться з спiльним ядром N та однаковим iндексом dimN − dimN+ операторiв

(3.41). Окрiм того, на пiдставi цього ж твердження i формули (3.42) робимо

висновок, що область значень оператора (3.38) дорiвнює

Eη%−2q

(Ω,Γ) ∩ Λ
(
D(l0)(Ω,Γ)) =

=
{

(f, g) ∈ Eη%−2q

(Ω,Γ) : виконується (3.40)
}
.

Тут також скористалися вкладенням

Eη%−2q

(Ω,Γ) ↪→ E (l0)(Ω,Γ),

що є наслiдком властивостей (3.27) i (3.29). Таким чином, обгрунтовано усi

властивостi оператора (3.38), вказанi у теоремi 3.1.
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Теорема 3.1 доведена.

У випадку соболєвських просторiв, тобто коли η(t) ≡ ts i s > 2q− 1/2, ця

теорема i наступнi теореми 3.2 — 3.5 мiститься у результатах Буте де Мон-

веля [117], Г. I. Ескiна [107] (§ 23, п. 4), В. О. Козлова, В. Г. Маз’ї i Й. Рос-

сманна [146] (пп. 3.2 i 3.4), I. Я. Ройтберг [72, 179] (див. також монографiю

Я. А. Ройтберга [181] (п. 2.4)), А. Н. Кожевнiкова [145] та iнших.
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3.5. Iзоморфiзми, породженi задачею

В окремому випадку, коли N = {0} i N+ = {0}, оператор (3.38) встанов-

лює iзоморфiзм мiж просторами Dη(Ω,Γ) i Eη%−2q

(Ω,Γ). У загальнiй ситуацiї

цей оператор задає iзоморфiзм мiж деякими їх (замкненими) пiдпросторами,

якi мають скiнченну ковимiрнiсть. У цьому зв’язку корисно розглянути такi

розклади цих просторiв у прямi суми (замкнених) пiдпросторiв:

Dη(Ω,Γ) = N u
{

(u, v1, ..., vκ) ∈ Dη(Ω,Γ) :

(u, θ)Ω +
κ∑
k=1

(vk, θk)Γ = 0 для всiх (θ, θ1, ..., θκ) ∈ N
} (3.52)

та

Eη%−2q

(Ω,Γ) = N+ u
{(
f, g) ∈ Eη%−2q

(Ω,Γ) : виконується (3.40)
}
. (3.53)

Тут, як i у теоремi 3.1, параметр η ∈ RO такий, що σ0(η) > 2q − 1/2. Цi

розклади iснують, оскiльки у їх правих частинах пiдпростори мають пере-

тин {0} i скiнченна вимiрнiсть першого пiдпростору дорiвнює ковимiрностi

другого.

Позначимо через P i P+ вiдповiдно проектори просторiв Dη(Ω,Γ) i

Eη%−2q

(Ω,Γ) на другий доданок в сумах (3.52) i (3.53) паралельно першому

доданку. Вiдображення P i P+ не залежать вiд η.

Теорема 3.2. Для будь-якого η ∈ RO такого, що σ0(η) > 2q − 1/2 зву-

ження вiдображення (3.38) на пiдпростiр P (Dη(Ω,Γ)) є iзоморфiзмом

Λ : P
(
Dη(Ω,Γ)

)
↔ P+(Eη%−2q

(Ω,Γ)). (3.54)

Доведення. За теоремою 1 звуження оператора (3.38) на пiдпростiр

P (Dη(Ω,Γ)) є неперервним i взаємно однозначним лiнiйним вiдображенням

цього пiдпростору на пiдпростiр P+(Eη%−2q

(Ω,Γ)). Тому згiдно з теоремою

Банаха про обернений оператор це вiдображення є iзоморфiзмом (3.54).

Теорема 3.2 доведена.
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3.6. Апрiорна оцiнка розв’язкiв задачi

Спочатку дамо означення узагальненого розв’язку крайової задачi (3.1),

(3.2). Покладемо

D2q−1/2+(Ω,Γ) :=
⋃

α∈RO:
σ0(α)>2q−1/2

Dα(Ω,Γ) =
⋃

s>2q−1/2

D(s)(Ω,Γ).

Зауважимо, що остання рiвнiсть виконується з огляду на вкладення (3.27) i

(3.29).
Означення 3.4. Вектор

(u, v) := (u, v1, ..., vκ) ∈ D2q−1/2+(Ω,Γ)

називаємо (сильним) узагальненим розв’язком крайової задачi (3.1), (3.2) з

правою частиною

(f, g) := (f, g1, ..., gq+κ) ∈ D′(Ω)× (D′(Γ))q+κ,

якщо Λ(u, v) = (f, g), де Λ є оператор (3.38) для деякого параметра η ∈ RO

iз σ0(η) > 2q − 1/2.
Оскiльки ця задача елiптична, то її узагальнений розв’язок задовольняє

таку апрiорну оцiнку.
Теорема 3.3. Нехай задано функцiю η ∈ RO, яка задовольняє умову

σ0(η) > 2q − 1/2, i дiйсне число σ > 0. Тодi iснує число c > 0 таке, що

‖(u, v)‖Dη(Ω,Γ) ≤ c
(
‖Λ(u, v)‖Eη%−2q

(Ω,Γ) + ‖(u, v)‖Dη%−σ (Ω,Γ)

)
(3.55)

для довiльного вектора (u, v) ∈ Dη(Ω,Γ). Тут c = c(η, σ) не залежить

вiд (u, v).
Доведення. Для довiльного вектора (u, v) ∈ Dη(Ω,Γ) маємо на пiдставi

теореми 3.2 такий ланцюжок нерiвностей:

‖(u, v)‖Dη(Ω,Γ) ≤ ‖P (u, v)‖Dη(Ω,Γ) + ‖(u, v)− P (u, v)‖Dη(Ω,Γ) ≤

≤ c1‖ΛP (u, v)‖Eη%−2q
(Ω,Γ) + c2‖(u, v)− P (u, v)‖Dη%−σ (Ω,Γ) ≤

≤ c1‖ΛP (u, v)‖Eη%−2q
(Ω,Γ) + c2‖(u, v)‖Dη%−σ (Ω,Γ) + c2‖P (u, v)‖Dη%−σ (Ω,Γ).



89

Тут c1 є норма оператора, оберненого до iзоморфiзму (3.54), а c2 є деяке

додатне число, не залежне вiд (u, v). Це число iснує, оскiльки вектор (u, v)−

P (u, v) належить до скiнченновимiрного простору N , а в ньому еквiвалентнi

всi норми, зокрема, норми у просторах Dη(Ω,Γ) i Dη%−σ(Ω,Γ). Окрiм того,

‖P (u, v)‖Dη%−σ (Ω,Γ) ≤ ‖P (u, v)‖Dη(Ω,Γ) ≤ c1‖ΛP (u, v)‖Eη%−2q
(Ω,Γ).

Тому, з огляду на ΛP (u, v) = Λ(u, v) отримуємо нерiвнiсть

‖(u, v)‖Dη(Ω,Γ) ≤ c1(1 + c2)‖Λ(u, v)‖Eη%−2q
(Ω,Γ) + c2‖(u, v)‖Dη%−σ (Ω,Γ),

тобто потрiбну оцiнку (3.55), де число c := max{c1(1 + c2), c2} не залежить

вiд (u, v).

Теорема 3.3 доведена.

Якщо N = {0}, то другий доданок у правiй частинi нерiвностi (3.55)

можна прибрати. Це негайно випливає з iзоморфiзму (3.54).
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3.7. Регулярнiсть розв’язкiв задачi

Дослiдимо глобальну i локальну регулярнiсть узагальнених розв’язкiв

крайової задачi (3.1), (3.2) у просторах Хермандера. Почнемо з глобальної

регулярностi в областi Ω аж до її межi Γ.

Теорема 3.4. Нехай вектор (u, v) ∈ D2q−1/2+(Ω,Γ) є узагальненим

розв’язком елiптичної крайової задачi (3.1), (3.2), права частина якої за-

довольняє умову (f, g) ∈ Eη%−2q

(Ω,Γ) для деякого параметра η ∈ RO iз

σ0(α) > 2q − 1/2. Тодi (u, v) ∈ Dη(Ω,Γ).

Доведення. За умовою, (u, v) ∈ D2q−1/2+(Ω,Γ). Тому (u, v) ∈ D(s)(Ω,Γ)

для деякого числа s такого, що 2q − 1/2 < s < σ0(η). Вiдмiтимо, що

Dη(Ω,Γ) ↪→ D(s)(Ω,Γ) з огляду на властивостi (3.27) i (3.29). За умовою i

теоремою 3.1 маємо:

(f, g) = Λ(u, v) ∈ Eη%−2q

(Ω,Γ) ∩ Λ
(
D(s)(Ω,Γ)

)
= Λ

(
Dη(Ω,Γ)

)
.

Отже, поряд з умовою Λ(u, v) = (f, g) виконується рiвнiсть Λ(u′, v′) = (f, g)

для деякого вектора (u′, v′) ∈ Dη(Ω,Γ). Тодi

(u◦, v◦) := (u, v)− (u′, v′) ∈ D(s)(Ω,Γ) i Λ(u◦, v◦) = 0,

що за теоремою 3.1 (розглянутою у соболєвському випадку) тягне за собою

включення

(u◦, v◦) ∈ N ⊂ C∞(Ω)×
(
C∞(Γ)

)κ
.

Звiдси

(u, v) = (u′, v′) + (u◦, v◦) ∈ Dη(Ω,Γ).

Теорема 3.4 доведена.

Перейдемо до локальної регулярностi розв’язкiв крайової задачi (3.1),

(3.2). Нехай V є довiльна вiдкрита множина в Rn така, що Ω0 := Ω ∩ V 6= ∅.

Покладемо Γ0 := Γ ∩ V (можливий випадок, коли Γ0 = ∅). Позначимо через
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Hα
loc(Ω0,Γ0), де α ∈ RO, лiнiйний простiр усiх розподiлiв u ∈ D′(Ω) таких,

що χu ∈ Hα(Ω) для довiльної функцiї χ ∈ C∞(Ω) iз suppχ ⊂ Ω0 ∪ Γ0. Ана-

логiчно, позначимо через Hα
loc(Γ0) лiнiйний простiр усiх розподiлiв h ∈ D′(Γ)

таких, що χh ∈ Hα(Γ) для довiльної функцiї χ ∈ C∞(Γ) iз suppχ ⊂ Γ0.

Покладемо

Dηloc(Ω0,Γ0) := Hη
loc(Ω0,Γ0)×

κ∏
k=1

Hη%rk−1/2

loc (Γ0),

Eη%
−2q

loc (Ω0,Γ0) := Hη%−2q

loc (Ω0,Γ0)×
q+κ∏
j=1

Hη%−mj−1/2

loc (Γ0),

де η ∈ RO.

Теорема 3.5. Нехай вектор (u, v) ∈ D2q−1/2+(Ω,Γ) є узагальненим

розв’язком елiптичної крайової задачi (3.1), (3.2), права частина якої за-

довольняє умову (f, g) ∈ Eη%
−2q

loc (Ω0,Γ0) для деякого параметра η ∈ RO iз

σ0(α) > 2q − 1/2. Тодi (u, v) ∈ Dηloc(Ω0,Γ0).

Доведення. За умовою, (u, v) ∈ D(s)(Ω,Γ) для деякого числа s такого,

що 2q − 1/2 < s < σ0(α). Позначимо

Υ :=
{
χ ∈ C∞(Ω) : suppχ ⊂ Ω0 ∪ Γ0

}
.

Попередньо доведемо, що за умови теореми 3.5 є правильною для кожного

i ∈ N така iмплiкацiя:(
χ(u, v) ∈ Dη(Ω,Γ) +D(s+i−1)(Ω,Γ) для всiх χ ∈ Υ

)
⇒

⇒
(
χ(u, v) ∈ Dη(Ω,Γ) +D(s+i)(Ω) для всiх χ ∈ Υ

)
.

(3.56)

Тут i далi у доведеннi використовуємо алгебраїчнi суми просторiв. Звiсно,

добуток функцiї χ ∈ Υ на вектор вигляду (u, v) розумiємо по-компонентно,

до того ж χh := (χ�Γ)h для h ∈ D′(Γ).

Виберемо довiльне i ∈ N i припустимо, що посилка iмплiкацiї (3.56) iстин-

на. Розглянемо будь-яку функцiю χ ∈ Υ та функцiю θ ∈ Υ таку, що θ = 1 в

околi suppχ. За умовою, χ(f, g) ∈ Eη%−2q

(Ω,Γ), де (f, g) = Λ(u, v).
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Переставивши оператор множення на функцiю χ з усiма диференцiальни-

ми операторами A, Bj i Cj,k, отримаємо такi рiвностi:

A(χu) = A(χθu) = χA(θu) + A′(θu) = χAu+ A′(θu), (3.57)

Bj(χu) = Bj(χθu) = χBj(θu) +B′j(θu) = χBju+B′j(θu), (3.58)

Cj,k(χvk) = Cj,k(χθvk) = χCj,k(θvk) + C ′j,k(θvk) =

= χCj,kvk + C ′j,k(θvk).
(3.59)

Тут A′ — деякий лiнiйний диференцiальний оператор на Ω, B′j — деякий кра-

йовий лiнiйний диференцiальний оператор на Γ, а C ′j,k — деякий (дотичний)

лiнiйний диференцiальний оператор на Γ. Коефiцiєнти цих операторiв є не-

скiнченно гладкими функцiями на Ω i Γ вiдповiдно, а порядки задовольняють

умови

ordA′ ≤ 2q − 1, ordB′j ≤ mj − 1, ordC ′j,k ≤ mj + rk − 1. (3.60)

Покладемо

Λ′(u, v) :=

(
A′u, B′1u+

κ∑
k=1

C ′1,kvk, ..., B
′
q+κu+

κ∑
k=1

C ′q+κ,kvk

)
.

З рiвностей (3.57) – (3.59) випливає, що

Λ(χ(u, v)) = χΛ(u, v) + Λ′(θ(u, v)) = χ(f, g) + Λ′(θ(u, v)). (3.61)

За посилкою iмплiкацiї (3.56) запишемо

θ(u, v) = (u∗, v∗) + (u∗∗, v∗∗)

для деяких векторiв

(u∗, v∗) ∈ Dη(Ω,Γ) i (u∗∗, v∗∗) ∈ D(s+i−1)(Ω,Γ).

Звiдси на пiдставi рiвностi (3.61) можемо записати

Λ(χ(u, v)) = (f ∗, g∗) + (f ∗∗, g∗∗), (3.62)
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де

(f ∗, g∗) := χ(f, g) + Λ′(u∗, v∗) ∈ Eη%−2q

(Ω,Γ), (3.63)

(f ∗∗, g∗∗) := Λ′(u∗∗, v∗∗) ∈ E (s+i−2q)(Ω,Γ). (3.64)

Останнi два включення негайно випливають з твердження 3.8, властивостей

(3.60) i умови χ(f, g) ∈ Eη%−2q

(Ω,Γ).

Скористаємося проектором P+ i теоремою 3.2 (у соболєвському випадку

також). З рiвностi (3.62) та включень (3.63) i (3.64) випливає, що

Λ(χ(u, v)) = P+Λ(χ(u, v)) =

= P+(f ∗, g∗) + P+(f ∗∗, g∗∗) = Λ(u′, v′) + Λ(u′′, v′′).

Тут вектори

(u′, v′) ∈ P
(
Dη(Ω,Γ)

)
i (u′′, v′′) ∈ P

(
D(s+i)(Ω,Γ)

)
(3.65)

є розв’язки (єдинi) задач

Λ(u′, v′) = P+(f ′, g′) ∈ P+
(
Eη%−2q

(Ω,Γ)
)

i

Λ(u′′, v′′) = P+(f ′′, g′′) ∈ P+
(
E (s+i−2q)(Ω,Γ)

)
.

Тепер з рiвностi

Λ(χ(u, v)) = Λ((u′, v′) + (u′′, v′′)),

де вектори χ(u, v) i (u′, v′) + (u′′, v′′) належать до D(s)(Ω,Γ), випливає на

пiдставi теореми 3.1, що

χ(u, v) = (u′, v′) + ((u′′, v′′) + (u◦, v◦))

для деякого вектора

(u◦, v◦) ∈ N ⊂ C∞(Ω)× (C∞(Γ))κ.
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Ця формула з урахуванням включень (3.65) та довiльностi функцiї χ ∈ Υ

означає iстиннiсть висновку iмплiкацiї (3.56).

Таким чином, доведено, що ця iмплiкацiя iстинна для кожного i ∈ N. На-

гадаємо, що (u, v) ∈ D(s)(Ω,Γ); тому посилка iмплiкацiї (3.56) iстинна при

i = 1. Виберемо число p ∈ N таке, що p > σ1(η); тодi D(p)(Ω,Γ) ⊂ Dη(Ω,Γ)

з огляду на властивостi (3.27) i (3.29). Скориставшись iмплiкацiєю (3.56) по-

слiдовно для значень i = 1, 2, . . . , p, робимо висновок, що

χ(u, v) ∈ Dη(Ω,Γ) +D(p)(Ω,Γ) = Dη(Ω,Γ)

для довiльного χ ∈ Υ. Отже, (u, v) ∈ Dηloc(Ω0,Γ0).

Теорема 3.5 доведена.

Щодо неї зауважимо таке: якщо Ω0 = Ω i Γ0 = ∅, то регулярнiсть компо-

ненти u узагальненого розв’язку (u, v) пiдвищується в околах усiх внутрiшнiх

точок замкненої областi Ω.



95

3.8. Достатнi умови неперервностi узагальнених похi-

дних розв’язкiв

Вiдомо [93] (теорема 7.9.8), що

Au = f ∈ C(Ω) 6⇒ u ∈ C2q(Ω)

(навiть для диференцiального оператора A порядку 2q зi сталими коефiцi-

єнтами). Тому для того, щоб отримати, наприклад, достатнi умови прина-

лежностi розв’язку u елiптичного рiвняння Au = f до простору C l+2q(Ω),

де цiле l ≥ 0, треба використовувати iншi простори, нiж C l(Ω). З огляду на

теорему 3.5 i твердження 3.2 тут є корисними простори Хермандера, якi утво-

рюють розширену соболєвську шкалу. За допомогою цих просторiв отримає-

мо достатнi умови неперервностi узагальнених похiдних (заданого порядку)

компонент розв’язку (u, v) елiптичної крайової задачi (3.1), (3.2). Множини

Ω0 i Γ0 є такi, як у п. 3.7.

Теорема 3.6. Нехай задано цiле число l ≥ 0. Припустимо, що умови

теореми 3.5 виконуються для деякого параметра η ∈ RO такого, що σ0(η) >

2q − 1/2 i
∞∫

1

t2l+n−1η−2(t)dt <∞ (3.66)

Тодi u ∈ C l(Ω0 ∪ Γ0).

Доведення. Виберемо довiльну точку x ∈ Ω0 ∪ Γ0 i функцiю χ ∈ C∞(Ω)

таку, що suppχ ⊂ Ω0 ∪ Γ0 i χ = 1 в деякому околi точки x. (Звiсно, цей окiл

береться у топологiї на Ω.) На пiдставi теореми 3.5, умови (3.66) i тверджен-

ня 3.2 маємо включення

χu ∈ Hη(Ω) ⊂ C l(Ω).

Звiдси, з урахуванням довiльностi вибору x та χ випливає, що u ∈ C l(Ω0∪Γ0).

Теорема 3.6 доведена.



96

Теорема 3.7. Нехай задано цiлi числа l ≥ 0 i k ∈ {1, ...,κ}. Припустимо,

що умови теореми 3.5 виконуються для деякого параметра η ∈ RO такого,

що σ0(η) > 2q − 1/2 i

∞∫
1

t2(l−rk)+n−1η−2(t)dt <∞. (3.67)

Тодi vk ∈ C l(Γ0).

Доведення. Виберемо довiльну точку x ∈ Γ0 i функцiю χ ∈ C∞(Γ) таку,

що suppχ ⊂ Γ0 i χ = 1 в деякому околi точки x. На пiдставi теореми 3.5,

умови (3.67) i твердження 3.4, у якому беремо α(t) ≡ η(t)trk−1/2, маємо вклю-

чення

χvk ∈ Hη%rk−1/2

(Γ) ⊂ C l(Γ).

Звiдси, з урахуванням довiльностi вибору x та χ випливає, що vk ∈ C l(Γ0).

Теорема 3.7 доведена.

Зауваження 3.1. Умови (3.66) i (3.67) не лише достатнi у теоремах 3.6

i 3.7 вiдповiдно, але i необхiднi на класi усiх розв’язкiв, що розглядаються у

цих теоремах. А саме, нехай цiле l ≥ 0, а η ∈ RO таке, що σ0(η) > −1/2. Тодi

умова (3.66) еквiвалентна iмплiкацiї(
(u, v) ∈ D2q−1/2+(Ω,Γ) задовольняє умову теореми 3.6

)
⇒

⇒ u ∈ C l(Ω0 ∪ Γ0).
(3.68)

Окрiм того, якщо k ∈ {1, ...,κ}, то умова (3.67) еквiвалентна iмплiкацiї(
(u, v) ∈ D2q−1/2+(Ω,Γ) задовольняє умову теореми 3.7

)
⇒

⇒ vk ∈ C l(Γ0).
(3.69)

Обгрунтуємо сказане у зауваженнi 3.1. Встановимо спочатку еквiвален-

тнiсть (3.66) ⇔ (3.68). З огляду на теорему 3.6 залишається показати, що

(3.68) ⇒ (3.66). Припустимо, що (3.68) iстинне. Нехай Ω1 — деяка вiдкри-

та куля у просторi Rn, замикання якої лежить в Ω0. Виберемо довiльний
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розподiл w ∈ Hη(Rn) такий, що suppw ⊂ Ω1. Розглянемо вектор (u, v), де

u := w �Ω, а v := 0. Вектор (u, v) ∈ Dη(Ω,Γ) задовольняє умову теореми 3.6

i тому u ∈ C l(Ω0 ∪ Γ0) згiдно зробленого припущення. Отже, w ∈ C l(Rn),

тобто {
w ∈ Hη(Rn) : suppw ⊂ Ω1

}
⊂ C l(Rn).

На пiдставi твердження 2.5, це вкладення тягне за собою умову (3.66). Таким

чином, (3.68)⇒ (3.66).

Встановимо тепер еквiвалентнiсть (3.67)⇔ (3.69). З огляду на теорему 3.7

залишається показати, що (3.69)⇒ (3.67). Припустимо, що (3.69) iстинне. Не-

хайW — деяка вiдкрита непорожня пiдмножина межi Γ така, щоW ⊂ Γ0∩Γj

для деякого j ∈ {1, . . . , p}. Тут πj : Rn−1 ↔ Γj є локальна карта на многовидi

Γ, що фiгурує в означеннi просторiв Хермандера на Γ. Виберемо довiльний

розподiл w ∈ Hη%rk−1/2

(Rn−1) такий, що suppw ⊂ U , де U := π−1
j (W ) є вiд-

крита пiдмножина простору Rn−1. Розглянемо вектор (u, v) := (u, v1, . . . , vκ),

де u := 0, vk := Θj(w ◦ π−1
j ) i vi := 0 при i 6= k. Тут Θj оператор продовжен-

ня нулем фiнiтного розподiлу з пiдмножини Γj на увесь многовид Γ. Вектор

(u, v) ∈ Dη(Ω,Γ) задовольняє умову теореми 3.7 i тому vk ∈ C l(Γ0) згiдно

зробленого припущення. Отже, w ∈ C l(Rn−1), тобто

{
w ∈ Hη%rk−1/2

(Rn−1) : suppw ⊂ U
}
⊂ C l(Rn−1).

На пiдставi твердження 2.5, це вкладення тягне за собою умову (3.67). Таким

чином, (3.69)⇒ (3.67).

За допомогою теорем 3.6 i 3.7 встановимо тепер достатню умову, за якою

узагальнений розв’язок (u, v) елiптичної крайової задачi (3.1), (3.2) є класи-

чним, тобто u ∈ C2q(Ω)∩Cm(Ω) i vk ∈ Cm+rk(Γ) для кожного k ∈ {1, . . . ,κ}.

Тут i надалi m := max{m1, ...,mq+κ}. Якщо розв’язок (u, v) є класичним, то

лiвi частини задачi (3.1), (3.2) обчислюються за допомогою класичних похi-

дних i є неперервними функцiями на Ω i Γ вiдповiдно.
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Теорема 3.8. Нехай вектор (u, v) ∈ D2q−1/2+(Ω,Γ) є узагальненим

розв’язком елiптичної крайової задачi (3.1), (3.2), правi частини якої за-

довольняють умови

f ∈ Hη1

loc(Ω,∅) ∩Hη2(Ω),

gj ∈ Hη2%
2q−mj−1/2

(Γ), j = 1, ..., q + κ, (3.70)

для деяких функцiональних параметрiв η1, η2 ∈ RO таких, що σ0(η1) >

−1/2, σ0(η2) > −1/2 i

∞∫
1

tn−1η−2
1 (t)dt <∞, (3.71)

∞∫
1

t2m−4q+n−1η−2
2 (t)dt <∞. (3.72)

Тодi розв’язок (u, v) класичний.

Доведення. З умов f ∈ Hη1

loc(Ω,∅) i (3.71) випливає, що u ∈ C2q(Ω) на

пiдставi теореми 3.6 для l := 2q, η(t) := η1(t)t
2q, Ω0 := Ω i Γ0 := ∅. З умов

f ∈ Hη2(Ω), (3.70) i (3.72) випливає, що u ∈ Cm(Ω) згiдно з теоремою 3.6 для

l := m, η(t) := η2(t)t
2q, Ω0 := Ω i Γ0 := Γ. Окрiм того з тих же умов випливає

включення vk ∈ Cm+rk(Γ) для кожного k ∈ {1, . . . ,κ}, якщо скористатися

теоремою 3.7 для l := m + rk, η(t) := η2(t)t
2q i Γ0 := Γ. Отже, (u, v) —

класичний розв’язок крайової задачi (3.1), (3.2).

Теорема 3.8 доведена.
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3.9. Задача в уточненiй соболєвськiй шкалi

Конкретизуємо деякi встановленi вище теореми про властивостi елiпти-

чної крайової задачi (3.1), (3.2) стосовно уточненої соболєвської шкали. Це

робиться для зручностi порiвнянь результатiв цього роздiлу з теоремами, якi

будуть встановленi у четвертому i п’ятому роздiлах дисертацiї.

Для довiльних s ∈ R i ϕ ∈M покладемо

Ds,ϕ(Ω,Γ) := Hs,ϕ(Ω)⊕
κ⊕
k=1

Hs+rk−1/2,ϕ(Γ),

Es−2q,ϕ(Ω,Γ) := Hs−2q,ϕ(Ω)⊕
q+κ⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ).

Цi простори збiгаються з гiльбертовими просторами Dη(Ω,Γ) i Eη%−2q

(Ω,Γ),

якщо η(t) ≡ tsϕ(t). Тому вiдображення (3.5) продовжується єдиним чином

(за неперервнiстю) до обмеженого оператора

Λ : Ds,ϕ(Ω,Γ)→ Es−2q,ϕ(Ω,Γ) (3.73)

для довiльних s > 2q − 1/2 i ϕ ∈M.

Теорема 3.9. Нехай s > 2q−1/2 i ϕ ∈M. Тодi оператор (3.73) нетерiв.

Його ядро збiгається з простором N , а область значення складається з усiх

векторiв

(f, g) := (f, g1, . . . , gq+κ) ∈ Es−2q,ϕ(Ω,Γ), (3.74)

якi задовольняють умову (3.40). Iндекс оператора (3.73) дорiвнює dimN −

dimN+ та не залежить вiд s i ϕ.

Цей результат є окремим випадком теореми 3.1.

Для характеризацiї локальної регулярностi узагальнених розв’язкiв за-

дачi (3.1), (3.2) в уточненiй соболєвськiй шкалi потрiбнi локальнi простори

Хермандера

Hσ,ϕ
loc (Ω0,Γ0) := Hα

loc(Ω0,Γ0) i Hσ,ϕ
loc (Γ0) := Hα

loc(Γ0),
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де α(t) ≡ tσϕ(t) i σ ∈ R та ϕ ∈ M. Тут, як i ранiше, V є довiльна вiдкрита

множина в Rn така, що Ω0 := Ω ∩ V 6= ∅, а Γ0 := Γ ∩ V .

Теорема 3.10. Нехай вектор (u, v) ∈ D2q−1/2+(Ω,Γ) є узагальненим

розв’язком елiптичної крайової задачi (3.1), (3.2), права частина якої за-

довольняє умову

(f, g) ∈ Es−2q,ϕ
loc (Ω0,Γ0) := Hs−2q,ϕ

loc (Ω0,Γ0)×
q+κ∏
j=1

H
s−mj−1/2,ϕ
loc (Γ0)

для деяких параметрiв s > 2q − 1/2 i ϕ ∈M. Тодi розв’язок

(u, v) ∈ Ds,ϕloc (Ω0,Γ0) := Hs,ϕ
loc (Ω0,Γ0)×

κ∏
k=1

H
s+rk−1/2,ϕ
loc (Γ0).

Цей результат є окремим випадком теореми 3.5.

З теореми 3.10 видно, що узагальнений розв’язок успадковує (додаткову)

регулярнiсть ϕ правої частини елiптичної крайової задачi.

Теорема 3.11. Нехай вектор (u, v) ∈ D2q−1/2+(Ω,Γ) є узагальненим

розв’язком елiптичної крайової задачi (3.1), (3.2), де

f ∈ Hn/2,ϕ1

loc (Ω,∅) ∩Hm−2q+n/2,ϕ2(Ω),

gj ∈ Hm−mj+(n−1)/2,ϕ2(Γ), j = 1, ..., q + κ,

для деяких параметрiв ϕ1, ϕ2 ∈ M, якi задовольняють умову (2.11) при

ϕ := ϕ1 i ϕ := ϕ2 вiдповiдно. Тодi цей розв’язок класичний.

Доведення. Якщоm+n/2 > 2q−1/2, то ця теорема є окремим випадком

теореми 3.8, у якiй покладаємо η1(t) := tn/2ϕ1(t) i η2(t) := tm−2q+n/2ϕ2(t). Тут

σ0(η1) = n/2 > −1/2 i σ0(η2) = m−2q+n/2 > −1/2. Якщоm+n/2 ≤ 2q−1/2,

то на пiдставi умови (u, v) ∈ D2q−1/2+(Ω,Γ) i теореми вкладення Соболєва

маємо:

(u, v) ∈ H(σ)(Ω)⊕
κ⊕
k=1

H(σ+rk−1/2)(Γ) ⊂ Cm(Ω)×
κ∏
k=1

Cm+rk(Γ);
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тут σ — деяке число таке, що σ > m + n/2. Окрiм того, з умови f ∈

H
n/2,ϕ1

loc (Ω,∅) випливає згiдно з теоремою 3.6, що u ∈ C2q(Ω). У цiй теоре-

мi слiд покласти η(t) := t2q+n/2ϕ1(t) i врахувати, що σ0(η) > 2q − 1/2. Отже,

i у випадку m+ n/2 ≤ 2q − 1/2 розв’язок (u, v) є класичним.

Теорему 3.11 доведено.
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Висновки до роздiлу 3

У третьому роздiлi дисертацiї дослiджено властивостi елiптичної за Лав-

руком крайової задачi у просторах Хермандера, якi належать до розширеної

соболєвської шкали i складаються з регулярних розподiлiв. Отримано такi

результати:

1. Доведено теорему про нетеровiсть обмежених операторiв, що вiдповiд-

ають цiй задачi у розширенiй соболєвськiй шкалi.

2. Доведено теорему про iзоморфiзми, породженi задачею у цiй шкалi.

3. Встановлено апрiорнi оцiнки узагальнених розв’язкiв задачi у просто-

рах Хермандера.

4. Доведено теорему про регулярнiсть цих розв’язкiв у просторах Херман-

дера.

5. Встановлено новi достатнi умови неперервностi узагальнених похiдних

(заданого порядку) розв’язкiв елiптичної за Лавруком крайової задачi,

зокрема, знайдено новi умови класичностi узагальнених розв’язкiв цiєї

задачi.

6. Цi результати конкретизовано для уточненої соболєвської шкали.

Результати третього роздiлу опублiкованi у статтях [96] i [98].
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РОЗДIЛ 4

ЕЛIПТИЧНА ЗА ЛАВРУКОМ КРАЙОВА ЗАДАЧА В

МОДИФIКОВАНIЙ УТОЧНЕНIЙ СОБОЛЄВСЬКIЙ ШКАЛI

Висновки теорем попереднього роздiлу не є правильними у випадку, коли

σ0(η) ≤ 2q − 1/2, оскiльки тодi не можна коректно означити обмежений опе-

ратор (3.38), вiдповiдний крайовiй задачi (3.1), (3.2). Це пов’язано з тим, що

вiдображення u 7→ u �Γ, де u ∈ C∞(Ω), не можна продовжити до неперерв-

ного лiнiйного оператора слiду RΓ : H(σ)(Ω) → D′(Γ), якщо σ ≤ 1/2 (див.,

наприклад, [52, с. 156]).

Для того, щоб отримати версiї теорем третього роздiлу у цьому випад-

ку треба видозмiнити простори, у яких дiє оператор (3.38). Тут вiдомi два

принципово рiзних пiдходи, запропонованих Я. А. Ройтбергом [73, 74, 180]

i Ж.-Л. Лiонсом, Е. Мадженесом [33, 41, 148, 149] для елiптичних крайо-

вих задач (без додаткових невiдомих функцiй у крайових умовах). Пiдхiд

Я. А. Ройтберга приводить до загальних теорем про розв’язнiсть цих задач,

але виводить за межi класу узагальнених функцiй. Пiдхiд Ж.-Л. Лiонса i

Е. Мадженеса залишається у рамках теорiї узагальнених функцiй, але при-

водить до iндивiдуальних теорем про розв’язнiсть. У загальних теоремах про-

стори, в яких дiє оператор крайової задачi, залежать лише вiд порядкiв ди-

ференцiальних операторiв. Так, теореми третього роздiлу є загальними. В iн-

дивiдуальних теоремах область визначення оператора крайової задачi зале-

жить вiд усiх коефiцiєнтiв елiптичного рiвняння, навiть молодших. Пiдходи

Я. А. Ройтберга i Ж.-Л. Лiонса, Е. Мадженеса, розробленi для соболєвських

просторiв, були перенесенi В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем [49, 52, 53, 164]

на простори Хермандера, що утворюють уточнену соболєвську шкалу.

У цьому роздiлi дослiджуємо елiптичну за Лавруком крайову задачу (3.1),

(3.2) у повнiй модифiкованiй за Я. А. Ройтбергом уточненiй соболєвськiй
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шкалi. Пiдхiд Ж.-Л. Лiонса i Е. Мадженеса буде реалiзований для цiєї задачi

у п’ятому роздiлi.

4.1. Модифiкована за Ройтбергом уточнена соболєвська

шкала

Ця шкала складається з гiльбертових просторiв Hσ,ϕ,(2q)(Ω), де σ ∈ R,

ϕ ∈ M, а число 2q є її порядком модифiкацiї. Дамо означення цiєї шкали i

обговоримо її властивостi, потрiбнi у подальшому.

Спочатку означимо простiр Hσ,ϕ,(0)(Ω), на базi якого вводиться простiр

Hσ,ϕ,(2q)(Ω).

Означення 4.1. Нехай σ ∈ R i ϕ ∈ M. У випадку σ ≥ 0 покладемо

Hσ,ϕ,(0)(Ω) := Hσ,ϕ(Ω). У випадку σ < 0 простiр Hσ,ϕ,(0)(Ω) означимо як

дуальний гiльбертiв простiр до H−σ,1/ϕ(Ω) вiдносно скалярного добутку в

L2(Ω). Отже, якщо σ < 0, то Hσ,ϕ,(0)(Ω) є поповненням простору C∞(Ω) за

гiльбертовою нормою

‖u‖Hσ,ϕ,(0)(Ω) := sup

{
|(u,w)Ω|
‖w‖H−σ,1/ϕ(Ω)

: w ∈ H−σ,1/ϕ(Ω), w 6= 0

}
.

Оскiльки ϕ ∈M⇔ 1/ϕ ∈M, то наведене означення є коректним.

У соболєвському випадку ϕ ≡ 1 шкала просторiв Hσ,ϕ,(0)(Ω), де σ ∈ R,

була введена Ю. М. Березанським, С. Г. Крейном, Я. А. Ройтбергом [11] i

М. Шехтером [183] та застосована ними до дослiдження елiптичних крайових

задач (див. також монографiї Ю. М. Березанського [12] (розд. I, § 3 i розд. III,

§ 6) i Я. А. Ройтберга [180] (пп. 1.10 i 5.5)). У цьому випадку простiрHσ,ϕ,(0)(Ω)

позначаємо також через Hσ,(0)(Ω). Для довiльного ϕ ∈ M ця шкала була

введена i дослiджена В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем [47] (див. також їх

монографiї [52, 164] (п. 3.2.3)).

Наведемо деякi властивостi шкали гiльбертових сепарабельних просторiв{
Hσ,ϕ,(0)(Ω) : σ ∈ R, ϕ ∈M

}
. (4.1)
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Нехай, як i ранiше, σ ∈ R i ϕ ∈M. Тотожне вiдображення u 7→ u, де u ∈

C∞(Ω), продовжується за неперервнiстю до обмежених лiнiйних операторiв

вкладення

Hσ+ε,(0)(Ω) ↪→ Hσ,ϕ,(0)(Ω) ↪→ Hσ−ε,(0)(Ω) для кожного ε > 0. (4.2)

Цi вкладення компактнi та щiльнi [52] (теорема 3.9 (iv)).

Згiдно з означенням 4.1 скалярний добуток (u,w)Ω в L2(Ω) функцiй u,w ∈

C∞(Ω) продовжується за неперервнiстю до пiвторалiнiйної форми (u,w)Ω вiд

функцiй u ∈ Hσ,ϕ,(0)(Ω) i w ∈ H−σ,1/ϕ,(0)(Ω).

Вiдмiтимо [52] (теорема 3.8 (iii)), що вiдображення u 7→ Ou, де u ∈ C∞(Ω),

продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до iзометричного iзоморфi-

зму просторуHσ,ϕ,(0)(Ω), де σ < 0, на пiдпростiр {w ∈ Hσ,ϕ(Rn) : suppw ⊂ Ω}

простору Hσ,ϕ(Rn). Тут, Ou := u на Ω, i Ou := 0 на Rn \ Ω.

Вiдмiтимо також [52] (теорема 3.9 (i)), що виконується рiвнiсть просторiв

Hσ,ϕ,(0)(Ω) = Hσ,ϕ(Ω) при σ > −1/2 (4.3)

як поповнень множини C∞(Ω) за еквiвалентними нормами. (Звiсно, тут є

цiкавим лише випадок, коли −1/2 < σ < 0, бо для σ ≥ 0 ця рiвнiсть пере-

творюється в означення простору Hσ,ϕ,(0)(Ω).)

Перейдемо до означення простору Hσ,ϕ,(2q)(Ω). Покладемо

E2q := {k − 1/2 : k ∈ Z, 1 ≤ k ≤ 2q}.

Означення 4.2. Нехай σ ∈ R i ϕ ∈ M. У випадку, коли σ /∈ E2q, гiль-

бертiв простiр Hσ,ϕ,(2q)(Ω) є, за означенням, поповненням простору C∞(Ω) за

гiльбертовою нормою

‖u‖Hσ,ϕ,(2q)(Ω) :=

(
‖u‖2

Hσ,ϕ,(0)(Ω) +

2q∑
k=1

‖(Dk−1
ν u)�Γ‖2

Hσ−k+1/2,ϕ(Γ)

)1/2

.

У випадку, коли σ ∈ E2q, гiльбертiв простiр Hσ,ϕ,(2q)(Ω) означається за фор-

мулою

Hσ,ϕ,(2q)(Ω) :=
[
Hσ−ε,ϕ,(2q)(Ω), Hσ+ε,ϕ,(2q)(Ω)

]
1/2
, де 0 < ε < 1. (4.4)
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Стосовно формули (4.4) нагадаємо, що її права частина є результат iнтер-

поляцiї зi степеневим параметром ψ(t) ≡ t1/2 пари сепарабельних гiльберто-

вих просторiв Hσ−ε,ϕ,(2q)(Ω) i Hσ+ε,ϕ,(2q)(Ω). Ця права частина не залежить (з

точнiстю до еквiвалентностi норм) вiд зазначеного вибору числа ε [52] (тео-

рема 4.21).

У соболєвському випадку ϕ ≡ 1 шкала просторiв Hσ,ϕ,(2q)(Ω), де σ ∈ R,

введена Я. А. Ройтбергом [73, 74] i застосована ним у дослiдженнi елiптичних

крайових задач (див. також монографiї Ю. М. Березанського [12] (розд. III,

§ 6) i Я. А. Ройтберга [180, 181]). У цьому випадку простiр Hσ,ϕ,(2q)(Ω) по-

значаємо також через Hσ,(2q)(Ω). Для довiльного ϕ ∈ M ця шкала введена i

дослiджена В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем [49] (див. також їх монографiї

[52, 164] (п. 4.2)).

Слiдуючи [164] (п. 4.2.2), клас гiльбертових сепарабельних просторiв

{
Hσ,ϕ,(2q)(Ω) : σ ∈ R, ϕ ∈M

}
(4.5)

називаємо модифiкованою за Ройтбергом уточненою соболєвською шкалою

на областi Ω, а число 2q — порядком модифiкацiї. Шкала (4.5), як i шкала

(4.1), є повною, оскiльки у нiй параметр σ пробiгає всю дiйсну вiсь. Зауважи-

мо, що цiлком аналогiчно означаються гiльбертовi простори Hσ,ϕ,(p)(Ω), де p

є довiльне натуральне число (не обов’язкове парне). Втiм у роботi буде по-

трiбен лише випадок p = 2q, де, нагадаємо, 2q є парний порядок елiптичного

рiвняння (3.1).

Обговоримо властивостi шкали (4.5), потрiбнi у подальшому. Нехай, як i

ранiше, σ ∈ R i ϕ ∈M.

Тотожне вiдображення u 7→ u, де u ∈ C∞(Ω), продовжується за неперерв-

нiстю до обмежених лiнiйних операторiв вкладення

Hσ+ε,(2q)(Ω) ↪→ Hσ,ϕ,(2q)(Ω) ↪→ Hσ−ε,(2q)(Ω) для кожного ε > 0. (4.6)

Цi вкладення компактнi та щiльнi [52] (теорема 4.12 (iv)).
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Вiдмiтимо також [52] (теорема 4.12 (iii)), що виконується рiвнiсть просто-

рiв

Hσ,ϕ,(2q)(Ω) = Hσ,ϕ(Ω) при σ > 2q − 1/2 (4.7)

як поповнень множини C∞(Ω) за еквiвалентними нормами.

З означення 4.2 випливає, що лiнiйне вiдображення

T2q : u 7→
(
u, u�Γ, . . . , (D2q−1

ν u)�Γ
)
,

де u ∈ C∞(Ω), продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до обмеже-

ного оператора

T2q : Hσ,ϕ,(2q)(Ω)→ Hσ,ϕ,(0)(Ω)⊕
2q⊕
k=1

Hσ−k+1/2,ϕ(Γ) =: Πσ,ϕ,(2q)(Ω,Γ).

Якщо σ /∈ E2q, то цей оператор iзометричний, а його область значень скла-

дається з усiх векторiв

(u0, u1, . . . , u2q) ∈ Πσ,ϕ,(2q)(Ω,Γ)

таких, що uk = Dk−1
ν u0 на Γ для всiх цiлих k ∈ {1, . . . , 2q}, що задовольня-

ють нерiвнiсть σ > k − 1/2 [52] (теорема 4.11 (i)). Тут, Dk−1
ν трактується як

обмежений крайовий диференцiальний оператор

Dk−1
ν : Hσ,ϕ(Ω)→ Hσ−k+1/2,ϕ(Γ)

згiдно з твердженням 3.8 (ii).

Для застосувань важливо, що шкали просторiв (4.1) i (4.5) можна отрима-

ти iнтерполяцiєю з пiдходящим функцiональним параметром пар вiдповiдних

просторiв, для яких ϕ ≡ 1.

Твердження 4.1. Нехай задано функцiю ϕ ∈ M i додатнi числа ε, δ.

Означимо iнтерполяцiйний параметр ψ за формулою (2.16). Тодi для до-

вiльного числа σ ∈ R правильнi такi рiвностi просторiв разом з еквiвален-
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тнiстю норм у них:

[
Hσ−ε,(0)(Ω), Hσ+δ,(0)(Ω)

]
ψ

= Hσ,ϕ,(0)(Ω),[
Hσ−ε,(2q)(Ω), Hσ+δ,(2q)(Ω)

]
ψ

= Hσ,ϕ,(2q)(Ω).

Це твердження доведено в [52] (теореми 3.10 i 4.22).

Для шкали просторiв (4.5) правильний такий аналог твердження 3.8.

Твердження 4.2. (i) Нехай L є лiнiйний диференцiальний оператор по-

рядку l ∈ [0, 2q] на Ω з коефiцiєнтами класу C∞(Ω). Тодi вiдображення

u 7→ Lu, де u ∈ C∞(Ω), продовжується єдиним чином (за неперервнiстю)

до обмеженого лiнiйного оператора

L : Hσ,ϕ,(2q)(Ω)→ Hσ−2q,ϕ,(0)(Ω)

для довiльних σ ∈ R i ϕ ∈M.

(ii) Нехай K є крайовий лiнiйний диференцiальний оператор порядку

k ∈ [0, 2q−1] на Γ з коефiцiєнтами класу C∞(Γ). Тодi вiдображення u 7→ Ku,

де u ∈ C∞(Ω), продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до обме-

женого лiнiйного оператора

K : Hσ,ϕ,(2q)(Ω)→ Hσ−k−1/2,ϕ(Γ) (4.8)

для довiльних σ ∈ R i ϕ ∈M.

Це твердження доведено в [52] (теорема 4.13). Зауважимо, що на вiдмiну

вiд твердження 3.8 (ii) у твердженнi 4.2 (ii) нема обмежень на нижнiй iндекс

Матушевської функцiї α(t) ≡ tσϕ(t).

Вiдмiтимо також, що множення на функцiю класу C∞(Ω) є обмеженим

оператором у кожному просторi Hσ,ϕ,(2q)(Ω) i Hσ,ϕ,(0)(Ω), де σ ∈ R i ϕ ∈ M.

Це випливає з означення цих просторiв.
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4.2. Узагальненi за Ройтбергом розв’язкi задачi

Обговоримо тут поняття узагальнених за Я. А. Ройтбергом розв’язкiв кра-

йової задачi (3.1), (3.2), якi можна розумiти у сильному i слабкому сенсi. Їх

означення прив’язано до шкали просторiв (4.5).

Пов’яжемо з цiєю задачею гiльбертовi простори

Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ) := Hs,ϕ,(2q)(Ω)⊕
κ⊕
k=1

Hs+rk−1/2,ϕ(Γ),

Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ) := Hs−2q,ϕ,(0)(Ω)⊕
q+κ⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ),

де s ∈ R i ϕ ∈ M. У соболєвському випадку ϕ ≡ 1 цi простори позначаємо

також як Ds,(2q)(Ω,Γ) i Es−2q,(0)(Ω,Γ) вiдповiдно.

Згiдно з твердженнями 4.2 та 3.8 (iii) вiдображення (3.5) продовжується

єдиним чином (за неперервнiстю) до обмеженого лiнiйного оператора

Λ : Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ)→ Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ) (4.9)

для довiльних s ∈ R i ϕ ∈M.

Позначимо через D−∞,(2q)(Ω,Γ) об’єднання всiх просторiв Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ),

де s ∈ R i ϕ ∈M. Вiдмiтимо, що

D−∞,(2q)(Ω,Γ) = H−∞,(2q)(Ω)×
(
D′(Γ)

)κ
,

де H−∞,(2q)(Ω) позначає об’єднання всiх просторiв Hs,ϕ,(2q)(Ω), де s ∈ R i

ϕ ∈M. Аналогiчно, позначимо через E−∞,(0)(Ω,Γ) об’єднання всiх просторiв

Eσ,ϕ,(0)(Ω,Γ), де σ ∈ R i ϕ ∈M. Вiдмiтимо також, що

E−∞,(0)(Ω,Γ) = H−∞,(0)(Ω)×
(
D′(Γ)

)q+κ
,

де H−∞,(0)(Ω) позначає об’єднання всiх просторiв Hσ,ϕ,(0)(Ω), де σ ∈ R i

ϕ ∈ M. Зауважимо, що при означеннi цих просторiв можна обмежитися

випадком ϕ ≡ 1; це випливає з вкладень (4.2), (4.6) i (3.33).
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Означення 4.3. Вектор

(u, v) := (u, v1, . . . , vκ) ∈ D−∞,(2q)(Ω,Γ)

називаємо сильним узагальненим за Ройтбергом розв’язком крайової задачi

(3.1), (3.2) з правою частиною

(f, g) := (f, g1, ..., gq+κ) ∈ E−∞,(0)(Ω,Γ), (4.10)

якщо Λ(u, v) = (f, g), де Λ є оператор (4.9) для деяких параметрiв s ∈ R i

ϕ ∈M.

Вiдмiтимо, що для вектора (u, v) ∈ D2q−1/2+(Ω,Γ) означення 3.4 i 4.3 уза-

гальнених розв’язкiв еквiвалентнi. Це випливає з рiвностей (4.7) i (4.3).

Перейдемо до поняття слабкого узагальненого за Ройтбергом розв’язку

крайової задачi (3.1), (3.2).

В околi межi Γ запишемо диференцiальний оператор A = A(x,D) у ви-

глядi

A =

2q∑
k=0

AkD
k
ν .

Тут кожне Ak = Ak(x,Dτ) — деякий дотичний щодо Γ диференцiальний

оператор порядку ordAk ≤ 2q−k. Зiнтегрувавши частинами, запишемо таку

формулу Грiна

(Au,w)Ω = (u,A+w)Ω − i
2q∑
k=1

(Dk−1
ν u,A(k)w)Γ (4.11)

для довiльних функцiй u,w ∈ C∞(Ω); тут

A(k) :=

2q∑
l=k

Dl−k
ν A+

l ,

де A+
l = A+

l (x,Dτ) — диференцiальний оператор, формально спряжений до

Al(x,Dτ) (див., наприклад, [180] (§ 2.4)).
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Означення 4.4. Вектор

(u0, u1, . . . , u2q, v1, . . . , vκ) ∈ H−∞,(0)(Ω)×
(
D′(Γ)

)2q+κ

називаємо слабким узагальненим за Ройтбергом розв’язком крайової задачi

(3.1), (3.2) з правою частиною (4.10), якщо

(u0, A
+w)Ω − i

2q∑
k=1

(uk, A
(k)w)Γ = (f, w)Ω для усiх w ∈ C∞(Ω),

2q∑
k=1

Qj,kuk +
κ∑
k=1

Cj,kvk = gj на Γ при j = 1, . . . , q.

Тут, нагадаємо, Qj,k = Qj,k(x,Dτ) є (дотичнi) диференцiальнi оператори

на Γ, узятi iз зображення

Bj(x,D) =

2q∑
k=1

Qj,kD
k−1
ν . (4.12)

З формул (4.11) i (4.12) випливає, що означення 4.3 i 4.4 еквiвалентнi,

якщо ототожнювати елемент u ∈ H−∞,(2q)(Ω) i вектор

(u0, u1, . . . , u2q) := T2qu ∈ H−∞,(0)(Ω)×
(
D′(Γ)

)2q
.

Цi означення запропоновано Я. А. Ройтбергом [74] для елiптичних крайо-

вих задач (без додаткових невiдомих функцiй у крайових умовах); див. також

[180] (§ 2.3 i 2.4). Для крайової задачi (3.1), (3.2) цi означення використано у

роботах В. О. Козлова, В. Г. Маз’ї i Й. Россманна [146] (п. 3.2.2) та I. Я. Ройт-

берг [72, 179] (див. також монографiю Я. А. Ройтберга [181] (п. 2.3.6))

З огляду на еквiвалентнiсть означень 4.3 i 4.4 будемо пропускати прикме-

тник „сильний” або „слабкий”, застосовуючи термiн „узагальнений за Ройт-

бергом розв’язок”.
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4.3. Нетеровiсть задачi в модифiкованiй шкалi

Дослiдимо властивостi оператора (4.9), що вiдповiдає елiптичнiй крайо-

вiй задачi (3.1), (3.2) у модифiкованiй за Ройтбергом уточненiй соболєвськiй

шкалi.

Теорема 4.1. Для довiльних s ∈ R i ϕ ∈ M обмежений оператор (4.9)

нетерiв. Його ядро збiгається з N , а область значень складається з усiх

векторiв

(f, g) := (f, g1, . . . , gq+κ) ∈ Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ), (4.13)

якi задовольняють умову (3.40). Iндекс оператора (4.9) дорiвнює dimN −

dimN+ та не залежить вiд s i ϕ.

Доведення. У соболєвському випадку ϕ(t) ≡ 1, ця теорема доведена в

монографiї [146] (теорема 3.4.1) для цiлих s i в статтях [72, 179] та у книзi

[181] (теорема 2.4.1) для дiйсних s i загальних елiптичних систем. Виведемо

теорему 4.1 iз соболєвського випадку за допомогою iнтерполяцiї з функцiо-

нальним параметром.

Нехай s ∈ R i ϕ ∈M. Виберемо додатнi числа ε i δ такi, що числа s− ε i

s+ δ цiлi. Згiдно з [146] (теорема 3.4.1) вiдображення (3.5) продовжується за

неперервнiстю до обмежених i нетерових операторiв

Λ : Ds−ε,(2q)(Ω,Γ)→ Es−ε−2q,(0)(Ω,Γ),

Λ : Ds+δ,(2q)(Ω,Γ)→ Es+δ−2q,(0)(Ω,Γ).
(4.14)

Вони мають спiльне ядро N i однаковий iндекс, рiвний dimN − dimN+.

Область значень першого оператора набирає вигляду

Λ(Ds−ε,(2q)(Ω,Γ)) =
{

(f, g) ∈ Es−ε−2q,(0)(Ω,Γ) : виконується (3.40)
}
. (4.15)

(Аналогiчний опис має i область значень другого оператора.)

Означимо iнтерполяцiйний параметр ψ за формулою (2.16). На пiдста-

вi твердження 2.9 з нетеровостi обох операторiв (4.14) випливає нетеровiсть
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обмеженого оператора

Λ :
[
Ds−ε,(2q)(Ω,Γ),Ds+δ,(2q)(Ω,Γ)

]
ψ
→

→
[
Es−ε−2q,(0)(Ω,Γ), Es+δ−2q,(0)(Ω,Γ)

]
ψ
.

(4.16)

Цей оператор є розширенням за неперервнiстю вiдображення (3.5). Пока-

жемо, що (4.16) є оператор (4.9) iз формулювання теореми 4.1. Для цього

опишемо iнтерполяцiйнi простори, у яких дiє оператор (4.16).

Застосовуючи послiдовно твердження 2.10, 4.1 i 3.6, отримаємо

[
Ds−ε,(2q)(Ω,Γ),Ds+δ,(2q)(Ω,Γ)

]
ψ

=

=
[
Hs−ε,(2q)(Ω), Hs+δ,(2q)(Ω)

]
ψ
⊕

⊕
κ⊕
k=1

[
H(s+rk−1/2−ε)(Γ), H(s+rk−1/2+δ)(Γ)

]
ψ

=

= Hs,ϕ,(2q)(Ω)⊕
κ⊕
k=1

Hs+rk−1/2,ϕ(Γ) = Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ).

Аналогiчно,

[
Es−ε−2q,(0)(Ω,Γ), Es+δ−2q,(0)(Ω,Γ)

]
ψ

=

=
[
Hs−2q−ε,(0)(Ω), Hs−2q+δ,(0)(Ω)

]
ψ
⊕

⊕
q+κ⊕
j=1

[
H(s−mj−1/2−ε)(Γ), H(s−mj−1/2+δ)(Γ)

]
ψ

=

= Hs−2q,ϕ,(0)(Ω)⊕
q+κ⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ) = Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ).

Цi рiвностi просторiв виконуються з точнiстю до еквiвалентностi норм.

Таким чином, обмежений i нетерiв оператор (4.16) є оператор (4.9) з фор-

мулювання теореми 4.1. Згiдно з твердженням 2.9, ядро та iндекс опера-

тора (4.9) збiгаються вiдповiдно зi спiльним ядром N i спiльним iндексом

dimN − dimN+ операторiв (4.14). Окрiм того, на пiдставi цього ж твердже-

ння i формули (4.15) робимо висновок, що область значень цього оператора
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дорiвнює

Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ) ∩ Λ
(
Ds−ε,(2q)(Ω,Γ)

)
={

(f, g) ∈ Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ) : виконується (3.40)
}
.

Тут також скористалися вкладенням

Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ) ↪→ Es−ε−2q,(0)(Ω,Γ),

яке є наслiдком властивостей (4.2) i (3.33). Таким чином, обгрунтовано усi

властивостi оператора (4.9), вказанi у теоремi 4.1.

Теорема 4.1 доведена.

Якщо s > 2q− 1/2, то ця теорема збiгається з теоремою 3.9. Це випливає

з рiвностей (4.3) i (4.7).

У соболєвському випадку ϕ(t) ≡ 1 теорема 4.1 i наступнi теореми 4.2 —

4.5 встановленi В. О. Козловим, В. Г. Маз’єю i Й. Россманном [146] (пп. 3.2,

3.4 i 4.4.1) та I. Я. Ройтберг [72, 179], (див. також монографiю Я. А. Ройт-

берга [181] (п. 2.4)). Теорема 4.1 у цьому випадку мiститься також у теоремi

А. Н. Кожевнiкова [145, с.411] про нетеровiсть у модифiкованiй за Ройтбергом

соболєвськiй шкалi елiптичної крайової задачi, породженої псевдодиференцi-

альними операторами алгебри Буте де Монвеля.
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4.4. Повний набiр iзоморфiзмiв, породжений задачею

В окремому випадку, коли N = {0} i N+ = {0}, оператор (4.9) встанов-

лює iзоморфiзм мiж просторами Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ) i Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ). У загальному

випадку, цей оператор породжує iзоморфiзм мiж деякими їх пiдпросторами,

якi мають скiнченну ковимiрнiсть. У цьому зв’язку розглянемо такi розклади

цих просторiв у прямi суми їх пiдпросторiв:

Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ) = N u

{
(u, v1, . . . , vκ) ∈ Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ) :

(u0, θ)Ω +
κ∑
k=1

(vk, θk)Γ = 0 для усiх (θ, θ1, ..., θκ) ∈ N
}
,

(4.17)

де u0 перша координата вектора T2qu = (u0, u1, . . . , u2q), та

Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ) =

= N+ u
{(
f, g) ∈ Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ) : виконується (3.40)

}
.

(4.18)

Цi розклади iснують, оскiльки у їх правих частинах пiдпростори мають пере-

тин {0}, а скiнченна вимiрнiсть першого пiдпростору дорiвнює ковимiрностi

другого. Зауважимо, що написанi розклади збiгаються з розкладами (3.52) i

(3.53) вiдповiдно, якщо η(t) ≡ tsϕ(t) i s > 2q − 1/2. Це випливає з рiвностей

(4.3) i (4.7).

Позначимо через P i P+ вiдповiдно проектори просторiв Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ) i

Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ) на другий доданок в сумах (4.17) i (4.18) паралельно першому

доданку. Цi проектори не залежать, як вiдображення, вiд s i ϕ.
Теорема 4.2. Для довiльних s ∈ R i ϕ ∈ M, звуження вiдображення

(4.9) на пiдпростiр P (Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ)) є iзоморфiзмом

Λ : P
(
Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ)

)
↔ P+

(
Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ)

)
. (4.19)

Доведення. Згiдно з теоремою 4.1, звуження оператора (4.9) на пiдпро-

стiр P (Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ)) є неперервним i взаємно однозначним лiнiйним вiдобра-

женням цього пiдпростору на пiдпростiр P+(Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ)). Тому, за теоре-

мою Банаха про обернений оператор, це вiдображення є iзоморфiзмом (4.19).
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Теорема 4.2 доведена.

Вiдмiтимо, що у цiй теоремi набiр iзоморфiзмiв (4.19) є повним для мо-

дифiкованої за Ройтбергом уточненої соболєвської шкали, оскiльки у ньому

параметри s i ϕ пробiгають цiлком множини R iM вiдповiдно.
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4.5. Апрiорна оцiнка узагальнених за Ройтбергом

розв’язкiв задачi

Цi розв’язки задовольняють таку апрiорну оцiнку.

Теорема 4.3. Нехай задано s ∈ R, ϕ ∈ M i дiйсне число σ > 0. Тодi

iснує число c > 0 таке, що

‖(u, v)‖Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ) ≤ c
(
‖Λ(u, v)‖Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ) + ‖(u, v)‖Ds−σ,ϕ,(2q)(Ω,Γ)

)
(4.20)

для довiльного вектора (u, v) ∈ Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ). Тут число c = c(s, ϕ, σ) не

залежить вiд (u, v).

Доведення. Для довiльного вектора (u, v) ∈ Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ) маємо на пiд-

ставi теореми 4.2 такi нерiвностi:

‖(u, v)‖Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ) ≤

‖P (u, v)‖Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ) + ‖(u, v)− P (u, v)‖Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ) ≤

≤ c1‖ΛP (u, v)‖Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ) + c2‖(u, v)− P (u, v)‖Ds−σ,ϕ,(2q)(Ω,Γ).

(4.21)

Тут, c1 є норма оберненого оператора до iзоморфiзму (4.19), а c2 є деяке

додатне число, яке не залежить вiд (u, v). Це число iснує, оскiльки вектор

(u, v) − P (u, v) належить до скiнченновимiрного простору N , де всi нор-

ми еквiвалентнi, зокрема, норми в просторах Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ) i Ds−σ,ϕ,(2q)(Ω,Γ).

Окрiм того,

‖P (u, v)‖Ds−σ,ϕ,(2q)(Ω,Γ) ≤ c3‖(u, v)‖Ds−σ,ϕ,(2q)(Ω,Γ), (4.22)

де c3 норма проектора P , що дiє у просторi Ds−σ,ϕ,(2q)(Ω,Γ). З формул (4.21)

i (4.22) безпосередньо випливає потрiбна оцiнка (4.20).

Теорема 4.3 доведена.

Якщо N = {0}, то другий доданок у правiй частинi нерiвностi (4.20)

можна прибрати. Це негайно випливає з iзоморфiзму (4.19).
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4.6. Регулярнiсть узагальнених за Ройтбергом розв’яз-

кiв задачi

Дослiдимо глобальну i локальну регулярнiсть узагальнених за Ройтбер-

гом розв’язкiв крайової задачi (3.1), (3.2) у просторах Ds,ϕ,(2q)(Ω). Почнемо з

глобальної регулярностi в областi Ω аж до її межi Γ.

Теорема 4.4. Нехай вектор (u, v) ∈ D−∞,(2q)(Ω,Γ) є узагальненим за

Ройтбергом розв’язком елiптичної крайової задачi (3.1), (3.2), права части-

на якої задовольняє умову (f, g) ∈ Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ) для деяких параметрiв

s ∈ R i ϕ ∈M. Тодi (u, v) ∈ Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ).

Доведення. За умовою, (u, v) ∈ D−∞,(2q)(Ω,Γ). Тому (u, v) ∈ Dσ,(2q)(Ω,Γ)

для деякого числа σ < s. За умовою i теоремою 4.1 маємо:

(f, g) = Λ(u, v) ∈ Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ) ∩ Λ
(
Dσ,(2q)(Ω,Γ)

)
= Λ

(
Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ)

)
.

Отже, поряд з умовою Λ(u, v) = (f, g) виконується рiвнiсть Λ(u′, v′) = (f, g)

для деякого вектора (u′, v′) ∈ Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ). Тодi

(u◦, v◦) := (u, v)− (u′, v′) ∈ Dσ,(2q)(Ω,Γ) i Λ(u◦, v◦) = 0.

Це за теоремою 3.1 (розглянутою у випадку ϕ ≡ 1) тягне за собою включення

(u◦, v◦) ∈ N ⊂ C∞(Ω)×
(
C∞(Γ)

)κ
.

Звiдси

(u, v) = (u′, v′) + (u◦, v◦) ∈ Ds,ϕ,(2q)(Ω,Γ).

Теорема 4.4 доведена.

Перейдемо до локальної регулярностi узагальнених за Ройтбергом

розв’язкiв крайової задачi (3.1), (3.2).

Нехай, як i в п. 3.7, V є довiльна вiдкрита множина в Rn така, що

Ω0 := Ω ∩ V 6= ∅; покладемо Γ0 := Γ ∩ V . Введемо локальнi аналоги
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просторiв Ds,ϕ,(2q)(Ω) i Es−2q,ϕ,(0)(Ω), де s ∈ R i ϕ ∈ M. Позначимо че-

рез Ds,ϕ,(2q)loc (Ω0,Γ0) лiнiйний простiр усiх векторiв (u, v) ∈ D−∞,(2q)(Ω,Γ) та-

ких, що χ(u, v) ∈ Ds,ϕ,(2q)(Ω) для довiльної функцiї χ ∈ C∞(Ω) такої, що

suppχ ⊂ Ω0∪Γ0. Аналогiчно, позначимо через Es−2q,ϕ,(0)
loc (Ω0,Γ0) лiнiйний про-

стiр усiх векторiв (f, g) ∈ E−∞,(0)(Ω,Γ) таких, що χ(f, g) ∈ Es−2q,ϕ,(0)(Ω) для

довiльної функцiї χ, вказаної вище. Тут, звiсно, множення скалярної функцiї

χ на вектор виконується по-компонентно, причому добуток χh, де h ∈ D′(Γ),

розумiється як (χ�Γ)h.

Теорема 4.5. Нехай вектор (u, v) ∈ D−∞,(2q)(Ω,Γ) є узагальненим за

Ройтбергом розв’язком елiптичної крайової задачi (3.1), (3.2), права части-

на якої задовольняє умову (f, g) ∈ Es−2q,ϕ,(0)
loc (Ω0,Γ0) для деяких параметрiв

s ∈ R i ϕ ∈M. Тодi (u, v) ∈ Ds,ϕ,(2q)loc (Ω0,Γ0).

Доведення. Попередньо доведемо, що для кожного числа p ≥ 1 за умов

теореми виконується iмплiкацiя

(u, v) ∈ Ds−p,ϕ,(2q)loc (Ω0,Γ0) ⇒ (u, v) ∈ Ds−p+1,ϕ,(2q)
loc (Ω0,Γ0). (4.23)

Припустимо, що посилка цiєї iмплiкацiї правильна для деякого p ≥ 1.

Довiльно виберемо функцiю χ ∈ C∞(Ω) таку, що suppχ ⊂ Ω0∪Γ0. Виберемо

також деяку функцiю θ ∈ C∞(Ω), яка задовольняє умови supp θ ⊂ Ω0 ∪ Γ0 i

θ = 1 в околi suppχ.

Переставивши оператор множення на функцiю χ з кожним iз диференцi-

альних операторiв A, Bj i Cj,k, отримаємо рiвнiсть (3.61), тобто

Λ(χ(u, v)) = χΛ(u, v) + Λ′(θ(u, v)) = χ(f, g) + Λ′(θ(u, v)). (4.24)

Тут, як i в доведеннi теореми 3.5, Λ′ є оператор крайової задачi вигляду

(3.1), (3.2), у якiй порядки усiх диференцiальних операторiв принаймнi на

одиницю меншi, нiж порядки вiдповiдних операторiв у крайовiй задачi (3.1),

(3.2). Тому, згiдно з твердженнями 4.2 та 3.8 (iii) маємо обмежений оператор

Λ′ : Dσ,ϕ,(2q)(Ω,Γ)→ Eσ+1−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ) (4.25)
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для кожного σ ∈ R.

За умовою теореми,

χ(f, g) ∈ Es−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ) ⊂ Es−p+1−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ). (4.26)

Згiдно з посилкою iмплiкацiї,

θ(u, v) ∈ Ds−p,ϕ,(2q)(Ω,Γ).

Отже, на пiдставi (4.25), де σ := s− p, отримаємо:

Λ′(θ(u, v)) ∈ Es−p+1−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ). (4.27)

Тепер на пiдставi формул (4.24), (4.26) i (4.27) маємо включення

Λ(χ(u, v)) ∈ Es−p+1−2q,ϕ,(0)(Ω,Γ).

Тому, за теоремою 4.4,

χ(u, v) ∈ Ds−p+1,ϕ,(2q)(Ω,Γ)

З огляду на довiльнiсть зазначеного вибору функцiї χ, це включення означає,

що висновок iмплiкацiї (4.23) правильний. Отож, ця iмплiкацiя доведена для

кожного числа p ≥ 1.

Тепер, використовуючи iмплiкацiю (4.23), можемо довести теорему 4.5. За

умовою цiєї теореми, (u, v) ∈ D−∞,(2q)(Ω,Γ). Тому

(u, v) ∈ Ds−λ,ϕ,(2q)(Ω,Γ) ⊂ Ds−λ,ϕ,(2q)loc (Ω0,Γ0)

для деякого λ ∈ N. Використовуючи iмплiкацiю (4.23) послiдовно для значень

p = λ, p = λ− 1, ..., p = 1, отримаємо:

(u, v) ∈ Ds−λ,ϕ,(2q)loc (Ω0,Γ0) ⇒ (u, v) ∈ Ds−λ+1,ϕ,(2q)
loc (Ω0,Γ0) ⇒ . . .

. . . ⇒ (u, v) ∈ Ds−1,ϕ,(2q)
loc (Ω0,Γ0) ⇒ (u, v) ∈ Ds,ϕ,(2q)loc (Ω0,Γ0).

Теорема 4.5 доведена.

Якщо (u, v) ∈ D2q−1/2+(Ω,Γ) i s > 2q − 1/2, то ця теорема збiгається з

теоремою 3.10. Це випливає з рiвностей (4.3) i (4.7).
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4.7. Застосування до дослiдження гладкостi розв’язкiв

Як застосування теореми 4.5 отримаємо достатнi умови неперервно-

стi узагальнених похiдних заданого порядку компонент розв’язку (u, v) ∈

D−∞,(2q)(Ω,Γ) елiптичної крайової задачi (3.1), (3.2). Множини Ω0 i Γ0 є такi,

як у п. 4.6.

Теорема 4.6. Нехай цiле число l ≥ 0 таке, що l > 2q − (n + 1)/2.

Припустимо, що умови теореми 4.5 виконуються для s = l + n/2 i деякої

функцiї ϕ ∈M, яка задовольняє умову (2.11). Тодi u ∈ C l(Ω0 ∪ Γ0).

Доведення. Довiльно виберемо точку x ∈ Ω0 ∪ Γ0 i функцiю χ ∈ C∞(Ω)

таку, що suppχ ⊂ Ω0 ∪ Γ0 i χ = 1 в деякому околi точки x. За теоремою 4.5

маємо включення χu ∈ H l+n/2,ϕ,(2q)(Ω). Звiдси на пiдставi рiвностi (4.7) i

твердження 3.5 запишемо

χu ∈ H l+n/2,ϕ,(2q)(Ω) = H l+n/2,ϕ(Ω) ⊂ C l(Ω).

(Остання рiвнiсть виконується, оскiльки, за умовою, l+n/2 > 2q−1/2.) Звiд-

си, з урахуванням довiльностi вибору x та χ випливає потрiбне включення

u ∈ C l(Ω0 ∪ Γ0).

Теорема 4.6 доведена.

Зауваження 4.1. Висновок теореми 4.6 зберiгає силу, якщо замiсть умо-

ви l > 2q − (n+ 1)/2 припустити, що u ∈ H(σ)(Ω) для деякого σ > 2q − 1/2.

Справдi, якщо l ≤ 2q − (n + 1)/2, то u ∈ H(σ)(Ω) ⊂ C l(Ω) за теоремою

вкладення Соболєва i припущенням σ > 2q − 1/2.

Теорема 4.7. Нехай задано цiлi числа l ≥ 0 i k ∈ {1, . . . ,κ}. Припусти-

мо, що умови теореми 4.5 виконуються для s = l−rk +n/2 i деякої функцiї

ϕ ∈M, яка задовольняє умову (2.11). Тодi vk ∈ C l(Γ0).

Доведення. Довiльно виберемо точку x ∈ Γ0 i функцiю χ ∈ C∞(Γ) таку,

що suppχ ⊂ Γ0 i χ = 1 в деякому околi точки x. За теоремою 4.5 маємо
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включення χvk ∈ H l+(n−1)/2,ϕ(Γ). Тому χvk ∈ C l(Γ) на пiдставi тверджен-

ня 3.5. Звiдси, з урахуванням довiльностi вибору x та χ випливає потрiбне

включення vk ∈ C l(Γ0).

Теорема 4.7 доведена.
Зауваження 4.2. Умова (2.11) не лише достатня в теоремах 4.6 i 4.7, але

i необхiдна на класi усiх розв’язкiв, що розглядаються у цих теоремах. Це

обгрунтовується так само, як i зауваження 3.1.
За допомогою теорем 4.6 i 4.7 встановимо достатню умову, за якою уза-

гальнений за Ройтбергом розв’язок (u, v) елiптичної крайової задачi (3.1),

(3.2) є класичним.
Теорема 4.8. Нехай u ∈ H(σ)(Ω) для деякого числа σ > 2q − 1/2, а

v ∈ (D′(Γ))κ. Припустимо, що вектор (u, v) ∈ D−∞,(2q)(Ω,Γ) є узагальненим

за Ройтбергом розв’язком елiптичної крайової задачi (3.1), (3.2), де

f ∈ Hn/2,ϕ1

loc (Ω,∅) ∩Hm−2q+n/2,ϕ2,(0)(Ω),

gj ∈ Hm−mj+(n−1)/2,ϕ2(Γ), j = 1, ..., q + κ,

для деяких параметрiв ϕ1, ϕ2 ∈ M, якi задовольняють умову (2.11) при

ϕ := ϕ1 i ϕ := ϕ2 вiдповiдно. Тодi цей розв’язок класичний.
Доведення. Оскiльки, за умовою,

(f, g) ∈ En/2,ϕ1

loc (Ω,∅) = En/2,ϕ1,(0)
loc (Ω,∅),

то u ∈ C2q(Ω) на пiдставi теореми 4.6, у якiй беремо l := 2q, Ω0 := Ω i Γ0 := ∅

i ϕ := ϕ1. Окрiм того, включення u ∈ Cm(Ω) випливає з умови

(f, g) ∈ Em+n/2−2q,ϕ2,(0)(Ω) (4.28)

з огляду на ту саму теорему при l := m, Ω0 := Ω i Γ0 := Γ, якщо узяти до ува-

ги зауваження 4.1. Нарештi, для кожного номера k ∈ {1, . . . ,κ} включення

vk ∈ Cm+rk(Γ) випливає з умови (4.28) на пiдставi теореми 4.7 для l := m+rk

i Γ0 := Γ.

Теорема 4.8 доведена.

Якщо (u, v) ∈ D2q−1/2+(Ω,Γ), то ця теорема збiгається з теоремою 3.11.
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Висновки до роздiлу 4

У четвертому роздiлi дисертацiї дослiджено властивостi елiптичної за

Лавруком крайової задачi у повнiй модифiкованiй за Ройтбергом уточненiй

соболєвськiй шкалi. Отримано такi результати:

1. Доведено теорему про нетеровiсть обмежених операторiв, що вiдповiд-

ають цiй задачi у зазначенiй шкалi.

2. Доведено теорему про повний набiр iзоморфiзмiв, породжених задачею

у цiй шкалi.

3. Встановлено новi апрiорнi оцiнки узагальнених за Ройтбергом розв’яз-

кiв задачi.

4. Доведено теорему про регулярнiсть узагальнених за Ройтбергом

розв’язкiв задачi у модифiкованiй уточненiй соболєвськiй шкалi.

5. Встановлено новi достатнi умови приналежностi (локально) цих

розв’язкiв до просторiв неперервно диференцiйовних функцiй, зокре-

ма, знайдено умови класичностi цих розв’язкiв.

Результати четвертого роздiлу опублiкованi у статтi [123].
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РОЗДIЛ 5

ТЕОРЕМИ ТИПУ ЛIОНСА-МАДЖЕНЕСА ДЛЯ

ЕЛIПТИЧНОЇ ЗА ЛАВРУКОМ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI

У цьому роздiлi дослiджуємо елiптичну за Лавруком крайову задачу у

(немодифiкованих) просторах Хермандера, елементами яких можуть бути

розподiли довiльного вiд’ємного порядку (на вiдмiну вiд третього роздiлу ди-

сертацiї). Задачу розглядаємо в уточненiй соболєвськiй шкалi у припущеннi,

що права частина елiптичного рiвняння належить до гiльбертового простору

L2(Ω) функцiй квадратично iнтегровних на Ω. Для регулярних елiптичних

крайових задач i соболєвських просторiв ця постановка дослiдження була

запропонована Ж.-Л. Лiонсом i Е. Мадженесом [148, 149].

5.1. Теорема про нетеровiсть

У цьому роздiлi є базовим такий гiльбертiв простiр. Нехай s < 2q i ϕ ∈M.

Означення 5.1. Лiнiйний простiр Hs,ϕ
A (Ω) складається, за означенням,

з усiх розподiлiв u ∈ Hs,ϕ(Ω) таких, що Au ∈ L2(Ω). Цей простiр надiлений

скалярним добутком

(u1, u2)Hs,ϕ
A (Ω) := (u1, u2)Hs,ϕ(Ω) + (Au1, Au2)L2(Ω). (5.1)

Тут, звiсно, образ Au розумiється в сенсi теорiї розподiлiв в областi Ω.

Скалярний добуток (5.1) породжує у просторi Hs,ϕ
A (Ω) норму графiка

‖u‖Hs,ϕ
A (Ω) :=

(
‖u‖2

Hs,ϕ(Ω) + ‖Au‖2
L2(Ω)

)1/2
.

У соболєвському випадку ϕ(·) ≡ 1 цей простiр позначаємо також через

Hs
A(Ω). Вiн був використаний Ж.-Л. Лiонсом i Е. Мадженесом [148, 149] у те-

орiї регулярних елiптичних крайових задач. Для довiльного ϕ ∈ M простiр

Hs,ϕ
A (Ω) розглядався В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем [52, 53 164]. На вiд-
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мiну вiд цiєї роботи, зазначенi автори застосовували цей простiр у випадку,

коли s 6= k − 1/2 для усiх k ∈ N.

Простiр Hs,ϕ
A (Ω) повний, тобто гiльбертiв. Справдi, якщо (uk)

∞
k=1 є фун-

даментальна послiдовнiсть у цьому просторi, то iснують границi

u := lim
k→∞

uk в Hs,ϕ(Ω) ↪→ D′(Ω),

f := lim
k→∞

Auk в L2(Ω) ↪→ D′(Ω),

оскiльки простори Hs,ϕ(Ω) i L2(Ω) повнi (тут вкладення неперервнi). Дифе-

ренцiальний оператор A неперервний у топологiчному просторi D′(Ω); тому

Au = lim
k→∞

Auk = f в D′(Ω).

Нагадаємо, що u ∈ Hs,ϕ(Ω) i f ∈ L2(Ω). Отже, u ∈ Hs,ϕ
A (Ω) i uk → u у

просторi Hs,ϕ
A (Ω) при k →∞. Таким чином, цей простiр повний.

Вiдмiтити, що навiть коли всi коефiцiєнти оператора A сталi, простiр

Hs,ϕ
A (Ω) залежить суттєво вiд кожного з них. Це випливає з результату

Л. Хермандера [91] (теорема 3.1.)

Пов’яжемо з крайовою задачею (3.1), (3.2) гiльбертовi простори

Ds,ϕA (Ω,Γ) := Hs,ϕ
A (Ω)⊕

κ⊕
k=1

Hs+rk−1/2,ϕ(Γ),

E0,s,ϕ(Ω,Γ) := L2(Ω)⊕
q+κ⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ).

Як звичайно, у соболєвському випадку ϕ(·) ≡ 1 будемо пропускати iндекс ϕ

у позначеннях цих просторiв.

Теорема 5.1. Нехай s < 2q i ϕ ∈ M. Тодi множина C∞(Ω) щiльна в

просторi Hs,ϕ
A (Ω), а вiдображення (3.5) продовжується єдиним чином (за

неперервнiстю) до обмеженого оператора

Λ : Ds,ϕA (Ω,Γ)→ E0,s,ϕ(Ω,Γ). (5.2)
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Цей оператор нетерiв. Його ядро збiгається з N , а область значень скла-

дається з усiх векторiв

(f, g) := (f, g1, . . . , gq+κ) ∈ E0,s,ϕ(Ω,Γ), (5.3)

якi задовольняють умову (3.40). Iндекс оператора (5.2) дорiвнює dimN −

dimN+ та не залежить вiд s i ϕ.

Зауваження 5.1. У випадку, коли

s /∈ {k − 1/2 : k ∈ N}, (5.4)

щiльнiсть множини C∞(Ω) у просторi Hs,ϕ
A (Ω) встановлена в [52] (теоре-

ма 4.31 (i)).

Перед тим, як доводити теорему 5.1, сформулюємо два результата, по-

трiбних у доведеннi. Перший з них говорить про зв’зок мiж простором

Hs
A(Ω) i його аналогом для модифiкованої за Ройтбергом соболєвської шкали

{Hs,(2q)(Ω) : s ∈ R}.

Для довiльного дiйсного числа s < 2q розглянемо лiнiйний простiр

H
s,(2q)
A (Ω) :=

{
u ∈ Hs,(2q)(Ω) : Au ∈ L2(Ω)

}
,

надiлений нормою графiка

‖u‖
H
s,(2q)
A (Ω)

:=
(
‖u‖2

Hs,(2q)(Ω) + ‖Au‖2
L2(Ω)

)1/2
. (5.5)

Тут образ Au розумiється у сенсi твердження 4.2 (i). Простiр Hs,(2q)
A (Ω) гiль-

бертiв вiдносно норми (5.5), а множина C∞(Ω) щiльна у ньому (див., напри-

клад, [52, с. 295, 296].

Твердження 5.1. Нехай дiйсне число s задовольняє умову (5.4). Тодi

тотожне вiдображення на C∞(Ω) продовжується єдиним чином (за непе-

рервнiстю) до iзоморфiзму мiж просторами H
s,(2q)
A (Ω) i Hs

A(Ω). Отже, цi

простори рiвнi як поповнення множини C∞(Ω) за еквiвалентними норма-

ми.
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Якщо s > 2q − 1/2, то це твердження є прямим наслiдком рiвностi (4.7).

Для решти значень параметра s його доведення наведено у монографiї [164,

с. 298 – 300].

Другий результат (досить громiздкий за формулюванням) стосується iн-

терполяцiї деяких пiдпросторiв, пов’язаних з довiльним лiнiйним обмеженим

оператором, що дiє у парi гiльбертових просторiв. Попередньо приймемо таке

позначення.

Нехай H, Φ i Ψ є гiльбертовi простори, причому виконується неперервне

вкладення Φ ↪→ Ψ. Окрiм того, нехай задано лiнiйний обмежений оператор

T : H → Ψ. Покладемо

(H)T,Φ := {u ∈ H : Tu ∈ Φ}.

У лiнiйному просторi (H)T,Φ введено скалярний добуток

(u1, u2)(H)T,Φ := (u1, u2)H + (Tu1, Tu2)Φ.

Цей простiр гiльбертiв i не залежить вiд Ψ.

Твердження 5.2. Розглянемо шiсть сепарабельних гiльбертових про-

сторiв X0, Y0, Z0, X1, Y1 i Z1 та три лiнiйних вiдображення T , R i S, якi

задовольняють такi властивостi:

(i) пари X = [X0, X1] i Y = [Y0, Y1] припустимi;

(ii) простори Z0 i Z1 є пiдпросторами деякого лiнiйного простору E;

(iii) виконуються неперервнi вкладення Y0 ↪→ Z0 i Y1 ↪→ Z1;

(iv) вiдображення T означене на просторi X0 i задає обмеженi оператори

T : X0 → Z0 i T : X1 → Z1;

(v) вiдображення R означене на просторi E i задає обмеженi оператори

R : Z0 → X0 i R : Z1 → X1;

(vi) вiдображення S означене на просторi E i задає обмеженi оператори

S : Z0 → Y0 i S : Z1 → Y1;
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(vii) для довiльного ω ∈ E виконується рiвнiсть TRω = ω + Sω.

Тодi пара просторiв [ (X0)T,Y0
, (X1)T,Y1

] припустима, i для довiльного iнтер-

поляцiйного параметра ψ ∈ B правильна рiвнiсть просторiв[
(X0)T,Y0

, (X1)T,Y1

]
ψ

= (Xψ)T,Yψ

з точнiстю до еквiвалентностi норм у них.

Аналог твердження 5.2 був уперше доведений Ж.-Л. Лiонсом i Е. Мадже-

несом [150] (теорема 14.3), де розглядався випадок комплексної iнтерполяцiї.

Це твердження доведене В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем [46] (п. 4); див.

також [164] (теорема 3.12).

Доведення теореми 5.1. Спочатку доведемо її у соболєвському випад-

ку, коли s ∈ Z, s < 2q i ϕ ≡ 1. Скористаємося обмеженим i нетеровим

оператором (4.9)

Λ : Ds,(2q)(Ω,Γ)→ Es−2q,(0)(Ω,Γ) (5.6)

з теореми 4.1. Його звуження на простiр

Ds,(2q)A (Ω,Γ) := H
s,(2q)
A (Ω)⊕

κ⊕
k=1

H(s+rk−1/2)(Γ)

є обмеженим оператором

Λ : Ds,(2q)A (Ω,Γ)→ E0,s(Ω,Γ). (5.7)

Оскiльки множина C∞(Ω) щiльна у просторi Hs,(2q)
A (Ω), цей оператор є про-

довженням за неперервнiстю вiдображення (3.5). Позначимо оператор (5.6)

через Λs,(2q), а оператор (5.7) через Λs. Звiсно, ker Λs = ker Λs,(2q) i

Ran Λs =
{

(f, g) ∈ Ran Λs,(2q) : f ∈ L2(Ω)
}
,

де Ran позначає область значень вiдповiдного оператора. Звiдси за теоре-

мою 4.1 випливає, що ker Λs = N i

Ran Λs =
{

(f, g) ∈ E0,s(Ω,Γ) : виконується (3.40)
}
.
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Тому

dim ker Λs = dimN <∞ and dim coker Λs = dimN+ <∞.

Отже, обмежений оператор Λs, тобто (5.7), нетерiв. На пiдставi тверджен-

ня 5.1 робимо висновок, що (5.7) є оператор (5.2) з теореми 5.1, причому

множина C∞(Ω) щiльна в Hs
A(Ω).

Доведемо тепер теорему 5.1 у загальнiй ситуацiї за допомогою iнтерпо-

ляцiї з функцiональним параметром пар просторiв Соболєва. Нехай s ∈ R,

s < 2q i ϕ ∈ M. Вiзьмемо цiле число p ≥ 2 таке, що s > −2q(p − 1). Вiд-

ображення (3.5) продовжується за неперервнiстю до обмежених i нетерових

операторiв

Λ : D−2q(p−1)
A (Ω,Γ)→ E0,−2q(p−1)(Ω,Γ), (5.8)

Λ : D(2q)(Ω,Γ)→ E (0)(Ω,Γ) = E0,2q(Ω,Γ). (5.9)

Для першого оператора це було щойно доведено, а для другого оператора це

стверджується у теоремi 4.1. Цi оператори мають спiльне ядро N i однаковий

iндекс, рiвний dimN − dimN+. Область значень першого оператора

Λ
(
D−2q(p−1)
A (Ω)

)
=
{

(f, g) ∈ E0,−2q(p−1)(Ω,Γ) : виконується (3.40)
}
. (5.10)

Аналогiчна рiвнiсть правильна i для другого оператора. Вiдмiтимо, що дру-

гий оператор є звуженням першого.

Означимо iнтерполяцiйний параметр ψ за формулою (2.16), у якiй беремо

ε := s + 2q(p − 1) > 0 i δ := 2q − s > 0. Застосовуючи iнтерполяцiю з

функцiональним параметром ψ до пари просторiв з (5.8) i (5.9), отримаємо

обмежений оператор

Λ :
[
D−2q(p−1)
A (Ω,Γ),D(2q)(Ω,Γ)

]
ψ
→
[
E0,−2q(p−1)(Ω,Γ), E0,2q(Ω,Γ)

]
ψ
. (5.11)

Згiдно з твердженням 2.9, цей оператор нетерiв з ядром N та iндексом

dimN − dimN+.
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Опишемо iнтерполяцiйнi простори, наявнi у формулi (5.11). Застосовуючи

послiдовно твердження 2.10 i 3.7, маємо:[
D−2q(p−1)
A (Ω,Γ),D(2q)(Ω,Γ)

]
ψ

=

=
[
H
−2q(p−1)
A (Ω), H(2q)(Ω)

]
ψ
⊕

⊕
κ⊕
k=1

[
H(−2q(p−1)+rk−1/2)(Γ), H(2q+rk−1/2)(Γ)

]
ψ

=

=
[
H
−2q(p−1)
A (Ω), H(2q)(Ω)

]
ψ
⊕

κ⊕
k=1

Hs+rk−1/2,ϕ(Γ).

(5.12)

Тут враховано рiвностi

s− ε = −2q(p− 1) i s+ δ = 2q. (5.13)

Аналогiчно, [
E0,−2q(p−1)(Ω,Γ), E0,2q(Ω,Γ)

]
ψ

=

=
[
L2(Ω), L2(Ω)

]
ψ
⊕

q+κ⊕
j=1

[
H(−2q(p−1)−mj−1/2)(Γ), H(2q−mj−1/2)(Γ)

]
ψ

=

= L2(Ω)⊕
q+κ⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ) = E0,s,ϕ(Ω,Γ).

(5.14)

Цi рiвностi просторiв виконуються з точнiстю до еквiвалентностi норм.

Покажемо, що

[
H
−2q(p−1)
A (Ω), H(2q)(Ω)

]
ψ

= Hs,ϕ
A (Ω) (5.15)

з точнiстю до еквiвалентностi норм. Для цього застосуємо твердження 5.2, у

якому вiзьмемо

X0 := H(−2q(p−1))(Ω), X1 := H(2q)(Ω), Y0 := Y1 := Z1 := L2(Ω),

Z0 := E := H(−2qp)(Ω), T := A.

Тодi

H
−2q(p−1)
A (Ω) = (X0)T,Y0

i H(2q)(Ω) = (X1)T,Y1
. (5.16)
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Вiдмiтимо, що остання рiвнiсть виконується з точнiстю до еквiвалентностi

норм на пiдставi твердження 3.8 (i).

Звiсно, умови (i)–(iv) твердження 5.2 виконуються. Введемо деякi опера-

ториR та S, якi задовольняють умови (v)–(vii). У цьому зв’язку використаємо

той вiдомий факт, що вiдображення u 7→ ApAp+u+ u задає iзоморфiзм

ApAp+ + I : H
(σ)
D (Ω)↔ H(σ−4qp)(Ω) для кожного σ ≥ 2qp (5.17)

(див. [164] (лема 3.1). Тут, звичайно, Ap є p-та iтерацiя A, тодi Ap+ є формаль-

но спряжений оператор до диференцiального оператора Ap, а I – тотожний

оператор. Окрiм того,

H
(σ)
D (Ω) :=

{
u ∈ H(σ)(Ω) : Dj−1

ν u = 0 на Γ для усiх j ∈ {1, . . . , 2qp}
}

є пiдпростiр простору H(σ)(Ω). Оператор, обернений до (5.17), є обмежений

лiнiйний оператор

(ApAp+ + I)−1 : H(σ)(Ω)→ H(σ+4qp)(Ω) для кожного σ ≥ −2qp. (5.18)

Покладемо

R := Ap−1Ap+(ApAp+ + I)−1 i S := −(ApAp+ + I)−1.

Використовуючи (5.18), отримаємо обмеженi оператори

R : Z0 = H(−2qp)(Ω)→ H(2qp−2qp−2q(p−1))(Ω) = X0,

R : Z1 = L2(Ω)→ H(4qp−2qp−2q(p−1))(Ω) = X1,

S : Z0 = H(−2qp)(Ω)→ H(2qp)(Ω) ↪→ L2(Ω) = Y0,

S : Z1 = L2(Ω)→ H(4qp)(Ω) ↪→ L2(Ω) = Y1;

тут, вкладення неперервнi. Окрiм того,

AR = AAp−1Ap+(ApAp+ + I)−1 = (ApAp+ + I − I)(ApAp+ + I)−1 = I + S

на E = H(−2qp)(Ω). Отже, умови (v)–(vii) твердження 5.2 також задовольня-

ються.
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Тепер, на пiдставi цього твердження i з огляду на (5.16), маємо[
H
−2q(p−1)
A (Ω), H(2q)(Ω)

]
ψ

=
[
(X0)T,Y0

, (X1)T,Y1

]
ψ

= (Xψ)T,Yψ .

Тут, згiдно з твердженням 3.7 i формулою (5.13),

Xψ =
[
H(−2q(p−1))(Ω), H(2q)(Ω)

]
ψ

= Hs,ϕ(Ω).

До того ж,

Yψ =
[
L2(Ω), L2(Ω)

]
ψ

= L2(Ω).

Цi три формули дають потрiбну рiвнiсть (5.15).

Вiдмiтимо, що

множина C∞(Ω) щiльна в просторi Hs,ϕ
A (Ω). (5.19)

Це випливає зi щiльностi множини C∞(Ω) в H(2q)(Ω) та з неперервного щiль-

ного вкладення H(2q)(Ω) ↪→ Hs,ϕ
A (Ω). Останнє вкладення є загальна власти-

вiсть iнтерполяцiї, використаної в (5.15).

З iнтерполяцiйних формул (5.12), (5.14) i (5.15) випливає, що обмежений

i нетерiв оператор (5.11) дiє у парi просторiв Ds,ϕA (Ω,Γ) i E0,s,ϕ(Ω,Γ). Як було

зазначено вище, цей оператор має ядро N та iндекс dimN − dimN+. Окрiм

того, на пiдставi твердження 2.9 i формули (5.10), область значень цього опе-

ратора дорiвнює

E0,s,ϕ(Ω,Γ) ∩ Λ
(
H
−2q(p−1)
A (Ω)

)
=
{

(f, g) ∈ E0,s,ϕ(Ω,Γ) : виконується (3.40)
}
.

Нарештi, з огляду на (5.19), цей оператор є розширенням за неперервнiстю

вiдображення (3.5). Таким чином, вiн є потрiбний оператор (5.2).

Теорема 5.1 доведена.

З теореми 5.1 випливає
Наслiдок 5.1. Якщо N = {0} i N+ = {0}, то оператор (5.2) є iзоморфi-

змом мiж просторами Ds,ϕA (Ω,Γ) i E0,s,ϕ(Ω,Γ). У загальному випадку, цей

оператор природним чином породжує iзоморфiзм

Λ : Ds,ϕA (Ω,Γ)/N ↔ R0,s,ϕ(Ω,Γ). (5.20)



133

Тут,

R0,s,ϕ(Ω,Γ) :=
{

(f, g) ∈ E0,s,ϕ(Ω,Γ) : виконується (3.40)
}

є пiдпростiр простору E0,s,ϕ(Ω,Γ).
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5.2. Теорема про апрiорну оцiнку узагальнених розв’яз-

кiв задачi

Спочатку дамо означення узагальненого розв’язку крайової задачi (3.1),

(3.2) в ситуацiї, розглянутiй у цьому роздiлi. Покладемо

S ′A(Ω) :=
{
u ∈ S ′(Ω) : Au ∈ L2(Ω)

}
;

тут S ′(Ω) позначає топологiчний лiнiйний простiр звужень в область Ω усiх

розподiлiв w ∈ S ′(Rn). Оскiльки область Ω обмежена, S ′A(Ω) є об’єднанням

усiх просторiв Hs,ϕ
A (Ω), де s < 2q i ϕ ∈M.

Означення 5.2. Вектор

(u, v) := (u, v1, . . . , vκ) ∈ S ′A(Ω)× (D′(Γ))κ (5.21)

називаємо (сильним) узагальненим розв’язком крайової задачi (3.1), (3.2) з

правою частиною

(f, g) := (f, g1, . . . , gq+κ) ∈ L2(Ω)× (D′(Γ))q+κ,

якщо Λ(u, v) = (f, g), де Λ є оператор (5.2) для деяких параметрiв s < 2q i

ϕ ∈M.

Звiсно, означення 3.4 i 5.2 узагальнених розв’язкiв еквiвалентнi, якщо

(u, v) ∈ D2q−1/2+(Ω,Γ) i f ∈ L2(Ω).

Введений в означеннi 5.2 узагальнений розв’язок задовольняє таку апрi-

орну оцiнку в уточненiй соболєвськiй шкалi.

Теорема 5.2. Нехай задано число s < 2q, функцiю ϕ ∈M i число σ > 0.

Тодi iснує число c > 0 таке, що

‖(u, v)‖Ds,ϕA (Ω,Γ) ≤ c
(
‖Λ(u, v)‖E0,s,ϕ(Ω,Γ) + ‖(u, v)‖Ds−σ,ϕ(Ω,Γ)

)
(5.22)

для кожного вектора (u, v) ∈ Ds,ϕA (Ω,Γ). Тут, c = c(s, ϕ, σ) не залежить

вiд (u, v).
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Доведення. З iзоморфiзму (5.20) випливає, що

inf
{
‖(u, v) + (u◦, v◦)‖Ds,ϕA (Ω,Γ) : (u◦, v◦) ∈ N

}
≤

≤ c0 ‖Λ(u, v)‖E0,s,ϕ(Ω,Γ)

(5.23)

для кожного вектора (u, v) ∈ Ds,ϕA (Ω,Γ), де c0 норма оператора, оберненого

до (5.20). Оскiльки N є скiнченновимiрний пiдпростiр кожного з просторiв

Ds,ϕA (Ω,Γ) i Ds−σ,ϕ(Ω,Γ), то норми у них еквiвалентнi на N . Отже, для усiх

(u◦, v◦) ∈ N маємо нерiвнiсть

‖(u◦, v◦)‖Ds,ϕA (Ω,Γ) ≤ c1‖(u◦, v◦)‖Ds−σ,ϕ(Ω,Γ),

де число c1 > 0 не залежить вiд (u, v) i (u◦, v◦). Окрiм того,

‖(u◦, v◦)‖Ds−σ,ϕ(Ω,Γ) ≤

≤ ‖(u, v) + (u◦, v◦)‖Ds−σ,ϕ(Ω,Γ) + ‖(u, v)‖Ds−σ,ϕ(Ω,Γ) ≤

≤ c2 ‖(u, v) + (u◦, v◦)‖Ds,ϕA (Ω,Γ) + ‖(u, v)‖Ds−σ,ϕ(Ω,Γ).

Тут, c2 є норма оператора неперервного вкладення Ds,ϕA (Ω,Γ) ↪→ Ds−σ,ϕ(Ω,Γ).

Отже,

‖(u, v)‖Ds,ϕA (Ω,Γ) ≤ ‖(u, v) + (u◦, v◦)‖Ds,ϕA (Ω,Γ) + ‖(u◦, v◦)‖Ds,ϕA (Ω,Γ) ≤

≤ ‖(u, v) + (u◦, v◦)‖Ds,ϕA (Ω,Γ) + c1‖(u◦, v◦)‖Ds−σ,ϕ(Ω,Γ) ≤

≤ (1 + c1c2) ‖(u, v) + (u◦, v◦)‖Ds,ϕA (Ω,Γ) + c1 ‖(u, v)‖Ds−σ,ϕ(Ω,Γ).

Перейшовши в останнiй нерiвностi до iнфiмуму за усiма (u◦, v◦) ∈ N i скори-

ставшись формулою (5.23), отримуємо потрiбну оцiнку (5.22):

‖(u, v)‖Ds,ϕA (Ω,Γ) ≤ (1 + c1c2) c0 ‖Λ(u, v)‖E0,s,ϕ(Ω,Γ) + c1 ‖(u, v)‖Ds−σ,ϕ(Ω,Γ).

Теорема 5.2 доведена.

Якщо N = {0}, то другий доданок у правiй частинi нерiвностi (5.22)

можна прибрати. Це зразу випливає з iзоморфiзму (5.20).
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5.3. Теорема про глобальну регулярнiсть узагальнених

розв’язкiв

Дослiдимо в уточненiй соболєвськiй шкалi глобальну регулярнiсть уза-

гальнених розв’зкiв (5.21) елiптичної крайової задачi (3.1), (3.2).

Теорема 5.3. Нехай s ∈ R i ϕ ∈ M. Припустимо, що вектор (5.21)

є узагальненим розв’язком елiптичної крайової задачi (3.1), (3.2), правi ча-

стини якої задовольняють умови

f ∈ Hs−2q,ϕ(Ω), якщо s ≥ 2q, (5.24)

та

gj ∈ Hs−mj−1/2,ϕ(Γ) для кожного j ∈ {1, ..., q + κ}. (5.25)

Тодi

u ∈ Hs,ϕ(Ω), (5.26)

vk ∈ Hs+rk−1/2,ϕ(Γ) для кожного k ∈ {1, ...,κ}. (5.27)

Доведення. Розглянемо спочатку випадок, коли s < 2q. За умовою

(5.21), вектор (u, v) ∈ DσA(Ω,Γ) для деякого числа σ < s, а f ∈ L2(Ω). За

умовою (5.25) i теоремою 5.1, маємо:

(f, g) = Λ(u, v) ∈ E0,s,ϕ(Ω,Γ) ∩ Λ
(
DσA(Ω,Γ)

)
= Λ

(
Ds,ϕA (Ω,Γ)

)
.

Отже, поряд з умовою Λ(u, v) = (f, g) виконується рiвнiсть Λ(u′, v′) = (f, g)

для деякого вектора (u′, v′) ∈ Ds,ϕA (Ω,Γ). Тодi

(u◦, v◦) := (u, v)− (u′, v′) ∈ DσA(Ω,Γ) i Λ(u◦, v◦) = 0,

що за теоремою 5.1 тягне за собою включення

(u◦, v◦) ∈ N ⊂ C∞(Ω)×
(
C∞(Γ)

)κ
.
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Отже,

(u, v) = (u′, v′) + (u◦, v◦) ∈ Ds,ϕA (Ω,Γ).

Таким чином, у випадку s < 2q теорема 5.3 доведена.

Розглянемо тепер випадок, коли s ≥ 2q. Як було щойно доведено, умова

gj ∈ Hs−mj−1/2,ϕ(Γ) ⊂ H2q−1/4−mj−1/2,ϕ(Γ)

для кожного j ∈ {1, ..., q + κ}

тягне за собою включення (u, v) ∈ D2q−1/4,ϕ(Ω,Γ). Звiдси на пiдставi умов

(5.24), (5.25) i теореми 3.10, у якiй беремо Ω0 := Ω i Γ0 := Γ, робимо висновок,

що (u, v) ∈ Ds,ϕ(Ω,Γ), тобто виконуються властивостi (5.26) i (5.27).

Теорема 5.3 доведена.

Зауважимо, що обмеження s ≥ 2q в умовi (5.24) викликане такими мiр-

куваннями: якщо s < 2q, то

f = Au ∈ L2(Ω) ⊂ Hs−2q,ϕ(Ω)

з огляду на формули (5.21) i (3.32). Отже, припущення про те, що f ∈

Hs−2q,ϕ(Ω), є зайвим у теоремi 5.3 у випадку s < 2q.
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5.4. Випадок однорiдного елiптичного рiвняння

Застосуємо теореми 5.1 — 5.3 та їх аналоги з третього роздiлу дисертацiї

до дослiдження елiптичної крайової задачi (3.1), (3.2) у важливому випадку

однорiдного елiптичного рiвняння, тобто задачi

Au = 0 в Ω, (5.28)

Bju+
κ∑
k=1

Cj,kvk = gj на Γ, j = 1, ..., q + κ.. (5.29)

Таку задачу коротко називаємо напiводнорiдною.

Позначимо через K∞A (Ω) множину усiх функцiй u ∈ C∞(Ω) таких, що

Au = 0 в областi Ω. Пов’яжемо з крайовою задачею (5.28), (5.29) лiнiйне

вiдображення

Λ′ : (u, v1, ..., vκ) 7→
(
B1u+

κ∑
k=1

C1,kvk, ..., Bq+κu+
κ∑
k=1

Cq+κ,kvk

)
,

де u ∈ K∞A (Ω), i v1, . . . , vκ ∈ C∞(Γ).

(5.30)

Дослiдимо властивостi продовження (за неперервнiстю) цього вiдображення

у повнiй уточненiй соболєвськiй шкалi.

Позначимо через N+
1 скiнченновимiрний простiр усiх векторiв

(h1, ..., hq+κ) ∈ (C∞(Γ))q+κ таких, що (w, h1, ..., hq+κ) ∈ N+ для деяко-

го w ∈ C∞(Ω).

Для довiльних s ∈ R i ϕ ∈M покладемо

Ks,ϕ
A (Ω) :=

{
u ∈ Hs,ϕ(Ω) : Au = 0 в Ω

}
.

Тут образ Au розумiємо у сенсi теорiї розподiлiв, а Ks,ϕ
A (Ω) розглядаємо як

(замкнений) пiдпростiр гiльбертового простору Hs,ϕ(Ω). Згiдно з [164] (тео-

рема 3.11) множина K∞A (Ω) щiльна в Ks,ϕ
A (Ω).

Пов’яжемо з напiводнорiдною крайовою задачею (5.28), (5.29) гiльбертовi

простори

Ks,ϕA (Ω,Γ) := Ks,ϕ
A (Ω)⊕

κ⊕
k=1

Hs+rk−1/2,ϕ(Γ)
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та

Hs,ϕ(Γ) :=

q+κ⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ).

Теорема 5.4. Для довiльних s ∈ R i ϕ ∈M вiдображення (5.30) продов-

жується єдиним чином (за неперервнiстю) до обмеженого оператора

Λ′ : Ks,ϕA (Ω,Γ)→ Hs,ϕ(Γ). (5.31)

Цей оператор нетерiв. Його ядро збiгається з N , а область значень скла-

дається з усiх векторiв (g1, . . . , gq+κ) ∈ Hs,ϕ(Γ) таких, що

q+κ∑
j=1

(gj, hj)Γ = 0 для кожного (h1, . . . , hq+κ) ∈ N+
1 . (5.32)

Iндекс оператора (5.31) дорiвнює dimN − dimN+
1 i не залежить вiд s i ϕ.

Цей результат є прямим наслiдком теорем 3.1 i 5.1.

Дослiдимо властивостi узагальнених розв’язкiв напiводнорiдної елiпти-

чної крайової задачi (5.28), (5.29).

Теорема 5.5. Нехай задано s ∈ R, ϕ ∈M i число σ > 0. Тодi iснує число

c > 0 таке, що

‖(u, v)‖Ds,ϕ(Ω,Γ) ≤ c
(
‖Λ′(u, v)‖Hs,ϕ(Γ) + ‖(u, v)‖Ds−σ,ϕ(Ω,Γ)

)
(5.33)

для довiльного вектора (u, v) ∈ Ks,ϕA (Ω,Γ). Тут c = c(s, ϕ, σ) не залежить

вiд (u, v).

Цей результат є прямим наслiдком теорем 3.3 i 5.2.

Теорема 5.6. Нехай вектор (5.21) є узагальненим розв’язком елiпти-

чної крайової задачi (5.28), (5.29), правi частини якої задовольняють умову

g := (g1, . . . , gq+κ) ∈ Hs,ϕ(Γ) для деяких параметрiв s ∈ R i ϕ ∈ M. Тодi

(u, v) ∈ Ds,ϕ(Ω,Γ).

Цей результат є окремим випадком теореми 5.3.

З огляду на вкладення Ks,ϕ
A (Ω) ⊂ C∞(Ω), узагальнений розв’язок (5.21)

крайової задачi (5.28), (5.29) називається класичним, якщо u ∈ Cm(Ω) i
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vk ∈ Cm+rk(Γ) для кожного k ∈ {1, . . . ,κ}. Тодi лiвi частини рiвнянь (5.29)

обчислюються за допомогою класичних похiдних i є неперервними функцiя-

ми.

Теорема 5.7. Припустимо, що вектор (5.21) є узагальненим розв’язком

елiптичної крайової задачi (5.28), (5.29), правi частини якої задовольняють

умову g ∈ Hm+n/2,ϕ(Γ) для деякого параметра ϕ ∈ M, що задовольняє умо-

ву (2.11). Тодi цей розв’язок класичний.

Доведення. З умови g ∈ Hm+n/2,ϕ(Γ) випливає включення (u, v) ∈

Dm+n/2,ϕ(Ω,Γ) за теоремою 5.6. Тому

u ∈ Hm+n/2,ϕ(Ω) ⊂ Cm(Ω)

i

vk ∈ Hm+n/2+rk−1/2,ϕ(Γ) ⊂ Cm+rk(Γ)

для кожного номера k ∈ {1, . . . ,κ} на пiдставi теореми 5.6, твердження 3.5 i

умови (2.11). Отже, розв’язок (u, v) класичний.

Теорема 5.7 доведена.

Зауважимо, що в цiй теоремi умова (2.11) не лише достатня для кла-

сичностi розв’язку, але й необхiдна на класi всiх розглянутих узагальнених

розв’язкiв напiводнорiдної елiптичної крайової задачi (5.28), (5.29). Це об-

грунтовується аналогiчно до обгрунтування зауваження 3.1.
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Висновки до роздiлу 5

У п’ятому роздiлi дисертацiї дослiджено властивостi елiптичних за Лав-

руком крайових задач у просторах Хермандера, якi належать до уточненої

соболєвської шкали i мiстять нерегулярнi розподiли довiльного вiд’ємного

порядку. При цьому припускається, що права частина елiптичного рiвняння

належить до простору L2(Ω). Отримано такi результати:

1. Доведено теорему про обмеженiсть i нетеровiсть операторiв, що вiдпо-

вiдає цiй задачi у зазначених просторах.

2. Встановлено апрiорнi оцiнки узагальнених розв’язкiв задачi у цих про-

сторах.

3. Доведено теорему про глобальну регулярнiсть цих розв’язкiв у повнiй

уточненiй соболєвськiй шкалi.

4. Цi результати конкретизовано для важливого випадку однорiдного елi-

птичного рiвняння.

Отриманi результати є новими також i для соболєвських просторiв, на-

вiть цiлих порядкiв. Вони є версiями теорем Ж.-Л. Лiонса i Е. Мадженеса

стосовно розглянутих у дисертацiї крайової задачi i шкали функцiональних

просторiв.

Результати п’ятого роздiлу опублiковано у статтях [97] i [168].
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ВИСНОВКИ ДО ДИСЕРТАЦIЇ

У дисертацiйнiй роботi дослiджено властивостi елiптичних за Лавруком

крайових задач у класах гiльбертових просторiв Хермандера — розширенiй

соболєвськiй шкалi та уточненiй соболєвськiй шкалi. На вiдмiну вiд класи-

чних елiптичних крайових задач, елiптичнi за Лавруком задачi мiстять до-

датковi невiдомi функцiї у крайових умовах. Розширена соболєвська шкала

складається з гiльбертових iзотропних просторiв Хермандера, для яких по-

казником регулярностi розподiлiв служить функцiональний параметр, RO-

змiнний за Авакумовичем на нескiнченностi. Її важливий пiдклас — уточнена

соболєвська шкала — прив’язана до гiльбертової соболєвської шкали число-

вим параметром. Цi шкали бiльш тонко градуйованi за допомогою функцiо-

нального параметра, нiж класична гiльбертова шкала просторiв Соболєва.

Їх застосування дозволяє отримати бiльш точнi результати про властивостi

елiптичних крайових задач, нiж це можливо у межах теорiї соболєвських про-

сторiв. Зазначенi шкали просторiв Хермандера отримуються iнтерполяцiєю

з функцiональним параметром пар гiльбертових просторiв Соболєва. Бiльше

того, розширена соболєвська шкала складається з усiх гiльбертових просто-

рiв, iнтерполяцiйних щодо цих пар i замкнута вiдносно зазначеного методу

iнтерполяцiї. Вiн вiдiграє ключову роль у дисертацiї.

У роботi отриманi такi основнi результати:

1. Доведено теорему про нетеровiсть елiптичної за Лавруком крайової за-

дачi у пiдходящих парах просторiв Хермандера, якi належать до роз-

ширеної соболєвської шкали i складаються з регулярних розподiлiв, та

теорему про породженi задачею iзоморфiзми у цих просторах.

2. Встановлено теореми про нетеровiсть цiєї задачi i породженi нею iзомор-

фiзми у повнiй модифiкованiй за Ройтбергом уточненiй соболєвськiй

шкалi.
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3. Доведено теорему типу Лiонса-Мадженеса про нетеровiсть цiєї задачi

у просторах Хермандера i Соболєва, якi мiстять нерегулярнi розподiли

довiльного вiд’ємного порядку.

4. Встановлено апрiорнi оцiнки узагальнених розв’язкiв елiптичної за Лав-

руком крайової задачi у просторах Хермандера та їх модифiкацiях за

Ройтбергом.

5. Доведено теореми про регулярнiсть зазначених розв’язкiв у цих просто-

рах.

6. Знайдено новi достатнi умови неперервностi узагальнених похiдних (за-

даного порядку) цих розв’язкiв, зокрема, достатнi умови класичностi

узагальнених розв’язкiв.
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