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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

У формулах iндекси, позначенi латинськими лiтерами, змiнюються вiд 1 до
n, грецькими — вiд 0 до n. За iндексами, що повторюються, проводиться
пiдсумовування. Нижнiй iндекс функцiї позначає диференцiювання за вiд-
повiдною змiнною, а верхнiй iндекс — номер функцiї, нижнi iндекси сталих
чи змiнних також означають їх номери.

R — поле дiйсних чисел

Rn — n-вимiрний евклiдiв простiр

∆u = ∂2u
∂x2

1
+ ∂2u
∂x2

2
+ ...+ ∂2u

∂x2
n

— оператор Лапласа функцiї u =

= u(x1, x2, ..., xn)

∂µ = ∂
∂xµ

, ∂ua = ∂
∂ua

— оператори диференцiювання, вiдповiдно, за

змiнними xµ та ua

ε = (εab)=

(
0 −1

1 0

)
— антисиметричний тензор 2-го порядку

δab — символ Кронекера

(ua)k — запис означає, що функцiя ua пiдноситься до степеня k
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Вступ

Актуальнiсть теми. Виконуючи математичний опис рiзних явищ приро-
ди, часто приходять до математичних моделей у виглядi диференцiальних
рiвнянь. З виникненням i наступним розвитком теорiї диференцiальних рiв-
нянь природознавство дiстало могутнiй засiб моделювання та дослiдження
рiзноманiтних найскладнiших задач науки та технiки. Найчастiше матема-
тичнi моделi є наслiдком загальних законiв або специфiчних властивостей,
притаманних даному процесу.

Математичнi моделi у фiзицi почали iнтенсивно розроблятися в працях
I. Ньютона зi створення основ класичної механiки, всесвiтнього тяжiння,
теорiї свiтла. Їх подальше застосування до рiзних фiзичних явищ пов’язанi
з iменами Ж. Л. Лагранжа, Л. Ейлера, П. Лапласа, Ж. Фур’є, К. Гауса,
Б. Рiмана, М. В. Остроградського i багатьох iнших учених. Значний внесок
у розвиток методiв математичних моделей у фiзицi зробили А. М. Ляпу-
нов, В. А. Стєклов, С. Лi та iншi провiднi вченi свiтової науки. Починаючи
з другої половини XIX столiття диференцiальнi рiвняння успiшно застосо-
вувалися для вивчення математичних моделей явищ, пов’язаних iз рiзними
фiзичними полями i хвильовими функцiями в електродинамiцi, акустицi,
теорiї пружностi, гiдро– i аеродинамiцi. Математичнi моделi цього класу
явищ найчастiше описуються за допомогою диференцiальних рiвнянь з ча-
стинними похiдними. Таким чином, диференцiальнi рiвняння стали ефе-
ктивним засобом моделювання та дослiдження рiзноманiтних задач науки
та технiки.

Це дало поштовх до розвитку рiзних методiв розв’язування диферен-
цiальних рiвнянь: методу вiдокремлення змiнних, методу спецiальних пiд-
становок, методу варiацiї, методу Ейлера, методу д’Аламбера, методу хара-
ктеристик (Монжа), методу каскадiв (Лапласа), методу Пуассона, методу
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розвинення в ряди Фур’є, методу спуску Адамара та iнших. Одним iз та-
ких методiв є метод оберненої задачi теорiї розсiяння (та ряд спорiднених
iз ним методiв), який було розроблено у 1967 роцi в спiльнiй роботi K. Гар-
днера (C. Gardner), Дж. Грiна (J. Green), M. Крускала (M. Kruskal) та
P. Мiури (R. Miura) [111] на прикладi нелiнiйного рiвняння Кортевега–де
Фрiза. Важливу роль у розвитку методiв оберненої задачi теорiї розсiян-
ня та спорiднених iз ним пiдходiв до розв’язання багатьох нелiнiйних ди-
ференцiальних рiвнянь вiдiграли працi українських математикiв, зокрема,
Ю.М. Березанського [11]–[14], В.О. Марченка [36], Л.П. Нижника [41, 42],
Є.Д. Бiлоколоса, [9, 10], Є.Я. Хруслова [83].

Серед методiв, якi з’явилися останнiм часом, слiд вiдзначити асимптоти-
чний та чисельно–аналiтичний методи дослiдження нових класiв диферен-
цiальних та диференцiально–функцiональних рiвнянь, що були розробленi
в працях А.М. Самойленка та Ю.О. Митропольського ([37], [39], [40], [53]),
А.М. Самойленка та Р.I. Петришина ([55], [56], [142]), А.М. Самойленка
та М.Й. Ронто ([54]); варiацiйнi методи розв’язування лiнiйних та нелiнiй-
них крайових задач гiдродинамiки, розробленi I.О. Луковським ([31], [32],
[33], [34]); алгоритми наближеного розв’язку широкого класу диференцi-
альних рiвнянь з iмпульсною дiєю, розробленi М.О. Перестюком ([17], [48],
[49]); асимптотичнi методи аналiзу стохастичних диференцiальних рiвнянь,
розвинутi М.I. Портенком ([2], [50], [51]); чисельно–аналiтичний метод зна-
ходження розв’язку задачi Кошi для абстрактних диференцiальних рiв-
нянь першого та другого порядкiв з необмеженими операторними коефiцi-
єнтами, розроблений В.Л. Макаровим ([30], [35]) та iншi.

Будуючи точнi розв’язки систем нелiнiйних диференцiальних рiвнянь
з частинними похiдними, вченi часто використовують сучаснi теоретико–
груповi методи, в основi яких лежить метод, започаткований у кiнцi
XIX столiття видатним норвезьким математиком Софусом Лi ([118], [119],
[120], [121], [122], [123]). Вiн першим застосував алгебру iнварiантностi ди-
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ференцiального рiвняння для теоретико–групової редукцiї та знаходження
його точних розв’язкiв. У подальшому цi методи одержали розвиток у ро-
ботах багатьох видатних вчених. Так, 1905 року А. Пуанкаре застосував
iдеї C. Лi до системи рiвнянь Максвелла, а 1909 року Г. Бейтмен опублi-
кував свою роботу [91], де одержав точнi розв’язки лiнiйного хвильового
рiвняння за допомогою методiв симетрiйного аналiзу, Г. Бiркгоф наголосив
на можливостi застосування теорiї груп у механiцi [15].

Новий етап розвитку метод Лi одержав у роботах Л.В. Овсяннiко-
ва [43, 44, 45], ним була розроблена теорiя iнварiантних i частково–
iнварiантних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь. Пiдсумком цього перi-
оду стало опублiкування вiдомої монографiї [43].

Важливi результати в областi теоретико–групового аналiзу були одер-
жанi Дж. Блюманом та Дж. Коулом [94, 93], У. Мiллером [38], П. Олвером
[47, 131, 132, 133], Н.Х. Iбрагiмовим [22, 23], П. Вiнтернiцем [135, 136, 140].
В Українi першi роботи з цiєї тематики були опублiкованi В.Г. Костенком
наприкiнцi 50–х рокiв минулого столiття [27].

У серединi семидесятих рокiв минулого столiття була створена Київ-
ська школа математикiв, яку очолив В.I. Фущич. Науковцями цiєї школи
було зроблено суттєвий вклад як у класичнi, так i в новi методи симетрiй-
ного аналiзу дослiдження диференцiальних рiвнянь. Серед основних дося-
гнень необхiдно вiдзначити розроблений В. I. Фущичем i А. Г. Нiкiтiним
[71, 72, 73, 74, 75] новий метод дослiдження симетрiйних властивостей рiв-
нянь, особливiсть якого полягає в тому, що базисними елементами алгебри
iнварiантностi є iнтегродиференцiальнi оператори. Такий пiдхiд дозволив
знайти новi симетрiї багатьох добре вiдомих рiвнянь квантової механiки:
Максвела [75], Ламе [76] тощо. Продовжуючи розвиток iдей Дж. Блюмана,
Дж. Коула [93], П. Олвера та Ф. Розено [131, 134], В. I. Фущич, В. I. Чопик,
I. М. Цифра та М. I. Сєров [73, 77, 78, 79, 107] ввели поняття умовної симе-
трiї та розробили методи її дослiдження. Результати дослiджень умовної
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симетрiї багатьох конкретних рiвнянь [80, 77, 95, 108, 117] дали можли-
вiсть побудувати принципово новi анзаци, на основi яких були знайденi
точнi розв’язки, що не можуть бути отриманi за допомогою стандартного
алгоритму Лi. А. Ф. Баранником, Т. А. Баранником, I. I. Юриком запропо-
новано метод узагальненого вiдокремлення змiнних для нелiнiйни рiвнянь
математичної фiзики [5, 6, 7].

Iснує тiсний зв’язок мiж симетрiєю i законами збереження у природi.
1918 року видатним нiмецьким математиком Е. Нетер була сформульова-
на фундаментальна теорема теоретичної фiзики, яка зв’язує закони збере-
ження iз симетрiями системи. З неї випливає: якщо властивостi системи
не змiнюються вiд деякого перетворення, то цьому вiдповiдає певний за-
кон збереження. Наявнiсть симетрiї в системi обумовлює iснування для
неї фiзичної величини, що зберiгається. Наприклад, закон збереження iм-
пульсу є наслiдком однорiдностi простору, а закон збереження енергiї —
наслiдком однорiдностi часу. Iдеї i науковi погляди E. Нетер справили ве-
личезний вплив на багатьох вчених, як математикiв, так i фiзикiв, а пiсля
того, як її робота [130] стала загальновiдомою, ще бiльше авторiв (див.,
наприклад, [47], [105], [114], [145], [146]) шукали закони збереження, вико-
ристовуючи симетрiйний пiдхiд, оснований на її результатах.

Отже, симетрiя завжди пов’язана зi збереженням i видiляє в навколи-
шньму свiтi рiзнi iнварiанти. Вiдомо, що усi фiзичнi закони та явища приро-
ди пiдпорядковуються певним законам симетрiї. Наприклад, однорiднiсть
простору та часу є iнварiантнiстю вiдносно перенесення, iзотропiя просто-
ру — iнварiантнiстю вiдносно поворотiв, рiвнозначнiсть усiх iнерцiальних
систем вiдлiку — iнварiантнiстю вiдносно перетворень Галiлея. Таким чи-
ном, симетрiя у найбiльш широкому значеннi — це iнварiантнiсть явища
чи об’єкта вiдносно деяких його перетворень.

В. I. Фущич [72], [82] зазначав, що для адекватного математичного опи-
су фiзичних явищ треба поставити принципи симетрiї в основу науки про
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побудову математичних моделей, а симетрiйний принцип у такiй науцi має
вiдiгравати роль правила вiдбору, який видiляє з множини допустимих ма-
тематичних моделей (рiвнянь) тiльки тi, котрi володiють широкою симе-
трiєю. Адже, серед усiєї множини диференцiальних рiвнянь iснує порiвня-
но небагато тих, що описують природнi явища. Виникає питання: в чому
їх особливiсть? Так, усi основнi рiвняння математичної фiзики (рiвняння
Ньютона, Лапласа, д’Аламбера, Шредiнгера, Лiувiлля, Дiрака, Максвела
i т.д.) iнварiантнi вiдносно достатньо широких груп перетворень. Саме ця
властивiсть видiляє їх iз множини iнших диференцiальних рiвнянь.

Принципи симетрiї виражають найбiльш загальнi властивостi природи.
Тому пошук нових симетрiй складає одну з найважливiших задач фiзи-
ки взагалi. ”Функцiя, яку несуть принципи симетрiї, — за твердженням
Е. Вiгнера [16], — полягає у надiленнi структурою законiв природи або
встановленнi мiж ними внутрiшнього зв’язку, так само, як закони приро-
ди встановлюють структуру чи взаємозв’язок у свiтi явищ”. Таким чином,
якщо закони керують явищами, то принципи симетрiї — це закони фiзичних
законiв. Тому одним iз застосувань апарату групового аналiзу є знаходже-
ння законiв збереження. Отже, побудова конструктивного математичного
апарату, розробленого видатним норвезьким математиком С. Лi, здатного
виявляти рiзнi типи симетрiй, — одна з найважливiших задач якiсної теорiї
диференцiальних рiвнянь.

Iснує багато областей застосування методiв групового аналiзу диферен-
цiальних рiвнянь. Так, знання груп симетрiї даного рiвняння дозволяє ге-
нерувати новi розв’язки з вiдомих. Важливою є задача про можливi пе-
ретворення в класi диференцiальних рiвнянь. Зокрема, якщо вiдома група
еквiвалентностi деякого класу рiвнянь, то для конкретного рiвняння з її до-
помогою можна вiдшукати такi перетворення, щоб модифiковане рiвняння
мало найбiльш просту для дослiдження форму.

Оскiльки теоеретико–груповi методи дають можливiсть знаходження
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розв’язкiв диференцiальних рiвнянь, якi мають нетривiальнi групи iнва-
рiантностi, актуальною є задача повної групової класифiкацiї диференцi-
альних рiвянь, що дозволяє iз заданого класу рiвнянь видiлити тi, якi во-
лодiють широкими симетрiйними властивостями. Ще однiєю важливою за-
дачею є задача видiлення iз заданого класу рiвнянь таких, якi допускають
у якостi групи iнварiантностi деяку вiдому групу.

Таким чином, розвиток методiв групового аналiзу є актуальним i на-
буває особливого значення у разi розв’язування тих диференцiальних рiв-
нянь, для яких iншi методи є неефективними. Розв’язанню таких актуаль-
них задач i присвячена дана дисертацiя.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-
сертацiю виконано згiдно з загальним планом дослiджень кафедри ви-
щої математики Полтавського нацiонального технiчного унiверситету iменi
Юрiя Кондратюка.

Дисертацiйну роботу виконано в рамках науково–дослiдницьких робiт,
що розроблялися кафедрою вищої математики Полтавського нацiонально-
го технiчного унiверситету iменi Юрiя Кондратюка за рахунок видаткiв
загального фонду державного бюджету, ”Симетрiйний аналiз нелiнiйних
рiвнянь математичної фiзики” (номер державної реєстрацiї 0104U000320),
”Класифiкацiя симетрiйних властивостей та знаходження деяких класiв то-
чних розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь математичної фiзики” (номер держав-
ної реєстрацiї 0109U001520), ”Дослiдження галiлеївської iнварiантностi си-
стем нелiнiйних рiвнянь математичної фiзики еволюцiйного типу” (номер
державної реєстрацiї 0112U002321).

Мета i задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є видiлення
з класу систем реакцiї–конвекцiї–дифузiї та конвекцiї–дифузiї таких, що
допускають iнварiантнiсть вiдносно алгебр Галiлея та їх розширень опера-
торами масштабних i проективних перетворень.
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Об’єкт дослiдження. Об’єктом дослiдження є система рiвнянь реакцiї–
конвекцiї–дифузiї та системи рiвнянь конвекцiї–дифузiї.
Предмет дослiдження. Предметом дослiдження є класифiкацiя лiївсь-
ких симетрiй нелiнiйних систем рiвнянь реакцiї–конвекцiї–дифузiї та кон-
векцiї–дифузiї.

Методи дослiдження. Коротко сформулюємо основнi поняття та визна-
чення, що використовуються в дисертацiйнiй роботi.

Розглядаємо клас систем диференцiальних рiвнянь з частинними похiд-
ними m – го порядку

S(x, u(m), F(s)) = 0, (0.1)

де S ∈ Rk, x = (x0,
−→x ) ∈ R1+n, u = u(x) ∈ Rk, F = F (x, u(r)) ∈ Rl —

довiльнi гладкi функцiї, u(r) = (u, u
1
, . . . , u

r
), u

r
— сукупнiсть всеможливих

похiдних r–го порядку функцiй u за змiнними x, F(s) = (F, F
1
, . . . , F

s
), F

s
—

сукупнiсть всеможливих похiдних s–го порядку функцiй F за змiнними
y = (x, u(r)) .

Наведемо основнi поняття методу С. Лi згiдно [43].

Означення 0.1. Група Лi локальних перетворень вигляду

x̃ = f(x, u, θ), ũ = g(x, u, θ), (0.2)

де θ — довiльнi параметри, θ ∈ Rl, називається l–параметричною гру-
пою точкових симетрiй рiвняння (0.1), якщо множина розв’язкiв (0.1)
iнварiантна вiдносно перетворень (0.2).

Означення 0.2. Алгеброю Лi групи (0.2) називається лiнiйний вектор-
ний простiр, базисом якого є диференцiальнi оператори першого порядку

Xb = ξb(x, u)∂x + ηb(x, u)∂u, (0.3)

де

ξb = ∂f b

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

, ηb = ∂gb

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

(0.4)
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зi стандартною операцiєю комутування.

Мiж групами Лi перетворень (0.2) i алгебрами Лi iснує взаємноодно-
значна вiдповiднiсть (перша теорема Лi). Якщо вiдомi перетворення (0.2),
то координати iнфiнiтезiмальних операторiв (0.3) знаходяться з умов (0.4).
Щоб вiдновити групу Лi, знаючи її алгебру Лi, необхiдно розв’язати насту-
пну задачу Кошi (систему рiвнянь Лi):

∂f
∂θ

= ξ(f, g),
∂g
∂θ

= η(f, g),

f
∣∣∣∣
θ=0

= x, g
∣∣∣∣
θ=0

= u.
(0.5)

Сформулюємо алгоритм Лi знаходження алгебри iнварiантностi системи
рiвнянь (0.1).

Теорема 0.1. Диференцiальний оператор

X = ξ(x, u)∂x + η(x, u)∂u (0.6)

є оператором iнварiантностi системи (0.1) тодi i тiльки тодi, коли

X̃S(x, u(m))

∣∣∣∣∣ S = 0
≡ 0, (0.7)

де X̃ — продовження iнфiнiтезимального оператора X, яке визначається
наступним чином

X̃ = X + η
1
∂u

1
+ η

2
∂u

2
+ . . .+ η

k
∂u
k

+ . . . , (0.8)

причому

η
k

= D η
k−1
− u

k
Dξ,

D = ∂x + u
1
∂u + u

2
∂u

1
+ . . .+ u

k
∂ u
k−1

+ . . . .

Записавши (0.7) у розгорнутому виглядi, пiсля розщеплення за похiдни-
ми, отримуємо систему лiнiйних рiвнянь з частинними похiдними вiдносно
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координат ξ, η оператора X (систему визначальних рiвнянь), загальний
розв’язок якої визначає максимальну в розумiннi Лi алгебру iнварiантностi
рiвнянь (0.1). Використовуючи формули (0.5), можна визначити локальнi
групи Лi, що вiдповiдають данiй алгебрi.

Означення 0.3. Перетворення вигляду

x̃ = f(x, u, θ), ũ = g(x, u, θ), F̃ = Φ(x, u, F, θ), (0.9)

де θ — довiльнi параметри, θ ∈ Rl, називаються перетвореннями еквiва-
лентностi системи (0.1), якщо дiя перетворень (0.9) перетворює систе-
му (0.1) в iншу систему S ′, яка належить до того ж класу систем, що
й система (0.1).

Нехай, функцiї F задовольняють деякi додатковi умови

Q(x, u(m), F(q)(x, u(m))) = 0, Q ∈ Rr. (0.10)

Цi умови складаються з r диференцiальних рiвнянь для функцiй F , де
F(q)(x, u(m)) — множина всiх частинних похiдних функцiй F порядку не
вище q.

Позначимо кожний клас систем рiвнянь вигляду (0.1), в якому функцiї
F задовольняють умовi (0.10), як S|Q.

Кожнiй однопараметричнiй групi локальних точкових перетворень, що
залишає систему S|Q iнварiантною, вiдповiдає iнфiнiтезимальний опера-
тор (0.8). Повний набiр таких груп генерує максимальну групу Gmax =

= Gmax(S|Q) з вiдповiдною алгеброю Лi Amax = Amax(S|Q) iнфiнiтезималь-
них операторiв системи S|Q.

Основною групою iнварiантностi системи (0.1) назвемо групу:

Gbas = Gbas(S|Q) =
⋂
Q=0

Gmax(S|Q)

з вiдповiдною алгеброю Лi

Abas = Abas(S|Q) =
⋂
Q=0

Amax(S|Q).
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Групу перетворень вигляду (0.9) системи (0.1) позначимо

Gequiv = Gequiv(S|Q).

Тодi задача групової класифiкацiї системи (0.1) полягає у знаходженнi
всiх нееквiвалентних випадкiв розширення Abas, тобто у знаходженнi всiх
Gequiv — нееквiвалентних виглядiв функцiй F , якi задовольняють рiвнян-
ня (0.10) i умову Amax(S|Q) 6= Abas.

Повна група еквiвалентностi Gequiv класу систем S|Q складається з гру-
пи неперервних перетворень еквiвалентностi Gequiv

cont та з групи точкових
перетворень екввалентностi Gequiv

point .
Детальнiше зупинимося на вiдшуканнi групи неперервних перетворень

еквiвалентностi Gequiv
cont .

Для вiдшукання Gequiv
cont можна застосувати iнфiнiтезимальний пiдхiд,

згiдно якого Gequiv
cont породжується iнфiнiтезимальним оперетором еквiва-

лентностi, який шукатимемо у виглядi

E = ξ(x, u)∂x + η(x, u)∂u + ζ(x, u(m), F )∂F . (0.11)

Умову еквiвалентностi системи S|Q вiдносно перетворень, породжених
оператором еквiвалентностi E, можна записати у виглядi

ẼS∣∣∣∣∣∣∣
S = 0,

Q = 0

= 0, ẼQ∣∣∣∣∣∣∣
S = 0,

Q = 0

= 0,
(0.12)

де Ẽ — продовження оператора E, яке визначається за правилом:

Ẽ = E + η
1
∂u

1
+ ζ

1
∂F

1

+ η
2
∂u

2
+ ζ

2
∂F

2

+ . . .+ η
k
∂u
k

+ ζ
k
∂F
k

+ . . . , (0.13)

ζ
k

= D ζ
k−1
− F

k
Dχ,

D = ∂y + F
1
∂F + F

2
∂F

1

+ . . .+ F
k
∂ F
k−1

+ . . . ,

y = (x, u(m)), χ = (ξ, η(m)), η(m) = (η, η
1
, η

2
, . . . , η

m
).
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Розщепивши за похiдними функцiй u та F умови (0.12), одержуємо систе-
му визначальних рiвнянь, загальний розв’язок якої визначає координати
оператора еквiвалентностi E.

Коли координати оператора E встановленi, перетворення еквiвалент-
ностi можна визначити, розв’язавши наступну задачу Кошi (систему рiв-
нянь типу Лi):

∂f
∂θ

= ξ(f, g),
∂g
∂θ

= η(f, g), ∂Φ
∂θ

= ζ(f, g,Φ),

f
∣∣∣∣
θ=0

= x, g
∣∣∣∣
θ=0

= u, Φ
∣∣∣∣
θ=0

= F.
(0.14)

На алгоритм Лi та алгоритм знаходження перетворень еквiвалентностi,
описанi вище, спирається доведення ряду основних результатiв даної ди-
сертацiйної роботи.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати, якi
визначають наукову новизну та виносяться на захист, наступнi:

1. Встановлено вигляд систем нелiнiйних рiвнянь реакцiї–конвекцiї–ди-
фузiї, якi iнварiантнi вiдносно алгебри Галiлея без центрального роз-
ширення.

2. Дослiджено найбiльш загальний вигляд нелiнiйностей, за яких систе-
ма рiвнянь реакцiї–конвекцiї–дифузiї iнварiантна вiдносно розширеної
алгебри Галiлея.

3. Знайдено нелiнiйностi, за яких система рiвнянь реакцiї–конвекцiї–
дифузiї iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея.

4. Встановлено групу неперервних перетворень еквiвалентностi та основ-
ну алгебру iнварiантностi n–вимiрної системи рiвнянь конвекцiї–дифу-
зiї у випадку m–вимiрного векторного поля U , також знайдено необ-
хiдну умову вигляду iнфiнiтезимального оператора цiєї системи.



16

5. Встановлено вигляд системи нелiнiйних рiвнянь конвекцiї–дифузiї,
яка iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея у випадку дво-
вимiрного векторного поля U та двох просторових змiнних.

6. Знайдено вигляд нелiнiйностей, за яких одновимiрна та двовимiрна
системи рiвнянь конвекцiї–дифузiї iнварiантнi вiдносно узагальненої
алгебри Галiлея у випадку U ∈ R3.

7. Вказано спосiб узагальнення трикомпонентної системи рiвнянь конве-
кцiї–дифузiї у випадку однiєї та двох просторових змiнних, iнварiан-
тної вiдносно узагальненої алгебри Галiлея, до системи, яка є аналогом
системи рiвнянь Нав’є–Стокса.

Практичне значення отриманих результатiв. Дисертацiйна робота
носить теоретичний характер. Отриманi результати є новими i можуть бу-
ти використанi для розв’язування ряду конкретних задач теорiї диферен-
цiальних рiвнянь, теорiї теплопровiдностi, дифузiї, гiдродинамiки, газової
динамiки та деяких iнших.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дiяльностi
та постановка задач належать науковому керiвнику — М.I. Сєрову. Доведе-
ння всiх результатiв дисертацiї, винесених на захист, проведено дисертан-
том самостiйно.

У роботах, якi опублiковано разом з iншими авторами i включено до ав-
тореферату, особистий внесок дисертанта наступний. У роботах [57], [58],
[59], [60], [61], [62], [63], [141] М.I. Сєрову належить загальна постановка
задач i аналiз отриманих результатiв. У роботi [57] дисертанту належить
класифiкацiя лiнiйних зображень алгебр Галiлея у випадку двовимiрного
векторного поля U та її застосування для дослiдження симетрiйних вла-
стивостей системи конвекцiї–дифузiї, Л.М. Блажко належить класифiка-
цiя лiнiйних зображень алгебр Пуанкаре та конформної у випадку U ∈ R2
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та застосування одержаної класифiкацiї лiнiйних зображень конформної
алгебри для дослiдження симетрiйних властивостей системи квазiлiнiйних
хвильових рiвнянь. У роботi [58] дисертанту належить розробка алгори-
тму дослiдження Q–умовної еквiвалентностi, I.В. Рассосi — дослiдження
Q–умовної еквiвалентностi та її застосування до задачi групової класифi-
кацiї. У роботi [59] дисертанту належить знаходження систем конвекцiї–
дифузiї, iнварiантних вiдносно алгебр AG2(1, 1), AG2(1, 2), О.М. Омеля-
ну — знаходження систем реакцiї–дифузiї, iнварiантних вiдносно узагаль-
неної алгебри Галiлея, М.М. Сєровiй належить узагальнення однiєї з си-
стем конвекцiї–дифузiї, iнварiантної вiдносно алгебри AG2(1, 1), до систе-
ми, що є аналогом системи рiвнянь Нав’є–Стокса. У роботi [60] дисертан-
ту належить видiлення iз класу одновимiрних систем конвекцiї–дифузiї
для U ∈ R3 таких, якi iнварiантнi вiдносно узагальненої алгебри Галiлея,
М.I. Сєрову — уточнення формулювань теорем та аналiз зв’язку резуль-
татiв iз попереднiми дослiдженнями. У роботi [61] дисертанту належить
знаходження основної алгебри iнварiантностi, системи визначальних рiв-
нянь, перетворень еквiвалентностi системи нелiнiйних рiвнянь конвекцiї–
дифузiї для U ∈ R2 та розбиття класу системи рiвнянь конвекцiї–дифузiї
на пiдкласи нееквiвалентних мiж собою систем вiдносно знайдених пере-
творень, М.I. Сєрову — уточнення формулювань теорем та перевiрка скла-
дних технiчних обчислень. У статтi [62] дисертанту належить узагальнення
трикомпонентних систем конвекцiї–дифузiї, iнварiантних вiдносно алгебр
AG2(1, 1) та AG2(1, 2), до систем, що є аналогами системи рiвнянь Нав’є–
Стокса, якщо m 6= n, М.М. Сєровiй — уточнення формулювань теорем та
аналiз зв’язку результатiв iз попереднiми дослiдженнями. У роботi [63] ди-
сертанту належить знаходження систем реакцiї–конвекцiї–дифузiї, iнварi-
антних вiдносно алгебри Галiлея та її розширень, О.Г. Плюхiну — вiдшука-
ння перетворень еквiвалентностi системи та перевiрка складних технiчних
обчислень. У роботi [141] дисертанту належить вiдшукання систем реакцiї–
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конвекцiї–дифузiї, iнварiантних вiдносно алгебри Галiлея та її розширень, а
також — точних розв’язкiв системи рiвнянь Ван–дер–Ваальса, I.В. Рассо-
сi належить знаходження систем реакцiї–конвекцiї–дифузiї, iнварiантних
вiдносно алгебри Галiлея з центральним розширенням оператором маси,
О.Г. Плюхiну — вiдшукання перетворень еквiвалентностi системи та гео-
метрична iнтерпретацiя отриманих розв’язкiв системи рiвнянь Ван–дер–
Ваальса.
Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи
доповiдалися та обговорювалися на семiнарах кафедри вищої математи-
ки Полтавського нацiонального технiчного унiверситету iменi Юрiя Кон-
дратюка, на наукових конференцiях науково–педагогiчного колективу Пол-
тавського нацiонального технiчного унiверситету iменi Юрiя Кондратюка
(м. Полтава, 2003–2009 р., 2012 р.), на II Всеукраїнському науковому семi-
нарi ”Українська школа групового аналiзу диференцiальних рiвнянь: здо-
бутки i перспективи” (м. Полтава, 2011 р.), на семiнарах вiддiлу прикла-
дних дослiджень i вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань Iн-
ституту математики НАН України, на Українському математичному кон-
гресi до 100–рiччя вiд дня народження М.М. Боголюбова (м. Київ, 2011 р.),
на Мiжнароднiй науковiй конференцiї, присвяченiй 70–рiччю В.В. Марин-
ця (м. Ужгород, 2012 р.), на Мiжнародному семiнарi на честь професо-
ра В.I. Фущича ”Симетрiя та iнтегровнiсть рiвнянь математичної фiзики”
(м. Київ, 2013), на 15–й Мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi акад. Ми-
хайла Кравчука, (м. Київ, 2014 р.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiкованi в десяти робо-
тах [21], [57], [58], [59], [60], [61], [62], [63], [25], [141], з них: 2 роботи [21],
[25] написано без спiвавторiв; 7 статей [21], [57], [58], [60], [62], [63], [141]
у провiдних наукових фахових виданнях, що затвердженi Мiнiстерством
освiти i науки України; з них 2 статтi [57], [141] опублiковано в журналах,
якi iндексуються в бiблiографiчнiй базi Scopus; 1 тези доповiдей [25] на
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мiжнароднiй та 1 тези доповiдей [59] на всеукраїнськiй конференцiях.

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, трьох роздi-
лiв, висновкiв, списку використаних джерел та додаткiв. Коротко опишемо
структуру та змiст даної дисертацiї.

У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми, проведено короткий огляд
робiт за темою дисертацiї, сформульовано основнi поняття та визначення,
що використовуються в роботi, зроблено короткий опис змiсту та резуль-
татiв дисертацiї.

У першому роздiлi обгрунтовано вибiр напрямку дослiджень i здiйснено
постановку задач, якi розв’язано в дисертацiї. Також описано основнi етапи
розвитку наукової думки щодо групового аналiзу диференцiальних рiвнянь
та подано огляд праць, якi стосуються цiєї проблеми.

У другому роздiлi розглянуто систему нелiнiйних рiвнянь реакцiї–кон-
векцiї–дифузiї

U0 = ∂1[F (U)U1] +G(U)U1 +H(U). (0.15)

де U =
(
u1

u2

)
, F (U), G(U) — довiльнi функцiональнi матрицi розмiрно-

стi 2 × 2, H(U) — довiльна функцiональна матриця розмiрностi 2 × 1,
ua = ua(x0, x1) .

Для класу систем (0.15) поставлена та розв’язана задача знаходжен-
ня таких нелiнiйностей, за яких система допускає iнварiантнiсть вiдносно
алгебри Галiлея та її розширень операторами масштабних i проективних
перетворень.

У першому пiдроздiлi виписано групу неперервних перетворень еквiва-
лентностi Gequiv

cont системи (0.15), а також систему визначальних рiвнянь i
вигляд основної алгебри iнварiантностi Abas системи (0.15).

У другому пiдроздiлi знайдено реалiзацiю алгебри Галiлея без централь-
ного розширення, нею є алгебра вигляду

〈∂0, ∂1, G = x0∂1 +Q1〉, (0.16)
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де оператор Q1 набуває вигляду Q1 = (α1abu
b + β1a)∂ua, α1ab, β1a — const.

У третьому пiдроздiлi з точнiстю до перетворень еквiвалентностi Gequiv
cont

встановлено вигляд нелiнiйностей, за яких система (0.15) iнварiантна вiд-
носно алгебри Галiлея (0.16).

У четвертому пiдроздiлi встановлено реалiзацiю розширеної алгебри Га-
лiлея та здiйснено класифiкацiю нееквiвалентних зображень цiєї алгебри
у випадку U ∈ R2. У п’ятому — з точнiстю до перетворень еквiвалентно-
стiGequiv

cont знайдено нелiнiйностi, за яких система (0.15) iнварiантна вiдносно
цiєї алгебри.

У шостому пiдроздiлi знайдено реалiзацiю узагальненої алгебри Галiлея
та прокласифiковано нееквiвалентнi зображення цiєї алгебри у випадку
двовимiрного векторного поля U .

Серед результатiв дослiдження варто наголосити на одержаних у сьо-
мому пiдроздiлi, де з точнiстю до перетворень еквiвалентнгостi Gequiv

cont зна-
йдено всi можливi вигляди нелiнiйностей, за яких система (0.15) iнварiан-
тна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея. Слiд зазначити, що у виписаних
результатах одержано систему, яка є узагальненням системи, що дослiджу-
валась у роботах [112], [64].

У третьому роздiлi розглянуто систему нелiнiйних рiвнянь конвекцiї–
дифузiї

U0 = ∆U + F i(U)Ui. (0.17)

Для одновимiрної та двовимiрної систем (0.17) поставлена та розв’язана
задача знаходження таких нелiнiйностей, за яких система допускає iнва-
рiантнiсть вiдносно алгебри Галiлея, розширеної операторами масштабних
i проективних перетворень, у випадку двовимiрного та тривимiрного ве-
кторного поля U .

У першому пiдроздiлi знайдено групу неперервних перетворень еквi-
валентностi Gequiv

cont системи (0.17), систему визначальних рiвнянь i вигляд
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основної алгебри iнварiантностi Abas системи (0.17). Крiм того, сформульо-
вано необхiдну умову вигляду iнфiнiтезимального оператора iнварiантно-
стi (0.6) системи (0.17). Пiдкреслимо, що все це знайдено для n–вимiрної
системи рiвнянь у випадку m–вимiрного векторного поля U .

У другому пiдроздiлi дослiджено систему (0.17) для U ∈ R2 у випад-
ку двох просторових змiнних. Для цiєї системи поставлена та розв’язана
задача знаходження таких нелiнiйностей, за яких система допускає iнва-
рiантнiсть вiдносно алгебри Галiлея, розширеної операторами масштабних
i проективних перетворень. Попередньо виписано реалiзацiю цiєї алгебри
та прокласифiковано її нееквiвалентнi зображення вiдносно перетворень
еквiвалентностi Gequiv

cont .
У третьому пiдроздiлi дослiджено двовимiрну систему рiвнянь (0.17)

для U ∈ R3. Для цiєї системи поставлена та розв’язана задача знаходжен-
ня таких нелiнiйностей, за яких система допускає iнварiантнiсть вiдносно
узагальненої алгебри Галiлея. Попередньо прокласифiковано зображення
алгебри Галiлея та узагальненої алгебри Галiлея для тривимiрного вектор-
ного поля U .

У четвертому пiдроздiлi розглянуто систему рiвнянь (0.17) для U ∈ R3

у випадку однiєї просторової змiнної. Для цього випадку з точнiстю до
перетворень еквiвалентностi Gequiv

cont прокласифiковано зображення алгебри
Галiлея, розширеної операторами масштабних i проективних перетворень,
та знайдено всi нелiнiйностi, за яких система конвекцiї–дифузiї допускає
iнварiантнiсть вiдносно цiєї алгебри.

Слiд наголосити на результатах, отриманих у п’ятому пiдроздiлi цьо-
го роздiлу, оскiльки тут здiйснено узагальнення двох систем, отриманих
у третьому й четвертому пiдроздiлах, до систем, якi є аналогами систе-
ми рiвнянь Нав’є–Стокса у випадку, коли розмiрнiсть векторного поля U
не дорiвнює кiлькостi незалежних просторових змiнних. Важливо, що для
отриманих систем зберiгається iнварiантнiсть вiдносно узагальненої алге-
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бри Галiлея.
У кiнцi основної частини дисертацiї зроблено загальнi висновки, де пiд-

бито пiдсумки роботи автора.

Подяки. Автор висловлює щиру вдячнiсть своєму науковому керiвнику
доктору фiзико–математичних наукСєрову Миколi Iвановичу за поста-
новку розглянутих у дисертацiї задач, постiйну увагу до роботи, всебiчну
пiдтримку та допомогу.

Також автор висловлює вдячнiсть А.Г. Нiкiтiну та всiм учасникам на-
укового семiнару вiддiлу прикладних дослiджень Iнституту математики
НАН України за цiннi зауваження, зробленi пiд час обговорення результа-
тiв роботи.
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РОЗДIЛ 1

Огляд лiтератури за темою дисертацiї та
вибiр напрямку дослiджень

У даному роздiлi проведено огляд та аналiз лiтератури, в якiй дослiджу-
ються симетрiйнi властивостi нелiнiйних диференцiальних рiвнянь та си-
стем рiвнянь з частинними похiдними, а також здiйснено постановку задач,
що розглядаються в наступних роздiлах.

Вирiшуючи фундаментальнi проблеми з рiзних сфер дiяльностi, нау-
ковцi часто зустрiчаються з проблемою побудови математичних моделей
процесiв, що дослiджуються, i вибору рiвнянь чи систем, якi б найточнi-
ше описували цей процес. У багатьох випадках те чи iнше фiзичне явище
вдається змоделювати цiлком визначеним диференцiальним рiвнянням чи
системою диференцiальних рiвнянь. Найпростiшi формулювання законiв
природи приводять до лiнiйних задач математичної фiзики, але часто такi
моделi неточнi та не дають задовiльного результату, адже багатьом реаль-
ним процесам вiдповiдають саме нелiнiйнi математичнi моделi. I тодi вини-
кає проблема обмеженостi наявного математичного апарату для розв’язу-
вання отриманих диференцiальних рiвнянь чи систем. Та якщо нелiнiйне
диференцiальне рiвняння (чи система рiвнянь), що описує певний процес,
має нетривiальнi симетрiйнi властивостi, то тут дослiдники можуть засто-
совувати методи теорiї груп i алгебр Лi.

Однiєю з основних задач класичного групового аналiзу диференцiаль-
них рiвнянь є задача знаходження найширшої (максимальної) групи симе-
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трiї, яку допускає диференцiальне рiвняння, i не менш важливою є задача
групової класифiкацiї диференцiальних рiвнянь, яку започаткував С. Лi. У
своїх роботах вiн здiйснив групову класифiкацiю лiнiйних (1+1)–вимiрних
рiвнянь другого порядку параболiчного типу [119]. Сучасну постановку за-
дачi групової класифiкацiї було здiйснено Л.В. Овсяннiковим, який у ро-
ботi [44] вперше провiв повну групову класифiкацiю нелiнiйного (1+1) –
вимiрного рiвняння теплопровiдностi

ut = ∂x(D(u)ux). (1.1)

У наступних дослiдженнях симетрiйних властивостей об’єктом розгляду
стали узагальнення рiвняння (1.1). Так, зокрема, класифiкацiю рiвняння:

ut + uxx = ∂x(k(u)ux) (1.2)

проводив у своїх дослiдженнях В.Л. Катков. Результати цих дослiджень
вiдображенi в роботi [26].

У роботi [70] В.А. Тичинiним дослiджено симметрiю i знайдено точнi
розв’язки рiвняння

ut = h(u)uxx.

Повну групову класифiкацiю рiвняння теплопровiдностi з джерелом
(стоком), яке використовується для моделювання бiологiчних i фiзико–
хiмiчних процесiв

ut = ∂x(D(u)ux) + g(u), (1.3)

та його узагальнень на двовимiрний i тривимiрний випадок провiв В.А. До-
роднiцин у роботах [19], [20]. Зауважимо, що це було зроблено значно пiзнi-
ше роботи Л.В. Овсяннiковa, оскiльки пов’язано зi складнiстю реалiзацiї
алгоритму Лi для розв’язання таких задач у випадку, коли рiвняння мi-
стить двi i бiльше довiльнi функцiї. Продовжили роботу в цьому напрямку
А. Орон, Ф. Розено (1986, [134]), C.М. Юнг, К. Вербург, П. Бавеє (1994,
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[148]), та М.П. Едвардс (1994, [113]), якi працювали над дослiдженням си-
метрiйних властивостей рiвнянь дифузiї–конвекцiї

ut = ∂x(D(u)ux) + f(u)ux. (1.4)

Вагомий внесок у цьому напрямку було зроблено I.Ш. Ахатовим, Р.К. Газi-
зовим i Н.Х. Iбрагiмовим. 1987 року було опублiковано роботу [4], де вони
провели класифiкацiю симетрiйних властивостей рiвняння

ut = G(ux)uxx. (1.5)

У роботах М.I. Сєрова, Р.М. Чернiги, I.В Рассохи [68], [100], [103] з точнi-
стю до перетворень еквiвалентностi проведено вичерпний аналiз симетрiй
Лi нелiнiйних рiвнянь теплопровiдностi з конвективним членом

ut = ∂x(D(u)ux) + f(u)ux + g(u). (1.6)

Деякi класи точних розв’язкiв цього рiвняння побудованi в роботах
А.Ф. Баранника, Т.А. Баранника, I.I Юрика [8], [86].

Р.О. Попович i Н.М. Iванова в роботi [138] провели повну групову кла-
сифiкацiю та дослiдили перетворення еквiвалентностi рiвнянь вигляду

f(x)ut = (g(x)a(u)ux)x + b(u)ux. (1.7)

У роботах [1], [28] А.М. Самойленко та В.I. Лагно; у роботi [29] В.I. Лагно,
С.В. Спiчак i В.I. Стогнiй; а також Р.З. Жданов [92], [147] i П. Басараб-
Горват [92] провели повну групову класифiкацiю найбiльш загальних ква-
зiлiнiйних рiвнянь еволюцiйного типу

ut = F (t, x, u, ux)uxx +G(t, x, u, ux). (1.8)

У роботах С.В. Спiчака, В.I. Стогнiя [143], [144] знайденi максимальнi гру-
пи перетворень i побудованi деякi класи точних розв’язкiв для одновимiр-
ного рiвняння Фокера–Планка з довiльними достатньо гладкими функцiя-
ми A(t, x), B(t, x)

∂u

∂t
= − ∂

∂x
[A(t, x)u] +

1

2

∂2

∂x2
[B(t, x)u]. (1.9)
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Таким чином, протягом останнiх рокiв багато уваги придiлялось дослi-
дженню класичних симетрiй рiвняння реакцiї–конвекцiї–дифузiї, оскiльки
рiвняння цього класу займають вагоме мiсце серед рiвнянь математичної
фiзики. Є також дослiдження, присвяченi узагальненню рiвняння реакцiї–
конвекцiї–дифузiї на випадок системи:

U0=∂a
[
F ab(U)Ub

]
+Ga(U)Ua +H(U). (1.10)

З математичної точки зору ця система за рахунок наявностi багатьох
довiльних функцiй описує фактично не одну, а цiлий клас систем. Симе-
трiйнi властивостi нелiнiйних систем цього класу не дослiдженi в повнiй
мiрi, оскiльки повну групову класифiкацiю їх симетрiйних властивостей
досi не проведено. Тому дуже важливою є iнша задача групового аналi-
зу: дослiдження iнварiантностi диференцiальних рiвнянь вiдносно тої чи
iншої групи перетворень та вибору з цiлого класу систем тих, якi були б
iнварiантними вiдносно цiєї групи перетворень.

Зазначимо, що дослiдженням симетрiйних властивостей систем з цього
класу займалось багато авторiв.

До класу систем (1.10) належать системи, якi описують рiзнi фiзичнi та
бiохiмiчнi процеси. Однiєю з систем типу (1.10) є вiдома дифузiйна система
Лотки–Вольтера

ut = d1uxx + u(a1 + b1u+ c1v),

vt = d2vxx + v(a2 + b2u+ c2v),

запропонована незалежно обома авторами, як математична модель кон-
кретних процесiв. Перший з них показав, що ця модель описує експеремен-
тально зафiксовану перiодичну змiну концентрацiй двох хiмiчних речовин,
якi реагують, другий — що такi рiвняння моделюють процес боротьби мiж
двома популяцiями тварин, одна з яких репрезентує хижакiв, а друга —
жертв.
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У роботах [96, 125] зроблено вичерпний опис симетрiй Лi для багатови-
мiрних систем диференцiальних рiвнянь реакцiї–дифузiї зi сталими коефi-
цiєнтами дифузiї вигляду

ut = ∆u+ F (u, v),

vt = ∆v +G(u, v),

де u = u(t,−→x ), v = v(t,−→x ), −→x ∈ Rn.
У роботах [68], [81], [106] побудованi класи нелiнiйних систем двох рiв-

нянь параболiчного типу, iнварiантних вiдносно алгебри Галiлея та її роз-
ширень. Для конкретних виглядах нелiнiйностей F (U) симетрiйнi власти-
востi двовимiрної системи рiвнянь

Ut = ∂x[F (U)Ux], (1.11)

дослiджено в роботах [3], [84], [99] i методами лiївської та умовної симе-
трiї знайдено деякi точнi розв’язки цих систем. У роботi [85] дослiджено
конформну iнварiантнiсть цiєї ж системи для деякого конкретного вигляду
матрицi F . Система (1.11) дослiджувалась також i в роботi А.В. Гладкова,
В.А. Байкова [90], де виявленi два зображення алгебри конформного типу.

Кооперативна поведiнка найпростiших мiкроорганiзмiв описується си-
стемою вигляду (1.10) у разi нульової матрицi конвекцiї G. Так, розпо-
всюдження бактерiальних популяцiйних хвиль описується математич-
ними моделями, основаними на рiвняннях Келлера–Сегеля [115]. Моделлю
Келлера–Сегеля та її деякими модифiкацiями описується також форму-
вання та поширення хемотаксисних кiлець Адлера [87] та рiзнi процеси
структуроутворення в бактерiальних колонiях у разi їх взаємодiї [24]. У
роботах [65], [66] проведено повну групову класифiкацiю симетрiйних вла-
стивостей системи

Ut = ∂x [F (U)Ux] +G(U), (1.12)
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з матрицею дифузiї F (U) =

(
λ1 0

f(u1)u2 λ2

)
, яка є узагальненням згада-

них систем.
I.В. Князева та М.Д. Попов в роботi [116] виконали групову класифiка-

цiю системи нелiнiйних рiвнянь дифузiї вигляду

ut − (f(u, v)ux)x = 0, vt − (g(u, v)vx)x = 0.

При рiзних виглядах сталої матрицi дифузiї F = Λ та G(U) = 0 одер-
жали вагомi результати А.Г. Нiкiтiн та Р. Вилтшир (див. наприклад, [125],
[126], [127], [128], [129]), Р.М. Чернiга та Дж. Кiнг [96], [97], [98].

У роботах [52], [67] iз класу систем рiвнянь (1.10) у випадку двови-
мiрного векторного поля U та однiєї просторової змiнної видiлено тi, якi
iнварiантнi вiдносно алгебри Галiлея з центральним розширенням, а також
її розширень операторами масштабних та проективних перетворень.

До цього ж класу систем належить i нелiнiйна система рiвнянь
конвекцiї–дифузiї, симетрiйнi властивостi якої також вивчались багатьма
авторами. Так, у роботi [102] дослiджено лiївську та Q–умовну симетрiї си-
стеми двох рiвнянь типу Бюргерса. Також лiївська та Q-умовна симетрiї
описанi в роботi [101] для одновимiрної системи типу (0.17), в якiй U ∈ R2,
а матриця F мiстить двi довiльнi функцiї. Iнварiантнiсть вiдносно узагаль-
неної алгебри Галiлея одновимiрної системи (0.17) дослiджено у роботi [18]
для двовимiрного векторного поля U .

Зважаючи на актуальнiсть задачi вiдбору з класу систем тих, якi були б
iнварiантними вiдносно тої чи iншої групи перетворень, ця задача i визна-
чила напрямок проведених у дисертацiї дослiджень. Другий роздiл дисер-
тацiї є доповненням дослiджень, виконаних Сєровим М.I., Рассохою I.В у
роботах [52], [67], зокрема, його присвячено вiдбору iз класу одновимiрних
систем (1.10) у випадку двовимiрного векторного поля U тих, що iнварiан-
тнi вiдносно алгебри Галiлея без центрального розширення, а також її роз-
ширень операторами масштабних i проективних перетворень. У третьому
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роздiлi розглянуто частинний випадок системи (1.10) — систему конвекцiї–
дифузiї з одиничною матрицею дифузiї. Цей роздiл дисертацiї є логiчним
продовженням дослiджень Сєрова М.I., Глєби А.В. [18], його присвячено
вiдбору iз класу одновимiрних i двовимiрних систем конвекцiї–дифузiї у
випадку двовимiрного та тривимiрного векторного поля U тих, що iнва-
рiантнi вiдносно алгебри Галiлея, розширеної операторами масштабних i
проективних перетворень.

Слiд зазначити, що обидвi задачi розв’язано з точнiстю до перетворень
еквiвалентностi вiдповiдних систем. Очевидно, що знання перетворень еквi-
валентностi значно полегшує розв’язання поставлених задач. Вагомий вне-
сок у розроблення методiв побудови груп перетворень еквiваленностi було
зроблено I.Ш. Ахатовим, Р.К. Газiзовим i Н.Х. Iбрагiмовим. Подальший
розвиток цi iдеї одержали в роботах В.I. Лагна, С.В. Спiчака та В.I. Сто-
гнiя, де описано новий пiдхiд до розв’язування задачi групової класифiка-
цiї диференцiальних рiвнянь, який є синтезом методу Лi–Овсяннiкова, ре-
зультатом класифiкацiї абстрактних скiнченовимiрних дiйсних алгебр Лi
та технiки використання перетворень еквiвалентностi.

Р.О. Поповичем у роботi [137] модифiковано концепцiю групової класи-
фiкацiї i поширено до класифiкацiї допустимих перетворень у класах дифе-
ренцiальних рiвнянь. Ним переглянуто iснуючi поняття групового аналiзу,
описано поняття умовної групи еквiвалентностi, нормалiзовано клас дифе-
ренцiальних рiвнянь та дослiджено їх властивостi.

Внаслiдок дослiджень, проведених у данiй дисертацiйнiй роботi, запро-
понованi галiлей–iнварiантнi системи нелiнiйних рiвнянь реакцiї–конвекцiї–
дифузiї та конвекцiї–дифузiї, якi в силу своїх симетрiйних властивостей
претендують на опис фiзичних процесiв, що задовольняють принципу вiд-
носностi Галiлея.
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РОЗДIЛ 2

Iнварiантнiсть системи нелiнiйних рiвнянь
реакцiї–конвекцiї–дифузiї вiдносно алгебр

Галiлея

Оскiльки бiльшiсть основних фiзичних процесiв задовольняють принципу
вiдносностi Галiлея чи Пуанкаре–Енштейна, то i рiвняння, якi їх опису-
ють, повиннi також бути iнварiантнi вiдносно алгебри Галiлея чи алгебри
Пуанкаре. Тому вимога iнварiантностi диференцiальних рiвнянь вiдносно
тiєї чи iншої групи перетворень, наявнiсть широкої симетрiї рiвняння мо-
жуть служити критерiєм вiдбору його в якостi математичної моделi опису
конкретного фiзичного процесу. У зв’язку з цим i розглядається задача:
за заданою групою перетворень побудувати математичну модель (систему
диференцiальних рiвнянь), що володiє зазначеною симетрiєю.

Розглянемо систему рiвнянь реакцiї–конвекцiї–дифузiї

U0=∂1 [F (U)U1] +G(U)U1 +H(U), (2.1)

де U=
(
u1

u2

)
∈R2, ua=ua(x), x=(x0, x1), F (U)=(fab(U)), G(U)=(gab(U)) — до-

вiльнi функцiональнi матрицi розмiрностi 2×2, H(U)=(ha(U)) — довiльна
функцiональна матриця розмiрностi 2× 1, a, b ∈ {1; 2}, x0 — часова, x1 —
просторова змiннi. Система (2.1) у разi конкретних значеннях нелiнiйно-
стей F (U), G(U), H(U) застосовується для моделювання рiзних процесiв
фiзики, хiмiї, бiологiї, екологiї. Так, модифiкацiї системи (2.1) застосовую-
ться в теорiї процесiв тепломасопереносу, дифузiї, для опису процесiв пе-
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реносу в органiзмi, наприклад, для моделювання переносу кисню в кро-
воноснiй системi, для моделювання росту тромбу в пристiнковому потоцi.
Одним iз застосувань системи (2.1) в екологiї є дослiдження процесiв роз-
повсюдження речовини, що забруднює водойми. У бiологiї система рiвнянь
реакцiї–адвекцiї–дифузiї описує модель спiльноти хижак–жертва, перемi-
щення в колонiях бактерiй пiд дiєю рiзних чинникiв та iн. Гiдродинамiч-
на нестiйкiсть, яка виникає поблизу поверхнi розподiлу двох рiдин, що не
змiшуються, зустрiчається в таких галузях, як нафтопереробка, процеси
горiння, сепарацiя руд i т. п. Математична модель цього явища включає
в себе систему рiвнянь реакцiї–конвекцiї–дифузiї. Здiйснюючи перехiд в
системi (2.1) до комплексної змiнної, можна одержати моделi, що опису-
ють рух квантової частинки (рiвняння Шредiнгера), стан надпровiдника
в зовнiшньому магнiтному полi (рiвняння Гiнзбурга–Ландау) та магнiтогi-
дродинамiчнi хвилi в плазмi.

Спочатку опишемо алгебру, iнварiантнiсть вiдносно якої системи (2.1)
будемо дослiджувати. Добре вiдомо (див., наприклад [119], [104]), що лi-
нiйне рiвняння теплопровiдностi

u0 = u11

iнварiантне вiдносно алгебри, базиснi оператори якої мають вигляд

∂0, ∂1, G = x0∂1 + x1Q1, Q1 = −1

2
u∂u, (2.2)

D = 2x0∂0 + x1∂1 +Q2, (2.3)

Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 + x0Q2 +

x2
1

2
Q1, (2.4)

де Q2 = −Q1.
Ще одним рiвнянням, яке iнварiантне вiдносно подiбного зображення

алгебри, є рiвняння Бюргерса

u0 + uu1 = u11,
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максимальною алгеброю iнварiантностi якого (див., наприклад, [26], [68])
є алгебра з базисними генераторами

∂0, ∂1, G = x0∂1 +Q1, (2.5)

D = 2x0∂0 + x1∂1 +Q2, (2.6)

Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 + x0Q2 + x1Q1, (2.7)

де Q1 = ∂u, Q2 = −u∂u.
Оператори алгебри (2.5)–(2.7) задовольняють наступнi комутацiйнi спiв-

вiдношення:

[∂0, ∂1] = 0, [∂0, G] = ∂1, [∂1, G] = 0, (2.8)

[∂0, D] = 2∂0, [∂1, D] = ∂1, [G,D] = −G, (2.9)

[∂0,Π] = D, [∂1,Π] = G, [G,Π] = 0, [D,Π] = 2Π. (2.10)

Оскiльки оператори G, заданi у формулах (2.2) або (2.5), породжують
перетворення Галiлея

x′0 = x0, x
′
1 = x1 + θx0 (2.11)

простору (x0, x1) (див., наприклад, [106]), то оператори такого типу на-
зиваються операторами Галiлея. Алгебру (2.5) називають алгеброю Галi-
лея, алгебру (2.2) — алгеброю Галiлея з центральним розширенням. Алге-
бри (2.2)–(2.3) або (2.5)–(2.6) називають розширеними алгебрами Галiлея,
а алгебри операторiв (2.2)–(2.4) або (2.5)–(2.7) — узагальненими алгебрами
Галiлея.

У роботах [52], [67] розв’язана задача опису систем рiвнянь класу (2.1),
iнварiантних вiдносно алгебри Галiлея з центральним розширенням, а та-
кож її розширень операторами масштабних i проективних перетворень. Ми
ж опишемо всi системи класу (2.1), iнварiантнi вiдносно алгебри Галiлея
з комутацiйними спiввiдношеннями (2.8), а також вiдносно її розширень
операторами масштабних i проективних перетворень.
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Тривимiрну алгебру 〈X1, X2, X3〉, оператори якої задовольняють кому-
тацiйнi спiввiдношення (2.8), будемо називати алгеброю Галiлея i позна-
чати AG(1, 1), чотиривимiрну алгебру 〈X1, X2, X3, X4〉, оператори якої за-
довольняють комутацiйнi спiввiдношення (2.8)–(2.9), будемо називати роз-
ширеною алгеброю Галiлея i позначати AG1(1, 1), а п’ятивимiрну алгебру
〈X1, X2, X3, X4, X5〉, оператори якої задовольняють комутацiйнi спiввiдно-
шення (2.8)–(2.10), будемо називати узагальненою алгеброю Галiлея i по-
значати AG2(1, 1). Цифри в дужках означають, що простiр незалежних
змiнних системи диференцiальних рiвнянь складається з двох змiнних:
однiєї часової x0 i однiєї просторової x1. Зазначимо, що у статтях В.I Фу-
щича, А.Ф. Баранника, Л.Ф. Баранника (див., наприклад, [109], [110]) цi
алгебри названо reduced classical Galilei algebra, reduced extended Galilei
algebra, reduced special Galilei algebra, i позначено AḠ1(1), AḠ2(1), AḠ3(1),
вiдповiдно.

2.1. Перетворення еквiвалентностi. Система визна-

чальних рiвнянь

Важливу роль для групової класифiкацiї класу диференцiальних рiвнянь
вiдiграють перетворення еквiвалентностi даного класу. Знання перетворень
еквiвалентностi дозволяє подiлити клас диференцiальних рiвнянь на нее-
квiвалентнi пiдкласи, видiлити в кожному пiдкласi канонiчного представ-
ника, дослiдити його симетрiйнi властивостi та за допомогою даних пере-
творень поширити одержаний результат на всi рiвняння даного пiдкласу.

Справедливе наступне твердження.

Лема 2.1. Групою неперервних перетворень еквiвалентностi системи
(2.1) є група вигляду

x
′

0 = c0x0 + q0, x
′

1 = c1x1 + qx0 + q1, (2.12)

ua
′
= kabu

b + la, (2.13)
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де c0, c1, q, q0, q1, kab, la – довiльнi сталi.

Зазначимо, що доведення леми 2.1 наведено в роботi [52]. Зауважимо
також, що всi подальшi мiркування проведено з точнiстю до перетворень
еквiвалентностi (2.12), (2.13).

Як показано в роботi [52], координати iнфiнiтезимального оператора
алгебри iнварiантностi системи (2.1)

X = ξ0(x, u)∂0 + ξi(x, u)∂i + ηa(x, u)∂ua (2.14)

та нелiнiйностi fab, gab, ha задовольняють систему визначальних рiвнянь

ξ0
1 = ξ0

ua = ξ1
ua = 0, (2.15)

f sbηaudus + f sdηaubus = 0, (2.16)

ηdfabud + (ξ0
0 − 2ξ1

1)fab + ηdubf
ad − ηaudf

db = 0, (2.17)

ηdgabud+(ξ0
0−ξ1

1)gab+ηdubg
ad−ηaudg

db+ηd1(fabud+fadub )+2ηd1ubf
ad−

−ξ1
11f

ab+δabξ
1
0=0, (2.18)

ηbhaub + ξ0
0h

a − ηaubh
b + ηb11f

ab + ηb1g
ab − ηa0 = 0, (2.19)

де a, b, d, s ∈ {1, 2}, i = 1.
Координати ξ0 = c0, ξ

1 = c1, η
a = 0, (c0, c1 – довiльнi сталi) опера-

тора (2.14) задовольняють систему (2.15)–(2.19) у разi довiльних нелiнiй-
ностей F (U), G(U), H(U). Даний оператор породжує основну алгебру
iнварiантностi системи (2.1)

Abas = 〈∂0, ∂1〉. (2.20)

2.2. Реалiзацiя алгебри Галiлея

Встановимо вигляд операторiв алгебри Галiлея, вiдносно якої може бути
iнварiантна система (2.1). Уточнимо загальний вигляд iнфiнiтезимального
оператора (2.14) для системи (2.1), задовольнивши рiвняння (2.15), (2.16).
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Iз системи рiвнянь (2.15) випливає, що ξ0 = A(x0), ξ1 = B(x0, x1), де
A(x0), B(x0, x1) — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв. Подивимось на
систему рiвнянь (2.16), як на лiнiйну алгебраїчну систему вiдносно невiдо-
мих ηaubus. Визначник даної системи має вигляд

∆ = 〈1〉 ·∆F ,

де вираз 〈1〉 = f 11 + f 22 є слiдом матрицi F = (fab), а ∆F — її детермiнан-
том.

За умови ∆F=0 система (2.1) описує процеси, пов’язанi з поведiнкою
двофазної рiдини, а при 〈1〉 = 0 система (2.1) є рiвнянням шредiнгерiв-
ського типу для комплексної функцiї ψ = u1 + iu2. Покладемо

∆ 6= 0, (2.21)

оскiльки саме при такiй умовi система (2.1) описує процеси дифузiї.
Лiнiйна однорiдна вiдносно змiнних ηaubus система (2.16) за умови (2.21)

має лише тривiальний розв’язок

ηaubus = 0. (2.22)

Загальний розв’язок системи (2.22) має вигляд

ηa=σad(x0, x1)u
d + τ a(x0, x1).

Таким чином ми встановили наступне твердження.

Теорема 2.1. Якщо система (2.1) за умови (2.21) iнварiантна вiдносно
оператора (2.14), то даний оператор має вигляд

X = A(x0)∂0 +B(x0, x1)∂1 + [σad(x0, x1)u
d + τ a(x0, x1)]∂ua, (2.23)

де A, B, σad, τ a — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв.

Оскiльки система (2.1) у разi довiльних нелiнiйностей F, G, H iнварi-
антна вiдносно алгебри (2.20), то в якостi двох операторiв алгебри Галi-
лея вiзьмемо оператори X1 = ∂0 i X2 = ∂1, а третiй оператор даної алге-
бри будемо шукати, як випливає з теореми 2.1, у виглядi (2.23), де A(x0),
B(x0, x1), σad(x0, x1), τ a(x0, x1) – шуканi функцiї.
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Вимагаючи виконання умов комутування (2.8), одержимо

Ȧ = B1 = 0, B0 = 1, σad0 = σad1 = τ a0 = τ a1 = 0. (2.24)

Розв’язавши рiвняння (2.24), визначаємо, що оператор X3 має вигляд

X3 = c0∂0 + (x0 + c1)∂1 + [α1abu
b + β1a]∂ua,

де c0, c1, α1ab, β1a – сталi iнтегрування. Отже, поклавши G=X3−c0∂0−c1∂1,
одержуємо реалiзацiю алгебри (2.8):

AG(1, 1) = 〈∂0, ∂1, G = x0∂1 +Q1〉, (2.25)

де

Q1 = (α1abu
b + β1a)∂ua. (2.26)

Зауважимо, що в роботi [139] з точнiстю до всеможливих локальних
перетворень встановленi нееквiвалентнi реалiзацiї алгебр розмiрностi до
4-х включно. Серед алгебр, наведених у цiй роботi, є алгебра (2.25), але
за умови, що Q1 = ∂u1. Оскiльки система (2.1) не допускає всеможливi
перетворення еквiвалентностi, а тiльки перетворення вигляду (2.12), (2.13),
то клас операторiв Q1 для неї є значно ширшим.

У роботi [18] прокласифiковано зображення алгебри (2.25) та встанов-
лено, що iснує 5 нееквiвалентних вiдносно перетворень (2.13) зображень
цiєї алгебри. Фактично, опис зображень алгебри (2.25) зводиться до опису
нееквiвалентних зображень оператора Q1. Наведемо цi зображення, враху-
вавши, крiм того, ще й перетворення еквiвалентностi (2.12):

Q1 = ∂u1 + æu1∂u2, (2.27)

Q1 = ∂u1 + u2∂u2, (2.28)

Q1 = æI + u1∂u2, (2.29)

Q1 = I + ku2∂u2, (2.30)



37

Q1 = kI + J, (2.31)

де æ ∈ {0, 1}, k ∈ R, I = u1∂u1 + u2∂u2, J = u1∂u2 − u2∂u1.
Таким чином, всi можливi реалiзацiї алгебри AG(1, 1) для системи (2.1)

визначаються алгеброю (2.25), де оператор Q1 набуває одного з п’яти ви-
глядiв, наведених у формулах (2.27)–(2.31).

2.3. Iнварiантнiсть системи реакцiї–конвекцiї–дифу-

зiї вiдносно алгебри Галiлея

Дослiдимо, для яких значень нелiнiйностей F , G, H система (2.1) iнва-
рiантна вiдносно алгебри Галiлея AG(1, 1) для кожного з п’яти вказаних
у (2.27)–(2.31) зображень оператора Q1.

Справедливi наступнi твердження.

Теорема 2.2. Система (2.1) iнварiантна вiдносно зображення алгебри
Галiлея (2.25), (2.27) тодi i тiльки тодi, коли нелiнiйностi з точнiстю
до перетворень еквiвалентностi (2.12), (2.13) набувають вигляду

F (U)=D(u1, ϕ)=

(
ϕ11−ϕ12æu1 ϕ12

ϕ21+
(
ϕ11−ϕ22

)
æu1−ϕ12(æu1)2 ϕ22+ϕ12æu1

)
,

G(U) = D(u1, ψ)− u1E,H(U) =

(
χ1

χ2 + χ1æu1

)
,

(2.32)

де ϕab=ϕab(ω), ψab=ψab(ω), χa=χa(ω) — довiльнi гладкi функцiї аргумен-
ту ω = u2 − æ (u1)2

2 , E — одинична матриця розмiрностi 2× 2.

Доведення. Базиснi оператори зображення (2.25), (2.27) алгебри Галiлея
мають вигляд

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u1 + æu1∂u2, (2.33)

а координати оператора X:

ξ0 = q0, ξ1 = rx0 + q1, η1 = r, η2 = ræu1, (2.34)
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де r, q0, q1 — довiльнi сталi.
У теоремi 2.1 ми уточнили вигляд iнфiнiтезимального оператора (2.14),

задовольнивши рiвняння (2.15), (2.16) визначальної системи. Тому пiдста-
вимо вiдповiднi ξ0, ξ1, ηa вже тiльки в рiвняння (2.17)–(2.19) визначальної
системи. Отримуємо наступну систему для знаходження нелiнiйностей fab,
gab, ha:(

δd1 + δd2æu
1
)
fabud + æ(δb1f

a2 − δa2f
1b) = 0, (2.35)(

δd1 + δd2æu
1
)
gabud + æ(δb1g

a2 − δa2g
1b) + δab = 0, (2.36)(

δb1 + δb2æu
1
)
haub − δa2æh

1 = 0. (2.37)

Загальним розв’язком системи (2.35), є функцiї

f 11 = ϕ11−ϕ12æu1, f 12 = ϕ12,

f 21 = ϕ21+
(
ϕ11−ϕ22

)
æu1−ϕ12(æu1)2, f 22 = ϕ22+ϕ12æu1,

де ϕab=ϕab(ω) — довiльнi гладкi функцiї аргументу ω = u2−æ (u1)2

2 . Замiною

gab = σab − δabu1 (2.38)

система (2.36) зводиться до системи рiвнянь вигляду (2.35) вiдносно невi-
домих функцiй σab. Тому можна зробити висновок, що

g11 = ψ11−(1 + æψ12)u1, g12 = ψ12,

g21 = ψ21+
(
ψ11−ψ22

)
æu1−ψ12(æu1)2, g22 = ψ22−(1− æψ12)u1,

де ψab=ψab(ω) — довiльнi гладкi функцiї. Очевидно загальним розв’язком
системи (2.37) є функцiї

h1 = χ1, h2 = χ2 + χ1æu1,

де χa=χa(ω) — довiльнi гладкi функцiї.
Теорему доведено.
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Теорема 2.3. Система (2.1) iнварiантна вiдносно зображення алгебри
Галiлея (2.25), (2.28) тодi i тiльки тодi, коли нелiнiйностi з точнiстю
до перетворень еквiвалентностi (2.12), (2.13) набувають вигляду

F=D(u2, ϕ) =

(
ϕ11 ϕ12

u2

ϕ21u2 ϕ22

)
, G = D(u2, ψ)−u1E, H =

(
χ1

χ2u2

)
, (2.39)

де ϕab=ϕab(ω), ψab=ψab(ω), χa=χa(ω) — довiльнi гладкi функцiї аргумен-
ту ω = u2e−u

1.

Доведення. Випишемо базиснi оператори зображення алгебри (2.25), (2.28):

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u1 + u2∂u2. (2.40)

Пiдставивши вiдповiднi координати оператора X у рiвняння (2.17)–(2.19),
отримаємо наступну систему:(

δd1 + δd2u
2
)
fabud + δb2f

a2 − δa2f
2b = 0, (2.41)(

δd1 + δd2u
2
)
gabud + δb2g

a2 − δa2g
2b) + δab = 0, (2.42)(

δb1 + δb2u
2
)
haub − δa2h

2 = 0. (2.43)

Загальний розв’язок системи (2.41), визначає матрицю нелiнiйностей

F (U) =

(
ϕ11 ϕ12

u2

ϕ21u2 ϕ22

)
= D(u2, ϕ),

де ϕab=ϕab(ω) — довiльнi гладкi функцiї аргументу ω = u2e−u
1. Замi-

ною (2.38) система (2.42) зводиться до системи вигляду (2.41) вiдносно
невiдомих функцiй σab, тому

g11 = ψ11 − u1, g12 =
ψ12

u2
, g21 = ψ21u2, g22 = ψ22 − u1,

або у матричному виглядi

G(U) = D(u2, ψ)− u1E,
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де ψab=ψab(ω) — довiльнi гладкi функцiї, E — одинична матриця розмiр-
ностi 2× 2. Загальним розв’язком системи (2.43) є функцiї

h1 = χ1, h2 = χ2u2,

де χa=χa(ω) — довiльнi гладкi функцiї.
Теорему доведено.

Теорема 2.4. Система (2.1) iнварiантна вiдносно зображення алгебри
Галiлея (2.25), (2.29) тодi i тiльки тодi, коли нелiнiйностi з точнiстю
до перетворень еквiвалентностi (2.12), (2.13) набувають вигляду

F (U)=D
(
u2

u1 , ϕ
)

=

(
ϕ11 − ϕ12u2

u1 ϕ12

ϕ21 +
(
ϕ11 − ϕ22

)
u2

u1 − ϕ
12(u

2

u1 )
2 ϕ22 + ϕ12u2

u1

)
,

G(U) = D
(
u2

u1 , ψ
)
− u2

u1E, H(U) =

(
χ1u1

χ1u2 + χ2u1

)
,

(2.44)

де ϕab=ϕab(ω), ψab=ψab(ω), χa=χa(ω) — довiльнi гладкi функцiї аргумен-
ту ω = u1e−æu2

u1 .

Доведення. Зображення алгебри Галiлея (2.25), (2.29) визначає наступнi
базиснi оператори

∂0, ∂1, G = x0∂1 + æI + u1∂u2 (2.45)

та координати iнфiнiтезимального оператора:

ξ0 = q0, ξ1 = rx0 + q1, η1 = ræu1, η2 = r(u1 + æu2). (2.46)

Пiдставивши (2.46) в рiвняння (2.17)–(2.19) визначальної системи, отриму-
ємо систему для знаходження нелiнiйностей fab, gab, ha:

æu1fabu1 +
(
æu2 + u1

)
fabu2 + æ

(
δb1f

a1 + δb2f
a2 − δa1f

1b − δa2f
2b
)

+

+ δb1f
a2 − δa2f

1b = 0, (2.47)

æu1gabu1 +
(
æu2 + u1

)
gabu2 + æ

(
δb1g

a1 + δb2g
a2 − δa1g

1b − δa2g
2b
)

+
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+ δb1g
a2 − δa2g

1b + δab = 0, (2.48)

æu1hau1 +
(
æu2 + u1

)
hau2 − (δa1æ + δa2)h

1 − δa2æh
2 = 0. (2.49)

Cистема (2.47) має загальний розв’язок

f 11 = ϕ11 − ϕ12u
2

u1
, f 12 = ϕ12,

f 21 = ϕ21 + (ϕ11 − ϕ22)
u2

u1
− ϕ12

(
u2

u1

)2

, f 22 = ϕ22 + ϕ12u
2

u1
,

де ϕab=ϕab(ω) — довiльнi гладкi функцiї аргументу ω = u1e−æu2

u1 . Замiна

gab = σab − δab
u2

u1

зводить систему (2.48) до вигляду (2.47), тому

g11 = ψ11 − (1 + ψ12)
u2

u1
, g12 = ψ12,

g21 = ψ21 + (ψ11 − ψ22)
u2

u1
− ψ12

(
u2

u1

)2

, g22 = ψ22 − (1− ψ12)
u2

u1
,

де ψab=ψab(ω) — довiльнi гладкi функцiї. Розв’язавши систему (2.49), отри-
муємо вигляд функцiй ha, за яких система (2.1) iнварiантна вiдносно зо-
браження алгебри Галiлея (2.25), (2.29),

h1 = χ1u1, h2 = χ1u2 + χ2u1,

де χa=χa(ω) — довiльнi гладкi функцiї.
Теорему доведено.

Теорема 2.5. Система (2.1) iнварiантна вiдносно зображення алгебри
Галiлея (2.25), (2.30) тодi i тiльки тодi, коли нелiнiйностi з точнiстю
до перетворень еквiвалентностi (2.12), (2.13) набувають вигляду

F (U) = D
(
u2

u1 , ϕ
)

=

(
ϕ11 ϕ12u1

u2

ϕ21u2

u1 ϕ22

)
,

G(U) = D
(
u2

u1 , ψ
)
− lnu1E, H(U) =

(
χ1u1

χ2u2

)
,

(2.50)
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де ϕab=ϕab(ω), ψab=ψab(ω), χa=χa(ω) — довiльнi гладкi функцiї аргумен-

ту ω =
(u1)

k+1

u2 .

Доведення. Координати iнфiнiтезимального оператора X за умови (2.30)
мають вигляд

ξ0 = q0, ξ1 = rx0 + q1, η1 = ru1, η2 = r(k + 1)u2. (2.51)

Пiдставивши (2.51) у рiвняння (2.17)–(2.19) визначальної системи, отриму-
ємо систему для знаходження нелiнiйностей fab, gab, ha:

u1fabu1 + (k+1)u2fabu2 + (k+1)
(
δb2f

a2−δa2f
2b
)

+ δb1f
a1−δa1f

1b=0, (2.52)

u1gabu1+(k+1)u2gabu2 +(k+1)
(
δb2g

a2−δa2g
2b
)
+δb1g

a1−δa1g
1b+δab=0, (2.53)

u1hau1+(k+1)u2hau2 − δa1h
1 − δa2(k + 1)h2 = 0. (2.54)

Загальний розв’язок системи (2.52) — це функцiї, якi утворюють матрицю

F (U) =

(
ϕ11 ϕ12u1

u2

ϕ21u2

u1 ϕ22

)
= D

(
u2

u1
, ϕ

)

де ϕab=ϕab(ω) — довiльнi гладкi функцiї аргументу ω =
(u1)

k+1

u2 . Замiна

gab = σab − δab lnu1

зводить систему (2.53) до вигляду (2.52), тому

g11 = ψ11 − lnu1, g12 = ψ12u
1

u2
, g21 = ψ21u

2

u1
, g22 = ψ22 − lnu1,

де ψab=ψab(ω) — довiльнi гладкi функцiї.
Загальним розв’язком системи (2.54) є функцiї

h1 = χ1u1, h2 = χ2u2,

де χa=χa(ω) — довiльнi гладкi функцiї.
Теорему доведено.
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Теорема 2.6. Система (2.1) iнварiантна вiдносно зображення алгебри
Галiлея (2.25), (2.31) тодi i тiльки тодi, коли нелiнiйностi з точнiстю
до перетворень еквiвалентностi (2.12), (2.13) набувають вигляду

F (U) = D(u1, u2, ϕ) =

(
ϕ3 − 2u1

~u2 εabϕ
aub −ϕ4 − 2u2

~u2 εabϕ
aub

ϕ4 − 2u1

~u2 δabϕ
aub ϕ3 − 2u2

~u2 δabϕ
aub

)
,

G(U) = D(u1, u2, ψ) + arctg u1

u2E, H(U) =

(
δabχ

aub

−εabχaub

)
,

(2.55)

де ϕi=ϕi(ω), ψi=ψi(ω), χa=χa(ω) — довiльнi гладкi функцiї аргумен-
ту ω = ~u2e2k arctg u1

u2 , ~u = (u1, u2), i = 1, 4, a, b = 1, 2.

Доведення. Координати iнфiнiтезимального оператора X за умови (2.31)
мають вигляд

ξ0 = q0, ξ1 = rx0 + q1, η1 = r(ku1 − u2), η2 = r(u1 + ku2). (2.56)

Пiдставивши (2.56) у рiвняння (2.17)–(2.19) визначальної системи, отриму-
ємо: (

ku1 − u2
)
fabu1 +

(
u1 + ku2

)
fabu2 + (kδb1 − δb2) fa1 + (δb1 + kδb2) f

a2−

− δa1

(
kf 1b − f 2b

)
− δa2

(
f 1b + kf 2b

)
=0, (2.57)(

ku1 − u2
)
gabu1 +

(
u1 + ku2

)
gabu2 + (kδb1 − δb2) ga1 + (δb1 + kδb2) g

a2−

− δa1

(
kg1b − g2b

)
− δa2

(
g1b + kg2b

)
+ δab=0, (2.58)(

ku1−u2
)
hau1+

(
u1+ku2

)
hau2−δa1

(
kh1−h2

)
−δa2

(
h1+kh2

)
=0. (2.59)

Загальним розв’язком системи (2.57) є функцiї

f 11 = ϕ3 +
2u1

~u2

(
ϕ1u2 − ϕ2u1

)
, f 12 = −ϕ4 +

2u2

~u2

(
ϕ1u2 − ϕ2u1

)
,

f 21 = ϕ4 − 2u1

~u2

(
ϕ1u1 + ϕ2u2

)
, f 22 = ϕ3 − 2u2

~u2

(
ϕ1u1 + ϕ2u2

)
,

де ϕi=ϕi(ω) — довiльнi гладкi функцiї аргументу ω = ~u2e2k arctg u1

u2 . Очеви-
дно, ввiвши в розгляд матрицi ε = (εab) =

(
0 −1
1 0

)
та δ = (δab) =

(
1 0
0 1

)
,
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отримуємо наступний вигляд функцiй fab:

f 11 = ϕ3 − 2u1

~u2
εabϕ

aub, f 12 = −ϕ4 − 2u2

~u2
εabϕ

aub,

f 21 = ϕ4 − 2u1

~u2
δabϕ

aub, f 22 = ϕ3 − 2u2

~u2
δabϕ

aub.

Замiною
gab = σab + δab arctg

u1

u2

система (2.58) зводиться до вигляду (2.57), тому

g11 = ψ3 − 2u1

~u2
εabϕ

aub + arctg
u1

u2
, g12 = −ψ4 − 2u2

~u2
εabϕ

aub,

g21 = ψ4 − 2u1

~u2
δabϕ

aub, g22 = ψ3 − 2u2

~u2
δabϕ

aub + arctg
u1

u2
,

де ψi=ψi(ω) — довiльнi гладкi функцiї. Загальним розв’язком систе-
ми (2.59) є функцiї

h1 = χ1u1 + χ2u2 = δabχ
aub, h2 = χ1u2 − χ2u1 = −εabχaub,

де χa=χa(ω) — довiльнi гладкi функцiї.
Теорему доведено.

2.4. Класифiкацiя зображень розширеної алгебри Га-

лiлея

Розширеною алгеброю Галiлея ми назвали одну з реалiзацiй чотиривимiр-
ної лiнiйної алгебри диференцiальних операторiв 1–го порядку, для якої
виконуються комутацiйнi спiввiдношення

[X1, X2] = 0, [X1, X3] = X2, [X2, X3] = 0, (2.60)

[X1, X4] = 2X1, [X2, X4] = X2, [X3, X4] = −X3. (2.61)

Розширимо алгебру Галiлея (2.25) оператором масштабних перетворень X4

так, щоб виконувались умови комутування (2.61).
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Згiдно теореми 2.1 загальний вигляд оператора X4 має бути таким

X4 = A4(x0)∂0 +B4(x0, x1)∂1 + (σ4adud + τ 4a)∂ua, (2.62)

де A4, B4, σ4ad, τ 4a — довiльнi гладкi функцiї вiдповiдних аргументiв.
Iз умови [X1, X4] = 2X1, отримуємо Ȧ4 = 2, B4

0 = σ4ad
0 = τ 4a

0 = 0. Ви-
магаючи виконання умови [X2, X4] = X2, маємо B4

1=1, σ4ab
1 =τ 4a

1 =0. Розв’я-
завши одержанi рiвняння, приходимо до висновку, що оператор X4 набуває
вигляду

X4 = (2x0 + c0)∂0 + (x1 + c1)∂1 + (α2abu
b + β2a)∂ua,

де c0, c1, α2ab, β2a — довiльнi сталi. Оператор масштабних перетворень або
оператор дiлатацiї позначимо D та, оскiльки оператори ∂0, ∂1 входять до
алгебри, покладемо

D = X4 − c0∂0 − c1∂1 = 2x0∂0 + x1∂1 +Q2,

де

Q2 = (α2abu
b + β2a)∂ua. (2.63)

Iз комутацiйних спiввiдношень [X3, X4] = −X3 випливають умови комуту-
вання мiж операторами Q1, Q2:

[Q1, Q2] = −Q1. (2.64)

Отже, всi реалiзацiї розширеної алгебри Галiлея, що вiдповiдають си-
метрiям системи рiвнянь (2.1), описуються наступною формулою:

AG1(1, 1) = 〈∂0, ∂1, G = x0∂1 +Q1, D = 2x0∂0 +x1∂1 +Q2〉, (2.65)

де Q2 набуває вигляду (2.63) та комутує з Q1 згiдно формули (2.64).
Прокласифiкуємо зображення розширеної алгебри Галiлея, що зводи-

ться (враховуючи зображення алгебри (2.65)) до опису нееквiвалентних
наборiв операторiв Q1, Q2. Справедливе наступне твердження.
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Теорема 2.7. З точнiстю до перетворень еквiвалентностi (2.12), (2.13)
iснує 6 нееквiвалентних зображень розширеної алгебри Галiлея (2.65), якi
визначаються операторами Q1, Q2, наведеними в наступнiй таблицi:

Таблиця 2.1: Нееквiвалентнi зображення опе-
раторiв Q1, Q2 у випадку двовимiрного ве-
кторного поля U .

№ Q1 Q2

1. ∂u1 −u1∂u1 + ku2∂u2

2. ∂u1 −I + u2∂u1

3. ∂u1 −u1∂u1 + ∂u2

4. ∂u1 + u1∂u2 −I − u2∂u2

5. u1∂u2 kI + u1∂u1

6. u1∂u2 u1∂u1 + ∂u2

У таблицi 2.1 k ∈ R.

Доведення. Як вже вказувалось вище, оператор Q1 набуває одного з ви-
глядiв (2.27)–(2.31), оператор Q2 має вигляд (2.63), i вони мають комуту-
вати за формулою (2.64).

Розглянемо зображення (2.27) оператора Q1. Iз умови комутування:

[∂u1 + æu1∂u2, (α2abu
b + β2a)∂ua] = −∂u1 − æu1∂u2

отримуємо систему рiвнянь:

α211 = −1, æα212 = 0, α221 = æβ21, æ(α222 + 2) = 0.

Очевидно, розв’язок цiєї системи залежить вiд значень сталої æ.
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1. Якщо æ=0, систему задовольняють сталi α211=−1, α221=0, а операто-
ри Q1, Q2 набувають вигляду:

Q1 = ∂u1, Q2 = (−u1 +α212u
2 + β21)∂u1 + (α222u

2 + β22)∂u2. (2.66)

2. Якщо æ=1, розв’язком системи є набiр сталих α211=−1, α212=0,
α221=β21, α222=− 2, а оператори Q1, Q2 мають вигляд:

Q1 = ∂u1 +u1∂u2, Q2 = (−u1 +β21)∂u1 +(β21u
1−2u2 +β22)∂u2. (2.67)

Оскiльки у формули (2.66), (2.67) входять довiльнi сталi, то спробуємо
спростити вигляд операторiв. Знайдемо всi зображення Q2, нееквiвалентнi
вiдносно перетворень еквiвалентностi

W = KU + L, (2.68)

де K =
(
k11 k12
k21 k22

)
, L =

(
l1
l2

)
, вимагаючи iнварiантностi вiдносно перетво-

рень (2.68) оператора Q1. Розглянемо кожен випадок окремо.

1. Пiсля замiни (2.68) ∂u1 = k11∂w1 +k21∂w2, тодi з рiвностi Q1 = ∂u1 = ∂w1

одержимо k11 = 1, k21 = 0. Таким чином, лiнiйнi невиродженi пере-
творення, вiдносно яких iнварiантний оператор Q1, у даному випадку
мають вигляд

w1 = u1 + k12u
2 + l1,

w2 = k22u
2 + l2.

(2.69)

Iз (2.69) маємо ∂u1 = ∂w1, ∂u2 = k12∂w1 + k22∂w2. Подiємо перетворен-
нями (2.69) на оператор Q2 iз (2.66). Одержимо

Q2=

[
−w1+

1

k22
(α212+k12(α222+1))w2+l1+β21+k12β22−

− l2
k22

(α212+k12(α222+1))

]
∂w1+

[
α222w

2+k22β22−α222l2
]
∂w2

(2.70)

Пiдберемо сталi kab, la таким чином, щоб максимально спростити опе-
ратор (2.70). Неважко побачити, що це виконується за таких наборiв
констант:
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(a) α222 6= 0,−1, k12 = − α212

α222+1 , l1 = −β21 + α212β22
α222+1 , l2 = k22β22

α222
, тодi

Q2 = −w1∂w1 + α222w
2∂w2;

(b) α222=− 1, k22=α212 6= 0, l1=− β21− k12β22−α212β22, l2=−α212β22,
тодi Q2 = −I + w2∂w1;

(c) α222=− 1, α212 = 0, l1=− β21 − k12β22, l2=− k22β22, Q2 = −I;

(d) α222=0, β22 6= 0, k12 = −α212, l1 = −β21 + α212β22, k22 = 1
β22

, тодi
Q2 = −w1∂w1 + ∂w2;

(e) α222=0, β22 = 0, k12 = −α212, l1 = −β21, тодi Q2 = −w1∂w1.

Очевидно, пункти (c) i (e) доповнюють (a) за умов α222=−1 та α222=0,
вiдповiдно. Тому цi три пункти об’єднуємо в один — пункт (a) без
умови α222 6= 0,−1. Отримана класифiкацiя вiдповiдає першим трьом
пунктам таблицi 2.1 (пiсля перепозначення α222 = k, wa = ua).

2. Вимагаючи, щоб оператор Q1 = ∂u1 + u1∂u2 був iнварiантним вiдносно
перетворень (2.68), одержуємо умови k11=k22=1, k12=0, k21=l1. Таким
чином, лiнiйнi невиродженi перетворення, якi не змiнюють операто-
ра Q1 мають вигляд

w1 = u1 + l1,

w2 = l1u
1 + u2 + l2.

(2.71)

Звiдси ∂u1 = ∂w1 + l1∂w2, ∂u2 = ∂w2. Подiявши перетвореннями (2.71)
на оператор Q2 iз (2.67), отримуємо

Q2=
[
−w1+l1+β21

]
∂w1+

[
(l1+β21)w

1−2w2+2l2+β22−l21
]
∂w2. (2.72)

Вибравши сталi l1 = −β21, l2 = β2
21−β22

2 , бачимо, що (2.72) набуває ви-
гляду Q2 = −w1∂w1 − 2w2∂w2 = −I −w2∂w2, що вiдповiдає четвертому
пункту таблицi (2.1).

Розглянемо зображення (2.28) оператора Q1. Iз умови комутування:

[Q1, Q2] = [∂u1 + u2∂u2, (α2abu
b + β2a)∂ua] = −∂u1 − u2∂u2
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отримуємо систему рiвнянь

α211 + α212u
2 = −1, α221 + α222u

2 − (α22bu
b + β22) = −u2,

яка, очевидно, не має розв’язкiв. Отже, за умови (2.28) алгебру Галi-
лея (2.25) неможливо розширити оператором масштабних перетворень.

Розглянемо зображення (2.29) оператора Q1. Записавши комутацiйнi
спiввiдношення мiж операторами Q1, Q2:

[Q1, Q2] = [æI + u1∂u2, (α2abu
b + β2a)∂ua] = −æI − u1∂u2,

отримуємо систему

æα211u
1 + α212(æu

2 + u1)− æ(α21bu
b + β21) = −æu1,

æα221u
1 + α222(æu

2+u1)−(α21bu
b+β21)−æ(α22bu

b+β22)=− æu2−u1.
(2.73)

Розщепивши її за степенями u1, u2, одержуємо набiр сталих

æ = 0, α212 = β21 = 0, α222 = α211 − 1,

якi задовольняють систему (2.73) та визначають вигляд операторiв Q1, Q2:

Q1 = u1∂u2, Q2 = α211u
1∂u1 +

[
α221u

1 + (α211 − 1)u2 + β22

]
∂u2. (2.74)

Iз умови iнварiантностi оператораQ1 вiдносно перетворень (2.68) маємо:

Q1 =
1

detK

[
k22w

1 − k12w
2 + k12l2 − k22l1

]
(k12∂w1+k22∂w2) = w1∂w2. (2.75)

Звiдси випливає, що лiнiйнi невиродженi перетворення еквiвалентностi, якi
не змiнюють оператора Q1, мають вигляд

w1 = k11u
1,

w2 = k21u
1 + k11u

2 + l2.
(2.76)

Подiявши перетвореннями (2.76) на оператор Q2, отримуємо

Q2 = α211w
1∂w1+

[
(α221 +

k21

k11
)w1 + (α211 − 1)w2 + k11β22 − (α211 − 1)l2

]
∂u2.

Спробуємо максимально спростити його вигляд, пiдбираючи вiдповiднi зна-
чення для констант kab, la. Таким чином, спрощення вигляду оператора Q2

можливi за наступних наборiв сталих:
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1. α211 6= 1, l2 = k11β22
α211−1 , k21 = −k11α221, тодi оператор Q2 має вигляд

Q2 = α211w
1∂w1 + (α211 − 1)w2∂w2;

2. α211 = 1, β22 6= 0, k11 = 1
β22

, k21 = −α221

β22
, тодi Q2 = w1∂w1 + ∂w2;

3. α211 = 1, β22 = 0, k21 = −k11α221, тодi оператор Q2 набуває вигля-
ду Q2 = w1∂w1.

Очевидно, третiй пункт є доповненням першого, якщо α211 = 1, тому логi-
чно їх об’єднати в один — перший (вiдкинувши обмеження α211 6= 1).

Таким чином, оператори пункту 1. iз вказаною поправкою спiвпадають з
операторами п’ятого пункту таблицi 2.1 пiсля перепозначення α211 = k+1,
wa = ua, а оператори пункту 2. пiсля перепозначення wa = ua вiдповiдають
шостому пункту таблицi 2.1.

При розглядi зображень (2.30), (2.31) оператора Q1 спроба виконати
умову комутування (2.64) приводить до систем, якi не задовольняє жоден
набiр сталих.

Отже, за умов (2.30), (2.31) алгебру Галiлея (2.25) неможливо розшири-
ти оператором масштабних перетворень.

Теорему доведено.
Таким чином, всi реалiзацiї алгебри AG1(1, 1), що вiдповiдають симе-

трiям системи (2.1), описує алгебра (2.65), де оператори Q1, Q2 набувають
одного з виглядiв, наведених у таблицi 2.1.

2.5. Iнварiантнiсть системи (2.1) вiдносно розширеної

алгебри Галiлея

Дослiдимо, за яких значень нелiнiйностей F , G, H система (2.1) буде iнва-
рiантною вiдносно алгебри AG1(1, 1). Для цього уточнимо вигляди систем
iз теорем 2.2–2.6, для яких можливе розширення алгебри AG(1, 1) опера-
тором масштабних перетворень.
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Справедливе наступне твердження.

Теорема 2.8. Система (2.1) iнварiантна вiдносно розширеної алгебри Га-
лiлея (2.65) тодi i тiльки тодi, коли нелiнiйностi F , G, H з точнiстю
до перетворень еквiвалентностi (2.12), (2.13) набувають одного з насту-
пних виглядiв

F (U) = D(u2, λ) =

(
λ11 λ12(u

2)k−1

λ21(u
2)1−k λ22

)
,

G(U) = D(u2, µ)(u2)k − u1E, H(U) =

(
ν1(u

2)3k

ν2(u
2)2k+1

)
,

(2.77)

коли Q1 = ∂u1, Q2 = −u1∂u1 − 1
ku

2∂u2;

F (U)=

(
ϕ1 0

0 ϕ2

)
, G(U)=

(
0 0

ψ 0

)
−u1E,H(U)=

(
0

0

)
, (2.78)

коли Q1 = ∂u1, Q2 = −u1∂u1; ϕa = ϕa(u2), ψ = ψ(u2) – довiльнi гладкi
функцiї;

F (U)=D(u2, λ)=

(
λ11−λ21 lnu2 λ12+ (λ11−λ22) lnu2−λ21 ln2 u2

λ21 λ22+λ21 lnu2

)
,

G(U)=D(u2, µ)u2−(u1+u2 lnu2)E, H(U)=

(
ν1−ν2 lnu2

ν2

)
(u2)3,

(2.79)

коли Q1 = ∂u1, Q2 = −I + u2∂u1;

F (U)=D(u2, λ)=

(
λ11 λ12e

−u2

λ21e
u2 λ22

)
,

G(U) = D(u2, µ)e−u
2 − u1E, H(U) =

(
ν1e
−3u2

ν2e
−2u2

)
,

(2.80)

коли Q1 = ∂u1, Q2 = −u1∂u1 + ∂u2;

F (U) = D(u1, ω, λ) =

(
λ11−λ12

u1√
ω

λ12√
ω

λ21

√
ω+ (λ11−λ22)u

1−λ12
(u1)2√
ω

λ22+λ12
u1√
ω

)
,

G(U)=D(u1, ω, µ)
√
ω−u1E,H(U)=

(
ν1

ν1u
1+ν2

√
ω

)
ω

3
2 , ω=u2−(u1)

2

2 ,

(2.81)
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коли Q1 = ∂u1 + u1∂u2, Q2 = −I − u2∂u2;

F (U)=D(u1, u2, λ)=

(
λ11−λ12

u2

(u1)k+1 λ12(u
1)−k

λ21(u
1)k+(λ11−λ22)

u2

u1−λ12
(u2)2

(u1)k+2 λ22+λ12
u2

(u1)k+1

)

G(U)=D(u1, u2, µ)(u1)k−u2

u1E, H(U)=

(
ν1u

1

ν2(u
1)k+1 + ν1u

2

)
(u1)2k,

(2.82)

коли Q1 = u1∂u2, Q2 = u1∂u1 − k+1
k I;

F (U)=

(
ϕ1 0

(ϕ1−ϕ2)u
2

u1 ϕ2

)
, G(U)=

(
−1 u1

u2

−u2

u1 1

)
u2

u1
ψ−u

2

u1
E, H(U)=

(
0

0

)
(2.83)

коли Q1 = u1∂u2, Q2 = −u2∂u2; ϕa = ϕa(u1), ψ = ψ(u1) – довiльнi гладкi
функцiї;

F (U) =

(
λ11−λ12

(
u2− lnu1

)
λ12u

1

λ21+(λ11−λ22)(u2−lnu1)−λ12(u2−lnu1)2

u1 λ22 + λ12(u
2 − lnu1)

)
=

= D(u1, u2, λ), G(U)=D(u1, u2, µ) 1
u1 −

u2−lnu1

u1 E,

H(U) =

(
ν1u

1

ν2 + ν1

(
u2 − lnu1

))(u1)−2,

(2.84)

коли Q1 = u1∂u2, Q2 = u1∂u1 + ∂u2,
у системах (2.77)–(2.84) k, λab, µab, νa – довiльнi сталi.

Доведення. Розглянемо систему (2.1) з нелiнiйностями (2.32) у разi æ = 0,
оскiльки, як видно з таблицi 2.1, у перших трьох її пунктах розширення
зображення алгебри (2.25), (2.27) вiдбувається за умови æ = 0. Розглянемо
кожен iз цих випадкiв окремо.

1. Зображення операторiв Q1, Q2 з першого пункту таблицi 2.1 визначає
базиснi оператори розширеної алгебри Галiлея:

∂0, ∂1, G = x0∂1 +∂u1, D = 2x0∂0 +x1∂1−u1∂u1 +ku2∂u2 (2.85)

та координати оператора X:

ξ0 = 2cx0+q0, ξ1 = cx1+rx0+q1, η1 = −cu1+r, η2 = cku2, (2.86)
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де c, r, q0, q1 — довiльнi сталi. Пiдставивши (2.86) у визначальну систе-
му (2.17)–(2.19) та врахувавши формули (2.35)–(2.37) за умови æ = 0,
бачимо, що вона зводиться до наступної системи:

−u1fabu1 +ku2fabu2 +δa1f
1b−δb1fa1+k(δb2f

a2−δa2f
2b)=0, (2.87)

−u1gabu1+ku
2gabu2+δa1g

1b−δb1ga1+k(δb2g
a2−δa2g

2b)+gab=0, (2.88)

−u1hau1+ku
2hau2+δa1h

1−δa2kh
2+2ha=0. (2.89)

Пiдставимо нелiнiйностi (2.32) за умови æ = 0 у систему (2.87)–(2.89)
та розв’яжемо її. Очевидно, розв’язок отриманої системи залежить вiд
значень сталої k. У разi k 6= 0 її загальним розв’язком є функцiї

f 11 = λ11, f 12 = λ12(u
2)−

1
k−1,

f 21 = λ21(u
2)

1
k+1, f 22 = λ22;

g11 = µ11(u
2)−

1
k − u1, g12 = µ12(u

2)−
2
k−1, (2.90)

g21 = µ21u
2, g22 = µ22(u

2)−
1
k − u1;

h1 = ν1(u
2)−

3
k , h2 = ν2(u

2)−
2
k+1,

де λab, µab, νa – довiльнi сталi. Перепозначивши в отриманих фун-
кцiях −1

k → k приходимо до нелiнiйностей (2.77). За умови k = 0

систему (2.87)–(2.89) задовольняють нелiнiйностi (2.78).

Першi два пункти теореми доведено.

2. Оператори Q1, Q2 з другого пункту таблицi 2.1 визначають базиснi
оператори розширеної алгебри Галiлея:

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u1, D = 2x0∂0 + x1∂1 − I + u2∂u1 (2.91)

та координати оператора X

ξ0=2cx0+q0, ξ1=cx1+rx0+q1, η1=c(u2−u1)+r, η2=−cu2. (2.92)
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Пiдставивши (2.92) у визначальну систему (2.17)–(2.19) та врахувавши
формули (2.35)–(2.37) за умови æ = 0, отримуємо

(u2 − u1)fabu1 − u2fabu2 + [δc1(δb2 − δb1)− δc2δb2] fac−

− [δa1(δc2 − δc1)− δc2δa2] f
cb = 0, (2.93)

(u2 − u1)gabu1 − u2gabu2 + [δc1(δb2 − δb1)− δc2δb2] gac−

− [δa1(δc2 − δc1)− δc2δa2] g
cb + gab = 0, (2.94)

(u2 − u1)hau1 − u2hau2 − [δa1(δc2 − δc1)− δc2δa2]h
c+2ha=0. (2.95)

Розв’яжемо систему (2.93)–(2.95), попередньо пiдставивши в неї не-
лiнiйностi (2.32) при æ = 0. Приходимо до висновку, що загальним
розв’язком системи є нелiнiйностi (2.79).

Третiй пункт теореми доведено.

3. Для розширеної алгебри Галiлея, яку визначають оператори Q1, Q2 з
третього пункту таблицi 2.1, координати iнфiнiтезимального операто-
ра X мають вигляд

ξ0 = 2cx0 +q0, ξ1 = cx1 +rx0 +q1, η1 = −cu1 +r, η2 = c. (2.96)

Пiдставивши (2.96) у визначальну систему (2.17)–(2.19) та врахувавши
формули (2.35)–(2.37) за умови æ = 0, отримуємо систему

− u1fabu1 + fabu2 − δb1fa1 + δa1f
1b = 0, (2.97)

− u1gabu1 + gabu2 − δb1ga1 + δa1g
1b + gab = 0, (2.98)

− u1hau1 + hau2 + δa1h
1+2ha=0. (2.99)

Пiдставимо нелiнiйностi (2.32) при æ = 0 у систему (2.97)–(2.99) та,
розв’язавши її, знаходимо функцiї

ϕ11 = λ11, ϕ12 = λ12e
−u2, ϕ21 = λ21e

u2, ϕ22 = λ22,

ψ11 = µ11e
−u2, ψ12 = µ12e

−2u2, ψ21 = µ21, ψ22 = µ22e
−u2,
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χ1 = ν1e
−3u2, χ2 = ν2e

−2u2.

Очевидно, пiдставивши цi функцiї у (2.32), одержуємо нелiнiйно-
стi (2.80).

Четвертий пункт теореми доведено.

У четвертому пунктi таблицi 2.1 розширення зображення алгебри (2.25),
(2.27) вiдбувається за умови æ = 1, тому розглянемо систему (2.1) з нелi-
нiйностями (2.32) у разi æ = 1.

Для операторiв Q1, Q2 iз четвертого пункту таблицi 2.1 координати
оператора X мають вигляд

ξ0=2cx0+q0, ξ1=cx1+rx0+q1, η1=−cu1+r, η2=−2cu2+ru1. (2.100)

Пiдставимо (2.100) у рiвняння (2.17)–(2.19) визначальної системи та,
врахувавши формули (2.35)–(2.37) за умови æ = 1, отримуємо систему

− u1fabu1 − 2u2fabu2 + δa1f
1b − δb1fa1 + 2(δa2f

2b − δb2fa2) = 0, (2.101)

− u1gabu1 − 2u2gabu2 + δa1g
1b − δb1ga1 + 2(δa2g

2b − δb2ga2) + gab=0, (2.102)

− u1hau1 − 2u2hau2 + δa1h
1 + 2δa2h

2+2ha=0. (2.103)

Пiдставимо нелiнiйностi (2.32) за умови æ = 1 у систему (2.101)–(2.103)
та, розв’язавши її, знаходимо функцiї

ϕ11 = λ11, ϕ12 =
λ12√
ω
, ϕ21 = λ21

√
ω, ϕ22 = λ22,

ψ11 = µ11

√
ω, ψ12 = µ12, ψ21 = µ21ω, ψ22 = µ22

√
ω,

χ1 = ν1

√
ω3, χ2 = ν2ω

2, ω = u2 − (u1)2

2
.

Очевидно, пiдстановка отриманих функцiй у (2.32) приводить до нелiнiй-
ностей (2.81).

П’ятий пункт теореми доведено.
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Як випливає з таблицi 2.1, для системи (2.39), iнварiантної вiдносно
алгебри Галiлея (2.40), не iснує розширень оператором масштабних пере-
творень.

Розглянемо систему (2.1) з нелiнiйностями (2.44). Iз таблицi 2.1 випли-
ває, що розширення алгебри Галiлея (2.45) оператором масштабних пе-
ретворень можливе лише за умови æ = 0. Тому i в нелiнiйностях (2.44)
приймемо æ = 0. Крiм того, зазначимо, що є два випадки розширення опе-
ратором дiлатацiї алгебри AG(1, 1) (вiдповiдно, п’ятий та шостий пункти
таблицi 2.1). Розглянемо кожен iз них окремо.

1. Зображення Q1, Q2 iз п’ятого пункту таблицi 2.1 визначає базиснi опе-
ратори розширеної алгебри Галiлея

∂0, ∂1, G = x0∂1 +u1∂u2, D = 2x0∂0 +x1∂1 +kI+u1∂u1 (2.104)

та координати оператора X

ξ0=2cx0+q0, ξ
1=cx1+rx0+q1, η

1=(k+1)cu1, η2=cku2+ru1. (2.105)

Пiдставимо (2.105) у рiвняння (2.17)–(2.19) визначальної системи та,
врахувавши формули (2.47)–(2.49) iз æ = 0, отримуємо систему

(k+1)u1fabu1 +ku2fabu2−(k+1)(δa1f
1b−δb1fa1)−k(δa2f

2b−δb2fa2)=0,

(2.106)

(k+1)u1gabu1+ku
2gabu2−(k+1)(δa1g

1b−δb1ga1)−k(δa2g
2b−δb2ga2)+gab=0,

(2.107)

(k + 1)u1hau1 + ku2hau2 − δa1(k + 1)h1 − δa2kh
2+2ha=0. (2.108)

Пiдставимо нелiнiйностi (2.44) за умови æ = 0 у систему (2.106)–
(2.108) та розв’яжемо її. Очевидно, в залежностi вiд значень сталої
k отримуємо два розгалудження.
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(a) У разi k 6= −1 загальним розв’язком (2.106)–(2.108) є функцiї

ϕ11=λ11, ϕ
12=λ12(u

1)
1

k+1 , ϕ21=λ21(u
1)
−1
k+1 , ϕ22=λ22,

ψ11=µ11(u
1)
−1
k+1 , ψ12=µ12, ψ

21=µ21(u
1)
−2
k+1 , ψ22=µ22(u

1)
−1
k+1 ,

χ1=ν1(u
1)
−2
k+1 , χ2=ν2(u

1)
−3
k+1 ,

якi пiсля замiни −1
k+1 → k i пiдстановки в (2.44) приводять до шу-

каних нелiнiйностей (2.82).

(b) Якщо k = −1, систему (2.106)–(2.108) задовольняють функцiї

ϕ12=ϕ21=0, ψ11=ψ21=ψ22=0, χ1=χ2=0,

ϕ11, ϕ22, ψ12— довiльнi гладкi функцiї аргументу u1.

Пiдставивши цi функцiї в (2.44) за умови æ = 0 та замiнивши
ϕ11 = ϕ1, ϕ22 = ϕ2, ψ12 = ψ, приходимо до нелiнiйностей (2.83).

Таким чином, шостий i сьомий пункти теореми доведено.

2. Зображення Q1, Q2 iз шостого пункту таблицi 2.1 визначає наступнi
базиснi оператори алгебри AG1(1, 1):

∂0, ∂1, G = x0∂1 +u1∂u2, D = 2x0∂0 +x1∂1 +u1∂u1 +∂u2 (2.109)

та координати оператора X

ξ0=2cx0+q0, ξ
1=cx1+rx0+q1, η

1=cu1, η2=c+ru1. (2.110)

Пiдставимо (2.110) у рiвняння (2.17)–(2.19) визначальної системи та з
урахуванням формул (2.47)–(2.49) за умови æ = 0, одержуємо

u1fabu1 +fabu2−(δa1f
1b−δb1fa1)=0, (2.111)

u1gabu1+g
ab
u2−(δa1g

1b−δb1ga1)+gab=0, (2.112)

u1hau1 + hau2 − δa1h
1+2ha=0. (2.113)
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Пiдставивши нелiнiйностi (2.44) при æ = 0 у систему (2.111)–(2.113) та
розв’язавши її, уточнюємо вигляд функцiй ϕab, ψab, χa та отримуємо
нелiнiйностi (2.84).

Восьмий пункт теореми доведено.

Якщо розглянути систему (2.1) з нелiнiйностями (2.50) i (2.55), то згi-
дно таблицi 2.1 розширення алгебр Галiлея оператором масштабних пере-
творень у цих випадках неможливе.

Теорему доведено.

2.6. Класифiкацiя зображень узагальненої алгебри

Галiлея

Узагальненою алгеброю Галiлея ми назвали одну з реалiзацiй п’ятивимiр-
ної лiнiйної алгебри диференцiальних операторiв 1-го порядку, для якої
виконуються комутацiйнi спiввiдношення (2.60), (2.61) та наступнi умови
комутування:

[X1, X5] = X4, [X2, X5] = X3, [X3, X5] = 0, [X4, X5] = 2X5. (2.114)

Розширимо алгебру (2.65) оператором проективних перетворень X5 так,
щоб виконувались умови комутування (2.114). Отриману алгебру назвемо
узагальненою алгеброю Галiлея, а оператор X5 — проективним оператором
i позначимо його Π.

Згiдно теореми 2.1 загальний вигляд оператора X5 має бути таким

X4 = A5(x0)∂0 +B5(x0, x1)∂1 + (σ5adud + τ 5a)∂ua, (2.115)

де A5, B5, σ5ad, τ 5a — довiльнi гладкi функцiї, якi пiдлягають уточненню
за формулами (2.114). Iз умови [X1, X5] = X4, маємо

Ȧ5 = 2x0, B5
0 = x1, σ5ad

0 = α2ad, τ 5a
0 = β2a, (2.116)
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де α2ad, β2a — коефiцiєнти оператора (2.63). Вимагаючи виконання умови
[X2, X5] = X3, отримуємо

B5
1=x0, σ5ad

1 =α1ad, τ 4a
1 =β1a, (2.117)

де α1ab, β1a — коефiцiєнти оператора (2.26). Розв’язавши рiвняння (2.116),
(2.117), одержуємо вигляд оператора X5:

X5=(x2
0+c0)∂0+(x0x1+c1)∂1+

+x0(α2abu
b+β2a)∂ua+x1(α1abu

b+β1a)∂ua+(α3abu
b+β3a)∂ua,

де c0, c1, α3ab, β3a — довiльнi сталi. Оскiльки оператори ∂0, ∂1 входять до
алгебри, покладемо Π = X5−c0∂0−c1∂1 = x2

0∂0 +x0x1∂1 +x0Q2 +x1Q1 +Q3,
де Q1, Q2 визначенi у формулах (2.26), (2.63), а оператор Q3 має вигляд

Q3 = (α3abu
b + β3a)∂ua. (2.118)

Iз комутацiйних спiввiдношень [X3, X5] = 0 випливають умови комуту-
вання мiж операторами Q1, Q3:

[Q1, Q3] = 0. (2.119)

Вимагаючи виконання умов комутування [X4, X5] = 2X5, отримуємо спiв-
вiдношення, за якими комутують оператори Q2, Q3:

[Q2, Q3] = 2Q3. (2.120)

Отже, всi реалiзацiї узагальненої алгебри Галiлея, що вiдповiдають си-
метрiям системи рiвнянь (2.1), описуються алгеброю з наступними бази-
сними генераторами

AG2(1, 1) = 〈∂0, ∂1, G = x0∂1 +Q1, D = 2x0∂0 + x1∂1 +Q2,

Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 + x0Q2 + x1Q1 +Q3〉,

(2.121)

де оператори Qs комутують один з одним згiдно формул (2.64), (2.119),
(2.120).
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Прокласифiкуємо зображення узагальненої алгебри Галiлея, що зводи-
ться (враховуючи зображення алгебри (2.121)) до класифiкацiї нееквiва-
лентних наборiв операторiв Q1, Q2, Q3.

Справедливе наступне твердження.

Теорема 2.9. З точнiстю до перетворень еквiвалентностi (2.12), (2.13)
iснує 8 нееквiвалентних зображень узагальненої алгебри Галiлея (2.121),
якi задаються операторами Q1, Q2, Q3, наведеними в наступнiй таблицi:

Таблиця 2.2: Нееквiвалентнi зображення опе-
раторiв Q1–Q3 у випадку двовимiрного ве-
кторного поля U .

№ Q1 Q2 Q3

1. ∂u1 −u1∂u1 + ku2∂u2 0

2. ∂u1 −u1∂u1 + u2∂u2 u2∂u1

3. ∂u1 −I + u2∂u1 0

4. ∂u1 −u1∂u1 + ∂u2 0

5. ∂u1 + æu1∂u2 −I − u2∂u2 l∂u2

6. u1∂u2 kI + u1∂u1 0

7. u1∂u2 −I − u2∂u2 ∂u2

8. u1∂u2 u1∂u1 + ∂u2 0

У таблицi 2.2 æ ∈ {0, 1}, (æ, l) ∈ {(0, 1), (1, k)}, k ∈ R.

Доведення. Розглянемо реалiзацiю розширеної алгебри Галiлея (2.85).
Доповнимо її базиснi генератори проективним оператором Π так, щоб
мiж операторами Qs(s ∈ {1, 3}) виконувались комутацiйнi спiввiдношен-
ня (2.119), (2.120). Виконання спiввiдношення (2.119) забезпечують сталi
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α3a1 = 0 i, таким чином,

Q3 = (α3a2u
2 + β3a)∂ua. (2.122)

Очевидно, для того, щоб виконувалось спiввiдношення (2.120):

[−u1∂u1 + ku2∂u2, (α3a2u
2 + β3a)∂ua]=kα3a2u

2∂ua+(α312u
2 + β31)∂u1−

−(α322u
2 + β32)k∂u2=2(α3a2u

2 + β3a)∂ua,

iснує кiлька наборiв сталих, а саме:

1. k 6= 1,−2, β31 = β32 = α312 = α322 = 0. У цьому випадку

Q1 = ∂u1, Q2 = −u1∂u1 + ku2∂u2, Q3 = 0; (2.123)

2. k = 1, β31 = β32 = α322 = 0, тодi Q3 = α312u
2∂u1. Пiсля застосування

перетворень еквiвалентностi w1 = u1, w2 = α312u
2 за умови α312 6= 0

отримуємо наступнi оператори

Q1 = ∂u1, Q2 = −u1∂u1 + u2∂u2, Q3 = æu2∂u1; (2.124)

3. k = −2, β31 = α312 = α322 = 0. Тому оператор Q3 = β32∂u2. Застосував-
ши перетворення еквiвалентностi w1 = u1, w2 = 1

β32
u2 у разi β32 6= 0,

зводимо оператори Qs до вигляду

Q1 = ∂u1, Q2 = −u1∂u1 − 2u2∂u2, Q3 = æ∂u2. (2.125)

Порiвнюючи набори (2.123), (2.124), (2.125), приходимо до висновку, що
за умови æ = 0 формули (2.124), (2.125) є доповненням формули (2.123)
у разi k = 1 та k = −2, вiдповiдно. Тому вiдкинемо у першому наборi
операторiв обмеження k 6= 1,−2, а в другому i третьому покладемо æ = 1.

Описанi вище набори операторiв Qs вiдповiдають першому, другому та
п’ятому (при (æ, l) = (0, 1)) пунктам таблицi 2.2.

Розглянемо розширену алгебру Галiлея (2.91), доповнимо її операто-
ром Π, причому оператор Q3 одразу беремо у виглядi (2.122), оскiльки
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оператори Q1 алгебр (2.85), (2.91) спiвпадають. Iз комутацiйного спiввiд-
ношення

[Q2, Q3] =− α3a2u
2∂ua + (α312u

2 + β31)∂u1 + (α322u
2 + β32)(∂u2 − ∂u1) =

= 2(α3a2u
2 + β3a)∂ua

отримуємо систему

− α312u
2 − (α322u

2 + β32) = α312u
2 + β31,

− α322u
2 = α322u

2 + β32,

яку задовольняє лише набiр нульових констант, тобто Q3 = 0, що спiвпадає
з третiм пунктом таблицi 2.2.

Аналогiчно попередньому випадку, доповнивши оператором Π розши-
рену алгебру Галiлея, яку визначають оператори Q1, Q2 з третього пункту
таблицi 2.1, бачимо, що вигляд оператора Q3 описується формулою (2.122).
Так само, виконання комутацiйного спiввiдношення

[Q2, Q3] = α3a2∂ua + (α312u
2 + β31)∂u1 = 2(α3a2u

2 + β3a)∂ua

приводить до нульового набору сталих, тобто Q3 = 0. Ми отримали опера-
тори четвертого пункту таблицi 2.2.

Доповнюючи оператором Π реалiзацiю розширеної алгебри Галiлея, яку
визначають оператори Q1, Q2 з четвертого пункту таблицi 2.1, вимагаємо
виконання умов комутування (2.119), (2.120). Перша з яких

[Q1, Q3] = α3a1∂ua + α3a2u
1∂ua − (α31bu

b + β31)∂u2 = 0

виконується, якщо α311 = α312 = α322 = 0, α321 = β31; другу

[Q2, Q3]=−β31u
1∂u2 +β31∂u1 +2(β31u

1 +β32)∂u2=2β31∂u1 +2(β31u
1 +β32)∂u2

задовольняє стала β31 = 0, отже, Q3 = β32∂u2. Замiна β32 = k приводить
до зображень алгебри, описаних за умови (æ, l) = (1, k) у п’ятому пунктi
таблицi 2.2.
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Розглянемо алгебру (2.104) та доповнимо її оператором проективних
перетворень. Умова комутування (2.119):

[Q1, Q3] = α3a2u
1∂ua − (α31bu

b + β31)∂u2 = 0 (2.126)

виконується у разi α312 = β31 = 0, α322 = α311. Умова (2.120) приводить до
рiвняння

−kβ32∂u2 = 2α311u
1∂u1 + α321u

1∂u2 + 2(α311u
2 + β32)∂u2,

яке задовольняють два набори констант:

1. k 6= −2, α311 = α321 = β32 = 0. Тодi:

Q1 = u1∂u2, Q2 = kI + u1∂u1 Q3 = 0, (2.127)

що спiвпадає з шостим пунктом таблицi 2.2.

2. k = −2, α311 = α321 = 0. Тут

Q1 = u1∂u2, Q2 = −I − u2∂u2, Q3 = β32∂u2. (2.128)

У разi β32 = 0 приєднаємо (2.128) до набору (2.127), вiдкинувши
обмеження k 6= −2, а якщо β32 6= 0, перетвореннями еквiвалентно-
стi w1 = 1

β32
u1, w2 = 1

β32
u2 зведемо (2.128) до набору iз сьомого пункту

таблицi 2.2.

Оператори з шостого пункту таблицi 2.1 визначають зображення розши-
реної алгебри Галiлея (2.109). Доповнюючи його оператором проективних
перетворень, бачимо, що умова комутування (2.119), так як i в попере-
дньому пунктi, описується формулою (2.126). Умова (2.120) приводить до
рiвняння

α311∂u2 = 2α311u
1∂u1 + α321u

1∂u2 + 2(α311u
2 + β32)∂u2,

яке задовольняє набiр нульових констант. Таким чином, отримуємо опера-
тори восьмого пункту таблицi 2.2.
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Теорему доведено.
Отже, всi реалiзацiї алгебри AG2(1, 1), що вiдповiдають симетрiям си-

стеми (2.1), описує алгебра (2.121), де оператори Q1, Q2, Q3 набувають
одного з виглядiв, наведених у таблицi 2.2.

2.7. Iнварiантнiсть системи (2.1) вiдносно узагальне-

ної алгебри Галiлея

Знайдемо вигляд нелiнiйностей F , G, H, за яких система (2.1) iнварiантна
вiдносно алгебри AG2(1, 1).

Справедливе наступне твердження.

Теорема 2.10. З точнiстю до перетворень еквiвалентностi (2.12), (2.13)
система (2.1) iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея (2.121)
тодi i тiльки тодi, коли вона набуває одного з виглядiв:

U0+u
1U1=∂1

[(
λ11 λ12(u

2)k−1

0 λ22

)
U1

]
+

(
0 µ12(u

2)2k−1

−u2

k µ22(u
2)k

)
U1+

(
ν1(u

2)3k

ν2(u
2)2k+1

)
(2.129)

коли Q1 = ∂u1, Q2 = −u1∂u1 − 1
ku

2∂u2, Q3 = 0, k 6= 0, 1;

U0+u
1U1=∂1

[(
λ11 λ12

λ21 λ22

)
U1

]
+

(
0 µ12

−1 µ22

)
u2U1+

(
ν1

ν2

)
(u2)3 (2.130)

коли Q1 = ∂u1, Q2 = −I, Q3 = 0;

U0+u
1U1=∂1

[(
λ 0

0 ϕ

)
U1

]
(2.131)

коли Q1 = ∂u1, Q2 = −u1∂u1, Q3 = 0;

U0+u
1U1=∂1

[(
λ11 λ12 + (λ11 − λ22) lnu2

0 λ22

)
U1

]
+

+

(
1 µ12 + (1− µ22) lnu2 + ln2 u2

−1 µ22 − 2 lnu2

)
u2U1+

(
ν1 − ν2 lnu2

ν2

)
(u2)3

(2.132)



65

коли Q1 = ∂u1, Q2 = −I + u2∂u1, Q3 = 0;

U0+u
1U1=∂1

[(
λ11 λ12e

−u2

0 λ22

)
U1

]
+

(
0 µ12e

−2u2

1 µ22e
−u2

)
U1+

(
ν1e
−3u2

ν2e
−2u2

)
(2.133)

коли Q1 = ∂u1, Q2 = −u1∂u1 + ∂u2, Q3 = 0;

U0+u
1U1=∂1

[(
λ11 0

0 λ22

)
U1

]
+

(
0 µ12

0 0

)
U1+

(
0

−(u2)2

)
(2.134)

коли Q1 = ∂u1, Q2 = −I − u2∂u2, Q3 = ∂u2;

U0+u
1U1=∂1

[(
k(kν2 + 1) 0

(k(kν2 + 1)−λ22)u
1 λ22

)
U1

]
+

+

(
−µ12u

1 µ12

−2(kν2 + 1)ω−µ12(u
1)2 µ12u

1

)
U1+

(
0

ν2ω
2

) (2.135)

коли Q1 = ∂u1 + u1∂u2, Q2 = −I − u2∂u2, Q3 = k∂u2, ω = u2 − (u1)
2

2 , k 6= 0;

U0+u
1U1=∂1

[(
−λ12u

1 λ12

−λ12(u
1)2−2λ12ω−λ22ω

1
2u1 λ22ω

1
2+λ12u

1

)
ω−

1
2U1

]
+

+

(
−µ12u

1 µ12

−µ12(u
1)2−2ω−µ22ω

1
2u1 µ22ω

1
2+µ12u

1

)
U1+

(
ν1

ν2ω
1
2 + ν1u

1

)
ω

3
2

(2.136)

коли Q1 = ∂u1 + u1∂u2, Q2 = −I − u2∂u2, Q3 = 0, ω = u2 − (u1)
2

2 ;

U0+
u2

u1U1=∂1

[(
λ11 0

λ21(u
1)k+2λ11

u2

u1 −λ11

)
U1

]
+

+

 µ11(u
1)k+1

k
u2

u1 −1
k

(µ21(u
1)k+µ11

u2

u1 )(u
1)k+1

k

(
u2

u1

)2

− u2

ku1

U1+

(
ν1u

1

ν2(u
1)k+1+ν1u

2

)
(u1)2k

(2.137)

коли Q1 = u1∂u2, Q2 = −k+1
k I + u1∂u1, Q3 = 0, k 6= 0;

U0+
u2

u1
U1=∂1

[(
γ̇ 0

u2

u1 (
γ
u1 + γ̇) − γ

u1

)
U1

]
(2.138)
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коли Q1 = u1∂u2, Q2 = −u2∂u2, Q3 = 0;

U0=∂1

[(
λ11 0

λ21+2λ11(u2− lnu1)
u1 −λ11

)
U1

]
+

+

(
µ11−2(u2− lnu1)

u1 1
µ21+(µ11−1)(u2− lnu1)−(u2− lnu1)2

(u1)2
1
u1

)
U1+

(
ν1u

1

ν2+ν1(u
2− lnu1)

)
1

(u1)2

(2.139)

коли Q1 = u1∂u2, Q2 = u1∂u1 + ∂u2, Q3 = 0.
У системах (2.129)–(2.139) k, λab, µab, νa — const, γ = γ(u1), ϕ = ϕ

(
u2
)
—

довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв.

Доведення. Для доведення теореми користуємось таблицею 2.2, в якiй
наведена класифiкацiя нееквiвалентних зображень узагальненої алгебри
Галiлея (2.121).

Як i в теоремi 2.8, для знаходження функцiї fab(u), gab(u), ha(u), за яких
система рiвнянь (2.1) iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея,
пiдставимо вiдповiднi ξ0, ξ1, ηa, одержанi iз зображень операторiв алгеб-
ри (2.121), у рiвняння (2.17)–(2.19) визначальної системи та розв’яжемо їх
для кожного пункту таблицi 2.2.

Розглянемо реалiзацiю узагальненої алгебри Галiлея, що отримується з
першого пункту таблицi 2.2. Зображення операторiв Q1, Q2, Q3, записаних
у цьому пунктi, визначає базиснi оператори узагальненої алгебри Галiлея:

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u1, D = 2x0∂0 + x1∂1 − u1∂u1 + ku2∂u2,

Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 + x1∂u1 + x0(−u1∂u1 + ku2∂u2)

(2.140)

та координати оператора X:

ξ0 = ςx2
0 + 2cx0 + q0, ξ1 = ςx0x1 + cx1 + rx0 + q1,

η1 = ς(x1 − x0u
1)− cu1 + r, η2 = (ςx0 + c)ku2,

(2.141)

де ς , c, r, q0, q1 — довiльнi сталi. Пiдставивши (2.141) у визначальну сис-
тему (2.17)–(2.19) та врахувавши формули (2.35)–(2.37) за умови æ = 0, а
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також (2.87)–(2.89), бачимо, що вона зводиться до наступної системи рiв-
нянь:

fabu1 + fa1
ub =0, (2.142)

ga1+δa1u
1−δa2ku

2=0. (2.143)

Очевидно, алгебру (2.140) отримано, доповнивши оператором проекти-
вних перетворень Π алгебру (2.85). Оскiльки нелiнiйностi, за яких систе-
ма (2.1) iнварiантна вiдносно розширеної алгебри Галiлея для Q1 = ∂u1,
Q2 = −u1∂u1 + ku2∂u2, вже знайдено в теоремi 2.8 (а саме, функцiї (2.90) у
випадку k 6= 0 та (2.78), якщо k = 0), то використаємо їх для розв’язування
отриманої системи (2.142)–(2.143).

Розглянемо спочатку випадок k 6= 0. Пiдставивши функцiї (2.90) у сис-
тему (2.142)–(2.143), бачимо, що її розв’язок залежить вiд значень сталої k,
а саме:

1. якщо k 6= −1, систему (2.142)–(2.143) задовольняють константи λ21 =

0, µ11 = 0, µ21 = k. Перепозначивши −1
k → k в отриманих функцi-

ях fab, gab, ha, приходимо до системи (2.129);

2. за умови k= − 1 система (2.142)–(2.143) має розв’язок, якщо µ11=0,
µ21=− 1. Уточнивши таким чином константи в нелiнiйностях fab, gab,
ha, отримуємо систему (2.130).

Перший i другий пункти теореми доведено.
Тепер розлянемо випадок k = 0. Пiдставивши функцiї (2.78), знайде-

нi в теоремi 2.8, у систему (2.142)–(2.143) та розв’язавши її, бачимо, що
систему задовольняють ϕ11 = λ11, ψ21 = 0, ϕ22 = ϕ22(u2) — довiльна гладка
функцiя. Система (2.1) з уточнненими таким чином нелiнiйностями (2.78)
спiвпадає з системою (2.131), якщо ввести позначення λ11 = λ, ϕ22 = ϕ.

Третiй пункт теореми доведено.
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Розглянемо узагальнену алгебру Галiлея, що отримується з другого пун-
кту таблицi 2.2. Зображення операторiв Q1, Q2, Q3, записаних у цьому
пунктi, визначає координати оператора X:

ξ0 = ςx2
0 + 2cx0 + q0, ξ1 = ςx0x1 + cx1 + rx0 + q1,

η1 = ς(x1 − x0u
1 + u2)− cu1 + r, η2 = (ςx0 + c)u2.

(2.144)

Пiдставивши (2.144) у рiвняння (2.17)–(2.19) визначальної системи, роз-
щепивши їх за змiнними x0, x1 та врахувавши рiвностi (2.35)–(2.37) у разi
æ = 0 та (2.87)–(2.89) за умови k = 1, одержимо систему

u2fabu1 + δb2f
a1 − δa1f

2b = 0, (2.145)

u2gabu1 + δb2g
a1 − δa1g

2b + fabu1 + fa1
ub = 0, (2.146)

u2hau1 − δa1h
2 + ga1 + δa1u

1 − δa2u
2 = 0, (2.147)

яка є несумiсною.
Доповнивши оператори алгебри (2.91) оператором проективних пере-

творень Π = x2
0∂0 +x0x1∂1 +x1∂u1 +x0(−I+u2∂u1), отримуємо узагальнену

алгебру Галiлея, яку визначають оператори з третього пункту таблицi 2.2.
Координати iнфiнiтезимального оператора в цьому випадку мають вигляд:

ξ0 = ςx2
0 + 2cx0 + q0, ξ1 = ςx0x1 + cx1 + rx0 + q1,

η1 = (ςx0 + c)(u2 − u1) + ςx1 + r, η2 = −(ςx0 + c)u2.
(2.148)

Пiдставимо (2.148) у визначальну систему. Розщепивши рiвняння отрима-
ної системи за змiнними x0, x1 та врахувавши рiвностi (2.35)–(2.37) за умови
æ = 0 та (2.93)–(2.95), одержимо систему (2.142) та

ga1 − δa1(u
2 − u1) + δa2u

2 = 0. (2.149)

Оскiльки нелiнiйностi, за яких система (2.1) iнварiантна вiдносно алге-
бри (2.91), вже знайденi в теоремi 2.8 (нелiнiйностi (2.79)), то пiдставимо
їх у (2.142) i (2.149). Розв’язавши отриману систему, уточнюємо значення
сталих:

λ21 = 0, µ11 = 1, µ21 = −1. (2.150)
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Таким чином, система (2.1) з нелiнiйностями (2.79) за умови (2.150) спiв-
падає з системою (2.132).

Четвертий пункт теореми доведено.
Розглянемо алгебру AG2(1, 1), яка визначається операторами з четвер-

того рядка таблицi 2.2. Координати iнфiнiтезимального оператора для неї
мають вигляд:

ξ0 = ςx2
0 + 2cx0 + q0, ξ1 = ςx0x1 + cx1 + rx0 + q1,

η1 = −(ςx0 + c)u1 + ςx1 + r, η2 = ςx0 + c.
(2.151)

Пiдставивши ξ0, ξ1, ηa, у визначальну систему з урахуванням (2.35)–(2.37)
за умови æ = 0 та (2.97)–(2.99), одержимо систему (2.142) та

ga1 + δa1u
1 − δa2 = 0. (2.152)

Як i в попередньому пунктi, розв’язуючи систему (2.142), отримуємо умо-
ву λ21 = 0, а система (2.152) накладає умови на сталi µ11 = 0, µ21 = 1.
Cистема (2.1) з нелiнiйностями (2.80) за вказаних умов спiвпадає з систе-
мою (2.133).

П’ятий пункт теореми доведено.
П’ятий пункт таблицi 2.2, зважаючи на константи æ, l, визначає факти-

чно двi узагальненi алгебри Галiлея. Розглянемо кожну з них окремо.

1. Набору (æ, l) = (0, 1) вiдповiдає алгебра з базисними операторами

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u1, D = 2x0∂0 + x1∂1 − I − u2∂u2,

Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 + x1∂u1 − x0(I + u2∂u2) + ∂u2.

(2.153)

Пiдставивши вiдповiднi координати оператора X у визначальну си-
стему, розщепивши її за змiнними x0, x1 та врахувавши (2.35)–(2.37)
у разi æ = 0 та (2.87)–(2.89) у разi k = −2, одержуємо систему для
уточнення нелiнiйностей:

fabu2 = 0, (2.154)
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gabu2 + fabu1 + fa1
ub = 0, (2.155)

hau2 + ga1 + δa1u
1 + 2δa2u

2 = 0. (2.156)

Пiдставимо функцiї (2.90) у разi k = −2 в отриману систему та роз-
в’яжемо її. Систему (2.154) задовольняють сталi λ12 = λ21 = 0, систе-
му (2.155) — µ11 = µ21 = µ22 = 0, iз системи (2.156) маємо ν1 = 0,
ν2 = −1. Таким чином, уточнивши нелiнiйностi (2.90), отримуємо си-
стему (2.134).

Шостий пункт теореми доведено.

2. Набору (æ, l) = (1, k) вiдповiдає алгебра з базисними операторами

∂0, ∂1, G=x0∂1+∂u1+u
1∂u2, D=2x0∂0+x1∂1−I−u2∂u2,

Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 + x1(∂u1 + u1∂u2)− x0(I + u2∂u2) + k∂u2.

(2.157)

Пiдставивши вiдповiднi координати оператора X у визначальну си-
стему (2.17)–(2.19), розщепивши її за змiнними x0, x1 та врахував-
ши (2.35)–(2.37) за умови æ = 1 та (2.101)–(2.103), отримуємо систему

kfabu2 = 0, (2.158)

kgabu2 + fabu1 + fa1
ub + u1(fabu2 + fa2

ub ) + 2δb1f
a2 = 0, (2.159)

khau2 + ga1 + u1ga2 + δa1u
1 + 2δa2u

2 = 0. (2.160)

У систему (2.158)–(2.160) пiдставимо нелiнiйностi (2.81), знайденi в
теоремi 2.8, та розв’яжемо її. Очевидно, розв’язок отриманої системи
залежить вiд значень сталої k.

За умови k 6= 0 систему задовольняють сталi ν1 = 0, λ12 = λ21 = 0,
λ11 = k(kν2 + 1), µ11 = µ22 = 0, µ21 = −2(kν2 + 1), пiсля пiдстановки
яких в нелiнiйностi (2.81), одержуємо систему (2.135).

Сьомий пункт теореми доведено.
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У разi k = 0 систему задовольняють сталi λ11 = 0, λ21 = −2λ12,
µ11 = 0, µ21 = −2. Система (2.1) з уточненими таким чином нелiнiй-
ностями (2.81) спiвпадає з системою (2.136).

Восьмий пункт теореми доведено.

Алгебру, яку визначають оператори Qs iз шостого пункту таблицi 2.2,
отримано доповненням зображення розширеної алгебри Галiлея (2.104)
оператором Π = x2

0∂0 + x0x1∂1 + x1u
1∂u2 + x0(kI + u1∂u1). Пiдставивши

вiдповiднi координати оператора X у визначальну систему (2.17)–(2.19),
розщепивши її за змiнними x0, x1 та врахувавши (2.47)–(2.49) за умови
æ = 0 та (2.106)–(2.108), отримуємо систему

u1(fabu2 + fa2
ub ) + 2δb1f

a2 = 0, (2.161)

u1ga2 − δa1(k + 1)u1 − δa2ku
2 = 0. (2.162)

Як показано в теоремi 2.8, нелiнiйностi, за яких система (2.1) iнварiан-
тна вiдносно алгебри (2.104), рiзнi в залежностi вiд значень сталої k. Так,
якщо k 6= −1, нелiнiйностi мають вигляд (2.82), якщо k = −1 — (2.83).
Пiдставивши нелiнiйностi (2.82) у систему (2.161), (2.162) та розв’язавши
її, приходимо до висновку, що сталi

λ12 = 0, λ22 = −λ11, µ12 = k + 1→ −1

k
, µ22 = 0 (2.163)

є її розв’язком. Пiдставивши нелiнiйностi (2.83) у систему (2.161), (2.162),
бачимо, що її задовольняють функцiї

ϕ2 = − 1

u1

∫
ϕ1(u1)du1 = −γ(u1)

u1
, ψ = 0. (2.164)

Легко побачити, що пiдстановка сталих (2.163) у нелiнiйностi (2.82)
та функцiй (2.164) у нелiнiйностi (2.83) приводить, вiдповiдно, до си-
стем (2.137) та (2.138).

Дев’ятий i десятий пункти теореми доведено.
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Провiвши аналогiчнi мiркування, приходимо до висновку, що реалiзацiя
узагальненої алгебри Галiлея, яку породжують оператори Qs iз сьомого
пункту таблицi (2.2), приводять до несумiсної системи.

Розглянемо алгебру, породжену операторами Qs iз восьмого пункту та-
блицi (2.2):

∂0, ∂1, G=x0∂1+u
1∂u2, D=2x0∂0+x1∂1 + u1∂u1 + ∂u2,

Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 + x1u

1∂u2 + x0(u
1∂u1 + ∂u2).

(2.165)

Пiдставивши вiдповiднi координати оператора X у систему (2.17)–(2.19),
розщепивши її за змiнними x0, x1 та врахувавши (2.47)–(2.49) у разi æ = 0

та (2.111)–(2.113), отримуємо систему (2.161) та

u1ga2 − δa1u
1 − δa2 = 0. (2.166)

Значення нелiнiйностей (2.84) пiдставимо у рiвняння (2.161) та (2.166).
Розв’язавши їх, маємо

λ12 = 0, λ22 = −λ11, µ12 = µ22 = 1. (2.167)

Cистема (2.1) з нелiнiйностями (2.84) за умови (2.167) спiвпадає з систе-
мою (2.139).

Одинадцятий пункт теореми доведено.
Теорему доведено.

Зауваження 2.1. Проаналiзувавши результати, одержанi в теоре-
мi 2.10, ми бачимо, що деякi з отриманих систем застосовуються для
опису конкретних фiзичних процесiв. Так, наприклад, система

u1
0+u

1u1
1=λ11u

1
11+µ12u

2u2
1,

u2
0+u

1u2
1=λ22u

2
11−u2u1

1,
(2.168)

отримана iз системи (2.130) за умов λ12=λ21=0, µ22=0, ν1=ν2=0, є си-
стемою рiвнянь Ван–дер–Ваальса, яка ефективно застосовується для



73

опису процесiв молекулярно–кiнетичної теорiї газiв i рiдин [112]. Си-
метрiйнi властивостi та точнi розв’язки системи рiвнянь Ван–дер–
Ваальса описанi в роботi [64], i система (2.168) спiвпадає з однiєю iз
систем, яку отримали автори, дослiджуючи максимальну алгебру iнва-
рiантностi.

Оскiльки системи (2.129)–(2.139) володiють симетрiйними властивостя-
ми, якi є характерними для систем, що описують процеси, пiдпорядкованi
принципу вiдносностi Галiлея, то вони в бiльшiй мiрi, нiж iншi, претенду-
ють на опис таких процесiв.

2.8. Висновки до роздiлу 2

У даному роздiлi встановлено реалiзацiї алгебри Галiлея, розширеної та
узагальненої алгебр Галiлея у випадку однiєї просторової змiнної, крiм то-
го, прокласифiковано нееквiвалентнi зображення цих алгебр у випадку дво-
вимiрного векторного поля. Встановлено, за яких значень нелiнiйностей F ,
G, H система рiвнянь реакцiї–конвекцiї–дифузїї (2.1) iнварiантна вiдносно
алгебри Галiлея, а також її розширень операторами масштабних i прое-
ктивних перетворень.

Основнi результати, отриманi в даному роздiлi, наступнi:

1. Вказано зображення алгебри Галiлея AG(1, 1) у випадку однiєї про-
сторової змiнної та доведено, що система реакцiї–конвекцiї–дифузiї
iнварiантна вiдносно вказаної алгебри тодi i тiльки тодi, коли нелi-
нiйностi мають один iз п’яти нееквiвалентних виглядiв, наведених в
теоремах 2.2–2.6.

2. Встановлено реалiзацiю розширеної алгебри Галiлея AG1(1, 1) у ви-
падку однiєї просторової змiнної та прокласифiковано нееквiвалентнi
вiдносно перетворень еквiвалентностi (2.12), (2.13) зображення цiєї ал-
гебри.
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3. Доведено, що iснує вiсiм нееквiвалентних виглядiв нелiнiйностей си-
стеми реакцiї–конвекцiї–дифузiї, за яких вона з точнiстю до перетво-
рень еквiвалентностi iнварiантна вiдносно алгебри Галiлея, розшире-
ної оператором масштабних перетворень.

4. Встановлено реалiзацiю узагальненої алгебри Галiлея AG2(1, 1) у ви-
падку однiєї просторової змiнної та прокласифiковано для U ∈ R2

всеможливi зображення цiєї алгебри, нееквiвалентнi вiдносно перетво-
рень еквiвалентностi.

5. Встановлено, що система (2.1) iнварiантна вiдносно алгебри AG2(1, 1)

тодi i тiльки тодi, коли вона з точнiстю до перетворень еквiвалентно-
стi (2.12), (2.13) набуває одного iз одинадцяти виглядiв (2.129)–(2.139),
наведених в теоремi 2.10.
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РОЗДIЛ 3

Iнварiантнiсть систем нелiнiйних рiвнянь
конвекцiї–дифузiї вiдносно узагальненої

алгебри Галiлея

Пiд час математичного моделювання багатьох природних явищ i технiчних
задач застосовується система рiвнянь Нав’є–Стокса, названа за iменами
французького фiзика Клода–Луї Нав’є та британського математика Джо-
рджа Габрiеля Стокса. У гiдродинамiцi система рiвнянь Нав’є–Стокса опи-
сує рух i теплопередачу в’язкої рiдини або газу. Будучи доповненою рiвня-
ннями перенесення тепла i перенесення маси, а також вiдповiдних масових
сил, система рiвнянь Нав’є–Стокса може описувати конвекцiю, термоди-
фузiю в рiдинах, поведiнку багатокомпонентних сумiшей декiлькох рiдин
i т. п. У гiдродинамiцi часто виникають задачi, де потрiбно дослiджувати
рух в’язкої нестисненої рiдини в загальному випадку в будь-якому середо-
вищi. До таких задач належить прогнозування погоди та катастрофiчних
подiй, розробка гiдрологiчної технiки, дослiдження водних потокiв тощо.
Важливе мiсце в таких дослiдженнях належить аналiзу хвильових процесiв
у атмосферi, якi також можуть описуватись гiдродинамiчними моделями.
Найкраще описує такi фiзичнi явища повна система рiвнянь Нав’є–Стокса.
Одним iз застосувань цiєї системи є опис течiй у мантiї Землi. Також багато
математичних моделей, якi використовуються для моделювання нестацiо-
нарних режимiв магiстральних газопроводiв, базуються на системi рiвнянь
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Нав’є–Стокса. Ми розглянемо одну з модифiкацiй цiєї системи:

~u0 + (~u · ~∇)~u−∆~u = −1

ρ
~∇p,

ρ0 + div(ρ~u) = 0,

p = f(ρ),

(3.1)

де ~u = (u1, u2, ..., un) — векторне поле швидкостей, ua = ua(x), ρ = ρ(x) —
густина, p = p(x) — тиск рiдини, x = (x0, ~x), ~x = (x1, x2, ..., xn), a = 1, n,
f(ρ) — довiльна гладка функцiя.

Як бачимо, особливiстю системи (3.1) є те, що використовуватись вона
може лише для опису процесiв, де розмiрнiсть векторного поля ~u ∈ Rn

спiвпадає з кiлькiстю незалежних просторових змiнних ~x ∈ Rn. Звичай-
но, в природi iснують гiдродинамiчнi процеси, в яких цi двi величини не
спiвпадають, тобто ~u ∈ Rm, а ~x ∈ Rn, де m 6= n. Тодi для моделювання
таких процесiв система Нав’є–Стокса не може бути застосована, i треба
використовувати якiсь iншi рiвняння чи системи. Як же отримати такi си-
стеми? Ми пропонуємо метод, оснований на принципах симетрiї, в якому у
якостi моделi, що має рiзну розмiрнiсть векторного поля i простору неза-
лежних змiнних, вибираємо такi узагальнення системи Нав’є–Стокса, якi
повторюють її симетрiйнi властивостi.

Щоб правильно узагальнити систему Нав’є–Стокса, проаналiзуємо її
структуру. Можна вважати, що основу системи рiвнянь Нав’є–Стокса скла-
дає система рiвнянь Бюргерса

~u0 + (~u · ~∇)~u−∆~u = 0, (3.2)

де ~u = ~u(x) ∈ Rn, x = (x0, ~x), ~x ∈ Rn. Ця система iнварiантна вiдноcно
узагальненої алгебри Галiлея з наступними базисними генераторами:

∂0, ∂i =
∂

∂i
, Gi = x0∂i + ∂ui, D = 2x0∂0 + xi∂i − ui∂ui,

Π = x2
0∂0 + x0xi∂i + (xi − x0u

i)∂ui.

(3.3)
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Як вiдомо, система рiвнянь Бюргерса (3.2) є узагальненням скалярного
рiвняння Бюргерса

u0 + uu1 − u11 = 0, (3.4)

де u = u(x0, x1), i зображення її алгебри iнварiантностi (3.3) вiдповiдає
зображенню алгебри AG2(1, 1) рiвняння Бюргерса (3.4):

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u, D = 2x0∂0 + x1∂1 − u∂u,

Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 + (x1 − x0u)∂u.

(3.5)

У свою чергу, скалярне рiвняння Бюргерса можна отримати, дослiджуючи
максимальну алгебру iнварiантностi нелiнiйного рiвняння конвекцiї–
дифузiї

u0 + f(u)u1 − u11 = 0. (3.6)

Як вiдомо, рiвняння (3.6) має широке застосування у фiзицi [89], бiоло-
гiї [124] та привернуло увагу багатьох дослiдникiв у областi математики,
зокрема, симетрiйного аналiзу. Лiївську симетрiю рiвняння (3.6) дослiдже-
но у роботi [26]. Зокрема вiдомо, що рiвняння (3.6) iнварiантне вiдносно
узагальненої алгебри Галiлея тiльки тодi, коли воно спiвпадає з рiвнянням
Бюргерса.

Розглянемо узагальнення скалярного рiвняння (3.6) системою рiвнянь
конвекцiї–дифузiї

U0 = ∆U + F i(U)Ui, (3.7)

де U ∈ Rm, x = (x0, ~x), ~x ∈ Rn, F i(U) — довiльнi функцiональнi мат-
рицi розмiрностi m × m, i = 1, n, та дослiдимо її симетрiйнi властивостi.
Система (3.7) з конкретними нелiнiйностями та значеннями n,m знахо-
дить широке застосування для опису рiзноманiтних фiзичних, хiмiчних,
бiологiчних процесiв. Так, математичнi моделi, що базуються на цiй систе-
мi, застосовуються у макрокiнетицi, основний змiст якої є вивчення ролi
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дифузiї, теплопередачi та конвекцiї в протiканнi хiмiчних реакцiй. Розв’я-
зання широкого кола науково–технiчних проблем передбачає дослiдження
явища вiльної конвекцiї. Процес тепломасообмiну має велике практичне
значення для iнтенсифiкацiї теплоенергетичних i хiмiкотехнологiчних про-
цесiв у рiзних сферах промисловостi. Для нас ця система важлива ще й
тому, що кiлькiсть просторових змiнних i розмiрнiсть векторного поля U в
нiй може бути як однаковою, так i рiзною.

Знайдемо такi матрицi F i(U), за яких система (3.7) iнварiантна вiдносно
узагальненої алгебри Галiлея, а потiм узагальнимо одержанi системи до
систем, якi є аналогами системи Нав’є–Стокса у випадку m 6= n, таким
чином, щоб зберiгалась iнварiантнiсть отриманих систем вiдносно даної
алгебри.

3.1. Перетворення еквiвалентностi. Основна алгебра

iнварiантностi

Оскiльки система (3.7) мiстить довiльнi функцiї, то вона описує деякий
клас систем. Важливою є задача знаходження перетворень еквiвалентностi
цього класу, оскiльки в результатi дiї перетворень iз групи еквiвалентностi
дана система переходить в еквiвалентну їй систему, а її алгебра iнварi-
антностi — в подiбну їй алгебру Лi операторiв симетрiї. Тому дослiдження
симетрiйних властивостей однiєї системи виявляється дослiдженням вiдра-
зу всього класу систем, якi отримуються iз даної шляхом замiни змiнних.
Знайдемо групу перетворень еквiвалентностi системи (3.7), застосувавши
метод, запропонований у роботах [88], [29].

Справедливе наступне твердження.

Лема 3.1. Група вигляду

x
′

0 = 2cx0 + q0, x
′

i = cxi + qijxj + rix0 + qi, (3.8)

ua
′
= kabu

b + la, (3.9)
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де c, q0, qi, ri, kab, la, qji = −qij — const, a, b = 1,m, i, j = 1, n є групою
неперервних перетворень еквiвалентностi системи (3.7).

Доведення. З умови еквiвалентностi (див. [88]) системи (3.7) вiдносно
оператора

E = τ 0(x, U)∂0 + τ i(x, U)∂i + γa(x, U)∂ua + ζabi(x, U, F )∂F abi, (3.10)

одержимо систему рiвнянь для визначення функцiй τ 0, τ i, γa, ζabi:

τ 0
i =τ 0

ua=τ
i
ua=0, τ 0

0 =2τ 1
1 =2τ 2

2 =2τ 3
3 =..., τ ij+τ

j
i =0 (i 6=j), (3.11)

γaubuc=0, γa0 = γaj = 0, (3.12)

ζabi=γaudF
dbi−γdubF

adi−τ 0
0F

abi−δabτ i0+δab∆τ i+τ ijF abj, (3.13)

ζabi0 =ζabij =0. (3.14)

Рiвняння (3.11) визначають вигляд функцiй τµ:

τ 0 = 2A(x0), τ i = Ȧ(x0)xi + gij(x0)xj + σi(x0), gji = −gij. (3.15)

З рiвнянь (3.12) отримуємо вигляд функцiй γa:

γa = kabu
b + la. (3.16)

Пiдставимо (3.15), (3.16) у рiвняння (3.13). Продиференцiюємо одержа-
нi функцiї ζabi за змiнними x0, xi (i=1, n) та, враховуючи рiвнiсть (3.14),
отримуємо умови

Ä = ġij = σ̈i = 0.

З їх урахуванням функцiї τµ, γa, ζabi набувають вигляду

τ 0 = 2cx0 + q0, τ i = cxi + qijxj + rix0 + qi,

γa = kabu
b + la,

ζabi = kadF
dbi − kdbF adi − cF abi − δabri + qijF

abj.

Лему доведено.
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Зауважимо, що всi подальшi мiркування проведено з точнiстю до пере-
творень еквiвалентностi (3.8), (3.9).

Знайдемо основну алгебру iнварiантностi системи (3.7), пiд якою розу-
мiємо алгебру, вiдносно якої дана система iнварiантна за довiльних нелi-
нiйностей F abi. Справедливе наступне твердження.

Теорема 3.1. Основною алгеброю iнварiантностi системи (3.7) є алгебра

Abas = 〈∂0, ∂1, ..., ∂n〉. (3.17)

Доведення. Доведення теореми базується на основi алгоритму Лi
(див., наприклад, [43]). Iнфiнiтезимальний оператор алгебри iнварiантностi
системи (3.7) шукаємо у виглядi (2.14), де a = 1,m, i = 1, n.

Iз умови iнварiантностi системи (3.7) вiдносно оператора (2.14) одержу-
ємо систему визначальних рiвнянь:

ξ0
i =ξ

0
ua = ξiua=0, ξ0

0=2ξ1
1=2ξ2

2=2ξ3
3=..., ξij+ξ

j
i=0 (i 6=j), (3.18)

ηaubud=0, (3.19)

ηa0 −∆ηa − F abiηbi = 0, (3.20)

ηdF abi
ud − η

a
udF

dbi+ηdubF
adi+ξ0

0F
abi+δabξ

i
0−ξijF abj+2ηaiub = 0, (3.21)

де a, b, d = 1,m, i, j = 1, n. Iз системи визначальних рiвнянь випливає, що
для довiльних значень функцiй F abi координати оператора (2.14) мають
вигляд

ξ0 = c0, ξi = ci, ηa = 0, (3.22)

де c0, ci — довiльнi сталi.
Оператор (2.14) з координатами (3.22) породжує алгебру (3.17).
Теорему доведено.
Уточнимо загальний вигляд iнфiнiтезимального оператора (2.14) для

системи (3.7), задовольнивши рiвняння (3.18), (3.19) визначальної системи.
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Iз системи рiвнянь (3.18) випливає, що

ξ0 = 2A(x0), ξi = Ȧ(x0)xi + gij(x0)xj + σi(x0), gji = −gij.

Загальним розв’язком системи (3.19) є функцiї

ηa=γab(x)ub + τ a(x).

Таким чином ми встановили наступне твердження.

Теорема 3.2. Якщо система (3.7) iнварiантна вiдносно операто-
ра (2.14), то даний оператор має вигляд

X=2A(x0)∂0+[Ȧ(x0)xi+gij(x0)xj +σi(x0)]∂i+[γab(x)ub+τ a(x)]∂ua, (3.23)

де A, gji = −gij, σi, γab, τ a — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв,
a, b = 1,m, i, j = 1, n.

3.2. Випадок двовимiрного векторного поля U та

двох просторових змiнних

У пiдроздiлi розглянемо випадок системи конвекцiї–дифузiї (3.7) за
умови m=n=2, тобто

ua0 = ∆ua + F abiubi , (3.24)

де a, b, i ∈ {1, 2}, та дослiдимо її iнварiантнiсть вiдносно узагальненої ал-
гебри Галiлея.

Поставимо задачу: дослiдити, за яких нелiнiйностей F abi система (3.24)
iнварiантна вiдносно алгебри Галiлея, розширеної операторами масшта-
бних i проективних перетворень. Цю алгебру будемо називати узагаль-
неною алгеброю Галiлея та позначатимемо AG2(1, 2), де перший номер у
дужках означає кiлькiсть часових змiнних, другий — просторових. Такою
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алгеброю є одна з реалiзацiй восьмивимiрної лiнiйної алгебри диференцi-
альних операторiв, для якої виконуються комутацiйнi спiввiдношення

[X1, X2]=[X1, X3]=[X2, X3]=0, [X1, X4]=X2, [X2, X4]=[X3, X4]=0,

[X1, X5]=X3, [X2, X5]=[X3, X5]=[X4, X5]=0, [X1, X6]=0,

[X2, X6]=X3, [X3, X6]=−X2, [X4, X6]=X5, [X5, X6]=−X4,

(3.25)

[X1, X7]=2X1, [X2, X7]=X2, [X3, X7]=X3, [X4, X7]=−X4,

[X5, X7]=−X5, [X6, X7]=0,
(3.26)

[X1, X8]=X7, [X2, X8]=X4, [X3, X8]=X5,

[X4, X8]=[X5, X8]=[X6, X8]=0, [X7, X8]=2X8.
(3.27)

Оскiльки система (3.24) з довiльними нелiнiйностями F abi iнварiантна
вiдносно алгебри (3.17), то в якостi трьох операторiв узагальненої алгебри
Галiлея вiзьмемо оператори X1 = ∂0, X2 = ∂1, X3 = ∂2, а решту опера-
торiв алгебри (3.25)–(3.27) будемо шукати, як випливає з теореми 3.2, у
виглядi (3.23), де A, gij, σi, γab, τ a — шуканi функцiї.

Знайдемо оператор X4 вигляду

X4 = 2A1(x0)∂0 + [Ȧ1xi + g1ij(x0)xj + σ1i(x0)]∂i + [γ1ab(x)ub + τ 1a(x)]∂ua.

Iз комутацiйного спiввiдношення

[X1, X4] = 2Ȧ1∂0 + [Ä1xi + ġ1ijxj + σ̇1i]∂i + [γ1ab
0 ub + τ 1a

0 ]∂ua = ∂1

маємо A1=c1, g1ij=c1ij, σ1i=δ1ix0+c1i, γ1ab=γ1ab(x1, x2), τ 1a=τ 1a(x1, x2), де
c1, c1ij, c1i — const.

Iз комутацiйних спiввiдношень [X2, X4]=[X3, X4]=0 уточнюємо:

X4 = 2c1∂0 + (δ1ix0 + c1i)∂i + (α1abu
b + β1a)∂ua,

де α1ab, β1a — const. Оскiльки оператори ∂0, ∂i входять в алгебру, то за
оператор Галiлея G1 приймемо лiнiйну комбiнацiю операторiв:

G1 = X4 − 2c1∂0 − c1i∂i = x0∂1 +Q1, (3.28)
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Q1 = (α1abu
b + β1a)∂ua. (3.29)

Згiдно теореми 3.2 оператор X5 шукаємо у виглядi

X5 = 2A2(x0)∂0 + [Ȧ2xi + g2ij(x0)xj + σ2i(x0)]∂i + [γ2ab(x)ub + τ 2a(x)]∂ua.

Аналогiчнi мiркування приводять до оператора Галiлея

G2 = X5 − 2c2∂0 − c2i∂i = x0∂2 +Q2,

Q2 = (α2abu
b + β2a)∂ua. (3.30)

Iз комутацiйного спiввiдношення [X4, X5]=0 отримуємо умову комуту-
вання мiж операторами Q1 i Q2, а саме:

[Q1, Q2] = 0. (3.31)

Мiркуючи аналогiчно, оператор X6 шукаємо у виглядi

X6 = 2A3(x0)∂0 + [Ȧ3xi + g3ij(x0)xj + σ3i(x0)]∂i + [γ3ab(x)ub + τ 3a(x)]∂ua.

Iз умови комутування [X1, X6]=0 отримуємо A3=c3, g3ij=c3ij, σ3i=c3i —
довiльнi сталi, γ3ab, τ 3a — довiльнi функцiї аргументiв x1, x2. Комутацiйнi
спiввiдношення [X2, X6]=X3, [X3, X6]=−X2 уточнюють їх вигляд:

c311 = c322 = 0, c312 = −1, c321 = 1, γ3ab = α3ab, τ
3a = β3a − const.

Таким чином, оператор X6 набуває вигляду

X6 = 2c3∂0 + (δ2ix1 − δ1ix2 + c3i)∂i + (α3abu
b + β3a)∂ua.

Оскiльки оператори ∂0, ∂i входять в алгебру, то, вiднявши вiд X6 лiнiйну
комбiнацiю цих операторiв, отримуємо оператор повороту

J12 = X6 − 2c3∂0 − c3i∂i = x1∂2 − x2∂1 +Q3,

де

Q3 = (α3abu
b + β3a)∂ua. (3.32)
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Комутацiйнi спiввiдношення [X4, X6]=X5, [X5, X6]=−X4 визначають,
як комутують з оператором Q3 оператори Q1 i Q2:

[Q1, Q3] = Q2, [Q2, Q3] = −Q1. (3.33)

Згiдно теореми 3.2 оператор X7 має вигляд

X7 = 2A4(x0)∂0 + [Ȧ4xi + g4ij(x0)xj + σ4i(x0)]∂i + [γ4ab(x)ub + τ 4a(x)]∂ua.

Вимагаючи виконання комутацiйного спiввiдношення

[X1, X7] = 2Ȧ4∂0 + [Ä4xi + ġ4ijxj + σ̇4i]∂i + [γ4ab
0 ub + τ 4a

0 ]∂ua = 2∂0,

отримуємо деякi обмеження на функцiї A4, g4ij, σ4i, γ4ab, τ 4a, причому опе-
ратор X7 набуває вигляду

X7 = 2(x0 + c4)∂0 + [xa + c4ijxj + c4i]∂i + [γ4ab(x1, x2)u
b + τ 4a(x1, x2)]∂ua,

де c4, c4ij, c4i — довiльнi сталi.
Комутацiйнi спiввiдношення [X2, X7]=X2, [X3, X7]=X3 приводять до

умов c4ij = 0, γ4ab=α4ab, τ 4a=β4a — довiльнi сталi. Покладемо

D = X7 − c4∂0 − c4i∂i = 2x0∂0 + xi∂i +Q4,

Q4 = (α4abu
b + β4a)∂ua. (3.34)

Iз комутацiйних спiввiдношень [X4, X7]=−X4, [X5, X7]=−X5, [X6, X7]=0,

випливають наступнi умови комутування

[Q1, Q4] = −Q1, [Q2, Q4] = −Q2, [Q3, Q4] = 0. (3.35)

Мiркуючи аналогiчно, прокомутуємо оператор X8 вигляду (3.23) iз усi-
ма операторами алгебри. Не втрачаючи загальностi, оператор X8 набуває
вигляду

Π = x2
0∂0 + x0xi∂i + xiQi + x0Q4 +Q5,

де Q5 = (α5abu
b + β5a)∂ua, a, b, i ∈ {1, 2}, оператори Q1, Q2, Q4 описанi,

вiдповiдно, формулами (3.29), (3.30), (3.34).
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Крiм того, отримуємо наступнi умови комутування

[Q1, Q5] = [Q2, Q5] = [Q3, Q5] = 0, [Q4, Q5] = 2Q5. (3.36)

Таким чином, ми отримали реалiзацiю алгебри (3.25)–(3.27) вигляду

AG2(1, 2)= < ∂0, ∂i, Gi=x0∂i +Qi, J12=x1∂2 − x2∂1 +Q3,

D=2x0∂0 + xi∂i +Q4, Π=x2
0∂0 + x0xi∂i + xiQi + x0Q4 +Q5 >,

(3.37)

де оператори

Qs = (αsabu
b + βsa)∂ua, s = 1, 5 (3.38)

задовольняють комутацiйнi спiввiдношення (3.31), (3.33), (3.35), (3.36).
Встановимо вигляд операторiв Qs, за яких зображення алгебри (3.37)

будуть нееквiвалентнi вiдносно перетворень (3.8)–(3.9).
Справедливе наступне твердження.

Теорема 3.3. З точнiстю до перетворень еквiвалентностi (3.8), (3.9)
за умови m=n=2 iснує єдине зображення узагальненої алгебри Галi-
лея (3.37), яке визначається наступними операторами

Qi = ∂ui, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1, Q4 = −ua∂ua, Q5 = 0. (3.39)

Доведення. Для оператора Q1 використаємо виконану в роботi [18]
класифiкацiю (2.27)–(2.31) та прокомутуємо в кожному з п’яти випад-
кiв класифiкацiї оператор Q1 з операторами Q2–Q5 згiдно формул (3.31),
(3.33), (3.35), (3.36).

Розглянемо зображення (2.27) оператора Q1. Оператор Q2 вигля-
ду (3.30) прокомутуємо з Q1 згiдно формули (3.31). Отже,

[Q1, Q2] = [∂u1 + æu1∂u2, (α2abu
b + β2a)∂ua] =

= α2a1∂ua + æu1α2a2∂ua − (α21bu
b + β21)æ∂u2 = 0,

(3.40)

де æ ∈ {0, 1}. Очевидно, iз комутацiйного спiввiдношення (3.40) отримуємо
рiзнi обмеження на сталi в залежностi вiд значень æ. Так
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1. для æ = 1: α211 = α212 = α222 = 0, α221 = β21,

2. для æ = 0: α211 = α221 = 0.

При æ = 1, прокомутувавши Q1, Q2 = β21∂u1 +(β21u
1+β22)∂u2 з операто-

ром Q3 вигляду (3.32), приходимо до протирiччя. Тобто в першому випадку
оператори Qs умови комутування алгебри (3.37) не задовольняють.

У другому випадку комутування оператораQ1 = ∂u1 зQ3 вигляду (3.32)
приводить до умов α212=α222=0, α3a1=β2a. Тодi маємо оператори

Q1 = ∂u1, Q2 = β2a∂ua, Q3 = (β2au
1 + α3a2u

2 + β3a)∂ua.

Умова комутування [Q2, Q3] = β21β2a∂ua + β22α3a2∂ua = −∂u1 виконується
тiльки у разi β22 6= 0 та уточнює вигляд оператора Q3:

Q3 = (β21u
1 − β2

21+1
β22

u2 + β31)∂u1 + (β22u
1 − β21u

2 + β32)∂u2.

Прокомутувавши одержанi оператори з операторами Q4, Q5 згiдно спiв-
вiдношень (3.35), (3.36), отримуємо наступний набiр операторiв

Q1 = ∂u1, Q2 = β2a∂ua, Q3 =
[
β21(u

1 − β41)− β2
21+1
β22

(u2 − β42)
]
∂u1+

+[β22(u
1−β41)−β21(u

2−β42)]∂u2, Q4=−(ua−β4a)∂ua, Q5=0, β22 6=0.
(3.41)

Зображення (3.41) алгебри (3.37) мiстить ще декiлька сталих. Спро-
буємо спростити вигляд операторiв Qs, застосувавши до них перетворе-
ння (3.8), (3.9) та вимагаючи iнварiантностi оператора Q1 вiдносно цих
перетворень. Таким чином ми встановимо зображення алгебри (3.37), нее-
квiвалентнi вiдносно перетворень (3.8), (3.9).

Як вiдомо з пiдроздiлу 2.4, перетворення еквiвалентностi, що не змi-
нюють вигляду оператора Q1=∂u1, мають вигляд (2.69). Застосувавши цi
перетворення зi сталими, вибраними наступним чином:

k12 = −β21

β22
, k22 =

1

β22
, l1 = −β41 +

β21

β22
β42, l2 = −β42

β22
,
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до решти операторiв iз (3.41), отримуємо набiр операторiв

Qa = ∂wa, Q3 = w1∂w2 − w2∂w1, Q4=−wa∂wa, Q5=0, (3.42)

де a ∈ {1, 2}. Перепозначивши wa = ua отримуємо набiр (3.39).
Розглянемо зображення (2.28)–(2.31) оператора Q1. Комутуючи їх з опе-

раторами Q2, Q3, бачимо, що спроба задовольнити комутацiйнi спiввiдно-
шення (3.33) приводить до протирiччя. Тобто для (2.28)–(2.31) не iснує та-
ких операторiв Qs, щоб задовольнялись умови комутування алгебри (3.37).

Отже, з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (3.8), (3.9) iснує єдине
зображення узагальненої алгебри Галiлея (3.37), яке визначається опера-
торами (3.39).

Теорему доведено.
Тепер ми можемо дати вiдповiдь на питання про iнварiантнiсть систе-

ми (3.24) вiдносно узагальненої алгебри Галiлея (3.37).
Справедливе наступне твердження.

Теорема 3.4. З точнiстю до перетворень еквiвалентностi (3.8), (3.9)
у разi m=n=2 cистема (3.24) iнварiантна вiдносно алгебри (3.37) тодi i
тiльки тодi, коли нелiнiйностi набувають вигляду

F abi = −δabui, (3.43)

де a, b, i ∈ {1, 2}, а узагальнену алгебру Галiлея визначають операто-
ри (3.39).

Доведення. Зображення (3.39) визначає узагальнену алгебру Галiлея

AG2(1, 2)=〈∂0, ∂i, Gi=x0∂i + ∂ui, J12=εij(xj∂i + uj∂ui),

D=2x0∂0 + xi∂i − ui∂ui, Π=x2
0∂0 + x0xi∂i + xi∂ui − x0u

i∂ui〉.
(3.44)

Використовуючи загальний вигляд операторiв алгебри (3.44), випишемо
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координати iнфiнiтезимального оператора X:

ξ0 = ςx2
0 + 2cx0 + q0,

ξi = ςx0xi + cxi + cijxj + rix0 + qi,

ηi = ς(xi − x0u
i)− cui + ciju

j + ri,

(3.45)

де ς , c, cji = −cij, ri, qi, q0 — довiльнi сталi.
Цi координати пiдставимо у систему визначальних рiвнянь (3.18)–(3.21)

у разi n = m = 2 та розв’яжемо її. Оскiльки рiвняння (3.18) та (3.19)
визначальної системи вже розв’язанi (див. теорему 3.2), то залишається
розв’язати лише рiвняння (3.20), (3.21). Пiсля пiдстановки та розщеплення
рiвняння (3.21) за змiнними x0, xi система набуває вигляду

F abi
ud + δabδdi = 0, (3.46)

− udF abi
ud + δadF

dbi − δbdF adi + F abi = 0, (3.47)

εjdu
dF abi

uj − εadF dbi + εdbF
adi − εidF abd = 0, (3.48)

ua + δbiF
abi = 0. (3.49)

Розв’язавши систему (3.46), отримуємо вигляд нелiнiйностей:

F abi = −δabui + λabi, (3.50)

де λabi — довiльнi сталi. Система (3.47) задовольняється у разi λabi = 0,
а системи (3.48), (3.49) при цьому перетворюються на тотожностi. Таким
чином, нелiнiйностi набувають вигляду (3.43).

Теорему доведено.
Отже, в класi систем (3.24) iснує єдина система, iнварiантна вiдносно

узагальненої алгебри Галiлея (3.37), i вона спiвпадає з класичною системою
рiвнянь Бюргерса:

~u0 + (~u~∇)~u = ∆~u, (3.51)

де ~u = (u1, u2), ~∇ = (∂1, ∂2).
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3.3. Випадок тривимiрного векторного поля U та

двох просторових змiнних

Цей пiдроздiл присвячений дослiдженню iнварiантностi вiдносно узагаль-
неної алгебри Галiлея системи (3.7) у випадку тривимiрного векторного
поля U та двох просторових змiнних, тобто за умови m = 3, n = 2. Ця
система має вигляд (3.24) у разi a, b = 1, 3, i = 1, 2, тому скрiзь у цьо-
му пiдроздiлi a, b, d = 1, 3, i, j = 1, 2. Слiд зазначити також, що, оскiльки
кiлькiсть незалежних просторових змiнних не мiняється, то реалiзацiєю
узагальненої алгебри Галiлея (3.25)–(3.27) у даному випадку, як i в пiдроз-
дiлi 3.2, є алгебра вигляду (3.37), де операториQs набувають вигляду (3.38)
та задовольняють комутацiйнi спiввiдношення (3.31), (3.33), (3.35), (3.36).
Що стосується класифiкацiї зображень узагальненої алгебри Галiлея, то
тут будуть змiни, оскiльки змiнюється розмiрнiсть векторного поля U .

Якщо для розв’язування поставленої задачi у разi m = 2 використову-
валась класифiкацiя зображень алгебри Галiлея, що була проведена у робо-
тi [18], то дляm = 3 цю класифiкацiю ще треба провести. Отож, роз’яжемо
задачу класифiкацiї зображень алгебри Галiлея (фактично зображень опе-
ратора G1) для випадку U ∈ R3. Ця задача виникає пiд час знаходження
нееквiвалентних розв’язкiв системи звичайних диференцiальних рiвнянь:

du1

α1bub + β1
=

du2

α2bub + β2
=

du3

α3bub + β3
= dt,

де αab, βa — коефiцiєнти оператора G1 = x0∂1 +Q1, де Q1 = (αabu
b+βa)∂ua,

або:

U̇ = ΓU + Υ, (3.52)

де U=


u1

u2

u3

, Γ=


α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

, Υ=


β1

β2

β3

.
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У залежностi вiд коренiв характеристичного рiвняння | Γ− λE |= 0 та
вiд рангу матрицi (Γ− λE) можливi 16 нееквiвалентних випадкiв:

1. λa ∈ R — рiзнi коренi, λ1 6= 0, λ2 6= 0, λ3 6= 0,

2. λa ∈ R — рiзнi коренi, λ1 6= 0, λ2 6= 0, λ3 = 0,

3. λ1 = λ2 6= 0, λ3 6= 0, rg(Γ− λ1E) = 1,

4. λ1 = λ2 6= 0, λ3 6= 0, rg(Γ− λ1E) = 2,

5. λ1 = λ2 6= 0, λ3 = 0, rg(Γ− λ1E) = 1,

6. λ1 = λ2 6= 0, λ3 = 0, rg(Γ− λ1E) = 2,

7. λ1 = λ2 = 0, λ3 6= 0, rg(Γ− λ1E) = 1,

8. λ1 = λ2 = 0, λ3 6= 0, rg(Γ− λ1E) = 2,

9. λ1 = λ2 = λ3 6= 0, rg(Γ− λ1E) = 0,

10. λ1 = λ2 = λ3 6= 0, rg(Γ− λ1E) = 1,

11. λ1 = λ2 = λ3 6= 0, rg(Γ− λ1E) = 2,

12. λ1 = λ2 = λ3 = 0, rg(Γ− λ1E) = 0,

13. λ1 = λ2 = λ3 = 0, rg(Γ− λ1E) = 1,

14. λ1 = λ2 = λ3 = 0, rg(Γ− λ1E) = 2,

15. λ1 6= 0 ∈ R, λ2,3 ∈ C,

16. λ1 = 0, λ2,3 ∈ C.

Не втрачаючи загальностi, у кожному з випадкiв виберемо певний ви-
гляд коренiв λa та матриць Γ, Υ. Тодi зображення оператора Q1, застосу-
вавши конкретнi перетворення еквiвалентностi (3.8), (3.9), можна звести
до одного з наступних виглядiв:

Q1 = I + k1u
2∂u2 + k2u

3∂u3, (3.53)
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Q1 = æI + u1∂u2 + θu3∂u3, (3.54)

Q1 = æI + u1∂u2 + u2∂u3, (3.55)

Q1 = k1I + k2I23 + u2∂u3−u3∂u2, (3.56)

Q1 = ∂u1, (3.57)

Q1 = ∂u1 + ku2∂u2 + u3∂u3, (3.58)

Q1 = ∂u1 + u1∂u2 + æu3∂u3, (3.59)

Q1 = ∂u1 + æu1∂u2 + u2∂u3, (3.60)

Q1 = ∂u1 + I23 + u2∂u3, (3.61)

Q1 = ∂u1 + kI23 + u2∂u3−u3∂u2, (3.62)

де I = u1∂u1+u
2∂u2+u

3∂u3, I23=u
2∂u2+u

3∂u3, æ ∈ {0, 1}, k, k1, k2 ∈ R,
(æ, θ) ∈ {(0, 0), (0, 1), (1, k)}.

Це i є класифiкацiя нееквiвалентних зображень оператора Галiлея G1

у випадку тривимiрного векторного поля U ∈ R3. Прокласифiкуємо те-
пер нееквiвалентнi вiдносно перетворень (3.8), (3.9) набори операторiв Qr

(r=1, 5), тобто фактично нееквiвалентнi зображення алгебри (3.37).
Справедливе наступне твердження.

Теорема 3.5. З точнiстю до перетворень еквiвалентностi (3.8), (3.9) у
разi m=3, n=2 iснує 12 нееквiвалентних зображень алгебри (3.37), визна-
чених операторами Q1– Q5 з наступної таблицi.

Таблиця 3.1: Нееквiвалентнi зображення опе-
раторiв Q1–Q5 у випадку тривимiрного ве-
кторного поля U .

№ Q1 Q2 Q3 Q4 Q5

1. u1∂u2 u1∂u3 kI+u2∂u3−u3∂u2 lI+u1∂u1 0

2. u1∂u2 u3∂u2 u1∂u3−u3∂u1 −I−u2∂u2 ∂u2
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3. u1∂u2 u3∂u2 kI+u1∂u3−u3∂u1 lI−u2∂u2 0

4. u1∂u2 u3∂u2 u1∂u3−u3∂u1+æ∂u2 I13+θ∂u2 0

5. ∂u1 ∂u2 u1∂u2−u2∂u1+ku
3∂u3 −I12+lu

3∂u3 0

6. ∂u1 ∂u2 u1∂u2−u2∂u1 −I−u3∂u3 ∂u3

7. ∂u1 ∂u2 u1∂u2−u2∂u1 −I12+∂u3 0

8. ∂u1 ∂u2 u1∂u2−u2∂u1+∂u3 −I−u3∂u3 s∂u3

9. ∂u1 ∂u2 u1∂u2−u2∂u1+∂u3 −I12+su
3∂u3 0

10. ∂u1 ∂u2 u1∂u2−u2∂u1+∂u3 −I12+l∂u3 0

11. ∂u1+u
1∂u2 u3∂u2+∂u3 u1∂u3−u3∂u1 −I−u2∂u2 k∂u2

12. ∂u1+u
2∂u3 u2∂u1−∂u3 u3∂u1−u1∂u3 −I13 0

У таблицi 3.1 s 6= 0, k, l ∈ R, (æ, θ) ∈ {(0, 1), (1, k)}, I12 = u1∂u1 + u2∂u2,
I13 = u1∂u1 + u3∂u3.

Доведення. Для зображень оператора Q1 використаємо класифiка-
цiю (3.53)–(3.62). Щоб отримати зображення узагальненої алгебри Галi-
лея (3.37), прокомутуємо в кожному випадку оператор Q1 з операторами
Q2–Q5 згiдно формул (3.31), (3.33), (3.35), (3.36).

Розглянемо зображення (3.54) оператора Q1. Вигляд оператора Q1 змi-
нюється залежно вiд сталих æ, θ. Комутуючи оператори, впевнюємось у
тому, що комутацiйнi спiввiдношення алгебри (3.37) виконуються лише для
зображення Q1 з набором (æ, θ) = (0, 0), тобто Q1 = u1∂u2. Умова комуту-
вання (3.31)

[u1∂u2, (α2abu
b + β2a)∂ua] = α2a2u

1∂ua − (α21bu
b + β21)∂u2 = 0

уточнює вигляд оператора Q2:

Q2=α211u
1∂u1+(α221u

1+α211u
2+α223u

3+β22)∂u2+(α231u
1+α233u

3+β23)∂u3.
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Комутацiйнi спiввiдношення (3.33) мiстять двi умови. Виписуючи першу

[u1∂u2, (α3abu
b + β3a)∂ua] = α3a2u

1∂ua − (α31bu
b + β31)∂u2 = Q2,

отримуємо обмеження на константи α312=α211=α233=β23=0, α313=−α223,
α332=α231, α322=α311 +α221, β31=−β22. Виписуючи другу умову, приходимо
до наступної системи

α231α223 = α231β22 = 0, α231α323 − α223α331 = −1− α2
221,

α223(α311 + 2α221 − α333) = 0, (α311 + 2α221)β22 − α223β33 = 0,

α231(α311 − α221 − α333) = 0,

(3.63)

розв’язки якої визначають вигляд операторiв Q2, Q3. Так, якщо α231 6=0, то
сталi, якi задовольняють систему (3.63), визначають оператори

Q1=u
1∂u2, Q2=α221u

1∂u2+α231u
1∂u3, Q3=α311u

1∂u1+
[
α321u

1+(α311+

+α221)u
2−α2

221+1
α231

u3+β32

]
∂u2+[α331u

1+α231u
2+(α311−α221)u

3+β33]∂u3,
(3.64)

Якщо ж α231=0, то тодi систему (3.63) задовольняють коефiцiєнти на-
ступних операторiв

Q1=u
1∂u2, Q2 = (α221u

1 + α223u
3 + β22)∂u2, α223 6= 0,

Q3=(α311u
1−α223u

3−β22)∂u1+
[
α321u

1+(α311+α221)u
2+α323u

3+

+β32]∂u2+
[
α2
221+1
α223

u1+(α311+2α221)u
3+α311+2α221

α223
β22

]
∂u3.

(3.65)

Кожен з наборiв операторiв (3.64) та (3.65) прокомутувавши з опера-
торами Q4, Q5 згiдно формул (3.35), (3.36), отримуємо наступнi набори
операторiв, якi визначають узагальнену алгебру Галiлея (3.37):
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якщо α231 6= 0:

Q1=u
1∂u2, Q2 = α221u

1∂u2 + α231u
1∂u3, Q3=α311u

1∂u1+

+
[(

α2
221+1
α231

α431−α221α421

)
u1+(α311+α221)u

2−α2
221+1
α231

u3+β32

]
∂u2+

+
[
(α221α431−α231α421)u

1+α231u
2+(α311−α221)u

3+β33

]
∂u3,

Q4=α411u
1∂u1+

+
[
α421u

1+(α411−1)
(
u2+ α2

221+1
α231(α2

311+1)
β33+

(α311−α221)β32
α2
311+1

)]
∂u2+

+
[
α431u

1+(α411−1)u3+α411−1
α2
311+1

{(α311+α221)β33−α231β32}
]
∂u3, Q5=0,

(3.66)

якщо α223 6=0, β52 6=0:

Q1=u
1∂u2, Q2=(α221u

1+α223u
3+β22)∂u2, Q3=−[α221u

1+α223u
3+β22]∂u1+

+
[(

α2
221+1
α223

α423−α221α421

)
u1+(α221α423−α223α421)

(
u3+ β22

α223

)]
∂u2+

+
[
α2
221+1
α223

u1+α221

(
u3+ β22

α223

)]
∂u3, Q4=−u1∂u1+

[
α421u

1−2u2+α423u
3+

+β42]∂u2−
[
u3+ β22

α223

]
∂u3, Q5=β52∂u2,

(3.67)

якщо α223 6=0, α411 6=1:

Q1=u
1∂u2, Q2=(α221u

1+α223u
3+β22)∂u2, Q3=[α311u

1−α223u
3−β22]∂u1+

+
[(

α2
221+1
α223

α423−α221α421

)
u1+(α311+α221)u

2+(α221α423−α223α421)(u
3+

+ β22
α223

)+α311+α221

α411−1

(
β42−α423

β22
α223

)]
∂u2+

[
α2
221+1
α223

u1+(α311+2α221)
(
u3+

+ β22
α223

)]
∂u3, Q4=α411u

1∂u1+
[
α421u

1+(α411−1)u2+α423u
3+β42

]
∂u2+

+α411

[
u3+ β22

α223

]
∂u3, Q5=0,

(3.68)

якщо α223 6=0, α311 6=−α221:

Q1=u
1∂u2, Q2=(α221u

1+α223u
3+β22)∂u2, Q3=[α311u

1−α223u
3−β22]∂u1+

+
[(

α2
221+1
α223

α423−α221α421

)
u1+(α311+α221)u

2+(α221α423−α223α421)u
3+

+β32]∂u2+
[
α2
221+1
α223

u1+(α311+2α221)
(
u3+ β22

α223

)]
∂u3, Q4=u

1∂u1+
[
α421u

1+

+α423

(
u3+ β22

α223

)]
∂u2+

[
u3+ β22

α223

]
∂u3, Q5=0,

(3.69)
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якщо α223 6=0:

Q1=u
1∂u2, Q2=(α221u

1+α223u
3+β22)∂u2, Q3=−[α221u

1+α223u
3+β22]∂u1+

+
[(

α2
221+1
α223

α423−α221α421

)
u1+(α221α423−α223α421)u

3+β32

]
∂u2+

+
[
α2
221+1
α223

u1+α221

(
u3+ β22

α223

)]
∂u3, Q4=u

1∂u1+
[
α421u

1+α423u
3+β42

]
∂u2+

+
[
u3+ β22

α223

]
∂u3, Q5=0.

(3.70)

Отже, розглядаючи зображення (3.54) оператора Q1, ми отримали 5 зо-
бражень узагальненої алгебри Галiлея (3.37), якi описуються наборами опе-
раторiв (3.66)–(3.70). Одержанi оператори мiстять ще багато сталих, тому
спробуємо спростити їх вигляд за допомогою перетворень еквiвалентно-
стi (3.9). Для кожного набору операторiв Q1–Q5 знайдемо всi такi зобра-
ження, якi були б нееквiвалентнi вiдносно перетворень еквiвалентностi

W = KU + L, (3.71)

де K — невироджена стала матриця розмiрностi 3×3, L — стала матриця
розмiрностi 3 × 1, вимагаючи при цьому iнварiантностi вiдносно перетво-
рень (3.71) оператора Q1.

Пiсля замiни (3.71)

u1= 1
detK

[
(k22k33−k23k32)(w

1−l1)+(k13k32−k12k33)(w
2−l2)+

+ (k12k23−k13k22)(w
3−l3)

]
, ∂u2 = k12∂w1 + k22∂w2 + k32∂w3,

тодi з рiвностi Q1 = u1∂u2 = w1∂w2 одержимо k12=k13=k32=l1=0, k22=k11.
Таким чином, лiнiйнi невиродженi перетворення, вiдносно яких iнварiан-
тний оператор Q1, у даному випадку мають вигляд

w1 = k11u
1,

w2 = k21u
1 + k11u

2 + k23u
3 + l2,

w3 = k31u
1 + k33u

3 + l3.

(3.72)

Перетворення (3.72) з наступним набором сталих

k21=k11

(
α221α431

α231
−α421

)
, k31=−k11α431

α231
, l3=

k11
α2
311+1

{
α311+α221

α231
β33−β32

}
,
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k23=−k11α221

α231
, k33=

k11
α231

, l2=
k11

α2
311+1

{
1−α311α221

α231
β33+α311β32

}
зводить оператори (3.66) до вигляду

Q1=w
1∂w2, Q2=w

1∂w3, Q3=α311I−w3∂w2+w2∂w3,

Q4=(α411−1)I+w1∂w1, Q5=0,

що спiвпадає з першим рядком таблицi 3.1 пiсля очевидних позначень
α311 = k, α411−1 = l, wa = ua.

Вибравши у перетвореннях (3.72) сталi наступним чином

k11=
k33
α223

, k21=−k33α421

α223
, k23=−k33α423

α223
, k31=

k33α221

α223
, l3=

k33β22
α223

, (3.73)

l2=− k33
2α2

223
{α223β42+α423β22} , k33=

α223

β52
(3.74)

та подiявши на оператори (3.67), маємо:

Q1=w
1∂w2, Q2=w

3∂w2, Q3=w
1∂w3−w3∂w1, Q4=−I−w2∂w2, Q5=∂w2.

Цi оператори спiвпадають з операторами другого рядка таблицi 3.1 пiсля
позначень wa=ua.

Перетворення (3.72) зi сталими (3.73) та

l2=
k33(α223β42−α423α411β22)

α2
223(α411−1)

(3.75)

зводять оператори (3.68) до наступного вигляду:

Q1=w
1∂w2, Q2=w

3∂w2, Q3=(α311+α221)I−w3∂w1+w1∂w3,

Q4=α411I−w2∂w2, Q5=0, α411 6= 1.
(3.76)

Оператори (3.76) спiвпадають з операторами третього рядка таблицi 3.1
пiсля очевидних позначень α311+α221=k, α411=l, wa=ua у разi l 6=1.

Перетворення (3.72) з набором сталих (3.73) та

l2=
k33

α223(α311+α221)

{
β32+α421β22− (α311+2α221)α423β22

α223

}
(3.77)
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зводять оператори (3.69) до вигляду

Q1=w
1∂w2, Q2=w

3∂w2, Q3=(α311+α221)I−w3∂w1+w1∂w3,

Q4=w
1∂w1+w3∂w3=I13, Q5=0, α311 6=−α221,

що спiвпадає з операторами третього рядка таблицi 3.1 пiсля очевидних
позначень wa=ua, α311+α221=k у разi l=1, k 6=0.

Перетворення (3.72) зi сталими (3.73) зводять оператори (3.70) до ви-
гляду

Q1=w
1∂w2, Q2=w

3∂w2, Q3=w
1∂w3−w3∂w1+ k33

α223
(β32+α421β22)∂w2,

Q4=I13+
k33
α2
223

(α223β42−α423β22)∂w2, Q5=0, α223 6=0.
(3.78)

Крiм того, уточнивши в наборi (3.73) сталу k33=
α223

β32+α421β22
за умови

β32 6=−α421β22, зведемо оператор Q3 до наступного вигляду

Q3=w
1∂w3−w3∂w1+æ∂w2, æ ∈ {0, 1}.

Причому якщо β32=−α421β22 (тобто æ=0), то уточнимо сталу k33 насту-
пним чином

k33=
α2
223

α223β42−α423β22

за умови β42 6=α423β22
α223

, що в свою чергу дасть можливiсть звести оператор Q4

до вигляду
Q4=I13+θ∂w2, θ ∈ {0, 1}.

Враховуючи цi мiркування, набiр операторiв (3.78) записується насту-
пним чином

Q1=w
1∂w2, Q2=w

3∂w2, Q3=w
1∂w3−w3∂w1+æ∂w2,

Q4=I13+θ∂w2, Q5=0,
(3.79)

де (æ, θ) ∈ {(0, 0), (0, 1), (1, k)}. Пiсля позначень wa=ua оператори (3.79)
з набором (æ, θ)=(0, 0) спiвпадають з операторами третього рядка табли-
цi 3.1 за умов l=1, k=0, а з набором (æ, θ) ∈ {(0, 1), (1, k)} — спiвпадають
з операторами четвертого рядка таблицi 3.1.
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Розглянемо зображення (3.57) оператора Q1. Прокомутуємо його згiдно
формул (3.31) з оператором Q2:

[Q1, Q2]=
[
∂u1, (α2abu

b+β2a)∂ua
]

=0,

звiдки отримуємо умову α2a1 = 0, яка уточнює вигляд оператора

Q2 = (α2a2u
2 + α2a3u

3 + β2a)∂ua.

Виписуючи першу рiвнiсть iз комутацiйних спiввiдношень (3.33):

[Q1, Q3]=
[
∂u1, (α3abu

b+β3a)∂ua
]

=α3a1∂ua = (α2a2u
2 + α2a3u

3 + β2a)∂ua,

приходимо до умов α2a2 = α2a3 = 0, α3a1 = β2a.
Друга з умов комутування (3.33) приводить до спiввiдношень

β21β2a + β22α3a2 + β23α3a3 = −δa1. (3.80)

Розглянемо спочатку випадок β22 6= 0, тодi з рiвнянь (3.80) маємо:

α3a2 = −δa1 + β21β2a + β23α3a3

β22
.

Отримуємо наступний набiр операторiв

Q1=∂u1, Q2=β2a∂ua, Q3=(β2au
1−δa1+β21β2a+β23α3a3

β22
u2+α3a3u

3+β3a)∂ua. (3.81)

Цi оператори, очевидно, мiстить багато сталих, тому спробуємо спро-
стити їх вигляд за допомогою перетворень еквiвалентностi (3.9). Для цього
знайдемо всi такi зображення операторiв (3.81), якi були б нееквiвалентнi
вiдносно перетворень еквiвалентностi (3.71), вимагаючи при цьому iнварi-
антностi вiдносно вказаних перетворень оператора Q1.

Пiсля замiни (3.71)

∂u1 = k11∂w1 + k21∂w2 + k31∂w3,
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тодi з рiвностi Q1 = ∂u1 = ∂w1 одержимо k11=1, k21=k31=0. Таким чи-
ном, лiнiйнi невиродженi перетворення, вiдносно яких iнварiантний опера-
тор Q1, у даному випадку мають вигляд

w1 = u1 + k12u
2 + k13u

3 + l1,

w2 = k22u
2 + k23u

3 + l2,

w3 = k32u
2 + k33u

3 + l3.

(3.82)

Подiявши перетвореннями (3.82) на оператор Q2, отримуємо

Q2=(β21+k12β22+k13β23)∂w1+(k22β22+k23β23)∂w2+(k32β22+k33β23)∂w3. (3.83)

Розглянемо спочатку випадок β23 6= 0, тодi вибравши в перетворен-
нях (3.82) наступний вигляд сталих:

k13=−β21+k12β22
β23

, k23=
1−k22β22

β23
, k33=−k32β22

β23
, l1= {β21+α333+k22β23α323−

−β22(k22α333−k12)} l3
k32β22

+k22β32+
β33(1−k22β22)

β23
, l2=

β33(β21+k12β22)
β23

−

−β31−k12β32+
l3{β22(k22+k12α333)−1−β23(α313+k12α323)+β21α333}

k32β22
,

k12=
(1+β23α313−β21α333)(β22α333−β23α323)−β22(β21+α333)

(β22α333−β23α323)2+β2
22

,

k22=
(β22α333−β23α323)(β21+α333)+β22(1+β23α313−β21α333)

(β22α333−β23α323)2+β2
22

,

(3.84)

зведемо оператори Q2, Q3 до вигляду

Q2=∂w2, Q3=−w2∂w1+w1∂w2+
[
β22α333−β23α323

β22
(w3−l3)+k32

β23
(β32β23−β22β33)

]
∂w3.

Очевидно, подальше спрощення оператора Q3 залежить вiд значень
сталої (β22α333−β23α323). Так, у разi довiльного ненульового її зна-
чення, застосувавши до Q3 перетворення (3.82) зi сталими (3.84) та
l3 = k32β22(β32β23−β22β33)

β23(β22α333−β23α323) , отримуємо Q3 = −w2∂w1+w1∂w2+kw3∂w3, де
k = β22α333−β23α323 6= 0. У разi β22α333−β23α323 = 0 виберемо
k32 = β23

β32β23−β22β33 , якщо β32β23−β22β33 6= 0. Такi мiркування та перепо-
значення wa = ua, приводять нас до двох нееквiвалентних вiдносно пере-
творень (3.71) наборiв наступних операторiв:

Q1 = ∂u1, Q2 = ∂u2, Q3 = −u2∂u1+u
1∂u2+ku

3∂u3, k 6= 0, (3.85)
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Q1 = ∂u1, Q2 = ∂u2, Q3 = −u2∂u1+u
1∂u2+æ∂u3, æ ∈ {0, 1}. (3.86)

Виписанi набори не мiстять ще операторiв Q4 та Q5. Розглянемо ко-
жен з випадкiв окремо, дописуючи вказанi оператори таким чином, щоб
виконувались комутацiйнi спiввiдношення (3.35), (3.36).

Для набору операторiв (3.85), виписуючи умови (3.35), отримуємо

Q4 = −u1∂u1 − u2∂u2 + α433u
3∂u3. (3.87)

Прокомутувавши оператори (3.85) та (3.87) з оператором Q5 згiдно ко-
мутацiйних спiввiдношень (3.36), одержуємо

Q5 = 0. (3.88)

Отже, набiр операторiв (3.85), (3.87), (3.88) спiвпадає з операторами
п’ятого рядка таблицi 3.1 у разi α433 = l, k 6= 0.

Прокомутувавши оператори з набору (3.86) з операторамиQ4, Q5 згiдно
спiввiдношень (3.35), (3.36), отримуємо наступнi розгалудження:

1. якщо æ = 0, β53 6= 0, оператори набувають вигляду

Q1=∂u1, Q2=∂u2, Q3=−u2∂u1+u
1∂u2,

Q4=−u1∂u1−u2∂u2+(−2u3+β43)∂u3, Q5=β53∂u3;
(3.89)

2. коли æ = 0, маємо

Q1=∂u1, Q2=∂u2, Q3=−u2∂u1+u
1∂u2,

Q4=−u1∂u1−u2∂u2+(α433u
3+β43)∂u3, Q5=0;

(3.90)

3. якщо æ = 1, β53 6= 0, отримуємо наступнi оператори

Q1=∂u1, Q2=∂u2, Q3=−u2∂u1+u
1∂u2+∂u3,

Q4=−u1∂u1−u2∂u2+(−2u3+β43)∂u3, Q5=β53∂u3,
(3.91)
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4. коли æ = 1, оператори набувають вигляду

Q1=∂u1, Q2=∂u2, Q3=−u2∂u1+u
1∂u2+∂u3,

Q4=−u1∂u1−u2∂u2+(α433u
3+β43)∂u3, Q5=0.

(3.92)

В отриманих наборах оперторiв (3.89)–(3.92) оператори Q4, Q5 ще мi-
стять деякi сталi, тому спробуємо спростити їх вигляд, використавши пе-
ретворення еквiвалентностi (3.71), якi не змiнюють решти операторiв. Як
вiдомо, лiнiйнi невиродженi перетворення, вiдносно яких iнварiантний опе-
ратор ∂u1, мають вигляд (3.82). Тодi, враховуючи рiвностi

∂u2 = k12∂w1 + k22∂w2 + k32∂w3 = ∂w2, u1∂u2−u2∂u1=

=[w1−k13
k33

(w3−l3)−l1]∂w2−[w2−k23
k33

(w3−l3)−l2]∂w1=w1∂w2−w2∂w1,

отримуємо наступнi перетворення:

w1 = u1,

w2 = u2,

w3 = k33u
3 + l3,

(3.93)

вiдносно яких iнварiантнi оператори Q1–Q3 у наборах (3.89), (3.90).
Пiд дiєю перетворень (3.93) зi сталими

k33 =
1

β53
, l3 = − β43

2β53
,

оператори (3.89) спiвпадають з операторами шостого рядка таблицi 3.1 (пi-
сля перепозначення wa = ua).

Оператор Q4 з набору (3.90) пiд дiєю перетворень (3.93) набуває насту-
пного вигляду

Q4=−w1∂w1−w2∂w2+(α433w
3−α433l3+k33β43)∂w3.

Його подальше спрощення залежить вiд значень сталої α433. Якщо α433 6=0,
виберемо в перетвореннях (3.93) сталу l3=k33β43

α433
, маємо

Q4=−w1∂w1−w2∂w2+α433w
3∂w3.



102

Набiр операторiв (3.90) з таким Q4 пiсля перепозначення wa = ua, α433 = l

мiститься в операторах п’ятого пункту таблицi 3.1 (за умов k=0, l 6=0).
Якщо ж α433=0, то вибравши k33 = 1

β43
у разi β43 6= 0, отримуємо

Q4=−w1∂w1−w2∂w2+æ∂w3, æ ∈ {0, 1}.

Набiр операторiв (3.90) з таким Q4 у разi æ=0 пiсля перепозначення wa=ua

мiститься у операторах п’ятого пункту таблицi 3.1 (за умов k=l=0). Цей
же набiр операторiв у разi æ=1 спiвпадає з операторами сьомого пункту.

Як вже вказувалось ранiше, лiнiйнi невиродженi перетворення, вiдносно
яких iнварiантний оператор ∂u1, мають вигляд (3.82). Тодi, враховуючи
рiвностi

∂u2=k12∂w1+k22∂w2+k32∂w3=∂w2,

u1∂u2−u2∂u1+∂u3=[w1−k13
k33

(w3−l3)−l1+k23]∂w2−

−[w2−k23
k33

(w3−l3)−l2−k13]∂w1+k33∂w3=w1∂w2−w2∂w1+∂w3,

отримуємо наступнi перетворення:

w1 = u1,

w2 = u2,

w3 = u3 + l3,

(3.94)

вiдносно яких iнварiантнi оператори Q1–Q3 у наборах (3.91), (3.92).
Пiд дiєю перетворень (3.94) зi сталою l3 = −β43

2 набiр операторiв (3.91)
переходить у набiр операторiв восьмого пункту таблицi 3.1 (при перепозна-
ченнi wa = ua та β53 = s 6= 0).

Оператор Q4 з набору (3.92) пiд дiєю перетворень (3.94) набуде насту-
пного вигляду

Q4=−w1∂w1−w2∂w2+(α433w
3−α433l3+β43)∂w3.

Очевидно, його подальше спрощення залежить вiд значень сталої α433.
Якщо α433 6=0, вибравши в перетвореннях (3.94) сталу l3= β43

α433
, маємо

Q4=−w1∂w1−w2∂w2+α433w
3∂w3.
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Набiр операторiв (3.92) з таким Q4 пiсля перепозначення wa=ua, α433=s 6=0

спiвпадає з операторами дев’ятого пункту таблицi 3.1. Якщо ж α433=0, то
набiр операторiв (3.92) з таким Q4 пiсля перепозначення wa=ua та β43=l

спiвпадає з операторами десятого пункту таблицi 3.1.
Нагадаємо, що набори операторiв, описаних у 5–10 пунктах таблицi 3.1,

одержанi за умов β22 6= 0, β23 6= 0. Тепер розглянемо випадок β22 6= 0,
β23 = 0. Використовуючи рiвностi (3.81), маємо наступний набiр операторiв
Q1–Q3 для цього випадку:

Q1=∂u1, Q2=β21∂u1+β22∂u2, Q3=(β21u
1−1+β2

21

β22
u2+α313u

3+β31)∂u1+

+(β22u
1−β21u

2+α323u
3+β32)∂u2 + (α333u

3+β33)∂u3.
(3.95)

Подiявши на цi операторами перетвореннями (3.82) зi сталими

k12 = −β21
β22
, k22 = 1

β22
, k32 = 0, l1=

β32
β22

+k23β33+
l3
k33

(k13−α323

β22
−k23α333),

l2=
β21
β22
β32−β31−k13β33+

l3
k33

(k23+α313−β21
β22
α323+k13α333)

k13=
1
∆(α333(

β21
β22
α323−α313)+

α323

β22
), k23=

1
∆(−α323α333

β22
+β21
β22
α323−α313),

де ∆=α2
333+1, отримуємо:

Q1=∂w1, Q2=∂w2, Q3=−w2∂w1+w1∂w2+[α333w
3−α333l3+k33β33]∂w3. (3.96)

Подальше спрощення оператора Q3 залежить вiд значень сталих α333

та β33. Так, у разi α333 6= 0, вибравши l3 = k33β33
α333

, маємо

Q3 = −w2∂w1+w1∂w2+α333w
3∂w3. (3.97)

Якщо α333 = 0, β33 6= 0, оператор (3.96) набуває вигляду

Q3 = −w2∂w1+w1∂w2+∂w3, (3.98)

а якщо α333 = β33 = 0, вiдповiдно,

Q3 = −w2∂w1+w1∂w2. (3.99)
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Набiр операторiв (3.96), де оператор Q3 набуває одного з виглядiв (3.97)–
(3.99), пiсля вiдповiдного перепозначення спiвпадає з наборами операто-
рiв (3.85), (3.86). Таким чином, випадок β22 6= 0, β23 = 0 зводиться до
випадку β22 6= 0, β23 6= 0, який нами вже розглянуто.

Отже, для зображення (3.57) оператора Q1 залишається розглянути ви-
падок β22 = 0. Виконавши спiввiдношення (3.31), (3.33), приходимо до си-
стеми (3.80), яка за умови β22 = 0 набуває наступного вигляду

β23α313 = −1− β2
21,

β23α323 = 0,

β23α333 = −β21β23,

звiдки α313 = −1+β2
21

β23
, α323 = 0, α333 = −β21.

Таким чином, оператори Q1–Q3 набувають вигляду

Q1=∂u1, Q2=β21∂u1+β23∂u3, Q3=(β21u
1+α312u

2−1+β2
21

β23
u3+β31)∂u1+

+(α322u
2+β32)∂u2+(β23u

1+α332u
2−β21u

3+β33)∂u3.
(3.100)

Очевидно, перетворення еквiвалентностi u2 → u3, u3 → u2 та перепозна-
чення констант β23 = β̃22, β33 = β̃32, β32 = β̃33, α312 = α̃313, α332 = α̃323,
α322 = α̃333 переводить набiр операторiв (3.100) в оператори (3.95), який
вже розглянуто нами ранiше.

Розглянемо зображення (3.59) оператора Q1. Легко переконатись, що
для цього зображення комутацiйнi спiввiдношення мiж операторами Qs

виконуються лише для випадку æ = 0. Отож, розглянемо зображення
Q1=∂u1+u

1∂u2. Згiдно умов комутування (3.31) з оператором Q2, маємо

[∂u1 +u1∂u2, (α2abu
b+β2a)∂ua] = α2a1∂ua+α2a2u

1∂ua− (α21bu
b+β21)∂u2 = 0,

звiдки α2a2 = 0, α211 = α213 = α231 = 0, α221 = β21. Врахувавши цi умови,
випишемо оператор Q2:

Q2 = β21∂u1 + (β21u
1 + α223u

3 + β22)∂u2 + (α233u
3 + β23)∂u3.
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Комутацiйнi спiввiдношення (3.33) задовольняють наступнi оператори:

Q1=∂u1+u
1∂u2, Q2=( 1

β23
u3+β22)∂u2+β23∂u3, Q3=(− 1

β23
u3+β31)∂u1+

+
(
(β31+β22)u

1+α323u
3+β32

)
∂u2+β23(u

1+α323β23)∂u3, β23 6= 0.
(3.101)

Iз комутацiйних спiввiдношень (3.35), (3.36) отримуємо умови:

α411=−1, α422=−2, α412=α413=α431=α432=0, α421=β41=−α323β23,

α433=−1, β22=β23α423−β43
β23
, β31=

β43
β23
, β32=α323(β

2
23α423−β43),

α5ab = β51 = β53 = 0.

Отже, нами отримано набiр операторiв:

Q1=∂u1+u
1∂u2, Q2=( u

3

β23
+β23α423−β43

β23
)∂u2+β23∂u3,

Q3=
β43−u3
β23

∂u1+
(
β23α423u

1+α323(u
3+β2

23α423−β43)
)
∂u2+

+β23(u
1+α323β23

)
∂u3, Q4=−(u1+α323β23)∂u1+

(
−α323β23u

1−2u2+

+α423u
3+β42)∂u2−(u3−β43)∂u3, Q5=β52∂u2, β23 6= 0,

(3.102)

в якому є багато сталих. Спростимо вигляд цих операторiв за допомогою
таких перетворень еквiвалентностi (3.71), якi не змiнюють оператора Q1.
Нескладно переконатись, що цi перетворення мають наступний вигляд:

w1 = u1 + l1,

w2 = l1u
1 + u2 + k23u

3 + l2,

w3 = k33u
3 + l3, k33 6= 0.

(3.103)

Застосувавши пертворення (3.103) з наступними сталими:

k23 = −α423, k33 = 1
β23
, l1 = β23α323, l2 = 1

2(α2
323β

2
23−β42 +α423β43), l3 = −β43

β23

до операторiв (3.102), бачимо, що вони набувають вигляду

Q1=∂w1+w1∂w2, Q2=w
3∂w2+∂w3, Q3=−w3∂w1+w1∂w3,

Q4=−w1∂w1−2w2∂w2−w3∂w3, Q5=β52∂w2

(3.104)
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i спiвпадають iз операторами 11–го рядка таблицi 3.1 пiсля перепозначення
wa = ua, β52 = k.

Розглянемо зображення (3.60) оператора Q1. Нескладно переконатись у
тому, що, вимагаючи виконання умов комутування у випадку æ=1, прихо-
димо до несумiсної системи рiвнянь. Тому розглянемо зображення (3.60) у
разi æ=0, тобто Q1=∂u1+u

2∂u3. Виписавши спiввiдношення (3.31):

[Q1, Q2]=(α2a1+α2a3u
2)∂ua−(α22bu

b+β22)∂u3=0,

маємо умови на сталi α211=α213=α221=α223=0, α233=α222, α231=β22. Пер-
ша з умов комутування (3.33) приводить нас до системи, розв’язком якої
є набiр сталих α222=β22=α321=α323=0, α311=β21, α313=α212, α331=β32+β23,
α333 = α322 + α232. Другу з умов комутування (3.33) задовольняють сталi
α232=−β21, α322=β32=0, β23=−β2

21+1
α212

.
Таким чином, оператори Q1–Q3 набувають вигляду

Q1 = ∂u1+u
2∂u3, Q2=(α212u

2+β21)∂u1−
(
β21u

2+β2
21+1
α212

)
∂u3,

Q3=(β21u
1+α312u

2+α212u
3+β31)∂u1−(β

2
21+1
α212

u1−α332u
2+β21u

3−β33)∂u3.

Прокомутуємо оператор Q4 з отриманими операторами згiдно комута-
цiйних спiввiдношень (3.35). Перше спiввiдношення приводить нас до си-
стеми

α411+α413u
2=− 1,

α421+α423u
2=0,

α431+α433u
2−α421u

1−α422u
2−α423u

3−β42=− u2,

розв’язком якої є сталi α411 = −1, α413 = α421 = α423 = 0, α433 = α422 − 1,
α431 = β42. Друге спiввiдношення з (3.35) додає умови α422 = β42 = 0, а
третє — задовольняють наступнi сталi:

α312=−(β21α412+α212α432), α332=α412
β2
21+1
α212

+β21α432,
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β31=−(β21β41+α212β43), β33=β41
β2
21+1
α212

+β21β43, α212 6= 0.

Комутацiйнi спiввiдношення (3.36) виконуються за умов α5ab=β5a = 0.
Враховуючи вигляд всiх отриманих сталих, випишемо наступний набiр опе-
раторiв

Q1 = ∂u1+u
2∂u3, Q2=(α212u

2+β21)∂u1−
(
β21u

2+β2
21+1
α212

)
∂u3,

Q3=
(
β21u

1−(β21α412+α212α432)u
2+α212u

3−(β21β41+α212β43)
)
∂u1−

−
(
β2
21+1
α212

u1−(α412
β2
21+1
α212

+β21α432)u
2+β21u

3−(β41
β2
21+1
α212

+β21β43)
)
∂u3,

Q4=(−u1+α412u
2+β41)∂u1+(α432u

2−u3+β43)∂u3, Q5=0, α212 6= 0.

(3.105)

Очевидно, набiр операторiв (3.105) потребує спрощення за допомогою
перетворень (3.71). Неважко впевнитись у тому, що лiнiйнi невиро-
дженi перетворення еквiвалентностi (3.71), якi не змiнюють оператора
Q1 = ∂u1+u

2∂u3, мають вигляд

w1 = u1 + k12u
2 + l1,

w2 = k22u
2 + l2,

w3 = l2u
1 + k32u

2 + k22u
3 + l3, k22 6= 0.

(3.106)

Вибравши в перетвореннях (3.106) сталi наступним чином:

k12=−α412, k22=α212, k32=−α212α432−β21α412,

l1=−β41, l2=β21, l3=−β21β41−α212β43

та подiявши ними на оператори (3.105), зводимо їх до вигляду

Q1=∂w1+w2∂w3, Q2=w
2∂w1−∂w3, Q3=w

3∂w1−w1∂w3,

Q4=−w1∂w1−w3∂w3, Q5=0,
(3.107)

що спiвпадає з операторами останнього рядка таблицi 3.1 пiсля перепозна-
чення wa=ua.

Розглядаючи зображення (3.53), (3.55), (3.56), (3.58), (3.61), (3.62) опе-
ратора Q1 та комутуючи їх з операторами Q2–Q5 згiдно умов (3.31), (3.33),
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(3.35), (3.36), приходимо до висновку, що у всiх цих випадках комутацiйнi
спiввiдношення алгебри (3.37) не виконуються.

Теорему доведено.
Таким чином, всi можливi реалiзацiї узагальненої алгебри Галiлея, що

вiдповiдають симетрiям системи (3.24) у разi m = 3, n = 2, визначає алге-
бра (3.37), де оператори Q1–Q5 набувають одного з 12 виглядiв, наведених
у таблицi 3.1. Перевiримо, чи задовольняють координати цих операторiв
систему визначальних рiвнянь.

Справедливе наступне твердження.

Теорема 3.6. З точнiстю до перетворень еквiвалентностi (3.8), (3.9)
cистема (3.24) у випадку m = 3, n = 2 iнварiантна вiдносно алгебри (3.37)
тодi i тiльки тодi, коли вона набуває одного з наступних виглядiв

~u0 + (~u~∇)~u = ∆~u,

u3
0 + (~u~∇)u3 = ∆u3 + u3

(
s
2(u1

1 − u2
2) + lu2

2 + λ~∇⊥~u
)
,

(3.108)

коли Qi = ∂ui, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1 + su3∂u3, Q4 = −I12 + lu3∂u3, Q5 = 0,

l 6= 0;

~u0 + (~u~∇)~u = ∆~u,

u3
0 + (~u~∇)u3 = ∆u3 + λ~∇⊥~u+ sin(2

s lnu3) ~D~u+ cos(2
s lnu3) ~D⊥~u,

(3.109)

коли Qi = ∂ui, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1 + su3∂u3, Q4 = −I12, Q5 = 0;

~u0 + (~u~∇)~u = ∆~u+ (u3)−
2
s−1
(
λ1
~∇u3 + λ2

~∇⊥u3
)
,

u3
0 + (~u~∇)u3 = ∆u3 + u3

(
s
2
~∇~u+ λ3

~∇⊥~u
)
,

(3.110)

коли Qi = ∂ui, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1, Q4 = −I12 + su3∂u3, Q5 = 0;

~u0 + (~u~∇)~u = ∆~u,

u3
0 + (~u~∇)u3 = ∆u3 + ψ~∇⊥~u,

(3.111)

коли Qi = ∂ui, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1, Q4 = −I12, Q5 = 0;

~u0 + (~u~∇)~u = ∆~u+ e−2u3
(
λ1
~∇u3 + λ2

~∇⊥u3
)
,

u3
0 + (~u~∇)u3 = ∆u3 + 1

2
~∇~u+ λ3

~∇⊥~u,
(3.112)
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коли Qi = ∂ui, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1, Q4 = −I12 + ∂u3, Q5 = 0;

~u0 + (~u~∇)~u = ∆~u,

u3
0 + (~u~∇)u3 = ∆u3 + s

2
~∇~u+ λ~∇⊥~u,

(3.113)

коли Qi = ∂ui, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1 + ∂u3, Q4 = −I12 + s∂u3, Q5 = 0;

~u0 + (~u~∇)~u = ∆~u,

u3
0 + (~u~∇)u3 = ∆u3 + λ~∇⊥~u+ sin2u3 ~D~u+ cos2u3 ~D⊥~u,

(3.114)

коли Qi = ∂ui, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1 + ∂u3, Q4 = −I12, Q5 = 0;

~u0 + (~u~∇)~u = ∆~u+ ~Lω,

u3
0 + (~u~∇)u3 = ∆u3 + (~u~L)ω − ω~∇~u,

(3.115)

коли Qi = ∂ui + ui∂u3, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1, Q4 = −I − u3∂u3, Q5 = 2∂u3.

У системах (3.108)–(3.115) ω = u3 − ~u2

2
, ~L = λ1

~∇+ λ2
~∇⊥, ~∇=(∂1, ∂2),

~∇⊥=(∂2,−∂1), ~u = (u1, u2), ~D = (~c~∇⊥,~c~∇), ~D⊥ = (~c~∇,−~c~∇⊥), ~c = (c1, c2),
ψ = ψ(u3) — довiльна гладка функцiя, ci, λa, λ, k, l, s 6= 0 — довiльнi
сталi, i ∈ {1, 2}, a = 1, 3.

Доведення. Першi два рiвняння визначальної системи (3.18)–(3.21)
вже розв’язано у теоремi 3.2. Тому для знаходження функцiй F abi, за яких
система рiвнянь (3.24) у випадку a, b=1, 3, i ∈ {1, 2} iнварiантна вiдносно
узагальненої алгебри Галiлея, залишається розв’язати два останнi рiвняння
визначальної системи. Використаємо таблицю 3.1, в якiй наведено класи-
фiкацiю нееквiвалентних зображень алгебри (3.37).

Розглянемо оператори п’ятого пункту таблицi 3.1. Реалiзацiєю узагаль-
неної алгебри Галiлея, визначеною цими операторами, є алгебра з базисни-
ми генераторами

∂0, ∂i, Gi=x0∂i+∂ui, J12=x1∂2−x2∂1+u
1∂u2−u2∂u1+ku

3∂u3,

D=2x0∂0+xi∂i−I12+lu
3∂u3, Π=x2

0∂0+x0xi∂i+xi∂ui−x0(I12−lu3∂u3).
(3.116)

Тодi координати iнфiнiтезимального оператора X набувають вигляду:

ξ0 = ςx2
0 + 2cx0 + q0, ξi = ςx0xi + cxi + rix0 + cjixj + qi, (3.117)
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ηa=−(ςx0+c)u
a+δa1(r1−c12u

2+ςx1)+δa2(r2+c12u
1+ςx2)+

+δa3

(
c12ku

3+(ςx0+c)(l + 1)u3
)
. (3.118)

де ς , c, ri, q0, qi, cji = −cij — довiльнi сталi, i, j ∈ {1, 2}.
Пiдставивши (3.117), (3.118) у визначальну систему (3.20)–(3.21) i розче-

пивши її за степенями змiнних x0, xi, отримуємо наступну систему рiвнянь:

(δj1δd1+δj2δd2)F
abi
ud +δabδij=0, (3.119)

(−ud+δd3(l + 1)u3)F abi
ud −δa3(l + 1)F 3bi+δb3(l + 1)F a3i+F abi=0, (3.120)

(−δd1u
2+δd2u

1+δd3ku
3)F abi

ud +δa1F
2bi−δa2F

1bi−kδa3F
3bi−

−δb2F a1i+δb1F
a2i+δb3kF

a3i−εijF abj=0, (3.121)

ua − δa3(l + 1)u3 + F a11 + F a22=0, (3.122)

де a, b, d = 1, 3. Проiнтегрувавши систему (3.119) у разi j = 1, маємо:

F abi=−δabδi1u1+ϕabi(u2, u3).

Пiдставивши цi функцiї у систему (3.119) у разi j = 2 та проiнтегрувавши,
отримуємо загальний розв’язок системи (3.119):

F abi=−δab(δi1u1+δi2u
2)+ψabi, (3.123)

де ψabi=ψabi(u3) — довiльнi гладкi функцiї.
Пiдставимо (3.123) у систему (3.120)–(3.122) та розв’яжемо її. Очевидно,

розв’язок залежить вiд значень сталих k, l. Отже,

1. При k=s 6=0, l 6=0 загальним розв’язком системи (3.119), (3.120) є на-
ступний набiр функцiй:

F i(U)=


λ11i(u

3)−
1
l−ui λ12i(u

3)−
1
l λ13i(u

3)−
2
l−1

λ21i(u
3)−

1
l λ22i(u

3)−
1
l−ui λ23i(u

3)−
2
l−1

λ31iu
3 λ32iu

3 λ33i(u
3)−

1
l−ui

 , (3.124)

де λabi — довiльнi сталi. Пiдставимо функцiї (3.124) у систему (3.121),
(3.122). Розв’язавши її, уточнюємо сталi: λ111=λ112=λ121=0, λ311=

s
2 ,
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λ122 = λ131 = λ132 = λ211 = λ212 = λ221 = λ222 = λ231 = λ232 = 0,
λ321 = −λ312, λ322=l−s

2 , λ331 = λ332=0. Таким чином, нелiнiйностi, якi
є розв’язком системи (3.119)–(3.122), набувають вигляду

F abi=−δabδijuj+δa3u
3
[
(δb1δi1−δb2δi2)s2+δb2δi2l+(δb1δi2−δb2δi1)λ312)

]
.

(3.125)

Ввiвши позначення

~∇=(∂1, ∂2), ~∇⊥=(∂2,−∂1), ~u = (u1, u2), (3.126)

бачимо, що система (3.7) з нелiнiйностями (3.125) за умови λ312 = λ

спiвпадає з системою (3.108).

Перший пункт теореми доведено.

2. Розв’язавши систему (3.120) за умов k = s 6= 0, l = 0, отримуємо
ψiaj=0, ψ331=ψ332=0. Таким чином, систему (3.119), (3.120) задоволь-
няють наступнi функцiї:

F abi=−δab(δi1u1+δi2u
2)+δa3(δb1ψ

31i+δb2ψ
32i). (3.127)

Пiдставивши функцiї (3.127) у систему (3.121), (3.122) та розв’язавши
її, бачимо, що система (3.122) задовольняється за умови

ψ322=−ψ311, (3.128)

а система (3.121) пiсля пiдстановки зводиться до наступної системи
звичайних диференцiальних рiвнянь:

su3ψ̇311 − sψ311 + ψ312 + ψ321 = 0, (3.129)

su3ψ̇312 − sψ312 − 2ψ311 = 0, (3.130)

su3ψ̇321 − sψ321 − 2ψ311 = 0, (3.131)
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де крапка означає диференцiювання за змiнною u3. Загальним розв’яз-
ком цiєї системи є функцiї:

ψ311 = u3
(
c1 cos

(
2
s lnu3

)
− c2 sin

(
2
s lnu3

))
,

ψ312 = u3
(
c1 sin

(
2
s lnu3

)
+ c2 cos

(
2
s lnu3

)
+ c3

)
,

ψ321 = u3
(
c1 sin

(
2
s lnu3

)
+ c2 cos

(
2
s lnu3

)
− c3

)
.

(3.132)

Отже, система рiвнянь конвекцiї–дифузiї з нелiнiйностями (3.127), де
функцiї ψ31i, ψ32i описуються формулами (3.128), (3.132), iнварiантна
вiдносно узагальненої алгебри Галiлея (3.116) у разi k=s6=0, l = 0.
Отримана система спiвпадає з системою (3.109) пiсля введення позна-
чень c3 = λ, а також

~c = (c1, c2), ~D = (~c~∇⊥,~c~∇), ~D⊥ = (~c~∇,−~c~∇⊥), (3.133)

та враховуючи вже введенi позначення (3.126).

Другий пункт теореми доведено.

3. При k=0, l 6=0 пiдставивши функцiї (3.124) у систему (3.122) та розв’я-
завши її, отримуємо умову

λa22 = δa3l − λa11. (3.134)

Пiдставивши функцiї (3.124) з урахуванням умов (3.134) у систе-
му (3.121) та розв’язавши її у разi k = 0, одержуємо наступнi умови

λi11=λi12=λi21=0, λ231=−λ132, λ232=λ131,

λ331=λ332=0, λ321=−λ312, λ311=
l
2 .

(3.135)

Таким чином, нелiнiйностi (3.124) з урахуванням умов (3.134), (3.135)
набувають наступного вигляду:

F 11i=F 22i=F 33i=−δi1u1−δi2u2, F 12i=F 21i=0,

F 13i=λ13i(u
3)−

2
l−1, F 23i=εijλ13j(u

3)−
2
l−1,

F 311=F 322= l
2u

3, F 312=−F 321=λ312u
3.

(3.136)
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Отже, система (3.7) (за умови m = 3, n = 2) з нелiнiйностями (3.136)
iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея (3.116) у разi k = 0,
l 6= 0. Отримана система спiвпадає з системою (3.110) пiсля введен-
ня позначень λ131=λ1, λ132=λ2, λ312=λ3, l=s 6=0, та врахувавши вже
введенi позначення (3.126).

Третiй пункт теореми доведено.

4. Розглянемо тепер випадок k = l = 0. Пiдставивши функцiї (3.127) у
систему (3.122) та розв’язавши її, отримуємо умову

ψ322 = −ψ311. (3.137)

Пiдставивши функцiї (3.127) з урахуванням (3.137) у систему (3.121)
та розв’язавши її у разi k = 0, одержуємо наступнi умови

ψ311=0, ψ321=−ψ312. (3.138)

Таким чином, нелiнiйностi (3.127) з урахуванням умов (3.137), (3.138)
набувають вигляду

F abi=−δab(δi1u1+δi2u
2)+δa3ψ

312(δb1δi2−δb2δi1). (3.139)

Отже, система (3.7) (у разi m=3, n=2) з нелiнiйностями (3.139) iн-
варiантна вiдносно алгебри (3.116) за умов k=l=0. Отримана система
спiвпадає з системою (3.111) пiсля введення позначень ψ312=ψ, та вра-
хувавши вже введенi позначення (3.126).

Четвертий пункт теореми доведено.

Розглянемо оператори, описанi у сьомому рядку таблицi 3.1. Базиснi
оператори алгебри (3.37), визначенi в цьому пунктi, мають вигляд

∂0, ∂i, Gi=x0∂i+∂ui, J12=x1∂2−x2∂1+u
1∂u2−u2∂u1,

D=2x0∂0+xi∂i−I12+∂u3, Π=x2
0∂0+x0xi∂i+xi∂ui−x0(I12−∂u3),

(3.140)



114

а координати оператора X у свою чергу набувають вигляду (3.117) i

ηa=−(ςx0+c)u
a+δa1(r1−c12u

2+ςx1)+δa2(r2+c12u
1+ςx2)+

+δa3 (ςx0+c) (u3+1).
(3.141)

Пiдставивши (3.117), (3.141) у визначальну систему (3.20)–(3.21) i роз-
чепивши її за степенями змiнних x0, xi, отримуємо систему рiвнянь, в яку
входять вже вiдомi рiвняння (3.119), (3.121) у разi k = 0, а також новi:(

−ud+δd3(u
3+1)

)
F abi
ud −δa3F

3bi+δb3F
a3i+F abi=0, (3.142)

ua − δa3(u
3 + 1) + F a11 + F a22=0. (3.143)

Розв’язком (3.119), як вже доведено, є функцiї (3.123). Пiдставивши їх у
систему (3.142) та розв’язавши її, отримуємо наступнi матрицi нелiнiйно-
стей:

F i(U)=


λ11ie

−u3−ui λ12ie
−u3 λ13ie

−2u3

λ21ie
−u3 λ22ie

−u3−ui λ23ie
−2u3

λ31i λ32i λ33ie
−u3−ui

 , (3.144)

де λabi — довiльнi сталi. Пiдставивши нелiнiйностi (3.144) в систему (3.143),
приходимо до умови

λa22 = δa3 − λa11. (3.145)

Урахувавши (3.144) та (3.145), розв’яжемо систему (3.121) за умови k = 0.
Отримуємо:

λi11=λi12=λi21=0, λ231=−λ132, λ232=λ131,

λ331=λ332=0, λ321=−λ312, λ311=
1
2 .

(3.146)

Таким чином, нелiнiйностi (3.144) з урахуванням умов (3.145), (3.146)
набувають наступного вигляду:

F abi=−δab(δi1u1+δi2u
2)+δa3{λ312(δb1δi2−δb2δi1)+1

2(δb1δi1+δb2δi2)}+

+δb3e
−2u3{λ131(δa1δi1+δa2δi2)+λ132(δa1δi2−δa2δi1)}

(3.147)
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Отже, система (3.7) (у разim=3, n=2) з нелiнiйностями (3.147) iнварiан-
тна вiдносно зображення узагальненої алгебри Галiлея (3.140). Отримана
система спiвпадає з системою (3.112) пiсля введення позначень λ131=λ1,
λ132=λ2, λ312=λ3, та врахувавши вже введенi позначення (3.126).

П’ятий пункт теореми доведено.
Розглянемо оператори з десятого рядка таблицi 3.1. Базиснi оператори

алгебри (3.37), описанi в цьому рядку, мають вигляд

∂0, ∂i, Gi=x0∂i+∂ui, J12=x1∂2−x2∂1+u
1∂u2−u2∂u1+∂u3,

D=2x0∂0+xi∂i−I12+l∂u3,Π=x2
0∂0+x0xi∂i+xi∂ui−x0(I12−l∂u3),

(3.148)

а координати оператора X набувають вигляду (3.117) та

ηa=−(ςx0+c)u
a+δa1(r1−c12u

2+ςx1)+δa2(r2+c12u
1+ςx2)+

+δa3

(
c12+(ςx0+c)(u

3+l)
)
.

(3.149)

Пiдставивши (3.117), (3.149) у визначальну систему (3.20)–(3.21) i роз-
чепивши її за степенями змiнних x0, xi, отримуємо систему рiвнянь, в яку
входить вже вiдоме рiвняння (3.119), а також новi:(

−ud+δd3(u
3+l)

)
F abi
ud −δa3F

3bi+δb3F
a3i+F abi=0, (3.150)

−u2F abi
u1 +u1F abi

u2 +F abi
u3 +δa1F

2bi−δa2F
1bi−δb2F a1i+δb1F

a2i+

+δi1F
ab2−δi2F ab1=0, (3.151)

ua − δa3(u
3 + l) + F a11 + F a22=0. (3.152)

Розв’язком системи (3.119), як вже зазначалося, є функцiї (3.123). Пiдста-
вивши їх у систему (3.150), розв’яжемо її. Очевидно, розв’язок залежить
вiд значень сталої l. Так, у разi l 6= 0 матрицi нелiнiйностей набувають
наступного вигляду:

F i(U)=


λ11ie

−u
3

l −ui λ12ie
−u

3

l λ13ie
−2u3

l

λ21ie
−u

3

l λ22ie
−u

3

l −ui λ23ie
−2u3

l

λ31i λ32i λ33ie
−u

3

l −ui

 , (3.153)
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а якщо l = 0, то розв’язком є функцiї (3.127).
У випадку l 6= 0, розв’язавши систему (3.152), отримуємо умову (3.134),

а з системи (3.151) маємо

λi11=λi12=λi21=λi31=λi32=λ331=λ332=0, λ321=−λ312, λ311=
l
2 .

Враховуючи всi цi умови, бачимо, що розв’язком системи визначальних
рiвняняь у разi l 6= 0 є наступнi функцiї:

F abi=−δab(δi1u1+δi2u
2)+δa3{λ312(δb1δi2−δb2δi1)+ l

2(δb1δi1+δb2δi2)}. (3.154)

Отже, система (3.7) з нелiнiйностями (3.154) iнварiантна вiдносно уза-
гальненої алгебри Галiлея (3.148) та спiвпадає з системою (3.113) пiсля
введення позначень (3.126) i λ312=λ, l = s 6= 0.

Шостий пункт теореми доведено.
У випадку l = 0 треба розв’язати рiвняння (3.151), (3.152). Пiдставивши

функцiї (3.127) у систему (3.152), отримуємо умову (3.128). Пiдставивши
функцiї (3.127) з урахуванням цiєї умови у систему (3.151), бачимо, що
вона зводиться до наступної системи звичайних диференцiальних рiвнянь:

ψ̇311 + ψ321 + ψ312 = 0, (3.155)

ψ̇312 − 2ψ311 = 0, (3.156)

ψ̇321 − 2ψ311 = 0, (3.157)

де крапка означає диференцiювання за змiнною u3. Загальним розв’язком
цiєї системи є функцiї

ψ311=c1 cos(2u3)− c2 sin(2u3), ψ312=c1 sin(2u3)+c2 cos(2u3)+c3,

ψ321=c1 sin(2u3) + c2 cos(2u3)− c3,
(3.158)

де ca — довiльнi сталi.
Таким чином, система рiвнянь конвекцiї–дифузiї з нелiнiйностя-

ми (3.127), де функцiї ψ31i, ψ32i описуються формулами (3.128), (3.158),
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iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея (3.148) у разi l = 0.
Отримана система спiвпадає з системою (3.114) пiсля введення позначень
c3 = λ, та враховуючи вже введенi позначення (3.126), (3.133).

Сьомий пункт теореми доведено.
Розглянемо оператори з 11-го рядка таблицi 3.1. Базиснi оператори ал-

гебри (3.37), описанi в цьому рядку, мають вигляд

∂0, ∂i, G1=x0∂1+∂u1+u
1∂u2, G2=x0∂2+u

3∂u2+∂u3,

J12=x1∂2−x2∂1+u
1∂u3−u3∂u1, D=2x0∂0+xi∂i−I−u2∂u2,

Π=x2
0∂0+x0xi∂i+x1(∂u1+u

1∂u2)+x2(u
3∂u2+∂u3)−x0(I+u2∂u2)+k∂u2,

(3.159)

а координати оператора X набувають вигляду (3.117) та

ηa=−(ςx0+c)u
a+δa1(r1−c12u

3+ςx1)+δa3(r2+c12u
1+ςx2)+

+δa2{r1u
1+r2u

3−(ςx0+c)u
2+ς(x1u

1+x2u
3+k)}.

(3.160)

Пiдставивши (3.117), (3.160) у визначальну систему (3.20)–(3.21) i розче-
пивши її за степенями змiнних x0, xi та груповими параметрами, отримуємо
наступну систему рiвнянь:

(δd1+δd2u
1)F abi

ud −δa2F
1bi+δb1F

a2i+δabδi1=0, (3.161)

(δd2u
3+δd3)F

abi
ud −δa2F

3bi+δb3F
a2i+δabδi2=0, (3.162)

− (ud+δd2u
2)F abi

ud +δa2F
2bi−δb2F a2i+F abi=0, (3.163)

−u3F abi
u1 +u1F abi

u3 +δa1F
3bi−δa3F

1bi−δb3F a1i+δb1F
a3i−εijF abj=0, (3.164)

kF abi
u2 +2(δa2δb1δi1+δa2δb3δi2) = 0, (3.165)

ua + δa2u
2 + F ab1(δb1+δb2u

1) + F ab2(δb2u
3+δb3)=0. (3.166)

Розв’язавши систему (3.161), отримуємо функцiї

F i=


ϕ11i−(δi1+ϕ

12i)u1 ϕ12i ϕ13i

ϕ21i+(ϕ11i−ϕ22i)u1−ϕ12i(u1)2 ϕ22i−(δi1−ϕ12i)u1 ϕ23i+ϕ13iu1

ϕ31i−ϕ32iu1 ϕ32i ϕ33i−δi1u1

 (3.167)
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де ϕabi = ϕabi(ω1, ω2) — довiльнi гладкi функцiї аргументiв ω1 = u2− (u1)2

2 ,
ω2 = u3. Пiдставивши нелiнiйностi (3.167) у (3.162), отримуємо систему для
визначення функцiй ϕabi:

ω2ϕabiω1 +ϕabiω2−δa2ϕ
3bi+δb3ϕ

a2i+δabδi2=0. (3.168)

Пiсля пiдстановки розв’язку системи (3.168) у нелiнiйностi (3.167), ма-
ємо:

F 11i=ψ11i−(δi1+ψ
12i)u1−δi2u3, F 12i=ψ12i, F 13i=ψ13i−ψ12iu3,

F 21i=ψ21i+ψ31iu3+(ψ11i−ψ22i−ψ32iu3)u1−ψ12i(u1)2,

F 22i=ψ22i+ψ32iu3−(δi1−ψ12i)u1−δi2u3,

F 23i=ψ23i+(ψ33i−ψ22i)u3−ψ32i(u3)2+(ψ13i−ψ12iu3)u1,

F 31i=ψ31i−ψ32iu1, F 32i=ψ32i, F 33i=ψ33i−ψ32iu3−δi1u1−δi2u3,

(3.169)

де ψabi = ψabi(ω) — довiльнi гладкi функцiї аргументу ω = u2− (u1)2

2 −
(u3)2

2 .
Пiдставивши нелiнiйностi (3.169) у систему рiвнянь (3.163) та спростив-

ши, отримуємо систему для визначення функцiй ψabi:

ωψ̇abi−1
2

{
ψabi−δb2(δa1ψ

12i+δa3ψ
32i)+δa2(δb1ψ

21i+δb3ψ
23i)
}

=0,

загальним розв’язком якої є наступнi функцiї:

ψ11i=λ11i

√
ω, ψ21i=λ21iω, ψ31i=λ31i

√
ω,

ψ12i=λ12i, ψ22i=λ22i

√
ω, ψ32i=λ32i,

ψ13i=λ13i

√
ω, ψ23i=λ23iω, ψ33i=λ33i

√
ω.

(3.170)

Нелiнiйностi (3.169) з функцiями (3.170) є розв’язком системи (3.161),
(3.162), (3.163). Розв’яжемо тепер систему (3.164). Пiсля пiдстановки нелi-
нiйностей (3.169) з функцiями (3.170) у систему (3.164) отримуємо умови:

λ221 = λ222 = 0, λ231 = −λ212, λ232 = λ211, λ321 = −λ122, λ322 = λ121
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та систему:

λ131+λ311+λ112=0, λ312+λ132−λ111=0, λ331−λ111+λ132=0,

λ131+λ311−λ332=0, λ312+λ132+λ331=0, λ331−λ111+λ312=0,

λ332−λ112−λ131=0, λ332−λ112−λ311=0,

яка, очевидно, має лише тривiальний розв’язок.
Врахувавши вказанi обмеження, шуканi функцiї набувають вигляду:

F 11i=−δi1u1−δi2u3−λ12iu
1, F 12i=λ12i, F 13i=−λ12iu

3,

F 21i=λ21iω−εijλ12ju
1u3−λ12i(u

1)2, F 31i=−εijλ12ju
1,

F 22i=−δi1u1−δi2u3+λ12iu
1+εijλ12ju

3, F 32i=εijλ12j,

F 23i=εijλ21jω−λ12iu
1u3−εijλ12j(u

3)2, F 33i=−δi1u1−δi2u3−εijλ12ju
3,

де ω = u2 − (u1)2

2 −
(u3)2

2 . Отриманi функцiї задовольняють систему (3.165)
за умов

λ211 = −2
k , λ212 = 0, k 6= 0 (3.171)

а систему (3.166) у разi k = 2. Таким чином, цi функцiї за вказаних умов є
розв’язком системи визначальних рiвнянь (3.161)–(3.166). Перепозначивши
u2 → u3, u3 → u2, отримуємо систему конвекцiї–дифузiї

u1
0=∆u1 − u1u1

1 − u2u1
2 + λ121ω1 + λ122ω2,

u2
0=∆u2 − u1u2

1 − u2u2
2 − λ122ω1 + λ121ω2,

u3
0=∆u3 − u1u3

1 − u2u3
2 + λ12jωi(δiju

1 + εiju
2)− ω(u1

1 + u2
2),

(3.172)

де ω = u3 − (u1)2

2 −
(u2)2

2 , iнварiантну вiдносно алгебри

∂0, ∂i, Gi=x0∂i+∂ui+u
i∂u3, J12=x1∂2−x2∂1+u

1∂u2−u2∂u1, D=2x0∂0+

+xi∂i−I−u3∂u3, Π=x2
0∂0+x0xi∂i+xi(∂ui+u

i∂u3)−x0(I+u3∂u3)+2∂u3.

Ввiвши позначення λ121 = λ1, λ122 = λ2, ~L = λ1
~∇+λ2

~∇⊥ та врахувавши
вже введенi позначення (3.126), бачимо, що система (3.172) спiвпадає з
системою (3.115).
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Восьмий пункт теореми доведено.
При розглядi операторiв з решти рядкiв таблицi 3.1, пiдставивши ко-

ординати оператора X у систему визначальних рiвнянь (3.20)–(3.21) i роз-
чепивши її за степенями змiнних x0, xi, в кожному випадку приходимо до
несумiсної системи. Таким чином, для цих зображень узагальненої алгебри
Галiлея не iснує нелiнiйностей F abi, за яких би система конвекцiї–дифузiї
була iнварiантною вiдносно вказаних алгебр.

Теорему доведено.
Отже, в класi систем (3.24) (при m = 3, n = 2) iснує 8 систем, iнварi-

антних вiдносно узагальненої алгебри Галiлея (3.37), i всi вони виписанi в
теоремi 3.6.

3.4. Випадок тривимiрного векторного поля U та

однiєї просторової змiнної

Цей пiдроздiл присвячено дослiдженню iнварiантностi вiдносно узагальне-
ної алгебри Галiлея системи (3.7) у випадку тривимiрного векторного поля
та однiєї просторової змiнної, тобто у разi m = 3, n = 1. Ця система має
наступний вигляд

ua0 = ua11 + F abub1, (3.173)

де a, b = 1, 3. Поставимо задачу: дослiдити, за яких нелiнiйностях F ab си-
стема (3.173) iнварiантна вiдносно алгебри Галiлея, розширеної оператора-
ми масштабних i проективних перетворень.

Слiд зазначити, що, оскiльки кiлькiсть часових i просторових змiнних
систем (3.173) та (2.1) однаковi, у якостi зображення узагальненої алгебри
Галiлея ми можемо використати вже готовий результат з роздiлу 2. Так,
реалiзацiєю узагальненої алгебри Галiлея є алгебра (2.121), де операториQa

набувають виглядiв (2.26), (2.63), (2.118) та комутують один з одним згiдно
формул (2.64), (2.119), (2.120), де U ∈ R3, a, b = 1, 3.
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Як зазначалося ранiше (див. лему 3.1), система рiвнянь (3.173) допу-
скає лiнiйнi перетворення еквiвалентностi (3.71). Оскiльки оператори Qa

(a = 1, 3) мiстять довiльнi сталi, то вони задають цiлий клас операторiв
алгебри (2.121). Прокласифiкуємо зображення цiєї алгебри, нееквiвалентнi
вiдносно перетворень еквiвалентностi (3.71), у випадку U ∈ R3.

Має мiсце твердження.

Теорема 3.7. З точнiстю до перетворень еквiвалентностi (3.71) iснує
49 нееквiвалентних зображень узагальненої алгебри Галiлея (2.121), якi
визначаються операторами Qa, наведеними в наступнiй таблицi.

Таблиця 3.2: Нееквiвалентнi зображення опе-
раторiв Q1–Q3 у випадку тривимiрного ве-
кторного поля U .

№ Q1 Q2 Q3 Умови

1 2 3 4 5

1. u1∂u2 −2I−I12−u2∂u2 u3∂u2+∂u3

2. u1∂u2 sI12−I23−u3∂u3 ∂u3 s 6= 0

3. u1∂u2 I13+∂u2−3u3∂u3 ∂u3

4. u1∂u2 −2I−u2∂u2+u
1∂u3 ∂u3

5. u1∂u2 sI−I23+2u3∂u3 u3∂u2 s 6=−1

6. u1∂u2 I13+∂u2+u
3∂u3 u3∂u2

7. u1∂u2 −I−I23−u3∂u3 ∂u2+u1∂u3

8. u1∂u2 I13+∂u2−2u3∂u3 u1∂u3

9. u1∂u2 −I−u2∂u2+u
1∂u3 ∂u2

10. u1∂u2 s1I−I23+s2u
3∂u3 0 si 6=−1

Продовження на наступнiй сторiнцi
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1 2 3 4 5

11. u1∂u2 I13+∂u2+su
3∂u3 0

12. u1∂u2 sI−u2∂u2+u
1∂u3 0

13. u1∂u2 I13+∂u2+u
1∂u3 0

14. u1∂u2 −u2∂u2+(u1+1)∂u3 0

15. u1∂u2 sI−I23+u
3∂u2 0 s 6=−1

16. u1∂u2 u1∂u1+u
3∂u2+∂u3 0

17. u1∂u2 sI12−u2∂u2+∂u3 0 s 6=−1, 2

18. u1∂u2+æu2∂u3 −I23−u3∂u3 (θu1+1)∂u3

19. u1∂u2+æu2∂u3 sI−I23−u3∂u3 θu1∂u3

20. u1∂u2+æu2∂u3 I12+u
1∂u1+∂u3 θu1∂u3

21. æ1∂u1+æ2u
1∂u2 −I12−u2∂u2 u3∂u2

22. æ1∂u1+æ2u
1∂u2 −I−I23+su

3∂u3 θ1∂u2

23. æ1∂u1+æ2u
1∂u2 −I−I23+u

3∂u2 θ1∂u2

24. æ1∂u1+æ2u
1∂u2 −I12−u2∂u2+∂u3 θ1∂u2

25. ∂u1+u
1∂u2 −I−I23 ∂u3

26. ∂u1+u
2∂u3 −I13+sI23 0 s 6=± 1,−2

27. ∂u1+u
2∂u3 −I13+∂u2+u

1∂u3 0

28. ∂u1+u
2∂u3 −I12+2u2∂u2+s1∂u3 s2u

2∂u1

29. ∂u1+æu2∂u3 −I+u2∂u1−u3∂u3 θ∂u3

30. ∂u1+æu1∂u2+u
2∂u3 −I−I23−u3∂u3 θ(∂u2+u

1∂u3)

31. ∂u1 −I+s1u
2∂u2+s2u

3∂u3 0 si 6=−1

Продовження на наступнiй сторiнцi
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1 2 3 4 5

32. ∂u1 −I+sI23+u
3∂u2 0 s 6=−1

33. ∂u1 −I12+su
2∂u2+∂u3 0 s 6=−1

34. ∂u1 −I+u2∂u1+su
3∂u3 0 s 6=−1

35. ∂u1 −I12+u
2∂u1+∂u3 0

36. ∂u1 −u1∂u1+u
3∂u2+∂u3 0

37. ∂u1 −I+u2∂u1+u
3∂u2 0

38. ∂u1 −I+(u2+u3)∂u1 0

39. ∂u1 −I+s1I23+s2J32 0 s2 6=0

40. ∂u1 −I+sI23+2u3∂u3 u3∂u2 s 6=−1

41. ∂u1 −I+u3∂u1−2u2∂u2 u3∂u2

42. ∂u1 −I13+∂u2+3u3∂u3 u3∂u2

43. ∂u1 −I+2I23+2u3∂u3 u2∂u1+u
3∂u2

44. ∂u1 −I−I23−2u2∂u2 u3∂u2+∂u3

45. ∂u1 −I+2I23+su
3∂u3 u2∂u1

46. ∂u1 −I12+2u2∂u2+∂u3 u2∂u1

47. ∂u1 −I+2I23+u
2∂u3 u2∂u1

48. ∂u1 −I+u3∂u1+2u2∂u2 u2∂u1

49. ∂u1 −I−I23+3u3∂u3 u3∂u1+∂u2

У таблицi 3.2 s, si — довiльнi сталi, i = 1, 2, I12=u
1∂u1+u

2∂u2,
I13=u

1∂u1+u
3∂u3, J32=u

2∂u3−u3∂u2, (æ1,æ2) ∈ {(1, 1), (1, 0), (0, 1)},

θ1 ∈

R, якщо æ1 · æ2 = 1,

{0, 1}, якщо æ1 · æ2 = 0.



124

Доведення теореми подано в додатку A.
Тепер розв’яжемо задачу класифiкацiї нелiнiйностей F ab(U), за яких

система (3.173) iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея (2.121)
у випадку тривимiрного векторного поля U та однiєї просторової змiнної.

Справедливе наступне твердження.

Теорема 3.8. Система (3.173) iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри
Галiлея (2.121) тодi i тiльки тодi, коли вона набуває одного з виглядiв:

w1
0+w1w1

1=w1
11+λ12w

2
1+λ13(w

3)2l−1w3
1+G1,

w2
0+w1w2

1=w2
11−2w2w1

1+λ22(w
3)lw2

1+λ23(w
3)3l−1w3

1+G2,

w3
0+w1w3

1=w3
11−

w3

l
w1

1+λ32(w
3)1−lw2

1+λ33(w
3)lw3

1+G3,

(3.174)

де λab — довiльнi сталi, l 6=0 — стала, значення якої, як i функцiй wa, Ga,
поданi у таблицi 3.3, коли

Q1=∂w1, Q2=−w1∂w1−2w2∂w2−1

l
w3∂w3, Q3=∂w2; (3.175)

або

w1
0+w1w1

1=w1
11+ψw

2
1+G1,

w2
0+w1w2

1=w2
11−2w2w1

1+G2,

w3
0+w1w3

1=w3
11+G

3,

(3.176)

де ψ=ψ(w3) — довiльна функцiя, значення wa, Ga поданi у таблицi 3.4,
коли

Q1=∂w1, Q2=−w1∂w1−2w2∂w2, Q3=∂w2; (3.177)

або

w1
0+w1w1

1=w1
11+(w2)2l−1ψ12w2

1+(w2)2lψ13w3
1+G1,

w2
0+w1w2

1=w2
11−

w2

l
w1

1+(w2)lψ22w2
1+(w2)l+1ψ23w3

1+G2,

w3
0+w1w3

1=w3
11+(w2)l−1ψ32w2

1+(w2)lψ33w3
1+G3,

(3.178)
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де ψab=ψab(w3) — довiльнi функцiї, l 6=0 — стала, значення якої, а також
функцiй wa, Ga, поданi в таблицi 3.5, коли

Q1=∂w1, Q2=−w1∂w1−1

l
w2∂w2, Q3=0. (3.179)

Таблиця 3.3: Набiр значень l, wa, Ga для сис-
теми (3.174).

№ l wa Ga

1 2 3 4

1. l w1 = u2

u1 G1 = 2w1
1w

3
1

w3 − 2w2

w3 w
3
1

w2 = u3

u1 −
(u2)2

2(u1)2 G2 = (w1
1)2 + 2w2

1w
3
1

w3

w3 = u1 G3 = 0

2. −1
2 w1 = u2

u1 G1 = 2w1
1w

3
1

w3 − 2w2

w3 w
3
1

w2=u3

u1−
(u2)2

2(u1)2−
1

2u1 lnu1 G2=(w1
1)2+2w2

1w
3
1

w3 − (w3
1)2

2(w3)3

w3 = u1 G3 = 0

3. l w1 = u1 G1 = 0

w2 = u2 − (u1)2

2 G2 = (w1
1)2

w3 = u3 G3 = 0

4. 1
2 w1 = u1 G1 = 0

w2 = u2 − (u1)2

2 + u3 ln
√
u3 G2 = (w1

1)2 − (w3
1)2

2w3

w3 = u3 G3 = 0

5. 1 w1 = u1 G1 = 0

w2 = u2 − (u1)2

2 G2 = (w1
1)2

w3 = e−u
3

G3 = − (w3
1)2

w3
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1 2 3 4

6. 1
3 w1 = u1 G1 = 0

w2 = u2 − (u1)2

2 G2 = (w1
1)2

w3 = u1u2 − u3 + (u1)3

3 G3 = 2w2w2
1 − 2w1

1w
2
1

Таблиця 3.4: Набiр значень wa, Ga для систе-
ми (3.176).

№ wa Ga

1. w1 = u2

u1 G1 = 2w1
1w

3
1

w3 − 2w2

w3 w
3
1

w2 = u3

u1 −
(u2)2

2(u1)2 G2 = (w1
1)2 + 2w2

1w
3
1

w3

w3 = u1 G3 = 0

2. w1 = u1 G1 = 0

w2 = u2 − (u1)2

2 G2 = (w1
1)2

w3 = u3 G3 = 0

Таблиця 3.5: Набiр значень l, wa, Ga для сис-
теми (3.178).

№ l wa Ga

1 2 3 4

1. l w1 = u1, G1 = 0

w2 = u2 G2 = 0

w3 = u3(u2)k G3=k(k+1)w3(w2
1)2

(w2)2 −2kw2
1w

3
1

w2

2. 1 w1 = u1, G1 = 0
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1 2 3 4

w2 = e−
u2

u3 G2 = 2w2
1w

3
1

w3 −(2s−1) (w2
1)2

w2

w3 = u3e−(s−1)
u2

u3 G3 = −(s−1)2w3 (w2
1)2

(w2)2

3. 1 w1 = u1 G1 = 0

w2 = e−u
3

G2 = − (w2
1)2

w2

w3 = u2e−ku
3

G3 = k2w
3(w2

1)2

(w2)2 −
2kw2

1w
3
1

w2

4. 1 w1 = u1 + u2 lnu2 G1 = − (w2
1)2

w2

w2 = u2 G2 = 0

w3 = u3(u2)k G3=k(k+1)w3(w2
1)2

(w2)2 −2kw2
1w

3
1

w2

5. 1 w1 = u1 + u2 lnu2 G1 = − (w2
1)2

w2

w2 = u2 G2 = 0

w3 = u3 + lnu2 G3 = (w2
1)2

(w2)2

6. 1 w1 = u1 G1 = 0

w2 = e−u
3

G2 = − (w2
1)2

w2

w3 = u2− (u3)2

2 G3 = (w2
1)2

(w2)2

7. 1 w1=u1+u2 lnu3+1
2u

3 ln2 u3 G1= (w2
1)2

w2 −w3(w2
1)2

w2 −2w2
1w

3
1

w2 = u3 G2 = 0

w3 = u2

u3 + lnu3 G3 = 2w2
1w

3
1

w2 − (w2
1)2

(w2)2

8. 1 w1=u1+u2 lnu2+u3 lnu3 G1=−w3(w2
1)2

w2 −w2(w3
1)2

w3 −

w2 = u2 − (w2
1)2

w2 −2w2
1w

3
1,

w3 = u3

u2 G2 = 0, G3 = 2w2
1w

3
1

w2

9. 1 w1 = u1 G1 = 0
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1 2 3 4

w2 = e−
1
s arctg

u3

u2 , s 6=0 G2=w2
1w

3
1−(2k+1) (w2

1)2

w2

w3 = ln ~u2 − 2k
s arctg u3

u2 G3 = (w3
1)2

2 −2(s2+k2) (w2
1)2

(w2)2

У таблицi 3.5 k, s — довiльнi сталi.

Доведення теореми наведено в додатку B.
Таким чином, iз класу систем (3.173) видiленi системи, якi iнварiантнi

вiдносно узагальненої алгебри Галiлея, та пiдiбранi замiни, що значно спро-
щують вигляди цих систем. Оскiльки данi системи володiють широкими
симетрiями, то вони претендують на опис реальних фiзичних процесiв.

3.5. Аналог системи рiвнянь Нав’є–Стокса у випадку

n 6= m

У даному пiдроздiлi ми реалiзуємо задачу, поставлену на початку роздiлу,
зокрема, на основi одержаних систем конвекцiї–дифузiї, отримаємо аналог
системи рiвнянь Нав’є–Стокса у разi m 6= n.

У теоремах 3.6, 3.8 (вiдповiдно, для (m,n) = (3, 2) та (m,n) = (3, 1))
наведенi системи конвекцiї–дифузiї (3.7), iнварiантнi вiдносно узагальненої
алгебри Галiлея. Узагальнимо деякi з них до систем, якi є аналогами систе-
ми рiвнянь Нав’є–Стокса у разi m 6= n, так, щоб зберiгалась iнварiантнiсть
отриманих систем вiдносно вказаних алгебр. Зазначимо, що подiбне уза-
гальнення у випадку двовимiрного векторного поля ~u та однiєї просторової
змiнної виконувалось у роботi [69]. Ми ж покажемо це для ~u ∈ R3.

У випадку m = 3, n = 1 розглянемо систему (3.176), значення wa, Ga

якої описанi у другому рядку таблицi 3.4. Пiсля вiдповiдної пiдстановки
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вона має вигляд

u1
0+u

1u1
1 − u1

11−ψ(u3)
(
u2 − 1

2(u1)2
)

1
= 0,

u2
0+u

1u2
1 − u2

11−ψ(u3)u1
(
u2−1

2(u1)2
)

1
+2
(
u2 − 1

2(u1)2
)
u1

1 = 0,

u3
0+u

1u3
1 − u3

11 = 0,

(3.180)

та iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея з наступними бази-
сними генераторами:

∂0, ∂1, G=x0∂1+∂u1+u
1∂u2, D=2x0∂0+x1∂1−u1∂u1−2u2∂u2,

Π=x0
2∂0+x0x1∂1+x1(∂u1+u

1∂u2)−x0(u
1∂u1+2u2∂u2)+∂u2.

Розглянемо наступне узагальнення системи (3.180):

u1
0+u

1u1
1−u1

11−ψ(u3)
(
u2−1

2(u1)2
)

1
=f 1p1,

u2
0+u

1u2
1−u2

11−ψ(u3)u1
(
u2−1

2(u1)2
)

1
+2
(
u2−1

2(u1)2
)
u1

1=f
2p1,

u3
0+u

1u3
1−u3

11=f
3p1,

ρ0 + ∂1[~g~u] = 0,

p = f(ρ),

(3.181)

де ~g = (g1, g2, g3), fa, ga (a = 1, 3) — довiльнi гладкi функцiї аргументу ρ.
Вимагаємо, щоб система (3.181) була iнварiантна вiдносно узагальненої ал-
гебри Галiлея (2.121), де

Q1 = ∂u1+u
1∂u2, Q2 = −u1∂u1−2u2∂u2−ku3∂u3−lρ∂ρ, Q3 = ∂u2. (3.182)

Справедлива наступна теорема.

Теорема 3.9. Нехай система (3.181) має вигляд

u1
0+u

1u1
1−u1

11−ψ
(
u2−1

2(u1)2
)

1
=0,

u2
0+u

1u2
1−u2

11−ψu1
(
u2−1

2(u1)2
)

1
+2
(
u2−1

2(u1)2
)
u1

1=
c1ρ

2

ḟ(ρ)
p1,

u3
0+u

1u3
1−u3

11=
c2

ḟ(ρ)
p1,

ρ0 + (u1ρ)1 + λ(u3ρ2)1 = 0,

p = f(ρ),

(3.183)
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де ψ = ψ(u3) — довiльна гладка функцiя, λ, ci (i = 1, 2) — довiльнi ста-
лi, тодi вона iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея, базиснi
генератори якої задаються формулами

∂0, ∂1, G=x0∂1+∂u1+u
1∂u2, D=2x0∂0+x1∂1−u1∂u1−2u2∂u2−ρ∂ρ,

Π=x0
2∂0+x0x1∂1+x1(∂u1+u

1∂u2)−x0(u
1∂u1+2u2∂u2+ρ∂ρ)+∂u2.

(3.184)

Доведення. Для зручностi в обчисленнях позначимо ρ = u4. Тодi пiсля
пiдстановки останнього рiвняння в першi три та замiни

f 1ḟ = f̃ 1, f 2ḟ = f̃ 2, f 3ḟ = f̃ 3

отримаємо систему

u1
0+u

1u1
1−u1

11−ψ(u3)
(
u2−1

2(u1)2
)

1
−f̃ 1u4

1 = 0,

u2
0+u

1u2
1−u2

11−ψ(u3)u1
(
u2−1

2(u1)2
)

1
+2
(
u2−1

2(u1)2
)
u1

1−f̃ 2u4
1 = 0,

u3
0+u

1u3
1−u3

11−f̃ 3u4
1 = 0,

u4
0 + ġauau4

1 + gaua1 = 0.

(3.185)

Для доведення застосуємо алгоритм С. Лi (див., наприклад, [119], [43],
[47]). Iнфiнiтезимальний оператор алгебри iнварiантностi системи (3.185)
має вигляд:

X = ξ0(x, u)∂0 + ξ1(x, u)∂1 + ηb(x, u)∂ub, (3.186)

де b = 1, 4.
З умови iнварiантностi системи (3.185) вiдносно оператора (3.186)

X̃S |S=0= 0, (3.187)

де S – лiва частина системи (3.185); отримаємо систему визначальних рiв-
нянь для знаходження координат оператора X та уточнення невiдомих
функцiй.
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Зображення операторiв Qi з (3.182) визначає базиснi оператори узагаль-
неної алгебри Галiлея:

∂0, ∂1, G=x0∂1+∂u1+u
1∂u2,

D=2x0∂0+x1∂1−u1∂u1−2u2∂u2−ku3∂u3−lu4∂u4,

Π=x2
0∂0+x0x1∂1+x1(∂u1+u

1∂u2)−x0(u
1∂u1+2u2∂u2+ku

3∂u3+lu
4∂u4)+∂u2,

де k, l ∈ R — довiльнi сталi, та координати оператора X:

ξ0 = ςx2
0 + 2cx0 + q0, ξ1 = ςx0x1 + cx1 + rx0 + q1,

η1 = ς(x1 − x0u
1)− cu1 + r,

η2 = ς(x1u
1 − 2x0u

2 + 1)− 2cu2 + ru1,

η3 = −k(ςx0 + c)u3, η4 = −l(ςx0 + c)u4,

де ς , c, r, q0, q1 – довiльнi сталi.
Пiдставивши вiдповiднi ξ0, ξ1, ηb (b = 1, 4) у систему визначальних рiв-

нянь, отриману з умови (3.187), та розв’язавши її, уточнюємо значення
невiдомих функцiй та сталих. Отже, систему визначальних рiвнянь задо-
вольняють

f̃ 1 = 0, f̃ 2 = c1(u
4)2, f̃ 3 = c2,

g1 = u4, g2 = 0, g3 = λ(u4)2,

k = 0, l = 1.

Виконавши зворотню замiну u4 = ρ, отримуємо систему (3.183), iнварiан-
тну вiдносно алгебри, базиснi генератори якої мають вигляд (3.184).

Теорему доведено.
У випадку m = 3, n = 2 розглянемо, наприклад, систему (3.111). Вона

iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея

AG2(1, 2) = 〈∂0, ∂i, Gi = x0∂i + ∂ui,

J12 = x1∂2 − x2∂1 + u1∂u2 − u2∂u1, D = 2x0∂0 + xi∂i − ui∂ui,

Π = x0
2∂0 + x0xi∂i + xi∂ui − x0u

i∂ui〉,
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де i = 1, 2.
Розглянемо наступне узагальнення системи (3.111)

ua0+ubuab−∆ua=fabpb,

u3
0+u

bu3
b−∆u3+ϕεabu

a
b=f

3bpb,

ρ0 + ∂a(g
adud) = 0,

p = f(ρ),

(3.188)

де fdb=fdb(ρ), gad=gad(ρ), (a, b=1, 2, d=1, 3), ϕ=ϕ(u3) — довiльнi гладкi
функцiї своїх аргументiв. Вимагаємо, щоб система (3.188) була iнварiант-
ною вiдносно узагальненої алгебри Галiлея (3.37), де

Qa = ∂ua, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1, Q4 = −ua∂ua − kρ∂ρ, Q5 = 0.

Справедлива наступна теорема.

Теорема 3.10. Нехай система (3.188) має вигляд

ua0+ubuab−∆ua=
δabc1 + εabc2

ḟ(ρ)
pb,

u3
0+u

bu3
b−∆u3−ϕεabuab=0,

ρ0 + (ρua)a = 0,

p = f(ρ),

(3.189)

тодi вона iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея, базиснi ге-
нератори якої задаються формулами

∂0, ∂a, Ga = x0∂a + ∂ua, J12 = x1∂2 − x2∂1 + u1∂u2 − u2∂u1,

D=2x0∂0+xa∂a−ua∂ua−2ρ∂ρ,Π=x0
2∂0+x0xa∂a+xa∂ua−x0(u

a∂ua+2ρ∂ρ),

де ci — довiльнi сталi, a, b, i = 1, 2.
Доведення теореми 3.10 базується на стандартному методi С. Лi та про-

водиться аналогiчно до доведення теореми 3.9.
Оскiльки одержанi системи узагальнюють тривимiрну систему рiвнянь

Нав’є–Стокса у випадках, вiдповiдно, однiєї та двох просторових змiнних
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не тiльки за формою, а й зберiгають iнварiантнiсть вiдносно узагальненої
алгебри Галiлея, то вони задовольняють принципу вiдносностi Галiлея, а,
отже, претендують на опис реальних процесiв гiдродинамiки.

Пiдсумовуючи сказане вище, можна зробити висновок, що метод С. Лi
є потужним методом, за допомогою якого серед класу математичних мо-
делей можна вiдiбрати тi, що задовольняють тому чи iншому принципу
вiдносностi.

3.6. Висновки до роздiлу 3

У даному роздiлi встановлено групу неперервних перетворень еквiвален-
тностi та основну алгебру iнварiантностi n–вимiрної системи рiвнянь кон-
векцiї–дифузiї у випадкуm–вимiрного векторного простору U , також випи-
сано необхiдну умову вигляду iнфiнiтезимального оператора iнварiантностi
цiєї системи. Крiм того, використовуючи реалiзацiї алгебри Галiлея та уза-
гальненої алгебри Галiлея у випадку однiєї просторової змiнної, отриманi
в роздiлi 2, прокласифiковано зображення цих алгебр у випадку тривимiр-
ного поля U . Отримано реалiзацiю узагальненої алгебри Галiлея у випадку
двох просторових змiнних та прокласифiковано нееквiвалентнi зображення
цiєї алгебри у випадку двовимiрного та тривимiрного поля U . Встановлено,
за яких значень нелiнiйностей F i система рiвнянь конвекцiї–дифузїї (3.7)
iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея у випадку двовимiрного
та тривимiрного векторного поля U .

Основнi результати, отриманi в даному роздiлi, наступнi:

1. В лемi 3.1 виписано групу неперервних перетворень еквiвалентностi
n–вимiрної системи рiвнянь конвекцiї–дифузiї у випадку m–вимiрного
векторного поля U .

2. Отримано реалiзацiю узагальненої алгебри Галiлея у випадку двох
просторових змiнних, єдине зображення цiєї алгебри у випадку двови-
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мiрного векторного поля U (з точнiстю до перетворень еквiвалентно-
стi) знайдено в теоремi 3.3, також в теоремi 3.4 доведено, що єдиною
системою, iнварiантною вiдносно цiєї алгебри є класична система рiв-
нянь Бюргерса.

3. Знайдену реалiзацiю узагальненої алгебри Галiлея у випадку двох про-
сторових змiнних прокласифiковано з точнiстю до перетворень еквiва-
лентностi у випадку тривимiрного векторного поля U , нееквiвалентнi
зображення наведено в теоремi 3.5.

4. Доведено, що двовимiрна система рiвнянь конвекцiї–дифузiї у ви-
падку тривимiрного векторного поля U iнварiантна вiдносно алге-
бри AG2(1, 2) тодi i тiльки тодi, коли вона набуває одного з восьми
нееквiвалентних виглядiв, наведених у теоремi 3.6.

5. Реалiзацiю узагальненої алгебри Галiлея у випадку однiєї просторової
змiнної, отриману в роздiлi 2, прокласифiковано з точнiстю до пере-
творень еквiвалентностi у випадку тривимiрного векторного поля U ,
нееквiвалентнi зображення цiєї алгебри наведено в теоремi 3.7.

6. Встановлено, що одновимiрна система рiвнянь конвекцiї–дифузiї у ви-
падку U ∈ R3 iнварiантна вiдносно алгебриAG2(1, 1) тодi i тiльки тодi,
коли вона з точнiстю до перетворень еквiвалентностi набуває одного
iз сiмнадцяти виглядiв, наведених в теоремi 3.8.

7. Вказано спосiб узагальнення трикомпонентних систем рiвнянь конве-
кцiї–дифузiї, iнварiантних вiдносно узагальнених алгебр Галiлея, до
систем, якi є аналогами системи рiвнянь Нав’є–Стокса у разi n 6= m,
де n — кiлькiсть незалежних просторових змiнних, m — розмiрнiсть
векторного поля U , зi збереженням iнварiантностi отриманих систем
вiдносно вказаних алгебр.
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Висновки

Основнi результати дисертацiї можна пiдсумувати наступним чином.

1. З точнiстю до неперервних перетворень еквiвалентностi встанов-
лено вигляди систем нелiнiйних рiвнянь реакцiї–конвекцiї–дифузiї,
iнварiантних вiдносно алгебри Галiлея, а також її розширень опера-
торами масштабних i проективних перетворень.

2. Встановлено групу неперервних перетворень еквiвалентностi системи
нелiнiйних рiвнянь конвекцiї–дифузiї у випадку m–вимiрного вектор-
ного поля U та n незалежних просторових змiнних.

3. Встановлено з точнiстю до перетворень еквiвалентностi, за яких зна-
чень нелiнiйностей двовимiрна система рiвнянь конвекцiї–дифузiї у
випадку U ∈ R2 iнварiантна вiдносно алгебри Галiлея, розширеної
операторами масштабних i проективних перетворень.

4. Знайдено всi двовимiрнi системи рiвнянь конвекцiї–дифузiї у випад-
ку U ∈ R3, iнварiантнi вiдносно узагальненої алгебри Галiлея.

5. Дослiджено iнварiантнiсть системи рiвнянь конвекцiї–дифузiї у випад-
ку тривимiрного векторного поля U та однiєї просторової змiнної вiд-
носно алгебри Галiлея, розширеної операторами масштабних i прое-
ктивних перетворень.

6. Здiйснено узагальнення деяких трикомпонентних систем рiвнянь кон-
векцiї–дифузiї, iнварiантних вiдносно узагальнених алгебр Галiлея, до
систем, якi є аналогами системи рiвнянь Нав’є–Стокса у разi n 6= m,
зi збереженням iнварiантностi отриманих систем вiдносно вказаних
алгебр.
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Додаток A

Доведення теореми 3.7

Доведення. Використаємо вже виконану нами класифiкацiю алгебри Га-
лiлея (2.25) для U ∈ R3, яка визначається зображеннями (3.53)–(3.62).
Щоб отримати узагальнену алгебру Галiлея (2.121) (для U ∈ R3), кожне
iз цих зображень доповнимо операторами масштабних i проективних пере-
творень, вимагаючи виконання комутацiйних спiввiдношень (2.64), (2.119),
(2.120).

Розглянемо зображення (3.54) оператора Q1. Комутацiйнi спiввiдноше-
ння (2.64), (2.119), задовольняють оператори

Q1=u
1∂u2, Q2=α211u

1∂u1+[α221u
1+(α211 − 1)u2+α223u

3+β22]∂u2+

+[α231u
1+α233u

3+β23]∂u3, Q3=α311u
1∂u1+

+
[
α321u

1+α311u
2+α323u

3+β32

]
∂u2+[α331u

1+α333u
3+β33]∂u3.

(A.1)

Виконуючи комутацiйнi спiввiдношення (2.120), приходимо до наступної
системи рiвнянь:

α311 = α333 = 0, α231α323−α331α223 = α321,

α323(α233−α211−1) = 0, α323β23 − (α211 + 1)β32 − α223β33 = 0,

α331(α211 − α233 − 2) = 0, (α233 + 2)β33 = 0.

(A.2)

Розв’язком системи (A.2) є коефiцiєнти одного з наступних наборiв опера-
торiв:

Q2=−3u1∂u1+(α221u
1−4u2+α223u

3+β22)∂u2+(α231u
1−2u3+β23)∂u3,

Q3=(α231α323u
1+α323u

3+α223β33−α323β23
2 )∂u2+β33∂u3, α323 6=0, β33 6=0,

(A.3)
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Q2=α211u
1∂u1+

[
α221u

1+(α211−1)u2−(α211+1)β32β33
u3+β22

]
∂u2+

+(α231u
1−2u3+β23)∂u3, Q3=β32∂u2+β33∂u3, α211 6=0, β33 6=0,

(A.4)

Q2=(α221u
1−u2+α223u

3+β22)∂u2+(α231u
1−2u3+β23)∂u3,

Q3=−α223(α331u
1+β33)∂u2+(α331u

1+β33)∂u3, β33 6=0,
(A.5)

Q2=α211u
1∂u1+

[
α221u

1+(α211−1)u2+α223u
3+β22

]
∂u2+

[
α231u

1+

+(α211+1)u3+α211+1
α323

β32

]
∂u3, Q3=(α323(α231u

1+u3)+β32)∂u2, α323 6=0,
(A.6)

Q2=−u1∂u1+
[
α221u

1−2u2+α223u
3+β22

]
∂u2+

[
α231u

1−3u3+β23

]
∂u3,

Q3=(−α331α223u
1+β32)∂u2+α331u

1∂u3, α331 6=0, β32 6=0,
(A.7)

Q2=α211u
1∂u1+

[
α221u

1+(α211−1)u2+α223u
3+β22

]
∂u2+

[
α231u

1+

+(α211−2)u3+β23

]
∂u3, Q3=−α331(α223u

1∂u2−u1∂u3), α331 6=0,
(A.8)

Q2=−u1∂u1+
[
α221u

1−2u2+α223u
3+β22

]
∂u2+

+
[
α231u

1+α233u
3+β23

]
∂u3, Q3=β32∂u2, β32 6=0,

(A.9)

Q2=α211u
1∂u1+

[
α221u

1+(α211−1)u2+α223u
3+β22

]
∂u2+

[
α231u

1+

+α233u
3+β23

]
∂u3, Q3=0.

(A.10)

Отже, розглядаючи зображення (3.54) оператора Q1, ми отримали 8 на-
борiв операторiв, якi разом з оператором Q1 задовольняють комутацiй-
нi спiввiдношення узагальненої алгебри Галiлея (2.121). Набори операто-
рiв (A.3)–(A.10) мiстять ще багато сталих. Спробуємо спростити їх вигляди
за допомогою таких перетворень еквiвалентностi (3.71), вiдносно яких iнва-
рiантний оператор Q1=u

1∂u2. Як показано в теоремi 3.5, такi перетворення
мають вигляд (3.72). Пiд дiєю перетворень (3.72) зi сталими

k11=
1

β33α323
, k21=−k11α221−k23α231, k23=−k11α223

2 , k33=
1
β33
,

l2=
1
4

(
k11
k33
α223l3−k11β22−2k23β23

)
, l3=−k33β23

2

оператори (A.3) разом з Q1 набувають наступного вигляду:

Q1=w
1∂w2, Q2=−3w1∂w1−4w2∂w2−2w3∂w3, Q3=w

3∂w2+∂w3
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та спiвпадають з операторами першого рядка таблицi 3.2 пiсля перепозна-
чення wa=ua.

Перетворення (3.72) зi сталими

k21=k11

(
α231β32
β33
−α221

)
, k23=−k11β32

β33
, k33=

1
β33
, l3=−k33β23

2 (A.11)

та

k31=− α231

β33(α211+2) , l2=
k11

α211−1

(
β22−β23β32

β33

)
у разi α211 6= 1,−2 переводять оператори (A.4) разом з Q1 у наступнi:

Q1=w
1∂w2, Q2=α211w

1∂w1+(α211−1)w2∂w2−2w3∂w3, Q3=∂w3. (A.12)

Якщо α211 = 1, цi ж перетворення зi сталими (A.11) та

k11=
β33

β22β33−β23β32 , k31=−α231

3β33

переводять оператори (A.4) разом з Q1 у наступнi:

Q1=w
1∂w2, Q2=w

1∂w1+æ∂w2−2w3∂w3, Q3=∂w3, æ ∈ {0, 1}. (A.13)

Пiд дiєю перетворень (3.72) зi сталими (A.11) та

k11=
α231

β33
, l2=−k11

3

(
β22−β23β32

β33

)
у разi α211=−2 оператори (A.4) разом з Q1 набувають вигляду:

Q1=w
1∂w2, Q2=−2w1∂w1−3w2∂w2+(æw1−2w3)∂w3, Q3=∂w3. (A.14)

Очевидно, оператори (A.12), об’єднанi з операторами (A.13), (A.14) у
разi æ = 0, пiсля перепозначення wa=ua, α211=s 6=0 спiвпадають з опера-
торами другого рядка таблицi 3.2. Набори операторiв (A.13), (A.14) у разi
æ=1 спiвпадають, вiдповiдно, з операторами третього та четвертого рядкiв
пiсля перепозначення wa=ua.

Пiд дiєю перетворень (3.72) зi сталими

k11=
α331

β33
, k21=−k11(α221+α223α231), k23=k11α223, k31=−k33α231

2 ,
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k33=
1
β33
, l2=−k11(β22+α223β23), l3=−k33β23

2

оператори (A.5) разом з Q1 набувають вигляду

Q1=w
1∂w2, Q2=−w2∂w2−2w3∂w3, Q3=(æw1+1)∂w3, æ ∈ {0, 1}.

Цi оператори пiсля перепозначення wa=ua спiвпадають з операторами 18–
го рядка таблицi 3.2 за умов æ=0, θ ∈ {0, 1}.

Перетворення (3.72) зi сталими

k21=k11

(
α223α231

2 −α221

)
, k23=−k11α223

2 ,

k31=k33α231, k33=k11α323, l3=
k33β32
α323

(A.15)

та l2=
k11

α211−1

(
β22−α223β32

2α323
(α211+1)

)
за умови α211 6=1 переводять операто-

ри (A.6) разом з Q1 у наступнi:

Q1=w
1∂w2, Q2=α211I−w2∂w2+w3∂w3, Q3=w

3∂w2. (A.16)

Якщо α211 = 1, пiд дiєю цих же перетворень зi сталими (A.15) та

k11=
α323

β22α323−β32α223

оператори (A.6) разом з Q1 набувають вигляду:

Q1=w
1∂w2, Q2=w

1∂w1+æ∂w2+2w3∂w3, Q3=w
3∂w2, æ ∈ {0, 1}. (A.17)

Таким чином, позначивши wa=ua, α211=s, оператори (A.16), об’єднанi
разом iз (A.17) у разi æ=0, спiвпадають з операторами п’ятого рядка та-
блицi 3.2 за умови s 6=−1, та є частинним випадком операторiв 21–го рядка
з набором (æ1,æ2)=(0, 1). Набiр операторiв (A.17) у разi æ=1 спiвпадає з
операторми шостого рядка цiєї ж таблицi.

Пiд дiєю перетворень (3.72) зi сталими

k11=
1
β32
, k21=−k11(α221+α223α231), k23=k11α223, k31=−k33α231

2 ,

k33=
1

β32α331
, l2=−k11

2 (β22+α223β23), l3=−k33β23
3
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оператори (A.7) разом з Q1 набувають вигляду

Q1=w
1∂w2, Q2=−w1∂w1−2w2∂w2−3w3∂w3, Q3=∂w2+w1∂w3,

що спiвпадає у разi wa=ua з операторами сьомого рядка таблицi 3.2.
Перетворення (3.72) зi сталими

k21=−k11 (α221+α223α231) , k23=k11α223, k31=−k33α231

2 , k33=
k11
α331

(A.18)

та

l2=
k11

α211−1 (β22+α223β23) , l3=
k33β23
α211−2

за умови α211 6= 1, 2 переводять оператори (A.8) разом з Q1 у наступнi:

Q1=w
1∂w2, Q2=α211I−w2∂w2−2w3∂w3, Q3=w

1∂w3. (A.19)

Якщо α211 = 1, цi ж перетворення зi сталими (A.18) та

l3=−k33β23, k11=
1

β22+α223β23

переводять оператори (A.8) разом з Q1 у наступнi:

Q1=w
1∂w2, Q2=w

1∂w1+æ∂w2−w3∂w3, Q3=w
1∂w3, æ ∈ {0, 1}. (A.20)

За умови α211=2 пiд дiєю перетворень (3.72) зi сталими (A.18) та

l2=k11(β22+α223β23), k11=
α331

β23

оператори (A.8) разом з Q1 набувають наступного вигляду:

Q1=w
1∂w2, Q2=2w1∂w1+w2∂w2+æ∂w3, Q3=w

1∂w3. (A.21)

Об’єднавши оператори (A.19) з (A.20), (A.21) у разi æ = 0 та перепо-
значивши wa=ua, α211=s, отримуємо оператори 19–го рядка таблицi 3.2 за
умови (æ, θ)=(0, 1). Набiр операторiв (A.20) у разi æ=1 спiвпадає з опера-
торами восьмого рядка цiєї ж таблицi пiсля перепозначення wa=ua. Опе-
ратори (A.21) у разi æ=1 є частинним випадком операторiв 20–го рядка за
умови (æ, θ)=(0, 1).
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Розглянемо оператори (A.9). Перетворення (3.72) зi сталими

k11=
1
β32
, k21=k11

(
k23k31
k11k33

(α233+2)+k31α223

k33
−α221−k23α231

k11

)
,

l2=
1
2

(
k23l3
k33

(α233+2)+k11α223l3
k33
−k11β22−k23β23

) (A.22)

та

k23=− α223

β32(α233+2) , k31=
k33α233

α233+1 , l3=
k33β23
α233

у разi α233 6= −2,−1, 0 переводять оператори (A.9) разом з Q1 у наступнi:

Q1=w
1∂w2, Q2=−w1∂w1−2w2∂w2+α233w

3∂w3, Q3=∂w2. (A.23)

Якщо α233 = −2, пiд дiєю перетворень (3.72) зi сталими (A.22) та

k31=−k33α231, k33=
α223

β32
, l3=−k33β23

2

оператори (A.9) разом з Q1 переходять у наступнi:

Q1=w
1∂w2, Q2=−w1∂w1+(−2w2+æw3)∂w2−2w3∂w3, Q3=∂w2. (A.24)

Якщо α233=−1, то пiд дiєю перетворень (3.72) зi сталими (A.22) та

k23=−α223

β32
, k33=

1
α231β32

, l3=−k33β23

оператори (A.9) разом з Q1 набувають наступного вигляду:

Q1=w
1∂w2, Q2=−w1∂w1−2w2∂w2+(æw1−w3)∂w3, Q3=∂w2. (A.25)

Пiд дiєю перетворень (3.72) зi сталими (A.22) та

k23=−α223

2β32
, k31=k33α231, k33=

1
β23

за умови α233=0, оператори (A.9) разом з Q1 набувають вигляду:

Q1=w
1∂w2, Q2=−w1∂w1−2w2∂w2+æ∂w3, Q3=∂w2. (A.26)

Об’єднавши оператори (A.23), з операторами (A.24), (A.25), (A.26) у
разi æ = 0 та позначивши wa=ua, α233+2=s, маємо оператори 22–го рядка
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таблицi 3.2 за умови (æ1,æ2)=(0, 1), θ=1. Набори операторiв (A.24), (A.26)
у разi æ=1 спiвпадають, вiдповiдно, з операторами 23–го та 24–го рядкiв
цiєї ж таблицi за умов (æ1,æ2)=(0, 1), θ=1. Оператори (A.25) у разi æ=1

спiвпадають з операторами 9–го рядка.
Розглянемо оператори (A.10). Перетворення (3.72) зi сталою

k21=−k11

(
k23k31
k11k33

(α211−α233−1)−k31α223

k33
+α221+

k23α231

k11

)
(A.27)

та

k23=− k11α223

α233−α211+1 , k31=− k33α231

α211−α233
, l3=

k33β23
α233

, (A.28)

l2=
k11

α211−1

(
β22− α223β23

α233−α211+1

)
(A.29)

у разi α233 6= α211, α211−1, 0; α211 6=1 переводять оператори (A.10) разом з
Q1 у наступнi:

Q1=w
1∂w2, Q2=α211w

1∂w1+(α211−1)w2∂w2+α233w
3∂w3, Q3=0. (A.30)

Якщо α211=1, α233 6=0, 1, то пiд дiєю перетворень (3.72) зi сталими (A.27),
(A.28) та

k11=
α233

α233β22−α223β23

оператори (A.10) разом з Q1 переходять у наступнi:

Q1=w
1∂w2, Q2=w

1∂w1+æ∂w2+α233w
3∂w3, Q3=0. (A.31)

Якщо α233=α211 6=0, 1, то пiд дiєю перетворень (3.72) зi сталою (A.27) та

k23=−k11α223, k33=
k11
α231

, l3=
k33β23
α211

, (A.32)

l2=
k11

α211−1 (β22−α223β23) (A.33)

оператори (A.10) разом з Q1 набувають вигляду:

Q1=w
1∂w2, Q2=α211I−w2∂w2+æw1∂w3, Q3=0. (A.34)
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Якщо α233=α211=1, то пiд дiєю перетворень (3.72) зi сталими (A.27),
(A.32) та

k11=
1

β22+α223β23

оператори (A.10) разом з Q1 набувають наступного вигляду:

Q1=w
1∂w2, Q2=w

1∂w1+æ1∂w2+(æ2w
1+w3)∂w3, Q3=0. (A.35)

За умови α233=α211=0 пiд дiєю перетворень (3.72) зi сталою (A.27) та

k11=
α231

β23
, k23=−k11α223, k33=

1
β23
, l2=−k11β22−k23β23

оператори (A.10) разом з Q1 набувають вигляду:

Q1=w
1∂w2, Q2=−w2∂w2+(æ1w

1+æ2)∂w3, Q3=0, æ1,æ2 ∈ {0, 1}. (A.36)

Якщо α233=α211−1 6=0 (тобто α211 6=1), то пiд дiєю перетворень (3.72) зi
сталою (A.27) та

k31=−k33α231, l2=
1

α211−1

(
k11β22+k23β23−k11

k33
α223l3

)
, l3=

k33β23
α211−1

оператори (A.10) разом з Q1 набувають вигляду:

Q1=w
1∂w2, Q2=α211I+(æw3−w2)∂w2−w3∂w3, Q3=0. (A.37)

У випадку, коли α233=α211−1=0, пiд дiєю перетворень (3.72) зi ста-
лою (A.27) та

k11=
k33
α223

, k31=−k33α231, k33=
1
β23
, l3=k11β22+k23β23, α223 6=0

оператори (A.10) разом з Q1 набувають вигляду:

Q1=w
1∂w2, Q2=w

1∂w1+w3∂w2+æ∂w3, Q3=0. (A.38)

Якщо α233=α223=0, α211=1, цi ж перетворення з константами (A.27) i

k31=−k33α231, k23=−k11β22
β23

, k33=
1
β23
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приводять до набору операторiв

Q1=w
1∂w2, Q2=w

1∂w1+∂w3, Q3=0, (A.39)

якщо β23 6=0, i перетворення (3.72) зi сталою (A.27) та

k31=−k33α231, k11=
1
β22

до набору

Q1=w
1∂w2, Q2=w

1∂w1+æ∂w2, Q3=0, (A.40)

якщо β23=0.
Врештi решт у випадку α233=0, α211 6=0, 1 перетворення (3.72) зi ста-

лою (A.27) та

k23=
k11α223

α211−1 , k31=−k33α231

α211
, k33=

1
β23
, l2=

1
α211−1(k11β22+k23β23)

переводять оператори (A.10) разом з Q1 у наступнi

Q1=w
1∂w2, Q2=α211I12−w2∂w2+æ∂w3, Q3=0. (A.41)

Очевидно, у наборах операторiв (A.30), (A.31), (A.34)–(A.41) можна вiд-
кинути всi обмеження на константи α211, α233, об’єднавши цi набори з вiдпо-
вiдними наборами за умови æ = 0. Таким чином, нескладно переконатись,
що отриманi оператори (A.30), (A.31), (A.34)–(A.41) пiсля перепозначення
wa = ua спiвпадають з наступними:

Q1=u
1∂u2, Q2=α211u

1∂u1+(α211−1)u2∂u2+α233u
3∂u3, Q3=0, (A.42)

Q1=u
1∂u2, Q2=u

1∂u1+∂u2+α233u
3∂u3, Q3=0, (A.43)

Q1=u
1∂u2, Q2=α211I−u2∂u2+u

1∂u3, Q3=0, (A.44)

Q1=u
1∂u2, Q2=u

1∂u1+∂u2+(u1+u3)∂u3, Q3=0, (A.45)

Q1=u
1∂u2, Q2=−u2∂u2+(u1+1)∂u3, Q3=0, (A.46)

Q1=u
1∂u2, Q2=α211I+(u3−u2)∂u2−u3∂u3, Q3=0, (A.47)
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Q1=u
1∂u2, Q2=u

1∂u1+u
3∂u2+∂u3, Q3=0, (A.48)

Q1=u
1∂u2, Q2=α211u

1∂u1+(α211−1)u2∂u2+∂u3, Q3=0. (A.49)

Отже, позначивши в операторах (A.42) α211=s1, α233+1=s2, бачимо,
що вони спiвпадають з операторами 10–го рядка таблицi 3.2 за умови
sr 6=−1. Випадок s1=−1 мiститься в 22–му рядку цiєї ж таблицi за умов
(æ1,æ2)=(0, 1), θ=0, випадок s2=−1, вiдповiдно, — у 19–му рядку у разi
(æ, θ)=(0, 0). Набори операторiв (A.43)–(A.46) спiвпадають, вiдповiдно, з
операторами 11–14 рядкiв таблицi 3.2 пiсля позначення в операторах (A.43)
α233=s, а в операторах (A.44) α211=s. Оператори (A.47) пiсля позначення
α211=s спiвпадають з операторами 15–го рядка таблицi 3.2, якщо k 6=−1, та
є частинним випадком операторiв 23–го рядка за умов (æ1,æ2)=(0, 1), θ=0

(випадок s=−1). Очевидно, оператори (A.48) спiвпадають з операторами
16–го рядка таблицi 3.2. Позначивши α211=s в операторах (A.49), отриму-
ємо оператори 17–го рядка таблицi 3.2 за умов s 6=−1, 2. Випадок s=−1

мiститься в операторах 24–го рядка цiєї ж таблицi за умов (æ1,æ2)=(0, 1),
θ=0, а s=2 — у операторах 20–го рядка за умов (æ, θ)=(0, 0).

Таким чином, нами прокласифiковано нееквiвалентнi зображення уза-
гальненої алгебри Галiлея AG2(1, 1) для U ∈ R3 пiд час доповнення опера-
торами масштабних i проективних перетворень алгебри Галiлея, визначеної
зображенням (3.54) оператора Q1.

Аналогiчним чином, доповнюючи алгебру Галiлея, визначену iншими
зображеннями класифiкацiї (3.53)–(3.62), приходимо до висновку, що ко-
мутацiйнi спiввiдношення (2.64), (2.119), (2.120) виконуються тiльки для
зображень (3.55) у разi æ=0, (3.57), (3.59) у разi æ=0 та (3.60). У кожно-
му з цих випадкiв, застосувавши до отриманих операторiв перетворення
еквiвалентностi, вiдносно яких iнварiантний оператор Q1, отримуємо нее-
квiвалентнi зображення узагальненої алгебри Галiлея.

Таким чином, пiд час доповнення алгебри Галiлея, визначеної зобра-
женням (3.55), одержуємо оператори 18–20 пунктiв таблицi 3.2. Нееквiва-
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лентнi зображення узагальненої алгебри Галiлея, отриманої доповненням
алгебри (3.57), мiстяться у 22–25 та 31–49 рядках цiєї ж таблицi. Доповню-
ючи алгебру (3.59), отримуємо набори операторiв 21–25 пунктiв таблицi. А
зображення алгебри Галiлея (3.60), доповнене операторами масштабних i
проективних перетворень, описується в 26–30 пунктах таблицi 3.2.

Для решти зображень класифiкацiї (3.53)–(3.62) комутацiйнi спiввiдно-
шення (2.64), (2.119), (2.120) не виконуються.

Теорему доведено.
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Додаток B

Доведення теореми 3.8

Доведення. Функцiї F ab, за яких система рiвнянь (3.173) iнварiантна вiд-
носно узагальненої алгебри Галiлея, знайдемо з системи визначальних рiв-
нянь (3.18)–(3.21). Першi два рiвняння цiєї системи вже розв’язано у теоре-
мi 3.2, тому залишається розв’язати решту рiвнянь визначальної системи.
Використаємо таблицю 3.2 класифiкацiї нееквiвалентних зображень алге-
бри (2.121) у випадку тривимiрного векторного поля.

Розглянемо оператори 19–го пункту таблицi 3.2 за умов (æ, θ)=(1, k),
k ∈ R. Оператори узагальненої алгебри Галiлея, описанi в цьому пунктi,
мають вигляд

∂0, ∂1, G1=x0∂1+u
1∂u2+u

2∂u3, D=2x0∂0+x1∂1+sI−I23−u3∂u3,

Π=x2
0∂0+x0x1∂1+x1(u

1∂u2+u
2∂u3)+x0(sI−I23−u3∂u3)+ku

1∂u3.
(B.1)

Тодi координати оператора X наступнi:

ξ0 = ςx2
0 + 2cx0 + q0, ξ1 = ςx0x1 + cx1 + rx0 + q1, (B.2)

ηa=(ςx0+c)su
a+δa2

[
(ςx1+r)u

1−(ςx0+c)u
2
]

+

+δa3

[
(ςx1+r)u

2+ςku1−2(ςx0+c)u
3
]
, (B.3)

де ς , c, r, q0, q1 — довiльнi сталi.
Пiдставивши (B.2), (B.3) у визначальну систему (3.20)–(3.21) i розчепив-

ши її за степенями змiнних x0, x1, отримуємо наступну систему рiвнянь:

u1F ab
u2 +u2F ab

u3−δa2F
1b−δa3F

2b+δb1F
a2+δb2F

a3+δab=0, (B.4)
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k(u1F ab
u3−δa3F

1b+δb1F
a3)+2(δa2δb1+δa3δb2)=0, (B.5)

sua−δa2u
2−2δa3u

3−u1F a2−u2F a3=0, (B.6)

su1F ab
u1 +(s−1)u2F ab

u2 +(s−2)u3F ab
u3−δa1sF

1b−δa2(s−1)F 2b−

−δa3(s−2)F 3b+δb1sF
a1+δb2(s−1)F a2+δb3(s−2)F a3+F ab=0. (B.7)

Проiнтегрувавши систему (B.4), отримуємо вигляд нелiнiйностей:

F 11=ϕ11−(ϕ12+1)u
2

u1+
ϕ13

2

(
u2

u1

)2

, F 12=ϕ12−ϕ13u2

u1 , F
13=ϕ13,

F 21=ϕ21+(ϕ11−ϕ22)u
2

u1+
(
ϕ23

2 −ϕ
12
)(

u2

u1

)2

+ϕ13

2

(
u2

u1

)3

,

F 22=ϕ22+(ϕ12−ϕ23−1)u
2

u1−ϕ
13
(
u2

u1

)2

, F 23=ϕ23+ϕ13u2

u1 ,

F 31=ϕ31+(ϕ21−ϕ32)u
2

u1+
(
ϕ11+ϕ33

2 −ϕ22
)(

u2

u1

)2

+ϕ23−ϕ12

2

(
u2

u1

)3

+ϕ13

4

(
u2

u1

)4

,

F 32=ϕ32+(ϕ22−ϕ33)u
2

u1+
(
ϕ12

2 −ϕ
23
)(

u2

u1

)2

−ϕ13

2

(
u2

u1

)3

,

F 33=ϕ33+(ϕ23−1)u
2

u1+
ϕ13

2

(
u2

u1

)2

,

(B.8)

де ϕab=ϕab(ω1, ω2) — довiльнi гладкi функцiї, ω1=u1, ω2=2u3− (u2)2

u1 . Очеви-
дно, система (B.5) має розв’язок у разi k 6= 0. Пiдставивши функцiї (B.8)
у систему (B.5) та проiнтегрувавши її, уточнюємо функцiї ϕab:

ϕ11=ψ11−ψ13

2
ω2

ω1 , ϕ12=ψ12, ϕ13=ψ13, ϕ21=ψ21−(ψ
23

2 +1
k)ω

2

ω1 ,

ϕ22=ψ22, ϕ23=ψ23, ϕ31=ψ31+ψ11−ψ33

2
ω2

ω1−ψ13

4

(
ω2

ω1

)2

,

ϕ32=ψ32+(ψ
12

2 −
1
k)ω

2

ω1 , ϕ33=ψ33+ψ13

2
ω2

ω1 ,

(B.9)

де ψab=ψab(u1) — довiльнi гладкi функцiї.
Крiм того, розв’язуючи систему (B.6), отримуємо:

ψ12=s, ψ22=ψ32=0, k=1. (B.10)

Iнтегрування системи (B.7) залежить вiд значень сталої s. Так, розв’я-
зуючи систему (B.7) для s 6= 0, ми отримуємо наступний набiр функцiй:

ψ11=λ11(u
1)−

1
s , ψ13=λ13(u

1)
1
s , ψ21=λ21(u

1)−
2
s ,

ψ23=λ23, ψ31=λ31(u
1)−

3
s , ψ33=λ33(u

1)−
1
s ,

(B.11)
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де λab — довiльнi сталi, а для s=0:

ψ11=ψ13=ψ21=ψ31=ψ33=0, ψ23=ψ23(u1). (B.12)

Таким чином, пiдставивши (B.9), (B.10) у функцiї (B.8) та врахував-
ши (B.11), одержуємо нелiнiйностi, якi задовольняють систему (B.4)–(B.7):

F 11=λ11(u
1)−

1
s+λ13(u

1)
1
s

[(
u2

u1

)2

−u3

u1

]
−(s+1)u

2

u1 ,

F 12=s−λ13(u
1)

1
s u

2

u1 , F 13=λ13(u
1)

1
s , F 21=λ21(u

1)−
2
s+

+λ11(u
1)−

1
s u

2

u1−(s+1)
(
u2

u1

)2

+

[
λ23+2+λ13(u

1)
1
s u

2

u1

][(
u2

u1

)2

−u3

u1

]
,

F 22=(s−1−λ23)
u2

u1−λ13(u
1)

1
s

(
u2

u1

)2

, F 23=λ23+λ13(u
1)

1
s u

2

u1 ,

F 31=λ31(u
1)−

3
s+λ11(u

1)−
1
s u

3

u1+λ21(u
1)−

2
s u

2

u1−s
u2u3

(u1)2+

+

[
λ23

u2

u1+λ33(u
1)−

1
s+λ13(u

1)
1
s u

3

u1

][(
u2

u1

)2

−u3

u1

]
,

F 32=(s−2)u
3

u1+
(
u2

u1

)2

−
[
λ33(u

1)−
1
s+λ13(u

1)
1
s u

3

u1

]
u2

u1−λ23

(
u2

u1

)2

,

F 33=λ33(u
1)−

1
s+λ13(u

1)
1
s u

3

u1+(λ23−1)u
2

u1 ,

при s 6= 0. Система (3.173) з цими нелiнiйностями замiною

w1 =
u2

u1
, w2 =

u3

u1
− (u2)2

2(u1)2
, w3 = u1 (B.13)

зводиться до системи (3.174), де функцiї wa, Ga описанi в першому рядку
таблицi 3.3, пiсля очевидного перепозначення

s=−1
l , λ23 → λ12, λ21 → λ13, λ33 → λ22, λ31 → λ23, λ13 → λ32, λ11 → λ33.

При цьому отримана система iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри
Галiлея (2.121), де оператори Qa набувають вигляду (3.175).

При s=0 розв’язком системи (B.4)–(B.7) є наступнi функцiї:

F 11=−u2

u1 , F 12=F 13=0, F 21=−(ψ23+2)u
3

u1+(ψ23+1)
(
u2

u1

)2

,



169

F 22=−(ψ23+1)u
2

u1 , F 23=ψ23, F 31=ψ23u2

u1

[(
u2

u1

)2

−u3

u1

]
,

F 32=(1−ψ23)
(
u2

u1

)2

−2u
3

u1 , F 33=(ψ23−1)u
2

u1 ,

де ψ23=ψ23(u1) — довiльна гладка функцiя. Система (3.173) з цими нелi-
нiйностями замiною (B.13) зводиться до системи (3.176), де функцiї wa, Ga

описанi в першому рядку таблицi 3.4, за умови ψ23=ψ. У цьому разi отри-
мана система iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея (2.121), де
оператори Qa набувають вигляду (3.177).

Розглянемо оператори 20–го рядка таблицi 3.2 за умови (æ, θ) = (1, k).
Оператори узагальненої алгебри Галiлея, описанi в цьому пунктi, наступнi:

∂0, ∂1, G1=x0∂1+u
1∂u2+u

2∂u3, D=2x0∂0+x1∂1+2u1∂u1+u
2∂u2+∂u3,

Π=x2
0∂0+x0x1∂1+x1(u

1∂u2+u
2∂u3)+x0(2u

1∂u1+u
2∂u2+∂u3)+ku

1∂u3,
(B.14)

а координати оператора X мають вигляд:

ξ0 = ςx2
0 + 2cx0 + q0, ξ1 = ςx0x1 + cx1 + rx0 + q1, (B.15)

ηa=(ςx0+c)2u
a+δa2

[
(ςx1+r)u

1−(ςx0+c)u
2
]

+

+δa3

[
(ςx1+r)u

2+ςku1+(ςx0+c)(1−2u3)
]
, (B.16)

де ς , c, r, q0, q1 — довiльнi сталi.
Пiдставивши (B.15), (B.16) у визначальну систему (3.20)–(3.21) i роз-

чепивши її за степенями змiнних x0, x1, отримуємо систему рiвнянь для
знаходження нелiнiйностей F ab, яка складається з рiвнянь (B.4), (B.5) та
наступної системи:

δa12u
1+δa2u

2+δa3−u1F a2−u2F a3=0, (B.17)

2u1F ab
u1 +u2F ab

u2 +F ab
u3−δa12F

1b−δa2F
2b+δb12F

a1+δb2F
a2+F ab=0. (B.18)

Враховуючи описане вище, знаємо, що розв’язком системи (B.4), (B.5)
є нелiнiйностi (B.8), де функцiї ϕab описуються формулами (B.9). Пiдста-
вивши цi нелiнiйностi в систему (B.17), (B.18), проiнтегруємо її.
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Очевидно, розв’язуючи систему рiвнянь (B.17), отримуємо

ψ12=2, ψ22=0, ψ32= 1
u1 , k=1, (B.19)

а iнтегруючи систему (B.18), маємо:

ψ11=
[
λ11+

λ13
2 lnu1

]
1√
u1
, ψ13=λ13

√
u1,

ψ21=
[
λ21+(λ232 +1) lnu1

]
1
u1 , ψ23=λ23,

ψ31=
[
λ31+

λ33−λ11
2 lnu1−λ13

4 ln2u1
]

1
u1
√
u1
, ψ33=

[
λ33−λ13

2 lnu1
]

1√
u1
,

(B.20)

де λab — довiльнi сталi.
Таким чином, система (3.173) з нелiнiйностями, що описанi формула-

ми (B.8), (B.9), (B.19), (B.20), є iнварiантною вiдносно узагальненої алгебри
Галiлея (B.14). Перетвореннями

w1 = u2

u1 , w2 = u3

u1 −
(u2)2

2(u1)2−
1

2u1 lnu1, w3 = u1 (B.21)

ця система зводиться до системи (3.174) пiсля перепозначення сталих

λ23 → λ12, λ21+
λ23
2 → λ13, λ33−λ13

2 → λ22,

λ31+
λ33−λ11

2 −λ13
4 → λ23, λ13 → λ32, λ11+

λ13
2 → λ33.

При цьому стала l та функцiї wa, Ga описанi в другому рядку таблицi 3.3,
а оператори Qa набувають вигляду (3.175).

Наступними розглянемо оператори, описанi у 22–му рядку таблицi 3.2 за
умов (æ1,æ2, θ1)=(1, 1, k). Базиснi оператори узагальненої алгебри Галiлея,
визначенi в цьому пунктi, мають вигляд

∂0, ∂1, G=x0∂1+∂u1+u
1∂u2, D=2x0∂0+x1∂1−I−I23+su

3∂u3,

Π=x2
0∂0+x0x1∂1+x1(∂u1+u

1∂u2)−x0(I+I23−su3∂u3)+k∂u2,
(B.22)

при цьому координати iнфiнiтезимального оператора X:

ξ0=ςx2
0+2cx0+q0, ξ1=ςx0x1+cx1+rx0+q1, (B.23)

ηa=−(ςx0+c)u
a+δa1(ςx1+r)+δa2

[
(ςx1+r)u

1−(ςx0+c)u
2+k

]
+
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+δa3(s−1)(ςx0+c)u
3. (B.24)

Пiдставивши (B.23), (B.24) у визначальну систему (3.20)–(3.21) i розче-
пивши її за степенями змiнних x0, x1, отримуємо наступну систему рiвнянь:(

δd1+u
1δd2

)
F ab
ud−δa2F

1b+δb1F
a2+δab=0, (B.25)

kF ab
u2 +2δa2δb1=0, (B.26)

−δa1u
1−δa22u

2+δa3(s−2)u3−F a1−F a2u1=0, (B.27)

−u1F ab
u1−2u2F ab

u2 +(s−2)u3F ab
u3 +δa1F

1b+2δa2F
2b−δa3(s−2)F 3b−

−δb1F a1−2δb2F
a2+δb3(s−2)F a3+F ab=0. (B.28)

Розв’язавши систему (B.25), отримуємо вигляд нелiнiйностей:

F ab=ϕab−δabu1−δa1δb1ϕ
12u1−δa3δb1ϕ

32u1+

+δa2

[
δb1
(
(ϕ11−ϕ22)u1−ϕ12(u1)2

)
+δb2ϕ

12u1+δb3ϕ
13u1

]
,

(B.29)

де ϕab=ϕab(ω1, ω2) — довiльнi гладкi функцiї, ω1=u3, ω2=2u2−(u1)2.
Розв’язавши систему (B.26), уточнюємо:

ϕab=ψab−δa2δb1
ω2

k , ψab=ψab(ω1). (B.30)

При розв’язуваннi системи (B.27), отримуємо:

ψ11=ψ21=0, ψ31=(s− 2)u3, k=1.

Iнтегрування системи (B.28) залежить вiд значень сталої s. Пiсля iнте-
грування у разi s 6= 2 нелiнiйностi набувають вигляду

F 11=−(λ12+1)u1, F 12=λ12, F 13=λ13(u
3)

s
2−s ,

F 21=(u1)2−2u2−λ22u
1(u3)

1
2−s−λ12(u

1)2,

F 22=λ22(u
3)

1
2−s+(λ12−1)u1, F 23=λ23(u

3)
s+1
2−s+λ13u

1(u3)
s

2−s ,

F 31=(s−2)u3−λ32u
1(u3)

s−1
s−2 , F 32=λ32(u

3)
s−1
s−2 , F 33=λ33(u

3)
1

2−s−u1.
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Система (3.173) з цими нелiнiйностями iнварiантна вiдносно узагальненої
алгебри Галiлея (B.22). Застосувавши перетворення

w1 = u1, w2 = u2− (u1)2

2 , w3 = u3 (B.31)

та позначивши 1
2−s=l, зводимо її до системи (3.174), де стала l та функцiї

wa, Ga описанi в третьому рядку таблицi 3.3, а оператори Qa набувають
вигляду (3.175).

Проiнтегрувавши систему (B.28) у разi s = 2, приходимо до нелiнiйно-
стей вигляду:

F 11=−(ψ12+1)u1, F 12=ψ12, F 13=0, F 21=(u1)2−2u2−ψ12(u1)2,

F 22=(ψ12−1)u1, F 23=F 31=F 32=0, F 33=−u1.

З цими нелiнiйностями система (3.173) iнварiантна вiдносно алгебри (B.22).
Перетворення (B.31) зводять її до системи (3.176), де функцiї wa, Ga опи-
санi в другому рядку таблицi 3.4, а оператори Qa при цьому набувають
вигляду (3.177).

Розглянемо оператори 23–го рядка таблицi 3.2 у разi (æ1,æ2, θ1)=(1, 1, k).
Базиснi оператори узагальненої алгебри Галiлея, визначенi в цьому рядку,
мають вигляд

∂0, ∂1, G=x0∂1+∂u1+u
1∂u2, D=2x0∂0+x1∂1−I−I23+u

3∂u2,

Π=x2
0∂0+x0x1∂1+x1(∂u1+u

1∂u2)−x0(I+I23−u3∂u2)+k∂u2.
(B.32)

Пiдставивши координати iнфiнiтезимального оператора X у визначальну
систему (3.20)–(3.21) i розчепивши її за степенями змiнних x0, x1, отриму-
ємо систему рiвнянь, в яку входять вже розв’язанi рiвняння (B.25), (B.26),
а також наступнi:

−δa1u
1+δa2(u

3−2u2)−δa32u
3−F a1−F a2u1=0, (B.33)

−u1F ab
u1 +(u3−2u2)F ab

u2−2u3F ab
u3 +δa1F

1b+δa2(2F
2b−F 3b)+2δa3F

3b−

−δb1F a1−2δb2F
a2+δb3(F

a2−2F a3)+F ab=0. (B.34)
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Пiдставивши розв’язок системи (B.25), (B.26) (тобто функцiї (B.29), (B.30))
у систему рiвнянь (B.33) та розв’язавши її, уточнюємо наступнi функцiї та
сталi:

ψ11=0, ψ21=u3, ψ31=−2u3, k=1.

Проiнтегрувавши систему (B.34), отримуємо набiр нелiнiйностей

F 11=−(λ12+1)u1, F 12=λ12, F 13=λ13+
λ12
2 lnu3,

F 21=u3−2u2+(u1)2−
(
λ22−λ32

2 lnu3
)
u1
√
u3−λ12(u

1)2,

F 22=
(
λ22−λ32

2 lnu3
)√

u3+(λ12−1)u1,

F 23=
(
λ23+

λ22−λ33
2 lnu3−λ32

4 ln2 u3
)√

u3+
(
λ13+

λ12
2 lnu3

)
u1,

F 31=−2u3−λ32u
1
√
u3, F 32=λ32

√
u3, F 33=

(
λ33+

λ32
2 lnu3

)√
u3−u1,

за яких система (3.173) iнварiантна вiдносно алгебри (B.32). Виконавши
замiну

w1 = u1, w2 = u2− (u1)2

2 +u3 ln
√
u3, w3 = u3 (B.35)

та перепозначивши сталi наступним чином:

λ13−λ12
2 → λ13, λ22+

λ32
2 → λ22, λ23+

λ33−λ22
2 −λ32

4 → λ23, λ33−λ32
2 → λ33,

отримуємо систему (3.174), де стала l i функцiї wa, Ga описанi в четвертому
рядку таблицi 3.3, а оператори Qa при цьому набувають вигляду (3.175).

Розглянемо оператори 24–го рядка таблицi 3.2 у разi (æ1,æ2, θ1)=(1, 1, k).
Оскiльки оператори Q1, Q3 спiвпадають з вiдповiдними операторами 23–го
рядка, то, пiдставивши координати iнфiнiтезимального оператора у визна-
чальну систему (3.20)–(3.21) i розчепивши її за степенями x0, x1, отримуємо
два вже вiдомi рiвняння (B.25), (B.26), розв’язком яких є функцiї (B.29),
(B.30). Крiм того, маємо наступну систему:

−δa1u
1−δa22u

2+δa3−F a1−F a2u1=0,

−u1F ab
u1−2u2F ab

u2 +F ab
u3 +δa1F

1b+δa22F
2b−δb1F a1−2δb2F

a2+F ab=0.
(B.36)
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Пiдставивши в неї функцiї (B.29), (B.30) та проiнтегрувавши, отримуємо
нелiнiйностi

F 11=−(λ12+1)u1, F 12=λ12, F 13=λ13e
−2u3,

F 21=−2u2+(u1)2−λ22e
−u3u1−λ12(u

1)2,

F 22=λ22e
−u3+(λ12−1)u1, F 23=λ23e

−3u3+λ13e
−2u3u1,

F 31=1−λ32e
u3u1, F 32=λ32e

u3, F 33=λ33e
−u3−u1,

за яких система (3.173) iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри
Галiлея, визначеної операторами 24–го рядка таблицi 3.2 за умови
(æ1,æ2, θ1)=(1, 1, k). Замiною

w1 = u1, w2 = u2− (u1)2

2 , w3 = e−u
3

(B.37)

та перепозначенням сталих наступним чином:

−λ13 → λ13, −λ23 → λ23, −λ32 → λ32 (B.38)

ця система зводиться до системи (3.174), де стала l i функцiї wa, Ga опи-
санi в п’ятому рядку таблицi 3.3, а оператори Qa при цьому набувають
вигляду (3.175).

Розглянемо оператори 30–го рядка таблицi 3.2 за умови (æ, θ)=(1, k).
Пiдставивши координати iнфiнiтезимального оператора у визначальну сис-
тему (3.20)–(3.21) i розчепивши її за степенями x0, x1, отримуємо систему:

F ab
u1 +u1F ab

u2 +u2F ab
u3−δa2F

1b−δa3F
2b+δb1F

a2+δb2F
a3+δab=0, (B.39)

k
[
F ab
u2 +u1F ab

u3−δa3F
1b+δb1F

a3
]

+2(δa2δb1+δa3δb2)=0, (B.40)

−δa1u
1−δa22u

2−δa33u
3−F a1−F a2u1−F a3u2=0, (B.41)

−u1F ab
u1−2u2F ab

u2−3u3F ab
u3 +δa1F

1b+2δa2F
2b+3δa3F

3b−

−δb1F a1−2δb2F
a2−3δb3F

a3+F ab=0, (B.42)

проiнтегрувавши яку маємо наступнi нелiнiйностi:

F 11= λ13
3
√
ω

(
(u1)2−u2

)
−(λ12+1)u1, F 12=λ12−λ13u

1

3
√
ω
, F 13= λ13

3
√
ω
,
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F 21=
(
λ23+

λ13u
1

3
√
ω

) (
(u1)2−u2

)
−(λ12−1)(u1)2−2u2−λ22u

1 3
√
ω,

F 22=λ22
3
√
ω+(λ12−λ23−1)u1−λ13(u1)2

3
√
ω
, F 23=λ23+

λ13u
1

3
√
ω
,

F 31=3ω+
(
λ33

3
√
ω+λ13u

2

3
√
ω

+λ23u
1
)(

(u1)2−u2
)
−λ32u

1 3
√
ω2−λ12u

1u2−

−λ22(u
1)2 3
√
ω, F 32=λ32

3
√
ω2+(λ12−2)u2−(λ23−1)(u1)2+

+(λ22−λ33)u
1 3
√
ω−λ13u

1u2
3
√
ω
, F 33=λ33

3
√
ω+λ13u

2

3
√
ω

+(λ23−1)u1,

де ω=u1u2−u3− (u1)3

3 . Система (3.173) з цими нелiнiйностями iнварiантна
вiдносно узагальненої алгебри Галiлея, визначеної операторами 30–го ряд-
ка таблицi 3.2 за умови (æ, θ)=(1, k).

Виконавши замiну

w1 = u1, w2 = u2− (u1)2

2 , w3 = ω = u1u2−u3− (u1)3

3 (B.43)

та перепозначивши сталi згiдно (B.38), отримуємо систему (3.174), де ста-
ла l i функцiї wa, Ga описанi в шостому рядку таблицi 3.3, а оператори Qa

при цьому набувають вигляду (3.175).
Розглянемо оператори 31–го рядка таблицi 3.2. Пiдставивши коорди-

нати iнфiнiтезимального оператора у визначальну систему (3.20)–(3.21) i
розчепивши її за степенями x0, x1, маємо:

F ab
u1 +δab=0, (B.44)

−δa1u
1+δa2(s1−1)u2+δa3(s2−1)u3−F a1=0, (B.45)

−u1F ab
u1 +(s1−1)u2F ab

u2 +(s2−1)u3F ab
u3 +δa1F

1b−(s1−1)δa2F
2b−

−(s2−1)δa3F
3b−δb1F a1+(s1−1)δb2F

a2+(s2−1)δb3F
a3+F ab=0. (B.46)

Iнтегруючи систему (B.44), отримуємо наступний вигляд нелiнiйностей

F ab=ϕab(u2, u3)−δabu1, (B.47)

пiдставивши якi в систему (B.45), (B.46) та розв’язавши її, уточнюємо фун-
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кцiї

ϕ11=0, ϕ12=ψ12(u2)
s1+1
1−s1 , ϕ13=ψ13(u2)

s2+1
1−s1 ,

ϕ21=(s1−1)u2, ϕ22=ψ22(u2)
1

1−s1 , ϕ23=ψ23(u2)
s2−s1+1

1−s1 ,

ϕ31=(s2−1)u3, ϕ32=ψ32(u2)
s1−s2+1

1−s1 , ϕ33=ψ33(u2)
1

1−s1 ,

(B.48)

де ψab=ψab(ω), ω=(u2)ku3, s2−1
1−s1=k, s1 6=1. Пiсля позначення 1

1−s1=l, система
дифузiї–конвекцiї (3.173) з нелiнiйностями (B.47), (B.48) набуває вигляду

u1
0=u

1
11−u1u1

1+ψ
12(u2)2l−1u2

1+ψ
13(u2)k+2lu3

1,

u2
0=u

2
11−u2

l u
1
1+[ψ22(u2)l−u1]u2

1+ψ
23(u2)k+l+1u3

1,

u3
0=u

3
11+

k
l u

3u1
1+ψ

32(u2)l−k−1u2
1+[ψ33(u2)l−u1]u3

1

(B.49)

та iнварiантна вiдносно алгебри

∂0, ∂1, G=x0∂1+∂u1, D=2x0∂0+x1∂1−u1∂u1−1
lu

2∂u2+
k
l u

3∂u3,

Π=x2
0∂0+x0x1∂1+x1∂u1−x0(u

1∂u1+
1
lu

2∂u2−k
l u

3∂u3).
(B.50)

Слiд зазначити, що обмеження s1 6=−1, s2 6=−1, присутнi в 31–му рядку
таблицi, можна вiдкинути, оскiльки, розв’язуючи систему визначальних
рiвнянь для операторiв 22–го рядка за умови (æ1,æ2, θ1)=(1, 0, 0), ми отри-
муємо систему (B.49) за умов l=1

2 , k=s−2
2 . Обмеження s1 6=1 також не є

суттєвим, оскiльки, коли s1=1, отримуємо систему, яка є частинним ви-
падком (B.49) за умов u1 → u1, u2 → u3, u3 → u2.

Таким чином, виконавши замiну

w1 = u1, w2 = u2, w3 = u3(u2)k (B.51)

та перепозначивши функцiї

ψ12−kw3ψ13 → ψ12, ψ22−kw3ψ23 → ψ22,

ψ32+(ψ22−ψ33)kw3−ψ23(kw3)2 → ψ32, ψ33+kw3ψ23 → ψ33,

отримуємо систему (3.178), де стала l i функцiї wa, Ga описанi в першому
рядку таблицi 3.5, а оператори Qa при цьому набувають вигляду (3.179).
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Розглянемо оператори 32–го рядка таблицi 3.2. За ними складемо iн-
фiнiтезимальний оператор i пiдставимо його координати у визначальну
систему (3.20)–(3.21). Розчепивши отриманi рiвняння за степенями x0, x1,
отримуємо вже розв’язане ранiше рiвняння (B.44), а також систему

−δa1u
1+δa2

[
(s−1)u2+u3

]
+δa3(s−1)u3−F a1=0,

−u1F ab
u1 +

[
(s−1)u2+u3

]
F ab
u2 +(s−1)u3F ab

u3 +δa1F
1b−δa2[(s−1)F 2b+F 3b]−

−δa3(s−1)F 3b−δb1F a1+δb2(s−1)F a2+δb3[(s−1)F a3+F a2]+F ab=0,

iнтегруючи яку, отримуємо наступний вигляд нелiнiйностей

F 11=−u1, F 12=ψ12e−(s+1)
u2

u3 , F 13=
[
ψ13−ψ12u2

u3

]
e−(s+1)

u2

u3 ,

F 21=(s−1)u2+u3, F 22=
[
ψ22+ψ32u2

u3

]
e−

u2

u3−u1,

F 23=

[
ψ23+(ψ33−ψ22)u

2

u3−ψ
32
(
u2

u3

)2
]
e−

u2

u3 ,

F 31=(s−1)u3, F 32=ψ32e−
u2

u3 , F 33=
[
ψ33−ψ32u2

u3

]
e−

u2

u3−u1,

де ψab=ψab(ω), ω=u3e−(s−1)
u2

u3 .
Зазначимо, що обмеження s 6=−1, присутнє в 32–му рядку таблицi, мо-

жна вiдкинути, оскiльки, розв’язавши систему визначальних рiвнянь для
операторiв 23–го рядка за умови (æ1,æ2, θ1)=(1, 0, 0), ми отримуємо цi ж
нелiнiйностi у разi s=−1.

Виконавши замiну

w1 = u1, w2 = e−
u2

u3 , w3 = u3e−(s−1)
u2

u3 (B.52)

та перепозначивши певним чином вiдповiднi функцiї, отримуємо систе-
му (3.178), де стала l i функцiї wa, Ga описанi в другому рядку таблицi 3.5,
а оператори Qa при цьому набувають вигляду (3.179).

Розглянемо оператори 33–го рядка таблицi 3.2. Пiдставивши координа-
ти iнфiнiтезимального оператора у визначальну систему (3.20)–(3.21) та
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розчепивши її за степенями x0, x1, отримуємо рiвняння (B.44), розв’язком
якого є функцiї (B.47), а також систему

−δa1u
1+δa2(s−1)u2+δa3−F a1=0,

−u1F ab
u1 +(s−1)u2F ab

u2 +F ab
u3 +δa1F

1b−δb1F a1+(s−1)(δb2F
a2−δa2F

2b)+F ab=0.

Пiдставивши в неї (B.47) та проiнтегрувавши, отримуємо наступний вигляд
матрицi нелiнiйностей

F (U)=


−u1 ψ12e−(s+1)u3 ψ13e−2u3

(s−1)u2 ψ22e−u
3−u1 ψ23e(s−2)u3

1 ψ32e−su
3

ψ33e−u
3−u1

 , (B.53)

де ψab=ψab(ω) — довiльнi гладкi функцiї, ω=u2e−(s−1)u3.
Зазначимо, що обмеження s 6=−1, присутнє в 33–му рядку таблицi, не-

суттєве, оскiльки, розв’язавши систему визначальних рiвнянь для опера-
торiв 24–го рядка за умов (æ1,æ2, θ1)=(1, 0, 0), ми отримуємо матрицю не-
лiнiйностей (B.53), де s=−1. Об’єднавши цi два випадки обмеження s 6=−1

можна вiдкинути.
Виконавши для системи (3.173) з нелiнiйностями (B.53) замiну

w1 = u1, w2 = e−u
3

, w3 = u2e−ku
3

, k=s−1, (B.54)

та перепозначивши функцiї

−ψ13−kw3ψ12→ψ12, ψ12→ψ13, ψ33+kw3ψ32→ψ22, −ψ32→ψ23,

−ψ23+(ψ33−ψ22)kw3+ψ32(kw3)2 → ψ32, ψ22−kw3ψ32 → ψ33,

отримуємо систему (3.178), де стала l i функцiї wa, Ga описанi в третьому
рядку таблицi 3.5, а оператори Qa при цьому набувають вигляду (3.179).

Розглянемо оператори 34–го рядка таблицi 3.2. За виглядом базисних
операторiв узагальненої алгебри Галiлея, складемо координати iнфiнiтези-
мального оператора та пiдставимо їх у визначальну систему (3.20)–(3.21).
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Розчепивши її за степенями x0, x1, маємо рiвняння (B.44), розв’язком якого
є функцiї (B.47), а також систему

δa1(−u1+u2)−δa2u
2+δa3(s−1)u3−F a1=0,

(u2−u1)F ab
u1−u2F ab

u2 +(s−1)u3F ab
u3 +δa1(F

1b−F 2b)+δa2F
2b−δa3(s−1)F 3b−

−δb1F a1+δb2(F
a1−F a2)+δb3(s−1)F a3+F ab=0.

Пiдставивши в неї (B.47) та проiнтегрувавши, маємо матрицю нелiнiйно-
стей

F (U)=


u2−u1

[
ψ12+(1−ψ22) lnu2+ ln2 u2

]
u2

[
ψ13−ψ23 lnu2

]
(u2)s+1

−u2
[
ψ22−2 lnu2

]
u2−u1 ψ23(u2)s+1

(s−1)u3
[
ψ32− lnu3

]
u3

[
ψ33− lnu2

]
u2−u1

 ,

де ψab=ψab(ω) — довiльнi гладкi функцiї, ω=u3(u2)s−1. Система (3.173) з
цими нелiнiйностями iнварiантна вiдносно алгебри

∂0, ∂1, G=x0∂1+∂u1, D=2x0∂0+x1∂1+(u2−u1)∂u1−u2∂u2+(s−1)u3∂u3,

Π=x2
0∂0+x0x1∂1+x1∂u1+x0

(
(u2−u1)∂u1−u2∂u2+(s−1)u3∂u3

)
.

Зазначимо, що обмеження s6=−1, присутнє в 34–му рядку таблицi, не-
суттєве, оскiльки, розв’язавши систему визначальних рiвнянь для операто-
рiв 29–го рядка за умови (æ, θ)=(0, 0), ми отримуємо цю ж саму матрицю
нелiнiйностей у разi s=−1. Об’єднавши цi два випадки обмеження s 6=−1

можна вiдкинути.
Cистема (3.173) з отриманими нелiнiйностями пiсля пiдстановки

w1 = u1+u2 lnu2, w2 = u2, w3 = u3(u2)k, k=s−1 (B.55)

та перепозначення функцiй

ψ12+ψ22−kw3(ψ13+ψ23)→ψ12, ψ13+ψ23→ψ13, ψ22+1−kw3ψ23→ψ22,[
ψ32− lnw3+k(ψ22−ψ33)−k2w3ψ23

]
w3 → ψ32, ψ33+kw3ψ23 → ψ33

переходить в систему (3.178), де стала l i функцiї wa, Ga описанi в четверто-
му рядку таблицi 3.5, а оператори Qa при цьому набувають вигляду (3.179).
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Аналогiчно розв’язавши систему визначальних рiвнянь для алгебри, ви-
значеної операторами 35–го рядка таблицi 3.2, приходимо до системи

u1
0=u

1
11+(u2−u1)u1

1+
[
ψ12+(1−ψ22)lnu2+ ln2 u2

]
u2u2

1+
[
ψ13−ψ23 lnu2

]
(u2)2u3

1,

u2
0=u

2
11−u2u1

1+
[
(ψ22−2 lnu2)u2−u1

]
u2

1+ψ
23(u2)2u3

1,

u3
0=u

3
11+u

1
1+
[
ψ32−u3

]
u2

1+
[
(ψ33− lnu2)u2−u1

]
u3

1,

де ψab=ψab(ω), ω=u3+ lnu2. Вона iнварiантна вiдносно алгебри

∂0, ∂1, G=x0∂1+∂u1, D=2x0∂0+x1∂1+(u2−u1)∂u1−u2∂u2+∂u3,

Π=x2
0∂0+x0x1∂1+x1∂u1+x0

(
(u2−u1)∂u1−u2∂u2+∂u3

)
.

(B.56)

Застосувавши до цiєї системи перетворення

w1 = u1+u2 lnu2, w2 = u2, w3 = u3+ lnu2 (B.57)

та перепозначивши функцiї

ψ12+ψ22−ψ13−ψ23→ψ12, ψ13+ψ23→ψ13, ψ22+1−ψ23→ψ22,

ψ32+ψ22−ψ33−ψ23−w3 → ψ32, ψ33+ψ23 → ψ33,

отримуємо систему (3.178), де стала l i функцiї wa, Ga описанi в п’ятому
рядку таблицi 3.5, а оператори Qa при цьому набувають вигляду (3.179).

Розглядаючи операторiв 36–го рядка таблицi 3.2, розв’яжемо систему
визначальних рiвнянь i приходимо до системи

u1
0+u

1u1
1=u

1
11+ψ

12e−2u3u2
1+
[
ψ13−ψ12u3

]
e−2u3u3

1,

u2
0+u

1u2
1=u

2
11+u

3u1
1+(ψ22+ψ32u3)e−u

3

u2
1+
[
ψ23+(ψ33−ψ22)u3−ψ32(u3)2

]
e−u

3

u3
1,

u3
0+u

1u3
1=u

3
11+u

1
1+ψ

32e−u
3

u2
1+(ψ33−ψ32u3)e−u

3

u3
1,

де ψab=ψab(ω), ω=u2− (u3)2

2 . Ця система iнварiантна вiдносно алгебри

∂0, ∂1, G=x0∂1+∂u1, D=2x0∂0+x1∂1−u1∂u1+u
3∂u2+∂u3,

Π=x2
0∂0+x0x1∂1+x1∂u1−x0

(
u1∂u1−u3∂u2−∂u3

)
.
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Пiсля застосування до цiєї системи перетворень

w1 = u1, w2 = e−u
3

, w3 = u2− (u3)2

2 (B.58)

та перепозначення функцiй

−ψ13→ψ12, ψ12→ψ13, ψ33→ψ22, −ψ32→ ψ23, −ψ23→ ψ32, ψ22→ ψ33

одержуємо систему (3.178), де стала l i функцiї wa, Ga описанi в шостому
рядку таблицi 3.5, а оператори Qa при цьому набувають вигляду (3.179).

При розв’язуваннi системи визначальних рiвнянь для операторiв 37–го
рядка таблицi 3.2 нелiнiйностi набувають наступного вигляду:

F 11=u2−u1, F 12=
[
ψ12+(ω−ψ22)lnu3+

(
1
2ψ

32−1+ω
)
ln2 u3−1

2 ln3 u3
]
u3,

F 13=
[
ψ13+(ψ12−ψ23)lnu3+

(
1
2(ω+ψ33)−ψ22

)
ln2 u3+

+1
2

(
ψ32−1+ω

)
ln3 u3−1

4 ln4 u3
]
u3,

F 21=u3−u2, F 22=
[
ψ22+(1−2ω−ψ32) lnu3+3

2 ln2 u3
]
u3−u1,

F 23=
[
ψ23+(ψ22−ψ33) lnu3+

(
1
2−

1
2ω−ψ

32
)

ln2 u3+1
2 ln3 u3

]
u3,

F 31=−u3, F 32=[ψ32− lnu3]u3, F 33=
[
ψ33+(ψ32−ω) lnu3

]
u3−u1,

де ψab=ψab(ω), ω=u2

u3+ lnu3. Cистема (3.173) з цими нелiнiйностями iнварi-
антна вiдносно алгебри

∂0, ∂1, G=x0∂1+∂u1, D=2x0∂0+x1∂1−I+u2∂u1+u
3∂u2,

Π=x2
0∂0+x0x1∂1+x1∂u1−x0

(
I−u2∂u1−u3∂u2

)
.

Виконавши замiну

w1 = u1+u2 lnu3+1
2u

3 ln2 u3, w2 = u3, w3 = u2

u3+ lnu3 (B.59)

та перепозначивши функцiї

ψ13−ψ12+(ψ33−ψ32+ψ12)w3+ψ32(w3)2→ψ12, ψ12+ψ32w3→ψ13,

ψ33−ψ32+(ψ32+1)w3→ψ22, ψ32→ψ23, ψ22+ψ32−ψ32w3 → ψ33,
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ψ23−ψ22+ψ33−ψ32+(ψ22−ψ33+2ψ32)w3−ψ32(w3)2 → ψ32,

отримуємо систему (3.178), де стала l i функцiї wa, Ga описанi в сьомому
рядку таблицi 3.5, при цьому оператори Qa набувають вигляду (3.179).

Аналогiчно пiсля розв’язання системи визначальних рiвнянь для алге-
бри, визначеної операторами 38–го рядка таблицi 3.2, приходимо до системи

u1
0=u

1
11+(u2+u3−u1)u1

1+
[
ψ12+(1+ω−ψ22−ψ32)lnu2+(1+ω) ln2 u2

]
u2u2

1+

+
[
ψ13+(1+ω−ψ23−ψ33) lnu2+(1+ω) ln2 u2

]
u2u3

1,

u2
0=u

2
11−u2u1

1+
[(
ψ22−(ω+2) lnu2

)
u2−u1

]
u2

1+[ψ23− lnu2]u2u3
1,

u3
0=u

3
11−u3u1

1+
[
ψ32− lnu3

]
u3u2

1+
[(
ψ33−(2ω+1) lnu2

)
u2−u1

]
u3

1,

де ψab=ψab(ω), ω=u3

u2 . Система iнварiантна вiдносно алгебри

∂0, ∂1, G=x0∂1+∂u1, D=2x0∂0+x1∂1−I+(u2+u3)∂u1,

Π=x2
0∂0+x0x1∂1+x1∂u1−x0

(
I−(u2+u3)∂u1

)
.

(B.60)

Застосувавши до цiєї системи перетворення

w1 = u1+u2 lnu2+u3 lnu3, w2 = u2, w3 = u3

u2 (B.61)

та перепозначивши певним чином функцiї ψab, отримуємо систему (3.178),
де стала l i функцiї wa, Ga описанi у восьмому рядку таблицi 3.5, а опера-
тори Qa при цьому набувають вигляду (3.179).

Розв’язавши систему визначальних рiвнянь для операторiв 39–го рядка
таблицi 3.2, отримуємо наступнi нелiнiйностi:

F 11=−u1, F 12=
[
u2√
~u2
ψ3+ u3√

~u2
ψ4
]
e−

k+2
s arctg

u3

u2 ,

F 13=
[
u3√
~u2
ψ3− u2√

~u2
ψ4
]
e−

k+2
s arctg

u3

u2 , F 21=ku2−su3,

F 22=−u1+
[
ψ1+ (u2)2−(u3)2

~u2 ψ6−2u2u3

~u2 ψ5
]
e−

1
s arctg

u3

u2 ,

F 23=
[
ψ2+ (u2)2−(u3)2

~u2 ψ5+2u2u3

~u2 ψ6
]
e−

1
s arctg

u3

u2 ,
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F 31=su2+ku3, F 32=
[
−ψ2+ (u2)2−(u3)2

~u2 ψ5+2u2u3

~u2 ψ6
]
e−

1
s arctg

u3

u2 ,

F 33=−u1+
[
ψ1− (u2)2−(u3)2

~u2 ψ6+2u2u3

~u2 ψ5
]
e−

1
s arctg

u3

u2 ,

де ψr=ψr(ω), ω= ln ~u2−2k
s arctg u3

u2 , ~u=(u2, u3), r=1, 6, k=s1−1, s=s2. Cисте-
ма (3.173) з цими нелiнiйностями iнварiантна вiдносно алгебри

∂0, ∂1, G=x0∂1+∂u1, D=2x0∂0+x1∂1−u1∂u1+kI23+sJ32,

Π=x2
0∂0+x0x1∂1+x1∂u1−x0

(
u1∂u1−kI23−sJ32

)
.

Пiсля пiдстановки

w1 = u1, w2 = e−
1
s arctg

u3

u2 , w3 = ln ~u2−2k
s arctg u3

u2 (B.62)

та перепозначення функцiй

(sψ4−kψ3)e
w3

2 →ψ12, 1
2ψ

3e
w3

2 →ψ13, ψ1−ψ6+k
s(ψ

5−ψ2)→ψ22,

1
2s(ψ

2−ψ5)→ψ23, 2k2

s (ψ5−ψ2)−4kψ6−2s(ψ5+ψ2)→ ψ32,

ψ1+ψ6+k
s(ψ

2−ψ5)→ψ33

отримуємо систему (3.178), де стала l i функцiї wa, Ga описанi в дев’ятому
рядку таблицi 3.5, при цьому оператори Qa набувають вигляду (3.179).

Для операторiв iз решти пунктiв таблицi 3.2 система визначальних рiв-
нянь (3.20)–(3.21) виявляється несумiсною.

Теорему доведено.


