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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÅÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Áàãàòî ïðîáëåì ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè òà êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè
çâîäèòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ ñïåêòðàëüíèõ âëàñòèâîñòåé äåÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî äèôåðåí-
öiàëüíîãî îïåðàòîðà. Óçàãàëüíåííÿì òàêîãî îïåðàòîðà ¹ ñèìåòðè÷íà äèôåðåíöiàëüíà
ñèñòåìà ïåðøîãî ïîðÿäêó, êîåôiöi¹íòàìè ÿêî¨ ¹ n × n-ìàòðèöi. Çîêðåìà, äî ñèñòåìè
ïåðøîãî ïîðÿäêó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó çâîäÿòüñÿ ñèìåòðè÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé îïå-
ðàòîð äîâiëüíîãî ïîðÿäêó ç ìàòðè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè òà ðiâíÿííÿ ñòðóíè Êðåéíà-
Ôåëëåðà. Êðiì òîãî, ðÿä âàæëèâèõ ôiçè÷íèõ çàäà÷ òàêîæ ïðèçâîäÿòü äî ñèìåòðè÷íî¨
ñèñòåìè. Òîìó äîñëiäæåííÿ ñèìåòðè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ òà ñèñòåì ïðè-
âåðòàëî òà ïðîäîâæó¹ ïðèâåðòàòè âåëèêó óâàãó.
Åôåêòèâíèé ìåòîä äîñëiäæåííÿ îçíà÷åíèõ îïåðàòîðiâ òà ñèñòåì áàçó¹òüñÿ íà òåîði¨

ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði. Öÿ òåîðiÿ áóëà çàïî÷àò-
êîâàíà Äæ. ôîí Íåéìàíîì i ïîòiì øèðîêî ðîçâèíåíà Ì.Ã. Êðåéíîì òà éîãî ÷èñëåííè-
ìè ïîñëiäîâíèêàìè. Â ðîáîòàõ Äæ. Êåëêiíà òà ïîðiâíÿíî íåäàâíiõ ðîáîòàõ Ô.Ñ. Ðîôå-
Áåêåòîâà, Â.I. Ãîðáà÷óê, Ì.Ë. Ãîðáà÷óêà, À.Í. Êî÷óáåÿ, Â.Ì. Áðóêà, Â.À. Ìèõàéëåöÿ,
Þ.Ì. Àðëiíñüêîãî òà iíøèõ ìàòåìàòèêiâ îòðèìàâ ðîçâèòîê ìåòîä ãðàíè÷íèõ òðiéîê â
òåîði¨ ðîçøèðåíü. Çãiäíî ç öèì ìåòîäîì ðîçøèðåííÿ ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà îïèñó-
þòüñÿ àáñòðàêòíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè, ÿêi â çàñòîñóâàííÿõ äî äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ïðèéìàþòü âèãëÿä ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ðîçâ'ÿçêè öèõ ðiâíÿíü. Â.Î. Äåðêà÷
òà Ì.Ì. Ìàëàìóä äëÿ êîæíî¨ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè çàïèñàëè ôóíêöiþ Âåéëÿ, ÿêà äëÿ
äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ çáiãà¹òüñÿ ç êëàñè÷íîþ ôóíêöi¹þ Âåéëÿ. Öå äîçâîëèëî
îïèñàòè äåÿêi ñïåêòðàëüíi òà ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü ç âè-
õîäîì â øèðøèé ïðîñòið â òåðìiíàõ λ-çàëåæíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ òà ôóíêöi¨ Âåéëÿ.
Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî íàâiòü ó ïðîñòiøèõ âèïàäêàõ ñèíãóëÿðíi äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòî-
ðè íåïàðíîãî ïîðÿäêó òà íåãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè ïîðîäæóþòü ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè ç
íåðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó. Ïîðó÷ ç òèì ó çàçíà÷åíèõ äîñëiäæåííÿõ òåîðiÿ ãðàíè÷-
íèõ òðiéîê òà âiäïîâiäíèõ ôóíêöié Âåéëÿ ðîçðîáëåíà ëèøå äëÿ îïåðàòîðiâ ç ðiâíèìè
iíäåêñàìè äåôåêòó, ùî îáìåæó¹ ¨¨ çàñòîñóâàííÿ äî äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ òà
ñèñòåì.
Ãîëîâíîþ ïðîáëåìîþ ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨ ñèìåòðè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ

òà ñèñòåì ¹ õàðàêòåðèçàöiÿ ñïåêòðà òà äîâåäåííÿ ìîæëèâîñòi çîáðàæåííÿ çàäàíî¨
ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi ðÿäó çà âëàñíèìè ôóíêöiÿìè àáî iíòåãðàëó çà ñïåêòðàëüíîþ ôóíê-
öi¹þ. Ñïåêòðàëüíà òåîðiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ äðóãîãî ïîðÿäêó ðîçðîáëåíà â
êëàñè÷íèõ ðîáîòàõ Æ.Øòóðìà òà Æ. Ëióâiëëÿ äëÿ ðåãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ i Ã. Âåé-
ëÿ òà Å.×. Òiò÷ìàðøà äëÿ ñèíãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ. Iñíóâàííÿ ìàòðè÷íî¨ ñïåêòðàëü-
íî¨ ôóíêöi¨ äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà äîâiëüíîãî ïîðÿäêó ðiçíèìè ìåòîäàìè
äîâåäåíî Ì.Ã. Êðåéíîì, Ê. Êîäàiðîé, Á.Ì. Ëåâiòàíîì, À.Â. Øòðàóñîì. Ïàðàìåòðèçà-
öiÿ âñiõ ôóíêöié Âåéëÿ êâàçiðåãóëÿðíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà íà ïiâîñi áåç-
ïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ ñàìîñïðÿæåíî¨ ãðàíè÷íî¨ óìîâè íà íåñêií÷åííîñòi îòðèìàíà
â ðîáîòàõ Ì.Ë. Ãîðáà÷óêà, ×. Ôóëòîíà, Î.Ì. Õîëüêiíà; â òåîði¨ ñòðóíè àíàëîãi÷íà
ïàðàìåòðèçàöiÿ îòðèìàíà I.Ñ. Êàöåì òà Ì.Ã. Êðåéíîì. Ôóíäàìåíòàëüíèé âíåñîê â
ñïåêòðàëüíó òåîðiþ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ çðîáèëè òàêîæ Þ.Ì. Áåðåçàíñüêèé,
I.Ì. Ãåëüôàíä, I.Ì. Ãëàçìàí, Å.À. Êîääiíãòîí, À.Ã. Êîñòþ÷åíêî, Í.Ëåâèíñîí, Â.Î.
Ìàð÷åíêî, Ì.À.Íàéìàðê, Ô.Ñ. Ðîôå-Áåêåòîâ òà áàãàòî iíøèõ ìàòåìàòèêiâ.
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Äîñëiäæåííÿ ñèíãóëÿðíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íåïàðíîãî ïîðÿäêó âèêëè-
êà¹ ïåâíi òðóäíîùi. Ñïðîáà ïîøèðèòè òåîðiþ Âåéëÿ-Òiò÷ìàðøà íà òàêi îïåðàòîðè
ìiñòèòüñÿ â ðîáîòàõ Ó.Í. Åâåðiòà òà Â. Êðiøíè Êóìàðà, îäíàê ðåçóëüòàòè öèõ ðîáiò
íå ìîæíà ââàæàòè çàâåðøåíèìè.
Ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ñèìåòðè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì, îñîáëèâî ç âèðîäæå-

íèì âàãîâèì êîåôiöi¹íòîì, ¹ ìåíø äîñëiäæåíèìè. Ïðîáëåìà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî òàêi
ñèñòåìè ïîòðåáóþòü ââåäåííÿ äî ðîçãëÿäó ïðèðîäíî âèçíà÷åíî¨ ïñåâäîñïåêòðàëüíî¨
ôóíêöi¨ çàìiñòü ñïåêòðàëüíî¨, îñêiëüêè îñòàííÿ ìîæå âçàãàëi íå iñíóâàòè. Êðiì òîãî,
íåãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè íå ïðèïóñêàþòü ðîçäiëåíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ,
ùî óñêëàäíþ¹ ïîøèðåííÿ òåîði¨ Âåéëÿ-Òiò÷ìàðøà íà òàêi ñèñòåìè.
Õàðàêòåðèñòèêà ñïåêòðà ïåðåâàæíî ðåãóëÿðíèõ ñèñòåì òà äîâåäåííÿ ðîçêëàäó ôóíê-

öié ñïåöiàëüíîãî êëàñó çà âëàñíèìè ôóíêöiÿìè ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i ìiñòèòüñÿ â ìîíîãðà-
ôiÿõ I.Ö. Ãîõáåðãà òà Ì.Ã. Êðåéíà; Ô. Àòêiíñîíà. Â ðîáîòàõ Â.I. Êîãàíà òà Ô.Ñ. Ðîôå-
Áåêåòîâà; Ì. Ëåøà òà Ì.Ì. Ìàëàìóäà äîñëiäæóþòüñÿ iíäåêñè äåôåêòó ñèíãóëÿðíèõ
ñèñòåì.
I.Ñ. Êàö ðîçðîáèâ ìåòîä íåïîäiëüíèõ iíòåðâàëiâ òà äîâiâ iñíóâàííÿ ñêàëÿðíèõ ïñåâ-

äîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié äëÿ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì ç 2×2 - êîåôiöi¹íòàìè. Îïèñ ðîçäi-
ëåíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ äëÿ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè íà ïiâîñi, óçàãàëü-
íåííÿ òåîði¨ Âåéëÿ-Òiò÷ìàðøà íà òàêi ñèñòåìè òà äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ �âêîðî÷åíî¨�
ìàòðè÷íî¨ ïñåâäîñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨ ðîçìiðó n/2 ìiñòèòüñÿ â ðîáîòàõ Ä.Õiíòîíà òà
Äæ.Ê. Øàî; Ä. Õiíòîíà òà À. Øíàéäåðà; À. Êðàëëà; À.Äàéêñìè, Ã. Ëàíãåðà òà Õ. äå
Ñíó. À. Êðàëë òàêîæ óçàãàëüíèâ ôîðìóëó Òiò÷ìàðøà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi
îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëióâiëëÿ íà îñi íà âèïàäîê ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè íà îñi. Â ðîáîòi
Ä. Õiíòîíà òà Äæ.Ê. Øàî îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ âñiõ ôóíêöié Âåéëÿ êâàçiðåãó-
ëÿðíî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè íà ïiâîñi â òåðìiíàõ ñàìîñïðÿæåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ.
Íàéáiëüø ïîâíi ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî �âêîðî÷åíèõ� ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié ðå-
ãóëÿðíèõ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì ìîæíà çíàéòè â ìîíîãðàôiÿõ Ä.Ç. Àðîâà òà Ã. Äèìà;
À.Ë. Ñàõíîâè÷à, Ë.À. Ñàõíîâè÷à òà I.ß. Ðîéòáåðã. Òóò, çîêðåìà, ìiñòèòüñÿ öiëêîì ïðè-
ðîäíå îçíà÷åííÿ òàêèõ ôóíêöié òà ¨õ ïàðàìåòðèçàöiÿ â òåðìiíàõ ìàòðèöi ìîíîäðîìi¨
òà íåâàíëèíiâñüêîãî ïàðàìåòðà.
Â ðîáîòàõ Ã. Ëàíãåðà òà Á. Òåêñòîðióñà îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ óñiõ �ïîâíèõ�

n × n-ìàòðè÷íèõ ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié çàãàëüíî¨ (íåîáîâ'ÿçêîâî ãàìiëüòîíî-
âî¨) ðåãóëÿðíî¨ ñèñòåìè â òåðìiíàõ ãðàíè÷íèõ óìîâ. Íåãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè íà ïiâîñi
ç ìiíiìàëüíî ìîæëèâèìè (íåðiâíèìè) iíäåêñàìè äåôåêòó ðîçãëÿäàëèñÿ Ä. Õiíòîíîì
òà À. Øíàéäåðîì. Â ðîáîòi öèõ àâòîðiâ ââåäåíà ïðÿìîêóòíà ôóíêöiÿ Âåéëÿ, ÿêà íå ¹
íåâàíëèíiâñüêîþ ôóíêöi¹þ. Êðiì òîãî, â ðîáîòi Ã. Áåíêå òà Ä. Õiíòîíà äëÿ íåãàìiëü-
òîíîâî¨ ñèñòåìè íà îñi ç íóëüîâèìè iíäåêñàìè äåôåêòó äîâåäåíî ôîðìóëó Òiò÷ìàðøà.
Ç îãëÿäó íà ñêàçàíå óÿâëÿ¹òüñÿ àêòóàëüíèì ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ñïåêòðàëüíèõ òåî-

ðié ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði òà äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ
i ñèñòåì ç ìåòîþ ïîøèðåííÿ äåÿêèõ ðåçóëüòàòiâ öèõ òåîðié íà ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè
ç íåðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó, äîâiëüíi (ìîæëèâî íåãàìiëüòîíîâi) ñèñòåìè òà äèôå-
ðåíöiàëüíi îïåðàòîðè íåïàðíîãî ïîðÿäêó.
Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Ðîáîòà âèêî-

íàíà âiäïîâiäíî äî ïëàíó íàóêîâî¨ ðîáîòè IÏÌÌ ÍÀÍ Óêðà¨íè çà òåìîþ �Ëîêàëüíi,
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ãëîáàëüíi òà àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñèíãóëÿðíèõ, ñïåêòðàëüíèõ i íåêëà-
ñè÷íèõ çàäà÷ äëÿ åëiïòè÷íèõ òà åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü i âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé � ÐÊ
�0111U000481, çàòâåðäæåíîþ ïîñòàíîâîþ Áþðî Âiääiëåííÿ ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè
âiä 29.04.2010, â ðàìêàõ íàóêîâî¨ òåìè �Ñïåêòðàëüíi ïðîáëåìè òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ
i ðiçíèöåâèõ îïåðàòîðiâ�, � äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0115U000556, i â ðàìêàõ ïðîåêòó "Spectral
analysis of singularly perturbed self-adjoint operators DFG Project 436 UKR 113/85/0-1.
Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹ õàðàêòåðèçàöiÿ äåÿêèõ ñïåê-

òðàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, à òàêîæ ñè-
ìåòðè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ òà ñèñòåì. Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî âèðiøèòè òàêi
çàäà÷i: óäîñêîíàëèòè òåîðiþ ãðàíè÷íèõ òðiéîê òà âiäïîâiäíèõ ôóíêöié Âåéëÿ ç ìåòîþ
¨¨ çàñòîñóâàííÿ äî ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ ç íåðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó; çà äîïîìî-
ãè öi¹¨ òåîði¨ îïèñàòè ñïåêòðàëüíi òà ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ðiçíèõ êëàñiâ ðîçøèðåíü
ñèìåòðè÷íèõ ëiíiéíèõ âiäíîøåíü (îïåðàòîðiâ); äîñëiäèòè ñïåêòð ñàìîñïðÿæåíèõ ðîç-
øèðåíü ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà ç äiéñíèìè äåôåêòíèìè ïiäïðîñòîðàìè ìàêñèìàëüíî¨
âèìiðíîñòi; îïèñàòè â òåðìiíàõ ãðàíè÷íèõ óìîâ ðiçíi êëàñè ðîçøèðåíü ìiíiìàëüíîãî
îïåðàòîðà (ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ), ïîðîäæåíîãî ñèìåòðè÷íèì ñèíãóëÿðíèì äèôåðåí-
öiàëüíèì îïåðàòîðîì àáî ñèñòåìîþ; îïèñàòè ñïåêòðàëüíi òà ïñåâäîñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨
äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ òà ñèñòåì çà äîïîìîãîþ ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà; îõàðàê-
òåðèçóâàòè ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ ñèñòåì íà îñi â òåðìiíàõ îá'¹êòiâ, ïîâ'ÿçàíèõ iç çâó-
æåííÿì öi¹¨ ñèñòåìè íà ïiâîñi; ïîøèðèòè ïîíÿòòÿ ôóíêöi¨ Âåéëÿ íà äèôåðåíöiàëüíi
îïåðàòîðè íåïàðíîãî ïîðÿäêó òà îïèñàòè çà ¨¨ äîïîìîãîþ ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ òàêèõ
îïåðàòîðiâ.
Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè çàñíîâàíî íà ìåòîäàõ òåîði¨

ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði òà ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨
ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðèìàíî òàêi

íîâi ðåçóëüòàòè:

1) Òåîðiÿ ãðàíè÷íèõ òðiéîê òà âiäïîâiäíèõ ôóíêöié Âåéëÿ (Q-ôóíêöié) ïîøèðåíà
íà ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð A ç íåðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó. Îïèñàíi ðîçøèðåí-
íÿ òàêèõ îïåðàòîðiâ â òåðìiíàõ àáñòðàêòíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ.

2) Îòðèìàíà ïàðàìåòðèçàöiÿ òà äîñëiäæåíi äåÿêi ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ñàìî-
ñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü îïåðàòîðà A ç âèõîäîì â øèðøèé ïðîñòið.

3) Îõàðàêòåðèçîâàíi ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷-
íîãî àáñòðàêòíîãî òà äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðiâ ç äiéñíèìè äåôåêòíèìè ïiä-
ïðîñòîðàìè ìàêñèìàëüíî¨ âèìiðíîñòi.

4) Ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi îïèñàíi ãðàíè÷íi óìîâè ðiçíèõ êëàñiâ äëÿ ñèíãóëÿðíèõ
ñèìåòðè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì òà äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ. Çîêðåìà,
çíàéäåíî êðèòåðié iñíóâàííÿ òà îòðèìàíî êîìïàêòíèé îïèñ ðîçäiëåíèõ ñàìîñïðÿ-
æåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ.

5) Çàïðîïîíîâàíî ïðèðîäíó êîíñòðóêöiþ ïñåâäîñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨ äëÿ ñèíãó-
ëÿðíî¨ ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè. Äëÿ ñèñòåìè íà ïiâîñi îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ
âñiõ òàêèõ ôóíêöié â òåðìiíàõ ãðàíè÷íèõ óìîâ.

6) Òåîðiþ Âåéëÿ-Òiò÷ìàðøà ïîøèðåíî íà íåãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè íà ïiâîñi. Îòðè-
ìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ âêîðî÷åíèõ ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié ñèñòåìè íà ïiâîñi
â òåðìiíàõ ãðàíè÷íèõ óìîâ.
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7) Äîâåäåíî àíàëîã ôîðìóëè Òiò÷ìàðøà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè íà
îñi. Îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié òàêî¨
ñèñòåìè, ùî âiäïîâiäàþòü ðîçäiëåíèì ñàìîñïðÿæåíèì ãðàíè÷íèì óìîâàì.

8) Çà äîïîìîãîþ ïåðåëi÷åíèõ ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåíî äåÿêi ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi
äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó ç ìàòðè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè.
Çîêðåìà, òåîðiþ Âåéëÿ-Òiò÷ìàðøà ïîøèðåíî íà îïåðàòîðè ïàðíîãî ïîðÿäêó ç
íåðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó òà íåïàðíîãî ïîðÿäêó ÿê ç ðiâíèìè, òàê i íåðiâíè-
ìè iíäåêñàìè äåôåêòó.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ íîñÿòü
òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Âîíè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè âèâ÷åíi ãðàíè÷íèõ çàäà÷,
ùî âèíèêàþòü â ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi.
Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Íà çàõèñò âèíîñÿòüñÿ ëèøå òi ðåçóëüòàòè ñóìiñ-

íèõ ðîáiò, ÿêi îòðèìàíi çäîáóâà÷åì îñîáèñòî. Ó ñóìiñíèõ ðîáîòàõ ç Ì.Ì. Ìàëàìóäîì
çäîáóâà÷ó íàëåæàòü òàêi îñíîâíi ðåçóëüòàòè: â ðîáîòi [1] � òâåðäæåííÿ 2 òà 6, òåîðåìè
2 òà 4; â ðîáîòi [3] � òâåðäæåííÿ 3.12 , 5.2 òà 6.7, òåîðåìè 5.5 òà 6.2, íàñëiäîê 5.7; â
ðîáîòi [4] � òâåðäæåííÿ 7, òåîðåìè 10 òà 12; â ðîáîòi [5] � òåîðåìè 1 òà 3; â ðîáîòi [7] �
òåîðåìè 2 òà 4. Âíåñîê ñïiâàâòîðiâ â ðåçóëüòàòè ðîáiò [6], [15], [20] ¹ ðiâíîñèëüíèì. Â
ðîáîòi [21] çäîáóâà÷åâi íàëåæàòü ó ðiâíèõ äîëÿõ iç ñïiâàâòîðàìè ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 3.
Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ äî-

ïîâiäàëèñÿ íà òàêèõ êîíôåðåíöiÿõ òà ñåìiíàðàõ:
International Conference on Functional Analysis and its Applications, Lviv, 2002.
Îäèíàäöÿòà ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iìåíi àêàäåìiêà Ì. Êðàâ÷óêà, Êè¨â,

2006.
International Conference �Modern Analysis and Applications (MAA 2007)� dedicated to

the centenary of Mark Krein, Odessa, 2007.
International Conference �In�nite Dimensional Analysis and Topology�, Ivano-Frankivsk,

2009.
Óêðà¨íñüêèé ìàòåìàòè÷íèé êîíãðåñ, Êè¨â, 2009.
21-th International Workshop on Operator Theory and Applications IWOTA 2010, Berlin,

Germany, 2010.
Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ç ñó÷àñíîãî àíàëiçó, Äîíåöê, 2011.
International Conference� Spectral Theory and Di�erential Equations (STDE-2012)�,

Kharkiv, 2012.
International Conference� Spectral Theory and Di�erential Operators�, Graz, Austria,

2012.
The Third Najman Conference on Spectral Problems for Operators and Matrices, Biograd,

Croatia, 2013.
International Conference �Spectral Theory and Di�erential Equations� dedicated to the

centenary of B.M. Levitan, Moscow, 2014.
International Conference IWOTA 2014, Amsterdam, Netherlands, 2014.
Ñåìiíàð âiääiëó ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè IÏÌÌ ÍÀÍ Óêðà¨íè, êåðiâíèê ä.

ô.-ì. í., ïðîôåñîð À.�. Øèøêîâ, 2012, 2013.
Ñåìiíàð ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ÄîíÍÓ, êåðiâíèê ä. ô.-ì. í. Ì.Ì. Ìàëàìóä.
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Êè¨âñüêèé ñåìiíàð ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè,
êåðiâíèêè àêàä. ÍÀÍ Óêðà¨íè Þ.Ì. Áåðåçàíñüêèé, ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè Ì.Ë. Ãîð-
áà÷óê, ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè Þ.Ñ. Ñàìîéëåíêî, 2014.
Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â 27 ñòàòòÿõ [1 -

27] â íàóêîâèõ ôàõîâèõ æóðíàëàõ òà â 12 òåçàõ êîíôåðåíöié [28 � 39]. Ñåðåä öèõ ðîáiò
14 ñòàòåé îïóáëiêîâàíî â æóðíàëàõ, âêëþ÷åíèõ äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ áàç.
Ñòðóêòóðà ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, âîñüìè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ

òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî ìiñòèòü 116 íàéìåíóâàíü. Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨
ñêëàäà¹ 267 ñòîðiíîê.

ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi îáãðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè i êîðîòêî âèêëàäåíî íîâi ðåçóëüòàòè, îò-
ðèìàíi â äèñåðòàöi¨.
Ðîçäië 1 ìiñòèòü îãëÿä ëiòåðàòóðè ç òåîði¨ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ i

ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ òà ñèñòåì.
Ðîçäië 2 ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ ç äîâiëüíèìè

iíäåêñàìè äåôåêòó çà äîïîìîãè ãðàíè÷íèõ òðiéîê òà âiäïîâiäíèõ ôóíêöié Âåéëÿ.
Ïîçíà÷åííÿ: H, H � ñåïàðàáåëüíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè, [H1,H2] � ìíîæèíà îáìåæå-

íèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ç H1 â H2, [H] := [H,H], PH � îðòîïðîåêòîð â H̃ íà ïiäïðîñòið
H ⊂ H̃, C+ = {z ∈ C : Imz > 0}, C̃(H0,H1) (C̃(H)) � ìíîæèíà çàìêíåíèõ ëiíiéíèõ âiä-
íîøåíü çH0 âH1 (âH). Äëÿ âiäíîøåííÿ T ∈ C̃(H0,H1) ïîêëàäåìî: domT, ranT, kerT
� âiäïîâiäíî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ, îáðàç òà ÿäðî T ; mulT = {f ′ ∈ H1 : {0, f ′} ∈ T} ⊂
H1 � ìíîãîçíà÷íà ÷àñòèíà T ; T−1, T ∗ � âiäïîâiäíî çâîðîòíå òà ñïðÿæåíå äî T âiä-
íîøåííÿ. Çàìêíåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð T ç H0 â H1 îòîòîæíþ¹òüñÿ ç éîãî ãðàôiêîì
grT ∈ C̃(H0,H1). Âiäíîøåííÿ A ∈ C̃(H) íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì (ñàìîñïðÿæåíèì),
ÿêùî A ⊂ A∗ (âiäï. A = A∗). Äåôåêòíi ïiäïðîñòîðè òà iíäåêñè äåôåêòó âiäíîøåííÿ
A ⊂ A∗ âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè Nλ(A) = ker (A∗ − λ) i n±(A) = dimNλ(A), λ ∈ C±.
Íàäàëi H0 - ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, H1 � ïiäïðîñòið â H0, H2 := H0 ⊖H1, P1 ∈ [H0,H1]

òà P2 ∈ [H0] � îðòîïðîåêòîðè â H0 âiäïîâiäíî íà H1 òà H2. Çà äîïîìîãè ðiâíîñòi

θ = {C0, C1} := {{h0, h1} ∈ H0 ⊕H1 : C0h0 + C1h1 = 0} (1)

êîæíå âiäíîøåííÿ θ ∈ C̃(H0,H1) îòîòîæíþ¹òüñÿ ç ïàðîþ îïåðàòîðiâ Cj ∈ [Hj,K],
j ∈ {0, 1}, ùî äiþòü â äîïîìiæíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið K (ñâié äëÿ êîæíî¨ ïàðè) i
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ran (C0, C1) = K. Â ðîáîòi ââåäåíî ñïåöiàëüíi êëàñèDis(H0,H1),
Ac(H0,H1), Sym(H0,H1) i Self(H0,H1) âiäíîøåíü (îïåðàòîðíèõ ïàð) θ = {C0, C1} ∈
C̃(H0,H1), ÿêi õàðàêòåðèçóþòüñÿ â òåðìiíàõ îïåðàòîðiâ Cj. Â ðîáîòi òàêîæ ââåäåíî
êëàñ R̃(H0,H1) ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié τ(·) : C+ → C̃(H0,H1), òàêèõ ùî −τ(λ) ∈
Ac(H0,H1), λ ∈ C+. Çà äîïîìîãè ðiâíîñòi

τ = τ(λ) = {C0(λ), C1(λ)}, λ ∈ C+ (2)

ôóíêöiÿ τ(·) ∈ R̃(H0,H1) îòîòîæíþ¹òüñÿ ç ïàðîþ ãîëîìîðôíèõ îïåðàòîð-ôóíêöié
Cj(·) : C+ → [Hj,K], j ∈ {0, 1}, òàêèõ ùî äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+

2 Im(C1(λ)P1C
∗
0(λ)) + C0(λ)P2C

∗
0(λ) ≥ 0 i (C0(λ)− iC1(λ)P1)

−1 ∈ [K,H0].
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ßêùî H0 = H1 =: H, òî êëàñè Dis, Ac, Sym òà Self çáiãàþòüñÿ ç âiäîìèìè êëàñàìè
ìàêñèìàëüíèõ äèñèïàòèâíèõ, ìàêñèìàëüíèõ àêóìóëÿòèâíèõ, ìàêñèìàëüíèõ ñèìåòðè÷-
íèõ i ñàìîñïðÿæåíèõ âiäíîøåíü â H âiäïîâiäíî. Êðiì òîãî, êëàñ R̃(H,H) çáiãà¹òüñÿ
ç âiäîìèì êëàñîì R̃(H) íåâàíëèíiâñüêèõ C̃(H)-çíà÷íèõ ôóíêöié. Ïiäêëàñàìè êëàñó
R̃(H) ¹ ìíîæèíè R[H] ãîëîìîðôíèõ îïåðàòîð-ôóíêöié Φ(·) : C+ → [H], òàêèõ ùî
ImΦ(λ) ≥ 0, λ ∈ C+, i Ru[H] = {Φ(·) ∈ R[H] : (ImΦ(λ))−1 ∈ [H], λ ∈ C+}.
Ó ïiäðîçäiëi 2.2 çà äîïîìîãè ãðàíè÷íèõ òðiéîê äîñëiäæóþòüñÿ ðîçøèðåííÿ ñèìåò-

ðè÷íèõ âiäíîøåíü A ç äîâiëüíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó.

Îçíà÷åííÿ 2.23. Ñóêóïíiñòü Π = {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1}, â ÿêié Γj : A
∗ → Hj, j ∈ {0, 1},

� ëiíiéíi îïåðàòîðè, íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ äëÿ A∗, ÿêùî ran (Γ0,Γ1)
⊤ =

H0 ⊕H1 i âèêîíó¹òüñÿ àáñòðàêòíà òîòîæíiñòü Ãðiíà

(f ′, g)−(f, g′) = (Γ1f̂ ,Γ0ĝ)−(Γ0f̂ ,Γ1ĝ)+i(P2Γ0f̂ , P2Γ0ĝ), f̂ = {f, f ′}, ĝ = {g, g′} ∈ A∗

Òâåðäæåííÿ 2.25. ßêùî {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗, òî

dimH1 = n−(A) ≤ n+(A) = dimH0 (3)

i ðiâíiñòü A0 = ker Γ0 = {f̂ ∈ A∗ : Γ0f̂ = 0}çàäà¹ ìàêñèìàëüíå ñèìåòðè÷íå âiäíîøåí-
íÿ A0 ⊃ A ç n−(A0) = 0. Íàâïàêè, äëÿ êîæíîãî âiäíîøåííÿ A ⊂ A∗ ç n−(A) ≤ n+(A)
iñíó¹ ãðàíè÷íà òðiéêà Π = {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} äëÿ A∗.

Òâåðäæåííÿ 2.24. ßêùî {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗, òî ðiâíiñòü
(àáñòðàêòíi ãðàíè÷íi óìîâè)

Ã = Ãθ = {f̂ ∈ A∗ : C0Γ0f̂ + C1Γ1f̂ = 0}.

çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ îïåðàòîðíèìè ïàðàìè θ = {C0, C1}, ùî íàëå-
æàòü äî êëàñó Dis(H0,H1), Ac(H0,H1), Sym(H0,H1) àáî Self(H0,H1), i âiäïîâiäíî
ìàêñèìàëüíèìè äèñèïàòèâíèìè, ìàêñèìàëüíèìè àêóìóëÿòèâíèìè, ìàêñèìàëüíèì
ñèìåòðè÷íèìè àáî ñàìîñïðÿæåíèìè ðîçøèðåííÿìè Ã = Ãθ ⊃ A.

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 ââîäÿòüñÿ òà âèâ÷àþòüñÿ γ-ïîëÿ òà ôóíêöi¨ Âåéëÿ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè.
Íåõàé A ⊂ A∗ i Π = {H0⊕H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗. Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C\R
ïîêëàäåìî N̂λ(A) = {{f, λf} : f ∈ Nλ(A)}. Òîäi N̂λ(A) ⊂ A∗ i ðiâíîñòi

γ+(λ) = π1(Γ0 � N̂λ(A))
−1, λ ∈ C+; γ−(λ) = π1(P1Γ0 � N̂λ(A))

−1, λ ∈ C−

Γ1 � N̂λ(A) =M+(λ)Γ0 � N̂λ(A), λ ∈ C+,

äå π1 � îðòîïðîåêòîð â H⊕ H íà H⊕ {0}, êîðåêòíî çàäàþòü îïåðàòîð-ôóíêöi¨ γ+(·) :
C+ → [H0,H], γ−(·) : C− → [H1,H] i M+(·) : C+ → [H0,H1]. Îïåðàòîð-ôóíêöi¨ γ±(·)
íàçèâàþòüñÿ γ-ïîëÿìè, à M+(·) � ôóíêöi¹þ Âåéëÿ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè Π.

Òâåðäæåííÿ 2.33. 1)Ôóíêöi¨ γ±(·) ¹ ãîëîìîðôíèìè i ñïðàâåäëèâà òîòîæíiñòü

γ+(z) = γ+(λ) + (z − λ)(A0 − z)−1γ+(λ), z, λ ∈ C+

2) Ïðèïóñòèìî, ùî áëî÷íèì çîáðàæåííÿì ôóíêöi¨ Âåéëÿ M+(λ) ¹

M+(λ) = (M(λ), N+(λ)) : H1 ⊕H2 → H1 (4)
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i M(·) : C+ → H0 � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

M(λ) =

(
M(λ) N+(λ)
0 i

2IH2

)
: H1 ⊕H2 → H1 ⊕H2, λ ∈ C+. (5)

Òîäi M ∈ Ru[H], M(·) ∈ Ru[H1] i ñïðàâåäëèâà òîòîæíiñòü

M(z)−M∗(λ) = (z − λ) γ∗+(λ)γ+(z), z, λ ∈ C+.

Òåîðåìà 2.49. Íåõàé A � ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð â H, {H0 ⊕ H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷-
íà òðiéêà äëÿ A∗, M+(·) � ¨¨ ôóíêöiÿ Âåéëÿ i M(·) òà M(·) � îïåðàòîð ôóíêöi¨,
âèçíà÷åíi â (4), (5). Çà öèõ óìîâ A ¹ ùiëüíî âèçíà÷åíèì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

s− lim
y→+∞

1
iyM(iy) = 0 é lim

y→+∞
y Im(M(iy)h0, h0) = +∞, 0 ̸= h0 ∈ H0.

Ïiäðîçäië 2.4 ¹ öåíòðàëüíèì ó ðîçäiëi 2. Òóò ó ðiçíié ôîðìi ïàðàìåòðèçóþòüñÿ ðîç-
øèðåííÿ Ã = Ã∗ âiäíîøåííÿ A ⊂ A∗ ç âèõîäîì ó øèðøèé ïðîñòið i õàðàêòåðèçóþòüñÿ
äåÿêi ¨õ âëàñòèâîñòi. Íåõàé S̃elf(A) � ìíîæèíà óñiõ âiäíîøåíü Ã = Ã∗ ∈ C̃(H̃), òàêèõ
ùî H̃ ⊃ H, Ã ⊃ A i span {H, (Ã − λ)−1H : λ ∈ C \ R} = H̃; Self(A) � ìíîæèíà óñiõ
ðîçøèðåíü Ã ∈ S̃elf(A) ∩ C̃(H) (êàíîíi÷íi ðîçøèðåííÿ); S̃elf0(A) (Self0(A)) � ìíîæèíà
âñiõ Ã ∈ S̃elf(A) (âiäï. Ã ∈ Self(A)), òàêèõ ùî mul Ã = mulA. ßêùî A ¹ îïåðàòî-
ðîì, òî S̃elf0(A) ¹ ìíîæèíîþ ðîçøèðåíü Ã ∈ S̃elf(A), ÿêi ¹ îïåðàòîðàìè. Ðîçøèðåííÿ
Ã ∈ S̃elf(A) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ óçàãàëüíåíîþ ðåçîëüâåíòîþ

R(λ) = PH(Ã− λ)−1 � H, λ ∈ C \ R. (6)

ßêùî Ã ∈ Self(A), òî (6) çàäà¹ êàíîíi÷íó ðåçîëüâåíòó R(λ) = (Ã− λ)−1, λ ∈ C \ R.
Òåîðåìà 2.42. Íåõàé n−(A) ≤ n+(A) ≤ ∞, {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ
A∗ i γ±(·) òà M+(·) � γ-ïîëÿ òà ôóíêöiÿ Âåéëÿ öi¹¨ òðiéêè. Òîäi:
(1) Ðiâíiñòü (ôîðìóëà äëÿ óçàãàëüíåíèõ ðåçîëüâåíò)

Rτ(λ) = (A0 − λ)−1 + γ+(λ)(C0(λ)− C1(λ)M+(λ))
−1C1(λ)γ

∗
−(λ), λ ∈ C+ (7)

çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü R(λ) = Rτ(λ) ìiæ îïåðàòîðíèìè ïàðàìè τ ∈ R̃(H0,H1)
âèãëÿäó (2) i óçàãàëüíåíèìè ðåçîëüâåíòàìè R(λ) âiäíîøåííÿ A. Êðiì òîãî, Rτ(λ) ¹
êàíîíi÷íîþ ðåçîëüâåíòîþ òîäi é òiëüêè òîëi, êîëè τ = {C0, C1} ∈ Self(H0,H1).
(2) Ôîðìóëà À.Â. Øòðàóñà

R(λ) = (Ã(λ)− λ)−1, λ ∈ C \ R (8)

çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óçàãàëüíåíèìè ðåçîëüâåíòàìè R(λ) âiäíîøåííÿ

A òà ôóíêöiÿìè Ã(·) : C\R → C̃(H), òàêèìè ùî −Ã(·) ∈ R̃(H) i A ⊂ Ã(λ), λ ∈ C\R.
Ïðè öüîìó çâ'ÿçîê ìiæ (7) òà (8) çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

Ã(λ) = Ã−τ(λ) = {f̂ ∈ A∗ : C0(λ)Γ0f̂ − C1(λ)Γ1f̂ = 0}, λ ∈ C+,

äå τ = {C0(λ), C1(λ)} ∈ R̃(H0,H1) � òà æ ñàìà îïåðàòîðíà ïàðà, ùî i â (7).
(3) ßêùî τ ∈ R̃(H0,H1)-ïàðà (2) i Rτ(λ)-óçàãàëüíåíà ðåçîëüâåíòà (7), òî äëÿ êîæ-

íîãî g ∈ H é λ ∈ C+ åëåìåíò f = Rτ(λ)g ¹ ðîçâ'ÿçêîì àáñòðàêòíî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i

{f, λf + g} ∈ A∗ (9)

C0(λ)Γ0{f, λf + g} − C1(λ)Γ1{f, λf + g} = 0, λ ∈ C+. (10)
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Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.42 ãðàíè÷íà çàäà÷à (9), (10) çàäà¹ ïàðàìåòðèçàöi¨ R(λ) = Rτ(λ)

òà Ã = Ãτ óçàãàëüíåíèõ ðåçîëüâåíò R(λ) i ðîçøèðåíü Ã ∈ S̃elf(A) çà äîïîìîãè àá-
ñòðàêòíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ ∈ R̃(H0,H1). Â òåðìiíàõ ïàðàìåòðà τ ðîçøèðåííÿ
Ã ∈ S̃elf0(A) âiäíîøåííÿ A ⊂ A∗ îïèñóþòüñÿ ó òàêié òåîðåìi.

Òåîðåìà 2.53. ßêùî çà óìîâ òåîðåìè 2.42 τ ∈ R̃(H0,H1) � îïåðàòîðíà ïàðà (2), òî
Ãτ ∈ S̃elf0(A) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

s− lim
y→+∞

1
iyP1(C0(iy)− C1(iy)M+(iy))

−1C1(iy) = 0

s− lim
y→+∞

1
iyM+(iy)(C0(iy)− C1(iy)M+(iy))

−1C0(iy) � H1 = 0.

Íàâåäåíi âèùå ðåçóëüòàòè ïîøèðþþòü íà âèïàäîê n+(A) ̸= n−(A) ðåçóëüòàòè ðîáiò
Ì.Ã. Êðåéíà òà Ã. Ëàíãåðà; Ã. Ëàíãåðà òà Á. Òåêñòîðióñà; À.Í. Êî÷óáåÿ; Â.Ì. Áðóêà;
Â.Î. Äåðêà÷à òà Ì.Ì. Ìàëàìóäà. Çîêðåìà, ôîðìóëà (7) ¹ óçàãàëüíåííÿì êëàñè÷íî¨
ôîðìóëè Ì.Ã. Êðåéíà äëÿ óçàãàëüíåíèõ ðåçîëüâåíò.

Ó ïiäðîçäiëi 2.5 ðîçãëÿäàþòüñÿ ãðàíè÷íi ïàðè äëÿ A∗ òà âiäïîâiäíi ôóíêöi¨ Âåéëÿ,
ÿêi ¹ êîðèñíèìè óçàãàëüíåííÿìè ãðàíè÷íî¨ òðiéêè òà ¨¨ ôóíêöi¨ Âåéëÿ. Ãðàíè÷íîþ
ïàðîþ äëÿ âiäíîøåííÿ A ⊂ A∗ íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíiñòü {H0 ⊕ H1,Γ}, â ÿêié H0 òà
H1 ⊂ H0 � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè i Γ : H2 → H0 ⊕ H1 � ëiíiéíå âiäíîøåííÿ, òàêå ùî
domΓ = A∗, âiðíîþ ¹ àáñòðàêòíà òîòîæíiñòü Ãðiíà

(f ′, g)− (f, g′) = (h1, x0)− (h0, x1) + i(P2h0, P2x0),

äå {
(
f
f ′

)
,
(
h0

h1

)
}, {

(
g
g′

)
,
(
x0

x1

)
} ∈ Γ, i âèêîíàíà ïåâíà óìîâà ìàêñèìàëüíîñòi. Ç ãðàíè÷íîþ

ïàðîþ {H0 ⊕H1,Γ} ïîâ'ÿçó¹òüñÿ ôóíêöiÿ Âåéëÿ M+(·) : C+ → C̃(H0,H1), âèçíà÷åíà
ðiâíiñòþM+(λ) = ΓN̂λ(A), λ ∈ C+. Ó ðîáîòi íàéáiëüøà óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ ãðàíè÷íèì
ïàðàì ç dimH0 < ∞, îñêiëüêè ñàìå âîíè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ ñèìåò-
ðè÷íèõ ñèñòåì. ßêùî äëÿ òàêî¨ ïàðè mul Γ(∈ C̃(H0,H1)) ¹ îïåðàòîðîì, òî M+(λ) ¹
ãîëîìîðôíîþ îïåðàòîð-ôóíêöi¹þ iç çíà÷åííÿìè â [H0,H1]. Êðiì òîãî, äëÿ ãðàíè÷íèõ
ïàð ç dimH0 <∞ ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi (ïîð. ç (3))

dimH0 = n+(A) + dim(mul Γ), dimH1 = n−(A) + dim(mul Γ).

Ó ïiäðîçäiëi 2.6 äîñëiäæóþòüñÿ ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü
ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ A ç äiéñíèìè äåôåêòíèìè ïiäïðîñòîðàìè Nλ(A) ìàêñèìàëü-
íî¨ âèìiðíîñòi. Ïðèïóñòèìî, ùî A � ïðîñòèé ùiëüíî âèçíà÷åíèé ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð
â H ç n+(A) = n−(A) := d < ∞ i ρ̂(A) � éîãî ïîëå ðåãóëÿðíîñòi. Òîäi dimNλ(A) ≤
d, λ ∈ R, i dimNλ(A) = d, λ ∈ ρ̂(A). Êðiì òîãî, ÿêùî I = (α, β) ⊂ ρ̂(A), òî äëÿ
êîæíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî ðîçøèðåííÿ Ã ∈ Self(A) éîãî ñïåêòð â iíòåðâàëi I ¹ äèñ-
êðåòíèì. Öiêàâèì óÿâëÿ¹òüñÿ ïèòàííÿ, ÷è ¹ öå òâåðäæåííÿ âiðíèì äëÿ áiëüø ñëàáêî¨
óìîâè dimNλ(A) = d, λ ∈ I = (α, β). Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âiäïîâiäü ¹ íåãàòèâíîþ, õî÷à
ñïåêòð ðîçøèðåííÿ Ã ∈ Self(A) ¹ äîñòàòíüî "ìàëèì"â I. Òî÷íiøå, ìà¹ ìiñöå
Òåîðåìà 2.72. Íåõàé I = (α, β) ⊂ R (−∞ ≤ α < β ≤ ∞) i dimNλ(A) = d, λ ∈ I.
ßêùî Ã ∈ Self(A), spec(Ã) � ñïåêòð îïåðàòîðà Ã i specc(Ã) � íåïåðåðâíèé ñïåêòð

Ã, òî specc(Ã) ∩ I = ∅ i ìíîæèíà spec(Ã) ∩ I ¹ íiäå íåùiëüíîþ â I.
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Íåõàé specd(Ã) i spece(Ã) = R\specd(Ã) � âiäïîâiäíî äèñêðåòíèé òà iñòîòíèé ñïåêòðè
îïåðàòîðà Ã. ßê âiäîìî, specc(Ã) ⊂ spece(Ã).

Òåîðåìà 2.73. Íåõàé I = (α, β) ⊂ R (−∞ ≤ α < β ≤ ∞) i X ⊂ I � çàìêíåíà
íiäå íåùiëüíà ìíîæèíà â I. Òîäi äëÿ êîæíîãî d ∈ N iñíó¹ ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H i
ïðîñòèé ùiëüíî âèçíà÷åíèé ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð A â H, òàêi ùî n+(A) = n−(A) =

d, dimNλ(A) = d, λ ∈ I, i spece(Ã) ∩ I = X äëÿ êîæíîãî ðîçøèðåííÿ Ã ∈ Self(A).

Ç òåîðåìè 2.73 âèïëèâà¹, ùî ñïiââiäíîøåííÿ specc(Ã) ∩ I = ∅ â òâåðäæåííi òåîðåìè
2.72 íå ìîæå áóòè ïîñèëåíî äî spece(Ã) ∩ I = ∅.
Ó ðîçäiëi 3 ââîäèòüñÿ äî ðîçãëÿäó îñíîâíèé îá'¹êò ðîáîòè � ñèìåòðè÷íà äèôåðåí-

öiàëüíà ñèñòåìà. Äëÿ òàêî¨ ñèñòåìè áóäóþòüñÿ ñïåöiàëüíi ãðàíè÷íi òðiéêè òà ïàðè, çà
äîïîìîãè ÿêèõ îïèñóþòüñÿ ãðàíè÷íi óìîâè ðiçíèõ êëàñiâ.
Íåõàé H òà Ĥ � óíiòàðíi (ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi) ïðîñòîðè,

H = H ⊕ Ĥ ⊕H, H0 = H ⊕ Ĥ (11)

i ν = dimH, ν̂ = dim Ĥ, n = dimH = 2ν + ν̂. Ñèìåòðè÷íà äèôåðåíöiàëüíà ñèñòåìà
íà ïðîìiæêó I = ⟨a, b⟩, −∞ ≤ a < b ≤ ∞, ìà¹ âèãëÿä

Jy′ −B(t)y = λ∆(t)y, t ∈ I, λ ∈ C, (12)

äå B(t) = B∗(t) i ∆(t) ≥ 0 � [H]-çíà÷íi ôóíêöi¨, iíòåãðîâíi íà êîæíîìó âiäðiçêó
[α, β] ⊂ I, i

J =

 0 0 −IH
0 iδIĤ 0
IH 0 0

 : H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

→ H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

. (13)

ç δ ∈ {−1, 1}. Ñèñòåìà (12) íàçèâà¹òüñÿ ãàìiëüòîíîâîþ, ÿêùî Ĥ = {0} i, îòæå,

J =

(
0 −IH
IH 0

)
: H ⊕H → H ⊕H.

Ñèñòåìà (12) íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íîþ, ÿêùî B(t) ≡ 0. Êàíîíi÷íà ñèñòåìà ìà¹ âèãëÿä

Jy′ = λ∆(t)y, t ∈ I, λ ∈ C. (14)

Êiíöåâà òî÷êà a (âiäï. b) ïðîìiæêó I íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî a > −∞ i a ∈ I
(âiäï. b < ∞ i b ∈ I). Ñèñòåìà (12) íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî òî÷êè a òà b ðåãó-
ëÿðíi. Êiíöåâà òî÷êà (ñèñòåìà) íàçèâà¹òüñÿ ñèíãóëÿðíîþ, ÿêùî âîíà íå ¹ ðåãóëÿðíîþ.
Íåõàé L2

∆(I) � ìíîæèíà ôóíêöié f : I → H , òàêèõ ùî
∫
I
(∆(t)f(t), f(t)) dt < ∞.

Ðiâíiñòü (f, g)∆ =
∫
I
(∆(t)f(t), g(t)) dt çàäà¹ êâàçiñêàëÿðíèé äîáóòîê â L2

∆(I). Íàäàëi

ïîêëàäà¹ìî H := L2
∆(I) � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi â L2

∆(I) (ôàêòîð-
ïðîñòið), π∆ � ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ ç L2

∆(I) íà H. Äëÿ óíiòàðíîãî ïðîñòîðó K ïîêëà-
äåìî L2

∆[K,H] � ìíîæèíà ôóíêöié F : I → [K,H], òàêèõ ùî F (·)h ∈ L2
∆(I), h ∈ K.

Íåõàé Nλ � ëiíiéíèé ïðîñòið óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (12), ùî íàëåæàòü äî L2
∆(I).

Äëÿ îïåðàòîðíîãî ðîçâ'ÿçêó Y (·, λ) ∈ L2
∆[K,H] ñèñòåìè (12) ðiâíiñòü (Y (λ)h)(t) =

Y (t, λ)h, h ∈ K, çàäà¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð Y (λ) : K → Nλ. ×èñëà N± := dimNλ, λ ∈
C±, íàçèâàþòüñÿ ôîðìàëüíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó ñèñòåìè. Â ðîáîòi áåç îáìåæåííÿ
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çàãàëüíîñòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ëèøå ñèñòåìè (12) ç N+ ≥ N− (ÿêùî öÿ óìîâà íå âèêîíàíà,
òî äîñòàòíüî ïåðåéòè äî ïðîòèëåæíî¨ ñèñòåìè).
Íóëü-ìíîãîâèäîì ñèñòåìè (12) íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèé ïðîñòið N ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ y(·),

òàêèõ ùî ∆(t)y(t) = 0 (ì.â. íà I). Ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷åíîþ, ÿêùî N = {0}.
Ñèñòåìà (12) ïîðîäæó¹ ìiíiìàëüíå âiäíîøåííÿ Tmin òà ìàêñèìàëüíå âiäíîøåííÿ Tmax

â L2
∆(I), à òàêîæ ìiíiìàëüíå âiäíîøåííÿ Tmin = (π∆ ⊕ π∆)Tmin òà ìàêñèìàëüíå âiäíî-

øåííÿ Tmax = (π∆⊕π∆)Tmax â H. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî Tmin ¹ çàìêíåíèì ñèìåòðè÷íèì âiä-
íîøåííÿì â H ç (ìîæëèâî íåðiâíèìè) iíäåêñàìè äåôåêòó n±(Tmin) = N±−dimN <∞
i Tmax = T ∗

min. Êðiì òîãî, äëÿ êîæíî¨ ïàðè y, z ∈ dom Tmax iñíóþòü ãðàíèöi

[y, z]a := limt→a(Jy(t), z(t)), [y, z]b := limt→b(Jy(t), z(t)).

Íåõàé c ∈ (a, b), Nl± òà Nr± � ôîðìàëüíi iíäåêñè äåôåêòó çâóæåííÿ ñèñòåìè (12)
âiäïîâiäíî íà Il := ⟨a, c] òà Ir := [c, b⟩,

δa := sign (Nl− −Nl+ + δν̂), δb := sign (Nr+ −Nr− + δν̂) (15)

Îçíà÷åííÿ 3.20. Ñóêóïíiñòü {Ha,Γa;Hb,Γb}, â ÿêié Ha òà Hb � óíiòàðíi ïðîñòîðè i
Γa, Γb � ñþð'¹êòèâíi ëiíiéíi îïåðàòîðè âèãëÿäó

Ha = Ha ⊕ Ĥa ⊕Ha, Hb = Hb ⊕ Ĥb ⊕Hb (16)

Γa = (Γ0a, Γ̂a,Γ1a)
⊤ : dom Tmax → Ha ⊕ Ĥa ⊕Ha (17)

Γb = (Γ0b, Γ̂b,Γ1b)
⊤ : dom Tmax → Hb ⊕ Ĥb ⊕Hb, (18)

íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì äëÿ ñèñòåìè (12), ÿêùî äëÿ âñiõ y, z ∈ dom Tmax

[y, z]a = (JaΓay,Γaz)Ha
, [y, z]b = (JbΓby,Γbz)Hb

, (19)

äå Ja ∈ [Ha ⊕ Ĥa ⊕Ha] òà Jb ∈ [Hb ⊕ Ĥb ⊕Hb] � îïåðàòîðè ç áëî÷íèìè çîáðàæåííÿìè

Ja =

 0 0 −IHa

0 iδaIĤa
0

IHa
0 0

 , Jb =

 0 0 −IHb

0 iδbIĤb
0

IHb
0 0

 (20)

Ó âèïàäêó ðåãóëÿðíî¨ êiíöåâî¨ òî÷êè a (âiäï. b) ìîæíà ïîêëàñòè Γay = y(a) (âiäï.
Γby = y(b)). ßêùî æ òî÷êà a (âiäï. b) ¹ ñèíãóëÿðíîþ, òî âåêòîð Γay (Γby) ¹ ñèíãóëÿðíèì
ãðàíè÷íèì çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ y ∈ dom Tmax â òî÷öi a (âiäï. b).
Äëÿ âèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè çà äîïîìîãè ãðàíè÷íîãî êîìïëåêñó áóäóþòüñÿ ïðîñòîðè Hj

òà îïåðàòîðè Γ′
j : dom Tmax → Hj, j ∈ {0, 1}, òàêi ùî ñóêóïíiñòü {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} ç

Γ0{ỹ, f̃} = Γ′
0y, Γ1{ỹ, f̃} = Γ′

1y, {ỹ, f̃} ∈ Tmax, (21)

¹ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ äëÿ Tmax. Â (21) y ∈ dom Tmax � (¹äèíà) ôóíêöiÿ, òàêà ùî π∆y = ỹ

i {y, f} ∈ Tmax äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ f̃ .
Ñèñòåìè ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a, äëÿ ÿêèõ N+ ≥ N−, âè÷åðïóþòüñÿ òàêèìè

âèïàäêàì à1 � à3:
Âèïàäîê à1. δ = 1 i N+ ≥ N−. Âèïàäîê à2. δ = −1 i N+ −N− ≥ ν̂.
Âèïàäîê à3. δ = −1 i 0 ≤ N+ −N− ≤ ν̂
Â ðîáîòi äåòàëüíî ðîçãëÿäàþòüñÿ âèïàäêè à1 òà à2. Íåõàé Γb � ñþð'¹êòèâíèé îïå-

ðàòîð (18), ùî çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó òîòîæíiñòü â (19). Äëÿ êîæíîãî ç âèïàäêiâ à1 òà à2
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áóäó¹òüñÿ óíiòàðíèé ïðîñòið H̃b ⊃ Hb, òàêèé ùî îïåðàòîð Γb äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

Γb = (Γ̃0b, Γ̂
′
b,Γ1b)

⊤ : dom Tmax → H̃b ⊕ Ĥ ⊕Hb (22)

ó âèïàäêó à1 òà

Γb = (Γ̃0b,Γ1b)
⊤ : dom Tmax → H̃b ⊕Hb (23)

ó âèïàäêó à2; êðiì òîãî, H̃b = Hb ⇔ N+ = N−. Ñóêóïíiñòü {H̃b,Hb,Γb} ç îïåðàòîðîì
Γb âèãëÿäó (22) àáî (23) íàçèâà¹òüñÿ b�ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì.
Çãiäíî ç (11) ôóíêöiÿ y(·) ∈ dom Tmax äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

y(t) = y0(t)⊕ ŷ(t)⊕ y1(t)(∈ H ⊕ Ĥ ⊕H), t ∈ I. (24)

Íàäàëi ïîêëàäà¹ìî Γjay = yj(a), j ∈ {0, 1}, i Γ̂ay = ŷ(a), y ∈ dom Tmax.
Ó âèïàäêó à1 ïîêëàäåìî

H0 = H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b, H1 = H ⊕ Ĥ ⊕Hb (25)

Γ′
0y = (−Γ1ay)⊕ i(Γ̂a − Γ̂′

b)y ⊕ Γ̃0by(∈ H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b) (26)

Γ′
1y = Γ0ay ⊕ 1

2(Γ̂a + Γ̂′
b)y ⊕ (−Γ1by)(∈ H ⊕ Ĥ ⊕Hb), y ∈ dom Tmax. (27)

Ó âèïàäêó à2 ïîêëàäåìî

H0 = H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b, H1 = H ⊕Hb (28)

Γ′
0y = (−Γ1ay)⊕ (−iΓ̂ay)⊕ Γ̃0by(∈ H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b) (29)

Γ′
1y = Γ0ay ⊕ (−Γ1by)(∈ H ⊕Hb), y ∈ dom Tmax. (30)

Òåîðåìà 3.40. Íåõàé êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ñèñòåìè (12) i ìà¹ ìiñöå
îäèí ç âèïàäêiâ à1 àáî à2. Òîäi ëiíiéíå âiäíîøåííÿ Γ : H2 → H0 ⊕ H1, âèçíà÷åíå
ðiâíiñòþ

Γ =

{{(
π∆y

π∆f

)
,

(
Γ′
0y

Γ′
1y

)}
: {y, f} ∈ Tmax

}
, (31)

óòâîðþ¹ ãðàíè÷íó ïàðó {H0 ⊕H1,Γ} äëÿ Tmax.

Îçíà÷åííÿ 3.41. Ðîçäiëåíîþ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ (ïàðîþ) äëÿ Tmax íàçèâà¹òüñÿ ãðà-
íè÷íà òðiéêà (ïàðà), âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (21) (âiäï. (31)).

Iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíî¨ ìíîãîçíà÷íî¨ ÷àñòèíè mul Γ ó âiäíîøåííÿ Γ ðîçäiëåíî¨ ãðà-
íè÷íî¨ ïàðè {H0 ⊕ H1,Γ} ñïðè÷èíåíî íàÿâíiñòþ íåòðèâiàëüíîãî íóëü-ìíîãîâèäó N
(òîáòî íåâèçíà÷åíiñòþ ñèñòåìè), ùî âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòåé

mul Γ = {{Γ′
0y,Γ

′
1y} : y ∈ N}, dim(mul Γ) = dimN .

Äëÿ âèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà ïàðà ñòà¹ ðîçäiëåíîþ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ.
Ó ïiäðîçäiëi 3.6 îïèñóþòüñÿ ãðàíè÷íi óìîâè ðiçíèõ êëàñiâ äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì.

Íåõàé {Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (17), (18), Ja, Jb � îïåðàòîðè (20) i
{Ca, Cb;K} � ñóêóïíiñòü, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óíiòàðíîãî ïðîñòîðó K òà îïåðàòîðiâ Ca ∈
[Ha,K], Cb ∈ [Hb,K], òàêèõ ùî ran (Ca, Cb) = K. Òàêà ñóêóïíiñòü âiäíîñèòüñÿ äî êëàñó
S+, S− àáî S0, ÿêùî âiäïîâiäíî

i(CaJaC
∗
a − CbJbC

∗
b ) ≥ 0, i(CaJaC

∗
a − CbJbC

∗
b ) ≤ 0 àáî CaJaC

∗
a = CbJbC

∗
b .
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Òâåðäæåííÿ 3.62. Íåõàé ñèñòåìà (12) ¹ âèçíà÷åíîþ, N+ ≥ N− i {Ha,Γa;Hb,Γb} �
ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (17), (18). Òîäi ðiâíiñòü (ãðàíè÷íi óìîâè)

T̃ = {{ỹ, f̃} ∈ Tmax : CaΓay + CbΓby = 0} (32)

çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìàêñèìàëüíèìè äèñèïàòèâíèìè (àêóìóëÿòèâ-

íèìè) ðîçøèðåííÿìè T̃ ⊃ Tmin i ñóêóïíîñòÿìè {Ca, Cb;K} ∈ S− ç dimK = N− (âiäï.
{Ca, Cb;K} ∈ S+ ç dimK = N+).
ßêùî N+ = N− =: d, òî ðiâíiñòü (32) çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ðîçøè-

ðåííÿìè T̃ = T̃ ∗ ⊃ Tmin i ñóêóïíîñòÿìè {Ca, Cb;K} ∈ S0 ç dimK = d.

Êðèòåðié iñíóâàííÿ òà ïàðàìåòðèçàöiÿ ðîçäiëåíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ
äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì äàþòüñÿ ó òàêié òåîðåìi

Òåîðåìà 3.66. Íåõàé ñèñòåìà (12) ¹ âèçíà÷åíîþ. Çà öi¹¨ óìîâè ðîçäiëåíi ñàìîñïðÿ-
æåíi ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ ñèñòåìè iñíóþòü òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

Nl+ −Nl− = Nr− −Nr+ = δν̂. (33)

ßêùî êiíöåâà òî÷êà a àáî b ¹ ðåãóëÿðíîþ, òî óìîâà (33) ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî
ñèñòåìà ¹ ãàìiëüòîíîâîþ i N+ = N−(⇔ n+(Tmin) = n−(Tmin)).
Ïðèïóñòèìî, äàëi, ùî (33) âèêîíàíî. Òîäi:
(1) Ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ {Ha,Γa;Hb,Γb} (16) - (18) ìà¹ âèãëÿä

Ha = Ha ⊕Ha, Hb = Hb ⊕Hb (34)

Γa = (Γ0a,Γ1a)
⊤ : dom Tmax → Ha ⊕Ha, Γb = (Γ0b,Γ1b)

⊤ : dom Tmax → Hb ⊕Hb. (35)

(2) ßêùî {Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (34), (35), òî çàãàëüíèì âèãëÿäîì
ðîçäiëåíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ ¹

T̃ = {{ỹ, f̃} ∈ Tmax : Na0Γ0ay +Na1Γ1ay = 0, Nb0Γ0by +Nb1Γ1by = 0}, (36)

äå Naj ∈ [Ha,Ka] òà Nbj ∈ [Hb,Kb], j ∈ {0, 1}, � îïåðàòîðè, ùî óòâîðþþòü ñàìî-

ñïðÿæåíi îïåðàòîðíi ïàðè θa = {Na0, Na1} ∈ C̃(Ha) òà θb = {Nb0, Nb1} ∈ C̃(Hb).

Âíàñëiäîê òåîðåìè 3.66 äëÿ íåãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè ðîçäiëåíi ñàìîñïðÿæåíi ãðà-
íè÷íi óìîâè ìîæóòü iñíóâàòè ëèøå ó âèïàäêó, êîëè ¨¨ çâóæåííÿ íà ïðîìiæêè Il òà Ir
ìàþòü íåðiâíi iíäåêñè äåôåêòó Nl± òà Nr±. Öåé ôàêò ïiäòâåðäæó¹ äîöiëüíiñòü ðîçãëÿ-
äó ñèñòåì òà äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ ç íåðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó.

Ó ðîçäiëi 4 â òåðìiíàõ ãðàíè÷íèõ óìîâ ïàðàìåòðèçóþòüñÿ óçàãàëüíåíi ðåçîëüâåíòè
òà õàðàêòåðèñòè÷íi ìàòðèöi ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì. Íåõàé ñèñòåìà (12) ¹ âèçíà÷åíîþ,
{Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (16) - (18) i Hj òà Γ′

j, j ∈ {0, 1}, � ïðîñòî-
ðè i îïåðàòîðè, çà äîïîìîãè ÿêèõ áóäó¹òüñÿ ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà òðiéêà (21). Íàäàëi
ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðíà ïàðà τ ∈ R̃(H0,H1) âèãëÿäó (2).
Ó ái¹êòèâíié âiäïîâiäíîñòi ç ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ çíàõîäèòüñÿ ìíîæèíà

S(Ha,Hb) ïàð τ̃ = {Ca(λ), Cb(λ)}, äå Ca(·) : C+ → [Ha,K] òà Cb(·) : C+ → [Hb,K] �
ãîëîìîðôíi îïåðàòîð-ôóíêöi¨ (K-óíiòàðíèé ïðîñòið ç dimK = N+ ), òàêi ùî

ran (Ca(λ), Cb(λ)) = K, i(Ca(λ)JaC
∗
a(λ)− Cb(λ)JbC

∗
b (λ)) ≥ 0, λ ∈ C+.
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Íåõàé τ � ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (2) i f ∈ L2
∆(I). Ðîçãëÿíåìî ãðàíè÷íó çàäà÷ó

Jy′ −B(t)y = λ∆(t)y +∆(t)f(t), t ∈ I (37)

C0(λ)Γ
′
0y − C1(λ)Γ

′
1y = 0, λ ∈ C+. (38)

ßêùî τ̃ = {Ca(λ), Cb(λ)} ∈ S(Ha,Hb) � ïàðà, ùî âiäïîâiäà¹ τ , òî ãðàíè÷íà óìîâà (38)
åêâiâàëåíòíà óìîâi

Ca(λ)Γay + Cb(λ)Γby = 0, λ ∈ C+. (39)

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé ñèñòåìà (12) ¹ âèçíà÷åíîþ i N+ ≥ N−. Òîäi ãðàíè÷íà çàäà÷à
(37), (38) çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü R(λ) = Rτ(λ) ìiæ ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè
τ i óçàãàëüíåíèìè ðåçîëüâåíòàìè R(λ) âiäíîøåííÿ Tmin. Öÿ âiäïîâiäíiñòü çàäà¹òüñÿ

ðiâíiñòþ Rτ(λ)f̃ = π∆y, f̃ ∈ H, äå y � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (37), (38) ç f(·) ∈ f̃ .
Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ¹ âiðíèì äëÿ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (37), (39) i îïåðàòîðíèõ ïàð
τ̃ = {Ca(λ), Cb(λ)} ∈ S(Ha,Hb).

Íåõàé c ∈ I é Yc(·, λ) �[H]-çíà÷íèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (12) ç Yc(c, λ) =
IH. ßê âiäîìî, óçàãàëüíåíà ðåçîëüâåíòà R(λ) âiäíîøåííÿ Tmin äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

R(λ)f̃ = π∆

(∫
I
Yc(x, λ)(Ω

c(λ) + 1
2 sgn(t− x)J)Y ∗

c (t, λ)∆(t)f(t) dt

)
, f̃ ∈ H, (40)

äå f ∈ f̃ i Ωc(·) ∈ R[H] � õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ (õ.ì.) ñèñòåìè, ùî âiäïîâiäà¹ R(λ).

Çàóâàæåííÿ 4.8. Ç òåîðåìè 4.2 âèïëèâà¹, ùî ãðàíè÷íà çàäà÷à (37), (38) çàäà¹ ïàðà-
ìåòðèçàöi¨ T̃ = T̃τ òà Ωc(·) = Ωc

τ(·) ðîçøèðåíü T̃ ∈ S̃elf(Tmin) òà õ.ì. Ωc(·) çà äîïîìîãè
ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ (òóò T̃τ � ðîçøèðåííÿ Tmin, ùî ïîðîäæó¹ Rτ(·)).

Òâåðäæåííÿ 4.9. Ïðèïóñòèìî, ùî: 1) ñèñòåìà (12) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ

a ¹ âèçíà÷åíîþ, δ = 1 i N+ ≥ N−; 2) {H̃b,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (22). Òîäi
äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíà òðiéêà îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξ0(·, λ) ∈ L2

∆[H,H],

ξ̂0(·, λ) ∈ L2
∆[Ĥ,H] òà u(·, λ) ∈ L2

∆[H̃b,H] ñèñòåìè (12), ùî çàäîâîëüíÿþòü ãðàíè÷íi
óìîâè

Γ1aξ0(λ) = −IH , Γ̂aξ0(λ) = Γ̂′
bξ0(λ), Γ̃0bξ0(λ) = 0

Γ1aξ̂0(λ) = 0, i(Γ̂a − Γ̂′
b)ξ̂0(λ) = IĤ , Γ̃0bξ̂0(λ) = 0 (41)

Γ1au(λ) = 0, Γ̂au(λ) = Γ̂′
bu(λ), Γ̃0bu(λ) = IH̃b

Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ Âåéëÿ M+(·) ðîçäiëåíî¨ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè çàäà¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè

M+(λ) = (Mjk(λ))
3

j,k=1 : H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b → H ⊕ Ĥ ⊕Hb, λ ∈ C+ (42)

M11(λ) = Γ0aξ0(λ), M12(λ) = Γ0aξ̂0(λ), M13(λ) = Γ0au(λ) (43)

M21(λ) = Γ̂aξ0(λ), M22(λ) = Γ̂aξ̂0(λ) +
i
2IĤ , M23(λ) = Γ̂au(λ) (44)

M31(λ) = −Γ1bξ0(λ), M32(λ) = −Γ1bξ̂0(λ), M33(λ) = −Γ1bu(λ) (45)

Â ÿâíîìó âèãëÿäi ïàðàìåòðèçàöiÿ Ωa(·) = Ωa
τ(·) óñiõ õ.ì. Ωa(·) äëÿ ñèñòåìè ç ðåãó-

ëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a, çãàäàíà ó çàóâàæåííi 4.8, ïîäàíà ó òàêié òåîðåìi.
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Òåîðåìà 4.16. Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 4.9 M+(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (42) - (45),

Ω0(λ) =

M11(λ) M12(λ) −1
2IH

M21(λ) M22(λ) 0
−1

2IH 0 0

 : H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

→ H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

S1(λ) =

M11(λ) M12(λ) M13(λ)
M21(λ) M22(λ)− i

2IĤ M23(λ)
−IH 0 0

 : H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b︸ ︷︷ ︸
H0

→ H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

S2(λ) =

M11(λ) M12(λ) −IH
M21(λ) M22(λ) +

i
2IĤ 0

M31(λ) M32(λ) 0

 : H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

→ H ⊕ Ĥ ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
H1

äå λ ∈ C+. Òîäi ðiâíiñòü

Ωa
τ(λ) = Ω0(λ) + S1(λ)(C0(λ)− C1(λ)M+(λ))

−1C1(λ)S2(λ), λ ∈ C+ (46)

çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü Ωa(·) = Ωa
τ(·) ìiæ ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ (2) i

õ.ì. Ωa(·) ñèñòåìè (12).

Ó ïiäðîçäiëi 4.4 äîñëiäæóþòüñÿ õ.ì. ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì ç ìàêñèìàëüíèì ôîðìàëü-
íèì iíäåêñîì äåôåêòó N+ = n. ×àñòêîâèì âèïàäêîì òàêî¨ ñèñòåìè ¹ êâàçiðåãóëÿðíà
ñèñòåìà, òîáòî ñèñòåìà ç N+ = N− = n. Ïðèïóñòèìî, ùî:
(Ï1) ñèñòåìà (12) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a ¹ âèçíà÷åíîþ i N+ = n;
(Ï2) {H,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ ç Γay = y(a), y ∈ dom Tmax.

Òîäi ðiâíiñòü
B(λ) = ΓbYa(λ), λ ∈ C+ (47)

çàäà¹ ãîëîìîðôíó îïåðàòîð-ôóíêöiþ B(·) : C+ → [H,Hb]. Äëÿ êâàçiðåãóëÿðíî¨ ñèñòå-
ìè ìîæíà ïîêëàñòè Hb = H i

Γby := lim
t↑b

Y −1
a (t, 0)y(t), y ∈ dom Tmax. (48)

Ó öüîìó âèïàäêó B(λ) = lim
t↑b

Y −1
a (t, 0)Ya(t, λ). Êðiì òîãî, äëÿ ðåãóëÿðíî¨ ñèñòåìè ìîæ-

íà ïîêëàñòè Γby = y(b); òîäi B(λ) = Ya(b, λ), òîáòî B(λ) ¹ ìàòðèöåþ ìîíîäðîìi¨.

Òåîðåìà 4.30. Çà ïðèïóùåíü (Ï1) òà (Ï2) ðiâíiñòü

Ωa(λ) = −1
2(Ca(λ) + Cb(λ)B(λ))−1(Ca(λ)− Cb(λ)B(λ))J, λ ∈ C+

çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ îïåðàòîðíèìè ïàðàìè τ̃ = {Ca(λ), Cb(λ)} ∈
S(H,Hb) i õ.ì. Ω

a(·) ñèñòåìè (12).

Äëÿ ðåãóëÿðíî¨ ñèñòåìè òåîðåìó 4.30 äîâåäåíî Ã. Ëàíãåðîì òà Á. Òåêñòîðióñîì.
Ó ðîçäiëi 5 ââîäÿòüñÿ òà äîñëiäæóþòüñÿm-ôóíêöi¨ äîâiëüíèõ (ìîæëèâî íåãàìiëüòî-

íîâèõ) ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a. Òàêà ñèñòåìà íàçèâà¹òü-
ñÿ U -âèçíà÷åíîþ, ÿêùî y ∈ N , Γ1ay = 0 ⇒ y = 0. U -âèçíà÷åíiñòü ¹ ïîñëàáëåííÿì
óìîâè âèçíà÷åíîñòi: iñíóþòü U -âèçíà÷åíi ñèñòåìè, ùî íå ¹ âèçíà÷åíèìè.
Íàäàëi φ(·, λ) òà χ(·, λ) � [H0,H]-çíà÷íi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (12), òàêi ùî

φ(a, λ) =

IH 0
0 IĤ
0 0

 , χ(a, λ) =

 0 0
0 i

2δIĤ
IH 0

 . (49)
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ßêùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ñèñòåìè (12), òî ðiâíiñòü

T = {{π∆y, π∆f} : {y, f} ∈ Tmax, Γ1ay = Γ̂ay = 0, [y, z]b = 0, z ∈ dom Tmax} (50)

çàäà¹ çàìêíåíå ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ T ⊃ Tmin, ìíîãîçíà÷íà ÷àñòèíà ÿêîãî mulT
ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ f̃ ∈ H ç òàêîþ âëàñòèâiñòþ: äëÿ êîæíîãî f ∈ f̃ iñíó¹ àáñîëþòíî
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ y(t)(∈ H), òàêà ùî ∆(t)y(t) = 0 (ì.â. íà I) i

Jy′ −B(t)y = ∆(t)f(t) (ì.â. íà I), Γ1ay = Γ̂ay = 0, [y, z]b = 0, z ∈ dom Tmax. (51)

Â ïiäðîçäiëi 5.2 ðîçãëÿäàþòüñÿ âèçíà÷åíi ñèñòåìè ó âèïàäêó à1. Íåõàé çà ïðèïóùåíü
òâåðäæåííÿ 4.9 Ḣ0 = Ĥ ⊕ H̃b, Ḣ1 = Ĥ ⊕Hb. Âêîðî÷åíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì (ó
âèïàäêó à1) íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðíà ïàðà

τ̇ = {Ċ0(λ), Ċ1(λ)} ∈ R̃(Ḣ0, Ḣ1), λ ∈ C+, (52)

ç ãîëîìîðôíèìè îïåðàòîð-ôóíêöiÿìè

Ċ0(λ) = (
˙̂
C0(λ), Ċ0b(λ)) : Ĥ ⊕ H̃b → K, Ċ1(λ) = (

˙̂
C1(λ), Ċ1b(λ)) : Ĥ ⊕Hb → K. (53)

Òâåðäæåííÿ 5.13. Çà ïðèïóùåíü òâåðäæåííÿ 4.9 äëÿ êîæíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷-
íîãî ïàðàìåòðà τ̇ (52), (53) iñíó¹ ¹äèíà îïåðàòîð-ôóíêöiÿ mτ̇(·) : C+ → [H0], òàêà
ùî îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê vτ̇(t, λ) = φ(t, λ)mτ̇(λ)−χ(t, λ) ñèñòåìè (12) íàëåæèòü äî

L2
∆[H0,H] i êîìïîíåíòè áëî÷íîãî çîáðàæåííÿ vτ̇(t, λ) = (ξτ̇(t, λ), ξ̂τ̇(t, λ)) çàäîâîëüíÿ-

þòü ãðàíè÷íi óìîâè

[(i
˙̂
C0(λ)− 1

2

˙̂
C1(λ))Γ̂a + Ċ0b(λ)Γ̃0b − (i

˙̂
C0(λ) +

1
2

˙̂
C1(λ))Γ̂

′
b + Ċ1b(λ)Γ1b]ξτ̇(λ) = 0

((i
˙̂
C0(λ)− 1

2

˙̂
C1(λ))Γ̂a + Ċ0b(λ)Γ̃0b − (i

˙̂
C0(λ) +

1
2

˙̂
C1(λ))Γ̂

′
b + Ċ1b(λ)Γ1b)ξ̂τ̇(λ) = (54)

=
˙̂
C0(λ) +

i
2

˙̂
C1(λ)

Êðiì òîãî, mτ̇(·) ∈ R[H0] i ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

(Imλ)−1 · Immτ̇(λ) ≥
∫
I
v∗τ̇(t, λ)∆(t)vτ̇(t, λ) dt, λ ∈ C+, (55)

ÿêà ó âèïàäêó N+ = N−(⇔ H0 = H1) i ñàìîñïðÿæåíîãî ïàðàìåòðà τ̇ ñòà¹ ðiâíiñòþ.

Îïåðàòîð-ôóíêöiÿmτ̇(·) íàçèâà¹òüñÿm-ôóíêöi¹þ, àáî ôóíêöi¹þ Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøà,
ñèñòåìè (12) (ó âèïàäêó à1).

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ ãîëîâíîþ ó ïiäðîçäiëi. Â íié äà¹òüñÿ ïàðàìåòðèçàöiÿ m-ôóíêöié
mτ̇(·) ó âèïàäêó à1 áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ .
Òåîðåìà 5.16. Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 4.9 M+(·)� îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (42)-(45) i

m0(λ) =

(
M11(λ) M12(λ)
M21(λ) M22(λ)

)
, M1+(λ) =

(
M12(λ) M13(λ)

M22(λ)− i
2IĤ M23(λ)

)
(56)

M2+(λ) =

(
M21(λ) M22(λ) +

i
2IĤ

M31(λ) M32(λ)

)
, M3+(λ) =

(
M22(λ) M23(λ)
M32(λ) M33(λ)

)
. (57)

Òîäi äëÿ êîæíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ (52), (53) âiäïîâiäíàm-ôóíêöiÿ
mτ̇(·) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

mτ̇(λ) = m0(λ) +M1+(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M3+(λ))
−1Ċ1(λ)M2+(λ), λ ∈ C+. (58)
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Äàëi ó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ñèñòåìè ç ìàêñèìàëüíèì ôîðìàëüíèì iíäåêñîì äå-
ôåêòó N+ = n. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (Ï1) òà (Ï2) ïåðåä ôîðìóëîþ (47)

B(λ) = (Bij(λ))
3
i,j=1 : H ⊕ Ĥ ⊕H → H ⊕ Ĥ ⊕Hb, λ ∈ C+

� áëî÷íå çîáðàæåííÿ îïåðàòîð-ôóíêöi¨ B(·) (47) i Ẇ (·) � ãîëîìîðôíà îïåðàòîð-ôóí-
êöiÿ, âèçíà÷åíà ðiâíîñòÿìè

Ẇ (λ) =

(
ẇ1(λ) ẇ2(λ)
ẇ3(λ) ẇ4(λ)

)
: H0 ⊕H0 → Ḣ0 ⊕ Ḣ1, λ ∈ C+ (59)

ẇ1(λ) =

(
−iB21(λ) −i(B22(λ)− I)
B11(λ) B12(λ)

)
, ẇ2(λ) =

(
−iB23(λ)

1
2(B22(λ) + I)

B13(λ)
i
2B12(λ)

)
(60)

ẇ3(λ) =

(
−1

2B21(λ) −1
2(B22(λ) + I)

B31(λ) B32(λ)

)
, ẇ4(λ) =

(
−1

2B23(λ) − i
4(B22(λ)− I)

B33(λ)
i
2B32(λ)

)
(61)

Ó âèïàäêó êâàçiðåãóëÿðíî¨ ñèñòåìè Ḣ0 = Ḣ1 =: Ḣ = Ĥ ⊕H i Ẇ (·) ¹ öiëîþ îïåðàòîð-
ôóíêöi¹þ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü

Ẇ ∗(λ)J̇Ẇ (µ)− J̇ = (µ− λ)

∫
I
Ẏ ∗(t, λ)∆(t)Ẏ (t, µ) dt, λ, µ ∈ C,

äå J̇ =

(
0 −IḢ
IḢ 0

)
, Ẏ (t, λ) = (φ(t, λ), χ(t, λ)) : H0 ⊕H0 → H.

Äåùî iíøà (ó ïîðiâíÿííi ç òåîðåìîþ 5.16) ïàðàìåòðèçàöiÿ m-ôóíêöié mτ̇(·) ó âè-
ïàäêó ìàêñèìàëüíîãî iíäåêñó äåôåêòó N+ íàâåäåíà ó òàêié òåîðåìi.

Òåîðåìà 5.20. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (Ï1) òà (Ï2) Ẇ (·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (59).
Òîäi äëÿ êîæíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ (52), (53) âiðíîþ ¹ ðiâíiñòü

mτ̇(λ) = (Ċ0(λ)ẇ1(λ) + Ċ1(λ)ẇ3(λ))
−1(Ċ0(λ)ẇ2(λ) + Ċ1(λ)ẇ4(λ)), λ ∈ C+. (62)

Ó ïiäðîçäiëi 5.3 ðîçãëÿäàþòüñÿ m-ôóíêöi¨ U -âèçíà÷åíèõ ñèñòåì ó âèïàäêó à2.

Òåîðåìà 5.23. Ïðèïóñòèìî, ùî: 1) ñèñòåìà (12) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a

¹ U -âèçíà÷åíîþ i ìà¹ ìiñöå âèïàäîê à2; 2) {H̃b,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (23).
Òîäi äëÿ êîæíî¨ ïàðè (âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà ó âèïàäêó à2)

τ̇ = {Ċ0(λ), Ċ1(λ)} ∈ R̃(H̃b,Hb), λ ∈ C+ (63)

ãðàíè÷íà çàäà÷à

Jy′ −B(t)y = λ∆(t)y +∆(t)f(t), t ∈ I,

Γ1ay = 0, Γ̂ay = 0, Ċ0(λ)Γ̃0by + Ċ1(λ)Γ1by = 0, λ ∈ C+.

çàäà¹ óçàãàëüíåíó ðåçîëüâåíòó R(λ) =: Rτ̇(λ) âiäíîøåííÿ T (50).

Òâåðäæåííÿ 5.29. Çà óìîâ òåîðåìè 5.23 äëÿ êîæíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ (63)
iñíó¹ ¹äèíà îïåðàòîð-ôóíêöiÿ m̃τ̇(·) : C+ → [H0], òàêà ùî îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê
vτ̇(t, λ) = φ(t, λ)m̃τ̇(λ) − χ(t, λ) ñèñòåìè (12) íàëåæèòü äî L2

∆[H0,H] i êîìïîíåíòè

áëî÷íîãî çîáðàæåííÿ vτ̇(t, λ) = (ξτ̇(t, λ), ξ̂τ̇(t, λ)) çàäîâîëüíÿþòü ãðàíè÷íi óìîâè

Γ̂aξτ̇(λ) = 0, Ċ0(λ)Γ̃0bξτ̇(λ) + Ċ1(λ)Γ1bξτ̇(λ) = 0 (64)

Γ̂aξ̂τ̇(λ) = iIĤ , Ċ0(λ)Γ̃0bξ̂τ̇(λ) + Ċ1(λ)Γ1bξ̂τ̇(λ) = 0 (65)



17

Êðiì òîãî, m̃τ̇(·) ∈ R[H0], âiðíîþ ¹ íåðiâíiñòü (55) ç m̃τ̇(·) çàìiñòü mτ̇(·) i áëî÷íå
çîáðàæåííÿ m̃τ̇(λ) ìà¹ òðèêóòíèé âèãëÿä

m̃τ̇(λ) =

(
mτ̇(λ) Nτ̇(λ)

0 i
2IĤ

)
: H ⊕ Ĥ → H ⊕ Ĥ, λ ∈ C+. (66)

Ôóíêöiÿ m̃τ̇(·) íàçèâà¹òüñÿ m-ôóíêöi¹þ ñèñòåìè (12) (ó âèïàäêó à2).

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî çà óìîâ òåîðåìè 5.23 äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíà òðiéêà îïå-
ðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξ0(·, λ) ∈ L2

∆[H,H], ξ̂0(·, λ) ∈ L2
∆[Ĥ,H] òà u(·, λ) ∈ L2

∆[H̃b,H], ùî
çàäîâîëüíÿþòü ãðàíè÷íi óìîâè

Γ1aξ0(λ) = −IH , Γ̂aξ0(λ) = 0, Γ̃0bξ0(λ) = 0, Γ1aξ̂0(λ) = 0, Γ̂aξ̂0(λ) = iIĤ (67)

Γ̃0bξ̂0(λ) = 0, Γ1au(λ) = 0, Γ̂au(λ) = 0, Γ̃0bu(λ) = IH̃b
(68)

Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ Âåéëÿ M+(·) ðîçäiëåíî¨ ãðàíè÷íî¨ ïàðè çàäà¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè

M+(λ) =

(
m0(λ) N0(λ) M2(λ)
M3(λ) N2(λ) M4(λ)

)
: H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b → H ⊕Hb, λ ∈ C+ (69)

m0(λ) = Γ0aξ0(λ), N0(λ) = Γ0aξ̂0(λ), M2(λ) = Γ0au(λ) (70)

M3(λ) = −Γ1bξ0(λ), N2(λ) = −Γ1bξ̂0(λ), M4(λ) = −Γ1bu(λ). (71)

Ïàðàìåòðèçàöiÿ óñiõ "òðèêóòíèõ" m-ôóíêöié (66) ó âèïàäêó à2 áåçïîñåðåäíüî â
òåðìiíàõ âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà íàâåäåíà ó òàêié òåîðåìi.

Òåîðåìà 5.30. Íåõàé çà óìîâ òåîðåìè 5.23 M+(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (69), âèçíà÷å-
íà ðiâíîñòÿìè (70), (71). Òîäi äëÿ êîæíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ (63)
âiäïîâiäíà m-ôóíêöiÿ m̃τ̇(·) çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (66) ç åëåìåíòàìè mτ̇(λ) òà Nτ̇(λ),
ùî äîïóñêàþòü çîáðàæåííÿ

mτ̇(λ) = m0(λ) +M2(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M4(λ))
−1Ċ1(λ)M3(λ), λ ∈ C+ (72)

Nτ̇(λ) = N0(λ) +M2(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M4(λ))
−1Ċ1(λ)N2(λ), λ ∈ C+ (73)

Ó ïiäðîçäiëi 5.4 äîñëiäæóþòüñÿ m-ôóíêöi¨ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì. Ïðèïóñòèìî, ùî
âèêîíàíî òàêó óìîâó (H), ÿêà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì óìîâ òåîðåìè 5.23:
(H) Ãàìiëüòîíîâà ñèñòåìà (12) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a ¹ U -âèçíà÷åíîþ,

N+ ≥ N− i {H̃b,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (23).
Òîäi çãiäíî iç ðîçêëàäîì H = H ⊕ H ôóíêöiÿ y ∈ dom Tmax äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

y(t) = y0(t)⊕ y1(t)(∈ H ⊕H). Ïîêëàäåìî Γjay = yj(a), j ∈ {0, 1}, y ∈ dom Tmax.
Íåõàé çà óìîâè (H) φ(·, λ) òà ψ(·, λ) � [H,H]-çíà÷íi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (12) ç

φ(a, λ) = (IH , 0)
⊤ : H → H ⊕H, ψ(a, λ) = (0, IH)

⊤ : H → H ⊕H

i τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (63). Òîäim-ôóíêöiÿ (ôóíêöiÿ Âåéëÿ-Òiò÷ìàðøà)
ñèñòåìè (12) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ¹äèíà îïåðàòîð-ôóíêöiÿ mτ̇(·) : C+ → [H], òàêà ùî îïå-
ðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê vτ̇(t, λ) := φ(t, λ)mτ̇(λ)−ψ(t, λ) ñèñòåìè (12) íàëåæèòü äî L2

∆[H,H]
i çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íó óìîâó

Ċ0(λ)Γ̃0bvτ̇(λ) + Ċ1(λ)Γ1bvτ̇(λ) = 0, λ ∈ C+.
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Òîìó ó âèïàäêó N+ = N− i ñàìîñïðÿæåíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà
τ̇ m-ôóíêöiÿ âèçíà÷åíî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè ¹ ôóíêöi¹þ Âåéëÿ-Òiò÷ìàðøà â ñåíñi
Ä. Õiíòîíà òà À. Øíàéäåðà.

Òâåðäæåííÿ 5.38. Çà óìîâè (H) äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíà ïàðà îïåðàòîðíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ v0(·, λ) ∈ L2
∆[H,H] òà u(·, λ) ∈ L2

∆[H̃b,H] ñèñòåìè (12), ùî çàäîâîëüíÿþòü
ãðàíè÷íi óìîâè

Γ1av0(λ) = −IH , Γ̃0bv0(λ) = 0, Γ1au(λ) = 0, Γ̃0bu(λ) = IH̃b
.

Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ Âåéëÿ M+(·) ðîçäiëåíî¨ ãðàíè÷íî¨ ïàðè ìà¹ áëî÷íå çîáðàæåííÿ

M+(λ) =

(
m0(λ) M2(λ)
M3(λ) M4(λ)

)
:=

(
Γ0av0(λ) Γ0au(λ)
−Γ1bv0(λ) −Γ1bu(λ)

)
: H ⊕ H̃b → H ⊕Hb. (74)

Ïðèïóñòèìî, ùî ãàìiëüòîíîâà ñèñòåìà (12) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a ¹ êâà-
çiðåãóëÿðíîþ i çàäàíî ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð

Γb = (Γ0b,Γ1b)
⊤ : dom Tmax → H ⊕H, (75)

ùî çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü

[y, z]b = (Γ0by,Γ1bz)− (Γ1by,Γ0bz), y, z ∈ dom Tmax. (76)

Çà öèõ óìîâ ìàþòü ìiñöå òàêi òâåðäæåííÿ: 1) ðiâíiñòü

Ẇ (λ) =

(
ẇ1(λ) ẇ2(λ)
ẇ3(λ) ẇ4(λ)

)
:=

(
Γ0bφ(λ) Γ0bψ(λ)
Γ1bφ(λ) Γ1bψ(λ)

)
: H ⊕H → H ⊕H, λ ∈ C (77)

çàäà¹ öiëó [H ⊕H]- çíà÷íó ôóíêöiþ Ẇ (·), ùî çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü
Ẇ ∗(λ)JẆ (µ)− J = (µ− λ)

∫
I
Y ∗
a (t, λ)∆(t)Ya(t, µ) dt, λ, µ ∈ C

2) ÿêùî îïåðàòîð Γb çàäàíî ðiâíiñòþ (48), òî Ẇ (λ) = lim
t↑b

Y −1
a (t, 0)Ya(t, λ) i

ẇ1(λ) = I + λ
∫
I
ψ∗(t, 0)∆(t)φ(t, λ) dt, ẇ2(λ) = λ

∫
I
ψ∗(t, 0)∆(t)ψ(t, λ) dt

ẇ3(λ) = −λ
∫
I
φ∗(t, 0)∆(t)φ(t, λ) dt, ẇ4(λ) = I − λ

∫
I
φ∗(t, 0)∆(t)ψ(t, λ) dt.

ßêùî ñèñòåìà ¹ ðåãóëÿðíîþ i Γby = y(b), y ∈ dom Tmax, òî Ẇ (λ) = Ya(b, λ) ( òîáòî
Ẇ (λ) ¹ ìàòðèöåþ ìîíîäðîìi¨).

Ïàðàìåòðèçàöiÿ m-ôóíêöié ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ âêîðî-
÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà íàâåäåíà ó òàêié òåîðåìi.

Òåîðåìà 5.44. Íåõàé çà óìîâè (H)M+(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (74). Òîäi äëÿ êîæíîãî
âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ (63) m-ôóíêöiÿ mτ̇(·) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

mτ̇(λ) = m0(λ) +M2(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M4(λ))
−1Ċ1(λ)M3(λ), λ ∈ C+. (78)

ßêùî, êðiì òîãî, ñèñòåìà ¹ êâàçiðåãóëÿðíîþ i Ẇ (·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (77), òî (78)
ìîæíà çàìiíèòè ðiâíiñòþ (62).

Íàâåäåíi ðåçóëüòàòè îòðèìàíî øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ ðîçäiëó 2 ðîáîòè
äî ðîçäiëåíî¨ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè (ïàðè) äëÿ Tmax.



19

Â ðîçäiëi 6 äîñëiäæóþòüñÿ ïñåâäîñïåêòðàëüíi (çîêðåìà, ñïåêòðàëüíi) ôóíêöi¨ ñè-
ìåòðè÷íèõ ñèñòåì. Íåõàé êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ñèñòåìè (12) iH′ � ìíîæèíà
âñiõ f̃ ∈ H, òàêèõ ùî ôóíêöiÿ ∆(t)f(t), f(·) ∈ f̃ , ìà¹ ôiíiòíèé íîñié. Êîæíîìó f̃ ∈ H′

âiäïîâiäà¹ ôóíêöiÿ f̂0(·) : R → H0 (ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹), çàäàíà ðiâíiñòþ

f̂0(s) =
∫
I
φ∗(t, s)∆(t)f(t) dt, f(·) ∈ f̃ .

Îçíà÷åííÿ 6.26. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó σ(·) : R → [H0] íàçèâà¹òüñÿ âêîðî÷åíîþ q-ïñå-
âäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ñèñòåìè (12), ÿêùî f̂0(·) ∈ L2(σ;H0) i îïåðàòîð V f̃ :=

f̂0, f̃ ∈ H′, äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ äî ÷àñòêîâî¨ içîìåòði¨ Vσ ∈ [H, L2(σ;H0)].

Òåîðåìà 6.30. ßêùî σ(·) � âêîðî÷åíà q-ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ, òî mulT ⊂
kerVσ, äå mulT - ìíîãîçíà÷íà ÷àñòèíà âiäíîøåííÿ T (äèâ. òâåðäæåííÿ ïåðåä (51)).

Îçíà÷åííÿ 6.31. Âêîðî÷åíà q-ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ σ(·) ñèñòåìè (12) íàçè-
âà¹òüñÿ âêîðî÷åíîþ ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêùî kerVσ = mulT . Ôóíêöiÿ
ðîçïîäiëó σ(·) : R → [H0] íàçèâà¹òüñÿ âêîðî÷åíîþ ñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ñèñòåìè
(12), ÿêùî âiðíîþ ¹ ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ ||f̂0||L2(σ;H0) = ||f̃ ||H, f̃ ∈ H′.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 6.30 âêîðî÷åíà ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ σ(·) ¹ âêîðî÷åíîþ q-
ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ç ìiíiìàëüíî ìîæëèâèì ÿäðîì kerVσ i âiðíèì ¹

Òâåðäæåííÿ 6.33. ßêùî mulT ̸= {0}, òî ìíîæèíà âêîðî÷åíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíê-
öié ñèñòåìè (12) ¹ ïîðîæíüîþ. ßêùî æ mulT = {0}, òî ìíîæèíè âêîðî÷åíèõ
ñïåêòðàëüíèõ òà ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié çáiãàþòüñÿ.

Ó ïiäðîçäiëi 6.3 äîñëiäæóþòüñÿ âêîðî÷åíi ïñåâäîñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ âèçíà÷åíèõ
ñèñòåì ó âèïàäêó à1. Ïàðàìåòðèçàöiþ âñiõ òàêèõ ôóíêöié áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ
âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà íàâåäåíî â òàêèõ äâîõ òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 6.40. Çà óìîâ òåîðåìè 5.16 ðiâíiñòü (58)òà ôîðìóëà îáåðíåííÿ Ñòiëüòü-
¹ñà

στ̇(s) = lim
δ→+0

lim
ε→+0

1

π

∫ s−δ

−δ

Immτ̇(u+ iε) du, (79)

çàäàþòü ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü σ(·) = στ̇(·) ìiæ âêîðî÷åíèìè ïñåâäîñïåêòðàëüíè-
ìè ôóíêöiÿìè σ(·) òà âêîðî÷åíèìè ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ̇ (52), òàêèìè ùî

lim
y→+∞

1
iyPḢ1

(Ċ0(iy)− Ċ1(iy)M3+(iy))
−1Ċ1(iy) = 0 (80)

lim
y→+∞

1
iyM3+(iy)(Ċ0(iy)− Ċ1(iy)M3+(iy))

−1Ċ0(iy) � Ḣ1 = 0, (81)

Êðiì òîãî, Vστ̇
H = L2(στ̇ ;H0) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè N+ = N− i τ̇ ∗ = τ̇ .

Òåîðåìà 6.41. Çà óìîâ òåîðåìè 5.20 ðiâíîñòi (62) òà (79) çàäàþòü ái¹êòèâíó âiä-
ïîâiäíiñòü σ(·) = στ̇(·) ìiæ âêîðî÷åíèìè ïñåâäîñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè σ(·) òà
âêîðî÷åíèìè ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ̇ (52), ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

lim
y→+∞

1
iyPḢ1

ẇ1(iy)(Ċ0(iy)ẇ1(iy) + Ċ1(iy)ẇ3(iy))
−1Ċ1(iy) = 0

lim
y→+∞

1
iy ẇ3(iy)(Ċ0(iy)ẇ1(iy) + Ċ1(iy)ẇ3(iy))

−1Ċ0(iy) � Ḣ1 = 0.
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Òâåðäæåííÿ 6.44. Çà óìîâ òåîðåìè 5.16 ¹ åêâiâàëåíòíèìè òàêi òâåðäæåííÿ:
(1) Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 6.40 âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî

ïàðàìåòðà τ̇ (òîáòî óìîâè (80), (81) ìîæíà ïðîïóñòèòè).
(2) lim

y→+∞
1
iyM3+(iy) � Ḣ1 = 0 òà lim

y→+∞
y
(
Im(M3+(iy)h0, h0)Ḣ0

+ 1
2 ||P2h0||2

)
= +∞, äå

h0 ∈ Ḣ0, h0 ̸= 0 i P2 � îðòîïðîåêòîð â Ḣ0 íà Ḣ2 = Ḣ0 ⊖ Ḣ1.
(3) mulT = mulT ∗.

Òåîðåìà 6.45. ßêùî mulT = {0}, òî òåîðåìè 6.40, 6.41 òà òâåðäæåííÿ 6.44 âè-
êîíóþòüñÿ äëÿ âêîðî÷åíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié çàìiñòü ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ.

Ó ïiäðîçäiëi 6.4 äîñëiäæóþòüñÿ âêîðî÷åíi ïñåâäîñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ U -âèçíà÷åíèõ
ñèñòåì ó âèïàäêó à2.

Òåîðåìà 6.49. Íåõàé âèêîíàíî óìîâè òåðåìè 5.30. Òîäi äëÿ âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî
ïàðàìåòðà τ̇ (63), òàêîãî ùî

lim
y→+∞

1
iyPHb

(Ċ0(iy)− Ċ1(iy)M4(iy))
−1Ċ1(iy) = 0 (82)

lim
y→+∞

1
iyM4(iy)(Ċ0(iy)− Ċ1(iy)M4(iy))

−1Ċ0(iy) � Hb = 0, (83)

ðiâíîñòi (72) òà (73) ñóìiñíî ç ôîðìóëàìè

σ1(s) = lim
δ→+0

lim
ε→+0

1
π

s−δ∫
−δ

Immτ̇(u+ iε) du, σ2(s) = lim
δ→+0

lim
ε→+0

1
2πi

s−δ∫
−δ

Nτ̇(u+ iε) du

σ(s) =

(
σ1(s) σ2(s)
σ∗2(s)

1
2πsIĤ

)
: H ⊕ Ĥ → H ⊕ Ĥ, s ∈ R

çàäàþòü âêîðî÷åíó ïñåâäîñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ σ(·) ñèñòåìè (12).

Òåîðåìà 6.50. Íåõàé çà óìîâ òåîðåìè 5.23 τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (63),
ùî çàäîâîëüíÿ¹ (82) òà (83), T̃ ∈ S̃elf(T ) � ðîçøèðåííÿ, ùî ïîðîäæó¹ óçàãàëüíåíó

ðåçîëüâåíòó Rτ̇(λ) (äèâ. òåîðåìó 5.23) i T̃0 = T̃ ∗
0 � îïåðàòîðíà ÷àñòèíà âiäíîøåííÿ

T̃ . Òîäi: (1) êðàòíiñòü ñïåêòðà îïåðàòîðà T̃0 íå ïåðåâèùó¹ ν + ν̂; (2) àáñîëþòíî

íåïåðåðâíèé ñïåêòð îïåðàòîðà T̃0 çáiãà¹òüñÿ ç R i êðàòíiñòü ñèíãóëÿðíîãî ñïåêòðà
T̃0 íå ïåðåâèùó¹ ν (òîìó êðàòíiñòü êîæíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ T̃0 íå ïåðåâèùó¹ ν).

Òâåðäæåííÿ 6.54. Íåõàé ñèñòåìà (12) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a ¹ âèçíà-
÷åíîþ, δ = −1 i ôîðìàëüíi iíäåêñè äåôåêòó ìàþòü ìiíiìàëüíî ìîæëèâi çíà÷åííÿ
N+ = ν + ν̂, N− = ν. Òîäi:
(1) iñíó¹ ¹äèíà m-ôóíêöiÿ m̃(λ) = M(λ), äå M(·) � îïåðàòîð ôóíêöiÿ (5) äëÿ

ðîçäiëåíî¨ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè;
(2) iñíó¹ ¹äèíà âêîðî÷åíà ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ σ(·), äëÿ ÿêî¨ âiðíèìè ¹ ôîð-

ìóëè òåîðåìè 6.49 ç M(λ) òà N+(λ) çàìiñòü mτ̇(λ) òà Nτ̇(λ) âiäïîâiäíî.

Ó ïiäðîçäiëi 6.5 äîñëiäæóþòüñÿ âêîðî÷åíi ïñåâäîñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ σ(s)(∈ [H])
U -âèçíà÷åíèõ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì. Ïàðàìåòðèçàöiþ óñiõ òàêèõ ôóíêöié ìiñòèòü

Òåîðåìà 6.59. Çà óìîâ òåîðåìè 5.44 ðiâíiñòü

mτ̇(λ) = m0(λ) +M2(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M4(λ))
−1Ċ1(λ)M3(λ), λ ∈ C+.
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ñóìiñíî ç ôîðìóëîþ (79) çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü σ(·) = στ̇(·) ìiæ âêîðî÷åíè-
ìè ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ̇ (63), ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (82) òà (83), i âêî-
ðî÷åíèìè ïñåâäîñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè σ(·) ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè. Êðiì òîãî,
Vστ̇

H = L2(στ̇ ;H) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè N+ = N− i τ̇ ∗ = τ̇ .

Òâåðäæåííÿ 6.62. Çà óìîâ òåîðåìè 5.44 åêâiâàëåíòíi òàêi òâåðäæåííÿ:
(1) Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 6.59 âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî

ïàðàìåòðà τ̇ (òîáòî óìîâè (82) òà (83) ìîæíà ïðîïóñòèòè).

(2) lim
y→+∞

1
iyM4(iy) � Hb = 0 é lim

y→+∞
y
(
Im(M4(iy)h, h)H̃b

+ 1
2 ||P2h||2

)
= +∞,

äå h ∈ H̃b, h ̸= 0 i P2 � îðòîïðîåêòîð â H̃b íà H2 = H̃b ⊖Hb.
(3) mulT = mulT ∗

Äàëi â ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ êâàçiðåãóëÿðíi ãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè òà ãàìiëüòîíîâi
ñèñòåìè ç ìiíiìàëüíèì iíäåêñîì äåôåêòó.

Òâåðäæåííÿ 6.65. Äëÿ êâàçiðåãóëÿðíî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè ç ðåãóëÿðíîþ êiíöå-
âîþ òî÷êîþ a âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü mulT = L0, äå L0 = {f̃ ∈ H : f̂(s) = 0, s ∈ R}.
Çàâäÿêè òâåðäæåííþ 6.65 äëÿ êàíîíi÷íî¨ ðåãóëÿðíî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè (14) îçíà-

÷åííÿ 6.31 çáiãà¹òüñÿ ç îçíà÷åííÿì ïñåâäîñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨, ââåäåíèì äëÿ òàêèõ
ñèñòåì â ìîíîãðàôi¨ À.Ë. Ñàõíîâi÷à, Ë.À. Ñàõíîâi÷à òà I.ß. Ðîéòáåðã.

Ïàðàìåòðèçàöiÿ âêîðî÷åíèõ ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié êâàçiðåãóëÿðíî¨ ãàìiëüòî-
íîâî¨ ñèñòåìè íàâåäåíà ó òàêié òåîðåìi.

Òåîðåìà 6.71. Íåõàé ãàìiëüòîíîâà êâàçiðåãóëÿðíà ñèñòåìà (12) ç ðåãóëÿðíîþ êií-
öåâîþ òî÷êîþ a ¹ U -âèçíà÷åíîþ i Ẇ (·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (77). Òîäi ðiâíîñòi (62)
òà (79) çàäàþòü ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü σ(·) = στ̇(·) ìiæ âêîðî÷åíèìè ïñåâäîñïåê-
òðàëüíèìè ôóíêöiÿìè σ(·) òà âêîðî÷åíèìè ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ̇ (63), ùî
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

lim
y→+∞

1
iy ẇ1(iy)(Ċ0(iy)ẇ1(iy) + Ċ1(iy)ẇ3(iy))

−1Ċ1(iy) = 0 (84)

lim
y→+∞

1
iy ẇ3(iy)(Ċ0(iy)ẇ1(iy) + Ċ1(iy)ẇ3(iy))

−1Ċ0(iy) = 0 (85)

Òåîðåìà 6.72. Íåõàé çà ïðèïóùåíü òåîðåìè 6.71

χ(λ) = (iẇ∗
3(λ) + ẇ∗

1(λ))
−1(iẇ∗

3(λ)− ẇ∗
1(λ)), λ ∈ C+.

Òîäi òàêi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:
(1) Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 6.71 ¹ âiðíèìè äëÿ äîâiëüíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïà-

ðàìåòðà τ̇ (òîáòî óìîâè (84), (85) ìîæíà ïðîïóñòèòè).
(2) lim

y→+∞
1
iy ẇ3(iy)ẇ

−1
1 (iy) = 0 i lim

y→+∞
y · Im(ẇ3(iy)ẇ

−1
1 (iy)h, h) = −∞, 0 ̸= h ∈ H.

(3) lim
y→+∞

y(||h|| − ||χ(iy)h||) = +∞, 0 ̸= h ∈ H.

ßêùî êàíîíi÷íà ãàìiëüòîíîâà ñèñòåìà (14) ¹ ðåãóëÿðíîþ i Ẇ (λ) = Ya(b, λ) ¹ ìàò-

ðèöåþ ìîíîäðîìi¨ ç áëî÷íèì çîáðàæåííÿì Ẇ (λ) =

(
ẇ1(λ) ẇ2(λ)
ẇ3(λ) ẇ4(λ)

)
∈ [H ⊕ H], òî

ñèñòåìà ¹ U -âèçíà÷åíîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

∩
λ∈C

ker ẇ1(λ) = {0}. (86)
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Íàñëiäîê 6.73. ßêùî âèêîíàíî óìîâó (86), òî âèêîíó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ òåîðåìè
6.71. ßêùî, êðiì òîãî, iñíó¹ γ ∈ (0, 1), òàêå ùî

||χ(iy)|| ≤ γ, y > 0, (87)

òî óìîâè (84) òà (85) ìîæíà ïðîïóñòèòè.

Çàóâàæåííÿ 6.74. Ïåðøå òâåðäæåííÿ íàñëiäêó 6.73 äîâåäåíî â ìîíîãðàôi¨ À.Ë.
Ñàõíîâi÷à, Ë.À. Ñàõíîâi÷à òà I.ß. Ðîéòáåðã, à äðóãå òâåðäæåííÿ � â ìîíîãðàôi¨ Ä.Ç.
Àðîâà òà Ã. Äèìà. Â ïåðøié ç öèõ ìîíîãðàôié óìîâè äîïóñòèìîñòi ïàðàìåòðà τ̇ ¹
ñêëàäíiøèìè çà óìîâ (84), (85). Êðiì òîãî, óìîâà (3) òåîðåìè 6.72 ¹ êðèòåði¹ì âiðíîñòi
òâåðäæåííÿ òåîðåìè 6.71 äëÿ äîâiëüíîãî ïàðàìåòðà τ̇ i öÿ óìîâà ñëàáêiøå çà óìîâó
(87).

Òâåðäæåííÿ 6.76. Íåõàé ãàìiëüòîíîâà ñèñòåìà (12) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷-
êîþ a ¹ âèçíà÷íîþ é iíäåêñ äåôåêòó N− ìà¹ ìiíiìàëüíî ìîæëèâå çíà÷åííÿ N− = ν.
Òîäi:
(1) iñíó¹ ¹äèíà m-ôóíêöiÿ m(λ) =M(λ), äå M(·) � îïåðàòîð ôóíêöiÿ, ùî âiäïîâiäà¹

ðîçäiëåíié ãðàíè÷íié òðiéöi çãiäíî òâåðäæåííÿ 2.33;
(2) iñíó¹ ¹äèíà âêîðî÷åíà ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ σ(·), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç

M(λ) çà äîïîìîãè ôîðìóëè îáåðíåííÿ Ñòiëüòü¹ñà.

Òâåðäæåííÿ 6.54 òà 6.76 ïîêàçóþòü äîöiëüíiñòü çàïðîïîíîâàíèõ â ðîáîòi îçíà÷åíü
ãðàíè÷íî¨ òðiéêè òà âiäïîâiäíî¨ ôóíêöi¨ Âåéëÿ äëÿ ñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ ç íåðiâ-
íèìè iíäåêñàìè äåôåêòó.

Â ðîçäiëi 7 äîñëiäæóþòüñÿ õ.ì. ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì, ùî âiäïîâiäàþòü ðîçäiëåíèì
ãðàíè÷íèì óìîâàì. Íåõàé ñèñòåìà (12) çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

(ÓÐ) δ = −1 i âèêîíàíî (33); c ∈ (a, b) i ñèñòåìà ¹ âèçíà÷åíîþ íà ïðîìiæêàõ Il = ⟨a, c]
òà Ir = [c, b⟩; {Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (34), (35);

ßêùî

τa = {C0a(λ), C1a(λ)} ∈ R̃(Ha), τb = {C0b(λ), C1b(λ)} ∈ R̃(Hb) (88)

i Cj(λ) = Cja(λ) ⊕ Cjb(λ), j ∈ {0, 1}, òî ðiâíiñòü (2) çàäà¹ ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ .
Íàäàëi òàêèé ïàðàìåòð τ íàçèâà¹òüñÿ ðîçäiëåíèì i ïîçíà÷à¹òüñÿ τ = {τa, τb}. Äëÿ
ðîçäiëåíîãî ïàðàìåòðà τ = {τa, τb} óìîâè (38) ¹ ðîçäiëåíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

C0a(λ)Γ1ay + C1a(λ)Γ0ay = 0, C0b(λ)Γ0by + C1b(λ)Γ1by = 0, λ ∈ C+ (89)

Íåõàé τ = {τa, τb} � ðîçäiëåíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð i

m̃τr(λ) =

(
mτr(λ) Nτr(λ)

0 i
2IĤ

)
: H ⊕ Ĥ → H ⊕ Ĥ, λ ∈ C+ (90)

� m-ôóíêöiÿ ñèñòåìè (12) íà ïðîìiæêó Ir, ùî âiäïîâiäà¹ âêîðî÷åíîìó ãðàíè÷íîìó
ïàðàìåòðó τb. Àíàëîãi÷íî m̃τr(·) â ðîáîòi âèçíà÷à¹òüñÿ îïåðàòîð-ôóíêöiÿ

m̃τ l(λ) =

(
mτ l(λ) 0
Nτ l(λ)

i
2IĤ

)
: H ⊕ Ĥ → H ⊕ Ĥ, λ ∈ C+, (91)

ùî íàëåæèòü äî êëàñó R[H0]. Öÿ ôóíêöiÿ ¹ m-ôóíêöi¹þ ñèñòåìè (12) íà ïðîìiæêó
Il, ùî âiäïîâiäà¹ âêîðî÷åíîìó ãðàíè÷íîìó ïàðàìåòðó τa. Â ðîáîòi òàêîæ îòðèìàíî
ïàðàìåòðèçàöiþ m-ôóíêöié m̃τr(·) òà m̃τ l(·) ó âèãëÿäi, àíàëîãi÷íîìó (72) òà (73).
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Çîáðàæåííÿ õ.ì., ùî âiäïîâiäà¹ ðîçäiëåíèì ãðàíè÷íèì óìîâàì (89), â òåðìiíàõ m-
ôóíêöié m̃τ l(·) òà m̃τr(·) íàâåäåíî â òàêié òåîðåìi.
Òåîðåìà 7.13. Íåõàé çà óìîâ (ÓÐ) τ = {τa, τb} � ðîçäiëåíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð i
m̃τr(·) òà m̃τ l(·) � m-ôóíêöi¨ (90) òà (91). Òîäi õ.ì. Ωc

τ(·), ùî âiäïîâiäà¹ τ çãiäíî iç
çàóâàæåííÿì 4.8, äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

Ωc
τ(λ) =

−mτ l(λ)Φτ(λ)mτr(λ) −mτ l(λ)Φτ(λ)Nτr(λ)
1
2IH +mτ l(λ)Φτ(λ)

−Nτ l(λ)Φτ(λ)mτr(λ)
i
2IĤ −Nτ l(λ)Φτ(λ)Nτr(λ) Nτ l(λ)Φτ(λ)

−1
2IH − Φτ(λ)mτr(λ) −Φτ(λ)Nτr(λ) Φτ(λ)

 ,

(92)

äå Φτ(λ) = −(mτ l(λ) +mτr(λ) + iNτr(λ)Nτ l(λ))
−1, λ ∈ C+.

Ôîðìóëà (92) ¹ àíàëîãîì âiäîìî¨ ôîðìóëè Òiò÷ìàðøà äëÿ îïåðàòîðàØòóðìà-Ëióâië-
ëÿ íà îñi. Áëèçüêó äî (92) ôîðìóëó îòðèìàíî â ðîáîòi Â.I. Õðàáóñòîâñüêîãî. Öÿ ôîð-
ìóëà ìiñòèòü ñòèñêóþ÷i ôóíêöi¨ çàìiñòü íåâàíëèíiâñüêèõ ôóíêöié m̃τ l(·) òà m̃τr(·), ùî
óñêëàäíþ¹ ¨¨ çàñòîñóâàííÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñïåêòðàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ñèñòåìè.
Ó ðîçäiëi 8 îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ùîäî ñïåêòðàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ñèñòåì ïåðå-

íîñÿòüñÿ íà äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè. Íàäàëi H � óíiòàðíèé ïðîñòið âèìiðíîñòi m,
I = ⟨a, b⟩ ⊂ R (−∞ ≤ a < b ≤ ∞), H = L2(I) � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ôóíêöié f : I → H,
òàêèõ ùî

∫
I
||f(t)||2 dt < ∞, é H′ � ìíîæèíà ôóíêöié f(·) ∈ H ç ôiíiòíèì íîñi¹ì. Äëÿ

óíiòàðíîãî ïðîñòîðó K ïîêëàäåìî L2[K, H] � ìíîæèíà ôóíêöié F : I → [K, H], òàêèõ
ùî F (·)h ∈ H, h ∈ K. Íåõàé

l[y] =
k

Σ
j=1

(−1)j((pk−jy
(j))(j) − i

2 [(qk−jy
(j−1))(j) + (qk−jy

(j))(j−1)]) + pky (93)

� äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç ïàðíîãî ïîðÿäêó η = 2k ç äîñòàòíüî ãëàäêèìè êîåôiöi¹íòàìè
pj, qj : I → [H], òàêèìè ùî pj(t) = p∗j(t), qj(t) = q∗j (t) i p

−1
0 (t) ∈ [H], t ∈ I. Ïîêëàäåìî

H := Hk, H := H⊕H = Hk ⊕Hk

y0(t) = y(t)⊕ . . . ⊕ y[k−1](t)(H), y1(t) = y[2k−1](t)⊕ . . . ⊕ y[k](t)(∈ H) (94)

y(t) = y0(t)⊕ y1(t)(∈ H⊕H = H), t ∈ I (95)

Ïðèïóñòèìî, äàëi, ùî

l[y] =
k

Σ
j=0

(−1)j( i2 [(qk−jy
(j))(j+1) + (qk−jy

(j+1))(j)] + (pk−jy
(j))(j)) (96)

� äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç íåïàðíîãî ïîðÿäêó η = 2k + 1 ç äîñòàòíüî ãëàäêèìè êîåôi-
öi¹íòàìè pj, qj : I → [H], òàêèìè ùî pj(t) = p∗j(t), qj(t) = q∗j (t) i q

−1
0 (t) ∈ [H], t ∈ I.

Äëÿ êîæíîãî t ∈ I ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä H = H+
t ⊕ H−

t , äå H
+
t (H−

t ) � iíâàðiàíòíèé
ïiäïðîñòið îïåðàòîðà q0(t), íà ÿêîìó q0(t) ¹ ñòðîãî äîäàòíèì (âiäï. âiä'¹ìíèì) îïåðà-
òîðîì. Ïîêëàäåìî

ν0+ = dimH+
t , ν0− = dimH−

t , ν̂0 = |ν0+ − ν0−|, δ = sign (ν0+ − ν0−).

Òîäi iñíóþòü óíiòàðíi ïðîñòîðè H ′, Ĥ òà àáñîëþòíî íåïåðåðâíà îïåðàòîð-ôóíêöiÿ

Q(t) = (Q1(t), Q̂(t), Q2(t))
⊤ : H → H ′ ⊕ Ĥ ⊕H ′, t ∈ I,

òàêi ùî dimH ′ = min{ν0+, ν0−}, dim Ĥ = ν̂0, îïåðàòîð Q(t) ¹ îáîðîòíèì i
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iq0(t) = −Q∗
1(t)Q2(t) +Q∗

2(t)Q1(t) + iδQ̂∗(t)Q̂(t), t ∈ I.
Ïîêëàäåìî

H = Hk ⊕H ′, H0 = H⊕ Ĥ, H = H⊕ Ĥ ⊕H = Hk ⊕H ′ ⊕ Ĥ ⊕Hk ⊕H ′. (97)

y0(t) = y(t)⊕ . . . ⊕ y[k−1](t)⊕Q1(t)y
(k)(t)(∈ Hk ⊕H ′ = H) (98)

y1(t) = y[2k](t)⊕ . . . ⊕ y[k+1](t)⊕Q2(t)y
(k)(t)(∈ Hk ⊕H ′ = H) (99)

y(t) = y0(t)⊕ Q̂(t)y(k)(t)⊕ y1(t)}(∈ H⊕ Ĥ ⊕H = H), t ∈ I. (100)

Â ôîðìóëàõ (94) òà (98), (99) y[j](t) � êâàçiïîõiäíi ôóíêöi¨ y(t)(∈ H) âiäíîñíî l[y].
Íåõàé Lmin òà Lmax � âiäïîâiäíî ìiíiìàëüíèé òà ìàêñèìàëüíèé îïåðàòîðè, ïîðîäæåíi

âèðàçîì l[y]. ßê âiäîìî, Lmin ¹ çàìêíåíèì ùiëüíî âèçíà÷åíèì ñèìåòðè÷íèì îïåðàòî-
ðîì â H ç iíäåêñàìè äåôåêòó n±(Lmin) ≤ ηm < ∞ i L∗

min = Lmax. Äëÿ îïåðàòîðíîãî
ðîçâ'ÿçêó Y (·, λ) ∈ L2[K, H] ðiâíÿííÿ l[y] = λy ðiâíiñòü (Y (λ)h)(t) = Y (t, λ)h, h ∈ K,
çàäà¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð Y (λ) : K → Nλ(Lmin).

Îçíà÷åííÿ 8.4. HD-âèðàçîì íàçèâà¹òüñÿ àáî âèðàç (93) ïàðíîãî ïîðÿäêó, àáî âèðàç
(96) íåïàðíîãî ïîðÿäêó çà óìîâè ν̂0 = 0. SD-âèðàçîì íàçèâà¹òüñÿ âèðàç (96) íåïàðíîãî
ïîðÿäêó çà óìîâè ν̂0 ̸= 0.

Âèðàç l[y] ïîðÿäêó η ¹ åêâiâàëåíòíèì äåÿêié ñèìåòðè÷íié ñèñòåìi

Jηy
′ −Bη(t)y = λ∆η(t)y, t ∈ I, (101)

äå y � ôóíêöiÿ (95) ó âèïàäêó η = 2k i (100) ó âèïàäêó η = 2k+1. Êðiì òîãî, l[y] ¹HD-
âèðàçîì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ñèñòåìà (101) ¹ ãàìiëüòîíîâîþ. Öi ôàêòè äîçâîëÿþòü
ïåðåíåñòè ðåçóëüòàòè ùîäî ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì íà äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè.
Íàäàëi ïîêëàäà¹ìî ν̂ = 0 äëÿ HD-âèðàçó i ν̂ = ν̂0 äëÿ SD-âèðàçó.

Çàóâàæåííÿ 8.5. Ñêàëÿðíèé âèðàç l[y] (òîáòî âèðàç iç äiéñíîçíà÷íèìè êîåôiöi¹í-
òàìè) ¹ HD-âèðàçîì (SD-âèðàçîì) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âií ìà¹ ïàðíèé (âiäï.
íåïàðíèé) ïîðÿäîê. Äëÿ ñêàëÿðíîãî âèðàçó íåïàðíîãî ïîðÿäêó η = 2k + 1

H = Ck, H0 = Ck ⊕ C = Ck+1, H = Ck ⊕ C⊕ Ck = C2k+1(= Cη)

y0(t) = y(t)⊕ . . . ⊕ y[k−1](t)}(∈ Ck), y1(t) = y[2k](t)⊕ . . . ⊕ y[k+1](t)(∈ Ck)

y(t) = y0(t)⊕ (−i|q0(t)|
1
2y(k)(t))⊕ y1(t)}(∈ C2k+1).

Ó ïiäðîçäiëi 8.2 îïèñóþòüñÿ ãðàíè÷íi óìîâè ðiçíèõ âèäiâ äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî âè-
ðàçó. Íåõàé [y, z]t = (Jηy(t), z(t)) � ôîðìà Ëàãðàíæà äëÿ âèðàçó l[y] i

[y, z]a = lim
t→a

[y, z]t, [y, z]b = lim
t→b

[y, z]t, y, z ∈ domLmax.

Íåõàé c ∈ (a, b), Lmin,l òà Lmin,r � ìiíìàëüíi îïåðàòîðè, ïîðîäæåíi çâóæåííÿì l[y]
âiäïîâiäíî íà ⟨a, c] òà [c, b⟩, Nl± = n±(Lmin,l), Nr± = n±(Lmin,r) i δa, δb � ÷èñëà (15).

Îçíà÷åííÿ 8.7. Ñóêóïíiñòü {Ha,Γa;Hb,Γb}, äå Ha òà Hb � óíiòàðíi ïðîñòîðè (16) i

Γa = (Γ0a, Γ̂a,Γ1a)
⊤ : domLmax → Ha ⊕ Ĥa ⊕Ha (102)

Γb = (Γ0b, Γ̂b,Γ1b)
⊤ : domLmax → Hb ⊕ Ĥb ⊕Hb (103)
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� ñþð'¹êòèâíi îïåðàòîðè, íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì äëÿ âèðàçó l[y], ÿêùî
äëÿ âñiõ y, z ∈ domLmax âèêîíóþòüñÿ òîòîæíîñòi (19) ç îïåðàòîðàìè Ja, Jb âèãëÿäó
(20).

Â ðîáîòi çà äîïîìîãè ãðàíè÷íîãî êîìïëåêñó îïèñóþòüñÿ ìàêñèìàëüíi äèñèïàòèâíi
(àêóìóëÿòèâíi) òà ñàìîñïðÿæåíi ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ âèðàçó l[y] ó âèãëÿäi, àíàëîãi÷-
íîìó òâåðäæåííþ 3.62. Äåùî iíøèé îïèñ çàçíà÷åíèõ óìîâ ìiñòèòüñÿ ó òàêîìó òâåð-
äæåííi.

Òâåðäæåííÿ 8.17. Íåõàé n+(Lmin) = n−(Lmin). Òîäi δa = δb =: δ̃ é iñíó¹ ãðàíè÷íèé

êîìïëåêñ {Ha,Γa;Hb,Γb} (102), (103) ç Ĥa = Ĥb =: Ĥ. ßêùî {Ha,Γa;Hb,Γb} � òàêèé

êîìïëåêñ, H = Ha ⊕ Ĥ ⊕Hb i äëÿ êîæíîãî y ∈ domLmax

Γ′
0y = (−Γ1ay)⊕ iδ̃(Γ̂a − Γ̂b)y ⊕ Γ0by(∈ H), Γ′

1y = Γ0ay ⊕ 1
2(Γ̂a + Γ̂b)y ⊕ (−Γ1by)(∈ H),

òî ðiâíîñòi (ãðàíè÷íi óìîâè)

dom L̃ = {y ∈ domLmax : C0Γ
′
0y + C1Γ

′
1y = 0}, L̃ = Lmax � dom L̃

çàäàþòü ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìàêñèìàëüíèìè äèñèïàòèâíèìè (àêóìóëÿ-

òèâíèìè, ñàìîñïðÿæåíèìè) ðîçøèðåííÿìè L̃ ⊃ Lmin i ìàêñèìàëüíèìè äèñèïàòèâ-
íèìè (àêóìóëÿòèâíèìè, ñàìîñïðÿæåíèìè) îïåðàòîðíèìè ïàðàìè θ = {C0, C1} ∈ C̃(H).

Ðîçäiëåíi ñàìîñïðÿæåíi ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ õàðàêòå-
ðèçóþòüñÿ òàêîþ òåîðåìîþ.

Òåîðåìà 8.18. (1) Ðîçäiëåíi ñàìîñïðÿæåíi ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ l[y] iñíóþòü òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ (33). Äëÿ âèðàçó l[y] ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ
a àáî b óìîâà (33) åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî l[y] ¹ HD-âèðàçîì i n+(Lmin) = n−(Lmin).
(2) Ïðèïóñòèìî, ùî (33) âèêîíàíî. Òîäi: (a) ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ {Ha,Γa;Hb,Γb}

äëÿ âèðàçó l[y] ñêëàäà¹òüñÿ ç ïðîñòîðiâ Ha òà Hb (34) i îïåðàòîðiâ

Γa = (Γ0a,Γ1a)
⊤ : domLmax → Ha ⊕Ha, Γb = (Γ0b,Γ1b)

⊤ : domLmax → Hb ⊕Hb.
(104)

(b) ÿêùî {Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (104), òî çàãàëüíèì âèãëÿäîì ðîçäi-
ëåíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ ¹

dom L̃ = {y ∈ domLmax : Na0Γ0ay +Na1Γ1ay = 0, Nb0Γ0by +Nb1Γ1by = 0},
äå Naj òà Nbj � òi æ ñàìi îïåðàòîðè, ùî i â òåîðåìi 3.66, (2).

Äëÿ ðåãóëÿðíîãî âèðàçó l[y] òâåðäæåííÿ 8.17 òà òåîðåìó 8.18 äîâåäåíî Ô.Ñ. Ðîôå-
Áåêåòîâèì. Êðiì òîãî, òâåðäæåííÿ 8.17 òà òâåðäæåííÿ (2) òåîðåìè 8.18 óçàãàëüíþ-
þòü òà çîáðàæóþòü ó ñïðîùåíîìó âèãëÿäi ðåçóëüòàòè ×. Ôóëòîíà; Ã.À. Ìiðçî¹âà;
Î.Ì. Õîëüêiíà; I.Ì. Ãóñåéíîâà òà Ð.Ò. Ïàøà¹âà, îòðèìàíi öèìè àâòîðàìè äëÿ ñèí-
ãóëÿðíèõ HD-âèðàçiâ ç äiéñíîþ òî÷êîþ ðåãóëÿðíîãî òèïà ó îïåðàòîðà Lmin.

Ó ïiäðîçäiëi 8.3 äîñëiäæóþòüñÿm-ôóíêöi¨ òà ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ HD-âèðàçiâ. Àíà-
ëîãi÷íî ãàìiëüòîíîâié ñèñòåìi m-ôóíêöiÿ m(·) ∈ R[H] HD-âèðàçó âiäïîâiäà¹ íåâàí-
ëèíiâñüêèì (çîêðåìà, ñàìîñïðÿæåíèì) ðîçäiëåíèì ãðàíè÷íèì óìîâàì. Â ðîáîòi ôîð-
ìóëàìè, àíàëîãi÷íèìè (78) òà (62), ïàðàìåòðèçóþòüñÿ âñi m-ôóíêöi¨ â òåðìiíàõ ãðà-
íè÷íîãî ïàðàìåòðà. Öåé ðåçóëüòàò ïîøèðþ¹ ðåçóëüòàòè Ì.Ë. Ãîðáà÷óêà, ×. Ôóëòîíà,
Î.Ì. Õîëüêiíà ùîäî êâàçiðåãóëÿðíèõ HD-âèðàçiâ íà äîâiëüíi HD-âèðàçè.
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Ó ïiäðîçäiëi 8.4 ââîäÿòüñÿ òà äîñëiäæóþòüñÿ m-ôóíêöi¨ òà âêîðî÷åíi ñïåêòðàëü-
íi ôóíêöi¨ SD-âèðàçiâ (çîêðåìà, ñêàëÿðíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ íåïàðíîãî ïî-
ðÿäêó). Íåõàé l[y] � SD-âèðàç (96) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a. Äëÿ ôóíêöi¨
y ∈ domLmax ïîêëàäåìî Γjay = yj(a), j ∈ {0, 1}, i Γ̂ay = Q̂(a)y(k)(a). Òîäi ðiâíîñòi

domL = {y ∈ domLmax : Γ1ay = Γ̂ay = 0 òà [y, z]b = 0, z ∈ domLmax} (105)

òà L = Lmax � domL çàäàþòü ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð L ⊃ Lmin.
Äëÿ [K, H]-çíà÷íîãî îïåðàòîðíîãî ðîçâ'ÿçêó Y (·, λ) ðiâíÿííÿ l[y] = λy ïîçíà÷è-

ìî ÷åðåç Y(·, λ) [K,H]-çíà÷íó ôóíêöiþ, âèçíà÷åíó òàêîþ óìîâîþ: ÿêùî h ∈ K i
y(t) = Y (t, λ)h, òî Y(t, λ)h = y(t). Íàäàëi φ(·, λ) òà χ(·, λ) � [H0, H]-çíà÷íi ðîçâ'ÿçêè
ðiâíÿííÿ l[y] = λy ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

φφφ(a, λ) =

IH 0
0 IĤ
0 0

 , χχχ(a, λ) =

 0 0
0 i

2δIĤ
IH 0

 .

SD-âèðàçè ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a i n+(Lmin) ≥ n−(Lmin) âè÷åðïóþòüñÿ
òàêèìè âèïàäêàìè :
Âèïàäîê àä1 δ = 1 i n+(Lmin) ≥ n−(Lmin).
Âèïàäîê àä2 δ = −1 i n+(Lmin)− n−(Lmin) ≥ ν̂
Âèïàäîê àä3 δ = −1 i 0 ≤ n+(Lmin)− n−(Lmin) ≤ ν̂
Â ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ âèïàäêè àä1 òà àä2 (òàêèìè âèïàäêàìè âè÷åðïóþòüñÿ ñêà-

ëÿðíi âèðàçè íåïàðíîãî ïîðÿäêó). Íåõàé Γb � ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð (103), ùî çà-
äîâîëüíÿ¹ äëÿ âñiõ y, z ∈ domLmax äðóãó òîòîæíiñòü â (19). Â ðîáîòi äëÿ êîæíîãî
ç âèïàäêiâ àä1 òà àä2 áóäó¹òüñÿ óíiòàðíèé ïðîñòið H̃b ⊃ Hb, òàêèé ùî îïåðàòîð Γb

äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

Γb = (Γ̃0b, Γ̂
′
b,Γ1b)

⊤ : domLmax → H̃b ⊕ Ĥ ⊕Hb (106)

ó âèïàäêó àä1 òà

Γb = (Γ̃0b,Γ1b)
⊤ : domLmax → H̃b ⊕Hb (107)

ó âèïàäêó àä2. Ñóêóïíiñòü {H̃b,Hb,Γb} ç îïåðàòîðîì Γb âèãëÿäó (106) àáî (107) íàçè-
âà¹òüñÿ b-ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì.
Íåõàé ó âèïàäêó àä1 {H̃b,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (106) i Ḣ0 = Ĥ⊕H̃b, Ḣ1 =

Ĥ ⊕Hb. Âêîðî÷åíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì (ó âèïàäêó àä1) íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðíà
ïàðà τ̇ ∈ R̃(Ḣ0, Ḣ1), âèçíà÷åíà ðiâíîñòÿìè (52), (53).

Òâåðäæåííÿ 8.55. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ SD-âèðàçó ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ
a ìà¹ ìiñöå âèïàäîê àä1 i {H̃b,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (106). Òîäi äëÿ êîæíîãî
âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ (52), (53) iñíó¹ ¹äèíà îïåðàòîð-ôóíêöiÿ mτ̇(·) :
C+ → [H0], òàêà ùî îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê

vτ̇(t, λ) = φ(t, λ)mτ̇(λ)− χ(t, λ) (108)

ðiâíÿííÿ l[y] = λy íàëåæèòü äî L2[H0, H] i êîìïîíåíòè áëî÷íîãî çîáðàæåííÿ

vτ̇(t, λ) = (ξτ̇(t, λ), ξ̂τ̇(t, λ)) : H⊕ Ĥ → H (109)

çàäîâîëüíÿþòü ãðàíè÷íi óìîâè (54). Êðiì òîãî, mτ̇(·) ∈ R[H0].
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Îïåðàòîð-ôóíêöiÿmτ̇(·) íàçèâà¹òüñÿm-ôóíêöi¹þ, àáî ôóíêöi¹þ Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøà,
SD-âèðàçó l[y] (ó âèïàäêó àä1).

Òâåðäæåííÿ 8.56. Çà óìîâ òâåðäæåííÿ 8.55 äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíà
òðiéêà îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξ0(·, λ) ∈ L2[H, H], ξ̂0(·, λ) ∈ L2[Ĥ,H] òà u(·, λ) ∈
L2[H̃b, H] ðiâíÿííÿ l[y] = λy, ùî çàäîâîëüíÿþòü ãðàíè÷íi óìîâè (41) ç IH çàìiñòü IH .
Êðiì òîãî, ðiâíîñòi (43) - (45) òà (56), (57) çàäàþòü ãîëîìîðôíi îïåðàòîð-ôóíêöi¨
m0(·) òà Mj+(·), j ∈ {1, 2, 3}.

Òâåðäæåííÿ 8.59. Ïðèïóñòèìî, ùî SD-âèðàç ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a ¹
êâàçiðåãóëÿðíèì (òîáòî n±(Lmin) = ηm) i δ = 1. Íåõàé Y (·, λ)(∈ [H, H]) � îïåðàòîð-
íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ l[y] = λy, òàêèé ùî Y(a, λ) = IH. Òîäi:
(1) ðiâíiñòü B(λ) = lim

t→b
Y−1(t, 0)Y(t, λ), λ ∈ C, êîðåêòíî çàäà¹ öiëó îïåðàòîð-

ôóíêöiþ B(λ)(∈ [H]);

(2) ÿêùî B(λ) = (Bij(λ))
3
i,j=1(∈ [H⊕Ĥ⊕H]) � áëî÷íå çîáðàæåííÿ B(λ), òî ðiâíîñòi

(60) òà (61) çàäàþòü öiëi îïåðàòîð-ôóíêöi¨ ẇj(λ)(∈ [H0, Ḣ]), äå Ḣ = Ĥ ⊕H.

Íåõàé ó âèïàäêó àä2 {H̃b,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (107). Âêîðî÷åíèì ãðà-
íè÷íèì ïàðàìåòðîì (ó âèïàäêó àä2) íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðíà ïàðà τ̇ ∈ R̃(H̃b,Hb) (63).

Òâåðäæåííÿ 8.62. Íåõàé äëÿ SD-âèðàçó ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a ìà¹ ìiñöå
âèïàäîê àä2 i {H̃b,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (107). Òîäi äëÿ êîæíîãî âêîðî÷åíî-
ãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ (63) iñíó¹ ¹äèíà îïåðàòîð-ôóíêöiÿ m̃τ̇(·) : C+ → [H0], òà-
êà ùî îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê vτ̇(·, λ)(108) ðiâíÿííÿ l[y] = λy íàëåæèòü äî L2[H0, H]
i êîìïîíåíòè áëî÷íîãî çîáðàæåííÿ (109) çàäîâîëüíÿþòü ãðàíè÷íi óìîâè (64), (65).
Êðiì òîãî, m̃τ̇(·) ∈ R[H0] i áëî÷íå çîáðàæåííÿ m̃τ̇(λ) ìà¹ òðèêóòíèé âèãëÿä

m̃τ̇(λ) =

(
mτ̇(λ) Nτ̇(λ)

0 i
2IĤ

)
: H⊕ Ĥ → H⊕ Ĥ, λ ∈ C+, (110)

Îïåðàòîð-ôóíêöiÿ m̃τ̇(·) íàçèâà¹òüñÿm-ôóíêöi¹þ, àáî ôóíêöi¹þ Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøà,
SD-âèðàçó l[y] (ó âèïàäêó àä2).

Òâåðäæåííÿ 8.63. Çà óìîâ òâåðäæåííÿ 8.62 äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíà
òðiéêà îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξ0(·, λ) ∈ L2[H, H], ξ̂0(·, λ) ∈ L2[Ĥ,H] òà u(·, λ) ∈
L2[H̃b, H] ðiâíÿííÿ l[y] = λy, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (67) òà (68) ç IH çàìiñòü
IH . Êðiì òîãî, ðiâíîñòi (69) - (71) (ç H çàìiñòü H) çàäàþòü ãîëîìîðôíó îïåðàòîð-
ôóíêöiþ M+(·).
Êîæíié ôóíêöi¨ f ∈ H′ âiäïîâiäà¹ ôóíêöiÿ f̂0(·) : R → H0 (ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹):

f̂0(s) =
∫
I
φ∗(t, s)f(t) dt.

Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó σ(s)(∈ [H0]) íàçèâà¹òüñÿ âêîðî÷åíîþ ñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ
SD-âèðàçó, ÿêùî âiðíîþ ¹ ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ ||f̂0||L2(σ;H0) = ||f ||H.
Ïàðàìåòðèçàöiÿ m-ôóíêöié òà âêîðî÷åíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié SD-âèðàçó ó âè-

ïàäêó àä1 áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ ïîäàíà ó
òàêié òåîðåìi.
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Òåîðåìà 8.68. Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 8.55 m0(·) òà Mj+(·), j ∈ {1, 2, 3}, �
îïåðàòîð ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi â òâåðäæåííi 8.56. Òîäi:
(1) äëÿ êîæíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ (52) âiäïîâiäíà m-ôóíêöiÿ

mτ̇(·) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

mτ̇(λ) = m0(λ) +M1+(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M3+(λ))
−1Ċ1(λ)M2+(λ), λ ∈ C+ (111)

(2) ðiâíiñòü (111) ñóìiñíî ç ôîðìóëîþ îáåðíåííÿ Ñòiëüòü¹ñà (79) çàäà¹ ái¹êòèâ-
íó âiäïîâiäíiñòü σ(·) = στ̇(·) ìiæ âêîðî÷åíèìè ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ̇ (52) i
âêîðî÷åíèìè ñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè σ(·) SD-âèðàçó.
Ó âèïàäêó êâàçiðåãóëÿðíîãî SD-âèðàçó ðiâíiñòü (111) ìîæíà çàìiíèòè ðiâíiñòþ

mτ̇(λ) = (Ċ0(λ)ẇ1(λ) + Ċ1(λ)ẇ3(λ))
−1(Ċ0(λ)ẇ2(λ) + Ċ1(λ)ẇ4(λ)), λ ∈ C+

ç îïåðàòîðçíà÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè ẇj(λ), âèçíà÷åíèìè â òâåðäæåííi 8.59.

Ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿm-ôóíêöié òà âêîðî÷åíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié ñïåöiàëü-
íîãî âèãëÿäó äëÿ SD-âèðàçó ó âèïàäêó àä2 ìiñòèòü òàêà

Òåîðåìà 8.72. Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 8.62 M+(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (69),
âèçíà÷åíà â òâåðäæåííi 8.63, i τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (63). Òîäi:
(1) m-ôóíêöiÿ m̃τ̇(·) çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (110) ç åëåìåíòàìè mτ̇(λ) òà Nτ̇(λ), ùî

äîïóñêàþòü çîáðàæåííÿ (72) òà (73).
(2) ðiâíîñòi (72) òà (73) ñóìiñíî ç ôîðìóëàìè òåðåìè 6.49 çàäàþòü âêîðî÷åíó

ñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ σ(·) SD-âàðàçó.

Òåîðåìà 8.73. Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 8.62 τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð
(63). Òîäi: (1) ãðàíè÷íà çàäà÷à

l[y]− λy = f(t)

Γ1ay = 0, Γ̂ay = 0, Ċ0(λ)Γ̃0by + Ċ1(λ)Γ1by = 0, λ ∈ C+.

çàäà¹ óçàãàëüíåíó ðåçîëüâåíòó R(λ) îïåðàòîðà L (105).
(2) Ðîçøèðåííÿ L̃ ∈ S̃elf(L), ùî ïîðîäæó¹ R(λ), ìà¹ òàêi ñïåêòðàëüíi âëàñòèâî-

ñòi:a) êðàòíiñòü ñïåêòðà îïåðàòîðà L̃ íå ïåðåâèùó¹ km + ν0−; b) àáñîëþòíî íåïå-
ðåðâíèé ñïåêòð îïåðàòîðà L̃ çáiãà¹òüñÿ ç R i êðàòíiñòü ñèíãóëÿðíîãî ñïåêòðà îïå-
ðàòîðà L̃ íå ïåðåâèùó¹ km+ ν0+ (òîìó êðàòíiñòü êîæíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ L̃ íå
ïåðåâèùó¹ km + ν0+). Ó âèïàäêó ñêàëÿðíîãî âèðàçó ïîðÿäêó 2k + 1 êðàòíiñòü ñïåê-

òðà îïåðàòîðà L̃ íå ïåðåâèùó¹ k + 1, à êðàòíiñòü ñèíãóëÿðíîãî ñïåêòðà òîãî æ
îïåðàòîðà íå ïåðåâèùó¹ k.

ßê îäèí ç ïðèêëàäiâ, ùî iëþñòðó¹ îòðèìàíi ðåçóëüòàòè,â ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ îïå-
ðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ 3-ãî ïîðÿäêó

l[y] = iy(3). (112)

Íåõàé âèðàç (112) çàäàíî íà ïiâîñi R+ = [0,∞). Òîäi n+(Lmin) = 2, n−(Lmin) = 1
(òîáòî iíäåêñè äåôåêòó ¹ ìiíiìàëüíèìè) i òîìó iñíó¹ ¹äèíà m-ôóíêöiÿ m̃(·) òà ¹äèíà
ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ σ(·) öüîãî âèðàçó. Öi ôóíêöi¨ çàäàþòüñÿ ìàòðèöÿìè

m̃(λ) =

 e
5
6πi

( 3
√
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Òâåðäæåííÿ 8.83. Îïåðàòîð L (105) äëÿ âèðàçó (112) íà ïiâîñi ¹ ìàêñèìàëüíèì

ñèìåòðè÷íèì i òîìó iñíó¹ ¹äèíå ðîçøèðåííÿ L̃ ∈ S̃elf(L). Îïåðàòîð L̃ ìà¹ ïðîñòèé

ñïåêòð i specac(L̃) = R, specs(L̃) = ∅, äå specac(L̃) òà specs(L̃) � àáñîëþòíî íåïåðå-

ðâíèé òà ñèíãóëÿðíèé ñïåêòðè îïåðàòîðà L̃.

Ïðèïóñòèìî, äàëi, ùî âèðàç (112) çàäàíî íà âñié îñi R. Òîäi îïåðàòîð LR := Lmin(=
Lmax) ¹ ñàìîñïðÿæåíèì i (¹äèíà) õ.ì. Ω0(·) öüîãî âèðàçó çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ

Ω0(λ) =
1

3


z2

( 3
√
λ)2

z1
3
√
λ

1
2

z1
3
√
λ

i
2 z21

3
√
λ

−1
2 −z21

3
√
λ z1(

3
√
λ)2

 , λ ∈ C+,

äå z1 = e
π
6 i, z2 = e

5
6πi.

Òâåðäæåííÿ 8.84. Îïåðàòîð LR ìà¹ ïðîñòèé ñïåêòð i specac(LR) = R, specs(LR) =
∅.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Â ðîáîòi îòðèìàíî òàêi îñíîâíi ðåçóëüòàòè:
1. Òåîðiþ ãðàíè÷íèõ òðiéîê òà ¨õ ôóíêöié Âåéëÿ (Q-ôóíêöié) ïîøèðåíî íà ñèìåòðè÷-

íi âiäíîøåííÿ A ç íåðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó. Â òåðìiíàõ àáñòðàêòíèõ ãðàíè÷íèõ
óìîâ îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ ðiçíèõ êëàñiâ ðîçøèðåíü Ã ⊃ A òà ñàìîñïðÿæåíèõ ðîç-
øèðåíü Ã = Ã∗ ç âèõîäîì â øèðøèé ïðîñòið. Îõàðàêòåðèçîâàíî ðîçøèðåííÿ Ã = Ã∗

iç çáåðåæåííÿì ìíîãîçíà÷íî¨ ÷àñòèíè âiäíîøåííÿ A.
2. Äîñëiäæåíî ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ðîçøèðåíü Ã = Ã∗ ïðîñòîãî ñèìåòðè÷íî-

ãî îïåðàòîðà A ç ðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó d < ∞ i äåôåêòíèìè ïiäïðîñòîðàìè
Nλ(A), λ ∈ (a, b), âèìiðíîñòi d. Äîâåäåíî, ùî êîæíå òàêå ðîçøèðåííÿ Ã íå ìà¹ íåïå-
ðåðâíîãî ñïåêòðà â (a, b), à òî÷êîâèé ñïåêòð Ã ¹ íiäå íåùiëüíîþ ìíîæèíîþ â (a, b).
3. Äëÿ ñèíãóëÿðíèõ ñèìåòðè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi

îïèñàíî ãðàíè÷íi óìîâè ðiçíèõ êëàñiâ. Çíàéäåíî êðèòåðié iñíóâàííÿ òà îòðèìàíî êîì-
ïàêòíèé îïèñ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçäiëåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ.
4. Ââåäåíî òà äîñëiäæåíî ïñåâäîñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ äëÿ ñèíãóëÿðíî¨ ñèñòåìè. Îò-

ðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ìàòðèöü òà ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié
áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà (ãðàíè÷íèõ óìîâ).
5. Ââåäåíî òà äîñëiäæåíî m-ôóíêöi¨ òà âêîðî÷åíi ïñåâäîñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ äëÿ

ñèíãóëÿðíî¨ ñèñòåìè. Îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ m-ôóíêöié òà ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ
ôóíêöié áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà. Îïèñàíî äåÿêi
ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü ìiíiìàëüíîãî âiäíîøåííÿ, ïîðîä-
æåíîãî ñèñòåìîþ.
6. Äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè äîâåäåíî àíàëîã âiäîìî¨ ôîð-

ìóëè Òiò÷ìàðøà äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëióâiëëÿ íà îñi.
7. Íàâåäåíi ðåçóëüòàòè ùîäî ñèñòåì ïåðåíåñåíî íà äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè äîâiëü-

íîãî ïîðÿäêó ç ìàòðè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè. Öå, çîêðåìà, äîçâîëèëî ïîøèðèòè òåîðiþ
Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøà íà äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè íåïàðíîãî ïîðÿäêó.
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Â ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ñèìåòðè÷íèõ ëiíiéíèõ âiäíîøåíü

òà äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì. Òåîðiþ ãðàíè÷íèõ òðiéîê òà ¨õ ôóíêöié Âåéëÿ ïîøèðåíî
íà âiäíîøåííÿ ç íåðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó. Îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ ñàìîñïðÿ-
æåíèõ ðîçøèðåíü ç âèõîäîì â øèðøèé ïðîñòið.
Îïèñàíî ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòî-

ðà ç äiéñíèìè äåôåêòíèìè ïiäïðîñòîðàìè ìàêñèìàëüíî¨ âèìiðíîñòi.
Çíàéäåíî êðèòåðié iñíóâàííÿ òà îòðèìàíî êîìïàêòíèé îïèñ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçäiëå-

íèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì. Ââåäåíî òà äîñëiäæåíî ìàòðè÷íi ïñåâ-
äîñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ äëÿ ñèíãóëÿðíèõ ñèñòåì. Äëÿ ñèñòåì ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ
òî÷êîþ çàïðîïîíîâàíî ïðèðîäíó êîíñòðóêöiþ âêîðî÷åíî¨ ìàòðè÷íî¨ ïñåâäîñïåêòðàëü-
íî¨ ôóíêöi¨ òà îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ òàêèõ ôóíêöié áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ ãðà-
íè÷íèõ óìîâ.
Òåîðiþ Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøà ïîøèðåíî íà äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè íåïàðíîãî ïî-
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ñïåöèàëüíîñòè 01.01.01 � ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. � Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà-
èíû, Êèåâ, 2016.
Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ñèììåòðè÷åñêèõ ëèíåéíûõ îòíîøåíèé

è äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì. Òåîðèÿ ãðàíè÷íûõ òðîåê è èõ ôóíêöèé Âåéëÿ ðàñïðî-
ñòðàíÿåòñÿ íà îòíîøåíèÿ ñ íåðàâíûìè èíäåêñàìè äåôåêòà. Ïîëó÷åíà ïàðàìåòðèçàöèÿ
ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé ñ âûõîäîì â áîëåå øèðîêîå ïðîñòðàíñòâî.
Îïèñàíû ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé ñèììåòðè÷åñêîãî

îïåðàòîðà ñ âåùåñòâåííûìè äåôåêòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè ìàêñèìàëüíîé ðàçìåð-
íîñòè.
Íàéäåí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîëó÷åíî êîìïàêòíîå îïèñàíèå ñàìîñîïðÿæåí-

íûõ ðàñïàäàþùèõñÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ñèñòåì. Ââåäåíû è èñ-
ñëåäîâàíû ìàòðè÷íûå ïñåâäîñïåêòðàëüíûå ôóíêöèè äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì. Äëÿ
ñèñòåì ñ ðåãóëÿðíîé êîíöåâîé òî÷êîé ïðåäëîæåíà åñòåñòâåííàÿ êîíñòðóêöèÿ óêîðî-
÷åííîé ìàòðè÷íîé ïñåâäîñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè è ïîëó÷åíà ïàðàìåòðèçàöèÿ òàêèõ
ôóíêöèé íåïîñðåäñòâåííî â òåðìèíàõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
Òåîðèÿ Âåéëÿ - Òèò÷ìàðøà ðàñïðîñòðàíåíà íà äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû íå÷åò-

íîãî ïîðÿäêà.
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Mogilevskii V.I. Spectral properties of symmetric linear relations and di�erential systems.�
Manuscript.
Thesis for a doctor's degree by speciality 01.01.01�mathematical analysis. � Institute of

Mathematics, National Academy of Sciences of Ukraine, Kiev, 2016.
We study spectral properties of symmetric linear relations and di�erential systems. The

theory of boundary triplets and their Weyl functions is extended to relations with unequal
de�ciency indices. For such relations various classes of extensions are described in terms
of abstract boundary conditions. A parametrization of exit space self-adjoint extensions is
obtained. A certain geometrical properties of exit space extensions are characterized.
Spectral properties of self-adjoint extensions of symmetric operators with real defect

subspaces of the maximal dimension are described.
For singular symmetric systems boundary conditions of various classes are described in a

compact form. We derive also a criterium for existence and specify a compact description
of self-adjoint separated boundary conditions.
We introduce and investigate matrix pseudospectral functions for singular systems. A

parametrization of characteristic matrices and pseudospectral functions immediately in
terms of admissible boundary conditions is obtained.
A natural construction of a truncated pseudospectral function is suggested for systems

with a regular endpoint and the Titchmarsh - Weyl theory is extended to such systems. We
parameterize all m-functions and truncated pseudospectral functions immediately in terms
of boundary conditions.
The Titchmarsh formula for the Stourm - Liouville operator on the axis is extended to

arbitrary (unnecessarily Hamiltonian) symmetric systems.
The Titchmarsh - Weyl theory is extended to di�erential operators of an odd order.
Key words: symmetric relation, Weyl function, self-adjoint extension, symmetric system,

characteristic matrix, pseudospectral function.


