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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Áàãàòî ïðîáëåì ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè òà êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè çâîäèòüñÿ äî

äîñëiäæåííÿ ñïåêòðàëüíèõ âëàñòèâîñòåé äåÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà. Óçà-

ãàëüíåííÿì òàêîãî îïåðàòîðà ¹ ñèìåòðè÷íà äèôåðåíöiàëüíà ñèñòåìà ïåðøîãî ïîðÿäêó, êîåôiöi¹íòàìè

ÿêî¨ ¹ n× n-ìàòðèöi. Çîêðåìà, äî ñèñòåìè ïåðøîãî ïîðÿäêó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó çâîäÿòüñÿ ñèìåò-

ðè÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð äîâiëüíîãî ïîðÿäêó ç ìàòðè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè òà ðiâíÿííÿ

ñòðóíè Êðåéíà-Ôåëëåðà. Êðiì òîãî, ðÿä âàæëèâèõ ôiçè÷íèõ çàäà÷ òàêîæ ïðèçâîäÿòü äî ñèìåòðè÷-

íî¨ ñèñòåìè. Òîìó äîñëiäæåííÿ ñèìåòðè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ òà ñèñòåì ïðèâåðòàëî òà

ïðîäîâæó¹ ïðèâåðòàòè âåëèêó óâàãó.

Åôåêòèâíèé ìåòîä äîñëiäæåííÿ îçíà÷åíèõ îïåðàòîðiâ òà ñèñòåì áàçó¹òüñÿ íà òåîði¨ ðîçøèðåíü

ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði. Öÿ òåîðiÿ áóëà çàïî÷àòêîâàíà Äæ. ôîí Íåéìàíîì

i ïîòiì øèðîêî ðîçâèíåíà Ì.Ã. Êðåéíîì òà éîãî ÷èñëåííèìè ïîñëiäîâíèêàìè. Â ðîáîòàõ Äæ. Êåëêiíà

òà ïîðiâíÿíî íåäàâíiõ ðîáîòàõ Ô.Ñ. Ðîôå-Áåêåòîâà, Â.I. Ãîðáà÷óê, Ì.Ë. Ãîðáà÷óêà, À.Í. Êî÷óáåÿ,

Â.Ì. Áðóêà, Â.À. Ìèõàéëåöÿ, Þ.Ì. Àðëiíñüêîãî òà iíøèõ ìàòåìàòèêiâ îòðèìàâ ðîçâèòîê ìåòîä

ãðàíè÷íèõ òðiéîê â òåîði¨ ðîçøèðåíü. Çãiäíî ç öèì ìåòîäîì ðîçøèðåííÿ ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà

îïèñóþòüñÿ àáñòðàêòíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè, ÿêi â çàñòîñóâàííÿõ äî äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ïðèéìàþòü âèãëÿä ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ðiøåííÿ öèõ ðiâíÿíü. Â.Î. Äåðêà÷ òà Ì.Ì. Ìàëàìóä äëÿ

êîæíî¨ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè âïðîâàäèëè ôóíêöiþ Âåéëÿ, ÿêà äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ çáiãà¹òü-

ñÿ ç êëàñè÷íîþ ôóíêöi¹þ Âåéëÿ. Öå äîçâîëèëî îïèñàòè äåÿêi ñïåêòðàëüíi òà ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi

ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü ç âèõîäîì â øèðøèé ïðîñòið â òåðìiíàõ λ-çàëåæíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ òà

ôóíêöi¨ Âåéëÿ. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî íàâiòü ó ïðîñòiøèõ âèïàäêàõ ñèíãóëÿðíi äèôåðåíöiàëüíi îïåðà-

òîðè íåïàðíîãî ïîðÿäêó òà íåãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè ïîðîäæóþòü ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè ç íåðiâíèìè

iíäåêñàìè äåôåêòó. Ïîðó÷ ç òèì ó ïåðåëi÷åíèõ ðîáîòàõ òåîðiÿ ãðàíè÷íèõ òðiéîê òà âiäïîâiäíèõ ôóíê-

öié Âåéëÿ ðîçðîáëåíà ëèøå äëÿ îïåðàòîðiâ ç ðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó, ùî îáìåæó¹ ¨¨ çàñòîñóâàííÿ

äî äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ òà ñèñòåì.

Ãîëîâíîþ ïðîáëåìîþ ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨ ñèìåòðè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ òà ñèñòåì

¹ õàðàêòåðèçàöiÿ ñïåêòðà òà äîâåäåííÿ ìîæëèâîñòi çîáðàæåííÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi ðÿäó çà

âëàñíèìè ôóíêöiÿìè àáî iíòåãðàëó çà ñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ. Ñïåêòðàëüíà òåîðiÿ äèôåðåíöiàëü-

íèõ îïåðàòîðiâ äðóãîãî ïîðÿäêó ðîçðîáëåíà â êëàñè÷íèõ ðîáîòàõ Æ.Øòóðìà òà Æ. Ëióâiëëÿ äëÿ

ðåãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ i Ã. Âåéëÿ òà Å.×. Òiò÷ìàðøà äëÿ ñèíãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ. Iñíóâàííÿ ìàò-

ðè÷íî¨ ñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨ äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà äîâiëüíîãî ïîðÿäêó ðiçíèìè ìåòî-

äàìè äîâåäåíî Ì.Ã. Êðåéíîì, Ê. Êîäàiðîé, Á.Ì. Ëåâiòàíîì, À.Â. Øòðàóñîì. Ïàðàìåòðèçàöiÿ âñiõ

ôóíêöié Âåéëÿ êâàçiðåãóëÿðíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà íà ïiâîñi áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ

ñàìîñïðÿæåíî¨ ãðàíè÷íî¨ óìîâè íà íåñêií÷åííîñòi îòðèìàíà â ðîáîòàõ Ì.Ë. Ãîðáà÷óêà, ×. Ôóëòî-

íà, Î.Ì. Õîëüêíà; â òåîði¨ ñòðóíè àíàëîãi÷íà ïàðàìåòðèçàöiÿ îòðèìàíà I.Ñ. Êàöåì òà Ì.Ã. Êðåé-

íîì. Ôóíäàìåíòàëüíèé âíåñîê â ñïåêòðàëüíó òåîði¹þ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ çðîáèëè òàêîæ

Þ.Ì. Áåðåçàíñüêèé, I.Ì. Ãåëüôàíä, I.Ì. Ãëàçìàí, Å.À. Êîääiíãòîí, À.Ã. Êîñòþ÷åíêî, Í.Ëåâèíñîí,

Â.Î. Ìàð÷åíêî, Ì.À.Íàéìàðê, Ô.Ñ. Ðîôå-Áåêåòîâ òà áàãàòî iíøèõ ìàòåìàòèêiâ.

Äîñëiäæåííÿ ñèíãóëÿðíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íåïàðíîãî ïîðÿäêó âèêëèêà¹ ïåâíi òðóä-
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íîùi. Ñïðîáà ïîøèðèòè òåîðiþ Âåéëÿ-Òiò÷ìàðøà íà òàêi îïåðàòîðè ìiñòèòüñÿ â ðîáîòàõ Ó.Í. Åâåðiòà

òà Â. Êðiøíè Êóìàðà, îäíàê ðåçóëüòàòè öèõ ðîáiò íåìîæíà ââàæàòè çàâåðøåíèìè.

Ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ñèìåòðè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì, îñîáëèâî ç âèðîäæåíèì âàãîâèì

êîåôiöi¹íòîì, ¹ ìåíø äîñëiäæåíèìè. Ïðîáëåìà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî òàêi ñèñòåìè ïîòðåáóþòü óâåäåííÿ

äî ðîçãëÿäó ïðèðîäíî âèçíà÷åíî¨ ïñåâäîñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨ çàìiñòü ñïåêòðàëüíî¨, îñêiëüêè îñòàííÿ

ìîæå âçàãàëi íå iñíóâàòè. Êðiì òîãî, íåãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè íå ïðèïóñêàþòü ðîçäiëåíèõ ñàìîñïðÿ-

æåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ, ùî óñêëàäíþ¹ ïîøèðåííÿ òåîði¨ Âåéëÿ-Òiò÷ìàðøà íà òàêi ñèñòåìè.

Õàðàêòåðèñòèêà ñïåêòðà ïåðåâàæíî ðåãóëÿðíèõ ñèñòåì òà äîâåäåííÿ ðîçêëàäó ôóíêöié ñïåöiàëü-

íîãî êëàñó çà âëàñíèìè ôóíêöiÿìè ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i ìiñòèòüñÿ â ìîíîãðàôiÿõ I.Ö. Ãîõáåðãà òà Ì.Ã.

Êðåéíà; Ô. Àòêiíñîíà. Â ðîáîòàõ Â.I. Êîãàíà òà Ô.Ñ. Ðîôå-Áåêåòîâà; Ì. Ëåøà òà Ì.Ì. Ìàëàìóäà

äîñëiäæóþòüñÿ iíäåêñè äåôåêòó ñèíãóëÿðíèõ ñèñòåì.

I.Ñ. Êàö ðîçðîáèâ ìåòîä íåïîäiëüíèõ iíòåðâàëiâ òà äîâiâ iñíóâàííÿ ñêàëÿðíèõ ïñåâäîñïåêòðàëü-

íèõ ôóíêöié äëÿ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì ç 2 × 2 - êîåôiöi¹íòàìè. Îïèñ ðîçäiëåíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ

ãðàíè÷íèõ óìîâ äëÿ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè íà ïiâîñi, óçàãàëüíåííÿ òåîði¨ Âåéëÿ-Òiò÷ìàðøà íà òàêi

ñèñòåìè òà äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ �âêîðî÷åíî¨� ìàòðè÷íî¨ ïñåâäîñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨ ðîçìiðó n/2 ìi-

ñòèòüñÿ â ðîáîòàõ Ä.Õiíòîíà òà Äæ.Ê. Øàî; Ä. Õiíòîíà òà À. Øíàéäåðà; À. Êðàëëà; À.Äàéêñìè, Ã.

Ëàíãåðà òà Õ. äå Ñíó. À. Êðàëë òàêîæ óçàãàëüíèâ ôîðìóëó Òiò÷ìàðøà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðè-

öi îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëióâiëëÿ íà îñi íà âèïàäîê ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè íà îñi. Â ðîáîòi Ä. Õiíòîíà

òà Äæ.Ê. Øàî îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ âñiõ ôóíêöié Âåéëÿ êâàçiðåãóëÿðíî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè

íà ïiâîñi â òåðìiíàõ ñàìîñïðÿæåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ. Íàéáiëüø ïîâíi ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî �âêîðî÷å-

íèõ� ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié ðåãóëÿðíèõ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì ìîæíà çíàéòè â ìîíîãðàôiÿõ

Ä.Ç. Àðîâà òà Ã. Äèìà; À.Ë. Ñàõíîâè÷à, Ë.À. Ñàõíîâè÷à òà I.ß. Ðîéòáåðã. Òóò, çîêðåìà, ìiñòèòüñÿ

öiëêîì ïðèðîäíå îçíà÷åííÿ òàêèõ ôóíêöié òà ¨õ ïàðàìåòðèçàöiÿ â òåðìiíàõ ìàòðèöi ìîíîäðîìi¨ òà

íåâàíëèíiâñüêîãî ïàðàìåòðà.

Â ðîáîòàõ Ã. Ëàíãåðà òà Á. Òåêñòîðióñà îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ óñiõ �ïîâíèõ� n×n-ìàòðè÷íèõ
ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié çàãàëüíî¨ (íåîáîâ'ÿçêîâî ãàìiëüòîíîâî¨) ðåãóëÿðíî¨ ñèñòåìè â òåðìiíàõ

ãðàíè÷íèõ óìîâ. Íåãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè íà ïiâîñi ç ìiíiìàëüíî ìîæëèâèìè (íåðiâíèìè) iíäåêñàìè

äåôåêòó ðîçãëÿäàëèñÿ Ä. Õiíòîíîì òà À. Øíàéäåðîì. Â ðîáîòi öèõ àâòîðiâ óâåäåíà ïðÿìîêóòíà

ôóíêöiÿ Âåéëÿ, ÿêà íå ¹ íåâàíëèíiâñüêîþ ôóíêöi¹þ. Êðiì òîãî, â ðîáîòi Ã. Áåíêå òà Ä. Õiíòîíà äëÿ

íåãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè íà îñi ç íóëüîâèìè iíäåêñàìè äåôåêòó äîâåäåíî ôîðìóëó Òiò÷ìàðøà.

Ç îãëÿäó íà ñêàçàíå óÿâëÿ¹òüñÿ àêòóàëüíèì ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ñïåêòðàëüíèõ òåîðié ñèìåòðè÷-

íèõ îïåðàòîðiâ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði òà äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ i ñèñòåì ç ìåòîþ ïîøèðåí-

íÿ äåÿêèõ ðåçóëüòàòiâ öèõ òåîðié íà ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè ç íåðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó, äîâiëüíi

(ìîæëèâî íåãàìiëüòîíîâi) ñèñòåìè òà äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè íåïàðíîãî ïîðÿäêó.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Ðîáîòà âèêîíàíà âiäïîâiäíî

äî ïëàíó íàóêîâî¨ ðîáîòè IÏÌÌ ÍÀÍ Óêðà¨íè çà òåìîþ �Ëîêàëüíi, ãëîáàëüíi òà àñèìïòîòè÷íi âëà-

ñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñèíãóëÿðíèõ, ñïåêòðàëüíèõ i íåêëàñè÷íèõ çàäà÷ äëÿ åëiïòè÷íèõ òà åâîëþöiéíèõ

ðiâíÿíü i âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé � ÐÊ �0111U000481, çàòâåðäæåíîþ ïîñòàíîâîþ Áþðî Âiääiëåííÿ

ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè âiä 29.04.2010, â ðàìêàõ íàóêîâî¨ òåìè �Ñïåêòðàëüíi ïðîáëåìè òåîði¨ äè-
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ôåðåíöiàëüíèõ i ðiçíèöåâèõ îïåðàòîðiâ�, � äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0115U000556, i â ðàìêàõ ïðîåêòó "Spectral

analysis of singularly perturbed self-adjoint operators DFG Project 436 UKR 113/85/0-1.

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹ õàðàêòåðèçàöiÿ äåÿêèõ ñïåêòðàëüíèõ âëà-

ñòèâîñòåé ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, à òàêîæ ñèìåòðè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

îïåðàòîðiâ òà ñèñòåì. Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî âèðiøèòè íàñòóïíi çàäà÷i: óäîñêîíàëèòè òåîðiþ ãðàíè÷íèõ

òðiéîê òà âiäïîâiäíèõ ôóíêöié Âåéëÿ ç ìåòîþ ¨¨ çàñòîñóâàííÿ äî ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ ç íåðiâíèìè

iíäåêñàìè äåôåêòó; çà äîïîìîãè öi¹¨ òåîði¨ îïèñàòè ñïåêòðàëüíi òà ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ðiçíèõ

êëàñiâ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íèõ ëiíiéíèõ âiäíîøåíü (îïåðàòîðiâ); äîñëiäèòè ñïåêòð ñàìîñïðÿæåíèõ

ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà ç äiéñíèìè äåôåêòíèìè ïiäïðîñòîðàìè ìàêñèìàëüíî¨ âèìiðíî-

ñòi; îïèñàòè â òåðìiíàõ ãðàíè÷íèõ óìîâ ðiçíi êëàñè ðîçøèðåíü ìiíiìàëüíîãî îïåðàòîðà (ëiíiéíîãî

âiäíîøåííÿ), ïîðîäæåíîãî ñèìåòðè÷íèì ñèíãóëÿðíèì äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì àáî ñèñòåìîþ;

îïèñàòè ñïåêòðàëüíi òà ïñåâäîñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ òà ñèñòåì çà äîïîìî-

ãè ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà; îõàðàêòåðèçóâàòè ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ ñèñòåì íà îñi â òåðìiíàõ îá'¹êòiâ,

ïîâ'ÿçàíèõ iç çâóæåííÿì öi¹¨ ñèñòåìè íà ïiâîñi; ïîøèðèòè ïîíÿòòÿ ôóíêöi¨ Âåéëÿ íà äèôåðåíöiàëüíi

îïåðàòîðè íåïàðíîãî ïîðÿäêó òà îïèñàòè çà ¨¨ äîïîìîãè ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ òàêèõ îïåðàòîðiâ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè çàñíîâàíî íà ìåòîäàõ òåîði¨ ðîçøèðåíü

ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði òà ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðèìàíî òàêi íîâi ðå-

çóëüòàòè:

1) Òåîðiÿ ãðàíè÷íèõ òðiéîê òà âiäïîâiäíèõ ôóíêöié Âåéëÿ (Q-ôóíêöié) ïîøèðåíà íà ñèìåòðè÷íèé

îïåðàòîð A ç ìîæëèâî íåðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó. Îïèñàíi ðîçøèðåííÿ òàêèõ îïåðàòîðiâ â

òåðìiíàõ àáñòðàêòíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ.

2) Îòðèìàíà ïàðàìåòðèçàöiÿ òà äîñëiäæåíi äåÿêi ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøè-

ðåíü îïåðàòîðà A ç âèõîäîì â øèðøèé ïðîñòið.

3) Îõàðàêòåðèçîâàíi ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íîãî àáñòðàêò-

íîãî òà äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðiâ ç äiéñíèìè äåôåêòíèìè ïiäïðîñòîðàìè ìàêñèìàëüíî¨ âè-

ìiðíîñòi.

4) Ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi îïèñàíi ãðàíè÷íi óìîâè ðiçíèõ êëàñiâ äëÿ ñèíãóëÿðíèõ ñèìåòðè÷íèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì òà äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ. Çîêðåìà, çíàéäåíî êðèòåðié iñíóâàííÿ

òà îòðèìàíî êîìïàêòíèé îïèñ ðîçäiëåíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ.

5) Çàïðîïîíîâàíî ïðèðîäíó êîíñòðóêöiþ ïñåâäîñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨ äëÿ ñèíãóëÿðíî¨ ñèìåòðè÷-

íî¨ ñèñòåìè. Äëÿ ñèñòåìè íà ïiâîñi îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ âñiõ òàêèõ ôóíêöié â òåðìiíàõ

ãðàíè÷íèõ óìîâ.

6) Òåîðiþ Âåéëÿ-Òiò÷ìàðøà ïîøèðåíî íà íåãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè íà ïiâîñi. Îòðèìàíî ïàðàìåòðè-

çàöiþ âêîðî÷åíèõ ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié ñèñòåìè íà ïiâîñi â òåðìiíàõ ãðàíè÷íèõ óìîâ.
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7) Äîâåäåíî àíàëîã ôîðìóëè Òiò÷ìàðøà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè íà îñi. Îòðèìà-

íî ïàðàìåòðèçàöiþ âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié òàêî¨ ñèñòåìè, ùî âiäïîâiäàþòü

ðîçäiëåíèì ñàìîñïðÿæåíèì ãðàíè÷íèì óìîâàì.

8) Çà äîïîìîãè ïåðåëi÷åíèõ ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåíî äåÿêi ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi äèôåðåíöiàëü-

íèõ îïåðàòîðiâ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó ç ìàòðè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè. Çîêðåìà, òåîðiþ Âåéëÿ-Òiò-

÷ìàðøà ïîøèðåíî íà îïåðàòîðè ïàðíîãî ïîðÿäêó ç íåðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó òà íåïàðíîãî

ïîðÿäêó ç ÿê ðiâíèìè, òàê i íåðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ íîñÿòü òåîðåòè÷íèé

õàðàêòåð. Âîíè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè âèâ÷åíi ãðàíè÷íèõ çàäà÷, ùî âèíèêàþòü â ìàòåìàòè÷-

íié ôiçèöi.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Íà çàõèñò âèíîñÿòüñÿ ëèøå òi ðåçóëüòàòè ñóìiñíèõ ðîáiò, ÿêi

îòðèìàíi çäîáóâà÷åì îñîáèñòî. Ó ñóìiñíèõ ðîáîòàõ ç Ì.Ì. Ìàëàìóäîì çäîáóâà÷ó íàëåæàòü òàêi

îñíîâíi ðåçóëüòàòè: â ðîáîòi [93] � òâåðäæåííÿ 2 òà 6, òåîðåìè 2 òà 4; â ðîáîòi [94]� òâåðäæåííÿ 3.12

, 5.2 òà 6.7, òåîðåìè 5.5 òà 6.2, íàñëiäîê 5.7; â ðîáîòi [95] � òâåðäæåííÿ 7, òåîðåìè 10 òà 12; â ðîáîòi

[31] � òåîðåìè 1 òà 3; â ðîáîòi [32] � òåîðåìè 2 òà 4. Âíåñîê ñïiâàâòîðiâ â ðåçóëüòàòè ðîáiò [74, 33,

51] ¹ ðiâíîñèëüíèì. Â ðîáîòi [75] çäîáóâà÷åâi íàëåæàòü ó ðiâíèõ äîëÿõ iç ñïiâàâòîðàìè ðåçóëüòàòè

ðîçäiëó 3.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ äîïîâiäàëèñÿ íà

òàêèõ êîíôåðåíöiÿõ òà ñåìiíàðàõ:

International Conference on Functional Analysis and its Applications, Lviv, 2002.

Îäèíàäöÿòà ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iìåíi àêàäåìiêà Ì. Êðàâ÷óêà, Êè¨â, 2006.

International Conference �Modern Analysis and Applications (MAA 2007)� dedicated to the centenary

of Mark Krein, Odessa, 2007.

International Conference �In�nite Dimensional Analysis and Topology�, Ivano-Frankivsk, 2009.

Óêðà¨íñüêèé ìàòåìàòè÷íèé êîíãðåñ, Êè¨â, 2009.

21-th International Workshop on Operator Theory and Applications IWOTA 2010, Berlin, Germany,

2010.

Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ç ñó÷àñíîãî àíàëiçó, Äîíåöê, 2011.

International Conference� Spectral Theory and Di�erential Equations (STDE-2012)�, Kharkiv, 2012.

International Conference� Spectral Theory and Di�erential Operators�, Graz, Austria, 2012.

The Third Najman Conference on Spectral Problems for Operators and Matrices, Biograd, Croatia,

2013.

International Conference �Spectral Theory and Di�erential Equations� dedicated to the centenary of

B.M. Levitan, Moscow, 2014.

International Conference IWOTA 2014, Amsterdam, Netherlands, 2014.

Ñåìiíàð âiääiëó ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè IÏÌÌ ÍÀÍ Óêðà¨íè, êåðiâíèê ä. ô.-ì. í.,

ïðîôåñîð À.�. Øèøêîâ, 2012, 2013.

Ñåìiíàð ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ÄîíÍÓ, êåðiâíèê ä. ô.-ì. í. Ì.Ì. Ìàëàìóä.
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Êè¨âñüêèé ñåìiíàð ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, êåðiâíèêè

àêàä. ÍÀÍ Óêðà¨íè Þ.Ì. Áåðåçàíñüêèé, ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè Ì.Ë. Ãîðáà÷óê, ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨-

íè Þ.Ñ. Ñàìîéëåíêî, 2014.

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â 27 ñòàòòÿõ â íàóêîâèõ æóð-

íàëàõ [32] - [33], [36] - [38], [51],[74], [75], [93] - [110].



ÐÎÇÄIË 1

Îãëÿä ëiòåðàòóðè òà ïîñòàíîâêà çàäà÷

Ëiòåðàòóðà ç òåði¨ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ òà ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ¹

äóæå âèëèêîþ. Ó öüîìó îãëÿäi âèñâiòëþþòüñÿ ëèøå ðîáîòè, ÿêi ìàþòü áåçïîñåðåäí¹ âiäíîøåííÿ äî

ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨.

1.1. Òåîðiÿ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íèõ ëiíiéíèõ âiäíîøåíü (îïåðàòîðiâ)

1.1.1. Ìåòîä ãðàíè÷íèõ òðiéîê

ßê âiäîìî, ïðèðîäíèì óçàãiëüíåííÿì çàìêíåíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ç ãiëüáåðòîâà ïðîñòîðà H1 â

ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H2 ¹ ëiíiéíå âiäíîøåííÿ ç H1 â H2, òîáòî ïiäïðîñòið θ ⊂ H1 ⊕H2. Ìíîæèíó âiäíî-

øåíü ç H1 â H2 (â H) áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç C̃(H1,H2) (C̃(H)). Îòîòîæíþþ÷è çàìêíåíèé îïåðàòîð T
ç H1 â H2 ç éîãî ãðàôiêîì, ìîæíà ââàæàòè, ùî T ∈ C̃(H1,H2). Àíàëîãi÷íî îïåðàòîðó äëÿ âiäíîøåííÿ

θ ∈ C̃(H1,H2) âèçíà÷àþòüñÿ éîãî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ dom θ, îáðàç ran θ, ÿäðî ker θ, à òàêîæ ñïðÿæåíå

âiäíîøåííÿ θ∗ ∈ C̃(H2,H1). Ìíîãîçíà÷íà ÷àñòèíà mul θ ⊂ H2 âiäíîøåííÿ θ ∈ C̃(H1,H2) âèçíà÷àåòüñÿ

ðiâíiñòþ

mul θ = {f ′ ∈ H2 : {0, f ′} ∈ θ}.

Óçàãàëüíåííÿì ñèìåòðè÷íîãî (ñàìîñïðÿæåíîãî) îïåðàòîðà ¹ ñèìåòðè÷íå (ñàìîñïðÿæåíå) âiäíîøåí-

íÿ, òîáòî âiäíîøåííÿ A ∈ C̃(H), òàêå ùî A ⊂ A∗ (âiäï. A = A∗). Âiäíîøåííÿ Ã ∈ C̃(H) íàçèâà¹òü-
ñÿ âëàñíèì ðîçøèðåííÿì ñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ A ∈ C̃(H) i âiäíîñèòüñÿ äî êëàñó ExtA, ÿêùî

A ⊂ Ã ⊂ A∗.

Îñíîâíîþ çàäà÷åþ òåîði¨ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íèõ âiäíîøåíü (îïåðàòîðiâ) ¹ îïèñ ðîçøèðåíü Ã ⊃
A âiäíîøåííÿ A ⊂ A∗ (çîêðåìà, ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü Ã = Ã∗) i äîñëiäæåííÿ ¨õ âëàñòèâîñòåé. Â

ðàìêàõ êëàñè÷íîãî ïiäõîäó çà äîïîìîãè ôîðìóë Íåéìàíà àáî ¨õ óçàãàëüíåíü ðiçíi êëàñè ðîçøèðåíü

Ã ∈ ExtA îïèñóþòüñÿ â òåðìiíàõ ¨õ ïåðåòâîðåíü Êåëi V , ùî äiþòü ç äåôåêòíîãî ïiäïðîñòîðóNλ(A) =

ker (A∗−λ), λ ∈ C\R, â äåôåêòíèé ïiäïðîñòið Nλ(A) (äèâ ìîíîãðàôi¨ [2, 14, 40], ñòàòòi [52, 56, 59, 24,

49] òà ëiòåðàòóðó â íèõ). Ïàðàìåòðèçàöiþ äåÿêèõ êëàñiâ ðîçøèðåíü ùiëüíî âèçíà÷åíîãî îïåðàòîðà

A ⊂ A∗ â òåðìiíàõ îïåðàòîðiâ C, ùî äiþòü â kerA∗, îòðèìàíî â [9, 4]. Ó çàñòîñóâàííÿõ äî êðàéîâèõ

çàäà÷ îïåðàòîð C ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â îïåðàòîðè, ùî âèçíà÷àþòü ãðàíè÷íi óìîâè.

Ïîðiâíÿííî íåäàâíî â òåîði¨ ðîçøèðåíü îòðèìàâ ðîçâèòîê ïiäõiä, ÿêèé ìîæíà íàçâàòè ìåòîäîì

ãðàíè÷íèõ òðiéîê. Ïåðåâàãà öüîãî ïiäõîäó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ó çàñòîñóâàííÿõ äî äèôåðåíöiàëüíèõ

10
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îïåðàòîðiâ âií äîçâîëÿ¹ îïèñóâàòè ðiçíi êëàñè ðîçøèðåíü ìiíiìàëüíîãî îïåðàòîðà áåçïîñåðåäíüî â

òåðìiíàõ ãðàíè÷íèõ óìîâ. Ìåòîä ãðàíè÷íèõ òðiéîê áåðå ïî÷àòîê ç ðîáîòè Äæ. Êåëêiíà [58], îñíîâíà

iäåÿ ÿêî¨ ó ñïðîùåíîìó âèãëÿäi ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó. Iç ùiëüíî âèçíà÷åíèì ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì

A ïîâ'ÿçó¹òüñÿ äîïîìîæíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H̃ i ãðàíè÷íèé îïåðàòîð Γ : domA∗ → H̃, ãîëîâíîþ
âëàñòèâiñòþ ÿêîãî ¹ òîòîæíiñòü

(A∗f, g)− (f, A∗g) = (JΓf,Γg), f, g ∈ domA∗ (1.1)

ç îïåðàòîðîì J â H̃, òàêèì ùî J∗ = J−1 = J . Äëÿ êîæíîãî f ∈ domA∗ åëåìåíò Γf ∈ H̃ ¹ "àáñòðàêò-

íèì ãðàíè÷íèì çíà÷åííÿì"åëåìåíòà f . Ñàìîñïðÿæåíi ðîçøèðåííÿ Ã ∈ ExtA ïàðàìåòðèçóþòüñÿ ãi-

ïåðìàêñèìàëüíèìè ñèìåòèðè÷íèìè (âiäíîñíî J) ïiäïðîñòîðàìè θ ⊂ H̃, ïîâ'ÿçàíèìè ç Ã ðiâíiñòþ

θ = Γdom Ã. Ó âèïàäêó îïåðàòîðà A ç ðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó n+(A) = n−(A) çðó÷íèì äëÿ

çàñòîñóâàíü äî äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ âèÿâëÿ¹òüñÿ âèáið H̃, Γ òà J ó âèãëÿäi

H̃ = H⊕H, Γ =

(
Γ0

Γ1

)
: domA∗ → H⊕H, J = JH :=

(
0 IH

−IH 0

)
, (1.2)

äå H � äåÿêèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Ó öüîìó âèïàäêó òîòîæíiñòü (1.1) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â àáñòðàêòíó

òîòîæíiñòü Ãðiíà

(A∗f, g)− (f,A∗g) = (Γ1f,Γ0g)− (Γ0f,Γ1g), f, g ∈ domA∗, (1.3)

à íàâåäåíà â [58] êîíñòðóêöiÿ ñòà¹ ãðàíïè÷íîþ òðiéêîþ â ñåíñi íàñòóïíîãî îçíà÷åííÿ, ââåäåíîãî

íåçàëåæíî âiä [58] â ðîáîòàõ À.Í. Êî÷óáåÿ [21] òà Â.Ì. Áðóêà [6].

Îçíà÷åííÿ 1.1. Íåõàé A ⊂ A∗ � ùiëüíî âèçíà÷åíèé îïåðàòîð â H. Ñóêóïíiñòü Π = {H,Γ0,Γ1},
ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H òà ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ Γj : domA∗ → H, j ∈ {0, 1},
íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ (ïðîñòîðîì ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü) äëÿ A∗, ÿêùî îïåðàòîð Γ = (Γ0,Γ1)

⊤

¹ ñþð'¹êòèâíèì i âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü (1.3).

Íàâåäåíå îçíà÷åííÿ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè ç'ÿâèëîñü ÿê àáñòðàêòíå óçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòàòiâ ç îïèñó

ñàìîñïðÿæåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, îòðèìàíèõ â ðîáîòàõ Ô.Ñ. Ðîôå-

Áåêåòîâà [42] òà Ì.Ë. Ãîðáà÷óêà [12, 13]. ßêùî {H,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗, òî ìíîæèíà

óñiõ ãiïåðìàêñèìàëüíèõ ñèìåòèðè÷íèõ (âiäíîñíî JH) ïiäïðîñòîðiâ â H ⊕ H çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ

ñàìîñïðÿæåíèõ âiäíîøåíü â H. Êðiì òîãî, â [42] áóëî äîâåäåíî, ùî êîæíå âiäíîøåííÿ θ = θ∗ ∈ C̃(H)

äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

θ = {{h, h′} ∈ H2 : (cosB)h+ (sinB)h′ = 0}

ç äåÿêèì B = B∗ ∈ [H]. Òîìó âíàñëiäîê [58] óñi ñàìîñïðÿæåíi ðîçøèðåííÿ Ã ∈ ExtA ïàðàìåòðèçó-

þòüñÿ îïåðàòîðàìè B = B∗ ∈ [H] çà äîïîìîãè àáñòðàêòíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ

dom Ã = {f ∈ domA∗ : cosB · Γ0f + sinB · Γ1f = 0}, Ã = A∗ � dom Ã, (1.4)

àíàëîãi÷íèõ ñàìîñïðÿæåíèì ãðàíè÷íèì óìîâàì äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà - Ëióâiëëÿ [28]. Êðiì òîãî, â

[11, 6, 21] îïèñàíî ìàêñèìàëüíi äèñèïàòèâíi (àêóìóëÿòèâíi), ñèìåòðè÷íi òà iíøi êëàñè àáñòðàêòíèõ
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ãðàíè÷íèõ óìîâ. Çà äîïîìîãè ãðàíè÷íèõ òðiéîê Â.À. Ìèõàéëåöü â [35] îïèñàâ ðiçíi êëàñè âëàñíèõ

ðîçøèðåíü îïåðàòîðà A (íîðìàëüíî ðîçâ'ÿçíi, ôðåäãîëüìîâi, òîùî), à òàêîæ äîâiâ íèçêó òåîðåì ïðî

ñòðóêòóðó ñïåêòðà ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü íàïiâîáìåæåíîãî îïåðàòîðà.

Â ðiçíèé ñïîñiá ãðàíè÷íi òðiéêè óçàãàëüíþâàëèñü íà íåùiëüíî âèçíà÷åíi ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè òà

ñèìåòðè÷íi âiäíîøåííÿ â [7, 27]. Çãiäíî ç [7] ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ âiäíîøåííÿ A ⊂ A∗ â H âèçíà÷à¹òüñÿ

ÿê ñóêóïíiñòü Π = {H,Γ0,Γ1}, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H òà ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ

Γj, ÿêi âæå äiþòü ç A∗ â H i çàìiñòü (1.3) çàäîâiëüíÿþòü òîòîæíîñòi

(f ′, g)− (f, g′) = (Γ1f̂ ,Γ0ĝ)− (Γ0f̂ ,Γ1ĝ), f̂ = {f, f ′}, ĝ = {g, g′} ∈ A∗.

Êðiì òîãî, îïåðàòîð Γ = (Γ0,Γ1)
⊤ ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Íà òàêó òðiéêó áåç òðóäíîùiâ óçàãàëüíþþòüñÿ

ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî îïèñó ðîçøèðåíü Ã ∈ ExtA, îòðèìàíi äëÿ ùiëüíî âèçíà÷åíîãî îïåðàòîðà A.

1.1.2. Õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ, Q-ôóíêöiÿ òà ôóíêöiÿ Âåéëÿ

Ïîíÿòòÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¹ (õ.ô.) ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà áóëî âïåðøå óâåäåíî â ðîáîòi

Ì.Ñ. Ëiâøèöà [29] äëÿ ùiëüíî âèçíà÷åíîãî îïåðàòîðà A ⊂ A∗ çi ñêií÷åííèìè iíäåêñàìè äåôåêòó

i ïîòiì óçàãàëüíåíî â ðîáîòi À.Â. Øòðàóñà [49] íà íåùiëüíî âèçíà÷åíi îïåðàòîðè. Â ïåðåëi÷åíèõ

ðîáîòàõ õ.ô. âèçíà÷à¹òüñÿ íà áàçi êëàñè÷íî¨ òåîði¨ ðîçøèðåíü. Óçàãàëüíþþ÷è öå îçíà÷åííÿ, À.Í.

Êî÷óáåé â [23] âèçíà÷èâ äëÿ äîâiëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè {H,Γ0,Γ1} ùiëüíî âèçíà÷åíîãî îïåðàòîðà A
õ.ô. C(λ) ñïiââiäíîøåííÿì

C(λ)(Γ1 + iΓ0)fλ = (Γ1 − iΓ0)fλ, fλ ∈ Nλ(A), λ ∈ C+.

Â [23] äîâåäåíî, ùî C(λ) ¹ ãîëîìîôíîþ ñòèñêóþ÷îþ îïåðàòîð-ôóíêöi¹þ. Êðiì òîãî, C(λ) ¹ óíiòàðíèì

iíâàðiàíòîì ïðîñòîãî ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà. Â [22] îïèñàíî ðiçíi âèäè ñïåêòðà ðîçøèðåíü Ã = Ã∗ ∈
ExtA â òåðìiíàõ õ.ô. C(λ) òà àáñòðàêòíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ (1.4).

Iíøèì âàæëèâèì îá'¹êòîì òåîði¨ ðîçøèðåíü ¹ óâåäåíà Ì.Ã. Êðåéíîì Q-ôóíêöiÿ. Íåõàé A �

ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ ç n+(A) = n−(A), Ã = Ã∗ ∈ ExtA i H � äîïîìîæíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið.

Çãiäíî ç [26, 88] Q-ôóíêöi¹þ ïàðè {A, Ã} ¹ îïåðàòîð-ôóíêöiÿ Q(·) : C \ R → [H], ùî çàäîâiëüíÿ¹

òîòîæíîñòi

Q(µ)−Q∗(λ) = (µ− λ)γ∗(λ)γ(µ), µ, λ ∈ C \ R.

Òóò γ(λ) � γ-ïîëå, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

γ(λ) = γ(λ0) + (λ− λ0)(Ã− λ)−1γ(λ0),

äå λ, λ0 ∈ C \ R i γ(λ0) � içîìîðôiçì ç H íà Nλ0 . Â ðîáîòàõ [85, 88] äà¹òüñÿ ïîâíèé âíóòðiøíié îïèñ

Q-ôóíêöié i äîâîäèòüñÿ, ùî Q-ôóíêöiÿ ¹ óíiòàðíèì iíâàðiàíòîì ïðîñòîãî ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà.

Â ðîáîòàõ Â.Î. Äåðêà÷à òà Ì.Ì. Ìàëàìóäà [60, 30] óâåäåíî íîâèé îá'¹êò � ôóíêöiþ Âåéëÿ

ãðàíè÷íî¨ òðiéêè {H,Γ0,Γ1} äëÿ âiäíîøåííÿ A ⊂ A∗. Öÿ ôóíêöiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê îïåðàòîð-ôóíêöiÿ

M(·) : C \ R → [H], ùî çàäîâiëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííþ

Γ1 � N̂λ(A) =M(λ)Γ0 � N̂λ(A), λ ∈ C \ R,
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äå N̂λ(A) = {{f, λf} : f ∈ Nλ(A)}. Çãiäíî ç [60, 30] ôóíêöiÿ Âåéëÿ ¹ Q-ôóíêöi¹þ ïàðè {A,A0}
ç A0 = ker Γ0 i, îòæå, âîëîäi¹ óñiìà âëàñòèâîñòÿìè Q-ôóíêöi¨; çâîðîòíî, êîæíà Q-ôóíêöiÿ ïàðè

{A, Ã} ¹ ôóíêöi¹þ Âåéëÿ äåÿêî¨ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè äëÿ A∗. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ Âåéëÿ M(·)
¹ ðiâíîìiðíî ñòðîãîþ íåâàíëèíiâñüêîþ îïåðàòîð ôóíêöi¹þ (öå îçíà÷à¹, ùî M(·) ¹ ãîëîìîðôíîþ,

ImM(λ) ≫ 0, λ ∈ C+, i M∗(λ) =M(λ), λ ∈ C\R). Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ Âåéëÿ M(λ) ãðàíè÷íî¨ òðiéêè

ïîâ'ÿçàíà ç õ.ô. C(λ) òi¹¨ æ òðiéêè ðiâíiñòþ [30]

C(λ) = (M(λ)− i)(M(λ) + i)−1, λ ∈ C+.

ßê ïîêàçàíî â [30, 15], çà âäàëîãî âèáîðó ãðàíè÷íî¨ òðiéêè ôóíêöiÿ Âåéëÿ M(λ) çáiãà¹òüñÿ ç êëà-

ñè÷íèìè îá'¹êòàìè. Çîêðåìà, äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà - Ëióâiëëÿ íà ïiâîñi ó âèïàäêó ãðàíè÷íî¨ òî÷êè

ôóíêöiÿ Âåéëÿ äîâiëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè äëÿ ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà ¹ êëàñè÷íîþ ôóíêöi¹þ

Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøà [28, 40].

1.1.3. Ðîçøèåðííÿ ç âèõîäîì ó øèðøèé ïðîñòið òà óçàãàëüíåíi ðåçîëüâåíòè

Íåõàé A � ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ â H, H̃ � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, Ã = Ã∗ ∈ C̃(H̃) i A ⊂ Ã. Çà öèõ óìîâ

âiäíîøåííÿ Ã íàçèâà¹òüñÿ ñàìîñïðÿæåíèì ðîçøèðåííÿì A ç âèõiäîì â øèðøèé ïðîñòið. Ìíîæèíó

òàêèõ ðîçøèðåíü ïîçíà÷èìî ÷åðåç S̃elf(A), à ìíîæèíó êàíîíè÷íèõ ðîçøèðåíü Ã = Ã∗ ∈ C̃(H) � ÷åðåç
Self(A). ßñíî, ùî mulA ⊂ mul Ã äëÿ êîæíîãî Ã ∈ S̃elf(A). Ïîêëàäåìî S̃elf0(A) (Self0(A)) � ìíîæèíà

âñiõ Ã ∈ S̃elf(A) (âiäï. Ã ∈ Self(A)), òàêèõ ùî mulA = mul Ã. Ó âèïàäêó îïåðàòîðà A (òîáòî êîëè

mulA = {0}) S̃elf0(A) ¹ ìíîæèíîþ óñiõ ðîçøèðåíü Ã ∈ S̃elf(A), ÿêi ¹ îïåðàòîðàìè. ßêùî, êðiì òîãî, A

¹ ùiëüíî âèçíà÷åíèì, òî S̃elf0(A) = S̃elf(A). Êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò Ì.À. Íàéìàðêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî

S̃elf(A) ̸= ∅ äëÿ äîâiëüíîãî ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà A. Êîæíå ðîçøèðåííÿ Ã ∈ S̃elf(A) îäíîçíà÷íî

âèçíà÷à¹òüñÿ óçàãàëüíåíîþ ðåçîëüâåíòîþ R(λ) òà ñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ F (t) âiäíîøåííÿ A, ÿêi

çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

R(λ) = PH(Ã− λ)−1 � H, λ ∈ C \ R (1.5)

F (t) = PHE(t) � H, t ∈ R, (1.6)

äå PH � îðòîïðîåêòîð â H̃ íà H i E(t) � îðòîãîíàëüíà ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ âiäíîøåííÿ Ã. Çâ'ÿçîê

ìiæ R(λ) òà F (t) äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ îáåðíåííÿ Ñòiëüòü¹ñà

F (t) = lim
ε→0

1

π

∫ t

0

ImR(u+ iε) du. (1.7)

Ó çàñòîñóâàííÿõ äî êëàñè÷íèõ ïðîáëåì (ïðîáëåìà ìîìåíòiâ, ðîçêëàä çà âëàñíèìè ôóíêöiÿìè êðàéî-

âèõ çàäà÷) ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ âiäïîâiäíèõ ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ ïîðîäæóþòü ðîçâ'ÿçêè öèõ ïðî-

áëåì. Òàê, íàïðèêëàä, äëÿ âêîðî÷åíî¨ ñòåïåíåâî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ ïîâ'ÿçàíîãî

ç öi¹þ ïðîáëåìîþ íåùiëüíî âèçíà÷åíîãî ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà A ¹ ¨¨ ðîçâ'ÿçêàìè, à ñïåêòðàëüíi

ôóíêöi¨, ïîðîäæåíi ðîçøèðåííÿìè Ã ∈ S̃elf0(A), ¹ ðîçâ'ÿçêàìè äåÿêîãî åêñòðåìàëüíîãî òèïó [61].

Òîìó âàæëèâîþ ïðîáëåìîþ òåîði¨ ðîçøèðåíü ¹ çðó÷íà ïàðàìåòðèçàöiÿ óçàãàëüíåíèõ ðåçîëüâåíò,

ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié òà ðîçøèðåíü Ã ∈ S̃elf(A) âiäíîøåííÿ A (âíàñëiäîê (1.5) - (1.7) äîñòàòíüî

ïàðàìåòðèçóâàòè ëèøå îäèí ç öèõ îá'¹êòiâ).
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Â ðîáîòi À.Â. Øòðàóñà [50] îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ óçàãàëüíåíèõ ðåçîëüâåíò R(λ) íåùiëüíî

âèçíà÷åíîãî îïåðàòîðà A ⊂ A∗, ïîðîäæåíèõ îïåðàòîðàìè Ã ∈ S̃elf0(A). Ñàìå, â öié ðîáîòi äîâåäåíî,

ùî ðiâíiñòü

R(λ) = (Ã(λ)− λ)−1, λ ∈ C+ (1.8)

çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ çàçíà÷åíèìè ðåçîëüâåíòàìè R(λ) i ãîëîìîðôíèìè ôóíêöiÿìè

Ã(·) : C+ → ExtA, òàêèìè ùî Ã(λ) ¹ ìàêñèìàëüíèì àêóìóëÿòèâíèì îïåðàòîðîì i ïåðåòâîðåííÿ

Êåëi K(λ) = (Ã(λ) + i)(Ã(λ) − i)−1, λ ∈ C+, çàäîâiëüíÿ¹ äåÿêié ãðàíè÷íié óìîâi íà íåñêií÷åííîñòi.

Â [67] ðåçóëüòàòè [50] ïîøèðåíî íà äîâiëüíi óçàãàëüíåíi ðåçîëüâåíòè R(λ). Òî÷íiøå, â [67] äîâåäåíî,

ùî (1.8) çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óçàãàëüíåíèìè ðåçîëüâåíòàìè R(λ) âiäíîøåííÿ A ⊂ A∗

i ãîëîìîðôíèìè ôóíêöiÿìè Ã(·) : C+ → ExtA, òàêèìè ùî Ã(λ) ¹ ìàêñèìàëüíèì àêóìóëÿòèâíèì

âiäíîøåííÿì. Ó âèïàäêó n+(A) = n−(A) iíøà ïàðàìåòðèçàöiÿ óçàãàëüíåíèõ ðåçîëüâåíò âiäíîøåííÿ

A ⊂ A∗ äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ Ì.Ã. Êðåéíà [25, 26, 88]

Rτ (λ) = (A0 − λ)−1 − γ(λ)(τ(λ) +M(λ))−1γ∗(λ), λ ∈ C \ R, (1.9)

äå A0 ∈ Self(A) � ôiêñîâàíå ðîçøèðåííÿ, γ(λ) � γ-ïîëå i M(λ) � Q-ôóíêöiÿ ïàðè {A,A0}. Ôîð-
ìóëà (1.9) çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü R(λ) = Rτ (λ) ìiæ óçàãàëüíåíèìè ðåçîëüâåíòàìè R(λ) òà

ôóíêöiÿìè τ = τ(λ), ùî íàëåæàòü äî êëàñó R̃(H) íåâàíëèíiâñüêèõ C̃(H)-çíà÷íèõ ôóíêöié. Öåé êëàñ

ñêëàäà¹òüñÿ ç ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié τ(·) : C \R → C̃(H), òàêèõ ùî τ(λ) ¹ ìàêñèìàëüíèì äèñèïàòèâ-

íèì âiäíîøåííÿì â H äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ i τ ∗(λ) = τ(λ), λ ∈ C \ R. Êðiì òîãî, â [88] ïîêàçàíî, ùî

ðîçøèðåííÿ Ãτ ∈ S̃elf(A), ÿêå ïîðîäæó¹ óçàãàëüíåíó ðåçîëüâåíòó Rτ (λ), íàëåæèòü äî êëàñó S̃elf0(A)

òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

s− lim
y→∞

1
y
[M(iy)− (M(iy)−M∗(z0))(M(iy) + τ(iy))−1(M(iy)−M(z0))] = 0. (1.10)

Â ðîáîòàõ Â.Î. Äåðêà÷à òà Ì.Ì. Ìàëàìóäà [60, 61, 30] çíàéäåíî çâ'ÿçîê ìiæ ôîðìóëîþ Ì.Ã.

Êðåéíà (1.9) òà ãðàíè÷íèìè òðiéêàìè. Ñàìå, â öèõ ðîáîòàõ ïîêàçàíî, ùî êîæíà ãðàíè÷íà òðiéêà

Π = {H,Γ0,Γ1} äëÿ A∗ ïðèçâîäèòü äî ôîðìóëè (1.9), â ÿêié A0 = ker Γ0, γ(λ) = (Γ0 � N̂λ(A))
−1, M(λ)

�ôóíêöiÿ Âåéëÿ òðiéêè Π i

τ(λ) = Γ(R−1
τ (λ) + λI), λ ∈ C \ R. (1.11)

Ç (1.11) âèïëèâà¹, ùî óçàãàëüíåíà ðåçîëüâåíòà R(λ) = Rτ (λ) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ (1.8) ç

Ã(λ) = {f̂ ∈ A∗ : {Γ0f̂ ,Γ1f̂} ∈ −τ(λ)}. (1.12)

Öå òâåðäæåííÿ âñòàíîâëþ¹ ïðîñòèé çâ'ÿçîê ìiæ ôîðìóëàìè Ì.Ã. Êðåéíà (1.9) òà À.Â. Øòðàóñà

(1.8). Êðiì òîãî, ç (1.8) òà (1.12) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî g ∈ H åëåìåíò f = Rτ (λ)g ¹ ðîçâ'ÿçêîì

àáñòðàêòíî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i

{f, λf + g} ∈ A∗ (1.13)

C0(λ)Γ0{f, λf + g} − C1(λ)Γ1{f, λf + g} = 0, λ ∈ C \ R, (1.14)
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äå Cj(·) : C \ R → [H], j ∈ {0, 1}, � ïàðà ãîëîìîðôíèõ îïåðàòîð-ôóíêöi¨, òàêèõ ùî

τ(λ) = {C0(λ), C1(λ)} := {{h, h′} ∈ H2 : C0(λ)h+ C1(λ)h
′ = 0}, λ ∈ C \ R.

(íåâàíëèíiâñüêà ïàðà). Òîìó çàäà÷à (1.13), (1.14) çàäà¹ ïàðàìåòðèçàöiþ

Rτ (λ) = PH(Ãτ − λ)−1 � H, λ ∈ C \ R

óçàãàëüíåíèõ ðåçîëüâåíò R(λ) = Rτ (λ) i ðîçøèðåíü Ã = Ãτ ∈ S̃elf(A) â òåðìiíàõ àáñòðàêòíîãî ãðà-

íè÷íîãî ïàðàìåòðà τ ∈ R̃(H). Öå òâåðäæåííÿ ó âèïàäêó ùiëüíî âèçíà÷åíîãî îïåðàòîðà A äîâåäåíî â

[6]. Â ðîáîòàõ [63, 64] çíàéäåíî ïðîñòiøèé ó ïîðiâíÿííi ç (1.10) êðèòåðié, ùî äîçâîëÿ¹ ïàðàìåòðèçóâà-

òè êëàñ Self(A). Ñàìå â öèõ ðîáîòàõ ïîêàçàíî, ùî Ãτ ∈ S̃elf0(A) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ

óìîâè

s− lim
y→∞

1
y
(τ(iy) +M(iy))−1 = 0, s− lim

y→∞
1
y
(τ−1(iy) +M−1(iy))−1 = 0.

Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ â [63, 64] óâåäåíî íîâi îá'¹êòè � ãðàíè÷íó ïàðó òà ¨¨ ôóíêöiþ Âåéëÿ.

Ãðàíè÷íà ïàðà {H,Γ} äëÿ A∗ ñêëàäà¹òüñÿ ç ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H òà (ìîæëèâî ìíîãîçíà÷íîãî)

ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ Γ : A∗ → H2, à ¨¨ ôóíêöiÿ Âåéëÿ M(λ) ¹ C̃(H)-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ. ßêùî Γ ¹

îïåðàòîðîì ç domΓ = A∗, òî ãðàíè÷íà ïàðà ¹ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ â ñåíñi îçíà÷åííÿ 1.1, à ôóíêöiÿ

M(λ) ¹ [H]-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ Âåéëÿ öi¹¨ òðiéêè.

Ãðàíè÷íà òðiéêà Π = {H,Γ0,Γ1} äëÿ A∗ çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíîñòi dimH = n±(A), ùî óíåìîæëèâëþ¹

¨¨ çàñòîñóâàííÿ äî âiäíîøåíü A ⊂ A∗ ç íåðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó. Ïîðó÷ ç òèì íàâiòü ó ïðîñòiøèõ

âèïàäêàõ ñèíãóëÿðíi äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè íåïàðíîãî ïîðÿäêó òà íåãàìiëüòîíîâi ñèìåòðè÷íi ñè-

ñòåìè ïîðîäæóþòü ñèìåòðè÷íi âiäíîøåííÿ ç íåðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó. Â [44, 87] ïîáóäîâàíî

ãðàíè÷íi òðiéêè Π′ = {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} äëÿ îïåðàòîðà A ç äîâiëüíèìè (ìîæëèâî íåðiâíèìè) iíäåêñà-

ìè äåôåêòó, â ÿêèõ ìàêñèìàëüíi äèñèïàòèâíi ðîçøèðåííÿ Ã ⊃ A ïàðàìåòðèçóþòüñÿ ñòèñêàìè ç H0

â H1. Àíàëîãîì ôóíêöi¨ Âåéëÿ äëÿ òàêî¨ òðiéêè ¹ ñòèñêóþ÷à ôóíêöiÿ C(·) : C+ → [H0,H1] (çãàäàíà

âèùå õ.ô. À.Í. Êî÷óáåÿ), äëÿ ÿêî¨, íà âiäìiíó âiä ôóíêöi¨ Âåéëÿ M(·), íå iñíó¹ iíòåãðàëüíîãî çîáðà-
æåííÿ çi ñïåêòðàëüíîþ ìiðîþ. Öåé ôàêò óñêëàäíþ¹ çàñòîñóâàííÿ òðiéêè Π′ òà âiäïîâiäíî¨ õ.ô. C(·)
â òåîði¨ ðîçêëàäiâ çà âëàñíèìè ôóíêöiÿìè äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ. Ó çâ'ÿçêó ç öèì óÿâëÿ¹òüñÿ

öèêàâîþ òàêà çàäà÷à: ðîçâèòè ìåòîä ãðàíè÷íèõ òðiéîê â íàïðÿìêó éîãî çàñòîñóâàííÿ äî ñèìåòðè÷-

íèõ âiäíîøåíü A ç n+(A) ̸= n−(A) iç çáåðåæåííÿì íåîáõiäíèõ äëÿ çàñòîñóâàíü âëàñòèâîñòåé îá'¹êòiâ,

ïîâ'ÿçàíèõ ç òàêèìè òðiéêàìè. Öÿ çàäà÷à ðîçâ'ÿçóâàëàñü â ñòàòòÿõ àâòîðà [97, 98, 104], ðåçóëüòàòè

ÿêèõ óâiéøëè â ðîçäië 2 äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.

1.2. Ñïåêòðàëüíi òà ïñåâäîñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ ñèìåòðè÷íèõ äèôåðåí-

öiàëüíèõ îïåðàòîðiâ òà ñèñòåì

Ñïåêòðàëüíà òåîðiÿ ñèìåòðè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ¹ âåëèêîþ ãàëóççþ ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòè-

êè (äèâ. ìîíîãðàôi¨ [28, 20, 40, 14] òà ëiòåðàòóðó â íèõ). �¨ âàæëèâîþ ñêëàäîâîþ ¹ òåîðiÿ ðîçêëàäiâ çà

âëàñíèìè ôóíêöiÿìè, ÿêà âèðiøó¹ ïðîáëåìó çîáðàæåííÿ ôóíêöié ó âèãëÿäi ðÿäó çà âëàñíèìè ôóíê-

öiÿìè àáî iíòåãðàëó çà ñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ. Ïðèïóñòèìî, ùî íà ñêií÷åííîìó âiäðiçêó I = [a, b]
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çàäàíî ãðàíè÷íó çàäà÷ó

l[y] = −y′′ + q(t)y = λy, q(t) = q(t), t ∈ I (1.15)

y′(a) = 0, cos β · y(b) + sin β · y′(b) = 0, (1.16)

ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ (1.15) äëÿ ñèìåòðè÷íîãî âèðàçó l[y] 2-ãî ïîðÿäêó òà ðîçäiëåíèõ ñàìî-

ñïðÿæåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ (1.16). Êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò òåîði¨ Øòóðìà - Ëióâiëëÿ ïîëÿãà¹ â òîìó,

ùî âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i (1.15), (1.16) ¹ äiéñíèìè, iõ ìíîæèíà {λk} ¹ ç÷èñëåíîþ i êîæíà ôóíêöiÿ

f ∈ L2(I) äîïóñêà¹ ðîçêëàä â ðÿä

f(t) =
∞∑
k=1

cku(t, λk) (1.17)

çà îðòîíîðìîâíèìè âëàñíèìè ôóíêöiÿìè u(t, λk) çàäà÷i (1.15), (1.16) ç êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹ ck, ùî

âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè ck =
∫
I
f(t)u(t, λk). ßêùî æ âèðàç l[y] âèçíà÷åíî íà ïiâîñi R+ = [0,∞)

i φ(t, λ) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.15) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ φ(0, λ) = 1, φ′(0, λ) = 0, òî çãiäíî ç

êëàñè÷íîþ òåîði¹þ Âåéëÿ-Òiò÷ìàðøà iñíó¹ ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó σ(·) (ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ), òàêà ùî
êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ L2(R+) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

f(t) =

∫
R
φ(t, s)f̂(s) dσ(s), (1.18)

Òóò

f̂(s) =

∫
R+

φ(t, s)f(t) dt

� ïåðòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f , ùî çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ ||f̂ ||L2(σ) = ||f ||L2(R+). Íà ïðàêòèöi

ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ σ(·) çíàõîäèòüñÿ çà äîïîìîãè ôîðìóëè îáåðíåííÿ Ñòiëüòü¹ñà

σ(s) = lim
ε→0

1

π

∫ s

0

Imm(u+ iε)du, (1.19)

äå m(·) � íåâàíëèíiâñüêà ôóíêöiÿ, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ Âåéëÿ � Òiò÷ìàðøà. Ó ïðîñòiøîìó

âèïàäêó ãðàíè÷íî¨ òî÷êè öÿ ôóíêöiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

φ(t, λ)m(λ)− ψ(t, λ) ∈ L2(R+),

äå ψ(t, λ) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.15) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ψ(0, λ) = 0, ψ′(0, λ) = 1.

Áiëüø ñêëàäíîþ ¹ òåîðiÿ ðîçêëàäiâ çà âëàñíèìè ôóíêöiÿìè äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ ïîðÿäêó

η = 2k âèãëÿäó (8.1) àáî η = 2k+1 âèãëÿäó (8.12). Ïðèïóñòèìî, ùî òàêèé âèðàç çàäàíî íà ïðîìiæêó

I = ⟨a, b⟩, −∞ ≤ a < b ≤ ∞, i c ∈ I. Êðiì òîãî, íåõàé m ≤ η, B � ìàòðèöÿ ðîçìiðó η ×m ðàíãó m i

Y (t, λ) = (y1(t, λ), . . . , ym(t, λ)) : Cm → C,

äå yj(t, λ) � ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ l[y] = λy, òàêi ùî êâàçiïîõiäíi y[k−1]
j (·, λ) çàäîâiëüíÿþòü óìîâi (y[k−1]

j (c, λ))n m
k=1 j=1 =

B. Êîæíié ôiíiòíié ôóíêöi¨ f ∈ L2(I) âiäïîâiäà¹ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

f̂(s) =

∫
I
Y ∗(t, s)f(t)dt.
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Ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Σ(s) ðîçìiðó m ×m íàçèâà¹òüñÿ ñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ âèðàçó l[y],

ÿêùî ñïðàâåäëèâîþ ¹ ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ ||f̂ ||L2(Σ;Cm) = ||f ||L2(I) i, îòæå, îïåðàòîð V f = f̂ , âèçíà÷å-

íèé íà ôiíiòíèõ ôóíêöiÿõ f ∈ L2(I), äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ äî içîìåòði¨ VΣ : L2(I) → L2(Σ;Cm).

Ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ Σ(·) íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî VΣ ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì. ßêùî Σ(·)
� ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ, òî çâîðîòíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f(·) ∈ L2(I) çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

f(t) =

∫
R
Y (t, s)dΣ(s)f̂(s).

Çãiäíî ç [3, 20, 40, 14, 48] äëÿ êîæíîãî âèðàçó l[y] ïîðÿäêó η iñíó¹ ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ðîçìiðóm = η.

Iñíó¹ äåêiëüêà ñïîñîáiâ äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ, àëå íàéáiëüø ïðîçîðèé ïiäõiä áàçó¹òüñÿ íà

òåîði¨ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ. Çãiäíî ç öèì ïiäõîäîì âèðàçó l[y] ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü

ùiëüíî âèçíà÷åíèé ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð Lmin (ìiíiìàëüíèé îïåðàòîð), óçàãàëüíåíà ðåçîëüâåíòà

ÿêîãî R(λ) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ [48]

(R(λ)f)(x) =

∫
I
Y (x, λ)(Ω(λ) + 1

2
sgn(t− x)J)Y ∗(t, λ)∆(t)f(t) dt, f(·) ∈ L2(I). (1.20)

Òóò Ω(λ) � ìàòðè÷íà íåâàíëèíiâñüêà ôóíêöiÿ ðîçìiðó η×η, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ìàò-

ðèöåþ (õ.ì.). Êîæíié óçàãàëüíåíié ðåçîëüâåíòi (1.20) (i, îòæå, êîæíîìó ðîçøèðåííþ L̃ ∈ S̃elf(Lmin))

âiäïîâiäà¹ ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ Σ(·), ÿêà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ îáåðíåííÿ Ñòiëüòü¹ñà

Σ(s) = lim
ε→0

1

π

∫ s

0

ImΩ(u+ iε)du. (1.21)

Êðiì òîãî, Σ(·) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ òîäi é òàëüêè òîäi, êîëè L̃ ∈ Self(Lmin).

ßê âiäçíà÷åíî â ìîíîãðàôi¨ Äàíôîðäà òà Øâàðöà [14, ãë. 13.21], âàæëèâîþ çàäà÷åþ ¹ çíàõîäæåí-

íÿ ñïåêòðàëüíèõ m×m-ìàòðè÷íèõ ôóíêöié Σ(·) ÿêîìîãà ìåíøîãî ðîçìiðó. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî
ñêëàäíiñòü îá÷èñëåííÿ ôóíêöi¨ Σ(·) øâèäêî çðîñòà¹ ç ðîñòîì m. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàçíà÷åíî¨ çàäà÷i

ó âèïàäêó âèðàçó l[y] ïàðíîãî ïîðÿäêó η = 2k íà ïiâîñi R+ ç n+(Lmin) = n−(Lmin) ðîçãëÿäàþòüñÿ

ðîçøèðåííÿ L̃ ∈ Self(Lmin), ùî âèçíà÷àþòüñÿ ñàìîñïðÿæåíèìè ðîçäiëåíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ [40], ùî ç êîæíèì òàêèì ðîçøèðåííÿì ïîâ'ÿçàíà k× k-ìàòðè÷íà íåâàíëèíiâñüêà ôóíê-

öiÿm(·), ÿêà íàçèâà¹òüñÿ çàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ, àáî ôóíêöi¹þ Âåéëÿ-Òiò÷ìàðøà. Çà äîïîìîãè

ôîðìóëè (1.19) ôóíêöiÿ m(·) âèçíà÷à¹ îðòîãîíàëüíó ìàòðè÷íó ñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ σ(·) ðîçìiðó k.
Öi ðåçóëüòàòè ¹ ïîøèðåííÿì òåîði¨ Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøà íà äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè ïàðíîãî ïîðÿäêó.

Ó âèïàäêó ìàêñèìàëüíî ìîæëèâèõ iíäåêñiâ äåôåêòó n+(Lmin) = n−(Lmin) = 2k (êâàçiðåãóëÿð-

íèé âèðàç) ïàðàìåòðèçàöiþ âñiõ ôóíêöié Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøà áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ ãðàíè÷íî¨

óìîâè íà íåñêií÷åííîñòi îòðèìàíî â ðîáîòàõ [12, 71] äëÿ âèðàçiâ 2-ãî ïîðÿäêó i â [45] äëÿ âèðàçiâ

äîâiëüíîãî ïàðíîãî ïîðÿäêó (â [12] òà [45] ðîçãëÿäàþòüñÿ âèðàçè ç îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè).

Òàêà ïàðàìåòðèçàöiÿ äà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

m(λ) = (w1(λ) · cosC + w2(λ) · sinC)(w3(λ) · cosC + w4(λ) · sinC)−1, λ ∈ C \ R, (1.22)

äå wj(λ) �äåÿêi ìàòðè÷íi êîåôiöi¹íòè i C = C∗ � ìàòðè÷íèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð. Ôîðìóëà (1.22)

çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ïàðàìåòðàìè C i ôóíêöiÿìè Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøà m(λ), ùî âiäïî-

âiäàþòü ôiêñîâàíié ñàìîñïðÿæåíié ãðàíè÷íié óìîâi â 0.



18

Ó âèïàäêó äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó íåïàðíîãî ïîðÿäêó íà ïiâîñi R+ ñèòóàöiÿ ¹ áiëüø ñêëàä-

íîþ; çîêðåìà, ç ðåçóëüòàòiâ [102] âèïëèâà¹, ùî äëÿ òàêèõ âèðàçiâ íå iñíó¹ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçäiëåíèõ

ãðàíè÷íèõ óìîâ. Ñïðîáó ïîøèðèòè òåîðiþ Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøà íà âèðàçè l[y] ïîðÿäêó η = 2k+1 çäiéñ-

íåíî â ðîáîòàõ Ó.Í. Åâåðiòòà òà Â. Êðiøíè Êóìàðà [68, 69, 70, 86]. Â ðîáîòàõ öèõ àâòîðiâ ìàòðè÷íà

ôóíêöiÿ Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøà m(λ) ðîçìiðó k + 1 áóäó¹òüñÿ çà äîïîìîãè ãðîìiçäêî¨ êîíñòðóêöi¨, ùî

ñïèðà¹òüñÿ íà ìåòîä ðîçòÿãíåííÿ ñêií÷åííîãî âiäðiçêó [0, b] ⊂ R+. Ñëiä âiäçíà÷èòè, ùî ðåçóëüòàòè

öèõ ðîáiò íåìîæíà ââàæàòè çàêií÷åíèìè. Òàê, íàïðèêëàä, ñàìîñïðÿæåíi ãðàíè÷íi óìîâè, ùî âiäïî-

âiäàþòü ôóíêöi¨ m(λ), âèçíà÷àþòüñÿ â [70] çà âàæêî ïåðåâiðÿ¹ìèõ óìîâ íàâiòü ó ïðîñòiøîìó âèïàäêó

ìiíiàëüíèõ ðiâíèõ iíäåêñiâ äåôåêòó n±(Lmin) = k + 1. Êðiì òîãî, íåÿñíî, ÿê ìåòîäàìè çàçíà÷åíèõ

ðîáiò ìîæíà ïîøèðèòè òåîðiþ Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøà íà âèðàçè ç ìàòðè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Áiëü çàãàëüíèì îá'¹êòîì, íiæ äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, ¹ ñèìåòðè÷íà äèôåðåíöiàëüíà ñèñòåìà

Jy′ −B(t)y = λ∆(t)y, t ∈ I = ⟨a, b⟩, λ ∈ C, (1.23)

äå B(t), ∆(t)(∈ [Cn]) � âèçíà÷åíi íà I îïåðàòîðíi (n × n-ìàòðè÷íi) ôóíêöi¨, òàêi ùî B(t) = B∗(t) i

∆(t) ≥ 0 (òîáòî ∆(t) ¹ ìàòðè÷íîþ âàãîþ), i

J =


0 0 −Iν
0 iIν̂ 0

Iν 0 0

 : Cν ⊕ Cν̂ ⊕ Cν︸ ︷︷ ︸
Cn

→ Cν ⊕ Cν̂ ⊕ Cν︸ ︷︷ ︸
Cn

.

×àñòêîâèì âèïàäêîì ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè ¹ ãàìiëüòîíîâà ñèñòåìà, òîáòî ñèòåìà (1.23) ç

J =

(
0 −Iν
Iν 0

)
: Cν ⊕ Cν︸ ︷︷ ︸

Cn

→ Cν ⊕ Cν︸ ︷︷ ︸
Cn

.

Íàäàëi ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç H := L2
∆(I) ãiëüáåðòiâ ïðîñòið âåêòîð-ôóíêöié f : I → Cn, òàêèõ ùî∫

I
(∆(t)f(t), f(t)) dt < ∞. Çãiäíî ç [82] äëÿ âñiõ λ ç âåðõíüî¨ (íèæíüî¨) íàïiâïëîùèíè êîìïëåêñííî¨

ïëîùèíè ñèñòåìà (1.23) ìà¹ òåæ ñàìå ÷iñëî ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ y ∈ H, ÿêå ïîçíà÷à¹òüñÿ

N+ (âiäï. N−). ×èñëà N± íàçèâàþòüñÿ ôîðìàëüíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó ñèñòåìè. Ñèòåìà (1.23)

íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî âîíà âèçíà÷åíà íà ñêií÷åíîìó âiäðiçêó I = [a, b], i êâàçiðåãóëÿðíîþ,

ÿêùî N+ = N− = n.

Äîñëiäæåííÿ ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè ìîòèâó¹òüñÿ òèì, ùî äî òàêî¨ ñèñòåìè çâîäèòüñÿ äèôåðåí-

öiàëüíèé âèðàç äîâiëüíîãî ïîðÿäêó ç ìàòðè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè [82]. Äîöiëüíiñòü âèâ÷åííÿ ç ñèñòåìè

(1.23) ç ν̂ ̸= 0 ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì ôàêòîì, ùî ñàìå äî òàêî¨ ñèñòåìè çâîäèòüñÿ ñêàëÿðíèé äèôåðåí-

öiàëüíèé âèðàç íåïàðíîãî ïîðÿäêó (â òîé ÷àñ ÿê ñêàëÿðíèé âèðàç ïàðíîãî ïîðÿäêó çâîäèòüñÿ äî

ãàìiëüòîíîâî¨ ñèòåìè). Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî äî ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè çâîäèòüñÿ ðiâíÿííÿ ñòðóíè

Êðåéíà - Ôåëëåðà [10, ãë. 6].

Ìåòîäàìè òåîði¨ ôóíêöié ñèìåòðè÷íi ñèñòåìè âèâ÷àëèñü â ìîíîãðàôiâÿõ [1, 10, 114, 53] òà â

ðîáîòàõ [79, 80, 82, 83, 84]. Â [1, 10] ðîçãëÿäàþòüñÿ â îñíîâíîìó ðåãóëÿðíi ñèñòåìè. Äëÿ òàêèõ ñè-

ñòåì îòðèìàíî õàðàêòåðèñòèêó ñïåêòðà òà äîâåäåíî ðîçêëàä â ðÿä ôóíêöié ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó çà

âëàñíèìè ôóíêöiÿìè ñàìîñïðÿæåíî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i.
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Õàðàêòåðíà âiäìiíà ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè âiä äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî

äëÿ ñèñòåìè ç ìàòðè÷íîþ âàãîþ ∆(t), ùî âèðîäæó¹òüñÿ íà ìíîæèíi íåíóëüîâî¨ ìiðè, ìîæå íå iñ-

íóâàòè ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié. Òîìó îçíà÷åííÿ ñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨ äëÿ ñèñòåìè ïîòðåáó¹ ïåâíî¨

ìîäèôiêàöi¨ ó ïîðiâíÿííi ç äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì. Â ìîíîãðàôiÿõ Ä.Ç. Àðîâà òà Ã. Äèìà

[53] i À.Ë. Ñàõíîâè÷à, Ë.À. Ñàõíîâè÷à òà I.ß. Ðîéòáåðã [114] äîñëiäæóþòüñÿ (âêîðî÷åíi) ïñåâäîñïåê-

òðàëüíi ôóíêöi¨ ðåãóëÿðíî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè. Íåõàé φ(·, λ) � [Cν ,Cν ⊕Cν ]-çíà÷íèé îïåðàòîðíèé

(ìàòðè÷íèé) ðîçâ'ÿçîê òàêî¨ ñèñòåìè ç φ(a, λ) = (0, Iν)
⊤. Òîäi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f ∈ H

çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

f̂(s) =

∫
I
φ∗(t, s)∆(t)f(t) dt, s ∈ R

i çãiäíî ç [53, 43, 114] [Cν ]-çíà÷íà îïåðàòîðíà (ν × ν-ìàòðè÷íà) ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó σ(·) íàçèâà¹òü-
ñÿ ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêùî ðiâíiñòü Vσf = f̂ , f ∈ H, çàäà¹ ÷àñòêîâó içîìåòðiþ Vσ ∈
[H, L2(σ,Cν)] ç ÿäðîì kerVσ = L0, äå

L0 = {f ∈ H : f̂(s) = 0, s ∈ R}.

Êðiì òîãî, σ(·) íàçèâà¹òüñÿ ñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêùî Vσ ¹ içîìåòði¹þ. Ó âèïàäêó L0 ̸= {0}
ìíîæèíà ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié ¹ ïóñòîþ; ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìíîæèíè ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ

òà ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié çáiãàþòüñÿ.

Íåõàé Y (t, λ) � [Cn]-çíà÷íèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ç Y (a, λ) = J , W (λ) := Y (b, λ) �

ìàòðèöÿ ìîíîäðîìi¨ i

W (λ) =

(
w1(λ) w2(λ)

w3(λ) w4(λ)

)
: Cν ⊕ Cν → Cν ⊕ Cν , λ ∈ C

� áëî÷íå çîáðàæåííÿ öi¹¨ ìàòðèöi. Â ðîáîòàõ [53, 43, 114] îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ ïñåâäîñïåêòðàëü-

íèõ ôóíêöié çà äîïîìîãè íåâàíëèíiâñüêîãî ïàðàìåòðà. Ñàìå, â öèõ ðîáîòàõ äîâåäåíî, ùî ðiâíiñòü

m(λ) = (C0(λ)w1(λ) + C1(λ)w3(λ))
−1(C0(λ)w2(λ) + C1(λ)w4(λ)), λ ∈ C \ R (1.24)

ñóìiñíî ç ôîðìóëîþ îáåðíåííÿ Ñòiëüòü¹ñà (1.19) çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ íåâàíëèíiâñüêèìè

ïàðàìè τ(λ) = {C0(λ), C1(λ)}, Cj(λ) ∈ [Cν ], j ∈ {0, 1}, ùî çàäàâiëüíÿþòü ïåâíèì óìîâàì äîïóñòè-

ìîñòi, i ïñåâäîñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè ñèñòåìè σ(·). Â (1.24) m(λ) ¹ (íåâàíëèíiâñüêîþ) ôóíêöi¹þ

Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøà ðåãóëÿðíî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè.

Â [53] òàêîæ çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîãî, ùîá óìîâó äîïóñòèìîñòi ïàðàìåòðà τ = {C0(λ), C1(λ)}
â (1.24) ìîæíà áóëî ïðîïóñòèòè. Êðiì òîãî, â [53] ìiñòèòüñÿ ñïðîáà ïîøèðèòè ïîíÿòòÿ ïñåâäîñïåê-

òðàëüíî¨ ôóíêöi¨ íà ñèíãóëÿðíi ãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè (äåòàëüíiøå äèâ. çàóâàæåííÿ 6.70 â äèñåðòàöi¨).

Ñèñòåìè íà ïiâîñi R+ = [0,∞) ðîçãëÿäàëèñÿ â ðîáîòàõ [79, 83]. Â öèõ ðîáîòàõ çà äîïîìîãè ìå-

òîäà ðîçòÿãíåííÿ ñêií÷åííîãî âiäðiçêó îòðèìàíî óçàãàëüíåííÿ ôóíêöi¨ Âåéëÿ m(λ) íà ãàìiëüòîíîâi

ñèñòåìè, âèçíà÷åíi íà R+. Êðiì òîãî, â [80] îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ âñiõ ôóíêöié m(·) êâàçiðå-
ãóëÿðíî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè ó âèãëÿäi (1.22). Â [82] ïîíÿòòÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi Ω(·) äëÿ
äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà ïîøèðþ¹òüñÿ íà ñèìåòðè÷íi ñèñòåìè.

Ïëiäíèé ïiäõiä äî âèâè÷åííÿ ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì áàçó¹òüñÿ íà ìåòîäàõ òåîði¨ ðîçøèðåíü ñè-

ìåòðè÷íèõ ëiíiéíèõ âiäíîøåíü. Çãiäíî ç [111, 81, 92] ñèñòåìà (1.23) ïîðîäæó¹ ìiíiìàëüíå (ñèìåò-

ðè÷íå) âiäíîøåííÿ Tmin òà ìàêñèìàëüíå âiäíîøåííÿ Tmax â H. Ó âèïàäêó íåâèðiäæåíîñòi ìàòðèöi
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∆(t), t ∈ I, âiäíîøåííÿ Tmin ¹ îïåðàòîðîì; ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó Tmin ìîæå áóòè âiäíîøåííÿì ç

íåòðiâiàëüíîþ ìíîãîçíà÷íîþ ÷àñòèíîþ mulTmin. Êðiì òîãî, ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü Tmax = T ∗
min.

Íåõàé ñèñòåìà (1.23) âèçíà÷åíà íà ïðîìiæêó I = [a, b⟩, −∞ < a < b ≤ ∞, i Y (·, l) �[Cn]-çíà÷íèé

îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê öè¹¨ ñèñòåìè ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ Y (a, λ) = In. Â ðîáîòàõ [89, 90, 91, 65, 66]

ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ òàêî¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê [Cn] - çíà÷íà îïåðàòîðíà (n×n-ìàòðè÷íà)
ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Σ(·), òàêà ùî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

f̂(s) = (VΣf)(s) =

∫
I
Y ∗(t, s)∆(t)f(t) dt, f ∈ H (1.25)

çàäà¹ ÷àñòêîâó içîìåòðiþ VΣ ∈ [H, L2(Σ;Cn)] ç ÿäðîì kerVΣ = mulTmin (iíòåãðàë â (1.25) çáiãàåòüñÿ çà

íîðìîþ â L2(Σ;Cn)). Â [65, 66] äîâåäåíî iñíóâàííÿ ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié äëÿ ãàìiëüòîíîâî¨

ñèñòåìè íà ïiâîñi ç ìiíiìàëüíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó N+ = N− = ν. Êðiì òîãî, â ðîáîòàõ [89, 90, 91]

îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöþ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ìàòðèöü òà ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié ðåãóëÿðíèõ

ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ ãðàíèíèõ óìîâ (äåòàëüíiøå äèâ. íàñëiäîê 4.31 òà çà-

óâàæåííÿ 4.32 â äèñåðòàöi¨). Âiäçíà÷èìî, ùî äîâåäåííÿ òàêî¨ ïàðàìåòðèçàöi¨ â [89, 90, 91] áàçóåòüñÿ

íà òåîðåìi 1 ç ðîáîòè [90], ÿêà íå äîâåäåíà ïîâíiñòþ â öié ðîáîòi (äåòàëüíiøå äèâ. [107, çàóâàæåííÿ

4.20]).

Îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Âåéëÿ-Òiò÷ìàðøà äëÿ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè â òåðìiíàõ ãðàíè÷íèõ óìîâ

äà¹òüñÿ â ðîáîòi Ä. Õiíòîíà òà À. Øíàéäåðà [76]. Ïðèïóñòèìî, ùî ãàìiëüòîíîâà ñèñòåìà (1.23) âèçíà-

÷åíà íà ïiâîñi é n+(Tmin) = n−(Tmin) =: d. Íåõàé y(t) = {y0(t), y1(t)}(∈ Cν⊕Cν) � çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨

y ∈ domTmax. Òîäi çãiäíî ç [76] çàãàëüíà ôîðìà ñàìîñïðÿæåíèõ ðîäiëåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ ìà¹ âèãëÿä

cosB · y0(0) + sinB · y1(0) = 0, [y, χj]∞ = 0, j ∈ {1, ... , ν∞}, y ∈ domTmax, (1.26)

äå B = B∗ ∈ [Cν ], {χj}ν∞1 , ν∞ = d−ν, � äåÿêà ñèñèòåìà ôóíêöié ç domTmax i [y, χj]b = lim
t→∞

(Jy(t), z(t)).

Âåêòîð y∞ := {[y, χj]∞}ν∞1 ∈ Cν∞ ¹ ñèíãóëÿðíèì ãðàíè÷íèì çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ y ∈ domTmax íà

íåñêií÷åííîñòi. Çãiäíî ç [76] ãðàíè÷íié çàäà÷i,ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ

Jy′(t)−B(t)y(t) = λ∆(t)y +∆(t)f(t), f ∈ H, λ ∈ C \ R,

òà ãðàíè÷íèõ óìîâ (1.26), âiäïîâiäà¹ ν × ν-ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ Âåéëÿ m(·), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiä-
íîøåííÿìè

(φ(t, λ)m(λ) + ψ(t, λ))h ∈ H, [(φ(·, λ)m(λ) + ψ(·, λ))h, χj]b = 0, h ∈ Cν , j ∈ {1, . . . , ν∞}.

Òóò φ(·, λ) òà ψ(·, λ) �[Cν ,Cν ⊕ Cν ]-çíà÷íi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (1.23) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

φ(a, λ) = (sinB, − cosB)⊤, ψ(a, λ) = (− cosB, sinB)⊤.

Â ðîáîòi I.Ñ. Êàöà [81] ðîçãëÿäàþòüñÿ ãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè íà èïiâîñi ó âèïàäêó ν = 1. Äëÿ òà-

êèõ ñèñòåì â [81] ðîçðîáëåíî ìåòîä íåïîäiëüíèõ iíòåðâàëiâ, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî îïèñàíî ïàäïðîñòið

mulTmin. Êðiì òîãî, â [81] ìåòîäîì íàïðÿìíèõ ôóíêöiîíàëiâ äîâåäåíî iñíóâàííÿ ñêàëÿðíèõ ïñåâäî-

ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié.

Ñëiä âiäçíà÷èòè, ùî äëÿ íåãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì (1.23) íà ïiâîñi ñèòóàöiÿ ¹ áiëüø ñêëàäíîþ,

îñêiëüêè òàêi ñèñòåìè íå äîïóñêàþòü ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçäiëåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ [102]. Êðiì òîãî,
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äëÿ òàêèõ ñèñòåì òèïîâîþ ¹ ñèòóàöiÿ, êîëè n+(Tmin) ̸= n−(Tmin) i òîìó ñèñòåìà íå äîïóñêà¹ æîäíèõ

ñàìîñïðÿæåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ (ïðîñòiøèì ïðèêëàäîì ¹ ñèñòåìà ç ïîñòiéíèìè êîåôiöi¹íòàìè).

Íåãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè íà ïiâîñi ðîçãëÿäàëèñÿ â ðîáîòi [78] çà ìiíiìàëüíèõ iíäåêñiâ äåôåêòó

n+(Tmin) = ν, n−(Tmin) = ν + ν̂. (1.27)

Äëÿ òàêèõ ñèñòåì â [78] óâåäåíî ïðÿìîêóòíó ôóíêöiþ Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøàm(·) ðîçìiðó (ν+ν̂)×ν. Òàêà
ôóíêöiÿ íå ¹ íåâàíëèíiâñüêîþ i òîìó íå âèçíà÷à¹ ïñåâäîñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ. Êðiì òîãî, âèïàäîê

(1.27) ¹ íàéïðîñòiøèì, îñêiëüêè âií íå ïîòðåáó¹ îçíà÷åííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà íåñêií÷åííîñòi.

Ç îãëiäó íà ñêàçàíå óÿâëÿþòüñÿ ïðèðîäíèìè òàêi ùå ìàëî äîñëiäæåíi ïðîáëåìè:

1. Ïîøèðèòè ïîíÿòòÿ ïñåâäîñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨ íà çàãàëüíi ñèìåòðè÷íi ñèíãóëÿðíi ñèñòåìè

(1.23). Îïèñàòè â òåðìiíàõ ãðàíè÷íèõ óìîâ óñi ïñåâäîñïåêòðàëüíi òà ñïåêòðàëüíi ìàòðè÷íi ôóíêöi¨

Σ(·) ðîçìiðó n× n.

2. Çíàéòè (ìîæëèâî λ-çàëåæíi) àíàëîãè ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçäiëåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ äëÿ çàãàëü-

íî¨ ñèíãóëÿðíî¨ ñèñòåìè (1.23) íà ïiâîñi i îïèñàòè óìîâè òàêîãî òèïó.

3. Îïèñàòè â òåðìiíàõ ãðàíè÷íèõ óìîâ âêîðî÷åíi ïñåâäîñïåêòðàëüíi òà ñïåêòðàëüíi ìàòðè÷íi

ôóíêöi¨ σ(·) ðîçìiðó ν + ν̂ i äîñëèäèòè âëàñòèâîñòi âiäïîâiäíèõ ïåðåòâîðåíü Ôóð'¹. Ìîæíà ïðèïó-

ñòèòè, ùî ðîçìið ν + ν̂ ¹ ìiíiìàëüíî ìîæëèâèì äëÿ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié.

4. Ïåðåíåñòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè íà äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè ç ìàòðè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè

äîâiëüíîãî ïîðÿäêó ç äîâiëüíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó.

Ïåðåëi÷åíi ïðîáëåìè äîñëiäæóâàëèñü â ñòàòòÿõ [36, 37, 51, 99, 103], [105] - [110], ðåçóëüòàòè ÿêèõ

óâiéøëè â ðîçäiëè 3 - 8 äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.



ÐÎÇÄIË 2

Ðîçøèðåííÿ ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ ç äîâiëüíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó

2.1. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

2.1.1. Ëiíiéíi âiäíîøåííÿ

Íàäàëi âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi ïîçíà÷åííÿ:H, H � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè, [H1,H2] � ìíîæèíà îáìå-

æåíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, âèçíà÷åíèõ íà H1 iç çíàà÷åííÿìè â H2, [H] := [H,H], C+ (C−) � íèæíÿ

(âåðõíÿ) íàïiâïëîùèíà êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

Íàäàëi óñi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè ââàæàþòüñÿ ñåïàðàáåëüíèìè.

Íåõàé H̃ � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið i H � ïiäïðîñòið â H̃. Íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç PH(∈ [H̃])

� îðòîïðîåêòîð â H̃ íà H i ÷åðåç PH̃,H(∈ [H̃,H]) � òîé ñàìèé îðòîïðîåêòîð, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê

îïåðàòîð ç H̃ â H. Êðiì òîãî, ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç IH,H̃(∈ [H, H̃]) îïåðàòîð âêëàäåííÿ ïiäïðîñòîðó

H â H̃. ßñíî, ùî (PH̃,H)
∗ = IH,H̃.

ßê âiäîìî, ëiíiéíèé ìíîãîâèä T â ïðîñòîði H0 ⊕ H1 íàçèâà¹òüñÿ ëiíiíèì âiäíîøåííÿì ç H0 â

H1. Â ïîäàëüøîìó ïèøåìî T : H0 → H1, ðîçãëÿäàþ÷è âiäíîøåííÿ T ÿê áàãàòîçíà÷íèé ëiíiéíèé

îïåðàòîð ç H0 â H1.

Äëÿ âiäíîøåííÿ T : H0 → H1 ïîçíà÷èìî:

(1) domT, ranT, kerT � âiäïîâiäíî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ, îáðàç òà ÿäðî iäíîøåííÿ T ;

(2) mulT = {f ′ ∈ H1 : {0, f ′} ∈ T}, mulT ⊂ H1 � ìíîãîçíà÷íà ÷àñòèíà âiäíîøåííÿ T ;

(3) T−1 : H1 → H0 è T ∗ : H1 → H0 � âiäïîâiäíî çâîðîòí¹ òà ñïðÿæåíå äî T âiäíîøåííÿ.

Êðiì òîãî, äëÿ âiäíîøåííÿ T â H ïîçíà÷èìî:

(1) ρ(T ) = {λ ∈ C : (T − λ)−1 ∈ [H]} � ðåçîëüâåíòíà ìíîæèíà;

(2) ρ̂(T ) = {λ ∈ C : ker (T−λ) = {0} è ran (T − λ) = ran (T−λ)} � ìíîæèíà óñiõ òî÷îê ðåãóëÿðíîãî
òèïó;

(3) spec(T ) = C\ρ(T ) � ñïåêòð âiäíîøåííÿ T .

(4) specp(T ) = {λ ∈ C : ker (T − λ) ̸= 0} � ìíîæèíà âëàñíèõ çíà÷åíü (òî÷êîâèé ñïåêòð).

Ìíîæèíó çàìêíåíèõ ëiíiéíèõ âiäíîøåíü ç H0 â H1 (â H) áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç C̃(H0,H1) (C̃(H)).

Çàìêíåíèé ëiíiéíûé îïåðàòîð T ç H0 â H1 îòîòîæíþ¹òüñÿ ç éîãî ãðàôiêîì grT = {{f, Tf} : f ∈
domT} ∈ C̃(H0,H1).

22
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2.1.2. Ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó òà íåâàíëèíiâñüêè ôóíêöi¨

Íåõàé H � ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, B(R) � σ-àëãåáðà áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí â R i Bb(R) �
êiëüöå óñiõ îáìåæåíèõ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí. Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ Σ(·) : Bb(R) → [H] íàçèâà¹òüñÿ

îïåðàòîðíîþ ìiðîþ, ÿêùî Σ(∅) = 0, Σ(δ) = Σ∗(δ) ≥ 0, δ ∈ Bb(R), i ôóíêöiÿ Σ(·) ¹ ñèëüíî ç÷èñëåííî-
àäèòèâíîþ. Íàãàäà¹ìî òàêîæ íàñòóïíå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Îïåðàòîð-ôóíêöiÿ Σ(·) : R → [H] íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó, ÿêùî:

(1) Σ(t) = Σ∗(t), t ∈ R, (2) Σ(t1) ≤ Σ(t2), t1 < t2; (3) ôóíêöiÿ Σ(·) ñèëüíî íåïåðåðâíà çëiâà; (4)

Σ(0) = 0.

ßê âiäîìî, ðiâíîñòi Σ̃(t) = Σ([0, t)), t > 0; Σ̃(0) = 0; Σ̃(t) = −Σ([t, 0)), t < 0, çàäàþòü ái¹êöiþ

ìiæ óñiìà îïåðàòîðíèìè ìiðàìè Σ(·) òà óñiìà ôóíêöiÿìè ðîçïîäiëó Σ̃(·). Íàäàëi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
òå æ ñàìå ïîçíà÷åííÿ Σ(·) ÿê äëÿ îïåðàòîðíî¨ ìiðè, òàê i äëÿ âiäïîâiäíî¨ ¨é ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó.

Íàãàäà¹ìî, äàëi, ùî ãîëîìîðôíà îïåðàòîð-ôóíêöiÿ Φ(·) : C\R → [H] íàçèâà¹òüñÿ íåâàíëèíiâñü-

êîþ, ÿêùî Imλ · ImΦ(λ) ≥ 0 é Φ∗(λ) = Φ(λ), λ ∈ C \ R. Êëàñ [H]-çíà÷íèõ íåâàíëèíiâñüêèõ ôóíêöié

áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç R[H]. Êðiì òîãî, ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç Ru[H] ìíîæèíó ôóíêöié Φ(·) ∈ R[H],

òàêèõ ùî 0 ∈ ρ(ImΦ(λ)), λ ∈ C \ R. Çãiäíî ç [5, 17] ôóíêöiÿ Φ(·) : C \ R → [H] íàëåæèòü äî êëàñó

R[H] òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âîíà äîïóñêà¹ iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ

Φ(λ) = D0 + λD +

∫
R

(
1

t− λ
− t

1 + t2

)
dΣ(t), (2.1)

äå D0, D ∈ [H], D0 = D∗
0, D ≥ 0 òà Σ(·) � [H]-çíà÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó (îïåðàòîðíà ìiðà), òàêà ùî∫

R

d(Σ(t)h, h)

t2 + 1
<∞, h ∈ H. (2.2)

Îïåðàòîðè D0, D òà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Σ(·) â (2.1) âèçíà÷àþòüñÿ ôóíêöi¹þ Φ(·) îäíîçíà÷íî çà

äîïîìîãîþ ðiâíîñòåé D0 = ReΦ(i),

D = s− lim
y→∞

1
iy
Φ(iy)

òà ôîðìóëè îáåðíåííÿ Ñòiëüòü¹ñà

Σ(t) = s− lim
δ→+0

(
w − lim

ε→+0

1

π

∫ t−δ

−δ

ImΦ(u+ i ε) du

)
. (2.3)

Ùîá ïiäêðåñëèòè öåé ôàêò, íàäàëi áóäåìî ïèñàòè D = DΦ òà Σ(·) = ΣΦ(·). Îïåðàòîðíà ôóíêöiÿ ðîç-
ïîäiëó (îïåðàòîðíà ìiðà) ΣΦ(·) íàçèâà¹òüñÿ ñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ (ìiðîþ) íåâàíëèíiâñüêî¨ ôóíêöi¨

Φ(·).
Íàñòóïíà ëåìà ¹ äîáðå âiäîìîþ (äèâ., íàïðèêëàä, [30]).

Ëåìà 2.2. Íåõàé Φ(·) ∈ R[H] i Σ(·) = ΣΦ(·) � âiäïîâiäíà ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ. Òîäi äëÿ êîæíîãî

x ∈ R íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíi:

(1) lim
y→0

1/y Im (Φ(x+ iy)h, h) <∞, h ∈ H;

(2)

∫
R

d(Σ(t)h, h)

(t− x)2
<∞, h ∈ H.

ßêùî âèêîíàíî (1) (àáî (2)), òî iñíó¹ ñèëüíà ãðàíèöÿ Φ(x+ i0) := lim
y→0

Φ(x+ iy) é ImΦ(x+ i0) = 0.
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Òâåðäæåííÿ 2.3. Íåõàé H′ é H′′ � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè é

Φ(λ) =

(
Φ11(λ) Φ12(λ)

Φ21(λ) Φ22(λ)

)
: H′ ⊕H′′ → H′ ⊕H′′, λ ∈ C \ R

� áëî÷íå çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ Φ(·) ∈ R[H′ ⊕H′′]. Òîäi: (i) Φ11(·) ∈ R[H′] é Φ22(·) ∈ R[H′′]; (ii) DΦ = 0

òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè DΦ11 = 0 é DΦ22 = 0.

Öå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ çi ñïiââiäíîøåííÿ DΦ =

(
DΦ11 C

C∗ DΦ22

)
≥ 0.

Çàóâàæåííÿ 2.4. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ êîæíî¨ ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ Φ̂(·) : C+ → [H] ç ImΦ̂(λ) ≥
0, λ ∈ C+, iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ Φ(·) ∈ R[H], òàêà ùî Φ(λ) = Φ̂(λ), λ ∈ C+. Òîìó íàäàëi ôóíêöiþ

Φ̂(·) òàêîæ âiäíîñèìî äî êëàñó R[H].

2.1.3. Ñèìåòðè÷íi òà ñàìîñïðÿæåíi âiäíîøåííÿ òà îïåðàòîðè

Íàãàäà¹ìî, ùî âiäíîøåííÿ A ∈ C̃(H) íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì (ñàìîñïðÿæåíèì), ÿêùî A ⊂ A∗ (âiäï.

A = A∗). ßê âiäîìî, äëÿ êîæíîãî ñèìåòðè÷íîãî (ñàìîñïðÿæåíîãî) âiäíîøåííÿ A ∈ C̃(H) ñïðàâåäëèâi
ðîçêëàäè

H = H′ ⊕mulA, A = grA′ ⊕ m̂ulA, (2.4)

äå m̂ulA = {0} ⊕ mulA é A′ � ñèìåòðè÷íèé (ñàìîñïðÿæåíèé) îïåðàòîð â H′, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ îïå-

ðàòîðíîþ ÷àñòèíîþ âiäíîøåííÿ A.

Íåõàé A = A∗ ∈ C̃(H) é íåõàé E ′(·) : B(R) → [H′] � îðòîãîíàëüíà ñïåêòðàëüíà ìiðà îïåðàòîðà A′.

Òîäi ñïåêòðàëüíà ìiðà E(·) : B(R) → [H] âiäíîøåííÿ A çàäàåòñÿ ðiâíîñòþ E(δ) = E ′(δ)PH′ , δ ∈ B(R).
ßê âiäîìî [18, 41] äëÿ êîæíîãî îïåðàòîðà A = A∗ â H ñïðàâåäëèâi ðîçêëàäè

H = Hp ⊕ Hac ⊕ Hsc, A = Ap ⊕ Aac ⊕ Asc,

äå Hp, Hac, Hsc � ïiäïðîñòîðè â H i Ap, Aac òà Asc � ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè âiäïîâiäíî â Hp, Hac òà

Hsc ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè:

1) Hp = span{ker (A− λ) : λ ∈ specp(A)} i spec(Ap) = specp(A);

2) îðòîãîíàëüíà ñïåêòðàëüíà ìiðà îïåðàòîðà Aac ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà

íà R;
3) îðòîãîíàëüíà ñïåêòðàëüíà ìiðà îïåðàòîðà Asc ¹ ñèíãóëÿðíîþ âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà íà R i

specp(Asc) = ∅
Íåõàé E(·) � îðòîãîíàëüíà ñïåêòðàëüíà ìiðà îïåðàòîðà A. Îðòîãîíàëüíà ñïåêòðàëüíà ìiðà îïå-

ðàòîðà Ap ⊕ Asc íàçèâà¹òüñÿ ñèíãóëÿðíîþ ÷àñòèíîþ ìiðè E(·) i ïîçíà÷à¹òüñÿ Es(·).
Íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç specac(A), specsc(A), specc(A) òà specs(A) âiäïîâiäíî àáñîëþòíî íåïå-

ðåðâíèé, ñèíãóëÿðíèé íåïåðåðâíèé, íåïåðåðâíèé òà ñèíãóëÿðíèé ñïåêòðè îïåðàòîðà A = A∗. Öi

ñïåêòðè âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè [18, 41]

specac(A) = spec(Aac), specsc(A) = spec(Asc)

specc(A) = specac(A) ∪ specsc(A), specs(A) = specp(A) ∪ specsc(A).
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Î÷åâèäíî, ùî

spec(A) = specp(A) ∪ specac(A) ∪ specsc(A) = specp(A) ∪ specc(A) = specac(A) ∪ specs(A).

Iíøà õàðàêòåðèñòèêà ñïåêòðà spec(A) îïåðàòîðà A = A∗ äà¹òüñÿ â òåðìiíàõ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà

specd(A) òà iñòîòíîãî ñïåêòðà spece(A). Ñàìå, specd(A) ¹ ìíîæèíîþ óñiõ içîëüîâàíèõ âëàñíèõ çíà-

÷åíü îïåðàòîðà A ñêií÷åííî¨ êðàòíîñòè é spece(A) = spec(A) \ specd(A). ßñíî, ùî ìíîæèíà spece(A)

çàìêíåíà i specc(A) ⊂ spece(A).

2.1.4. Óçàãàëüíåíi ðåçîëüâåíòè ñèìåòðè÷íèõ âiäíîøåíü

Îçíà÷åííÿ 2.5. Íåõàé Ã = Ã∗ ∈ C̃(H̃) é H � ïiäïðîñòið â H̃. Âiäíîøåííÿ Ã íàçèâà¹òüñÿ H-

ìiíiìàëüíèì, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ õî÷à á îäíà ç íàñòóïíèõ åêâiâàëåíòíèõ óìîâ:

(1) span {H, (Ã− λ)−1H : λ ∈ C \ R} = H̃;

(2) íå iñíó¹ íåòðiâiàëüíîãî ïiäïðîñòîðó H′ ⊂ H̃ ⊖ H, òàêîãî ùî E([α, β))H′ ⊂ H′ äëÿ êîæíîãî

îáìåæåíîãî iíòåðâàëó [α, β) ⊂ R (òóò E(·) � ñïåêòðàëüíà ìiðà âiäíîøåííÿ Ã).

Îçíà÷åííÿ 2.6. Âiäíîøåííÿ Tj ∈ C̃(Hj), j ∈ {1, 2}, íàçèâàþòüñÿ óíiòàðíî åêâiâàëåíòíèìè (çà

äîïîìîãè óíiòàðíîãî îïåðàòîðà U ∈ [H1,H2]), ÿêùî T2 = ŨT1 ç îïåðàòîðîì Ũ = U ⊕ U ∈ [H2
1,H

2
2].

Íåõàé A ∈ C̃(H) � ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ. Íàãàäà¹ìî äàëi äåÿêi äîáðå âiäîìi îçíà÷åííÿ òà

ðåçóëüòàòè.

Îçíà÷åííÿ 2.7. Âiäíîøåííÿ Ã = Ã∗ â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H̃ ⊃ H, òàêå ùî A ⊂ Ã, íàçè-

âà¹òüñÿ ñàìîñïðÿæåíèì ðîçøèðåííÿì âiäíîøåííÿ A (ç âèõîäîì â øèðøèé ïðîñòið H̃). Êðiì òîãî,

òàêå ðîçøèðåííÿ Ã íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíèì, ÿêùî âîíî ¹ H-ìiíiìàëüíèì.

Â ïîäàëüøîìó ìè ïîçíà÷à¹ìåìî ÷åðåç S̃elf(A) ìíîæèíó óñiõ ìiíiìàëüíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøè-

ðåíü âiäíîøåííÿ A ç âèõîäîì â øèðøèé ïðîñòið. Êðiì òîãî, ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç Self(A) ìíîæèíó

óñiõ ðîçøèðåíü Ã = Ã∗ ∈ C̃(H) âiäíîøåííÿ A (òàêi ðîçøèðåííÿ íàçèâàþòüñÿ êàíîíè÷íèìè). ßê âi-

äîìî, S̃elf(A) ̸= ∅ äëÿ êîæíîãî A. Êðiì òîãî, Self(A) ̸= ∅ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A ìà¹ ðiâíi iíäåêñè

äåôåêòó, i â öüîìó âèïàäêó Self(A) ⊂ S̃elf(A).

Îçíà÷åííÿ 2.8. Ðîçøèðåííÿ Ãj = Ã∗
j ∈ C̃(H̃j), j ∈ {1, 2}, âiäíîøåííÿ A íàçèâàþòüñÿ åêâiâà-

ëåíòíèìè (âiäíîñíî H), ÿêùî iñíó¹ óíiòàðíèé îïåðàòîð V ∈ [H̃1 ⊖ H, H̃2 ⊖ H], òàêèé ùî Ã1 òà Ã2

óíiòàðíî åêâiâàëåíòíi çà äîïîìîãè îïåðàòîðà U = IH ⊕ V .

Îçíà÷åííÿ 2.9. Îïåðàòîð-ôóíêöi¨ R(·) : C \ R → [H] òà F (·) : R → [H] íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî

óçàãàëüíåíîþ ðåçîëüâåíòîþ òà ñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ âiäíîøåííÿ A, ÿêùî iñíó¹ ðîçøèðåííÿ Ã =

Ã∗ ⊃ A ç âèõîäîì â øèðøèé ïðîñòið H̃ ⊃ H, òàêå ùî

R(λ) = PH(Ã− λ)−1 � H, λ ∈ C \ R (2.5)

F (t) = PHE((−∞, t)) � H, t ∈ R. (2.6)

Òóò PH � îðòîïðîåêòîð â H̃ íà H é E(·) � ñïåêòðàëüíà ìiðà âiäíîøåííÿ Ã.
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ßêùî Ã ∈ Self(A), òî (2.5) çàäà¹ êàíîíè÷íó ðåçîëüâåíòó R(λ) = (Ã− λ)−1 âiäíîøåííÿ A.

Òâåðäæåííÿ 2.10. [88] Êîæíà óçàãàëüíåíà ðåçîëüâåíòà R(λ) âiäíîøåííÿ A ïîðîäæó¹òüñÿ

äåÿêèì (ìiíiìàëüíèì) âiäíîøåííÿì Ã ∈ S̃elf(A). Êðiì òîãî, ðîçøèðåííÿ Ã1, Ã2 ∈ S̃elf(A), ùî

ïîðîäæóþòü òó æ ñàìó óçàãàëüíåíó ðåçîëüâåíòó R(λ), ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Â ïîäàëüøîìó ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî óçàãàëüíåíà ðåçîëüâåíòà R(·) é ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ F (·)
âiäíîøåííÿ A ïîðîäæåíi ðîçøèðåííÿì Ã ∈ S̃elf(A). Êðiì òîãî, ìè îòîòîæíþ¹ìî åêâiâàëåíòíi ðîç-

øèðåííÿ. Òîäi â ñèëó òâåðäæåííÿ 2.10 ðiâíiñòü (2.5) çàäà¹ ái¹êòèíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óçàãàëüíåíèìè

ðåçîëüâåíòàìè R(λ) é ðîçøèðåííÿìè Ã ∈ S̃elf(A), òàê ùî êîæíå ðîçøèðåíííÿ Ã ∈ S̃elf(A) îäíîçíà÷íî

âèçíà÷à¹òüñÿ âiäïîâiäíîþ óçàãàëüíåíîþ ðåçîëüâåíòîþ (2.5) (ñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ (2.6)).

Ç (2.5) òà (2.6) âèïëèâà¹, ùî óçàãàëüíåíà ðåçîëüâåíòàR(·) é ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ F (·), ïîðîäæåíi
ðîçøèðåííÿì Ã ∈ S̃elf(A), ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ðiâíîñòÿìè

R(λ) =

∫
R

dF (t)

t− λ
, λ ∈ R (2.7)

(F (t)f, f) = lim
δ→+0

lim
ε→+0

1

π

∫ t−δ

−δ

Im(R(u+ iε)f, f) du, f ∈ H (2.8)

Êðiì òîãî, ïîêëàäàþ÷è H̃0 = H̃⊖mul Ã, ç (2.6) îòðèìó¹ìî

F (∞)(:= s− lim
t→+∞

F (t)) = PHPH̃0
� H. (2.9)

Îçíà÷åííÿ 2.11. Ðîçøèðåííÿ Ã ∈ S̃elf(A) (Ã ∈ Self(A)) íàëåæèòü äî êëàñó S̃elf0(A) (âiäï.

Self0(A)), ÿêùî mul Ã = mulA. Î÷åâèäíî, ùî S̃elf0(A) ̸= ∅. Êðiì òîãî, ÿêùî mulA = {0}, òî S̃elf0(A)

(Self0(A)) ¹ ìíîæèíîþ âñiõ ðîçøèðåíü Ã ∈ S̃elf(A) (âiäï. Ã ∈ Self(A)), ùî ¹ îïåðàòîðàìè.

Ç ôîðìóëè (2.4) âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.12. Íåõàé A ∈ C̃(H) � ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ é A′ � éîãî îïåðàòîðíà ÷àñòèíà.

Òîäi:

(1) Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi: (i) A′ ¹ ùiëüíî âèçíà÷åíèì îïåðàòîðîì; (ii) mulA =

mulA∗; (iii) S̃elf(A) = S̃elf0(A).

(2) ßêùî A � ìàêñèìàëüíå ñèìåòðè÷íå (ñàìîñïðÿæåíå) âiäíîøåííÿ, òî mulA = mulA∗ é A′

� ìàêñèìàëüíèé ñèìåòðè÷íié (âiäï. ñàìîñïðÿæåíèé) îïåðàòîð â H′.

2.1.5. Ïðîñòîðè L2(Σ;H) òà L2(Σ;H)

Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó Σ(·) iñíó¹ ¹äèíà ïàðà ôóíêöié ðîçïîäiëó Σac(·) òà Σs(·), òàêèõ ùî

ôóíêöiÿ Σac(·) ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ, ôóíêöiÿ Σs(·) ¹ ñiíãóëÿðíîþ é Σ(t) = Σac(t)+Σs(t) (ðîçêëàä

Ëåáåãà ôóíêöi¨ Σ). Äëÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó Σ(·) ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç S(Σ) ìíîæèíó âñiõ t ∈ R, òàêèõ ùî
Σ(t− δ) ̸= Σ(t+ δ) äëÿ êîæíîãî δ > 0. Êðiì òîãî, ïîêëàäà¹ìî

Sac(Σ) = S(Σac), Ss(Σ) = S(Σs) (2.10)

Íàãàäà¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó [14, ãë. 3.15], [16].
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Teoðåìà 2.13. Íåõàé H � ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið i Σ(·) � [H]-çíà÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó.

Òîäi:

(1) Iñíóþòü ñêàëÿðíà áîðåëiâñüêà ìiðà µ(·) i ôóíêöiÿ Ψ : R → [H], òàêi ùî Ψ(s) ≥ 0 (modµ),

µ([α, β)) <∞ i Σ(β)− Σ(α) =
∫

[α,β)

Ψ(s) dµ äëÿ êîæíîãî ñêií÷åííîãî íàïiâiíòåðâàëó [α, β).

(2) Ìíîæèíà L2(Σ;H) óñiõ áîðåëiâñüêèõ ôóíêöié f(·) : R → H, òàêèõ ùî

||f ||2L2(Σ;H) =

∫
R
(dΣ(s)f(s), f(s)) :=

∫
R
(Ψ(s)f(s), f(s))H dµ <∞,

¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì ç êâàçiñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(f, g)L2(Σ;H) =

∫
R
(dΣ(s)f(s), g(s)) :=

∫
R
(Ψ(s)f(s), g(s))H dµ, f, g ∈ L2(Σ;H).

(3) Ìíîæèíà L2(Σ;H) óñiõ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi â L2(Σ;H) âiäíîñíî ïiâíîðìè || · ||L2(Σ;H) ¹

ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì çi ñêàëiðíèì äîáóòêîì

(f̃ , g̃)L2(Σ;H) = (f, g)L2(Σ;H), f̃ , g̃ ∈ L2(Σ;H), f ∈ f̃ , g ∈ g̃.

Íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç πΣ ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ ç L2(Σ;H) íà L2(Σ;H). Êðiì òîãî, áóäåìî

ïîçíà÷àòè ÷åðåç L2
loc(Σ;H) ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié g ∈ L2(Σ;H) ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì. Ïîêëàäåìî

òàêîæ L2
loc(Σ;H) := πΣL2

loc(Σ;H).

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ äîáðå âiäîìîþ.

Teoðåìà 2.14. Íåõàé âèêîíàíî óìîâè òåîðåìè 2.13. Òîäi ðiâíîñòi

domΛΣ = {f̃ ∈ L2(Σ;H) : sf(s) ∈ L2(Σ;H) äëÿ äåÿêîãî (é, îòæå, äëÿ êîæíîãî) f(·) ∈ f̃}

ΛΣf̃ = πΣ(sf(s)), f̃ ∈ domΛΣ, f(·) ∈ f̃ . (2.11)

çàäàþòü ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð Λ = ΛΣ â L2(Σ;H) (îïåðàòîð ìíîæåííÿ). Ñïåêòðàëüíà ìiðà EΣ

îïåðàòîðà ΛΣ ìà¹ âèãëÿä

EΣ(B)f̃ = πΣ(χB(·)f(·)), B ∈ B(R), f̃ ∈ L2(Σ;H), f(·) ∈ f̃ , (2.12)

äå χB(·) � iíäiêàòîð áîðåëiâñüêî¨ ìíîæèíè B, i ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

spec(ΛΣ) = S(Σ), specac(ΛΣ) = Sac(Σ), specs(ΛΣ) = Ss(Σ).

Íåõàé K i H � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè, Σ(s)(∈ [H]) � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó. Äëÿ

áîðåëiâñüêèõ ôóíêöié Y (s)(∈ [H,K]) òà g(s)(∈ H) ïîêëàäà¹ìî∫
R
Y (s)dΣ(s)g(s) :=

∫
R
Y (s)Ψ(s)g(s) dµ (∈ K) (2.13)

äå µ òà Ψ âèçíà÷åíi òåîðåìîþ 2.13.
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2.1.6. Êëàñ R̃(H0,H1)

Ïðèïóñòèìî, ùî Λ � âiäêðèòà ìíîæèíà â C i K,H0,H1 � ãèëüáåðòîâi ïðîñòîðè. Ïàðà ãîëîìîðôíèõ

îïåðàòîð-ôóíêöié (êîðîòêî � ãîëîìîðôíà îïåðàòîðíà ïàðà) Cj(·) : Λ → [Hj,K], j ∈ {0, 1}, íàçû-
âà¹òüñÿ äîïóñòèìîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî λ ∈ Λ îáðàç îïåðàòîðà

(C0(λ), C1(λ)) : H0 ⊕H1 → K (2.14)

çáiãà¹òüñÿ ç K. Íàäàëi óñi ïàðè (2.14) ââàæàþòüñÿ äîïóñòèìèìè.
Äâi ãîëîìîðôíi îïåðàòîðíi ïàðè (C

(j)
0 (·), C(j)

1 (·)) : H0 ⊕ H1 → Kj, j ∈ {1, 2}, íàçûâàþòüñÿ
ýêâiâèàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ ãîëîìîðôíà îïåðàòîð-ôóíêöiÿ φ(·) : Λ → [K1,K2], òàêà ùî φ−1(λ) ∈
[K2,K1] i C

(2)
j (λ) = φ(λ)C

(1)
j (λ), λ ∈ Λ, j ∈ {1, 2}. Î÷åâèäíî, ìíîæèíà îïåðàòîðíèõ ïàð ðîçïàäà¹òüñÿ

íà åêâiâàëåíòíi êëàñè; ïðè öüîìó ðiâíiòü

τ(λ) = {C0(λ), C1(λ)} := {{h0, h1} ∈ H0 ⊕H1 : C0(λ)h0 + C1(λ)h1 = 0}, λ ∈ Λ (2.15)

äîîçâîëÿ¹ îòîòîæíþâàòè òàêèé êëàñ ç C̃(H0,H1)-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ τ(λ), λ ∈ Λ. Ó âèïàäêó Λ = C
ìà¹ìî Cj(λ) ≡ Cj ∈ [Hj,K] i ðiâíiñòü (2.15) çàäà¹ ëiíiéíå âiäíîøåííÿ

θ = {C0, C1} := {{h0, h1} ∈ H0 ⊕H1 : C0h0 + C1h1 = 0}, θ ∈ C̃(H0,H1). (2.16)

Çâîðîòíî, êîæíå ëiíiéíå âiäíîøåííÿ θ ∈ C̃(H0,H1) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ (2.16) çà äîïîìîãè ¹äèíî¨ (ç

òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi) îïåðàòîðíî¨ ïàðè Cj ∈ [Hj,K], j ∈ {0, 1}. Ç îãëÿäó íà öåé ôàêò íàäàëi

îòîòîæíþ¹ìî (çà äîïîìîãè (2.16)) âiäíîøåííÿ θ ∈ C̃(H0,H1) i âiäïîâiäíó (äîïóñòèìó) îïåðàòîðíó

ïàðó C0, C1 (òî÷íiøå, êëàñ ýêâèâàëåíòíîñòi, ïîðîäæåíèé öi¹þ ïàðîþ).

Íàäàëi, ÿêùî íå ñêàçàíî iíøå, H0 - ãèëüáåðòiâ ïðîñòið, H1 � ïiäïðîñòið â H0, H2 := H0 ⊖ H1.

Êðiì òîãî, áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç P1 := PH0,H1 ∈ [H0,H1] òà P2 := PH2 ∈ [H0] îðòîïðîåêòîðè â H0

íà H1 òà H2 âiäïîâiäíî.

Ç êîæíèì âiäíîøåííÿì θ ∈ C̃(H0,H1) ïîâ'ÿçó¹òüñÿ ×-ñïðÿæåíå âiäíîøåííÿ:

θ× = {{k0, k1} ∈ H0 ⊕H1 : (k1, h0)− (k0, h1) + i(P2k0, P2h0) = 0 äëÿ âñiõ {h0, h1} ∈ θ}. (2.17)

Äëÿ ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ θ ∈ C̃(H0,H1) ïîêëàäåìî

Sθ(ĥ) = 2Im(h1, h0) + ||P2h0||2, ĥ = {h0, h1} ∈ θ.

Îñêiëüêè H1 ⊂ H0, ìîæíà ðîçãëÿäàòè âiäíîøåííÿ θ + λIH0 ∈ C̃(H0) i θ + λP1 ∈ C̃(H0,H1).

Îçíà÷åííÿ 2.15. Ëiíiéíå âiäíîøåííÿ θ ∈ C̃(H0,H1) íàëåæèòü äî êëàñó:

(1) Dis(H0,H1), ÿêùî Sθ(ĥ) ≥ 0, ĥ ∈ θ, é iñíó¹ λ ∈ C+, òàêå ùî (θ + λIH0)
−1 ∈ [H0];

(2) Ac(H0,H1), ÿêùî Sθ(ĥ) ≤ 0, ĥ ∈ θ, é iñíó¹ λ ∈ C−, òàêå ùî (θ + λP1)
−1 ∈ [H1,H0];

(3) Sym(H0,H1), åñëè θ ∈ Dis(H0,H1) ∪ Ac(H0,H1) è Sθ(ĥ) = 0 äëÿ âñåõ ĥ ∈ θ;

(4) Self(H0,H1), ÿêùî θ = θ×.

Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi äà¹òüñÿ îïèñ êàëñiâ Dis, Ac, Sym i Self â òåðìiíàõ îïåðàòîðíèõ ïàð.
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Òâåðäæåííÿ 2.16. [97] Íåõàé âiäíîøåííÿ θ ∈ C̃(H0,H1) çàäàíå ðâiíiñòþ (2.16), â ÿêîìó C0 =

(C01, C02) : H1 ⊕H2 → K i C1 ∈ [H1,K]. Êðiì òîãî, ïîêëàäåìî

S̃θ := 2Im(C1C
∗
01)− C02C

∗
02, S̃θ ∈ [K].

Òîäi: (1) θ ∈ Dis(H0,H1) ÿêùî é òiëüêè ÿêùî S̃θ ≥ 0 é iñíó¹ λ ∈ C+, òàêå ùî

(C01 − λC1)
−1 ∈ [K,H1]; (2.18)

(2) θ ∈ Ac(H0,H1) ÿêùî é òiëüêè ÿêùî S̃θ ≤ 0 é iñíó¹ λ ∈ C−, òàêå ùî

(C0 − λC1P1)
−1 ∈ [K,H0]; (2.19)

(3) θ ∈ Sym(H0,H1) (θ ∈ Self(H0,H1)) ÿêùî é òiëüêè ÿêùî S̃θ = 0 i âèêîíàíî õî÷à á îä-

íó ç óìîâ (âiäï. îáèäâi óìîâè ) (2.18), (2.19). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Self(H0,H1)) = Dis(H0,H1) ∩
Ac(H0,H1).

ßêùî dimH0 < ∞, òî (2.18) ìîæíà çàìiíèòè ðiâíiñòþ dimK = dimH1, à (2.19) � ðiâíiñòþ

dimK = dimH0.

ßêùî θ ∈ Dis(H0,H1) (θ ∈ Ac(H0,H1)), òî ñïiââiäíîøåííÿ (θ + λIH0)
−1 ∈ [H0] i (2.18) (âiäï.

(θ + λP1)
−1 ∈ [H1,H0] i (2.19)) ñïðàâåäëèâi äëÿ âñiõ λ ∈ C+ (âiäï. λ ∈ C−).

ßêùî H0 = H1 =: H, òî θ× = θ∗ i êëàñè Dis, Ac, Sym òà Self çáiãàþòüñÿ ç âiäîìèìè êëàñàìè

ìàêñèìàëüíèõ äèñèïàòèâíûõ, ìàêñèìàëüíèõ àêóìóëÿòèâíûõ, ìàêñèìàëüíèõ ñèìåòðè÷íèõ i ñàìî-

ñïðÿæåííûõ ëiíiéíûõ âiäíîøåíü â H âiäïîâiäíî. Çâiäñè òà ç òâåðäæåííÿ 2.16 âèïëèâà¹ íàñòóïíå

äîáðå âiäîìå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.17. ßêùî dimH < ∞, òî äîïóñòèìà îïåðàòîðíà ïàðà θ = {C0, C1} ç îïå-

ðàòîðàìè Cj ∈ [H,K], j ∈ {0, 1}, ¹ ìàêñèìàëüíîþ äèñïàòèâíîþ, ìàêñèìàëüíîþ àêóìóëÿòèâíîþ

àáî ñàìîñïðÿæåíîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè dimK = dimH i Im(C1C
∗
0) ≥ 0, Im(C1C

∗
0) ≤ 0 àáî

Im(C1C
∗
0) = 0 âiäïîâiäíî.

Îçíà÷åííÿ 2.18. Ôóíêöiÿ τ(·) : C+ → C̃(H0,H1) íàëåæèòü äî êëàñó R̃(H0,H1), ÿêùî −τ(λ) ∈
Ac(H0,H1), λ ∈ C+, i oïåðàòîð-ôóíêöiÿ (τ(λ)+ iP1)

−1(∈ [H1,H0]) ¹ ãîëîìîðôíîþ â C+. Ôóíêöiÿ τ(·)
íàëåæèòü äî êëàñó R̃0(H0,H1), ÿêùî −τ(λ) ≡ θ, λ ∈ C+, ç äåÿêèì θ ∈ Self(H0,H1).

Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi, äîâåäåíîìó â [97], êëàñ R̃(H0,H1) îïèñàíî â òåðìiíàõ ãîëîìîðôíèõ

îïåðàòîðíèõ ïàð.

Òâåðäæåííÿ 2.19. Ôóíêöiÿ τ(·) : C+ → C̃(H0,H1) íàëåæèòü äî êëàñó R̃(H0,H1) òîäi é òiëü-

êè òîäi, êîëè âîíà äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi äîïóñòèìî¨ îïåðàòîðíî¨ ïàðè (òî÷íiøå, êëàñó

åêâiâàëåíòíîñòi òàêèõ ïàð, äèâ. (2.15))

τ(λ) = {C0(λ), C1(λ)}, λ ∈ C+ (2.20)

ç ãîëîìîðôíèìè îïåðàòîðíèìè ôóíêöiÿìè

C0(λ) = (C01(λ), C02(λ)) : H1 ⊕H2︸ ︷︷ ︸
H0

→ K, C1(λ)(∈ [H1,K]), λ ∈ C+, (2.21)
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òàêèìè ùî

2 Im(C1(λ)C
∗
01(λ)) + C02(λ)C

∗
02(λ) ≥ 0, (C0(λ)− iC1(λ)P1)

−1 ∈ [K,H0], λ ∈ C+ (2.22)

(òóò K � äîïîìîæíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið). Ó âèïàäêó dimH0 < ∞ äðóãå ñïiââiäíîøåííÿ â (2.22)

ìîæíà çàìiíèòè ðiâíiñòþ dimK = dimH0.

Êðiì òîãî, τ(·) ∈ R̃0(H0,H1) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

τ(λ) ≡ {C0, C1} = θ, λ ∈ C+, −θ ∈ Self(H0,H1) (2.23)

ç îïåðàòîðàìè C0 = (C01, C01) : H1 ⊕H2 → K òà C1 ∈ [H1,K], ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì

2 Im(C1C
∗
01) + C02C

∗
02 = 0, (C0 − iC1P1)

−1 ∈ [K,H0], (C01 + iC1)
−1 ∈ [K,H1].

Âèõîäÿ÷i ç òâåðäæåííÿ 2.19, â ïîäàëüøîìó îòîòîæíþ¹ìî ôóíêöiþ τ(·) ∈ R̃(H0,H1) ç êëàñîì

åêâiâàëåíòíîñòi ãîëîìîðôíèõ îïåðàòîðíèõ ïàð (2.20), ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì (2.22).

Çàóâàæåííÿ 2.20. Ìíîæèíà R̃0(H0,H1) ¹ íåïóñòîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè dimH0 = dimH1.

Òîìó ó âèïàäêó dimH1 <∞ öÿ ìíîæèíà ¹ íåïóñòîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè H0 = H1 =: H.

Teoðåìà 2.21. [97] Íåõàé H0, H1 � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè, H1 � ïiäïîñòið â H0 òà P̃1 � îðòî-

ïðîåêòîð â H0 ⊕H1 íà H1 ⊕H1. Òîäi äëÿ êîæíîãî θ̃ ∈ Self(H0 ⊕H1,H1 ⊕H1) ñïðàâåäëèâèìè ¹ òàêi

òâåðäæåííÿ:

(1) iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ τ(·) ∈ R̃(H0,H1), òàêà ùî

−(τ(λ) + λP1)
−1 = PH0(θ̃ − λP̃1)

−1 � H1, λ ∈ C+; (2.24)

(2) iñíóþòü îïåðàòîðè

K̃0 =

(
K1 K2

K3 K4

)
: H1 ⊕ H1 → H0 ⊕ H1, K̃1 =

(
N1 N2

N3 N4

)
: H1 ⊕ H1 → H1 ⊕ H1, (2.25)

òàêi ùî ker K̃0 ∩ ker K̃1 = {0}, 0 ∈ ρ(N4 − λK4), λ ∈ C+, é

θ̃ = {{K̃0h̃, K̃1h̃} : h̃ ∈ H1 ⊕ H1}, τ(λ) = {{K0(λ)h,K1(λ)h} : h ∈ H1}, λ ∈ C+, (2.26)

äå K0(·) : C+ → [H1,H0] òà K1(·) : C+ → [H1] � îïåðàòîð-ôóíêöi¨ âèãëÿäó

K0(λ) = −K1 +K2(N4 − λK4)
−1(N3 − λK3), λ ∈ C+ (2.27)

K1(λ) = N1 −N2(N4 − λK4)
−1(N3 − λK3), λ ∈ C+. (2.28)

Çâîðîòíî, äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ τ(·) ∈ R̃(H0,H1) iñíó¹ ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H1 é âiäíîøåíííÿ θ̃ ∈
Self(H0 ⊕ H1,H1 ⊕ H1), òàêå ùî ìà¹ ìiñöå (2.24) (i, îòæå, òâåðäæåííÿ (2)).

Çàóâàæåííÿ 2.22. (1) Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ τ(·) : C \ R → C̃(H) íàëåæèòü äî êëàñó íåâàí-

ëèíiâñüêèõ ôóíêöié R̃(H), ÿêùî: 1) âiäíîøåííÿ τ(λ) ¹ ìàêñèìàëüíèì äèñèïàòèâíèì äëÿ λ ∈ C+ i

ìàêñèìàëüíèì àêóìóëÿòèâíèì äëÿ λ ∈ C−; 2) îïåðàòîð ôóíêöiÿ (τ(λ)+λ)−1 ¹ ãîëîìîðôíîþ â C\R;
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3) τ ∗(λ) = τ(λ), λ ∈ C \R. ßñíî, ùî êëàñ R[H] ¹ ïiäêëàñîì êëàñó R̃(H). Ç ðåçóëüòàòiâ [62] âèïëèâà¹,

ùî ôóíêöiÿ τ(·) : C \ R → C̃(H) íàëåæèòü äî êëàñó R̃(H) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âîíà äîïóñêà¹

çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi (äîïóñòèìî¨) îïåðàòîðíî¨ ïàðè

τ(λ) = {C0(λ), C1(λ)}, λ ∈ C \ R, (2.29)

ç ãîëîìîðôíèìè îïåðàòîðíèìè ôóíêöiÿìè Cj(·) : C\R → [H,K], ùî çàäîâiëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿì

Imλ · Im(C1(λ)C
∗
0(λ) ≥ 0, C1(λ)C

∗
0(λ)− C0(λ)C

∗
1(λ) = 0, λ ∈ C \ R (2.30)

(C0(λ)− iC1(λ))
−1 ∈ [K,H], λ ∈ C+; (C0(λ) + iC1(λ))

−1 ∈ [K,H], λ ∈ C− (2.31)

Êðiì òîãî, ó âèïàäêó dimH <∞ óìîâó (2.31) ìîæíà çàìiíèòè íà dimK = dimH [66, 19].

Î÷åâèäíî, ùî ó âèïàäêó H1 = H0 =: H êëàñ R̃(H,H) (ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.18) çáiãà¹òüñÿ ç

ìíîæèíîþ çâóæåíü óñiõ ôóíêöié τ(·) ∈ R̃(H) íà C+. Âèõîäÿ÷è ç öüîãî, íàäàëi ïîêëàäà¹ìî R̃(H,H) =

R̃(H). Çà öè¹¨ äîìîâëåííîñòi τ(·) íàëåæèòü äî êëàñó êëàññó R̃0(H) := R̃0(H,H) òîäi é òiëüêè òîäi,

êîëè

τ(λ) ≡ {C0, C1} = θ(= θ∗), λ ∈ C \ R, (2.32)

äå Cj ∈ [H,K], j ∈ {0, 1}, � îïåðàòîðè, òàêi ùî Im(C1C
∗
0) = 0 é (C0 ± iC1)

−1 ∈ [K,H] (ó âèïàäêó

dimH <∞ îñòàííþ óìîâó ìîæíà çàìiíèòè íà dimK = dimH).
(2) ßêùî H1 = H0 =: H, òî ôîðìóëà (2.24) ïðèéìà¹ âèãëÿä

−(τ(λ) + λ)−1 = PH(θ̃ − λ)−1 � H, λ ∈ C \ R,

äå τ(·) ∈ R̃(H) é θ̃ = θ̃∗ ∈ C̃(H ⊕ H1). Äëÿ öüîãî âèïàäêó òâåðäæåííÿ (1) òåîðåìè 2.21 òà çâîðîòí¹

òâåðäæåííÿ öi¹¨ æ òåîðåìè îòðèìàíî â [67, 47].

2.2. Ãðàíè÷íi òðiéêè ç íåðiâíèìè ìàñøòàáíèìè ïðîñòîðàìè

Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, A � çàìêíåíå ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ â H. Ïîçíà÷èìîNλ(A) = ker (A∗−
λ) � äåôåêòíèé ïiäïðîñòið âiäíîøåííÿA, N̂λ(A) = {{f, λf} : f ∈ Nλ(A)}, n±(A) = dimNλ(A), λ ∈ C±

� iíäåêñè äåôåêòó âiäíîøåííÿ A. Ëåãêî áà÷èòè, ùî N̂λ(A) ⊂ A∗. Ïîçíà÷èìî òàêîæ ExtA � ìíîæèíà

âëàñíèõ ðîçøèðåíü âiäíîøåííÿ A, òîáòî ìíîæèíà óñiõ âiäíîøåíü Ã â H, òàêèõ ùî A ⊂ Ã ⊂ A∗.

Íåõàé ÿê i ðàíiøå H0 � ãèëüáåðòiâ ïðîñòið, H1 � ïiäïðîñòið â H0, H2 = H0 ⊖H1, P1 = PH0,H1 ∈
[H0,H1] òà P2 = PH2 ∈ [H0].

Îçíà÷åííÿ 2.23. Ñóêóïíiñòü Π = {H0 ⊕ H1,Γ0,Γ1}, â ÿêié Γj � ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ç A∗ â

Hj, j ∈ {0, 1}, íàçûâàåòüñÿ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ äëÿ A∗, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ Γ = (Γ0,Γ1)
⊤ : A∗ →

H0 ⊕H1 ¹ ñþð'åêòèâíèì i ñïðàâåäëèâà àáñòðàêòíà òîòîæíiñòü Ãðiíà

(f ′, g)− (f, g′) = (Γ1f̂ ,Γ0ĝ)− (Γ0f̂ ,Γ1ĝ) + i(P2Γ0f̂ , P2Γ0ĝ), f̂ = {f, f ′}, ĝ = {g, g′} ∈ A∗. (2.33)

Íåõàé A � ùiëüíî âèçíà÷åíèé îïåðàòîð i Π = {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗. Òîäi

ìîæíà ââàæàòè, ùî îïåðàòîðè Γj, j ∈ {0, 1}, âèçíà÷åíi íà domA∗ i, îòæå, òîòîæíiñòü (2.33) ìà¹

âèãëÿä

(A∗f, g)− (f,A∗g) = (Γ1f,Γ0g)− (Γ0f,Γ1g) + i(P2Γ0f, P2Γ0g), f, g ∈ domA∗. (2.34)



32

Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi ïåðåëi÷åíi äåÿêi âëàñòèâîñòi ãðàíè÷íèõ òðiéîê.

Òâåðäæåííÿ 2.24. [98, 104] Íåõàé Π = {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗. Òîäi:

(1) ker Γ0 ∩ ker Γ1 = A è Γj � îáìåæåíèé îïåðàòîð ç A∗ â Hj, j ∈ {0, 1}.

(2) Ìíîæèíà ExtA ïàðàìåòðèçó¹òñÿ ëiíiéíèìè âiäíîøåííÿìè θ ∈ C̃(H0,H1). Òî÷íiøå, ôîðìóëà

θ → Ãθ := {f̂ ∈ A∗ : {Γ0f̂ ,Γ1f̂} ∈ θ}

çàäà¹ áè¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà âiäíîøåííÿìè θ ∈ C̃(H0,H1) i óñiìà ðîçøèðåííÿìèÃ =

Ãθ ∈ ExtA. ßêùî θ çàäàíå ó âèãëÿäi îïåðàòîðíî¨é ïàðè θ = {C0, C1} (äèâ. (2.16)), òî Ãθ ìîæíà

çîáðàçèòè çà äîïîìîãè àáñòðàêòíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ:

Ãθ = {f̂ ∈ A∗ : C0Γ0f̂ + C1Γ1f̂ = 0}. (2.35)

Ïðè öüîìó ðiâíiñòü Ã = Ãθ îçíà÷à¹, ùî θ = ΓÃ = {{Γ0f̂ ,Γ1f̂} : f̂ ∈ Ã}.

(3) Ãθ′ ⊂ Ãθ′′ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè θ′ ⊂ θ′′. Ó öüîìó âèïàäêó dim Ãθ′′/Ãθ′ = dim θ′′/θ′.

(4) (Ãθ)
∗ = Ãθ×.

(5) Ðîçøèðåííÿ Ãθ ∈ ExtA ¹ ìàêñèìàëüíèì äèñèïàòèâíèì, ìàêñèìàëüíèì àêóìóëÿòèâíèì, ìàê-

ñèìàëüíèì ñèìåòðè÷íèì àáî ñàìîñïðÿæåíèì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè θ ïðèíàäëåæèò êëàñ-

ñó Dis(H0,H1), Ac(H0,H1), Sym(H0,H1) àáî Self(H0,H1) âiäïîâiäíî.

Ç êîæíîþ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ Π = {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} ïîâ'ÿçàíi âëàñíi ðîçøèðåííÿ

A0 := ker Γ0 = {f̂ ∈ A∗ : Γ0f̂ = 0}, A1 := {f̂ ∈ A∗ : P2Γ0f̂ = Γ1f̂ = 0}, (2.36)

Î÷åâèäíî, ùî A0 = Ãθ0 è A1 = Ãθ1 , äå

θ0 = {0} ⊕ H1, θ1 = H1 ⊕ {0} = {{h0, 0} : h0 ∈ H1}. (2.37)

Ó âèïàäêó ùiëüíî âèçíà÷åíîãî îïåðàòîðà A ðîçøèïåííÿ A0 òà A1 çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

domA0 = ker Γ0 = {f ∈ domA∗ : Γ0f = 0}, A0 = A∗ � domA0 (2.38)

domA1 = ker Γ1 = {f ∈ domA∗ : Γ1f = 0}, A1 = A∗ � domA1. (2.39)

Òâåðäæåííÿ 2.25. ßêùî Π = {H0⊕H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗, òî A0 � ìàêñèìàëüíå

ñèììåòðè÷íå ðîçøèðåííÿ âiäíîøåííÿ A è ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ

dimH1 = n−(A) ≤ n+(A) = dimH0, n−(A0) = 0, n+(A0) = dimH2. (2.40)

Çâîðîòíî, ïðèïóñòèìî, ùî A � ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ â H, n−(A) ≤ n+(A) é íåõàé A0 � ìàê-

ñèìàëüíå ñèìåòðè÷íå ðîçøèðåííÿ A, òàêå ùî n−(A0) = 0 . Òîäi iñíó¹ ãðàíè÷íà òðiéêà Π =

{H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} äëÿ A∗, òàêà ùî A0 = ker Γ0.
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Ä îâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî θ0 ∈ Sym(H0,H1) ∩ Ac(H0,H1). Òîìó â ñèëó òâåðäæåííÿ 2.24,

(5) A0 � ìàêñèìàëüíå ñèììåòðè÷íå ðîçøèðåííÿ i n−(A0) = 0. Êðiì òîãî, θ×0 = H2 ⊕ H1 i çãiäíî ç

òâåðäæåííÿì 2.24, (4)

A∗
0 = {f̂ ∈ A∗ : Γ0f̂ ∈ H2} = kerP1Γ0. (2.41)

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåïåð òâåðäæåííÿ 2.24, (3), îòðèìó¹ìî

n−(A) = dimA0/A = dim θ0 = dimH1, n+(A) = dimA∗
0/A = dim θ×0 = dimH0

n+(A0) = dimA∗
0/A0 = dim θ×0 /θ0 = dimH2

Äîâåäåìî çâîðîòíå òâåðäæåííÿ. Íåõàé U = {{f ′
0−i f0, f ′

0+i f0} : {f0, f ′
0} ∈ A0} � ïåðåòâîðåííÿ Êåëëè

âiäíîøåííÿ A0. ßñíî, ùî U � içîìåòðè÷íèé îïåðàòîð, domU = H i UN−i(A) ⊂ Ni(A). Äëÿ ïîáóäîâè

ïîòðiáíî¨ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè Π äëÿ A∗ ïîêëàäåìî H0 = Ni(A), H1 = UN−i(A), H2 = H0⊖H1 = Ni(A0)

è ñêîðèñòó¹ìîñü ôîðìóëîþ Íåéìàíà

A∗ = A⊕ N̂i(A)⊕ N̂−i(A). (2.42)

ç îãëÿäó íà (2.42) äëÿ êîæíîãî f̂ ∈ A∗ ñïðàâåäëèâå çîáðàæåííÿ

f̂ = {fA, f ′
A}+ {fi, ifi}+ {f−i,−if−i} = {fA + fi + f−i, f

′
A + ifi − if−i}, {fA, f ′

A} ∈ A, f±i ∈ N±i(A).

Âèçíà÷èìî îïåðàòîðè Γj : A
∗ → Hj, j ∈ {0, 1}, ïîêëàäàþ÷è

Γ0f̂ = −i(P1fi +
√
2P2fi − Uf−i), Γ1f̂ = P1fi + Uf−i. (2.43)

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ f̂ , ĝ ∈ A∗ ìà¹ìî

(Γ1f̂ ,Γ0ĝ)− (Γ0f̂ ,Γ1ĝ) + i(P2Γ0f̂ , P2Γ0ĝ) = 2i[(P1fi, P1gi)− (f−i, g−i) + (P2fi, P2gi)] =

2i[(fi, gi)− (f−i, g−i)] = (f ′, g)− (f, g′).

Çâiäñè âèïëèâà¹ òîòîæíiñòü (2.33) äëÿ îïåðàòîðiâ (2.43). Îñêiëüêè ñþð'¹êòèâíiñòü îïåðàòîðà Γ ¹

î÷åâèäíîþ, òî ñóêóïíiñòü Π = {H0 ⊕ H1,Γ0,Γ1} ç îïåðàòîðàìè Γ0 è Γ1 âèãëÿäó (2.43) ¹ ãðàíè÷íîþ

òðiéêîþ äëÿ A∗. Êðiì òîãî, ðiâíiñòü ker Γ0 = A0 âèïëèâà¹ ç ïåðøî¨ ðiâíîñòi â (2.43). �

Íàñëiäîê 2.26. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ñèììåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ A ∈ C̃(H) ç iíäåêñàìè äåôåêòó

n−(A) ≤ n+(A) iñíó¹ ãðàíè÷íà òðiéêà Π äëÿ A∗.

Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi ìiñòèòüñÿ îïèñ óñiõ ãðàíè÷íèõ òðiéîê äëÿ çàäàíîãî ñèììåòðè÷íîãî

âiäíîøåííÿ A.

Òâåðäæåííÿ 2.27. Íåõàé Π = {H0 ⊕ H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗, H̃0 � ãiëüáåðòiâ

ïðîñòið i H̃1 �ïiäïðîñòið â H̃0, òàêi ùî dim H̃j = dimHj, j ∈ {0, 1}. Íåõàé

J =

(
−iP2 −IH1

P1 0

)
: H0 ⊕H1 → H0 ⊕H1, J̃ =

(
−iP̃2 −IH̃1

P̃1 0

)
: H̃0 ⊕ H̃1 → H̃0 ⊕ H̃1, (2.44)
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äå Pj (P̃j) � îðòîïðîåêòîð â H0 (H̃0) íà Hj (H̃j), j ∈ {1, 2}. Òîäi ðiâíiñòü(
Γ̃0

Γ̃1

)
=

(
X00 X01

X10 X11

)(
Γ0

Γ1

)
(2.45)

çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà ãðàíè÷íèìè òðiéêàìè Π̃ = {H̃0 ⊕ H̃1, Γ̃0, Γ̃1} äëÿ A∗ é

óñiìà îáîðîòíèìè îïåðàòîðàìè X = (Xij)
1
i,j=0 ∈ [H0 ⊕H1, H̃0 ⊕ H̃1], òàêèìè ùî

X∗J̃X = J. (2.46)

Ä îâåäåííÿ. Çà äîïîìîãè îïåðàòîðà J çîáðàçèìî òîòîæíiñòü Ãðiíà (2.33) ó âèãëÿäi

(f ′, g)− (f, g′) = −(JΓf̂ ,Γĝ), f̂ = {f, f ′}, ĝ = {g, g′} ∈ A∗, (2.47)

äå Γ = (Γ0,Γ1)
⊤. Íåõàé Π̃ = {H̃0 ⊕ H̃1, Γ̃0, Γ̃1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗ è Γ̃ = (Γ̃0, Γ̃1)

⊤. Îñêiëüêè

Γ ∈ [A∗,H0 ⊕H1], Γ̃ ∈ [A∗, H̃0 ⊕ H̃1], ker Γ = ker Γ̃ = A, ran Γ = H0 ⊕H1, ran Γ̃ = H̃0 ⊕ H̃1, òî iñíó¹

èçîìîðôiçì X = (Xij)
1
i,j=0 ∈ [H0 ⊕H1, H̃0 ⊕ H̃1], òàêèé ùî âiðíèì ¹ (2.45). Êðiì òîãî, â ñèëó (2.47)

ìà¹ìî

(JΓf̂ ,Γĝ) = (J̃ Γ̃f̂ , Γ̃ĝ), f̂ , ĝ ∈ A∗. (2.48)

Çâiâäñè òà iç ñþð'åêòèâíîñòè Γ âèïëèâà¹ (2.46).

Çâîðîòíî, íåõàé X � îáîðîòíèé îïåðàòîð, ùî çàäîâiëüíÿ¹ (2.46), é íåõàé îïåðàòîð Γ̃ = (Γ̃0, Γ̃1)
⊤

çàäàí ðiâíiñòþ (2.45). Òîäi ñïðàâåäëèâèì ¹ (2.48) i òîòîæíiñòü Ãðiíà äëÿ òðiéêè Π̃ âèïëèâà¹ ç (2.47).

Êðiì òîãî, îïåðàòîð Γ̃ ¹ ñþð'¹êòèâíèì, îñêiëüêè îïåðàòîðè Γ i X ¹ ñþð'¹êòèâíèìè. �
Íàãàäà¹ìî, ùî ðîçøèðåííÿ Ã1, Ã2 ∈ ExtA íàçèâàþòüñÿ òðàíñâåðñàëüíèìè, ÿêùî

Ã1 ∩ Ã2 = A é Ã1+̂Ã2(= {{f̂1 + f̂2} : f̂1 ∈ Ã1, f̂2 ∈ Ã2}) = A∗.

Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi äîïîâíþþòüñÿ ðåçóëüòàòè òâåðäæåííÿ 2.25.

Òâåðäæåííÿ 2.28. (1) Íåõàé Π = {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗ i Aj ∈ ExtA, j ∈
{0, 1}, � ðîçøèðåííÿ (2.36). Òîäi:

(i) A0 i A1 ¹ ìàêñèìàëüíèìè ñèìåòðè÷íèìè âiäíîøåííÿìè, òàêèìè ùî

n−(A0) = n−(A1) = 0. (2.49)

(ii) Ðîçøèðåííÿ A0 i A
∗
1 ¹ òðàíñâåðñàëüíèìè.

(2) Ïðèïóñòèìî, ùî A ⊂ A∗ i Aj ∈ ExtA, j ∈ {0, 1}, � ïàðà ðîçøèðåíü, ùî çàäîâiëüíÿþòü

óìîâàì (i) òà (ii). Òîäi iñíó¹ ãðàíè÷íà òðiéêà Π = {H0 ⊕ H1,Γ0,Γ1} äëÿ A∗, äëÿ ÿêî¨ ñïðàâåäëèâi

ðiâíîñòi (2.36).

Ä îâåäåííÿ. (1) Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.25 âiäíîøåííÿ A0 ñèìåòðè÷íå é n−(A0) = 0. Êðiì òîãî,

â ñèëó (2.37) θ1 ∈ Sym(H0,H1)∩Ac(H0,H1) i ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 2.24, (5) âiäíîøåííÿ A1(= Ãθ1)

ñèìåòðè÷íå é n−(A1) = 0. Äàëi, ëåãêî áà÷èòè ùî θ×1 = H0⊕{0}. Ç öüîãî ôàêòó òà ç ðiâíîñòi A∗
1 = Ãθ×1

âèïëèâà¹, ùî

A∗
1 = ker Γ1 = {f̂ ∈ A∗ : Γ1f̂ = 0}. (2.50)
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Òåïåð òðàíñâåðñàëüíiñòü A0 i A∗
1 âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi θ0 ⊕ θ×1 = H0 ⊕H1.

(2) Â ñèëó òâåðäæåííÿ 2.25iñíó¹ ãðàíè÷íà òðiéêà Π′ = {H0 ⊕ H1,Γ
′
0,Γ

′
1} äëÿ A∗, òàêà ùî A0 =

ker Γ′
0. Íåõàé θ = Γ′A∗

1, òàê ùî A∗
1 = Ãθ â òðiéöi Π′. Òîäi â ñèëó òðàíñâåðñàëüíîñòi A0 è A∗

1 ìà¹ìî

θ u θ0 = H0 ⊕H1 i, îòæå, θ ∈ [H0,H1]. Íåõàé

θ = (θ1, θ2) : H1 ⊕H2 → H1 (2.51)

� áëî÷íå çîáðàæåííÿ îïåðàòîðà θ. Òîäi â ñèëó [97, (3.7)] θ× = {{h1 − iθ∗2h1, θ
∗
1h1} : h1 ∈ H1}. Êðiì

òîãî, A1 = Ãθ× , òàê ùî θ× ∈ Sym(H0,H1). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

2Imθ1 − θ2θ
∗
2 = 0 (2.52)

Íåõàé òåïåð X1 ∈ [H0] òà X ∈ [H0 ⊕H1] � îïåðàòîðè, âèçíà÷åíi ðiíîñòÿìè

X1 =

(
IH1 0

iθ∗2 IH2

)
: H1 ⊕H2 → H1 ⊕H2, X =

(
X1 0

−θ IH1

)
: H0 ⊕H1 → H0 ⊕H1. (2.53)

Î÷åâèäíî, ùî îïåðàòîð X äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

X =


IH1 0 0

iθ∗2 IH2 0

−θ1 −θ2 IH1

 : H1 ⊕H2︸ ︷︷ ︸
H0

⊕H1 → H1 ⊕H2︸ ︷︷ ︸
H0

⊕H1. (2.54)

Â ñèëó (2.44) òàêîæ ìà¹ìî

J =


0 0 −IH1

0 −iIH2 0

IH1 0 0

 : H1 ⊕H2︸ ︷︷ ︸
H0

⊕H1 → H1 ⊕H2︸ ︷︷ ︸
H0

⊕H1, (2.55)

i áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê ç îãëÿäó íà (2.52) äà¹ X∗JX = J . Êðiì òîãî, ç (2.54) âèäíî, ùî îïåðàòîð

X ¹ îáîðîòíèì. Òîìó â ñèëó òâåðäæåííÿ 2.27 ñóêóïíiñòü Π = {H0 ⊕ H1,Γ0,Γ1}, â ÿêié Γ0 = X1Γ
′
0

i Γ1 = −θΓ′
0 + Γ′

1, ¹ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ äëÿ A∗. Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ öi¹¨ òðiéêè ker Γ0 = A0,

ker Γ1 = A∗
1 é, îòæå, ñïðàâåäëèâèìè ¹ ðiâíîñòi (2.36). �

Çàóâàæåííÿ 2.29. (1) Íåõàé Π = {H0⊕H1,Γ0,Γ1} � ãðàííè÷íà òðiéêà äëÿ A∗. Òîäi çà àíàëîãi¹þ

ç îñòàííüîþ ðiâíiñòþ â (2.40) íåâàæêî äîâåñòè, ùî n+(A1) = dimH2. Çâiäñè òà ç ôîðìóë (2.40), (2.49)

âèïëèâàþòü ýêâiâàëåíòíîñòi

H0 = H1 ⇐⇒ A0 = A∗
0 ⇐⇒ A1 = A∗

1. (2.56)

ßêùî âèêîíàíà õî÷i á îäíà ç óìîâ (2.56), òî n−(A) = n+(A) i òîòîæíiñòü òîæäåñòâî Ãðiíà (2.33)

ïðèéìà¹ âèãëÿä

(f ′, g)− (f, g′) = (Γ1f̂ ,Γ0ĝ)− (Γ0f̂ ,Γ1ĝ), f̂ = {f, f ′}, ĝ = {g, g′} ∈ A∗. (2.57)

Ó öüîìó âèïàäêó ñóêóïíiñòü Π = {H,Γ0,Γ1} (H := H0 = H1) ¹ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ (ïðîñòîðîì

ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü) äëÿ A∗ ó ñåíñi [11, 7]. Íàäàëi äëÿ óíèêíåííÿ ïëóòàíèíè òàêó òðiéêó áóäåìî ÷àñîì
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íàçèâàòè çâè÷àéíîþ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ. Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî ç (2.40) âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ:

ÿêùî n+(A) < ∞, òî âiðíîþ ¹ åêâiâàëåíòíiñòü H0 = H1 ⇐⇒ n−(A) = n+(A). Òîìó ó âèïàäêó

n−(A) = n+(A) <∞ íå iñíó¹ iíøèõ ãðàíè÷íèõ òðiéîê, îêðiì çâè÷àéíèõ. Ïîðó÷ ç òèì ÿêùî n−(A) =

n+(A) = ∞, òî ïiäïðîñòið H1 ìîæå ÿê çáiãàòèñÿ, òàê i íå çáiãàòèñÿ ç H0.

(2) ßêùî A � ùiëüíî âèçíà÷åíèé îïåðàòîð i Π = {H,Γ0,Γ1} � çâè÷àéíà ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗,

òî îïåðàòîðè Γj, j ∈ {0, 1}, âèçíà÷åíi íà domA∗ i òîòîæíiñòü (2.57) ïðèéìà¹ âèãëÿä

(A∗f, g)− (f,A∗g) = (Γ1f,Γ0g)− (Γ0f,Γ1g), f, g ∈ domA∗.

(3) Äëÿ âiäíîøåííÿ A ⊂ A∗ ç ðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó n+(A) = n−(A) i çâè÷àéíî¨ ãðàíè÷íî¨

òðiéêè Π = {H,Γ0,Γ1} äëÿ A∗ ðåçóëüòàòè äàíîãî ïàðàãðàôà îòðèìàíî â [11, 30].

2.3. γ-ïîëå è ôóíêöèÿ Âåéëÿ

Ñïî÷àòêó íàãàäà¹ìî äåÿêi ðåçóëüòàòè ç [60, 30]. Ïðèïóñòèìî, ùî Π = {H,Γ0,Γ1} � çâè÷àéíà ãðàíè÷íà
òðiéêà äëÿ A∗, A0(= A∗

0) = ker Γ0, π1 � îðòîïðîåêòîð â H ⊕ H íà H ⊕ {0}. Òîäi äëÿ óñiõ λ ∈ ρ(A0)

îïåðàòîð Γ0 � N̂λ(A) içîìîðôíî âiäîáðàæà¹ N̂λ(A) íà H, òàê ùî ðiâíîñòi

γ(λ) = π1(Γ0 � N̂λ(A))
−1, Γ1 � N̂λ(A) =M(λ)Γ0 � N̂λ(A), λ ∈ ρ(A0) (2.58)

êîðåêòíî çàäàþòü îïåðàòîð-ôóíêöi¨ γ(·) : ρ(A0) → [H,H] i M(·) : ρ(A0) → [H], ÿêi íàçûâàþòüñÿ

âiäïîâiäíî γ-ïîëåì è ôóíêöi¹þ Âåéëÿ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè Π. Çãiäíî ç [60, 30] ôóíêöi¨ γ(·) i M(·)
ãîëîìîðôíè i çàäàâiëüíÿþòü òîòîæíîñòÿì

γ(z) = γ(λ) + (z − λ)(A0 − z)−1γ(λ), M(z)−M∗(λ) = (z − λ) γ∗(λ)γ(z), z, λ ∈ ρ(A0), (2.59)

âíàñëiäîê ÿêèõ M(·) ∈ Ru[H]. Êðiì òîãî, ç (2.59) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ Âåéëÿ M(·) ¹ Q-ôóíêöi¹þ
ïàðè {A,A0} â ñåíñi [26, 88].

Äàëi â öüîìó ïàðàãðàôi ðåçóëüòàòè ðîáiò [60, 30] óçàãàëüíþþòüñÿ íà ãðàíè÷íi òðiéêè Π = {H0⊕
H1,Γ0,Γ1} c íåðiâíèìè ìàñøòàáíèìè ïðîñòîðàìè H0 òà H1 .

Ëåìà 2.30. Íåõàé Π = {H0 ⊕ H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗ i λ ∈ C+, z ∈ C−. Òîäi

îïåðàòîðè Γ0 � N̂λ(A) é P1Γ0 � N̂z(A) ¹ içîìîðôiçìàìè N̂λ(A) íà H0 i N̂z(A) íà H1 âiäïîâiäíî.

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé A0 = ker Γ0. Òîäi â ñèëó (2.41) A∗
0 = kerP1Γ0.

Îñêiëüêè λ ∈ ρ(A0) i z ∈ ρ(A∗
0), òî çãiäíî ç [30] ñïðàâåäëèâi ðîçêëàäè A∗ = A0 u N̂λ(A) i

A∗ = A∗
0 u N̂z(A). Êðiì òîãî,ran Γ0 = H0 i ranP1Γ0 = H1, îñêiëüêè ran (Γ0,Γ1)

⊤ = H0 ⊕ H1. Çâiäñè

âèïëèâà¹ ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ. � Íåõàé Π = {H0⊕H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗. Îñêiëüêè â

ñèëó ëåìè 2.30 îïåðàòîðè Γ0 � N̂λ(A), λ ∈ C+, i P1Γ0 � N̂λ(A), λ ∈ C−, ¹ içîìîðôiçìàìè, òî ðiâíîñòi

γ+(λ) = π1(Γ0 � N̂λ(A))
−1, λ ∈ C+; γ−(λ) = π1(P1Γ0 � N̂λ(A))

−1, λ ∈ C− (2.60)

Γ1 � N̂λ(A) =M+(λ)Γ0 � N̂λ(A), λ ∈ C+ (2.61)

(Γ1 + iP2Γ0) � N̂λ(A) =M−(λ)P1Γ0 � N̂λ(A), λ ∈ C− (2.62)
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êîðåêòíî çàäàþòü îïåðàòîð-ôóíêöi¨ γ+(·) : C+ → [H0,H], γ−(·) : C− → [H1,H] i M+(·) : C+ →
[H0,H1], M−(·) : C− → [H1,H0]. Êðiì òîãî, ç (2.60), (2.61) âèïëèâà¹, ùî

M+(λ)h0 = Γ1{γ+(λ)h0, λγ+(λ)h0}, h0 ∈ H0, λ ∈ C+ (2.63)

M−(λ)h1 = (Γ1 + iP2Γ0){γ−(λ)h1, λγ−(λ)h1}, h1 ∈ H1, λ ∈ C−. (2.64)

Ó âèïàäêó ùiëüíî âèçíà÷åíîãî îïåðàòîðà A ðiâíîñòi (2.60) � (2.62) ïðèéìàþòü âèãëÿä

γ+(λ) = (Γ0 � Nλ(A))
−1, λ ∈ C+; γ−(λ) = (P1Γ0 � Nλ(A))

−1, λ ∈ C− (2.65)

Γ1 � Nλ(A) =M+(λ)Γ0 � Nλ(A), λ ∈ C+ (2.66)

(Γ1 + iP2Γ0) � Nλ(A) =M−(λ)P1Γ0 � Nλ(A), λ ∈ C−. (2.67)

Îçíà÷åííÿ 2.31. Îïåðàòîð-ôóíêöi¨ γ±(·) íàçèâàþòüñÿ γ-ïîëÿìè, à M±(·) � ôóíêöiÿìè Âåéëÿ

ãðàíè÷íî¨ òðiéêè Π.

Íåõàé

γ+(λ) = (γ(λ), δ+(λ)) : H1 ⊕H2 → H, λ ∈ C+ (2.68)

M+(λ) = (M(λ), N+(λ)) : H1 ⊕H2 → H1, λ ∈ C+ (2.69)

M−(λ) =

(
M(λ)

N−(λ)

)
: H1 → H1 ⊕H2, λ ∈ C− (2.70)

� áëî÷íi çîáðàæåííÿ γ-ïîëÿ i ôóíêöié Âåéëÿ. Çàäàìî îïåðàòîð-ôóíêöiþ M(·) : C \R → [H0], ïîêëà-

äàþ÷è

M(λ) =

(
M(λ) N+(λ)

0 i
2
IH2

)
∈ [H1 ⊕H2], λ ∈ C+; M(λ) =

(
M(λ) 0

N−(λ) − i
2
IH2

)
∈ [H1 ⊕H2], λ ∈ C−.

(2.71)

Òâåðäæåííÿ 2.32. Íåõàé Π = {H0⊕H1,Γ0,Γ1} �ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗, γ±(·) iM±(·) � γ-ïîëÿ
è ôóíêöi¨ Âåéëÿ òðiéêè Π âiäïîâiäíî. Êðiì òîãî, íåõàé Hr � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, Ar � ìàêñèìàëüíèé

ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð â Hr ç iíäåêñàìè äåôåêòó n+(Ar) = 0, n−(Ar) = dimH2 i Γr : A∗
r → H2 �

ñþð'¹êòèâíå ëiíiéíå çîáðàæåííÿ, òàêå ùî

(f ′
r, gr)− (fr, g

′
r) = −i(Γrf̂r,Γrĝr), f̂r = {fr, f ′

r}, ĝr = {gr, g′r} ∈ A∗
r (2.72)

(òàêå çîáðàæåííÿ iñíó¹ â ñèëó íàñëiäêó 2.26 òà ïðîïîçèöi¨ 2.25). Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî He :=

H⊕ Hr i Ae := A⊕ Ar. Òîäi:

(1) Ae � ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ â He, A
∗
e := A∗ ⊕ A∗

r i îïåðàòîðè

Γe
0 =

(
P1Γ0 0

P2Γ0 Γr

)
: A∗ ⊕ A∗

r︸ ︷︷ ︸
A∗

e

→ H1 ⊕H2︸ ︷︷ ︸
H0

(2.73)

Γe
1 =

(
Γ1 0

i
2
P2Γ0 − i

2
Γr

)
: A∗ ⊕ A∗

r︸ ︷︷ ︸
A∗

e

→ H1 ⊕H2︸ ︷︷ ︸
H0

(2.74)
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óòâîðþþòü çâè÷àéíó ãðàíè÷íó òðiéêó Πe = {H0,Γ
e
0,Γ

e
1} äëÿ A∗

e.

(2) Ôóíêöiÿ Âåéëÿ Me(·) òðiéêè Πe çáiãà¹òüñÿ ç îïåðàòîð-ôóíêöi¹þ M(·), çàäàíîþ â (2.71).

Êðiì òîãî, γ-ïîëå γe(·) òðiéêè Πe ìà¹ âèãëÿä

γe(λ) =

(
γ(λ) δ+(λ)

0 0

)
, λ ∈ C+; γe(λ) =

(
γ−(λ) 0

iγr(λ)N−(λ) γr(λ)

)
, λ ∈ C−, (2.75)

äå γr(λ) = π1(Γr � N̂λ(Ar))
−1, λ ∈ C−.

Ä îâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê ç îãëÿäó íà (2.33) i (2.72) äà¹ òîòîæíiñòü (2.57) äëÿ îïå-

ðàòîðiâ Γe
0 òà Γe

1. Êðiì òîãî, âiäîáðàæåííÿ Γe = (Γe
0,Γ

e
1)

⊤ ¹ ñþð'¹êòèâíèì, îñêiëüêè ñþð'¹êòèâíèìè ¹

âiäîáðàæåííÿ Γ = (Γ0,Γ1)
⊤ i Γr. Çâiäñè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ (1).

Äîâåäåìî äàëi òâåðäæåííÿ (2). Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî ïîêàçàòè, ùî îïåðàòîð-ôóíêöi¨ M(λ) òà

γe(λ), âèçíà÷åíi â (2.71) i (2.75), çàäîâiëüíÿþòü äëÿ áóäü-ÿêèõ λ ∈ C \R i f̂λ,e = {fλ,e, λfλ,e} ∈ N̂λ(Ae)

ðiâíîñòÿì

γe(λ)Γ
e
0f̂λ,e = fλ,e, M(λ)Γe

0f̂λ,e = Γe
1f̂λ,e. (2.76)

Îñêiëüêè Ae = A⊕ Ar i N̂λ(Ar) = {0}, λ ∈ C+, òî ñïðàâåäëèâi ðîçêëàäè

N̂λ(Ae) = N̂λ(A)⊕ {0}, λ ∈ C+; N̂λ(Ae) = N̂λ(A)⊕ N̂λ(Ar), λ ∈ C−. (2.77)

Íåõàé λ ∈ C+, òàê ùî â ñèëó (2.77) f̂λ,e = f̂λ ⊕ 0, äå f̂λ = {fλ, λfλ} ∈ N̂λ(A). Òîäi Γe
0f̂λ,e = P1Γ0f̂λ ⊕

P2Γ0f̂λ, çâiäêè ç îãëÿäó íà (2.60) i (2.61) âèïëèâà¹, ùî

γe(λ)Γ
e
0f̂λ,e = γ+(λ)Γ0f̂λ ⊕ 0 = fλ ⊕ 0 = fλ,e

M(λ)Γe
0f̂λ,e =M+(λ)Γ0f̂λ ⊕ i

2
P2Γ0f̂λ = Γ1f̂λ ⊕ i

2
P2Γ0f̂λ = Γe

1f̂λ,e.

Òàêèì ÷èíîì, ðiâíîñòi (2.76) ñïðàâåäëèâi äëÿ λ ∈ C+.

Íåõàé òåïåð λ ∈ C−. Òîäi â ñèëó (2.77) f̂λ,e = f̂λ ⊕ f̂λ,r, äå f̂λ = {fλ, λfλ} ∈ N̂λ(A), f̂λ,r =

{fλ,r, λfλ,r} ∈ N̂λ(Ar). Îñêiëüêè îïåðàòîðè Γe
0 � N̂λ(Ae) òà P1Γ0 � N̂λ(A) ¹ îáîðîòíèìè, òî ç (2.73)

âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð Γr � N̂λ(Ar) ¹ îáîðîòíèì i γr(λ)Γrf̂λ,r = fλ,r. Êðiì òîãî, â ñèëó (2.62) i (2.70)

ìà¹ìî Γ1f̂λ =M(λ)P1Γ0f̂λ, P2Γ0f̂λ = −iN−(λ)P1Γ0f̂λ. Çâiäñè çíàõîäèìî

Γe
0f̂λ,e = P1Γ0f̂λ ⊕ (P2Γ0f̂λ + Γrf̂λ,r) = P1Γ0f̂λ ⊕ (−iN−(λ)P1Γ0f̂λ + Γrf̂λ,r)

γe(λ)Γ
e
0f̂λ,e = γ−(λ)P1Γ0f̂λ ⊕ (iγr(λ)N−(λ)P1Γ0f̂λ + γr(λ)(−iN−(λ)P1Γ0f̂λ + Γrf̂λ,r)) = fλ ⊕ fλ,r = fλ,e

M(λ)Γe
0f̂λ,e =M(λ)P1Γ0f̂λ ⊕ (1

2
N−(λ)P1Γ0f̂λ − i

2
Γrf̂λ,r) = Γ1f̂λ ⊕ ( i

2
P2Γ0f̂λ − i

2
Γrf̂λ,r) = Γe

1f̂λ,e.

Öå äîâîäèòü ðiâíîñòi (2.76) äëÿ λ ∈ C−. �

Òâåðäæåííÿ 2.33. Íåõàé Π = {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗, A0 = ker Γ0, γ±(·) i
M±(·) � γ-ïîëÿ è ôóíêöi¨ Âåéëÿ òðiéêè Π, M(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (2.71). Òîäi:

(1) Ôóíêöi¨ γ±(·) ¹ ãîëîìîðôíèìè i ñïðàâåäëèâi òîòîæíîñòi

γ+(z) = γ+(λ) + (z − λ)(A0 − z)−1γ+(λ), z, λ ∈ C+ (2.78)

γ−(z) = γ−(λ) + (z − λ)(A∗
0 − z)−1γ−(λ), z, λ ∈ C− (2.79)

γ−(z)P1 = γ+(λ) + (z − λ)(A∗
0 − z)−1γ+(λ), λ ∈ C+, z ∈ C−. (2.80)
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Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ îïåðàòîð
√
2Imλ δ+(λ) ¹ içîìåòði¹þ ç H2 íà Nλ(A0) i

(z − λ)δ∗+(λ)δ+(z) = iIH2 , λ, z ∈ C+. (2.81)

(2) Ôóíêöi¨ M±(·) ¹ ãîëîìîðôíèìè è ñïðàâåäëèâi òîòîæíîñòi

M(z)−M∗(λ) = (z − λ) γ∗+(λ)γ+(z), z, λ ∈ C+ (2.82)

M(z)−M∗(λ) + iN∗
−(λ)N−(z) = (z − λ) γ∗−(λ)γ−(z), z, λ ∈ C− (2.83)

M+(z)−M∗
−(λ) = (z − λ) γ∗−(λ)γ+(z), z ∈ C+, λ ∈ C− (2.84)

Êðiì òîãî,

M∗
+(λ) =M−(λ), M∗(λ) =M(λ), N∗

+(λ) = N−(λ), λ ∈ C+. (2.85)

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé Πe = {H0,Γ
e
0,Γ

e
1} � çâè÷àéíà ãðàíè÷íà òðiéêà (2.73), (2.74) äëÿ A∗

e (äèâ.

ïîáóäîâè â òâåðäæåííi 2.32) é íåõàé A0,e(= A∗
0,e) = ker Γe

0. Òîäi A0 ⊂ A0,e i, îòæå,

(A0,e − λ)−1 =

(
(A0 − λ)−1 x1+(λ)

0 x2+(λ)

)
: H⊕ Hr → H⊕ Hr, λ ∈ C+ (2.86)

(A0,e − λ)−1 =

(
(A∗

0 − λ)−1 0

x1−(λ) x2−(λ)

)
: H⊕ Hr → H⊕ Hr, λ ∈ C− (2.87)

ç äåÿêèìè x1±(λ) i x2±(λ). Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð 1-ó òîòîæíiñòü â (2.59) äî γ-ïîëÿ γe(·) òðiéêè Πe òà

çâàæàþ÷è ïðè öüîìó íà (2.75) i (2.86), (2.87), îòðèìó¹ìî òîòîæíîñòi (2.78) � (2.80).

Äiëi, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.32 M(·) ¹ ôóíêöi¹þ Âåéëÿ äëÿ òðiéêè Πe. Çàñòîñîâóþ÷è äî M(·)
2-ó òîòîæíiñòü â (2.59) äëÿ z, λ ∈ C+ òà ïðèéìàþ÷è äî óâàãè (2.75) äëÿ γ-ïîëÿ γe(·), îòðèìó¹ìî
(2.81) i (2.82). Îñêiëüêè P1Γ0{γ+(λ)h, λγ+(λ)h} = P1h, òî â ñèëó (2.41) äëÿ êîæíîãî h ∈ H0 é λ ∈ C+

âiðíèìè ¹ åêâiâàëåíòíîñòi h ∈ H2 ⇔ {γ+(λ)h, λγ+(λ)h} ∈ N̂λ(A) ∩ A∗
0(= N̂λ(A0)) ⇔ γ+(λ)h ∈ Nλ(A0).

Òîìó δ+(λ)H2 = Nλ(A0), λ ∈ C+, i âíàñëiäîê (2.81)
√
2Imλ δ+(λ) ¹ içîìåòði¹þ H2 íà Nλ(A0).

Çàñòîñîâóþ÷è äî M(·) 2-ó òîòîæíiñòü â (2.59) äëÿ z, λ ∈ C−, ç îãëÿäó íà (2.75) áóäåìî ìàòè

M(z)−M∗(λ) = (z − λ)(γ∗−(λ)γ−(z) +N∗
−(λ)γ

∗
r (λ)γr(z)N−(z)), −iIHr = (z − λ)γ∗r (λ)γr(z).

Çâiäñè âèïëèâà¹ (2.83). Àíàëîãi÷íî, ôîðìóëà (2.84) ¹ íàñëiäêîì 2-¨ òîòîæíîñòi â (2.59), çàñòîñîâàíîãî

äî M(·) äëÿ z ∈ C+, λ ∈ C−. Íàñàìêiíåöü, (2.85) âèïëèâà¹ ç (2.84). �

Íàñëiäîê 2.34. Íåõàé Π = {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗, M±(·) � ôóíêöi¨ Âåéëÿ

òðiéêè Π. Òîäi ðiâíîñòi (2.69), (2.70) i (2.71) çàäàþòü îïåðàòîð-ôóíêöi¨ M(·) ∈ Ru[H1] i M(·) ∈
Ru[H0].

Çàóâàæåííÿ 2.35. Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî òîòîæíiñòü (2.82) ìîæíà çîáðàçèòè ó

âèãëÿäi

M+(z)−M∗
+(λ)P1 + iP2 = (z − λ) γ∗+(λ)γ+(z), z, λ ∈ C+, (2.88)

äå M+(z) ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê îïåðàòîð â H0.
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Çàóâàæåííÿ 2.36. Âàæëèâiñòü ñïiââiäíîøåíü (2.78) � (2.84) ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî çà ¨õ äîïîìîãè

ìîæíà äîâåñòè òàêå òâåðäæåííÿ: ÿêùî îïåðàòîð A ¹ ïðîñòèì, òî ôóíêöi¨ Âåéëÿ M±(·) ãðàíè÷íî¨
òðiéêè Π = {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} äëÿ A∗ âèçíà÷àþòü öþ òðiéêó (i, îòæå, îïåðàòîð A òà éîãî ðîçøèðåííÿ

A0 = ker Γ0) îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî óíèòàðíî¨ ýêâiâàëåíòíîñòi. Äëÿ çâè÷àéíèõ ãðàíè÷íèõ òðiéîê

öå òâåðäæåííÿ äîâåäåíî â [60, 61].

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî [62, Proposition 4.1].

Òâåðäæåííÿ 2.37. Íåõàé Π = {H0 ⊕ H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗, A0 = ker Γ0 é

γ±(·) òà M±(·) � âiäïîâiäíi γ-ïîëÿ òà ôóíêöi¨ Âåéëÿ. Êðiì òîãî, íåõàé H0 òà H1 ðîçêëàäåíî çà

ôîðìóëàìè H1 = Ĥ ⊕ Ḣ1, H0 = Ĥ ⊕ Ḣ0 (òàê ùî Ḣ0 = Ḣ1 ⊕H2) é áëî÷íi çàáðàæåííÿ îïåðàòîðiâ Γ0

òà Γ1 ¹

Γ0 = (Γ̂0, Γ̇0)
⊤ : A∗ → Ĥ ⊕ Ḣ0, Γ1 = (Γ̂1, Γ̇1)

⊤ : A∗ → Ĥ ⊕ Ḣ1.

Òîäi âiðíèìè ¹ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

(1) Ðiâíîñòi

Ã = {f̂ ∈ A∗ : Γ̂0f̂ = Γ̇0f̂ = Γ̇1f̂ = 0} = {f̂ ∈ A∗ : Γ0f̂ = 0, Γ1f̂ ∈ Ĥ}

òà Ã∗ = {f̂ ∈ A∗ : Γ̂0f̂ = 0} çàäàþòü ñèìåòðè÷íå ðîçøèðåííÿ Ã ∈ ExtA é âiäíîøåííÿ Ã∗,

ñïðÿæåíå äî Ã.

(2) Ñóêóïíiñòü Π̇ = {Ḣ0 ⊕ Ḣ1, Γ̇0 � Ã∗, Γ̇1 � Ã∗} ¹ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ äëÿ Ã∗; ïðè öüîìó Ȧ0(=

ker Γ̇0 � Ã∗) = A0.

(3) γ-ïîëÿ òà ôóíêöi¨ Âåéëÿ òðiéêè Π̇ çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

γ̇+(λ) = γ+(λ) � Ḣ0, Ṁ+(λ) = PH1,Ḣ1
M+(λ) � Ḣ0, λ ∈ C+,

γ̇−(λ) = γ−(λ) � Ḣ1, Ṁ−(λ) = PH0,Ḣ0
M−(λ) � Ḣ1, λ ∈ C−.

Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi äà¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìiæ ôóíêöiÿìè Âåéëÿ ðiçíèõ ãðàíè÷íèõ òðiéîê.

Òâåðäæåííÿ 2.38. Íåõàé çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.27 ãðàíè÷íi òðiéêè Π = {H0 ⊕ H1,Γ0,Γ1}
i Π̃ = {H̃0 ⊕ H̃1, Γ̃0, Γ̃1} ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì (2.45) é íåõàé M+(·) òà M̃+(·) � ôóíêöi¨ Âåéëÿ

òðiéîê Π òà Π̃ âiäïîâiäíî. Òîäi

M̃+(λ) = (X10 +X11M+(λ))(X00 +X01M+(λ))
−1, λ ∈ C+ (2.89)

Ä îâåäåííÿ. Ç (2.45) i (2.61) âèïëèâà¹, ùî

Γ̃0 � N̂λ(A) = (X00 +X01M+(λ))Γ0 � N̂λ(A), (2.90)

M̃+(λ)Γ̃0 � N̂λ(A) = (X10 +X11M+(λ))Γ0 � N̂λ(A), λ ∈ C+ (2.91)

Êðiì òîãî, çãiäíî ç ëåìîþ 2.30

Γ0N̂λ(A) = H0, Γ̃0N̂λ(A) = H̃0, λ ∈ C+. (2.92)
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Â ñèëó (2.90) i 2-¨ ðiâíîñòi â (2.92) ìà¹ìî (X00 + X01M+(λ))H0 = H̃0. Íåõàé äàëi h ∈ H0 é (X00 +

X01M+(λ))h = 0. Òîäi â ñèëó (2.90), (2.91) òà 1-¨ ðiâíîñòi â (2.92) (X10 + X11M+(λ))h = 0, çâiäêè

âèïëèâà¹, ùî X{h,M(λ)h} = 0. Îñêiëüêè kerX = {0}, òî h = 0 é, îòæå, ker (X00 +X01M+(λ)) = {0}.
Òîìó îïåðàòîð X00 +X01M+(λ) ¹ îáîðîòíèì i (2.89) âèïëèâà¹ ç (2.90), (2.91) i (2.92). �

Çàóâàæåííÿ 2.39. Äëÿ çâè÷àéíèõ ãðàíè÷íèõ òðiéîê Π = {H,Γ0,Γ1} i Π̃ = {H̃, Γ̃0, Γ̃1} òâåð-

äæåííÿ 2.38 äîâåäåíî â [61, 30].

2.4. Ïàðàìåòðèçàöiÿ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi â òåðìiíàõ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè äà¹òüñÿ ïàðàìåòðèçàöiÿ óñiõ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøè-

ðåíü Ã ∈ S̃elf(A) ñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ A.

Teoðåìà 2.40. Íåõàé Π = {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗, M+(·) � ôóíêöiÿ Âåéëÿ

òðiéêè Π, θ ∈ C̃(H0,H1) i Ãθ ∈ ExtA � âiäïîâiäíå ðîçøèðåííÿ âiäíîøåííÿ A. Òîäi äëÿ êîæíîãî

λ ∈ C+ ìà¹ ìiñöå åêâiâàëåíòíiñòü

λ ∈ ρ(Ãθ) ⇐⇒ (θ −M+(λ))
−1 ∈ [H1,H0] (2.93)

i ñïðàâåäëèâîþ ¹ íàñòóïíà ôîðìóëà äëÿ êàíîíè÷íèõ ðåçîëüâåíò:

(Ãθ − λ)−1 = (A0 − λ)−1 + γ+(λ)(θ −M+(λ))
−1γ∗−(λ), λ ∈ ρ(Ãθ) ∩ C+. (2.94)

Ä îâåäåííÿ. Åêâiâàëåíòíiñòü (2.93) äîâîäèòüñÿ òàê ñàìî, ÿê àíàëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü äëÿ çâè-

÷àéíî¨ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè â [30]. Äàëi, äëÿ g ∈ H i λ ∈ ρ(Ãθ) ∩ C+ ïîêëàäåìî

fλ := (Ãθ − λ)−1g − (A0 − λ)−1g, f̂λ := {fλ, λfλ} (2.95)

ĝθ := {(Ãθ − λ)−1g, g + λ(Ãθ − λ)−1g}, ĝ0 := {(A0 − λ)−1g, g + λ(A0 − λ)−1g},

òàê ùî ĝθ ∈ Ãθ, ĝ0 ∈ A0 i f̂λ = ĝθ − ĝ0 ∈ N̂λ(A). Òîäi

Γ0f̂λ = Γ0ĝθ, M+(λ)Γ0f̂λ = Γ1ĝθ − Γ1ĝ0. (2.96)

Çàñòîñîâóþ÷è òîòîæíiñòü Ãðiíà (2.33) äî ĝ0 é {γ−(λ)h, λγ−(λ)h} òà ïðèéìàþ÷è äî óâàãè ðiâíiñòü
P1Γ0{γ−(λ)h, λγ−(λ)h} = h, îòðèìó¹ìî (γ−(λ)h, g) = (h,Γ1ĝ0), h ∈ H1. Òîìó Γ1ĝ0 = γ∗−(λ)g i (2.96)

äà¹

{Γ0f̂λ,M+(λ)Γ0f̂λ + γ∗−(λ)g} = {Γ0ĝθ,Γ1ĝθ} ∈ θ.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî {Γ0f̂λ, γ
∗
−(λ)g} ∈ θ −M+(λ) i, îòæå, Γ0f̂λ = (θ −M+(λ))

−1γ∗−(λ)g. Òàêèì ÷èíîì,

fλ = γ+(λ)(θ −M+(λ))
−1γ∗−(λ)g, ùî ñóìiñíî ç (2.95) äà¹ (2.94). �

Teoðåìà 2.41. Íåõàé Π = {H0⊕H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗, M+(·) òà γ±(·) � ôóíêöiÿ
Âåéëÿ òà γ-ïîëÿ òðiéêè Π. Ïðèïóñòèìî, ùî H1 � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, H̃ := H⊕H1 é G0, G1 ∈ [H2

1,H1]

� îïåðàòîðè, çàäàíi ðiâíîñòÿìè G0ĥ1 = h1, G1ĥ1 = h′1, ĥ1 = {h1, h′1} ∈ H2
1. Òîäi:

(1) âiäíîøåííÿ A∗
H̃
, ñïðÿæåíå äî A â ïðîñòîði H̃, ìà¹ âèãëÿä A∗

H̃
= A∗ ⊕ H2

1;
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(2) ñóêóïíiñòü Π̃ = {(H0 ⊕ H1)⊕ (H1 ⊕ H1), Γ̃0, Γ̃1} ç îïåðàòîðàìè

Γ̃0 =

(
Γ0 0

0 G0

)
∈ [A∗ ⊕ H2

1,H0 ⊕ H1], Γ̃1 =

(
Γ1 0

0 G1

)
∈ [A∗ ⊕ H2

1,H1 ⊕ H1] (2.97)

¹ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ äëÿ A∗
H̃
; ïðè öüîìó

Ã0(= ker Γ̃0) = A0 ⊕ ({0} ⊕ H1) (2.98)

i γ-ïîëÿ òà ôóíêöiÿ Âåéëÿ òðiéêè Π̃ ìàþòü âèãëÿä

γ̃±(λ) = diag(γ±(λ), IH1), λ ∈ C±; M̃+(λ) = diag(M+(λ), λIH1), λ ∈ C+; (2.99)

(3) ÿêùî ðîçøèðåííÿ Ã = Ã∗ ∈ C̃(H̃) âiäíîøåííÿ A ïàðàìåòðèçó¹òüñÿ â òðiéöi Π̃ âiäíîøåííÿì

θ̃ ∈ Self(H0 ⊕ H1,H1 ⊕ H1) (òîáòî Ã = Ãθ̃) é ôóíêöiÿ τ ∈ R̃(H0,H1) çàäàíà ðiâíiñòþ (2.24), òî

(τ(λ) +M+(λ))
−1 ∈ [H1,H0] é

PH(Ã− λ)−1 � H = (A0 − λ)−1 − γ+(λ)(τ(λ) +M+(λ))
−1γ∗−(λ), λ ∈ C+. (2.100)

Ä îâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ (1) ¹ î÷åâèäíèì. Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà äà¹ òâåðäæåííÿ (2).

(3) Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (2.94) äëÿ òðiéêè Π̃ äî ðîçøèðåííÿ Ã = Ãθ̃ é ïðèéìàþ÷è äî óâàãè

(2.99), îòðèìó¹ìî ðiâíîñòi

PH(Ã− λ)−1 � H = (A0 − λ)−1 + γ+(λ)PH0(θ̃ − M̃+(λ))
−1 � H1 γ

∗
−(λ), λ ∈ C+. (2.101)

PH1(Ã− λ)−1 � H1 = PH1(θ̃ − M̃+(λ))
−1 � H1, λ ∈ C+ (2.102)

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.21 âiäíîøåííÿ θ̃ äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ (2.25), (2.26). Ç (2.26) âèïëèâà¹, ùî

(θ̃ − M̃+(λ))
−1 = K̃0

(
K̃1 − M̃+(λ)K̃0

)−1
, λ ∈ C+. (2.103)

Âíàñëiäîê (2.25) òà 2-¨ ðiâíîñòi â (2.99) ìà¹ìî

K̃1 − M̃+(λ)K̃0 =

(
N1 −M+(λ)K1 N2 −M+(λ)K2

N3 − λK3 N4 − λK4

)
. (2.104)

Ïîêëàäåìî

F (λ) := (N1 −M+(λ)K1)− (N2 −M+(λ)K2)(N4 − λK4)
−1(N3 − λK3) = K1(λ) +M+(λ)K0(λ),

äå K0(λ) òà K1(λ) � îïåðàòîð-ôóíêöi¨ (2.27) òà (2.28). Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó Ôðîáåíióñà äî ìàòðèöi

(2.104), îòðèìó¹ìî

(K̃1 − M̃+(λ)K̃0)
−1 =

(
F−1(λ) ∗

−(N4 − λK4)
−1(N3 − λK3)F

−1(λ) ∗

)
.

Çâiäñè òà ç ïåðøî¨ ðiâíîñòi â (2.25) âèïëèâà¹, ùî

PH0K̃0

(
K̃1 − M̃+(λ)K̃0

)−1 � H1 = K1F
−1(λ) +K2[−(N4 − λK4)

−1(N3 − λK3)F
−1(λ)] =

[K1 −K2(N4 − λK4)
−1(N3 − λK3)](K1(λ) +M+(λ)K0(λ))

−1 = −K0(λ)(K1(λ) +M+(λ)K0(λ))
−1.
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Êîìáiíóþ÷è öþ ôîðìóëó ç (2.103)òà (2.26), âèâîäèìî

PH0(θ̃ − M̃+(λ))
−1 � H1 = −(τ(λ) +M+(λ))

−1, λ ∈ C+. (2.105)

Çâiäñè òà ç (2.101) âèïëèâà¹ (2.100). � Ó íàñòóïíié òåîðåìi äîâîäèòüñÿ àíàëîã ôîðìóëè Ì.Ã.

Êðåéíà äëÿ óçàãàëüíåíèõ ðåçîëüâåíò ñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ ç äîâiëüíèìè (ìîæëèâî íåðiâíèìè)

iíäåêñàìè äåôåêòó.

Teoðåìà 2.42. Íåõàé H � ãèëüáåðòiâ ïðîñòið é A � ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ â H ç iíäåêñàìè

äåôåêòó n−(A) ≤ n+(A) ≤ ∞. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî Π = {H0 ⊕ H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà

äëÿ A∗, A0 = ker Γ0 é γ±(·) òà M+(·) � γ-ïîëÿ òà ôóíêöiÿ Âåéëÿ òðiéêè Π. Òîäi ðiâíiñòü (ôîðìóëà

äëÿ óçàãàëüíåíèõ ðåçîëüâåíò)

R(λ) = Rτ (λ) = (A0 − λ)−1 − γ+(λ)(τ(λ) +M+(λ))
−1γ∗−(λ), λ ∈ C+ (2.106)

âñòàíîâëþ¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü R(λ) = Rτ (λ) ìiæ ôóíêöiÿìè τ(·) ∈ R̃(H0,H1) òà óçàãàëü-

íåíèìè ðåçîëüâåíòàìè R(λ) âiäíîøåííÿ A. Êðiì òîãî, Rτ (λ) ¹ êàíîíè÷íîþ ðåçîëüâåíòîþ òîäi é

òiëüêè òîëi, êîëè τ(·) ∈ R̃0(H0,H1).

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé R(λ) = PH(Ã − λ)−1 � H, λ ∈ C+, � óçàãàëüíåíà ðåçîëüâåíòà âiäíîøåííÿ A,

ïîðîäæåíà ðîçøèðåííÿì Ã = Ã∗ ⊃ A â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H̃ ⊃ H. Òîäi çà òåîðåìîþ 2.41 iñíó¹

ôóíêöiÿ τ(·) ∈ R̃(H0,H1), òàêà ùî ìà¹ ìiñöå (2.106). �äíiñòü òàêî¨ ôóíêöi¨ τ(·) âèïëèâà¹ ç (2.106) òà
îáîðîòíîñòi îïåðàòîðiâ γ+(λ) ∈ [H0,Nλ(A)] òà γ∗−(λ) ∈ [H1,Nλ(A)].

Çâîîðîòíî, íåõàé τ(·) ∈ R̃(H0,H1). Òîäi çà òåîðåìîþ 2.21 iñíó¹ ãiëáåðòiâ ïðîñòið H1 òà âiäíî-

øåíííÿ θ̃ ∈ Self(H0 ⊕ H1,H1 ⊕ H1), òàêå ùî ìà¹ ìiñöå (2.24). Ïîêëàäåìî H̃ := H ⊕ H1 òà íåõàé

Π̃ = {(H0⊕H1)⊕ (H1⊕H1), Γ̃0, Γ̃1} � ãðàíè÷íà òðiéêà (2.97) äëÿ Ã∗
H̃
. Òîäi ðiâíiñòü Ã = Ãθ̃ (äëÿ òðiéêè

Π̃) çàäà¹ ðîçøèðåííÿ Ã = Ã∗ ∈ C̃(H̃) âiäíîøåííÿ A i çà òåîðåìîþ 2.41, (3) ïðàâà ÷àñòèíà â (2.106)

äîðiâíþ¹ PH(Ã− λ)−1 � H. Òàêèì ÷èíîì, ðiâíiñòü (2.106) çàäà¹ óçàãàëüíåíó ðåçîëüâåíòó âiäíîøåííÿ

A. Íàðåøòi, îñòàíí¹ òâåðæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 2.24, (5) òà ôîðìóëè (2.94). �

Íàñëiäîê 2.43. ßêùî τ(·) ∈ R̃(H0,H1) çàäàíî îïåðàòîðíîþ ïàðîþ (2.20), (2.21), òî

(C0(λ)− C1(λ)M+(λ))
−1 ∈ [K,H0] i ôîðìóëó (2.106) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

R(λ) = Rτ (λ) = (A0 − λ)−1 + γ+(λ)(C0(λ)− C1(λ)M+(λ))
−1C1(λ)γ

∗
−(λ), λ ∈ C+. (2.107)

Ä îâåäåííÿ. Îñêiëüêè (τ(λ) +M+(λ))
−1 ∈ [H1,H0], òî çãiäíî ç [94, ëåìà 2.1]

(C0(λ)− C1(λ)M+(λ))
−1 ∈ [K,H0] i

−(τ(λ) +M+(λ))
−1 = (C0(λ)− C1(λ)M+(λ))

−1C1(λ), λ ∈ C+. (2.108)

Çâiäñè òà ç (2.106) âèïëèâà¹ (2.107). �
Â íàñòóïíié òåîðåìi, äîâåäåííÿ ÿêî¨ áàçó¹òüñÿ íà ôîðìóëàõ (2.94) òà (2.106) , äà¹òüñÿ îïèñ

óçàãàëüíåíèõ ðåçîëüâåíò ó ôîðìi À.Â. Øòðàóñà [47, 50, 67].
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Teoðåìà 2.44. Çà óìîâ òåîðåìè 2.42 ôîðìóëà

R(λ) = (Ã(λ)− λ)−1, λ ∈ C \ R (2.109)

çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óçàãàëüíåíèìè ðåçîëüâåíòàìè R(λ) âiäíîøåííÿ A òà ôóíêöiÿ-

ìè Ã(·) : C \ R → ExtA, òàêèìè ùî −Ã(·) ∈ R̃(H). Ïðè öüîìó çâ'ÿçîê ìiæ ôîðìóëàìè (2.106) òà

(2.109) çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ τ(λ) = −ΓÃ(λ) = {{Γ0f̂ ,−Γ1f̂} : f̂ ∈ Ã(λ)}, òàê ùî Ã(λ) = Ã−τ(λ) ç

τ(λ) ∈ R̃(H0,H1), λ ∈ C+.

Ä îâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî F := A∗ ⊖ A, òàê ùî A∗ = A⊕ F . Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ Ã(·) : C+ → ExtA

ìà¹ìî Ã(λ) = A ⊕ Â(λ), äå Â(λ) = Ã(λ) ∩ F . Òîìó ôóíöêiÿ Ã(·) ¹ ãîëîìîðôíîþ â C+ òîäi é òiëü-

êè òîäi, êîëè òàêîþ æ ¹ ôóíêöiÿ Â(·). Íåõàé τ(·) : C+ → C̃(H0,H1) � ôóíêöiÿ, çàäàíà ðiâíiñòþ

τ(λ) = −ΓÃ(λ), λ ∈ C+. Îñêiëüêè τ(λ) = −(Γ � F )Â(λ) i îïåðàòîð Γ � F ¹ içîìîðôiçìîì F íà

H0 ⊕H1, ôóíêöiÿ τ(·) ¹ ãîëîìîðôíîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè òàêîþ æ ¹ ôóíêöiÿ Â(·) i, îòæå, Ã(·).
Òîìó â ñèëó òâåðäæåííÿ 2.24, (5) ðiâíîñòi Ã(λ) = Ã−τ(λ), λ ∈ C+, é Ã(λ) = Ã∗(λ), λ ∈ C−, çàäà-

þòü ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ôóíêöiÿìè Ã(·), ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì òåîðåìè, òà ôóíêöiÿìè

τ(·) ∈ R̃(H0,H1). Òåïåð òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç ôîðìóëè äëÿ êàíîíè÷íèõ ðåçîëüâåíò (2.94),

çàñòîñîâàíî¨ äî Ã−τ(λ), òà òåîðåìè 2.42. �
Íàñòóïíèé íàñëiäîê âèïëèâà¹ áåñïîñåðåäíüî ç òåîðåìè 2.44.

Íàñëiäîê 2.45. Íåõàé âèêîíàíî óìîâè òåîðåìè 2.42. ßêùî τ ∈ R̃(H0,H1) ¹ ãîëîìîðôíîþ ïàðîþ

(2.20), òî äëÿ êîæíîãî g ∈ H é λ ∈ C+ àáñòðàêòíà ãðàíè÷íà çàäà÷à

{f, λf + g} ∈ A∗ (2.110)

C0(λ)Γ0{f, λf + g} − C1(λ)Γ1{f, λf + g} = 0, λ ∈ C+ (2.111)

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê f = f(g, λ) é ðiâíiñòü R(λ)g := f(g, λ) çàäà¹ óçàãàëüíåíó ðåçîëüâåíòó R(λ) =

Rτ (λ) âiäíîøåííÿ A, ÿêà äîïóñêà¹ òàêîæ çîáðàæåííÿ (2.107). Çâîðîòíî, äëÿ êîæíî¨ óçàãàëüíåíî¨

ðåçîëüâåíòè R(λ) âiäíîøåííÿ A iñíó¹ ¹äèíà ïàðà τ ∈ R̃(H0,H1) âèãëÿäó (2.20), òàêà ùî R(λ) =

Rτ (λ) (òîáòî, R(λ) çàäà¹òüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.110), (2.111)). Êðiì òîãî, Rτ (λ) ¹ êàíîíè÷íîþ

ðåçîëüâåíòîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè τ(λ) ≡ θ ∈ R̃0(H0,H1) ¹ îïåðàòîðíîþ ïàðîþ (2.23). Ó öüîìó

âèïàäêó Rτ (λ) = (Ãθ − λ)−1, λ ∈ C+, äå Ãθ � ñàìîñïðÿæåíå ðîçøèðåííÿ âiäíîøåííÿ A, çàäàíå

ãðàíè÷íîþ óìîâîþ

Ãθ = {f̂ ∈ A∗ : C0Γ0f̂ − C1Γ1f̂ = 0}.

Çàóâàæåííÿ 2.46. Ç íàñëiäêiâ 2.43 òà 2.45 âèïëèâà¹, ùî ôîðìóëà äëÿ ðåçîëüâåíò (2.107), à

òàêîæ ãðàíè÷íà çàäà÷à (2.110), (2.111), çàäàþòü ïàðàìåòðèçàöiþ

R(λ) = Rτ (λ) = PH(Ãτ − λ)−1 � H, λ ∈ C \ R, (2.112)

óñiõ óçàãàëüíåíèõ ðåçîëüâåíò R(λ) i, îòæå, óñiõ (H-ìiíiìàëüíèõ) ðîçøèðåíü Ã = Ãτ ∈ S̃elf(A) âiäíî-

øåííÿ A çà äîïîìîãè àáñòðàêòíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ = {C0(λ), C1(λ)} ∈ R̃(H0,H1).

Íàøåþ íàñòóïíîþ ìåòîþ ¹ õàðàêòåðèçàöiÿ â òåðìiíàõ ïàðìåòðà τ ðîçøèðåíü Ãτ ∈ Self0(A).
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Òâåðäæåííÿ 2.47. Ïðèïóñòèìî, ùî Π = {H0⊕H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗ éM+(λ) =

(M(λ), N+(λ)) � ôóíêöiÿ Âåéëÿ òðiéêè Π. Òîäi:

(1) Òðiéêà Π̂ = {H0 ⊕H1, Γ̂0, Γ̂1}, â ÿêié

Γ̂0f̂ = −Γ1f̂ + P2Γ0f̂ , Γ̂1f̂ = P1Γ0f̂ , f̂ ∈ A∗, (2.113)

¹ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ äëÿ A∗, òàêîþ ùî Â0(= ker Γ̂0) = A1.

(2) ßêùî ôóíêöiÿ τ ∈ R̃(H0,H1) çàäàíà ó âèãëÿäi (2.20), (2.21) é Ã = Ãτ ∈ S̃elf(A) (äèâ. çàóâà-

æåííÿ 2.46), òî äëÿ òðiéêè Π̂ Ã = Ãτ̂ , äå τ̂(·) ∈ R̃(H0,H1) çàäàíî ðiâíîñòÿìè

τ̂(λ) = {Ĉ0(λ), Ĉ1(λ)}, λ ∈ C+ (2.114)

Ĉ0(λ) = (C1(λ), C02(λ)) : H1 ⊕H2 → H0, Ĉ1(λ) = −C01(λ), λ ∈ C+ (2.115)

(3) Ôóíêöiÿ Âåéëÿ M̂+(·) òðiéêè Π̂ ìà¹ âèãëÿä

M̂+(λ) = P1(P2 −M+(λ))
−1, λ ∈ C+, (2.116)

äå M+(λ) ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê îïåðàòîð â H0.

Ä îâåäåííÿ. (1) Íåõàé

X =

(
X00 X01

X10 X11

)
=

(
P2 −IH1

P1 0

)
: H0 ⊕H1 → H0 ⊕H1. (2.117)

Òîäi X∗JX = J, XJX∗ = J i ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (2.45) ç îïåðàòîðàìè Γ̃j = Γ̂j. Òîìó â ñèëó

òâåðäæåííÿ 2.27 Π̂ ¹ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ äëÿ A∗. Êðiì òîãî, ðiâíiñòü Â0 = A1 âèïëèâà¹ ç (2.113) òà

(2.36).

(2) Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî

Ĉ0(λ)Γ̂0 − Ĉ1(λ)Γ̂1 = C0(λ)Γ0 − C1(λ)Γ1, λ ∈ C+.

Çâiäñè òà ç íàñëiäêó 2.45 âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ (2).

(3) Çàñòîñîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 2.38 äî òðiéîê Π òà Π̂, îòðèìó¹ìî (2.116). �
Íàñòóïíà òåîðåìà áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç [85, 88, 30].

Teoðåìà 2.48. Íåõàé A ∈ C̃(H) � ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ ç ðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó n+(A) =

n−(A), Π = {H,Γ0,Γ1} � çâè÷àéíà ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗, A0(= A∗
0) = ker Γ0 é M(·) � ôóíêöiÿ Âåé-

ëÿ òðiéêè Π. Òîäi:

(1) Ðiâíiñòü mulA0 = mulA ¹ âiðíîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

DM(= s− lim
y→∞

1
iy
M(iy)) = 0. (2.118)

(2) Ðiâíiñòü mulA = mulA∗ âèêîíó¹òüñÿ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ìà¹ ìiñöå (2.118) é

lim
y→∞

y Im(M(iy)h, h) = +∞, h ∈ H, h ̸= 0. (2.119)
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Â íàñòóïíié òåîðåìi äà¹òüñÿ óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè 2.48 íà âèïàäîê n−(A) ≤ n+(A).

Teoðåìà 2.49. Íåõàé A ∈ C̃(H) � ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ ç iíäåêñàìè äåôåêòó n−(A) ≤ n+(A),

Π = {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗, A0 � ìàêñèìàëüíå ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ (2.36)

é M+(·) � ôóíêöiÿ Âåéëÿ òðiéêè Π. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî M(·)(∈ R[H1]) é M(·)(∈ R[H0]) �

îïåðàòîð ôóíêöi¨, çàäàíi ðiâíîñòÿìè (2.69), (2.70) òà (2.71). Òîäi:

(1) Ðiâíiñòü mulA0 = mulA ¹ âiðíîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ (2.118).

(2) Ðiâíiñòü mulA = mulA∗ ìà¹ ìiñöå òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ (2.118) é

lim
y→∞

y Im(M(iy)h0, h0) = +∞, h0 ∈ H0, h0 ̸= 0. (2.120)

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé Hr, He, Ar, Ae � òi æ ñàìi îá'¹êòè, ùî i â òâåðäæåííi 2.32, é íåõàé Πe =

{H0,Γ
e
0,Γ

e
1} � ãðàíè÷íà òðiéêà (2.73), (2.74) äëÿ A∗

e. ÒîäimulAr = mulA∗
r = {0} i çãiäíî ç òâåðäæåííÿì

2.12, (2) mulA0 = mulA∗
0. Çâiäñè âèïëèâàþòü ðiâíîñòi

mulAe = mulA, mulA∗
e = mulA∗, mul (A0 ⊕ Ar) = mul (A0 ⊕ Ar)

∗(= mulA0). (2.121)

Íåõàé A0,e = ker Γe
0. Òîäi A0 ⊕ Ar ⊂ A0,e i âíàñëiäîê îñòàííüî¨ ðiâíîñòi â (2.121) òà òâåðäæåííÿ 2.12,

(1) mulA0,e = mul (A0 ⊕Ar) = mulA0. Çâiäñè òà ç ïåðøî¨ ðiâíîñòi â (2.121) âèïëèâà¹ åêâiâàëåíòíiñòü

mulA = mulA0 ⇐⇒ mulAe = mulA0,e. (2.122)

Îñêiëüêè çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.32, (2) ôóíêöiÿ Âåéëÿ òðiéêè Πe çáiãàåòüñÿ çM(·), òî çàñòîñóâàííÿ
òåîðåìè 2.48, (1) äî Πe äà¹

mulAe = mulA0,e ⇐⇒ DM = 0. (2.123)

Êðiì òîãî, â ñèëó òâåðäæåííÿ 2.3 ìà¹ìî DM = 0 ⇐⇒ DM = 0. Êîìáiíóþ÷è öþ åêâiâàëåíòíiñòü ç

(2.122) òà (2.123), ïðèõîäèìî äî òâåðäæåííÿ (1).

Äàëi, ç îãëÿäó íà (2.121) mulA = mulA∗ ⇐⇒ mulAe = mulA∗
e. Çâiäñè òà ç òåîðåìè 2.48, (2),

çàñòîñîâàíî¨ äî òðiéêè Πe, âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ (2). �

Çàóâàæåííÿ 2.50. (1) ßêùî çà óìîâ òåîðåìè 2.49 A ¹ îïåðàòîðîì (òîáòî mulA = {0}), òî
òâåðäæåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ìîæíà çôîðìóëþâàòè â íàñòóïíîìó âèãëÿäi: (a) A0 ¹ îïåðàòîðîì òîäi é

òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ (2.118); (b) A ¹ ùiëüíî âèçíà÷åíèì îïåðàòîðîì òîäi é òiëüêè òîäi,

êîëè âèêîíóþòüñÿ (2.118) òà (2.120).

(2) Ç îãëÿäó íà (2.71) óìîâó (2.120) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

lim
y→+∞

y
(
Im(M+(iy)h0, h0)H0 +

1
2
||P2h0||2

)
= +∞, h0 ∈ H0, h0 ̸= 0.

Teoðåìà 2.51. Ïðèïóñòèìî, ùî n+(A) = n−(A), Π = {H0 ⊕ H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà

äëÿ A∗, M+(·) � ôóíêöiÿ Âåéëÿ òðiéêè Π òà A0 ∈ ExtA � ðîçøèðåííÿ (2.36). Êðiì òîãî, íåõàé

θ ∈ Self(H0,H1), Ãθ ∈ Self(A) � âiäïîâiäíå ðîçøèðåííÿ âiäíîøåííÿ A é

Φθ(λ) := P1(θ −M+(λ))
−1, λ ∈ C+.

Òîäi Φθ(·) ∈ R[H1] i ñïðàâåäëèâà åêâiâàëåíòíiñòü

mul Ãθ ⊂ mulA0 ⇐⇒ DΦθ
(= s− lim

y→+∞
1
iy
P1(θ −M+(iy))

−1) = 0. (2.124)
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Ä îâåäåííÿ. Çãiäíî ç [97, Proposition 3.6] âiäíîøåííÿ θ äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ θ = {C0, C1} ç

îïåðàòîðàìè C0 = (C01, C02) : H1 ⊕H2 → H1 é C1 ∈ [H1], ùî çàäîâiëüíÿþòü ðiâíîñòÿì

−C1C
∗
01 + C01C

∗
1 + iC02C

∗
02 = 0, C1C

∗
1 + C01C

∗
01 + C02C

∗
02 = IH1 , (2.125)

C∗
1C01 − C∗

01C1 = 0, C∗
1C1 + C∗

01C01 = IH1 , 2C∗
02C02 = IH2 , (C∗

01 − iC∗
1)C02 = 0. (2.126)

Âèêîðèñòîâóþ÷è òàêå çîáðàæåííÿ θ, ââåäåìî îïåðàòîð

X =

(
X00 X01

X10 X11

)
:=

(
C01 C02 C1

−C1 iC02 C01

)
: (

H0︷ ︸︸ ︷
H1 ⊕H2 )⊕H1 → H1 ⊕H1. (2.127)

Íåõàé Γ̃j : A
∗ → H1, j ∈ {0, 1}, � âiäîáðàæåííÿ (2.45), òîáòî

Γ̃0 = C0Γ0 + C1Γ1, Γ̃1 = (−C1P1 + iC02P2)Γ0 + C01Γ1. (2.128)

Òîäi Π̃ = {H1, Γ̃0, Γ̃1} � çâè÷àéíà ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗. Äiéñíî, çà öèõ óìîâ îïåðàòîðè (2.44)

äîïóñêàþòü çîáðàæåííÿ (2.55) òà

J̃ =

(
0 −IH1

IH1 0

)
: H1 ⊕H1 → H1 ⊕H1

i áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ç óðàõóâàííÿì (2.125), (2.126) äà¹ ðiâíîñòi X∗J̃X = J òà XJX∗ = J̃ äëÿ

îïåðàòîðà (2.127). Çâiäñè òà ç òâåðäæåííÿ 2.27 âèïëèâà¹ ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ ïðî òðiéêó Π̃.

Çãiäíî ç (2.35) òà (2.128) ìà¹ìî Ã0(= ker Γ̃0) = Ãθ. Êðiì òîãî, â ñèëó (2.127) òà òâåðäæåííÿ 2.38

ôóíêöi¹þ Âåéëÿ òðiéêè Π̃ ¹

M̃(λ) = (−C1P1 + iC02P2 + C01M+(λ))(C0 + C1M+(λ))
−1, λ ∈ C+. (2.129)

Îñêiëüêè θ = θ×, òî â ñèëó [97, Proposition 3.1]

θ = {{−(C∗
1 + iC∗

02)h1, C
∗
01h1} : h1 ∈ H1}.

é çãiäíî ç [94, Lemma 2.1 ]

(θ −M+(λ))
−1 = −(C0 + C1M+(λ))

−1C1 = −(C∗
1 + iC∗

02)(C
∗
01 +M+(λ)(C

∗
1 + iC∗

02))
−1. (2.130)

Çâàæàþ÷è íà (2.129), (2.130) òà (2.125) áåçïîñåðåäíiì ïiäðàõóíêîì îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

B + C∗
1M̃(λ)C1 = Φθ(λ)(= P1(θ −M+(λ))

−1), λ ∈ C+. (2.131)

Â (2.131) B = −C∗
1C01, òàê ùî âíàñëiäîê 1-¨ ðiâíîñòi â (2.126) B = B∗.

Ïðèïóñòèìî, äàëi, ùî Ã � ñèìåòðè÷íå ðîçøèðåííÿ A, çàäàíå ðiíiñòþ

Ã = Ãθ ∩ A0 = {f̂ ∈ A∗ : Γ0f̂ = 0 i C1Γ1f̂ = 0}. (2.132)

Íåõàé Ḣ = ranC1 é Ĥ = kerC∗
1 , òàê ùî H1 = Ĥ ⊕ Ḣ. Äîâåäåìî ðiâíiñòü

Ã = {f̂ ∈ A∗ : Γ̃0f̂ = 0 i Γ̃1f̂ ∈ Ĥ}. (2.133)
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Íåõàé f̂ ∈ Ã, òàê ùî Γ0f̂ = 0 é C1Γ1f̂ = 0. Òîäi ç îãëÿäó íà (2.128) Γ̃0f̂ = 0, Γ̃1f̂ = C01Γ1f̂ i â ñèëó

1-¨ ðiâíîñòi â (2.126)

C∗
1 Γ̃1f̂ = C∗

1C01Γ1f̂ = C∗
01C1Γ1f̂ = 0.

Öüîìó Γ̃1f̂ ∈ Ĥ. Çâîðîòíî, íåõàé f̂ ∈ A∗ i Γ̃0f̂ = 0, Γ̃1f̂ ∈ Ĥ. Òîäi C∗
1 Γ̃1f̂ = 0 i ïåðøà ðiâíiñòü â (2.125)

äà¹ C∗
02Γ̃1f̂ = 0. Öüîìó â ñèëó (2.125)

C1C
∗
01Γ̃1f̂ = 0, C01C

∗
01Γ̃1f̂ = Γ̃1f̂ . (2.134)

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ (Γ0,Γ1)
⊤ ñþð'¹êòèâíå, iñíó¹ ĝ ∈ A∗, òàêå ùî Γ0ĝ = 0 é Γ1ĝ = C∗

01Γ̃1f̂ . Ç 1-¨

ðiâíîñòi â (2.134) âèïëèâà¹, ùî C1Γ1ĝ = 0 i, îòæå, ĝ ∈ Ã. Êðiì òîãî, âíàñëiäîê (2.128) òà 2-¨ ðiâíîñòi â

(2.134) ìà¹ìî Γ̃0ĝ = 0 = Γ̃0f̂ òà Γ̃1ĝ = C01Γ1ĝ = C01C
∗
01Γ̃1f̂ = Γ̃1f̂ . Òîìó f̂ = ĝ+ φ̂ ç äåÿêèì φ̂ ∈ A ⊂ Ã

i, îòæå, f̂ ∈ Ã. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ (2.133).

Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð òâåðäæåííÿ 2.37 äî ãðàíè÷íî¨ òðiéêè Π̃ = {H1, Γ̃0, Γ̃1} äëÿ A∗ òà ðîçêëàäó

H1 = Ĥ ⊕ Ḣ, îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿi: iñíó¹ çâè÷àéíà ãðàíè÷íà òðiéêà Π̇ = {Ḣ, Γ̇0, Γ̇1} äëÿ Ã∗,

òàêà ùî ker Γ̇0 = ker Γ̃0 = Ãθ é âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ Âåéëÿ Ṁ(·) ¹

Ṁ(λ) = PḢM̃(λ) � Ḣ, λ ∈ C \ R. (2.135)

Êðiì òîãî, çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 2.48 äî ñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ Ã òà ãðàíè÷íî¨ òðiéêè Π̇ äëÿ Ã∗

äà¹ åêâiâàëåíòíiñòü

mul Ãθ = mul Ã ⇐⇒ DṀ(= s− lim
y→∞

1
iy
Ṁ(iy)) = 0. (2.136)

Ç îãëÿäó íà (2.135) òà ðiâíiñòü ranC1 = Ḣ ôîðìóëó (2.131) ìîæíà çàïèñàòè ÿê Φθ(λ) = B+C∗
1Ṁ(λ)C1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Φθ(·) ∈ R[H1] é

DṀ = 0 ⇐⇒ DΦθ
= 0 (2.137)

Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî â ñèëó (2.132) mul Ã = mul Ãθ ∩ mulA0 i, îòæå, ðiâíiñòü mul Ãθ = mul Ã

åêâiâàëåíòíà âêëþ÷åííþ mul Ãθ ⊂ mulA0. Êîìáiíóþ÷è öå òâåðäæåííÿ ç (2.136) òà (2.137), îòðèìó¹ìî

ïîòðiáíó åêâiâàëåíòíiñòü (2.124). �
Â íàñòóïíié òåîðåìi òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2.51 ïîøèðþ¹òüñÿ íà ðîçøèðåííÿ ç âèõîäîì ó øèðøèé

ïðîñòið.

Teoðåìà 2.52. Íåõàé A ∈ C̃(H) � ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ ç iíäåêñàìè äåôåêòó n−(A) ≤ n+(A),

Π = {H0⊕H1,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗, A0 ∈ ExtA � ìàêñèìàëüíå ñèìåòðè÷íå ðîçøèðåííÿ

(2.36) òà M+(·) � ôóíêöiÿ Âåéëÿ òðiéêè Π. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî τ ∈ R̃(H0,H1) � îïåðàòîðíà

ïàðà (2.20) é Ãτ ∈ C̃(H̃) � âiäïîâiäíå ñàìîñïðÿæåíå ðîçøèðåííÿ âiäíîøåííÿ A ç âèõîäîì â øèðøèé

ïðîñòið H̃ ⊃ H (äèâ. çàóâàæåííÿ 2.46). Òîäi:

(1) Ðiâíiñòü

Φτ (λ) := −P1(τ(λ) +M+(λ))
−1 = P1(C0(λ)− C1(λ)M+(λ))

−1C1(λ), λ ∈ C+ (2.138)

çàäàþòü îïåðàòîð-ôóíêöiþ Φτ (·) ∈ R[H1]. Òîìó iñíó¹ ñèëüíà ãðàíèöÿ

Dτ := DΦτ = s− lim
y→+∞

1
iy
P1(C0(iy)− C1(iy)M+(iy))

−1C1(iy) (2.139)



49

(2) ßêùî ïðîñòið H̃ ðîçêëàäåíî ÿê H̃ = H⊕ H1 (ç H1 := H̃⊖ H), òî âiðíîþ ¹ åêâiâàëåíòíiñòü

mul Ãτ ⊂ mulA0 ⊕ H1 ⇐⇒ Dτ = 0 (2.140)

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé Π̃ = {(H0 ⊕ H1) ⊕ (H1 ⊕ H1), Γ̃0, Γ̃1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗
H̃
ç òåîðåìè

2.41 i M̃+(λ) � ôóíêöiÿ Âåéëÿ òðiéêè Π̃. Ïðèïóñòèìî, ùî ðîçøèðåííÿ Ã = Ãτ ïàðàìåòðèçó¹òüñÿ â

òðiéöi Π̃ ÿê Ã = Ãθ̃ ç äåÿêèì θ̃ ∈ Self(H0 ⊕ H1,H1 ⊕ H1). Òîäi âíàñëiäîê (2.105) òà (2.138) ìà¹ìî

PH1(θ̃ − M̃+(λ))
−1 � H1 = Φτ (λ), λ ∈ C+. Çâiäñè òà ç (2.102) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+

Φθ̃(λ) := PH1⊕H1(θ̃ − M̃+(λ))
−1 =

(
Φτ (λ) ∗
∗ PH1(Ãτ − λ)−1 � H1

)
: H1 ⊕ H1 → H1 ⊕ H1. (2.141)

(åëåìåíòè * íå ìàþòü çíà÷åííÿ). Îñêiëüêè Φθ̃(·) ∈ R[H1 ⊕ H1], òî âíàñëiäîê (2.141) Φτ (·) ∈ R[H1].

Êðiì òîãî, êîìáiíóþ÷è (2.141) ç âiäîìîþ ðiâíiñòþ s− lim
y→+∞

1
iy
PH1(Ã

τ − iy)−1 � H1 = 0 òà ïðèéìàþ÷è

äî óâàãè òâåðäæåííÿ 2.3, îòðèìó¹ìî åêâiâàëåíòíiñòü

DΦ
θ̃
= 0 ⇐⇒ Dτ (= DΦτ ) = 0. (2.142)

Êðiì òîãî, â ñèëó (2.98) mul Ã0 = mulA0 ⊕ H1 i çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 2.51 äî ãðàíè÷íî¨ òðiéêè Π̃ òà

ðîçøèðåííÿ Ã = Ãτ = Aθ̃ äà¹

mul Ãτ ⊂ mulA0 ⊕ H1 ⇐⇒ DΦ
θ̃
= 0. (2.143)

Ïîðiâíþþ÷è òåïåð (2.142) ç (2.143), îòðèìó¹ìî åêâiâàëåíòíiñòü (2.140). �
Â íàñòóïíié òåîðåìi â òåðìiíàõ àáñòðàêòíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ îïèñóþòüñÿ ñàìîñïðÿæåíi

ðîçøèðåííÿ Ãτ âiäíîøåííÿ A, ùî íàëåæàòü äî êëàñó S̃elf0(A).

Teoðåìà 2.53. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè 2.52. Òîäi:

(1) Ðiâíiñòü

Φ̂τ (λ) =M+(λ)(C0(λ)− C1(λ)M+(λ))
−1C0(λ) � H1, λ ∈ C+ (2.144)

çàäà¹ îïåðàòîð-ôóíêöiþ Φ̂τ (·) ∈ R[H1]. Òîìó iñíó¹ ñèëüíà ãðàíèöÿ

D̂τ := DΦ̂τ
= s− lim

y→+∞
1
iy
M+(iy)(C0(iy)− C1(iy)M+(iy))

−1C0(iy) � H1 (2.145)

(2) Ðîçøèðåííÿ Ãτ ∈ S̃elf(A) íàëåæèòü äî êëàñó S̃elf0(A) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè Dτ = D̂τ = 0

(òóò Dτ � ãðàíèöÿ (2.139)).

(3) ßêùî, êðiì òîãî, mulA0 = mulA, òî

Ãτ ∈ S̃elf0(A) ⇐⇒ Dτ = 0 (2.146)

(4) ßêùî mulA1 = mulA, òî

Ãτ ∈ S̃elf0(A) ⇐⇒ D̂τ = 0 (2.147)
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Ä îâåäåííÿ. Íåõàé Π̂ = {H0 ⊕H1, Γ̂0, Γ̂1} � ãðàíè÷íà òðiéêà (2.113) äëÿ A∗. Çàñòîñîâóþ÷è äî öi¹¨

òðiéêè òåîðåìó 2.52 òà ïðèéìàþ÷è äî óâàãè òâåðäæåííÿ 2.47, îòðèìó¹ìî íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

(T1) Ðiâíiñòü

Φ̂τ (λ) := P1(Ĉ0(λ)− Ĉ1(λ)M̂+(λ))
−1Ĉ1(λ), λ ∈ C+, (2.148)

â ÿêié Ĉj(λ), j ∈ {0, 1}, òà M̂+(λ) � îïåðàòîð-ôóíêöi¨ (2.115) òà (2.116), çàäà¹ îïåðàòîð-ôóíêöiþ

Φ̂τ (·) ∈ R[H1]. Òîìó iñíó¹ ñèëüíà ãðàíèöÿ D̂τ := s− lim
y→+∞

1
iy
Φ̂τ (iy).

(T2) ßêùî ïðîñòið H̃ ðîçêëàäåíî ÿê H̃ = H⊕ H1, òî

mul Ãτ ⊂ mulA1 ⊕ H1 ⇐⇒ D̂τ = 0. (2.149)

Ç (2.148) âèïëèâà¹, ùî

Φ̂τ (λ) = −P1

(
C1(λ)P1 + C02(λ)P2 + C01(λ)P1(P2 −M+(λ))

−1
)−1

C01(λ) =

−P1(P2 −M+(λ))
(
(C1(λ)P1 + C02(λ)P2)(P2 −M+(λ)) + C01(λ)P1

)−1
C01(λ) =

M+(λ)(C02(λ)P2 − C1(λ)M+(λ) + C01(λ)P1)
−1C01(λ) =M+(λ)(C0(λ)− C1(λ)M+(λ))

−1C0(λ) � H1.

Òîìó Φ̂τ (λ) äîïóñêà¹ çîáðàæàåííÿ (2.144) é òâåðäæåííÿ (Ò1) äà¹ òâåðäæåííÿ (1) òåîðåìè. Äàëi,

âíàñëiäîê (2.140) òà (2.149) âiðíîþ ¹ åêâiâàëåíòíiñòü

mul Ãτ ⊂ (mulA0 ⊕ H1) ∩ (mulA1 ⊕ H1) ⇐⇒ Dτ = D̂τ = 0. (2.150)

Îñêiëüêè mulA0 ⊂ H é mulA1 ⊂ H, òî

(mulA0 ⊕ H1) ∩ (mulA1 ⊕ H1) = (mulA0 ∩mulA1)⊕ H1 = mul (A0 ∩ A1)⊕ H1.

Êðiì òîãî, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.28, (1) A0 ∩ A∗
1 = A é, îòæå, A0 ∩ A1 = A. Òîìó åêâiâàëåíòíiñòü

(2.150) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

mul Ãτ ⊂ mulA⊕ H1 ⇐⇒ Dτ = D̂τ = 0. (2.151)

Îñêiëüêè ðîçøèðåííÿ Ãτ ìiíiìàëüíî, òî mul Ãτ ∩ H1 = {0}. Çâiäñè òà ç âêëþ÷åííÿ mulA ⊂ mul Ãτ

âèïëèâà¹ åêâiâàëåíòíiñòü

mul Ãτ ⊂ mulA⊕ H1 ⇐⇒ mul Ãτ = mulA. (2.152)

Ïîðiâíþþ÷è òåïåð (2.151) ç (2.152), ïðèõîäèìî äî òâåðäæåííÿ (2) òåîðåìè.

Òâåðäæåííÿ (3) âèïëèâà¹ ç (2.140) òà (2.152). Íàðåøòi, òâåðäæåííÿ (4) ¹ òâåðäæåííÿì (3) äëÿ

òðiéêè Π̂. �

Íàñëiäîê 2.54. Íåõàé íà äîäàòîê äî ïðèïóùåíü òåîðåìè 2.53 âiäíîøåííÿ A ¹ îïåðàòîðîì

(òîáòî mulA = {0}) é Dτ òà D̂τ � ãðàíèöi (2.139) òà (2.145). Òîäi:

(1) Ðîçøèðåííÿ Ãτ ¹ îïåðàòîðîì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè Dτ = D̂τ = 0.

(2) ßêùî, êðiì òîãî, A0 ¹ îïåðàòîðîì, òî Ã
τ ¹ îïåðàòîðîì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè Dτ = 0.

(3) ßêùî A1 ¹ îïåðàòîðîì, òî Ã
τ ¹ îïåðàòîðîì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè D̂τ = 0.
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Çàóâàæåííÿ 2.55. ßêùî n+(A) = n−(A) é Π = {H,Γ0,Γ1} � çâè÷àéíà ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ

A∗, òî ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ(·) ∈ R̃(H) ¹ íåâàíëèíiâñüêîþ ïàðîþ (2.29), τ̂(λ) = −τ−1(λ), M̂(λ) =

−M−1(λ) é ðiâíîñòi (2.139) òà (2.145) ïðèéìàþòü âèãëÿä

Dτ = s− lim
y→∞

(− 1
iy
(τ(iy) +M(iy))−1) = s− lim

y→∞
1
iy
(C0(iy)− C1(iy)M(iy))−1C1(iy)

D̂τ = s− lim
y→∞

1
iy
(τ−1(iy) +M−1(iy))−1 = s− lim

y→∞
1
iy
M(iy)(C0(iy)− C1(iy)M(iy))−1C0(iy),

äå M(·) � ôóíêöiÿ Âåéëÿ òðiéêè Π. Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ öüîãî âèïàäêó òåîðåìó 2.53 â iíøié ñïîñiá

äîâåäåíî â [62, 64].

2.5. Ãðàíè÷íi ïàðè òà ¨õíi ôóíêöi¨ Âåéëÿ

Ïðèïóñòèìî, ùî H òà H0 - ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè, H1 � ïiäïðîñòið â H0, H0 = H1 ⊕H2 � âiäïîâiäíèé

îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä ïðîñòîðó H0 ç H2 := H0 ⊖H1 é Pj � îðòîïðîåêòîð â H0 íà Hj, j ∈ {0, 1}. Â
ïîäàëüøåìó ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëiíiéíi âiäíîøåííÿ ç H2 â H0 ⊕H1. ßêùî Γ � òàêå âiäíîøåíííÿ,

òî åëåìåíò φ̂ ∈ Γ ìà¹ âèãëÿä φ̂ = {f̂ , ĥ}, äå f̂ = {f, f ′} ∈ H2 (f, f ′ ∈ H) i ĥ = {h0, h1} ∈ H0 ⊕H1 (h0 ∈
H0, h1 ∈ H1). Ó öüîìó âèïàäêó çðó÷íî ïèñàòè

φ̂ = {f̂ , ĥ} =

{
f̂ ,

(
h0
h1

)}
=

{(
f

f ′

)
,

(
h0
h1

)}
. (2.153)

ßêùî, êðiì òîãî, Hj = Hj1⊕Hj2⊕ . . .Hj,nj
, j ∈ {0, 1}, òî ðiíiñòü (2.153) çàïèñó¹òüñÿ òàêîæ ó âèãëÿäi

φ̂ =

{
f̂ ,

(
{h01 ⊕ h02 ⊕ · · · ⊕ h0,n0}
{h11 ⊕ h12 ⊕ · · · ⊕ h1,n1}

)}
,

äå h0k = PH0k
h0 i h1k = PH1k

h1 � êîìïîíåíòè h0 òà h1 âiäïîâiäíî.

Âèêîðèñòîâóþ÷è áàãàòîçíà÷íó ÷àñòèíó mul Γ âiäíîøåííÿ Γ, âèçíà÷èìî ëiíiéíi ìíîãîâèäè K′
Γ òà

K′′
Γ â H1 ðiâíîñòÿìè

K′
Γ = P1 dom (mul Γ) =

{
k′ ∈ H1 :

{
0,

(
k′ ⊕ h2
h1

)}
∈ Γ ç äåÿêèìè h2 ∈ H2 i h1 ∈ H1

}
, (2.154)

K′′
Γ = mul (mul Γ) =

{
k′′ ∈ H1 :

{
0,

(
0

k′′

)}
∈ Γ

}
. (2.155)

Íåõàé, äàëi, JH òà J01 � ñèãíàòóðíi îïåðàòîðè, âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè

JH =

(
0 −iIH
iIH 0

)
: H⊕ H → H⊕ H, J01 =

(
P2 −iIH1

iP1 0

)
: H0 ⊕H1 → H0 ⊕H1, (2.156)

é (H2, JH), (H0 ⊕ H1, J01) � âiäïîâiäíi ïðîñòîðè Êðåéíà. Íàãàäà¹ìî [46], ùî ëiíiéíå âiäíîøåííÿ Γ :

H2 → H0 ⊕H1 íàçèâà¹òüñÿ içîìåòðè÷íèì âiäíîøåííÿ ç (H2, JH) â (H0 ⊕H1, J01), ÿêùî

(JHf̂ , ĝ)H2 = (J01ĥ, x̂)H0⊕H1 , {f̂ , ĥ}, {ĝ, x̂} ∈ Γ (2.157)

àáî, ðiâíîñèëüíî, ÿêùî òîòîæíiñòü

(f ′, g)H − (f, g′)H = (h1, x0)H0 − (h0, x1)H0 + i(P2h0, P2x0)H2 (2.158)

¹ âiðíîþ äëÿ âñiõ {
(
f
f ′

)
,
(
h0

h1

)
}, {

(
g
g′

)
,
(
x0

x1

)
} ∈ Γ.
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Îçíà÷åííÿ 2.56. Íåõàé A � çàìêíåíå ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ â H. Ñóêóïíiñòü {H0 ⊕ H1,Γ},
â ÿêié H0 � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, H1 � ïiäïðîñòið â H0 òà Γ : H2 → H0 ⊕ H1 � ëiíiéíå âiäíîøåííÿ,

íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ ïàðîþ äëÿ A∗ ÿêùî:

(1) domΓùiëüíî â A∗ é Γ � içîìåèòðè÷íå âiäíîøåííÿ ç (H2, JH) â (H0⊕H1, J01), òîáòî âèêîíó¹òüñÿ

àáñòðàêòíà òîòîæíiñòü Ãðiíà (2.158);

(2) ÿêùî φ̂ = {
(
g
g′

)
,
(
x0

x1

)
} ∈ H2 ⊕ (H0 ⊕ H1) çàäîâiëüíÿ¹ (2.158) äëÿ êîæíîãî {

(
f
f ′

)
,
(
h0

h1

)
} ∈ Γ, òî

φ̂ ∈ Γ.

Óìîâè (1) òà (2) îçíà÷àþòü, ùî Γ ¹ óíiòàðíèì âiäíîøåííÿì ç (H2, JH) â (H0 ⊕H1, J01) [46]. Òîìó

âiäíîøåííÿ Γ ãðàíè÷íî¨ ïàðè {H0 ⊕H1,Γ} çàìêíåíå é ker Γ = A.

Ç êîæíîþ ãðàíè÷íîþ ïàðîþ {H0⊕H1,Γ} ïîâ'ÿçàíi âiäíîøåííÿ Γj : H
2 → Hj, j ∈ {0, 1}, âèãëÿäó

Γ0 = PH0⊕{0}Γ =

{
{f̂ , h0} ∈ H2 ⊕H0 :

{
f̂ ,

(
h0
h1

)}
∈ Γ ç äåÿêèì h1 ∈ H1

}
(2.159)

Γ1 = P{0}⊕H1Γ =

{
{f̂ , h1} ∈ H2 ⊕H1 :

{
f̂ ,

(
h0
h1

)}
∈ Γ ç äåÿêèì h0 ∈ H0

}
. (2.160)

ßêùî {H0 ⊕H1,Γ} � ãðàíè÷íà ïàðà äëÿ A∗, òî ðiâíîñòi

M+(λ) =

{
{h0, h1} ∈ H0 ⊕H1 :

{(
f

λf

)
,

(
h0
h1

)}
∈ Γ ç äåÿêèì f ∈ H

}
, λ ∈ C+; (2.161)

M−(λ) =

{
{P1h0, h1 + iP2h0} :

{(
f

λf

)
,

(
h0
h1

)}
∈ Γ ç äåÿêèì f ∈ H

}
, λ ∈ C− (2.162)

çàäàþòü ôóíêöi¨ M+(·) (M−(·)), âèçíà÷åíi íà C+ (âiäï. C−) çi çíà÷åííÿìè â ìíîæèíi ëiíiéíèõ âiäíî-

øåíü ç H0 â H1 (âiäï. ç H1 â H0).

Îçíà÷åííÿ 2.57. Ôóíêöi¨ M+(·) òà M−(·) íàçèâàþòüñÿ ôóíêöiÿìè Âåéëÿ ïàðè {H0 ⊕H1,Γ}.

Çàóâàæåííÿ 2.58. Ó âèïàäêó H0 = H1 =: H ãðàíè÷íà ïàðà â ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.56 ¹ ãðàíè÷íîþ

ïàðîþ {H,Γ} â ñåíñi ðîáîòè [63]; ïðè öüîìó ôóíêöiÿ M(·) : C \ R → C̃(H), çàäàíà ðâíiñòþ M(λ) =

M±(λ), λ ∈ C±, ¹ ôíóêöi¹þ Âåéëÿ ïàðè {H,Γ}, çàïðîâàäæåíîþ â [63].

Â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi ââîäÿòüñÿ ãðàíè÷íi ïàðè ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó.

Òâåðäæåííÿ 2.59. Ïðèïóñòèìî, ùî Π = {K0 ⊕ K1, G0, G1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗, K2 :=

K0 ⊖K1, K′ i K′′ � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè é

H1 := K1 ⊕K′ ⊕K′′, H0 := K0 ⊕K′ ⊕K′′(= K2 ⊕H1). (2.163)

Êðiì òîãî, íåõàé F0 ∈ [K′,K0], F
′ ∈ [K′] � îïåðàòîðè,

F0 =

(
F2

F1

)
: K′ → K2 ⊕K1 (2.164)

� áëî÷íå çîáðàæåííÿ îïåðàòîðà F0 é âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

F ′ − (F ′)∗ + iF ∗
2F2 = 0. (2.165)

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî Γ : H2 → H0 ⊕H1 � ëiíiéíå âiäíîøåííÿ, çàäàíå ðiâíîñòþ

Γ =

{{
f̂ ,

(
(G0f̂ − iF2k

′)⊕ k′ ⊕ 0

(G1f̂ + F1k′)⊕ (F ∗
0G0f̂ + F ′k′)⊕ k′′

)}
: f̂ ∈ A∗, k′ ∈ K′, k′′ ∈ K′′

}
. (2.166)

Òîäi K′
Γ = K′, K′′

Γ = K′′ é {H0 ⊕H1,Γ} � ãðàíè÷íà ïàðà äëÿ A∗.
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Ä îâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî âiðíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

(a) åëåìåíò φ̂ = {ĝ,
(
x0

x1

)
} ∈ H2 ⊕ (H0 ⊕H1) ç

ĝ = {g, g′} ∈ H2, x0 = m0 ⊕ x′0 ⊕ x′′0 ∈ K0 ⊕K′ ⊕K′′, x1 = m1 ⊕ x′1 ⊕ x′′1 ∈ K1 ⊕K′ ⊕K′′ (2.167)

çàäîâiëüíÿå òîòîæíîñòi (2.158) äëÿ êîæîãî {
(
f
f ′

)
,
(
h0

h1

)
} ∈ Γ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè x′′0 = 0 i

(f ′, g)− (f, g′) = (2.168)

= (G1f̂ , m0)K0 + (F ∗
0G0f̂ , x

′
0)K′ − (G0f̂ , m1)K0 + i(PK2G0f̂ , PK2m0)K2 , f̂ = {f, f ′} ∈ A∗

(F0k
′,m0)K0 + (F ′k′, x′0)K′ − (k′, x′1)K′ = 0, k′ ∈ K′. (2.169)

Íåõàé {ĝ,
(
x0

x1

)
} ∈ Γ, òàê ùî ĝ ∈ A∗ i x0, x1 çàäàíi ðiâíîñòÿìè (2.167) ç

m0 = G0ĝ − iF2x
′
0, x′′0 = 0, m1 = G1ĝ + F1x

′
0, x′1 = F ∗

0G0ĝ + F ′x′0.

Òîäi ïiäñòàíîâêà òàêèõ m0, m1 òà x′1 â (2.168), (2.169) é áåñïîñåðåäíi îá÷èñëåííÿ ç óðàõóâàííÿì

(2.165) òà (2.33) ïîêàçóþòü âèêîííàííÿ ðiâíîñòåé (2.168) òà (2.169). Òîìó â ñèëó òâåðäæåííÿ (à) äëÿ

óñiõ {
(
f
f ′

)
,
(
h0

h1

)
}, {

(
g
g′

)
,
(
x0

x1

)
} ∈ Γ ñïðàâåäëèâà òîòîæíiñòü (2.158).

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî åëåìåíò {ĝ,
(
x0

x1

)
} ∈ H2 ⊕ (H0 ⊕H1), çàäàíèé ðiâíîñòþ (2.167), çàäîâiëüíÿ¹

òîòîæíîñòi (2.158) äëÿ êîæíîãî {
(
f
f ′

)
,
(
h0

h1

)
} ∈ Γ. Òîäi â ñèëó òâåðäæåííÿ (à) x′′0 = 0 i ñïðàâåäëèâi

ðiâíîñòi (2.168), (2.169). ßêùî f̂ = {f, f ′} ∈ A, òî G0f̂ = G1f̂ = 0 i âíàñëiäîê (2.168) (f ′, g)−(f, g′) = 0.

Çâiäñè ĝ ∈ A∗. Äàëi, ç îãëÿäó íà (2.164) F ∗
0G0f̂ = F ∗

2PK2G0f̂ + F ∗
1PK1G0f̂ i ðiâíiñòü (2.168) ìîæíà

çàïèñàòè ÿê

(f ′, g)− (f, g′) = (2.170)

= (G1f̂ , PK1m0)− (PK1G0f̂ ,m1 − F1x
′
0) + i(PK2G0f̂ , PK2m0 + iF2x

′
0), f̂ = {f, f ′} ∈ A∗.

Îñêiëüêè çîáðàæåííÿ (G0, G1)
⊤ ñþð'¹êòèâíå, òî âíàñëiäîê (2.170) òà (2.33)

PK1m0 = PK1G0ĝ, m1 − F1x
′
0 = G1ĝ, PK2m0 + iF2x

′
0 = PK2G0ĝ

é, îòæå,

m0 = G0ĝ − iF2x
′
0, m1 = G1ĝ + F1x

′
0.

Êðiì òîãî, âèêîðèñòîâóþ÷è ñïî÷àòêó (2.169), à ïîòiì (2.164) òà (2.165), îòðèìó¹ìî

x′1 = F ∗
0m0 + (F ′)∗x′0 = F ∗

0G0ĝ + ((F ′)∗ − iF ∗
0F2)x

′
0 = F ∗

0G0ĝ + F ′x′0.

Òàêèì ÷èíîì, {ĝ,
(
x0

x1

)
} ∈ Γ i ëiíiéíå âiäíîøåííÿ (2.166) çàäîâiëüíÿ¹ âñiì óìîâàì îçíà÷åííÿ 2.56.

Íàðåøòi, ðiâíîñòi K′
Γ = K′ òà K′′

Γ = K′′ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç (2.166). �

Òâåðäæåííÿ 2.60. Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 2.59 γΠ±(·) òà MΠ±(·) � γ-ïîëÿ òà ôóíêöi¨

Âåéëÿ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè Π. ßêùî K′′ = {0}, òî âiðíèìè ¹ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

(1) H1 = K1 ⊕K′, H0 = K0 ⊕K′, âiäíîøåííÿ Γ : H2 → H0 ⊕H1 ìà¹ âèãëÿä

Γ =

{{
f̂ ,

(
(G0f̂ − iF2k

′)⊕ k′

(G1f̂ + F1k′)⊕ (F ∗
0G0f̂ + F ′k′)

)}
: f̂ ∈ A∗, k′ ∈ K′

}
. (2.171)
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i ñóêóïíiñòü {H0 ⊕H1,Γ} ¹ ãðàíè÷íîþ ïàðîþ äëÿ A∗;

(2) Ðiâíiñòü

A0 := ker Γ0 = {f̂ ∈ A∗ : {f̂ , 0} ∈ Γ0} (2.172)

çàäà¹ ìàêñèìàëüíå ñèìåòðè÷íå ðîçøèðåííÿ A0 ∈ ExtA ç n−(A0) = 0. Êðiì òîãî, A0 = kerG0.

(3) (Γ0 � N̂λ(A))
−1 ∈ [H0,Nλ(A)], λ ∈ C+, òà (P1Γ0 � N̂λ(A))

−1 ∈ [H1,Nλ(A)], λ ∈ C−, òàê ùî

ðiâíîñòi

γ+(λ) = π1(Γ0 � N̂λ(A))
−1, λ ∈ C+; γ−(λ) = π1(P1Γ0 � N̂λ(A))

−1, λ ∈ C− (2.173)

êîðåêòíî çàäàòü îïåðàòîð ôóíêöi¨ (γ-ïîëÿ) γ+(·) : C+ → [H0,H] é γ−(·) : C− → [H1,H]. Êðiì òîãî,

γ±(·) � ãîëîìîðôíi îïåðàòîð-ôóíêöi¨,

γ+(λ) = (γΠ+(λ), iγΠ+F2) : K0 ⊕K′ → H, λ ∈ C+; γ−(λ) = (γΠ−(λ), 0) : K1 ⊕K′ → H, λ ∈ C−

(2.174)

i ñïðàâåäëèâi òîòîæíîñòi (2.78) � (2.80).

(4) Ôóíêöi¨ Âåéëÿ ãðàíè÷íî¨ ïàðè {H0 ⊕ H1,Γ} ¹ ãîëîìîðôíèìè îïåðàòîð-ôóíêöiÿìè M+(·) :

C+ → [H0,H1] òà M−(·) : C− → [H1,H0] ç íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

(a) M±(·) ïîâ'ÿçàíi ç MΠ±(·) ðiâíîñòÿìè

M+(λ) =

(
MΠ+(λ) F1 + iMΠ+(λ)F2

F ∗
0 (F ′)∗

)
: K0 ⊕K′ → K1 ⊕K′, λ ∈ C+ (2.175)

M−(λ) =

(
MΠ−(λ) F0

F ∗
1 − iF ∗

2PK2MΠ−(λ) F ′

)
: K1 ⊕K′ → K0 ⊕K′, λ ∈ C−. (2.176)

Òîìó M∗
+(λ) =M−(λ), λ ∈ C+;

(b) áëî÷íi çîáðàæåííÿ (2.69) � (2.71) (ç H2 = K2) ïîðîäæóþòü îïåðàòîð-ôóíêöi¨ M(·) ∈ R[H1]

òà M(·) ∈ R[H0], ÿêi çàäîâiëüíÿþòü òîòîæíîñòÿì (2.82) � (2.84). Êðiì òîãî, ñïðàâåäëèâîþ ¹

òîòîæíiñòü (2.88).

Ä îâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ (1) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 2.59. Êðiì òîãî, âíàñëiäîê

(2.171) ìà¹ìî ker Γ0 = kerG0, ùî ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 2.25 äà¹ òâåðäæåííÿ (2).

(3) Ç (2.171) òà (2.159) âèïëèâà¹, ùî

Γ0 � N̂λ(A) = {{f̂λ, (G0f̂λ − i F2k
′)⊕ k′} : f̂λ ∈ N̂λ(A), k

′ ∈ K′}, λ ∈ C+

P1Γ0 � N̂λ(A) = {{f̂λ, PK1G0f̂λ ⊕ k′} : f̂λ ∈ N̂λ(A), k
′ ∈ K′}, λ ∈ C−,

i ðiâíîñòi (2.60) (äëÿ òðiéêè {K0 ⊕K1, G0, G1}) äàþòü (2.174). Êðiì òîãî, ç òîòîæíîñòåé (2.78)�(2.80)

äëÿ γΠ±(λ) òà ðiâíîñòåé (2.174) âèïëèâàþòü òîòîæíîñòi (2.78)�(2.80) äëÿ γ±(λ).

(4) Âíàñëiäîê (2.161), (2.162) òà (2.171) ìà¹ìî ðiâíîñòi

M+(λ) =

{(
(G0f̂λ − iF2k

′)⊕ k′

(MΠ+(λ)G0f̂λ + F1k′)⊕ (F ∗
0G0f̂λ + F ′k′)

)
: f̂λ ∈ N̂λ(A), k

′ ∈ K′

}
, λ ∈ C+

M−(λ) =

{(
PK1G0f̂λ ⊕ k′

(MΠ−(λ)PK1G0f̂λ + F0k′)⊕ (F ∗
0G0f̂λ + F ′k′)

)
: f̂λ ∈ N̂λ(A), k

′ ∈ K′

}
, λ ∈ C−
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Ïîêëàäàþ÷è â ïåðøié ç öèõ ðiâíîñòåé h0 = G0f̂λ − iF2k
′, à â äðóãié h1 = PK1G0f̂λ, ç óðàõóâàííÿì

(2.165) îòðèìó¹ìî

M+(λ) =

{(
h0 ⊕ k′

(MΠ+(λ)h0 + (F1 + iMΠ+(λ)F2)k′)⊕ (F ∗
0 h0 + (F ′)∗k′)

)
: h0 ∈ H0, k

′ ∈ K′
}
, λ ∈ C+

M−(λ) =

{(
h1 ⊕ k′

(MΠ−(λ)h1 + F0k′)⊕ ((F ∗
1 − iF ∗

2PK2MΠ−(λ))h1 + F ′k′)

)
: h1 ∈ H1, k

′ ∈ K′
}
, λ ∈ C−

Öi ðiâíîñòi åêâiâàëåíòíi (2.175) òà (2.176). Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è òîòîæíîñòi (2.82) � (2.84) äëÿ ãðà-

íè÷íî¨ òðiéêè {K0⊕K1, G0, G1} òà ðiâíîñòi (2.175), (2.176), (2.174), (2.165), áåñïîñåðåäíiì ïiäðàõóíêîì

îòðèìó¹ìî òîòîæíîñòi (2.82) � (2.84) äëÿ ôóíêöié M(λ) òà M(λ). Ç öèõ òîòîæíîñòåé âèïëèâà¹, ùî

M(·) ∈ R[H1] i M(·) ∈ R[H0]. �
Â íàñòóïíié òåîðåìi ïîêàçàíî, ùî çà óìîâè dimH0 < ∞ óñÿêà ãðàíè÷íà ïàðà {H0 ⊕H1,Γ} äëÿ

A∗ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.166).

Teoðåìà 2.61. Ïðèïóñòèìî, ùî A � çàìêíåíå ñèìåòðè÷íå ëiíiéíå âiäíîøåííÿ â H i {H0 ⊕
H1,Γ} � ãðàíè÷íà ïàðà äëÿ A∗, òàêà ùî dimH0 <∞. Òîäi:

(1) n−(A) ≤ n+(A) <∞ é

dimH0 = n+(A) + nΓ, dimH1 = n−(A) + nΓ, (2.177)

äå nΓ = dim(mul Γ).

(2) Ïiäïðîñòîðè K′
Γ òà K′′

Γ âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíi i, îòæå,

H1 := K1 ⊕K′
Γ ⊕K′′

Γ, H0 := K0 ⊕K′
Γ ⊕K′′

Γ, (2.178)

äå K1 := H1 ⊖ (K′
Γ ⊕K′′

Γ) i K0 := H2 ⊕K1.

(3) Iñíóþòü îïåðàòîðè F2 ∈ [K′
Γ,H2], F1 ∈ [K′

Γ,K1], F
′ ∈ [K′

Γ] òà ãðàíè÷íà òðiéêà Π = {K0 ⊕
K1, G0, G1} äëÿ A∗, òàêi ùî âiðíîþ ¹ ðiâíiñòü (2.165) i âiäíîøåííÿ Γ äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ (2.166)

ç K′ = K′
Γ, K′′ = K′′

Γ òà îïåðàòîðîì F0 âèãëÿäó (2.164).

Ä îâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òâåðäæåííÿ (2) òà (3), à ïîòiì òâåðäæåííÿ (1).

(2) Ïîêàæåìî, ùî âiðíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

(À) äëÿ êîæíîãî {f̂ ,
(
h0

h1

)
} ∈ Γ ¹ âiðíèì âêëþ÷åííÿ h0 ∈ H0 ⊖K′′

Γ.

Äiéñíî, íåõàé {f̂ ,
(
h0

h1

)
} ∈ Γ i k′′ ∈ K′′

Γ, òàê ùî {0,
(

0
k′′

)
} ∈ Γ. Òîäi çãiäíî ç (2.158)(h0, k′′) = 0 i òîìó

h0 ∈ H0 ⊖K′′
Γ. Öå äà¹ òâåðäæåííÿ (À).

Äàëi, íåõàé k′ ∈ K′
Γ, òàê ùî {0,

(
k′+h2

h1

)
} ∈ Γ ç äåÿêèìè h2 ∈ H2(⊂ H0 ⊖ K′′

Γ) òà h1 ∈ H1. Òîäi

çãiäíî ç òâåðäæåííÿì (À) k′+h2 ∈ H0⊖K′′
Γ é, îòæå, k

′ ∈ H0⊖K′′
Γ. Òîìó K′

Γ ⊥ K′′
Γ i âiðíèìè ¹ ðîçêëàäè

(2.178).

(3) Íåõàé k′ ∈ K′
Γ. Òîäi çãiäíî ç (2.154) òà ïåðøî¨ ðiâíîñòi â (2.178) {0,

(
k′−ih2

k1+m′+k′′

)
} ∈ Γ ç äåÿêèìè

h2 ∈ H2, k1 ∈ K1, m
′ ∈ K′

Γ òà k′′ ∈ K′′
Γ. Çâiäñè ç îãëÿäó íà (2.155) âèïëèâà¹, ùî

{
0,
(
k′−ih2

k1+m′

)}
∈ Γ.

Ïîêàæåìî, ùî òàêi h2, k1 é m′ ¹ ¹äèíèìè äëÿ çàäàíîãî k′. Äiéñíî, ÿêùî
{
0,
(k′−ih̃2

k̃1+m̃′

)}
∈ Γ ç äåÿêèìè

h̃2 ∈ H2, k̃1 ∈ K1 i m̃′ ∈ K′
Γ, òî

{
0,
( i(h2−h̃2)

(k̃1−k1)+(m̃′−m′)

)}
∈ Γ i â ñèëó (2.158) 0 = i||h2 − h̃2||2. Òîìó

h2 − h̃2 = 0 i, îòæå, (k̃1 − k1) + (m̃′ −m′) ∈ K′′
Γ. Òåïåð ðîçêëàä (2.178) äà¹ k̃1 − k1 = 0, m̃′ −m′ = 0,
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òàê ùî h̃2 = h2, k̃1 = k1 i m̃′ = m′. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî k′ ∈ K′
Γ iñíó¹ ¹äèíà òðiéêà åëåìåíòiâ

h2 ∈ H2, k1 ∈ K1, m
′ ∈ K′

Γ, òàêà ùî {
0,

(
−ih2 + k′

k1 +m′

)}
∈ Γ. (2.179)

Òîìó ñïiââiäíîøåííÿ (2.179) çàäà¹ îïåðàòîðè F2 ∈ [K′
Γ,H2], F1 ∈ [K′

Γ,K1] òà F ′ ∈ [K′
Γ] çà äîïîìîãè

ðiâíîñòåé

F2k
′ = h2, F1k

′ = k1, F ′k′ = m′, k′ ∈ K′
Γ. (2.180)

Ðiâíiñòü (2.165) äëÿ îïåðàòîðiâ F2 òà F ′ ¹ íàñëiäêîì òîòîæíîñòi (2.158), çàñòîñîâàíî¨ äî
{
0,
(−iF2k′+k′

F1k′+F ′k′

)}
ïðè êîæíîìîó k′ ∈ K′

Γ.

Êîìáiíóþ÷è, äàëi. (2.179) òà (2.180) ç (2.154) òà (2.155), îòðèìó¹ìî

Γ∞ := {0} ⊕mul Γ =

{{
0,

(
(−iF2k

′)⊕ k′ ⊕ 0

F1k′ ⊕ F ′k′ ⊕ k′′

)}
: k′ ∈ K′

Γ, k
′′ ∈ K′′

Γ

}
. (2.181)

Íåõàé T ⊂ Γ � ëiíiéíå âiäíîøåííÿ ç H2 â H0 ⊕H1, çàäàíå ðiâíiñòþ

T =

{{
f̂ ,

(
h0
h1

)}
∈ Γ : h0 ∈ K0, h1 ∈ K0 ⊕K′

Γ

}
. (2.182)

Òîäi ç îãëÿäó íà (2.181) òà òâåðäæåííÿ (À) T ∩ Γ∞ = {0} i âiðíèì ¹ ðîçêëàä

Γ = T u Γ∞ (2.183)

Îñêiëüêè A = ker Γ òà dim(H0 ⊕H1) < ∞, òî dim(domΓ/A) < ∞ i òîìó domΓ = domΓ = A∗. Çâiäñè

òà ç ðiâíîñòi (2.183) âèïëèâà¹, ùî T ¹ îïåðàòîðîì ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ domT = A∗. Êðiì òîãî,

çàñòîñóâàííÿ òîòîæíîñòi (2.158) äî åëåìåíòiâ
{
0,
(
(−iF2k)⊕k′⊕0
F1k′⊕F ′k′⊕0

)}
∈ Γ∞ òà

{
f̂ ,
(

k0⊕0⊕0
k1⊕m′⊕0

)}
∈ T äà¹

0 = (m′, k′)K′ − (k0, F1k
′)K0 − (k0, F2k

′)K0 = (m′, k′)K′ − (k0, F0k
′)K0 , k′ ∈ K′

Γ.

Òîìó m′ = F ∗
0 k0 i ôîðìóëó (2.182) ìîæíà çàïèñàòè ÿê

T =

{{
f̂ ,

(
G0f̂ ⊕ 0⊕ 0

G1f̂ ⊕ F ∗
0G0f̂ ⊕ 0

)}
: f̂ ∈ A∗

}
, (2.184)

äå G0 := PK0⊕{0}T òà G1 := P{0}⊕K1T � ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ç A∗ â K0 òà K1 âiäïîâiäíî. Êîìáiíóþ÷è

(2.183) ç (2.181) òà (2.184), ïðèõîäèìî äî çîáðàæåííÿ (2.166) âiäíîøåííÿ Γ.

Òåïåð çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî îïåðàòîðè G0 òà G1 óòâîðþþòü ãðàíè÷íó òðiéêó Π = {K0 ⊕
K1, G0, G1} äëÿ A∗. Çàñòîñîâóþ÷è òîòîæíiñòü (2.158) äî åëåìåíòiâ ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ T (äèâ.

(2.184)), îòðèìó¹ìî òîòîæíiñòü Ãðiíà (2.33) äëÿ îïåðàòîðiâ G0 and G1. Äëÿ äîâåäåííÿ ñþð'¹êòèâíîñòi

âiäîáðàæåííÿ G = (G0, G1)
⊤ ïðèïóñòèìî,ùî k0⊕ k1 ∈ K0⊕K1 i (G0f̂ , k0)+ (G1f̂ , k1) = 0 äëÿ êîæíîãî

f̂ ∈ A∗. Òîäi åëåìåíò

φ̂ =

{
0,

(
(k1 + i P2k0)⊕ 0⊕ 0

(−P1k0)⊕ F ∗
0 (k1 + i P2k0)⊕ 0

)}
∈ H2 ⊕ (H0 ⊕H1) (2.185)

çàäîâiëüíÿ¹ (2.168) òà (2.169) i âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ (à) â äàâåäåííi òâåðäæåííÿ 2.59 φ̂ çàäîâiëüíÿ¹

òîòîæíîñòi (2.158) äëÿ óñiõ {
(
f
f ′

)
,
(
h0

h1

)
} ∈ Γ. Òîìó â ñèëó îçíà÷åííÿ 2.56 φ̂ ∈ Γ∞, ùî ç îãëÿäó íà

(2.181) äà¹ k0 = 0 òà k1 = 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ranG = H0 ⊕H1.



57

(1) Çàñòîñîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 2.25 äî ãðàíè÷íî¨ òðiéêè {K0 ⊕ K1, G0, G1} äëÿ A∗, îòðèìó¹ìî

ðiâíîñòi dimK0 = n+(A) i dimK1 = n−(A). Êðiì òîãî, â ñèëó (2.181) ìà¹ìî dim(K′
Γ⊕K′′

Γ) = nΓ. Çâiäñè

òà ç ðîñêëàäiâ (2.178) âèïëèâà¹ (2.177). �
Íàñòóïíèé íàñëiäîê âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç òåîðåìè 2.61 òà òâåðäæåííÿ 2.60.

Íàñëiäîê 2.62. Íåõàé çà óìîâ òåîðåìè 2.61 K′′
Γ = {0}. Òîäi:

(1) (Γ0 � N̂λ(A))
−1 ∈ [H0,Nλ(A)], λ ∈ C+, òà (P1Γ0 � N̂λ(A))

−1 ∈ [H1,Nλ(A)], λ ∈ C−, òàê ùî

ðiâíîñòi (2.173) êîðåêòíî çàäàòü îïåðàòîð-ôóíêöi¨ (γ-ïîëÿ) γ+(·) : C+ → [H0,H] é γ−(·) : C− →
[H1,H]. Öi ôóíêöi¨ ¹ ãîëîìîðôíèìè i çàäîâiëüíÿþòü òîòîæíîñòÿì (2.78) - (2.80).

(2) Ôóíêöi¨ Âåéëÿ ãðàíè÷íî¨ ïàðè {H0 ⊕ H1,Γ} ¹ ãîëîìîðôíèìè îïåðàòîð-ôóíêöiÿìè M+(·) :

C+ → [H0,H1] òà M−(·) : C− → [H1,H0] i ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü M
∗
+(λ) =M−(λ), λ ∈ C+. Êðiì òîãî,

áëî÷íi çîáðàæåííÿ (2.69) � (2.71) ïîðîäæóþòü îïåðàòîð-ôóíêöi¨ M(·) ∈ R[H1] òà M(·) ∈ R[H0],

ÿêi çàäîâiëüíÿþòü òîòîæíîñòÿì (2.82) � (2.84) òà (2.88).

Íàñëiäîê 2.63. ßêùî çà óìîâ òåîðåìè 2.61 ëiíiéíi âiäíîøåííÿ Γ0 � A∗ òà Γ1 � A∗ ¹ îïåðàòî-

ðàìè, òî ãðàíè÷íà ïàðà {H0 ⊕H1,Γ} ñòà¹ ãðàíè÷íîþ òðîéêîþ äëÿ A∗ i ôóíêöi¨ Âåéëÿ M±(·) ïàðè
{H0 ⊕H1,Γ} ïåðåòâîðþþòüñÿ â ôóíêöi¨ Âåéëÿ öi¹¨ òðiéêè. Òî÷íiøå êàæó÷è, ó öüîìó âèïàäêó ñó-

êóïíiñòü {H0 ⊕H1,Γ0 � A∗,Γ1 � A∗} ¹ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ äëÿ A∗ i ôóíêöi¨ Âåéëÿ M±(·) öi¹¨ òðiéêè
çáiãàþòüñÿ ç ôóíêöiÿìè Âåéëÿ ïàðè {H0 ⊕H1,Γ} â ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.57.

Ä îâåäåííÿ. ßêùî mul (Γj � A∗) = {0}, j ∈ {0, 1}, òî mul Γ = {0} i â ñèëó (2.181) K′
Γ = K′′

Γ = {0}.
Òîìó ç îãëÿäó íà (2.178) òà (2.166) ãðàíè÷íà òðiéêà {K0⊕K1, G0, G1} çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíîñòÿì Kj = Hj

òà Gj = Γj � A∗, j ∈ {0, 1}. �

Íàñëiäîê 2.64. Ïðèïóñòèìî, ùî A � çàìêíåíå ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ â H, H0 � ñêií÷åííî-

âèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, H1 � ïàäïðîñòið â H0 i Γ : H2 → H0 ⊕H1 � ëiíiéíå âiäíîøåííÿ, òàêå

ùî domΓ = A∗ i ker Γ = A. ßêùî âiäíîøåííÿ Γ çàäîâiëüíÿ¹ òîòîæíîñòi (2.158) i

dim(H0 ⊕H1) = n+(A) + n−(A) + 2nΓ, (2.186)

òî {H0 ⊕H1,Γ} ¹ ãðàíè÷íîþ ïàðîþ äëÿ A∗.

Ä îâåäåííÿ. Çàñòîñîâóþ÷è òi æ ñàìi ìiðêóâàííÿ, ùî i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2.61, îòðèìó¹ìî

ðîçêëàäè (2.178) òà ðiâíiñòü (2.166), â ÿêié K′ = K′
Γ, K′′ = K′′

Γ, F2, F1 òà F ′ � îïåðàòîðè, ùî çàäî-

âiëüíÿþòü (2.165), F0 � îïåðàòîð (2.164) i Gj : A
∗ → Kj, j ∈ {0, 1}, � îïåðàòîðè, ùî çàäîâiëüíÿþòü

òîòîæíîñòi Ãðiíà (2.33). Êðiì òîãî, â ñèëó (2.181) dim(K′
Γ⊕K′′

Γ) = nΓ, i ðiâíîñòi (2.178), (2.186) äàþòü

dim(K0 ⊕K1) = n+(A) + n−(A). Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî âíàñëiäîê (2.166) kerG = ker Γ = A é òîìó

dim(domG/kerG) = dim(A∗/A) = n+(A) + n−(A) = dim(K0 ⊕K1).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ranG = K0 ⊕ K1 i, îòæå, îïåðàòîðè G0 òà G1 óòâîðþþòü ãðàíè÷íó òðiéêó

{K0 ⊕K1, G0, G1} äëÿ A∗. Òîìó â ñèëó òâåðäæåííÿ 2.59 {H0 ⊕H1,Γ} ¹ ãðàíè÷íîþ ïàðîþ äëÿ A∗. �
Ó âèïàäêó H0 = H1 =: H íàâåäåíi âèùå ðåçóëüòàòè ïðî ãðàíè÷íi ïàðè ìîæóòü áóòè äåùî

çïðîùåíi. Ñàìå, áåçïîñåðåäíüî ç òâåðäæåíü 2.59, 2.60 òà òåðåìè 2.61 âèïëèâà¹ òàêà òåîðåìà.
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Teoðåìà 2.65. Ïðèïóñòèìî, ùî Π = {K, G0, G1} � çâè÷àéíà ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗, K′ òà K′′

� ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè òà

H := K ⊕K′ ⊕K′′.

Êðiì òîãî, íåõàé F ∈ [K′,K], F ′ = (F ′)∗ ∈ [K′] � ëiíiéíi îïðåòàîðè é Γ : H2 → H2 � ëiíiéíå

âiäíîøåííÿ, çàäàíå ðiâíîñòþ

Γ =

{{
f̂ ,

(
G0f̂ ⊕ k′ ⊕ 0}

(G1f̂ + Fk′)⊕ (F ∗G0f̂ + F ′k′)⊕ k′′

)}
: f̂ ∈ A∗, k′ ∈ K′, k′′ ∈ K′′

}
. (2.187)

Òîäi {H,Γ} ¹ ãðàíè÷íîþ ïàðîþ äëÿ A∗.

ßêùî, êðiì òîãî, K′′ = {0}, òî âiðíèìè ¹ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

(1) ðiâíiñòü (2.172) çàäà¹ ñàìîñïðÿæåíå ðîçøèðåííÿ A0 âiäíîøåííÿ A i A0 = kerG0;

(2) ñïiââiäíîøåííÿ

γ(λ) = π1(Γ0 � N̂λ(A))
−1, λ ∈ ρ(A0) (2.188)

grM(λ) =

{
{h, h′} ∈ H2 :

{(
f

λf

)
,

(
h

h′

)}
∈ Γ ç äåÿêèì f ∈ H

}
, λ ∈ ρ(A0), (2.189)

êîðåêòíî çàäàþòü γ-ïîëå γ(·) : ρ(A0) → [H,H] òà ôóíêöiþ Âåéëÿ M(·) : ρ(A0) → [H] ïàðè {H,Γ};
(3) ñïðàâåäëèâi òîòîæíîñòi

γ(z) = γ(λ) + (z − λ)(A0 − z)−1γ(λ), z, λ ∈ ρ(A0) (2.190)

M(z)−M∗(λ) = (z − λ)γ∗(λ)γ(z), z, λ ∈ ρ(A0). (2.191)

âíàñëiäîê ÿêèõ γ(·) òà M(·) ¹ ãîëîìîðôíèìè îïåðàòîð-ôóíêöiÿìè òà M(·) ∈ R[H];

(4) îïåðàòîð-ôóíêöi¨ γ(λ) òàM(λ) ïîâ'ÿçàíi ç γ-ïîëåì γΠ(λ) òà ôóíêöi¹þ ÂåéëÿMΠ(λ) òðiéêè

Π ðiâíîñòÿìè

γ(λ) = (γΠ(λ), 0) : K ⊕K′ → H, M(λ) =

(
MΠ(λ) F

F ∗ F ′

)
: K ⊕K′ → K⊕K′, λ ∈ ρ(A0).

Çâîðîòíî, íåõàé {H,Γ} � ãðàíè÷íà ïàðà äëÿ A∗, dimH < ∞ é K′
Γ = dom (mul Γ), K′′

Γ =

mul (mul Γ). Òîäi

n+(A) = n−(A) = dimH− nΓ,

äå nΓ = dim(mul Γ), i âiðíèìè ¹ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

(Ç1) H = K ⊕K′
Γ ⊕K′′

Γ, äå K = H⊖ (K′
Γ ⊕K′′

Γ);

(Ç2) âiäíîøåííÿ Γ äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ (2.187) ç äåÿêîþ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ Π = {K, G0, G1}
äëÿ A∗ , ïðîñòîðàìè K′ = K′

Γ, K′′ = K′′
Γ i îïåðàòîðàìè F ∈ [K′

Γ,K] òà F ′ = (F ′)∗ ∈ [K′
Γ].

(Ç3) ÿêùî K′′
Γ = {0}, òî âiðíèìè ¹ òâåðäæåííÿ (1) - (3).

Çàóâàæåííÿ 2.66. Òâåðäæåííÿ (2) òà (3) òåðåìè 2.65 âèïëèâþòü òàêîæ ç ðåçóëüòàòiâ ðîáiò

[63, 64].

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ óçàãàëüíåííÿì òâåðäæåííÿ 2.37 íà ãðàíè÷íi ïàðè.
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Òâåðäæåííÿ 2.67. Íåõàé {H0 ⊕H1,Γ} � ãðàíè÷íà ïàðà äëÿ A∗, dimH0 <∞, K′′
Γ = {0} i M+(·)

� âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ Âåéëÿ. Êðiì òîãî, íåõàé ïðîñòîðè H0 òà H1 ðîçêëàäåíî çà ôîðìóëàìè

H1 = Ĥ ⊕ Ḣ1, H0 = Ĥ ⊕ Ḣ0, (2.192)

òàê ùî Ḣ1 ⊂ Ḣ0. Òîäi:

(1) Ðiâíîñòi

Ã =

{
f̂ ∈ A∗ :

{
f̂ ,

(
0

h1

)}
∈ Γ, h1 ∈ Ĥ

}
(2.193)

Ã∗ =

{
f̂ ∈ A∗ :

{
f̂ ,

(
h0
h1

)}
∈ Γ, h0 ∈ Ḣ0

}
(2.194)

çàäàþòü ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ Ã ∈ ExtA i ñïðÿæåíå äî íüîãî âiäíîøåííÿ Ã∗.

(2) Ñóêóïíiñòü {Ḣ0 ⊕ Ḣ1, Γ̇} ç ëiíiéíèì âiäíîøåííÿì Γ̇ : H2 → Ḣ0 ⊕ Ḣ1 âèãëÿäó

Γ̇ =

{{
f̂ ,

(
h0

PH1,Ḣ1
h1

)}
: h0 ∈ Ḣ0,

{
f̂ ,

(
h0
h1

)}
∈ Γ

}

¹ ãðàíè÷íîþ ïàðîþ äëÿ Ã∗. Êðiì òîãî, äëÿ öi¹¨ ïàðè K′′
Γ̇
= {0} i âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ Âåéëÿ

Ṁ+(·) çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ Ṁ+(λ) = PH1,Ḣ1
M+(λ) � Ḣ0, λ ∈ C+.

Òâåðäæåííÿ 2.67 äîâîäèòüñÿ àãíàëîãi÷íî òâåðäæåííþ 4.1 â [64].

2.6. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè ç äiéñíèìè äåôåêòíèìè ïiäïðîñòîðàìè ìàê-

ñèìàëüíî¨ âèìiðíîñòi

Íàãàäà¹ìî, ùî ñèìåòèðè÷íèèé îïåðàòîð A â H íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì, ÿêùî íå iñíó¹ îðòîãîíàëüíîãî

ðîçêëàäó A = A1⊕A2 ç ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì A1, ùî äi¹ â íåòðiâiàëüíîìîó ïiäïðîñòîði H1 ⊂ H.

ßêùî A � ïðîñòèé ùiëüíî âèçíà÷åíèé îïåðàòîð â H ç ðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó d = n±(A) < ∞,

òî ker (A− x) = {0}, x ∈ R. Òîìó çãiäíî ç [2] dimNx(A) ≤ d äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî x. Íàäàëi áóäåìî

ïîçíà÷àòè ÷åðåç ρ̃(A) ìíîæèíó óñiõ x ∈ R, òàêèõ ùî âiäïîâiäíèé äåôåêòíèé ïiäïðîñòið Nx(A) ìà¹

ìàêñèìàëüíî ìîæëèâó âèìiðíiñòü dimNx(A) = d.

Òâåðäæåííÿ 2.68. Ïðèïóñòèìî, ùî A � ïðîñòèé ùiëüíî âèçíà÷åíèé ñèìåòðèò÷íèé îïåðàòîð

â H ç ðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó d = n±(A) <∞, Π = {H,Γ0,Γ1} � (çâè÷àéíà) ãðàãè÷íà òðiéêà äëÿ

A∗, A0 ∈ ExtA � ñàìîñïðÿæåíå ðîçøèðåííÿ (2.38) i M(·) � ôóíêöiÿ Âåéëÿ òðiéêè Π. Òîäi òî÷êà

x ∈ R íàëåæèòü äî ρ̃(A) é ker (A0 − x) = {0}, ÿêùî é òiëüêè ÿêùî

lim
y→0

1/y Im(M(x+ iy)h, h) <∞, h ∈ H. (2.195)

Ä îâåäåííÿ. Äëÿ òî÷êè x ∈ R ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hx ïiäïðîñòið â H, çàäàíèé ðiâíiñòþ Hx =

Γ0Nx(A). Ç (2.38) âèïëèâà¹, ùî

ker (Γ0 � Nx(A)) = domA0 ∩Nx(A) = ker (A0 − x)
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i, îòæå,

dimNx(A) = dimker (A0 − x) + dimHx. (2.196)

Îñêiëüêè dimNx(A) ≤ d, òî â ñèëó (2.196) ìà¹ìî

(ker (A0 − x) = {0} é dimNx(A) = d) ⇐⇒ dimHx = d ⇐⇒ Hx = H. (2.197)

Êðiì òîãî, çãiäíî ç [30, òâåðäæåííÿ 5] äëÿ êîæíîãî h ∈ H ìà¹ ìiñöå åêâiâàëåíòíiñòü

h ∈ Hx ⇐⇒ lim
y→0

1/y Im(M(x+ iy)h, h) <∞. (2.198)

Âíàñëiäîê (2.198) ðiâíiñòü Hx = H åêâiâàëåíòíà óìîâi (2.195). Çâiäñè òà ç (2.197) âèïëèâà¹ òâåðäæåí-

íÿ òåîðåìè. �

Çàóâàæåííÿ 2.69. Îñêiëüêè çà óìîâ òâåðäæåííÿ 2.68 ker (A − x) = 0, òî äëÿ êîæíîãî x ∈ R
iñíó¹ ðîçøèðåííÿ A0 = A∗

0 ∈ ExtA, òàêå ùî ker (A0 − x) = {0}. Êðiì òîãî, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì

2.25 iñíó¹ ãðàíè÷íà òðiéêà Π = {H,Γ0,Γ1} äëÿ A∗, òàêà ùî A0 ìà¹ âèãëÿä (2.38). Òîìó íàñïðàâäi

òâåðäæåííÿ 2.68 äà¹ êðèòåðié (â òåðìiíàõ ôóíêöi¨ Âåéëÿ) íàëåæíîñòi òî÷êè x ∈ R äî ìíîæèíè ρ̃(A).

Ëåìà 2.70. Íåõàé µ(·) � ñêàëÿðíà ìiðà íà áîðåëiâñüêié σ-àëãåáði B(R), µ(δ) < ∞ äëÿ êîæíîãî

δ ∈ Bb(R), µ(R) = ∞ i ∫
R

dµ

t2 + 1
<∞.

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî Λ = Λµ � îïåðàòîð ìíîæåííÿ â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði L2(µ;R). Òîäi:
(1) Ðiâíîñòi

domA =

{
f ∈ domΛ :

∫
R
f(t) dµ = 0

}
, Af = Λf, f ∈ domA (2.199)

çàäàþòü ïðîñòèé ùiëüíî âèçíà÷åíèé ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð A â L2(µ;R), òàêèé ùî n±(A) = 1.

(2) Äëÿ êîæíîãî x ∈ R, òàêîãî ùî µ({x}) = 0(⇔ ker (Λ − x) = {0}), âêëþ÷åííÿ x ∈ ρ̃(A)

ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííþ ∫
R

dµt

(t− x)2
<∞. (2.200)

Ä îâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ (1) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç [61, òâåðäæåííÿ 5.2].

(2) Íåõàé M(·) � ñêàëÿðíà íåâàíëèíiâñüêà ôóíêöiÿ, çàäàíà ðiâíiñòþ

M(λ) =

∫
R

(
1

t− λ
− t

1 + t2

)
dµ, λ ∈ C \ R.

Òîäi ç [61, òâåðäæåííÿ 5.2] âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ãðàíè÷íà òðiéêà Π = {H,Γ0,Γ1} äëÿ A∗, òàêà ùî

A0(= A∗ � ker Γ0) = Λ i ôóíêöiÿ Âåéëÿ òðiéêè Π çáiãà¹òüñÿ ç M(·). Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð òâåðäæåííÿ

2.68 äî òðiéêè Π òà ïðèéìàþ÷è äî óâàãè ëåìó 2.2, îòðèìó¹ìî ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ. �
Äëÿ ïðîñòîãî ùiëüíî âèçíà÷åíîãî ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà A ç iíäåêñàìè äåôåêòó d = n±(A) <

∞ òà iíòåðâàëó I = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, ïîçíà÷èìî ÷åðåç ρ̃I(A) ìíîæèíó óñiõ x ∈ I, òàêèõ ùî
dimNx(A) = d (öå îçíà÷à¹, ùî ρ̃I(A) = ρ̃(A) ∩ I). Êðiì òîãî, ïîêëàäåìî ρ̂I(A) = ρ̂(A) ∩ I, òàê ùî

ρ̂I(A) ¹ ìíîæèíîþ óñiõ òî÷îê ðåãóëÿðíîãî òèïà îïðåàòîðà A, ùî íàëåæàòü äî iíòåðâàëó I. Îñêiëüêè
dimNx(A) = d äëÿ êîæíîãî x ∈ ρ̂I(A), òî ρ̂I(A) ⊂ ρ̃I(A). Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî ìíîæèíà ρ̃I(A)\ ρ̂I(A)
ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ òî÷îê x ∈ I, òàêèõ ùî dimNx(A) = d i îáðàç îïåðàòîðà A− x íåçàìêíåíèé.

Íàñòóïíà ëåìà ¹ äîáðå âiäîìîþ (äèâ., íàïðèêëàä, [2]).
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Ëåìà 2.71. Íåõàé A � ïðîñòèé ùiëüíî âèçíà÷åíèé ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð ç iíäåêñàìè äåôåêòó

d = n±(A) <∞. Òîäi óñi ðîçøèðåííÿ Ã = Ã∗ ∈ ExtA ìàþòü òîé ñàìèé iñòîòíèé ñïåêòð

spece(Ã) = R \ ρ̂(A). (2.201)

Íàãàäà¹ìî òàêîæ, ùî ìíîæèíà X ⊂ (a, b) íàçèâà¹òüñÿ íiäå íåùiëüíîþ â (a, b), ÿêùî äëÿ êîæíîãî

iíòåðâàëó (a′, b′) ⊂ (a, b) iñíó¹ iíòåðâàë (a′′, b′′) ⊂ (α′, b′), òàêèé ùî X ∩ (a′′, b′′) = ∅.

Teoðåìà 2.72. Íåõàé A � ïðîñòèé ùiëüíî âèçíà÷åíèé ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð â H ç ðiâíèìè

iíäåêñàìè äåôåêòó d = n±(A) < ∞ é I = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, � iíòåðâàë, òàêèé ùî ìíîæèíà

I \ ρ̃I(A) íå áiëüø íiæ çëi÷åííà. Òîäi:

(1) Äëÿ êîæíîãî ñàìîñïðÿæåííîãî ðîçøèðåííÿ Ã ∈ ExtA ïåðåòèí specc(Ã) ∩ I ¹ ïóñòèì i

ìíîæèíà spec(Ã) ∩ I ¹ íiäå íåùiëüíîþ â I.
(2) Ìíîæèíà I \ ρ̂I(A) ¹ íiäå íåùiëüíîþ â I.

Ä îâåäåííÿ. (1) Íåõàé Ã � ñàìîñïðÿæåíå ðîçøèðåííÿ îïåðàòîðà A i Π = {H,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íà
òðiéêà äëÿ A∗ ç A0 = Ã (òàêà òðiéêà iñíó¹ âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 2.25). Êðiì òîãî, íåõàéM(·) ∈ R[H]

� ôóíêöiÿ Âåéëÿ òðiéêè Π. Ïðèïóñòèìî, äàëi, ùî

Xp = {xk}(= specp(Ã) ∩ I)

� (íå áiëüø íiæ çëi÷åííà) ìíîæèíà âëàñíèõ çíà÷åíü îïðàòîðà Ã, ùî íàëåæàòü I, é íåõàé X1 :=

ρ̃I(A) \Xp, X2 := (I \ ρ̃I(A)) \Xp, òàê ùî

I = Xp ∪X1 ∪X2, Xp ∩X1 = Xp ∩X2 = X1 ∩X2 = ∅. (2.202)

Òîäi Xp ∪X2 � íå áiëüø íiæ çëi÷åííà ìíîæèíà â I i çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.68 ôóíêöiÿ Âåéëÿ M(·)
çàäîâiëüíÿ¹ (2.195) äëÿ êîæíîãî x ∈ X1. Çâiäñè òà ç ëåìè 2.2 âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ:

(Ò1) Iñíó¹ ïiäìíîæèíà X1 ⊂ I, òàêà ùî: (a) ìíîæèíà I \ X1 íå áiëüø íiæ çëi÷åííà; (b) äëÿ

êîæíîãî x ∈ X1 iñíó¹ ãðàíèöÿ M(x+ i0) := lim
y→0

M(x+ iy) i ImM(x+ i0) = 0.

Â ñèëó [57, òåîðåìà 4.3] ç òâåðäæåíííÿ (Ò1) âèïëèâà¹, ùî specc(Ã) ∩ I = ∅, òîáòî

spec(Ã) ∩ I = Xp. (2.203)

Ïðèïóñòèìî, ùî E(·) òà Σ(·) = ΣM(·) � ñïåêòðàëüíi ìiðè îïåðàòîðà Ã(= A0) i ôóíêöi¨ Âåéëÿ

M(·) âiäïîâiäíî. Âíàñëiäîê (2.203) ìà¹ìî E(I \Xp) = 0. Êðiì òîãî, çãiäíî ç [57, ëåìà 3.2] ìiðè E(·)
é Σ(·) åêâiâàëåíòíi. Òîìó Σ(I \Xp) = 0, òîáòî Σ(·) ¹ äèñêðåòíîþ ìiðîþ, çîñåðåäæåíîþ íà ìíîæèíi

Xp. Êîìáiíóþ÷è öå òâåðäæåííÿ ç òâåðäæåííÿì 2.68 òà ëåìîþ 2.2, îòðèìó¹ìî∑
k

(Σkh, h)

(xk − x)2
=

∫
I

d(Σ(t)h, h)

(t− x)2
≤
∫
R

d(Σ(t)h, h)

(t− x)2
<∞, x ∈ X1, h ∈ H, (2.204)

äå Σk = Σ({xk}) ∈ [H]. Íåõàé {ej}d1 � îðòîíîðìîâàíèé áàçiñ â H i ck =
∑
j

(Σkej, ej). Îñêiëüêè Σk ̸= 0

i Σk ≥ 0, òî ck > 0 i ñïiââiäíîøåííÿ (2.204) äà¹∑
k

ck
(xk − x)2

<∞, x ∈ X1. (2.205)
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Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

(Ò2) Iñíóþòü ðîçêëàä (2.202) iíòåðâàëó I é ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë {ck}, òàêi ùî Xp = {xk}
òà X2 � íå áiëüø íiæ ñ÷èñëåííi ìíîæèíè i äëÿ êîæíîãî x ∈ X1 ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (2.205).

Âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ (Ò2), â òîé æå ñïîñiá ÿê i â [116, òåîðåìà 11.7] ìîæíà äîâåñòè, ùî

ìíîæèíà Xp ¹ íiäå íåùiëüíîþ â I. Çâiäñè òà ç ðiâíîñòi (2.203) âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà spec(Ã) ∩ I
òàêîæ ¹ íiäå íåùiëüíîþ â I.

Òâåðäæåííÿ (2) òåîðåìè ¹ íàñëiäêîì î÷åâèäíîãî âêëþ÷åííÿ (I \ ρ̂I(A)) ⊂ spec(Ã) ∩ I òà òâåð-

äæåííÿ (1). �

Teoðåìà 2.73. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíi óìîâè Òåîðåìè 2.72. Òîäi äëÿ êîæíîãî ðîçøèðåííÿ

Ã = Ã∗ ∈ ExtA ìíîæèíà spece(Ã) ∩ I ¹ çàìêíåíîþ i íiäå íåùiëüíîþ â I.
Çâîðîòíî, íåõàé I = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, � âiäêðèòèé iíòåðâàë i X ⊂ I � çàìêíåíà íiäå

íåùiëüíà ìíîæèíà â I. Òîäi äëÿ êîæíîãî d ∈ N iñíó¹ ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H i ïðîñòèé ñèìåòðè÷íèé

îïåðàòîð A â H, òàêi ùî n±(A) = d, ρ̃I(A) = I i äëÿ êîæíîãî ðîçøèðåííÿ Ã = Ã∗ ∈ ExtA âiðíîþ ¹

ðiâíiñòü spece(Ã) ∩ I = X.

Ä îâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì òåîðåìè 2.72. Äëÿ òîãî, ùîá

äîâåñòè äðóãå òâåðäæåííÿ, ìè ñïî÷àòêó äîâåäåìî íàñòóïíå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ:

(ÄÒ) Äëÿ êîæíîãî iíòåðâàëó I òà äëÿ êîæíî¨ çàìêíåíî¨ íiäå íåùiëüíî¨ ìíîæèíè X ⊂ I iñíóþòü

çëi÷åííà ìíîæèíà Y = {xj} içîëüîâàíèõ òî÷îê xj ∈ I é ñêàëÿðíà áîðåëiâñüêà ìiðà µ íà B(R), òàêi
ùî

Y ′ = X (2.206)

µ({xj}) ̸= 0 (xj ∈ Y ), µ(I \ Y ) = 0 (2.207)

µ(B) <∞, B ∈ Bb(R); µ(R) = ∞ (2.208)∫
R

d µ

t2 + 1
<∞ (2.209)∫

R

d µt

(t− x)2
<∞, x ∈ X (2.210)

(òóò Y ′ � ìíîæèíà âñiõ òî÷îê íàêîïè÷åííÿ ìíîæèíè Y ).

Çãiäíî ç [112] âiðíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

(ÐT) Äëÿ êîæíîãî îáìåæåíîãî iíòåðâàëó I òà äëÿ êîæíî¨ çàìêíåíî¨ íiäå íåùiëüíî¨ ìíîæèíè

X ⊂ I iñíó¹ çëi÷åííà ìíîæèíà Y = {xj} içîëüîâàíèõ òî÷îê xj ∈ I i ñêií÷åííà ìiðà µ íà áîðåëiâñêèõ

ìíîæèíàõ B ⊂ I, òàêi ùî âiðíèìè ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (2.206), (2.207) i∫
I

d µt

(t− x)2
<∞, x ∈ X. (2.211)

Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî I � îáìåæåíèé iíòåðâàë. Íåõàé X ⊂ I � çàìêíåíà íiäå íåùiëüíà

ìíîæèíà. Òîäi çãiäíî ç òâåðäæåííÿì (ÐT) iñíóå çëi÷åííà ìíîæèíà Y = {xj} içîëüîâàíèõ òî÷îê
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xj ∈ I i ñêií÷åííà ìiðà µ1 íà áîðåëiâñêèõ ìíîæèíàõ B ⊂ I, òàêi ùî âiðíèìè ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

(2.206), (2.207) i (2.211) (ç µ1 çàìiñòü µ). Ïîêëàäàþ÷è

µ(B) = µ1(B ∩ I) + µ2(B ∩ (R \ I)), B ∈ B(R),

äå µ2 � ìiðà Ëåáåãà, îòðèìó¹ìî ìiðó µ, ùî çàäîâiëüíÿ¹ (2.207)� (2.210).

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî I � íåîáìåæåíèé iíòåðâàë (áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè

I = R). ÎñêiëüêèX � íiäå íåùiëüíà ìíîæèíà, òî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {an}∞−∞, òàêà ùî an ∈ [n, n+1)\X
i

R =
∪
n∈Z

[an, an+1), X =
∪
n∈Z

Xn,

äå Xn := X ∩ (an, an+1) � çàìêíåíà íiäå íåùiëüíà ïiäìíîæèíà iíòåðâàëó In := (an, an+1). Çãiäíî

ç òâåðäæåííÿì (ÐÒ) äëÿ êîæíîãî n ∈ Z iñíó¹ çëi÷åííà ìíîæèíà Yn = {xjn} içîëüîâàíèõ òî÷îê

xjn ∈ In i ñêií÷åííà ìiðà µn(B) íà áîðåëiâñüêèõ ìíîæèíàõ B ⊂ In, òàêi ùî Y ′
n = Xn, µn({xjn}) ̸=

0, µn(In \ Yn) = 0 i ∫
In

dµn

(t− x)2
<∞, x ∈ Xn. (2.212)

Íåõàé Ỹ = {x̃n} � äîâiëüíà çëi÷åííà ìíîæèíà içîëüîâàíèõ òî÷îê x̃n ∈ In \ Xn, n ∈ Z, i µ̃(B) �

äèñêðåòíà ìiðà íà áîðåëiâñüêèõ ìíîæèíàõ B ⊂ R, çàäàíà ðiâíiñòþ

µ̃({x̃n}) = 1, µ̃(B) =
∑
x̃n∈B

µ̃({x̃n}) = |B ∩ Ỹ |.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó Y := Ỹ ∪ (
∪
n∈Z

Yn) i âïðîâàäèìî ìiðó

µ(B) = µ̃(B) +
∑
n∈Z

µn(B ∩ In)

n2Jn
, B ∈ B(R), (2.213)

äå Jn =
∫
In
(t2 + 1)−1 dµn. ßñíî, ùî Y òà µ(B) çàäîâiëüíÿþòü (2.206) òà (2.207). Êðiì òîãî, µ̃(R) = ∞

i, îòæå, µ(R) = ∞. Âèêîðèñòîâóþ÷è, äàëi, (2.213) òà íåðiâíiñòü x̃n ≥ an ≥ n, îòðèìó¹ìî∫
R

d µ

t2 + 1
=
∑
n∈Z

∫
In

d µ

t2 + 1
=

∑
n∈Z

(
1

n2Jn

∫
In

d µn

t2 + 1
+

1

(x̃n)2 + 1

)
≤
∑
n∈Z

2

n2
<∞.

Çâiäñè òà ç íåðiâíîñòi (2.212) âèïëèâà¹, ùî ìiðà µ çàäîâiëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿì (2.208)�(2.210). Òàêèì

÷èíîì, òâåðäæåííÿ (ÄÒ) äîâåäåíî.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî X ⊂ I � íiäå íåùiëüíà ìíîæèíà i µ � ìiðà, âèçíà÷åíà â òâåðäæåííi (ÄÒ).

Îñêiëüêè µ çàäîâiëüíÿ¹ (2.208) òà (2.209), òî çà ëåìîþ 2.70 ðiâíiñòü (2.199) çàäà¹ ïðîñòèé ñèìåòðè÷-

íèé ùiëüíî âèçíà÷åíèé îïåðàòîð A â L2(µ;R) ç iíäåêñàìè äåôåêòó d = n±(A) = 1, ðîçøèðåííÿì

ÿêîãî ¹ îïåðàòîð ìíîæåííÿ Λ. Â ñèëó (2.206) òà (2.207) spece(Λ) ∩ I = X, ùî ç îãëÿäó íà ëåìó 2.71

äà¹ ðiâíiñòü

spece(Ã) ∩ I = X
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äëÿ êîæíîãî ðîçøèðåííÿ Ã = Ã∗ ∈ ExtA. Êðiì òîãî, â ñèëó (2.210) òà ëåìè 2.70, (2) X ⊂ ρ̃I(A) i

âíàñëiäîê ðiâíîñòi (2.201) ìà¹ìî

I \X = ρ̂I(A) ⊂ ρ̃I(A).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî I = ρ̃I(A). Òàêèì ÷èíîì, ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ äîâåäåíî äëÿ d = 1.

Ó âèïàäêó äîâiëüíîãî d ∈ N ïîêëàäåìî Ad =
d⊕

k=1

A, äå A � ïîáóäîâàíèé âèùå ñèìåòðè÷íèé

îïåðàòîð ç iíäåêñàìè äåôåêòó n±(A) = 1. ßñíî, ùî îïåðàòîð Ad ìà¹ ïîòðiáíi âëàñòèâîñòi. �

Çàóâàæåííÿ 2.74. Ç òåîðåìè 2.73 âèïëèâà¹, ùî ñïiââiäíîøåííÿ specc(Ã) ∩ I = ∅ â òâåðäæåííi
(1) òåîðåìè 2.72 íå ìîæå áóòè ïîñèëåíî äî spece(Ã) ∩ I = ∅.



ÐÎÇÄIË 3

Ñèìåòðè÷íi ñèñòåìè

3.1. Ïîçíà÷åííÿ

Íåõàé I = ⟨a, b⟩ (−∞ ≤ a < b ≤ ∞) � ïðîìiæîê íà äiéñíié îñi (ñêií÷åííà êiíöåâà òî÷êà ìîæå

íàëåæàòè àáî íå íàëåæàòè I) i H � ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç AC(I;H)

ìíîæèíó óñiõ ôóíêöié f(·) : I → H, àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ íà êîæíîìó âiäðiçêó [α, β] ⊂ I. Êðiì
òîãî, íåõàé AC0(I;H) � ìíîæèíà óñiõ ôóíêöié f ∈ AC(I;H) ç íàñòóïíîþ âëàñòèâîñòþ: ÿêùî a ∈ I
(âiäïîâiäíî b ∈ I), òî f(a) = 0 (âiäï. f(b) = 0); â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó f(t) = 0 íà äåÿêîìó

iíòåðâàëi (a, α) ⊂ I (âiäï. (β, b) ⊂ I). ßñíî, ùî ó âèïàäêó âiäðiçêà I = [a, b] ìíîæèíà AC0(I) ¹
ìíîæèíîþ óñiõ ôóíêöié f ∈ AC(I;H), òàêèõ ùî f(a) = f(b) = 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî ∆(·) � âèçíà÷åíà ìàéæå âñþäè íà I áîðåëiâñüêà [H]-çíà÷íà ôóíêöiÿ, iíòåãðîâíà

íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó âiäðiçêó [α, β] ⊂ I i òàêà, ùî ∆(t) ≥ 0 ì.â. íà I. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L2
∆(I)

ìíîæèíó óñiõ áîðåëiâñüêèõ ôóíêöié f(·) : I → H, òàêèõ ùî
∫
I
(∆(t)f(t), f(t))H dt < ∞. ßê âiäîìî

(äèâ., íàïðèêëàä, [14, ãëàâà 13.5]) L2
∆(I) ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì ç êâàçiñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(f, g)∆ =

∫
I
(∆(t)f(t), g(t))H dt, f, g ∈ L2

∆(I),

ùî ïîðîäæó¹ ïiâíîðìó ||f ||∆ = (f, f)
1
2
∆. Ôóíêöi¨ f, g ∈ L2

∆(I) ââàæàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî

||f − g||∆ = 0, ùî ðiâíîñèëüíî ðiâíîñòi ∆(t)(f(t) − g(t)) = 0 ì.â. íà I. Ìíîæèíà óñiõ âiäïîâiäíèõ

êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi ïîçíà÷àåòñÿ L2
∆(I). Çãiäíî ç [14] L2

∆(I) ¹ ãiëáåðòîâèì ïðîñòîðîì çi ñêàëÿðíèì

äîáóòêîì (f̃ , g̃) = (f, g)∆, f̃ , g̃ ∈ L2
∆(I), äå f ∈ f̃ (g ∈ g̃) � äîâiëüíèé ïðåä ñòàâíèê êëàñó f̃ (âiäï. g̃).

Íàäàëi áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç π∆ ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ ç L2
∆(I) íà L2

∆(I), ÿêå çàäà¹òüñÿ ðiâ-

íiñòþ π∆f = f̃(∋ f), f ∈ L2
∆(I). Êðiì òîãî, ïîêëàäåìî π̃∆ = π∆ ⊕ π∆ : (L2

∆(I))2 → (L2
∆(I))2, òàê ùî

π̃∆{f, g} = {f̃ , g̃}, f, g ∈ L2
∆(I). ßñíî, ùî kerπ∆ = {f ∈ L2

∆(I) : ∆(t)f(t) = 0 ì.â. íà I}.
Äëÿ çàäàíîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó K ïîçíà÷èìî ÷åðåç L2

∆(I; [K,H]) àáî

ïðîñòî L2
∆[K,H] ìíîæèíó âñiõ áîðåëiâñüêèõ îïåðàòîð-ôóíêöié F (·) : I → [K,H], òàêèõ ùî F (·)h ∈

L2
∆(I) äëÿ êîæíîãî h ∈ K. Ïîêëàäåìî òàêîæ L2

∆[H] := L2
∆[H,H]. Î÷åâèäíîþ ¹ åêâiâàëåíòíiñòü

F (·) ∈ L2
∆[K,H] ⇐⇒

∫
I
||∆

1
2 (t)F (t)||2 dt <∞. (3.1)
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3.2. Îçíà÷åííÿ ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè. Ìiíiìàëüíi òà ìàêñèìàëüíi âiäíî-

øåííÿ

Íåõàé H, Ĥ � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè i

H0 = H ⊕ Ĥ, H = H0 ⊕H = H ⊕ Ĥ ⊕H. (3.2)

Ïîçíà÷èìî

ν = dimH, ν̂ = dim Ĥ, n = dimH = 2ν + ν̂.

Ïðèïóñòèìî, ùî δ ∈ {−1, 1} i J ∈ [H] � îïåðàòîð, çàäàíèé ðiâíîñòþ

J =


0 0 −IH
0 iδIĤ 0

IH 0 0

 : H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

→ H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

. (3.3)

Âiäçíà÷èìî, ùî J � ñiãíàòóðíèé îïåðàòîð, òîáòî J∗ = J−1 = −J . Çâîðîòíî, ÿêùî H � ñêií÷åííî-

âèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið i J ∈ [H] � ñiãíàòóðíèé îïåðàòîð, òî iñíóþòü ïiäïïðîñòîðè H i Ĥ â H,
òàêi ùî H = H ⊕ Ĥ ⊕ H i îïåðàòîð J äîïóñêà¹ áëî÷íå çîáðàæåííÿ (3.3). Òîìó ôîðìóëà (3.3) äà¹

çàãàëüíèé âèãëÿä ñiãíàòóðíîãî îïåðàòîðà.

Ïîêëàäåìî

ν+ = dimker (J − iI), ν− = dimker (J + iI)

Ç (3.3) âèïëèâà¹ ùî

ν+ =

ν + ν̂, ÿêùî δ = 1

ν, ÿêùî δ = −1
ν− =

ν, ÿêùî δ = 1

ν + ν̂, ÿêùî δ = −1
(3.4)

Íåõàé I = ⟨a, b⟩ (−∞ ≤ a < b ≤ ∞) � ïðîìiæîê â R. Êðiì òîãî, íåõàé J ∈ [H] � îïåðàòîð (3.3) i

B(·) òà ∆(·) � âèçíà÷åíi ìàéæå âñþäè íà I áîðåëiâñüêi [H]-çíà÷íi ôóíêöi¨, iíòåãðîâíi íà êîæíîìó

âiäðiçêó [α, β] ⊂ I é òàêi ùî B(t) = B∗(t) i ∆(t) ≥ 0 ì.â. íà I. Íàãàäà¹ìî, ùî ñèìåòðè÷íà ñèñòåìà
äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó (íà ïðîìiæêó I) ìà¹ âèãëÿä [1, 10]

Jy′ −B(t)y = λ∆(t)y, t ∈ I, λ ∈ C. (3.5)

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ñèñòåìà (3.5) íàçàâà¹òüñÿ ãàìiëüòîíîâîþ, ÿêùî H = H ⊕H(⇔ ν̂ = 0) i, îòæå,

îïåðàòîð J ìà¹ âèãëÿä

J =

(
0 −IH
IH 0

)
: H ⊕H︸ ︷︷ ︸

H

→ H ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

. (3.6)

Ôóíêöiÿ y ∈ AC(I;H) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (3.5), ÿêùî ðiâíiñòü (3.5) ¹ âiðíîþ ì.â. íà I.
Îïåðàòîð-ôóíêöiÿ Y (·, λ) : I → [K,H] ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (3.5), ÿêùî äëÿ êîæíîãî h ∈ K ôóíêöiÿ

y(·) = Y (·, λ)h ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè (òóò K � ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið). Ó íàñòóïíî-

ìó äëÿ êîæíîãî c ∈ I òà λ ∈ C ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç Yc(·, λ) îïåðàòîðíèé [H]-çíà÷íèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

(3.5), òàêèé ùî Yc(c, λ) = IH

Íàäàëi êîðèñíîþ áóäå íàñòóïíà ëåìà.
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Ëåìà 3.2. Ïðèïóñòèìî, ùî c ∈ I, K � ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, Y (·, ·) : I ×R →
[K,H] � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ, òàêà ùî Y (·, s) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (3.5) òà Y (c, ·) ¹ íåïåðåðâíîþ

ôóíêöi¹þ íà R, i Σ(·) : R → [K] � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó. Òîäi äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ g ∈ L2
loc(Σ;K) ðiâíiñòü

f(t) =

∫
R
Y (t, s) dΣ(s)g(s), t ∈ I (3.7)

çàäà¹ ôóíêöiþ f(·) ∈ AC(I;H), òàêó ùî

f ′(t) = −J
∫
R
(B(t) + s∆(t))Y (t, s) dΣ(s)g(s) (ì.â. íà I). (3.8)

Ä îâåäåííÿ. Çãiäíî ç (2.13) ðiâíiñòü (3.7) îçíà÷à¹, ùî

f(t) =

∫
R
Y (t, s)Ψ(s)g(s) dµ(s), t ∈ I, (3.9)

ç Ψ òà µ, âèçíà÷åíèìè â òåîðåìi 2.13, (1). Îñêiëüêè

Y (t, s) = Y (c, s)− J

∫ t

c

(B(u) + s∆(u))Y (u, s)du, t ∈ I, (3.10)

òî Y (·, ·) ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ íà I ×R. Íåâàæêî òàêîæ ïåðåâiðèòè, ùî
∫
R
||Ψ(s)g(s)|| dµ(s) <∞.

Òîìó iñíó¹ iíòåãðàë â (3.9) i, êðiì òîãî,

t∫
a

∫
R

||(B(u) + s∆(u))Y (u, s)Ψ(s)g(s)|| du dµ(s) <∞. (3.11)

Ç (3.11) òà òåîðåìè Ôóáiíi âèïëèâà¹, ùî∫
R

(∫ t

c

(B(u) + s∆(u))Y (u, s)Ψ(s)g(s) du

)
dµ(s) = (3.12)∫ t

c

(∫
R
(B(u) + s∆(u))Y (u, s)Ψ(s)g(s) dµ(s)

)
du.

Êîìáiíóþ÷è òåïåð (3.9) ç (3.10) òà ïðèéìàþ÷è äî óâàãè (3.12), îòðèìó¹ìî

f(t) = C − J

∫ t

c

(∫
R
(B(u) + s∆(u))Y (u, s)Ψ(s)g(s) dµ(s)

)
du,

äå ïîêëàäåíî C =
∫
R
Y (a, s)Ψ(s)g(s) dµ(s). Òîìó âiðíîþ ¹ ðiâíiñòü (3.8). �

Íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç Nλ ëiíiéíèé ïðîñòið óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (3.5), ùî íàëåæàòü äî

L2
∆(I):

Nλ = {y ∈ AC(I;H) ∩ L2
∆(I) : Jy′(t)−B(t)y(t) = λ∆(t)y(t) ì.â. íà I}, λ ∈ C. (3.13)

Ç (3.13) âèïëèâà¹, ùî dimNλ ≤ n <∞.

ßê äîâåäåíî â [82], ìíîæèíà óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ y(·) ñèñòåìè (3.5), òàêèõ ùî ∆(t)y(t) = 0 ì.â. íà I,
íå çàëåæèòü âiä λ. Öåé ôàêò äà¹ ìîæëèâiñòü óâåñòè íàñòóïíå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.3. [82] Íóëü-ìíîãîâèäîì ñèñòåìè (3.5) íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòið N â Nλ, λ ∈ C,
çàäàíèé ðiâíîñòþ

N = Nλ ∩ kerπ∆ = {y ∈ AC(I;H) : Jy′(t)−B(t)y(t) = λ∆(t)y(t) i ∆(t)y(t) = 0 ì.â. íà I}. (3.14)
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Ïîêëàäåìî

kN := dimN . (3.15)

ßñíî, ùî äëÿ êîæíîãî λ0 ∈ C \ R ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

N = Nλ0 ∩Nλ0
. (3.16)

Ëåìà 3.4. (1) Äëÿ êîæíîãî îïåðàòîðíîãî ðîçâ'ÿçêó Y (·, λ) ∈ L2
∆(I; [K,H]) ñèñòåìè (3.5) ñïiââiä-

íîøåííÿ

K ∋ h→ (Y (λ)h)(t) = Y (t, λ)h ∈ Nλ. (3.17)

çàäà¹ ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ Y (λ) : K → Nλ i, çâîðîòíî, äëÿ êîæíîãî òàêîãî âiäîáðàæåííÿ Y (λ)

iñíó¹ ¹äèíå îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê Y (·, λ) ∈ L2
∆(I; [K,H]) ñèñòåìè (3.5), òàêèé ùî âiðíèì ¹ (3.17).

(2) ßêùî F (λ) = π∆Y (λ)(∈ [K, L2
∆(I)]), òî äëÿ êîæíîãî f̃ ∈ L2

∆(I)

F ∗(λ)f̃ =

∫
I
Y ∗(t, λ)∆(t)f(t) dt, f ∈ f̃ . (3.18)

Ä îâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ (1) ¹ î÷åâèäíèì. Òâåðäæåííÿ (2) äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî [99, (3.70)] �
Çãiäíî ç [111, 81, 92] ñèìåòðè÷íà ñèñòåìà (3.5) ïîðîäæó¹ ìàêñèìàëüíi ëiíiéíi âiäíîøåííÿ Tmax â

L2
∆(I) òà Tmax â L2

∆(I), ÿêi çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

Tmax = {{y, f} ∈ L2
∆(I)× L2

∆(I) : y ∈ AC(I;H) i Jy′(t)−B(t)y(t) = ∆(t)f(t) ì.â. íà I}, (3.19)

Tmax = π̃∆Tmax = {{ỹ, f̃} ∈ L2
∆(I)⊕ L2

∆(I) : ỹ = π∆y i f̃ = π∆f äëÿ äåÿêî¨ ïàðè {y, f} ∈ Tmax}.
(3.20)

Äëÿ ïàð {y, f}, {z, g} ∈ Tmax i âiäðiçêó [α, β] ⊂ I iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äà¹∫
[α,β]

(∆(t)f(t), z(t)) dt−
∫
[α,β]

(∆(t)y(t), g(t)) dt = (Jy(β), z(β))− (Jy(α), z(α)).

Òîìó iñíóþòü ãðàíèöi

[y, z]a := lim
α↓a

(Jy(α), z(α)), [y, z]b := lim
β↑b

(Jy(β), z(β)), y, z ∈ dom Tmax (3.21)

i ñïðàâåäëèâîþ ¹ òîòîæíiñòü Ëàãðàíæà

(f, z)∆ − (y, g)∆ = [y, z]b − [y, z]a, {y, f}, {z, g} ∈ Tmax. (3.22)

Ôîðìóëà (3.21) çàäà¹ áiëiíiéíi ôîðìè [·, ·]a i [·, ·]b íà dom Tmax. Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ôîðìè, âèçíà÷èìî

ìiíiìàëüíi âiäíîøåííÿ Tmin â L2
∆(I) òà Tmin â L2

∆(I) ðiâíîñòÿìè

Tmin = {{y, f} ∈ Tmax : [y, z]a = 0 i [y, z]b = 0 äëÿ êîæíîãî z ∈ dom Tmax}, (3.23)

Tmin = π̃∆Tmin = {{ỹ, f̃} ∈ L2
∆(I)⊕ L2

∆(I) : ỹ = π∆y òà f̃ = π∆f äëÿ äåÿêî¨ ïàðè {y, f} ∈ Tmin}.
(3.24)

Êðiì òîãî, ââåäåìî ëiíiéíi âiäíîøåííÿ T0 â L2
∆(I) òà T0 â L2

∆(I), ïîêëàäàþ÷è

T0 = {{y, f} ∈ Tmax : y ∈ AC0(I;H)}, T0 = π̃∆T0. (3.25)

ßñíî, ùî T0 ⊂ Tmin ⊂ Tmax.
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Îçíà÷åííÿ 3.5. Êiíöåâà òî÷êà a (âiäï. b) ïðîìiæêó I = ⟨a, b⟩ íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî

a > −∞ i a ∈ I (âiäï. b <∞ i b ∈ I). Ñèñòåìà (3.5) íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî îáèäâi òî÷êè a òà
b ðåãóëÿðíi. Ñèñòåìà, ùî íå ¹ ðåãóëÿðíîþ, íàçèâà¹òüñÿ ñèíãóëÿðíîþ.

Î÷åâèäíî, ùî ó âèïàäêó ðåãóëÿðíî¨ òî÷êè a (âiäï. b) iíòåãðàëè
∫

[a,c]

||B(t)|| dt i
∫

[a,c]

||∆(t)|| dt (âiäï.∫
[c,b]

||B(t)|| dt i
∫

[c,b]

||∆(t)|| dt)ñêií÷åííi äëÿ êîæíîãî c ∈ (a, b).

Äëÿ ðåãóëÿðíî¨ ñèñòåìè òîòîæíiñòü (3.22) ìà¹ âèãëÿä

(f, z)∆ − (y, g)∆ = (Jy(b), z(b))− (Jy(a), z(a)), {y, f}, {z, g} ∈ Tmax. (3.26)

Ó âèïàäêó ðåãóëÿðíî¨ òî÷êè a ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ta òà Ta ëiíiéíi âiäíîøåííÿ âiäïîâiäíî â L2
∆(I)

òà L2
∆(I), çàäàíi ðiâíîñòÿìè

Ta = {{y, f} ∈ Tmax : y(a) = 0 i [y, z]b = 0 äëÿ êîæíîãî z ∈ dom Tmax}, Ta = π̃∆Ta. (3.27)

Àíàëîãi÷íî ó âèïàäêó ðåãóëÿðíî¨ òî÷êè b ïîçíà÷èìî ÷åðåç Tb òà Tb ëiíiéíi âiäíîøåííÿ âiäïîâiäíî â

L2
∆(I) òà L2

∆(I), çàäàíi ðiâíîñòÿìè

Tb = {{y, f} ∈ Tmax : y(b) = 0 i [y, z]a = 0 äëÿ êîæíîãî z ∈ dom Tmax}, Tb = π̃∆Tb. (3.28)

ßñíî, ùî T0 ⊂ Ta ⊂ Tmin i àíàëîãi÷íî T0 ⊂ Tb ⊂ Tmin.

Íàñòóïíà òåîðåìà, äîâåäåíà â [102], ãðà¹ ôóíäàìåíòàëüíó ðîëü â íàøîìó äîñëiäæåííi ñèìåòðè÷-

íèõ ñèñòåì.

Teoðåìà 3.6. Íåõàé Tmax i Tmin � ìàêñèìàëüíå i ìiíiìàëüíå âiäíîøåííÿ (3.20) i (3.24), ïîðîä-

æåíi ñèñòåìîþ (3.5) íà iíòåðâàëi I = ⟨a, b⟩. Êðiì òîãî, íåõàé T0 � âiäíîøåííÿ (3.25). Òîäi Tmin �

çàìêíåíå ñèìåòðè÷íå ëiíiéíå âiäíîøåííÿ â L2
∆(I) i

T 0 = Tmin, T ∗
min = Tmax. (3.29)

ßêùî, êðiì òîãî, òî÷êà a (âiäï. b) ¹ ðåãóëÿðíîþ i Ta (âiäï. Tb) � âiäíîøåííÿ (3.27) (âiäï. (3.28)),

òî Tmin = Ta (âiäï. Tmin = Tb).

ßêùî ñèñòåìà (3.5) ðåãóëÿðíà, òî Tmin = T0 i êîæíå λ ∈ C ¹ òî÷êîþ ðåãóëÿðíîãî òèïó âiäíî-

øåííÿ Tmin, òîáòî ρ̂(Tmin) = C.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì îçíà÷åíü Tmin òà Tmax.

Òâåðäæåííÿ 3.7. (1) Ìíîãîçíà÷íà ÷àñòèíà mulTmin ìiíiìàëüíîãî âiäíîøåííÿ Tmin çáiãà¹òüñÿ

ç ìíîæèíîþ óñiõ f̃ ∈ H, òàêèõ ùî äëÿ äåÿêîãî (i òîìó äëÿ êîæíîãî) f ∈ f̃ iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

Jy′ −B(t)y = ∆(t)f(t), t ∈ I, (3.30)

ùî çàäîâiëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿì ∆(t)y(t) = 0 (ì.â. íà I) òà [y, z]a = [y, z]b = 0, z ∈ dom Tmax.

ßêùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ, òî mulTmin ¹ ìíîæèíîþ óñiõ f̃ ∈ H, òàêèõ ùî äëÿ äåÿêîãî

(i òîìó äëÿ êîæíîãî) f ∈ f̃ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.30) ç y(a) = 0 çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíîñòÿì ∆(t)y(t) = 0

(ì.â. íà I) òà [y, z]b = 0, z ∈ dom Tmax.
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(2) Ðiâíîñòi mulTmin = 0, mulTmin = mulTmax àáî mulTmax = {0} ðiâíîñèëüíi âiäïîâiäíî âèêî-

íàííþ íàñòóïíèõ óìîâ (Ó1), (Ó2) àáî (Ó3):

(Ó1) ÿêùî f(·) ∈ L2
∆(I) é iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê y(·) ðiâíÿííÿ (3.30), òàêèé ùî ∆(t)y(t) = 0 (ì.â. íà

I) òà [y, z]a = [y, z]b = 0, z ∈ dom Tmax, òî ∆(t)f(t) = 0 (ì.â. íà I);
(Ó2) ÿêùî f(·) ∈ L2

∆(I) é y(·) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.30), òàêèé ùî ∆(t)y(t) = 0 (ì.â. íà I),
òî [y, z]a = [y, z]b = 0, z ∈ dom Tmax;

(Ó3) ÿêùî f(·) ∈ L2
∆(I) é iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê y(·) ðiâíÿííÿ (3.30), òàêèé ùî ∆(t)y(t) = 0 (ì.â. íà

I), òî ∆(t)f(t) = 0 (ì.â. íà I).

Ïðèïóñòèìî, ùî N � íóëü-ìíîãîâèä (3.14) ñèñòåìè (3.5). Òîäi {y, 0} ∈ Tmax äëÿ êîæíîãî y ∈ N
i âíàñëiäîê òîòîæíîñòi Ëàãðàíæà (3.22)

[y, z]a = [y, z]b, y ∈ N , z ∈ dom Tmax. (3.31)

Öå äîçâîëÿ¹ ââåñòè ïiäïðîñòið N ′ ⊂ N çà äîïîìîãè ðiâíîñòi

N ′ = {y ∈ N : [y, z]a = 0, z ∈ dom Tmax} = {y ∈ N : [y, z]b = 0, z ∈ dom Tmax}. (3.32)

Äàëi, ñïiââiäíîøåííÿ {y, f} ∈ Tmax i π̃∆{y, f} = 0 îçíà÷àþòü, ùî y ∈ AC(I;H), f ∈ L2
∆(I) i

Jy′(t)−B(t)y(t) = ∆(t)f(t), ∆(t)y(t) = 0, ∆(t)f(t) = 0 ì.â. íà I.

Òîìó ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

ker (π̃∆ � Tmax) = {{y, f} ∈ L2
∆(I)× L2

∆(I) : y ∈ N i ∆(t)f(t) = 0 ì.â.íà I}, (3.33)

ker (π̃∆ � Tmin) = {{y, f} ∈ L2
∆(I)× L2

∆(I) : y ∈ N ′ i ∆(t)f(t) = 0 ì.â. íà I}. (3.34)

Òâåðäæåííÿ 3.8. Íåõàé a � ðåãóëÿðíà òî÷êà äëÿ ñèñòåìè (3.5), Ta � ëiíiéíå âiäíîøåííÿ (3.27)

i N̂ ′ := {{y, 0} : y ∈ N ′}. Òîäi

Tmin = Ta u N̂ ′, (3.35)

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ðâiíiñòü Tmin = Ta ìà¹ ìiñöå òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè N ′ = {0}.

Ä îâåäåííÿ. Îñêiëüêè Ta ⊂ Tmin i âíàñëiäîê òåîðåìè 3.6 π̃∆Tmin = π̃∆Ta(= Tmin), òî

Tmin = Ta + ker (π̃∆ � Tmin). (3.36)

ßñíî, ùî {0, f} ∈ Ta äëÿ êîæíîãî f ∈ L2
∆(I), òàêîãî ùî ∆(t)f(t) = 0 ì.â. íà I. Êîìáiíóþ÷è öå

òâåðäæåííÿ ç (3.36) òà (3.34), îòðèìó¹ìî Tmin = Ta + N̂ ′. Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî y ∈ N ∩ dom Ta

ìà¹ìî y(a) = 0 é îòæå y = 0. Çâiäñè Ta ∩ N̂ ′ = {0}, ùî äà¹ ïðÿìèé ðîçêëàä (3.35). �

Ïðèêëàä 3.9. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (3.5) ç H = C2 i îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè J, B(t) i

∆(t), çàäàíèìè â ñòàíäàðòíîìó áàçèñi ìàòðèöÿìè

J =

(
0 −1

1 0

)
, B(t) = 0, ∆(t) =

(
1 0

0 0

)
, t ∈ [0,∞).

Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè Nλ = N = {y(t) ≡ {0, C} : C ∈ C} i êîæ-

íà ôóíêöiÿ z ∈ dom Tmax ìà¹ âèãëÿä z(t) = {0, z2(t)}(∈ C2). Òîìó (Jy(t), z(t)) ≡ 0 (y ∈ N , z ∈
dom Tmax) i, îòæå, N ′ = N ̸= {0}. Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹ ùî iñíóþòü ñèìåòðè÷íi ñèñòåìè ç ðåãó-

ëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a, òàêi ùî Tmin ̸= Ta.
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3.3. Ôîðìàëüíi iíäåêñè äåôåêòó òà ôîðìóëè Íåéìàíà

Íåõàé Tmax � ìàêñèìàëüíå âiäíîøåííÿ (3.19), ïîðîäæåíå ñèìåòðè÷íîþ ñèñòåìîþ (3.5), i Nλ � ïiä-

ïðîñòið (3.13). Ç (3.19) âèïëèâà¹, ùî

Nλ = ker (Tmax − λ) = {y ∈ L2
∆(I) : {y, λy} ∈ Tmax}, λ ∈ C. (3.37)

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî N̂λ � ïiäïîñòið â Tmax, çàäàíèé ðiâíiñòþ N̂λ = {{y, λy} : y ∈ Nλ}, λ ∈ C.

Îçíà÷åííÿ 3.10. [82] ×èñëà N+ = dimNi i N− = dimN−i íàçèâàþòüñÿ ôîðìàëüíèìè iíäåêñàìè

äåôåêòó ñèñòåìè (3.5).

ßñíî, ùî N± ≤ n. Êðiì òîãî, äëÿ ðåãóëÿðíî¨ ñèñòåìè N+ = N− = n.

Äàëi ïðèïóñòèìî, ùî Nλ(Tmin) = ker (Tmax − λ), λ ∈ C, � äåôåêòíi ïiäïðîñòîðè i n±(Tmin) =

dimNλ(Tmin), λ ∈ C±, � iíäåêñè äåôåêòó ñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ Tmin. Ëåãêî áà÷èòè, ùî π∆Nλ =

Nλ(Tmin) i ker (π∆ � Nλ) = N äëÿ êîæíîãî λ ∈ C. Òîìó

dimNλ = dimNλ(Tmin) + kN , (3.38)

äå kN âèçíà÷åíî â (3.15). Çâiäñè âèïëèâà¹

Òâåðäæåííÿ 3.11. [82, 92] Äëÿ ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè âiðíèìè ¹ ðiâíîñòi N± = dimNλ, λ ∈
C±, (òîáòî dimNλ íå çàëåæèòü âiä λ â êîæíié ç ïiâïëîùèí C+ òà C−) i

N+ = n+(Tmin) + kN , N− = n−(Tmin) + kN , (3.39)

äå kN âèçíà÷åíî â (3.15).

ßê âiäîìî, äëÿ êîæíîãî çàìíåíîãî ñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ A â H ñïðàâåäëèâîþ ¹ âîðìóëà

Íåéìàíà (äèâ. íàïðèêëàä [56]). Ó âèïàäêó ìiíiìàëüíîãî âiäíîøåííÿ Tmin â L2
∆(I) öÿ ôîðìóëà ìà¹

âèãëÿä

Tmax = Tmin u N̂λ(Tmin)u N̂λ(Tmin), λ ∈ C \ R. (3.40)

Â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi ïîêàçàíî, ùî àíàëîãi÷íà ôîðìóëà ìà¹ ìiñöå äëÿ âiäíîøåíü Tmin òà Tmax.

Òâåðäæåííÿ 3.12. Íåõàé Tmin òà Tmax � ìiíiìàëüíå i ìàêñèìàëüíå âiäíîøåííÿ â L2
∆(I), ïî-

ðîäæåíi ñèñòåìîþ (3.5). Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî N � íóëü-ìíîãîâèä (3.14), N ′ ⊂ N � ïiäïîñòið

(3.32) é íåõàé kN ′ = dimN ′. Òîäi:

(1) Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C \ R ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi ôîðìóëè Íåéìàíà:

Tmax = Tmin + (N̂λ u N̂λ), Tmin ∩ (N̂λ u N̂λ) = N ′ ⊕N = {{y, f} : y ∈ N ′, f ∈ N}. (3.41)

(2) Âiðíîþ ¹ ðiâíiñòü

dim(Tmax/Tmin) = dim(dom Tmax/dom Tmin) = N+ +N− − kN − kN ′ . (3.42)
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Ä îâåäåííÿ. Îñêiëüêè π̃∆Tmax = Tmax, π̃∆Tmin = Tmin i π̃∆N̂λ = N̂λ(Tmin), òî ç ôîðìóëè (3.40)

âèïëèâà¹, ùî

Tmax = Tmin + (N̂λ u N̂λ) + ker (π̃∆ � Tmax), λ ∈ C \ R (3.43)

(ÿñíî, ùî N̂λ∩N̂λ = {0} é, îòæå, ñóìà N̂λuN̂λ â (3.43) ¹ ïðÿìîþ). Äàëi, ç âêëþ÷åííÿ y ∈ N âèïëèâà¹

y ∈ Nλ ∩Nλ i çîáðàæåííÿ

{y, 0} =
{
− λ

λ−λ
y,−λ λ

λ−λ
y
}
+
{

λ
λ−λ

y, λ λ
λ−λ

y
}
.

äà¹

{y, 0} ∈ N̂λ u N̂λ (y ∈ N , λ ∈ C \ R). (3.44)

Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî f ∈ L2
∆(I), òàêîãî ùî ∆(t)f(t) = 0 ì.â. íà I, ìà¹ìî {0, f} ∈ Tmin. Çâiäñè òà ç

(3.33), (3.44) âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ ker (π̃∆ � Tmax) ⊂ Tmin + (N̂λ u N̂λ), ÿêå ñóìiñíî ç (3.43) äà¹ ïåðøó

ðiâíiñòü â (3.41).

Äîâåäåìî äàëi äðóãå ñïiââiäíîøåííÿ â (3.41). ßêùî {y, f} ∈ Tmin ∩ (N̂λ u N̂λ), òî π̃∆{y, f} ∈
Tmin ∩ (N̂λ u N̂λ) é, îòæå, π̃∆{y, f} = 0. Òîìó â ñèëó (3.34) y ∈ N ′ i ÷åðåç (3.44) {y, 0} ∈ N̂λ u N̂λ.

Êðiì òîãî, îñêiëüêè òàêîæ {y, f} ∈ N̂λu N̂λ, òî {0, f} ∈ N̂λu N̂λ. Çâiäñè âèïëèâà¹ iñíóâàíííÿ u ∈ Nλ

i z ∈ Nλ, òàêèõ ùî u + z = 0 i λu + λz = f . Îòæå f = (λ − λ)z = (λ − λ)u, òàê ùî f ∈ Nλ ∩ Nλ i â

ñèëó (3.16) f ∈ N . Òàêèì ÷èíîì {y, f} ∈ N ′ ⊕N .

Çâîðîòíî, íåõàé {y, f} ∈ N ′ ⊕N , äå y ∈ N ′ i f ∈ N . Òîäi çãiäíî ç (3.32) {y, 0} ∈ Tmin i (3.44) äà¹

{y, 0} ∈ N̂λuN̂λ. Òîìó âiðíèì ¹ âêëþ÷åííÿ {y, 0} ∈ Tmin∩(N̂λuN̂λ). Äàëi, {0, f} ∈ Tmin i çîáðàæåííÿ

{0, f} = 1
λ−λ

({f, λf} − {f, λf})

ðàçîì ç (3.16) ïîêàçó¹, ùî {0, f} ∈ N̂λ u N̂λ. Òàêèì ÷èíîì, {0, f} ∈ Tmin ∩ (N̂λ u N̂λ) é òîìó {y, f} ∈
Tmin ∩ (N̂λ u N̂λ). Öå äîâîäèòü äðóãå ñïiââiäíîøåííÿ â (3.41).

Ùîá äîâåñòè (3.42) ñïî÷àòêó âiäçíà÷èìî, ùî áåçïîñåðåäíüî ç (3.41) âèïëèà¹ ðiâíiñòü

r := dim(Tmax/Tmin) = N+ + N− − kN − kN ′ . Äàëi ïðèïóñòèìî, ùî {{yj, fj}}r1 � áàçiñ ïðîñòîðó Tmax

âiäíîñíî ïiäïðîòîðó Tmin ⊂ Tmax. Òîäi áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî {yj}r1 ¹ áàçiñîì ïðî-

ñòîðó dom Tmax âiäíîñíî ïiäïðîñòîðó dom Tmin ⊂ dom Tmax. Òîìó dim(dom Tmax/dom Tmin) = r(=

dim(Tmax/Tmin)), ùî ïîâíiñòþ äîâîäèòü (3.42). �
Â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó ðåãóëÿðíî¨ êiíöåâî¨ òî÷êè ôîðìóëà Íåéìàíà

ìîæå áóòè çîáðàæåíà ó äåùî iíøîìó âèãëÿäi.

Òâåðäæåííÿ 3.13. Íåõàé Ta � ëíiéíå âiäíîøåííÿ (3.27), ïîðîäæåíå ñèñòåìîþ (3.5) ç ðåãóëÿð-

íîþ êiíöåâþ òî÷êîþ a. Òîäi

Tmax = Ta + (N̂λ u N̂λ), Ta ∩ (N̂λ u N̂λ) = {0} ⊕ N = {{0, f} : f ∈ N}, λ ∈ C \ R, (3.45)

i âiðíîþ ¹ íàñòóïíà ðiâíiñòü

dim(Tmax/Ta) = dim(dom Tmax/dom Ta) = N+ +N− − kN . (3.46)
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Ä îâåäåííÿ. Íåõàé N ′ ⊂ N � ïiäïðîñòið (3.32). Òîäi â ñèëó (3.44) N̂ ′ ⊂ N̂λ u N̂λ i ïåðøà ðiâíiñòü

â (3.41) ñóìiñíî ç (3.35) äà¹ ïåðøó ðiâíiñòü â (3.45). Äàëi ïðèïóñòèìî, ùî {y, f} ∈ Ta ∩ (N̂λ u N̂λ).

Îñêiëüêè Ta ⊂ Tmin, òî ç ôîðìóëè (3.41) âèïëèâà¹, ùî y ∈ N ′ i f ∈ N . Êðiì òîãî, ÷åðåç (3.27) y(a) = 0

i, îòæå, y = 0. Òîìó {y, f} ∈ {0}⊕N . Çâîðîòíî, ç îãëÿäó íà äðóãó ðiâíiñòü â (3.41) êîæíà ïàðà {0, f}
ç f ∈ N íàëåæèòü äî N̂λu N̂λ é, êðiì òîãî, {0, f} ∈ Ta. Òîìó {0, f} ∈ Ta∩ (N̂λu N̂λ), çâiäêè âèïëèâà¹

äðóãà ðiâíiñòü â (3.45). Íàêiíåöü, ôîðìóëà (3.46) äîâîäèòüñÿ òàê ñàìî, ÿê i (3.42). �
Íàäàëi äëÿ ñèñòåìè (3.5) áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç D0a òà D0b ëiíiéíi ìíîãîâèäè â L2

∆(I), âèçíà÷åíi
ðiâíîñòÿìè

D0a = {y ∈ dom Tmax : [y, z]a = 0 äëÿ êîæíîãî z ∈ dom Tmax} (3.47)

D0b = {y ∈ dom Tmax : [y, z]b = 0 äëÿ êîæíîãî z ∈ dom Tmax} (3.48)

Òâåðäæåííÿ 3.14. Ïðèïóñòèìî, ùî a ¹ ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ ñèñòåìè (3.5) i Ha òà

H1 � ïiäïðîñòîðè â H, âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè

Ha = {y(a) : y(·) ∈ N}, H1 = {y(a) : y(·) ∈ D0b}.

Òîäi dom Ta ⊂ D0b i ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

H1 = (JHa)
⊥, dim(D0b/dom Ta) = n− kN . (3.49)

ßêùî, êðiì òîãî, ñèñòåìà ðåãóëÿðíà i H′
1 := {y(a) : y ∈ dom Tmax i y(b) = 0}, òî

H′
1 = H1 = (JHa)

⊥. (3.50)

Ä îâåäåííÿ. Ç (3.31) âèïëèâà¹, ùî (Jy(a), z(a)) = 0 äëÿ âñiõ y ∈ D0b i z ∈ N . Òîìó H1 ⊂ (JHa)
⊥ i

äëÿ äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ðiâíîñòi â (3.49) çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî (JHa)
⊥ ⊂ H1.

Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî ñèñòåìà ðåãóëÿðíà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç N ′
0 ïiäïðîñòið â N0(= ker Tmax),

çàäàíèé ðiâíîñòþ N ′
0 = {y ∈ N0 : y(a) ∈ H⊥

a }. Îñêiëüêè N ′
0 ∩ N = {0}, òî ç ðiâíîñòi (y, y)∆ =

0 (y ∈ N ′
0) âèïëèâà¹, ùî y = 0. Òîìó N ′

0 ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì çi ñêàëàðíèì

äîáóòêîì (y, z)∆.

Íåõàé h ∈ (JHa)
⊥, òàê ùî Jh ∈ H⊥

a . Òîäi φ(z) = −(Jh, z(a)), z ∈ N ′
0, ¹ àíòiëiíiéíèì ôóíêöiîíà-

ëîì íà N ′
0 i òîìó iñíó¹ fh ∈ N ′

0, òàêå ùî

(fh, z)∆ = −(Jh, z(a)), z ∈ N ′
0. (3.51)

Íåõàé äàëi y ∈ AC(I;H) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Jy′ − B(t)y = ∆(t)fh(t), òàêèé ùî y(b) = 0. Òîäi

{y, fh} ∈ Tmax i, îòæå, y(a) ∈ H′
1. Òîìó y(a) ∈ (JHa)

⊥, çâiäêè âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ Jy(a) ∈ H⊥
a .

Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð òîòîæíiñòü Ëàãðàíæà (3.26) äî {y, fh} i {z, 0} (z ∈ N ′
0) òà ïðèéìàþ÷è äî óâàãè

ðiâíiñòü (3.51), îòðèìó¹ìî

−(Jh, z(a)) = (fh, z)∆ = −(Jy(a), z(a)), z ∈ N ′
0.

Ó öié ðiâíîñòi Jh ∈ H⊥
a , Jy(a) ∈ H⊥

a i z(a) ïðèéìà¹ âñi çíà÷åííÿ ç H⊥
a , êîëè z ïðîáiãà¹ N ′

0. Òîìó

y(a) = h i, îòæå, h ∈ H′
1, ùî ñóìiñíî ç î÷åâèäíèì âêëþ÷åííÿì H′

1 ⊂ H1(⊂ (JHa)
⊥) äà¹ (3.50).
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Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ñèñòåìà ñèíãóëÿðíà. Äëÿ êîæíîãî âiäðiçêó I ′ = [a, β] ⊂ I ïîêëàäåìî

N I′
= {y ∈ AC(I ′) : Jy′(t)−B(t)y(t) = 0 i ∆(t)y(t) = 0 ì.â. íà I ′}

i HI′
a = {y(a) : y ∈ N I′}. Î÷åâèäíî, ùî ç âêëþ÷åííÿ I ′

1 ⊂ I ′
2 âèïëèâà¹ HI′

2
a ⊂ HI′

1
a . Òîìó â ñèëó

ñêií÷åííîâèìiðíîñòi ïðîñòîðó H iñíó¹ âiäðiçîê I ′
0 = [a, β0] ⊂ I, òàêèé ùî HI′

a = HI′
0

a äëÿ âñiõ I ′ ⊃ I ′
0.

Êðiì òîãî, Ha =
∩

I′⊂I
HI′

a , çâiäêè âèïëèâà¹, ùî HI′
0

a = Ha.

Íåõàé T I′
0

max � ìàêñèìàëüíå âiäíîøåííÿ â L2
∆(I ′

0), ïîðîäæåíå çâóæåííÿì ñèñòåìè (3.5) íà I ′
0.

Îñêiëüêè öå çâóæåííÿ ðåãóëÿðíå, òî âíàñëiäîê (3.50) äëÿ êîæíîãî h ∈ (JHa)
⊥(= (JHI′

0
a )⊥) iñíó¹

y ∈ dom T I′
0

max, òàêå ùî y(0) = h i y(β0) = 0. Ïðîäîâæóþ÷è ôóíêöiþ y íóëåì íà âñå I, îòðèìó¹ìî
ôóíêöiþ y ∈ D0b, òàêó ùî y(0) = h. Çâiäñè âèïëèâà¹ ïîòðiáíå âêëþ÷åííÿ (JHa)

⊥ ⊂ H1.

Äîâåäåìî äðóãó ðiâíiñòü â (3.49). Ç ïåðøî¨ ðiâíîñòi â (3.49) âèïëèâà¹, ùî r1 := dimH1 = n− kN .

Íåõàé {yj}r11 � ñèñòåìà ôóíêöié yj ∈ D0b, òàêà ùî {yj(0)}r11 � áàçèñ â H1. Òîäi áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà

ïîêàçó¹, ùî öÿ ñèñòåìà óòâîðþ¹ áàçèñ ïðîñòîðó D0b âiäíîñíî ïiäïðîñòîðó dom Ta ⊂ D0b. Çâiäñè

âèïëèâà¹ ïîòðiáíà ðiâíiñòü. �
Íàãàäà¹ìî, äàëi, íàñòóïíå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.15. Ñèìåòðè÷íà ñèñòåìà (3.5) íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷åíîþ, ÿêùîN = {0}. Ðiâíîñèëü-
íî, ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî (é òîìó äëÿ êîæíîãî) λ ∈ C iñíó¹ ëèøå òðiâiàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê y = 0 öi¹¨ ñèñòåìè, ùî çiäîâiëüíÿ¹ ðiâíîñòi ∆(t)y(t) = 0 ì.â. íà I.

Âiäçíà÷èìî, ùî â [10] âèçíà÷åíà ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ ç âàãîþ ∆(·) äîäàòíîãî òèïó.
Íàñòóïíi íàñëiäêè âèïëèâàþòü ç íàâåäåíèõ âèùå ðåçóëüòàòiâ äëÿ äîâiëüíèõ (íå îáîâ'ÿçêîâî

âèçíà÷åíèõ) ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì.

Íàñëiäîê 3.16. ßêùî ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ, òî

N+ = n+(Tmin), N− = n−(Tmin) (3.52)

i ñïðàâåäëèâîþ ¹ íàñòóïíà ôîðìóëà Íåéìàíà:

Tmax = Tmin u N̂λ u N̂λ, λ ∈ C \ R. (3.53)

Ä îâåäåííÿ. Ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òâåðäæåíü 3.11 i 3.12. �

Íàñëiäîê 3.17. Íåõàé ñèñòåìà (3.5) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a ¹ âèçíà÷åíîþ. Òîäi Ta =

Tmin i äëÿ êîæíîãî h ∈ H iñíó¹ y ∈ dom Tmax (i íàâiòü y ∈ D0b), òàêå ùî y(a) = h. ßêùî êðiì òîãî

ñèñòåìà ðåãóëÿðíà (òîáòî I = [a, b]), òî äëÿ áóäü-ÿêèõ h1, h2 ∈ H iñíó¹ y ∈ dom Tmax, òàêå ùî

y(a) = h1 i y(b) = h2.

Ä îâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òâåðäæåíü 3.8 i 3.14. Äàëi ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà

âèçíà÷åíà i ðåãóëÿðíà é íåõàé h1, h2 ∈ H. Òîäi ÷åðåç (3.50) iñíó¹ y1 ∈ dom Tmax ç y1(a) = h1 i y1(b) = 0.

Êðiì òîãî, çà ñèìåòði¹þ iñíó¹ y2 ∈ dom Tmax ç y2(a) = 0 i y2(b) = h2. ßñíî, ùî ñóìà y = y1 + y2 ìà¹

ïîòðiáíi âëàñòèâîñòi. �
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Çàóâàæåííÿ 3.18. Äëÿ âèçíà÷åíèõ ñèñòåì òåîðåìà 3.6 i íàñëiäîê 3.17 äîâåäåíi Îðêóòîì [111];

ôîðìóëó Íåéìàíà (3.53) îòðèìàíî â [92].

Çàãàëüíi (íå îáîâ'ÿçêîâî âèçíà÷åíi) ñèìåòðè÷íi ñèñòåìè ïåðøîãî ïîðÿäêó ðîçãëÿäàëèñÿ, çîêðåìà,

â ðîáîòi [92]. Â öié ðîáîòi ìiíiìàëüíå âiäíîøåííÿ Tmin âèçíà÷à¹òüñÿ ïåðøîþ ðiâíiñòþ â (3.29), à

ïîòiì äîâîäèòüñÿ äðóãà ðiâíiñòü â (3.29). Â òîé æå ÷àñ ðiâíîñòi (3.23), (3.24) âiäñóòíi â [92]. Ó öüîìó

çâ'ÿçêó âàäçíà÷èìî, ùî íàøå îçíà÷åííÿ (3.23), (3.24) ìiíiìàëüíîãî âiäíîøåííÿ Tmin çäà¹òüñÿ áiëüø

ïðèðîäíèì i çðó÷íèì äëÿ çàñòîñóâàíü; ó âèïàäêó äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ òà âèçíà÷åíèõ ñèñòåì

çîáðàæåííÿ (3.23), (3.24) âiäíîøåííÿ (çîêðåìà, îïåðàòîðà) Tmin ìiñòèòüñÿ, íàïðèêëàä, â [40, 111]

(äèâ. òàêîæ [55]).

3.4. Ãðàíè÷íi ïàðè òà ãðàíè÷íi òðiéêè äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì

3.4.1. Ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä C i [·, ·] : L×L→ C � êîñîåðìiòîâà áiëiíiéíà ôîðìà íà L. Ïðèïóñòèìî

òàêîæ, ùî L0 = {y ∈ L : [y, z] = 0, z ∈ L} � ÿäðî ôîðìè [·, ·]. Íàãàäà¹ìî, ùî òàêà ôîðìà ìà¹ ñêií÷åííi
iíäåêñè iíåðöi¨ k+, k−, ÿêùî iñíó¹ ïðÿìèé ðîçêëàä

L = L0 u L+ u L−, (3.54)

òàêèé ùî dimL+ = k+, dimL− = k− i âèêîíàíi ñïiââiäíîøåííÿ

[y, z] = 0, y ∈ L+, z ∈ L−; Im[y, y] > 0, 0 ̸= y ∈ L+; Im[y, y] < 0, 0 ̸= y ∈ L−. (3.55)

ßê âiäîìî, ÷èñëà k± îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìîþ [·, ·] i íå çàëåæàòü âiä âèáîðó ïiäïðîñòîðiâ

L+ òà L−, ùî çàäîâiëüíÿþòü (3.54), (3.55).

Ëåìà 3.19. (1) Êîñîåðìiòîâi áiëiíiéíi ôîðìè [·, ·]a i [·, ·]b (äèâ. (3.21)) ìàþòü ñêií÷åííi iíäåêñè

iíåðöi¨ νa+, νa− òà νb+, νb− âiäïîâiäíî.

(2) ßêùî êiíöåâà òî÷êà a (âiäï. b) ¹ ðåãóëÿðíîþ, òî νa± = ν± (âiäï. νb± = ν±).

(3) Íåõàé Ha, Ĥa i Hb, Ĥb � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè, òàêi ùî

dimHa = min{νa+, νa−}, dim Ĥa = |νa+ − νa−| (3.56)

dimHb = min{νb+, νb−}, dim Ĥb = |νb+ − νb−|. (3.57)

Òîäi iñíóþòü ñþð'¹êòèâíi ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ

Γa =


Γ0a

Γ̂a

Γ1a

 : dom Tmax → Ha ⊕ Ĥa ⊕Ha, Γb =


Γ0b

Γ̂b

Γ1b

 : dom Tmax → Hb ⊕ Ĥb ⊕Hb, (3.58)

òàêi ùî âèêîíóþòüñÿ òîòîæíîñòi

[y, z]a = iδa(Γ̂ay, Γ̂az)− (Γ1ay,Γ0az) + (Γ0ay,Γ1az), y, z ∈ dom Tmax (3.59)

[y, z]b = iδb(Γ̂by, Γ̂bz)− (Γ1by,Γ0bz) + (Γ0by,Γ1bz), y, z ∈ dom Tmax, (3.60)
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â ÿêèõ

δa = sign (νa+ − νa−), δb = sign (νb+ − νb−). (3.61)

Çâîðîòíî, ÿêùîHa, Ĥa òàHb, Ĥb � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè i Γa òà Γb � ñþð'¹êòèâíi

îïåðàòîðè (3.58), ùî çàäîâiëüíÿþòü (3.59), (3.60), òî âiðíèìè ¹ ðiâíîñòi (3.56) òà (3.57).

Ä îâåäåííÿ. Äîâåäåìî ëåìó äëÿ ôîðìè [·, ·]b (äëÿ ôîðìè [·, ·]a äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå).
(1) Íåõàé D0b � ëiíiéíèé ìíîãîâèä (3.48), òîáòî D0b � ÿäðî ôîðìè [·, ·]b. Îñêiëüêè dom Tmin ⊂

D0b ⊂ dom Tmax i çãiäíî ç (3.42) dim(dom Tmax/dom Tmin) <∞, òî iñíó¹ ðîçêëàä

dom Tmax = D0b uDb+ uDb− (3.62)

çi ñêií÷åííîâèìiðíèìè ïðîñòîðàìè Db+ òà Db−, òàêèìè ùî

[y, z]b = 0, y ∈ Db+, z ∈ Db−; Im[y, y]b > 0, 0 ̸= y ∈ Db+; Im[z, z]b < 0, 0 ̸= z ∈ Db−. (3.63)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôîðìà [·, ·]b ìà¹ ñêií÷åííi iíäåêñè iíåðöi¨

νb+ := dimDb+, νb− := dimDb−. (3.64)

(2) Ó âèïàäêó ðåãóëÿðíî¨ òî÷êè b ìà¹ìî [y, z]b = (Jy(b), z(b)), y, z ∈ dom Tmax. Çâiäñè òà ç (3.3)

âèïëèâàþòü ðiâíîcòi νb± = ν±.

(3) Ïðèïóñòèìî äëÿ âèçíà÷åíîñòi, ùî νb+ ≥ νb−. Ç (3.63) âèïëèâà¹, ùî Db+ òà Db− ¹ ñêií÷åííî-

âèìiðíèìè ãiëüáåðòîâèìè ïðîñòîðàìè çi ñêàëÿðíèìè äîáóòêàìè (y1, y2)+ = −i[y1, y2]b, y1, y2 ∈ Db+ i

(z1, z2)− = i[z1, z2]b, z1, z2 ∈ Db− âiäïîâiäíî. Íåõàé H′
b � ïiäïîñòið â Db+ ç dimH′

b = νb−(= dimDb−) i

Ĥ′
b = Db+ ⊖H′

b. Òîäi ðîçêëàä (3.62) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

dom Tmax = domD0b u (H′
b ⊕ Ĥ′

b)uDb−. (3.65)

Ïðèïóñòèìî, ùî Hb i Ĥb � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè ç dimHb = νb−, dim Ĥb = νb+− νb−.

Êðiì òîãî, íåõàé U � óíiòàðíèé îïåðàòîð ç H′
b íà Hb, Û � óíiòàðíèé îïðåòàîð ç Ĥ′

b íà Ĥb, V �

óíiòàðíèé îïðåàòîð ç Db− íà H′
b i

Γ̂b = ÛPĤ′
b
, Γ0b =

1√
2
U(PH′

b
+ V PDb−), Γ1b = − i√

2
U(PH′

b
− V PDb−), (3.66)

äå PĤ′
b
, PH′

b
i PDb− � êîñi ïðîåêòîðè â dom Tmax íà Ĥ′

b, H′
b i Db−, ùî âiäïîâiäàþòü ðîçêëàäó (3.65).

Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ç óðàõóâàííÿì (3.63) òà (3.65) ïîêàçó¹, ùî âiäîáðàæåííÿ Γb, çàäàíå (3.66) i

äðóãîþ ðiâííiñòþ â (3.58), ¹ ñþð'¹êòèâíèì i çàäîâiëüíÿ¹ (3.60). Àíàëîãi÷íî iñíóâàííÿ îïåðàòîðà Γb

äîâîäèòüñÿ ó âèïàäêó νb+ < νb−. �

Îçíà÷åííÿ 3.20. Íåõàé Ha, Ĥa òà Hb, Ĥb � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè. Ñóêóïíiñòü

{Ha,Γa;Hb,Γb}, â ÿêié Ha òà Hb � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè âèãëÿäó

Ha := Ha ⊕ Ĥa ⊕Ha, Hb := Hb ⊕ Ĥb ⊕Hb (3.67)

òà Γa, Γb � ëiíiéíi îïåðàòîðè (3.58), íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì äëÿ ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè

(3.5), ÿêùî îïåðàòîðè Γa òà Γb ñþð'¹êòèâíi i ñïðàâåäëèâi òîòîæíîñòi (3.59), (3.60).
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Çãiäíî ç ëåìîþ 3.19 ãðàíè÷íèé êîìëåêñ {Ha,Γa;Hb,Γb} iñíó¹ äëÿ êîæíî¨ ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè;

ïðè öüîìó âèìiðíiñòü ïðîñòîðiâ Ha, Ĥa òà Hb, Ĥb âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè (3.56), (3.57).

Ç êîæíèì ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì {Ha,Γa;Hb,Γb} ïîâ'ÿçàíi ñiãíàòóðíi îïåðàòîðè

Ja =


0 0 −IHa

0 iδaIĤa
0

IHa 0 0

 : Ha ⊕ Ĥa ⊕Ha︸ ︷︷ ︸
Ha

→ Ha ⊕ Ĥa ⊕Ha︸ ︷︷ ︸
Ha

(3.68)

Jb =


0 0 −IHb

0 iδbIĤb
0

IHb
0 0

 : Hb ⊕ Ĥb ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
Hb

→ Hb ⊕ Ĥb ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
Hb

. (3.69)

Çà äîïîìîãè öèõ îïåðàòîðiâ òîòîæíîñòi (3.59), (3.60) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

[y, z]a = (JaΓay,Γaz)Ha , [y, z]b = (JbΓby,Γbz)Hb
, y, z ∈ dom Tmax. (3.70)

Ëåìà 3.21. Íåõàé {Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ äëÿ âèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè (3.5) i D0a òà

D0b � ëiíiéíi ìíîãîâèäè (3.47), (3.48). Òîäi

ker Γa = D0a, ker Γb = D0b (3.71)

ΓaD0b = Ha, ΓbD0a = Hb (3.72)

Ä îâåäåííÿ. Ïåðøà (äðóãà) ðiâíiñòü â (3.71) âèïëèâà¹ ç ïåðøî¨ (âiäï. äðóãî¨) ðiâíîñòi â (3.70) i

ñþð'¹êòèâíîñòi îïåðàòîðà Γa (âiäï. Γb). Äàëi, ïðèïóñòèìî, ùî ha ∈ Ha. Òîäi âíàñëiäîê ñþð'¹êòèâíîñòi

îïåðàòîðà Γa iñíió¹ ôóíêöiÿ y ∈ dom Tmax, òàêà ùî Γay = ha. Îñêiëüêè ñèñòåìà ¹ âèçíà÷åíîþ, òî

çãiäíî ç [82, 55] iñíó¹ âiäðiçîê [c1, c2], íà ÿêîìó ñèñòåìà ¹ âèçíà÷åíîþ. Íåõàé T ′
max � ìàêñèìàëüíå

âiäíîøåííÿ â L2
∆([c1, c2]), ïîðîäæåíå çâóæåííÿì ñèñòåìè íà [c1, c2]. Çãiäíî ç íàñëiäêîì 3.17 iñíó¹

ôóíêöiÿ y ∈ dom T ′
max, òàêà ùî y(c1) = y(c1) òà y(c2) = 0. Íåõàé y1, y2 ∈ dom Tmax � ôóíêöi¨,

âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè

y1(t) =


y(t), t ∈ (a, c1]

y(t), t ∈ [c1, c2]

0, t ∈ [c2, b)

òà y2(t) = y(t) − y1(t), t ∈ I. Î÷åâèäíî, ùî y1 ∈ D0b, y2 ∈ D0a i y = y1 + y2. Òîìó âíàñëiäîê ïåðøî¨

ðiâíîñòi â (3.71) Γay2 = 0 i, îòæå, Γay1 = Γay = ha. Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî ïåðøó ðiâíiñòü â (3.72).

Äðóãà ðiâíiñòü â (3.72) äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. �

Çàóâàæåííÿ 3.22. ßêùî ìà¹ ìiñöå îäèí ç âèïàäêiâ νa+ = νa− àáî νb+ = νb− i {Ha,Γa;Hb,Γb} �
ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ, òî âíàñëiäîê (3.56) òà (3.57) âiäïîâiäíî äëÿ êîæíîãî ç öèõ âèïàäêiâ ñïðàâåäëèâi
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ðiâíîñòi

Ha = Ha ⊕Ha, Hb = Hb ⊕Hb (3.73)

dimHa = νa+(= νa−), dimHb = νb+(= νb−) (3.74)

Γa =

(
Γ0a

Γ1a

)
: dom Tmax → Ha ⊕Ha (3.75)

Γb =

(
Γ0b

Γ1b

)
: dom Tmax → Hb ⊕Hb. (3.76)

Êðiì òîãî, âiäïîâiäíi òîòîæíîñòi (3.59), (3.60) ïðèéìàþòü âèãëÿä

[y, z]a = (Γ0ay,Γ1az)− (Γ1ay,Γ0az), [y, z]b = (Γ0by,Γ1bz)− (Γ1by,Γ0bz), y, z ∈ dom Tmax. (3.77)

Çàóâàæåííÿ 3.23. Àíàëîãi÷íî [99, òâåðäæåííÿ 3.10] íåâàæêî äîâåñòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ,

ÿêå äà¹ ìîæëèâó êîíñòðóêöiþ ãðàíè÷íîãî êîïëåêñà:

ßêùî νa = min{νa+, νa−}, ν̂a := |νa+ − νa−| i νb := min{νb+, νb−}, ν̂b := |νb+ − νb−|, òî iñíóþòü

ñèñòåìè ôóíêöié {ψja}νa1 , {φja}ν̂a1 , {θja}νa1 òà {ψjb}νb1 , {φjb}ν̂b1 , {θjb}
νb
1 â dom Tmax, òàêi ùî ïðîñòîðè

Ha = Cνa ⊕ Cν̂a ⊕ Cνa , Hb = Cνb ⊕ Cν̂b ⊕ Cνb

òà îïåðàòîðè

Γa = (Γ0a, Γ̂a, Γ1a)
⊤ : dom Tmax → Cνa ⊕ Cν̂a ⊕ Cνa

Γb = (Γ0b, Γ̂b, Γ1b)
⊤ : dom Tmax → Cνb ⊕ Cν̂b ⊕ Cνb ,

çàäàíi ðiâíîñòÿìè

Γ0ay = {[y, ψja]a}νa1 , Γ̂by = {[y, φja]a}ν̂a1 , Γ1ay = {[y, θja]a}νa1 , y ∈ dom Tmax

Γ0by = {[y, ψjb]b}νb1 , Γ̂by = {[y, φjb]b}ν̂b1 , Γ1by = {[y, θjb]b}νb1 , y ∈ dom Tmax

óòâîðþþòü ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ {Ha,Γa;Hb,Γb} äëÿ ñèñòåìè (3.5). Öå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹, ùî ó

âèïàäêó ñèíãóëÿðíî¨ êiíöåâî¨ òî÷êè a (âiäï. b) âåêòîð Γay (âiäï. Γby) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñèíãóëÿðíå

ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ y ∈ dom Tmax â òî÷öi a (âiäï. b) â ñåíñi [14, Ãë. 13.2].

3.4.2. Ãðàíè÷íi òðiéêè äëÿ âèçíà÷åíèõ ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì

Íåõàé νa± òà νb± � iíäåêñè iíåðöi¨ áiëiíiéíèõ ôîðì [·, ·]a òà [·, ·]b âiäïîâiäíî. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi òðè
âèïàäêè:

Âèïàäîê 1. νb+ − νb− ≥ νa+ − νa− ≥ 0

Âèïàäîê 2. νb+ − νb− ≥ 0 ≥ νa+ − νa−

Âèïàäîê 3. 0 ≥ νb+ − νb− ≥ νa+ − νa−.

Íåõàé {Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (3.67), (3.58) äëÿ ñèñòåìè (3.5). Òîäi âíàñëiäîê (3.56),
(3.57) dim Ĥa ≤ dim Ĥb ó âèïàäêó 1 i dim Ĥa ≥ dim Ĥb ó âèïàäêó 3. Òîìó íàäàëi áåç îáìåæåííÿ

çàãàëüíîñòi ââàæà¹ìî, ùî Ĥa ⊂ Ĥb ó âèïàäêó 1 i Ĥb ⊂ Ĥa ó âèïàäêó 3.
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Ó âèïàäêó 1 íåõàé Hb⊥ := Ĥb ⊖ Ĥa, òàê ùî Ĥb = Hb⊥ ⊕ Ĥa. Òîäi

Ha = Ha ⊕ Ĥa ⊕Ha, Hb = Hb ⊕Hb⊥ ⊕ Ĥa︸ ︷︷ ︸
Ĥb

⊕Hb (3.78)

Γa = (Γ0a, Γ̂a,Γ1a)
⊤ : dom Tmax → Ha ⊕ Ĥa ⊕Ha (3.79)

Γb = (Γ0b,Γb⊥, Γ̂
′
b︸ ︷︷ ︸

Γ̂b

,Γ1b)
⊤ : dom Tmax → Hb ⊕Hb⊥ ⊕ Ĥa︸ ︷︷ ︸

Ĥb

⊕Hb, (3.80)

äå Γb⊥ = PĤb,Hb⊥
Γ̂b, Γ̂′

b = PĤb,Ĥa
Γ̂b. Ïîêëàäåìî

H0 = Ha ⊕ Ĥa ⊕Hb ⊕Hb⊥, H1 = Ha ⊕ Ĥa ⊕Hb (3.81)

Γ′
0y = (−Γ1ay)⊕ i(Γ̂a − Γ̂′

b)y ⊕ Γ0by ⊕ Γb⊥y(∈ Ha ⊕ Ĥa ⊕Hb ⊕Hb⊥) (3.82)

Γ′
1y = Γ0ay ⊕ 1

2
(Γ̂a + Γ̂′

b)y ⊕ (−Γ1by)(∈ Ha ⊕ Ĥa ⊕Hb), y ∈ dom Tmax. (3.83)

Ó âèïàäêó 2 ïîêëàäåìî

H0 = Ha ⊕ Ĥa ⊕ Ĥb ⊕Hb, H1 = Ha ⊕Hb (3.84)

Γ′
0y = (−Γ1ay)⊕ (−iΓ̂ay)⊕ Γ̂by ⊕ Γ0by(∈ Ha ⊕ Ĥa ⊕ Ĥb ⊕Hb) (3.85)

Γ′
1y = Γ0ay ⊕ (−Γ1by)(∈ Ha ⊕Hb), y ∈ dom Tmax. (3.86)

Ó âèïàäêó 3 íåõàé Ha⊥ := Ĥa ⊖ Ĥb, òàê ùî Ĥa = Ĥb ⊕Ha⊥. Òîäi

Ha = Ha ⊕ Ĥb ⊕Ha⊥︸ ︷︷ ︸
Ĥa

⊕Ha, Hb = Hb ⊕ Ĥb ⊕Hb (3.87)

Γa = (Γ0a, Γ̂
′
a,Γa⊥︸ ︷︷ ︸
Γ̂a

,Γ1a)
⊤ : dom Tmax → Ha ⊕ Ĥb ⊕Ha⊥︸ ︷︷ ︸

Ĥa

⊕Ha (3.88)

Γb = (Γ0b, Γ̂b,Γ1b)
⊤ : dom Tmax → Hb ⊕ Ĥb ⊕Hb, (3.89)

äå Γ̂′
a = PĤa,Ĥb

Γ̂a, Γa⊥ = PĤa,Ha⊥
Γ̂a. Ïîêëàäåìî

H0 = Ha ⊕ Ĥb ⊕Ha⊥ ⊕Hb, H1 = Ha ⊕ Ĥb ⊕Hb (3.90)

Γ′
0y = (−Γ1ay)⊕ (−i(Γ̂′

a − Γ̂b)y)⊕ (−iΓa⊥)y ⊕ Γ0by(∈ Ha ⊕ Ĥb ⊕Ha⊥ ⊕Hb) (3.91)

Γ′
1y = Γ0ay ⊕ 1

2
(Γ̂′

a + Γ̂b)y ⊕ (−Γ1by)(∈ Ha ⊕ Ĥb ⊕Hb), y ∈ dom Tmax. (3.92)

Âiäçíà÷èìî, ùî â óñiõ âèïàäêàõ 1�3 H0 � ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, H1 � ïiäïðîñòið â H0

i Γ′
j � ëiíiéíèé îïåðàòîð ç dom Tmax â Hj, j ∈ {0, 1}. Êðiì òîãî, áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê ç îãëÿäó

íà (3.56), (3.57) ïîêàçó¹, ùî â óñiõ òðüîõ âèïàäêàõ

dimH0 = νa− + νb+, dimH1 = νa+ + νb−. (3.93)

Íåõàé K � ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëáåðòiâ ïðîñòið i τ̃(λ) = {Ca(λ), Cb(λ)} � ïàðà ãîëîìîðôíèõ

îïåðàòîð-ôóíêöié Ca(λ)(∈ [Ha,K]) òà Cb(λ)(∈ [Hb,K]), λ ∈ C+. Êîæíié òàêié ïàði ïîñòàâèìî ó

âiäïîâiäíèñòü ãîëîìîðôíó îïåðàòîðíó ïàðó τ(λ) = {C0(λ), C1(λ)}, Cj(λ) ∈ [Hj,K], j ∈ {0, 1}, λ ∈
C+, ïîáóäîâàíó íàñòóïíèì ÷èíîì.
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Íåõàé áëî÷íèìè çîáðàæåííÿìè îïåðàòîðiâ Ca(λ) òà Cb(λ) ¹

Ca(λ) = (Ca0(λ), Ĉa(λ), Ca1(λ)) : Ha ⊕ Ĥa ⊕Ha → K (3.94)

Cb(λ) = (Cb0(λ), Ĉb(λ), Cb1(λ)) : Hb ⊕ Ĥb ⊕Hb → K (3.95)

Ó âèïàäêó 1 ñïðàâåäëèâèì ¹ ðîçêëàä Hb ó âèãëÿäi (3.78). Òîìó (3.95) ìîæíà çîáðàçèòè ÿê

Cb(λ) = (Cb0(λ), Cb⊥(λ), Ĉ
′
b(λ), Cb1(λ)) : Hb ⊕Hb⊥ ⊕ Ĥa ⊕Hb → K. (3.96)

Ïîêëàäåìî

C0(λ) = (−Ca1(λ),− i
2
(Ĉa(λ)− Ĉ ′

b(λ)), Cb0(λ), Cb⊥(λ)) : Ha ⊕ Ĥa ⊕Hb ⊕Hb⊥ → K (3.97)

C1(λ) = (Ca0(λ), Ĉa(λ) + Ĉ ′
b(λ),−Cb1(λ)) : Ha ⊕ Ĥa ⊕Hb → K. (3.98)

Ó âèïàäêó 2 ïîêëàäåìî

C0(λ) = (−Ca1(λ), iĈa(λ), Ĉb(λ), Cb0(λ)) : Ha ⊕ Ĥa ⊕ Ĥb ⊕Hb → K (3.99)

C1(λ) = (Ca0(λ),−Cb1(λ)) : Ha ⊕Hb → K. (3.100)

Ó âèïàäêó 3 ñïðàâåäëèâèì ¹ ðîçêëàä Ha ó âèãëÿäi (3.87). Òîìó (3.94) ìîæíà çîáðàçèòè ÿê

Ca(λ) = (Ca0(λ), Ĉ
′
a(λ), Ca⊥(λ), Ca1(λ)) : Ha ⊕ Ĥb ⊕Ha⊥ ⊕Ha → K.

Ïîêëàäåìî

C0(λ) = (−Ca1(λ),
i
2
(Ĉ ′

a(λ)− Ĉb(λ)), iCa⊥(λ), Cb0(λ)) : Ha ⊕ Ĥb ⊕Ha⊥ ⊕Hb → K (3.101)

C1(λ) = (Ca0(λ), Ĉ
′
a(λ) + Ĉb(λ),−Cb1(λ)) : Ha ⊕ Ĥb ⊕Hb → K. (3.102)

Ëåìà 3.24. Íåõàé {Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (3.67), (3.58) äëÿ ñèñòåìè (3.5) i Ja, Jb

� îïåðàòîðè (3.68), (3.69). Òîäi ðiâíîñòi (3.97) � (3.102) çàäàþòü ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ äîïó-

ñòèìèìè ãîëîìîðôíèìè îïåðàòîðíèìè ïàðàìè τ̃(λ) = {Ca(λ), Cb(λ)} i äîïóñòèìèìè ãîëîìîðôíèìè

îïåðàòîðíèìè ïàðàìè τ(λ) = {C0(λ), C1(λ)}. Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

Ca(λ)Γa + Cb(λ)Γb = C0(λ)Γ
′
0 + C1(λ)Γ

′
1 (3.103)

2Im(C1(λ)C
∗
01(λ))− C02(λ)C

∗
02(λ) = −i(Ca(λ)JaC

∗
a(λ)− Cb(λ)JbC

∗
b (λ)), (3.104)

äå C01(λ) = C0(λ) � H1 òà C02(λ) := C0(λ) � H2 (H2 = H0 ⊖H1).

Ä îâåäåííÿ. Äîâåäåìî ëåìó ëèøå äëÿ âèïàäêó 1 (ó âèïàäêàõ 2 òà 3 äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå). Î÷å-

âèäíî, ùî ran (C0(λ), C1(λ)) = ran (Ca(λ), Cb(λ)); òîìó ïàðà τ̃(λ) ¹ äîïóñòèìîþ òîäi é òiëüêè òîäi,

êîëè òàêîþ æ ¹ ïàðà τ(λ). Äàëi, ç (3.97) âèïëèâà¹, ùî

C01(λ) = (−Ca1(λ),− i
2
(Ĉa(λ)− Ĉ ′

b(λ)), Cb0(λ)), C02(λ) = C0(λ) � Hb⊥ = Cb⊥(λ), (3.105)

i áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê äà¹ ðiâíîñòi (3.103), (3.104). �
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Çàóâàæåííÿ 3.25. Ïðèïóñòèìî, ùî æîäåí ç âèïàäêiâ 1-3 íå ìà¹ ìiñöÿ äëÿ ñèñòåìè (3.5). Ðîçã-

ëÿíåìî ïðîòèëåæíó ñèñòåìó

−Jy′ +B(t)y = λ∆(t)y.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè âæå ìà¹ ìiñöå îäèí ç âèïàäêiâ 1-3. Òàêèì ÷èíîì, êîæíà ñèñòåìà

(3.5) àáî çàäîâiëüíÿ¹ îäíîìó ç âèïàäêiâ 1-3, àáî çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè ç òàêîþ âëàñòèâîñòþ. Òîìó

íàäàëi áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ëèøå ñèñòåìè (3.5), äëÿ ÿêèõ ìà¹ ìiñöå îäèí ç

âèïàäêiâ 1-3.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ äîáðå âiäîìèì [55, 111, 92].

Òâåðäæåííÿ 3.26. ßêùî ñèòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ, òî äëÿ êîæíî¨ ïàðè {ỹ, f̃} ∈ Tmax iñíó¹

¹äèíà ôóíêöiÿ y ∈ AC(I;H) ∩ L2
∆(I), òàêà ùî π∆y = ỹ i {y, f} ∈ Tmax äëÿ êîæíîãî f ∈ f̃ .

Íàäàëi ó âèïàäêó âèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè ç êîæíîþ ïàðîþ {ỹ, f̃} ∈ Tmax àñîöiþ¹òüñÿ (¹äèíà) ôóíêöiÿ

y ∈ AC(I;H) ∩ L2
∆(I) ç òâåðäæåííÿ 3.26.

Teoðåìà 3.27. Ïðèïóñòèìî, ùî {Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (3.67), (3.58) äëÿ âèçíà-

÷åíî¨ ñèñòåìè (3.5) i ìà¹ ìiñöå îäèí ç âèïàäêiâ 1 � 3. Íåõàé Hj � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi

ïðîñòîðè i Γ′
j : dom Tmax → Hj, j ∈ {0, 1}, � ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ (3.81)�(3.83) ó âèïàäêó 1, (3.84)�

(3.86) ó âèïàäêó 2 òà (3.90)�(3.92) ó âèïàäêó 3. Òîäi îïåðàòîðè Γj : Tmax → Hj, j ∈ {0, 1}, çàäàíi
ðiâíîñòÿìè

Γ0{ỹ, f̃} = Γ′
0y, Γ1{ỹ, f̃} = Γ′

1y, {ỹ, f̃} ∈ Tmax (3.106)

óòâîðþþòü ãðàíè÷íó òðiéêó Π = {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} äëÿ Tmax.

Ä îâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê ç îãëÿäó íà òîòîæíîñòi (3.59), (3.60) ïîêàçó¹, ùî â óñiõ

âèïàäêàõ 1-3

[y, z]b − [y, z]a = (Γ′
1y,Γ

′
0z)− (Γ′

0y,Γ
′
1z) + i(P2Γ

′
0y, P2Γ

′
0z), y, z ∈ dom Tmax. (3.107)

Òîìó â ñèëó òîòîæíîñòi Ëàãðàíæà (3.22) îïåðàòîðè (3.106) çàäîâiëüíÿþòü òîòîæíîñòi (2.33) äëÿ

Tmax. Äàëi, íåõàé

Γ̃ =

(
Γa

Γb

)
: dom Tmax → Ha ⊕Hb, Γ′ =

(
Γ′
0

Γ′
1

)
: dom Tmax → H0 ⊕H1.

Îñêiëüêè âíàñëiäîê (3.71) òà (3.72) Γ̃D0a = {0}⊕Hb i Γ̃D0b = Ha⊕{0}, òî Γ̃dom Tmax = Ha⊕Hb. Òîìó

â óñiõ âèïàäêàõ 1-3 Γ′dom Tmax = H0 ⊕H1 i âíàñëiäîê (3.106) îïåðàòîð (Γ0, Γ1)
⊤ ¹ ñþð'¹êòèâíèì. �

Òâåðäæåííÿ 3.28. ßêùî ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ, òî ¨¨ iíäåêñè äåôåêòó ìîæíà îá÷èñëèòè

çà ôîðìóëàìè

N+(= n+(Tmin)) = νa− + νb+, N−(= n−(Tmin)) = νa+ + νb−, (3.108)

äå νa± òà νb± � iíäåêñè iíåðöi¨ áiëiíiéíèõ ôîðì [·, ·]a òà [·, ·]b âiäïîâiäíî.

Ä îâåäåííÿ. Ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç (3.52),(3.93) òà ðiâíîñòi (2.40) äëÿ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè

{H0 ⊕H1,Γ0,Γ1}, ïîáóäîâàíî¨ â òåîðåìi 3.27. �
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Çàóâàæåííÿ 3.29. Ç (3.108) âèïëèâà¹, ùî äëÿ âèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè N+ ≥ N− òîäi é òiëüêè òîäi,

êîëè ìà¹ ìiñöå îäèí ç âèïàäêiâ 1-3.

Çàóâàæåííÿ 3.30. Ðiâíîñòi (3.108) iíøèìè ìåòîäàìè îòðèìàíi â ðîáîòi [55]. Âiäçíà÷èìî, ùî â

öié ðîáîòi ÷èñëà νa± òà νb± âèçíà÷åíi â ìåíø ïðîçîðèé ñïîñiá ó ïîðiâíÿííi ç òâåðäæåííÿì 3.28.

Ó âèïàäêó ðiâíèõ iíäåêñiâ äåôåêòó âiäíîøåííÿ Tmin íàâåäåíà â òåîðåìi 3.27 êîíñòðóêöiÿ ãðà-

íè÷íî¨ òðiéêè äëÿ Tmax iñòîòíî ñïðîùó¹òüñÿ. Ñàìå, ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà

Teoðåìà 3.31. Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ é N+ = N−(⇔ n+(Tmin) = n−(Tmin)).

Òîäi:

(1) Ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

δa = δb =: δ̃, (3.109)

äå δa òà δb âèçíà÷åíi â (3.61).

(2) Iñíó¹ ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ {Ha,Γa;Hb,Γb}, òàêèé ùî

Ha = Ha ⊕ Ĥ ⊕Ha, Hb = Hb ⊕ Ĥ ⊕Hb (3.110)

Γa =


Γ0a

Γ̂a

Γ1a

 : dom Tmax → Ha ⊕ Ĥ ⊕Ha︸ ︷︷ ︸
Ha

, Γb =


Γ0b

Γ̂b

Γ1b

 : dom Tmax → Hb ⊕ Ĥ ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
Hb

. (3.111)

(3) ßêùî {Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (3.110), (3.111), òî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H i îïå-

ðàòîðè Γj : Tmax → H, j ∈ {0, 1}, çàäàíi ðiâíîñòÿìè

H = Ha ⊕ Ĥ ⊕Hb (3.112)

Γ0{ỹ, f̃} = (−Γ1ay)⊕ iδ̃(Γ̂a − Γ̂b)y ⊕ Γ0by(∈ Ha ⊕ Ĥ ⊕Hb) (3.113)

Γ1{ỹ, f̃} = Γ0ay ⊕ 1
2
(Γ̂a + Γ̂b)y ⊕ (−Γ1by)(∈ Ha ⊕ Ĥ ⊕Hb), {ỹ, f̃} ∈ Tmax, (3.114)

óòâîðþþòü çâè÷àéíó ãðàíè÷íó òðiéêó Π = {H,Γ0,Γ1} äëÿ Tmax.

Ä îâåäåííÿ. Ç (3.108) âèïëèâå¹, ùî N+ = N− òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

νb+ − νb− = νa+ − νa− =: ν̃. (3.115)

Òîìó ñïðàâåäëèâèì ¹ òâåðäæåííÿ (1). Òâåðäæåííÿ (2) ¹ íàñëiäêîì (3.115) òà ëåìè 3.19.

(3) Íåõàé {Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (3.110), (3.111). Òîäi çà óìîâè ν̃ ≥ 0 ìà¹ ìiñöå

âèïàäîê 1, à çà óìîâè ν̃ < 0 � âèïàäîê 3. Â îáîõ öèõ âèïàäêàõ Ĥa = Ĥb = Ĥ i, îòæå, ðiâíîñòi

(3.81)�(3.83) ó âèïàäêó 1 òà (3.90)�(3.92) ó âèïàäêó 3 ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

H(= H0 = H1) = Ha ⊕ Ĥ ⊕Hb (3.116)

Γ′
0y = (−Γ1ay)⊕ iδ̃(Γ̂a − Γ̂b)y ⊕ Γ0by(∈ Ha ⊕ Ĥ ⊕Hb) (3.117)

Γ′
1y = Γ0ay ⊕ 1

2
(Γ̂a + Γ̂b)y ⊕ (−Γ1by)(∈ Ha ⊕ Ĥ ⊕Hb), y ∈ dom Tmax. (3.118)

Çâiäñè òà ç òåîðåìè 3.27 âèïëèâà¹ ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ. �
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3.4.3. Ãðàíè÷íi ïàðè äëÿ ñèñòåì ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ

Çãiäíî ç (3.2) êîæíà ôóíêöiÿ y(·) ∈ AC(I;H) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

y(t) = y0(t)⊕ ŷ(t)⊕ y1(t)(∈ H ⊕ Ĥ ⊕H), t ∈ I. (3.119)

Ëåìà 3.32. Ïðèïóñòèìî, ùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ñèñòåìè (3.5). Íåõàé

Ũ =


u7 u8 u9

u1 u2 u3

u4 u5 u6

 : H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

→ H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

(3.120)

� îïåðàòîð â H, ùî çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíîñòi Ũ∗JŨ = J (öå îçíà÷à¹, ùî Ũ ¹ J-óíiòàðíèì îïåðàòî-

ðîì). Êðiì òîãî, íåõàé Γja : dom Tmax → H, j ∈ {0, 1}, i Γ̂a : dom Tmax → Ĥ � îïåðàòîðè, çàäàíi

ðiâíîñòÿìè

Γ0ay = u7y0(a) + u8ŷ(a) + u9y1(a), y ∈ dom Tmax (3.121)

Γ̂ay = u1y0(a) + u2ŷ(a) + u3y1(a), Γ1ay = u4y0(a) + u5ŷ(a) + u6y1(a). (3.122)

Ïîêëàäåìî òàêîæ

Γa :=


Γ0a

Γ̂a

Γ1a

 : dom Tmax → H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

. (3.123)

Òîäi: (1) îïåðàòîð Γa çàäîâiëüíÿ¹ òîòîæíîñòi

(Jy(a), z(a)) = iδ(Γ̂ay, Γ̂az)− (Γ1ay,Γ0az) + (Γ0ay,Γ1az), y, z ∈ dom Tmax (3.124)

(2) ó âèïàäêó âèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè ΓaD0b = H i, îòæå, îïåðàòîð Γa ñþð'¹êòèâíèé.

Ä îâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ (1) ¹ íàñëiäêîì î÷åâèäíî¨ ðiâíîñòi

Γay = Ũy(a), y ∈ dom Tmax (3.125)

i J-óíiòàðíîñòi îïåðàòîðà Ũ . Òâåðäæåííÿ (2) âèïëèâà¹ ç (3.125) i íàñëiäêó 3.17. �

Íåõàé êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ñèñòåìè (3.5). Òîäi çãiäíî ç (3.4) òà ëåìè 3.19, (2)

âèïàäêè 1-3 åêâiâàëåíòíi âiäïîâiäíî íàñòóïíèì òðüîì âèïàäêàì:

Âèïàäîê a1. δ = 1, νb+ − νb− ≥ ν̂.

Âèïàäîê a2. δ = −1, νb− − νb+ ≤ 0.

Âèïàäîê a3. δ = −1, 0 ≤ νb− − νb+ ≤ ν̂.

Íåõàé âèêîíàíi íàñòóïíi ïðèïóùåííÿ:

(Ï1) Ũ ∈ [H] � J-óíiòàðíèé îïåðàòîð (3.120) i Γa � îïåðàòîð (3.123), çàäàíèé ðiâíîñòÿìè (3.121),

(3.122).

(Ï2) Hb, Ĥb � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè, Hb = Hb ⊕ Ĥb ⊕Hb i

Γb =


Γ0b

Γ̂b

Γ1b

 : dom Tmax → Hb ⊕ Ĥb ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
Hb

, (3.126)
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� ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð, ùî çàäîâiëüíÿ¹ òîòîæíîñòi (3.60).

Îñêiëüêè dim Ĥ ≤ dim Ĥb ó âèïàäêó à1 i dim Ĥ ≥ dim Ĥb ó âèïàäêó à3, òî íàäàëi áåç îáìåæåííÿ

çàãàëüíîñòi ââàæà¹ìî, ùî Ĥ ⊂ Ĥb ó âèïàäêó à1 i Ĥb ⊂ Ĥ ó âèïàäêó à3.

Ó âèïàäêó a1 íåõàé Hb⊥ := Ĥb ⊖ Ĥ, òàê ùî Ĥb = Hb⊥ ⊕ Ĥ. Òîäi

Hb = Hb ⊕Hb⊥ ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
Ĥb

⊕Hb (3.127)

Γb = (Γ0b,Γb⊥, Γ̂
′
b︸ ︷︷ ︸

Γ̂b

,Γ1b)
⊤ : dom Tmax → Hb ⊕Hb⊥ ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸

Ĥb

⊕Hb. (3.128)

Íåõàé H̃b ⊃ Hb � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið i Γ̃0b : dom Tmax → H̃b � îïåðàòîð, çàäàíi ðiâíîñòÿìè

H̃b = Hb ⊕Hb⊥, Γ̃0b = (Γ0b,Γb⊥)
⊤ : dom Tmax → Hb ⊕Hb⊥. (3.129)

Òîäi ðiâíîñòi (3.127) òà (3.128) ìîæíà çîáðàçèòè ÿê

Hb = H̃b ⊕ Ĥ ⊕Hb (3.130)

Γb = (Γ̃0b, Γ̂
′
b,Γ1b)

⊤ : dom Tmax → H̃b ⊕ Ĥ ⊕Hb. (3.131)

Îçíà÷åííÿ 3.33. Ñóêóïíiñòü {H̃b,Hb,Γb}, â ÿêié Γb � îïåðàòîð (3.131), íàçèâà¹òüñÿ b-ãðàíè÷íèì

êîìïëåêñîì òèïó 1.

Î÷åâèäíîþ ¹ íàñòóïíà ëåìà, ùî ìiñòèòü íàçåëåæíå âiä ïðèïóùåííÿ (Ï2) îçíà÷åííÿ b-ãðàíè÷íîãî

êîìïëåêñó òèïó 1.

Ëåìà 3.34. Ñóêóïíiñòü {H̃b,Hb,Γb}, â ÿêié H̃b � ñêií÷åííîâèìèiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, Hb

� ïiäïðîñòið â H̃b i Γb � îïåðàòîð (3.131), ¹ b-ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì òèïó 1 òîäi é òiëüêè òîäi,

êîëè îïåðàòîð Γb ñþð'¹êòèâíèé i âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü

[y, z]b = (Γ̃0by,Γ1bz)H̃b
− (Γ1by, Γ̃0bz)H̃b

+ i(PHb⊥Γ̃0by, PHb⊥Γ̃0bz)H̃b
+ i(Γ̂′

by, Γ̂
′
bz)Ĥ , y, z ∈ dom Tmax,

äå PHb⊥ � îðòîïðîåêòîð â H̃b íà ïiäïðîñòið Hb⊥ := H̃b ⊖Hb.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.123) òà (3.130), (3.131), ïîêëàäåìî

H0 = H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b (3.132)

H1 = H ⊕ Ĥ ⊕Hb (3.133)

Γ′
0y = (−Γ1ay)⊕ i(Γ̂a − Γ̂′

b)y ⊕ Γ̃0by(∈ H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b) (3.134)

Γ′
1y = Γ0ay ⊕ 1

2
(Γ̂a + Γ̂′

b)y ⊕ (−Γ1by)(∈ H ⊕ Ĥ ⊕Hb), y ∈ dom Tmax. (3.135)

Î÷åâèäíî, ùî (3.132)�(3.135) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi ðiâíîñòåé (3.81)�(3.83) çHa = H òà Ĥa = Ĥ.

Ó âèïàäêó a2 íåõàé H̃b ⊃ Hb � ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið i Γ̃0b : dom Tmax → H̃b �

ëiíiéíèé îïåðàòîð, çàäàíi ðiâíîñòÿìè

H̃b = Hb ⊕ Ĥb, Γ̃0b = (Γ0b, Γ̂b)
⊤ : dom Tmax → Hb ⊕ Ĥb. (3.136)
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Òîäi

Hb = H̃b ⊕Hb (3.137)

Γb =

(
Γ̃0b

Γ1b

)
: dom Tmax → H̃b ⊕Hb. (3.138)

Îçíà÷åííÿ 3.35. Ñóêóïíiñòü {H̃b,Hb,Γb}, â ÿêié Γb � îïåðàòîð (3.138), íàçèâà¹òüñÿ b-ãðàíè÷íèì

êîìïëåêñîì òèïó 2.

Íàñòóïíà î÷åâèäíà ëåìà ìiñòèòü íåçàëåæíå âiä ïðèïóùåííÿ (Ï2) îçíà÷åííÿ b-ãðàíè÷íîãî êîì-

ëåêñó òèïó 2.

Ëåìà 3.36. Ñóêóïíiñòü {H̃b,Hb,Γb}, â ÿêié H̃b � ñêií÷åííîâèìèiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, Hb

� ïiäïðîñòið â H̃b i Γb � îïåðàòîð (3.138), ¹ b-ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì òèïó 2 òîäi é òiëüêè òîäi,

êîëè îïåðàòîð Γb ñþð'¹êòèâíèé i âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü

[y, z]b = (Γ̃0by,Γ1bz)H̃b
− (Γ1by, Γ̃0bz)H̃b

+ i(PĤb
Γ̃0by, PĤb

Γ̃0bz)H̃b
, y, z ∈ dom Tmax,

äå PĤb
� îðòîïðîåêòîð â H̃b íà ïiäïðîñòið Ĥb := H̃b ⊖Hb.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.123) òà (3.137), (3.138) ïîêëàäåìî

H0 = H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b, H1 = H ⊕Hb (3.139)

Γ′
0y = (−Γ1ay)⊕ (−iΓ̂ay)⊕ Γ̃0by(∈ H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b) (3.140)

Γ′
1y = Γ0ay ⊕ (−Γ1by)(∈ H ⊕Hb), y ∈ dom Tmax. (3.141)

Î÷åâèäíî, ùî (3.139)�(3.141) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi ðiâíîñòåé (3.84)�(3.86) ç Ha = H i Ĥa = Ĥ.

Çàóâàæåííÿ 3.37. ßêùî νb+ = νb−, òî â ôîðìóëàõ (3.136)�(3.138) H̃b = Hb òà Γ̃0b = Γ0b. Òîìó

ó âèïàäêó νb+ = νb− b-ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì òèïó 2 ¹ cóêóïíiñòü {Hb,Γb}, â ÿêié Hb � ñêií÷åííîâè-

ìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið i Γb � ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð (3.76), ùî çàäîâiëüíÿ¹ äðóãié òîòîæíîñòi â

(3.77).

Ó âèïàäêó a3 íåõàé Ĥ⊥ := Ĥ ⊖ Ĥb, òàê ùî Ĥ = Ĥb ⊕ Ĥ⊥. Òîäi cïðàâåäëèâi ðiâíîñòi (3.87)�(3.89)

ç Ha = H, Ha = H, Ĥa = Ĥ i Ha⊥ = Ĥ⊥. Àíàëîãi÷íî (3.90)�(3.92) ïîêëàäåìî

H0 = H ⊕ Ĥb ⊕ Ĥ⊥ ⊕Hb, H1 = H ⊕ Ĥb ⊕Hb (3.142)

Γ′
0y = (−Γ1ay)⊕ (−i(Γ̂′

a − Γ̂b)y)⊕ (−iΓa⊥)y ⊕ Γ0by(∈ H ⊕ Ĥb ⊕ Ĥ⊥ ⊕Hb) (3.143)

Γ′
1y = Γ0ay ⊕ 1

2
(Γ̂′

a + Γ̂b)y ⊕ (−Γ1by)(∈ H ⊕ Ĥb ⊕Hb), y ∈ dom Tmax. (3.144)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî â óñiõ òðüîõ âèïàäêàõ

dimH0 = ν− + νb+, dimH1 = ν+ + νb−. (3.145)

Â êîæíîìó ç âèïàäêiâ a1-a3 ïîêëàäåìî Γ′ = (Γ′
0,Γ

′
1)

⊤. Iç ñþð'¹òèâíîñòi îïåðàòîðà Γb i òîòîæíîñòi

(3.60) âèïëèâà¹, ùî ker Γb = D0b.. Êðiì òîãî, ÷åðåç (3.125) ìà¹ìî ker Γa = {y ∈ dom Tmax : y(a) = 0}.
Òîìó â óñiõ âèïàäêàõ à1-à3

ker Γ′ = ker Γa ∩ ker Γb = dom Ta. (3.146)
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Çàóâàæåííÿ 3.38. ßêùî äîäàòêîâî äî ïðèïóùåíü (Ï1), (Ï2) ñèñòåìà ¹ âèçíà÷åíîþ, òî âiäîáðà-

æåííÿ Γa ¹ ñþð'¹êòèâíèì i ñóêóïíiñòü {H,Γa;Hb,Γb} ¹ ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì. Òîìó äëÿ âèçíà÷åíî¨

ñèñòåìè ïðîñòîðè Hj òà îïåðàòîðè Γ′
j â öüîìó ïóíêòi ¹ ÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè ïðîñòîðiâ Hj òà îïå-

ðàòîðiâ Γ′
j ç ïóíêòó 3.4.2.. Ó âèïàäêó æ íåâèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè òàêå òâåðäæåííÿ, âçàãàëi êàæó÷i, íå

¹ âiðíèì. Öi ìiðêóâàííÿ îáãðóíòîâóþòü íåîáõiäíiñòü ðîçãëÿäó âèïàäêiâ à1-à3 çàìiñòü âèïàäêiâ 1-3

äëÿ ñèñòåì ç ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ a.

Çàóâàæåííÿ 3.39. Òi æ ñàìi ìiðêóâàííÿ, ùî i â çàóâàæåííi 3.25, ïîêàçóþòü, ùî ñåðåä ñèñòåì

(3.5) ç ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ a ìîæíà áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ðîçãëÿäàòè ëèøå ñèñòåìè, äëÿ ÿêèõ

ìà¹ ìiñöå îäèí ç âèïàäêiâ à1-à3.

Teoðåìà 3.40. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (3.5) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a âèêîíàíi ïðèïóùåííÿ

(Ï1), (Ï2) i ìà¹ ìiñöå îäèí ç âèïàäêiâ à1-à3. Êðiì òîãî, íåõàé Hj � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi

ïðîñòîðè i Γ′
j : dom Tmax → Hj, j ∈ {0, 1}, � îïåðàòîðè (3.132)�(3.135) ó âèïàäêó à1, (3.139)�(3.141)

ó âèïàäêó à2 òà (3.142)�(3.144) ó âèïàäêó à3. Òîäi ëiíiéíå âiäíîøåííÿ Γ : (L2
∆(I))2 → H0 ⊕ H1,

çàäàíå ðiâíiñòþ

Γ =

{{(
π∆y

π∆f

)
,

(
Γ′
0y

Γ′
1y

)}
: {y, f} ∈ Tmax

}
, (3.147)

óòâîðþ¹ ãðàíè÷íó ïàðó {H0 ⊕H1,Γ} äëÿ Tmax. Êðiì òîãî, ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

dimH0 = N+, dimH1 = N−, (3.148)

äå N± � ôîðìàëüíi iíäåêñè äåôåêòó ñèñòåìè (3.5).

Ä îâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî âiäíîøåííÿ (3.147) çàäîâiëüíÿ¹ ïðèïóùåííÿì íàñëiäêó 2.64 äëÿ A :=

Tmin. Ç (3.147) òà (3.146) âèïëèâà¹, ùî ker Γ = π̃∆Ta = Tmin. Êðiì òîãî, âíàñëiäîê (3.147) ìà¹ìî

domΓ = π̃∆Tmax = Tmax.

Äàëi, áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê ç îãëÿäó íà (3.124) òà (3.60) ïîêàçó¹, ùî â óñiõ âèïàäêàõ à1-à3

ìà¹ ìiñöå (3.107). Çâiäñè òà ç òîòîæíîñòi Ëàãðàíæà (3.22) âèïëèâà¹ òîòîæíiñòü (2.158) äëÿ Γ.

Òåïåð çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè ðiâíiñòü (2.186). Ç (3.62) òà (3.64) âèïëèâà¹, ùî

νb+ + νb− = dim(dom Tmax/D0b) = dim(dom Tmax/dom Ta)− dim(D0b/dom Ta).

Êîìáiíóþ÷è öþ ðiâíiñòü ç (3.46) i äðóãîþ ðiâíiñòþ â (3.49), îòðèìó¹ìî

νb+ + νb− = (N+ +N− − kN )− (n− kN ) = N+ +N− − n.

Çâiäñè òà ç (3.145) âèïëèâà¹, ùî

dim(H0 ⊕H1) = (ν+ + ν−) + (νb+ + νb−) = n+ (N+ +N− − n) = N+ +N−. (3.149)

Äàëi, ç îãëÿäó íà (3.147) ìà¹ìî mul Γ = {Γ′y : {y, f} ∈ ker (π̃∆ � Tmax)} i (3.33) äà¹

mul Γ = Γ′N = {{Γ′
0y,Γ

′
1y} : y ∈ N}. (3.150)
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Îñêiëüêè î÷åâèäíî ker (Γ′ � N ) = {0}, òî âíàñëiäîê (3.150)

nΓ(= dim(mul Γ)) = dimN = kN . (3.151)

Çâiäñè òà ç (3.39) âèïëèâà¹, ùî

n+(Tmin) + n−(Tmin) + 2nΓ = (N+ − kN ) + (N− − kN ) + 2kN = N+ +N−. (3.152)

Ïîðiâíþþ÷è òåïåð (3.149) ç (3.152), ïðèõîäèìî äî ïîòðiáíî¨ ðiâíîñòi

dim(H0 ⊕H1) = n+(Tmin) + n−(Tmin) + 2nΓ.

Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî ç íàñëiäêîì 2.64 {H0 ⊕H1,Γ} ¹ ãðàíè÷íîþ ïàðîþ äëÿ Tmax. Êðiì òîãî, êîìái-

íóþ÷è (2.177) ç (3.151) òà (3.39), îòðèìó¹ìî ðiâíîñòi (3.148). �

Îçíà÷åííÿ 3.41. Ãðàíè÷íà ïàðà {H0⊕H1,Γ}, ïîáóäîâàíà â òåðåìi 3.40, íàçèâà¹òüñÿ ðîçäiëåíîþ
ãðàíè÷íîþ ïàðîþ äëÿ Tmax.

Òâåðäæåííÿ 3.42. Ôîðìàëüíi iíäåêñè äåôåêòó ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè (3.5) ç ðåãóëÿðíîþ êií-

öåâîþ òî÷êîþ a ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ

N+ = ν− + νb+, N− = ν+ + νb−, (3.153)

äå ν± � ÷èñëà (3.4) òà νb+, νb− � iíäåêñè iíåðöi¨ áiëiíiéíî¨ ôîðìè [·, ·]b.

Ä îâåäåííÿ. Ðiâíîñòi (3.153) âèïëèâàþòü ç (3.148) òà (3.145). �

Íàñëiäîê 3.43. Íåõàé òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ñèñòåìè (3.5). Òîäi: (1) ìiíiìàëüíî ìîæëè-

âèìè ôîðìàëüíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó òàêî¨ ñèñòåìè ¹

N+ = ν−, N− = ν+; (3.154)

(2) ðiâíiñòü [y, z]b = 0, y, z ∈ dom Tmax, ìà¹ ìiñöå òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ (3.154).

Çàóâàæåííÿ 3.44. Ç (3.153) òà (3.4) âèïëèâà¹, ùî äëÿ ñèñòåìè ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷-

êîþ a âèïàäêè a1 - à3 ìîæíà ïåðåôîðìóëþàòè â òåðìiíàõ ôîðìàëüíèõ iíäåêñiâ äåôåêòó N±. Ñàìå,

ñïðàâåäëèâi òàêi òâåðäæåííÿ:

(1) âèïàäîê à1 ìà¹ ìiñöå òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè δ = 1 i N+ ≥ N−;

(2) âèïàäîê à2 ìà¹ ìiñöå òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè δ = −1 i N+ −N− ≥ ν̂;

(2) âèïàäîê à3 ìà¹ ìiñöå òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè δ = −1 i 0 ≤ N+ −N− ≤ ν̂.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ñèñòåìè ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a íåðiâíiñòü N+ ≥ N− âèêîíó¹òüñÿ

òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ìà¹ ìiñöå õî÷à á îäèí ç âèïàäêiâ à1 - à3.

Çàóâàæåííÿ 3.45. Ç (3.153) âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi ν∓ ≤ N± ≤ n, äîâåäåíi àíàëiòè÷íèìè ìåòî-

äàìè â [1, 82]. Äëÿ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè öi íåðiâíîñòi ìàþòü âèãëÿä ν ≤ N± ≤ n.
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Ó âèïàäêó N+ = N− êîíñòðóêöiÿ ðîçäiëåíî¨ ãðàí÷íî¨ ïàðè äåùî ñïðîùó¹òüñÿ. Ñàìå, ñïðàâåäëè-

âîþ ¹ íàñòóïíà

Teoðåìà 3.46. Ïðèïóñòèìî, ùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ñèñòåìè (3.5) i N+ = N−.

Òîäi:

(1) Iñíó¹ ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið Hb i ñþð'¹êòèâíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð

Γb = (Γ0b, Γ̂b,Γ1b)
⊤ : dom Tmax → Hb ⊕ Ĥ ⊕Hb, (3.155)

ùî çàäîâiëüíÿ¹ òîòîæíîñòi

[y, z]b = iδ(Γ̂by, Γ̂bz)− (Γ1by,Γ0bz) + (Γ0by,Γ1bz), y, z ∈ dom Tmax. (3.156)

(2) Íåõàé âèêîíàíå ïðèïóùåííÿ (Ï1) i, êðiì òîãî, íåõàé Hb � ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ

ïðîñòið i Γb � ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð (3.155), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (3.156). Òîäi ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëü-

áåðòiâ ïðîñòið

H = H ⊕ Ĥ ⊕Hb

òà ëiíiéíå âiäíîøåííÿ Γ : (L2
∆(I))2 → H2, âèçíà÷åíå ðiâíiñòþ

Γ =

{{(
π∆y

π∆f

)
,

(
(−Γ1ay)⊕ iδ(Γ̂a − Γ̂b)y ⊕ Γ0by

Γ0ay ⊕ 1
2
(Γ̂a + Γ̂b)y ⊕ (−Γ1by)

)}
: {y, f} ∈ Tmax

}
, (3.157)

óòâîðþþòü (ðîçäiëåíó) ãðàíè÷íó ïàðó {H,Γ} äëÿ Tmax.

Ä îâåäåííÿ. (1) Ç (3.153) òà (3.4) âèïëèâà¹, ùî

νb+ − νb− = δν̂. (3.158)

Òîìó |νb+ − νb−| = ν̂ = dim Ĥ, δb(= sign (νb+ − νb−)) = δ i ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ëåìè 3.19.

(2) Ç (3.158) âèïëèâà¹, ùî çà óìîâè δ = 1 ìà¹ ìiñöå âèïàäîê à1, à çà óìîâè δ = −1 � âèïàäîê à3.

Êðiì òîãî, âíàñëiäîê (3.148) ìà¹ìî H0 = H1. Òîìó ðiâíîñòi (3.132) - (3.135) ó âèïàäêó à1 òà (3.142) -

(3.144) ó âèïàäêó à3 ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

H(= H0 = H1) = H ⊕ Ĥ ⊕Hb

Γ′
0y = (−Γ1ay)⊕ iδ(Γ̂a − Γ̂b)y ⊕ Γ0by

Γ′
1y = Γ0ay ⊕ 1

2
(Γ̂a + Γ̂b)y ⊕ (−Γ1by), y ∈ dim Tmax.

Çâiäñè òà ç òåîðåìè 3.40 âèïëèâà¹ ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ. �

Çàóâàæåííÿ 3.47. Ó âèïàäêó ðåãóëÿðíî¨ ñèñòåìè â (3.155) ìîæíà ïîêëàñòè Hb = H i Γby =

Ũby(b), äå Ũb � J-óíiòàðíèé îïåðàòîð â H.
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3.4.4. Âèïàäîê ãàìiëüòîíîâîi ñèñòåìè

Äëÿ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè (3.5) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a íàâåäåíi ó ïîïåðåäíüîìó ïóíê-

òi êîíñòðóêöi¨ ãðàíè÷íèõ ïàð ñóòò¹âî ñïðîùóþòüñÿ. Ñàìå, ó âèïàäêó òàêî¨ ñèñòåìè ôóíêöiþ y ∈
AC(I;H) ìîæíà çàïèñàòè ÿê

y(t) = y0(t)⊕ y1(t)(∈ H ⊕H), t ∈ I. (3.159)

à áëî÷íå çîáðàæåííÿ (3.120) J-óíiòàðíîãî îïåðàòîðà Ũ i âiäïîâiäíi îïåðàòîðè Γja : dom Tmax →
H, j ∈ {0, 1}, òà Γa ïðèéìàþòü âèãëÿä

Ũ =

(
u3 u4

u1 u2

)
: H ⊕H︸ ︷︷ ︸

H

→ H ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

(3.160)

Γ0ay = u3y0(a) + u4y1(a) (3.161)

Γ1ay = u1y0(a) + u2y1(a), y ∈ dom Tmax (3.162)

Γa =

(
Γ0a

Γ1a

)
: dom Tmax → H ⊕H︸ ︷︷ ︸

H

. (3.163)

Êðiì òîãî, òîòîæíiñòü (3.124) ïðèéìà¹ âèãëÿä

(Jy(a), z(a)) = (Γ0ay,Γ1az)− (Γ1ay,Γ0az), y, z ∈ dom Tmax. (3.164)

Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî äëÿ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè ç N+ ≥ N− b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ òèïó 1 (3.131)

ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ òèïó 2 (3.138).

Îçíà÷åííÿ 3.48. b-ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì äëÿ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè íàçèâà¹òüñÿ b-ãðàíè÷íèé

êîìïëåêñ {H̃b,Hb,Γb} òèïó 2 â ñåíñi îçíà÷åííÿ 3.35.

Íàñòóïíà òåîðåìà âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.40.

Teoðåìà 3.49. Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà (3.5) ¹ ãàìiëüòîíîâîþ ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ

a i N+ ≥ N−. Íåõàé Ũ ∈ [H] � J-óíiòàðíèé îïåðàòîð (3.160), Γja, j ∈ {0, 1}, � îïåðàòîðè (3.161),

(3.162) i {H̃b,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (3.138). Òîäi ëiíiéíå âiäíîøåííÿ Γ : (L2
∆(I))2 → (H ⊕

H̃b)⊕ (H ⊕Hb), çàäàíå ðiâíiñòþ

Γ =

{{(
π∆y

π∆f

)
,

(
(−Γ1ay)⊕ Γ̃0by

Γ0ay ⊕ (−Γ1by)

)}
: {y, f} ∈ Tmax

}
, (3.165)

óòâîðþ¹ (ðîçäiëåíó) ãðàíè÷íó ïàðó {(H ⊕ H̃b)⊕ (H ⊕Hb),Γ} äëÿ Tmax.

3.4.5. Ãðàíè÷íi òðiéêè äëÿ âèçíà÷åíèõ ñèñòåì ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ

Íàñòóïíi äâi òåîðåìè ¹ íàñëiäêîì òåîðåì 3.27, 3.31 òà çàóâàæåííÿ 3.38.

Teoðåìà 3.50. Íåõàé çà óìîâ òåîðåìè 3.40 ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ. Òîäi îïåðàòîðè Γj :

Tmax → Hj, j ∈ {0, 1}, çàäàíi ðiâíîñòÿìè (3.106), óòâîðþþòü ãðàíè÷íó òðiéêó Π = {H0⊕H1,Γ0,Γ1}
äëÿ Tmax.
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Teoðåìà 3.51. Ïðèïóñòèìî, ùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ âèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè (3.5)

i N+ = N−(⇔ n+(Tmin) = n−(Tmin)). Íåõàé âèêîíàíå ïðèïóùåííÿ (Ï1) i, êðiì òîãî, íåõàé Hb �

ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëáåðòiâ ïðîñòið i Γb � ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð (3.155), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (3.156).

Òîäi ãiëüáåðòiâ ïðîñòið

H = H ⊕ Ĥ ⊕Hb (3.166)

i îïåðàòîðè Γj : Tmax → H, j ∈ {0, 1}, çàäàíi ðiâíîñòÿìè

Γ0{ỹ, f̃} = (−Γ1ay)⊕ iδ(Γ̂a − Γ̂b)y ⊕ Γ0by(∈ H ⊕ Ĥ ⊕Hb) (3.167)

Γ1{ỹ, f̃} = Γ0ay ⊕ 1
2
(Γ̂a + Γ̂b)y ⊕ (−Γ1by)(∈ H ⊕ Ĥ ⊕Hb), {ỹ, f̃} ∈ Tmax (3.168)

óòâîðþþòü çâè÷àéíó ãðàíè÷íó òðiéêó Π = {H,Γ0,Γ1} äëÿ Tmax.

Îçíà÷åííÿ 3.52. Ãðàíè÷íi òðiéêè, ïîáóäîâàíi â òåîðåìàõ 3.27, 3.31, 3.50 òà 3.51, íàçèâàþòüñÿ

ðîçäiëåíèìè ãðàíè÷íèìè òðiéêàìè äëÿ Tmax.

Äëÿ ãàìiëüòîíîâî¨ âèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè êîíñòðóêöiÿ ðîçäiëåíî¨ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè iñòîòíî ñïðî-

ùó¹òüñÿ. Ñàìå, íàñòóïíà òåîðåìà âèïëèâà¹ ç òåîðåì 3.50 òà 3.51.

Teoðåìà 3.53. Íåõàé çà óìîâ òåîðåìè 3.49 ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ. Òîäi ãiëáåðòîâi ïðî-

ñòîðè Hj i îïåðàòîðè Γj : Tmax → Hj, j ∈ {0, 1}, çàäàíi ðiâíîñòÿìè

H0 = H ⊕ H̃b, H1 = H ⊕Hb (3.169)

Γ0{ỹ, f̃} = (−Γ1ay)⊕ Γ̃0by, Γ1{ỹ, f̃} = Γ0ay ⊕ (−Γ1by), {ỹ, f̃} ∈ Tmax, (3.170)

óòâîðþþòü (ðîçäiëåíó) ãðàíè÷íó òðiéêó Π = {H0 ⊕ H1,Γ0,Γ1} äëÿ Tmax. Ó âèïàäêó ìiíiìàëüíèõ

iíäåêñiâ äåôåêòó n+(Tmin) = n−(Tmin) = ν öÿ ãðàíè÷íà òðiéêà ñòà¹ çâè÷àéíîþ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ

Π = {H,Γ0,Γ1}, äå

Γ0{ỹ, f̃} = −Γ1ay, Γ1{ỹ, f̃} = Γ0ay, {ỹ, f̃} ∈ Tmax. (3.171)

3.5. Iíäåêñè äåôåêòó âèçíà÷åíèõ ñèñòåì

Íàäàëi äëÿ ïðîìiæêó I = ⟨a, b⟩ òà òî÷êè c ∈ (a, b) áóäåìî âæèâàòè òàêi ïîçíà÷åííÿ: Il := ⟨a, c], Ir :=

[c, b⟩, Tmin,l i Tmax,l (Tmin,l i Tmax,l) � ìiíiìàëüíå i ìàêñèìàëüíå âiäíîøåííÿ â L2
∆(Il) (âiäïîâiäíî L2

∆(Il)),

ïîðîäæåíå çâóæåííÿì ñèñòåìè (3.5) íà Il, Tmin,r i Tmax,r (Tmin,r i Tmax,r) � ìiíiìàëüíå i ìàêñèìàëüíå

âiäíîøåííÿ â L2
∆(Ir) (âiäïîâiäíî L2

∆(Ir)), ïîðîäæåíå çâóæåííÿì ñèñòåìè (3.5) íà Ir.

Îçíà÷åííÿ 3.54. Òî÷êà c ∈ (a, b) âiäíîñèòüñÿ äî êëàñó DefIl (DefIr), ÿêùî ñèñòåìà, îòðèìàíà

çâóæåííÿì ñèñòåìè (3.5) íà Il (âiäï. Ir), ¹ âèçíà÷åíîþ.

Òî÷êà c ∈ (a, b) âiäíîñèòüñÿ äî êëàñó DefI , ÿêùî c ∈ DefIl∩DefIr , òîáòî ÿêùî çâóæåííÿ ñèñòåìè
(3.5) íà Il òà Ir ¹ âèçíà÷åíèìè ñèñòåìàìè.

Ëåìà 3.55. Ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè DefIl ̸= ∅ òà DefIr ̸= ∅.
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Ä îâåäåííÿ. ßêùî ñèñòåìà ¹ âèçíà÷åíîþ, òî çãiäíî ç [82, 55] iñíó¹ âiäðiçîê [c1, c2] ⊂ (a, b), íà

ÿêîìó ñèñòåìà ¹ âèçíà÷åíîþ. Òîìó c1 ∈ DefIr , c2 ∈ DefIl i, îòæå, äëÿ âèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè DefIl ̸= ∅
òà DefIr ̸= ∅. Çâîðîòí¹ òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå. �

Ëåìà 3.56. Íåõàé c ∈ (a, b) i νa,l+ òà νa,l− ( νb,r+ òà νb,r−) � iíäåêñè iíåðöi¨ ïåðøî¨ (âiäï. äðóãî¨)

áiëiíiéíî¨ ôîðìè â (3.21), âèçíà÷åíî¨ íà dom Tmax,l (âiäï. dom Tmax,r). ßêùî c ∈ DefIr (c ∈ DefIl),

òî

νa,l+ = νa+, νa,l− = νa−, (âiäï. νb,r+ = νb+, νb,r− = νb−) (3.172)

Ä îâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî c ∈ DefIr . Íåõàé Pl : dom Tmax → dom Tmax,l � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ,

çàäàíå ðiâíiñòþ Ply = y � Il, y ∈ dom Tmax. Çãiäíî ç íàñëiäêîì 3.17 äëÿ êîæíîãî yl ∈ dom Tmax,l iñíó¹

yr ∈ dom Tmax,r, òàêå ùî yr(c) = yl(c). Ïîêëàäàþ÷è y(t) = yl(t), t ∈ Il, i y(t) = yr(t), t ∈ Ir, îòðèìó¹ìî

ôóíêöiþ y ∈ dom Tmax, òàêó ùî yl = y � Il = Ply. Òîìó âiäîáðàæåííÿ Pl ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Çâiäñè òà ç

î÷åâèäíî¨ ðiâíîñòi [Ply,Plz]a = [y, z]a, y, z ∈ dom Tmax, âèïëèâàþòü ïåðøà òà äðóãà ðiâíîñòi â (3.172).

Âèïàäîê c ∈ DefIl ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî. �
Íåõàé c ∈ (a, b) i N c

l± òà N c
r± � ôîðìàëüíi iíäåêñè äåôåêòó çâóæåííÿ ñèñòåìè (3.5) íà Il òà Ir

âiäïîâiäíî. Î÷åâèäíî, ùî ÷èñëà N c
l± òà N c

r± òi æ ñàìi äëÿ âñiõ òî÷îê c ∈ (a, b).

Îçíà÷åííÿ 3.57. ×èñëà Nl± = N c
l± òà Nr± = N c

r±, c ∈ (a, b), íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî ëiâèìè òà

ïðàâèìè ôîðìàëüíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó ñèñòåìè (3.5).

Òâåðäæåííÿ 3.58. ßêùî ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ, òî

N±(= n±(Tmin)) = Nl± +Nr± − n. (3.173)

Ä îâåäåííÿ. Çãiäíî ç ëåìîþ 3.55 iñíóþòü òî÷êè c1 ∈ DefIr òà c2 ∈ DefIl . Çàñòîñîâóþ÷è òâåð-

äæåííÿ 3.42 äî çâóæåíü ñèñòåìè íà ⟨a, c1] òà [c2, b⟩, ç îãäÿäó íà (3.172) îòðèìó¹ìî

Nl± = νa∓ + ν±, Nr± = ν∓ + νb±. (3.174)

Çâiäñè òà ç (3.108) âèïëèâà¹ (3.173). �

Çàóâàæåííÿ 3.59. Ïðèïóñòèìî, ùî c ∈ DefI i n±(Tmin,l) òà n±(Tmin,r) � iíäåêñè äåôåêòó âiäíî-

øåíü Tmin,l òà Tmin,r âiäïîâiäíî. Òîäi âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 3.58

n±(Tmin)) = n±(Tmin,l) + n±(Tmin,r)− n. (3.175)

Âiäçíà÷èìî, ùî òâåðäæåííÿ 3.58 àíàëiòè÷íèìè ìåòîäàìè äîâåäåíî â [82]; êðiì òîãî, ðiâíiñòü (3.175)

(ó âèïàäêó c ∈ DefI) çà äîìîìîãè òåîði¨ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íèõ âiäíîøåíü äîâåäåíî â [92].

Çàóâàæåííÿ 3.60. Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ. Òîäi âíàñëiäîê (3.174) òà (3.4)

ìà¹ìî

νa+ − νa− = Nl− −Nl+ + δν̂, νb+ − νb− = Nr+ −Nr− + δν̂. (3.176)
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Òîìó â ôîðìóëàõ (3.59), (3.60), (3.68),(3.69) òà (3.109) ìîæíà ïîêëàñòè

δa = sign (Nl− −Nl+ + δν̂), δb = sign (Nr+ −Nr− + δν̂). (3.177)

Êðiì òîãî, âíàñëiäîê (3.176) ñïðàâåäëèâi åêâiâàëåíòíîñòi

νa+ = νa− ⇐⇒ Nl+ −Nl− = δν̂, νb+ = νb− ⇐⇒ Nr− −Nr+ = δν̂. (3.178)

Ç (3.176) òàêîæ âèïëèâà¹, ùî äëÿ âèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè (3.5) âèïàäêè 1 - 3 ïóíêòó 3.4.2. ìîæíà íà-

ñòóïíèì ÷èíîì ïåðåôîðìóëþâàòè â òåðìiíàõ ëiâèõ òà ïðàâèõ ôîðìàëüíèõ iíäåêñiâ äåôåêòó Nl± òà

Nr±:

(1) âèïàäîê 1 ìà¹ ìiñöå òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

Nr− −Nr+ ≤ Nl+ −Nl− ≤ δν̂

(2) âèïàäîê 2 ìà¹ ìiñöå òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

Nr− −Nr+ ≤ δν̂ ≤ Nl+ −Nl−

(3) âèïàäîê 3 ìà¹ ìiñöå òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

δν̂ ≤ Nr− −Nr+ ≤ Nl+ −Nl−

ßêùî, êðiì òîãî, ñèñòåìà ¹ ãàìiëüòîíîâîþ, òî ν̂ = 0 i òîìó ñïiââiäíîøåííÿ (3.177) òà (3.178) ïðèé-

ìàþòü âèãëÿä

δa = sign (Nl− −Nl+), δb = sign (Nr+ −Nr−) (3.179)

νa+ = νa− ⇐⇒ Nl+ = Nl−, νb+ = νb− ⇐⇒ Nr+ = Nr−. (3.180)

Êðiì òîãî, äëÿ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè âèïàäêè 1,2 àáî 3 ïóíêòó 3.4.2. åêâiâàëåíòíi âiäïîâiäíî óìîâàì

Nr− −Nr+ ≤ Nl+ −Nl− ≤ 0, Nr− −Nr+ ≤ 0 ≤ Nl+ −Nl− àáî 0 ≤ Nr− −Nr+ ≤ Nl+ −Nl−.

3.6. Ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì

Òâåðäæåííÿ 3.61. Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ i n+(Tmin) ≥ n−(Tmin) (òîáòî

ìà¹ ìiñöå îäèí ç âèïàäêiâ 1�3). Íåõàé {Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè, Hj

� ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè i Γ′
j : dom Tmax → Hj, j ∈ {0, 1},� îïåðàòîðè, ïîáóäîâàíi

äëÿ êîæíîãî ç âèïàäêiâ 1�3 â ï. 3.4.2.. Òîäi:

(1) Äëÿ êîæíî¨ îïåðàòîðíî¨ ïàðè (ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ) θ = {C0, C1} ∈ C̃(H0,H1) ç îïåðàòîðà-

ìè C0 ∈ [H0,K] òà C1 ∈ [H1,K] (K � ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið) ãðàíè÷íi óìîâè

T̃ = {{ỹ, f̃} ∈ Tmax : C0Γ
′
0y + C1Γ

′
1y = 0}. (3.181)

çàäàþòü âëàñíå ðîçøèðåííÿ T̃ ∈ ExtTmin
i, çâîðîòíî, äëÿ êîæíîãî ðîçøèðåííÿ T̃ ∈ ExtTmin

iñíó¹

¹äèíà îïåðàòîðíà ïàðà θ = {C0, C1} ∈ C̃(H0,H1), òàêà ùî ìà¹ ìiñöå (3.181).
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(2) Ðîçøèðåííÿ (3.181) ¹ ìàêñèìàëüíèì äèñèïàòèâíèì (àêóìóëÿòèâíèì) òîäi é òiëüêè òîäi,

êîëè θ ∈ Dis(H0,H1) (âiäï. θ ∈ Ac(H0,H1)).

ßêùî, êðiì òîãî, n+(Tmin) = n−(Tmin), òî H0 = H1 =: H i Γ′
0y òà Γ′

1y ìàþòü âèãëÿä (3.116)-

(3.118). Ó öüîìó âèïàäêó C0, C1 ∈ [H,K] i ðîçøèðåííÿ (3.181) ¹ ìàêñèìàëüíèì äèñèïàòèâíèì,

ìàêñèìàëüíèì àêóìóëÿòèâíèì àáî ñàìîñïðÿæåíèì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè îïåðàòîðíà ïàðà

θ = {C0, C1} ∈ C̃(H) ¹ ìàêñèìàëüíîþ äèñèïàòèâíîþ, ìàêñèìàëüíîþ àêóìóëÿòèâíîþ àáî ñàìîñïðÿ-

æåíîþ âiäïîiäíî.

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé Π = {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} � ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà òðiéêà (3.106) äëÿ Tmax. Çàñòîñî-

âóþ÷è äî öi¹¨ òðiéêè òâåðäæåííÿ 2.24, (2), îòðèìó¹ìî ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ. �
Â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi äà¹òüñÿ äåùî iíøå çîáðàæåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ.

Òâåðäæåííÿ 3.62. Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ i n+(Tmin) ≥ n−(Tmin). Êðiì

òîãî, íåõàé {Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (3.67), (3.58) äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè i Ja, Jb � îïåðàòîðè

(3.68), (3.69). Òîäi:

(1) Äëÿ êîæíî¨ äîïóñòèìî¨ îïåðàòîðíî¨ ïàðè θ̃ = {Ca, Cb} ç îïåðàòîðàìè

Ca = (Ca0, Ĉa, Ca1) : Ha ⊕ Ĥa ⊕Ha︸ ︷︷ ︸
Ha

→ K, Cb = (Cb0, Ĉb, Cb1) : Hb ⊕ Ĥb ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
Hb

→ K, (3.182)

äå K � ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, ãðàíè÷íi óìîâè

T̃ = {{ỹ, f̃} ∈ Tmax : CaΓay + CbΓby = 0} =

= {{ỹ, f̃} ∈ Tmax : Ca0Γ0ay + ĈaΓ̂ay + Ca1Γ1ay + Cb0Γ0by + ĈbΓ̂by + Cb1Γ1by = 0} (3.183)

çàäàþòü âëàñíå ðîçøèðåííÿ T̃ ∈ ExtTmin
i, çâîðîòíî, äëÿ êîæíîãî ðîçøèðåííÿ T̃ ∈ ExtTmin

iñíó¹

¹äèíà (ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi) äîïóñòèìà îïåðàòîðíà ïàðà θ̃ = {Ca, Cb} ç îïåðàòîðàìè

(3.182), òàêà ùî ìà¹ ìiñöå (3.183).

(2) Ðîçøèðåííÿ (3.183) ¹ ìàêñèìàëüíèì äèñèïàòèâíèì (àêóìóëÿòèâíèì) òîäi é òiëüêè òîäi,

êîëè dimK = n−(Tmin) (âiäï. dimK = n+(Tmin)) i

i(CaJaC
∗
a − CbJbC

∗
b ) ≤ 0 (âiäï. i(CaJaC

∗
a − CbJbC

∗
b ) ≥ 0) (3.184)

Êðiì òîãî, ÿêùî n+(Tmin) = n−(Tmin) =: d, òî ðîçøèðåííÿ (3.183) ¹ ñàìîñïðÿæåíèì òîäi é òiëüêè

òîäi, êîëè dimK = d i

CaJaC
∗
a = CbJbC

∗
b . (3.185)

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé H0 òà H1 � ïðîñòîðè (3.81), (3.84) àáî (3.90) çàëåæíî âiä âèïàäêó à1�à3. Òîäi

çãiäíî ç ëåìîþ 3.24 êîæíié äîïóñòèìié ïàði θ̃ = {Ca, Cb} âiäïîâiäà¹ äîïóñòèìà ïàðà θ = {C0, C1}
îïåðàòîðiâ Cj ∈ [Hj,K] i âiðíèìè ¹ ðiâíîñòi (3.103), (3.104) ç Cj(λ) ≡ Cj, j ∈ {0, 1}. Êðiì òîãî,

âíàñëiäîê ðiâíîñòåé n+(Tmin) = dimH0 òà n−(Tmin) = dimH1 âiðíèìè ¹ åêâiâàëåíòíîñòi

dimK = dimH0 ⇐⇒ dimK = n+(Tmin), dimK = dimH1 ⇐⇒ dimK = n−(Tmin). (3.186)
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Çâiäñè òà ç òâåðäæåííÿ 2.16 âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

(Ò) θ ∈ Dis(H0,H1) (θ ∈ Ac(H0,H1)) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè dimK = n−(Tmin) (âiäï. dimK =

n+(Tmin)) i ïàðà θ̃ çàäîâiëüíÿ¹ (3.184).

Òåïåð ïîòðiáíi òâåðäæåííÿ (1) òà (2) âèïëèâàþòü ç (3.103) òà òâåðäæåííÿ 3.61. �

Îçíà÷åííÿ 3.63. Ãðàíè÷íi óìîâè (3.181) òà (3.183) íàçèâàþòüñÿ ìàêñèìàëüíèìè äèñèïàòèâíè-

ìè (àêóìóëÿòèâíèìè) àáî ñàìîñïðÿæåíèìè, ÿêùî âîíè çàäàþòü ðîçøèðåííÿ T̃ âiäïîâiäíîãî êëàñó.

Î÷åâèäíî, ùî òâåðäæåííÿ 3.61 òà 3.62 ìiñòÿòü îïèñ ìàêñèìàëüíèõ äèñèïàòèâíèõ (àêóìóëÿòèâ-

íèõ) òà ñàìîñïðÿæåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ.

Çàóâàæåííÿ 3.64. ßêùî çà óìîâ òâåðäæåííÿ 3.62 òî÷êà a (âiäï. b) ¹ ðåãóëÿðíîþ, òî ìîæíà

ïîêëàñòè Ha = H, Γay = y(a) (âiäï. Hb = H, Γby = y(b)). Ó öüîìó âèïàäêó Ja = J (âiäï. Jb = J) i ç

òâåðäæåííÿ 3.62 âèïëèâà¹ íàñòóïíå äîáðå âiäîìå òâåðäæåííÿ [1, 10]: ÿêùî ñèñòåìà (3.5) ¹ ðåãóëÿðíîþ

òà âèçíà÷åíîþ, òî ãðàíè÷íà óìîâà Cay(a) + Cby(b) = 0 ç îïåðàòîðàìè Ca, Cb ∈ [H] ¹ ñàìîñïðÿæåíîþ

òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ran (Ca, Cb) = H i CaJC
∗
a = CbJC

∗
b . Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî ó âèïàäêó

ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a çà óìîâè, ùî Tmin ¹ ùiëüíî âèçíà÷åíèì

îïåðàòîðîì, àíàëîã òâåðäæåííÿ 3.62 ñòîñîâíî ñàìîñïðÿæåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ îòðèìàíî â [83].

Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 3.62 Ka òà Kb � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè i

Na = (Na0, N̂a, Na1) : Ha ⊕ Ĥa ⊕Ha︸ ︷︷ ︸
Ha

→ Ka, Nb = (Nb0, N̂b, Nb1) : Hb ⊕ Ĥb ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
Hb

→ Kb (3.187)

�ñþð'¹êòèâíi îïåðàòîðè. Òîäi ðîçøèðåííÿ T̃ ∈ ExtTmin
çàäà¹òüñÿ ðîçäiëåíèìè ãðàíè÷íèì óìîâàìè,

ÿêùî

T̃ = {{ỹ, f̃} ∈ Tmax : NaΓay = 0, NbΓby = 0} =

= {{ỹ, f̃} ∈ Tmax : Na0Γ0ay + N̂aΓ̂ay +Na1Γ1ay = 0, Nb0Γ0by + N̂bΓ̂by +Nb1Γ1by = 0}. (3.188)

ßêùî, êðiì òîãî, Nl+ − Nl− = Nr− − Nr+ = δν̂, òî â ñèëó (3.178) νa+ = νa− òà νb+ = νb−. Òîìó

âíàñëiäîê çàóâàæåííÿ 3.22 ðîçäiëåíi ãðàíè÷íi óìîâè (3.187), (3.188) ïðèéìàþòü âèãëÿä

Na = (Na0, Na1) : Ha ⊕Ha → Ka, Nb = (Nb0, Nb1) : Hb ⊕Hb → Kb (3.189)

T̃ = {{ỹ, f̃} ∈ Tmax : Na0Γ0ay +Na1Γ1ay = 0, Nb0Γ0by +Nb1Γ1by = 0}. (3.190)

Î÷åâèäíî, ùî ðîçäiëåíi óìîâè (3.188) ¹ ñïåöiàëüíèì âèäîì ãðàíè÷íèõ óìîâ (3.183) ç îïåðàòîðàìè

Ca = CNa :=

(
Na0 N̂a Na1

0 0 0

)
: Ha ⊕ Ĥa ⊕Ha → Ka ⊕Kb︸ ︷︷ ︸

K

(3.191)

Cb = CNb
:=

(
0 0 0

Nb0 N̂b Nb1

)
: Hb ⊕ Ĥb ⊕Hb → Ka ⊕Kb︸ ︷︷ ︸

K

. (3.192)
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Teoðåìà 3.65. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíi óìîâè òâåðäæåííÿ 3.62. Òîäi äëÿ òîãî, ùîá ðîçäiëåíi

ãðàíè÷íi óìîâè (3.187), (3.188) áóëè ìàêñèìàëüíèìè äàñèïàòèâíèìè, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

âèêîíóâàëèñü óìîâè

Sa ≤ 0, Sb ≥ 0 òà dimKa = Nl− − ν−(= νa+), dimKb = Nr− − ν+(= νb−), (3.193)

äå

Sa = iNaJaN
∗
a = −2Im(Na1N

∗
a0)− δaN̂aN̂

∗
a (3.194)

Sb = iNbJbN
∗
b = −2Im(Nb1N

∗
b0)− δbN̂bN̂

∗
b (3.195)

(òóò δa òà δb âèçíà÷åíi â (3.177)).

Äëÿ òîãî, ùîá òi æ ñàìi óìîâè áóëè ìàêñèìàëüíèìè àêóìóëÿòèâíèìè, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,

ùîá

Sa ≥ 0, Sb ≤ 0 òà dimKa = Nl+ − ν+(= νa−), dimKb = Nr+ − ν−(= νb+). (3.196)

Ä îâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ðîçäiëåíi ãðàíè÷íi óìîâè (3.187), (3.188) ìàêñèìàëüíi äàñèïàòèâíi

(àêóìóëÿòèâíi) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ãðàíè÷íi óìîâè (3.183) ç îïåðàòîðàìè Ca = CNa òà Cb = CNb

ìàêñèìàëüíi äàñèïàòèâíi (âiäï. àêóìóëÿòèâíi). Îñêiëüêè

i(CNaJaC
∗
Na

− CNb
JbC

∗
Nb
) =

(
Sa 0

0 −Sb

)
: Ka ⊕Kb → Ka ⊕Kb,

òî ñïðàâåäëèâà åêâiâàëåíòíiñòü

i(CNaJaC
∗
Na

− CNb
JbC

∗
Nb
) ≤ 0 ⇐⇒ Sa ≤ 0 òà Sb ≥ 0. (3.197)

Íåõàé ãðàíè÷íi óìîâè (3.187), (3.188) ìàêñèìàëüíi äèñèïàòèâíi. Òîäi ãðàíè÷íi óìîâè (3.183) ç îïå-

ðàòàðàìè Ca = CNa òà Cb = CNb
òàêîæ ìàêñèìàëüíi äèñèïàòèâíi. Òîìó çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 3.62

dim(Ka⊕Kb) = n−(Tmin) i âiðíîþ ¹ ïåðøà íåðiâíiñòü â (3.184). Çâiäñè òà ç (3.197) âèïëèâà¹, ùî Sa ≤ 0

òà Sb ≥ 0.

Ïðèïóñòèìî äàëi, ùî ìà¹ ìiñöå âèïàäîê 1. Íåõàé H0 òà H1 ⊂ H0 � ïðîñòîðè (3.81), θ = {C0, C1},
Cj ∈ [Hj,K] � îïåðàòîðíà ïàðà (3.97), (3.98), ùî âiäïîâiäà¹ ïàði θ̃ = {CNa , CNb

} çãiäíî ç ëåìîþ 3.24,

i C01 = C0 � H1. Î÷åâèäíî, ùî áëî÷íå çîáðàæåííÿ (3.96) îïåðàòðà CNb
ìà¹ âèãëÿä

CNb
=

(
0 0 0 0

Nb0 Nb⊥ N̂ ′
b Nb1

)
: Hb ⊕Hb⊥ ⊕ Ĥa ⊕Hb → Ka ⊕Kb.

Çâiäñè òà ç (3.191) âèïëèâà¹, ùî

C01 =

(
−Na1 − i

2
N̂a 0

0 i
2
N̂ ′

b Nb0

)
: Ha ⊕ Ĥa ⊕Hb → Ka ⊕Kb (3.198)

C1 =

(
Na0 N̂a 0

0 N̂ ′
b −Nb1

)
: Ha ⊕ Ĥa ⊕Hb → Ka ⊕Kb. (3.199)
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Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì (Ò) â äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 3.62 θ ∈ Dis(H0,H1). Òîìó çãiäíî ç òâåðäæåííÿì

2.16 îïåðàòîð C01 − i
2
C1 îáîðîòíèé i ç (3.198), (3.199) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

C01 − i
2
C1 =

(
−Na1 − i

2
Na0 −iN̂a 0

0 0 Nb0 +
i
2
Nb1

)
: Ha ⊕ Ĥa ⊕Hb → Ka ⊕Kb.

Òîìó

dimKa = dimHa + dim Ĥa, dimKb = dimHb. (3.200)

Îñêiëüêè çãiäíî ç (3.56) òà (3.57) dimHa = νa−, dim Ĥa = νa+ − νa−, dimHb = νb−, òî â ñèëó (3.200)

dimKa = νa+, dimKb = νb−. Òîìó âíàñëiäîê (3.174) ñïðàâåäëèâi äâi îñòàííi ðiâíîñòi â (3.193). Ó

âèïàäêàõ 2 òà 3 öi ðiâíîñòi äîâîäÿòüñÿ àíàëîãè÷íî.

Çâîðîòíî, íåõàé âèêîíàíi óìîâè (3.193). Òîäi ÷åðåç (3.197) îïåðàòîðè Ca = CNa òà Cb = CNb

çàäîâiëüíÿþòü ïåðøié íåðiâíîñòi â (3.184) i ç îãëÿäó íà (3.108) òà (3.174) ìà¹ìî dim(Ka ⊕ Kb) =

νa++νb− = n−(Tmin). Òîìó çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 3.62 ãðàíè÷íi óìîâè (3.183) ìàêñèìàëíi äèñèïàòiâíi

i, îòæå, òàêèìè æ ¹ ðîçäiëåíi ãðàíè÷íi óìîâè (3.187), (3.188). Òàêèì ÷èíîì, òâåðäæåííÿ äîâåäåíå

äëÿ ìàêñèìàëüíèõ äèñèïàòèâíèõ óìîâ. Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ äëÿ ìàêñèìàëüíèõ àêóìóëÿòèâíèõ

óìîâ àíàëîãi÷íå. �

Â íàñòóïíié òåîðåìi õàðàêòåðèçóþòüñÿ ðîçäiëåíi ñàìîñïðÿæåíi ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ ñèìåòðè÷íèõ

ñèñòåì.

Teoðåìà 3.66. Íåõàé ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ. Òîäi:

(1) äëÿ iñíóâàííÿ ðîçäiëåíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ íåîáõiäíüî òà äîñòàòíüî, ùîá

âèêîíóâàëàñü óìîâà

Nl+ −Nl− = Nr− −Nr+ = δν̂. (3.201)

ßêùî ñèñòåìà ¹ ãàìiëüòîíîâîþ, òî óìîâà (3.201) åêâiâàëåíòíà ðiíâîñòÿì

Nl+ = Nl−, Nr+ = Nr−. (3.202)

ßêùî Nl+ = Nl− àáî Nr+ = Nr− (çîêðåìà, ÿêùî êiíöåâà òî÷êà a àáî b ¹ ðåãóëÿðíîþ), òî óìîâà

(3.201) ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî ñèñòåìà ¹ ãàìiëüòîíîâîþ i N+ = N−(⇔ n+(Tmin) = n−(Tmin)).

(2) ßêùî (3.201) âèêîíàíî, òî ðîçäiëåíi ãðàíè÷íi óìîâè (3.189), (3.190) ¹ ñàìîñïðÿæåíèìè òîäi

é òiëüêè òîäi, êîëè îïåðàòîðíi ïàðè {Na0, Na1} òà {Nb0, Nb1} ¹ ñàìîñïðÿæåíèìè.

Ä îâåäåííÿ. (1) Î÷åâèäíî, ùî ðîçäiëåíi ãðàíè÷íi óìîâè ¹ ñàìîñïðÿæåíèìè òîäi é òiëüêè òîäi,

êîëè âîíè ¹ ìàêñèìàëüíèìè äèñèïàòèâíèìè òà àêóìóëÿòèâíèìè îäíî÷àñíî. Òîìó âíàñëiäîê òåîðåìè

3.65 äëÿ iñíóâàííÿ ðîçäiëåíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ íåîáõiäíå âèêîíàííÿ ðiâíîñòåé

Nl+ − ν+ = Nl− − ν−, Nr− − ν+ = Nr+ − ν− (3.203)

ÿêi âíàñëiäîê (3.4) åêâiâàëåíòíi óìîâàì (3.201). Çâiäñè âèïëèâà¹ íåîáõiäíiñòü öèõ óìîâ.
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ßêùî ñèñòåìà ¹ ãàìiëüòîíîâîþ, òî ν̂ = 0. Çâiäñè âèïëèâà¹ åêêâiâàëåíòíiñòü óìîâ (3.201) òà

(3.202). Ïðèïóñòèìî, äàëi, ùî Nl+ = Nl−. Òîäi óìîâà (3.201) åêâiâàëåíòíà ãàìiëüòîíîâîñòi ñèñòåìè

é ðiâíîñòi Nr+ = Nr−, ÿêà âíàñëiäîê (3.173) åêâiâàëåíòíà ðiâíîñòi N+ = N−. Âèïàäîê Nr+ = Nr−

ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

(2) ßêùî âèêîíàíà óìîâà (3.201), òî âíàñëiäîê òåîðåìè 3.65 i (3.74) ðîçäiëåíi ãðàíè÷íi óìîâè

(3.189), (3.190) ¹ ñàìîñïðÿæåíèìè òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè Im(Na1N
∗
a0) = 0, dimKa = dimHa òà

Im(Nb1N
∗
b0) = 0, dimKb = dimHb. Çâiäñè òà ç òâåðäæåííÿ 2.17 âèïëèâà¹ òâåðäæåíííÿ (2) òåîðåìè. �



ÐÎÇÄIË 4

Óçàãàëüíåíi ðåçîëüâåíòè òà õàðàêòåðèñòè÷íè ìàòðèöi ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì

4.1. Óçàãàëüíåíi ðåçîëüâåíòè ìiíiìàëüíîãî âiäíîøåííÿ

Íåõàé ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ, {Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ i Hj òà Γ′
j, j ∈ {0, 1}, �

âiäïîâiäíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè i îïåðàòîðè, ïîáóäîâàíi äëÿ êîæíîãî ç âèïàäêiâ 1-3 â ï. 3.4.2..

Îçíà÷åííÿ 4.1. Ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì äëÿ ñèñòåìè (3.5) íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðíà ïàðà τ =

τ(λ) ∈ R̃(H0,H1), çàäàíà ðiâíîñòÿìè (2.20), (2.21).

ßêùî n+(Tmin) = n−(Tmin), òî H0 = H1 = H, äå H âèçíà÷åíî â (3.112), Γ′
0 òà Γ′

1 çàäàíi â

(3.117), (3.118) i ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ = τ(λ) ∈ R̃(H) ¹ îïåðàòîðíîþ ïàðîþ (2.29). ßêùî, êðiì

òîãî, τ ∈ R̃0(H) ¹ ñàìîñïðÿæåíîþ îïåðàòîðíîþ ïàðîþ (2.32), òî ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ íàçèâà¹òüñÿ

ñàìîñïðÿæåíèì.

Íåõàé τ � ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (2.20). Äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2
∆(I) ðîçãëÿíåìî ãðàíè÷íó

çàäà÷ó

Jy′ −B(t)y = λ∆(t)y +∆(t)f(t), t ∈ I (4.1)

C0(λ)Γ
′
0y − C1(λ)Γ

′
1y = 0, λ ∈ C+. (4.2)

Ôóíêöiÿ y(·, ·) : I × C+ → H íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i, ÿêùî äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ ôóíêöiÿ

y(·, λ) íàëåæèòü äî AC(I;H)∩L2
∆(I) i çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíÿííþ (4.1) (òàê ùî y ∈ dom Tmax) i ãðàíè÷íié

óìîâi (4.2).

Â íàñòóïíié òåîðåìi äà¹òüñÿ îïèñ óñiõ óçàãàëüíåíèõ ðåçîëüâåíò âiäíîøåííÿ Tmin (i, îòæå, âñiõ

ðîçøèðåíü T̃ ∈ S̃elf(Tmin)) â òåðìiíàõ λ-çàëåæíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ.

Teoðåìà 4.2. Íåõàé âèêîíàíî óìîâè òâåðäæåííÿ 3.61. ßêùî τ � ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (2.20),

òî äëÿ êîæíîãî f ∈ L2
∆(I) ãðàíè÷íà çàäà÷à (4.1), (4.2) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê y(t, λ) = yf (t, λ) i

ðiâíiñòü

R(λ)f̃ = π∆(yf (·, λ)), f̃ ∈ L2
∆(I), f ∈ f̃ , λ ∈ C+, (4.3)

çàäà¹ óçàãàëüíåíó ðåçîëüâåíòó R(λ) =: Rτ (λ) âiäíîøåííÿ Tmin. Çâîðîòíî, äëÿ êîæíî¨ óçàãàëüíåíî¨

ðåçîëüâåíòè R(λ) iñíó¹ ¹äèíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ , òàêèé ùî R(λ) = Rτ (λ).

ßêùî, êðiì òîãî, n+(Tmin) = n−(Tmin), òî Rτ (λ) ¹ êàíîíè÷íîþ ðåçîëüâåíòîþ òîäi é òiëüêè

òîäi, êîëè τ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì (2.32). Ó öüîìó âèïàäêó Rτ (λ) = (T̃τ − λ)−1,

äå

T̃τ = {{ỹ, f̃} ∈ Tmax : C0Γ
′
0y − C1Γ

′
1y = 0}. (4.4)
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Ä îâåäåííÿ. Íåõàé Π = {H0 ⊕ H1,Γ0,Γ1} � ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà òðiéêà (3.106) äëÿ Tmax. Òîäi

ãðàíè÷íà çàäà÷à (4.1), (4.2) åêâiâàëåíòíà àáñòðàêòíié ãðàíè÷íié çàäà÷i (2.110), (2.111) ç A∗ = Tmax.

Çâiäñè òà ç íàñëiäêó 2.45 âèïëèâàþòü ïîòðiáíi òâåðäæåííÿ. �
Íåõàé {Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ äëÿ ñèñèòåìè (3.5), Ja, Jb - îïåðàòîðè (3.68), (3.69) i K
� ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið.

Îçíà÷åííÿ 4.3. Äîïóñòèìà ïàðà

τ̃ = τ̃(λ) = {Ca(λ), Cb(λ)}, λ ∈ C+ (4.5)

ãîëîìîðôíèõ îïåðàòîð-ôóíêöié Ca(·) : C+ → [Ha,K] òà Cb(·) : C+ → [Hb,K] (òî÷íiøå, êëàñ åêâiâà-

ëåíòíîñòi òàêèõ ïàð) íàëåæèòü äî êëàñó S(Ha,Hb), ÿêùî dimK = n+(Tmin) i

i(Ca(λ)JaC
∗
a(λ)− Cb(λ)JbC

∗
b (λ)) ≥ 0, λ ∈ C+. (4.6)

Ó âèïàäêó n+(Tmin) = n−(Tmin) =: d äîïóñòèìà îïåðàòîðíà ïàðà

τ̃ = {Ca, Cb} (4.7)

ç îïåðàòîðàìè Ca ∈ [Ha,K], Cb ∈ [Hb,K] âiäíîñèòüñÿ äî êëàñó S0(Ha,Hb), ÿêùî dimK = d i

CaJaC
∗
a = CbJbC

∗
b . (4.8)

Íàñòóïíà ëåìà ¹ íàñëiäêîì ëåìè 3.24.

Ëåìà 4.4. Íåõàé H0 òà H1 ⊂ H0 � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè i Γ′
0 òà Γ′

1 � îïåðàòîðè, ïîáóäî-

âàíi äëÿ êîæíîãî ç âèïàäêiâ 1-3 â ï. 3.4.2.. Òîäi ðiâíîñòi (3.97)�(3.102) çàäàþòü ái¹êòèâíó âiä-

ïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà ïàðàìè τ̃ = {Ca(λ), Cb(λ)} ∈ S(Ha,Hb) òà óñiìà ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè

τ = {C0(λ),−C1(λ)} i ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (3.103). ßêùî, êðiì òîãî, n+(Tmin) = n−(Tmin), òî

H0 = H1 =: H i τ̃ ∈ S0(Ha,Hb) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè τ ∈ R̃0(H0,H1)

Íåõàé τ̃ ∈ S(Ha,Hb) � îïåðàòîðíà ïàðà (4.5). Äëÿ çàäàíî¨ âóíêöi¨ f ∈ L2
∆(I) ðîçãëÿíåìî ãðàíè÷íó

çàäà÷ó

Jy′ −B(t)y = λ∆(t)y +∆(t)f(t), t ∈ I (4.9)

Ca(λ)Γay + Cb(λ)Γby = 0, λ ∈ C+. (4.10)

Ðîçâ'ÿçîê y(·, ·) öi¹¨ çàäà÷i âèçíàñà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.1), (4.2).
Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 4.2 i ëåìè 4.4.

Teoðåìà 4.5. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíi óìîâè òâåðäæåííÿ 3.62. Òîäi âiðíèìè ¹ òâåðäæåííÿ

òåîðåìè 4.2 ñ çàìiíîþ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (4.1), (4.2) çàäà÷åþ (4.9), (4.10) òà ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà

τ îïåðàòîðíîþ ïàðîþ τ̃ ∈ S(Ha,Hb). Êðiì òîãî, ó âèïàäêó n+(Tmin) = n−(Tmin) ñàìîñïðÿæåíèé

ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ çàìiíþ¹òüñÿ ïàðîþ τ̃ ∈ S0(Ha,Hb).

Íàäàëi ïîêëàäà¹ìî H := L2
∆(I) i ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç H′ ìíîæèíó âñiõ f̃ ∈ H ç íàñòóïíîþ âëàñòèâî-

ñòþ: iñíó¹ âiäðiçîê If̃ = [αf̃ , βf̃ ] ⊂ I, òàêèé ùî äëÿ äåÿêî¨ (i òîìó äëÿ êîæíî¨) ôóíêöi¨ f ∈ f̃ ðiâíiñòü

∆(t)f(t) = 0 ìà¹ ìiñöå ì.â. íà I \ If̃ .
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Teoðåìà 4.6. Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ i c ∈ I. Òîäi äëÿ êîæíî¨ óçàãàëü-

íåíî¨ ðåçîëüâåíòè R(λ) âiäíîøåííÿ Tmin iñíó¹ ¹äèíà îïåðàòîð ôóíêöiÿ Ωc(·) : C+ → [H], òàêà ùî

äëÿ êîæíîãî f̃ ∈ H òà λ ∈ C+

R(λ)f̃ = π∆

(∫
I
Yc(x, λ)(Ω

c(λ) + 1
2
sgn(t− x)J)Y ∗

c (t, λ)∆(t)f(t) dt

)
, f(·) ∈ f̃ . (4.11)

Êðiì òîãî, Ωc(·) ¹ íåâàíëèíiâñüêîþ îïåðàòîð-ôóíêöi¹þ.

Ä îâåäåííÿ. Ó âèïàäêó äîâiëüíî¨ (íåîáîâ'ÿçêîâî âèçíà÷åíî¨) ñèñòåìè iñíóâàííÿ îïåðàòîð-ôóíêöi¨

Ωc(·) òà âêëþ÷åííÿ Ωc(·) ∈ R[H] äîâåäåíî â [8]. Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè íåîáõiäíî ïîêàçàòè,

ùî ó âèïàäêó âèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè äëÿ çàäàíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ðåçîëüâåíòè R(λ) iñíó¹ ¹äèíà îïåðàòîð-

ôóíêöiÿ Ω(·), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (4.11). Ïðèïóñòèìî, ùî Ωc
1(·) òà Ωc

2(·) � äâi òàêi ôóíêööi¨ é Φ(λ) =

Ωc
1(λ)− Ωc

2(λ), λ ∈ C+. Òîäi äëÿ êîæíîãî f̃ ∈ H′ òà λ ∈ C+

π∆

∫
I
Yc(·, λ)Φ(λ)Y ∗

c (t, λ)∆(t)f(t) dt = 0, f(·) ∈ f̃ . (4.12)

Íåõàé h ∈ H i I ′ = [α, β] ⊂ I. Ïðèïóñòèìî, ùî f(t) = χI′(t)h(∈ L2
∆(I)), äå χI′(·) � iíäiêàòîð âiäðiçêó

I ′, é f̃ = π∆f(·) ∈ H′. Òîäi âíàñëiäîê (4.12) ìà¹ìî

∆(x)Yc(x, λ)Φ(λ)

∫
I′
Y ∗
c (t, λ)∆(t)h dt = 0 (ì.â. íà I). (4.13)

Îñêiëüêè ñèñòåìà ¹ âèçíà÷åíîþ, òî ç (4.13) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

Φ(λ)

∫
I′
Y ∗
c (t, λ)∆(t)h dt = 0, h ∈ H, I ′ = [α, β] ⊂ I.

Òîìó (
h,

∫
I′
∆(t)Yc(t, λ)Φ

∗(λ)h′ dt

)
H
= 0, h, h′ ∈ H, I ′ = [α, β] ⊂ I

i, îòæå,

∆(t)Yc(t, λ)Φ
∗(λ)h′ = 0 (ì.â. íà I), h′ ∈ H. (4.14)

Îñêiëüêè ñèñòåìà ¹ âèçíà÷åíîþ, òî âíàñëiäîê (4.14) Φ∗(λ) = 0. Çâiäñè âèïëèâà¹ ïîòðiáíà ðiâíiòü

Ωc
1(λ) = Ωc

2(λ), λ ∈ C+. �

Îçíà÷åííÿ 4.7. ([8, 48]) Îïåðàòîð-ôóíêöiÿ Ωc(·) íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ìàòðèöåþ ñè-

ñòåìè (3.5), ùî âiäïîâiäà¹ óçàãàëüíåíié ðåçîëüâåíòi R(λ) òà ðîçâ'ÿçêó Yc(·, λ). Õàðàêòåðè÷òè÷íà ìàò-
ðèöÿ Ωc(·) íàçèâà¹òüñÿ êàíîíè÷íîþ, ÿêùî âîíà âiäïîâiäà¹ êàíîíè÷íié ðåçîëüâåíòi.

Çàóâàæåííÿ 4.8. Íàäàëi çà óìîâ òåîðåìè 4.2 áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ïîçíà÷åííÿ: T̃τ (∈
S̃elf(Tmin)) � ðîçøèðåííÿ âiäíîøåííÿ Tmin, ùî ïîðîäæó¹ óçàãàëüíåíó ðåçîëüâåíòó Rτ (·); Fτ (·) � ñïåê-
òðàëüíà ôóíêöiÿ âiäíîøåííÿ Tmin, ïîðîäæåíà ðîçøèðåííÿì T̃τ ; Ωc

τ (·) � õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ,
ùî âiäïîâiäà¹ Rτ (λ) (çà ôiêñîâàíîãî c ∈ I). Ç òåîðåìè 4.2 âèïëèâà¹, ùî ãðàíè÷íà çàäà÷à (4.1), (4.2)

çàäà¹ ïàðàìåòðèçàöi¨ R(·) = Rτ (·), T̃ = T̃τ , F (·) = Fτ (·) òà Ωc(·) = Ωc
τ (·) âiäïîâiäíî óñiõ óçàãàëüíåíèõ

ðåçîëüâåíò R(·) âiäíîøåííÿ Tmin, ðîçøèðåíü T̃ ∈ S̃elf(Tmin), ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié F (·) âiäíîøåííÿ
Tmin òà õàðàêòåðèñòè÷íèõ ìàòðèöü Ωc(·) ñèñòåìè (3.5) çà äîïîìîãè ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ . Íàäàëi
õàðàêòåðèñòè÷íó ìàòðèöþ Ωc

τ (·) áóäåìî òàêîæ íàçèâàòè õàðàêòåðèñòè÷íîþ ìàòðèöåþ çàäà÷i (4.1),

(4.2).
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4.2. L2
∆-ðîçâ'ÿçêè ãðàíè÷íèõ çàäà÷

Ïðèïóñòèìî, ùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ñèñòåìè (3.5). Ó öüîìó âèïàäêó ç êîæíèì J-

óíiòàðíèì îïåðàòîðîì Ũ ∈ [H] ïîâ'ÿçó¹òüñÿ îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê YŨ(·, λ) = Ya,Ũ(·, λ)(∈ [H]), λ ∈ C,
öè¹¨ ñèñòåìè, çàäàíèé ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ YŨ(a, λ) = Ũ−1 àáî, åêâiâàëåíòíî, ŨYŨ(a, λ) = IH. Íåõàé

YŨ(t, λ) = (φ0(t, λ), φ̂(t, λ), ψ(t, λ)) : H ⊕ Ĥ ⊕H → H (4.15)

� áëî÷íå çîáðàæåííÿ YŨ(t, λ) i φ(·, λ)(∈ [H0, H]) � îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.5), çàäàíèé

ðiâíîñòþ

φ(t, λ) = (φ0(t, λ), φ̂(t, λ)) : H ⊕ Ĥ → H. (4.16)

Î÷åâèäíî, ùî

Ũφ(a, λ) =


IH 0

0 IĤ

0 0

 : H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

→ H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

. (4.17)

Òâåðäæåííÿ 4.9. Ïðèïóñòèìî, ùî:

1) ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ, êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ i δ = 1, N+ ≥ N− (òîáòî ìà¹

ìiñöå âèïàäîê à1);

2) Ũ � J-óíiòàðíèé îïåðàòîð (3.120) i Γ0a, Γ̂a òà Γ1a � îïåðàòîðè (3.121), (3.122);

3) {H̃b,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ òèïïó 1 (3.131).

Òîäi:

(1) Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C \ R iñíó¹ ¹äèíèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ξ0(·, λ) ∈ L2
∆[H,H] ñèñòåìè

(3.5), ùî çàäîâiëüíÿ¹ ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1aξ0(λ) = −IH , Γ̂aξ0(λ) = Γ̂′
bξ0(λ), λ ∈ C \ R (4.18)

Γ̃0bξ0(λ) = 0, λ ∈ C+; PH̃b,Hb
Γ̃0bξ0(λ) = 0, λ ∈ C−. (4.19)

(2) Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C \ R iñíó¹ ¹äèíèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ξ̂0(·, λ) ∈ L2
∆[Ĥ,H] ñèñòåìè

(3.5), ùî çàäîâiëüíÿ¹ ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1aξ̂0(λ) = 0, i(Γ̂a − Γ̂′
b)ξ̂0(λ) = IĤ , λ ∈ C \ R (4.20)

Γ̃0bξ̂0(λ) = 0, λ ∈ C+; PH̃b,Hb
Γ̃0bξ̂0(λ) = 0, λ ∈ C−. (4.21)

(3) Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ (λ ∈ C−) iñíó¹ ¹äèíèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê u+(·, λ) ∈ L2
∆[H̃b,H] (âiäï.

u−(·, λ) ∈ L2
∆[Hb,H]) ñèñòåìè (3.5), ùî çàäîâiëüíÿ¹ ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1au±(λ) = 0, Γ̂au±(λ) = Γ̂′
bu±(λ), λ ∈ C± (4.22)

Γ̃0bu+(λ) = IH̃b
, λ ∈ C+; PH̃b,Hb

Γ0bu−(λ) = IHb
, λ ∈ C−. (4.23)

Â ôîðìóëàõ (4.18) � (4.23) ξ0(λ), ξ̂0(λ) òà u±(λ) � ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ (3.17) äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ξ0(·, λ),
ξ̂0(·, λ) òà u±(·, λ) âiäïîâiäíî.
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Ä îâåäåííÿ. Íåõàé H0 òà H1 ⊂ H0 � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè (3.132), (3.133) , Γ′
0

òà Γ′
1 � îïåðàòîðè (3.134), (3.135) i Π = {H0 ⊕ H1,Γ0,Γ1} � ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà òðiéêà (3.106) äëÿ

Tmax. Òîäi äëÿ êîæíîãî y ∈ Nλ

Γ0{π∆y, λπ∆y} = Γ′
0y, λ ∈ C+; P1Γ0{π∆y, λπ∆y} = P1Γ

′
0y, λ ∈ C−, (4.24)

äå P1 = PH0,H1 � îðòîïðîåêòîð â H0 íà H1. Îñêiëüêè ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ π∆ içîìîðôíî âiäîáðàæà¹

Nλ íà Nλ(Tmin), òî â ñèëó (4.24) òà ëåìè 2.30 îïåðàòîðè Γ′
0 � Nλ, λ ∈ C+, òà P1Γ

′
0 � Nλ, λ ∈ C−, ¹

içîìîðôiçìàìè Nλ íà H0 òà H1 âiäïîâiäíî. Òîìó ðiâíîñòi

Z+(λ) = (Γ′
0 � Nλ)

−1, λ ∈ C+; Z−(λ) = (P1Γ
′
0 � Nλ)

−1, λ ∈ C− (4.25)

êîðåêòíî çàäàþòü içîìîðôiçìè Z+(λ) : H0 → Nλ òà Z−(λ) : H1 → Nλ, òàêi ùî

Γ′
0Z+(λ) = IH0 , λ ∈ C+; P1Γ

′
0Z−(λ) = IH1 , λ ∈ C−. (4.26)

Î÷åâèäíî, ùî îïåðàòîðè Γ′
0 òà P1Γ

′
0 äîïóñêàþòü áëî÷íi çîáðàæåííÿ

Γ′
0 = (−Γ1a, i(Γ̂a − Γ̂′

b), Γ̃0b)
⊤ : dom Tmax → H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b (4.27)

P1Γ
′
0 = (−Γ1a, i(Γ̂a − Γ̂′

b), PH̃b,Hb
Γ̃0b)

⊤ : dom Tmax → H ⊕ Ĥ ⊕Hb. (4.28)

Êðiì òîãî, íåõàé

Z+(λ) = (ξ0(λ), ξ̂0(λ), u+(λ)) : H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b → Nλ, λ ∈ C+ (4.29)

Z−(λ) = (ξ0(λ), ξ̂0(λ), u−(λ)) : H ⊕ Ĥ ⊕Hb → Nλ, λ ∈ C− (4.30)

� áëî÷íi çîáðàæåííÿ îïåðàòîðiâ Z±(λ) i ξ0(·, λ) ∈ L2
∆[H,H], ξ̂0(·, λ) ∈ L2

∆[Ĥ,H], u+(·, λ) ∈ L2
∆[H̃b,H] òà

u−(·, λ) ∈ L2
∆[Hb,H] � îïàðàòîðíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.5), ïîðîäæåíi çãiäíî ç ëåìîþ 3.4 îïåðàòîðàìè

ξ0(λ), ξ̂0(λ), u+(λ) òà u−(λ) âiäïîâiäíî.Òîäi â ñèëó (4.26)
−Γ1a

i(Γ̂a − Γ̂′
b)

Γ̃0b

 (ξ0(λ), ξ̂0(λ), u+(λ)) =


IH 0 0

0 IĤ 0

0 0 IH̃b

 , λ ∈ C+


−Γ1a

i(Γ̂a − Γ̂′
b)

PH̃b,Hb
Γ̃0b

 (ξ0(λ), ξ̂0(λ), u−(λ)) =


IH 0 0

0 IĤ 0

0 0 IHb

 , λ ∈ C−.

Çâiäñè âèïëèâàþòü ðiâíîñòi (4.18)�(4.23).

Äîâåäåìî, äàëi, ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ξ0(·, λ) (äëÿ iíøèõ ðîçâ'ÿçêiâ äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå). Íåõàé

ξ̃0(·, λ) ∈ L2
∆[H,H] � iíøèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.5), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (4.18),(4.19). Òîäi Γ′

0(ξ0(λ) −
ξ̃0(λ)) = 0, λ ∈ C+, òà P1Γ

′
0(ξ0(λ) − ξ̃0(λ)) = 0, λ ∈ C−. Çâiäñè â ñèëó îáîðîòíîñòi îïåðàòîðiâ

Γ′
0 � Nλ, λ ∈ C+, òà P1Γ

′
0 � Nλ, λ ∈ C−, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü ξ0(·, λ) = ξ̃0(·, λ), λ ∈ C \ R. �
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Òâåðäæåííÿ 4.10. Íåõàé çà ïðèïóùåíü òâåðäæåííÿ 4.9 ξ0(·, λ), ξ̂0(·, λ) òà u±(·, λ) � îïåðà-

òîðíi ðîçâ'ÿçêè, âèçíà÷åíi â öüîìó òâåðäæåííi, i Z+(·, λ) ∈ L2
∆[H0,H], λ ∈ C+, òà Z−(·, λ) ∈

L2
∆[H1,H], λ ∈ C−, � îïåðàòîðíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.5), çàäàíi áëî÷íèìè çîáðàæåííÿìè

Z+(t, λ) = (ξ0(t, λ), ξ̂0(t, λ), u+(t, λ)) : H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b → H, λ ∈ C+ (4.31)

Z−(t, λ) = (ξ0(t, λ), ξ̂0(t, λ), u−(t, λ)) : H ⊕ Ĥ ⊕Hb → H, λ ∈ C−. (4.32)

Êðiì òîãî, íåõàé Π = {H0⊕H1,Γ0,Γ1} � ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ Tmax, âèçíà÷åíà ðiâíîñòÿìè

(3.132)�(3.135) òà (3.106). Òîäi:

(1) γ-ïîëÿ γ±(·) òðiéêè Π äîïóñêàþòü çîáðàæåííÿ

γ+(λ) = π∆Z+(λ), λ ∈ C+; γ−(λ) = π∆Z−(λ), λ ∈ C−. (4.33)

(2) Ôóíêöiÿ Âåéëÿ M+(·) òðiéêè Π äîïóñêà¹ áëî÷íå çîáðàæåííÿ

M+(λ) =


M11(λ) M12(λ) M13(λ)

M21(λ) M22(λ) M23(λ)

M31(λ) M32(λ) M33(λ)

 : H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b︸ ︷︷ ︸
H0

→ H ⊕ Ĥ ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
H1

, λ ∈ C+ (4.34)

ç åëåìåíòàìè Mij(λ), çàäàíèìè ðiâíîñòÿìè

M11(λ) = Γ0aξ0(λ), M12(λ) = Γ0aξ̂0(λ), M13(λ) = Γ0au+(λ) (4.35)

M21(λ) = Γ̂aξ0(λ), M22(λ) = Γ̂aξ̂0(λ) +
i
2
IĤ , M23(λ) = Γ̂au+(λ) (4.36)

M31(λ) = −Γ1bξ0(λ), M32(λ) = −Γ1bξ̂0(λ), M33(λ) = −Γ1bu+(λ). (4.37)

Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî λ ∈ C− ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

M∗
11(λ) = Γ0aξ0(λ), M∗

21(λ) = Γ0aξ̂0(λ), M∗
12(λ) = Γ̂aξ0(λ), M∗

22(λ) = Γ̂aξ̂0(λ) +
i
2
IĤ (4.38)

M∗
31(λ) = Γ0au−(λ), M∗

32(λ) = Γ̂au−(λ). (4.39)

Ä îâåäåííÿ. (1) Â ïðîöåñi äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 4.9 áóëî äîâåäåíî ðiâíîñòi (4.26) äëÿ Z±(·, λ). Ç
öèõ ðiâíîñòåé òà ç (4.24)âèïëèâà¹, ùî

Γ0{π∆Z+(λ)h0, λπ∆Z+(λ)h0} = h0, λ ∈ C+, h0 ∈ H0;

P1Γ0{π∆Z−(λ)h1, λπ∆Z−(λ)h1} = h1, λ ∈ C−, h1 ∈ H1.

Òîìó çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (2.60) îïåðàòîðiâ γ±(λ) âiðíèìè ¹ ðiâíîñòi (4.33).

(2) Î÷åâèäíî, ùî îïåðàòîð Γ′
1 äîïóñêà¹ áëî÷íå çîáðàæåííÿ

Γ′
1 = (Γ0a,

1
2
(Γ̂a + Γ̂′

b), −Γ1b)
⊤ : dom Tmax → H ⊕ Ĥ ⊕Hb. (4.40)

Êðiì òîãî, íåõàé ôóíêöiÿM+(·) ìà¹ áëî÷íå çîáðàæåííÿ (4.34). Òîäi âíàñëiäîê (2.85)M−(λ) =M∗
+(λ)

i, îòæå,

M−(λ) =


M∗

11(λ) M∗
21(λ) M∗

31(λ)

M∗
12(λ) M∗

22(λ) M∗
32(λ)

∗ ∗ ∗

 : H ⊕ Ĥ ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
H1

→ H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b︸ ︷︷ ︸
H0

, λ ∈ C−. (4.41)
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Ç (4.33) òà (2.63), (2.64) âèïëèâà¹, ùî

Γ′
1Z+(λ) =M+(λ), λ ∈ C+; (Γ′

1 + iP2Γ
′
0)Z−(λ) =M−(λ), λ ∈ C−. (4.42)

Òîìó â ñèëó (4.40) òà (4.27)
Γ0a

1
2
(Γ̂a + Γ̂′

b)

−Γ1b

 (ξ0(λ), ξ̂0(λ), u+(λ)) =


M11(λ) M12(λ) M13(λ)

M21(λ) M22(λ) M23(λ)

M31(λ) M32(λ) M33(λ)

 , λ ∈ C+ (4.43)


Γ0a

1
2
(Γ̂a + Γ̂′

b)

−Γ1b + iPH̃b,H⊥
b

 (ξ0(λ), ξ̂0(λ), u−(λ)) =


M∗

11(λ) M∗
21(λ) M∗

31(λ)

M∗
12(λ) M∗

22(λ) M∗
32(λ)

∗ ∗ ∗

 , λ ∈ C−, (4.44)

i, îòæå,

M21(λ) =
1
2
Γ̂aξ0(λ) +

1
2
Γ̂′
bξ0(λ), M22(λ) =

1
2
Γ̂aξ̂0(λ) +

1
2
Γ̂′
bξ̂0(λ), M23(λ) =

1
2
Γ̂au+(λ) +

1
2
Γ̂′
bu+(λ).

Êðiì òîãî, âíàñëiäîê (4.18), (4.20) òà (4.22) ìà¹ìî

Γ̂′
bξ0(λ) = Γ̂aξ0(λ), Γ̂′

bξ̂0(λ) = Γ̂aξ̂0(λ) + iIĤ , Γ̂′
bu+(λ) = Γ̂au+(λ), λ ∈ C+.

Çâiäñè âèïëèâàþòü ðiâíîñòi (4.36). Ðiâíîñòi (4.35) òà (4.37) ¹ íàñëiäêîì (4.43). Àíàëîãi÷íî ç (4.44)

âèâîäÿòüñÿ ðiâíîñòi (4.38), (4.39). �

Çàóâàæåííÿ 4.11. Ç òâåðäæåíü 4.9 òà 4.10 âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð-ôóíêöi¨ Z+(·, λ) òà Z−(·, λ)
¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè (3.5) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

ŨZ+(a, λ) =


Γ0a

Γ̂a

Γ1a

 (ξ0(λ), ξ̂0(λ), u+(λ)) =


M11(λ) M12(λ) M13(λ)

M21(λ) M22(λ)− i
2
IĤ M23(λ)

−IH 0 0

 , λ ∈ C+ (4.45)

ŨZ−(a, λ) =


Γ0a

Γ̂a

Γ1a

 (ξ0(λ), ξ̂0(λ), u−(λ)) =


M∗

11(λ) M∗
21(λ) M∗

31(λ)

M∗
12(λ) M∗

22(λ)− i
2
IĤ M∗

32(λ)

−IH 0 0

 , λ ∈ C− (4.46)

Ëåìà 4.12. Íåõàé çà ïðèïóùåíü òâåðäæåííÿ 4.9 v0(·, λ) ∈ L2
∆[H0,H] � îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê

ñèñòåìè (3.5), çàäàíèé ðiâíîñòþ

v0(t, λ) = (ξ0(t, λ), ξ̂0(t, λ)) : H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

→ H, λ ∈ C \ R. (4.47)

Òîäi ñïðàâåäëèâà òîòîæíiñòü

φ(x, λ)v∗0(x, λ)− v0(x, λ)φ
∗(x, λ) = J, x ∈ I, λ ∈ C \ R. (4.48)

Ä îâåäåííÿ. Âíàñëiäîê òîòîæíîñòi Ëàãðàíæà ìà¹ìî

Y ∗
Ũ
(x, λ)JYŨ(x, λ) = Y ∗

Ũ
(a, λ)JYŨ(a, λ) = Ũ−1∗JŨ−1 = J (4.49)
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i, îòæå,

YŨ(x, λ)JY
∗
Ũ
(x, λ) = J, x ∈ I, λ ∈ C. (4.50)

Ç ðiâíîñòåé (4.45) òà (4.46) âèïëèâà¹, ùî

Ũv0(a, λ) =


Γ0a

Γ̂a

Γ1a

 (ξ0(λ), ξ̂0(λ)) =


M11(λ) M12(λ)

M21(λ) M22(λ)− i
2
IĤ

−IH 0

 : H ⊕ Ĥ → H ⊕ Ĥ ⊕H, λ ∈ C+

(4.51)

Ũv0(a, λ) =


Γ0a

Γ̂a

Γ1a

 (ξ0(λ), ξ̂0(λ)) =


M∗

11(λ) M∗
21(λ)

M∗
12(λ) M∗

22(λ)− i
2
IĤ

−IH 0

 : H ⊕ Ĥ → H ⊕ Ĥ ⊕H, λ ∈ C−

(4.52)

i áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê ç îãëÿäó íà (4.17) äà¹

(Ũφ(a, λ))(Ũv0(a, λ))
∗ − (Ũv0(a, λ))(Ũφ(a, λ))

∗ = J, λ ∈ C+.

Òåïåð ç îãëÿäó íà (4.50) ìà¹ìî

φ(x, λ)v∗0(x, λ)− v0(x, λ)φ
∗(x, λ) =

(YŨ(x, λ)Ũφ(a, λ))(YŨ(x, λ)Ũv0(a, λ))
∗ − (YŨ(x, λ)Ũv0(a, λ))(YŨ(x, λ)Ũφ(a, λ))

∗ =

YŨ(x, λ)[(Ũφ(a, λ))(Ũv0(a, λ))
∗ − (Ũv0(a, λ))(Ũφ(a, λ))

∗]Y ∗
Ũ
(x, λ) = YŨ(x, λ)JY

∗
Ũ
(x, λ) = J

�

4.3. Õàðàêòåðèñòè÷íi ìàòðèöi

Ëåìà 4.13. Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 4.9 v0(·, λ) ∈ L2
∆[H0,H] � ðîçâ'ÿçîê (4.47) ñèñòåìè (3.5)

i G0(·, ·, λ) : I × I → [H] � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ, çàäàíà ðiâíiñòþ

G0(x, t, λ) =

v0(x, λ)φ∗(t, λ), x > t

φ(x, λ) v∗0(t, λ), x < t
, λ ∈ C+ (4.53)

(ôóíêöiÿ Ãðiíà). Òîäi ãðàíè÷íi óìîâè

T0 = {{ỹ, f̃} ∈ Tmax : Γ1ay = 0, Γ̂ay = Γ̂′
by, Γ̃0by = 0} (4.54)

çàäàþòü ìàêñèìàëüíå ñèìåòðè÷íå ðîçøèðåííÿ T0 ∈ ExtTmin
, òàêå ùî C+ ∈ ρ(T0) i ñïðàâåäëèâà

ðiâíiñòü

(T0 − λ)−1f̃ = π∆

(∫
I
G0(·, t, λ)∆(t)f(t) dt

)
, f̃ ∈ H, f ∈ f̃ , λ ∈ C+. (4.55)
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Ä îâåäåííÿ. Íåõàé Π = {H0 ⊕ H1,Γ0,Γ1} � ðîëçäiëåíà ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ Tmax, âèçíà÷åíà

ðiâíîñòÿìè (3.132)-(3.135) òà (3.106). Òîäi T0 = ker Γ0 i çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.25 T0 ⊂ T ∗
0 òà C+ ⊂

ρ(T0). ßñíî, ùî ðiâíiñòü

yf = yf (x, λ) :=

∫
I
G0(x, t, λ)∆(t)f(t) dt, f ∈ L2

∆(I), λ ∈ C+ (4.56)

êîðåêòíî çàäà¹ ôóíêöiþ yf (·, ·) : I × C+ → H. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî (4.55) åêâiâàëåíòíî òàêîìó

òâåðäæåííþ:

(T) ÿêùî f̃ ∈ H, òî äëÿ êîæíîãî f ∈ f̃ i λ ∈ C+ ôóíêöiÿ yf (·, λ) íàëåæèòü äî AC(I;H) ∩ L2
∆(I)

i çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíÿííþ (4.1) òà ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1ayf = 0, Γ̂ayf = Γ̂′
byf , Γ̃0byf = 0. (4.57)

Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî f̃ ∈ H′, òàê ùî ∆(t)f(t) = 0 (ì.â. íà (βf̃ , b)) ç äåÿêèì βf̃ ∈ I. Òîäi

yf = yf (x, λ) = φ(x, λ)C1(x, λ) + v0(x, λ)C2(x, λ) = Y (x, λ)C(x, λ), (4.58)

äå

C1(x, λ) =

∫ b

x

v∗0(t, λ)∆(t)f(t) dt, C2(x, λ) =

∫ x

a

φ∗(t, λ)∆(t)f(t) dt,

Y (x, λ) = (φ(x, λ), v0(x, λ)), C(x, λ) = {C1(x, λ), C2(x, λ)}(∈ H0 ⊕H0).

Êðiì òîãî, â ñèëó (4.58) i ðiâíîñòi ∆(t)f(t) = 0 (ì.â. íà (βf̃ , b)) ìà¹ìî

yf (x, λ) = v0(x, λ)

∫
I
φ∗(t, λ)∆(t)f(t) dt, x ∈ (βf̃ , b). (4.59)

Òîìó yf ∈ AC(I;H) ∩ L2
∆(I). Äàëi, ç îãëÿäó íà (4.48) ìà¹ìî

Y (x, λ)C ′(x, λ) = (−φ(x, λ)v∗0(x, λ) + v0(x, λ)φ
∗(x, λ))∆(x)f(x) = −J∆(x)f(x).

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ ðiâíiñòü, îòðèìó¹ìî

Jy′f (x, λ)−B(x)yf (x, λ) = (JY ′(x, λ)−B(x)Y (x, λ))C(x, λ) + JY (x, λ)C ′(x, λ) =

λ∆(x)Y (x, λ)C(x, λ)− J2∆(x)f(x) = λ∆(x)yf (x, λ) + ∆(x)f(x).

Îòæå, ôóíêöiÿ yf (·, λ) çàäîâiëüíÿ¹ (4.1) i äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (Ò) çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî

yf (·, λ) çàäîâiëüíÿ¹ ãðàíè÷íèì óìîâàì (4.57). Îñêiëüêè â ñèëó (4.58)

Γayf = Ũyf (a, λ) = Ũφ(a, λ)

∫
I
v∗0(t, λ)∆(t)f(t) dt,

òî ç (4.17) òà (4.47) âèïëèâà¹, ùî

Γayf =


Γ0a

Γ̂a

Γ1a

 yf =


IH 0

0 IĤ

0 0

{∫
I
(ξ0(t, λ))

∗∆(t)f(t)dt,

∫
I

(
ξ̂0(t, λ)

)∗
∆(t)f(t)dt

}
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Òîìó ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

Γ̂ayf =

∫
I

(
ξ̂0(t, λ)

)∗
∆(t)f(t)dt (4.60)

Γ1ayf = 0. (4.61)

Äàëi, âíàñëiäîê äðóãèõ ðiâíîñòåé â (4.18) òà (4.20), à òàêîæ ïåðøèõ äâîõ ðiâíîñòåé â (4.36) ìà¹ìî

Γ̂′
bξ0(λ) = Γ̂aξ0(λ) =M21(λ), Γ̂′

bξ̂0(λ) = Γ̂aξ̂0(λ) + iIĤ =M22(λ) +
i
2
IĤ .

Çâiäñè òà ç ïåðøèõ ðiâíîñòåé â (4.19) òà (4.21) âîïëèâà¹, ùî

Γ̂′
bv0(λ) = (Γ̂′

bξ0(λ), Γ̂
′
bξ̂0(λ)) = (M21(λ), M22(λ) +

i
2
IĤ), Γ̃0bv0(λ) = 0.

Êîìáiíóþ÷è öi ðiâíîñòi ç (4.59), îòðèìó¹ìî

Γ̂′
byf = (M21(λ), M22(λ) +

i
2
IĤ)

∫
I
φ∗(t, λ)∆(t)f(t)dt (4.62)

Γ̃0byf = 0 (4.63)

Ç îãëÿäó íà (4.61) òà (4.63) ôóíêöiÿ yf çàäîâiëüíÿ¹ ïåðøié òà òðåòié óìîâi â (4.57). Êðiì òîãî, â ñèëó

(4.52)

ξ̂0(t, λ) = φ(t, λ)

(
M∗

21(λ)

M∗
22(λ)− i

2
IĤ

)
, λ ∈ C−,

i òîìó (4.60) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

Γ̂ayf = (M21(λ), M22(λ) +
i
2
IĤ)

∫
I
φ∗(t, λ)∆(t)f(t)dt (4.64)

Ïîðiâíÿííÿ (4.62) ç (4.64) ïîêàçó¹, ùî ôóíêöiÿ yf çàäîâiëüíÿ¹ äðóãié óìîâi â (4.57). Òàêèì ÷èíîì,

òâåðäæåííÿ (Ò) i, îòæå, ðiâíiñòü (4.55) äîâåäåíî äëÿ f̃ ∈ H′. Ó âèïàäêó f̃ ∈ H ôîðìóëà (4.55)

äîâîäèòüñÿ ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì iç âèêîðèñòàííÿì çðiçîê fn = fχ[a,bn), bn ∈ I, bn → b. �
Íàñòóïíèé íàñëiäîê âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç òåîðåìè 4.6.

Íàñëiäîê 4.14. Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ i êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ.

Êðiì òîãî, íåõàé Ũ ∈ [H] � J-óíiòàðíèé îïåðàòîð. Òîäi äëÿ êîæíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ðåçîëüâåíòè

R(λ) âiäíîøåííÿ Tmin iñíó¹ ¹äèíà (íåâàíëèíiâñüêà) îïåðàòîð ôóíêöiÿ Ω(·) : C+ → [H], òàêà ùî äëÿ

êîæíîãî f̃ ∈ H òà λ ∈ C+

R(λ)f̃ = π∆

(∫
I
YŨ(x, λ)(Ω(λ) +

1
2
sgn(t− x)J)Y ∗

Ũ
(t, λ)∆(t)f(t) dt

)
, f ∈ f̃ . (4.65)

Îçíà÷åííÿ 4.15. Îïåðàòîð-ôóíêöiÿ Ω(·) íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ìàòðèöåþ ñèñòåìè

(3.5), ùî âiäïîâiäà¹ óçàãàëüíåíié ðåçîëüâåíòi R(λ) òà ðîçâ'ÿçêó YŨ(·, λ). Õàðàêòåðè÷òè÷íà ìàòðè-

öÿ Ω(·) íàçèâà¹òüñÿ êàíîíè÷íîþ, ÿêùî âîíà âiäïîâiäà¹ êàíîíè÷íié ðåçîëüâåíòi.

Íåõàé çà ïðèïóùåíü òâåðäæåíííÿ 4.9 Γa � îïåðàòîð (3.123) i Hb � ïðîñòið (3.130). Òîäi ñóêóï-

íiñòü {Ha,Γa;Hb,Γb} ¹ ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì, ìà¹ ìiñöå âèïàäîê 1 (äèâ. ï. 3.4.2.) i ïðîñòîðè Hj
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òà îïåðàòîðè Γ′
j, j ∈ {0, 1}, âèçíà÷åíi â (3.81) - (3.83), äîïóñêàêþòü çîáðàæåííÿ (3.132) - (3.135).

Íåõàé τ ∈ R̃(H0,H1) � ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð, Rτ (λ) � óçàãàëüíåíà ðåçîëüâåíòà, ùî âiäïîâiäà¹ τ çãiä-

íî ç òåîðåìîþ 4.2 (iç çàçíà÷åíèì ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì {Ha,Γa;Hb,Γb}) i Ωτ (·) � õàðàêòåðèñòè÷íà
ìàòðèöÿ ñèñòåìè, ùî âiäïîâiäà¹ Rτ (λ) òà ðîçâ'ÿçêó YŨ(·, λ) (çà ôiêñîâàíîãî îïåðàòîðà Ũ). Ç òåîðåìè

4.2 âèïëèâà¹, ùî ãðàíè÷íà çàäà÷à (4.1), (4.2) çàäà¹ ïàðàìåòðèçàöiþ Ω(·) = Ωτ (·) óñiõ õàðàêòåðè-

ñòè÷íèõ ìàòðèöü Ω(·) ñèñòåìè (3.5) çà äîïîìîãè ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ . Â íàñòóïíié òåîðåìi öÿ

ïàðàìåòðèçàöiÿ äà¹òüñÿ â ÿâíîìó âèãëÿäi.

Teoðåìà 4.16. Íåõàé âèêîíàíi ïðèïóùåííÿ òâåðäæåííÿ 4.9. Êðiì òîãî, íåõàé H0 òà H1 ⊂ H0

� ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè (3.132), (3.133) , M+(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (4.34)-(4.37) i

Ω0(λ) =


M11(λ) M12(λ) −1

2
IH

M21(λ) M22(λ) 0

−1
2
IH 0 0

 : H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

→ H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

, λ ∈ C+ (4.66)

S1(λ) =


M11(λ) M12(λ) M13(λ)

M21(λ) M22(λ)− i
2
IĤ M23(λ)

−IH 0 0

 : H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b︸ ︷︷ ︸
H0

→ H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

, λ ∈ C+ (4.67)

S2(λ) =


M11(λ) M12(λ) −IH
M21(λ) M22(λ) +

i
2
IĤ 0

M31(λ) M32(λ) 0

 : H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

→ H ⊕ Ĥ ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
H1

, λ ∈ C+. (4.68)

Òîäi: (1) Ω0(·) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ìàòðèöåþ ñèñòåìè (3.5), ùî âiäïîâiäà¹ óçàãàëüíåíié ðåçîëü-

âåíòi R0(λ) = (T0 − λ)−1, λ ∈ C+ (òóò T0 ∈ ExtTmin
� ìàêñèìàëüíå ñèìåòðè÷íå ðîçøèðåííÿ

(4.54)).

(2) Äëÿ êîæíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ ∈ R̃(H0,H1) âèãëÿäó (2.20) âiäïîâiäíà õàðàêòåðè-

ñòè÷íèìè ìàòðèöÿ Ωτ (·) ñèñòåìè (3.5) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

Ωτ (λ) = Ω0(λ) + S1(λ)(C0(λ)− C1(λ)M+(λ))
−1C1(λ)S2(λ), λ ∈ C+ (4.69)

i ðiâíiñòü Ω(·) = Ωτ (·) çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ i

óñiìà õàðàêòåðèñòè÷íèìè ìàòðèöÿìè Ω(·) ñèñòåìè, ùî âiäïîâiäàþòü ðîçâ'ÿçêó YŨ(·). Êðiì òîãî,

ó âèïàäêó n+(Tmin) = n−(Tmin) õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ Ωτ (·) ¹ êàíîíè÷íîþ òîäi é òiëüêè òîäi,

êîëè ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ ñàìîñïðÿæåíèé.

Ä îâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (1) ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî ðiâíiñòü (4.55) ìîæíà çîáðà-

çèòè ó âèãëÿäi

(T0 − λ)−1f̃ = π∆

(∫
I
YŨ(x, λ)(Ω0(λ) +

1
2
sgn(t− x)J)Y ∗

Ũ
(t, λ)∆(t)f(t) dt

)
, f̃ ∈ H, f ∈ f̃ , λ ∈ C+.

(4.70)

Ïðèïóñòèìî, ùî

Y+(t, λ) := (φ(t, λ), 0) : H0 ⊕Hb → H, λ ∈ C+, (4.71)

Y−(t, λ) := (φ(t, λ), 0) : H0 ⊕ H̃b → H, λ ∈ C− (4.72)
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i Z±(t, λ) � ðîçâ'ÿçêè (4.31), (4.32). Òîäi ðiâíiñòü (4.53) ìîæíà çàïèñàòè ÿê

G0(x, t, λ) =

Z+(x, λ)Y
∗
−(t, λ), x > t

Y+(x, λ)Z
∗
−(t, λ), x < t

, λ ∈ C+. (4.73)

Ç ðiâíîñòåé (4.45) òà (4.46) âèïëèâà¹, ùî

ŨZ+(a, λ) = S1(λ), λ ∈ C+; ŨZ−(a, λ) = S∗
2(λ), λ ∈ C− (4.74)

i, îòæå,

Z+(t, λ) = YŨ(t, λ)S1(λ), λ ∈ C+; Z−(t, λ) = YŨ(t, λ)S
∗
2(λ), λ ∈ C−. (4.75)

Êðiì òîãî, Y±(t, λ) = YŨ(t, λ)ŨY±(a, λ) i çãiäíî ç (4.71), (4.72) òà (4.17)

ŨY+(a, λ) =


IH 0 0

0 IĤ 0

0 0 0

 : H ⊕ Ĥ ⊕Hb → H ⊕ Ĥ ⊕H,

ŨY−(a, λ) =


IH 0 0

0 IĤ 0

0 0 0

 : H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b → H ⊕ Ĥ ⊕H

Çâiäñè òà ç (4.73) âèïëèâà¹, ùî

G0(x, t, λ) =

YŨ(x, λ)
(
S1(λ)(ŨY−(a, λ))

∗
)
Y ∗
Ũ
(t, λ), x > t

YŨ(x, λ)(ŨY+(a, λ)S2(λ))Y
∗
Ũ
(t, λ), x < t

, λ ∈ C+, (4.76)

i áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê äà¹

S1(λ)(ŨY−(a, λ))
∗ = Ω0(λ)− 1

2
J, ŨY+(a, λ)S2(λ) = Ω0(λ) +

1
2
J, λ ∈ C+.

Ïiäñòàâëÿþ÷è öi ðiâíîñòi â (4.76), îòðèìó¹ìî

G0(x, t, λ) = YŨ(x, λ)(Ω0(λ) +
1
2
sgn(t− x)J)Y ∗

Ũ
(t, λ).

Òîìó ðiâíiñòü (4.55) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi (4.70).

(2) Ïðèïóñòèìî, ùî Π = {H0 ⊕ H1,Γ0,Γ1} � ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ Tmax. Òîäi çãiäíî ç

òâåðäæåííÿì 4.10 M+(·) ¹ ôóíêöi¹þ Âåéëÿ òðiéêè Π. Íåõàé τ � ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (2.20) i Rτ (λ)

� âiäïîâiäíà óçàãàëüíåíà ðåçîëüâåíòà âiäíîøåííÿ Tmin, ïîðîäæåíà ãðàíè÷íîþ çàäà÷åþ (4.1), (4.2).

ßê âiäçíà÷àëîñÿ ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 4.2, öÿ çàäà÷à åêâiâàëåíòíà àáñòðàêòíié ãðàíè÷íié çàäà÷è

(2.110), (2.111) äëÿ òðiéêè Π. Òîìó çãiäíî ç íàñëiäêîì 2.45 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Rτ (λ) = (T0 − λ)−1 + γ+(λ)Tτ (λ)γ
∗
−(λ), λ ∈ C+, (4.77)

â ÿêié T0 = ker Γ0 � ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ (4.54), γ±(·) � γ-ïîëÿ (4.33) i

Tτ (λ) := −(τ(λ) +M+(λ))
−1 = (C0(λ)− C1(λ)M+(λ))

−1C1(λ), λ ∈ C+. (4.78)
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(äèâ. (2.108)). Çãiäíî ç ëåìîþ 3.4, (2) ìà¹ìî

γ∗−(λ)f̃ =

∫
I
Z∗

−(t, λ)∆(t)f(t) dt =

∫
I
S2(λ)Y

∗
Ũ
(t, λ)∆(t)f(t) dt, f̃ ∈ H, f ∈ f̃ , λ ∈ C+.

Çâiäñè òà ç ïåðøèõ ðiâíîñòåé â (4.33) òà (4.75) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî f̃ ∈ H òà λ ∈ C+

γ+(λ)Tτ (λ)γ
∗
−(λ)f̃ = π∆

(∫
I
YŨ(x, λ)S1(λ)Tτ (λ)S2(λ)Y

∗
Ũ
(t, λ)∆(t)f(t) dt

)
, f ∈ f̃ . (4.79)

Êîìáiíóþ÷è òåïåð (4.77) ç (4.70) òà (4.79), îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

Rτ (λ)f̃=π∆

(∫
I
YŨ(x, λ)(Ωτ (λ)+

1
2
sgn(t−x)J)Y ∗

Ũ
(t, λ)∆(t)f(t) dt

)
, f̃ ∈ H, λ ∈ C+,

äå Ωτ (·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (4.69). Òàêèì ÷èíîì, Ωτ (·) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ìàòðèöåþ óçàãàëüíåíî¨

ðåçîëüâåíòè Rτ (λ), çâiäêè âíàñëiäîê òåîðåìè 4.2 âèïëèâà¹ ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ (2). �
Çà óìîâ òåîðåìè 4.16 ç êîæíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì τ = τ(λ) âèãëÿäó (2.20) ïîâ'ÿçàíà ãîëîìîðôíà

îïåðàòîð-ôóíêöiÿ Ω̃τ (·) : C+ → [H0 ⊕H1,H1 ⊕H0], çàäàíà ðiâíîñòþ

Ω̃τ (λ) =

(
ω̃1(λ) ω̃2(λ)

ω̃3(λ) ω̃4(λ)

)
:=

=

(
M+(λ)−M+(λ)(τ(λ) +M+(λ))

−1M+(λ) −1
2
IH1 +M+(λ)(τ(λ) +M+(λ))

−1

−1
2
IH0 + (τ(λ) +M+(λ))

−1M+(λ) −(τ(λ) +M+(λ))
−1

)
, λ ∈ C+ (4.80)

Çãiäíî ç (2.108) åëåìåíòè ìàòðèöi Ω̃τ (λ) äîïóñêàþòü çîáðàæåííÿ

ω̃1(λ) =M+(λ)(C0(λ)− C1(λ)M+(λ))
−1C0(λ) (4.81)

ω̃2(λ) = −1
2
IH1 −M+(λ)(C0(λ)− C1(λ)M+(λ))

−1C1(λ) (4.82)

ω̃3(λ) =
1
2
IH0 − (C0(λ)− C1(λ)M+(λ))

−1C0(λ) (4.83)

ω̃4(λ) = (C0(λ)− C1(λ)M+(λ))
−1C1(λ) (4.84)

Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi ïàðàìåòðèçàöiÿ (4.69) õàðêòåðèñòè÷íèõ ìàòðèöü äà¹òüñÿ ó äåùî iíøîìó

âèãëÿäi.

Òâåðäæåííÿ 4.17. Íåõàé

X1 =

(
IH,H1 IĤ,H1

0

0 − i
2
IĤ,H0

IH,H0

)
: H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸

H

→ H1 ⊕H0

X2 =

(
IH,H0 IĤ,H0

0

0 − i
2
IĤ,H1

IH,H1

)
: H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸

H

→ H0 ⊕H1

Òîäi äëÿ êîæíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ âiäïîâiäíà õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ Ωτ (·) ñèñòåìè

(3.5) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

Ωτ (λ) = X∗
1 Ω̃τ (λ)X2, λ ∈ C+. (4.85)

ßêùî, êðiì òîãî, n+(Tmin) = n−(Tmin), òî H̃b = Hb, Ω̃τ (·) ∈ R[H ⊕ H], äå H = H ⊕ Ĥ ⊕ Hb, i

ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

Ωτ (λ) = X∗Ω̃τ (λ)X, λ ∈ C+, (4.86)

äå X =

(
IH,H IĤ,H 0

0 − i
2
IĤ,H IH,H

)
: H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸

H

→ H⊕H.
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Ä îâåäåííÿ. Ç îãëÿäó íà (4.34) îïåðàòîð-ôóíêöi¨ S1(λ) òà S2(λ) ìîæíà çîáðàçèòè ÿê

S1(λ) = (PH1,HM+(λ), PH1,Ĥ
M+(λ)− i

2
PH0,Ĥ

, −PH0,H)
⊤ : H0 → H ⊕ Ĥ ⊕H

S2(λ) = (M+(λ) � H, M+(λ) � Ĥ + i
2
IĤ,H1

, −IH,H1) : H ⊕ Ĥ ⊕H → H1.

Íåõàé Tτ (λ) � îïåðàòîð (4.78). Òîäi âíàñëiäîê (4.69)

Ωτ (λ) =


M11(λ) M12(λ) −1

2
IH

M21(λ) M22(λ) 0

−1
2
IH 0 0

+


PH1,HM+(λ)

PH1,Ĥ
M+(λ)− i

2
PH0,Ĥ

−PH0,H

×

× Tτ (λ)(M+(λ) � H, M+(λ) � Ĥ + i
2
IĤ,H1

, −IH,H1) =


ω1(λ) ω2(λ) ω3(λ)

ω4(λ) ω5(λ) ω6(λ)

ω7(λ) ω8(λ) ω9(λ)

 ,

äå ïîêëàäåíî

ω1(λ) =M11(λ) + PH1,HM+(λ)Tτ (λ)M+(λ) � H

ω2(λ) =M12(λ) + PH1,HM+(λ)Tτ (λ)(M+(λ) � Ĥ + i
2
IĤ,H1

), ω3(λ) = −1
2
IH − PH1,HM+(λ)Tτ (λ) � H

ω4(λ) =M21(λ) + (PH1,Ĥ
M+(λ)− i

2
PH0,Ĥ

)Tτ (λ)M+(λ) � H

ω5(λ) =M22(λ) + (PH1,Ĥ
M+(λ)− i

2
PH0,Ĥ

)Tτ (λ)(M+(λ) � Ĥ + i
2
IĤ,H1

)

ω6(λ) = −(PH1,Ĥ
M+(λ)− i

2
PH0,Ĥ

)Tτ (λ) � H, ω7(λ) = −1
2
IH − PH0,HTτ (λ)M+(λ) � H

ω8(λ) = −PH0,HTτ (λ)(M+(λ) � Ĥ + i
2
IĤ,H1

), ω9(λ) = PH0,HTτ (λ) � H

Ç iíøîãî áîêó,

X∗
1 =


PH1,H 0

PH1,Ĥ
i
2
PH0,Ĥ

0 PH0,H

 : H1 ⊕H0 → H ⊕ Ĥ ⊕H,

i áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê ïîêàçó¹, ùî

X∗
1 Ω̃τ (λ)X2 =


ω1(λ) ω2(λ) ω3(λ)

ω4(λ) ω5(λ) ω6(λ)

ω7(λ) ω8(λ) ω9(λ)

 .

Çâiäñè âèïëèâà¹ (4.85). �
Íàñòóïíà ëåìà áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç [37, Ëåìà 21].

Ëåìà 4.18. Íåõàé H, H, H0 � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè, H1 � ïiäïðîñòið â H0, H2 = H0 ⊖H1 i

A(λ) =

(
a1(λ) a2(λ)

a3(λ) a4(λ)

)
: H⊕H0 → H⊕H1, λ ∈ C+

γ̃(λ) = (γ̃1(λ), γ̃2(λ)) : H⊕H0 → H, λ ∈ C+
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� îïåðàòîð-ôóíêöi¨, ùî çàäîâiëüíÿþòü äëÿ âñiõ µ, λ ∈ C+ òîòîæíîñòÿì

a1(µ)− a∗1(λ) = (µ− λ)γ̃∗1(λ)γ̃1(µ), a2(µ)− a∗3(λ)P1 = (µ− λ)γ̃∗1(λ)γ̃2(µ), (4.87)

a4(µ)− a∗4(λ)P1 + iP2 = (µ− λ)γ̃∗2(λ)γ̃2(µ) (4.88)

(â (4.88) a4(µ) ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê îïåðàòîð, ùî äi¹ â H0 ). Ïðèïóñòèìî, ùî τ = τ(λ) =

{C0(λ),−C1(λ)} ∈ R̃(H0,H1) i

φτ (λ) = a1(λ)− a2(λ)(C0(λ) + C1(λ)a4(λ))
−1C1(λ)a3(λ), λ ∈ C+

γτ (λ) = γ̃1(λ)− γ̃2(λ)(C0(λ) + C1(λ)a4(λ))
−1C1(λ)a3(λ), λ ∈ C+

Òîäi ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

(Imλ)−1 · Imφτ (λ) ≥ γ∗τ (λ)γτ (λ), λ ∈ C+, (4.89)

âíàñëiäîê ÿêî¨ φτ (·) ∈ R[H]. ßêùî, êðiì òîãî, τ ∈ R̃0(H0,H1), òî

φτ (µ)− φ∗
τ (λ) = (µ− λ)γ∗τ (λ)γτ (µ), µ, λ ∈ C+

i íåðiâíiñòü (4.89) ñòà¹ ðiâíiñîòþ.

Teoðåìà 4.19. Íåõàé âèêîíàíi ïðèïóùåííÿ 1) òà 2) òâåðäæåííÿ 4.9. Êðiì òîãî, íåõàé

{H,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (3.123), (3.126), τ̃ ∈ S(H,Hb) � îïåðàòîðíà ïàðà (4.5) i R(λ)

� óçàãàëüíåíà ðåçîëüâåíòà âiäíîøåííÿ Tmin, ïîðîäæåíà çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.5 ãðàíè÷íîþ çàäà÷åþ

(4.9), (4.10). Òîäi:

(1) Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê Yτ̃ (·, λ) ∈ L2
∆[H] ñèñòåìè (3.5), ùî

çàäîâiëüíÿ¹ ãðàíè÷íié óìîâi

Ca(λ)(ΓaYτ̃ (λ) + J) + Cb(λ)ΓbYτ̃ (λ) = 0, λ ∈ C+, (4.90)

i õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ Ω(·), ùî âiäïîâiäà¹ R(λ) òà ðîçâ'ÿçêó YŨ(·, λ), çàäà¹òüñÿ ðiâíîñòþ

Ω(λ) = ΓaYτ̃ (λ) +
1
2
J, λ ∈ C+. (4.91)

(2) Ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

(Imλ)−1 · ImΩ(λ) ≥
∫
I
Y ∗
τ̃ (t, λ)∆(t)Yτ̃ (t, λ) dt, λ ∈ C+. (4.92)

ßêùî, êðiì òîãî, n+(Tmin) = n−(Tmin) i τ̃ ∈ S0(H,Hb) (òîáòî Ω(·) ¹ êàíîíè÷íîþ õàðàêòåðèñòè÷íîþ

ìàòðèöåþ), òî ñïðàâåäëèâà òîòîæíiñòü

Ω(µ)− Ω∗(λ) = (µ− λ)

∫
I
Y ∗
τ̃ (t, λ)∆(t)Yτ̃ (t, µ) dt, µ, λ ∈ C+ (4.93)

i íåðiâíiñòü (4.92) ïåðåõîäèòü â ðiâíiñòü.
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Ä îâåäåííÿ. (1) Íåõàé áëî÷íèìè çîáðàæåííÿìè Ca(λ) òà Cb(λ) âiäíîñíî ðîçêëàäiâ (3.2) òà (3.130)

¹

Ca(λ) = (Ca0(λ), Ĉa(λ), Ca1(λ)) : H ⊕ Ĥ ⊕H → K (4.94)

Cb(λ) = (C̃b0(λ), Ĉ
′
b(λ), Cb1(λ)) : H̃b ⊕ Ĥ ⊕Hb → .K (4.95)

Êðiì òîãî, íåõàé H0 òà H1 � ïðîñòîðè (3.132), (3.133) i Γ′
j � îïåðàòîðè (3.134), (3.135). Òîäi ãðàíè÷íèé

ïàðàìåòð τ = {C0(λ),−C1(λ)} ∈ R̃(H0,H1), ùî âiäïîâiäà¹ τ̃ çãiäíî ç ëåìîþ 4.4, çàäà¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè

C0(λ) = (−Ca1(λ),− i
2
(Ĉa(λ)− Ĉ ′

b(λ)), C̃b0(λ)) : H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b → K (4.96)

C1(λ) = (Ca0(λ), Ĉa(λ) + Ĉ ′
b(λ),−Cb1(λ)) : H ⊕ Ĥ ⊕Hb → K. (4.97)

i ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (3.103). Ðîçãëÿíåìî ãðàíè÷íó çàäà÷ó (4.1), (4.2), ùî âiäïîâiäà¹ ãðàíè÷íîìó

ïàðàìåòðó τ . Â ñèëó (3.103) öÿ çàäà÷à åêâiâàëåíòíà çàäà÷è (4.9), (4.10) i, îòæå, R(λ) = Rτ (λ) òà

Ω(λ) = Ωτ (λ). Íåõàé Z+(·, λ) ∈ L2
∆[H0,H] òà Z0(·, λ) ∈ L2

∆[H] � îïåðàòîðíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.5),

çàäàíi ðiâíîñòÿìè (4.31) i

Z0(t, λ) = (ξ0(t, λ), ξ̂0(t, λ), 0) : H ⊕ Ĥ ⊕H → H, λ ∈ C+ (4.98)

âiäâîâiäíî. Òîäi ðiâíiñòü

Yτ̃ (t, λ) = Z0(t, λ)− Z+(t, λ)(C0(λ) + C1(λ)M+(λ))
−1C1(λ)S2(λ), λ ∈ C+ (4.99)

çàäà¹ îïåðàòîðíå ðiøåííÿ Yτ̃ (·, λ) ∈ L2
∆[H] òi¹¨ æ ñèñòåìè. Ïîêàæåìî, ùî öå ðiøåííÿ çàäîâiëüíÿ¹

(4.90). Âíàñëiäîê (3.103) òà (4.26), (4.42) ìà¹ìî

Ca(λ)ΓaYτ̃ (λ) + Cb(λ)ΓbYτ̃ (λ) = (C0(λ)Γ
′
0Z0(λ) + C1(λ)Γ

′
1Z0(λ))−

(C0(λ)Γ
′
0Z+(λ) + C1(λ)Γ

′
1Z+(λ))(C0(λ) + C1(λ)M+(λ))

−1C1(λ)S2(λ) =

C0(λ)Γ
′
0Z0(λ) + C1(λ)(Γ

′
1Z0(λ)− S2(λ)).

Êðiì òîãî, â ñèëó (4.98) òà (4.26),(4.42)

Γ′
0Z0(λ) =


IH 0 0

0 IĤ 0

0 0 0

 , Γ′
1Z0(λ) =


M11(λ) M12(λ) 0

M21(λ) M22(λ) 0

M31(λ) M32(λ) 0



i, îòæå, Γ′
1Z0(λ)− S2(λ) =


0 0 IH

0 − i
2
IĤ 0

0 0 0

 . Çâiäñè òà ç (4.96), (4.97) âèïëèâà¹, ùî

Ca(λ)ΓaYτ̃ (λ) + Cb(λ)ΓbYτ̃ (λ) = (−Ca1(λ),− i
2
(Ĉa(λ)− Ĉ ′

b(λ)), C̃b0(λ))


IH 0 0

0 IĤ 0

0 0 0

+

+(Ca0(λ), Ĉa(λ) + Ĉ ′
b(λ),−Cb1(λ))


0 0 IH

0 − i
2
IĤ 0

0 0 0

 = (−Ca1(λ), −iĈa(λ), Ca0(λ)) = −Ca(λ)J.
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Òîìó âiðíîþ ¹ ðiâíiñòü (4.90).

Ïðèïóñòèìî, äàëi, ùî Ỹτ̃ (·, λ), λ ∈ C+, � iíøèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.5), ùî íàëå-

æèòü äî L2
∆[H] i çàäîâiëüíÿ¹ (4.90). Òîäi äëÿ êîæíîãî h ∈ H i λ ∈ C+ ôóíêöiÿ y = (Yτ̃ (t, λ)− Ỹτ̃ (t, λ))h

¹ ðiøåííÿì îäíîðîäíî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (4.9), (4.10) (ç f = 0). Îñêiëüêè â ñèëó òåîðåìè 4.5 òàêà çà-

äà÷à ìà¹ ¹äèíå ðiøåííÿ y = 0, òî Yτ̃ (t, λ) = Ỹτ̃ (t, λ) i, îòæå, iñíó¹ ¹äèíå ðiøåííÿ Yτ̃ (·, λ) ∈ L2
∆[H], ùî

çàäàâiëüíÿ¹ (4.90).

Âíàñëiäîê (4.51) ìà¹ìî

ΓaZ0(λ) =


M11(λ) M12(λ) 0

M21(λ) M22(λ)− i
2
IĤ 0

−IH 0 0

 = Ω0(λ)− 1
2
J (4.100)

i çàñòîñóâàííÿ îïåðàòîðà Γa äî (4.99) ç îãëÿäó íà (4.100) òà ïåðøó ðiâíiñòü â (4.74) äà¹

ΓaYτ̃ (λ) = Ω0(λ)− 1
2
J − S1(λ)(C0(λ) + C1(λ)M+(λ))

−1C1(λ)S2(λ), λ ∈ C+.

Òîìó âíàñëiäîê (4.69) ΓaYτ̃ (λ) = Ωτ (λ) − 1
2
J i, îòæå, õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ Ω(λ)(= Ωτ (λ)) çàäî-

âiëüíÿ¹ (4.91).

(2) Íåõàé Π = {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} � ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà òðiéêà (3.106) äëÿ Tmax,

γ+(λ) = (γ1(λ), γ2(λ), γ3(λ)) : H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b → H, λ ∈ C+

� áëî÷íå çîáðàæåííÿ γ-ïîëÿ γ+(·) òðiéêè Π iM+(·) � âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ Âåéëÿ (4.34). Òîäi âíàñëiäîê
(2.88) äëÿ âñiõ µ, λ ∈ C+ ñïðàâåäëèâi òîòîæíîñòi

M11(µ)−M∗
11(λ) = (µ− λ)γ∗1(λ)γ1(µ), M12(µ)−M∗

21(λ) = (µ− λ)γ∗1(λ)γ2(µ) (4.101)

M13(µ)−M∗
31(λ)PH̃b,Hb

= (µ− λ)γ∗1(λ)γ3(µ), M22(µ)−M∗
22(λ) = (µ− λ)γ∗2(λ)γ2(µ) (4.102)

M23(µ)−M∗
32(λ)PH̃b,Hb

= (µ− λ)γ∗2(λ)γ3(µ). (4.103)

Íåõàé

γ̃1(λ) = (γ1(λ), γ2(λ), 0) : H ⊕ Ĥ ⊕H → H, λ ∈ C+. (4.104)

Òîäi áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê ç îãëÿäó íà (4.101)-(4.103) ïîêàçó¹, ùî

Ω0(µ)− Ω∗
0(λ) = (µ− λ)γ̃∗1(λ)γ̃1(µ), S1(µ)− S∗

2(λ)PH0,H1 = (µ− λ)γ̃∗1(λ)γ+(µ), µ, λ ∈ C+. (4.105)

Çâiäñè òà ç (2.88) âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð-ôóíêöi¨

A(λ) =

(
Ω0(λ) S1(λ)

S2(λ) M+(λ)

)
: H⊕H0 → H⊕H1, λ ∈ C+ (4.106)

γ̃(λ) = (γ̃1(λ), γ+(λ)) : H⊕H0 → H, λ ∈ C+ (4.107)

çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì ëåìè 4.18.

ßê âæå âiäçíà÷àëîñÿ â äîâåäåííi òâåðäæåííÿ (1) Ω(λ) = Ωτ (λ), äå τ = {C0(λ),−C1(λ)} � ãðàíè÷-
íèé ïàðàìåòð (4.96), (4.97). Òîìó â ñèëó òåîðåìè 4.16

Ω(λ) = Ω0(λ)− S1(λ)(C0(λ) + C1(λ)M+(λ))
−1C1(λ)S2(λ), λ ∈ C+
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i çãiäíî ç ëåìîþ 4.18 ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

(Imλ)−1 · ImΩ(λ) ≥ γ∗τ (λ)γτ (λ), λ ∈ C+, (4.108)

â ÿêié

γτ (λ) = γ̃1(λ)− γ+(λ)(C0(λ) + C1(λ)M+(λ))
−1C1(λ)S2(λ), λ ∈ C+. (4.109)

Ç (4.33) òà (4.31) âèïëèâà¹, ùî γ+(λ) = π∆Z+(λ), γ1(λ) = π∆ξ0(λ) òà γ2(λ) = π∆ξ̂0(λ). Òîìó ÷åðåç

(4.98) òà (4.104) γ̃1(λ) = π∆Z0(λ) i âíàñëiäîê (4.109) òà (4.99) ìà¹ìî

γτ (λ) = π∆Yτ̃ (λ), (4.110)

äå Yτ̃ (λ) � âiäîáðàæåííÿ (3.17) äëÿ Yτ̃ (·, λ). Òîìó çà ëåìîþ 3.4, (2)

γ∗τ (λ)f̃ =

∫
I
Y ∗
τ̃ (t, λ)∆(t)f(t) dt, f̃ ∈ H, f ∈ f̃ , (4.111)

i ïî¹äíàííÿ (4.108) ç (4.110) òà (4.111) äà¹ ïîòðiáíó íåðiâíiñòü (4.92).

ßêùî n+(Tmin) = n−(Tmin) i τ̃ ∈ S0(H,Hb), òî H0 = H1 =: H i τ ∈ R̃0(H). Òîìó çãiäíî ç ëåìîþ

4.18

Ω(µ)− Ω∗(λ) = (µ− λ)γ∗τ (λ)γτ (µ), µ, λ ∈ C+,

ùî âíàñëiäîê (4.110) òà (4.111) äà¹ òîòîæíiñòü (4.93) �

Çàóâàæåííÿ 4.20. Ðiâíiñòü (4.91) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íîâå îçíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàò-

ðèöi Ω(·) ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ, ùî âiäïîâiäà¹ ðîçâ'ÿçêó YŨ(·, λ).

4.4. Âèïàäîê ìàêñèìàëüíîãî iíäåêñó äåôåêòó

4.4.1. Ìàòðèöÿ W (λ)

Ëåìà 4.21. Ïðèïóñòèìî, ùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ, δ = 1 é ôîðìàëüíèé iíäåêñ äåôåêòó

N+ ñèñòåìè (3.5) íàáóâà¹ ìàêñèìàëüíî ìîæëèâîãî çíà÷åííÿ N+ = n. Òîäi ìà¹ ìiñòî âèïàäîê à1 é

iñíó¹ ïiäïðîñòið Hb ⊂ H òà îïåðàòîð

Γb = (Γ̃0b, Γ̂
′
b, Γ1b)

⊤ : dom Tmax → H ⊕ Ĥ ⊕Hb, (4.112)

òàêi ùî ñóêóïíiñòü {H,Hb,Γb} ¹ b-ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì òèïó 1. ßêùî, êðiì òîãî, ñèñòåìà ¹

êâàçiðåãóëÿðíîþ (òîáòî N+ = N− = n), òî Hb = H i, îòæå, iñíó¹ b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ òèïó 1

{H,H,Γb} ç îïåðàòîðîì

Γb = (Γ0b, Γ̂b, Γ1b)
⊤ : dom Tmax → H ⊕ Ĥ ⊕H. (4.113)

Iíàêøå êàæó÷è, ó öüîìó âèïàäêó iñíó¹ ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð (4.113) ùî çàäîâiëüíÿ¹ òîòîæíîñòi

[y, z]b = (JΓby,Γbz) = i(Γ̂by, Γ̂bz)− (Γ1by,Γ0bz) + (Γ0by,Γ1bz), y, z ∈ dom Tmax. (4.114)
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Ä îâåäåííÿ. Îñêiëüêè N− ≤ n = N+, òî çãiäíî çàóâàæåííÿ 3.44 ìà¹ ìiñöå âèïàäîê à1. Íåõàé

{H̃b,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ òèïó 1 (3.131) i H0 òà H1 � ïðîñòîðè (3.132) òà (3.133). Òîäi

âíàñëiäîê (3.145) òà (3.153) dimH0 = N+, dimH1 = N− i, îòæå,

dim H̃b = N+ − (ν + ν̂), dimHb = N− − (ν + ν̂). (4.115)

Îñêiëüêè N+ = n = 2ν + ν̂, òî çãiäíî ç (4.115) dim H̃b = ν(= dimH). Òîìó áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi

ìîæíà ââàæàòè H̃b = H, òàê ùî ôîðìóëà (3.131) ïðèéìà¹ âèãëÿä (4.112). ßêùî æ, êðiì òîãî, N+ =

N− = n, òî âíàñëiäîê (4.115) dimHb = ν(= dimH). Òîìó Hb = H i ðiâíiñòü (4.112) ïðèéìà¹ âèãëÿä

(4.113). �
Íàäàëi â ìåæàõ öüîãî ïóíêòó ïðèïóñêà¹ìî, ùî:

(Ï1) ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ, êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ i δ = 1, N+ = n (òàê ùî ìà¹ ìiñöå

âèïàäîê à1).

(Ï2) Ũ � J-óíiòàðíèé îïåðàòîð (3.120) i Γ0a, Γ̂a òà Γ1a � îïåðàòîðè (3.121), (3.122).

(Ï3) {H,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ òèïó 1 (4.112).
Ó öüîìó âèïàäêó

H0 = H ⊕ Ĥ ⊕H = H, H1 = H ⊕ Ĥ ⊕Hb(⊂ H) (4.116)

i ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà òðiéêà Π äëÿ Tmax ïðèéìà¹ âèãëÿä Π = {H ⊕ H1,Γ0,Γ1}, äå Γj � îïåðàòîðè,

çàäàíi ðiâíîñòÿìè (3.106) òà (3.134), (3.135) ç H̃b = H. Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ Âåéëÿ M+(·) öi¹¨ òðiéêè
ìà¹ áëî÷íå çîáðàæåííÿ

M+(λ) =


M11(λ) M12(λ) M13(λ)

M21(λ) M22(λ) M23(λ)

M31(λ) M32(λ) M33(λ)

 : H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

→ H ⊕ Ĥ ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
H1

, λ ∈ C+ (4.117)

ç åëåìåíòàìè Mij(λ), ùî çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (4.35)-(4.37). Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî ðiâíiñòü (4.67)

ïðèéìà¹ âèãëÿä

S1(λ) =


M11(λ) M12(λ) M13(λ)

M21(λ) M22(λ)− i
2
IĤ M23(λ)

−IH 0 0

 : H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

→ H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

, λ ∈ C+. (4.118)

Îñêiëüêè n+(Tmin) = n, òî YŨ(·, λ) ∈ L2
∆[H], λ ∈ C+. Òîìó ðiâíiñòü

B(λ) = ΓbYŨ(λ), λ ∈ C+ (4.119)

êîðåêòíî âèçíà÷à¹ ãîëîìîðôíó îïåðàòîð-ôóíêöiþ B(·) : C+ → [H,H1], ÿêà ç óðàõóâàííÿì (4.15)

ìîæå áóòè çîáðàæåíà ÿê

B(λ) =


Γ̃0b

Γ̂′
b

Γ1b

 (φ0(λ), φ̂(λ), ψ(λ)) = (4.120)

=


B11(λ) B12(λ) B13(λ)

B21(λ) B22(λ) B23(λ)

B31(λ) B32(λ) B33(λ)

 : H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

→ H ⊕ Ĥ ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
H1

, λ ∈ C+.
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Ïîêëàäåìî

W (λ) =

(
w1(λ) w2(λ)

w3(λ) w4(λ)

)
: H⊕H → H⊕H1, (4.121)

äå

w1(λ) =


0 0 −IH

−iB21(λ) −i(B22(λ)− IĤ) −iB23(λ)

B11(λ) B12(λ) B13(λ)

 : H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

→ H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

(4.122)

w2(λ) =


1
2
IH 0 0

− i
2
B23(λ)

1
2
(B22(λ) + IĤ)

i
2
B21(λ)

1
2
B13(λ)

i
2
B12(λ) −1

2
B11(λ)

 : H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

→ H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

(4.123)

w3(λ) =


−IH 0 0

−1
2
B21(λ) −1

2
(B22(λ) + IĤ) −1

2
B23(λ)

B31(λ) B32(λ) B33(λ)

 : H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

→ H ⊕ Ĥ ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
H1

(4.124)

w4(λ) =


0 0 −1

2
IH

−1
4
B23(λ) − i

4
(B22(λ)− IĤ)

1
4
B21(λ)

1
2
B33(λ)

i
2
B32(λ) −1

2
B31(λ)

 : H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

→ H ⊕ Ĥ ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
H1

(4.125)

ßñíî, ùî ðiâíîñòi (4.121)-(4.125) çàäàþòü ãîëîìîðôíó îïåðàòîð-ôóíêöiþW (·) : C+ → [H⊕H,H⊕H1].

Òâåðäæåííÿ 4.22. Íåõàé M+(λ) � ôóíêöiÿ Âåéëÿ (4.117) i Ω0(λ), S1(λ) òà S2(λ), λ ∈ C+,

� ãîëîìîðôíi îïåðàòîð-ôóíêöi¨ (4.66), (4.118) òà (4.68). Òîäi äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ îïåðàòîð S1(λ)

îáîðîòíié i îïåðàòîð-ôóíêöiÿ W (λ) äîïóñêà¹ áëî÷íå çîáðàæåííÿ

W (λ) =

(
w1(λ) w2(λ)

w3(λ) w4(λ)

)
=

(
S−1
1 (λ) S−1

1 (λ)Ω0(λ)

−M+(λ)S
−1
1 (λ) S2(λ)−M+(λ)S

−1
1 (λ)Ω0(λ)

)
, λ ∈ C+. (4.126)

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé Z+(·, λ) ∈ L2
∆[H] � îïåðàòîðíå ðiøåííÿ (4.31) ñèñòåìè (3.5) i Γ′

0 òà Γ′
1 � îïåðà-

òîðè (3.134), (3.135). Òîäi âíàñëiäîê ïåðøèõ ðiâíîñòåé â (4.26), (4.42) òà (4.75) ìà¹ìî

(Γ′
0YŨ(λ))S1(λ) = IH i (Γ′

1YŨ(λ))S1(λ) =M+(λ), λ ∈ C+. Òîìó îïåðàòîð S1(λ) îáîðîòíèé i

Γ′
0Y0(λ) = S−1

1 (λ), Γ′
1Y0(λ) =M+(λ)S

−1
1 (λ), λ ∈ C+. (4.127)

Êðiì òîãî, áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê ç îãëÿäó íà (4.120) äà¹ Γ′
0Y0(λ) = w1(λ) i Γ′

1Y0(λ) = −w3(λ), äå

w1(λ) òà w3(λ) âèçíà÷åíi â (4.122) òà (4.124) âiäïîâiäíî. Òîìó â ñèëó (4.127)

w1(λ) = S−1
1 (λ), w3(λ) = −M+(λ)S

−1
1 (λ), λ ∈ C+. (4.128)

Äàëi, çãiäíî ç (4.128) ìà¹ìî

S−1
1 (λ)Ω0(λ) = w1(λ)Ω0(λ), S2(λ)−M+(λ)S

−1
1 (λ)Ω0(λ) = S2(λ) + w3(λ)Ω0(λ). (4.129)



118

Îñêiëüêè w1(λ) ¹ îáîðîòíèì, òî ç (4.122) âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð

(
−iB21(λ) −i(B22(λ)− I)

B11(λ) B12(λ)

)
òàêîæ

¹ îáîðîòíèì. Íåõàé

(
x1(λ) x2(λ)

x3(λ) x4(λ)

)
:=

(
−iB21(λ) −i(B22(λ)− I)

B11(λ) B12(λ)

)−1

, òàê ùî

−iB21(λ)x1(λ)− i(B22(λ)− IĤ)x3(λ) = IĤ , B11(λ)x1(λ) + B12(λ)x3(λ) = 0 (4.130)

−iB21(λ)x2(λ)− i(B22(λ)− IĤ)x4(λ) = 0, B11(λ)x2(λ) +B12(λ)x4(λ) = IH . (4.131)

Îñêiëüêè S1(λ) = w−1
1 (λ), òî ç (4.122) âèïëèâà¹, ùî

S1(λ) =


−ix1(λ)B23(λ) + x2(λ)B13(λ) x1(λ) x2(λ)

−ix3(λ)B23(λ) + x4(λ)B13(λ) x3(λ) x4(λ)

−IH 0 0

 . (4.132)

Ïîðiâíþþ÷è (4.132) ç (4.118), îòðèìó¹ìî

M11(λ) = −ix1(λ)B23(λ) + x2(λ)B13(λ), M12(λ) = x1(λ) (4.133)

M21(λ) = −ix3(λ)B23(λ) + x4(λ)B13(λ), M22(λ) = x3(λ) +
i
2
IĤ . (4.134)

Êðiì òîãî, â ñèëó (4.128) ìà¹ìî M+(λ) = −w3(λ)S1(λ). Öÿ ðiâíiñòü ñóìiñíî ç (4.124) òà (4.132) äà¹

M31(λ) = −B31(λ)(−ix1(λ)B23(λ) + x2(λ)B13(λ))− (4.135)

−B32(λ)(−ix3(λ)B23(λ) + x4(λ)B13(λ)) +B33(λ),

M32(λ) = −B31(λ)x1(λ)−B32(λ)x3(λ). (4.136)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (4.133)-(4.136) â ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòåé (4.66) òà (4.68), îòðèìó¹ìî çîáðàæåííÿ Ω0(λ)

òà S2(λ) çà äîïîìîãè Bij(λ) òà xj(λ). Êðiì òîãî, (4.122) òà (4.124) äàþòü àíàëîãè÷íå çîáðàæåí-

íÿ äëÿ w1(λ) òà w3(λ). Òåïåð áîçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê ç îãëÿäó íà (4.130) òà (4.131) ïîêàçó¹, ùî

w1(λ)Ω0(λ) = w2(λ) i S2(λ) + w3(λ)Ω0(λ) = w4(λ), äå w2(λ) òà w4(λ) âèçíà÷åíi â (4.123) òà (4.125)

âiäïîâiäíî. Çâiäñè òà ç (4.129) âèïëèâà¹, ùî

w2(λ) = S−1
1 (λ)Ω0(λ), w4(λ) = S2(λ)−M+(λ)S

−1
1 (λ)Ω0(λ), λ ∈ C+. (4.137)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (4.128) òà (4.137) â (4.121), îòðèìó¹ìî çîáðàæåííÿ (4.126) äëÿ W (λ). �

Ëåìà 4.23. Íåõàé çà óìîâ ëåìè 4.18 îïåðàòîð a2(λ) ¹ îáîðîòíèì i(
w1(λ) w2(λ)

w3(λ) w4(λ)

)
:=

(
a−1
2 (λ) a−1

2 (λ)a1(λ)

−a4(λ)a−1
2 (λ) a3(λ)− a4(λ)a

−1
2 (λ)a1(λ)

)
: H⊕H → H0 ⊕H1,

Q0(λ) := γ̃2(λ)a
−1
2 (λ)(∈ [H,H]), Q1(λ) := −γ̃1(λ) + γ̃2(λ)a

−1
2 (λ)a1(λ)(∈ [H,H]), λ ∈ C+.

Òîäi äëÿ âñiõ µ, λ ∈ C+ âiðíèìè ¹ òîòîæíîñòi

iw∗
1(λ)P2w1(µ)− w∗

1(λ)w3(µ) + w∗
3(λ)P1w1(µ) = (µ− λ)Q∗

0(λ)Q0(µ) (4.138)

iw∗
2(λ)P2w1(µ)− w∗

2(λ)w3(µ) + w∗
4(λ)P1w1(µ)− IK = (µ− λ)Q∗

1(λ)Q0(µ) (4.139)

iw∗
2(λ)P2w2(µ)− w∗

2(λ)w4(µ) + w∗
4(λ)P1w2(µ) = (µ− λ)Q∗

1(λ)Q1(µ). (4.140)
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Ä îâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è (4.87) òà (4.88), îòðèìó¹ìî

iw∗
1(λ)P2w1(µ)− w∗

1(λ)w3(µ) + w∗
3(λ)P1w1(µ) = ia−1∗

2 (λ)P2a
−1
2 (µ)+

+a−1∗
2 (λ)a4(µ)a

−1
2 (µ)− a−1∗

2 (λ)a∗4(λ)P1a
−1
2 (µ) = a−1∗

2 (λ)(iP2 + a4(µ)− a∗4(λ)P1)a
−1
2 (µ) =

= (µ− λ)a−1∗
2 (λ)γ̃∗2(λ)γ̃2(µ)a

−1
2 (µ) = (µ− λ)Q∗

0(λ)Q0(µ);

iw∗
2(λ)P2w1(µ)− w∗

2(λ)w3(µ) + w∗
4(λ)P1w1(µ)− IK =

= a∗1(λ)a
−1∗
2 (λ)(a4(µ)− a∗4(λ)P1 + iP2)a

−1
2 (µ)− (a2(µ)− a∗3(λ)P1)a

−1
2 (µ) =

= (µ− λ)[a∗1(λ)a
−1∗
2 (λ)γ̃∗2(λ)γ̃2(µ)a

−1
2 (µ)− γ̃∗1(λ)γ̃2(µ)a

−1
2 (µ)] = (µ− λ)Q∗

1(λ)Q0(µ);

iw∗
2(λ)P2w2(µ)− w∗

2(λ)w4(µ) + w∗
4(λ)P1w2(µ) =

= ia∗1(λ)a
−1∗
2 (λ)P2a

−1
2 (µ)a1(µ)− a∗1(λ)a

−1∗
2 (λ)a3(µ) + a∗1(λ)a

−1∗
2 (λ)a4(µ)a

−1
2 (µ)a1(µ)+

+a∗3(λ)P1a
−1
2 (µ)a1(µ)− a∗1(λ)a

−1∗
2 (λ)a∗4(λ)P1a

−1
2 (µ)a1(µ) =

= a∗1(λ)a
−1∗
2 (λ)(iP2 + a4(µ)− a∗4(λ)P1)a

−1
2 (µ)a1(µ)− (a2(µ)− a∗3(λ)P1)a

−1
2 (µ)a1(µ)−

−a∗1(λ)a−1∗
2 (λ)(a3(µ)− a∗2(λ)) + (a1(µ)− a∗1(λ)) =

(µ− λ)[a∗1(λ)a
−1∗
2 (λ)γ̃∗2(λ)γ̃2(µ)a

−1
2 (µ)a1(µ)− γ̃∗1(λ)γ̃2(µ)a

−1
2 (µ)a1(µ)−

−a∗1(λ)a−1∗
2 (λ)γ̃∗2(λ)γ̃1(µ) + γ̃∗1(λ)γ̃1(µ)] = (µ− λ)Q∗

1(λ)Q1(µ)

Çâiäñè âèïëèâà¹ (4.138)-(4.140). �
Ëåìà 4.23 âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ ïðîïîçèöi¨.

Òâåðäæåííÿ 4.24. Ïðèïóñòèìî, ùî H1 ⊂ H � ïiäïðîñòið (4.116), H2 = H ⊖ H1(= H ⊖ Hb),

P1 = PH,H1(∈ [H,H1]) � îðòîïðîåêòîð â H íà H1 i P2 = PH2(∈ [H]) � îðòîïðîåêòîð â H íà H2. Êðiì

òîãî, íåõàé W (·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ, çàäàíà ðiâíîñòÿìè (4.121)-(4.125) i Y1(·, λ) ∈ L2
∆[H], λ ∈ C+,

� îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.5), òàêèé ùî ŨY1(a, λ) =
1
2
J . Òîäi äëÿ âñiõ λ, µ ∈ C+

iw∗
1(λ)P2w1(µ)− w∗

1(λ)w3(µ) + w∗
3(λ)P1w1(µ) = (µ− λ)

∫
I
Y ∗
Ũ
(t, λ)∆(t)YŨ(t, µ) dt, (4.141)

iw∗
2(λ)P2w1(µ)− w∗

2(λ)w3(µ) + w∗
4(λ)P1w1(µ)− IH = (µ− λ)

∫
I
Y ∗
1 (t, λ)∆(t)YŨ(t, µ) dt, (4.142)

iw∗
2(λ)P2w2(µ)− w∗

2(λ)w4(µ) + w∗
4(λ)P1w2(µ) = (µ− λ)

∫
I
Y ∗
1 (t, λ)∆(t)Y1(t, µ) dt. (4.143)

Òîòîæíîñòi (4.141)-(4.143) îçíà÷àþòü, ùî

W ∗(λ)J2W (µ)− J1 = (µ− λ)

∫
I
Ỹ ∗(t, λ)∆(t)Ỹ (t, µ) dt, λ, µ ∈ C+,

äå Ỹ (t, λ) = (YŨ(t, λ), Y1(t, λ)) : H⊕H → H, λ ∈ C+, i

J1 =

(
0 −IH
IH 0

)
: H⊕H → H⊕H, J2 =

(
iP2 −IH1

P1 0

)
: H⊕H1 → H⊕H1. (4.144)
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Ä îâåäåííÿ. Íåõàé A(λ) � ìàòðèöÿ (4.106) i γ̃(λ) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (4.107). Òîäi ñïðàâåäëèâi

ðiâíîñòi (2.88) òà (4.105) i îïåðàòîð-ôóíêöiÿW (λ) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ (4.126). Òîìó çãiäíî ç ëåìîþ

4.23 ñïðàâåäëèâi òîòîæíîñòi (4.138)-(4.140), â ÿêèõ

Q0(λ) = γ+(λ)S
−1
1 (λ), Q1(λ) = −γ̃1(λ) + γ+(λ)S

−1
1 (λ)Ω0(λ), λ ∈ C+. (4.145)

Ïîêàæåìî, ùî

Q0(λ) = π∆YŨ(λ), Q1(λ) = π∆Y1(λ), (4.146)

äå YŨ(λ) òà Y1(λ) � ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ (3.17) äëÿ îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ YŨ(·, λ) òà Y1(·, λ).
Ç (4.33) òà (4.75) âèïëèdà¹, ùî

γ+(λ) = π∆YŨ(λ)S1(λ), λ ∈ C+. (4.147)

Êðiì òîãî, â ñèëó (4.104) γ̃1(λ) = γ+(λ)X, äå

X =


IH 0 0

0 IĤ 0

0 0 0

 : H ⊕ Ĥ ⊕H → H ⊕ Ĥ ⊕H.

Òîìó âíàñëiäîê (4.147) ìà¹ìî

γ̃1(λ) = π∆YŨ(λ)S1(λ)X, λ ∈ C+. (4.148)

Êîìáiíóþ÷è ïåðøó ðiâíiñòü â (4.145) ç (4.147), îòðèìó¹ìî ïåðøó ðiâíiñòü â (4.146). Êðiì òîãî, âíà-

ñëiäîê (4.147), (4.148) òà äðóãî¨ ðiâíîñòi â (4.145)

Q1(λ) = π∆YŨ(λ)(Ω0(λ)− S1(λ)X)

i áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê äà¹ Ω0(λ)−S1(λ)X = 1
2
J . Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî Y1(λ) = YŨ(λ)(

1
2
J). Òîìó

Q1(λ) = π∆YŨ(λ)(
1
2
J) = π∆Y1(λ), ùî äîâîäèòü äðóãó ðiâíiñòü â (4.146).

Äàëi. çàñòîñóâàííÿ ëåìè 3.4, (2) äî âiäîáðàæåíü (4.146) äà¹

Q∗
0(λ)f̃ =

∫
I
Y ∗
Ũ
(t, λ)∆(t)f(t) dt, Q∗

1(λ)f̃ =

∫
I
Y ∗
1 (t, λ)∆(t)f(t) dt, f̃ ∈ H, f ∈ f̃ ,

çâiäêè âèïëèâàþòü ðiâíîñòi

Q∗
0(λ)Q0(µ) =

∫
I
Y ∗
Ũ
(t, λ)∆(t)YŨ(t, µ) dt, Q∗

1(λ)Q0(µ) =

∫
I
Y ∗
1 (t, λ)∆(t)YŨ(t, µ) dt

Q∗
1(λ)Q1(µ) =

∫
I
Y ∗
1 (t, λ)∆(t)Y1(t, µ) dt, µ, λ ∈ C+.

Òåïåð òîòîæíîñòi (4.141)-(4.143) âèïëèâàþòü ç (4.138)-(4.140). �
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4.4.2. Êâàçiðåãóëiðíi ñèñòåìè

Teoðåìà 4.25. Ïðèïóñòèìî, ùî (äîâiëüíà) ñèñòåìà (3.5) çàäàíà íà ïðîìiæêó I = ⟨a, b⟩. Òîäi
íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

(1) Ñèñòåìà ìà¹ ìàêñèìàëüíi ôîðìàëüíi iíäåêñè äåôåêòó N+ = N− = n

(2) dimNλ = n äëÿ êîæíîãî λ ∈ C
(3) Iñíó¹ λ0 ∈ C, òàêå ùî dimNλ0 = dimNλ0

= n.

Ä îâåäåííÿ. 1) Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òåîðåìó äëÿ âèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè (3.5) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ

òî÷êîþ a.

(1)⇒ (2). Íåõàé G0(·, ·, λ) � ôóíêöiÿ Ãðiíà (4.53). Îñêiëüêè φ(·, λ) ∈ L2
∆[H0,H], òî âíàñëiäîê (3.1)

ìà¹ìî ∫ ∫
I×I

∣∣∣∣∣∣∣∣∆1
2 (x)G0(x, t, λ)∆

1
2 (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣2 dx dt ≤ ∞, λ ∈ C+. (4.149)

Íåõàé L2(I) � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið áîðåëiâñêèõ ôóíêöié g(·) : I → H, òàêèõ ùî
∫
I
||g(t)||2 dt < ∞. Ç

(4.149) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ ðiâíiñòü

(Sg)(x) =

∫
I
∆

1
2 (x)G0(x, t, λ)∆

1
2 (t)g(t) dt, g = g(·) ∈ L2(I)

çàäà¹ êîìïàêòíèé îïåðàòîð S ∈ [L2(I)]. Êðiì òîãî, âíàñëiäîê (4.55) ðåçîëüâåíòà (T0−λ)−1 âiäíîøåííÿ

T0 (äèâ. (4.54)) çàäîâiëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííþ

V (T0 − λ)−1 = SV, λ ∈ C+,

äå V ∈ [H, L2(I)] � óíiòàðíèé îïåðàòîð, çàäàíèé ðiâíiñòþ (V f̃)(t) = ∆
1
2 (t)f(t), f̃ ∈ H, f(·) ∈ f̃ . Çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî âiäíîøåííÿ T0 ìà¹ êîìïàêòíó ðåçîëüâåíòó i òîìó ìíîæèíà ran (T0−λ) ¹ çàìêíåíîþ äëÿ

êîæíîãî λ ∈ C. Îñêiëüêè T0 ∈ ExtTmin
i n±(Tmin) <∞, òî äëÿ êîæíîãî λ ∈ C ìíîæèíà ran (Tmin−λ)

òàêîæ ¹ çàìêíåíîþ. Êðiì òîãî, î÷åâèäíîþ ¹ ðiâíiñòü ker (Tmin − λ) = {0}, λ ∈ C. Òîìó ρ̂(Tmin) = C
i, îòæå, dimNλ = dimNλ(Tmin) = n, λ ∈ C.

Iìïëiêàöiÿ (2)⇒ (3) ¹ î÷åâèäíîþ.

(3)⇒ (1) ßêùî λ0 ̸= λ0, òî òâåðäæåííÿ (1) ¹ î÷åâèäíèì. Òîìó ïðèïóñòèìî, ùî λ0 = λ0. Òîäi

âíàñëiäîê ðiâíîñòi ker (Tmin − λ0) = {0} ìà¹ìî (äèâ., íàïðèêëàä, [40])

n = dimNλ0 = dimNλ0(Tmin) ≤ n±(Tmin) = N± ≤ n.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî N+ = N− = n.

2) Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà (3.5) íà ïðîìiæêó I = [a, b⟩ ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a ¹

íåâèçíà÷åíîþ. Íåõàé a′ ∈ R, a′ < a é I ′ := [a′, b⟩. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

Jy′ −B′(t)y = λ∆′(t)y, t ∈ I ′ (4.150)

ç êîåôiöi¹íòàìè B′(t) òà ∆′(t), t ∈ I ′, çàäàíèìè ðiâíîñòÿìè

B′(t) =

0, t ∈ [a′, a)

B(t), t ∈ I
, ∆′(t) =

IH, t ∈ [a′, a)

∆(t), t ∈ I
.
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Î÷åâèäíî, ùî äëÿ êîæíîãî λ ∈ C ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü dimN ′
λ = dimNλ, äå N ′

λ � ïðîñòið (3.13) äëÿ

ñèñòåìè (4.150). Êðiì òîãî, ñèñòåìà (4.150) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a′ ¹ âèçíà÷åíîþ i òîìó

äëÿ íå¨ åêâiâàëåíòíèìè ¹ òâåðäæåííÿ (1) - (3). Çâiäñè âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü òåîðåìè äëÿ ñèñòåìè

(3.5) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ.

3) Ïðèïóñòèìî, ùî îáèäâi êiíöåâi òî÷êè a òà b ¹ ñèíãóëÿðíèìè. Íåõàé c ∈ (a, b) i Nlλ (Nrλ) � ïðî-

ñòið (3.13) äëÿ çâóæåííÿ ñèñòåìè íà (a, c] (âiäï. [c, b)). Î÷åâèäíî, ùî äëÿ êîæíîãî λ ∈ C ñïðàâåäëèâà

åêâiâàëåíòíiñòü dimNλ = n ⇐⇒ dimNlλ = dimNrλ = n. Çâiäñè òà çi âæå äîâåäåíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi

òâåðäæåíü (1) - (3) äëÿ ñèñòåìè (3.5) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè

äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè. �

Îçíà÷åííÿ 4.26. Ñèìåòðè÷íà ñèñòåìà (3.5) íàçèâà¹òüñÿ êâàçiðåãóëÿðíîþ, ÿêùî âèêîíàíà õî÷à

á îäíà ç óìîâ (1)�(3) (i òîìó âñi öi óìîâè).

Î÷åâèäíî, ùî ðåãóëÿðíà ñèñòåìà ¹ êâàçiðåãóëÿðíîþ.

Íåõàé âèêîíàíi òàêi ïðèïóùåííÿ:

(ÏÊ1) ñèñòåìà (3.5) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a ¹ âèçíà÷åíîþ òà êâàçiðåãóëÿðíîþ i δ = 1.

(ÏÊ2) Ũ � J-óíiòàðíèé îïåðàòîð (3.120) i Γ0a, Γ̂a òà Γ1a � îïåðàòîðè (3.121), (3.122).

(ÏÊ3) Γb : dom Tmax → H � ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð (4.113), ùî çàäîâiëüíÿ¹ òîòîæíîñòi (4.114)

(iñíóâàííÿ òàêîãî îïåðàòîðà âèïëèâà¹ ç ëåìè 4.21).

ßñíî, ùî ç öèõ ïðèïóùåíü âèïëèâàþòü ïðèïóùåííÿ (Ï1)-(Ï3) ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó ç Hb = H.

Î÷åâèäíî, ùî YŨ(·, λ) ∈ L2
∆[H] äëÿ êîæíîãî λ ∈ C i ðiâíiñòü B(λ) = ΓbYŨ(λ), λ ∈ C, çàäà¹ öiëó

ôóíêöiþ B(·) : C → [H], ÿêà ç îãëÿäó íà (4.15) äîïóñêà¹ áëî÷íå çîáðàæåííÿ

B(λ) =


Γ0b

Γ̂b

Γ1b

 (φ0(λ), φ̂(λ), ψ(λ)) = (4.151)

=


B11(λ) B12(λ) B13(λ)

B21(λ) B22(λ) B23(λ)

B31(λ) B32(λ) B33(λ)

 : H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

→ H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

, λ ∈ C.

ßêùî ñèñòåìà ¹ ðåãóëÿðíîþ i Γby = y(b), y ∈ dom Tmax, òî B(λ) = YŨ(b, λ) ¹ ìàòðèöåþ ìîíîäðîìi¨.

Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C ïîêëàäåìî

W (λ) =

(
w1(λ) w2(λ)

w3(λ) w4(λ)

)
: H⊕H → H⊕H, (4.152)

äå åëåìåíòè wj(λ), j ∈ {1, 2, 3, 4}, âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè (4.122)-(4.125) ç Hb = H. ßñíî, ùî W (·) ¹
öiëîþ [H⊕H]-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 4.24.

Òâåðäæåííÿ 4.27. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (ÏÊ1)-(ÏÊ3)W (·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (4.152) i Y1(·, λ) ∈
L2

∆[H], λ ∈ C, � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.5) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ŨY1(a, λ) =
1
2
J . Òîäi äëÿ âñiõ λ, µ ∈ C
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ñïðàâåäëèâi òîòîæíîñòi

−w∗
1(λ)w3(µ) + w∗

3(λ)w1(µ) = (µ− λ)

∫
I
Y ∗
Ũ
(t, λ)∆(t)YŨ(t, µ) dt, (4.153)

−w∗
2(λ)w3(µ) + w∗

4(λ)w1(µ)− IH = (µ− λ)

∫
I
Y ∗
1 (t, λ)∆(t)YŨ(t, µ) dt, (4.154)

−w∗
2(λ)w4(µ) + w∗

4(λ)w2(µ) = (µ− λ)

∫
I
Y ∗
1 (t, λ)∆(t)Y1(t, µ) dt. (4.155)

Öå îçíà÷à¹, ùî

W ∗(λ)J1W (µ)− J1 = (µ− λ)

∫
I
Ỹ ∗(t, λ)∆(t)Ỹ (t, µ) dt, λ, µ ∈ C, (4.156)

äå J1 çàäàíî ïåðøîþ ðiâíîñòþ â (4.144) i

Ỹ (t, λ) = (YŨ(t, λ), Y1(t, λ)) : H⊕H → H, λ ∈ C. (4.157)

Äåùî iíøå çîáðàæåííÿ îïåðàòîð-ôóíêöi¨ W (λ) äà¹òüñÿ â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi.

Òâåðäæåííÿ 4.28. Íåõàé âèêîíàíi ïðèïóùåííÿ (ÏÊ1) òà (ÏÊ2). Êðiì òîãî, íåõàé Yj(·, λ) ∈
L2

∆[H], λ ∈ C, j ∈ {1, 2, 3} � îïåðàòîðíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.5) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

ŨY1(a, λ) =
1
2
J, ŨY2(a, λ) =


0 0 0

0 IĤ 0

0 0 −IH

 , ŨY3(a, λ) =


0 0 IH

0 i
2
IĤ 0

0 0 0

 . (4.158)

Òîäi: (1) äëÿ êîæíîãî y ∈ dom Tmax iñíó¹ ãðàíèöÿ

Γby := lim
t↑b

Y −1

Ũ
(t, 0)y(t) = lim

t↑b
(−JY ∗

Ũ
(t, 0)Jy(t)), y ∈ dom Tmax, (4.159)

i ðiâíiñòü (4.159) çàäà¹ ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð Γb : dom Tmax → H, ùî çàäîâiëüíÿ¹ òîòîæíîñòi

(4.114). Êðiì òîãî, âiäïîâiäíó îïåðàòîð-ôóíêöiþ B(λ)(= ΓbYŨ(λ)) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

B(λ) = lim
t↑b

Y −1

Ũ
(t, 0)YŨ(t, λ) = lim

t↑b
(−JY ∗

Ũ
(t, 0)JYŨ(t, λ)), λ ∈ C. (4.160)

(2) ßêùî îïåðàòîð Γb çàäàíî ðiâíîñòþ (4.159), òî åëåìåíòè âiäïîâiäíî¨ îïåðàòîð-ôóíêöi¨W (λ)

(äèâ. (4.152)) äîïóñêàþòü çîáðàæåííÿ

w1(λ) = C1 − λ

∫
I
Y ∗
2 (t, 0)∆(t)YŨ(t, λ) dt, w2(λ) = C2 − λ

∫
I
Y ∗
2 (t, 0)∆(t)Y1(t, λ) dt (4.161)

w3(λ) = C3 − λ

∫
I
Y ∗
3 (t, 0)∆(t)YŨ(t, λ) dt, w4(λ) = C4 − λ

∫
I
Y ∗
3 (t, 0)∆(t)Y1(t, λ) dt (4.162)

ç îïåðàòîðàìè Cj ∈ [H ⊕ Ĥ ⊕H], çàäàíèìè ðiâíîñòÿìè

C1 =


0 0 −IH
0 0 0

IH 0 0

 , C2 =


1
2
IH 0 0

0 IĤ 0

0 0 −1
2
IH

 , (4.163)

C3 =


−IH 0 0

0 −IĤ 0

0 0 IH

 , C4 =


0 0 −1

2
IH

0 0 0
1
2
IH 0 0

 . (4.164)
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Ä îâåäåííÿ. (1) Ç (4.49) âèïëèâà¹, ùî Y ∗
Ũ
(t, 0)JYŨ(t, 0) = J i, îòæå, Y −1

Ũ
(t, 0) = −JY ∗

Ũ
(t, 0)J, t ∈ I.

Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ dom Tmax ïîêëàäåìî

Fy(t) = Y −1

Ũ
(t, 0)y(t) = −JY ∗

Ũ
(t, 0)Jy(t). (4.165)

Íåõàé h̃ ∈ H i z(t) = YŨ(t, 0)h̃. Òîäi

[y, z]b = lim
t↑b

(Jy(t), YŨ(t, 0)h̃) = lim
t↑b

(JYŨ(t, 0)Fy(t), YŨ(t, 0)h̃) = − lim
t↑b

(Fy(t), Jh̃).

Çâiäñè òà ç (4.165) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ãðàíèöi (4.159). Äàëi, äëÿ êîæíîãî h̃ ∈ H ìà¹ìî Γb(YŨ(·, 0)h̃) =
h̃; òîìó îïåðàòîð Γb ñþð'¹êòèâíèé. Êðiì òîãî, äëÿ âñiõ y, z ∈ dom Tmax ìà¹ìî

[y, z]b = lim
t↑b

(JYŨ(t, 0)Fy(t), YŨ(t, 0)Fz(t)) = lim
t↑b

(JFy(t), Fz(t)) = (JΓby,Γbz),

ùî äîâîäèòü (4.114). Íàêiíåöü, (4.160) ïðÿìî âèïëèâà¹ ç (4.159).

(2) Îñêiëüêè çãiäíî ç (4.156) W ∗(0)J1W (0) = J1, òî (W ∗(0)J1)
−1 = −W (0)J1. Çâiäñè òà ç (4.156)

âèïëèâà¹, ùî

W (λ) = W (0)− λW (0)J1

∫
I
Ỹ ∗(t, 0)∆(t)Ỹ (t, λ) dt, λ ∈ C. (4.166)

Â ñèëó (4.160) B(0) = IH i ôîðìóëè (4.152) òà (4.122)-(4.125) äàþòü ðiâíiñòü

W (0) =

(
C1 C2

C3 C4

)
: H⊕H → H⊕H, (4.167)

äå Cj âèçíà÷åíi â (4.163) òà (4.164). Êðiì òîãî, áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê ç îãëÿäó íà (4.157) òà (4.167)

äà¹

W (0)J1

∫
I
Ỹ ∗(t, 0)∆(t)Ỹ (t, λ) dt =

(∫
I Y

∗
2 (t, 0)∆(t)YŨ(t, λ) dt

∫
I Y

∗
2 (t, 0)∆(t)Y1(t, λ) dt∫

I Y
∗
3 (t, 0)∆(t)YŨ(t, λ) dt

∫
I Y

∗
3 (t, 0)∆(t)Y1(t, λ) dt

)
, (4.168)

äå

Y2(t, λ) = YŨ(t, λ)C
∗
2 − Y1(t, λ)C

∗
1 = YŨ(t, λ)(C

∗
2 − 1

2
JC∗

1),

Y3(t, λ) = YŨ(t, λ)C
∗
4 − Y1(t, λ)C

∗
3 = YŨ(t, λ)(C

∗
4 − 1

2
JC∗

3).

Òîìó Y2(·, λ) òà Y3(·, λ) ¹ îïåðàòîðíèìè ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè (3.5) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

ŨY2(a, λ) = C∗
2 − 1

2
JC∗

1 , ŨY3(a, λ) = C∗
4 − 1

2
JC∗

3

i áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê äà¹ ðiâíîñòi (4.158). Êîìáiíóþ÷è òåïåð (4.166) ç (4.167) òà (4.168), ïðè-

õîäèìî äî òâåðäæåííÿ (2). �
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4.5. Õàðàêòåðèñòè÷íi ìàòðèöi ñèñòåì ç ìàêñèìàëüíèì iíäåêñîì äåôåêòó

Íåõàé âèêîíàíi ïðèïóùåííÿ (Ï1)-(Ï3) ïóíêòó 4.4.1.. Òîäi ïðîñòîðè H0 i H1 ⊂ H0 ìàþòü âèãëÿä

(4.116) i òîìó ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ íàëåæèòü äî êëàñó R̃(H,H1). ßêùî, êðiì òîãî, ñèñòåìà (3.5) ¹

êâàçiðåãóëÿðíîþ, òî H1 = H i ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ íàëåæèòü äî êëàñó R̃(H).

Â íàñòóïíèõ äâîõ òåîðåìàõ õàðàêòåðèñòè÷íi ìàòðèöi ñèñòåì ç ìàêñèìàëüíèì iíäåêñîì äåôåêòó

n+(Tmin) = n ïàðàìåòðèçóþòüñÿ ó âèãëÿäi, ùî äåùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä (4.69).

Teoðåìà 4.29. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (Ï1)-(Ï3) ïóíêòó 4.4.1. H1 ⊂ H � ïðîñòið (4.116), B(·)
� îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (4.120) i W (·) : C+ → [H ⊕ H,H ⊕H1] � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (4.121)-(4.125). Òîäi

äëÿ êîæíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ = τ(λ) ∈ R̃(H,H1) âèãëÿäó (2.20) âiäïîâiäíà õàðàêòåðñòè÷íà

ìàòðèöÿ Ωτ (·) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

Ωτ (λ) = (C0(λ)w1(λ) + C1(λ)w3(λ))
−1(C0(λ)w2(λ) + C1(λ)w4(λ)), λ ∈ C+ (4.169)

i ðiâíiñòü Ω(·) = Ωτ (·) çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ i óñiìà

õàðàêòåðèñòè÷íèìè ìàòðèöÿìè Ω(·) ñèñòåìè (3.5), ùî âiäîâiäàþòü ðîçâ'ÿçêó YŨ(·, λ). Êðiì òîãî,

ó âèïàäêó êâàçiðåãóëÿðíî¨ ñèñòåìè õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ Ωτ (·) ¹ êàíîíè÷íîþ òîäi é òiëüêè

òîäi, êîëè ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ ñàìîñïðÿæåíèé.

Ä îâåäåííÿ. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 4.22 îïåðàòîð S1(λ) ¹ îáîðîòíèì i â ñèëó (4.69) äëÿ êîæíîãî

λ ∈ C+ ìà¹ìî

Ωτ (λ) = Ω0(λ) + (C0(λ)S
−1
1 (λ)− C1(λ)M+(λ)S

−1
1 (λ))−1C1(λ)S2(λ) =

= (C0(λ)S
−1
1 (λ)− C1(λ)M+(λ)S

−1
1 (λ))−1[(C0(λ)S

−1
1 (λ)− C1(λ)M+(λ)S

−1
1 (λ))Ω0(λ)+

+C1(λ)S2(λ)] = (C0(λ)S
−1
1 (λ)− C1(λ)M+(λ)S

−1
1 (λ))−1[C0(λ)S

−1
1 (λ)Ω0(λ)+

+C1(λ)(S2(λ)−M+(λ)S
−1
1 (λ)Ω0(λ))].

Çâiäñè âíàñëiäîê (4.126) òà òåîðåìè 4.16 âèïëèâàþòü ïîòðiáíi òâåðäæåííÿ. �

Teoðåìà 4.30. Íåõàé âèêîíàíi ïðèïóùåííÿ (Ï1) òà (Ï2). Êðiì òîãî, íåõàé {H,Γa;Hb,Γb} �

ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (3.123), (3.126) i B(·) : C+ → [H,Hb] � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ, çàäàíà ðiâíîñòþ

B(λ) = ΓbYŨ(λ), λ ∈ C+. Òîäi ðiâíiñòü

Ω(λ) = Ωτ̃ (λ) = −1
2
(Ca(λ) + Cb(λ)B(λ))−1(Ca(λ)− Cb(λ)B(λ))J, λ ∈ C+ (4.170)

çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà îïåðàòîðíèìè ïàðàìè τ̃ ∈ S(H,Hb) âèãëÿäó (4.5) i óñiìà

õàðàêòåðèñòè÷íèìè ìàòðèöÿìè Ω(·) ñèñòåìè (3.5), ùî âiäîâiäàþòü ðîçâ'ÿçêó YŨ(·, λ). Êðiì òîãî,

ó âèïàäêó êâàçiðåãóëÿðíî¨ ñèñòåìè õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ Ωτ̃ (·) ¹ êàíîíè÷íîþ òîäi é òiëüêè

òîäi, êîëè τ̃ ∈ S0(H,Hb).

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé Hb òà Γb çîáðàæåíi ó âèãëÿäi (3.130) òà (3.131) âiäïîâiäíî. Òîäi dim H̃b = dimH

i áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî H̃b = H. Ó öüîìó âèïàäêó ôîðìóëè (3.130) òà (3.131)
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ïðèéìàþòü âèãëÿä

Hb = H ⊕ Ĥ ⊕Hb, Γb = (Γ̃0b, Γ̂
′
b, Γ1b)

⊤ : dom Tmax → H ⊕ Ĥ ⊕Hb (4.171)

i ñóêóïíiñòü {H,Hb,Γb} ¹ b-ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì òèïó 1 (òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ (Ï3)).

Íåõàé τ̃ ∈ S(H,Hb) � îïåðàòîðíà ïàðà (4.5) i áëî÷íi çàîáðàæåííÿ îïåðàòîðiâ Ca(λ) òà Cb(λ) ìàþòü

âèãëÿä (4.94) òà (4.95) (ç H̃b = H). Êðiì òîãî, íåõàé H0 òà H1 ⊂ H0 � ïðîñòîðè (3.132), (3.133) i

τ = {C0(λ),−C1(λ)} ∈ R̃(H0,H1) � ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð, ùî âiäïîâiäà¹ τ̃ çãiäíî ç ëåìîþ 4.4. Òîäi

H0 = H, H1 = Hb i C0(λ) òà C1(λ) çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (4.96) òà (4.97) (ç H̃b = H). Òîìó

C0(λ) = Ca(λ)X1 + Cb(λ)X3, C1(λ) = Ca(λ)X2 + Cb(λ)X4,

äå

X1 =


0 0 0

0 − i
2
I 0

−I 0 0

 , X2 =


I 0 0

0 I 0

0 0 0

 , X3 =


0 0 I

0 i
2
I 0

0 0 0

 , X4 =


0 0 0

0 I 0

0 0 −I

 .

Ïðèïóñòèìî, ùî B(λ) ìà¹ áëî÷íå çîáðàæåííÿ (4.120) i W (λ) çàäàíî ðiâíîñòÿìè (4.121)-(4.125).

Òîäi

C0(λ)w1(λ)− C1(λ)w3(λ) = Ca(λ)(X1w1(λ)−X2w3(λ)) + Cb(λ)(X3w1(λ)−X4w3(λ))

C0(λ)w2(λ)− C1(λ)w4(λ) = Ca(λ)(X1w2(λ)−X2w4(λ)) + Cb(λ)(X3w2(λ)−X4w4(λ))

i áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê äà¹

X1w1(λ)−X2w3(λ) = I, X3w1(λ)−X4w3(λ) = B(λ),

X1w2(λ)−X2w4(λ) = −1
2
J, X3w2(λ)−X4w4(λ) =

1
2
B(λ)J.

Òîìó ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

(C0(λ)w1(λ)− C1(λ)w3(λ))
−1(C0(λ)w2(λ)− C1(λ)w4(λ)) =

= −1
2
(Ca(λ) + Cb(λ)B(λ))−1(Ca(λ)− Cb(λ)B(λ))J.

Öÿ ðiâíiñòü ñóìiñíî ç ëåìîþ 4.4 òà òåîðåìîþ 4.29 äà¹ ïîòðiáíi òâåðäæåííÿ. �

Íàñëiäîê 4.31. Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ òà ðåãóëÿðíîþ. Íåõàé Y0(·, λ) �
[H]-çíà÷íèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè, òàêèé ùî Y0(a, λ) = IH. Òîäi ðiâíîñòi

Ω(λ) = −1
2
(Ca(λ) + Cb(λ)Y0(b, λ))

−1(Ca(λ)− Cb(λ)Y0(b, λ))J

R(λ)f̃ = π∆

(∫
I
Y0(x, λ)(Ω(λ) +

1
2
sgn(t− x)J)Y ∗

0 (t, λ)∆(t)f(t) dt

)
, f̃ ∈ H, f ∈ f̃ , λ ∈ C+

çàäàþòü ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà ãîëîìîðôíèìè îïåðàòîð-ôóíêöiÿìè (Ca(λ), Cb(λ)) :

H⊕H → H, λ ∈ C+, ùî çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì

i(Ca(λ)JC
∗
a(λ)− Cb(λ)JC

∗
b (λ)) ≥ 0, ran (Ca(λ), Cb(λ)) = H, λ ∈ C+

i óñiìà óçàãàëüíåíèìè ðåçîëüâåíòàìè R(λ) âiäíîøåííÿ Tmin.
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Ä îâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî â ïðèïóùåííÿõ (ÏÊ2) òà (ÏÊ3) Ũ = IH i Γby = y(b), y ∈ dom Tmax. Òîäi

YŨ(t, λ) = Y0(t, λ), B(λ) = Y0(b, λ) i ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 4.30 òà íàñëiäêó 4.14. �

Çàóâàæåííÿ 4.32. Â iíøèé ñïîñiá íàñëiäîê 4.31 äîâåäåíî â [89].

4.6. Õàðàêòåðèñòè÷íi ìàòðèöi ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì

Íàäàëi â öüîìó ïóíêòi ââàæà¹ìî, ùî ñèñòåìà (3.5) ¹ ãàìiëüòîíîâîþ òà âèçíà÷åíîþ, êiíöåâà òî÷êà a

¹ ðåãóëÿðíîþ i N+ ≥ N−. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ðåçóëüòàòè äàíîãî ðîçäiëó iñòîòíî ñïðîùóþòüñÿ. Ïåðø

çà âñå, ç òâåðäæåíü 4.9 òà 4.10 âèïëèâà¹ òàêå

Òâåðäæåííÿ 4.33. Ïðèïóñòèìî, ùî:

1) Ũ � J-óíiòàðíèé îïåðàòîð (3.160) i Γ0a òà Γ1a � îïåðàòîðè (3.161), (3.162);

2) {H̃b,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (3.138) (äèâ. îçíà÷åííÿ 3.48).

Òîäi:

(1) Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C \ R iñíó¹ ¹äèíèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê v0(·, λ) ∈ L2
∆[H,H] ñèñòåìè

(3.5), ùî çàäîâiëüíÿ¹ ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1av0(λ) = −IH , λ ∈ C \ R; Γ̃0bv0(λ) = 0, λ ∈ C+; Γ0bv0(λ) = 0, λ ∈ C−.

Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ (λ ∈ C−) iñíó¹ ¹äèíèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê u+(·, λ) ∈ L2
∆[H̃b,H]

(âiäï. u−(·, λ) ∈ L2
∆[Hb,H]) ñèñòåìè (3.5), ùî çàäîâiëüíÿ¹ ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1au±(λ) = 0, λ ∈ C±; Γ̃0bu+(λ) = IH̃b
, λ ∈ C+; Γ0bu−(λ) = IHb

, λ ∈ C−.

(2) ßêùî Π = {H0⊕H1,Γ0,Γ1} � ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà òðiéêà (3.169), (3.170) äëÿ Tmax, òî ôóíêöiÿ

Âåéëÿ M+(·) òðiéêè Π äîïóñêà¹ äëî÷íå çîáðàæåííÿ

M+(λ) =

(
M11(λ) M12(λ)

M21(λ) M22(λ)

)
: H ⊕ H̃b︸ ︷︷ ︸

H0

→ H ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
H1

, λ ∈ C+ (4.172)

ç åëåìåíòàìè Mij(λ), çàäàíèìè ðiâíîñòÿìè

M11(λ) = Γ0av0(λ), M12(λ) = Γ0au+(λ), M21(λ) = −Γ1bv0(λ), M22(λ) = −Γ1bu+(λ) (4.173)

Íàñòóïíèé íàñëiäîê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 4.16 òà òâåðäæåííÿ 4.17.

Íàñëiäîê 4.34. Íåõàé âèêîíàíi ïðèïóùåííÿ 1), 2) òâåðäæåííÿ 4.33. Êðiì òîãî, íåõàé H0 =

H ⊕ H̃b òà H1 = H ⊕Hb. Òîäi:

(1) Ñïðàâåäëèâi òâåðäæåííÿ òåîðåìè 4.16 ç M+(λ) âèãëÿäó (4.172), (4.173) òà îïåðàòîð-ôóí-

êöiÿìè

Ω0(λ) =

(
M11(λ) −1

2
IH

−1
2
IH 0

)
: H ⊕H︸ ︷︷ ︸

H

→ H ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

, S1(λ) =

(
M11(λ) M12(λ)

−IH 0

)
: H ⊕ H̃b︸ ︷︷ ︸

H0

→ H ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

,

S2(λ) =

(
M11(λ) −IH
M21(λ) 0

)
: H ⊕H︸ ︷︷ ︸

H

→ H ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
H1

, λ ∈ C+.
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Ïðè öüîìó ðîçøèðåííÿ T0 â òâåðäæåííi (1) öi¹¨ òåîðåìè çàäà¹òüñÿ ðiâíîñòþ

T0 = {{ỹ, f̃} ∈ Tmax : Γ1ay = 0, Γ̃0by = 0}.

(2) Äëÿ êîæíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ âiäïîâiäíà õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ Ωτ (·) äîïóñêà¹
çîáðàæåííÿ (4.85) ç îïåðàòîð-ôóíêöi¹þ Ω̃τ (·) âèãëÿäó (4.80) i îïåðàòîðàìè

X1 =

(
IH,H1 0

0 IH,H0

)
: H ⊕H︸ ︷︷ ︸

H

→ H1 ⊕H0, X2 =

(
IH,H0 0

0 IH,H1

)
: H ⊕H︸ ︷︷ ︸

H

→ H0 ⊕H1

ßêùî n+(Tmin) = n−(Tmin), òî H̃b = Hb, Ω̃τ (·) ∈ R[H⊕H], äå H = H ⊕Hb, i ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

Ωτ (λ) = P Ω̃τ (λ) � H ⊕H, λ ∈ C+, (4.174)

äå P ∈ [H⊕H, H ⊕H] � îðòîïðåêòîð â H⊕H íà ïiäïðîñòið H ⊕H (îñêiëüêè H ⊂ H, òî H ⊕H ⊂
H⊕H).

ßêùî, êðiì òîãî, âiäíîøåííÿ Tmin ìà¹ ìiíiìàëüíi iíäåêñè äåôåêòó n+(Tmin) = n−(Tmin) = ν,

òî H = H i

Ωτ (λ) = Ω̃τ (λ), λ ∈ C+. (4.175)

Çàóâàæåííÿ 4.35. Ó âèïàäêó N+ = N− = ν ïàðàìåòðèçàöiÿ (4.175) óñiõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ

ìàòðèöü âèçíà÷åíî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè îòðèìàíà â [65, 66].

ßêùî iíäåêñ äåôåêòó N+ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè íàáóâà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ N+ = n(=

2 dimH), òî áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ ìà¹ âèãëÿä

{H,Hb,Γb} ç îïåðàòîðîì

Γb = (Γ̃0b, Γ1b)
⊤ : dom Tmax → H ⊕Hb. (4.176)

Ïðèïóñòèìî, ùî N+ = n, âèêîíàíî ïðèïóùåíííÿ 1) òâåðäæåííÿ 4.33 i {H,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé

êîìïëåêñ (4.176). Òîäi îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (4.119) äîïóñêà¹ áëî÷íå çîáðàæåííÿ

B(λ) =

(
B11(λ) B12(λ)

B21(λ) B22(λ)

)
: H ⊕H︸ ︷︷ ︸

H

→ H ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
H1

, λ ∈ C+,

à ðiâíîñòi (4.122)-(4.125) ïðèéìàþòü âèãëÿä

w1(λ) =

(
0 −IH

B11(λ) B12(λ)

)
: H ⊕H︸ ︷︷ ︸

H

→ H ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

(4.177)

w2(λ) =

(
1
2
IH 0

1
2
B12(λ) −1

2
B11(λ)

)
: H ⊕H︸ ︷︷ ︸

H

→ H ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

(4.178)

w3(λ) =

(
−IH 0

B21(λ) B22(λ)

)
: H ⊕H︸ ︷︷ ︸

H

→ H ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
H1

(4.179)

w4(λ) =

(
0 −1

2
IH

1
2
B22(λ) −1

2
B21(λ)

)
: H ⊕H︸ ︷︷ ︸

H

→ H ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
H1

(4.180)

Êðiì òîãî, ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ òåîðìè 4.29 ç îïåðàòîð-ôóíêöiÿìè wj(λ) âèãëÿäó (4.177)-(4.180).



ÐÎÇÄIË 5

m-ôóíêöi¨ ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ

5.1. U-âèçíà÷åíi ÷èñòåìè. Âiäíîøåííÿ T

Íåâàæêî äîâåñòè íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 5.1. Îïåðàòîð

U =

(
u1 u2 u3

u4 u5 u6

)
: H ⊕ Ĥ ⊕H → Ĥ ⊕H (5.1)

äîïóñêà¹ ðîçøèðåííÿ äî J-óíiòàðíîãî îïåðàòîðà Ũ âèãëÿäó (3.120) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âîêî-

íóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

ranU = Ĥ ⊕H, (5.2)

iδu2u
∗
2 − u1u

∗
3 + u3u

∗
1 = iδIĤ , iδu5u

∗
2 − u4u

∗
3 + u6u

∗
1 = 0, (5.3)

iδu5u
∗
5 + u6u

∗
4 − u4u

∗
6 = 0. (5.4)

Ïðèïóñòèìî, ùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ñèñòåìè (3.5) i U � îïåðàòîð (5.1), ùî çà-

äîâiëüíÿ¹ (5.2) - (5.4). Íàäàëi ç òàêèì îïåðàòîðîì ïîâ'ÿçóþòüñÿ îïåðàòîðè Γ̂a : dom Tmax → Ĥ,

Γ1a : dom Tmax → H âèãëÿäó (3.122) òà îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê φU(·, λ)(∈ [H0,H]), λ ∈ C, ñèñòåìè
(3.5) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

φU(a, λ) =


u∗6 iδu∗3

−iδu∗5 u∗2

−u∗4 −iδu∗1

 : H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

→ H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

. (5.5)

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ êîæíîãî J-óíiòàðíîãî ðîçøèðåííÿ Ũ ⊃ U ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

ŨφU(a, λ) =


IH 0

0 IĤ

0 0

 : H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

→ H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

. (5.6)

Òîìó áëî÷íå çîáðàæåííÿ (4.15) îïåðàòîðíîãî ðîçâ'ÿçêó YŨ(·, λ) ìîæíà çàïèñàòè ÿê

YŨ(t, λ) = (φU(t, λ), ψ(t, λ)) : H0 ⊕H → H. (5.7)

129
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Íàäàëi ç J-óíiòàðíèì îïåðàòîðîì Ũ ∈ [H] ïîâ'ÿçó¹òüñÿ îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê χ(·, λ)(∈ [H0,H]),

λ ∈ C, ñèñòåìè (3.5) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

Ũχ(a, λ) =


0 0

0 i
2
δIĤ

IH 0

 : H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

→ H ⊕ Ĥ ⊕H. (5.8)

×àñòèííèì âèïàäêîì îïåðàòîðà U i éîãî J-óíiòàðíîãî ðîçíèðåííÿ Ũ ¹ (ïîð. [78])

U =

(
0 IĤ 0

cosB 0 sinB

)
, Ũ =


sinB 0 − cosB

0 IĤ 0

cosB 0 sinB

 ,

äå B = B∗ ∈ [H]. Äëÿ òàêèõ U òà Ũ ðîçâ'ÿçêè φU(·, λ) òà χ(·, λ) çàäàþòüñÿ ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

φU(a, λ) =


sinB 0

0 IĤ

− cosB 0

 , χ(a, λ) =


cosB 0

0 i
2
δIĤ

− sinB 0

 .

Ïðèïóñòèìî, äàëi, ùî ñèñòåìà (3.5) ¹ ãàìiëüòîíîâîþ (òîáòî Ĥ = {0}). Ó öüîìó âèïàäêó îïåðàòîð U

i óìîâè (5.2) - (5.4) ïðèéìàþòü âèãëÿä

U = (u1, u2) : H ⊕H → H (5.9)

ranU = H, u1u
∗
2 − u2u

∗
1 = 0. (5.10)

Êðiì òîãî, îïåðàòîðíèé ðîçâ'çîê φU(·, λ)(∈ [H,H⊕H]), λ ∈ C, ñèñòåìè çàäà¹òüñÿ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

φU(a, λ) =

(
u∗2

−u∗1

)
: H → H ⊕H. (5.11)

ßêùî Ũ ∈ [H ⊕H] � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.160) îïåðàòîðà U , òî

ŨφU(a, λ) =

(
IH

0

)
: H → H ⊕H. (5.12)

Ïîçíà÷èìî òàêîæ ÷åðåç ψ(·, λ)(∈ [H,H ⊕ H]), λ ∈ C, îïåðàòîðíèé ðîçâ'çîê ñèñòåìè ç ïî÷àòêîâîþ

óìîâîþ

Ũψ(a, λ) =

(
0

IH

)
: H → H ⊕H. (5.13)

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè ψ(·, λ) = χ(·, λ) i ðiâíiñòü (4.15) ïðèéìà¹ âèãëÿä

YŨ(t, λ) = (φU(t, λ), ψ(t, λ)) : H ⊕H → H. (5.14)

Ïðèïóñòèìî, ùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ñèñòåìè (3.5), U � îïåðàòîð (5.1) i Γ1a � îïåðàòîð

(3.122).
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Îçíà÷åííÿ 5.2. Ñèñòåìà (3.5) íàçèâà¹òüñÿ U -âèçíà÷åíîþ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ N ,

òàêî¨ ùî Γ1ay = 0, ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü y = 0.

Çàóâàæåííÿ 5.3. Î÷åâèäíî, ùî âèçíà÷åíà ñèñòåìà ¹ U -âèçíà÷åíîþ äëÿ êîæíîãî U . Â òîé æå

÷àñ iñíóþòü íåâèçíà÷åíi ñèñòåìè, ÿêi ¹ âèçíà÷åíèìè äëÿ äåÿêîãî U . Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, ñèñòåìó(
0 −1

1 0

)
y′ = λ

(
1 0

0 0

)
y, t ∈ [0,∞). (5.15)

Î÷åâèäíî, ùî íóëü-ìíîãîâèä N öi¹¨ ñèñòåìè ¹ ìíîæèíîþ óñiõ êîíñòàíò y ≡ {0, h}, h ∈ C. Òîìó
ñèñòåìà (5.15) ¹ íåâèçíà÷åíîþ. Ïîðó÷ ç òèì äëÿ îïåðàòîðà U = (0, 1) öÿ ñèñòåìà ¹ U -âèçíà÷åíîþ.

Òàêèì ÷èíîì, U -âèçíà÷åíiñòü ñèñòåìè ¹ ïîñëàáëåííÿì óìîâè âèçíà÷åíîñòi.

Òâåðäæåííÿ 5.4. Ïðèïóñòèìî, ùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ñèñòåìè (3.5). Êðiì

òîãî, íåõàé U � îïåðàòîð (5.1), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.2) � (5.4), Γ̂a òà Γ1a � îïåðàòîðè (3.122) i D0b ⊂
L2

∆(I) � ëiíiéíèé ìíîãîâèä (3.48). Òîäi:

(1) Ðiâíîñòi

T = {{π∆y, π∆f} : {y, f} ∈ Tmax, y ∈ D0b òà Γ1ay = 0, Γ̂ay = 0} (5.16)

T∗ = {{π∆y, π∆f} : {y, f} ∈ Tmax, Γ1ay = 0} (5.17)

çàäàþòü (çàìêíåíå) ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ T ∈ ExtTmin
i ëiíiéíå âiäíîøåííÿ T∗ â H, òàêå ùî

T∗ ⊂ T ∗.

ßêùî, êðiì òîãî, ñèñòåìà ¹ âèçíà÷åíîþ, òî T∗ = T ∗ i ðiâíîñòi (5.16) òà (5.17) ìîæíà çîáðà-

çèòè ó âèãëÿäi

T = {{ỹ, f̃} ∈ Tmax : y ∈ D0b òà Γ1ay = 0, Γ̂ay = 0} (5.18)

T ∗ = {{ỹ, f̃} ∈ Tmax : Γ1ay = 0} (5.19)

Ó ôîðìóëàõ (5.18) òà (5.19) y ∈ dom Tmax � ¹äèíà ôóíêöiÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ïàði {ỹ, f̃} ∈ Tmax çãiäíî

ç òâåðäæåííÿì 3.26.

(2) Ìíîãîçíà÷íà ÷àñòèíà mulT âiäíîøåííÿ T çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ óñiõ f̃ ∈ H, òàêèõ ùî

äëÿ äåÿêîãî (i òîìó äëÿ êîæíîãî) f ∈ f̃ iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê y(·) ðiâíÿííÿ (3.30), ùî çàäîâiëüíÿ¹ ñïiââiä-

íîøåííÿì

∆(t)y(t) = 0 (ì.â. íà I), Γ1ay = 0, Γ̂ay = 0 òà [y, z]b = 0, z ∈ dom Tmax (5.20)

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120) îïåðàòîðà U , Γ0a � îïåðàòîð (3.121) i Γa

� îïåðàòîð (3.123). Î÷åâèäíî, ùî Tmin ⊂ T ⊂ T∗ i âíàñëiäîê òîòîæíîñòi Ëàãðàíæà (3.22) òà (3.124)

T∗ ⊂ T ∗. Öå äîâîäèòü ïåðøó ÷àñòèíó òâåðäæåííÿ (1). Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ñèñòåìà ¹ âèçíà÷åíîþ.

Òîäi çãiäíî çàóâàæåííÿ ïiñëÿ òâåðäæåííÿ 3.26 ðiâíîñòi (5.16) òà (5.17) ìîæíà çîáðàçèòè âiäïîâiäíî

ó âèãëÿäi (5.18) òà

T∗ = {{ỹ, f̃} ∈ Tmax : Γ1ay = 0}. (5.21)
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Îñêiëüêè Tmin ⊂ T , òî T ∗ ⊂ T ∗
min = Tmax. Òîìó âíàñëiëîê òîòîæíîñòi Ëàãðàíæà òà (3.124)

T ∗ = {{ỹ, f̃} ∈ Tmax : (Γ1ay,Γ0az) = 0 äëÿ êîæíîãî {z̃, g̃} ∈ T} (5.22)

Îñêiëüêè çãiäíî ç ëåìîþ 3.32, (2) ΓaD0b = H, òî âíàñëiäîê (5.18) äëÿ êîæíîãî h ∈ H iñíó¹ ïàðà

{z̃, g̃} ∈ T , òàêà ùî Γ0az = h. Òîìó ç ðiâíîñòi (5.22) âèïëèâà¹ (5.19) i âíàñëiäîê (5.21) ìà¹ìî T ∗ = T∗.

Òâåðäæåííÿ (2) ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì (5.16). �

5.2. m-ôóíêööi¨ âèçíà÷åíèõ ñèñòåì ó âèïàäêó à1

5.2.1. Óçàãàëüíåíi ðåçîëüâåíòè âiäíîøåííÿ T

Òâåðäæåííÿ 5.5. Ïðèïóñòèìî, ùî:

1) Ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ, êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ i δ = 1, N+ ≥ N− (òîáòî ìà¹

ìiñöå âèïàäîê à1);

2) U � îïåðàòîð (5.1), ùî çàäàâiëüíÿ¹ (5.2) - (5.4), i Γ̂a òà Γ1a � îïåðàòîðè (3.122);

3) {H̃b,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ òèïó 1 (3.131).

Òîäi:

(1) Ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè Ḣ0 òà Ḣ1 ⊂ Ḣ0 i îïåðàòîðè Γ̇j : T
∗ → Ḣj, j ∈ {0, 1},

çàäàíi ðiâíîñòÿìè

Ḣ0 = Ĥ ⊕ H̃b, Ḣ1 = Ĥ ⊕Hb (5.23)

Γ̇0{ỹ, f̃} = i(Γ̂a − Γ̂′
b)y ⊕ Γ̃0by (∈ Ĥ ⊕ H̃b) (5.24)

Γ̇1{ỹ, f̃} = 1
2
(Γ̂a + Γ̂′

b)y ⊕ (−Γ1by) (∈ Ĥ ⊕Hb), {ỹ, f̃} ∈ T ∗ (5.25)

óòâîðþþòü ãðàíè÷íó òðiéêó Π̇ = {Ḣ0 ⊕ Ḣ1, Γ̇0, Γ̇1} äëÿ T ∗ (òóò T ∗ çàäàíî â (5.19)).

(2) Ôóíêöiÿ âåéëÿ Ṁ+(·) òðiéêè Π̇ ìà¹ áëî÷íå çîáðàæåííÿ

Ṁ+(λ) =

(
M22(λ) M23(λ)

M32(λ) M33(λ)

)
Ĥ ⊕ H̃b︸ ︷︷ ︸

Ḣ0

→ Ĥ ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
Ḣ1

, λ ∈ C+ (5.26)

ç åëåìåíòàìè Mij(λ), i, j ∈ {2, 3}, âèçíà÷åíèìè â (4.36) òà (4.37).

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120) îïåðàòîðà U i Γ0a � îïåðàòîð (3.121). Òîäi

âíàñëiäîê òåîðåìè 3.50 ðîçäiëåíó ãðàíè÷íó òðiéêó Π = {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} äëÿ Tmax ìîæíà çîáðàçèòè

ó âèãëÿäi

H0 = H ⊕ Ḣ0, H1 = H ⊕ Ḣ1 (5.27)

Γ0 = (Γ̂0, Γ̇0)
⊤ : Tmax → H ⊕ Ḣ0, Γ1 = (Γ̂1, Γ̇1)

⊤ : Tmax → H ⊕ Ḣ1, (5.28)

äå Ḣj òà Γ̇j âèçíà÷åíi â (5.23)-(5.25) i Γ̂j : Tmax → H, j ∈ {0, 1}, � îïåðàòîðè, çàäàíi ðiâíiñòÿìè

Γ̂0{ỹ, f̃} = −Γ1ay, Γ̂1{ỹ, f̃} = Γ0ay, {ỹ, f̃} ∈ Tmax. (5.29)
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Êðiì òîãî, ç äðóãî¨ ðiâíîñòi â (3.70) òà ñþð'¹êòiâíîñòi îïåðàòîðà Γb âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî y ∈
dom Tmax ðiâíiñòü Γby = 0 ðiâíîñèëüíà âêëþ÷åííþ y ∈ D0b. Òîìó ðiâíiñòü (5.18) ìîæíà çîáðàçèòè ó

âèãëÿäi

T = {{ỹ, f̃} ∈ Tmax : Γ1ay = 0, Γ̂ay = 0, Γby = 0} (5.30)

Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî âíàñëiäîê (4.34) - (4.37) ôóíêöiþ Ṁ+(·), âèçíà÷åíó ðiâíiñòþ (5.26), ìîæíà

çîáðàçèòè ÿê Ṁ+(λ) = PḢ1
M+(λ) � Ḣ0, λ ∈ C+, äå M+(·) � ôóíêöiÿ Âåéëÿ òðiéêè Π. Çàñòîñîâóþ÷è

òåïåð òâåðäæåííÿ 2.37 äî ðîçäiëåíî¨ òðiéêè Π, îòðèìó¹ìî ïîòðiáíi òâåðäæåííÿ. �
Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 5.5 Ḣ0 òà Ḣ1 � ïðîñòîðè (5.23).

Îçíà÷åííÿ 5.6. Âêîðî÷åíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì äëÿ ñèñòåìè (3.5) (ó âèïàäêó à1) íàçè-

âà¹òüñÿ îïåðàòîðíà ïàðà

τ̇ = τ̇(λ) = {Ċ0(λ), Ċ1(λ)} ∈ R̃(Ḣ0, Ḣ1), λ ∈ C+, (5.31)

ç ãîëîìîðôíèìè îïåðàòîð-ôóíêöiÿìè

Ċ0(λ) = (
˙̂
C0(λ), Ċ0b(λ)) : Ĥ ⊕ H̃b︸ ︷︷ ︸

Ḣ0

→ K, Ċ1(λ) = (
˙̂
C1(λ), Ċ1b(λ)) : Ĥ ⊕Hb︸ ︷︷ ︸

Ḣ1

→ K. (5.32)

(òóò K � äîïîìîæíèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið).

ßêùî N+ = N− (⇔ n+(T ) = n−(T )), òî H̃b = Hb, Ḣ0 = Ḣ1 =: Ḣ, äå Ḣ = Ĥ ⊕ Hb, i ãðàíè÷íèé

ïàðàìåòð τ̇ íàëåæèòü äî êëàñó R̃(Ḣ). ßêùî, êðiì òîãî,

τ̇ = {Ċ0, Ċ1} ∈ R̃0(Ḣ), (5.33)

òîáòî τ̇ ¹ ñàìîñïðÿæåíîþ ïàðîþ îïåðàòîðiâ

Ċ0 = (
˙̂
C0, Ċ0b) : Ĥ ⊕Hb → K, Ċ1 = (

˙̂
C1, Ċ1b) : Ĥ ⊕Hb → K, (5.34)

òî âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ̇ íàçèâà¹òüñÿ ñàìîñïðÿæåíèì.

Ëåìà 5.7. ßêùî τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.31), (5.32), òî ãîëîìîðôíà îïåðàòîðíà

ïàðà τ = τ(λ) = {C0(λ), C1(λ)} ç îïåðàòîð-ôóíêöiÿìè

C0(λ) =

(
IH 0

0 Ċ0(λ)

)
: H ⊕ Ḣ0 → H ⊕K, C1(λ) =

(
0 0

0 Ċ1(λ)

)
: H ⊕ Ḣ1 → H ⊕K, λ ∈ C+

(5.35)

¹ ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 4.1.

Ä îâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 2.19 äà¹ ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ. �
Íåõàé τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.31), (5.32). Äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ f(·) ∈ L2

∆(I) ðîçãëÿå-
íåìî ãðàíè÷íó çàäà÷ó

Jy′ −B(t)y = λ∆(t)y +∆(t)f(t), t ∈ I, (5.36)

Γ1ay = 0 (5.37)

(i
˙̂
C0(λ)− 1

2

˙̂
C1(λ))Γ̂ay + Ċ0b(λ)Γ̃0by − (i

˙̂
C0(λ) +

1
2

˙̂
C1(λ))Γ̂

′
by + Ċ1b(λ)Γ1by = 0, λ ∈ C+. (5.38)

Ðîçâ'ÿçîê y(·, ·) : I × C+ → H öi¹¨ çàäà÷è âèçíà÷à¹òüñÿ àíàëîãi÷íî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.1), (4.2).
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Teoðåìà 5.8. Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 5.5 T ∈ C̃(H) � ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ (5.18) i Ḣ0

òà Ḣ1 � ïðîñòîðè (5.23). ßêùî τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.31), (5.32), òî äëÿ êîæíîãî

f ∈ L2
∆(I) ãðàíè÷íà çàäà÷à (5.36) - (5.38) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê y(t, λ) = yf (t, λ) i ðiâíiñòü

R(λ)f̃ = π∆(yf (·, λ)), f̃ ∈ L2
∆(I), f ∈ f̃ , λ ∈ C+,

çàäà¹ óçàãàëüíåíó ðåçîëüâåíòó R(λ) =: Rτ̇ (λ) âiäíîøåííÿ T . Çâîðîòíî, äëÿ êîæíî¨ óçàãàëüíåíî¨

ðåçîëüâåíòè R(λ) iñíó¹ ¹äèíèé âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ̇ , òàêèé ùî R(λ) = Rτ̇ (λ).

ßêùî, êðiì òîãî, N+ = N−, òî Rτ̇ (λ) ¹ êàíîíè÷íîþ ðåçîëüâåíòîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè τ̇

¹ ñàìîñïðÿæåíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì (5.33), (5.34). Ó öüîìó âèïàäêó Rτ̇ (λ) = (T̃τ̇ − λ)−1, äå

T̃τ̇ =

{{ỹ, f̃} ∈ Tmax : Γ1ay = 0, (i
˙̂
C0 − 1

2

˙̂
C1)Γ̂ay + Ċ0bΓ0by − (i

˙̂
C0 +

1
2

˙̂
C1)Γ̂by + Ċ1bΓ1by = 0}. (5.39)

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé Π̇ = {Ḣ0⊕Ḣ1, Γ̇0, Γ̇1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ T ∗, ïîáóäîâàíà â òâåðäæåííi 5.5.

Òîäi äëÿ êîæíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ âèãëÿäó (5.31), (5.32) ãðàíè÷íà çàäà÷à (5.36)-

(5.38) åêâiâàëåíòíà ãðàíè÷íié çàäà÷i

{ỹ, λỹ + f̃} ∈ T ∗, f̃ ∈ H (5.40)

Ċ0(λ)Γ̇0{ỹ, λỹ + f̃} − Ċ1(λ)Γ̇1{ỹ, λỹ + f̃} = 0, λ ∈ C+ (5.41)

i çàñòîñóâàííÿ íàñëiäêó 2.45 äî òðiéêè Π̇ äà¹ ïîòðiáíi òâåðäæåííÿ.

Çàóâàæåííÿ 5.9. Íàäàëi áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç T̃τ̇ (∈ S̃elf(T )) òà Fτ̇ (·) âiäïîâiäíî ðîçøèðåí-
íÿ âiäíîøåííÿ T , ùî ïîðîäæó¹ óçàãàëüíåíó ðåçîëüâåííòó Rτ̇ (·), òà ñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ òîãî æ

âiäíîøåííÿ, ïîðîäæåíó ðîçøèðåííÿì T̃τ̇ . Çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.8 ãðàíè÷íà çàäà÷à (5.36) - (5.38) çà-

äà¹ ïàðàìåòðèçàöi¨ R(λ) = Rτ̇ (λ), T̃ = T̃τ̇ òà F (·) = Fτ̇ (·) âiäïîâiíî óñiõ óçàãàëüíåíèõ ðåçîëüâåíò

R(λ) âiäíîøåííÿ T , ðîçøèðåíü T̃ ∈ S̃elf(T ) òà ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié F (·) âiäíîøåííÿ T â òåðìiíàõ

âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ .

�

5.2.2. m-ôóíêöi¨

Òâåðäæåííÿ 5.10. Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 5.5 Ḣ0 òà Ḣ1 � ïðîñòîðè (5.23) òà τ̇ � âêî-

ðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.31), (5.32). Òîäi äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíà ïàðà îïåðàòîðíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ξτ̇ (·, λ) ∈ L2
∆[H,H] òà ξ̂τ̇ (·, λ) ∈ L2

∆[Ĥ,H] ñèñòåìè (3.5), ùî çàäîâiëüíÿþòü ãðàíè÷íèì

óìîâàì

Γ1aξτ̇ (λ) = −IH (5.42)[
(i
˙̂
C0(λ)− 1

2

˙̂
C1(λ))Γ̂a + Ċ0b(λ)Γ̃0b − (i

˙̂
C0(λ) +

1
2

˙̂
C1(λ))Γ̂

′
b + Ċ1b(λ)Γ1b

]
ξτ̇ (λ) = 0 (5.43)

Γ1aξ̂τ̇ (λ) = 0 (5.44)[
(i
˙̂
C0(λ)− 1

2

˙̂
C1(λ))Γ̂a + Ċ0b(λ)Γ̃0b − (i

˙̂
C0(λ) +

1
2

˙̂
C1(λ))Γ̂

′
b + Ċ1b(λ)Γ1b

]
ξ̂τ̇ (λ) =

˙̂
C0(λ) +

i
2

˙̂
C1(λ) (5.45)
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Ä îâåäåííÿ. Íåõàé Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120) îïåðàòîðà U , Γ0a � îïåðàòîð (3.121) i Γa

� îïåðàòîð (3.123). Òîäi ñóêóïíiñòü {H,Γa;Hb,Γb}, äå Hb çàäàíî â (3.130), ¹ ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì.

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî τ = τ(λ) = {C0(λ), C1(λ)} � ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.35). Òîäi âíàñëiäîê (5.32)

C0(λ) =

(
IH 0 0

0
˙̂
C0(λ) Ċ0b(λ)

)
: H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b → H ⊕K (5.46)

C1(λ) =

(
0 0 0

0
˙̂
C1(λ) Ċ1b(λ)

)
: H ⊕ Ĥ ⊕Hb → H ⊕K. (5.47)

Çãiäíî ç ëåìîþ 4.4 τ âiäïîâiäà¹ äåÿêié ïàði τ̃ = {Ca(λ), Cb(λ)} ∈ S(H,Hb) i çi ñïiââiäíîøåíü

(4.94)-(4.97) âèïëèâà¹, ùî

Ca(λ) =

(
0 0 −IH
0 i

˙̂
C0(λ)− 1

2

˙̂
C1(λ) 0

)
: H ⊕ Ĥ ⊕H → H ⊕K (5.48)

Cb(λ) =

(
0 0 0

Ċ0b(λ) −i ˙̂C0(λ)− 1
2

˙̂
C1(λ) Ċ1b(λ)

)
: H̃b ⊕ Ĥ ⊕Hb → H ⊕K. (5.49)

Íåõàé Yτ̃ (·, λ) ∈ L2
∆[H] � îïåðàòîðíèé ðîçâ'çîê ñèñòåìè (3.5), ùî âiäïîâiäà¹ ïàði τ̃ çãiäíî ç òåîðåìîþ

4.19. Òîäi áëî÷íå çîáðàæåííÿ

Yτ̃ (t, λ) = (ξτ̇ (t, λ), ξ̂τ̇ (t, λ), ω(t, λ)) : H ⊕ Ĥ ⊕H → H (5.50)

ïîðîäæó¹ îïåðàòîðíi ðîçâ'ÿçêè ξτ̇ (·, λ) ∈ L2
∆[H,H] òà ξ̂τ̇ (·, λ) ∈ L2

∆[Ĥ,H]. Ïîêàæåìî, ùî öi ðîçâ'ÿçêè

çàäîâiëüíÿþòü ãðàíè÷íèì óìîâàì (5.42)-(5.45). Ç (4.90) âèïëèâà¹, ùî

(Ca(λ)Γa + Cb(λ)Γb)Yτ̃ (λ) = −Ca(λ)J, (5.51)

i áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê ç îãëÿäó íà (5.48), (5.49) òà (3.123), (3.131) äà¹ ðiâíîñòi

Ca(λ)Γa + Cb(λ)Γb =

(
−Γ1a

(i
˙̂
C0(λ)− 1

2

˙̂
C1(λ))Γ̂a + Ċ0b(λ)Γ̃0b − (i

˙̂
C0(λ) +

1
2

˙̂
C1(λ))Γ̂

′
b + Ċ1b(λ)Γ1b

)

−Ca(λ)J =

(
IH 0 0

0
˙̂
C0(λ) +

i
2

˙̂
C1(λ) 0

)

Êîìáiíóþ÷è öi ðiâíîñòi ç (5.51) òà (5.50), îòðèìó¹ìî (5.42)-(5.45).

Ïðèïóñòèìî äàëi, ùî ξ̃τ̇ (·, λ), λ ∈ C+, � iíøèé îïðåàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.5), ùî íàëåæèòü

äî L2
∆[H,H] i çàäîâiëüíÿ¹ (5.42), (5.43). Òîäi äëÿ êîæíîãî h ∈ H òà λ ∈ C+ ôóíêöiÿ y = (ξτ̇ (t, λ) −

ξ̃τ̇ (t, λ))h ¹ ðîçâ'ÿçêîì îäíîðiäíî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (5.36), (5.38) (ç f = 0). Îñêiëüêè çà òåîðåìîþ 5.8

òàêà çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê y = 0, òî ξτ̇ (t, λ) = ξ̃τ̇ (t, λ) i, îòæå, iñíó¹ ëèøå ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

ξτ̇ (·, λ) ∈ L2
∆[H,H], ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.42), (5.43). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ξ̂τ̇ (·, λ) äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

�
Ïðèïóñòèìî, ùî çà óìîâ òâåðäæåííÿ 5.5 Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120) îïåðàòîðà U i Γ0a �

îïåðàòîð (3.121). Íåõàé τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð i ξτ̇ (·, λ) òà ξ̂τ̇ (·, λ) � âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè
ñèñòåìè (3.5), âèçíà÷åíi â òâåðäæåííi 5.10.
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Îçíà÷åííÿ 5.11. Îïåðàòîð-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) : C+ → [H0], âèçíà÷åíà ðiâíîñòþ

mτ̇ (λ) =

(
mτ̇1(λ) mτ̇2(λ)

mτ̇3(λ) mτ̇4(λ)

)
:=

(
Γ0aξτ̇ (λ) Γ0aξ̂τ̇ (λ)

Γ̂aξτ̇ (λ) Γ̂aξ̂τ̇ (λ) +
i
2
IĤ

)
: H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸

H0

→ H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

, λ ∈ C+, (5.52)

íàçèâà¹òüñÿ m-ôóíêöi¹þ ñèñòåìè (3.5) (ó âèïàäêó à1), ùî âiäïîâiäà¹ âêîðî÷åíîìó ãðàíè÷íîìó ïàðà-

ìåòðó τ̇ àáî, åêåâiâàëåíòíî, ãðàíè÷íié çàäà÷è (5.36)-(5.38).

Ó âèïàäêó n+(Tmin) = n−(Tmin) m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) íàçèâà¹òüñÿ êàíîíè÷íîþ, ÿêùî âêîðî÷åíèé

ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ̇ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ çàäàíîãî îïåðàòîðà U òà âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ m-ôóíêöiÿ

mτ̇ (·) âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî äåÿêî¨ ñàìîñïðÿæåíî¨ êîíñòàíòè. Òî÷íiøå êàæó÷è,

ñïðàâåäëèâèì ¹ íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 5.12. Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 5.5

Ũj =


u
(j)
7 u

(j)
8 u

(j)
9

u1 u2 u3

u4 u5 u6

 : H ⊕ Ĥ ⊕H → H ⊕ Ĥ ⊕H, j ∈ {1, 2} (5.53)

� äâà J- óíiòàðíèõ ðîçøèðåííÿ îïåðàòîðà U i Γ
(j)
0a � âiäïîâiäíi îïåðàòîðè (3.121). Ïðèïóñòèìî

òàêîæ, ùî τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð i

m
(j)
τ̇ (λ) =

(
m

(j)
τ̇1 (λ) m

(j)
τ̇2 (λ)

mτ̇3(λ) mτ̇4(λ)

)
=

(
Γ
(j)
0a ξτ̇ (λ) Γ

(j)
0a ξ̂τ̇ (λ)

Γ̂aξτ̇ (λ) Γ̂aξ̂τ̇ (λ) +
i
2
IĤ

)
: H ⊕ Ĥ → H ⊕ Ĥ, λ ∈ C+, j ∈ {1, 2}

� âiäïîâiäíi m-ôóíêöi¨. Òîäi

m
(2)
τ̇1 (λ) = m

(1)
τ̇1 (λ) +B, m

(2)
τ̇2 (λ) = m

(1)
τ̇2 (λ) λ ∈ C+

ç äåÿêèì îïåðàòîðîì B = B∗ ∈ [H].

Ä îâåäåííÿ. Çà äàïîìîãè ðiâíîñòi Ũ∗
j JŨj = J, j ∈ {1, 2}, íåâàæêî äîâåñòè iñíóâàííÿ îïåðàòîðà

B = B∗ ∈ [H], òàêîãî ùî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü Ũ2 = XŨ1 ç îïåðàòîðîì

X =


I 0 −B
0 I 0

0 0 I

 : H ⊕ Ĥ ⊕H → H ⊕ Ĥ ⊕H.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Γ
(2)
0a = Γ

(1)
0a −BΓ1a i ç îãëÿäó íà (5.42) òà (5.44)

m
(2)
τ̇ (λ) =

(
(Γ

(1)
0a −BΓ1a)ξτ̇ (λ) (Γ

(1)
0a −BΓ1a)ξ̂τ̇ (λ)

Γ̂aξτ̇ (λ) Γ̂aξ̂τ̇ (λ) +
i
2
IĤ

)
=

(
m

(1)
τ̇1 (λ) + B m

(1)
τ̇2 (λ)

m
(1)
τ̇3 (λ) m

(1)
τ̇4 (λ)

)
.

Çâiäñè âèïëèâà¹ ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ. �
Â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi íàâåäåíå âèùå îçíà÷åííÿm-ôóíêöi¨ ôîðìóëþ¹òüñÿ ó äåùî iíøèõ òåðìiíàõ.
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Òâåðäæåííÿ 5.13. Ïðèïóñòèìî, ùî çà óìîâ òâåðäæåííÿ 5.5 Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ

(3.120) îïåðàòîðà U , Γ0a � îïåðàòîð (3.121) i τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.31), (5.32).

Òîäi m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) ¹ ¹äèíîþ [H0]-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ, âèçíà÷åíîþ â C+ i òàêîþ, ùî äëÿ êîæíîãî

λ ∈ C+ îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê vτ̇ (·, λ) ñèñòåìè (3.5), çàäàíèé ðiâíîñòþ

vτ̇ (t, λ) = φU(t, λ)mτ̇ (λ)− χ(t, λ) (5.54)

ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi: (1) vτ̇ (·, λ) ∈ L2
∆[H0,H]; (2) êîìïîíåíòè ξτ̇ (·, λ) òà ξ̂τ̇ (·, λ) áëî÷íîãî

çîáðàæåííÿ

vτ̇ (t, λ) = (ξτ̇ (t, λ), ξ̂τ̇ (t, λ)) : H ⊕ Ĥ → H, λ ∈ C+ (5.55)

çàäîâiëüíÿþòü ãðàíè÷íèì óìîâàì (5.43) òà (5.45).

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé ξτ̇ (·, λ) òà ξ̂τ̇ (·, λ) � ðîçâ'çêè ñèñòåìè (3.5), âèçíà÷åíi â òâåðäæåííi 5.10, i

vτ̇ (·, λ) ∈ L2
∆[H0,H] � ðîçâ'ÿçîê òi¹¨ æ ñèñòåìè, çàäàíèé ðiâíiñòþ (5.55). Êðiì òîãî, íåõàé mτ̇ (·) �

m-ôóíêöiÿ (5.52). Òîäi âíàñëiäîê (5.42) òà (5.44) ìà¹ìî

Ũvτ̇ (a, λ) =


Γ0a

Γ̂a

Γ1a

 (ξτ̇ (λ), ξ̂τ̇ (λ)) =


mτ̇1(λ) mτ̇2(λ)

mτ̇3(λ) mτ̇4(λ)− i
2
IĤ

−IH 0

 : H ⊕ Ĥ → H ⊕ Ĥ ⊕H, λ ∈ C+,

(5.56)

i â ñèëó (5.6) òà (5.8)

Ũvτ̇ (a, λ) = (ŨφU(a, λ))mτ̇ (λ)− Ũχ(a, λ). (5.57)

Òîìó vτ̇ (·, λ) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ (5.54) i çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 5.10 âèêîíóþòüñÿ ãðàíè÷íi óìîâè

(5.43) òà (5.45). Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ mτ̇ (·) ìà¹ ïîòðiáíi âëàñòèâîñòi.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî

m(λ) =

(
m1(λ) m2(λ)

m3(λ) m4(λ)

)
: H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸

H0

→ H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

, λ ∈ C+

� îïåðàòîð-ôóíêöiÿ, òàêà ùî îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê v(t, λ) = φU(t, λ)m(λ) − χ(t, λ) cèñòåìè (3.5)

íàëåæèòü äî L2
∆[H0,H] i ìà¹ áëî÷íå çîáðàæåííÿ v(t, λ) = (ξ(t, λ), ξ̂(t, λ)), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.43) òà

(5.45). Òîäi ç îãëÿäó íà (5.6) òà (5.8)
Γ0a

Γ̂a

Γ1a

 (ξ(λ), ξ̂(λ)) = Ũv(a, λ) = (ŨφU(a, λ))m(λ)− Ũχ(a, λ) =


m1(λ) m2(λ)

m3(λ) m4(λ)− i
2
IĤ

−IH 0

 (5.58)

i, îòæå, Γ1aξ(λ) = −IH , Γ1aξ̂(λ) = 0. Òîìó çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 5.10 ξ(t, λ) = ξτ̇ (t, λ), ξ̂(t, λ) = ξ̂τ̇ (t, λ)

i âíàñëiäîê (5.58)

m(λ) =

(
Γ0aξτ̇ (λ) Γ0aξ̂τ̇ (λ)

Γ̂aξτ̇ (λ) Γ̂aξ̂τ̇ (λ) +
i
2
IĤ

)
= mτ̇ (λ), λ ∈ C+.
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Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî ¹äèíiñòü ôóíêöi¨ mτ̇ (λ), ùî çàäîâiëüíÿ¹ óìîâàì òâåðäæåííÿ. �
Â íàñòóïíié òåîðåìi âñòàíîâëþ¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìiæ õàðàêòåðèñòè÷íèìè ìàòðèöÿìè òà m-ôóíêöiÿìè

ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì.

Teoðåìà 5.14. Ïðèïóñòèìî, ùî çà óìîâ òâåðäæåííÿ 5.5 Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120)

îïåðàòîðà U i Γ0a �îïåðàòîð (3.121). Íåõàé Ḣ0 òà Ḣ1 � ïðîñòîðè (5.23), τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé

ïàðàìåòð (5.31), (5.32) i mτ̇ (·) � âiäïîâiäíà m-ôóíêöiÿ (5.52) ñèñòåìè (3.5). Êðiì òîãî, íåõàé τ =

{C0(λ), C1(λ)} � ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.35) i Ωτ (·) � õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ òi¹¨ æ ñèñòåìè,

ùî âiäïîâiäà¹ τ òà ðîçâ'ÿçêó YŨ(·, λ). Òîäi

Ωτ (λ) =


mτ̇1(λ) mτ̇2(λ) −1

2
IH

mτ̇3(λ) mτ̇4(λ) 0

−1
2
IH 0 0

 : H ⊕ Ĥ ⊕H → H ⊕ Ĥ ⊕H, λ ∈ C+. (5.59)

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé, ÿê i â äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 5.10, Hb � ïðîñòið (3.130), τ̃ = {Ca(λ), Cb(λ)} ∈
S(H,Hb) � îïåðàòîðíà ïàðà (5.48), (5.49) i Yτ̃ (·, λ) ∈ L2

∆[H] � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.5), ùî âiäïîâiäà¹

τ̃ çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.19. Òîäi ñïðàâåäëèâå çîáðàæåííÿ (5.50), â ÿêîìó ξτ̇ (·, λ) òà ξ̂τ̇ (·, λ) � ðîçâ'ÿçêè,
âèçíà÷åíi â òâåðäæåííi 5.10. Ïðèïóñòèìî, äàëi, ùî R(λ) � óçàãàëüíåíà ðåçîëüâåíòà âiäíîøåííÿ Tmin,

ïîðîäæåíà ãðàíè÷íîþ çàäà÷åþ (4.9), (4.10), i Ω(·) � õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ, ùî âiäïîâiäà¹ R(λ).
Òîäi, ÿê ïîêàçàíî â äîâåäåííi òåîðåìè 4.19, Ω(λ) = Ωτ (λ) i çãiäíî ç òi¹þ æ òåîðåìîþ ñïðàâåäëèâà

ðiâíiñòü (4.91). Êîìáiíóþ÷è öþ ðiâíiñòü ç (5.50) òà (5.56), îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

Ωτ (λ) =


mτ̇1(λ) mτ̇2(λ) Ω1(λ)

mτ̇3(λ) mτ̇4(λ) Ω2(λ)

−1
2
IH 0 Ω3(λ)

 : H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

⊕H → H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

⊕H, λ ∈ C+, (5.60)

ÿêó âíàñëiäîê (5.52) ìîæíà çàïèñàòè ÿê

Ωτ (λ) =

(
mτ̇ (λ) Ω̃1(λ)

−1
2
PH0,H Ω3(λ)

)
: H0 ⊕H → H0 ⊕H, λ ∈ C+. (5.61)

Ç iíøîãî áîêó, Ωτ (λ) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ (4.69) i çãiäíî ç (4.34) òà (4.66)-(4.68) îïåðàòîð-ôóíêöi¨

M+(λ), Ω0(λ), S1(λ) òà S2(λ) â (4.69) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

M+(λ) =

(
M11(λ) N1(λ)

N2(λ) M3+(λ)

)
: H ⊕ Ḣ0 → H ⊕ Ḣ1 (5.62)

Ω0(λ) =

(
m0(λ) −1

2
IH,H0

−1
2
PH0,H 0

)
: H0 ⊕H → H0 ⊕H (5.63)

S1(λ) =

(
N3(λ) M1+(λ)

−IH 0

)
: H ⊕ Ḣ0 → H0 ⊕H (5.64)

S2(λ) =

(
N4(λ) −IH
M2+(λ) 0

)
: H0 ⊕H → H ⊕ Ḣ1, (5.65)
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äå ïîêëàäåíî

m0(λ) =

(
M11(λ) M12(λ)

M21(λ) M22(λ)

)
: H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸

H0

→ H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

, λ ∈ C+ (5.66)

M1+(λ) =

(
M12(λ) M13(λ)

M22(λ)− i
2
IĤ M23(λ)

)
: Ĥ ⊕ H̃b︸ ︷︷ ︸

Ḣ0

→ H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

, λ ∈ C+ (5.67)

M2+(λ) =

(
M21(λ) M22(λ) +

i
2
IĤ

M31(λ) M32(λ)

)
: H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸

H0

→ Ĥ ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
Ḣ1

, λ ∈ C+ (5.68)

M3+(λ) =

(
M22(λ) M23(λ)

M32(λ) M33(λ)

)
: Ĥ ⊕ H̃b︸ ︷︷ ︸

Ḣ0

→ Ĥ ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
Ḣ1

, λ ∈ C+. (5.69)

Ç (5.62) òà (5.35) âèïëèâà¹, ùî

(C0(λ)− C1(λ)M+(λ))
−1 =

(
IH 0

−Ċ1(λ)N2(λ) Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M3+(λ)

)−1

=

=

(
IH 0

∗ (Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M3+(λ))
−1

)
,

(C0(λ)− C1(λ)M+(λ))
−1C1(λ) =

(
IH 0

∗ (Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M3+(λ))
−1

)(
0 0

0 Ċ1(λ)

)
=

=

(
0 0

0 (Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M3+(λ))
−1Ċ1(λ)

)
,

i áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê ç îãëÿäó íà (4.69) òà (5.63) - (5.65) äà¹

Ωτ (λ) =

=

(
m0(λ) +M1+(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M3+(λ))

−1Ċ1(λ)M2+(λ) −1
2
IH,H0

−1
2
PH0,H 0

)
: H0 ⊕H → H0 ⊕H. (5.70)

Ïîðiâíÿííÿ öi¹¨ ðiâíîñòi ç (5.61) äà¹ ðiâíiñòü

Ωτ (λ) =

(
mτ̇ (λ) −1

2
IH,H0

−1
2
PH0,H 0

)
: H0 ⊕H → H0 ⊕H, λ ∈ C+, (5.71)

ÿêà åêâiâàëåíòíà (5.59). �

Íàñëiäîê 5.15. m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) íàëåæèòü äî êëàñó R[H0] i ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

(Imλ)−1 · Immτ̇ (λ) ≥
∫
I
v∗τ̇ (t, λ)∆(t)vτ̇ (t, λ) dt, λ ∈ C+, (5.72)
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äå vτ̇ (·, λ) ∈ L2
∆[H0,H] � îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.5), çàäàíèé áëî÷íèì çîáðàæåííÿì (5.55),

â ÿêîìó ξτ̇ (·, λ) òà ξ̂τ̇ (·, λ) âèçíà÷åíi â òâåðäæåííi 5.10. ßêùî, êðiì òîãî, n+(Tmin) = n−(Tmin) i

mτ̇ (·) � êàíîíè÷íà m-ôóíêöiÿ, òî ñïðàâåäëèâà òîòîæíiñòü

mτ̇ (µ)−m∗
τ̇ (λ) = (µ− λ)

∫
I
v∗τ̇ (t, λ)∆(t)vτ̇ (t, µ) dt, µ, λ ∈ C+ (5.73)

i òîìó íåðiâíiñòü (5.72) ïåðåõîäèòü â ðiâíiñòü.

Ä îâåäåííÿ. Ïîòðiáíi òâåðäæåííÿ âèïëèâàþòü ç (5.71), (5.50) i òåîðåìè 4.19, (2). �
Ó íàñòóïíié òåîðåìi äà¹òüñÿ îïèñ óñiõ m-ôóíêöié ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì ó âèïàäêó à1 áåçïîñåðåäíüî

â òåðìiíàõ âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ .

Teoðåìà 5.16. Ïðèïóñòèìî, ùî çà óìîâ òâåðäæåííÿ 5.5 Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120)

îïåðàòîðà U i Γ0a � îïåðàòîð (3.121). Êðiì òîãî, íåõàé Ḣ0 òà Ḣ1 ⊂ Ḣ0 � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëü-

áåðòîâi ïðîñòîðè (5.23), M+(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (4.34)-(4.37) i m0(·), M1+(·), M2+(·) òà M3+(·)
� îïåðàòîð-ôóíêöi¨, çàäàíi ðiâíîñòÿìè (5.66)-(5.69). Òîäi:

(1) m0(·) ¹ m-ôóíêöi¹þ, ùî âiäïîâiäà¹ âêîðî÷åíîìó ãðàíè÷íîìó ïàðàìåòðó τ̇0 = {IḢ0
, 0Ḣ1,Ḣ0

}.
(2) äëÿ êîæíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ , çàäàíîãî ðiâíîñòÿìè (5.31) òà (5.32),

âiäïîâiäíà m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

mτ̇ (λ) = m0(λ) +M1+(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M3+(λ))
−1Ċ1(λ)M2+(λ), λ ∈ C+. (5.74)

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.31), (5.32) i τ = {C0(λ), C1(λ)} � ãðà-
íè÷íèé ïàðàìåòð (5.35). Òîäi õàðàêòåðè÷òè÷íà ìàòðèöÿ Ωτ (·) çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíîñòÿì (5.70) òà (5.71),

ç ÿêèõ âèïëèâà¹ (5.74). Òâåðäæåííÿ (1) ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì ôîðìóëè (5.74). �

5.2.3. Âèïàäîê ìàêñèìàëüíîãî iíäåêñà äåôåêòó

Íàäàëi â ìåæàõ öüîãî ïóíêòó ââàæà¹ìî, ùî ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ i êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿð-

íîþ.

Íåõàé âèêîíàíi ïðèïóùåííÿ (Ï1)-(Ï3) ïóíêòó 4.4.1.. Òîäi âíàñëiäîê ïðèïóùåííÿ (Ï3) ðiâíîñòi

(5.23) ïðèéìàþòü âèãëÿä

Ḣ0 = Ĥ ⊕H, Ḣ1 = Ĥ ⊕Hb. (5.75)

Íåõàé B(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (4.119) ç áëî÷íèì çîáðàæåííÿì (4.120). Ïîêëàäåìî

Ẇ (λ) =

(
ẇ1(λ) ẇ2(λ)

ẇ3(λ) ẇ4(λ)

)
: H0 ⊕H0 → Ḣ0 ⊕ Ḣ1, λ ∈ C+, (5.76)

äå

ẇ1(λ) =

(
−iB21(λ) −i(B22(λ)− IĤ)

B11(λ) B12(λ)

)
: H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸

H0

→ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
Ḣ0

(5.77)

ẇ2(λ) =

(
−iB23(λ)

1
2
(B22(λ) + IĤ)

B13(λ)
i
2
B12(λ)

)
: H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸

H0

→ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
Ḣ0

(5.78)
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ẇ3(λ) =

(
−1

2
B21(λ) −1

2
(B22(λ) + IĤ)

B31(λ) B32(λ)

)
: H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸

H0

→ Ĥ ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
Ḣ1

(5.79)

ẇ4(λ) =

(
−1

2
B23(λ) − i

4
(B22(λ)− IĤ)

B33(λ)
i
2
B32(λ)

)
: H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸

H0

→ Ĥ ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
Ḣ1

(5.80)

Î÷åâèäíî, ùî ðiâíîñòi (5.76)-(5.80) çàäàþòü ãîëîìîðôíó îïåðàòîð-ôóíêöiþ Ẇ (·) : C+ → [H0 ⊕
H0, Ḣ0 ⊕ Ḣ1].

ßêùî ñèñòåìà (3.5) ¹ êâàçiðåãóëÿðíîþ, òî Hb = H i îïåðàòîð Γb âèãëÿäó (4.112) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ

â îïåðàòîð (4.113). Ó öüîìó âèïàäêó Ḣ0 = Ḣ1 =: Ḣ, äå

Ḣ = Ĥ ⊕H,

B(λ) ïðèéìà¹ âèãëÿä (4.151) i

Ẇ (λ) =

(
ẇ1(λ) ẇ2(λ)

ẇ3(λ) ẇ4(λ)

)
: H0 ⊕H0 → Ḣ ⊕ Ḣ, λ ∈ C, (5.81)

äå ẇj(λ) âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè (5.77)-(5.80) ç Hb = H i Ḣ0 = Ḣ1 = Ḣ. ßñíî, ùî ðiâíiñòü (5.81) çàäà¹
öiëó [H0 ⊕H0, Ḣ ⊕ Ḣ]-çíà÷íó ôóíêöiþ Ẇ (·).

Òâåðäæåííÿ 5.17. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (Ï1) - (Ï3) ïóíêòó 4.4.1. M+(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ,

âèçíà÷åíà ðiâíîñòÿìè (4.117) òà (4.35) - (4.37), é m0(·), M1+(·), M2+(·) òà M3+(·) � îïåðàòîð-

ôóíêöi¨ (5.66) - (5.69). Òîäi äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ îïåðàòîð M1+(λ) ¹ îáîðîòíèì i îïåðàòîð-ôóíêöiÿ

Ẇ (·) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

Ẇ (λ) =

(
ẇ1(λ) ẇ2(λ)

ẇ3(λ) ẇ4(λ)

)
=

(
M−1

1+ (λ) M−1
1+ (λ)m0(λ)

−M3+(λ)M
−1
1+ (λ) M2+(λ)−M3+(λ)M

−1
1+ (λ)m0(λ)

)
, λ ∈ C+. (5.82)

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé W (λ) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ, çàäàíà ðiâíîñòÿìè (4.121) - (4.125). Òîäi

w1(λ) =

(
0 −IH

ẇ1(λ) w̃1(λ)

)
: H0 ⊕H → H ⊕ Ḣ0 (5.83)

w2(λ) =

(
1
2
PH0,H 0

ẇ2(λ)D w̃2(λ)

)
: H0 ⊕H → H ⊕ Ḣ0 (5.84)

w3(λ) =

(
−PH0,H 0

ẇ3(λ) w̃3(λ)

)
: H0 ⊕H → H ⊕ Ḣ1 (5.85)

w4(λ) =

(
0 −1

2
IH

ẇ4(λ)D w̃4(λ)

)
: H0 ⊕H → H ⊕ Ḣ1, (5.86)

äå

w̃1(λ) =

(
−iB23(λ)

B13(λ)

)
: H → Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸

Ḣ0

, w̃3(λ) =

(
−1

2
B23(λ)

B33(λ)

)
: H → Ĥ ⊕Hb︸ ︷︷ ︸

Ḣ1

(5.87)

D =

(
1
2
IH 0

0 IĤ

)
: H ⊕ Ĥ → H ⊕ Ĥ. (5.88)
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Íåõàé Ω0(·), S1(·) òà S2(·) � îïåðàòîð-ôóíêöi¨ (4.66), (4.118) òà (4.68). Ïðèïóñòèìî, ùî öi ôóíêöi¨

çîáðàæåíi ó âèãëÿäi (5.63) - (5.65), à îïåðàòîð-ôóíêöiÿ M+(·) � ó âèãëÿäi (5.62), äå

N2(λ) =

(
M21(λ)

M31(λ)

)
: H → Ĥ ⊕Hb, N3(λ) =

(
M11(λ)

M21(λ)

)
: H → H ⊕ Ĥ. (5.89)

Îñêiëüêè çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 4.22 îïåðàòîð S1(λ) ¹ îáîðîòíèì, òî âíàñëiäîê (5.64) îïåðàòîðM1+(λ)

òàêîæ ¹ îáðîòíèì i ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

S−1
1 (λ) =

(
0 −IH

M−1
1+ (λ) M−1

1+ (λ)N3(λ)

)
: H0 ⊕H → H ⊕ Ḣ0. (5.90)

Ç (4.126) òà (5.62), (5.90) âèïëèâà¹, ùî

w1(λ) = S−1
1 (λ) =

(
∗ ∗

M−1
1+ (λ) ∗

)
, w3(λ) = −M+(λ)S

−1
1 (λ) =

(
∗ ∗

−M3+(λ)M
−1
1+ (λ) ∗

)
.

Ïîðiâíÿííÿ öèõ ðiâíîñòåé ç (5.83) òà (5.85) äà¹

ẇ1(λ) =M−1
1+ (λ), ẇ3(λ) = −M3+(λ)M

−1
1+ (λ), λ ∈ C+. (5.91)

Äàëi, âíàñëiäîê (4.126) òà (5.62), (5.63), (5.65), (5.90) ìà¹ìî

w2(λ) = S−1
1 (λ)Ω0(λ) =

(
∗ ∗

M−1
1+ (λ)(m0(λ)− 1

2
N3(λ)PH0,H) ∗

)

w4(λ) = S2(λ)−M+(λ)S
−1
1 (λ)Ω0(λ) =

(
∗ ∗

M2+(λ)− 1
2
N2(λ)PH0,H −M3+(λ)M

−1
1+ (λ)m0(λ)D ∗

)
.

Çâiäñè òà ç (5.84), (5.86) âèïëèâà¹, ùî

ẇ2(λ) =M−1
1+ (λ)(m0(λ)− 1

2
N3(λ)PH0,H)D

−1

ẇ4(λ) = (M2+(λ)− 1
2
N2(λ)PH0,H)D

−1 −M3+(λ)M
−1
1+ (λ)m0(λ).

Ç îãëÿäó íà (5.89) òà (5.88) ìà¹ìî

(m0(λ)− 1
2
N3(λ)PH0,H)D

−1 =((
M11(λ) M12(λ)

M21(λ) M22(λ)

)
− 1

2

(
M11(λ)

M21(λ)

)
(IH , 0)

)(
2IH 0

0 IĤ

)
=

(
M11(λ) M12(λ)

M21(λ) M22(λ)

)
= m0(λ)

(M2+(λ)− 1
2
N2(λ)PH0,H)D

−1 =((
M21(λ) M22(λ) +

i
2
IĤ

M31(λ) M32(λ)

)
− 1

2

(
M21(λ)

M31(λ)

)
(IH , 0)

)(
2IH 0

0 IĤ

)
=

(
M21(λ) M22(λ) +

i
2
IĤ

M31(λ) M32(λ)

)
=M2+(λ).
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

ẇ2(λ) =M−1
1+ (λ)m0(λ), ẇ4(λ) =M2+(λ)−M3+(λ)M

−1
1+ (λ)m0(λ), λ ∈ C+, (5.92)

i ðiâíiñòü (5.82) ¹ íàñëiäêîì (5.91) òà (5.92). �

Òâåðäæåííÿ 5.18. Íåõàé âèêîíàíi ïðèïóùåííÿ (ÏÊ1) - (ÏÊ3) ïóíêòó 4.4.2.. Êðiì òîãî,

íåõàé Ẇ (·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (5.81) i φ(·, λ) ∈ L2
∆[H0,H] òà χ(·, λ) ∈ L2

∆[H0,H] � îïåðàòîðíi

ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.5) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (4.17) òà (5.8) âiäïîâiäíî. Òîäi äëÿ âñiõ λ, µ ∈ C
ñïðàâåäëèâi òîòîæíîñòi

−ẇ∗
1(λ)ẇ3(µ) + ẇ∗

3(λ)ẇ1(µ) = (µ− λ)

∫
I
φ∗(t, λ)∆(t)φ(t, µ) dt, (5.93)

−ẇ∗
2(λ)ẇ3(µ) + ẇ∗

4(λ)ẇ1(µ)− IH0 = (µ− λ)

∫
I
χ∗(t, λ)∆(t)φ(t, µ) dt, (5.94)

−ẇ∗
2(λ)ẇ4(µ) + ẇ∗

4(λ)ẇ2(µ) = (µ− λ)

∫
I
χ∗(t, λ)∆(t)χ(t, µ) dt. (5.95)

Öi òîòîæíîñòi îçíà÷àþòü, ùî

Ẇ ∗(λ)J̇Ẇ (µ)− J̇ = (µ− λ)

∫
I
Ẏ ∗(t, λ)∆(t)Ẏ (t, µ) dt, λ, µ ∈ C, (5.96)

äå J̇ =

(
0 −IḢ
IḢ 0

)
: Ḣ ⊕ Ḣ → Ḣ ⊕ Ḣ, Ẏ (t, λ) = (φ(t, λ), χ(t, λ)) : H0 ⊕H0 → H, λ ∈ C.

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé W (λ) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ, çàäàíà ðiâíîñòÿìè (4.152) òà (4.122)-(4.125). Äëÿ

äîâåäåííÿ (5.93)-(5.95) ñêîðèñòà¹ìîñÿ òîòîæíîñòÿìè (4.153)-(4.155), â ÿêèõ

Y1(t, λ) =
1
2
YŨ(t, λ)J = (1

2
ψ(t, λ), i

2
φ̂(t, λ),−1

2
φ0(t, λ)) : H ⊕ Ĥ ⊕H → H (5.97)

(òóò φ0, φ̂ òà ψ òi æ ñàìi, ùî i â (4.15)). Áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê ç îãëÿäó íà (5.83)-(5.86) äà¹

−w∗
1(λ)w3(µ) + w∗

3(λ)w1(µ) =

(
−ẇ∗

1(λ)ẇ3(µ) + ẇ∗
3(λ)ẇ1(µ) ∗

∗ ∗

)
(5.98)

−w∗
2(λ)w3(µ) + w∗

4(λ)w1(µ)− IH =

(
D(−ẇ∗

2(λ)ẇ3(µ) + ẇ∗
4(λ)ẇ1(µ)− IH0) ∗

∗ ∗

)
(5.99)

−w∗
2(λ)w4(µ) + w∗

4(λ)w2(µ) =

(
D(−ẇ∗

2(λ)ẇ4(µ) + ẇ∗
4(λ)ẇ2(µ))D ∗

∗ ∗

)
(5.100)

Ç iíøîãî áîêó, âíàñëiäîê (4.15) òà (5.97)

YŨ(t, λ) = (φ(t, λ), ψ(t, λ)) : H0 ⊕H → H, Y1(t, λ) = (χ(t, λ)D, −1
2
φ0(t, λ)) : H0 ⊕H → H, (5.101)
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çâiäêè âèïëèâàþòü ðiâíîñòi

(µ− λ)

∫
I
Y ∗
Ũ
(t, λ)∆(t)YŨ(t, µ) dt =

(µ− λ)
∫
I
φ∗(t, λ)∆(t)φ(t, µ) dt ∗

∗ ∗

 (5.102)

(µ− λ)

∫
I
Y ∗
1 (t, λ)∆(t)YŨ(t, µ) dt =

(µ− λ)D
∫
I
χ∗(t, λ)∆(t)φ(t, µ) dt ∗

∗ ∗

 (5.103)

(µ− λ)

∫
I
Y ∗
1 (t, λ)∆(t)Y1(t, µ) dt =

(µ− λ)D

(∫
I
χ∗(t, λ)∆(t)χ(t, µ) dt

)
D ∗

∗ ∗

 (5.104)

Ïîðiâíþþ÷è òåïåð (5.98)-(5.100) òà (5.102)-(5.104) ç (4.153)-(4.155), îòðèìó¹ìî ïîòðiáíi òîòîæíîñòi

(5.93)-(5.95). �

Òâåðäæåííÿ 5.19. Íåõàé âèêîíàíi ïðèïóùåííÿ (ÏÊ1) - (ÏÊ3) ïóíêòó 4.4.2. ç îïåðàòîðîì Γb,

çàäàíèì ðiâíiñòþ (4.159) (ó öüîìó âèïàäêó îïåðàòîð-ôóíêöiÿ B(·) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ (4.160)).

Êðiì òîãî, íåõàé Ẇ (·) � âiäïîâiäíà îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (5.81) i φ1(·, λ) ∈ L2
∆[Ḣ,H] òà φ2(·, λ) ∈

L2
∆[Ḣ,H] � îïåðàòîðíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.5) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

Ũφ1(a, λ) =


0 0

IĤ 0

0 −IH

 : Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
Ḣ

→ H ⊕ Ĥ ⊕H, Ũφ2(a, λ) =


0 IH

i
2
IĤ 0

0 0

 : Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
Ḣ

→ H ⊕ Ĥ ⊕H

Òîäiö äëÿ âñiõ λ ∈ C ñïðàâåäëèâi çîáðàæåííÿ

ẇ1(λ) = Ċ1 − λ

∫
I
φ∗
1(t, 0)∆(t)φ(t, λ) dt, ẇ2(λ) = Ċ2 − λ

∫
I
φ∗
1(t, 0)∆(t)χ(t, λ) dt (5.105)

ẇ3(λ) = −Ċ2 − λ

∫
I
φ∗
2(t, 0)∆(t)φ(t, λ) dt, ẇ4(λ) = Ċ1 − λ

∫
I
φ∗
2(t, 0)∆(t)χ(t, λ) dt (5.106)

ç îïåðàòîðàìè Ċ1, Ċ2 ∈ [H0, Ḣ], çàäàíèìè ðiâíîñòÿìè

Ċ1 =

(
0 0

IH 0

)
: H ⊕ Ĥ → Ĥ ⊕H, Ċ2 =

(
0 IĤ

0 0

)
: H ⊕ Ĥ → Ĥ ⊕H.

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé Y2(·, λ) òà Y3(·, λ) � îïåðàòîðíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.5) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè
(4.158) i Cj � îïåðàòîðè (4.163), (4.164). Òîäi

Y2(t, λ) = (0, φ1(t, λ)) : H ⊕ Ḣ → H, Y3(t, λ) = (0, φ2(t, λ)) : H ⊕ Ḣ → H

C1 =

(
∗ ∗
Ċ1 ∗

)
: H0 ⊕H → H ⊕ Ḣ, C2 =

(
∗ ∗

Ċ2D ∗

)
: H0 ⊕H → H ⊕ Ḣ

C3 =

(
∗ ∗

−Ċ2 ∗

)
: H0 ⊕H → H ⊕ Ḣ, C4 =

(
∗ ∗

Ċ1D ∗

)
: H0 ⊕H → H ⊕ Ḣ,



145

äåD � îïåðàòîð (5.88). Êðiì òîãî, YŨ(t, λ) òà Y1(t, λ) ìàþòü áëî÷íi çîáðàæåííÿ (5.101). Òîìó âíàñëiäîê

(4.161) òà (4.162) ìà¹ìî

w1(λ) =

 ∗ ∗
Ċ1 − λ

∫
I
φ∗
1(t, 0)∆(t)φ(t, λ) dt ∗

 , w2(λ) =

 ∗ ∗
(Ċ2 − λ

∫
I
φ∗
1(t, 0)∆(t)χ(t, λ) dt)D ∗


w3(λ) =

 ∗ ∗
−Ċ2 − λ

∫
I
φ∗
2(t, 0)∆(t)φ(t, λ) dt ∗

 , w4(λ) =

 ∗ ∗
(Ċ1 − λ

∫
I
φ∗
2(t, 0)∆(t)χ(t, λ) dt)D ∗


Ïîðiâíþþ÷è öi ðiâíîñòi ç (5.83)-(5.86), îòðèìó¹ìî (5.105) òà (5.106). �
Â íàñòóïíié òåîðåìi äà¹òüñÿ ïàðàìåòðèçàöiÿ âñiõ m-ôóíêöié âèçíà÷åíèõ ñèñòåì ó âèïàäêó ìàêñè-

ìàëüíîãî iíäåêñó äåôåêòó n+(Tmin) = n.

Teoðåìà 5.20. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (Ï1) òà (Ï3) ïóíêòó 4.4.1. U - îïåðàòîð (5.1), ùî çàäî-

âiëüíÿ¹ (5.2)-(5.4), Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120) îïåðàòîðà U i Γ0a � îïåðàòîð (3.121). Ïðè-

ïóñòèìî òàêîæ, ùî Ḣ0 òà Ḣ1 ⊂ H0 � ïðîñòîðè (5.75), B(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (4.120) òà Ẇ (·) �
îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (5.76)-(5.80). Òîäi äëÿ êîæíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ ∈ R̃(Ḣ0, Ḣ1),

çàäàíîãî ðiâíîñòÿìè (5.31) òà (5.32), âiäïîâiäíà m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

mτ̇ (λ) = (Ċ0(λ)ẇ1(λ) + Ċ1(λ)ẇ3(λ))
−1(Ċ0(λ)ẇ2(λ) + Ċ1(λ)ẇ4(λ)), λ ∈ C+. (5.107)

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.31), τ = {C0(λ), C1(λ)} � ãðàíè÷íèé

ïàðàìåòð (5.35) i Ωτ (·) � âiäïîâiäíà õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ. Êðiì òîãî, íåõàé W (λ) � îïåðàòîð-

ôóíêöiÿ (4.121)-(4.125). Òîäi ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi (5.83)-(5.86) i áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê äà¹

C0(λ)w1(λ) + C1(λ)w3(λ) =

(
0 −IH

Ċ0(λ)ẇ1(λ) + Ċ1(λ)ẇ3(λ) Ċ0(λ)w̃1(λ) + Ċ1(λ)w̃3(λ)

)

C0(λ)w2(λ) + C1(λ)w4(λ) =

(
1
2
PH0,H 0

(Ċ0(λ)ẇ2(λ) + Ċ1(λ)ẇ4(λ))D Ċ0(λ)w̃2(λ) + Ċ1(λ)w̃4(λ)

)
.

Òîìó

(C0(λ)w1(λ) + C1(λ)w3(λ))
−1 =

=

(
(Ċ0(λ)ẇ1(λ) + Ċ1(λ)ẇ3(λ))

−1(Ċ0(λ)w̃1(λ) + Ċ1(λ)w̃3(λ)) (Ċ0(λ)ẇ1(λ) + Ċ1(λ)ẇ3(λ))
−1

−IH 0

)

i âíàñëiäîê (4.169)

Ωτ (λ) = (C0(λ)w1(λ) + C1(λ)w3(λ))
−1(C0(λ)w2(λ) + C1(λ)w4(λ)) =

(
Ωτ,1(λ) ∗

∗ ∗

)
,

äå

Ωτ,1(λ) = (Ċ0(λ)ẇ1(λ) + Ċ1(λ)ẇ3(λ))
−1×

× [1
2
(Ċ0(λ)w̃1(λ) + Ċ1(λ)w̃3(λ))PH0,H + (Ċ0(λ)ẇ2(λ) + Ċ1(λ)ẇ4(λ))D] =

= (Ċ0(λ)ẇ1(λ) + Ċ1(λ)ẇ3(λ))
−1(Ċ0(λ)(

1
2
w̃1(λ)PH0,H + ẇ2(λ)D) + Ċ1(λ)(

1
2
w̃3(λ)PH0,H + ẇ4(λ)D)).
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Êðiì òîãî, ç îãëÿäó íà (5.87) òà (5.88) ìà¹ìî

1
2
w̃1(λ)PH0,H + ẇ2(λ)D =

1

2

(
−iB23(λ)

B13(λ)

)
(IH , 0) +

(
−iB23(λ)

1
2
(B22(λ) + IĤ)

B13(λ)
i
2
B12(λ)

)(
1
2
IH 0

0 IĤ

)
=

(
− i

2
B23(λ) 0

1
2
B13(λ) 0

)
+

(
− i

2
B23(λ)

1
2
(B22(λ) + IĤ)

1
2
B13(λ)

i
2
B12(λ)

)
=

(
−iB23(λ)

1
2
(B22(λ) + IĤ)

B13(λ)
i
2
B12(λ)

)
= ẇ2(λ)

1
2
w̃3(λ)PH0,H + ẇ4(λ)D = 1

2

(
−1

2
B23(λ)

B33(λ)

)
(IH , 0) +

(
−1

2
B23(λ) − i

4
(B22(λ)− IĤ)

B33(λ)
i
2
B32(λ)

)(
1
2
IH 0

0 IĤ

)
=

(
−1

4
B23(λ) 0

1
2
B33(λ) 0

)
+

(
−1

4
B23(λ) − i

4
(B22(λ)− IĤ)

1
2
B33(λ)

i
2
B32(λ)

)
=

(
−1

2
B23(λ) − i

4
(B22(λ)− IĤ)

B33(λ)
i
2
B32(λ)

)
= ẇ4(λ)

i, îòæå,

Ωτ,1(λ) = (Ċ0(λ)ẇ1(λ) + Ċ1(λ)ẇ3(λ))
−1(Ċ0(λ)ẇ2(λ) + Ċ1(λ)ẇ4(λ)).

Òàêèì ÷èíîì,

Ωτ (λ) =

(
(Ċ0(λ)ẇ1(λ) + Ċ1(λ)ẇ3(λ))

−1(Ċ0(λ)ẇ2(λ) + Ċ1(λ)ẇ4(λ)) ∗
∗ ∗

)

i ïîðiâíÿííÿ öi¹i ðiâíîñòi ç (5.71) äà¹ (5.107). �

5.3. m-ôóíêöi¨ ó âèïàäêó à2

5.3.1. Óçàãàëüíåíi ðåçîëüâåíòè âiäíîøåííÿ T

Òâåðäæåííÿ 5.21. Ïðèïóñòèìî, ùî:

1) êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ñèñòåìè (3.5) i δ = −1, N+ − N− ≥ ν̂ (òîáòî ìà¹ ìiñöå

âèïàäîê à2);

2) U � îïåðàòîð (5.1), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.2)-(5.4), i Γ̂a òà Γ1a � îïåðàòîðè (3.122);

3) {H̃b,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ òèïó 2 (3.138);

4) ñèñòåìà ¹ U-âèçíà÷åíîþ.

Òîäi:

(1) Ðiâíiñòü (5.16) çàäi¹ ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ T ∈ ExtTmin
i ñïðÿæåíå äî T âiäíîøåííÿ T ∗

ìà¹ âèãëÿä

T ∗(= T∗) = {{π∆y, π∆f} : {y, f} ∈ Tmax, Γ1ay = 0}. (5.108)

(2) Äëÿ êîæíî¨ ïàðè {ỹ, f̃} ∈ T ∗ iñíó¹ ¹äèíå y ∈ dom Tmax, òàêå ùî Γ1ay = 0, π∆y = ỹ i

{y, f} ∈ Tmax äëÿ êîæíîãî f ∈ f̃ .

(3) Ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè

Ḣ0 := Ĥ ⊕ H̃b (5.109)



147

òà Hb ñóìiñíî ç îïåðàòîðàìè Γ̇0 : T
∗ → Ḣ0 òà Γ̇1 : T

∗ → Hb, âèçíà÷åíèìè ðiâíîñòÿìè

Γ̇0{ỹ, f̃} = (−iΓ̂ay)⊕ Γ̃0by (∈ Ĥ ⊕ H̃b), Γ̇1{ỹ, f̃} = −Γ1by (∈ Hb), {ỹ, f̃} ∈ T ∗, (5.110)

óòâîðþþòü ãðàíè÷íó òðiéêó Π̇ = {Ḣ0 ⊕ Hb, Γ̇0, Γ̇1} äëÿ T ∗. Â ôîðìóëi (5.110) y ∈ dom Tmax îäíî-

çíà÷íî âèçíà÷¹òüñÿ ïàðîþ {ỹ, f̃} çãiäíî ç òâåðäæåííÿì (2).

Ä îâåäåííÿ. (1) Íåõàé Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120) îïåðàòîðà U i Γ0a � îïåðàòîð (3.121).

Êðiì òîãî, íåõàé Hj � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè (3.139), Γ′
j, j ∈ {0, 1}, � îïåðàòîðè (3.140), (3.141) i

{H0 ⊕H1,Γ} � ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà ïàðà (3.147) äëÿ Tmax. Òîäi âíàñëiäîê (3.33)

K′′
Γ = {Γ0ay ⊕ (−Γ1by) : y ∈ N òà Γ1ay = 0, Γ̂ay = 0, Γ̃0by = 0} (5.111)

i ç U -âèçíà÷åíîñòi ñèñòåìè âèïëèâà¹, ùî K′′
Γ = {0}. Êðiì òîãî, ïðîñòîðè H0 òà H1 ìîæíà çîáðàçèòè

ó âèãëÿäi (2.192) ç Ĥ = H Ḣ1 = Hb. Òîìó çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.67, (1) ðiâíîñòi

T = {{π∆y, π∆f} : {y, f} ∈ Tmax òà Γ1ay = 0, Γ̂ay = 0, Γ̃0by = Γ1by = 0 } (5.112)

òà (5.108) çàäàþòü ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ T ∈ ExtTmin
i ñïðÿæåíå äî íüîãî âiäíîøåííÿ T ∗. Äàëi, ç

òîòîæíîñòi (3.60) òà ñþð'¹êòèâíîñòi îïåðàòîðà Γb âèïëèâà¹, ùî D0b = {y ∈ dom Tmax : Γ̃0by = Γ1by =

0}. Òîìó ðiâíiñòü (5.112) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi (5.16).
(2) ßêùî {ỹ, f̃} ∈ T ∗, òî iñíó¹ ïàðà {y, f} ∈ Tmax, òàêà ùî π∆y = ỹ, π∆f = f̃ i Γ1ay = 0. Òîìó y

ìà¹ ïîòðiáíi âëàñòèâîñòi. Äëÿ äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi òàêîãî y ïðèïóñòèìî, ùî y1 ∈ dom Tmax, Γ1ay1 =

0, π∆y1 = ỹ i {y1, f1} ∈ Tmax ç äåÿêèì f1 ∈ f̃ . Òîäi π̃∆{y1, f1} = {ỹ, f̃} i, îòæå, π̃∆{y1 − y, f1 − f} = 0.

Òîìó âíàñëiäîê (3.33) y1 − y ∈ N . Êðiì òîãî, Γ1a(y − y1) = 0, çâiäêè ç îãëÿäó íà ïðèïóùåííÿ 4)

âèïëèâà¹ ðiâíiñòü y1 = y.

(3) Çàñòîñóâàííÿ òâåðäæåííÿ 2.67, (2) äî ðîçäiëåíîþ ãðàíè÷íî¨ ïàðè {H0 ⊕H1,Γ} äà¹ ãðàíè÷íó
ïàðó {Ḣ0 ⊕Hb, Γ̇} äëÿ T ∗ ç âiäíîøåííÿì Γ̇ : H2 → Ḣ0 ⊕Hb, çàäàíèì ðiâíiñòþ

Γ̇ =

{{(
π∆y

π∆f

)
,

(
(−iΓ̂ay)⊕ Γ̃0by

−Γ1by

)}
: {y, f} ∈ Tmax òà Γ1ay = 0

}
.

Î÷åâèäíî, ùî âiäíîøåííÿ Γ̇0 = PḢ0⊕{0}Γ̇ � T ∗ òà Γ̇1 = P{0}⊕Hb
Γ̇ � T ∗ ìàþòü âèãëÿä

Γ̇0 =

{{(
π∆y

π∆f

)
, (−iΓ̂ay)⊕ Γ̃0by

}
: {y, f} ∈ Tmax òà Γ1ay = 0

}
Γ̇1 =

{{(
π∆y

π∆f

)
,−Γ1by

}
: {y, f} ∈ Tmax òà Γ1ay = 0

}
i âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ (2) öi âiäíîøåííÿ ¹ îïåðàòîðàìè (5.110). Òîìó çãiäíî ç íàñëiäêîì 2.63 ñïðà-

âåäëèâèì ¹ òâåðäæåííÿ (3). �

Îçíà÷åííÿ 5.22. Çà ïðèïóùåíü òâåðäæåííÿ 5.21 âêîðî÷åíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì äëÿ ñè-

ñòåìè (3.5) íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðíà ïàðà

τ̇ = τ̇(λ) = {Ċ0(λ), Ċ1(λ)} ∈ R̃(H̃b,Hb), λ ∈ C+, (5.113)

ç ãîëîìîðôíèìè îïåðàòîð-ôóíêöiÿìè Ċ0(·) : C+ → [H̃b,K] òà Ċ1(·) : C+ → [Hb,K] (òóò K � äîïîìîæ-

íèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið).
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Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî äëÿ êîæíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ âèãëÿäó (5.113) ðiâ-

íîñòi

C̃0(λ) =

(
IĤ 0

0 Ċ0(λ)

)
: Ĥ ⊕ H̃b︸ ︷︷ ︸

Ḣ0

→ Ĥ ⊕K, C̃1(λ) =

(
0

Ċ1(λ)

)
: Hb → Ĥ ⊕K, l ∈ C+ (5.114)

êîðåêòíî çàäàþòü ãîëîìîðôíó îïåðàòîðíó ïàðó τ̃ = τ̃(λ) = {C̃0(λ), C̃1(λ)} ∈ R̃(Ḣ0,Hb).

Íåõàé τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.113). Äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ f(·) ∈ L2
∆(I) ðîçãëÿíåìî

ãðàíè÷íó çàäà÷ó

Jy′ −B(t)y = λ∆(t)y +∆(t)f(t), t ∈ I, (5.115)

Γ1ay = 0, Γ̂ay = 0 (5.116)

Ċ0(λ)Γ̃0by + Ċ1(λ)Γ1by = 0 λ ∈ C+. (5.117)

Teoðåìà 5.23. Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 5.21 τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.113).

Òîäi äëÿ êîæíîãî f ∈ L2
∆(I) ãðàíè÷íà çàäà÷à (5.115)-(5.117) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê y(t, λ) = yf (t, λ) i

ðiâíiñòü (4.3) çàäà¹ óçàãàëüíåíó ðåçîëüâåíòó R(λ) =: Rτ̇ (λ) âiäíîøåííÿ T .

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé Π̇ = {Ḣ0 ⊕ Hb, Γ̇0, Γ̇1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ T ∗, ïîáóäîâàíà â òâåðäæåííi

5.21, i τ̃ = {C̃0(λ), C̃1(λ)} ∈ R̃(Ḣ0,Hb) � îïåðàòîðíà ïàðà (5.114). Òîäi ãðàíè÷íà çàäà÷à (5.115)-

(5.117) åêâiâàëåíòíà ãðàíè÷íié çàäà÷i

{ỹ, λỹ + f̃} ∈ T ∗, f̃ ∈ H (5.118)

C̃0(λ)Γ̇0{ỹ, λỹ + f̃} − C̃1(λ)Γ̇1{ỹ, λỹ + f̃} = 0, λ ∈ C+ (5.119)

i ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 2.45, çàñòîñîâàíîãî äî òðiéêè Π̇. �

5.3.2. L2
∆-ðîçâ'ÿçêè ãðàíè÷íèõ çàäà÷

Òâåðäæåííÿ 5.24. Íåõàé âèêîíàíî óìîâè òâåðäæåííÿ 5.21. Òîäi:

(1) Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C \ R iñíó¹ ¹äèíèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ξ0(·, λ) ∈ L2
∆[H,H] ñèñòåìè

(3.5), ùî çàäîâiëüíÿ¹ ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1aξ0(λ) = −IH , λ ∈ C \ R (5.120)

Γ̂aξ0(λ) = 0, Γ̃0bξ0(λ) = 0, λ ∈ C+; PH̃b,Hb
Γ̃0bξ0(λ) = 0, λ ∈ C−. (5.121)

(2) Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ξ̂0(·, λ) ∈ L2
∆[Ĥ,H] ñèñòåìè (3.5),

ùî çàäîâiëüíÿ¹ ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1aξ̂0(λ) = 0, Γ̂aξ̂0(λ) = iIĤ , Γ̃0bξ̂0(λ) = 0, λ ∈ C+. (5.122)

(3) Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ (λ ∈ C−) iñíó¹ ¹äèíèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê u+(·, λ) ∈ L2
∆[H̃b,H] (âiäï.

u−(·, λ) ∈ L2
∆[Hb,H]) ñèñòåìè (3.5), ùî çàäîâiëüíÿ¹ ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1au±(λ) = 0, λ ∈ C± (5.123)

Γ̂au+(λ) = 0, Γ̃0bu+(λ) = IH̃b
, λ ∈ C+; PH̃b,Hb

Γ0bu−(λ) = IHb
, λ ∈ C−. (5.124)
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Ä îâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120) îïåðàòîðà U i Γ0a � îïåðàòîð

(3.121). Êðiì òîãî, íåõàé H0 òà H1 ⊂ H0 � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè (3.139), Γ′
0 òà Γ′

1 �

îïåðàòîðè (3.140) òà (3.141), {H0 ⊕H1,Γ} � ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà ïàðà (3.147) äëÿ Tmax i Γ0 : H
2 → H0

� ëiíiéíå âiäíîøåííÿ (2.159), ùî âiäïîâiäà¹ Γ. Î÷åâèäíî, ùî âiäíîøåííÿ Γ0 äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

Γ0 = {{π̃∆{y, f},Γ′
0y} : {y, f} ∈ Tmax}. (5.125)

Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî

Γ0 � N̂λ(Tmin) = {{π̃∆{y, λy},Γ′
0y} : y ∈ Nλ}, λ ∈ C \ R. (5.126)

Îñêiëüêè π∆Nλ = Nλ(Tmin), òî ç (5.125) âèïëèâà¹, ùî {π̃∆{y, λy},Γ′
0y} ∈ Γ0 � N̂λ(Tmin) äëÿ êîæíîãî

y ∈ Nλ. Çâîðîòíî, íåõàé {{ỹ, λỹ}, h̃} ∈ Γ0 � N̂λ(Tmin) ç äåÿêèìè ỹ ∈ Nλ(Tmin) òà h̃ ∈ H0. Òîäi çãiäíî ç

(5.125) iñíó¹ ïàðà {y, f} ∈ Tmax, òàêà ùî π∆y = ỹ, π∆f = λỹ i Γ′
0y = h̃. Òîìó π∆(f − λy) = 0 i, îòæå,

∆(t)f(t) = ∆(t)(λy(t)) ì.â. íà I. Òàêèì ÷èíîì, Jy′(t) − B(t)y(t) = ∆(t)f(t) = λ∆(t)y(t) (ì.â. íà I),
òàê ùî y ∈ Nλ. Òîìó {{ỹ, λỹ}, h̃} = {π̃∆{y, λy},Γ′

0y} ç äåÿêèì y ∈ Nλ, ùî äà¹ (5.126).

Â ïðîöåñi äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 5.21 áóëî îòðèìàíî ðiâíiñòü K′′
Γ = {0}. Òîìó ç íàñëiäêó 2.62,

(1) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+

ker Γ0 � N̂λ(Tmin) = {0}, ran Γ0 � N̂λ(Tmin) = H ⊕Hb. (5.127)

ßêùî y ∈ Nλ i Γ′
0y = 0, òî â ñèëó (5.126) i ïåðøî¨ ðiâíîñòi â (5.127) π∆y = 0. Òîìó y ∈ N i

âíàñëiäîê (3.140) Γ1ay = 0. Çâiäñè ç îãëÿäó íà ïðèïóùåííÿ 4) òâåðäæåííÿ 5.21 âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

y = 0 i, îòæå, ker Γ′
0 � Nλ = {0}. Êðiì òîãî, âíàñëiäîê (5.126) i äðóãî¨ ðiâíîñòi â (5.127) ìà¹ìî

Γ′
0Nλ = H0. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ îïåðàòîð Γ′

0 � Nλ içîìîðôíî âiäîáðàæà¹ Nλ íà

H0. Àíàëîãi÷íî ç âèêîðèñòàííÿì òåîðåìè 2.61, (4) äîâîäèòüñÿ, ùî äëÿ êîæíîãî λ ∈ C− îïåðàòîð

P1Γ
′
0 � Nλ içîìîðôíî âiäîáðàæà¹Nλ íàH1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ðiâíîñòi Z+(λ) = (Γ′

0 � Nλ)
−1, λ ∈ C+,

òà Z−(λ) = (P1Γ
′
0 � Nλ)

−1, λ ∈ C−, çàäàþòü içîìîðôiçìè Z+(λ) : H0 → Nλ òà Z−(λ) : H1 → Nλ, òàêi

ùî

Γ′
0Z+(λ) = IH0 , λ ∈ C+; P1Γ

′
0Z−(λ) = IH1 , λ ∈ C−. (5.128)

Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîðè Z±(λ) ìàþòü áëî÷íi çîáðàæåííÿ

Z+(λ) = (ξ0(λ), ξ̂0(λ), u+(λ)) : H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b → Nλ, λ ∈ C+ (5.129)

Z−(λ) = (ξ0(λ), u−(λ)) : H ⊕Hb → Nλ, λ ∈ C− (5.130)

é íåõàé ξ0(·, λ) ∈ L2
∆[H,H], ξ̂0(·, λ) ∈ L2

∆[Ĥ,H], u+(·, λ) ∈ L2
∆[H̃b,H] òà u−(·, λ) ∈ L2

∆[Hb,H] � îïàðà-

òîðíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.5), ïîðîäæåíi çãiäíî ç ëåìîþ 3.4 îïåðàòîðàìè ξ0(λ), ξ̂0(λ), u+(λ) òà u−(λ)

âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè âíàñëiäîê (3.140)

Γ′
0 = (−Γ1a, −iΓ̂a, Γ̃0b)

⊤ : dom Tmax → H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b (5.131)

P1Γ
′
0 = (−Γ1a, PH̃b,Hb

Γ̃0b)
⊤ : dom Tmax → H ⊕Hb., (5.132)
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òî ðiâíîñòi (5.128) ìîæíà çîáðàçèòè ÿê
−Γ1a

−iΓ̂a

Γ̃0b

 (ξ0(λ), ξ̂0(λ), u+(λ)) =


IH 0 0

0 IĤ 0

0 0 IH̃b

 , λ ∈ C+

(
−Γ1a

PH̃b,Hb
Γ̃0b

)
(ξ0(λ), u−(λ)) =

(
IH 0

0 IHb

)
, λ ∈ C−.

Çâiäñè âèïëèâàþòü ðiâíîñòi (5.120)�(5.124).

�äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ξ0(·, λ), ξ̂0(·, λ) òà u±(·, λ) ¹ íàñëiäêîì îáîðîòíîñòi îïåðàòîðiâ Γ′
0 � Nλ, λ ∈

C+, òà P1Γ
′
0 � Nλ, λ ∈ C− (äèâ. äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 4.9). �

Òâåðäæåííÿ 5.25. Íåõàé çà ïðèïóùåíü òâåðäæåííÿ 5.21 Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120)

îïåðàòîðà U , Γ0a � îïåðàòîð (3.121) i {H0 ⊕H1,Γ} � ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà ïàðà äëÿ Tmax, âèçíà÷åíà

ðiâíîñòÿìè (3.139)�(3.141) òà (3.147). Êðiì òîãî, íåõàé ξ0(·, λ), ξ̂0(·, λ) òà u±(·, λ) � îïåðàòîðíi

ðîçâ'ÿçêè, âèçíà÷åíi â òâåðäæåííi 5.24, i Z+(·, λ) ∈ L2
∆[H0,H], λ ∈ C+, � îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê

ñèñòåìè (3.5), çàäàíèé áëî÷íèì çîáðàæåííÿì (4.31). Òîäi:

(1) γ-ïîëå γ+(·) ïàðè {H0 ⊕H1,Γ} äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

γ+(λ) = π∆Z+(λ), λ ∈ C+. (5.133)

(2) Ôóíêöiÿ Âåéëÿ M+(·) ïàðè {H0 ⊕ H1,Γ} ¹ ãîëîìîðôíîþ îïåðàòîð-ôóíêöi¹þ M+(·) : C+ →
[H0,H1] ç áëî÷íèì çîáðàæåííÿì

M+(λ) =

(
m0(λ) N0(λ) M2(λ)

M3(λ) N2(λ) M4(λ)

)
: H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b︸ ︷︷ ︸

H0

→ H ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
H1

, λ ∈ C+ (5.134)

åëåìåíòè ÿêîãî çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

m0(λ) = Γ0aξ0(λ), N0(λ) = Γ0aξ̂0(λ), M2(λ) = Γ0au+(λ) (5.135)

M3(λ) = −Γ1bξ0(λ), N2(λ) = −Γ1bξ̂0(λ), M4(λ) = −Γ1bu+(λ). (5.136)

Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî λ ∈ C− ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

m∗
0(λ) = Γ0aξ0(λ), M∗

3 (λ) = Γ0au−(λ), N∗
0 (λ) = Γ̂aξ0(λ), N∗

2 (λ) = Γ̂au−(λ). (5.137)

(3) Ôóíêöiÿ Âåéëÿ Ṁ+(·) ãðàíè÷íî¨ òðiéêè Π̇ äëÿ T ∗ ìà¹ âèãëÿä

Ṁ+(λ) = (N2(λ),M4(λ)) : Ĥ ⊕ H̃b → Hb, λ ∈ C+. (5.138)

Ä îâåäåííÿ. (1) Íåõàé h0 ∈ H0 i λ ∈ C+. Òîäi Z+(λ)h0 ∈ Nλ i çãiäíî ç (5.128) Γ′
0Z+(λ)h0 = h0.

Òîìó â ñèëó (5.126)

{π̃∆{Z+(λ)h0, λZ+(λ)h0}, h0} ∈ Γ0 � N̂λ(Tmin)
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i, îòæå, {
h0,

(
π∆Z+(λ)h0

λπ∆Z+(λ)h0

)}
∈ (Γ0 � N̂λ(Tmin))

−1, h0 ∈ H0, λ ∈ C+.

Çâiäñè çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (2.173) γ-ïîëÿ γ+(λ) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (5.133).

(2) Â ïðîöåñi äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 5.21 áóëî îòðèìàíî ðiâíiñòü K′′
Γ = {0}. Òîìó çãiäíî ç íà-

ñëiäêîì 2.62, (2) ôóíêöiÿ ÂåéëÿM+(·) (M−(·)) ãðàíè÷íî¨ ïàðè {H0⊕H1,Γ} ¹ [H0,H1]-çíà÷íîþ (âiäï.

[H1,H0]-çíà÷íîþ) îïåðàòîð-ôóíêöi¹þ. Íåõàé ôóíêöiÿ Âåéëÿ M+(·) ìà¹ áëî÷íå çîáðàæåííÿ (5.134).

Òîäi âíàñëiäîê ðiâíîñòi M−(λ) =M∗
+(λ) ìà¹ìî

M−(λ) =


m∗

0(λ) M∗
3 (λ)

N∗
0 (λ) N∗

2 (λ)

∗ ∗

 : H ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
H1

→ H ⊕ Ĥ ⊕ H̃b︸ ︷︷ ︸
H0

, λ ∈ C−. (5.139)

Ç (3.147) âèïëèâà¹, ùî{(
π∆Z+(λ)h0
λπ∆Z+(λ)h0

)
,

(
Γ′
0Z+(λ)h0

Γ′
1Z+(λ)h0

)}
∈ Γ, h0 ∈ H0, λ ∈ C+{(

π∆Z−(λ)h1
λπ∆Z−(λ)h1

)
,

(
Γ′
0Z−(λ)h1

Γ′
1Z−(λ)h1

)}
∈ Γ, h1 ∈ H1, λ ∈ C−

i âíàñëiäîê (2.161) òà (2.162) ìà¹ìî

Γ′
1Z+(λ) =M+(λ)Γ

′
0Z+(λ), λ ∈ C+; (Γ′

1 + iP2Γ
′
0)Z−(λ) =M−(λ)P1Γ

′
0Z−(λ), λ ∈ C−

Òîìó ç îãëÿäó íà (5.128) ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

Γ′
1Z+(λ) =M+(λ), λ ∈ C+; (Γ′

1 + iP2Γ
′
0)Z−(λ) =M−(λ), λ ∈ C−. (5.140)

Ç (3.141) òà (5.131) âèïëèâà¹, ùî

Γ′
1 = (Γ0a, −Γ1b)

⊤ : dom Tmax → H ⊕Hb

Γ′
1 + iP2Γ

′
0 = (Γ0a, Γ̂a, −Γ1b + iPH̃b,H⊥

b
Γ̃0b)

⊤ : dom Tmax → H ⊕ Ĥ ⊕Hb.

Òîìó âíàñëiäîê (5.129) òà (5.130) ðiâíîñòi (5.140) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi(
Γ0a

−Γ1b

)
(ξ0(λ), ξ̂0(λ), u+(λ)) =

(
m0(λ) N0(λ) M2(λ)

M3(λ) N2(λ) M4(λ)

)
, λ ∈ C+

Γ0a

Γ̂a

−Γ1b + iPH̃b,H⊥
b

 (ξ0(λ), u−(λ)) =


m∗

0(λ) M∗
3 (λ)

N∗
0 (λ) N∗

2 (λ)

∗ ∗

 , λ ∈ C−.

Çâiäñè âèïëèâàþòü ðiâíîñòi (5.135)-(5.137).

Òâåðäæåííÿ (3) ¹ íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 2.67, (2) òà (5.134). �
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Teoðåìà 5.26. Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 5.21 τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.113).

Òîäi:

(1) äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíà ïàðà îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξτ̇ (·, λ) ∈ L2
∆[H,H] òà ξ̂τ̇ (·, λ) ∈

L2
∆[Ĥ,H] ñèñòåìè (3.5), ùî çàäîâiëüíÿ¹ ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1aξτ̇ (λ) = −IH (5.141)

Γ̂aξτ̇ (λ) = 0, Ċ0(λ)Γ̃0bξτ̇ (λ) + Ċ1(λ)Γ1bξτ̇ (λ) = 0 (5.142)

Γ1aξ̂τ̇ (λ) = 0 (5.143)

Γ̂aξ̂τ̇ (λ) = iIĤ , Ċ0(λ)Γ̃0bξ̂τ̇ (λ) + Ċ1(λ)Γ1bξ̂τ̇ (λ) = 0 (5.144)

(2) ðîçâ'ÿçêè ξτ̇ (·, λ) òà ξ̂τ̇ (·, λ) ïîâ'ÿçàíi ç ðîçâ'ÿçêàìè ξ0(·, λ), ξ̂0(·, λ) òà u±(·, λ) ðiâíîñòÿìè

ξτ̇ (t, λ) = ξ0(t, λ)− u+(t, λ)(τ̇(λ) +M4(λ))
−1M3(λ), λ ∈ C+ (5.145)

ξ̂τ̇ (t, λ) = ξ̂0(t, λ)− u+(t, λ)(τ̇(λ) +M4(λ))
−1N2(λ), λ ∈ C+, (5.146)

äå M3(λ), N2(λ) òà M4(λ) âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè (5.136).

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé τ̃ = {C̃0(λ), C̃1(λ)} ∈ R̃(Ḣ0,Hb) � îïåðàòîðíà ïàðà (5.114) i Ṁ+(·) � ôóíêöiÿ
Âåéëÿ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè Π̇ äëÿ T ∗. Òîäi çãiäíî ç íàñëiäêîì 2.43 îïåðàòîð C̃0(λ) − C̃1(λ)Ṁ+(λ) ¹

îáîðîòíèì i ÷åðåç (5.138) ìà¹ìî

C̃0(λ)− C̃1(λ)Ṁ+(λ) =

(
IĤ 0

−Ċ1(λ)N2(λ) Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M4(λ)

)
, λ ∈ C+. (5.147)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî (Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M4(λ))
−1 ∈ [K, H̃b]. Òîìó çãiäíî ç [94, ëåìà 2.1] (τ̇(λ)+M4(λ))

−1 ∈
[Hb, H̃b] i

−(τ̇(λ) +M4(λ))
−1 = (Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M4(λ))

−1Ċ1(λ), λ ∈ C+. (5.148)

Òàêèì ÷èíîì, ðiâíîñòi (5.145) òà (5.146) êîðåêòíî çàäàþòü ðîçâ'ÿçêè ξτ̇ (·, λ) ∈ L2
∆[H,H] òà ξ̂τ̇ (·, λ) ∈

L2
∆[Ĥ,H] ñèòåìè (3.5) i äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî òàêi ξτ̇ (·, λ) òà ξ̂τ̇ (·, λ) ¹ ¹äè-

íèìè ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè, ùî çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì (5.141) - (5.144).

Êîìáiíóþ÷è (5.145) òà (5.146) ç (5.120)-(5.124), îòðèìó¹ìî (5.141), (5.143), ïåðøi ðiâíîñòi â (5.142)

òà (5.144), à òàêîæ ðiâíîñòi

Γ̃0bξτ̇ (λ) = −(τ̇(λ) +M4(λ))
−1M3(λ), Γ̃0bξ̂τ̇ (λ) = −(τ̇(λ) +M4(λ))

−1N2(λ) (5.149)

Êðiì òîãî, âíàñëiäîê (5.136) òà (5.145),(5.146) ìà¹ìî

Γ1bξτ̇ (λ) = −(IHb
−M4(λ)(τ̇(λ) +M4(λ))

−1)M3(λ) (5.150)

Γ1bξ̂τ̇ (λ) = −(IHb
−M4(λ)(τ̇(λ) +M4(λ))

−1)N2(λ). (5.151)

Îñêiëüêè

τ̇(λ) = {{(τ̇(λ) +M4(λ))
−1hb, (IHb

−M4(λ)(τ̇(λ) +M4(λ))
−1)hb} : hb ∈ Hb},
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òî ç (5.149) òà (5.150), (5.151) âèïëèâàþòü ðiâíîñòi

{Γ̃0bξτ̇ (λ)h,Γ1bξτ̇ (λ)h} ∈ τ̇(λ), h ∈ H; {Γ̃0bξ̂τ̇ (λ)ĥ,Γ1bξ̂τ̇ (λ)ĥ} ∈ τ̇(λ), ĥ ∈ Ĥ, λ ∈ C+.

Òîìó âíàñëiäîê (5.113) ñïðàâåäëèâi äðóãi ðiâíîñòi â (5.142) òà (5.144).

�äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ξτ̇ (·, λ) òà ξ̂τ̇ (·, λ) (äëÿ çàäàíîãî τ̇) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 5.23 (äèâ. äîâåäåííÿ

àíàëîãi÷íîãî ôàêòà â òâåðäæåííi 5.10). �

5.3.3. m-ôóíêöi¨

Íåõàé çà ïðèïóùåíü òâåðäæåííÿ 5.21 Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120) îïåðàòîðà U i Γ0a � îïåðàòîð

(3.121). Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 5.22 i ξτ̇ (·, λ)
òà ξ̂τ̇ (·, λ) � âiäïîâiäíi îïåðàòîðíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.5), âèçíà÷åíi â òåîðåìi 5.26.

Îçíà÷åííÿ 5.27. Îïåðàòîð-ôóíêöiÿ m̃τ̇ (·) : C+ → [H0], âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

m̃τ̇ (λ) =

(
mτ̇ (λ) Nτ̇ (λ)

0 i
2
IĤ

)
:=

(
Γ0aξτ̇ (λ) Γ0aξ̂τ̇ (λ)

0 i
2
IĤ

)
: H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸

H0

→ H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

, λ ∈ C+, (5.152)

íàçèâà¹òüñÿ m-ôóíêöi¹þ ñèñòåìè (3.5) (ó âèïàäêó à2), ùî âiäïîâiäà¹ âêîðî÷åíîìó ãðàíè÷íîìó ïàðà-

ìåòðó τ̇ àáî, åêåâiâàëåíòíî, ãðàíè÷íié çàäà÷è (5.115)-(5.117).

Àíàëîãi÷íî âèïàäêó à1 m-ôóíêöiÿ m̃τ̇ (·) ó âèïàäêó à2 âèçíà÷à¹òüñÿ äëÿ çàäàíîãî îïåðàòîðà U òà

âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî ñàìîñïðÿæåíî¨ êîíñòàíòè. Òî÷íiøå,

ñïðàâåäëèâèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, ùî äîâîäèòüñÿ òàê ñàìî, ÿê i òâåðäæåííÿ 5.12.

Òâåðäæåííÿ 5.28. Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 5.21 Ũj � äâà J- óíiòàðíèõ ðîçøèðåííÿ (5.53)

îïåðàòîðà U i Γ
(j)
0a � âiäïîâiäíi îïåðàòîðè (3.121). Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé

ïàðàìåòð i

m̃
(j)
τ̇ (λ) =

(
m

(j)
τ̇ (λ) N

(j)
τ̇ (λ)

0 i
2
IĤ

)
: H ⊕ Ĥ → H ⊕ Ĥ, λ ∈ C+, j ∈ {1, 2}

� âiäïîâiäíi m-ôóíêöi¨. Òîäi

m
(2)
τ̇ (λ) = m

(1)
τ̇ (λ) +B, N

(2)
τ̇ (λ) = N

(1)
τ̇ (λ), λ ∈ C+.

ç äåÿêèì îïåðàòîðîì B = B∗ ∈ [H].

Â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi äà¹òüñÿ äåùî iíøå îçíà÷åííÿ m-ôóíêööi ó âèïàäêó à2.

Òâåðäæåííÿ 5.29. Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 5.21 Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120) îïå-

ðàòîðà U , Γ0a � îïåðàòîð (3.121) i τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.113). Òîäi ñïðàâåäëèâèì ¹

òâåðäæåííÿ 5.13 iç çàìiíîþ mτ̇ (λ) íà m̃τ̇ (λ) i ãðàíè÷íèõ óìîâ (5.43) òà (5.45) ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

(5.142) òà (5.144).
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Ä îâåäåííÿ. Íåõàé vτ̇ (·, λ) ∈ L2
∆[H0,H] � îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.5), çàäàíèé ðiâíiñòþ

vτ̇ (t, λ) = (ξτ̇ (t, λ), ξ̂τ̇ (t, λ)) : H ⊕ Ĥ → H, λ ∈ C+, (5.153)

i m̃τ̇ (·) � m-ôóíêöiÿ (5.152). Òîäi âíàñëiäîê (5.141) - (5.144)

Ũvτ̇ (a, λ) =


Γ0a

Γ̂a

Γ1a

 (ξτ̇ (λ), ξ̂τ̇ (λ)) =


mτ̇ (λ) Nτ̇ (λ)

0 iIĤ

−IH 0

 : H ⊕ Ĥ → H ⊕ Ĥ ⊕H, λ ∈ C+, (5.154)

i òîìó âiðíîþ ¹ ðiâíiñòü (5.57). Ïîäàëüøå äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òâåðäæåííÿ 5.13. �
Â íàñòóïíié òåîðåìi äà¹òüñÿ îïèñ óñiõ m-ôóíêöié ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì ó âèïàäêó à2 áåçïîñåðåäíüî â

òåðìiíàõ âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ .

Teoðåìà 5.30. Ïðèïóñòèìî, ùî çà óìîâ òâåðäæåííÿ 5.21 Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120)

îïåðàòîðà U i Γ0a � îïåðàòîð (3.121). Êðiì òîãî, íåõàé M+(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (5.134)-(5.136).

Òîäi:

(1) Îïåðàòîð-ôóíêöiÿ

m̃0(λ) =

(
m0(λ) N0(λ)

0 i
2
IĤ

)
: H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸

H0

→ H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

, λ ∈ C+, (5.155)

¹ m-ôóíêöi¹þ, ùî âiäïîâiäà¹ âêîðî÷åíîìó ãðàíè÷íîìó ïàðàìåòðó τ̇0 = {IH̃b
, 0Hb,H̃b

}.
(2) Äëÿ êîæíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ âèãëÿäó (5.113) âiäïîâiäíà m-ôóíêöiÿ

m̃τ̇ (·) çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (5.152) ç åëåìåíòàìè mτ̇ (λ) òà Nτ̇ (λ), ùî äîïóñêàþòü çîáðàæåííÿ

mτ̇ (λ) = m0(λ) +M2(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M4(λ))
−1Ċ1(λ)M3(λ), λ ∈ C+ (5.156)

Nτ̇ (λ) = N0(λ) +M2(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M4(λ))
−1Ċ1(λ)N2(λ), λ ∈ C+ (5.157)

Ä îâåäåííÿ. Çàñòîñóâàííÿ îïåðàòîðà Γ0a äî ðiâíîñòåé (5.145) òà (5.146) ç îãëÿäó íà (5.152) òà

(5.135) äà¹

mτ̇ (λ) = m0(λ)−M2(λ)(τ̇(λ) +M4(λ))
−1M3(λ), λ ∈ C+ (5.158)

Nτ̇ (λ) = N0(λ)−M2(λ)(τ̇(λ) +M4(λ))
−1N2(λ), λ ∈ C+ (5.159)

Òîìó âíàñëiäîê (5.148) ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ (2). Òâåðäæåííÿ (1) ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì òâåð-

äæåííÿ (2). �

Òâåðäæåííÿ 5.31. Íåõàé τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.113). Òîäi âiäïîâiäíà m-

ôóíêöiÿ m̃τ̇ (·) íàëåæèòü äî êëàñó Ru[H0] i äëÿ m̃τ̇ (λ) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü (5.72), â ÿêié vτ̇ (·, λ) ∈
L2

∆[H0,H] � îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê (5.153) ñèñòåìè (3.5).

Ä îâåäåííÿ. Îñêiëüêè âíàñëiäîê (5.152) òà (5.156), (5.157) m̃τ̇ (·) ¹ ãîëîìîðôíîþ îïåðàòîð-ôóí-

êöi¹þ i,êðiì òîãî, ker vτ̇ (λ) = {0}, òî äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ äîñòàòíüî äîâåñòè íåðiâíiñòü (5.72).
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Íåõàé {H0 ⊕H1,Γ} � ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà ïàðà äëÿ Tmax,

γ+(λ) = (γ̃1(λ), γ̃2(λ)) : H ⊕ H̃b → H, λ ∈ C+

� áëî÷íå çîáðàæåííÿ γ-ïîëÿ γ+(·) öi¹¨ ïàðè, M+(·) � âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ Âåéëÿ (5.134) i m̃0(·) �
îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (5.155). Ïîêëàäåìî òàêîæ

Φ(λ) =

(
M2(λ)

0

)
: H̃b → H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸

H0

, Ψ(λ) = (M3(λ), N2(λ)) : H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

→ Hb, λ ∈ C+.

Òîäi âíàñëiäîê (2.88) äëÿ âñiõ µ, λ ∈ C+ ñïðàâåäëèâi òîòîæíîñòi

m̃0(µ)− m̃∗
0(λ) = (µ− λ)γ̃∗1(λ)γ̃1(µ), Φ(µ)−Ψ∗(λ)PH̃b,Hb

= (µ− λ)γ̃∗1(λ)γ̃2(µ)

M4(µ)−M∗
4 (λ)PH̃b,Hb

+ iPHb
= (µ− λ)γ̃∗2(λ)γ̃2(µ)

i â ñèëó òåîðåìè 5.30

m̃τ̇ (λ) = m̃0(λ) + Φ(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M4(λ))
−1Ċ1(λ)Ψ(λ), λ ∈ C+.

Òîìó çãiäíî ç ëåìîþ 4.18

(Imλ)−1 · Im m̃τ̇ (λ) ≥ γ∗τ̇ (λ)γτ̇ (λ), λ ∈ C+, (5.160)

äå

γτ̇ (λ) = γ̃1(λ) + γ̃2(λ)(Ċ0(λ) + Ċ1(λ)M4(λ))
−1Ċ1(λ)Ψ(λ), λ ∈ C+. (5.161)

Äàëi, âíàñëiäîê (5.145), (5.146) òà (5.148)

vτ̇ (t, λ) = v0(t, λ) + u+(t, λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M4(λ))
−1Ċ1(λ)Ψ(λ), λ ∈ C+, (5.162)

äå ïîêëàäåíî

v0(t, λ) = (ξ0(t, λ), ξ̂0(t, λ)) : H ⊕ Ĥ → H.

Ç (5.133) òà (4.31) âèïëèâà¹, ùî γ̃1(λ) = π∆v0(λ) òà γ̃2(λ) = π∆u+(λ). Òîìó âíàñëiäîê (5.161) òà (5.162)

γτ̇ (λ) = π∆vτ̇ (λ) (5.163)

i çà ëåìîþ 3.4, (2) ìà¹ìî

γ∗τ̇ (λ)f̃ =

∫
I
v∗τ̇ (t, λ)∆(t)f(t) dt, f̃ ∈ H, f ∈ f̃ . (5.164)

Êîìáiíóþ÷è òåïåð (5.160) ç (5.163) òà (5.164), ïðèõîäèìî äî ïîòðiáíî¨ íåðiâíîñòi (5.72). �
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5.3.4. Ôóíêöiÿ Ãðiíà

Ëåìà 5.32. Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 5.29 vτ̇ (t, λ)(∈ [H0,H]) � îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòå-

ìè (3.5), âèçíà÷åíèé äëÿ êîæíîãî λ ∈ C− ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

Ũvτ̇ (a, λ) =


m∗

τ̇ (λ) 0

N∗
τ̇ (λ) 0

−IH 0

 : H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

→ H ⊕ Ĥ ⊕H, λ ∈ C−. (5.165)

Òîäi vτ̇ (·, λ) ∈ L2
∆[H0,H].

Ä îâåäåííÿ. ÍåõàéM+(·) � îïåðàòîð-ôóíêööiÿ (5.134) - (5.136) i ξτ̇ (·, λ) ∈ L2
∆[H,H] � îïåðàòîðíèé

ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.5), çàäàíèé ðiâíiñòþ

ξτ̇ (t, λ) = ξ0(t, λ)− u−(t, λ)(τ̇
∗(λ) +M∗

4 (λ))
−1M∗

2 (λ), λ ∈ C−

Òîäi âíàñëiäîê (5.120), (5.123) òà (5.137)

Γ0aξτ̇ (λ) = m∗
0(λ)−M∗

3 (λ)(τ̇
∗(λ) +M∗

4 (λ))
−1M∗

2 (λ)

Γ̂aξτ̇ (λ) = N∗
0 (λ)−N∗

2 (λ)(τ̇
∗(λ) +M∗

4 (λ))
−1M∗

2 (λ), Γ̂1aξτ̇ (λ) = −IH

i ç ðiâíîñòåé (5.158) òà (5.159) âèïëèâà¹, ùî Γ0aξτ̇ (λ) = m∗
τ̇ (λ), Γ̂aξτ̇ (λ) = N∗

τ̇ (λ). Òîìó

Ũξτ̇ (a, λ) =


Γ0a

Γ̂a

Γ1a

 ξτ̇ (λ) =


m∗

τ̇ (λ)

N∗
τ̇ (λ)

−IH

 : H → H ⊕ Ĥ ⊕H, λ ∈ C−

i, îòæå,

vτ̇ (t, λ) = (ξτ̇ (t, λ), 0) : H ⊕ Ĥ → H, λ ∈ C−. (5.166)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî vτ̇ (·, λ) ∈ L2
∆[H0,H], λ ∈ C−. �

Çàóâàæåííÿ 5.33. Âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 5.28, íåâàæêî äîâåñòè, ùî íàñïðàâäi ðîçâ'ÿçîê

vτ̇ (·, λ), λ ∈ C−, ç ëåìè 5.32 îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ îïåðàòîðì U i âêîðî÷åíèì ãðàíè÷íèì ïàðà-

ìåòðîì τ̇ , òîáòî vτ̇ (·, λ) íå çàëåæèòü âiä âèáîðó J-óíiòàðíîãî ðîçøèðåííÿ Ũ ⊃ U .

Íàäàëi áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç vτ̇ (·, λ)(∈ L2
∆[H0,H]), λ ∈ C \ R, îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

(3.5), çàäàíèé ðiâíiñòþ (5.153) ó âèïàäêó λ ∈ C+, i ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (5.165) ó âèïàäêó λ ∈ C−.

Ëåìà 5.34. Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ ñïðàâåäëèâà òîòîæíiñòü

φU(x, λ)v
∗
τ̇ (x, λ)− vτ̇ (x, λ)φ

∗
U(x, λ) = J, x ∈ I. (5.167)

Ä îâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê ç îãëÿäó íà (5.6), (5.154) òà (5.165) äà¹ ðiâíiñòü

(ŨφU(a, λ))(Ũvτ̇ (a, λ))
∗ − (Ũvτ̇ (a, λ))(ŨφU(a, λ))

∗ = J, λ ∈ C+.

Ïîäàëüøå äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ ëåìè 4.12. �
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Teoðåìà 5.35. Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 5.21 τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.113),

Rτ̇ (·) � óçàãàëüíåíà ðåçîëüâåíòà âiäíîøåííÿ T , ïîðîäæåíà çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.23 ãðàíè÷íîþ çàäà-

÷åþ (5.115) - (5.117), i Gτ̇ (·, ·, λ) : I × I → [H] � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ, çàäàíà ðiâíiñòþ

Gτ̇ (x, t, λ) =

vτ̇ (x, λ)φ∗
U(t, λ), x > t

φU(x, λ) v
∗
τ̇ (t, λ), x < t

, λ ∈ C+ (5.168)

(ôóíêöiÿ Ãðiíà). Òîäi

Rτ̇ (λ)f̃ = π∆

(∫
I
Gτ̇ (·, t, λ)∆(t)f(t) dt

)
, f̃ ∈ H, f ∈ f̃ , λ ∈ C+. (5.169)

Ä îâåäåííÿ. Îñêiëüêè ðiâíiñòü

yf = yf (x, λ) :=

∫
I
Gτ̇ (x, t, λ)∆(t)f(t) dt, f ∈ L2

∆(I), λ ∈ C+ (5.170)

êîðåêòíî çàäà¹ ôóíêöiþ yf (·, ·) : I × C+ → H, òî âíàñëiäîê òåîðåìè 5.23 äîñòàòíüî äîâåñòè òàêå

òâåðäæåííÿ:

(T) ÿêùî f̃ ∈ H, òî äëÿ êîæíîãî f ∈ f̃ i λ ∈ C+ ôóíêöiÿ yf (·, λ) íàëåæèòü äî AC(I;H) ∩ L2
∆(I)

i çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíÿííþ (5.115) (ì.â. íà I) òà ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1ayf = 0, Γ̂ayf = 0 (5.171)

Ċ0(λ)Γ̃0byf + Ċ1(λ)Γ1byf = 0 (5.172)

Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî f̃ ∈ H′, òàê ùî ∆(t)f(t) = 0 (ì.â. íà (βf̃ , b)) ç äåÿêèì βf̃ ∈ I. Òîäi âíàñëiäîê
(5.170) òà (5.168)

yf (a, λ) = φU(a, λ)

∫
I
v∗τ̇ (t, λ)∆(t)f(t) dt (5.173)

yf (x, λ) = vτ̇ (x, λ)

∫
I
φ∗
U(t, λ)∆(t)f(t) dt, x ∈ (βf̃ , b) (5.174)

Âêëþ÷åííÿ yf (·, λ) ∈ AC(I;H) òà ñïiââiäíîøåííÿ (5.115) äëÿ yf (·, λ) äîâîäÿòüñÿ iç çàñòîñóâàííÿì

òîòîæíîñòi (5.167) òàê ñàìî, ÿê i â ëåìi 4.13. Êðiì òîãî, ç (5.174) âèïëèâà¹, ùî yf (·, λ) ∈ L2
∆(I).

Íåõàé Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120) îïåðàòîðà U , Γ0a � îïåðàòîð (3.121) i Γa � îïåðàòîð

(3.123). Òîäi çãiäíî ç (3.125) òà (5.173)

Γayf = Ũyf (a, λ) = (ŨφU(a, λ))h0, (5.175)

äå h0 :=
∫
I
v∗τ̇ (t, λ)∆(t)f(t) ∈ H ⊕ Ĥ. Ç (5.166) âèïëèâà¹, ùî h0 = h⊕ 0 ∈ H ⊕ Ĥ ç äåÿêèì h ∈ H. Òîìó

âíàñëiäîê (5.175) òà (5.6) âiðíèìè ¹ ðiâíîñòi (5.171). Äàëi, ç (5.174) âèïëèâà¹, ùî

Γ̃0byf = Γ̃0bvτ̇ (λ)

∫
I
φ∗
U(t, λ)∆(t)f(t) dt, Γ1byf = Γ1bvτ̇ (λ)

∫
I
φ∗
U(t, λ)∆(t)f(t) dt.

Êîìáiíóþ÷è öi ðiâíîñòi ç (5.153) òà äðóãèìè ðiâíîñòÿìè â (5.142) òà (5.144), îòðèìó¹ìî (5.172). Òàêèì

÷èíîì, òâåðäæåííÿ (Ò) i, îòæå, ðiâíiñòü (5.169) äîâåäåíî äëÿ f̃ ∈ H′. Íàêiíåöü, ïåðåõiä äî äîâiëüíîãî

f̃ ∈ H ó ôîðìóëi (5.169) çäiéñíþ¹òüñÿ òàê ñàìî, ÿê i â ëåìi 4.13. �
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5.4. m-ôóíêöi¨ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì

5.4.1. Óçàãàëüíåíi ðåçîëüâåíòè âiäíîøåííÿ T

Íàäàëi â ìåæàõ öüîãî ïiäðîçäiëó ââàæà¹ìî, ùî íàäîäàòîê äî ïðèïóùåíü òâåðäæåííÿ 5.21 ñèñòåìà

(3.5) ¹ ãàìiëüòîíîâîþ. Iíàêøå êàæó÷è, ââàæàþòüñÿ âèêîíàíèìè òàêi ïðèïóùåííÿ:

(Ã1) Ñèñòåìà (3.5) ¹ ãàìiëüòîíîâîþ, êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ i N+ ≥ N−.

(Ã2) U � îïåðàòîð (5.9), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.10), i Γ1a : dom Tmax → H � îïåðàòîð (3.162).

(Ã3) {H̃b,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ òèïó 2 (3.138).
(Ã4) Ñèñòåìà ¹ U -âèçíà÷åíîþ.

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 5.21 çà öèõ ïðèïóùåíü ðiâíîñòi

T = {{π∆y, π∆f} : {y, f} ∈ Tmax, y ∈ D0b, Γ1ay = 0} (5.176)

T ∗ = {{π∆y, π∆f} : {y, f} ∈ Tmax, Γ1ay = 0} (5.177)

çàäàþòü ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ T ∈ ExtTmin
i ñïðÿæåíå äî íüîãî âiäíîøåííÿ T ∗. Êðiì òîãî, ñóêóï-

íiñòü Π̇ = {H̃b ⊕Hb, Γ̇0, Γ̇1}, â ÿêié

Γ̇0{ỹ, f̃} = Γ̃0by, Γ̇1{ỹ, f̃} = −Γ1by, {ỹ, f̃} ∈ T ∗ (5.178)

¹ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ äëÿ T ∗.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç (5.176) òà (5.177).

Òâåðäæåííÿ 5.36. Ðiâíîñòi mulT = {0}, mulT = mulT ∗ àáî mulT ∗ = {0} ðiâíîñiëüíi âiäïî-

âiäíî âèêîíàííþ òàêèõ óìîâ (Ó1), (Ó2) àáî (Ó3):

(Ó1) ßêùî f(·) ∈ L2
∆(I) é iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê y(·) ðiâíÿííÿ (3.30), òàêèé ùî ∆(t)y(t) = 0 (ì.â. íà

I) òà Γ1ay = 0, [y, z]b = 0, z ∈ dom Tmax, òî ∆(t)f(t) = 0 (ì.â. íà I).
(Ó2) ßêùî f(·) ∈ L2

∆(I) é y(·) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.30), òàêèé ùî ∆(t)y(t) = 0 (ì.â. íà I)
òà Γ1ay = 0, òî [y, z]b = 0, z ∈ dom Tmax.

(Ó3) ßêùî f(·) ∈ L2
∆(I) é iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê y(·) ðiâíÿííÿ (3.30), òàêèé ùî ∆(t)y(t) = 0 (ì.â. íà

I) òà Γ1ay = 0, òî ∆(t)f(t) = 0 (ì.â. íà I).

Äàëi, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 5.22 âêîðî÷åíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì ¹ îïåðàòîðíà ïàðà

τ̇ ∈ R̃(H̃b,Hb) âèãëÿäó (5.113). ßêùî N+ = N−, òî H̃b = Hb i âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ̇

íàëåæèòü äî êëàñó R̃(Hb). ßêùî, êðiì òîãî,

τ̇ = {Ċ0, Ċ1} ∈ R̃0(Hb), (5.179)

òîáòî τ̇ ¹ ñàìîñïðÿæåíîþ ïàðîþ îïåðàòîðiâ Ċj ∈ [Hb,K], j ∈ {0, 1}, òî âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé

ïàðàìåòð τ̇ íàçèâà¹òüñÿ ñàìîñïðÿæåíèì.

Íåõàé çà óìîâ (Ã1) - (Ã4) τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòîð (5.113). Òîäi ãðàíè÷íà çàäà÷à

(5.115) - (5.117) ïðèéìà¹ âèãëÿä

Jy′ −B(t)y = λ∆(t)y +∆(t)f(t), t ∈ I (5.180)

Γ1ay = 0, Ċ0(λ)Γ̃0by + Ċ1(λ)Γ1by = 0, λ ∈ C+, (5.181)
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äå ðiâíîñòi (5.181) ¹ ðîçäiëåíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè. ßêùî N+ = N−( ⇐⇒ νb+ = νb−), òî çãiäíî

çàóâàæåííÿ 3.37 b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ òèïó 2 ìà¹ âèãëÿä {Hb,Γb}, äå Γb � îïåðàòîð (3.76). Ó öüìó

âèïàäêó ãðàíè÷íi óìîâè (5.181) ïðèéìàþòü âèãëÿä

Γ1ay = 0, Ċ0(λ)Γ0by + Ċ1(λ)Γ1by = 0, λ ∈ C+. (5.182)

ßêùî, êðiì òîãî, τ̇ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì âêîðî÷åíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì (5.179), òî ãðàíè÷íi óìîâè

(5.182) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ðîçäiëåíi ñàìîñïðÿæåíi ãðàíè÷íi óìîâè

Γ1ay = 0, Ċ0Γ0by + Ċ1Γ1by = 0. (5.183)

Teoðåìà 5.37. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (Ã1) - (Ã4) T � ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ (5.176). ßêùî τ̇ �

âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.113), òî äëÿ êîæíîãî f ∈ L2
∆(I) ãðàíè÷íà çàäà÷à (5.180), (5.181)

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê y(t, λ) = yf (t, λ) i ðiâíiñòü

R(λ)f̃ = π∆(yf (·, λ)), f̃ ∈ H, f ∈ f̃ , λ ∈ C \ R, (5.184)

çàäà¹ óçàãàëíåíó ðåçîëüâåíòó R(λ) =: Rτ̇ (λ) âiäíîøåííÿ T . Çâîðîòíî, äëÿ êîæíî¨ óçàãàëüíåíî¨

ðåçîëüâåíòè âiäíîøåííÿ T iñíó¹ ¹äèíèé âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ̇ , òàêèé ùî R(λ) = Rτ̇ (λ).

ßêùî, êðiì òîãî, N+ = N−, òî Rτ̇ (λ) ¹ êàíîíè÷íîþ ðåçîëüâåíòîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè τ̇

¹ ñàìîñïðÿæåíèì âêîðî÷åíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì (5.179). Ó öüîìó âèïàäêó Rτ̇ (λ) = (T̃τ̇ − λ)−1

iç ñàìîñïðÿæåíèì ðîçøèðåííÿì T̃τ̇ ∈ Self(T ), çàäàíèì ðîçäiëåíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

T̃τ̇ = {{ỹ, f̃} ∈ Tmax : Γ1ay = 0, Ċ0Γ0by + Ċ1Γ1by = 0}. (5.185)

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé Π̇ = {H̃b ⊕ Hb, Γ̇0, Γ̇1} � ãðàíè÷íà òðiéêà (5.178) äëÿ T ∗. Òîäi äëÿ êîæíîãî

âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ çàäà÷à (5.180), (5.181) åêâiâàëåíòíà àáñòðàêòíié ãðàíè÷íié çà-

äà÷i (2.110), (2.111), çàïèñàíié â òåðìiíàõ òðiéêè Π̇. Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð íàñëiäîê 2.45, ïðèõîäèìî

äî ïîòðiáíèõ òâåðäæåíü. �

5.4.2. m-ôóíêöi¨

Íàñòóïíi äâà òâåðäæåííÿ âèïëèâàþòü ç òâåðäæåíü 5.24 òà 5.25.

Òâåðäæåííÿ 5.38. Íåõàé âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ (Ã1) - (Ã4). Òîäi äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹

¹äèíà ïàðà îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ v0(·, λ) ∈ L2
∆[H,H ⊕H] òà u+(·, λ) ∈ L2

∆[H̃b, H ⊕H] ñèñòåìè (3.5),

ùî çàäîâiëüíÿþòü ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1av0(λ) = −IH , Γ̃0bv0(λ) = 0, Γ1au+(λ) = 0, Γ̃0bu+(λ) = IH̃b
, λ ∈ C+. (5.186)

Òâåðäæåííÿ 5.39. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (Ã1) - (Ã4) Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.160) îïåðà-

òîðà U , Γ0a � îïåðàòîð (3.161) i {(H⊕H̃b)⊕(H⊕Hb),Γ} � ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà ïàðà (3.165) äëÿ Tmax.

Òîäi ôóíêöiÿ Âåéëÿ M+(·) öi¹¨ ïàðè ¹ ãîëîìîðôíîþ îïåðàòîð-ôóíêöi¹þ ç áëî÷íèì çîáðàæåííÿì

M+(λ) =

(
m0(λ) M2(λ)

M3(λ) M4(λ)

)
: H ⊕ H̃b → H ⊕Hb, λ ∈ C+, (5.187)



160

åëåìåíòè ÿêîãî çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

m0(λ) = Γ0av0(λ), M2(λ) = Γ0au+(λ) (5.188)

M3(λ) = −Γ1bv0(λ), M4(λ) = −Γ1bu+(λ). (5.189)

Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ Âåéëÿ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè Π̇ äëÿ T ∗ çáiãà¹òüñÿ ç M4(λ).

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 5.26.

Teoðåìà 5.40. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (Ã1) - (Ã4) τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.113).

Òîäi äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê vτ̇ (·, λ) ∈ L2
∆[H,H⊕H] ñèñòåìè (3.5),

ùî çàäîâiëüíÿ¹ ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1avτ̇ (λ) = −IH , Ċ0(λ)Γ̃0bvτ̇ (λ) + Ċ1(λ)Γ1bvτ̇ (λ) = 0. (5.190)

Íåõàé çà ïðèïóùåíü (Ã1) - (Ã4) Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.160) îïåðàòîðà U i Γ0a � îïåðàòîð

(3.161). Ïðèïóñòèìî òàêîæ,ùî τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.113) i vτ̇ (·, λ) ∈ L2
∆[H,H ⊕H]

� âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.5), âèçíà÷åíèé â òåîðåìi 5.40. Çà öèõ óìîâ îçíà÷åííÿ 5.27 ìîæíà

çôîðìóëþâàòè ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi.

Îçíà÷åííÿ 5.41. Îïåðàòîð-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) : C+ → [H], âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

mτ̇ (λ) = Γ0avτ̇ (λ), λ ∈ C+ (5.191)

íàçèâà¹òüñÿm-ôóíêöi¹þ (ôóíêöi¹þ Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøà), ùî âiäïîâiäà¹ âêîðî÷åíîìó ãðàíè÷íîìó ïà-

ðàìåòðó τ̇ àáî, ¹êâiâàëåíòíî, ãðàíè÷íié çàäà÷i (5.180), (5.181). Ó âèïàäêó N+ = N− m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·),
ùî âiäïîâiäà¹ ñàìîñïðÿæåíîìó âêîðî÷åíîìó ãðàíè÷íîìó ïàðàìåòðó τ̇ , íàçèâà¹òüñÿ êàíîíè÷íîþ.

Âíàñëiäîê ïåðøî¨ ðiâíîñòi â (5.190)

Ũvτ̇ (a, λ)

(
=

(
Γ0a

Γ1a

)
vτ̇ (λ)

)
=

(
mτ̇ (λ)

−IH

)
: H → H ⊕H, λ ∈ C+. (5.192)

Ç òâåðäæåííÿ 5.28 âèïëèâà¹, ùî äëÿ çàäàíèõ U òà τ̇ m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî ç

òî÷íiñòþ äî àäèòèâíî¨ ñàìîñïðÿæåíî¨ êîíñòàíòè B ∈ [H], ùî çàëåæèòü âiä ðîçøèðåííÿ Ũ ⊃ U .

Îçíà÷åííÿ m-ôóíêöi¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè â äåùî iíøèõ òåðìiíàõ äà¹òüñÿ â íàñòóïíîìó òâåð-

äæåííi, ÿêå âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç òâåðäæåííÿ 5.29.

Òâåðäæåííÿ 5.42. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (Ã1) - (Ã4) Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.160) îïå-

ðàòîðà U , Γ0a � îïåðàòîð (3.161) i τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.113). Òîäi m-ôóíêöiÿ

mτ̇ (·) ¹ ¹äèíîþ [H]-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ, âèçíà÷åíîþ â C+ i òàêîþ, ùî îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê vτ̇ (·, λ)
ñèñòåìè (3.5), çàäàíèé ðiâíiñòþ

vτ̇ (t, λ) := φU(t, λ)mτ̇ (λ)− ψ(t, λ) (5.193)

íàëåæèòü äî L2
∆[H,H⊕H] i çàäîâiëüíÿ¹ äðóãié ãðàíè÷íié óìîâi â (5.190). Ó ôîðìóëi (5.193) φU(·, λ)

òà ψ(·, λ) � [H,H⊕H]-çíà÷íi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.5), çàäàíi ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (5.12) òà (5.13)

âiäïîâiäíî.
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Íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 5.31 ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 5.43. m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè íàëåæèòü äî êëàñó Ru[H] i çàäî-

âiëüíÿ¹ íåðâiíîñòi

(Imλ)−1 · Immτ̇ (λ) ≥
∫
I
v∗τ̇ (t, λ)∆(t)vτ̇ (t, λ) dt, λ ∈ C+, (5.194)

äå vτ̇ (·, λ) ∈ L2
∆[H,H⊕H] � îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.5), âèçíà÷åíèé â òåîðåìi 5.40. ßêùî,

êðiì òîãî, m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) ¹ êàíîíè÷íîþ, òî ñïðàâåäëèâà òîòîæíiñòü

mτ̇ (µ)−m∗
τ̇ (λ) = (µ− λ)

∫
I
v∗τ̇ (t, λ)∆(t)vτ̇ (t, µ) dt, µ, λ ∈ C+

i òîìó íåðiâíiñòü (5.194) ñòà¹ ðiâíiñòþ.

Â íàñòóïíié òåîðåìi, ùî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 5.30, äà¹òüñÿ îïèñ óñiõ m-ôóíêöié ãàìiëüòîíîâî¨

ñèñòåìè áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ .

Teoðåìà 5.44. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (Ã1) - (Ã4) Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.160) îïåðàòîðà

U i Γ0a � îïåðàòîð (3.161). Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî M+(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ, çàäàíà ðiâíîñòÿìè

(5.187) - (5.189) (òîáòî M+(·) ¹ ôóíêöi¹þ Âåéëÿ ðîçäiëåíî¨ ãðàíè÷íî¨ ïàðè äëÿ Tmax). Òîäi:

(1) m0(·) ¹ m-ôóíêöi¹þ, ùî âiäïîâiäà¹ âêîðî÷åíîìó ãðàíè÷íîìó ïàðàìåòðó τ̇0 = {IH̃b
, 0Hb,H̃b

}.
(2) äëÿ êîæíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ âèãëÿäó (5.113) âiäïîâiäíàm-ôóíêöiÿmτ̇ (·)

äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

mτ̇ (λ) = m0(λ) +M2(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M4(λ))
−1Ċ1(λ)M3(λ), λ ∈ C+. (5.195)

5.4.3. Êâàçiðåãóëÿðíi ãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè

Íåõàé âèêîíàíi òàêi ïðèïóùåííÿ:

(ÃÊ1) Ãàìiëüòîíîâà ñèñòåìà (3.5) ¹ êâàçiðåãóëÿðíîþ é êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ.

(ÃÊ2) U -îïåðàòîð (5.9), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.10), Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.160) îïåðàòîðà U

i Γja, j ∈ {0, 1}, � îïåðàòîðè (3.161), (3.162).
(ÃÊ3) Çàäàíî ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð

Γb =

(
Γ0b

Γ1b

)
: dom Tmax → H ⊕H, (5.196)

ùî çàäîâiëüíÿ¹ äðóãié òîòîæíîñòi â (3.77) (òàêèé îïåðàòîð iñíó¹ çãiäíî ç ëåìîþ 4.21).

Î÷åâèäíî, ùî çà ïðèïóùåííÿ (ÃÊ3) ñóêóïíiñòü {H,Γb} ¹ b-ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì (äèâ. îçíà-

÷åííÿ 3.48).

Ïðèïóñòèìî, ùî φU(·, λ) ∈ L2
∆[H,H⊕H] òà ψ(·, λ) ∈ L2

∆[H,H⊕H], λ ∈ C, � îïåðàòîðíi ðîçâ'ÿçêè
ñèñòåìè (3.5) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (5.12) òà (5.13) âiäïîâiäíî é YŨ(·, λ) ∈ L2

∆[H ⊕H] � ðîçâ'ÿçîê

(5.14). Òîäi

ŨYŨ(a, λ) =

(
Γ0aφU(λ) Γ0aψ(λ)

Γ1aφU(λ) Γ1aψ(λ)

)
=

(
IH 0

0 IH

)
(5.197)
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i ðiâíiñòü

Ẇ (λ) =

(
ẇ1(λ) ẇ2(λ)

ẇ3(λ) ẇ4(λ)

)
:=

(
Γ0bφU(λ) Γ0bψ(λ)

Γ1bφU(λ) Γ1bψ(λ)

)
: H ⊕H → H ⊕H, λ ∈ C (5.198)

çàäà¹ öiëó [H ⊕H]- çíà÷íó ôóíêöiþ Ẇ (·). ßñíî, ùî

Ẇ (λ) = ΓbYŨ(λ), λ ∈ C. (5.199)

Òâåðäæåííÿ 5.45. Îïåðàòîð-ôóíêöiÿ Ẇ (·) çàäîâiëüíÿ¹ òîòîæíîñòi

Ẇ ∗(λ)JẆ (µ)− J = (µ− λ)

∫
I
Y ∗
Ũ
(t, λ)∆(t)YŨ(t, µ) dt, λ, µ ∈ C (5.200)

Òîìó

iJ − Ẇ ∗(λ)(iJ)Ẇ (λ) ≥ 0, λ ∈ C+; Ẇ ∗(λ)(iJ)Ẇ (λ) = iJ, λ ∈ R,

òîáòî îïåðàòîð Ẇ (λ) ¹ iJ-ñòèñêóþ÷èì äëÿ λ ∈ C+ é iJ-óíiòàðíèì äëÿ λ ∈ R.

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé h̃ ∈ H ⊕H, λ, µ ∈ C i y = YŨ(t, µ)h̃, z = YŨ(t, λ)h̃. Òîäi âíàñëiäîê (5.197)

(Jy(a), z(a)) = (JŨYŨ(a, µ)h̃, ŨYŨ(a, λ)h̃) = (Jh̃, h̃).

Êðiì òîãî, äðóãà òîòîæíiñòü â (3.77) ñóìiñíî ç (5.199) äà¹

[y, z]b = (JΓbYŨ(µ)h̃,ΓbYŨ(λ)h̃) = (JẆ (µ)h̃, Ẇ (λ)h̃) = (Ẇ ∗(λ)JẆ (µ)h̃, h̃).

Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð òîòîæíiñòü Ëàãðàíæà (3.22) äî ïàð {y, µy} òà {z, λz}, îòðèìó¹ìî

(µ− λ)(y, z)∆ = (Ẇ ∗(λ)JẆ (µ)h̃, h̃)− (Jh̃, h̃). (5.201)

Îñêiëüêè

(y, z)∆ =

∫
I
(∆(t)YŨ(t, µ)h̃, YŨ(t, λ)h̃) dt =

((∫
I
Y ∗
Ũ
(t, λ)∆(t)YŨ(t, µ) dt

)
h̃, h̃

)
,

òî ç ðiâíîñòi (5.201) âèïëèâà¹ (5.200). �
Â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi äà¹òüñÿ ó ÿâíîìó âèãëÿäi îäíà ç ìîæëèâèõ êîíñòðóêöié îïåðàòîðà Γb i

âiäïîâiäíî¨ îïåðàòîð-ôóíêöi¨ Ẇ (λ).

Òâåðäæåííÿ 5.46. Íåõàé âèêîíàíi ïðèïóùåííÿ (ÃÊ1) òà (ÃÊ2). Êðiì òîãî, íåõàé

φU(t, λ) =

(
φ0,U(t, λ)

φ1,U(t, λ)

)
: H → H ⊕H, ψ(t, λ) =

(
ψ0(t, λ)

ψ1(t, λ)

)
: H → H ⊕H (5.202)

� áëî÷íi çîáðàæåííÿ îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ φU(·, λ) òà ψ(·, λ). Òîäi:
(1) Y −1

Ũ
(t, 0) = −JY ∗

Ũ
(t, 0)J, t ∈ I, i äëÿ êîæíîãî y ∈ domTmax iñíó¹ ãðàíèöÿ

Γby := lim
t↑b

Y −1

Ũ
(t, 0)y(t) = lim

t↑b
(−JY ∗

Ũ
(t, 0)Jy(t)), y = y(·) ∈ dom Tmax. (5.203)
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Ðiâíiñòü (5.203) çàäà¹ ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð Γb : dom Tmax → H. ßêùî Γb =

(
Γ0b

Γ1b

)
: dom Tmax →

H ⊕ H � áëî÷íå çîáðàæåííÿ öüîãî îïåðàòîðà, òî ñïðàâåäëèâà äðóãà òîòîæíiñòü â (3.77). Êðiì

òîãî, îïåðàòîðè Γ0b òà Γ1b äîïóñêàþòü çîáðàæåííÿ

Γ0by := lim
t↑b

(ψ∗
1(t, 0)y0(t)− ψ∗

0(t, 0)y1(t)) (5.204)

Γ1by := lim
t↑b

(−φ∗
1,U(t, 0)y0(t) + φ∗

0,U(t, 0)y1(t)) (5.205)

(2) Âiäïîâiäíà îïåðàòîð-ôóíêöiÿ Ẇ (·) (5.198) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

Ẇ (λ) = lim
t↑b

Y −1

Ũ
(t, 0)YŨ(t, λ) = lim

t↑b
(−JY ∗

Ũ
(t, 0)JYŨ(t, λ)), λ ∈ C. (5.206)

Êðiì òîãî, ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

ẇ1(λ) = I + λ

∫
I
ψ∗(t, 0)∆(t)φU(t, λ) dt, ẇ2(λ) = λ

∫
I
ψ∗(t, 0)∆(t)ψ(t, λ) dt (5.207)

ẇ3(λ) = −λ
∫
I
φ∗
U(t, 0)∆(t)φU(t, λ) dt, ẇ4(λ) = I − λ

∫
I
φ∗
U(t, 0)∆(t)ψ(t, λ) dt. (5.208)

Ä îâåäåííÿ. (1) Òàê ñàìî, ÿê i â òâåðäæåííi 4.28, äîâîäèòüñÿ, ùî ðiâíiñòü (5.203) êîðåêòíî çàäà¹

ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð Γb i ñïðàâåäëèâà äðóãà òîòîæíiñòü â (3.77). Êðiì òîãî, âíàñëiäîê (5.202)

YŨ(t, λ) =

(
φ0,U(t, λ) ψ0(t, λ)

φ1,U(t, λ) ψ1(t, λ)

)
: H ⊕H → H ⊕H

i áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê äà¹ ðiâíîñòi (5.204), (5.205).

(2) Ðiâíiñòü (5.206) âèïëèâà¹ ç (5.199) òà (5.203). Êðiì òîãî, âíàñëiäîê (5.206) Ẇ (0) = IH⊕H i ç

(5.200) âèïëèâà¹, ùî

Ẇ (λ) = I − λJ

∫
I
Y ∗
Ũ
(t, 0)∆(t)YŨ(t, λ) dt.

Òåïåð áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê äà¹ ðiâíîñòi (5.207) òà (5.208). �

Òâåðäæåííÿ 5.47. Ïðèïóñòèìî, ùî êîåôiöi¹íòè B(·) òà ∆(·) ñèñòåìè (3.5) iíòåãðîâíi íà

âñüîìó ïðîìiæêó I. Òîäi ñèñòåìà ¹ êâàçiðåãóëÿðíîþ i äëÿ êîæíîãî y ∈ dom Tmax iñíó¹ ãðàíèöÿ

y(b) := lim
t↑b

y(t).

ßêùî, êðiì òîãî, ñèñòåìà ¹ ãàìiëüòîíîâîþ, êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ i âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ

(ÃÊ2), òî ðiâíiñòü

Γby := y(b), y ∈ dom Tmax (5.209)

çàäà¹ ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð Γb : dom Tmax → H ⊕H, ùî çàäîâiëüíÿ¹ äðóãié òîòîæíîñòi â (3.77),

i âiäïîâiäíà îïåðàòîð-ôóíêöiÿ Ẇ (·) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

Ẇ (λ) = YŨ(b, λ) := lim
t↑b

YŨ(t, λ), λ ∈ C. (5.210)
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Òîìó

Ẇ (λ) =

(
ẇ1(λ) ẇ2(λ)

ẇ3(λ) ẇ4(λ)

)
=

(
φ0,U(b, λ) ψ0(b, λ)

φ1,U(b, λ) ψ1(b, λ)

)
:= lim

t↑b

(
φ0,U(t, λ) ψ0(t, λ)

φ1,U(t, λ) ψ1(t, λ)

)
, λ ∈ C, (5.211)

äå φj,U(t, λ) òà ψj(t, λ), j ∈ {0, 1}, âèçíà÷åíi â (5.202).

Ä îâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç [55, òâåðäæåííÿ 2.6]. Iíøi òâåðäæåííÿ ¹ î÷åâèäíèìè.

�

Çàóâàæåííÿ 5.48. Ó âèïàäêó ðåãóëÿðíî¨ ñèñòåìè îïåðàòîð-ôóíêöiÿ Ẇ (λ) = YŨ(b, λ) â òâåð-

äæåííi 5.47 ¹ ìàòðèöåþ ìîíîäðîìi¨ (äèâ., íàïðèêëàä, [53]).

Òâåðäæåííÿ 5.49. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (ÃÊ1) - (ÃÊ3) ñèñòåìà ¹ U-âèçíà÷åíîþ. Íåõàé òàêîæ

M+(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ, çàäàíà ðiâíîñòÿìè (5.187) - (5.189). Òîäi 0 ∈ ρ(M2(λ)), λ ∈ C \ R, i äëÿ
êîæíîãî λ ∈ C \ R îïåðàòîð-ôóíêöiÿ Ẇ (·) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

Ẇ (λ) =

(
ẇ1(λ) ẇ2(λ)

ẇ3(λ) ẇ4(λ)

)
=

(
M−1

2 (λ) M−1
2 (λ)m0(λ)

−M4(λ)M
−1
2 (λ) M3(λ)−M4(λ)M

−1
2 (λ)m0(λ)

)
. (5.212)

Ä îâåäåííÿ. Ç (5.188) òà (5.186) âèïëèâà¹, ùî

v0(t, λ) = φU(t, λ)m0(λ)− ψ(t, λ), u(t, λ) = φU(t, λ)M2(λ) (5.213)

i çàñòîñóâàííÿ îïåðàòîðiâ Γ0b òà Γ1b äî ðiâíîñòåé (5.213) ç óðàõóâàííÿì (5.186) òà (5.189) äà¹

0 = ẇ1(λ)m0(λ)− ẇ2(λ), −M3(λ) = ẇ3(λ)m0(λ)− ẇ4(λ) (5.214)

I = ẇ1(λ)M2(λ), −M4(λ) = ẇ3(λ)M2(λ), λ ∈ C \ R. (5.215)

Ç ïåðøî¨ ðiâíîñòi â (5.215) âèïëèâà¹, ùî 0 ∈ ρ(M2(λ)) i ẇ1(λ) =M−1
2 (λ). Êðiì òîãî, âíàñëiäîê äðóãî¨

ðiâíîñòi â (5.215) ẇ3(λ) = −M4(λ)M
−1
2 (λ). Ïiäñòàâëÿþ÷è öi çíà÷åííÿ îïåðàòîðiâ ẇ1(λ) òà ẇ3(λ) â

(5.214), îòðèìó¹ìî ïîòðiáíi ðiâíîñòi äëÿ ẇ2(λ) òà ẇ4(λ). �
Î÷åâèäíî, ùî çà ïðèïóùåííÿ (ÃÊ3) âêîðî÷åíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì ¹ îïåðàòîðíà ïàðà

τ̇ = τ̇(λ) = {Ċ0(λ), Ċ1(λ)} ∈ R̃(H), λ ∈ C \ R (5.216)

ç ãîëîìîðôíèìè îïåðàòîð-ôóíêöiÿìè Ċj(·) : C \ R → [H,K], äå K � äîïîìîæíié ñêií÷åííîâèìiðíèé

ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi dimK = ν(= dimH) (çîêðåìà, ìîæíà ïîêëàñòè K = H).

Â íàñòóïíié òåîðåìi äà¹òüñÿ ïàðàìåòðèçàöiÿ âñiõ m-ôóíêöié êâàçiðåãóëÿðíî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñè-

ñòåìè.

Teoðåìà 5.50. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (ÃÊ1) - (ÃÊ3) ãàìiëüòîíîâà ñèñòåìà ¹ U-âèçíà÷åíîþ .

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî Ẇ (·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (5.198). Òîäi äëÿ êîæíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî

ïàðàìåòðà τ̇ âèãëÿäó (5.216) âiäïîâiäíà m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

mτ̇ (λ) = (Ċ0(λ)ẇ1(λ) + Ċ1(λ)ẇ3(λ))
−1(Ċ0(λ)ẇ2(λ) + Ċ1(λ)ẇ4(λ)), λ ∈ C+. (5.217)

Ä îâåäåííÿ. Ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 5.49 ôîðìóëà (5.217) âèâîäèòüñÿ ç (5.195) àíàëîãi÷íî òîìó,

ÿê ôðìóëó (4.169) áóëî âèâåäåíî ç (4.69) (äèâ. äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.29). �
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5.4.4. Êàíîíè÷íi ñèñòåìè

Íàãàäà¹ìî, ùî ñèñòåìà (3.5) íàçèâà¹òüñÿ êàíîíè÷íîþ, ÿêùî B(t) = 0, òîáòî ÿêùî âîíà ìà¹ âèãëÿä

Jy′ = λ∆(t)y, t ∈ I, λ ∈ C. (5.218)

ßê âiäîìî, ôóíêöiÿ ∆(·) íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ïîçèòèâíîãî òèïà, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî âiäðiçêó [α, β] ⊂
I îïåðàòîð

∫
[α,β]

∆(t) dt ¹ îáîðîòíèì. çãiäíî ç [10, 82] êàíîíè÷íà ñèñòåìà ¹ âèçíà÷åíîþ òîäi é òiëüêè

òîäi, êîëè ∆(t) ¹ ôóíêöi¹þ ïîçèòèâíîãî òèïà.

Òâåðäæåííÿ 5.51. Êàíîíè÷íà ñèñòåìà (5.218) ¹ êâàçiðåãóëÿðíîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

îïåðàòîð-ôóíêöiÿ ∆(·) ¹ iíòåãðîâíîþ íà I.

Ä îâåäåííÿ. Ó âèïàäêó λ = 0 ñèñòåìà (5.218) ïðèéìà¹ âèãëÿä

Jy′ = 0 (5.219)

Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíîþ óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêî¨ ñèñòåìè ¹ {y(t) ≡ h̃ : h̃ ∈ H}. ßêùî ñèòåìà ¹ êâàçiðåãó-
ëÿðíîþ, òî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5.219) íàëåæèòü äî L2

∆(I). Òîìó
∫
I
(∆(t)h̃, h̃) dt <∞, h̃ ∈ H, i,

îòæå, îïåðàòîð-ôóíêöiÿ ∆(·) ¹ iíòåãðîâíîþ íà I. Çâîðîòíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 5.47.
�

Òâåðäæåííÿ 5.52. Íåõàé êàíîíè÷íà ñèñòåìà (5.218) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a ¹ ãà-

ìiëüòîíîâîþ i âèêîíàíå ïðèïóùåííÿ (Ã2) ç ïóíêòó 5.4.1.. Çà öèõ óìîâ ñèñòåìà ¹ U-âèçíà÷åíîþ

òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî h̃ ∈ H ⊕ H ç ðâíîñòåé ∆(t)h̃ = 0 (ì.â. íà I) òà Uh̃ = 0

âèïëèâà¹,ùî h̃ = 0.

Ä îâåäåííÿ. Ç (3.14) âèïëèâà¹, ùî íóëü-ìíîãîâèä ñèñòåìè (5.218) ìà¹ âèãëÿä

N = {y = y(t) ≡ h̃ : h̃ ∈ H ⊕H, ∆(t)h̃ = 0(ì.â. íà I)}.

Êðiì òîãî, äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ y ≡ h̃ ìà¹ìî Γ1ay = Uh̃. Çâiäñè òà ç îçíà÷åííÿ 5.2 âèïëèâà¹ ïîòðiáíå

òâåðäæåííÿ. �

Òâåðäæåííÿ 5.53. Íåõàé êàíîíè÷íà ãàìiëüòîíîâà ñèñòåìà (5.218) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ

òî÷êîþ a ¹ êâàçiðåãóëÿðíîþ. Êðiì òîãî, íåõàé φU(·, λ), ψ(·, λ)(∈ [H,H ⊕H]) � îïåðòîðíi ðîçâ'ÿçêè

öèå¨ ñèñòåìè ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

φU(a, λ) =

(
0

iIH

)
: H → H ⊕H, ψ(a, λ) =

(
−iIH
0

)
: H → H ⊕H (5.220)

i Ẇ (·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (5.211) (ó âèïàäêó ðåãóëÿðíî¨ ñèñòåìè Ẇ (·) ¹ ìàòðèöåþ ìîíîäðîìi¨).

Òîäi íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(1) ßêùî h ∈ H i ∆(t){0, h} = 0 ì.â. íà I, òî h = 0.
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(2) Ðiâíiñòü ker ẇ1(λ) = {0} ¹ âiðíîþ äëÿ êîæíîãî λ ∈ C \ R.
(3) Ðiâíiñòü ker ẇ1(λ) = {0} ¹ âiðíîþ äëÿ äåÿêîãî λ ∈ C \ R.
(4)

∩
λ∈C

ker ẇ1(λ) = {0}.

Ä îâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî

U = (iIH , 0) : H ⊕H → H, Ũ =

(
0 −iIH
iIH 0

)
: H ⊕H → H ⊕H. (5.221)

Òîäi Ũ ¹ J-óíiòàðíèì ðîçøèðåííÿì îïåðàòîðà U i îïåðàòîðè (3.161) òà (3.162) ìàþòü âèãëÿä Γ0ay =

−iy1(a), Γ1ay = iy0(a). Êðiì òîãî, âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè φU(·, λ) òà ψ(·, λ) ñèñòåìè (5.218), ùî çàäîâiëü-
íÿþòü (5.197), çàäàþòüñÿ ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (5.220). ßêùî íàäîäàòîê Γb � âiäîáðàæåííÿ (5.209),

òî âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ (ÃÊ1) - (ÃÊ3) i çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 5.47 âiäïîâiäíà îïåðàòîð-ôóíêöiÿ

Ẇ (·) âèãëÿäó (5.199) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ (5.211).
Âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 5.52 óìîâà (1) åêâiâàëåíòíà U -âèçíà÷åíîñòi ñèñòåìè. Òîìó ÿêùî âèêîíàíà

óìîâà (1), òî â ñèëó òâåðäæåííÿ 5.49 ker ẇ1(λ) = {0}, λ ∈ C\R, i, îòæå, âiðíîþ ¹ iìïëiêàöiÿ (1)⇒(2).

Iìïëiêàöi¨ (2)⇒(3) òà (3)⇒(4) ¹ î÷åâèäíèìè. Ïðèïóñòèìî äàëi, ùî
∩
λ∈C

ker ẇ1(λ) = {0}. ßêùî h ∈ H i

∆(t){0, h} = 0 ì.â. íà I, òî äëÿ êîæíîãî λ ∈ C ôóíêöiÿ y = y(t) = {0, ih}, t ∈ I, çàäîâiëüíÿ¹ (5.218)
i, îòæå, y = φU(t, λ)h, λ ∈ C. Òîìó ẇ1(λ)h = φ0,U(b, λ)h = y0(b) = 0, λ ∈ C, çâiäêè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

h = 0. Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî iìïëiêàöiþ (4)⇒(1). �



ÐÎÇÄIË 6

Ïñåâäîñïåêòðàëüíi òà ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì

6.1. Ïñåâäîñïåêòðàëüíi òà ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ ïîâíî¨ âèìiðíîñòi n

6.1.1. q-ïñåâäîñïåêòðàëüíi òà ïñåâäîñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨

Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà (3.5) çàäàíà íà ïðîìiæêó I = ⟨a, b⟩ i c ∈ I. Òîäi êîæíîìó f̃ ∈ H′ âiäïîâiäà¹

ôóíêöiÿ f̂(·) : R → H, çàäàíà ðiâíiñòþ

f̂(s) =

∫
I
Y ∗
c (t, s)∆(t)f(t) dt, f(·) ∈ f̃ . (6.1)

Âèêîðèñòîâóþ÷è äîáðå âiäîìi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêó Yc(·, λ), íåâàæêî äîâåñòè, ùî f̂(·) ¹ íåïåðåðâíîþ
(i íàâiòü ãîëîìîðôíîþ) ôóíêöi¹þ íà R.

Íàãàäà¹ìî, ùî îïåðàòîð V ∈ [H1,H2] íàçèâà¹òüñÿ ÷àcòêîâîþ içîìåòði¹þ, ÿêùî ||V f || = ||f || äëÿ
êîæíîãî f ∈ H1 ⊖ kerV .

Îçíà÷åííÿ 6.1. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Σ(·) : R → [H] íàçèâà¹òüñÿ q-ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ

ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó Yc(·, λ)), ÿêùî f̂ ∈ L2(Σ;H) äëÿ êîæíîãî f̃ ∈ H′ i îïåðàòîð V f̃ :=

πΣf̂ , f̃ ∈ H′, äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ äî ÷àñòêîâî¨ içîìåòði¨ V = VΣ ∈ [H, L2(Σ;H)].

Îïåðàòîð V = VΣ íàçèâà¹òüñÿ (óçàãàëüíåíèì) ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹, ùî âiäïîâiäà¹ Σ(·).

Î÷åâèäíèì ¹ òàêå òâåðäæåííÿ: ÿêùî Σ(·) � q-ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ, òî äëÿ êîæíîãî f(·) ∈
L2

∆(I) iñíó¹ ¹äèíà (ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi âiäíîñíî ïîëóíîðìè â L2(Σ;H)) ôóíêöiÿ f̂(·) ∈
L2(Σ;H), òàêà ùî

lim
I′→I

∣∣∣∣∣∣f̂(·)− ∫
I′
Y ∗
c (t, ·)∆(t)f(t) dt

∣∣∣∣∣∣
L2(Σ;H)

= 0,

äå I ′ = [α, β] ⊂ I. Ôóíêöiÿ f̂(·) íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f(·). Î÷åâèäíî, ùî äëÿ
ôiíiòíî¨ ôóíêöi¨ f(·) ∈ L2

∆(I) ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6.1).

Òâåðäæåííÿ 6.2. Íåõàé Σ(·) � q-ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ (âiäíîñíî Yc(·, λ)) i V = VΣ �

âiäïîâiäíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. Òîäi äëÿ êîæíîãî g̃ ∈ L2
loc(Σ;H) ôóíêöiÿ

fg̃(t) :=

∫
R
Yc(t, s) dΣ(s)g(s), g(·) ∈ g̃

íàëåæèòü äî L2
∆(I) i V ∗g̃ = π∆fg̃(·). Òîìó

V ∗g̃ = π∆

(∫
R
Yc(·, s) dΣ(s)g(s)

)
, g̃ ∈ L2(Σ;H), g(·) ∈ g̃, (6.2)

äå iíòåãðàë çáiãà¹òüñÿ çà íàïiâíîðìîþ â L2
∆(I).
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Ä îâåäåííÿ. Çãiäíî ç ëåìîþ 3.2 fg̃(·) ¹ íåïåðåðâíîþ H-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ íà I i â ñèëó (2.13)

fg̃(t) =

∫
R
Yc(t, s)Ψ(s)g(s) dµ(s), g(·) ∈ g̃, (6.3)

äå µ òà Ψ âèçíà÷åíi â òåîðåìi 2.13, (1).

Íåõàé f∗(·) ∈ L2
∆(I) � ôóíêöiÿ, òàêà ùî π∆f∗(·) = V ∗g̃. Êðiì òîãî, íåõàé h ∈ H, I ′ = [α, β] ⊂ I i

f(t) = χI′(t)h(∈ L2
∆(I)), äå χI′ � iíäiêàòîð âiäðiçêó I ′. Ïîêàæåìî, ùî∫

I
(f(t),∆(t)fg̃(t))H dt =

∫
I
(f(t),∆(t)f∗(t))H dt. (6.4)

Ç îãëÿäó íà (6.3) ìà¹ìî∫
I
(f(t),∆(t)fg̃(t))H dt =

∫
I

(∫
R
(∆(t)f(t), Yc(t, s)Ψ(s)g(s))H dµ(s)

)
dt. (6.5)

Îñêiëüêè Yc(·, ·) ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ íà I × R, òî∫
I×R

|(∆(t)f(t), Yc(t, s)Ψ(s)g(s))H| dtdµ(s) <∞.

Òîìó âíàñëiäîê òåîðåìè Ôóáiíi ìà¹ìî∫
I

(∫
R
(∆(t)f(t), Yc(t, s)Ψ(s)g(s))H dµ(s)

)
dt =∫

R

(∫
I
(∆(t)f(t), Yc(t, s)Ψ(s)g(s))H dt

)
dµ(s) =∫

R

(∫
I
(Ψ(s)Y ∗

c (t, s)∆(t)f(t), g(s))H dt

)
dµ(s) =∫

R

(
Ψ(s)

∫
I
Y ∗
c (t, s)∆(t)f(t) dt, g(s)

)
H
dµ(s) = (V π∆f, g̃)L2(Σ;H) =

(π∆f, V
∗g̃)H =

∫
I
(f(t),∆(t)f∗(t))dt.

Êîìáiíóþ÷è öi ñïiââiäíîøåííÿ ç (6.5), îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (6.4).

Ç (6.4) âèïëèâà¹, ùî ∆(t)fg̃(t) = ∆(t)f∗(t) (ì.â. íà I). Òîìó fg̃(·) ∈ L2
∆(I) i π∆fg̃(·) = π∆f∗(·) =

V ∗g̃. �

Íàñëiäîê 6.3. Íåõàé Σ(·) � q-ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ, f(·) ∈ L2
∆(I) � ôóíêöiÿ, òàêà ùî

π∆f(·) ∈ H ⊖ kerVΣ i f̂(·) � ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f(·). Òîäi ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (çâîðîòí¹

ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹)

f(t) =

∫
R
Yc(t, s) dΣ(s)f̂(s)

äå iíòåãðàë çáiãà¹òüñÿ çà íàïiâíîðìîþ â L2
∆(I).

Ëåìà 6.4. Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 6.2 E(·) = EΣ(·) � îðòîãîíàëüíà ñïåêòðàëüíà ìiðà

îïåðàòîðà ìíîæåííÿ Λ = ΛΣ, g̃ ∈ L2(Σ;H), δ′ = [α, β] ⊂ R i

yδ′ = yδ′(t) :=

∫
R
Yc(t, s)dΣ(s)χδ′(s)g(s), fδ′ = fδ′(t) :=

∫
R
sYc(t, s)dΣ(s)χδ′(s)g(s), g(·) ∈ g̃, (6.6)
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äå χδ′(·) � iíiäiêàòîð âiäðiçêó δ′. Òîäi:

(1) {yδ′ , fδ′} ∈ Tmax i ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

V ∗E(δ′)g̃ = π∆yδ′ , V ∗ΛE(δ′)g̃ = π∆fδ′ , (6.7)

âíàñëiäîê ÿêèõ {V ∗E(δ′)g̃, V ∗ΛE(δ′)g̃} ∈ Tmax.

(2) ßêùî V ∗E(δ′)g̃ = 0 òà V ∗ΛE(δ′)g̃ = 0, òî yδ′ ∈ N .

Ä îâåäåííÿ. (1) Â ñèëó (2.11) òà (2.12) E(δ′)g̃ = πΣ(χδ′(·)g(·)) òà ΛE(δ′)g̃ = πΣ(sχδ′(s)g(s)). Òîìó

çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 6.2 yδ′ , fδ′ ∈ L2
∆(I) i ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi (6.7). Êðiì òîãî, ç ëåìè 3.2 âèïëèâà¹,

ùî yδ′(·) ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ é

y′δ′(t) = −J
∫
R
(B(t) + s∆(t))Yc(t, s) dΣ(s)χδ′(s)g(s) (ì.â. íà I).

Òîìó

Jy′δ′(t)−B(t)yδ′(t) = ∆(t)

∫
R
sYc(t, s) dΣ(s)χδ′(s)g(s) = ∆(t)fδ′(t) (ì.â. íà I)

i, îòæå, {yδ′ , fδ′} ∈ Tmax.

(2) ßêùî V ∗E(δ′)g̃ = 0 òà V ∗ΛE(δ′)g̃ = 0, òî âíàñëiäîê (6.7) π̃∆{yδ′ , fδ′} = 0. Êðiì òîãî, çãiäíî ç

òâåðäæåííÿì (1) {yδ′ , fδ′} ∈ Tmax. Òîìó âíàñëiäîê (3.33) yδ′ ∈ N . �
Íåõàé VΣ � ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, ùî âiäïîâiäà¹ q-ïñåâäîñïåêòðàëüíié ôóíêöi¨ Σ(·), é H′

0 = H ⊖
kerVΣ, L0 = VΣH(= VΣH

′
0) òà L

⊥
0 = L2(Σ;H)⊖ L0. Òîäi

H = kerVΣ ⊕ H′
0, L2(Σ;H) = L0 ⊕ L⊥

0 . (6.8)

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî

H̃′
0 := H′

0 ⊕ L⊥
0 , H̃ :=

H︷ ︸︸ ︷
kerVΣ ⊕ H′

0 ⊕L⊥
0 = H⊕ L⊥

0 = kerVΣ ⊕ H̃′
0, (6.9)

i Ṽ ′ ∈ [H̃′
0, L

2(Σ;H)] � óíiòàðíèé îïåðàòîð âèãëÿäó

Ṽ ′ = (VΣ � H′
0, IL⊥

0
) : H′

0 ⊕ L⊥
0 → L2(Σ;H), (6.10)

äå IL⊥
0
� îïåðàòîð âêëàäåííÿ ç L⊥

0 â L2(Σ;H). Îñêiëüêè H ⊂ H̃, âiäíîøåííÿ Tmin ìîæíà ðîçãëÿäàòè

ÿê ëiíiéíå âiäíîøåííÿ â H̃.

Ëåìà 6.5. Íåõàé Σ(·) � q-ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ñèñòåìè (3.5) é Ṽ ′ � óíiòàðíèé îïåðàòîð

(6.10). Êðiì òîãî, íåõàé (Tmin)
∗
H̃
∈ C̃(H̃) � ëiíiéíå âiäíîøåííÿ, ñïðÿæåíå äî Tmin â H̃, i Λ = ΛΣ �

îïåðàòîð ìíîæåííÿ â L2(Σ;H). Òîäi ðiâíîñòi

f̃ = (Ṽ ′)∗g̃, T̃0f̃ = (Ṽ ′)∗Λg̃, g̃ ∈ domΛ (6.11)

çàäàþòü ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð T̃0 â H̃′
0, òàêèé ùî T̃0 ⊂ (Tmin)

∗
H̃
.

Ä îâåäåííÿ. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî (Tmin)
∗
H̃
= Tmax ⊕ (L⊥

0 )
2. Êðiì òîãî, âíàñëiäîê (6.10) ìà¹ìî

(Ṽ ′)∗g̃ = V ∗
Σ g̃ + PL⊥

0
g̃, g̃ ∈ L2(Σ;H).
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Òîìó ðiâíîñòi (6.11) ìîæíà çàïèñàòè ÿê

f̃ = V ∗
Σ g̃ + PL⊥

0
g̃, T̃0f̃ = V ∗

ΣΛg̃ + PL⊥
0
Λg̃, g̃ ∈ domΛ. (6.12)

Êðiì òîãî, çãiäíî ç ëåìîþ 6.4 äëÿ êîæíîãî g̃ ∈ domΛ òà âiäðiçêó δ′ = [α, β] ⊂ R ìà¹ìî

{V ∗
ΣE(δ

′)g̃, V ∗
ΣΛE(δ

′)g̃} ∈ Tmax,

é ïåðåõiä äî ãðàíèöi çà óìîâè δ′ → R äà¹ âêëþ÷åííÿ {V ∗
Σ g̃, V

∗
ΣΛg̃} ∈ Tmax, g̃ ∈ domΛ. Çâiäñè òà ç

(6.12) âèïëèâà¹, ùî T̃0 ⊂ (Tmin)
∗
H̃
. �

Teoðåìà 6.6. Äëÿ êîæíî¨ q-ïñåâäîñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨ Σ(·) ñèñòåìè (3.5) âiäïîâiäíå ïåðå-

òâîðåííÿ Ôóð'¹ VΣ çàäîâiëüíÿ¹ âêëþ÷åííþ

mulTmin ⊂ kerVΣ, (6.13)

äå mulTmin � ìíîãîçíà÷íà ÷àñòèíà âiäíîøåííÿ Tmin (äèâ. òâåðäæåííÿ 3.7).

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé T̃0 = T̃ ∗
0 � îïåðàòîð â H̃

′
0, âèçíà÷åíèöé â ëåìi 6.5, é (T̃0)

∗
H̃
� ëiíiéíå âiäíîøåííÿ,

ñïðÿæåíå äî T̃0 â ïðîñòîði H̃. Òîäi (T̃0)∗H̃ = T̃0 ⊕ (kerVΣ)
2 i ç âêëþ÷åííÿ T̃0 ⊂ (Tmin)

∗
H̃
âèïëèâà¹, ùî

Tmin ⊂ T̃0 ⊕ (kerVΣ)
2. (6.14)

Íåõàé ñ ∈ mulTmin. Òîäi {0, ñ} ∈ Tmin i â ñèëó (6.14) {0, ñ} ∈ T̃0 ⊕ (kerVΣ)
2. Òîìó iñíóþòü f̃ ∈ dom T̃0

i g̃, g̃′ ∈ kerVΣ, òàêi ùî

f̃ + g̃ = 0, T̃0f + g̃′ = ñ.

Îñêiëüêè f̃ ∈ H̃′
0, g̃ ∈ kerVΣ i H̃′

0 ⊥ kerVΣ (äèâ. (6.9)), òî f̃ = g̃ = 0. Òîìó T̃0f̃ = 0 i, îòæå,

ñ = g̃′ ∈ kerVΣ. Çâiäñè âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ (6.13). �

Çàóâàæåííÿ 6.7. Çãiäíî ç [90, Lemma 5] ðiâíiñòü

Φsf =

∫
I
Y ∗
c (t, s)∆(t)f(t) dt, f̃ ∈ domTmin ∩ H′, s ∈ R (6.15)

çàäà¹ íàïðÿìíå âiäîáðàæåíííÿ Φ âiäíîøåííÿ Tmin â ñåíñi [90]. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ôàêò òà òåîðåìó

1 ç [90] ìîæíà äîâåñòè âêëþ÷åííÿ (6.13) äëÿ q-ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié Σ(·), ÿêi çàäîâiëüíÿþòü
äîäàòêîâié óìîâi ||VΣf̃ || = ||f̃ ||, f̃ ∈ domTmin.

Îçíà÷åííÿ 6.8. q-ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ Σ(·) ñèñòåìè (3.5) íàçèâà¹òüñÿ ïñåâäîñïåêòðàëü-
íîþ ôóíêöi¹þ, ÿêùî äëÿ âiäïîâiäíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ VΣ ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü kerVΣ = mulTmin.

Îçíà÷åííÿ 6.9. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Σ(·) : R → [H] íàçèâà¹òüñÿ ñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ñèñòåìè

(3.5) (âiäíîñíî îïåðàòîðíîãî ðîçâ'ÿçêó Yc(·, λ)), ÿêùî äëÿ êîæíîãî f̃ ∈ H′ ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ

f̂ ∈ L2(Σ;H) i âiðíîþ ¹ ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ ||f̂ ||L2(Σ;H) = ||f̃ ||H.
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Ç òåîðåìè 6.6 âèïëèâà¹, ùî ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ q-ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ Σ(·)
ç ìiíiìàëüíî ìîæëèâèì ÿäðîì kerVΣ âiäïîâiäíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. Êðiì òîãî, ç òi¹¨ æ òåðåìè

âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 6.10. ßêùî mulTmin ̸= {0}, òî ìíîæèíà ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié ñèñòåìè (3.5) ¹

ïîðîæíüîþ. ßêùî æ mulTmin = {0}, òî ìíîæèíè ñïåêòðàëüíèõ òà ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié

ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó Yc(·, λ)) çáiãàþòüñÿ.

Òâåðäæåííÿ 6.11. Íåõàé Σ(·) � q-ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ âèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè (3.5) i L0 =

VΣH. Òîäi îïåðàòîð ìíîæåííÿ ΛΣ ¹ L0-ìiíiìàëüíèì (äèâ. îçíà÷åííÿ 2.5).

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé L⊥
0 := kerV ∗

Σ(= L2(Σ;H) ⊖ L0), g̃ ∈ L⊥
0 é EΣ(δ

′)g̃ ∈ L⊥
0 äëÿ êîæíîãî âiäðiçêó

δ′ = [α, β] ⊂ R. Òîäi ΛΣEΣ(δ
′)g̃ ∈ L⊥

0 i, îòæå, V ∗
ΣEΣ(δ

′)g̃ = 0 òà V ∗
ΣΛΣEΣ(δ

′)g̃ = 0. Òîìó âíàñëiäîê ëåìè

6.4, (2) yδ′ ∈ N , äå yδ′ � ôóíêöiÿ, çàäàíà ïåðøîþ ðiâíiñòþ â (6.6). Îñêiëüêè ñèñòåìà ¹ âèçíà÷åíîþ,

òî yδ′ = 0 i òîìó∫
δ′
dΣ(σ)g(s) =

∫
R
Yc(c, s)dΣ(σ)χδ′(s)g(s) = yδ′(c) = 0, δ′ = [α, β] ⊂ R, g(·) ∈ g̃.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî g̃ = 0. Òàêèì ÷èíîì, ïiäïðîñòið L0 çàäîâiâëüíÿ¹ óìîâi (2) îçíà÷åííÿ 2.5. �
Íàäàëi ïîêëàäà¹ìî H0 := H⊖mulTmin, òàê ùî

H = mulTmin ⊕ H0. (6.16)

Êðiì òîãî, äëÿ ïñåâäîñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨ Σ(·) ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç V0 = V0,Σ içîìåòðiþ ç H0 â L2(Σ;H),

çàäàíó ðiâíiñòþ

V0,Σ := VΣ � H0. (6.17)

Î÷åâèäíî, ùî VΣ äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

VΣ = (0, V0,Σ) : mulTmin ⊕ H0 → L2(Σ;H) (6.18)

Ïðèïóñòèìî, ùî ðîçøèðåííÿ T̃ ∈ S̃elf0(Tmin) ¹ ëiíiéíèì âiäíîøåííÿì â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H̃ ⊃ H

i H̃0 := H̃⊖mulTmin. Òîäi H0 ⊂ H̃0 i ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä

H̃ = mulTmin ⊕ H̃0. (6.19)

Íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç T̃0 îïåðàòîðíó ÷àñòèíó âiäíîøåííÿ T̃ . Îñêiëüêè mul T̃ = mulTmin, òî

T̃0 ¹ ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì â H̃0. Íåõàé E0(·) � îðòîãîíàëüíà ñïåêòðàëüíà ìiðà îïåðàòîðà T̃0 i
F0(·) : R → [H0] � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó, çàäàíà ðiâíiñòþ

F0(t) = PH̃0,H0
E0((−∞, t)) � H0, t ∈ R. (6.20)

Î÷åâèäíî, ùî ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ F (·) âiäíîøåííÿ Tmin, ïîðîäæíåíà ðîçøèðåííÿì T̃ , ìà¹ âèãëÿä

F (t) =

(
F0(t) 0

0 0

)
: H0 ⊕mulTmin → H0 ⊕mulTmin. (6.21)
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Òâåðäæåííÿ 6.12. Ïðèïóñòèìî, ùî Σ(·) � ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ñèñòåìè (3.5), L0 =

VΣH i îïåðàòîð ìíîæåííÿ ΛΣ ¹ L0-ìiíiìàëüíèì. Òîäi iñíó¹ ¹äèíå (ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíî-

ñòi) ðîçøèðåííÿ T̃ ∈ S̃elf0(Tmin), òàêå ùî ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ F (·) âiäíîøåííÿ Tmin, ïîðîäæåíà

ðîçøèðåííÿì T̃ , çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíîñòi

((F (β)− F (α))f̃ , f̃)H =

∫
[α,β)

(dΣ(s)f̂(s), f̂(s)), f̃ ∈ H′, −∞ < α < β <∞. (6.22)

ßêùî T̃ ¹ ëiíiéíèì âiäíîøåííÿì ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H̃ ⊃ H, òî iñíó¹ óíiòàðíèé îïåðàòîð

Ṽ ∈ [H̃0, L
2(Σ;H)], òàêèé ùî Ṽ � H0 = V0,Σ i îïåðàòîðè T̃0 òà ΛΣ óíiòàðíî åêâiâàëåíòíi çà äîïîìîãè

îïåðàòîðà Ṽ . Êðiì òîãî, V0,Σ ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè T̃ ∈ Self0(Tmin).

Ä îâåäåííÿ. Äëÿ çàäàíî¨ ïñåâäîñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨ Σ(·) ïîêëàäåìî

L0 = VΣH0, L⊥
0 = L2(Σ;H)⊖ L0,

òàê ùî L2(Σ;H) = L0 ⊕ L⊥
0 . Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî

H̃0 := H0 ⊕ L⊥
0 , H̃ :=

H︷ ︸︸ ︷
mulTmin ⊕ H0⊕L⊥

0 = mulTmin ⊕ H̃0, (6.23)

é íåõàé Ṽ ∈ [H̃0, L
2(Σ;H)] � óíiòàðíèé îïåðàòîð, çàäàíèé áëî÷íèì çîáðàæåííÿì

Ṽ = (V0,Σ, IL⊥
0
) : H0 ⊕ L⊥

0 → L2(Σ;H). (6.24)

Îñêiëüêè kerVΣ = mulTmin, òî H′
0 = H0, H̃

′
0 = H̃0 i Ṽ ′ = Ṽ (äèâ. (6.8), (6.9) òà (6.10)). Òîìó çãiäíî ç

ëåìîþ 6.5 ðiâíîñòi (6.11) ç Ṽ ′ = Ṽ çàäàþòü ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð T̃0 â H̃0. Êðiì òîãî, îïåðàòîðè T̃0

òà ΛΣ óíiòàðíî åêâiâàëåíòíi çà äîïîìîãè îïåðàòîðà Ṽ . Çâiäñè âèïëèâà¹,ùî îðòîãîíàëüíà ñïåêòðàëüíà

ìiðà E0(·) îïåðàòîðà T̃0 çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíîñòi

E0([α, β)) = Ṽ ∗EΣ([α, β))Ṽ , −∞ < α < β <∞. (6.25)

Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî Ṽ H0 = VΣH = L0, i îñêiëüêè îïåðàòîð ΛΣ ¹ L0-ìiíiìàëüíèì, òî îïåðàòîð T̃0 ¹

H0-ìiíiìàëüíèì.

Ç äðóãî¨ ðiâíîñòi â (6.23) âèïëèâà¹, ùî T̃ := ({0} ⊕ mulTmin) ⊕ T̃0 ¹ ñàìîñïðÿæåíèì ëiíiéíèì

âiäíîøåííÿì â H̃ ç îïåðàòîðíîþ ÷àñòèíîþ T̃0 i mul T̃ = mulTmin. Êðiì òîãî,

{0} ⊕mulTmin ⊂ Tmin ⊂ (Tmin)
∗
H̃

i çãiäíî ç ëåìîþ 6.5 T̃0 ⊂ (Tmin)
∗
H̃
. Òîìó T̃ ⊂ (Tmin)

∗
H̃
i, îòæå, Tmin ⊂ T̃ . Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî

âiäíîøåííÿ T̃ ¹ H-ìiíiìàëüíèì, îñêiëüêè îïåðàòîð T̃0 ¹ H0-ìiíiìàëüíèì. Òîìó T̃ ∈ S̃elf0(Tmin).

Ïðèïóñòèìî, äàëi, ùî F (·) ¹ ñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ âiäíîøåííÿ Tmin, ïîðîäæåíîþ ðîçøèðåí-

íÿì T̃ , é íåõàé F0(·) çàäàíî ðiâíiñòþ (6.20). Âèêîðèñòîâóþ÷è (6.25) òà (6.24), íåâàæêî ïîêàçàòè,

ùî

F0(β)− F0(α) = PH̃0,H0
E0([α, β)) � H0 = V ∗

0,ΣEΣ([α, β))V0,Σ, −∞ < α < β <∞.

Òîìó âíàñëiäîê (6.21) òà (6.18) ìà¹ìî

F (β)− F (α) = V ∗
ΣEΣ([α, β))VΣ, −∞ < α < β <∞,
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ùî åêâiâàëåíòíî (6.22). �äèíiñòü T̃ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç (6.22) òà H-ìiíiìàëüíîñòi ðîçøèðåííÿ

T̃ . Íàêiíåöü, âiðíèìè ¹ åêâiâàëåíòíîñòi

V0,ΣH0 = L2(Σ;H) ⇐⇒ H0 = H̃0 ⇐⇒ H = H̃ ⇐⇒ T̃ ∈ Self0(Tmin).

Òîìó V0,Σ ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè T̃ ∈ Self0(Tmin). �

Òâåðäæåííÿ 6.13. Íåõàé T̃ ∈ S̃elf0(Tmin), F (·) � ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ âiäíîøåííÿ Tmin, ïî-

ðîäæåíà ðîçøèðåííÿì T̃ , i Σ(·) : R → [H] � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó, ùî çàäîâiëüíÿ¹ (6.22). Òîäi Σ(·) ¹
ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ñèñòåìè (3.5).

Ä îâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî T̃ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì âiäíîøåííÿì â äåÿêîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðñòîði

H̃ ⊃ H i ïðîñòið H̃ ðîçêëàäåíî çà ôîðìóëîþ (6.19). Îñêiëüêè mul T̃ = mulTmin, òî ç (6.22) òà (2.9)

âèïëèâà¹, ùî f̂ ∈ L2(Σ;H) i

||f̂ ||L2(Σ;H) = ||PH̃0
f̃ ||H̃ ≤ ||f̃ ||H, f̃ ∈ H′.

Òîìó îïåðàòîð V f̃ := πΣf̂ , f̃ ∈ H′, äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ äî îïåðàòîðà V ∈ [H, L2(Σ;H)], òàêîãî ùî

||V f̃ ||L2(Σ;H) = ||PH̃0
f̃ ||H̃, f̃ ∈ H. (6.26)

Íåõàé ïðîñòið H ðîçêëàäåíî çà ôîðìóëîþ (6.16). Òîäi âíàñëiäîê (6.26), (6.19) i âêëþ÷åííÿ H0 ⊂ H̃0

ìà¹ìî

V f̃ = 0, f̃ ∈ mulTmin; ||V f̃ ||L2(Στ ;H) = ||f̃ ||H̃ = ||f̃ ||H, f̃ ∈ H0.

Òàêèì ÷èíîì, V ¹ ÷àñòêîâîþ içîìåòði¹þ ç kerV = mulTmin i, îòæå, Σ(·) ¹ ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíê-

öi¹þ. �

6.1.2. Ïñåâäîñïåêòðàëüíi òà ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ âèçíà÷åíèõ ñèñòåì

Â ìåæàõ öüîãî ïóíêòó ïåðiîäè÷íî âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi ïðèïóùåííÿ:

(Ï1) Ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ i n+(Tmin) ≥ n−(Tmin) (òîáòî ìà¹ ìiñöå îäèí ç âèïàäêiâ 1-3 ç

ïóíêòó 3.4.2.).

(Ï2) {Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (3.67), (3.58).
(Ï3)Hj òà Γ′

j, j ∈ {0, 1}, � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè òà îïåðàòîðè, ïîáóäîâàíi äëÿ êîæíîãî ç âèïàäêiâ
1-3 â ïóíêòi 3.4.2..

(Ï4) Π = {H0 ⊕H1,Γ0,Γ1} � ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ Tmax i M+(·) � ôóíêöiÿ Âåéëÿ öi¹¨

òðiéêè.

Îçíà÷åííÿ 6.14. Ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ ∈ R̃(H0,H1) âèãëÿäó (2.20) íàçèâà¹òüñÿ M+-äîïóñòè-

ìèì, ÿêùî

lim
y→+∞

1
iy
P1(C0(iy)− C1(iy)M+(iy))

−1C1(iy) = 0 (6.27)

lim
y→+∞

1
iy
M+(iy)(C0(iy)− C1(iy)M+(iy))

−1C0(iy) � H1 = 0 (6.28)
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Òâåðäæåííÿ 6.15. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (Ï1) - (Ï4) τ � ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð i T̃τ ∈ S̃elf(Tmin)

� âiäïîâiäíå ðîçøèðåííÿ, ïîðîäæåíå ãðàíè÷íîþ çàäà÷åþ (4.1), (4.2) (äèâ. çàóâàæåííÿ 4.8). Çà öèõ

óìîâ T̃τ ∈ S̃elf0(Tmin) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ïàðàìåòð τ ¹ M+-äîïóñòèìèì.

Ä îâåäåííÿ. ßê âæå âiäçíà÷àëîñÿ â äîâåäåííi òåîðåìè 4.2 ãðàíè÷íà çàäà÷à (4.1), (4.2) åêâiâàëåíò-

íà àáñòðàêòíié ãðàíè÷íié çàäà÷i (2.110), (2.111) äëÿ ðîçäiëåíî¨ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè Π. Òîìó ïîòðiáíå

òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.53, (2). �

Teoðåìà 6.16. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (Ï1) - (Ï4) c ∈ I, τ � M+-äîïóñòèìèé ãðàíè÷íèé ïà-

ðàìåòð, Fτ (·) � ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ âiäíîøåííÿ Tmin òà Ωc
τ (·) � õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ, ùî

âiäïîâiäàþòü τ (äèâ. çàóâàæåííÿ 4.8). Òîäi ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Στ (·) : R → [H], çàäàíà ôîðìóëîþ

îáåðíåííÿ Ñòiëüòü¹ñà

Στ (s) = lim
δ→+0

lim
ε→+0

1

π

∫ s−δ

−δ

ImΩc
τ (u+ iε) du, (6.29)

¹ ¹äèíîþ ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ñèòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó Yc(·, λ)), ùî çàäîâiëüíÿ¹

ñïiââiäíîøåííþ

((Fτ (β)− Fτ (α))f̃ , f̃)H =

∫
[α,β)

(dΣτ (s)f̂(s), f̂(s)), f̃ ∈ H′, −∞ < α < β <∞. (6.30)

Ä îâåäåííÿ. 1) Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî Στ (·) çàäîâiëüíÿ¹ (6.30) (ìè äàìî ëèøå íàðèñ äîâåäåí-

íÿ, îñêiëüêè âîíî àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ áëèçüêèõ òâåðäæåíü â [66, 48]). Ç (4.11) âèïëèâà¹, ùî äëÿ

êîæíîãî f̃ ∈ H′

Rτ (λ)f̃ = π∆

(∫
I
(Yc(·, λ)Ωc

τ (λ)Y
∗
c (t, λ))∆(t)f(t) dt+

∫
I
K(·, t, λ)∆(t)f(t) dt

)
, f(·) ∈ f̃ , (6.31)

äå K(x, t, λ) � öiëà ôóíêöiÿ âiä λ, òàêà ùî K∗(x, t, λ) = K(x, t, λ). Ïðèïóñòèìî, ùî f̂(·) : C → H �

öiëà ôóíêöiÿ, çàäàíà ðiâíiñòþ

f̂(λ) =

∫
I
Y ∗
c (t, λ)∆(t)f(t) dt, λ ∈ C.

Òîäi â ñèëó (6.31)

(Rτ (λ)f̃ , f̃) = (Ωc
τ (λ)f̂(λ), f̂(λ)) + S(λ), f̃ ∈ H′, λ ∈ C+,

äå S(·) � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà C ç äiéñíèìè çíà÷åííÿìè íà R. Òîìó ç îãëÿäó íà (2.8) ìà¹ìî

((Fτ (β)− Fτ (α))f̃ , f̃) = lim
δ→+0

lim
ε→+0

1

π

∫ β−δ

α−δ

Im(Ωc
τ (u+ iε)f̂(u+ iε), f̂(u− iε)) du.

Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð ôîðìóëó îáåðíåííÿ Ëiâøèöà � Ñòiëüòü¹ñà [17, 48], âèâîäèìî (6.30).

2) Íåõàé T̃τ ∈ S̃elf0(Tmin) � ðîçøèðåííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ïàðàìåòðó τ çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 6.15.

Îñêiëüêè ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ Fτ âiäíîøåííÿ Tmin ïîðîäæó¹òüñÿ ðîçøèðåííÿì T̃τ i ìà¹ ìiñöå (6.30),

òî çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 6.13 Στ (·) ¹ ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ñèñòåìè (3.5).



175

3) Ïîêàæåìî, ùî Στ (·) ¹ ¹äèíîþ ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ, ùî çàäîâiëüíÿ¹ (6.30). Ïðèïó-

ñòèìî, ùî VΣτ � âiäïîâiäíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ i EΣτ � ñïåêòðàëüíà ìiðà (2.12). Òîäi âíàñëiäîê (6.30)

äëÿ êîæíîãî ñêií÷åííîãî ïðîìiæêó δ′ = [α, β) ⊂ R ìà¹ìî

Fτ (β)− Fτ (α) = V ∗
Στ
EΣτ (δ

′)VΣτ (6.32)

i â ñèëó (6.2)

(Fτ (β)− Fτ (α))f̃ = π∆

(∫
δ′
Yc(·, s)dΣτ (s)f̂(s)

)
, δ′ = [α, β) ⊂ R, f̃ ∈ H′. (6.33)

Íåõàé Σ(·) � ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ, òàêà ùî ìà¹ ìiñöå (6.30) ç Σ(·) çàìiñòü Στ (·). Òîäi òàêîæ
ìà¹ ìiñöå (6.33) ç Σ(·) çàìiñòü Στ (·) i, îòæå,âiðíîþ ¹ ðiâíiñòü

π∆

(∫
δ′
Yc(·, s)dΣτ (s)f̂(s)

)
= π∆

(∫
δ′
Yc(·, s)dΣ(s)f̂(s)

)
, δ′ = [α, β), f̃ ∈ H′. (6.34)

Ç òåîðåìè 2.13 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ñêàëÿðíà ìiðà µ íà áîðåëiâñüêèõ ìíîæèíàõ â R i ôóíêöi¨ Ψj· :
R → [H], j ∈ {1, 2}, òàêi ùî

Στ (β)− Στ (α) =

∫
δ′
Ψ1(s) dµ(s), Σ(β)− Σ(α) =

∫
δ′
Ψ2(s) dµ(s), δ′ = [α, β) (6.35)

Íåõàé Ψ(s) := Ψ1(s) − Ψ2(s) i µ0 � ìiðà Ëåáåãà íà áîðåëiâñüêèõ ìíîæàíàõ â I. Ïîçíà÷èìî òàêîæ

÷åðåç G ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié f̂(·) : R → H, ÿêi äîïóñêàþòü çîáðàæåííÿ (6.1) ç äåÿêèì f̃ ∈ H′. Òîäi

âíàñëiäîê (6.34), (2.13) òà (6.35) ìà¹ìî

∆(t)

∫
δ′
Yc(t, s)Ψ(s)f̂(s) dµ(s) = 0 (µ0 − ì.â. íà I), f̂ ∈ G, δ′ = [α, β). (6.36)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç F (çëi÷åíó) ìíîæèíó óñiõ ñêií÷åííèõ iíòåðâàëiâ δ′ = [α, β) ⊂ R ç ðàöiîíàëüíèìè

êiíöÿìè. Ç (6.36) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî δ′ ∈ F i êîæíîãî f̂ ∈ G iñíó¹ áîðåëiâñüêà ìíîæèíà

Bδ′,f̂ ⊂ I, òàêà ùî

µ0(I \Bδ′,f̂ ) = 0 òà
∫
δ′
∆(t)Yc(t, s)Ψ(s)f̂(s)dµ(s) = 0, t ∈ Bδ′,f̂

Òîìó Bf̂ :=
∩

δ′∈F
Bδ′,f̂ ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ â I, òàêîþ ùî

µ0(I \Bf̂ ) = 0 òà µ({s ∈ R : ∆(t)Yc(t, s)Ψ(s)f̂(s) ̸= 0}) = 0, t ∈ Bf̂ . (6.37)

Äëÿ êîæíîãî f̂ ∈ G ïîêëàäåìî

B̃f̂ = {(t, s) ∈ I × R : ∆(t)Yc(t, s)Ψ(s)f̂(s) ̸= 0}.

Òîäi â ñèëó (6.37) (µ0 × µ)(B̃f̂ ) = 0 i, îòæå, iñíó¹ áîðåëiâñüêà ìíîæèíà Cf̂ ⊂ R, òàêà ùî

µ(R \ Cf̂ ) = 0 òà µ0({t ∈ I : ∆(t)Yc(t, s)Ψ(s)f̂(s) ̸= 0}) = 0, s ∈ Cf̂ . (6.38)

Íåõàé s ∈ Cf̂ i y = y(t) = Yc(t, s)Ψ(s)f̂(s). Òîäi y ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (3.5) i çãiäíî ç (6.38) ∆(t)y(t) =

0 (µ0- ì.â. íà I). Òîìó y ∈ N i îñêiëüêè ñèñòåìà ¹ âèçíà÷åíîþ, òî y = 0. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

Ψ(s)f̂(s) = 0. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî f̂ ∈ G iñíó¹ áîðåëiâñüêà ìíîæèíà Cf̂ ⊂ R, òàêà ùî

µ(R \ Cf̂ ) = 0 òà Ψ(s)f̂(s) = 0, s ∈ Cf̂ . (6.39)
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Äîâåäåìî äàëi òàêå òâåðäæåííÿ:

(Ò) äëÿ êîæíîãî s ∈ R òà h ∈ H iñíó¹ ôóíêöiÿ f̂(·) ∈ G, òàêà ùî f̂(s) = h.

Äiéñíî, íåõàé s ∈ R, h′ ∈ H i (f̂(s), h′) = 0 äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f̂(·) ∈ G. Ïîêëàäåìî y = y(t) =

Yc(t, s)h
′. Òîäi äëÿ êîæíîãî ñêií÷åííîãî ïðîìiæêó I ′ ⊂ I ìà¹ìî f̂I′(·) :=

∫
I′
Y ∗
c (t, ·)∆(t)y(t) dt ∈ G i,

îòæå,

0 = (f̂I′(s), h′) =

∫
I′
(Y ∗

c (t, s)∆(t)y(t), h′) dt =

∫
I′
(∆(t)y(t), y(t)) dt, I ′ ⊂ I.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî y ∈ N i â ñèëó âèçíà÷åíîñòi ñèñòåìè y = 0. Òîìó h′ = 0, ùî äîâîäèòü òâåðäæåííÿ

(Ò).

Íåõàé {ej}n1 � îðòîíîðìîâíèé áàçiñ â H. Òîäi âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ (Ò) iñíó¹ ñèñòåìà {f̂j}n1
ôóíêöié f̂j ∈ G, òàêèõ ùî f̂j(0) = ej. Ïîêëàäåìî

D1 = {s ∈ R : d(s) ̸= 0}, D2 =
n∩

j=1

Cf̂j
, D3 = {s ∈ R : µ({s}) > 0}

D = (D1 ∩D2) ∪D3,

äå d(s) = det(f̂j(s), ek). ßêùî s ∈ D1 ∩ D2, òî d(s) ̸= 0 (òàê ùî ñóêóïíiñòü {f̂j(s)}n1 ¹ áàçiñîì â H) i
Ψ(s)f̂j(s) = 0, j = 1, n. Òîìó Ψ(s) = 0, s ∈ D1∩D2. Äàëi, D3 ¹ (íå áiëüø íiæ çëè÷åíîþ) áîðåëiâñüêîþ

ìíîæèíîþ i D3 ⊂ Cf̂ äëÿ êîæíîãî f̂ ∈ G. Òîìó âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ (Ò) Ψ(s) = 0, s ∈ D3. Çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî Ψ(s) = 0, s ∈ D. Êðiì òîãî, R \D = D′ ∪D′′, äå

D′ = (R \D1) ∩ (R \D3), D′′ = (R \D2) ∩ (R \D3).

Îñêiëüêè f̂j(·) ¹ öiëîþ ôóíêöi¹þ, òî ôóíêöiÿ d(·) òàêîæ ¹ öiëîþ. Êðiì òîãî, d(0) = 1 i, îòæå, ìíîæèíà

R \D1 ¹ íå áiëüø íiæ çëè÷åíîþ. Òîìó D′ ¹ íå áiëüø íiæ çëè÷åíîþ ìíîæèíîþ i µ({s}) = 0, s ∈ D′,

çâiäêè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü µ(D′) = 0. Êðiì òîãî, µ(R \D2) = 0 i òîìó µ(D′′) = 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

µ(R \ D) = 0 i, îòæå, Ψ(s) = 0 (µ-ì.â. íà R). Òàêèì ÷èíîì, Ψ1(s) = Ψ2(s) (µ-ì.â. íà R) i âíàñëiäîê
(6.35) Στ (s) = Σ(s). �
Â íàñòóïíié òåîðåìi óñi ïñåâäîñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ âèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè (3.5) îïèñóþòüñÿ â òåðìiíàõ

M+-äîïóñòèìîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ .

Teoðåìà 6.17. Íåõàé âèêîíàíi ïðèïóùåííÿ (Ï1) - (Ï4) öüîãî ïóíêòó i c ∈ I. Òîäi ôîðìóëà
(6.29) çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà M+-äîïóñòèìèìè ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ ∈
R̃(H0,H1) òà óñiìà ïñåâäîñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè Σ = Στ (·) ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó

Yc(·, λ)).

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé τ � M+-äîïóñòèìèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (2.20). Òîäi çãiäíî ç òåîðåìîþ 6.16

ôîðìóëà (6.29) âèçíà÷à¹ ïñåâäîñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ Σ = Στ (·). Çâîðîòíî, íåõàé Σ(·) � ïñåâäî-

ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ñèñòåìè (3.5) i L0 = VΣH. Òîäi çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 6.11 îïåðàòîð ΛΣ ¹ L0

ìiíiìàëüíèì i â ñèëó òâåðäæåíü 6.12, 6.15 òà çàóâàæåííÿ 4.8 iñíó¹ ¹äèíèéM+-äîïóñòèìèé ãðàíè÷íèé

ïàðàìåòð τ , òàêèé ùî ìà¹ ìiñöå (6.22) ç F (·) = Fτ (·). Êðiì òîãî, çãiäíî ç òåîðåìîþ 6.16 ïñåâäîñïåê-

òðàëüíà ôóíêöiÿ Στ (·), çàäàíà ôîðìóëîþ (6.29), ¹ ¹äèíîþ ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ñèñòåìè
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(3.5), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (6.30). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Σ(·) = Στ (·) �

Teoðåìà 6.18. Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ i c ∈ I. Òîäi iñíó¹ ái¹êòèâíà

âiäïîâiäíiñòü Σ(·) = ΣT̃ (·) ìiæ óñiìà ðîçøèðåííÿìè T̃ ∈ S̃elf0(Tmin) âiäíîøåííÿ Tmin i óñiìà ïñåâ-

äîñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè Σ(·) ñèñòåìè (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó Yc(·, λ)). Öÿ âiäïîâiäíiñòü çàäà¹òüñÿ

ðiâíiñòþ (6.22), â ÿêié F (·) � ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ âiäíîøåííÿ Tmin, ïîðîäæåíà ðîçøèðåííÿì T̃ .

Êðiì òîãî, îïåðàòîðè T̃0 (îïåðàòîðíà ÷àñòèíà âiäíîøåííÿ T̃ ) òà îïåðàòîð ìíîæåííÿ ΛΣ
T̃
â ïðî-

ñòîði L2(ΣT̃ ;H) óíiòàðíî åêâiâàëåíòíi i òîìó âîíè ìàþòü îäíàêîâi ñïêòèðàëüíi âëàñòèâîñòi.

Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî ðîçøèðåííÿ T̃ ∈ S̃elf0(Tmin) êðàòíiñòü ñïåêòðà îïåðà-

òîðà T̃0 íå ïåðåâèùó¹ n.

Ä îâåäåííÿ. Ïîòðiáíi òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 6.17 i òâåðäæåíü 6.11, 6.12 òà 6.15. �

Íàñëiäîê 6.19. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (Ï1) - (Ï4) τ � M+-äîïóñòèìèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð,

Σ(·) = Στ (·) � ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ñèñòåìè (3.5) i V0,Σ ∈ [H0, L
2(Σ;H)] � âiäïîâiäíà içîìåòðiÿ

(6.17). Çà öèõ ïðèïóùåíü V0,Σ ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè N+ = N− i τ ¹

ñàìîñïðÿæåíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì (2.32). ßêùî öÿ óìîâà âèêîíàíà, òî ãðàíè÷íi óìîâè (4.4)

çàäàþòü ðîçøèðåííÿ T̃τ ∈ Self0(Tmin) i îïåðàòîðè T̃0,τ (îïåðàòîðíà ÷àñòèíà T̃τ) òà ΛΣ óíiòàðíî

åêâiâàëåíòíi çà äîïîìîãè V0,Σ.

Ä îâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 6.12 òà òåîðåìè 4.2. Äðóãå òâåðäæåííÿ

âèïëèâà¹ ç òåîðåì 4.2 òà 6.18.

�
Â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi äà¹òüñÿ êðèòåðié, ùî äîçâîëÿ¹ îïèñóâàòè óñi ïñåâäîñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ â

òåðìiíàõ äîâiëüíîãî (íåîáîâ'ÿçêîâî äîïóñòèìîãî) ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ .

Òâåðäæåííÿ 6.20. Çà ïðèïóùåíü (Ï1) - (Ï4) íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

(1) Êîæíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ ¹ M+-äîïóñòèìèì.

(2) Ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

lim
y→+∞

1
iy
M+(iy) � H1 = 0

lim
y→+∞

y
(
Im(M+(iy)h0, h0)H0 +

1
2
||P2h0||2

)
= +∞, 0 ̸= h0 ∈ H0,

äå P2 � îðòîïðîåêòîð â H0 íà H2 = H0 ⊖H1.

(3) mulTmin = mulTmax, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (Ó2) â òâåðäæåííi 3.7, (2).

(4) S̃elf(Tmin) = S̃elf0(Tmin).

(5) Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 6.17 ¹ ñïðàâåäëèâèìè äëÿ äîâiëüíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ .

Ä îâåäåííÿ. Åêâiâàëåíòíiñòü (1)⇔ (4) âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 6.15. Åêâiâàëåíòíiñòü (3)⇔ (4) ¹

íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 2.12, (1). Åêâiâàëåíòíiñòü (2)⇔ (3) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.49, (2) òà çàóâàæåííÿ
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2.50, (2), çàñòîñîâàíèõ äî ðîçäiëåíî¨ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè Π äëÿ Tmax. Íàêiíåöü, åêâiâàëåíòíiñòü (1)⇔
(5) ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 6.17. �
Êîìáiíóþ÷è ðåçóëüòàòè öüîãî ïiäðîçäiëó ç òâåðäæåííÿì 6.10, ïðèõîäèìî äî òàêî¨ òåîðåìè.

Teoðåìà 6.21. Ìíîæèíà ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié âèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè (3.5) ¹ íåïîðîæíüîþ òîäi

é òiëüêè òîäi, êîëè mulTmin = {0} àáî æ, åêâiâàëåíòíî, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (Ó1) â òâåðäæåí-

íi 3.7, (2). ßêùî öÿ óìîâà âèêîíàíà, òî ìíîæèíè ñïåêòðàëüíèõ òà ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié

ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó Yc(·, λ)) çáiãàþòüñÿ i, îòæå, òåîðåìè 6.17, 6.18, òâåðäæåííÿ

6.20 òà íàñëiäîê 6.19 ñïðàâåäëèâi äëÿ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié (çàìiñòü ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ). Ó öüî-

ìó âèïàäêó â òåîðåìi 6.18 òà íàñëiäêó 6.19 ñëiä çàìiíèòè T̃0, T̃0,τ òà V0,Σ âiäïîâiäíî íà T̃ , T̃τ òà

VΣ. Êðiì òîãî, ó öüîìó âèïàäêó òâåðäæåííÿ (3) â òâåðäæåííi 6.20 ïðèéìà¹ òàêèé âèãëÿä:

(3') mulTmax = {0}, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Ó3 â òâåðäæåííi 3.7, (2).

Çàóâàæåííÿ 6.22. Òåîðåìó 6.18 ìîæíà áóëî á âèâåñòè ç òåîðåìè 1 â [90], çàñòîñîâóþ÷è ¨¨ äî

íàïðÿìíèõ âiäîáðàæåíü (6.15). Îäíàê òàêèé ïiäõiä ¹ íå çîâñiì êîðåêòíèì, îñêiëüêè îäíå ç òâåðäæåíü

çãàäàíî¨ òåîðåìè 1 íå äîâåäåíî â [90](ñàìå, íå äîâåäåíî ¹äèíiñòü ñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨ V ïàðè ⟨S; Φ⟩
äëÿ çàäàíîãî ðîçøèðåííÿ S̃ = S̃∗ ⊃ S, äå îçíà÷åííÿ òi æ ñàìi, ùî i â [90]). Íàñïðàâäi äîâåäåííÿ

öüîãî òâåðäæåííÿ âèêëèêà¹ ïåâíi òðóäíîùi (ïîð. ïóíêò 3) â äîâåäåííi íàâåäåíî¨ âèùå òåîðåìè 6.16).

6.1.3. Âèïàäîê âèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ

Ó íàñòóïíèõ äâîõ òåîðåìàõ äà¹òüñÿ ïàðàìåòðèçàöiÿ âñiõ ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié ñèìåòðè÷íèõ

ñèñòåì ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà (òîáòî, ãðà-

íè÷íèõ óìîâ).

Teoðåìà 6.23. Íåõàé âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ òâåðäæåííÿ 4.9 ç Ũ = IH. Êðiì òîãî, íåõàé H0 òà

H1 ⊂ H0 � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëáåðòîâi ïðîñòîðè (3.132), (3.133), M+(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (4.34)

- (4.37) i Ω0(·), S1(·) òà S2(·) � îïåðàòîð-ôóíêöi¨ (4.66) - (4.68). Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî Ya(·, λ) �
[H]-çíà÷íèé ðîçâ'ÿçîê ñèñèòåìè (3.5) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ Ya(a, λ) = IH. Òîäi ðiâíîñòi

Ωa
τ (λ) = Ω0(λ) + S1(λ)(C0(λ)− C1(λ)M+(λ))

−1C1(λ)S2(λ), λ ∈ C+ (6.40)

Στ (s) = lim
δ→+0

lim
ε→+0

1

π

∫ s−δ

−δ

ImΩa
τ (u+ iε) du (6.41)

çàäàþòü ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà M+-äîïóñòèìèìè ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè

τ ∈ R̃(H0,H1) âèãëÿäó (2.20) òà óñiìà ïñåâäîñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè Σ(·) = Στ (·) ñèñòåìè (3.5)

(âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó Ya(·, λ)).
Òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ ñïðàâåäëèâèì äëÿ äîâiëüíèõ ãðàíè÷íèõ ïàðàìåòðiâ τ òîäi é òiëüêè

òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç åêâiâàëåíòíèõ óìîâ (1) - (4) òâåðäæåííÿ 6.20.

Ä îâåäåííÿ. Çà óìîâ òåîðåìè ïðîñòîðè H0 òà H1 i îïåðàòîðè Γj, j ∈ {0, 1}, çàäàíi ðiâíîñòÿìè
(3.134), (3.135) òà (3.106), óòâîðþþòü ðîçäiëåíó ãðàíè÷íó òðiéêó Π = {H0 ⊕ H1,Γ0,Γ1} äëÿ Tmax.

Êðiì òîãî, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 4.10 M+(·) ¹ ôóíêöi¹þ Âåéëÿ òðiéêè Π. Òîìó ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ

âèïëèâà¹ ç òåîðåì 6.17, 4.16 òà òâåðäæåííÿ 6.20. �
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Teoðåìà 6.24. Íåõàé âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ (Ï1) - (Ï3) ïóíêòó 4.4.1. ç Ũ = IH. Êðiì òîãî,

íåõàé H1 i W (·) � òi æ ñàìi, ùî i â òåîðåìi 4.29. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî Ya(·, λ) � òîé ñàìèé

ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.5), ùî i â òåîðåìi 6.23. Òîäi ðiâíiñòü

Ωa
τ (λ) = (C0(λ)w1(λ) + C1(λ)w3(λ))

−1(C0(λ)w2(λ) + C1(λ)w4(λ)), λ ∈ C+ (6.42)

ñóìiñíî ç ôîðìóëîþ (6.41) çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ ∈
R̃(H,H1) âèãëÿäó (2.20), ùî çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì

lim
y→+∞

1
iy
PH,H1w1(iy)(C0(iy)w1(iy) + C1(iy)w3(iy))

−1C1(iy) = 0 (6.43)

lim
y→+∞

1
iy
w3(iy)(C0(iy)w1(iy) + C1(iy)w3(iy))

−1C0(iy) � H1 = 0 (6.44)

òà óñiìà ïñåâäîñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè Σ(·) = Στ (·) ñèñòåìè (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó Ya(·, λ)).

Ä îâåäåííÿ. Çà óìîâ òåîðåìè ïðîñòîðè H òà H1 i îïåðàòîðè Γj, j ∈ {0, 1}, çàäàíi ðiâíîñòÿìè
(3.134), (3.135) òà (3.106), óòâîðþþòü ðîçäiëåíó ãðàíè÷íó òðiéêó Π = {H⊕H1,Γ0,Γ1} äëÿ Tmax. Êðiì

òîãî, âíàñëiäîê (4.126) ôóíêöiÿ Âåéëÿ M+(·) òðiéêè Π äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

M+(λ) = −w3(λ)w
−1
1 (λ), λ ∈ C+. (6.45)

Ïðèïóñòèìî, ùî τ ∈ R̃(H,H1) � ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (2.20). Òîäi ç îãëÿäó íà (6.45)

(C0(λ)− C1(λ)M+(λ))
−1 = (C0(λ) + C1(λ)w3(λ)w

−1
1 (λ))−1 =

= w1(λ)(C0(λ)w1(λ) + C1(λ)w3(λ))
−1, λ ∈ C+,

i, îòæå, óìîâè M+-äîïóñòèìîñòi (6.27) òà (6.28) åêâiâàëåíòíi óìîâàì (6.43) òà (6.44). Òîìó ïîòðiáíå

òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåì 6.17 òà 4.29. �
Íàñòóïíèé íàñëiäîê âèïëèâà¹ ç òåîðåì 6.23, 6.24 òà 6.21.

Íàñëiäîê 6.25. Íåõàé mulTmin = {0} i âèêîíàíî óìîâè òåîðåìè 6.23 (òåîðåìè 6.24). Òîäi

òâåðäæåííÿ òåîðåìè 6.23 (âiäï. òåîðåìè 6.24) ¹ âiðíèìè äëÿ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié ñèñòåìè (3.5)

(âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó Ya(·, λ)).

6.2. Âêîðî÷åíi ïñåâäîñïåêòðàëüíi òà ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨

Ïðèïóñòèìî, ùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ñèòñòåìè (3.5). Íåõàé U � îïåðàòîð (5.1), ùî

çàäîâiëüíÿ¹ (5.2) - (5.4), é φU(·, λ)(∈ [H0,H]) � îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

(5.5). Òîäi êîæíîìó f̃ ∈ H′ âiäïîâiäà¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f̂0(·) : R → H0, çàäàíà ðiâíiñòþ

f̂0(s) =

∫
I
φ∗
U(t, s)∆(t)f(t) dt, f(·) ∈ f̃ . (6.46)

Îçíà÷åííÿ 6.26. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó σ(·) : R → [H0] íàçèâà¹òüñÿ âêîðî÷åíîþ q-ïñåâäîñïåêò-

ðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)), ÿêùî f̂0 ∈ L2(σ;H) äëÿ êîæíîãî f̃ ∈ H′

i îïåðàòîð V f̃ := πσf̂0, f̃ ∈ H′, äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ äî ÷àñòêîâî¨ içîìåòði¨ V = Vσ ∈ [H, L2(σ;H0)].

Îïåðàòîð V = Vσ íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹, ùî âiäïîâiäà¹ σ(·).
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ßêùî σ(·) � âêîðî÷åíà q-ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ, òî äëÿ êîæíîãî f(·) ∈ L2
∆(I) iñíó¹ ¹äèíà

(ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi âiäíîñíî ïîëóíîðìè â L2(σ;H0)) ôóíêöiÿ f̂0(·) ∈ L2(σ;H0), òàêà ùî

lim
β↑b

∣∣∣∣∣∣f̂0(·)− ∫
[a,β]

φ∗
U(t, ·)∆(t)f(t) dt

∣∣∣∣∣∣
L2(σ;H0)

= 0.

Ôóíêöiÿ f̂0(·) íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f(·).
Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî òâåðäæåííþ 6.2.

Òâåðäæåííÿ 6.27. Íåõàé σ(·) � âêîðî÷åíà q-ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ (âiäíîñíî φU(·, λ)) i
V = Vσ � âiäïîâiäíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. Òîäi

V ∗g̃ = π∆

(∫
R
φU(·, s) dσ(s)g(s)

)
, g̃ ∈ L2(σ;H0), g(·) ∈ g̃, (6.47)

äå iíòåãðàë çáiãà¹òüñÿ çà íàïiâíîðìîþ â L2
∆(I). Òîìó äëÿ êîæíî¨ ôóíêööii¨ f(·) ∈ L2

∆(I), òàêî¨ ùî
π∆f(·) ∈ H⊖ kerVσ, çâîðîòíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ìà¹ âèãëÿä

f(t) =

∫
R
φU(t, s) dσ(s)f̂0(s) (6.48)

(òóò iíòåãðàë çáiãà¹òüñÿ çà íàïiâíîðìîþ â L2
∆(I)).

Íàäàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî Γ̂a òà Γ1a � îïåðàòîðè (3.122) é T ∈ ExtTmin
� ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ

(5.16).

Íàñòóïíà ëåìà ¹ àíàëîãîì ëåìè 6.4 äëÿ âêîðî÷åíèõ q-ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié.

Ëåìà 6.28. Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 6.27 E(·) = Eσ(·) � îðòîãîíàëüíà ñïåêòðàëüíà ìiðà

îïåðàòîðà ìíîæåííÿ Λ = Λσ, g̃ ∈ L2(σ;H0), δ
′ = [α, β] ⊂ R i

yδ′ = yδ′(t) :=

∫
R
φU(t, s)dσ(s)χδ′(s)g(s) (6.49)

fδ′ = fδ′(t) :=

∫
R
sφU(t, s)dσ(s)χδ′(s)g(s), g(·) ∈ g̃. (6.50)

Òîäi:

(1) {yδ′ , fδ′} ∈ Tmax, Γ1ayδ′ = 0 é

V ∗E(δ′)g̃ = π∆yδ′ , V ∗ΛE(δ′)g̃ = π∆fδ′ . (6.51)

Êðiì òîãî, {V ∗E(δ′)g̃, V ∗ΛE(δ′)g̃} ∈ T ∗.

(2) ßêùî V ∗E(δ′)g̃ = 0 òà V ∗ΛE(δ′)g̃ = 0, òî yδ′ ∈ N .

Ä îâåäåííÿ. (1) Âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 6.27 yδ′ , fδ′ ∈ L2
∆(I) i ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi (6.51). Âêëþ-

÷åííÿ {yδ′ , fδ′} ∈ Tmax äîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãè ëåìè 3.2 òàê ñàìî, ÿê i â ëåìi 6.4.

Äàëi, íåõàé Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120) îïåðàòîðà U i Γa � îïåðàòîð (3.125). Òîäi

Γayδ′ = ŨφU(a, λ)

∫
R
dσ(s)χδ′(s)g(s)

i â ñèëó (3.123) òà (5.6) Γ1ayδ′ = 0. Òîìó çãiäíî ç (5.17)

{V ∗E(δ′)g̃, V ∗ΛE(δ′)g̃} = {π∆yδ′ , π∆fδ′} ∈ T∗ ⊂ T ∗,
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ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (1).

Òâåðäæåííÿ (2) äîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãè (6.51) òàê ñàìî, ÿê i òâåðäæåííÿ (2) ëåìè 6.4. �
Çà àíàëîãi¹þ ç (6.10) ïîáóäó¹ìî óíiòàðíèé îïåðàòîð Ṽ ′, ùî âiäïîâiäà¹ âêîðî÷åíié q-ïñåâäîñïåêò-

ðàëüíié ôíêöi¨ σ(·). Ñàìå, íåõàé L0 = VσH i ïðîñòîðè H òà L2(σ;H0) ðîçêëàäåíî â îðòîãîíàëüíi ñóìè

H = kerVσ ⊕ H′
0, L2(σ;H0) = L0 ⊕ L⊥

0 . (6.52)

Êðiì òîãî, íåõàé

H̃′
0 := H′

0 ⊕ L⊥
0 , H̃ :=

H︷ ︸︸ ︷
kerVσ ⊕ H′

0 ⊕L⊥
0 = H⊕ L⊥

0 = kerVσ ⊕ H̃′
0. (6.53)

Òîäi ðiâíiñòü

Ṽ ′ = (Vσ � H′
0, IL⊥

0
) : H′

0 ⊕ L⊥
0 → L2(σ;H0), (6.54)

çàäà¹ óíiòàðíèé îïåðàòîð Ṽ ′ ∈ [H̃′
0, L

2(σ;H0)].

Ëåìà 6.29. Íåõàé σ(·) � âêîðî÷åíà q-ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîç-

â'ÿçêó φU(·, λ)) i Ṽ ′ � óíiòàðíèé îïåðàòîð (6.54). Êðiì òîãî, íåõàé T ∗
H̃
∈ C̃(H̃) � ëiíiéíå âiäíîøåííÿ,

ñïðÿæåíå äî T â H̃, i Λ = Λσ � îïåðàòîð ìíîæåííÿ â L2(σ;H0). Òîäi ðiâíîñòi

f̃ = (Ṽ ′)∗g̃, T̃0f̃ = (Ṽ ′)∗Λg̃, g̃ ∈ domΛ (6.55)

çàäàþòü ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð T̃0 â H̃′
0, òàêèé ùî T̃0 ⊂ T ∗

H̃
.

Ä îâåäåííÿ. Ìè íàâîäèìî ëèøå îñíîâíi ìîìåíòè äîâåäåííÿ, îñêiëüêè âîíî àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ

ëåìè 6.5.

Î÷åâèäíî, ùî T ∗
H̃
= T ∗ ⊕ (L⊥

0 )
2 i âíàñëiäîê (6.54) ðiâíîñòi (6.55) ìîæíà çîáðàçèòè ÿê

f̃ = V ∗
σ g̃ + PL⊥

0
g̃, T0f̃ = V ∗

σ Λg̃ + PL⊥
0
Λg̃, g̃ ∈ domΛ. (6.56)

Ç ëåìè 6.28 âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ {V ∗
σ g̃, V

∗
σ Λg̃} ∈ T ∗. Òîìó âíàñëiäîê (6.56) T̃0 ⊂ T ∗

H̃
�

Teoðåìà 6.30. Äëÿ êîæíî¨ âêîðî÷åíî¨ q-ïñåâäîñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨ σ(·) ñèñòåìè (3.5) âiäïî-

âiäíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ Vσ çàäîâiëüíÿ¹ âêëþ÷åííþ

mulT ⊂ kerVσ, (6.57)

äå mulT � ìíîãîçíà÷íà ÷àñòèíà âiäíîøåííÿ T (äèâ. òâåðäæåííÿ 5.4, (2)).

Òåîðåìà 6.30 äîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãè ëåìè 6.29 øëÿõîì äîñëiâíîãî ïîâòîðåííÿ äîâåäåííÿ òåî-

ðåìè 6.6 iç çàìiíîþ Tmin íà T .

Îçíà÷åííÿ 6.31. Âêîðî÷åíà q-ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ σ(·) ñèñòåìè (3.5) íàçèâà¹òüñÿ âêî-

ðî÷åíîþ ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêùî äëÿ âiäïîâiäíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ Vσ ñïðàâåäëèâà

ðiâíiñòü kerVσ = mulT .
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Îçíà÷åííÿ 6.32. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó σ(·) : R → [H0] íàçèâà¹òüñÿ âêîðî÷åíîþ ñïåêòðàëüíîþ

ôóíêöi¹þ ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî îïåðàòîðíîãî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)), ÿêùî äëÿ êîæíîãî f̃ ∈ H′ ìà¹

ìiñöå âêëþ÷åííÿ f̂0 ∈ L2(σ;H0) i âiðíîþ ¹ ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ ||f̂0||L2(σ;H0) = ||f̃ ||H.

Ç òåîðåìè 6.30 âèïëèâà¹, ùî âêîðî÷åíà ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ âêîðî÷åíîþ q-ïñåâäîñïåê-

òðàëüíîþ ôóíêöi¹þ σ(·) ç ìiíiìàëüíî ìîæëèâèì ÿäðîì kerVσ âiäïîâiäíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. Êðiì

òîãî, ç òi¹¨ æ òåðåìè âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 6.33. ßêùî mulT ̸= {0}, òî ìíîæèíà âêîðî÷åíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié ñèñòå-

ìè (3.5) ¹ ïîðîæíüîþ. ßêùî æ mulT = {0}, òî ìíîæèíè âêîðî÷åíèõ ñïåêòðàëüíèõ òà ïñåâäî-

ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)) çáiãàþòüñÿ.

Òâåðäæåííÿ 6.34. Íåõàé σ(·) � âêîðî÷åíà q-ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ U-âèçíà÷åíî¨ (çîêðå-

ìà, âèçíà÷åíî¨) ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)) i L0 = VσH. Òîäi îïåðàòîð ìíîæåííÿ Λσ

¹ L0-ìiíiìàëüíèì.

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé L⊥
0 := kerV ∗

σ (= L2(σ;H0) ⊖ L0), g̃ ∈ L⊥
0 é Eσ(δ

′)g̃ ∈ L⊥
0 äëÿ êîæíîãî âiäðiçêó

δ′ = [α, β] ⊂ R. Òîäi ΛσEσ(δ
′)g̃ ∈ L⊥

0 i, îòæå,

V ∗
σEσ(δ

′)g̃ = 0, V ∗
σ ΛσEσ(δ

′)g̃ = 0, δ′ = [α, β] ⊂ R. (6.58)

Íåõàé yδ′ � ôóíêöiÿ, çàäàíà ðiâíiñòþ (6.49). Òîäi âíàñëiäîê (6.58) òà ëåìè 6.28, (2) yδ′ ∈ N . Íåõàé Ũ

� J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120) îïåðàòîðà U . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç K(∈ [H0,H]) � îïåðàòîð, âèçíà÷íèé

ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ðiâíîñòi (5.6). Òîäi K = ŨφU(a, s) i, îòæå,

Γayδ′ = Ũyδ′(a) = Ũ

∫
R
φU(a, s)dσ(s)χδ′(s)g(s) = K

∫
R
dσ(s)χδ′(s)g(s), g(·) ∈ g̃. (6.59)

Çâiäñè òà ç (3.123) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü Γ1ayδ′ = 0 i, îñêiëüêè ñèñòåìà ¹ U -âèçíà÷åíîþ, òî yδ′ = 0. Òîìó

âíàñëiäîê (6.59) òà î÷åâèäíî¨ ðiâíîñòi kerK = {0} ìà¹ìî∫
δ′
dσ(s)g(s) = 0, δ′ = [α, β] ⊂ R, g(·) ∈ g̃,

i, îòæå, g̃ = 0. Òàêèì ÷èíîì, ïiäïðîñòið L0 çàäîâiâëüíÿ¹ óìîâi (2) îçíà÷åííÿ 2.5. �
Íàäàëi ïîêëàäà¹ìî H0 := H⊖mulT , òàê ùî

H = mulT ⊕ H0.

Êðiì òîãî, äëÿ âêîðî÷åíî¨ ïñåâäîñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨ σ(·) ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç V0 = V0,σ içîìåòðiþ ç

H0 â L2(σ;H0), çàäàíó ðiâíiñòþ

V0,σ := Vσ � H0. (6.60)

Ïðèïóñòèìî, ùî ðîçøèðåííÿ T̃ ∈ S̃elf0(T ) ¹ ëiíiéíèì âiäíîøåííÿì ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H̃ ⊃ H

i H̃0 := H̃⊖mulT , òàê ùî H0 ⊂ H̃0 i

H̃ = mulT ⊕ H̃0.

Íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç T̃0 îïåðàòîðíó ÷àñòèíó âiäíîøåííÿ T̃ . Îñêiëüêè mul T̃ = mulT , òî T̃0 ¹

ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì â H̃0.
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Òâåðäæåííÿ 6.35. Ïðèïóñòèìî, ùî σ(·) � âêîðî÷åíà ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôióíêöiÿ ñèñòåìè

(3.5), L0 = VσH i îïåðàòîð ìíîæåííÿ Λσ ¹ L0-ìiíiìàëüíèì. Òîäi iñíó¹ ¹äèíå (ç òî÷íiñòþ äî åêâiâà-

ëåíòíîñòi) ðîçøèðåííÿ T̃ ∈ S̃elf0(T ), òàêå ùî ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ F (·) âiäíîøåííÿ T , ïîðîäæåíà

ðîçøèðåííÿì T̃ , çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíîñòi

((F (β)− F (α))f̃ , f̃)H =

∫
[α,β)

(dσ(s)f̂0(s), f̂0(s)), f̃ ∈ H′, −∞ < α < β <∞. (6.61)

ßêùî öå ðîçøèðåííÿ T̃ ¹ ëiíiéíèì âiäíîøåííÿì ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H̃ ⊃ H, òî iñíó¹ óíiòàð-

íèé îïåðàòîð Ṽ ∈ [H̃0, L
2(σ;H0)], òàêèé ùî Ṽ � H0 = V0,σ i îïåðàòîðè T̃0 òà Λσ óíiòàðíî åêâiâà-

ëåíòíi çà äîïîìîãè îïåðàòîðà Ṽ (òóò V0,σ ∈ [H0, L
2(σ;H0)] � içîìåòðiÿ (6.60)). Êðiì òîãî, V0,σ ¹

óíiòàðíèì îïåðàòîðîì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè T̃ ∈ Self0(T ).

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 6.35 ãðóíòó¹òüñÿ íà ëåìi 6.29. Ìè îïóñêà¹ìî öå äîâåäåííÿ, îñêiëüêè âîíî

öiëêîì àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òâåðäæåííÿ 6.12.

Òâåðäæåííÿ 6.36. Íåõàé T̃ ∈ S̃elf0(T ), F (·) � ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ âiäíîøåííÿ T , ïîðîäæåíà

ðîçøèðåííÿì T̃ , i σ(·) : R → [H0] � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó, ùî çàäîâiëüíÿ¹ (6.61). Òîäi σ(·) ¹ âêîðî÷åíîþ
ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ñèñòåìè (3.5).

Òâåðäæåííÿ 6.36 äîâîäèòüÿ àíàëîãi÷íî òâåðäæåííþ 6.13.

6.3. Âêîðî÷åíi ïñåâäîñïåêòðàëüíi òà ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ âèçíà÷åíèõ ñè-

ñòåì ó âèïàäêó à1

6.3.1. Ïàðàìåòðèçàöiÿ âêîðî÷åíèõ ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié

Ó öüîìó ïóíêòi áóäåìî ïåðiîäè÷íî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ïðèïóùåííÿ:

(ÂÏ1) Ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ, êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ i δ = 1, n+(Tmin) ≥ n−(Tmin)

(òîáòî ìà¹ ìiñöå âèïàäîê à1).

(ÂÏ2) U � îïåðàòîð (5.1), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.2) - (5.4), Γ̂a òà Γ1a � îïåðàòîðè (3.122) i T ∈ ExtTmin

� ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ (5.18).

(ÂÏ3) {H̃b,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ òèïó 1 (3.131).
(ÂÏ4) Ḣ0 òà Ḣ1 ⊂ Ḣ0 � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè (5.23) i M3+(·) : C+ → [Ḣ0, Ḣ1] �

îïåðàòîð-ôóíêöiÿ, çàäàíà áëî÷íèì çîáðàæåííÿì (5.69) ç åëåìåíòàìè Mij(λ), i, j ∈ {2, 3}, âèçíà÷å-
íèìè â ðiâíîñòÿõ (4.36) òà (4.37).

Îçíà÷åííÿ 6.37. Âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ̇ ∈ R̃(Ḣ0, Ḣ1) âèãëÿäó (5.31), (5.32) íàçè-

âà¹òüñÿ äîïóñòèìèì, ÿêùî

lim
y→+∞

1
iy
PḢ0,Ḣ1

(Ċ0(iy)− Ċ1(iy)M3+(iy))
−1Ċ1(iy) = 0 (6.62)

lim
y→+∞

1
iy
M3+(iy)(Ċ0(iy)− Ċ1(iy)M3+(iy))

−1Ċ0(iy) � Ḣ1 = 0 (6.63)
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Òâåðäæåííÿ 6.38. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (ÂÏ1) - (ÂÏ4) τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð i

T̃τ̇ ∈ S̃elf(T ) � âiäïîâiäíå ðîçøèðåííÿ, ïîðîäæåíå ãðàíè÷íîþ çàäà÷åþ (5.36) - (5.38) (äèâ. çàóâàæåííÿ

5.9). Òîäi äëÿ ñïðàâåäëèâîñòi âêëþ÷åííÿ T̃τ̇ ∈ S̃elf0(T ) íåîáõiäíüî i äîñòàòíüî, ùîá ïàðàìåòð τ̇ áóâ

äîïóñòèìèì.

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé Π̇ = {Ḣ0⊕Ḣ1, Γ̇0, Γ̇1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ T ∗, ïîáóäîâàíà â òâåðäæåííi 5.5.

ßê âæå âiäçíà÷àëîñÿ â äîâåäåííi òåîðåìè 5.8 ãðàíè÷íà çàäà÷à (5.36) - (5.38) åêâiâàëåíòíà àáñòðàêò-

íié ãðàíè÷íié çàäà÷i (5.40), (5.41) äëÿ òðiéêè Π̇. Êðiì òîãî, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 5.5, (2) ôóíêöiÿ

Âåéëÿ Ṁ+(·) òðiéêè Π̇ çáiãà¹òüñÿ ç îïåðàòîð-ôóíêöi¹þ M3+(·). Òîìó ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹
ç òåîðåìè 2.53, (2), çàñòîñîâàíî¨ äî ãðàíè÷íî¨ òðiéêè Π̇ äëÿ T ∗. �

Teoðåìà 6.39. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (ÂÏ1) - (ÂÏ4) τ̇ � âêîðî÷åíèé äîïóñòèìèé ãðàíè÷íèé ïàðà-

ìåòð (5.31) i Fτ̇ (·) � ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ âiäíîøåííÿ T , ùî âiäïîâiäà¹ τ̇ (äèâ. çàóâàæåííÿ 5.9). Êðiì
òîãî, íåõàé Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120) îïåðàòîð U , Γ0a � îïåðàòîð (3.121) i mτ̇ (·) �m-ôóíêöiÿ
(5.52) ñèñòåìè (3.5). Òîäi ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó στ̇ (·) : R → [H0], çàäàíà ôîðìóëîþ îáåðíåííÿ Ñòiëüòü¹ñà

στ̇ (s) = lim
δ→+0

lim
ε→+0

1

π

∫ s−δ

−δ

Immτ̇ (u+ iε) du, (6.64)

¹ ¹äèíîþ âêîðî÷åíîþ ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ñèòåìè (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)), ùî çàäî-
âiëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííþ

((Fτ̇ (β)− Fτ̇ (α))f̃ , f̃)H =

∫
[α,β)

(dστ̇ (s)f̂0(s), f̂0(s)), f̃ ∈ H′, −∞ < α < β <∞. (6.65)

Ä îâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó στ̇ (·) çàäîâiëüíÿ¹ (6.65). Íåõàé H0 òà H1 � ïðî-

ñòîðè (5.27), τ = {C0(λ), C1(λ)} ∈ R̃(H0,H1) � ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.35), Ωτ (·) � õàðàêòåðèñòè÷íà
ìàòðèöÿ, ùî âiäïîâiäà¹ çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.16 ïàðàìåòðó τ òà ðîçâ'ÿçêó YŨ(·, λ) ñèñòåìè (3.5) é Στ (·)
� [H]-çíà÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó (6.29). Ïðèïóñòèìî, ùî R(λ) = Rτ̇ (λ) � óçàãàëüíåíà ðåçîëüâåíòà âiä-

íîøåííÿ T , ïîðîäæåíà ãðàíè÷íîþ çàäà÷åþ (5.36) - (5.38). Âíàñëiäîê (3.134) òà (3.135) öþ çàäà÷ó

ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ãðàíè÷íó çàäà÷ó (4.1), (4.2), ùî âiäïîâiäà¹ ãðàíè÷íîìó ïàðàìåòðó τ . Òîìó

R(λ) = Rτ (λ), òîáòî R(λ) ¹ óçàãàëüíåíîþ ðåçîëüâåíòîþ âiäíîøåííÿ Tmin, ùî âiäïîâiäà¹ ãðàíè÷íîìó

ïàðàìåòðó τ . Çâiäñè òà ç (2.8) âèïëèâà¹, ùî

((Fτ̇ (β)− Fτ̇ (α))f̃ , f̃)H = ((Fτ (β)− Fτ (α))f̃ , f̃)H, f̃ ∈ H′, −∞ < α < β <∞, (6.66)

äå Fτ (·) � ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ âiäíîøåííÿ Tmin, ùî âiäïîâiäà¹ τ .

Äàëi, âíàñëiäîê (5.71) ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

Στ (s) =

(
στ̇ (s) 0

0 0

)
: H0 ⊕H → H0 ⊕H.

Êðiì òîãî, â ñèëó (5.7) äëÿ êîæíîãî f̃ ∈ H′ ìà¹ìî

f̂(s) = {f̂0(s), f̂1(s)}(∈ H0 ⊕H)
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ç äåÿêèì f̂1(s). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî f̃ ∈ H′∫
[α,β)

(dΣτ (s)f̂(s), f̂(s)) =

∫
[α,β)

(dστ̇ (s)f̂0(s), f̂0(s)), −∞ < α < β <∞. (6.67)

Ïîðiâíþþ÷è òåïåð (6.66) òà (6.67) ç (6.30), îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (6.65).

Äàëi äà¹òüñÿ ëèøå íàðèñ äîâåäåííÿ, îñêiëüêè âîíî öiëêîì àíàëîãè÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè 6.16.

Íåõàé T̃τ̇ ∈ S̃elf0(T ) � ðîçøèðåííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ âêîðî÷åíîìó ïàðàìåòðó τ̇ çãiäíî ç òâåðäæåííÿì

6.38. Îñêiëüêè ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ Fτ̇ (·) âiäíîøåííÿ T ïîðîäæó¹òüñÿ ðîçøèðåííÿì T̃τ̇ i ìà¹ ìiñöå

(6.65), òî çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 6.36 στ̇ (·) ¹ âêîðî÷åíîþ ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ñèñòåìè (3.5).

Íàêiíåöü, ¹äèíiñòü στ̇ (·) âèâîäèòüñÿ ç (6.65) äîñëiâíèì ïîâòîðåííÿì ÷àñòèíè 3) äîâåäåííÿ òåîðåìè

6.16 iç çàìiíîþ Fτ (·), f̂(·) òà Στ (·) âiäïîâiäíî íà Fτ̇ (·), f̂0(·) òà στ̇ (·). �
Ó íàñòóïíèõ äâîõ òåîðåìàõ äà¹òüñÿ ïàðàìåòðèçàöiÿ âñiõ âêîðî÷åíèõ ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié

âèçíà÷åíèõ ñèñòåì áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà.

Teoðåìà 6.40. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (ÂÏ1) - (ÂÏ4) Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120) îïåðà-

òîðà U i Γ0a � îïåðàòîð (3.121). Êðiì òîãî, íàõàé M+(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (4.34) - (4.37) i m0(·),
M1+(·), M2+(·) òà M3+(·) � îïåðàòîð-ôóíêöi¨, çàäàíi ðiâíîñòÿìè (5.66) - (5.69). Òîäi ðiâíiñòü

mτ̇ (λ) = m0(λ) +M1+(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M3+(λ))
−1Ċ1(λ)M2+(λ), λ ∈ C+. (6.68)

ñóìiñíî ç ôîðìóëîþ (6.64) çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà âêîðî÷åíèìè äîïóñòèìèìè

ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ̇ , çàäàíèìè ðâiíîñòÿìè (5.31), (5.32), i óñiìà âêîðî÷åíèìè ïñåâäîñïåê-

òðàëüíèìè ôóíêöiÿìè σ(·) = στ̇ (·) ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)).

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé τ̇ � âêîðî÷åíèé äîïóñòèìèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.31), (5.32) i mτ̇ (·) � âiä-
ïîâiäíà m-ôóíêöiÿ. Òîäi çãiäíî ç òåîðåìîþ 6.39 ôîðìóëà (6.64) çàäà¹ âêîðî÷åíó ïñåâäîñïåêòðàëüíó

ôóíêöiþ σ = στ̇ (·). Çâîðîòíî, íåõàé σ(·) � âêîðî÷åíà ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ñèñòåìè (3.5) i

L0 = VσH. Òîäi çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 6.34 îïåðàòîð Λσ ¹ L0-ìiíiìàëüíèì i â ñèëó òâåðäæåíü 6.35,

6.38 òà çàóâàæåííÿ 5.9 iñíó¹ ¹äèíèé âêîðî÷åíèé äîïóñòèìèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ̇ , òàêèé ùî ìà¹

ìiñöå (6.61) ç F (·) = Fτ̇ (·). Êðiì òîãî, çãiäíî ç òåîðåìîþ 6.39 âêîðî÷åíà ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ

στ̇ (·), çàäàíà ôîðìóëîþ (6.64), ¹ ¹äèíîþ âêîðî÷åíîþ ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ñèñòåìè (3.5),

ùî çàäîâiëüíÿ¹ (6.65). Òîìó σ(·) = στ (·). Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóëà (6.64) çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü

ìiæ óñiìà äîïóñòèìèìè âêîðî÷åíèìè ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ̇ i óñiìà âêîðî÷åíèìè ïñåâäîñïåê-

òðàëüíèìè ôóíêöiÿìè σ(·) = στ̇ (·) ñèñèåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)). Çâiäñè òà ç òåîðåìè

5.16 âèïëèâà¹ ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ. �

Teoðåìà 6.41. Íåõàé âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ òåîðåìè 5.20. Òîäi ðiâíiñòü

mτ̇ (λ) = (Ċ0(λ)ẇ1(λ) + Ċ1(λ)ẇ3(λ))
−1(Ċ0(λ)ẇ2(λ) + Ċ1(λ)ẇ4(λ)), λ ∈ C+ (6.69)

ñóìiñíî ç ôîðìóëîþ (6.64) çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà âêîðî÷åíèìè ãðàíè÷íèìè ïà-

ðàìåòðàìè τ̇ âèãëÿäó (5.31), ùî çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì

lim
y→+∞

1
iy
PḢ0,Ḣ1

ẇ1(iy)(Ċ0(iy)ẇ1(iy) + Ċ1(iy)ẇ3(iy))
−1Ċ1(iy) = 0 (6.70)

lim
y→+∞

1
iy
ẇ3(iy)(Ċ0(iy)ẇ1(iy) + Ċ1(iy)ẇ3(iy))

−1Ċ0(iy) � Ḣ1 = 0 (6.71)
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òà óñiìà âêîðî÷åíèìè ïñåâäîñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè σ(·) = στ̇ (·) ñèñòåìè (3.5)(âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó

φU(·, λ)).

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé m0(·) òàMj+(·), j ∈ {1, 2, 3}, � îïåðàòîð-ôóíêöi¨ (5.66) - (5.69). Òîäi âíàñëiäîê
(5.82)

M3+(λ) = −ẇ3(λ)ẇ
−1
1 (λ), λ ∈ C+.

Òîìó äëÿ êîæíîãî âêîðî÷åíîãî ãíðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ âèãëÿäó (5.31)

(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M3+(λ))
−1 = (Ċ0(λ) + Ċ1(λ)ẇ3(λ)ẇ

−1
1 (λ))−1 =

= ẇ1(λ)(Ċ0(λ)ẇ1(λ) + Ċ1(λ)ẇ3(λ))
−1, λ ∈ C+.

i, îòæå, óìîâè äîïóñòèìîñòi (6.62) òà (6.63) åêâiâàëåíòíi óìîâàì (6.70) òà (6.71). Êðiì òîãî, çãiäíî ç

òåîðåìîþ 5.20 m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ (6.69). Òîìó ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì
òåîðåìè 6.40. �
Íàñòóïíà òåîðåìà âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 6.40 òà òâåðäæåíü 6.34, 6.35 òà 6.38.

Teoðåìà 6.42. Íåõàé âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ (ÂÏ1) òà (ÂÏ2). Òîäi iñíó¹ ái¹êòèâíà âiäïîâiä-

íiñòü σ(·) = σT̃ (·) ìiæ óñiìà ðîçøèðåííÿìè T̃ ∈ S̃elf0(T ) âiäíîøåííÿ T i óñiìà âêîðî÷åíèìè ïñåâäî-

ñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè σ(·) ñèñòåìè (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)). Öÿ âiäïîâiäíiñòü çàäà¹òüñÿ

ðiâíiñòþ (6.61), â ÿêié F (·) � ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ âiäíîøåííÿ T , ïîðîäæåíà ðîçøèðåííÿì T̃ . Êðiì

òîãî, îïåðàòîðè T̃0 (îïåðàòîðíà ÷àñòèíà âiäíîøåííÿ T̃ ) òà îïåðàòîð ìíîæåííÿ Λσ
T̃
â ïðîñòîði

L2(σT̃ ;H0) óíiòàðíî åêâiâàëåíòíè. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî ðîçøèðåííÿ T̃ ∈ S̃elf0(T ) êðàò-

íiñòü ñïåêòðà îïåðàòîðà T̃0 íå ïåðåâèùó¹ ν + ν̂(= dimH0).

Íàñëiäîê 6.43. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (ÂÏ1) - (ÂÏ4) τ̇ � äîïóñòèìèé âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé

ïàðàìåòð, σ(·) = στ̇ (·) � âêîðî÷åíà ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ñèñòåìè (3.5) i V0,σ ∈ [H0, L
2(σ;H0)]

� âiäïîâiäíà içîìåòðiÿ (6.60). Çà öèõ ïðèïóùåíü V0,σ ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì òîäi é òiëüêè òî-

äi, êîëè N+ = N− i τ̇ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì âêîðî÷åíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì (5.33), (5.34). ßêùî

öÿ óìîâà âèêîíàíà, òî ãðàíè÷íi óìîâè (5.39) çàäàþòü ðîçøèðåííÿ T̃τ̇ ∈ Self0(T ) i îïåðàòîðè T̃0,τ̇

(îïåðàòîðíà ÷àñòèíà T̃τ̇) òà Λσ óíiòàðíî åêâiâàëåíòíi çà äîïîìîãè V0,σ.

Ä îâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 6.35 òà òåîðåìè 5.8. Äðóãå òâåðäæåííÿ

âèïëèâà¹ ç òåîðåì 5.8 òà 6.42. �
Â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi äà¹òüñÿ êðèòåðié, ùî äîçâîëÿ¹ îïèñóâàòè óñi âêîðî÷åíi ïñåâäîñïåêòðàëüíi

ôóíêöi¨ â òåðìiíàõ äîâiëüíîãî (íåîáîâ'ÿçêîâî äîïóñòèìîãî) âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà.

Òâåðäæåííÿ 6.44. Çà ïðèïóùåíü (ÂÏ1) - (ÂÏ4) íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

(1) Êîæíèé âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ̇ ¹ äîïóñòèìèì.

(2) Ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

lim
y→+∞

1
iy
M3+(iy) � Ḣ1 = 0

lim
y→+∞

y
(
Im(M3+(iy)h0, h0)Ḣ0

+ 1
2
||P2h0||2

)
= +∞, 0 ̸= h0 ∈ Ḣ0,
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äå P2 � îðòîïðîåêòîð â Ḣ0 íà Ḣ2 = Ḣ0 ⊖ Ḣ1.

(3) mulT = mulT ∗.

(4) S̃elf(T ) = S̃elf0(T ).

(5) Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 6.40 ¹ âiðíèì äëÿ äîâiëüíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ .

Ä îâåäåííÿ. Åêâiâàëåíòíiñòü (1)⇔ (4) âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 6.38. Åêâiâàëåíòíiñòü (3)⇔ (4)

¹ íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 2.12, (1). Äàëi, íåõàé Π̇ = {Ḣ0 ⊕ Ḣ1, Γ̇0, Γ̇1} � ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ T ∗,

ïîáóäîâàíà â òâåðäæåííi 5.5. Òîäi çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 5.5, (2) ôóíêöiöÿ Âåéëÿ òðiéêè Π̇ çáiãà¹òüñÿ

ç M3+(·). Çâiäñè âíàñëiäîê òåîðåìè 2.49, (2) òà çàóâàæåííÿ 2.50, (2) âèïëèâà¹ åêâiâàëåíòíiñòü (2)⇔
(3). Íàêiíåöü, åêâiâàëåíòíiñòü (1)⇔ (5) ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 6.40. �
Ç ðåçóëüòàòiâ öüîãî ïóíêòó òà òâåðäæåííÿ 6.33 âèïëèâà¹ òàêà òåîðåìà.

Teoðåìà 6.45. Íåõàé âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ (ÂÏ1) òà (ÂÏ2). Ó öüîìó âèïàäêó ìíîæèíà âêî-

ðî÷åíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)) ¹ íåïîðîæíüîþ òîäi é

òiëüêè òîäi, êîëè mulT = {0}. ßêùî öÿ óìîâà âèêîíàíà, òî ìíîæèíè âêîðî÷åíèõ ñïåêòðàëü-

íèõ òà ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)) çáiãàþòüñÿ i òîìó

òåîðåìè 6.40 - 6.42, òâåðäæåííÿ 6.44 òà íàñëiäîê 6.43 ñïðàâåäëèâi äëÿ âêîðî÷åíèõ ñïåêòðàëüíèõ

ôóíêöié (çàìiñòü âêîðî÷åíèõ ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié). Ó öüîìó âèïàäêó â òåîðìi 6.42 òà

íàñëiäêó 6.43 ñëiä çàìiíèòè T̃0, T̃0,τ̇ òà V0,σ âiäïîâiäíî íà T̃ , T̃τ̇ òà Vσ.

6.3.2. Âèïàäîê ðiâíèõ ìiíiìàëüíèõ iíäåêñiâ äåôåêòó

Ïðèïóñòèìî, ùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ñèñòåìè (3.5). Òîäi âíàñëiäîê (3.153) òà (3.4)

ìiíiìàëüíî ìîæëèâèìè ðiâíèìè ôîðìàëüíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó òàêî¨ ñèñòåìè ¹

N+ = N− = ν + ν̂. (6.72)

ßêùî âèêîíàíî (6.72) i δ = 1, òî νb− = 0, νb+ = ν̂ i çãiäíî ç ëåìîþ 3.19 iñíó¹ ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð

Γ̂b : dom Tmax → Ĥ, òàêèé ùî

[y, z]b = i(Γ̂by, Γ̂bz)Ĥ , y, z ∈ dom Tmax. (6.73)

Íàäàëi â ìåæàõ öüîãî ïóíêòó ââàæà¹ìî âèêîíàíèìè òàêi ïðèïóùåííÿ:

1) ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ, êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ, δ = 1 i ìà¹ ìiñöå (6.72) (òîáòî

ñèñòåìà ìà¹ ðiâíi ìiíiìàëüíi ôîðìàëüíi iíäåêñè äåôåêòó);

2) U � îïåðàòîð (5.1), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.2) - (5.4), i Γ̂a òà Γ1a � îïåðàòîðè (3.122).

3) Γ̂b : dom Tmax → Ĥ � ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð, ùî çàäîâiëüíÿ¹ (6.73).

Âiäçíà÷èìî, ùî çãiäíî ïðèïóùåííÿ 1) ìà¹ ìiñöå âèïàäîê à1; êðiì òîãî, ïðèïóùåííÿ 3) îçíà÷à¹,

ùî ñóêóïíiñòü {{0}, {0}, Γ̂b} ¹ b-ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì òèïó 1.

Çà ïðèïóùåíü 1) - 3) ìà¹ìî Ḣ0 = Ḣ1 = Ĥ. Òîìó âêîðî÷åíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì ¹ îïåðàòîðíà

ïàðà

τ̇ = τ̇(λ) = {Ċ0(λ), Ċ1(λ)} ∈ R̃(Ĥ), λ ∈ C \ R, (6.74)
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ç ãîëîìîðôíèìè îïåðàòîð-ôóíêöiÿìè Ċj(·) : C \ R → [Ĥ,K], j ∈ {0, 1}, i ãðàíè÷íà çàäà÷à (5.36) -
(5.38) ïðèéìà¹ âèãëÿä

Jy′ −B(t)y = λ∆(t)y +∆(t)f(t), t ∈ I, (6.75)

Γ1ay = 0 (6.76)

(iĊ0(λ)− 1
2
Ċ1(λ))Γ̂ay − (iĊ0(λ) +

1
2
Ċ1(λ))Γ̂by = 0, λ ∈ C+. (6.77)

Ç òâåðäæåííÿ 4.9 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ¹äèíà ïàðà îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξ0(·, λ) ∈ L2
∆[H,H] òà

ξ̂0(·, λ) ∈ L2
∆[Ĥ,H] ñèñòåìè (3.5), ùî çàäîâiëüíÿþòü ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1aξ0(λ) = −IH , Γ̂aξ0(λ) = Γ̂bξ0(λ), λ ∈ C+ (6.78)

Γ1aξ̂0(λ) = 0, i(Γ̂a − Γ̂b)ξ̂0(λ) = IĤ , λ ∈ C+ (6.79)

Äàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120) îïåðòîðà U i Γ0a � îïåðàòîð (3.121). ßêùî

τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (6.74), òî çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 5.11 m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) ñèñòåìè
(3.5), ùî âiäïîâiäà¹ ãðàíè÷íié çàäà÷i (6.75) - (6.77), çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (5.52). Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî

çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 4.10 ôóíêöiÿ Âåéëÿ M(·) (çâè÷àéíî¨) ðîçäiëåíî¨ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè Π äëÿ Tmax

äîïóñêà¹ áëî÷íå çîáðàæåííÿ

M(λ) =

(
M11(λ) M12(λ)

M21(λ) M22(λ)

)
:=

(
Γ0aξ0(λ) Γ0aξ̂0(λ)

Γ̂aξ0(λ) Γ̂aξ̂0(λ) +
i
2
IĤ

)
: H ⊕ Ĥ → H ⊕ Ĥ, λ ∈ C+. (6.80)

Teoðåìà 6.46. Íåõàé çà óìîâ 1) - 3) öüîãî ïóíêòó Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120) îïåðà-

òîðà U , Γ0a � îïåðàòîð (3.121) i M(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (6.80). Òîäi ðiâíîñòi

mτ̇ (λ) =

(
mτ̇1(λ) mτ̇2(λ)

mτ̇3(λ) mτ̇4(λ)

)
: H ⊕ Ĥ → H ⊕ Ĥ, λ ∈ C+ (6.81)

mτ̇1(λ) =M11(λ) +M12(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M22(λ))
−1Ċ1(λ)M21(λ) (6.82)

mτ̇2(λ) =M12(λ) +M12(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M22(λ))
−1Ċ1(λ)(M22(λ) +

i
2
IĤ) (6.83)

mτ̇3(λ) =M21(λ) + (M22(λ)− i
2
IĤ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M22(λ))

−1Ċ1(λ)M21(λ) (6.84)

mτ̇4(λ) =M22(λ) + (M22(λ)− i
2
IĤ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M22(λ))

−1Ċ1(λ)(M22(λ) +
i
2
IĤ) (6.85)

ñóìiñíî ç ôîðìóëîþ (6.64) çàäàþòü ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà âêîðî÷åíèìè ãðàíè÷íèìè

ïàðàìåòðàìè τ̇ âèãëÿäó (6.74), ùî çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì

lim
y→+∞

1
iy
(Ċ0(iy)− Ċ1(iy)M22(iy))

−1Ċ1(iy) = 0 (6.86)

lim
y→+∞

1
iy
M22(iy)(Ċ0(iy)− Ċ1(iy)M22(iy))

−1Ċ0(iy) = 0, (6.87)

i óñiìà âêîðî÷åíèìè ïñåâäîñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè σ(·) = στ̇ (·) ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó

φU(·, λ)).

Ä îâåäåííÿ. Ç (6.80) âèïëèâà¹, ùî çà óìîâ òåîðåìè îïåðàòîð-ôíêöi¨ (5.66) - (5.69) ïðèéìàþòü
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âèãëÿä

m0(λ) =M(λ) =

(
M11(λ) M12(λ)

M21(λ) M22(λ)

)
: H ⊕ Ĥ → H ⊕ Ĥ

M1+(λ) =

(
M12(λ)

M22(λ)− i
2
IĤ

)
: Ĥ → H ⊕ Ĥ

M2+(λ) = (M21(λ), M22(λ) +
i
2
IĤ) : H ⊕ Ĥ → Ĥ, M3+(λ) =M22(λ). (6.88)

Òîìó âíàñëiäîê (6.68)

mτ̇ (λ) =

(
M11(λ) M12(λ)

M21(λ) M22(λ)

)
+

+

(
M12(λ)

M22(λ)− i
2
IĤ

)
(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M22(λ))

−1Ċ1(λ)(M21(λ), M22(λ) +
i
2
IĤ),

çâiäêè âèïëèâàþòü ðiâíîñòi (6.81) - (6.85) äëÿ m-ôóíêöi¨ mτ̇ (·). Êðiì òîãî, âíàñëiäîê äðóãî¨ ðiâíîñòi

â (6.88) óìîâè äîïóñòèìîñòi (6.62), (6.63) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãäÿäi (6.86), (6.87). Çâiäñè âíàñëiäîê

òåîðåìè 6.40 âèïëèâà¹ ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ. �

6.3.3. Ïðèêëàä

Ó öüîìó ïóíêòi íàâåäåíî ïðèêëàä, ùî iëþñòðó¹ îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ó âèïàäêó ðiâíèõ ìiíiìàëüíèõ

ôîðìàëüíèõ iíäåêñiâ äåôåêòó ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè.

Íåõàé I = [0,∞) i δ(·) � áîðåëiâñüêà ôóíêöiÿ íà I, òàêà ùî δ(t) > 0 (ì.â. íà I) i

C :=

∫ ∞

0

δ(t) dt <∞.

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî â (3.2) H = Ĥ = C, òàê ùî H = C3 i H0 = C2. Ðîçãëÿíåìî ñèìåòðè÷íó

ñèñòåìó

Jy′ = λ∆(t)y, t ∈ I, λ ∈ C, (6.89)

äå J i ∆(t) çàäàíi ìàòðèöÿìè

J =


0 0 −1

0 i 0

1 0 0

 , ∆(t) =


1
2
(δ(t) + 1) 0 i

2
(δ(t)− 1)

0 1 0

− i
2
(δ(t)− 1) 0 1

2
(δ(t) + 1)

 .

Îñêiëüêè ∆(t) ¹ íåâiä'¹ìíîþ îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ, òî ñèñòåìà (6.89) ¹ âèçíà÷åíîþ é Tmin ¹ ùiëüíî

âèçíà÷åíèì îïåðàòîðîì â L2
∆(I). Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî ñèñòåìà (6.89) ìà¹ ôóíäàìåí-

òàëüíèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê

Y (t, λ) =


e−iλΦ(t) 0 eiλt

0 e−iλt 0

−ie−iλΦ(t) 0 ieiλt

 , (6.90)
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äå

Φ(t) :=

∫ t

0

δ(s) ds.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç y(1)(·, λ), y(2)(·, λ) òà y(3)(·, λ) âåêòîðíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (6.89), óòâîðåíi âiäïî-

âiäíî ïåðøèì, äðóãèì òà òðåòiì ñòîâï÷èêîì ìàòðèöi (6.90). Ëåãêî áà÷èòè, ùî y(1)(·, λ), y(3)(·, λ) ∈
L2

∆(I), y(2)(·, λ) /∈ L2
∆(I) äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ i y(1)(·, λ), y(2)(·, λ) ∈ L2

∆(I), y(3)(·, λ) /∈ L2
∆(I) äëÿ

êîæíîãî λ ∈ C−. Òîìó ñèñòåìà (6.89) ìà¹ ìiíiìàëüíi ðiâíi ôîðìàëüíi iíäåêñè äåôåêòó N+ = N− = 2.

Íåõàé θ(·) ∈ L2
∆(I) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (6.89), çàäàíèé ðiâíiñòþ

θ(t) = i√
2
e−Cy(1)(t, i) = i√

2
e−C{eΦ(t), 0,−ieΦ(t)}.

Òîäi [θ, θ]∞ = i i òîìó ðiâíiñòü Γ̂by = [y, θ]∞, y ∈ dom Tmax, çàäà¹ ñið'¹êòèâíèé îïåðàòîð Γ̂b :

dom Tmax → C, ùî çàäîâiëüíÿ¹ (6.73).
Ïðèïóñòèìî, ùî Ũ = I. Òîäi äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ dom Tmax, çîáðàæåíî¨ ó âèãëÿäi

y(t) = {y0(t), ŷ(t), y1(t)}(∈ C⊕ C⊕ C), t ∈ I,

ìà¹ìî Γ0ay = y0(0), Γ̂ay = ŷ(0), Γ1ay = y1(0). Êðiì òîãî, âêîðî÷åíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì ó

âèïàäêó, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, ¹ íåâàíëèíiâñüêà (ñêàëÿðíà) ôóíêöiÿ τ̇ = τ̇(λ), λ ∈ C+. Òîìó ãðàíè÷íà

çàäà÷à (6.75) - (6.77) ìà¹ âèãëÿä

Jy′ = λ∆(t)y +∆(t)f(t), t ∈ [0,∞) (6.91)

y1(0) = 0, (iτ̇(λ) + 1
2
)ŷ(0)− (iτ̇(λ)− 1

2
)[y, θ]∞ = 0, λ ∈ C+. (6.92)

Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî ìàòðèöÿ îïåðàòîðíîãî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ) ñèñòåìè (6.89) çàäà¹òü-
ñÿ ðiâíiñòþ

φU(t, λ) =


1
2
(e−iλΦ(t) + eiλt) 0

0 e−iλt

i
2
(−e−iλΦ(t) + eiλt) 0)

 : C⊕ C︸ ︷︷ ︸
H0

→ C⊕ C⊕ C︸ ︷︷ ︸
H

, λ ∈ C, (6.93)

Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîäàëüøèõ ìiðêóâàíü ïåðåéäåìî äî íîâîãî îðòîíîðìîâíîãî áàçiñà {ė1, ė2, ė3} â C3,

äå ė1 = { 1√
2
, 0,− i√

2
}, ė2 = {0, 1, 0} i ė3 = { 1√

2
, 0, i√

2
}. Òîäi ãiëáåðòiâ ïðîñòið L2

∆(I) ìîæíà îòîòîæíèòè
ç ìíîæèíîþ óñiõ áîðåëiâñüêèõ ôóíêöié f(·) : I → C3 âèãëÿäó

f(t) = ḟ1(t)ė1 + ḟ2(t)ė2 + ḟ3(t)ė3 =: {ḟ1(t), ḟ2(t), ḟ3(t)}, (6.94)

äå δ
1
2 ḟ1 ∈ L2(I) i ḟ2, ḟ3 ∈ L2(I). Êðiì òîãî, âíàñëiäîê (6.46) äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨

f(·) = {ḟ1(·), ḟ2(·), ḟ3(·)} ∈ L2
∆(I)

ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ f̂0(·) = {f̂01(·), f̂02(·)} : R → C2 çàäà¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè

f̂01(s) =
1√
2

∫ ∞

0

(eisΦ(t)δ(t)ḟ1(t) + e−istḟ3(t)) dt, f̂02(s) =

∫ ∞

0

eistḟ2(t) dt. (6.95)

Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî ðiâíîñòi

ξ0(t, λ) = {ieiλt, 0, e−iλt}, ξ̂0(t, λ) = { i√
2
eiλC(e−iλΦ(t) + eiλt), 0, i√

2
eiλC(−ie−iλΦ(t) + ieiλt)}
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çàäàþòü ðîçâ'ÿçêè ξ0(·, λ) òà ξ̂0(·, λ) ñèñòåìè (6.89), ùî íàëåæàòü äî L2
∆(I) òà çàäîâiëüíÿþòü ãðàíè÷-

íèì óìîâàì (6.78), (6.79). Òîìó îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (6.80) ìà¹ âèãëÿä

m(λ) =

(
i i

√
2eiλC

0 i
2

)
, λ ∈ C+.

i âíàñëiäîê òåîðåìè 6.46 äëÿ êîæíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ âiäïîâiäíà m-ôóíêöiÿ

mτ̇ (·) çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ

mτ̇ (λ) =

(
mτ̇1(λ) mτ̇2(λ)

mτ̇3(λ) mτ̇4(λ)

)
, λ ∈ C+,

åëåìåíòè ÿêî¨ îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

mτ̇1(λ) = i, mτ̇2(λ) = i
√
2eiλC

τ̇(λ)− i
2

τ̇(λ) + i
2

, mτ̇3(λ) = 0, mτ̇4(λ) =
i
2
.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C ìíîæèíó âñiõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié k(·), âèçíà÷åíèõ â C+ i òàêèõ. ùî |k(λ)| ≤

1, λ ∈ C+. Îñêiëüêè ðiâíiñòü k(λ) =
τ̇(λ)− i

2

τ̇(λ)+
i
2

çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà âêîðî÷åíèìè

ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ̇(·) òà óñiìà ôóíêöiÿìè k(·) ∈ C, òî

mτ̇ (λ) =

(
i i

√
2eiλCk(λ)

0 i
2

)
, λ ∈ C+, (6.96)

äå k(·) ∈ C. Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó Ñòiëüò'¹ñà (6.64) äî îïåðàòîð-ôóíêöi¨ (6.96), îòðèìó¹ìî âêîðî-

÷åíó ñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ σ(·) = στ̇ (·) ó âèãëÿäi

σ(s) =
1

π

(
s σ0(s)

σ0(s)
1
2
s

)
, (6.97)

äå

σ0(s) == lim
δ→+0

lim
ε→+0

1√
2

∫ s−δ

−δ

ei(u+iε)Ck(u+ iε) du. (6.98)

Òàêèì ÷èíîì, âíàñëiäîê òåîðåìè 6.46 ðiâíîñòi (6.97) òà (6.98) çàäàþòü ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ

óñiìà ôóíêöiÿìè k(·) ∈ C òà óñiìà âêîðî÷åíèìè ñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè σ(·) ñèñòåìè (6.89) (âiä-

íîñíî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ (6.95)).

Íåõàé σ(·) � âêîðî÷åíà ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ (6.97). Òîäi ôóíêöiÿ σ0(·) ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ
i òîìó ìàéæå âñþäè íà R iñíó¹ ïîõiäíà σ′

0(s). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìàéæå âñþäè íà R iñíó¹ ïîõiäíà

σ′(s) =
1

π

(
1 σ′

0(s)

σ′
0(s)

1
2

)
(6.99)

i ïðîñòið L2(σ;C2) ¹ ìíîæèíîþ óñiõ áîðåëiâñüêèõ ôóíêöié g(·) : R → C2, òàêèõ ùî∫
R
(σ′(s)g(s), g(s)) ds <∞.

Òîìó âíàñëiäîê (6.48) äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f(·) ∈ L2
∆(I) âèãëÿäó (6.94) çâîðîòí¹ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

f(t) =

∫
R
φU(t, s)σ

′(s)f̂0(s) ds
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i áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê ç îãëÿäó íà (6.93) òà (6.99) äà¹

ḟ1(t) =
1

π
√
2

∫
R
(e−isΦ(t)f̂01(s) + e−isΦ(t)σ′

0(s)f̂02(s)) ds (6.100)

ḟ2(t) =
1
π

∫
R
(e−istσ′

0(s)f̂01(s) +
1
2
e−istf̂02(s)) ds (6.101)

ḟ3(t) =
1

π
√
2

∫
R
(eistf̂01(s) + eistσ′

0(s)f̂02(s)) ds (6.102)

(òóò f̂01(s) òà f̂02(s) âèçíà÷åíi â (6.95)).

Ç òåîðåìè 6.45 âèïëèâà¹, ùî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ V = Vσ ∈ [L2
∆(I), L2(σ;C2)] ¹ óíiòàðíèì îïåðà-

òîðîì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè τ̇ ¹ äiéñíîþ êîíñòàíòîþ àáî, åêâiâàëåíòíî, êîëè k(λ) ≡ k, |k| = 1. Ó

öüîìó âèïàäêó âíàñëiäîê (6.98) ìà¹ìî σ′
0(s) =

k√
2
eisC i ôîðìóëè (6.99) òà (6.100) - (6.102) ïðèéìàþòü

âèãëÿä

σ′(s) =
1

π

(
1 k√

2
eisC

1
k
√
2
e−isC 1

2

)

ḟ1(t) =
1

π
√
2

∫
R
(e−isΦ(t)f̂01(s) +

k√
2
e−is(Φ(t)−C)f̂02(s)) ds,

ḟ2(t) =
1

π
√
2

∫
R
( 1
k
e−is(t+C)f̂01(s) +

1√
2
e−istf̂02(s)) ds,

ḟ3(t) =
1

π
√
2

∫
R
(eistf̂01(s) +

k√
2
eis(t+C)f̂02(s)) ds.

6.4. Âêîðî÷åíi ïñåâäîñïåêòðàëüíi òà ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ ó âèïàäêó à2

6.4.1. Âêîðî÷åíi ïñåâäîñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ òà ñïåêòðè ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü

Íàäàëi â ìåæàõ öüîãî ïiäðîçäiëó ââàæàþòüñÿ âèêîíàíèìè òàêi ïðèïóùåííÿ:

(ÂÏ1') êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ñèñòåìè (3.5), δ = −1 i N+ −N− ≥ ν̂ (òîáòî ìà¹ ìiñöå

âèïàäîê à2);

(ÂÏ2') U � îïåðàòîð (5.1), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.2) - (5.4), Γ̂a òà Γ1a � îïåðàòîðè (3.122) i T ∈ ExtTmin

� ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ (5.18);

(ÂÏ3') ñèñòåìà ¹ U -âèçíà÷åíîþ;

(ÂÏ4') {H̃b,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ òèïó 2 (3.138).
(ÂÏ5') M4(·) : C+ → [H̃b,Hb] � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ, çàäàíà îñòàííüþ ðiâíiñòþ â (5.136);

Íåõàé τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.113) i Rτ̇ (·) � óçàãàëüíåíà ðåçîëüâåíòà âiäíîøåííÿ
T , ïîðîäæåíà ãðàíè÷íîþ çàäà÷åþ (5.115) - (5.117) (äèâ. òåîðåìó 5.23). Íàäàëi áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç

T̃τ̇ (∈ S̃elf(T )) ðîçøèðåííÿ âiäíîøåííÿ T , ùî ïîðîäæó¹ Rτ̇ (·).

Îçíà÷åííÿ 6.47. Âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ̇ ∈ R̃(H̃b,Hb) âèãëÿäó (5.113) íàçèâà¹òüñÿ

äîïóñòèìèì, ÿêùî

lim
y→+∞

1
iy
PH̃b,Hb

(Ċ0(iy)− Ċ1(iy)M4(iy))
−1Ċ1(iy) = 0 (6.103)

lim
y→+∞

1
iy
M4(iy)(Ċ0(iy)− Ċ1(iy)M4(iy))

−1Ċ0(iy) � Hb = 0 (6.104)
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Òâåðäæåííÿ 6.48. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (ÂÏ1') - (ÂÏ5') τ̇ ∈ R̃(H̃b,Hb) � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé

ïàðàìåòð. Òîäi äëÿ ñïðàâåäëèâîñòi âêëþ÷åííÿ T̃τ̇ ∈ S̃elf0(T ) íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ïàðàìåòð τ̇

áóâ äîïóñòèìèì.

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé Π̇ = {Ḣ0 ⊕Hb, Γ̇0, Γ̇1} � ãðàíè÷íà òðiéêà (5.109), (5.110) äëÿ T ∗ i

τ̃ = {C̃0(λ), C̃1(λ)} ∈ R̃(Ḣ0,Hb) � ãîëîìîðôíà îïåðàòîðíà ïàðà (5.114). ßê âiäçíà÷àëîñÿ â äîâåäåííi

òåîðåìè 5.23, ãðàíè÷íà çàäà÷à (5.115) - (5.117) åêâiâàëåíòíà àáñòðàêòíié ãðàíè÷íié çàäà÷i (5.118),

(5.119) äëÿ òðiéêè Π̇. Òîìó âíàñëiäîê òåîðåìè 2.53, (2) âêëþ÷åííÿ T̃τ̇ ∈ S̃elf0(T ) ìà¹ ìiñöå òîäi é

òiëüêè òîäi, êîëè âiðíèìè ¹ ðiâíîñòi

lim
y→+∞

1
iy
PḢ0,Hb

(C̃0(iy)− C̃1(iy)Ṁ+(iy))
−1C̃1(iy) = 0 (6.105)

lim
y→+∞

1
iy
Ṁ+(iy)(C̃0(iy)− C̃1(iy)Ṁ+(iy))

−1C̃0(iy) � Hb = 0, (6.106)

äå Ṁ+(·) � ôóíêöiÿ Âåéëÿ òðiéêè Π̇. çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 5.25, (3) Ṁ+(λ) ìà¹ âèãëÿä (5.138) i

âíàñëiäîê (5.147)

(C̃0(λ)− C̃1(λ)Ṁ+(λ))
−1 =

(
IĤ 0

∗ (Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M4(λ))
−1

)
, λ ∈ C+.

Êðiì òîãî,

PḢ0,Hb
= (0, PH̃b,Hb

) : Ĥ ⊕ H̃b → Hb, C̃0(λ) � Hb =

(
0

Ċ0(λ) � Hb

)
: Hb → Ĥ ⊕K

i áàåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê äà¹

PḢ0,Hb
(C̃0(λ)− C̃1(λ)Ṁ+(λ))

−1C̃1(λ) = PH̃b,Hb
(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M4(λ))

−1Ċ1(λ),

Ṁ+(λ)(C̃0(λ)− C̃1(λ)Ṁ+(λ))
−1C̃0(λ) � Hb =M4(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M4(λ))

−1Ċ0(λ) � Hb, λ ∈ C+.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî (6.105) òà (6.106) åêâiâàëåíòíi óìîâàì (6.103) òà (6.104). �
Â íàñòóïíié òåîðåìi íàâåäåíî ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ âêîðî÷åíèõ ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié

ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà.

Teoðåìà 6.49. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (ÂÏ1') � (ÂÏ5') Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120) îïåðà-

òîðà U i Γ0a � îïåðàòîð (3.121). Êðiì òîãî, íåõàé M+(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (5.134) - (5.136). Òîäi

äëÿ êîæíîãî äîïóñòèìîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ âèãëÿäó (5.113) ðiâíîñòi

mτ̇ (λ) = m0(λ) +M2(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M4(λ))
−1Ċ1(λ)M3(λ), λ ∈ C+ (6.107)

Nτ̇ (λ) = N0(λ) +M2(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M4(λ))
−1Ċ1(λ)N2(λ), λ ∈ C+ (6.108)

στ̇1(s) = lim
δ→+0

lim
ε→+0

1

π

∫ s−δ

−δ

Immτ̇ (u+ iε) du (6.109)

στ̇2(s) = lim
δ→+0

lim
ε→+0

1

2πi

∫ s−δ

−δ

Nτ̇ (u+ iε) du (6.110)

στ̇ (s) =

(
στ̇1(s) στ̇2(s)

σ∗
τ̇2(s)

1
2π
sIĤ

)
: H ⊕ Ĥ → H ⊕ Ĥ, s ∈ R (6.111)

çàäàþòü âêîðî÷åíó ïñåâäîñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ στ̇ (·) ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)).



194

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé T̃τ̇ ∈ S̃elf0(T ) � ðîçøèðåííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ïàðàìåòðó τ̇ çãiäíî ç òâåðäæåííÿì

6.48, é Fτ̇ (·) � ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ âiäíîøåííÿ T , ïîðîäæåíà öèì ðîçøèðåííÿì. Êðiì òîãî, íåõàé

m̃τ̇ (·) �m-ôóíêöiÿ ñèñòåìè (3.5) é στ̇ (·) � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó, âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (6.64) ç m̃τ̇ (·) çàìiñòü
mτ̇ (·). Ïîêàæåìî, ùî âiðíèì ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (6.65) (ìè äà¹ìî ëèøå íàðèñ äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó

çà òèõ ñàìèõ ïðè÷èí, ùî i â äîâåäåííi ÷àñòèíè 1 òåîðåìè 6.16).

Ç òâåðäæåííÿ 5.29 âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ Ãðiíà (5.168) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

Gτ̇ (x, t, λ) = φU(x, λ)m̃τ̇ (λ)φ
∗
U(t, λ) +G0(x, t, λ), (6.112)

äå G0(x, t, λ) � öiëà ôóíêöiÿ çìiííî¨ λ, òàêà ùî G∗
0(x, t, λ) = G0(t, x, λ). Íåõàé f̂0(·) � öiëà ôóíêöiÿ,

âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

f̂0(λ) =

∫
I

φ∗
U(t, λ)∆(t)f(t) dt, λ ∈ C.

Òîäi âíàñëiäîê (5.169) òà (6.112) óçàãàëüíåíà ðåçîëüâåíòà Rτ̇ (·) çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíîñòi

(Rτ̇ (λ)f̃ , f̃) = (m̃τ̇ (λ)f̂0(λ), f̂0(λ)) + S(λ), f̃ ∈ H′, λ ∈ C+,

äå S(·) � äåÿêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà C ç äiéñíèìè çíà÷åííÿìè íà R. Òîìó âíàñëiäîê (2.8) äëÿ

êîæíîãî ñêií÷åííîãî iíòåðâàëó [α, β) ìà¹ìî

((Fτ̇ (β)− Fτ̇ (α))f̃ , f̃) = lim
δ→+0

lim
ε→+0

1

π

∫ β−δ

α−δ

Im(m̃τ̇ (u+ iε)f̂0(u+ iε), f̂0(u− iε)) du.

Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð ôîðìóëó îáåðíåííÿ Ëiâøèöà - Ñòiëüò'¹ñà [17, 48], âèâîäèìî (6.65).

Ç òâåðäæåííÿ 6.36 âèïëèâà¹, ùî στ̇ (·) ¹ âêîðî÷åíîþ ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ. Êðiì òîãî,

êîìáiíóþ÷è (6.64) ç (5.152) òà (5.156), (5.157), îòðèìó¹ìî ðiâíîñòi (6.107) - (6.111). �
Â íàñòóïíié òåîðåìi õàðàêòåðèçóþòüñÿ äåÿêi âëàñòèâîñòi ñïåêòðà ðîçøèðåííÿ T̃τ̇ .

Teoðåìà 6.50. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (ÂÏ1') - (ÂÏ5') τ̇ � äîïóñòèìèé âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïà-

ðàìåòð, σ(·) = στ̇ (·) � âiäïîâiäíà âêîðî÷åíà ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ (6.111) i V0,σ ∈ [H0, L
2(σ;H0)]

� içîìåòðiÿ (6.60). Òîäi:

(1) Iñíó¹ óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ Ṽ ∈ [H̃0, L
2(σ;H0)] îïåðàòîðà V0,σ, òàêå ùî îïåðàòîðè T̃0,τ̇ (îïå-

ðàòîðíà ÷àñòèíà âiäíîøåííÿ T̃τ̇) òà îïåðàòîð ìíîæåííÿ Λσ â L2(σ;H0) óíiòàðíî åêâiâàëåíòíi çà

äîïîìîãè Ṽ .

(2) Ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

specac(T̃0,τ̇ ) = R, specs(T̃0,τ̇ ) = Ss(στ̇1), (6.113)

äå στ̇1(·) � [H]-çíà÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó (6.109) i Ss(στ̇1) ⊂ R � ìíîæèíà, âèçíà÷åíà â (2.10).

Ä îâåäåííÿ. (1) Â ïðîöåñi äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.49 áóëî ïîêàçàíî, ùî ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ Fτ̇ (·)
âiäíîøåííÿ T , ïîðîäæåíà ðîçøèðåííÿì T̃τ̇ , çàäîâiëüíÿ¹ (6.65). Êðiì òîãî, îñêiëüêè ñèñòåìà ¹ U -

âèçíà÷åíîþ, òî çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 6.34 îïåðàòîð Λσ ¹ L0-ìiíiìàëüíèì (òóò L0 = VσH). Òîìó

âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 6.35 ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ (1) òåîðåìè.
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(2) Íåõàé σac(·), σs(·) i σ1,ac(·), σ1,s(·) � àáñîëþòíî íåïåðåðâíà òà ñiíãóëÿðíà ÷àñòèíè ôóíêöié

ðîçïîäiëó στ̇ (·) i στ̇1(·) âiäïîâiäíî. Òîäi âíàñëiäîê (6.111) ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi áëî÷íi çîáðàæåííÿ:

σac(s) =

(
σ1,ac(s) στ̇2(s)

σ∗
τ̇2(s)

1
2π
sI

)
∈ [H ⊕ Ĥ], σs(s) =

(
σ1,s(s) 0

0 0

)
∈ [H ⊕ Ĥ]

Çâiäñè âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ (1) òà òåîðåìè 2.14 âèïëèâà¹ (6.113). �

Íàñëiäîê 6.51. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (ÂÏ1') - (ÂÏ5') τ̇ � äîïóñòèìèé âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé

ïàðàìåòð, E(·) � îðòîãîíàëüíà ñïåêòðàëüíà ìiðà îïåðàòîðà T̃0,τ̇ i Es(·) � ñiíãóëÿðíà ÷àñòèíà ìiðè

E(·). Òîäi:
(1) Êðàòíiñòü ñïåêòðà îïåðàòîðà T̃0,τ̇ (òîáòî, êðàòíiñòü ìiðè E(·)) íå ïåðåâèùó¹ ν + ν̂(=

dimH0).

(2) Êðàòíiñòü ñèíãóëÿðíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà T̃0,τ̇ (òîáòî, êðàòíiñòü îðòîãîíàëüíî¨ ñïåê-

òðàëüíî¨ ìiðè Es(·)) íå ïåðåâèùó¹ ν(= dimH). Òîìó êðàòíiñòü êîæíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ0

îïåðàòîðà T̃0,τ̇ íå ïåðåâèùó¹ ν.

Çàóâàæåííÿ 6.52. ßêùî mulT = {0}, òî çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 6.33 ìíîæèíè âêîðî÷åíèõ

ñïåêòðàëüíèõ òà ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)) çáiãàþòüñÿ
i òîìó òåîðåìè 6.49 òà 6.50 ñïðàâåäëèâi äëÿ âêîðî÷åíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié (çàìiñòü âêîðî÷åíèõ

ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié). Ó öüîìó âèïàäêó â òåîðåìi 6.50 òà íàñëiäêó 6.51 ñëiä çàìiíèòè T̃0,τ̇

òà V0,σ âiäïîâiäíî íà T̃τ̇ òà Vσ. ßêùî æ mulT ∗ = {0} (i, îòæå, mulT = {0}), òî òåîðåìè 6.49, 6.50

òà íàñëiäîê 6.51 ¹ âiðíèìè äëÿ äîâiëüíèõ âêîðî÷åíèõ ãðàíè÷íèõ ïàðàìåòðiâ τ̇ , îñêiëüêè ó öüîìó

âèïàäêó êîæíèé âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð ¹ äîïóñòèìèì.

6.4.2. Âèïàäîê ìiíiìàëüíèõ iíäåêñiâ äåôåêòó

Òâåðäæåííÿ 6.53. Ïðèïóñòèìî, ùî δ = −1 i êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ñèñòåìè (3.5).

Òîäi: (1) Ìiíiìàëüíî ìîæëèâèìè ôîðìàëüíèìè iíäåêñàìè äåôåêòà òàêî¨ ñèòåìè ¹

N+ = ν + ν̂, N− = ν.

(2) ßêùî N− = ν, òî iñíó¹ ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið Ĥb i ñþð'¹êòèâíèé ëiíiéíèé

îïåðàòîð Γ̂b : dom Tmax → Ĥb, òàêèé ùî

[y, z]b = i(Γ̂by, Γ̂bz), y, z ∈ dom Tmax. (6.114)

Ä îâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ (1) âèïëèâà¹ ç (3.153) òà (3.4). Äàëi, ÿêùî N− = ν, òî νb− = 0 i çãiäíî ç

ëåìîþ 3.19 ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ (2) �

Òâåðäæåííÿ 6.54. Ïðèïóñòèìî, ùî:

1) êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ñèñòåìè (3.5), δ = −1 i N− = ν (òîáòî ôîðìàëüíèé iíäåêñ

äåôåêòó N− íàáóâà¹ ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ);
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2) U � îïåðàòîð (5.1), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.2) - (5.4), i Γ̂a òà Γ1a � îïåðàòîðè (3.122);

3) ñèñòåìà ¹ U-âèçíà÷åíîþ;

4) Ĥb � ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið i Γ̂b : dom Tmax → Ĥb � ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð,

ùî çàäîâiëüíÿ¹ (6.114).

Òîäi:

(1) Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíà ïàðà îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξ(·, λ) ∈ L2
∆[H,H] òà ξ̂(·, λ) ∈

L2
∆[Ĥ,H] ñèñòåìè (3.5), ùî çàäîâiëüíÿþòü ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1aξ(λ) = −IH , Γ̂aξ(λ) = 0, Γ̂bξ(λ) = 0, λ ∈ C+

Γ1aξ̂(λ) = 0, Γ̂aξ̂(λ) = iIĤ , Γ̂bξ̂(λ) = 0, λ ∈ C+.

(2) Iñíó¹ ¹äèíèé (äîïóñòèìèé) âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ̇0 = {IĤb
, 0} i ¹äèíà (ç òî÷-

íiñòþ äî ñàìîñïðÿæåíî¨ àäèòèâíî¨ êîíñòàíòè) m-ôóíêöiÿ m̃(λ) = mτ̇0(λ) ñèñòåìè (3.5). ßêùî Ũ �

J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.120) îïåðàòîðà U i Γ0a � îïåðàòîð (3.121), òî m-ôóíêöiÿ m̃(·) çàäà¹òüñÿ
ðiâíiñòþ

m̃(λ) =

(
m(λ) N(λ)

0 i
2
IĤ

)
:=

(
Γ0aξ(λ) Γ0aξ̂(λ)

0 i
2
IĤ

)
: H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸

H0

→ H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

, λ ∈ C+. (6.115)

(3) Âêîðî÷åíà ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôíêöiÿ σ(·) = στ̇0 (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)) çàäà¹òüñÿ ðiâ-

íîñòÿìè

σ(s) =

(
σ1(s) σ2(s)

σ∗
2(s)

1
2π
sIĤ

)
: H ⊕ Ĥ → H ⊕ Ĥ, s ∈ R (6.116)

σ1(s) = lim
δ→+0

lim
ε→+0

1

π

∫ s−δ

−δ

Imm(u+ iε) du (6.117)

σ2(s) = lim
δ→+0

lim
ε→+0

1

2πi

∫ s−δ

−δ

N(u+ iε) du (6.118)

(4) Ðiâíiñòü (5.18) çàäà¹ ìàêñèìàëüíå ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ T ∈ ExtTmin
i òîìó iñíó¹ ¹äèíå

ñàìîñïðÿæåíå ðîçøèðåííÿ T̃ ∈ S̃elf(T ). Êðiì òîãî, äëÿ îïåðàòîðà T̃0 = T̃ ∗
0 (îïåðàòîðíî¨ ÷àñòèíè

âiäíîøåííÿ T̃ ) ñïðàâåäëèâi òåîðåìà 6.50 òà íàñëiäîê 6.51.

Ä îâåäåííÿ. Âíàñëiäîê ïðèïóùåííÿ 1) òà (3.153) ìà¹ ìiñöå âèïàäîê à2. Êðiì òîãî, ïðèïóùåííÿ

4) îçíà÷à¹, ùî ñóêóïíiñòü {H̃b,Hb,Γb}, â ÿêié

H̃b = Ĥb, Hb = {0}, Γb = Γ̂b(= Γ̃0b) (6.119)

¹ b-ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì òèïó 2. Òîìó ïîòðiáíi òâåðäæåííÿ âèïëèâàþòü ç òâåðäæåíü 5.21, 5.24 i

òåîðåì 5.30, 6.49. �

Çàóâàæåííÿ 6.55. Îñêiëüêè âiäíîøåííÿ T â òâåðäæåííi 6.54, (4) ¹ ìàêñèìàëüíèì ñèìåòðè÷íèì,

òî éîãî îïåðàòîðíà ÷àñòèíà T0 ¹ ìàêñèìàëüíèì ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì ó ïðîñòîði H0(= H⊖mulT ).

Òîìó îïåðàòîð T̃0 â òâåðäæåííi 6.54, (4) ¹ (¹äèíèì) ñàìîñïðÿæåíèì ðîçøèðåííÿì îïåðàòîðà T0, òîáòî

T̃0 ∈ S̃elf(T0).
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Òâåðäæåííÿ 6.56. Íåõàé íàäîäàòîê äî óìîâ òâåðäæåííÿ 6.54 N+ = ν + ν̂ (òîáòî îáèäâà

ôîðìàëüíi iíäåêñè äåôåêòó N+ òà N− ¹ ìiíiìàëüíèìè). Òîäi ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà ïàðà äëÿ Tmax ìà¹

âèãëÿä {(H ⊕ Ĥ)⊕H,Γ}, äå

Γ =

{{(
π∆y

π∆f

)
,

(
(−Γ1ay)⊕ (−iΓ̂ay)

Γ0ay

)}
: {y, f} ∈ Tmax

}
, (6.120)

i m-ôóíêöiÿ m̃(·) çáiãà¹òüñÿ ç îïåðàòîð-ôóíêöi¹þ M(·) äëÿ öi¹¨ ãðàíè÷íî¨ ïàðè (òóò M(·) � îïå-

ðàòîð-ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà â íàñëiäêó 2.62, (2)).

Ä îâåäåííÿ. Îñêiëüêè çà óìîâ òâåðäæåííÿ νb+ = νb− = 0, òî â ôîðìóëàõ (3.139) - (3.141) Hb =

H̃b = {0} i ðiâíiñòü (3.147) äà¹ (6.120). Äàëi, çãiäíî ç (5.134) - (5.136) ôóíêöiÿ Âåéëÿ ðîçäiëåíî¨

ãðàíè÷íî¨ ïàðè ìà¹ áëî÷íå çîáðàæåííÿ

M+(λ) = (Γ0aξ(λ), Γ0aξ̂(λ)) : H ⊕ Ĥ → H, λ ∈ C+. (6.121)

Ïîðÿâíÿííÿ öi¹¨ ðiâíîñòi ç (6.115) òà (2.71) ïîêàçó¹, ùî m̃0(·) çáiãà¹òüñÿ ç îïåðàòîð-ôóíêöi¹þ M(·)
äëÿ ðîçäiëåíî¨ ãðàíè÷íî¨ ïàðè. �

Çàóâàæåííÿ 6.57. Â ðîáîòi [78] áóëî óâåäåíî "ïðÿìîêóòíó"ôóíêöiþ Âåéëÿ-Òiò÷ìàðøà

MTW (λ)(∈ [H⊕ Ĥ,H]), λ ∈ C+, äëÿ ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè (3.5) ç ìiíiìàëüíèìè ôîðìàëüíèìè iíäåêñ-

âìè äåôåêòó N+ = ν+ ν̂ òà N− = ν. Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿMTW (λ) ïîâ'ÿçàíà ç m-ôóíêöi¹þ

m̃(·) (äèâ. (6.115)) ðiâíiñòþ

MTW (λ) = (m(λ), N(λ)) : H ⊕ Ĥ → H, λ ∈ C+.

Öå îçíà÷à¹, ùîMTW (λ) çáiãà¹òüñÿ ç ôóíêöi¹þ ÂåéëÿM+(λ) ðîçäiëåíî¨ ãðàíè÷íî¨ ïàðè (äèâ. (6.121)).

6.5. Âêîðî÷åíi ïñåâäîñïåêòðàëüíi òà ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ ãàìiëüòîíîâèõ

ñèñòåì

6.5.1. Ïàðàìåòðèçàöiÿ âêîðî÷åíèõ ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè (3.5) ïåðåòâîðåííÿ ôóð'¹ f̂0(·) âèãëÿäó (6.46) ¹ H-çíà÷íîþ
ôóíêöi¹þ i âêîðî÷åíà q-ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ σ(·) ¹ îïåðàòîðíîþ [H]-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ ðîç-

ïîäiëó.

Íåõàé íàäîäàòîê äî ïðèïóùåíü (ÂÏ1') - (ÂÏ5') ñèñòåìà ¹ ãàìiëüòîíîâîþ, òîáòî âèêîíàíî òàêi

ïðèïóùåííÿ:

(ÏÃ1) Ñèñòåìà (3.5) ¹ ãàìiëüòîíîâîþ, êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ i N+ ≥ N−.

(ÏÃ2) U � îïåðàòîð (5.9), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.10), Γ1a � îïåðàòîð (3.162) i T ∈ ExtTmin
� ñèìåòðè÷íå

âiäíîøåííÿ (5.176).

(ÏÃ3) Ñèñòåìà ¹ U -âèçíà÷åíîþ.

(ÏÃ4) {H̃b,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ òèïó 2 (3.138).
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(ÏÃ5) M4(·) : C+ → [H̃b,Hb] � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ, çàäàíà 2-þ ðiâíiñòþ â (5.189).

Íåõàé çà öèõ ïðèïóùåíü τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.113), Rτ̇ (·) � óçàãàëüíåíà ðåçîëü-
âåíòà âiäíîøåííÿ T , ïîðîäæåíà ãðàíè÷íîþ çàäà÷åþ (5.180), (5.181), i T̃τ̇ (∈ S̃elf(T )) � ðîçøèðåííÿ

âiäíîøåííÿ T , ùî ïîðîäæó¹ Rτ̇ (·). Òîäi çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 6.48 T̃τ̇ ∈ S̃elf0(T ) òîäi é òiëüêè òîäi,

êîëè ïàðàìåòð τ̇ ¹ äîïóñòèìèì ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 6.47.

Òâåðäæåííÿ 6.58. Íåõàé çà ïðèïóùåíü(ÏÃ1) - (ÏÃ5) τ̇ � äîïóñòèìèé âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé

ïàðàìåòð i Fτ̇ (·) � ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ âiäíîøåííÿ T , ïîðîäæåíà ðîçøèðåííÿì T̃τ̇ . Êðiì òîãî,

íåõàé Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.160) îïåðàòîðà U , Γ0a � îïåðàòîð (3.161) i mτ̇ (·) �m-ôóíêöiÿ

(5.191) ñèñòåìè (3.5). Òîäi ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó στ̇ (·) : R → [H], çàäàíà ôîðìóëîþ îáåðíåííÿ Ñòiëüòü-

¹ñà (6.64), ¹ ¹äèíîþ âêîðî÷åíîþ ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ñèòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó

φU(·, λ)), ùî çàäîâiëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííþ (6.65).

Ä îâåäåííÿ. Â ïðîöåñi äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.49 áóëî ïîêàçàíî, ùî στ̇ (·) ¹ âêîðî÷åíîþ ïñåâäîñïåê-

òðàëüíîþ ôóíêöi¹þ, ùî çàäîâiëüíÿ¹ (6.65). Ïîêàæåìî, äàëi, ¹äèíiñòü στ̇ (·).
Íåõàé σ(·) � ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöÿ, ÿêà òàêîæ çàäîâiëüíÿ¹ (6.65). Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.13

iñíó¹ ñêàëÿðíà ìiðà µ íà áîðåëiâñüêèõ ìíîæèíàõ â R i ôóíêöi¨ Ψj(·) : R → [H], j ∈ {1, 2}, òàêi ùî

στ̇ (β)− στ̇ (α) =

∫
δ′
Ψ1(s) dµ(s), σ(β)− σ(α) =

∫
δ′
Ψ2(s) dµ(s), δ′ = [α, β) ⊂ R (6.122)

Íåõàé Ψ(s) := Ψ1(s)−Ψ2(s) i µ0 � ìiðà Ëåáåãà. Ïîçíà÷èìî òàêîæ ÷åðåç G ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié f̂0(·) :
R → H, ÿêi äîïóñêàþòü çîáðàæåííÿ (6.46) ç äåÿêèì f̃ ∈ H′. Àíàëîãi÷íî ðiâíîñòi (6.36) äîâîäèòüñÿ

ðiâíiñòü

∆(t)

∫
δ′
φU(t, s)Ψ(s)f̂0(s) dµ(s) = 0 (µ0 − ì.â. íà I), f̂0 ∈ G, δ′ = [α, β).

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ ðiâíiñòü, òàê ñàìî ÿê i â òåðåìi 6.16 äîâîäèìî, ùî äëÿ êîæíîãî f̂0 ∈ G iñíó¹

áîðåëiâñüêà ìíîæèíà Cf̂0
⊂ R, òàêà ùî

µ(R \ Cf̂0
) = 0 òà µ0({t ∈ I : ∆(t)φU(t, s)Ψ(s)f̂0(s) ̸= 0}) = 0, s ∈ Cf̂0

. (6.123)

Íåõàé s ∈ Cf̂0
i y = y(t) = φU(t, s)Ψ(s)f̂0(s). Òîäi y ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (3.5) i çãiäíî ç (6.123)

∆(t)y(t) = 0 (µ0- ì.â. íà I). Òîìó y ∈ N . Êðiì òîãî, â ñèëó (5.11)

y(a) =

(
u∗2

−u∗1

)
Ψ(s)f̂0(s)

i (5.10) äà¹ ðiâíiñòü Γ1ay = 0. Çâiäñè âíàñëiäîê U -âèçíà÷åíîñòi ñèñòåìè âèïëèâà¹, ùî y = 0 i, îòæå,

Ψ(s)f̂0(s) = 0. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî f̂0 ∈ G iñíó¹ áîðåëiâñüêà ìíîæèíà Cf̂0
⊂ R, òàêà ùî

µ(R \ Cf̂0
) = 0 òà Ψ(s)f̂0(s) = 0, s ∈ Cf̂0

. (6.124)

Äîâåäåìî äàëi òàêå òâåðäæåííÿ:

(Ò) äëÿ êîæíîãî s ∈ R òà h ∈ H iñíó¹ ôóíêöiÿ f̂0(·) ∈ G, òàêà ùî f̂0(s) = h.
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Äiéñíî, íåõàé s ∈ R, h′ ∈ H i (f̂0(s), h′) = 0 äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f̂0(·) ∈ G. Ïîêëàäåìî y = y(t) =

φU(t, s)h
′. Òîäi äëÿ êîæíîãî β ∈ I ìà¹ìî

f̂0,β(·) :=
∫

[a,β]

φ∗
U(t, ·)∆(t)y(t) dt ∈ G

i, îòæå,

0 = (f̂0,β(s), h
′) =

∫
[a,β]

(φ∗
U(t, s)∆(t)y(t), h′) dt =

∫
[a,β]

(∆(t)y(t), y(t)) dt, β ∈ I.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî y ∈ N . Êðiì òîãî, çãiäíî ç (5.11) òà (5.10) Γ1ay = 0 i âíàñëiäîê U -âèçíà÷åíîñòi

ñèñòåìè y = 0. Òîìó h′ = 0, ùî äîâîäèòü òâåðäæåííÿ (Ò).

Äàëi ñïèðàþ÷èñü íà (6.124) òà òâåðäæåííÿ (Ò) iç âèêîðèñòàííÿì òèõ ñàìèõ ìiðêóâàíü, ùî i â

äîâåäåííi òåîðåìè 6.16, îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü Ψ(s) = 0 (µ-ì.â. íà R). Òàêèì ÷èíîì, Ψ1(s) = Ψ2(s)

(µ-ì.â. íà R) i âíàñëiäîê (6.122) στ̇ (s) = σ(s). �
Ó íàñòóïíié òåîðåìi äà¹òüñÿ ïàðàìåòðèçàöiÿ âñiõ âêîðî÷åíèõ ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié U -âèçíà-

÷åíî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà (òîáòî,

ðîçäiëåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ).

Teoðåìà 6.59. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (ÏÃ1) - (ÏÃ5) Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.160) îïåðà-

òîðà U i Γ0a � îïåðàòîð (3.161). Êðiì òîãî, íàõàé M+(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (5.187) - (5.189). Òîäi

ðiâíiñòü

mτ̇ (λ) = m0(λ) +M2(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M4(λ))
−1Ċ1(λ)M3(λ), λ ∈ C+ (6.125)

ñóìiñíî ç ôîðìóëîþ (6.64) çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà äîïóñòèìèìè âêîðî÷åíèìè

ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ̇ âèãëÿäó (5.113) i óñiìà âêîðî÷åíèìè ïñåâäîñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè

σ(·) = στ̇ (·) ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)).

Ä îâåäåííÿ. Ç òâåðäæåíü 6.58, 6.34 i 6.35 âèïëèâà¹, ùî ôîðìóëà îáåðíåííÿ Ñòiëüò'¹ñà (6.64)

çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà äîïóñòèìèìè âêîðî÷åíèìè ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ̇ i

óñiìà âêîðî÷åíèìè ïñåâäîñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè σ(·) = στ̇ (·) ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó

φU(·, λ)). Çâiäñè òà ç òåîðåìè 5.44 âèïëèâà¹ ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ. �
Íàñòóïíà òåîðåìà âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 6.59 òà òâåðäæåíü 6.34, 6.35.

Teoðåìà 6.60. Íåõàé âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ (ÏÃ1) - (ÏÃ3). Òîäi iñíó¹ ái¹êòèâíà âiäïîâiäíiñòü

σ(·) = σT̃ (·) ìiæ óñiìà ðîçøèðåííÿìè T̃ ∈ S̃elf0(T ) âiäíîøåííÿ T i óñiìà âêîðî÷åíèìè ïñåâäîñïåê-

òðàëüíèìè ôóíêöiÿìè σ(·) ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)). Öÿ âiäïîâiäíiñòü

çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6.61), â ÿêié F (·) � ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ âiäíîøåííÿ T , ïîðîäæåíà ðîçøè-

ðåííÿì T̃ . Êðiì òîãî, îïåðàòîðè T̃0 (îïåðàòîðíà ÷àñòèíà âiäíîøåííÿ T̃ ) òà îïåðàòîð ìíîæåííÿ

Λσ
T̃
â ïðîñòîði L2(σT̃ ;H) óíiòàðíî åêâiâàëåíòíè. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî ðîçøèðåííÿ

T̃ ∈ S̃elf0(T ) êðàòíiñòü ñïåêòðà îïåðàòîðà T̃0 íå ïåðåâèùó¹ ν(= dimH).

Íàñëiäîê 6.61. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (ÏÃ1) - (ÏÃ5) τ̇ � äîïóñòèìèé âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé

ïàðàìåòð, σ(·) = στ̇ (·) � âêîðî÷åíà ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ñèñòåìè (3.5) i V0,σ ∈ [H0, L
2(σ;H)]
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� âiäïîâiäíà içîìåòðiÿ (6.60). Çà öèõ ïðèïóùåíü V0,σ ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì òîäi é òiëüêè òîäi,

êîëè N+ = N− i τ̇ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì âêîðî÷åíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì (5.179). ßêùî öÿ óìîâà

âèêîíàíà, òî ðîçäiëåíi ãðàíè÷íi óìîâè (5.185) çàäàþòü ðîçøèðåííÿ T̃τ̇ ∈ Self0(T ) i îïåðàòîðè T̃0,τ̇

(îïåðàòîðíà ÷àñòèíà T̃τ̇) òà Λσ óíiòàðíî åêâiâàëåíòíi çà äîïîìîãè V0,σ.

Ä îâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 6.35 òà òåîðåìè 5.37. Äðóãå òâåðäæåííÿ

âèïëèâà¹ ç òåîðåì 5.37 òà 6.60. �
Ó íàñòóïíîïó òâåðäæåííi äà¹òüñÿ êðèòåðié, ùî äîçâîëÿ¹ îïèñóâàòè óñi âêîðî÷åíi ïñåâäîñïåêòðàëüíi

ôóíêöi¨ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì â òåðìiíàõ äîâiëüíîãî (íåîáîâ'ÿçêîâî äîïóñòèìîãî) âêîðî÷åíîãî ãðà-

íè÷íîãî ïàðàìåòðà.

Òâåðäæåííÿ 6.62. Çà ïðèïóùåíü (ÏÃ1) - (ÏÃ5) íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

(1) Êîæíèé âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ̇ ¹ äîïóñòèìèì.

(2) Ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

lim
y→+∞

1
iy
M4(iy) � Hb = 0 (6.126)

lim
y→+∞

y
(
Im(M4(iy)h, h)H̃b

+ 1
2
||P2h||2

)
= +∞, 0 ̸= h ∈ H̃b, (6.127)

äå P2 � îðòîïðîåêòîð â H̃b íà H2 = H̃b ⊖Hb.

(3) mulT = mulT ∗, òîáòî âèêîíàíà óìîâà (Ó2) â òâåðäæåííi 5.36.

(4) S̃elf(T ) = S̃elf0(T ).

(5) Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 6.59 ¹ âiðíèì äëÿ äîâiëüíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ .

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé Π̇ = {H̃b ⊕ Hb, Γ̇0, Γ̇1} � ãðàíè÷íà òðiéêà (5.178) äëÿ T ∗. Òîäi çãiäíî ç òâåð-

äæåííÿì 5.39 ôóíêöiöÿ Âåéëÿ öi¹¨ òðiéêè çáiãà¹òüñÿ ç M4(·). Çâiäñè âíàñëiäîê òåîðåìè 2.49, (2) òà

çàóâàæåííÿ 2.50, (2) âèïëèâà¹ åêâiâàëåíòíiñòü (2)⇔ (3). Iíøi åêâiâàëåíòíîñòi äîâîäÿòüñÿ òàê ñàìî,

ÿê i â òâåðäæåííi 6.44. �

Çàóâàæåííÿ 6.63. ßêùî N+ = N−, òî H̃b = Hb, M4(·) ∈ R[Hb] i óìîâè (6.126), (6.127) ïðèéìà-

þòü ïðîñòiøèé âèãëÿä:

lim
y→+∞

1
iy
M4(iy) = 0, lim

y→+∞
y · Im(M4(iy)h, h) = +∞, 0 ̸= h ∈ Hb.

Ç ðåçóëüòàòiâ öüîãî ïóíêòó òà òâåðäæåííÿ 6.33 âèïëèâà¹ òàêà òåîðåìà.

Teoðåìà 6.64. Íåõié âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ (ÏÃ1) - (ÏÃ3). Ó öüîìó âèïàäêó ìíîæèíà âêîðî-

÷åíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)) ¹ íåïîðîæ-

íüîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè mulT = {0} àáî æ, åêâiâàëåíòíî, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (Ó1)

â òâåðäæåííi 5.36. ßêùî öÿ óìîâà âèêîíàíà, òî ìíîæèíè âêîðî÷åíèõ ñïåêòðàëüíèõ òà ïñåâäî-

ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)) çáiãàþòüñÿ i òîìó òåîðåìè 6.59,

6.60, òâåðäæåííÿ 6.62 òà íàñëiäîê 6.61 ñïðàâåäëèâi äëÿ âêîðî÷åíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié (çàìiñòü
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âêîðî÷åíèõ ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ). Ó öüîìó âèïàäêó ðîçäiëåíi ãðàíè÷íi óìîâè (5.185) çàäàþòü îïå-

ðàòîð T̃τ̇ i òâåðäæåííÿ òåîðåìè 6.60 òà íàñëiäêó 6.61 ¹ âiðíèìè ç T̃ = T̃τ̇ òà Vσ çàìiñòü T̃0 = T̃0,τ̇

òà V0,σ âiäïîâiäíî. Êðiì òîãî, ó öüîìó âèïàäêó òâåðäæåííÿ (3) â òâåðäæåííi 6.62 ïðèéìà¹ òàêèé

âèãëÿä:

(3') mulT ∗ = {0}, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (Ó3) â òâåðäæåííi 5.36.

6.5.2. Âèïàäîê êâàçiðåãóëÿðíî¨ ñèñòåìè

Ïðèïóñòèìî, ùî ãàìiëüòîíîâà ñèñòåìà (3.5) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a ¹ êâàçiðåãóëÿðíîþ.

Êðiì òîãî, íåõàé U � îïåðàòîð (5.9), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.10). Òîäi ðiâíiñòü (6.46) çàäà¹ íåïåðåðâíó

ôóíêöiþ f̂0(·) : R → H äëÿ êîæíîãî f̃ ∈ H.

Ïðèïóñòèìî, äàëi, ùî Γ1a � îïåðàòîð (3.162) i T ∈ ExtTmin
� ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ (5.176).

Òâåðäæåííÿ 6.65. Ïðèïóñòèìî, ùî L0 � ëiíiéíèé ìíîãîâèä â H, âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ

L0 = {f̃ ∈ H : f̂0(s) = 0, s ∈ R}. (6.128)

Òîäi ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

mulT = L0 (6.129)

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé f̃ ∈ mulT i f(·) ∈ f̃ . Òîäi çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 5.4, (2) iñíó¹ ôóíêöiÿ y ∈
AC(I;H ⊕H), òàêà ùî {y, f} ∈ Tmax i ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ (5.20). Äëÿ ôiêñîâàíèõ s ∈ R òà

h ∈ H ïîêëàäåìî z = z(t) = φU(t, s)h. Òîäi {z, sz} ∈ Tmax i çàñòîñóâàííÿ òîòîæíîñòi Ëàãðàíæà (3.22)

äî {y, f} òà {z, sz} äà¹
(f, z)∆ − s(y, z)∆ = [y, z]b − (Jy(a), z(a)). (6.130)

Òóò

(f, z)∆ =

∫
I
(∆(t)f(t), φU(t, s)h) dt =

(∫
I
φ∗
U(t, s)∆(t)f(t) dt, h

)
= (f̂0(s), h)

i ç îãëÿäó íà ïåðøó ðiâíiñòü â (5.20) ìà¹ìî (y, z)∆ = 0. Êðiì òîãî, çãiäíî ç (5.20) Γ1ay = 0 i â ñèëó

(5.12) Γ1az = 0, ùî âíàñëiäîê (3.164) äà¹ (Jy(a), z(a)) = 0. Âiäçíà÷èìî òàêîæ. ùî çãiäíî ç (5.20)

[y, z]b = 0. Òîìó (6.130) äà¹ (f̂0(s), h) = 0, s ∈ R, h ∈ H, i, îòæå, f̂0(s) = 0, s ∈ R. Òàêèì ÷èíîì

f̃ ∈ L0, ùî äîâîäèòü âêëþ÷åííÿ mulT ⊂ L0. Ç iíøîãî áîêó, äëÿ êîæíî¨ âêîðî÷åíî¨ ïñåâäîñïåêòðàëü-

íî¨ ôóíêöi¨ σ(·) ìà¹ìî L0 ⊂ kerVσ = mulT . Òîìó ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (6.129). �
Î÷åâèäíî, ùî çà íàâåäåíèõ ïåðåä òâåðäæåííÿì 6.65 óìîâ îçíà÷åííÿ 6.26, 6.31 òà 6.32 ìîæíà ïåðå-

ôîðìóëþâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì.

Îçíà÷åííÿ 6.66. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó σ(·) : R → [H] íàçèâà¹òüñÿ âêîðî÷åíîþ q-ïñåâäîñïåêòðàëü-

íîþ ôóíêöi¹þ êâàçiðåãóëÿðíî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)), ÿêùî f̂0 ∈
L2(σ;H) äëÿ êîæíîãî f̃ ∈ H i ðiâíiñòü V f̃ := πσf̂0, f̃ ∈ H, çàäà¹ ÷àñòêîâó içîìåòðiþ (ïåðåòâîðåííÿ

Ôóð'¹) V = Vσ ∈ [H,L2(σ;H)].

Îçíà÷åííÿ 6.67. Âêîðî÷åíà q-ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ σ(·) êâàçiðåãóëÿðíî¨ ãàìiëüòîíîâî¨
ñèñòåìè íàçèâà¹òüñÿ âêîðî÷åíîþ ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ (ñïåêòðàëüíîþ) ôóíêöi¹þ, ÿêùî kerVσ = mulT

(âiäï. kerVσ = {0}).
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Çàóâàæåííÿ 6.68. Âíàñëiäîê (6.129) óìîâó kerVσ = mulT â îçíà÷åííi 6.67 ìîæíà çàìiíèòè

óìîâîþ kerVσ = L0. Òîìó ó âèïàäêó êàíîíè÷íî¨ ðåãóëÿðíî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè (5.218) íàøå

îçíà÷åííÿ (âêîðî÷åíî¨) ïñåâäîñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨ çáiãà¹òüñÿ ç îçíà÷åííÿì, óâåäåíèì äëÿ òàêèõ

ñèñòåì â [43, 114, 53].

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ìà¹ ìiñöå äëÿ äîâiëüíèõ (íåîáîâ'ÿçêîâî êâàçiðåãóëÿðíèõ) ãàìiëüòîíîâèõ

ñèñòåì.

Òâåðäæåííÿ 6.69. Ïðèïóñòèìî, ùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè

(3.5). Êðiì òîãî, íåõàé σ̃(·) : R → [H] � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó, ÿêà äëÿ êîæíîãî âiäðiçêó Iβ = [a, β] ⊂ I
¹ âêîðî÷åíîþ ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)) äëÿ çâóæåííÿ ñèñòåìè íà

Iβ. Òîäi σ̃(·) ¹ âêîðî÷åíîþ ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ñèñòåìè (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)) â

ñåíñi îçíà÷åííÿ 6.31.

Ä îâåäåííÿ. Äëÿ âiäðiçêó Iβ = [a, β] ⊂ I ïîêëàäåìî

Hβ := {f̃ ∈ H : ∆(t)f(t) = 0 ì.â. íà (β, b) äëÿ êîæíîãî f(·) ∈ f̃}

(íàäàëi ìè îòîòîæíþ¹ìî Hβ ç L2
∆(Iβ)). Îñêiëüêè êîæíå f̃ ∈ H′ íàëåæèòü äî Hβ iç äåÿêèì β ∈ I,

ðiâíiñòü (6.46) ç f̃ ∈ H′ çàäà¹ ôóíêöiöþ f̂0(·) ∈ L2(σ̃;H), òàêó ùî ||f̂0|| ≤ ||f̃ ||. Òîìó îïåðàòîð

V f̃ = πσ̃f̂0(·), f̃ ∈ H′, äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ äî ñòèñêó V ∈ [H, L2(σ̃;H)]. Íåõàé L0,β ⊂ Hβ � ïiäïðî-

ñòið (6.128) äëÿ çâóæåííÿ ñèñòåìè íà Iβ, L0 =
∪
β∈I

L0,β i H0 = H⊖L0.Ïðèïóñòèìî, ùî f̃ ∈ H0, f(·) ∈ f̃

é íåõàé f̃β = π∆(f(·)χIβ(·)), β ∈ I, äå χIβ(·) � iíäiêàòîð âiäðiçêó Iβ. Òîäi f̃β ∈ Hβ⊖L0,β i çãiäíî çàóâà-

æåííþ 6.68 ||V f̃β|| = ||f̃β||. Òîìó ïåðåõiä äî ãðàíèöi çà óìîâè β → b äà¹ ||V f̃ || = ||f̃ ||. Êðiì òîãî, äëÿ

êîæíèõ β ∈ I òà f̃ ∈ L0,β ìà¹ìî V f̃ = 0 i, îòæå, V f̃ = 0, f̃ ∈ L0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî V ¹ ÷àñòêîâîþ

içîìåòði¹þ ç kerV = L0 i, îòæå, σ̃(·) ¹ âêîðî÷åíîþ q- ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ñèñòåìè (3.5).

Òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ 6.30 mulT ⊂ L0. Ç iíøîãî áîêó, äëÿ êîæíî¨ âêîðî÷åíî¨ ïñåâäîñïåêòðàëüíî¨

ôóíêöi¨ σ(·) ñèñòåìè (3.5) i äëÿ êîæíîãî β ∈ I ìà¹ìî L0,β ⊂ kerVσ = mulT , òàê ùî L0 ⊂ mulT .

Òàêèì ÷èíîì, kerV = L0 = mulT i, îòæå, σ̃(·) ¹ âêîðî÷åíîþ ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ. �

Çàóâàæåííÿ 6.70. Â ìîíîãðàôi¨ Ä.Ç. Àðîâà òà Ã. Äèìà [53] ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ êàíî-

íè÷íî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê îïåðàòîðíà ôóíêöiÿ

ðîçïîäiëó σ̃(·), ùî çàäîâiëüíÿ¹ óìîâàì òâåðäæåííÿ 6.69. Âiäçíà÷èìî, ùî íåîáõiäíîþ óìîâîþ iñíó-

âàííÿ òàêî¨ ïñåâäîñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨ σ̃(·) ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

Hβ1 = (H0,β2 ∩ Hβ1)⊕ (L0,β2 ∩ Hβ1), β1 < β2, (6.131)

äå Hβ òà L0,β òi æ ñàìi, ùî i â äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 6.69, i H0,β = Hβ⊖L0,β, β ∈ I. Â òîé æå ÷àñ óìîâà

(6.131) íå ¹ äîñòàòíüîþ äëÿ iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ σ̃(·) (äåêiëüêà äîñòàòíiõ óìîâ ìîæíà çíàéòè â [53]).

ßêùî óìîâà (6.131) íå âèêîíó¹òüñÿ, òî ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ σ̃(·) íå iñíó¹ íàâiòü äëÿ ðåãóëÿðíî¨
ñèñòåìè. Ïîðó÷ ç òèì (âêîðî÷åíà) ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ σ(·) â ñåíñi îçíà÷åííÿ 6.31 iñíó¹ äëÿ
êîæíî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ. Êðiì òîãî, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 6.69
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êîæíà ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ σ̃(·) â ñåíñi [53] ¹ (âêîðî÷åíîþ) ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ â

ñåíñi íàøåãî îçíà÷åííÿ. Òîìó ôóíêöiÿ σ(·) óÿâëÿ¹òüñÿ áiëüø çàãàëüíèì òà çðó÷íèì îá'¹êòîì, íiæ

σ̃(·).

Â íàñòóïíié òåîðåìi ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó êâàçiðåãóëÿðíî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè ïàðàìåòðè-

çàöiÿ âêîðî÷åíèõ ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié â òåîðåìi 6.59 äîïóñêà¹ äåùî iíøå çîáðàæåííÿ.

Teoðåìà 6.71. Íåõàé âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ òåîðåìè 5.50. Òîäi ðiâíiñòü

mτ̇ (λ) = (Ċ0(λ)ẇ1(λ) + Ċ1(λ)ẇ3(λ))
−1(Ċ0(λ)ẇ2(λ) + Ċ1(λ)ẇ4(λ)), λ ∈ C+ (6.132)

ñóìiñíî ç ôîðìóëîþ (6.64) çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà âêîðî÷åíèìè ãðàíè÷íèìè ïà-

ðàìåòðàìè τ̇ âèãëÿäó (5.216), ùî çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì

lim
y→+∞

1
iy
ẇ1(iy)(Ċ0(iy)ẇ1(iy) + Ċ1(iy)ẇ3(iy))

−1Ċ1(iy) = 0 (6.133)

lim
y→+∞

1
iy
ẇ3(iy)(Ċ0(iy)ẇ1(iy) + Ċ1(iy)ẇ3(iy))

−1Ċ0(iy) = 0 (6.134)

òà óñiìà âêîðî÷åíèìè ïñåâäîñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè σ(·) = στ̇ (·) ñèñòåìè (3.5)(âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó

φU(·, λ)). ßêùî, êðiì òîãî, mulT = {0}, òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ âiðíèì äëÿ ñïåêòðàëüíèõ ôóíê-

öié çàìiñòü ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ.

Ä îâåäåííÿ. Çà óìîâ òåîðåìè óìîâè äîïïóñòèìîñòi (6.103) òà (6.104) ïðèéìàþòü âèãëÿä

lim
y→+∞

1
iy
(Ċ0(iy)− Ċ1(iy)M4(iy))

−1Ċ1(iy) = 0 (6.135)

lim
y→+∞

1
iy
M4(iy)(Ċ0(iy)− Ċ1(iy)M4(iy))

−1Ċ0(iy) = 0 (6.136)

Ç (5.212) âèïëèâà¹, ùî

M4(λ) = −ẇ3(λ)ẇ
−1
1 (λ), (6.137)

i òîìó óìîâè (6.135), (6.136) åêâiâàëåíòíi óìîâàì (6.133), (6.134). Êðiì òîãî, çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.50

m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ (6.132). Çâiäñè âíàñëiäîê òåîðåì 6.59 òà 6.64 âèïëèâàþòü

ïîòðiáíi òâåðäæåííÿ. �
Â íàñòóïíié òåîðåìi äà¹òüñÿ êðèòåðié, çãiäíî ÿêîãî óìîâè (6.133) òà (6.134) â òåîðåìi 6.71 ìîæíà

âiäêèíóòè.

Teoðåìà 6.72. Íåõàé çà ïðèïóùåíü òåîðåìè 6.71

χ(λ) = (iẇ∗
3(λ) + ẇ∗

1(λ))
−1(iẇ∗

3(λ)− ẇ∗
1(λ)), λ ∈ C+. (6.138)

Òîäi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

(1) Êîæíèé âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ̇ çàäîâiëüíÿ¹ (6.133), (6.134).

(2) Ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

lim
y→+∞

1
iy
ẇ3(iy)ẇ

−1
1 (iy) = 0, lim

y→+∞
y · Im(ẇ3(iy)ẇ

−1
1 (iy)h, h) = −∞, 0 ̸= h ∈ H.

(3) lim
y→+∞

y(||h|| − ||χ(iy)h||) = +∞, 0 ̸= h ∈ H.

(4) Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 6.71 ¹ âiðíèìè äëÿ äîâiëüíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇

(òîáòî óìîâè (6.133) òà (6.134) â öié òåîðåìi ìîæíà âiäêèíóòè).
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Ä îâåäåííÿ. Åêâiâàëåíòíiñòü (1)⇔ (2) ¹ íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 6.62, çàóâàæåííÿ 6.63 òà ðiâíîñòi

(6.137). Åêâiâàëåíòíiñòü (1)⇔ (4) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 6.71. Äàëi, âíàñëiäîê (5.212)

ẇ∗
1(λ) =M−1∗

2 (λ), ẇ∗
3(λ) = −M−1∗

2 (λ)M4(λ)

i òîìó (6.138) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

χ(λ) = (M4(λ) + iI)−1(M4(λ)− iI) = (M4(λ)− iI)(M4(λ) + iI)−1, λ ∈ C+. (6.139)

Íåõàé Π̇ = {Hb, Γ̇0, Γ̇1} � ãðàíè÷íà òðiéêà (5.178) äëÿ T ∗. Îñêiëüêè çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 5.39 M4(λ)

¹ ôóíêöi¹þ Âåéëÿ òðiéêè Π̇, òî ç (6.139) i ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [30] âèïëèâà¹, ùî χ(λ) ¹ õàðàêòåðè-

ñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ âiäíîøåííÿ T â ñåíñi [49]. Òîìó çãiäíî ç [49, òåîðåìà 3.3] ðiâíiñòü mulT = mulT ∗

åêâiâàëåíòíà óìîâi (3). Çâiäñè òà ç òâåðäæåííÿ 6.62 âèïëèâà¹, ùî óìîâà (3) âèêîíó¹òüñÿ òîäi é òiëüêè

òîäi, êîëè êîæíèé âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ̇ çàäîâiëüíÿ¹ (6.135), (6.136) àáî, åêâiâàëåíòíî,

óìîâàì (6.133) òà (6.134). Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî åêâiâàëåíòíiñòü (1) ⇔ (3). �

Íàñëiäîê 6.73. Íåõàé çà ïðèïóùåíü òâåðäæåííÿ 5.53 U � îïåðàòîð (5.221) i âèêîíàíî õî÷à á

îäíó (i òîìó êîæíó) ç óìîâ (1) - (4) öüîãî òâåðäæåííÿ. Òîäi:

(1) Ðiâíiñòü (6.132) ñóìiñíî ç ôîðìóëîþ (6.64) çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà âêî-

ðî÷åíèìè ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ̇ âèãëÿäó (5.216), ùî çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì äîïóñòèìîñòi

(6.133), (6.134), òà óñiìà âêîðî÷åíèìè ïñåâäîñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè σ(·) = στ̇ (·) êàíîíè÷íî¨

ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè (5.218) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)).
(2) ßêùî, êðiì òîãî, iñíó¹ ïîçèòèâíà êîíñòàíòà γ < 1, òàêà ùî îïåðàòîð-ôóíêöiÿ χ(λ) âèãëÿ-

äó (6.138) çàäîâiëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

||χ(iy)|| ≤ γ, y > 0, (6.140)

òî óìîâè (6.133) òà (6.134) ìîæíà ïðîïóñòèòè.

Ä îâåäåííÿ. ßê áóëî âiäçíà÷åíî â ïðîöåñi äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 5.53, óìîâà (1) öüîãî òâåðäæåí-

íÿ åêâiâàëåíòíà U -âèçíà÷åíîñòi ñèñòåìè (5.218). Òîìó âíàñëiäîê òåîðåìè 6.71 âiðíèì ¹ òâåðäæåííÿ

(1) íàñëiäêó. Äàëi, ç óìîâè (6.140) âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ (3) òåîðåìè 6.72. Òîìó çãiäíî öi¹¨ òåîðåìè

âiðíèì ¹ òâåðäæåííÿ (2) íàñëiäêó. �

Çàóâàæåííÿ 6.74. (1) Ïðèïóñòèìî, ùî çà óìîâ òâåðäæåííÿ 5.53 êàíîíè÷íà ãàìiëüòîíîâà ñè-

ñòåìà (5.218) ¹ ðåãóëÿðíîþ. Çà äîïîìîãè òâåðäæåííÿ 5.4, (2) íåâàæêî äîâåñòè, ùî ó öüîìó âèïàäêó

mulT = {f̃ ∈ H : (IH , 0)yf̃ (a) = 0 òà ∆(x)yf̃ (x) = 0 ì.â. íà I}, (6.141)

äå yf̃ (·) � [H ⊕H]-çíà÷íà ôóíêöiÿ íà I, âèçíà÷åíà äëÿ êîæíîãî f̃ ∈ H ðiâíiñòþ

yf̃ (x) = J

∫ b

x

∆(t)f(t) dt, f(·) ∈ f̃ .

Ó çâ'ÿçêó ç öèì âiäçíà÷èìî, ùî äëÿ ðåãóëÿðíî¨ êàíîíè÷íî¨ ñèñòåìè ðiâíiñòü (6.129) ç mulT âèãëÿäó

(6.141) äîâåäåíî â [114, Lemma A.18].
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(2) Äëÿ ðåãóëÿðíî¨ êàíîíè÷íî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè (5.218) òâåðäæåííÿ (1) íàñëiäêó 6.73 ií-

øèìè ìåòîäàìè äîâåäåíî â ìîíîãðàôi¨ À.Ë. Ñàõíîâi÷à, Ë.À. Ñàõíîâi÷à òà I.ß. Ðîéòáåðã [114], à

òâåðäæåííÿ (2) òîãî æ íàñëiäêó � â ìîíîãðàôi¨ Ä.Ç. Àðîâà òà Ã. Äèìà [53]. Âiäçíà÷èìî, ùî â [114]

óìîâè äîïóñòèìîñòi äëÿ ïàðàìåòðà τ = {C0(λ), C1(λ)} ¹ ñêëàäíiøèìè, íiæ óìîâè (6.133), (6.134)

(äèâ. ôîðìóëó (A.134) â [114]). Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî óìîâà (3) òåîðåìè 6.72 ¹ êðèòåði¹ì ñïðàâåäëè-

âîñòi òåîðåìè 6.71 äëÿ äîâiëüíîãî (íåîáîâ'ÿçêîâî äîïóñòèìîãî) ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ i öÿ óìîâà

ñëàáêiøå çà óìîâó (6.140).

6.5.3. Âèïàäîê ìiíiìàëüíèõ iíäåêñiâ äåôåêòó

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 6.53.

Òâåðäæåííÿ 6.75. Ïðèïóñòèìî, ùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè

(3.5). Òîäi:

(1) Ìiíiìàëüíî ìîæëèâèìè ôîðìàëüíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó òàêî¨ ñèòåìè ¹

N+ = ν, N− = ν.

(2) ßêùî N− = ν, òî iñíó¹ ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið Ĥb i ñþð'¹êòèâíèé ëiíiéíèé

îïåðàòîð Γ̂b : dom Tmax → Ĥb, ùî çàäîâiëüíÿ¹ (6.114).

Òâåðäæåííÿ 6.76. Ïðèïóñòèìî, ùî:

1') ñèñòåìà (3.5) ¹ ãàìiëüòîíîâîþ, êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ i N− = ν;

2') U � îïåðàòîð (5.9), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.10), i Γ1a � îïåðàòîð (3.162);

3') ñèñòåìà ¹ U-âèçíà÷åíîþ;

4') Ĥb � ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið i Γ̂b : dom Tmax → Ĥb � ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð,

ùî çàäîâiëüíÿ¹ (6.114).

Òîäi:

(1) Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê v0(·, λ) ∈ L2
∆[H,H ⊕ H] ñèñòåìè

(3.5), ùî çàäîâiëüíÿ¹ ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1av0(λ) = −IH , Γ̂bv0(λ) = 0, λ ∈ C+

(2) Iñíó¹ ¹äèíèé (äîïóñòèìèé) âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ̇0 = {IĤb
, 0} i ¹äèíà (ç òî÷-

íiñòþ äî ñàìîñïðÿæåíî¨ àäèòèâíî¨ êîíñòàíòè) m-ôóíêöiÿ m0(λ) = mτ̇0(λ) ñèñòåìè (3.5). ßêùî

Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.160) îïåðàòîðà U i Γ0a � îïåðàòîð (3.161), òî m-ôóíêöiÿ m0(·) çà-
äà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

m0(λ) = Γ0av0(λ), λ ∈ C+. (6.142)

(3) Iñíó¹ ¹äèíà âêîðî÷åíà ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ σ0(·) = στ̇0 ñèñòåìè (3.5)(âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó

φU(·, λ)). Öÿ ôóíêöiÿ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ îáåðíåííÿ Ñòiëüò'¹ñà

σ0(s) = lim
δ→+0

lim
ε→+0

1

π

∫ s−δ

−δ

Imm0(u+ iε) du. (6.143)
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(4) Ðiâíiñòü (5.176) çàäà¹ ìàêñèìàëüíå ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ T ∈ ExtTmin
i òîìó iñíó¹ ¹äèíå

ñàìîñïðÿæåíå ðîçøèðåííÿ T̃ ∈ S̃elf(T ). Êðiì òîãî, îïåðàòîð T̃0 (îïåðàòîðíà ÷àñòèíà âiäíîøåí-

íÿ T̃ ) òà îïåðàòîð ìíîæåííÿ Λσ0 â L2(σ0;H) óíiòàðíî åêâiâàëåíòíi i òîìó êðàòíiñòü ñïåêòðà

îïåðàòîðà T̃0 íå ïåðåâèùó¹ ν(= dimH).

Ä îâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî óìîâè 1') - 4') ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì óìîâ 1) - 4) òâåðäæåííÿ 6.54 (çà

äîäàòêîâîãî ïðèïóùåííÿ ν̂ = 0). Òîìó ïîòðiáíi òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 6.54. �
Ó âèïàäêó ðiâíèõ ìiíiìàëüíèõ iíäåêñiâ äåôåêòó íàâåäåíi âèùå òâåðäæåííÿ iñòîòíî ñïðîùóþòüñÿ.

Ñàìå, íàñòóïíèé íàñëiäîê âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç òâåðäæåííÿ 6.76.

Íàñëiäîê 6.77. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè (3.5) êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿð-

íîþ, N+ = N− = ν i âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ 2') òà 3') òâåðäæåííÿ 6.76. Òîäi:

(1) Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê v0(·, λ) ∈ L2
∆[H,H ⊕ H] ñèñòåìè

(3.5), ùî çàäîâiëüíÿ¹ óìîâi Γ1av0(λ) = −IH .
(2) ßêùî Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (3.160) îïåðàòîðà U i Γ0a � îïåðàòîð (3.161), òî ¹äèíà (ç

òî÷íiñòþ äî ñàìîñïðÿæåíî¨ àäèòèâíî¨ êîíñòàíòè) m-ôóíêöiÿ m0(·) çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6.142).

Êðiì òîãî, ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ (3) òâåðäæåííÿ 6.76.

(3) Ðiâíiñòü

T = {{π∆y, π∆f} : {y, f} ∈ Tmax, Γ1ay = 0}

çàäà¹ ñàìîñïðÿæåíå âiäíîøåííÿ T ∈ ExtTmin
. Êðiì òîãî, ðiâíiñòü (6.60) çàäà¹ óíiòàðíèé îïåðàòîð

V0,σ0 ∈ [H0, L
2(σ0;H)] i îïåðàòîð T0 (îïåðàòîðíà ÷àñòèíà âiäíîøåííÿ T ) òà îïåðàòîð ìíîæåííÿ

Λσ0 â L
2(σ0;H) óíiòàðíî åêâiâàëåíòíi çà äîïîìîãè îïåðàòîðà V0,σ0.

Òâåðäæåííÿ 6.78. Íåõàé âèêîíàíî óìîâè òâåðäæåííÿ 6.76. Òîäi:

(1) Ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà ïàðà äëÿ Tmax ìà¹ âèãëÿä {(H ⊕ Ĥb)⊕H,Γ}, äå

Γ =

{{(
π∆y

π∆f

)
,

(
(−Γ1ay)⊕ Γ̂by

Γ0ay

)}
: {y, f} ∈ Tmax

}
, (6.144)

i m-ôóíêöiÿ m0(·) çáiãà¹òüñÿ ç îïåðàòîð-ôóíêöi¹þ M(·) äëÿ öi¹¨ ãðàíè÷íî¨ ïàðè (òóò M(·) � îïåðà-
òîð-ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà â íàñëiäêó 2.62, (2)).

(2) ßêùî êðiì òîãî N+ = N− = ν (òîáòî îáèäâà ôðìàëüíi iíäåêñè äåôåêòó ¹ ìiíiìàëüíèìè),

òî ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà ïàðà äëÿ Tmax ìà¹ âèãëÿä {H,Γ}, äå

Γ =

{{(
π∆y

π∆f

)
,

(
−Γ1ay

Γ0ay

)}
: {y, f} ∈ Tmax

}
,

i m-ôóíêöiÿ m0(·) çáiãà¹òüñÿ ç ôóíêöi¹þ Âåéëÿ M(·) öi¹¨ ïàðè.

Ä îâåäåííÿ. Çà óìîâ òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi (6.119). Òîìó ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà ïàðà äëÿ

Tmax, âèçíà÷åíà â òåîðåìi 3.49, ïðèéìà¹ âèãëÿä {(H ⊕ Ĥb)⊕H,Γ}, äå âiäíîøåííÿ Γ çàäàíå ðiâíiñòþ

(6.144). Êðiì òîãî, çãiäíî ç (5.187) - (5.189) ôóíêöiÿ Âåéëÿ M+(·) öi¹¨ ïàðè ìà¹ áëî÷íå çîáðàæåííÿ

M+(λ) = (Γ0av0(λ), Γ0au+(λ)) : H ⊕ Ĥb → H, λ ∈ C+.
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Ïîðÿâíÿííÿ öi¹¨ ðiâíîñòi ç (6.142) òà (2.69) äà¹ òâåðäæåííÿ (1). Òâåðäæåííÿ (2) ¹ áåçïîñåðåäíiì íà-

ñëiäêîì òâåðäæåííÿ (1). �



ÐÎÇÄIË 7

Õàðàêòåðèñòè÷íi ìàòðèöi ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ç ðîçäiëåíèìè ãðàíè÷íèìè

óìîâàìè

7.1. L2
∆-ðîçâ'ÿçêè ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ç ðîçäiëåíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

Ëåìà 7.1. Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ, δ = −1 i

Nr+ −Nr− = Nl− −Nl+ = ν̂. (7.1)

Òîäi iñíóþòü ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè Ha òà Hb i ñþð'¹êòèâíi ëiíiéíi îïåðàòîðè Γa

òà Γb âèãëÿäó (3.75) òà (3.76), ùî çàäîâiëüíÿþòü òîòîæíîñòÿì (3.77).

Ä îâåäåííÿ. Ç (3.174) òà (3.4) âèïëèâà¹, ùî çà óìîâè (7.1) ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi νb+ = νb− òà

νa+ = νa−. Òîìó ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì ëåìè 3.19, (3) òà çàóâàæåííÿ 3.22. �
Íàäàëi â ìåæàõ öüîãî ðîçäiëó ââàæàþòüñÿ âèêîíàíèìè òàêi ïðèïóùåííÿ:

(ÏÐ1) δ = −1 i âiðíèì ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (7.1).

(ÏÐ2) DefI ̸= ∅ i c ∈ DefI � ôiêñîâàíà òî÷êà (äèâ. îçíà÷åííÿ 3.54).

(ÏÐ3) Ha òà Hb � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè i Γa òà Γb � ëiíiéíi îïåðàòîðè (3.75) òà

(3.76), ùî çàäîâiëüíÿþòü òîòîæíîñòÿì (3.77).

Ç ïðèïóùåííÿ (ÏÐ2) âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà (3.5) ¹ âèçíà÷åíîþ, i âíàñëiäîê (7.1) òà (3.173)

ìà¹ìî N+ = N−(⇔ n+(Tmin) = n−(Tmin)). Êðiì òîãî, ïðèïóùåííÿ (ÏÐ3) îçíà÷à¹, ùî ñóêóïíiñòü

{Ha,Γa;Hb,Γb}, äå Ha = Ha ⊕Ha òà Hb = Hb ⊕Hb, ¹ ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì â ñåíñi îçíà÷åííÿ 3.20.

Òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.31 ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòiðH òà îïåðàòîðè Γj : Tmax → H, j ∈
{0, 1}, âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè

H = Ha ⊕Hb (7.2)

Γ0{ỹ, f̃} = (−Γ1ay)⊕ Γ0by(∈ Ha ⊕Hb) (7.3)

Γ1{ỹ, f̃} = Γ0ay ⊕ (−Γ1by)(∈ Ha ⊕Hb), {ỹ, f̃} ∈ Tmax (7.4)

óòâîðþþòü (ðîçäiëåíó) çâè÷àéíó ãðàíè÷íó òðiéêó Π = {H,Γ0,Γ1} äëÿ Tmax.

Íåõàé Ka òà Kb � äîïîìîæíi ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè i

τa = τa(λ) = {C0a(λ), C1a(λ)} ∈ R̃(Ha), τb = τb(λ) = {C0b(λ), C1b(λ)} ∈ R̃(Hb) (7.5)

208
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� ïàðè ãîëîìîðôíèõ îïåðàòîð-ôóíêöié Cja(·) : C+ → [Ha,Ka] òà Cjb(·) : C+ → [Hb,Kb], j ∈ {0, 1}.
Òîäi ðiâíîñòi

C0(λ) =

(
C0a(λ) 0

0 C0b(λ)

)
: Ha ⊕Hb︸ ︷︷ ︸

H

→ Ka ⊕Kb︸ ︷︷ ︸
K

, λ ∈ C+ (7.6)

C1(λ) =

(
C1a(λ) 0

0 C1b(λ)

)
: Ha ⊕Hb︸ ︷︷ ︸

H

→ Ka ⊕Kb︸ ︷︷ ︸
K

, λ ∈ C+ (7.7)

çàäàþòü ãðàíè÷èé ïàðàìåòð

τ = τ(λ) = {C0(λ), C1(λ)} ∈ R̃(H) (7.8)

â ñåíñi îçíà÷åííÿ 4.1.

Îçíà÷åííÿ 7.2. Ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ , âèçíà÷åíèé ðiâíîñòÿìè (7.5) - (7.8), íàçèâà¹òüñÿ ðîçäi-

ëåíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì äëÿ ñèñòåìè (3.5).

ßêùî

τa = {C0a, C1a} ∈ R̃0(Ha), τb = {C0b, C1b} ∈ R̃0(Hb), (7.9)

òîáòî τa òà τb ¹ ñàìîñïðÿæåíèìè îïåðàòîðíèìè ïàðàìè, òî ðiâíîñòi (7.6) òà (7.7) çàäàþòü ñàìîñïðÿ-

æåíèé ðîçäiëåíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ = {C0, C1} ∈ R̃0(H). Íàäàëi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîçíà÷åííÿ

τ = {τa, τb} äëÿ ðîçäiëåíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ , âèçíà÷åíîãî ðiâíîñòÿìè (7.5) - (7.8).
Íåõàé τ = {τa, τb} � ðîçäiëåíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð. Òîäi âíàñëiäîê òåîðåìè 4.2 ãðàíè÷íà çàäà÷à

Jy′ −B(t)y = λ∆(t)y +∆(t)f(t), t ∈ I (7.10)

C0a(λ)Γ1ay + C1a(λ)Γ0ay = 0, C0b(λ)Γ0by + C1b(λ)Γ1by = 0, λ ∈ C+ (7.11)

ïîðîäæó¹ óçàãàëüíåíó ðàçîëüâåíòó Rτ (λ) âiäíîøåííÿ Tmin. Êðiì òîãî, Rτ (λ) ¹ êàíîíè÷íîþ ðåçîëü-

âåíòîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ïàðàìåòð τ = {τa, τb} ¹ ñàìîñïðÿæåíèì. Ó öüîìó âèïàäêó Rτ (λ) =

(T̃τ − λ)−1, äå T̃τ ∈ Self(Tmin) � ðîçøèðåííÿ, âèçíà÷åíå ðîçäiëåíèìè ñàìîñïðÿæåíèìè ãðàíè÷íèìè

óìîâàìè

T̃τ = {{ỹ, f̃} ∈ Tmax : C0aΓ1ay + C1aΓ0ay = 0, C0bΓ0by + C1bΓ1by = 0}.

Ëåìà 7.3. (1) Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ yl ∈ dom Tmax,l iñíó¹ ôóíêöiÿ y ∈ dom Tmax, òàêà ùî yl =

y � Il. Êðiì òîãî, ðiâíiñòü Gayl = Γay, yl ∈ dom Tmax,l, êîðåêòíî çàäà¹ ñþð'¹êòèâíèé ëiíiéíèé

îïåðàòîð

Ga =

(
G0a

G1a

)
: dom Tmax,l → Ha ⊕Ha, (7.12)

ùî çàäîâiëüíÿ¹ òîòîæíîñòi

[yl, zl]a = (G0ayl, G1azl)− (G1ayl, G0azl), yl, zl ∈ dom Tmax,l (7.13)
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(2) Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ yr ∈ dom Tmax,r iñíó¹ ôóíêöiÿ y ∈ dom Tmax, òàêà ùî yr = y � Ir. Êðiì

òîãî, ðiâíiñòü Gbyr = Γby, yr ∈ dom Tmax,r, êîðåêòíî çàäà¹ ñþð'¹êòèâíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð

Gb =

(
G0b

G1b

)
: dom Tmax,r → Hb ⊕Hb, (7.14)

ùî çàäîâiëüíÿ¹ òîòîæíîñòi

[yr, zr]b = (G0byr, G1bzr)− (G1byr, G0bzr), yr, zr ∈ dom Tmax,r. (7.15)

Ä îâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ëèøå òâåðäæåííÿ (1), îñêiëüêè òâåðäæåííÿ (2) äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ïîòðiáíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ dom Tmax ìiñòèòüñÿ â äîâåäåííi ëåìè 3.56. Ïðèïó-

ñòèìî, äàëi, ùî yl ∈ dom Tmax,l, y1, y2 ∈ dom Tmax i y1 � Il = y2 � Il = yl. Ïîêëàäåìî y3 = y1 − y2. Òîäi

y3 ∈ D0a i âíàñëiäîê (3.71) Γay3 = 0. Òîìó Γay1 = Γay2 i, îòæå, îïåðàòîð Ga ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì.

Êðiì òîãî, âíàñëiäîê ñþð'¹êòèâíîñòi îïåðàòîðà Γa îïåðàòîð Ga òàêîæ ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Íàêiíåöü,

òîòîæíiñòü (7.13) âèïëèâà¹ ç (3.77). �
Íåõàé Γc : dom Tmax,l ∪ dom Tmax,r → H � ëiíiéíèé îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ

Γcy = y(c), y ∈ dom Tmax,l ∪ dom Tmax,r.

Î÷åâèäíî, ùî îïåðàòîð Γc äîïóñêà¹ áëî÷íå çîáðàæàåííÿ

Γc =


Γ0c

Γ̂c

Γ1c

 : dom Tmax,l ∪ dom Tmax,r → H ⊕ Ĥ ⊕H, (7.16)

äå Γjc, j ∈ {0, 1}, òà Γ̂c � îïåðàòîðè, âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè (äèâ. (3.119))

Γ0cy = y0(c), Γ̂cy = ŷ(c), Γ1cy = y1(c), y ∈ dom Tmax,l ∪ dom Tmax,r. (7.17)

Çàóâàæåííÿ 7.4. Íåõàé K � ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîòið i Yr(·, λ) ∈ L2
∆(Ir; [K,H]) òà

Yl(·, λ) ∈ L2
∆(Il; [K,H]) � îïåðàòîðíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.5) âiäïîâiäíî íà Ir òà Il. Ïðèïóñòèìî, ùî

Yr(c, λ) =


Yr0(c, λ)

Ŷr(c, λ)

Yr1(c, λ)

 : K → H ⊕ Ĥ ⊕H, Yl(c, λ) =


Yl0(c, λ)

Ŷl(c, λ)

Yl1(c, λ)

 : K → H ⊕ Ĥ ⊕H

� áëî÷íi çîáðàæåííÿ îïåðàòîðiâ Yr(c, λ) òà Yl(c, λ). Êðiì òîãî, íåõàé Nrλ òà Nlλ � ïðîñòîðè (3.13)

äëÿ çâóæåíü ñèñòåìè âiäïîâiäíî íà Ir òà Il i Yr(λ) : K → Nrλ òà Yl(λ) : K → Nlλ � îïåðàòîðè, ùî

âiäïîâiäàþòü ðîçâ'ÿçêàì Yr(·, λ) òà Yl(·, λ) çãiäíî ç ëåìîþ 3.4. Òîäi î÷åâèäíèìè ¹ ðiâíîñòi

Γ0cYr(λ) = Yr0(c, λ), Γ̂cYr(λ) = Ŷr(c, λ), Γ1cYr(λ) = Yr1(c, λ)

Γ0cYl(λ) = Yl0(c, λ), Γ̂cYl(λ) = Ŷl(c, λ), Γ1cYl(λ) = Yl1(c, λ).

Òâåðäæåííÿ 7.5. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (ÏÐ1) - (ÏÐ3) Ga òà Gb � îïåðàòîðè (7.12) òà (7.14),

âèçíà÷åíi â ëåìi 7.3, i Γc � îïåðàòîð (7.16), (7.17). Òîäi:
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(1) Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíà òðiéêà îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξ0r(·, λ) ∈ L2
∆(Ir; [H,H]),

ξ̂0r(·, λ) ∈ L2
∆(Ir; [Ĥ,H]) òà ur(·, λ) ∈ L2

∆(Ir; [Hb,H]) ñèòåìè (3.5) íà ïðîìiæêó Ir, ùî çàäîâiëüíÿþòü

ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1cξ0r(λ) = −IH , Γ̂cξ0r(λ) = 0, G0bξ0r(λ) = 0 (7.18)

Γ1cξ̂0r(λ) = 0, Γ̂cξ̂0r(λ) = iIĤ , G0bξ̂0r(λ) = 0 (7.19)

Γ1cur(λ) = 0, Γ̂cur(λ) = 0, G0bur(λ) = IHb
(7.20)

(2) Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíà ïàðà îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξ0l(·, λ) ∈ L2
∆(Il; [H,H]) òà

ul(·, λ) ∈ L2
∆(Il; [Ha,H]) ñèòåìè (3.5) íà ïðîìiæêó Il, ùî çàäîâiëüíÿþòü ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1cξ0l(λ) = IH , G1aξ0l(λ) = 0 (7.21)

Γ1cul(λ) = 0, G1aul(λ) = −IHa (7.22)

Ä îâåäåííÿ. (1) Ðîçãëÿíåìî âèçíà÷åíó ñèñòåìó

Jy′ −B(t)y = λ∆(t)y, t ∈ Ir = [c, b), λ ∈ C (7.23)

ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ c, ÿêà ¹ çâóæåííÿì ñèòñìè (3.5) íà Ir. Ç (7.1) âèïëèâà¹, ùî äëÿ

ñèñòåìè (7.23) âèêîíàíî óìîâó 1) òâåðäæåííÿ 5.21. Êðiì òîãî, ñóêóïíiñòü {Hb, Gb} ¹ b-ãðàíè÷íèì

êîìïëåêñîì òèïó 2 äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè (äèâ. çàóâàæåííÿ 3.37). Òîìó ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ:

(T) Äëÿ ñèñòåìè (7.23) âèêîíàíî óìîâè òâåðäæåííÿ 5.21 ç a = c, îïåðàòîðàìè Γ̂a = Γ̂c � dom Tmax,r

òà Γ1a = Γ1c � dom Tmax,r i b-ãðàíè÷íèì îìïëåêñîì {Hb, Gb}.
Òåïåð ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ (1) âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 5.24.

(2) Ðîçãëÿíåìî äâi ñèñèòåìè

Jy′ −B(t)y = λ∆(t)y, t ∈ Il = (a, c], λ ∈ C (7.24)

−Jy′ +B(t)y = λ∆(t)y, t ∈ Il, λ ∈ C. (7.25)

Ïåðøà ç öèõ ñèñòåì ¹ çâóæåííÿì ñèñòåìè (3.5) íà Il, à äðóãà ñèñòåìà ¹ ïðîòèëåæíîþ äî ïåðøî¨.

Îñêiëüêè ñèñòåìà (7.24) ¹ âèçíà÷åíîþ, òî òàêîþ æ ñàìîþ ¹ ñèñòåìà (7.25). Íåõàé T −
max òà T−

max �

ìàêñèìàëüíi âiäíîøåííÿ âiäïîâiäíî â L2
∆(Il) òà L2

∆(Il). ïîðîäæåíi ñèñòåìîþ (7.25). Î÷åâèäíî, ùî

T −
max = −Tmax,l, i òîìó

dom T −
max = dom Tmax,l =: Dmax, Nlλ = N−

−λ(⊂ Dmax), λ ∈ C, (7.26)

äå Nlλ òà N−
λ � ïðîñòîðè (3.13) äëÿ ñèñòåì (7.24) òà (7.25) âiäïîâiäíî. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ

ñèñòåìè (7.25) ìà¹ ìiñöå âèïàäîê 2 (äèâ. ï. 3.4.2.) i îïåðàòîðè

G−
a =

(
−G0a

G1a

)
: Dmax → Ha ⊕Ha︸ ︷︷ ︸

Ha

, Γ−
c =


Γ1c

iΓ̂c

Γ0c

 : Dmax → H ⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H
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óòâîðþþòü ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ {Ha, G
−
a ;H,Γ−

c }. Íåõàé H0l òà H1l � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi

ïðîñòîðè i Γ′
jl : Dmax → Hjl, j ∈ {0, 1}, � ëiíiéíi îïåðàòîðè, âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè

H0l = H ⊕ Ĥ ⊕Ha, H1l = H ⊕Ha (7.27)

Γ′
0l =


Γ1c

iΓ̂c

−G1a

 : Dmax → H ⊕ Ĥ ⊕Ha︸ ︷︷ ︸
H0l

, Γ′
1l =

(
−Γ0c

−G0a

)
: Dmax → H ⊕Ha︸ ︷︷ ︸

H1l

. (7.28)

Òîäi çãiäíî ç (3.84) - (3.86) i òåîðåìè 3.27 ñóêóïíiñòü Π− = {H0l ⊕ H1l,Γ0l,Γ1l} ç îïåðàòîðàìè Γjl :

T−
max → Hj, j ∈ {0, 1}, âèçíà÷åíèìè ðiâíîñòÿìè

Γ0l{ỹ, f̃} = Γ′
0ly, Γ1l{ỹ, f̃} = Γ′

1ly, {ỹ, f̃} ∈ T−
max (7.29)

¹ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ äëÿ T−
max.

Íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç P1l òà P2l îðòîïðîåêòîðè â H0l âiäïîâiäíî íà H1l òà H2l := H0l⊖H1l.

Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 2.30 äî ãðàíè÷íî¨ òðiéêè Π−, íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ îïåðàòîð

P1lΓ
′
0l � N−

−λ ¹ içîìîðôiçìîì N−
−λ íà H1l. Çâiäñè òà ç äðóãî¨ ðiâíîñòi â (7.26) âèïëèâà¹, ùî ðiâíiñòü

Z(λ) = (P1lΓ
′
0l � Nlλ)

−1, λ ∈ C+

êîðåêòíî çàäà¹ içîìîðôiçì Z(λ) : H1l → Nlλ, òàêèé ùî

P1lΓ
′
0lZ(λ) = IH1l

, λ ∈ C+. (7.30)

Íåõàé

Z(λ) = (ξ0l(λ), ul(λ)) : H ⊕Ha → Nlλ (7.31)

� áëî÷íå çîáðàæåííÿ îïåðàòîðà Z(λ) i ξ0l(·, λ) ∈ L2
∆(Il; [H,H]) òà ul(·, λ) ∈ L2

∆(Il; [Ha,H]) � îïåðàòîðíi

ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.5) íà Il, ïîðîäæåíi çãiäíî ç ëåìîþ 3.4 îïåðàòîðàìè ξ0l(λ) òà ul(λ). Òîäi â ñèëó

(7.30) òà (7.28) (
Γ1c

−G1a

)
(ξ0l(λ), ul(λ)) =

(
IH 0

0 IHa

)
, λ ∈ C+,

çâiäêè âèïëèâà¹ (7.21) òà (7.22). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ξ0l(·, λ) òà ul(·, λ) ¹ íàñëiäêîì içîìîðôíîñòi îïå-

ðàòîðà P1lΓ
′
0l � Nlλ. �

Òâåðäæåííÿ 7.6. Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 7.5 ξ0r(·, λ), ξ̂0r(·, λ), ur(·, λ) òà ξ0l(·, λ), ul(·, λ)
� îïåðàòîðíi ðîçâ'ÿçêè, âèçíà÷åíi â öüîìó òâåðäæåííi. Òîäi:

(1) Áëî÷íå çîáðàæåííÿ

Mr(λ) =

(
m0r(λ) N0r(λ) M2r(λ)

M3r(λ) N2r(λ) M4r(λ)

)
: H ⊕ Ĥ ⊕Hb → H ⊕Hb, λ ∈ C+, (7.32)
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åëåìåíòè ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

m0r(λ) = Γ0cξ0r(λ), N0r(λ) = Γ0cξ̂0r(λ), M2r(λ) = Γ0cur(λ) (7.33)

M3r(λ) = −G1bξ0r(λ), N2r(λ) = −G1bξ̂0r(λ), M4r(λ) = −G1bur(λ), (7.34)

çàäà¹ ãîëîìîðôíó îïåðàòîð-ôóíêöiþ Mr(·) : C+ → [H ⊕ Ĥ ⊕Hb, H ⊕Hb].

(2) Áëî÷íå çîáðàæåííÿ

Ml(λ) =


m0l(λ) M2l(λ)

N0l(λ) N2l(λ)

M3l(λ) M4l(λ)

 : H ⊕Ha → H ⊕ Ĥ ⊕Ha, λ ∈ C+, (7.35)

åëåìåíòè ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

m0l(λ) = Γ0cξ0l(λ), N0l(λ) = Γ̂cξ0l(λ), M3l(λ) = G0aξ0l(λ) (7.36)

M2l(λ) = Γ0cul(λ), N2l(λ) = Γ̂cul(λ), M4l(λ) = G0aul(λ), (7.37)

çàäà¹ ãîëîìîðôíó îïåðàòîð-ôóíêöiþ Ml(·) : C+ → [H ⊕Ha, H ⊕ Ĥ ⊕Ha]. Êðiì òîãî, ðiâíiñòü

Ml(λ) =


m0l(λ) 0 M2l(λ)

N0l(λ)
i
2
IĤ N2l(λ)

M3l(λ) 0 M4l(λ)

 : H ⊕ Ĥ ⊕Ha → H ⊕ Ĥ ⊕Ha, λ ∈ C+, (7.38)

çàäà¹ îïåðàòîð-ôóíêöiþ Ml(·) ∈ Ru[H ⊕ Ĥ ⊕Ha].

Ä îâåäåííÿ. (1) Çà óìîâ òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâèì ¹ òâåðäæåííÿ (Ò) (äèâ. äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ

7.5, (1)). Ïîêëàäåìî òàêîæ Ũ := IH, a := c i Γ0a := Γ0c � dom Tmax,r. Òîäi âèêîíàíî óìîâè òâåðäæåííÿ

5.25, âíàñëiäîê ÿêîãî âiðíèì ¹ ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ (1).

(2) Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òi æ ñàìi ïîçíà÷åííÿ, ùî i â äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 7.5, (2). Íåõàé

M−(λ), λ ∈ C−, � ôóíêöiÿ Âåéëÿ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè Π− äëÿ T−
max. Ïîêàæåìî, ùî

(Γ′
1l + iP2lΓ

′
0l) � Nlλ =M−(−λ)P1lΓ

′
0l � Nlλ, λ ∈ C+. (7.39)

Íåõàé λ ∈ C+ i y ∈ Nlλ. Òîäi âíàñëiäîê äðóãî¨ ðiâíîñòi â (7.26) y ∈ N−
−λ i, îòæå, π∆y ∈ N−λ(T

−
min), äå

T−
min � ìiíiìàëüíå âiäíîøåííÿ â L2

∆(Il), ïîðîäæåíå ñèñòåìîþ (7.25). Çâiäñè òà ç (2.62) âèïëèâàþòü

ðiâíîñòi

(Γ′
1l + iP2lΓ

′
0l)y = (Γ1l + iP2lΓ0l){π∆y,−λπ∆y} =M−(−λ)P1lΓ0l{π∆y,−λπ∆y} =M−(−λ)P1lΓ

′
0ly,

ÿêi äîâîäÿòü (7.39). Íåõàé Z(·, λ) ∈ L2
∆(Il; [H ⊕ Ha,H]) � îïåðàòîðíèé ðîâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.5) íà

ïðîìiæêó Il, çàäàíèé áëî÷íèì çîáðàæåííÿì

Z(t, λ) = (ξ0l(t, λ), ul(t, λ)) : H ⊕Ha → H,

i Z(λ) : H⊕Ha → Nlλ � âiäïîâiäíå çîáðàæåííÿ, âèçíà÷åíå â ëåìi 3.4. Â ïðîöåññi äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ

7.5 áóëî ïîêàçàíî, ùî Z(λ) çàäîâiëüíÿ¹ (7.30). Òîìó âíàñëiäîê (7.39) ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

(Γ′
1l + iP2lΓ

′
0l)Z(λ) =M−(−λ), λ ∈ C+. (7.40)
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Ç iíøîãî áîêó, â ñèëó (7.28) òà (7.31) ìà¹ìî

(Γ′
1l + iP2lΓ

′
0l)Z(λ) = −


Γ0c

Γ̂c

G0a

 (ξ0l(λ), ul(λ)) = −Ml(λ), λ ∈ C+.

Çâiäñè òà ç (7.40) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

Ml(λ) = −M−(−λ), λ ∈ C+, (7.41)

âíàñëiäîê ÿêî¨ Ml(·) ¹ ãîëîìîðôíîþ îïåðàòîð-ôóíêöi¹þ. Êðiì òîãî, â ñèëó (7.41)

Ml(λ) = −M(−λ), λ ∈ C+, (7.42)

äå M(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (2.71) äëÿ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè Π−. Îñêiëüêè çãiäíî ç íàñëiäêîì 2.34

M(·) ∈ Ru[H ⊕ Ĥ ⊕Ha], òî âíàñëiäîê (7.42) Ml(·) ∈ Ru[H ⊕ Ĥ ⊕Ha]. �

Teoðåìà 7.7. Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 7.5 τ = {τa, τb} � ðîçäiëåíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð

(7.5) - (7.8). Òîäi:

(1) Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíà ïàðà îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξτr(·, λ) ∈ L2
∆(Ir; [H,H]) òà

ξ̂τr(·, λ) ∈ L2
∆(Ir; [Ĥ,H]) ñèòåìè (3.5) íà ïðîìiæêó Ir, ùî çàäîâiëüíÿþòü ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1cξτr(λ) = −IH (7.43)

Γ̂cξτr(λ) = 0, C0b(λ)G0bξτr(λ) + C1b(λ)G1bξτr(λ) = 0 (7.44)

Γ1cξ̂τr(λ) = 0 (7.45)

Γ̂cξ̂τr(λ) = iIĤ , C0b(λ)G0bξ̂τr(λ) + C1b(λ)G1bξ̂τr(λ) = 0 (7.46)

(2) Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ξτl(·, λ) ∈ L2
∆(Il; [H,H]) ñèòåìè

(3.5) íà ïðîìiæêó Il, ùî çàäîâiëüíÿ¹ ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1cξτl(λ) = IH , C0a(λ)G1aξτl(λ) + C1a(λ)G0aξτl(λ) = 0. (7.47)

(3) Ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

ξτr(t, λ) = ξ0r(t, λ)− ur(t, λ)(τb(λ) +M4r(λ))
−1M3r(λ) (7.48)

ξ̂τr(t, λ) = ξ̂0r(t, λ)− ur(t, λ)(τb(λ) +M4r(λ))
−1N2r(λ) (7.49)

ξτl(t, λ) = ξ0l(t, λ)− ul(t, λ)(τa(λ) +M4l(λ))
−1M3l(λ), (7.50)

äå M3r(λ), N2r(λ) òà M4r(λ) âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè (7.34), à M3l(λ) òà M4l(λ) � îñòàííiìè ðiâíî-

ñòÿìè â (7.36) òà (7.37).

Ä îâåäåííÿ. Çà óìîâ òâåðäæåííÿ âiðíèì ¹ òâåðäæåííÿ (Ò) (äèâ. äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 7.5).

Êðiì òîãî, τb ¹ âêîðî÷åíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì äëÿ ñèñòåìè (7.23) ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 5.22. Òîìó

çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 5.26 äî öi¹¨ ñèñòåìè äà¹ ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ (1) òà ðiâíîñòi (7.48), (7.49).
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Äàëi, íåõàé Ml(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (7.38). Îñêiëüêè çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 7.6Ml(·) ∈ Ru[H⊕
Ĥ ⊕ Ha], òî M4l(·) ∈ Ru[Ha]. Òîìó 0 ∈ ρ(τa(λ) +M4(λ)) i ðiâíiñòü (7.50) êîðåêòíî çàäà¹ ðîçâ'ÿçîê

ξτl(·, λ) ∈ L2
∆(Il; [H,H]) ñèòåìè (3.5) íà ïðîìiæêó Il. Ïîêàæåìî, ùî ξτl(·, λ) çàäîâiëüí¹ (7.47). Êîìái-

íóþ÷è (7.50) ç (7.21), (7.22) òà îñòàííiìè ðiâíîñòÿìè â (7.36) òà (7.37), îòðèìó¹ìî ïåðøó ðiâíiñòü â

(7.47), à òàêîæ ðiâíîñòi

G1aξτl(λ) = (τa(λ) +M4l(λ))
−1M3l(λ) (7.51)

G0aξτl(λ) = (IHa −M4l(λ)(τa(λ) +M4l(λ))
−1)M3l(λ) (7.52)

Îñêiëüêè

τa(λ) = {{(τa(λ) +M4l(λ))
−1ha, (IHa −M4l(λ)(τa(λ) +M4l(λ))

−1)ha} : ha ∈ Ha},

òî âíàñëiäîê (7.51) òà (7.52) {G1aξτl(λ)h,G0aξτl(λ)h} ∈ τa(λ), h ∈ H. Òîìó âiðíîþ ¹ äðóãà ðiâíiñòü â

(7.47). �

7.2. m-ôóíêöi¨ òà õàðàêòåðèñòè÷íi ìàòðèöi

Íåõàé çà ïðèïóùåíü (ÏÐ1) - (ÏÐ3) ïóíêòó 7.1. Γc � îïåðàòîð (7.16). Êðiì òîãî, íåõàé τ = {τa, τb}
� ðîçäiëåíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð i ξτr(·, λ), ξ̂τr(·, λ) òà ξτl(·, λ)� âiäïîâiäíi îïåðàòîðíi ðîçâ'ÿçêè,

âèçíà÷åíi â òåîðåìi 7.7.

Îçíà÷åííÿ 7.8. Îïåðàòîð-ôóíêöi¨ m̃τr(·) : C+ → [H0] òà m̃τl(·) : C+ → [H0], âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿ-

ìè

m̃τr(λ) =

(
mτr(λ) Nτr(λ)

0 i
2
IĤ

)
:=

(
Γ0cξτr(λ) Γ0cξ̂τr(λ)

0 i
2
IĤ

)
: H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸

H0

→ H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

, λ ∈ C+ (7.53)

m̃τl(λ) =

(
mτl(λ) 0

Nτl(λ)
i
2
IĤ

)
:=

(
Γ0cξτl(λ) 0

Γ̂cξτl(λ)
i
2
IĤ

)
: H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸

H0

→ H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

, λ ∈ C+ (7.54)

íàçèâàþòüñÿ m-ôóíêöiÿìè ñèñòåìè (3.5) íà ïðîìiæêàõ Ir òà Il, ùî âiäïîâiäàþòü ðîçäiëåíîìó ãðà-

íè÷íîìó ïàðàìåòðó τ .

Çàóâàæåííÿ 7.9. Íåõàé τ = {τa, τb} � ðîçäiëåíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð. Òîäi m̃τr(·) ¹m-ôóíêöi¹þ
m̃τ̇ (·) ñèñòåìè (7.23) íà ïðîìiæêó Ir = [c, b) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ c, ùî âiäïîâiäà¹ âêîðî-

÷åíîìó ãðàíè÷íîìó ïàðàìåòðó τ̇ = τb (äèâ. îçíà÷åííÿ 5.27). Àíàëîãi÷íî, ìîæíà ïðèðîäíèì ÷èíîì

âèçíà÷èòè âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ̇ i âiäïîâiäíó m-ôóíêöiþ m̃τ̇ (·) äëÿ ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòå-
ìè íà ïðîìiæêó I = (a, b] ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ b òàê, ùî äëÿ ñèñòåìè (7.24) íà ïðîìiæêó

Il = (a, c] ïàðà τa áóäå äåÿêèì âêîðî÷åíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì τ̇ i âèêîíóâàòèìåòüñÿ ðiâíiñòü

m̃τl(λ) = m̃τ̇ (λ).

Teoðåìà 7.10. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (ÏÐ1) - (ÏÐ3) ïóíêòó 7.1. Γc � îïåðàòîð (7.16) i Mr(·) òà
Ml(·) � îïåðàòîð-ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi âiäïîâiäíî ðiâíîñòÿìè (7.32) - (7.34) òà (7.35) - (7.37). Òîäi:
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(1) Îïåðàòîð-ôóíêöi¨

m̃0r(λ) :=

(
m0r(λ) N0r(λ)

0 i
2
IĤ

)
: H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸

H0

→ H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

, λ ∈ C+ (7.55)

m̃0l(λ) :=

(
m0l(λ) 0

N0l(λ)
i
2
IĤ

)
: H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸

H0

→ H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

, λ ∈ C+ (7.56)

¹ m-ôóíêöiÿìè, ùî âiäïîâiäàþòü ðîçäiëåíîìó ãðàíè÷íîìó ïàðàìåòðó τ0 = {τa0, τb0} ç τa0 = {IHa , 0}
òà τb0 = {IHb

, 0}.
(2) Äëÿ êîæíîãî ðîçäiëåíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ = {τa, τb} âèãëÿäó (7.5) - (7.8) âiäïîâiäíi

m-ôóíêöi¨ m̃τr(·) òà m̃τl(·) çàäàþòüñÿ îïåðàòîðíèìè ìàòðèöÿìè (7.53) òà (7.54), åëåìåíòè ÿêèõ

äîïóñêàþòü çîáðàæåííÿ

mτr(λ) = m0r(λ) +M2r(λ)(C0b(λ)− C1b(λ)M4r(λ))
−1C1b(λ)M3r(λ), λ ∈ C+ (7.57)

Nτr(λ) = N0r(λ) +M2r(λ)(C0b(λ)− C1b(λ)M4r(λ))
−1C1b(λ)N2r(λ), λ ∈ C+ (7.58)

mτl(λ) = m0l(λ) +M2l(λ)(C0a(λ)− C1a(λ)M4l(λ))
−1C1a(λ)M3l(λ), λ ∈ C+ (7.59)

Nτl(λ) = N0l(λ) +N2l(λ)(C0a(λ)− C1a(λ)M4l(λ))
−1C1a(λ)M3l(λ), λ ∈ C+ (7.60)

Ä îâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñòîñîâíî m̃τr(λ) ¹ íàñëiäêîì çàóâàæåííÿ 7.9 òà òåîðåìè 5.30.

Äàëi, çàñòîñóâàííÿ îïåðàòîðiâ Γ0c òà Γ̂c äî ðiâíîñòi (7.50) ç îãëÿäó íà (7.54) òà (7.36), (7.37) äà¹

mτl(λ) = m0l(λ)−M2l(λ)(τa(λ) +M4l(λ))
−1M3l(λ) (7.61)

Nτl(λ) = N0l(λ)−N2l(λ)(τa(λ) +M4l(λ))
−1M3l(λ) (7.62)

Êðiì òîãî, çãiäíî ç [94, ëåìà 2.1]

−(τa(λ) +M4l(λ))
−1 = (C0a(λ)− C1a(λ)M4l(λ))

−1C1a(λ).

Çâiäñè âèïëèâàþòü ðiâíîñòi (7.59) òà (7.60). Òâåðäæåííÿ (1) ñòîñîâíî m̃0l(λ) ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiä-

êîì òâåðäæåííÿ (2). �

Ëåìà 7.11. Äëÿ êîæíîãî ðîçäiëåíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ = {τa, τb} ñïðàâåäëèâi âêëþ÷åííÿ

m̃τr(·) ∈ Ru[H0] i m̃τl(·) ∈ R[H0].

Ä îâåäåííÿ. Âêëþ÷åííÿ m̃τr(·) ∈ Ru[H0] âèïëèâà¹ iç çàóâàæåííÿ 7.9 òà òâåðäæåííÿ 5.31. Äàëi,

çãiäíî ç (7.38) îïåðàòîð-ôóíêöiþ Ml(·) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

Ml(λ) =

(
m̃0l(λ) x1(λ)

x2(λ) M4l(λ)

)
: H0 ⊕Ha → H0 ⊕Ha, λ ∈ C+,

äå ïîêëàäåíî

x1(λ) =

(
M2l(λ)

N2l(λ)

)
: Ha → H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸

H0

, x2(λ) = (M3l(λ), 0) : H ⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

→ Ha.
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Êðiì òîãî, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 7.6,(2) Ml(·) ∈ Ru[H0⊕Ha] i âíàñëiäîê (7.61), (7.62) òà (7.54) ìà¹ìî

m̃τl(λ) = m̃0l(λ)− x1(λ)(τa(λ) +M4l(λ))
−1x2(λ), λ ∈ C+.

Òîìó çãiäíî ç ëåìîþ 4.18 m̃τl(·) ∈ R[H0]. �

Ëåìà 7.12. Íåõàé τ = {τa, τb} � ðîçäiëåíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð i m̃τr(·) òà m̃τl(·) � âiäïîâiäíi

m-ôóíêöi¨ (7.53) òà (7.54). Òîäi

0 ∈ ρ(mτl(λ) +mτr(λ) + iNτr(λ)Nτl(λ)), λ ∈ C+ (7.63)

i òîìó ðiâíiñòü

Φτ (λ) = −(mτl(λ) +mτr(λ) + iNτr(λ)Nτl(λ))
−1, λ ∈ C+ (7.64)

êîðåêòíî çàäà¹ îïåðàòîð-ôóêöiþ Φτ (·) : C+ → [H].

Ä îâåäåííÿ. Îñêiëüêè çãiäíî ç ëåìîþ 7.11 m̃τr(·) ∈ Ru[H0] i m̃τl(·) ∈ R[H0], òî îïåðàòîð-ôóíêöiÿ

m(λ) := m̃τl(λ) + m̃τr(λ) =

(
mτl(λ) +mτr(λ) Nτr(λ)

Nτl(λ) iIĤ

)
, λ ∈ C+

íàëåæèòü äî êëàñó Ru[H0]. Òîìó 0 ∈ ρ(m(λ)) i çãiäíî ôîðìóëè Ôðîáåíióñà 0 ∈ ρ(Ψ(λ)), äå

Ψ(λ) = mτl(λ) +mτr(λ))−Nτr(λ)(iIĤ)
−1Nτl(λ) = mτl(λ) +mτr(λ) + iNτr(λ)Nτl(λ).

Çâiäñè âèïëèâà¹ (7.63). �
Â íiñòóïíié òåîðåìi ïîêàçàíî, ùî çà ðîçäiëåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ ñèìåò-

ðè÷íî¨ ñèñòåìè íà ïðîìiæêó I = (a, b) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ â òåðìiíàõ m-ôóíêöié öi¹¨ æ ñèñòåìè

íà ïðîìiæêàõ Il = (a, c] òà Ir = [c, b).

Teoðåìà 7.13. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (3.5) âèêîíàíî ïðïóùåííÿ (ÏÐ1) - (ÏÐ3) ïóíêòó 7.1.. Êðiì

òîãî, íåõàé τ = {τa, τb} � ðîçäiëåíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (7.5) - (7.8) i Rτ (λ) � óçàãàëüíåíà ðåçîëü-

âåíòà âiäíîøåííÿ Tmin, ïîðîäæåíà ãðàíè÷íîþ çàäà÷åþ (7.10), (7.11). Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî Γc �

îïåðàòîð (7.16), (7.17) i m̃τr(·) òà m̃τl(·) � m-ôóíêöi¨ (7.53) òà (7.54) íà ïðîìiæêàõ Ir òà Il âiä-

ïîâiäíî. Òîäi õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ Ωc
τ (·), ùî âiäïîâiäà¹ Rτ (λ) òà ðîçâ'ÿçêó Yc(·, λ), äîïóñêà¹

çîáðàæåííÿ

Ωc
τ (λ) =


−mτl(λ)Φτ (λ)mτr(λ) −mτl(λ)Φτ (λ)Nτr(λ)

1
2
IH +mτl(λ)Φτ (λ)

−Nτl(λ)Φτ (λ)mτr(λ)
i
2
IĤ −Nτl(λ)Φτ (λ)Nτr(λ) Nτl(λ)Φτ (λ)

−1
2
IH − Φτ (λ)mτr(λ) −Φτ (λ)Nτr(λ) Φτ (λ)

 , λ ∈ C+, (7.65)

äå Φτ (λ) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (7.64) (îïåðàòîðíà ìàòðèöÿ â (7.65) çàäàíà çãiäíî ðîçêëàäó H = H ⊕
Ĥ ⊕H).

Ä îâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòîòíüî äîâåñòè ðiâíiñòü

Rτ (λ)f̃ = π∆

(∫
I
Yc(x, λ)(Ω

c
τ (λ) +

1
2
sgn (t− x)J)Y ∗

c (t, λ)∆(t)f(t) dt

)
, f̃ ∈ H′, f(·) ∈ f̃ , λ ∈ C+,
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äå Ωc
τ (·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (7.65). Âíàñëiäîê òåîðåìè 4.2 öÿ ðiâíiñòü åêâiâàëåíòíà òàêîìó òâåðäæåí-

íþ:

(Ò) Äëi êîæíîãî λ ∈ C+, f̃ ∈ H′ i f(·) ∈ f̃ ôóíêöiÿ

yf̃ = yf̃ (x, λ) :=

∫
I
Yc(x, λ)(Ω

c
τ (λ) +

1
2
sgn (t− x)J)Y ∗

c (t, λ)∆(t)f(t) dt (7.66)

¹ ðîçâ'ÿçêîì ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (7.10), (7.11).

Îòæå, äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîòðiáíî äîâåñòè òâåðäæåííÿ (Ò).

Ç (7.66) âèïëèâà¹, ùî

yf̃ = Yc(x, λ)C(x, λ), (7.67)

äå

C(x, λ) = (Ωc
τ (λ) +

1
2
J)

∫ b

x

Y ∗
c (t, λ)∆(t)f(t) dt+ (Ωc

τ (λ)− 1
2
J)

∫ x

a

Y ∗
c (t, λ)∆(t)f(t) dt. (7.68)

Ïðèïóñòèìî, ùî [αf̃ , βf̃ ] ⊂ I � âiäðiçîê, òàêèé ùî ∆(t)f(t) = 0 ì.â. íà I \ [αf̃ , βf̃ ], i

hf̃ :=

∫
I
Y ∗
c (t, λ)∆(t)f(t) dt(∈ H).

Òîäi

C(x, λ) = (Ωc
τ (λ) +

1
2
J)hf̃ , x ∈ (a, αf̃ ); C(x, λ) = (Ωc

τ (λ)− 1
2
J)hf̃ , x ∈ (βf̃ , b)

i âíàñëiäîê (7.67) ìà¹ìî

yf̃ (x, λ) = Yc(x, λ)(Ω
c
τ (λ) +

1
2
J)hf̃ , x ∈ (a, αf̃ ) (7.69)

yf̃ (x, λ) = Yc(x, λ)(Ω
c
τ (λ)− 1

2
J)hf̃ , x ∈ (βf̃ , b). (7.70)

Ïîêàæåìî, äàëi. ùî

Ωc
τ (λ) +

1
2
J = ξτl(c, λ)Cl(λ), Ωc

τ (λ)− 1
2
J = vτr(c, λ)Cr(λ), λ ∈ C+, (7.71)

äå

vτr(t, λ) = (ξτr(t, λ), ξ̂τr(t, λ)) : H ⊕ Ĥ → H (7.72)

Cl(λ) = −Φτ (λ) (mτr(λ), Nτr(λ), −IH)

Cr(λ) =

(
IH + Φτ (λ)mτr(λ) Φτ (λ)Nτr(λ) −Φτ (λ)

iNτl(λ)Φτ (λ)mτr(λ) IĤ + iNτl(λ)Φτ (λ)Nτr(λ) −iNτl(λ)Φτ (λ)

)
.

Ç ðiâíîñòåé (7.43) - (7.46) òà (7.53) âèïëèâà¹, ùî

vτr(c, λ) = Γcvτr(λ) =


Γ0c

Γ̂c

Γ1c

 (ξτr(λ), ξ̂τr(λ)) =


mτr(λ) Nτr(λ)

0 iIĤ

−IH 0

 .

Êðiì òîãî, âíàñëiäîê (7.47) òà (7.54) ìà¹ìî

ξτl(c, λ) = Γcξτl(λ) =


Γ0c

Γ̂c

Γ1c

 ξτl(λ) =


mτl(λ)

Nτl(λ)

IH

 .
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Çâiäñè ïðÿìèì ïiäðàõóíêîì îòðèìó¹ìî ðiâíîñòi (7.71). Ç (7.69), (7.70) òà (7.71) âèïëèâà¹, ùî

yf̃ (x, λ) = ξτl(x, λ)Cl(λ)hf̃ , x ∈ (a, αf̃ ) ∩ Il (7.73)

yf̃ (x, λ) = vτr(x, λ)Cr(λ)hf̃ , x ∈ (βf̃ , b) ∩ Ir. (7.74)

Âíàñëiäîê (7.67) òà (7.73), (7.74) yf̃ ∈ AC(I;H) ∩ L2
∆(I). Êðiì òîãî, ç îãëÿäó íà (4.50) ìà¹ìî

Yc(x, λ)C
′(x, λ) = Yc(x, λ)[(Ω

c
τ (λ)− 1

2
J)− (Ωc

τ (λ) +
1
2
J)]Y ∗

c (x, λ)∆(x)f(x) =

= −Yc(x, λ)JY ∗
c (x, λ)∆(x)f(x) = −J∆(x)f(x) (ì.â. íà I).

Òîìó âíàñëiäîê (7.67)

Jy′
f̃
(x, λ)−B(x)yf̃ (x, λ) = (JY ′

c (x, λ)−B(x)Yc(x, λ))C(x, λ) + JYc(x, λ)C
′(x, λ) =

= λ∆(x)Yc(x, λ)C(x, λ)− J2∆(x)f(x) = λ∆(x)yf̃ (x, λ) + ∆(x)f(x) (ì.â. íà I).

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ yf̃ (·, λ) çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíÿííþ (7.10).

Ïîêàæåìî, ùî yf̃ (·, λ) çàäîâiëüíÿ¹ ãðàíè÷íèì óìîâàì (7.11). Íåõàé Ga òà Gb � îïåðàòîðè (7.12)

òà (7.14), âèçíà÷åíi â ëåìi 7.3. Òîäi Γayf̃ = Ga(yf̃ � Il) i Γbyf̃ = Gb(yf̃ � Ir), çâiäêè âíàñëiäîê (7.73) òà

(7.74) âèïëèâàþòü ðiâíîñòi

Γ0ayf̃ = G0aξτl(λ)Cl(λ)hf̃ , Γ1ayf̃ = G1aξτl(λ)Cl(λ)hf̃ (7.75)

Γ0byf̃ = G0bvτr(λ)Cr(λ)hf̃ , Γ1byf̃ = G1bvτr(λ)Cr(λ)hf̃ (7.76)

Êîìáiíóþ÷è (7.75) ç äðóãîþ ðiâíiñòþ â (7.47), îòðèìó¹ìî ïåðøó ðiâíiñòü â (7.11) äëÿ yf̃ . Äàëi, âíà-

ñëiäîê (7.72) òà äðóãèõ ðiâíîñòåé â (7.44) òà (7.46) ìà¹ìî

C0b(λ)G0bvτr(λ) + C1b(λ)G1bvτr(λ) = 0.

Êîìáiíóþ÷è öþ ðiâíiñòü ç (7.76), îòðèìó¹ìî äðóãó ðiâíiñòü â (7.11) äëÿ yf̃ . Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî

òâåðäæåííÿ (Ò). �
Íàñòóïíèé íàñëiäîê âèïëèâà¹ ç òåîðåì 6.17, 7.13 òà 7.10.

Íàñëiäîê 7.14. Íåõàé ñèñòåìà (3.5) çàäîâiëüíÿ¹ ïðèïóùåííÿì (ÏÐ1) - (ÏÐ3) ïóíêòó 7.1..

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî M(·) � ôóíêöiÿ Âåéëÿ ðîçäiëåíî¨ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè Π = {H,Γ0,Γ1} äëÿ

Tmax (äèâ. (7.2) - (7.4)), Mr(·) òà Ml(·) � îïåðàòîð-ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi âiäïîâiäíî ðiâíîñòÿìè (7.32)

- (7.34) òà (7.35) - (7.37) i τ = {τa, τb} � ðîçäiëåíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (7.5) - (7.8), ùî çàäîâiëüíÿ¹

óìîâàì

lim
y→+∞

1
iy
(C0(iy)− C1(iy)M(iy))−1C1(iy) = 0

lim
y→+∞

1
iy
M(iy)(C0(iy)− C1(iy)M(iy))−1C0(iy) = 0

(öå îçíà÷à¹, ùî τ ¹M-äîïóñòèìèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 6.14). Òîäi ïñåâäîñïåê-

òðàëüíà ôóíêöiÿ Στ (·) ñèñòåìè (3.5), ùî âiäïîâiäà¹ τ çãiäíî òåîðìè 6.17, çàäà¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè

(7.57) - (7.60), (7.65) òà ôîðìóëîþ îáåðíåííÿ Ñòiëüòü¹ñà (6.29).
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7.3. ×àñòèííi âèïàäêè

7.3.1. Âèïàäîê íóëüîâèõ ôîðìàëüíèõ iíäåêñiâ äåôåêòó

Òâåðäæåííÿ 7.15. Äëÿ ñèñòåìè (3.5) íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

(1) N+ = N− = 0;

(2) ñèñòåìà ¹ âèçíà÷åíîþ i Tmin = T ∗
min(= Tmax).

(3) ñèñòåìà ¹ âèçíà÷åíîþ i ïðàâi òà ëiâi ôîðìàëüíi iíäåêñè äåôåêòó íàáóâàþòü ìiíiìàëüíî

ìîæëèâi çíà÷åííÿ

Nl± = ν±, Nr± = ν∓. (7.77)

Ä îâåäåííÿ. Åêâiâàëåíòíiñòü (1)⇔ (2) âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 3.11. Åêâiâàëåíòíiñòü (2)⇔ (3) ¹

íàñëiäêîì ðiâíîñòåé (3.108) òà (3.174). �

Teoðåìà 7.16. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ñèñòåìè (3.5) δ = −1, N+ = N− = 0 i c ∈ DefI. Êðiì

òîãî, íåõàé Γc � îïåðàòîð (7.16), (7.17). Òîäi:

(1) Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíà ïàðà îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξr(·, λ) ∈ L2
∆(Ir; [H,H]) òà

ξ̂r(·, λ) ∈ L2
∆(Ir; [Ĥ,H]) ñèòåìè (3.5) íà ïðîìiæêó Ir i ¹äèíèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ξl(·, λ) ∈

L2
∆(Il; [H,H]) òi¹¨ æ ñèñòåìè íà ïðîìiæêó Il, ùî çàäîâiëüíÿþòü ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1cξr(λ) = −IH , Γ̂cξr(λ) = 0; Γ1cξ̂r(λ) = 0, Γ̂cξ̂r(λ) = iIĤ

Γ1cξl(λ) = IH

(2) Iñíó¹ ¹äèíà m-ôóíêöiÿ m̃r(·) ñèñòåìè (3.5) íà ïðîìiæêó Ir, ÿêà çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

m̃r(λ) =

(
mr(λ) Nr(λ)

0 i
2
IĤ

)
:=

(
Γ0cξr(λ) Γ0cξ̂r(λ)

0 i
2
IĤ

)
: H ⊕ Ĥ → H ⊕ Ĥ, λ ∈ C+. (7.78)

Êðiì òîãî, iñíó¹ ¹äèíà m-ôóíêöiÿ m̃l(·) òi¹¨ æ ñèñòåìè íà ïðîìiæêó Il, ÿêà çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

m̃l(λ) =

(
ml(λ) 0

Nl(λ)
i
2
IĤ

)
:=

(
Γ0cξl(λ) 0

Γ̂cξl(λ)
i
2
IĤ

)
: H ⊕ Ĥ → H ⊕ Ĥ, λ ∈ C+. (7.79)

(3) Iñíó¹ ¹äèíà õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ Ωc(·) ñèñòåìè (3.5), i öÿ õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ

âiäïîâiäà¹ êàíîíè÷íié ðåçîëüâåíòi (Tmin − λ)−1. Êðiì òîãî, ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

Ωc(λ) =


−ml(λ)Φ(λ)mr(λ) −ml(λ)Φ(λ)Nr(λ)

1
2
IH +ml(λ)Φ(λ)

−Nl(λ)Φ(λ)mr(λ)
i
2
IĤ −Nl(λ)Φ(λ)Nr(λ) Nl(λ)Φ(λ)

−1
2
IH − Φ(λ)mr(λ) −Φ(λ)Nr(λ) Φ(λ)

 , λ ∈ C+, (7.80)

äå Φ(λ) = −(ml(λ) +mr(λ) + iNr(λ)Nl(λ))
−1.

(4) Iñíó¹ ¹äèíà ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ Σ(·) ñèñòåìè (3.5) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó Yc(·, λ)). Öÿ
ïñåâäîñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ îáåðíåííÿ Ñòiëüòü¹ñà

Σ(s) = lim
δ→+0

lim
ε→+0

1

π

∫ s−δ

−δ

ImΩc(u+ iε) du, (7.81)
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Ä îâåäåííÿ. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 7.15 ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi (7.77). Òîìó âíàñëiäîê (3.4) âèêî-

íàíî ñïiââiäíîøåííÿ (7.1). Êðiì òîãî, ç (3.108) âèïëèâà¹, ùî νa+ = νa− = 0, νb+ = νb− = 0, i çãiäíî

ç (3.57) ìà¹ìî Ha = Hb = {0}. Òàêèì ÷èíîì, âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ (ÏÐ1) - (ÏÐ3) ïóíêòó 7.1., i

ïîòðiáíi òâåðäæåííÿ (1) - (3) âèïëèâàþòü ç òâåðäæåííÿ 7.5 i òåîðåì 7.10 òà 7.13. Êðiì òîãî, ç òâåð-

äæåííÿ (3) òà òåîðåìè 6.17 âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ (4). �

Çàóâàæåííÿ 7.17. Â ðîáîòàõ [78, 54] äëÿ ñèñòåìè (3.5) ç N+ = N− = 0 óâåäåíi ëiâà òà ïðà-

âà "ïðÿìîêóòíi"ôóíêöi¨ Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøà M l
TW (λ) òà M r

TW (λ). Íåâàæêî äîâåñòè, ùî öi ôóíêöi¨

ïîâ'ÿçàíi ç m-ôóíêöiÿìè m̃r(·) òà m̃l(·) (äèâ. (7.78) òà (7.79)) ðiâíîñòÿìè

M r
TW (λ) = (mr(λ), Nr(λ)), M l

TW (λ) = (ml(λ), Nl(λ))
⊤.

Òîìó ôîðìóëà (7.80) äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi Ωc(·) çáiãà¹òüñÿ ç àíàëîãi÷íîþ ôîðìóëîþ, äîâå-

äåíîþ äëÿ âèïàäêó N+ = N− = 0 â [54].

7.3.2. Âèïàäîê ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè

Ó âèïàäêó ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó iñòîòíî ñïðîùóþòüñÿ. Ïåðø çà âñå âiä-

çíà÷èìî, ùî äëÿ òàêî¨ ñèñòåìè ïðèïóùåííÿ (ÏÐ1) ïóíêòó 7.1. ïðèòéìà¹ òàêèé âèãëÿä:

(ÏÐ1') ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi Nr+ = Nr− òà Nl+ = Nl−.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 7.7.

Òâåðäæåííÿ 7.18. Íåõàé äëÿ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè (3.5) âèêîíàíå ïðèïóùåííÿ (ÏÐ1'), à

òàêîæ ïðèïóùåííÿ (ÏÐ2) òà (ÏÐ3) ïóíêòó 7.1.. Êðiì òîãî, íåõàé Ga òà Gb � îïåðàòîðè (7.12),

âèçíà÷åíi â ëåìi 7.3, i Γc � îïåðàòîð, çàäàíèé ðiâíiñòþ

Γc =

(
Γ0c

Γ1c

)
: dom Tmax,l ∪ dom Tmax,r → H ⊕H,

â ÿêié Γ0cy = y0(c), Γ1cy = y1(c), y ∈ dom Tmax,l ∪ dom Tmax,r (äèâ. (3.159)). Òîäi äëÿ êîæíîãî

ðîçäiëåíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ = {τa, τb} âèãëÿäó (7.5) - (7.8) ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ:

äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíà ïàðà îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξτr(·, λ) ∈ L2
∆(Ir; [H,H ⊕ H])

òà ξτl(·, λ) ∈ L2
∆(Il; [H,H ⊕H]) ñèòåìè (3.5) âiäïîâiäíî íà ïðîìiæêàõ Ir òà Il,ùî çàäîâiëüíÿþòü

ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1cξτr(λ) = −IH , C0b(λ)G0bξτr(λ) + C1b(λ)G1bξτr(λ) = 0

Γ1cξτl(λ) = IH , C0a(λ)G1aξτl(λ) + C1a(λ)G0aξτl(λ) = 0

Íåõàé âèêîíàíî óìîâè òâåðäæåííÿ 7.18. Òîäi çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 7.8m-ôóíêöiÿìè ãàìiëüòîíîâî¨

ñèñòåìè (3.5) íà ïðîìiæêàõ Ir òà Il ¹ âiäïîâiäíî îïåðàòîð-ôóíêöi¨ mτr(·) : C+ → [H] òà mτl(·) : C+ →
[H], âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè

mτr(λ) = Γ0cξτr(λ), mτl(λ) = Γ0cξτl(λ), λ ∈ C+, (7.82)
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i çãiäíî ç ëåìîþ 7.11 ñïðiâåäëèâi âêëþ÷åííÿmτr(·) ∈ Ru[H] òàmτl(·) ∈ R[H]. Êðiì òîãî, ç òâåðäæåííÿ

7.5 âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ ñïðàâåäëèâi òàêi òâåðäæåííÿ:

(1) iñíó¹ ¹äèíà ïàðà îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξ0r(·, λ) ∈ L2
∆(Ir; [H,H ⊕H]) òà

ur(·, λ) ∈ L2
∆(Ir; [Hb, H ⊕H]) ñèòåìè (3.5) íà ïðîìiæêó Ir, ùî çàäîâiëüíÿþòü ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1cξ0r(λ) = −IH , G0bξ0r(λ) = 0; Γ1cur(λ) = 0, G0bur(λ) = IHb

(2) iñíó¹ ¹äèíà ïàðà îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξ0l(·, λ) ∈ L2
∆(Il; [H,H⊕H]) òà ul(·, λ) ∈ L2

∆(Il; [Ha, H⊕
H]) ñèòåìè (3.5) íà ïðîìiæêó Il, ùî çàäîâiëüíÿþòü ãðàíè÷íèì óìîâàì (7.21) òà (7.22).

Ç òåîðåì 7.10 òà 7.13 âèïëèâà¹

Teoðåìà 7.19. Íåõàé ñèñòåìà (3.5) ¹ ãàìiëüòîíîâîþ i âèêîíàíî óìîâè òâåðäæåííÿ 7.18. Êðiì

òîãî, íåõàé

Mr(λ) =

(
m0r(λ) M2r(λ)

M3r(λ) M4r(λ)

)
:=

(
Γ0cξ0r(λ) Γ0cur(λ)

−G1bξ0r(λ) −G1bur(λ)

)
: H ⊕Hb → H ⊕Hb, λ ∈ C+

Ml(λ) =

(
m0l(λ) M2l(λ)

M3l(λ) M4l(λ)

)
:=

(
Γ0cξ0l(λ) Γ0cul(λ)

G0aξ0l(λ) G0aul(λ)

)
: H ⊕Ha → H ⊕Ha, λ ∈ C+.

Òîäi äëÿ êîæíîãî ðîçäiëåíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ = {τa, τb} âèãëÿäó (7.5) - (7.8) ñïðàâåäëèâi

òàêi òâåðäæåííÿ:

(1) m-ôóíêöi¨ mτr(·) òà mτl(·) äîïóñêàþòü çîáðàæåííÿ (7.57) òà (7.59).

(2) Õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ Ω(·) = Ωc
τ (·), ùî âiäïîâiäà¹ óçàãàëüíåíié ðåçîëüâåíòi Rτ (λ) òà

ðîçâ'ÿçêó Yc(·, λ), äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

Ω(λ) =

(
mτl(λ)(mτl(λ) +mτr(λ))

−1mτr(λ)
1
2
IH −mτl(λ)(mτl(λ) +mτr(λ))

−1

−1
2
IH + (mτl(λ) +mτr(λ))

−1mτr(λ) −(mτl(λ) +mτr(λ))
−1

)
, λ ∈ C+. (7.83)

Çàóâàæåííÿ 7.20. Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî m-ôóíêöi¨ mτr(·) òà mτl(·) äëÿ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòå-
ìè, âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè (7.82), çáiãàþòüñÿ ç ôóíêöiÿìè Âåéëÿ � Òèò÷ìàðøà äëÿ çâóæåíü òàêî¨

ñèñòåìè âiäïîâiäíî íà Ir òà Il ó ñåíñi ðîáiò [66, 76, 83]. Òîìó ôîðìóëà (7.83) çáiãà¹òüñÿ ç àíàëîãi÷íîþ

ôîðìóëîþ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè, îòðèìàíîþ â [84].



ÐÎÇÄIË 8

Äåÿêi ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ

8.1. Äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè òà âiäïîâiäíi ñèìåòðè÷íi ñèñòåìè

Íåõàé H � ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið âèìiðíîñòi m é I = ⟨a, b⟩ (−∞ ≤ a < b ≤ ∞) �

ïðîìiæîê â R. Íàäàëi âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi ïîçíà÷åííÿ: H = L2(I) � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið áîðåëiâñü-
êèõ ôóíêöié f(·) : I → H, òàêèõ ùî

∫
I
||f(t)||2 dt < ∞; H′ � ìíîæèíà âñiõ ôóíêöié f(·) ∈ H, òàêèõ

ùî äëÿ äåÿêîãî âiäðiçêó [αf , βf ] ⊂ I âèîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f(t) = 0, t ∈ I \ [αf , βf ]. Êðiì òîãî, äëÿ

çàäàíîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó K ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç L2[K, H] ìíîæèíó âñiõ áîðåëiâñüêèõ

îïåðàòîð-ôóíêöié F (·) : I → [K, H], òàêèõ ùî
∫
I
||F (t)||2 dt <∞.

Íåõàé

l[y] =
k∑

j=1

(−1)j
(
(pk−jy

(j))(j) − i
2
[(qk−jy

(j−1))(j) + (qk−jy
(j))(j−1)]

)
+ pky (8.1)

� ôîðìàëüíî-ñàìîñïðÿæåíèé äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç ïàðíîãî ïîðÿäêó η = 2k ç îïåðàòîðçíà÷íèìè

êîåôiöi¹òàìè pk−j, qk−j : I → [H], òàêèìè ùî

pk ∈ C(I), 0 ∈ ρ(p0(t)), pk−j, qk−j ∈ Cj(I)

pk−j(t) = p∗k−j(t), qk−j(t) = q∗k−j(t), t ∈ I, j ∈ {1, . . . , k}.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç y[j], j ∈ {0, . . . , 2k}, êâàçiïîõiäíi ôóíêöi¨ y : I → H, ùî âiäïîâiäàþòü âèðàçó

(8.1) [40, 116, 82]. Íåõàé dom l � ìíîæèíà óñiõ ôóíêöié y ∈ AC(I;H), äëÿ ÿêèõ y[j] ∈ AC(I;H), j ∈
{1, . . . , 2k − 1}. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ dom l ïîêëàäåìî l[y] = y[2k].

Íåõàé

H := Hk, H := H⊕H = Hk ⊕Hk. (8.2)

Î÷åâèäíî, ùî

H := H ⊕ . . . ⊕H︸ ︷︷ ︸
k

(8.3)

H = H ⊕ . . . ⊕H︸ ︷︷ ︸
k

⊕H ⊕ . . . ⊕H︸ ︷︷ ︸
k

. (8.4)

Ç êîæíîþ ôóíêöi¹þ y ∈ dom l ïîâ'ÿçàíi ôóíêöi¨ y0,y1 : I → H òà y : I → H, âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè

y0(t) = y(t)⊕ . . . ⊕ y[k−1](t)(∈ Hk = H), y1(t) = y[2k−1](t)⊕ . . . ⊕ y[k](t)(∈ Hk = H) (8.5)

y(t) = y0(t)⊕ y1(t)}(∈ H⊕H = H), t ∈ I. (8.6)

223
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ÍåõàéK � ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Äëÿ êîæíîãî îïåðàòîðíîãî ðîçâ'ÿçêó Y : I → [K, H]

ðiâíÿííÿ

l[y] = λy, λ ∈ C (8.7)

êâàçiïîõiäíi Y [j] : I → [K, H] âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ

Y [j](·)h = (Y (·)h)[j], h ∈ K, j ∈ {0, 1, . . . , 2k − 1}. (8.8)

Âèçíà÷èìî òàêîæ îïåðàòîð-ôóíêöi¨ Y0,Y1 : I → [K,H] òà Y : I → [K,H] çà äîïîìîãè áëî÷íèõ

çîáðàæåíü

Y0(t) = (Y (t), Y [1](t), . . . , Y [k−1](t))⊤ : K → H ⊕ . . . ⊕H︸ ︷︷ ︸
Hk=H

(8.9)

Y1(t) = (Y [2k−1](t), . . . , Y [k](t))⊤ : K → H ⊕ . . . ⊕H︸ ︷︷ ︸
Hk=H

(8.10)

Y(t) = (Y0(t), Y1(t))
⊤ : K → H⊕H︸ ︷︷ ︸

H

, t ∈ I. (8.11)

Ïðèïóñòèòìî äàëi, ùî

l[y] =
k∑

j=0

(−1)j
(
i
2
[(qk−jy

(j))(j+1) + (qk−jy
(j+1))(j)] + (pk−jy

(j))(j)
)

(8.12)

� ôîðìàëüíî-ñàìîñïðÿæåíèé äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç íåïàðíîãî ïîðÿäêó η = 2k + 1 ç îïåðàòîðçíà÷-

íèìè êîåôiöi¹òàìè pk−j, qk−j : I → [H], òàêèìè ùî

pk−j ∈ Cj(I), qk−j ∈ Cj+1(I)

pk−j(t) = p∗k−j(t), qk−j(t) = q∗k−j(t), 0 ∈ ρ(q0(t)), t ∈ I, j ∈ {0, 1, . . . , k}.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç y[j], j ∈ {0, . . . , 2k + 1}, êâàçiïîõiäíi ôóíêöi¨ y : I → H, ùî âiäïîâiäàþòü âèðàçó

(8.12) [116, 82]. Íåõàé dom l � ìíîæèíà óñiõ ôóíêöié y ∈ AC(I;H), äëÿ ÿêèõ y[j] ∈ AC(I;H), j ∈
{1, . . . , 2k}. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ dom l ïîêëàäåìî l[y] = y[2k+1].

ßê âiäîìî, äëÿ êîæíîãî t ∈ I ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä H = H+
t ⊕ H−

t , äå H
+
t (H−

t ) � iíâàðiàíòíèé

ïiäïðîñòið îïåðàòîðà q0(t), íà ÿêîìó q0(t) ¹ ñòðîãî äîäàòíèì (âiäï. âiä'¹ìíèì) îïåðàòîðîì. Ïîêëàäåìî

ν0+ = dimH+
t , ν0− = dimH−

t (8.13)

(öi ÷èñëà íå çàëåæàòü âiä t). Íàäàëi òàêîæ ïîçíà÷à¹ìî

ν̂ = |ν0+ − ν0−|, δ = sign (ν0+ − ν0−) (8.14)

Çà äîïîìîãè ôîðìóëè (1.27) â [82] íåâàæêî äîäîâåñòè iñíóâàííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ãiëüáåðòîâèõ

ïðîñòîðiâ H ′, Ĥ òà àáñîëþòíî íåïåðåðâíî¨ îïåðàòîð-ôóíêöi¨

Q(t) = (Q1(t), Q̂(t), Q2(t))
⊤ : H → H ′ ⊕ Ĥ ⊕H ′, t ∈ I, (8.15)

òàêèõ ùî îïåðàòîð Q(t) ¹ îáîðîòíèì i ñïðàâåäëèâà òîòîæíiñòü

iq0(t) = −Q∗
1(t)Q2(t) +Q∗

2(t)Q1(t) + iδQ̂∗(t)Q̂(t), t ∈ I.
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Ó öüîìó âèïàäêó ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðiâ H ′ òà Ĥ âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

dimH ′ = min{ν0+, ν0−}, dim Ĥ = ν̂. (8.16)

Âiäçíà÷èìî, ùî îïåðàòîð-ôóíêöiÿ Q(t) âèçíà÷à¹òüñÿ â òåðìiíàõ îïåðàòîðiâ q0(t) � H+
t òà q0(t) � H−

t .

Íåõàé H òà H0 � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè, âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè

H = Hk ⊕H ′ (8.17)

H0 = H⊕ Ĥ = Hk ⊕H ′ ⊕ Ĥ, H = H0 ⊕H = H⊕ Ĥ ⊕H. (8.18)

Î÷åâèäíî, ùî ïðîñòîðè H òà H äîïóñêàþòü çîáðàæåííÿ

H = H ⊕ · · · ⊕H︸ ︷︷ ︸
k

⊕H ′ (8.19)

H =

H︷ ︸︸ ︷
H ⊕ · · · ⊕H︸ ︷︷ ︸

k

⊕H ′ ⊕Ĥ ⊕
H︷ ︸︸ ︷

H ⊕ · · · ⊕H︸ ︷︷ ︸
k

⊕H ′ (8.20)

Òîìó âíàñëiäîê (8.16) dimH = ηm.

Ç êîæíîþ ôóíêöi¹þ y ∈ dom l ïîâ'ÿçàíi ôóíêöi¨ y0,y1 : I → H òà y : I → H, âèçíà÷åíi
ðiâíîñòÿìè

y0(t) = y(t)⊕ . . . ⊕ y[k−1](t)⊕Q1(t)y
(k)(t)(∈ Hk ⊕H ′ = H) (8.21)

y1(t) = y[2k](t)⊕ . . . ⊕ y[k+1](t)⊕Q2(t)y
(k)(t)(∈ Hk ⊕H ′ = H) (8.22)

y(t) = y0(t)⊕ Q̂(t)y(k)(t)⊕ y1(t)}(∈ H⊕ Ĥ ⊕H = H), t ∈ I. (8.23)

ÍåõàéK � ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Äëÿ êîæíîãî îïåðàòîðíîãî ðîçâ'ÿçêó Y : I → [K, H]

ðiâíÿííÿ (8.7) êâàçiïîõiäíi Y [j] : I → [K, H] âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ (8.8). Âèçíà÷èìî òàêîæ îïåðàòîð-

ôóíêöi¨ Y0,Y1 : I → [K,H] òà Y : I → [K,H] çà äîïîìîãè áëî÷íèõ çîáðàæåíü

Y0(t) = (Y (t), Y [1](t), . . . , Y [k−1](t), Q1(t)Y
(k)(t))⊤ : K → H ⊕ . . . ⊕H ⊕H ′︸ ︷︷ ︸

H

(8.24)

Y1(t) = (Y [2k](t), . . . , Y [k+1](t), Q2(t)Y
(k)(t))⊤ : K → H ⊕ . . . ⊕H ⊕H ′︸ ︷︷ ︸

H

(8.25)

Y(t) = (Y0(t), Q̂(t)Y
(k)(t),Y1(t))

⊤ : K → H⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

, t ∈ I. (8.26)

Îçíà÷åííÿ 8.1. Äèôåðåíöiàëüíèì âèðàçîì (àáî D-âèðàçîì) ïîðÿäêó η íàçèâà¹òüñÿ àáî âèðàç

ïàðíîãî ïîðÿäêó η = 2k (8.1), àáî âèðàç íåïàðíîãî ïîðÿäêó η = 2k + 1 (8.12).

ßê âiäîìî [40, 116] êîæíèé D-âèðàç ïîðîäæó¹ ìiíiìàëüíèé îïåðàòîð Lmin òà ìàêñèìàëüíèé

îïåðàòîð Lmax â H. Êðiì òîãî, Lmin ¹ çàìêíåíèì ùiëüíî âèçíà÷åíèì ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì i

L∗
min = Lmax. Äåôåêòíèé ïiäïðîñòið Nλ(Lmin) ¹ ìíîæèíîþ óñiõ ôóíêöié y ∈ H, ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè

ðiâíÿííÿ (8.7); òîìó n±(Lmin) ≤ ηm < ∞. Íàäàëi äëÿ îïåðàòîðíîãî ðîçâ'ÿçêó Y (·, λ) ∈ L2[K, H] ðiâ-

íÿííÿ (8.7) áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç Y (λ) îïåðàòîð ç K â Nλ(Lmin), âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ (Y (λ)h)(t) =

Y (t, λ)h, h ∈ K.
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Êîæíié ôóíêöi¨ f ∈ H ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöiÿ ḟ : I → H, âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

ḟ(t) = {f(t), 0, . . . , 0}, t ∈ I (8.27)

(òîáòî ïåðøà êîìïîíåíèà ôóíêöi¨ ḟ âiäíîñíî ðîçêëàäiâ (8.4) òà (8.20) äîðiâíþ¹ f(t), à óñi iíøi êîì-

ïîíåíòè ¹ íóëÿìè).

Âèÿëÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ êîæíîãî D-âèðàçó ðiâíÿííÿ (8.7) ¹ åêâiâàëåíòíèì äåÿêié ñèìåòðè÷íié ñè-

ñòåìi. Òî÷íiøå, íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [82].

Òâåðäæåííÿ 8.2. Ïðèïóñòèìî, ùî l[y] � D-âèðàç àáî ïàðíîãî ïîðÿäêó η = 2k, àáî íåïàðíîãî

ïîðÿäêó η = 2k + 1. Íåõàé Jη ∈ [H] � îïåðàòîð i ∆η : I → [H] � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíi

íàñòóïíèì ÷èíîì:

Ó âèïàäêó η = 2k

Jη =

(
0 −IH
IH 0

)
∈ [H⊕H︸ ︷︷ ︸

H

], ∆η(t) =

(
P 0

0 0

)
∈ [H⊕H︸ ︷︷ ︸

H

]; (8.28)

Ó âèïàäêó η = 2k + 1

Jη =


0 0 −IH
0 iδIĤ 0

IH 0 0

 ∈ [H⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

], ∆η(t) =


P 0 0

0 0 0

0 0 0

 ∈ [H⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

]. (8.29)

Â öèõ ðiâíîñòÿõ δ âèçíà÷åíî â (8.14) i P � îðòîïðîåêòîð â H íà ïåðøó êîìïîíåíòó â ðîçêëàäi

(8.3) ó âèïàäêó η = 2k òà (8.19) ó âèïàäêó η = 2k+1. Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíà îïåðàòîð-ôóíêöiÿ Bη(t) =

B∗
η(t)(∈ [H]), t ∈ I (âèçíà÷åíà â òåðìiíàõ êîåôiöi¹íòiâ âèðàçó pj òà qj), òàêà ùî ñèìåòðè÷íà

ñèñòåìà

Jηy
′ −Bη(t)y = λ∆η(t)y, t ∈ I, λ ∈ C (8.30)

¹ âèçíà÷åíîþ i ñïðàâåäëèâi òàêi òâåðäæåííÿ:

(1) ßêùî Y (·, λ) � [K, H]-çíà÷íèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8.7), òî Y(·, λ) ¹ [K,H]-

çíà÷íèì îïåðàòîðíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (8.30). Çâîðîòíî, äëÿ êîæíîãî [K,H]-çíà÷íîãî îïåðà-

òîðíîãî ðîçâ'ÿçêó Ỹ (·, λ) ñèñòåìè (8.30) iñíó¹ ¹äèíèé [K, H]-çíà÷íèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê Y (·, λ)
ðiâíÿííÿ (8.7), òàêèé ùî Y(·, λ) = Ỹ (·, λ). Êðiì òîãî, Y (·, λ) ∈ L2[K, H] òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

Y(·, λ) ∈ L2
∆[K,H].

(2) Íåõàé Tmax � ìàêñèìàëüíå âiäíîøåííÿ â L2
∆(I), ïîðîäæåíå ñèñòåìîþ (8.30). Òîäi ðiâíiñòü

(V1y)(t) = y(t), y(·) ∈ domLmax, çàäà¹ áiåêòèâíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð V1 : domLmax → dom Tmax,

òàêèé ùî (V1y, V1z)∆ = (y, z)H, y, z ∈ domLmax.

(3) Íåõàé Tmin òà Tmax � ìiíiìàëüíå òà ìàêñèìåëüíå âiäíîøåííÿ â L2
∆(I), ïîðîäæåíå ñèñòå-

ìîþ (8.30). Òîäi mulTmax = {0} (òîáòî Tmin ¹ ùiëüíî âèçíà÷åíèì îïåðàòîðîì) i ðiâíiñòü V2f =

π∆(ḟ(·)), f = f(·) ∈ H, çàäà¹ óíiòàðíèé îïåðàòîð V2 ∈ [H, L2
∆(I)], òàêèé ùî (V2 ⊕ V2) (grLmin) =

grTmin i (V2 ⊕ V2) (grLmax) = grTmax (òîáòî îïåðàòîðè Lmin òà Tmin, à òàêîæ Lmax òà Tmax,

óíiòàðíî åêâiâàëåíòíi çà äîïîìîãè V2).
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Çàóâàæåííÿ 8.3. Çâàæàþ÷è íà òâåðäæåííÿ 8.2, (2), íàäàëi ìîæíà îòîòîæíþâàòè domLmax ç

dom Tmax.

Îçíà÷åííÿ 8.4. HD-âèðàçîì íàçèâà¹òüñÿ àáî D-âèðàç (8.1) ïàðíîãî ïîðÿäêó η = 2k, àáî D-

âèðàç (8.12) íåïàðíîãî ïîðÿäêó η = 2k + 1, ùî çàäîâiëüíÿ¹ óìîâi ν̂ = 0 (àáî, åêâiâàëåíòíî, óìîâi

ν0+ = ν0−).

SD-âèðàçîì íàçèâà¹òüñÿ âèðàç íåïàðíîãî ïîðÿäêó (8.12), òàêèé ùî ν̂ ̸= 0(⇔ ν0+ ̸= ν0−).

Íàäàëi äëÿ HD-âèðàçó ïîðÿäêó η ïîêëàäà¹ìî

ν0 =

0, ÿêùî η = 2k

ν0+(= ν0−), ÿêùî η = 2k + 1
(8.31)

Çàóâàæåííÿ 8.5. (1) Î÷åâèäíî, ùî êîæíèé D-âèðàç ¹ àáî HD-âèðàçîì, àáî SD-âèðàçîì. Êðiì

òîãî, D-âèðàç ¹ HD-âèðàçîì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âiäïîâiäíà ñèìåòðè÷íà ñèñòåìà (8.30) ¹ ãàìiëü-

òîíîâîþ.

(2) Íàãàäà¹ìî, ùî D-âèðàç íàçèâà¹òüñÿ ñêàëÿðíèì, ÿêùî m = 1. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi

ìîæíà ââàæàòè, ùî äëÿ ñêàëÿðíîãî D-âèðàçó H = C i òîìó êîåôiöi¹íòè òàêîãî âèðàçó ¹ äiéñíîçíà÷-

íèìè ôóíêöiÿìè. Äëÿ ñêàëÿðíîãî D-âèðàçó íåïàðíîãî ïîðÿäêó (8.12) âiäó÷èé êîåôiöi¹íò q0(t) ìà¹

òîé ñàìèé ñàìèé çíàê äëÿ âñiõ t ∈ I i ôîðìóëà (8.14) ïðèéìà¹ âèãëÿä

ν̂ = 1, δ = sign q0(t), t ∈ I.

Òîìó ñêàëÿðíèé D-âèðàç ¹ HD-âèðàçîì (SD-âèðàçîì) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âií ìà¹ ïàðíèé (âiäï.

íåïàðíèé) ïîðÿäîê. Äëÿ ñêàëÿðíîãî âèðàçó íåïàðíîãî ïîðÿäêó ìîæíà ïîêëàñòè H ′ = {0}, Ĥ =

C, Q̂(t) = −i|q0(t)|
1
2 . Ó öüîìó âèïàäêó ðiâíîñòi (8.17) - (8.23) ïðèéìàþòü âèãëÿä

H = Ck, H0 = Ck ⊕ C = Ck+1, H = Ck ⊕ C⊕ Ck = C2k+1(= Cη)

y0(t) = y(t)⊕ . . . ⊕ y[k−1](t)}(∈ Ck), y1(t) = y[2k](t)⊕ . . . ⊕ y[k+1](t)(∈ Ck)

y(t) = y0(t)⊕ (−i|q0(t)|
1
2y(k)(t))⊕ y1(t)}(∈ C2k+1). (8.32)

Íàøîþ ïîäàëüøîþ ìåòîþ ¹ ïåðåíåñåííÿ íà D-âèðàçè äåÿêèõ ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ ó ïîïåðåä-

íiõ ðîçäiëàõ ðîáîòè äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì.

8.2. Ãðàíè÷íi òðiéêè òà ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ

Íåõàé l[y] � D-âèðàç (8.1) àáî (8.12). Ïîêëàäåìî

[y, z]t =
k∑

j=1

[(y[j−1](t), z[2k−j](t))− (y[2k−j](t), z[j−1](t))], y, z ∈ dom l

äëÿ âèðàçó (8.1) i

[y, z]t = i(q0(t)y
(k)(t), z(k)(t)) +

k−1∑
j=0

[(y[j](t), z[2k−j](t))− (y[2k−j](t), z[j](t))], y, z ∈ dom l
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äëÿ âèðàçó (8.12). Òîäi çãiäíî ç [40, 116] iñíóþòü ãðàíèöi

[y, z]a = lim
t→a

[y, z]t, [y, z]b = lim
t→b

[y, z]t, y, z ∈ domLmax

i ñïðàâåäëèâà òîòîæíiñòü Ëàãðàíæà

(Lmaxy, z)− (y, Lmaxz) = [y, z]b − [y, z]a, y, z ∈ domLmax. (8.33)

Î÷åâèäíî, ùî

[y, z]t = (Jηy(t), z(t)), y, z ∈ domLmax. (8.34)

Òîìó òîòîæíiñòü (8.33) ¹ íàñëiäêîì òîòîæíîñòi Ëàãðàíæà (3.22) äëÿ ñèñòåìè (8.30).

Íåõàé c ∈ (a, b) i Lmin,l òà Lmax,l (Lmin,r òà Lmax,r) � ìiíiìàëüíèé òà ìàêñèìàëüíèé îïåðàòîðè,

ïîðîäæåíi çâóæåííÿì D-âèðàçó íà Il = ⟨a, c] (âiäï. Ir = [c, a⟩). Î÷åâèäíî, ùî ÷èñëà

nl± = n±(Lmin,l), nr± = n±(Lmin,r) (8.35)

íå çàëåæàòü âiæ âèáîðó òî÷êè c ∈ (a, b) i ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

nl± = Nl±, nr± = Nr±, (8.36)

äå Nl± òà Nr± � âiäïîâiäíî ëiâi òà ïðàâi ôîðìàëüíi iíäåêñè äåôåêòó ñèñòåìè (8.30). Òîìó ç (3.175)

âèïëèâà¹ äîáðå âiäîìà ôîðìóëà [40, 116]

n±(Lmin) = nl± + nr± − ηm. (8.37)

Íàãàäà¹ìî íàñòóïíå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 8.6. Êiíöåâà òî÷êà a (âiäï. b) íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ äëÿ D-âèðàçó, ÿêùî a > −∞
i a ∈ I (âiäï. b < ∞ i b ∈ I). Êiíöåâà òî÷êà a (âiäï. b) íàçèâà¹òüñÿ êâàçiðåãóëÿðíîþ, ÿêùî nl+ =

nl− = ηm (âiäï. nr+ = nr− = ηm).

D-âèðàç íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì (êâàçiðåãóëÿðíèì), ÿêùî îáèäâi êiíöåâi òî÷êè a òà b ¹ ðåãóëÿð-

íèìè (âiäï. êâàçiðåãóëÿðíèìè).

Î÷åâèäíî, ùî D-âèðàç ¹ ðåãóëÿðíèì, ÿêùî I = [a, b], i êâàçiðåãóëÿðíèì, ÿêùî n+(Lmin) =

n−(Lmin) = ηm. Òàêîæ î÷åâèäíî, ùî ðåãóëÿðíà êiíöåâà òî÷êà ¹ êâàçiðåãóëÿðíîþ i ðåãóëÿðíèé D-

âèðàç ¹ êâàçiðåãóëÿðíèì.

Íàäàëi ïîêëàäà¹ìî

εa = nl− − nl+, εb = nr+ − nr− (8.38)

äëÿ HD-âèðàçó i

εa = nl− − nl+ + δν̂, εb = nr+ − nr− + δν̂ (8.39)

äëÿ SD-âèðàçó. Êðiì òîãî, ïîêëàäà¹ìî

δa = sign εa, δb = sign εb.

Ó âèïàäêó ñêàëÿðíîãî âèðàçó íåïàðíîãî ïîðÿäêó (òîáòî ñêàëÿðíîãî SD-âèðàçó)

εa = nl− − nl+ + δ, εb = nr+ − nr− + δ
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Îçíà÷åííÿ 8.7. Ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì äëÿ D-âèðàçó l[y] íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíiñòü

{Ha,Γa;Hb,Γb}, â ÿêié Ha òà Hb � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè (3.67) i

Γa =


Γ0a

Γ̂a

Γ1a

 : domLmax → Ha ⊕ Ĥa ⊕Ha︸ ︷︷ ︸
Ha

, Γb =


Γ0b

Γ̂b

Γ1b

 : domLmax → Hb ⊕ Ĥb ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
Hb

(8.40)

� ñþð'¹êòèâíi ëiíiéíi îïåðàòîðè, ùî çàäîâiëüíÿþòü òîòîæíîñòÿì

[y, z]a = iδa(Γ̂ay, Γ̂az)− (Γ1ay,Γ0az) + (Γ0ay,Γ1az), y, z ∈ domLmax (8.41)

[y, z]b = iδb(Γ̂by, Γ̂bz)− (Γ1by,Γ0bz) + (Γ0by,Γ1bz), y, z ∈ domLmax. (8.42)

Çàóâàæåííÿ 8.8. Ç (8.36), (8.38), (8.39) òà (3.177), (3.179) âèïëèâà¹, ùî ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ

äëÿ D-âèðàçó ¹ ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì äëÿ åêâiâàëåíòíî¨ ñèñòåìè (8.30) â ñåíñi îçíà÷åííÿ 3.20. Òîìó

âíàñëiäîê ëåìè 3.19 ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ {Ha,Γa;Hb,Γb} iñíó¹ äëÿ êîæíîãî D-âèðàçó.

Çàóâàæåííÿ 8.9. ßêùî äëÿ D-âèðàçó ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

εa = εb = 0, (8.43)

òî âíàñëiäîê (8.36), åêâiâàëåíòíîñòåé (3.178), (3.179) òà çàóâàæåííÿ 3.22 ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ

{Ha,Γa;Hb,Γb} çàäà¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè (3.73) i

Γa =

(
Γ0a

Γ1a

)
: domLmax → Ha ⊕Ha︸ ︷︷ ︸

Ha

, Γb =

(
Γ0b

Γ1b

)
: domLmax → Hb ⊕Hb︸ ︷︷ ︸

Hb

(8.44)

Êðiì òîãî, âiäïîâiäíi òîòîæíîñòi (8.41) òà (8.42) ïðèéìàþòü âèãëÿä (3.77)

Çàóâàæåííÿ 8.10. Ó âèïàäêó ðåãóëÿðíî¨ êiíöåâî¨ òî÷êè a (âiäï. b) â îçíà÷åííi 8.7 ãðàíè÷íîãî

êîìïëåêñó ìîæíà ïîêëàñòè Γay = y(a) (âiäï. Γby = y(b)). ßêùî æ {Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé

êîìïëåêñ äëÿ âèðàçó l[y] ç ñèíãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a (âiäï. b), òî âåêòîð Γay (âiäï. Γby) ¹

ñèíãóëÿðíèì ãðàíè÷íèì çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ y ∈ domLmax â òî÷öi a (âiäï. b) â ñåíñi [14, ãë. 13.2]

(äåòàëüíiøå äèâ. çàóâàæåííÿ 3.23).

Íàñòóïíi âèïàäêè ä1 - ä3 äëÿ D-âèðàçó åêâiâàëåíòíi âiäïîâiäíî âèïàäêàì 1 - 3 äëÿ ñèìåòðè÷íî¨

ñèñòåìè (8.30) (äèâ. ï. 3.4.2. òà çàóâàæåííÿ 3.60).

Âèïàäîê ä1. εb ≥ εa ≥ 0

Âèïàäîê ä2. εb ≥ 0 ≥ εa

Âèïàäîê ä3. 0 ≥ εb ≥ εa

Âíàñëiäîê çàóâàæåííÿ 3.29 âèïàäêàìè ä1 - ä3 âè÷åðïóþòüñÿ D-âèðàçè, äëÿ ÿêèõ n+(Lmin) ≥
n−(Lmin).

Íàäàëi {Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (8.40) äëÿ D-âèðàçó. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi

ìîæåìî ââàæàòè, ùî Ĥa ⊂ Ĥb ó âèïàäêó ä1 i Ĥb ⊂ Ĥa ó âèïàäêó ä3. Çà äîïîìîãè ôîðìóë (3.78)

- (3.92) äëÿ êîæíîãî ç âèïàäêiâ ä1 - ä3 áóäóþòüñÿ ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè H0 òà

H1 ⊂ H0 i ëiíiéíi îïåðàòîðè Γ′
j : domLmax → Hj, j ∈ {0, 1} (â öèõ ôîðìóëàõ dom Tmax çàìiíþ¹òüñÿ

íà domLmax).

Çàñòîñóâàííÿ òåîðåì 3.27, 3.31 äî ñèñòåìè (8.30) ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 8.2, (3) äà¹ òàêi òåîðåìè.
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Teoðåìà 8.11. Ïðèïóñòèìî, ùî n+(Lmin) ≥ n−(Lmin) i {Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ

(8.40) äëÿ D-âèðàçó. Êðiì òîãî, íåõàéHj � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè i Γ
′
j : domLmax →

Hj, j ∈ {0, 1}, � ëiíiéíi îïåðàòîðè (3.81)�(3.83) ó âèïàäêó ä1, (3.84)�(3.86) ó âèïàäêó ä2 é (3.90)�

(3.92) ó âèïàäêó ä3. Òîäi ñóêóïíiñòü Π = {H0 ⊕H1,Γ
′
0,Γ

′
1} ¹ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ äëÿ Lmax.

Teoðåìà 8.12. Íåõàé n+(Lmin) = n−(Lmin). Òîäi:

(1) δa = δb =: δ̃ é iñíó¹ ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ {Ha,Γa;Hb,Γb} äëÿ D-âèðàçó, òàêèé ùî

Ha = Ha ⊕ Ĥ ⊕Ha, Hb = Hb ⊕ Ĥ ⊕Hb (8.45)

Γa =


Γ0a

Γ̂a

Γ1a

 : domLmax → Ha ⊕ Ĥ ⊕Ha︸ ︷︷ ︸
Ha

, Γb =


Γ0b

Γ̂b

Γ1b

 : domLmax → Hb ⊕ Ĥ ⊕Hb︸ ︷︷ ︸
Hb

. (8.46)

(3) ßêùî {Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (8.45), (8.46), òî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H i îïåðàòîðè

Γ′
j : domLmax → H, j ∈ {0, 1}, çàäàíi ðiâíîñòÿìè

H = Ha ⊕ Ĥ ⊕Hb (8.47)

Γ′
0y = (−Γ1ay)⊕ iδ̃(Γ̂a − Γ̂b)y ⊕ Γ0by(∈ Ha ⊕ Ĥ ⊕Hb) (8.48)

Γ′
1y = Γ0ay ⊕ 1

2
(Γ̂a + Γ̂b)y ⊕ (−Γ1by)(∈ Ha ⊕ Ĥ ⊕Hb), y ∈ domLmax, (8.49)

óòâîðþþòü (çâè÷àéíó) ãðàíè÷íó òðiéêó Π = {H,Γ′
0,Γ

′
1} äëÿ Lmax.

Îçíà÷åííÿ 8.13. Ãðàíè÷íi òðiéêè, ïîáóäîâàíi â òåîðåìàõ 8.11 òà 8.12, íàçèâàþòüñÿ ðîçäiëåíèìè

ãðàíè÷íèìè òðiéêàìè äëÿ Lmax.

Çàóâàæåííÿ 8.14. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíî óìîâó (8.43). Òîäi âíàñëiäîê (8.37)

n+(Lmin) = n−(Lmin) i çãiäíî iç çàóâàæåííÿì 8.9 ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ {Ha,Γa;Hb,Γb} ïðèéìà¹ âèãëÿä
(8.44). Òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ 8.12 ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà òðiéêà {H,Γ′

0,Γ
′
1} äëÿ Lmax çàäà¹òüñÿ ðiâíî-

ñòÿìè

H = Ha ⊕Hb (8.50)

Γ′
0y = (−Γ1ay)⊕ Γ0by(∈ Ha ⊕Hb) (8.51)

Γ′
1y = Γ0ay ⊕ (−Γ1by)(∈ Ha ⊕Hb), y ∈ domLmax, (8.52)

Çàóâàæåííÿ 8.15. ßêùî äëÿ HD-âèðàçó êiíöåâà òî÷êà a àáî b ¹ êâàçiðåãóëÿðíîþ i n+(Lmin) =

n−(Lmin), òî âèêîíàíî óìîâó (8.43). Òîìó äëÿ òàêîãî âèðàçó ðîçäiëåíà ãðàíè÷íà òðiéêàΠ = {H,Γ′
0,Γ

′
1}

äëÿ Lmax çàäà¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè (8.50) - (8.52).

Â íàñòóïíèõ äâîõ òâåðäæåííÿõ, ÿêi ¹ íàñëiäêàìè çàñòîñóâàííÿ òâåðäæåíü 3.61 òà 3.62 äî ñèñòåìè

(8.30), äà¹òüñÿ îïèñ ðiçíèõ êëàñiâ ðîçøèðåíü L̃ ∈ ExtLmin
â òåðìiíàõ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà êiíöÿõ

ïðîìiæêó I = ⟨a, b⟩.

Òâåðäæåííÿ 8.16. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ D-âèðàçó n+(Lmin) ≥ n−(Lmin). Êðiì òîãî, íåõàé

{Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (8.40) i Ja, Jb � îïåðàòîðè (3.68), (3.69). Òîäi:
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(1) Äëÿ êîæíî¨ äîïóñòèìî¨ îïåðàòîðíî¨ ïàðè θ̃ = {Ca, Cb} ç îïåðàòîðàìè Ca ∈ [Ha,K] òà

Cb ∈ [Hb,K], äå K � ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, ðiâíîñòi (ãðàíè÷ííi óìîâè)

dom L̃ = {y ∈ domLmax : CaΓay + CbΓby = 0}, L̃ = Lmax � dom L̃ (8.53)

çàäàþòü ðîçøèðåííÿ L̃ ∈ ExtLmin
i, çâîðîòíî, äëÿ êîæíîãî ðîçøèðåííÿ L̃ ∈ ExtLmin

iñíó¹ ¹äèíà (ç

òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi) äîïóñòèìà îïåðàòîðíà ïàðà θ̃ = {Ca, Cb} ç îïåðàòîðàìè Ca ∈ [Ha,K]

òà Cb ∈ [Hb,K], òàêà ùî ìà¹ ìiñöå (8.53).

(2) Ãðàíè÷íi óìîâè (8.53) çàäàþòü ìàêñèìàëüíå äèñèïàòèâíå (àêóìóëÿòèâíå) ðîçøèðåííÿ L̃ ∈
ExtLmin

òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè dimK = n−(Lmin) (âiäï. dimK = n+(Lmin)) i ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

(3.184). Êðiì òîãî, ÿêùî n+(Lmin) = n−(Lmin) =: d, òî ñïðàâåäëèâà åêâiâàëåíòíiñòü

L̃ = L̃∗ ⇐⇒ dimK = d é CaJaC
∗
a = CbJbC

∗
b .

Òâåðäæåííÿ 8.17. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ D-âèðàçó n+(Lmin) = n−(Lmin). Êðiì òîãî, íåõàé

{Ha,Γa;Hb,Γb} � ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (8.46), H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið (8.47) i Γ′
j : domLmax → H, j ∈

{0, 1},� îïåðàòîðè (8.48),(8.49) (çà óìîâè (8.43) ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ çàäà¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè (8.44),

à ïðîñòið H òà îïåðàòîðè Γ′
j � ðiâíîñòÿìè (8.50) - (8.52)). Òîäi:

(1) Äëÿ êîæíî¨ îïåðàòîðíî¨ ïàðè (ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ) θ = {C0, C1} ∈ C̃(H) ç îïåðàòîðàìè

Cj ∈ [H,K] (K � ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið) ãðàíè÷íi óìîâè

dom L̃ = {y ∈ domLmax : C0Γ
′
0y + C1Γ

′
1y = 0}, L̃ = Lmax � dom L̃ (8.54)

çàäàþòü ðîçøèðåííÿ L̃ ∈ ExtLmin
i, çâîðîòíî, äëÿ êîæíîãî ðîçøèðåííÿ L̃ ∈ ExtLmin

iñíó¹ ¹äèíà

îïåðàòîðíà ïàðà θ = {C0, C1} ∈ C̃(H), òàêà ùî ìà¹ ìiñöå (8.54).

(2) Ãðàíè÷íi óìîâè (8.54) çàäàþòü ìàêñèìàëüíå äèñèïàòèâíå, ìàêñèìàëüíå àêóìóëÿòèâíå àáî

ñàìîñïðÿæåíå ðîçøèðåííÿ L̃ ∈ ExtLmin
òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè îïåðàòîðíà ïàðà θ = {C0, C1} ¹

ìàêñèìàëüíîþ äèñèïàòèâíîþ, ìàêñèìàëüíîþ àêóìóëÿòèâíîþ àáî ñàìîñïðÿæåíîþ âiäïîâiäíî.

Íåõàé çà óìîâ òâåðäæåííÿ 8.16 Ka òà Kb � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè i Na ∈ [Ha,Ka]

òà Nb ∈ [Hb,Kb] �ñþð'¹êòèâíi îïåðàòîðè. Òîäi ðîçøèðåííÿ L̃ ∈ ExtLmin
çàäà¹òüñÿ ðîçäiëåíèìè ãðà-

íè÷íèì óìîâàìè, ÿêùî

dom L̃ = {y ∈ domLmax : NaΓay = 0, NbΓby = 0}, L̃ = Lmax � dom L̃. (8.55)

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíî (8.43). Òîäi çãiäíî çàóâàæåííÿ 8.9 ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ {Ha,Γa;Hb,Γb}
çàäà¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè (3.73), (8.44). Íåõàé Na ∈ [Ha,Ka], Nb ∈ [Hb,Kb] i

Na = (Na0, Na1) : Ha ⊕Ha → Ka, Nb = (Nb0, Nb1) : Hb ⊕Hb → Kb

� áëî÷íi çîáðàæåííÿ îïåðàòîðiâ Na òà Nb. Òîäi ðîçäiëåíi ãðàíè÷íi óìîâè (8.55) ìîæíà çîáðàçèòè ÿê

dom L̃ = {y ∈ domLmax : Na0Γ0ay +Na1Γ1ay = 0, Nb0Γ0by +Nb1Γ1by = 0}, L̃ = Lmax � dom L̃ (8.56)

Ãðàíè÷íi óìîâè (8.56) íàçèâàþòüñÿ ñàìîñïðÿæåíèìè, ÿêùî L̃ = L̃∗.

Â íàñòóïíié òåîðåìi, ÿêà ¹ íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 8.2 òà òåîðåìè 3.66, õàðàêòåðèçóþòüñÿ ðîçäiëåíi

ñàìîñïðÿæåíi ãðàíèíi óìîâè äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó.
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Teoðåìà 8.18. Ðîçäiëåíi ñàìîñïðÿæåíi ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ D-âèðàçó iñíóþòü òîäi é òiëüêè

òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ (8.43). Äëÿ D-âèðàçó ç êâàçiðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a àáî b óìîâà

(8.43) åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî öåé âèðàç ¹ HD-âèðàçîì i n+(Lmin) = n−(Lmin).

ßêùî (8.43) âèêîíàíî, òî ðîçäiëåíi ãðàíè÷íi óìîâè (8.56) ¹ ñàìîñïðÿæåíèìè òîäi é òiëüêè

òîäi, êîëè îïåðàòîðíi ïàðè {Na0, Na1} òà {Nb0, Nb1} ¹ ñàìîñïðÿæåíèìè.

Íàñëiäîê 8.19. Ïðèïóñòèìî, ùî D-âèðàç ¹ ðåãóëÿðíèì. Ó âèïàäêó HD-âèðàçó ïîêëàäåìî

Γ′
0y := y0(a)⊕ y0(b) (∈ H⊕H = H) (8.57)

Γ′
1y := y1(a)⊕ (−y1(b)) (∈ H⊕H = H), y ∈ domLmax (8.58)

äå y0(t) òà y1(t) � ôóíêöi¨ (8.5) äëÿ âèðàçó ïàðíîãî ïîðÿäêó i (8.21), (8.22) äëÿ âèðàçó íåïàðíîãî

ïîðÿäêó. Ó âèïàäêó SD-âèðàçó ïîêëàäåìî

Γ′
0y := y0(a)⊕ iδ(Q̂(a)y(k)(a)− Q̂(b)y(k)(b))⊕ y0(b) (∈ H⊕ Ĥ ⊕H = H) (8.59)

Γ′
1y := y1(a)⊕ 1

2
(Q̂(a)y(k)(a) + Q̂(b)y(k)(b))⊕ (−y1(b)) (∈ H⊕ Ĥ ⊕H = H), y ∈ domLmax, (8.60)

äå y0(t) òà y1(t) � ôóíêöi¨ (8.21), (8.22) i δ âèçíà÷åíî â (8.14). Òîäi:

(1) Ãðàíè÷íi óìîâè (8.54) ç îïåðàòîðàìè Γ′
0 òà Γ′

1 âèãëÿäó (8.57), (8.58) ó âèïàäêó HD-âèðàçó

i (8.59), (8.60) ó âèïàäêó SD-âèðàçó çàäàþòü ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà ñàìîñïðÿæåíèìè

îïåðàòîðíèìè ïàðàìè (ëiíiéíèìè âiäíîøåííÿìè) θ = {C0, C1} ∈ C̃(H) i óñiìà ðîçøèðåííÿìè L̃ =

L̃∗ ∈ ExtLmin
.

(2) Ðîçäiëåíi ñàìîñïðÿæåíi ãðàíè÷íi óìîâè iñíóþòü ëèøå äëÿ HD-âèðàçiâ. Öi óìîâè ìàþòü

âèãëÿä

dom L̃ = {y ∈ domLmax : Na0y0(a) +Na1y1(a) = 0, Nb0y0(b) +Nb1y1(b) = 0},

äå {Na0, Na1} ∈ C̃(H) òà {Nb0, Nb1} ∈ C̃(H) � ñàìîñïðÿæåíi îïðàòîðíi ïàðè.

Ä îâåäåííÿ. Ç (8.34) âèïëèâà¹, ùî ñóêóïíiñòü {Ha,Γa;Hb,Γb}, â ÿêié

Γay = y1(a)⊕ (−y0(a)), Γby = y0(b)⊕ y1(b), y ∈ domLmax

äëÿ HD-âèðàçó i

Γay = y1(a)⊕ Q̂(a)y(k)(a)⊕ (−y0(a)), Γby = y0(b)⊕ Q̂(b)y(k)(b)⊕ y1(b), y ∈ domLmax

äëÿ SD-âèðàçó, ¹ ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì. Çâiäñè òà ç òâåðäæåííÿ 8.17 âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ (1).

Òâåðäæåííÿ (2) ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 8.18. �

Íàñëiäîê 8.20. Ïðèïóñòèìî, ùî D-âèðàç ¹ êâàçiðåãóëÿðíèì. Íåõàé c ∈ I é Yc(t) � [H, H]-

çíà÷íèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ l[y] = 0, òàêèé ùî Yc(c) = IH. Òîäi:

(1) Ðiâíîñòi

Γby := lim
t→b

Y−1
c (t)y(t) = lim

t→b
(−JηY∗

c (t)Jηy(t)), y ∈ domLmax (8.61)

Γay := lim
t→a

Y−1
c (t)y(t) = lim

t→a
(−JηY∗

c (t)Jηy(t)), y ∈ domLmax (8.62)
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êîðåêòíî çàäàþòü îïåðàòîðè Γa : domLmax → H òà Γb : domLmax → H.
(2) Íåõàé

Γa = (Γ0a, Γ1a)
⊤ : domLmax → H⊕H, Γb = (Γ0b, Γ1b)

⊤ : domLmax → H⊕H (8.63)

� áëî÷íi çîáðàæåííÿ îïåðàòîðiâ Γa òà Γb ó âèïàäêó HD-âèðàçó i

Γa = (Γ0a, Γ̂a, Γ1a)
⊤ : domLmax → H⊕ Ĥ ⊕H (8.64)

Γb = (Γ0b, Γ̂b, Γ1b)
⊤ : domLmax → H⊕ Ĥ ⊕H (8.65)

� áëî÷íi çîáðàæåííÿ òèõ ñàìèõ îïåðàòîðiâ ó âèïàäêó SD-âèðàçó. Ïîêëàäåìî

Γ′
0y = (−Γ1ay)⊕ Γ0by (∈ H⊕H), Γ′

1y = Γ0ay ⊕ (−Γ1by) (∈ H⊕H), y ∈ domLmax (8.66)

ó âèïàäêó HD-âèðàçó i

Γ′
0y = (−Γ1ay)⊕ iδ(Γ̂ay − Γ̂by)⊕ Γ0by (∈ H⊕ Ĥ ⊕H) (8.67)

Γ′
1y = Γ0ay ⊕ 1

2
(Γ̂ay + Γ̂by)⊕ (−Γ1by) (∈ H⊕ Ĥ ⊕H), y ∈ domLmax (8.68)

ó âèïàäêó SD-âèðàçó. Òîäi:

(a) ñïðàâåäëèâèì ¹ òâåðäæåííÿ (1) íàñëiäêó 8.19 ç îïåðàòîðàìè Γ′
0 òà Γ′

1 âèãëÿäó (8.66) ó

âèïàäêó HD-âèðàçó i (8.67), (8.68) ó âèïàäêó SD-âèðàçó.

(b) ðîçäiëåíi ñàìîñïðÿæåíi ãðàíè÷íi óìîâè iñíóþòü ëèøå äëÿ HD-âèðàçiâ. Öi óìîâè çàäàþòüñÿ

ôîðìóëîþ (8.56), äå Γja òà Γjb, j ∈ {0, 1}, âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè (8.61) - (8.63) i {Na0, Na1} ∈ C̃(H)

òà {Nb0, Nb1} ∈ C̃(H) � ñàìîñïðÿæåíi îïðàòîðíi ïàðè.

Ä îâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ (1) ¹ íàñëiäêîì çàñòîñóâàííÿ òâåðäæåííÿ 4.28, (1) äî ñèñòåìè (8.30).

Êðiì òîãî, ç òâåðäæåííÿ 4.28, (1) âèïëèâà¹, ùî ñóêóïíiñòü {Ha,Γa;Hb,Γb} ¹ ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì.

Òîìó âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 8.17 òà òåîðåìè 8.18 âiðíèì ¹ òâåðäæåííÿ (2). �

Çàóâàæåííÿ 8.21. Òàê ñàìî, ÿê i â íàñëiäêó 8.20, ðîçäiëåíi ñàìîñïðÿæåíi ãðàíè÷íi óìîâè ïà-

ðàìåòðèçóþòüñÿ â ðîáîòi [71] äëÿ êâàçiðåãóëÿðíèõ ñêàëÿðíèõ âèðàçiâ äðóãîãî ïîðÿäêó òà â ðîáîòi

[34] äëÿ êâàçiðåãóëÿðíèõ äâî÷ëåííèõ ñêàëÿðíèõ âèðàçiâ ïàðíîãî ïîðÿäêó. Íàñëiäîê 8.19 äîâåäåíî

â [42]; êðiì òîãî,â ðîáîòi [45] ìiñòèòüñÿ ïàðàìåòðèçàöiÿ óñiõ ñàìîñïðÿæåíèõ (çîêðåìà, ðîçäiëåíèõ)

ãðàíè÷íèõ óìîâ äëÿ êâàçiðåãóëÿðíèõ HD-âèðàçiâ ó òîìó æ ñàìîìó âèãëÿäi, ùî i â íàñëiäêó 8.20.

Âiäçíà÷èìî, ùî â [42, 45, 113] ðîçãëÿäàþòüñÿ äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè ç [H]-çíà÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè

(dimH ≤ ∞).

8.3. m-ôóíêöi¨ òà ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ äëÿ HD-âèðàçiâ

8.3.1. m-ôóíêöi¨ äëÿ HD-âèðàçiâ

Ïðèïóñòèìî, ùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ HD-âèðàçó (8.1) àáî (8.12). Òîäi âíàñëiäîê çàóâà-

æåííÿ 3.45, çàñòîñîâàíîãî äî ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè (8.30), ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

km+ ν0 ≤ n±(Lmin) ≤ ηm, (8.69)
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äå ν0 âèçíà÷åíî â (8.31). Êðiì òîãî, nl+ = nl−(= η); òîìó εa = 0 i ñïðàâåäëèâà åêâiâàëåíòíiñòü

n+(Lmin) ≥ n−(Lmin) ⇐⇒ εb ≥ 0.

Ïðèïóñòèìî, äàëi, ùî n+(Lmin) ≥ n−(Lmin). Íåõàé Hb, Ĥb � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè i

Γb =


Γ0b

Γ̂b

Γ1b

 : domLmax → Hb ⊕ Ĥb ⊕Hb (8.70)

� ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð, ùî çàäîâiëüíÿ¹ òîòîæíîñòi

[y, z]b = i(Γ̂by, Γ̂bz)− (Γ1by,Γ0bz) + (Γ0by,Γ1bz), y, z ∈ domLmax. (8.71)

Ïîêëàäåìî

H̃b = Hb ⊕ Ĥb, Γ̃0b = (Γ0b, Γ̂b)
⊤ : domLmax → Hb ⊕ Ĥb, (8.72)

òàê ùî îïåðàòîð Γb äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

Γb =

(
Γ̃0b

Γ1b

)
: domLmax → H̃b ⊕Hb. (8.73)

Îçíà÷åííÿ 8.22. Ñóêóïíiñòü {H̃b,Hb,Γb}, â ÿêié Γb � îïåðàòîð (8.73), íàçèâà¹òüñÿ b-ãðàíè÷íèì

êîìïëåêñîì äëÿ HD-âèðàçó.

Çàóâàæåííÿ 8.23. Ó âèïàäêó n+(Lmin) = n−(Lmin) (i òiëüêè â öüîìó âèïàäêó) b-ãðàíè÷íèì

êîìïëåêñîì ¹ ñóêóïíiñòü {Hb,Γb}, â ÿêié Hb � ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið i

Γb =

(
Γ0b

Γ1b

)
: domLmax → Hb ⊕Hb (8.74)

� ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð, ùî çàäîâiëüíÿ¹ äðóãié òîòîæíîñòi â (3.77).

Íàäàëi â ìåæàõ öüîãî ïóíêòó ââàæàþòüñÿ âèêîíàíèìè òàêi ïðèïóùåííÿ:

(HD1) Êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ HD-âèðàçó (8.1) àáî (8.12) i n+(Lmin) ≥ n−(Lmin).

(HD2) Çàäàíî îïåðàòîð

U = (u1, u2) : H⊕H → H, (8.75)

ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.10) (òóò H � ïðîñòið (8.3) àáî (8.17)).

(HD3) {H̃b,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ (8.73).

Çàóâàæåííÿ 8.24. Âíàñëiäîê çàóâàæåííÿ 8.3 b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ äëÿ HD-âèðàçó ¹ b-ãðàíè÷-

íèì êîìïëåêñîì äëÿ åêâiâàëåíòíî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè (8.30) â ñåíñi îçíà÷åííÿ 3.48. Òîìó óìîâè

(HD1) - (HD3) åêâiàëåíòíi óìîâàì (Ã1)-(Ã3) äëÿ (âèçíà÷åíî¨) ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè (8.30) (äèâ. ï.

5.4.1.).
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Íàäàëi ç îïåðàòîðîì U (8.75) ïîâ'ÿçó¹òüñÿ îïåðàòîð Γ1a : domLmax → H, âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ

Γ1ay = u1y0(a) + u2y1(a), y ∈ domLmax, (8.76)

i îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê φU(·, λ)(∈ [H, H]), λ ∈ C, ðiâíÿííÿ (8.7), âèçíà÷åíèé ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

φφφU(a, λ) =

(
u∗2

−u∗1

)
: H → H⊕H (8.77)

(ó ôîðìóëi (8.76) y0(t) òà y1(t) � ôóíêöi¨ (8.5) àáî (8.21), (8.22)). ßêùî

Ũ =

(
u3 u4

u1 u2

)
: H⊕H → H⊕H (8.78)

� Jη-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ îïåðàòîðà U , òî

ŨφφφU(a, λ) =

(
IH

0

)
: H → H⊕H. (8.79)

Íàäàëi ç Jη-óíiòàðíèì îïåðàòîðîì Ũ âèãëÿäó (8.78) ïîâ'ÿçóþòüñÿ îïåðàòîð Γ0a : domLmax → H,

âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ

Γ0ay = u3y0(a) + u4y1(a), y ∈ domLmax, (8.80)

òà îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ψU(·, λ)(∈ [H, H]), λ ∈ C, ðiâíÿííÿ (8.7), âèçíà÷åíèé ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

Ũψψψ(a, λ) =

(
0

IH

)
: H → H⊕H. (8.81)

Äàëi â öüîìó ïóíêòi íàâîäÿòüñÿ ðåçóëüòàòè äëÿ HD-âèðàçiâ, ÿêi ¹ áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè òâåð-

äæåííÿ 8.2, çàóâàæåííÿ 8.24 òà âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì (äèâ. ïiäðîçäië

5.4.)

Çà ïðèïóùåíü (HD1) - (HD3) âêîðî÷åíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì äëÿ HD-âèðàçó íàçèâà¹òüñÿ

òà æ ñàìà îïåðàòîðíà ïàðà τ̇ ∈ R̃(H̃b,Hb), ùî i â îçíà÷åííi 5.22. ßêùî æ n+(Lmin) = n−(Lmin),

òî H̃b = Hb i âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ̇ ∈ R̃(Hb). Êðiì òîãî, ó öüîìó âèïàäêó ãðàíè÷íèé

ïàðàìåòð τ̇ íàçèâà¹òüñÿ ñàìîñïðÿæåíèì, ÿêùî âií ¹ ñàìîñïðÿæåíîþ ïàðîþ îïåðàòîðiâ (5.179).

Teoðåìà 8.25. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (HD1) - (HD3) τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.113).

Òîäi äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíèé îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê vτ̇ (·, λ) ∈ L2[H, H] ðiâíÿííÿ (8.7), ùî

çàäîâiëüíÿ¹ ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1avτ̇ (λ) = −IH, Ċ0(λ)Γ̃0bvτ̇ (λ) + Ċ1(λ)Γ1bvτ̇ (λ) = 0 (8.82)

Íåõàé çà ïðèïóùåíü (HD1) - (HD3) Ũ � Jη-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (8.78) îïåðàòîðà U i Γ0a � îïå-

ðàòîð (8.80). Ïðèïóñòèìî òàêîæ,ùî τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.113) i vτ̇ (·, λ) ∈ L2[H, H]

� îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8.7), âèçíà÷åíèé â òåîðåìi 8.25.
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Îçíà÷åííÿ 8.26. Îïåðàòîð-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) : C+ → [H], âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

mτ̇ (λ) = Γ0avτ̇ (λ), λ ∈ C+ (8.83)

íàçèâà¹òüñÿ m-ôóíêöi¹þ (ôóíêöi¹þ Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøà) HD-âèðàçó, ùî âiäïîâiäà¹ âêîðî÷åíîìó

ãðàíè÷íîìó ïàðàìåòðó τ̇ . Ó âèïàäêó n+(Lmin) = n−(Lmin) m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·), ùî âiäïîâiäà¹ ñàìî-

ñïðÿæåíîìó âêîðî÷åíîìó ãðàíè÷íîìó ïàðàìåòðó τ̇ , íàçèâà¹òüñÿ êàíîíè÷íîþ.

Çàóâàæåííÿ 8.27. Î÷åâèäíî, ùîm-ôóíêöiÿmτ̇ (·) HD-âèðàçó ¹ òàêîæm-ôóíêöi¹þ åêâiâàëåíò-

íî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè (8.30) â ñåíñi îçíà÷åííÿ 5.41.

Òâåðäæåííÿ 8.28. m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) HD-âèðàçó ¹ ¹äèíîþ [H]-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ, âèçíà÷åíîþ

â C+ i òàêîþ, ùî îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê

vτ̇ (t, λ) := φU(t, λ)mτ̇ (λ)− ψ(t, λ), λ ∈ C+

ðiâíÿííÿ (8.7) íàëåæèòü äî L2[H, H] i çàäîâiëüíÿ¹ äðóãié ãðàíè÷íié óìîâi â (8.82).

Òâåðäæåííÿ 8.29. m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) HD-âèðàçó íàëåæèòü äî êëàñó Ru[H] i çàäîâiëüíÿ¹ íåðâi-

íîñòi

(Imλ)−1 · Immτ̇ (λ) ≥
∫
I
v∗τ̇ (t, λ)vτ̇ (t, λ) dt, λ ∈ C+. (8.84)

Äëÿ êàíîíè÷íî¨ m-ôóíêöi¨ mτ̇ (·) íåðiâíiñòü (8.84) ñòà¹ ðiâíiñòþ.

Òâåðäæåííÿ 8.30. Íåõàé âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ (HD1) - (HD3). Òîäi äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+

iñíó¹ ¹äèíà ïàðà îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ v0(·, λ) ∈ L2[H, H] òà u+(·, λ) ∈ L2[H̃b, H] ðiâíÿííÿ (8.7),

ùî çàäîâiëüíÿþòü ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1av0(λ) = −IH, Γ̃0bv0(λ) = 0, Γ1au+(λ) = 0, Γ̃0bu+(λ) = IH̃b
.

ßêùî, êðiì òîãî, Ũ � J-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (8.78) îïåðàòîðà U i Γ0a � îïåðàòîð (8.80), òî ðiâ-

íiñòü

M+(λ) =

(
m0(λ) M2(λ)

M3(λ) M4(λ)

)
:=

(
Γ0av0(λ) Γ0au+(λ)

−Γ1bv0(λ) −Γ1bu+(λ)

)
: H⊕ H̃b → H⊕Hb, λ ∈ C+, (8.85)

çàäà¹ ãîëîìîðôíó îïåðàòîð-ôóíêöiþ M+(·), ÿêà çáiãàiòüñÿ ç ôóíêöi¹þ Âåéëÿ ðîçäiëåíî¨ ãðàíè÷íî¨

òðiéêè äëÿ Lmax.

Â íàñòóïíié òåîðåìi äà¹òüñÿ ïàðàìåòðèçàöiÿ óñiõ m-ôóíêöié HD-âèðàçó áåçïîñåðåäíüî â òåðìi-

íàõ âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà.

Teoðåìà 8.31. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (HD1) - (HD3) Ũ � Jη-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (8.78) îïåðà-

òîðà U i Γ0a � îïåðàòîð (8.80). Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî M+(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ(8.85). Òîäi äëÿ

m-ôóíêöié HD-âèðàçó (8.1) àáî (8.12) âiðíèìè ¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè 5.44.

Ó âèïàäêó êâàçiðåãóëÿðíîãî HD-âèðàçó ìîæëèâà äåùî iíøà ïàðàìåòðèçàöiÿ óñiõ m-ôóíêöié.

Ñàìå, çàñòîñîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 5.46 òà òåîðåìó 5.50 äî ñèñòåìè (8.30) òà ïðèéìàþ÷è äî óâàãè çà-

óâàæåííÿ 8.27, îòðèìó¹ìî òàêó òåîðåìó.
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Teoðåìà 8.32. Ïðèïóñòèìî,ùî:

1) HD-âèðàç ¹ êâàçiðåãóëÿðíèì i êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ;

2) U -îïåðàòîð (8.75), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.10), i Ũ � Jη-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (8.78) îïåðàòîðà U ;

3) YŨ(t, λ) = (φU(t, λ), ψ(t, λ)), òîáòî YŨ(·, λ)(∈ [H, H]) � îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8.7)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ŨYŨ(a, λ) = IH.

Òîäi:

(1) Ðiâíiñòü

Γby := lim
t↑b

Y−1

Ũ
(t, 0)y(t) = lim

t↑b
(−JηY∗

Ũ
(t, 0)Jηy(t)), y = y(·) ∈ domLmax (8.86)

çàäà¹ îïåðàòîð Γb = (Γ0b,Γ1b)
⊤ : domLmax → H ⊕ H, òàêèé ùî ñóêóïíiñòü {H,Γb} ¹ b-ãðàíè÷íèì

êîìïëåêñîì äëÿ HD-âèðàçó.

(2) Ðiâíiñòü

Ẇ (λ) = lim
t↑b

Y−1

Ũ
(t, 0)YŨ(t, λ) = lim

t↑b
(−JηY∗

Ũ
(t, 0)JηYŨ(t, λ)), λ ∈ C (8.87)

çàäà¹ öiëó îïåðàòîð-ôóíêöiþ Ẇ (λ)(∈ [H]). ßêùî

Ẇ (λ) =

(
ẇ1(λ) ẇ2(λ)

ẇ3(λ) ẇ4(λ)

)
: H⊕H → H⊕H, λ ∈ C (8.88)

� áëî÷íå çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ Ẇ (·), òî

ẇ1(λ) = I + λ

∫
I
ψ∗(t, 0)φU(t, λ) dt, ẇ2(λ) = λ

∫
I
ψ∗(t, 0)ψ(t, λ) dt (8.89)

ẇ3(λ) = −λ
∫
I
φ∗
U(t, 0)φU(t, λ) dt, ẇ4(λ) = I − λ

∫
I
φ∗
U(t, 0)ψ(t, λ) dt. (8.90)

(3) Äëÿ êîæíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà

τ̇ = τ̇(λ) = {Ċ0(λ), Ċ1(λ)} ∈ R̃(H), λ ∈ C \ R (8.91)

âiäïîâiäíà m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ (5.217). ßêùî

τ̇ = {Ċ0, Ċ1} ∈ R̃0(H).

� ñàìîñïðÿæåíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð, òî âíàñëiäîê (5.217) âiäïîâiäíà êàíîíè÷íà m-ôóíêöiöÿ mτ̇ (·)
äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

mτ̇ (λ) = (Ċ0ẇ1(λ) + Ċ1ẇ3(λ))
−1(Ċ0ẇ2(λ) + Ċ1ẇ4(λ)), λ ∈ C+. (8.92)

Çàóâàæåííÿ 8.33. Ó âèïàäêó ðåãóëÿðíîãî âèðàçó òâåðäæåííÿ (3) òåîðåìà 8.32 ¹ âiðíîþ òàêîæ

i ç ìàòðèöåþ ìîíîäðîìi¨ Ẇ (λ) = YŨ(b, λ).
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8.3.2. Ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ äëÿ HD-âèðàçiâ

Ïðèïóñòèìî, ùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ HD-âèðàçó. Íåõàé U � îïåðàòîð (8.75), ùî çà-

äîâiëüíÿ¹ (5.10), é φU(·, λ)(∈ [H, H]) � îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8.7) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

(8.77). Òîäi êîæíié ôóíêöi¨ f ∈ H′ âiäïîâiäà¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f̂0(·) : R → H, çàäàíà ðiâíiñòþ

f̂0(s) =

∫
I
φ∗
U(t, s)f(t) dt. (8.93)

Îçíà÷åííÿ 8.34. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó σ(·) : R → [H] íàçèâà¹òüñÿ âêîðî÷åíîþ ñïåêòðàëüíîþ

ôóíêöi¹þ HD-âèðàçó (âiäíîñíî îïåðàòîðíîãî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)), ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f(·) ∈ H′

ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ f̂0 ∈ L2(σ;H) i âiðíîþ ¹ ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ ||f̂0||L2(σ;H) = ||f ||H.

Òâåðäæåííÿ 8.35. Ïðèïóñòèìî, ùî σ(·) � âêîðî÷åíà ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ HD-âèðàçó. Òîäi:

(1) Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f(·) ∈ H iíòåãðàë â (8.93) çáiãà¹òüñÿ çà íàïiâíîðìîþ â L2(σ;H) äî

ôóíêöi¨ f̂0(·) ∈ L2(σ;H), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi âiäíîñíî öi¹¨

íàïiâíîðìè.

(1) Ðiâíiñòü V f = πσf̂0, f ∈ H, çàäà¹ içîìåòðiþ V = Vσ ∈ [H, L2(σ;H)]

Ôåíêöiÿ f̂0(·), âèçíà÷åíà â òâåðäæåííi 8.35, íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f(·) ∈ H.

Çàóâàæåííÿ 8.36. Âíàñëiäîê (8.27) òà äðóãî¨ ðiâíîñòi â (8.29) ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ (8.93) ìîæíà

çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

f̂0(s) =

∫
I
φφφ∗

U(t, s)∆η(t)ḟ(t) dt. (8.94)

Çâiäñè òà ç òâåðäæåííÿ 8.2,(3) âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà âêîðî÷åíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié HD-âèðàçó

(âiäíîñíî φU(·, λ)) çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ âêîðî÷åíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié åêâiâàëåíòíî¨ ñèñòåìè

(8.30) (âiäíîñíî φφφU(·, λ)).

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì çàóâàæåííÿ 8.36 òà òâåðäæåííÿ 6.27.

Òâåðäæåííÿ 8.37. ßêùî σ(·) � âêîðî÷åíà ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ HD-âèðàçó, òî äëÿ êîæíî¨

ôóíêööi¨ f(·) ∈ H çâîðîòíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (6.48), â ÿêié iíòåãðàë çái-

ãà¹òüñÿ çà íîðìîþ â H.

Ó íàñòóïíié òåîðåìi äà¹òüñÿ ïàðàìåòðèçàöiÿ âñiõ âêîðî÷åíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié HD-âèðàçó

áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ ãðàíè÷íèõ óìîâ.

Teoðåìà 8.38. Íåõàé âèêîíàíî óìîâè òåîðåìè 8.31. Òîäi ðiâíîñòi

mτ̇ (λ) = m0(λ) +M2(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M4(λ))
−1Ċ1(λ)M3(λ), λ ∈ C+ (8.95)

στ̇ (s) = lim
δ→+0

lim
ε→+0

1

π

∫ s−δ

−δ

Immτ̇ (u+ iε) du (8.96)

çàäàþòü ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà âêîðî÷åíèìè ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ̇ âèãëÿäó

(5.113) i óñiìà âêîðî÷åíèìè ñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè σ(·) = στ̇ (·) HD-âèðàçó (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó

φU(·, λ)).
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Ä îâåäåííÿ. Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìè 6.64, 6.59 òà òâåðäæåííÿ 6.62 äî ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè (8.30)

òà ïðèéìàþ÷è äî óâàãè çàóâàæåííÿ 8.36, îòðèìó¹ìî ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ. �
Ó âèïàäêó êâàçiðåãóëÿðíîãî HD-âèðàçó ïàðàìåòðèçàöiþ (8.95), (8.96) óñiõ âêîðî÷åíèõ ñïåêòðàëüíèõ

ôóíêöié ìîæíà çîáðàçèòè ó äåùî iíøîìó âèãëÿäi. Ñàìå, ç òåîðåì 8.32 òà 8.38 âèïëèâà¹ òàêà

Teoðåìà 8.39. Íåõàé çà óìîâ òåîðåìè 8.32 Ẇ (·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (8.87) ç áëî÷íèì çîáðà-

æåííÿì (8.88). Òîäi ðiâíiñòü

mτ̇ (λ) = (Ċ0(λ)ẇ1(λ) + Ċ1(λ)ẇ3(λ))
−1(Ċ0(λ)ẇ2(λ) + Ċ1(λ)ẇ4(λ)), λ ∈ C+ (8.97)

ñóìiñíî ç ôîðìóëîþ îáåðíåííÿ Ñòiëüòü¹ñà (8.96) çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà âêîðî-

÷åíèìè ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ̇ âèãëÿäó (8.91) i óñiìà âêîðî÷åíèìè ñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè

σ(·) = στ̇ (·) HD-âèðàçó (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)).

Teoðåìà 8.40. Íåõàé âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ (HD1) òà (HD2) ïóíêòó 8.3.1.. Òîäi:

(1) Ðiâíiñòü

domL = {y ∈ domLmax : u1y0(a) + u2y1(a)(= Γ1ay) = 0 òà [y, z]b = 0, z ∈ domLmax} (8.98)

çàäà¹ ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð L ∈ ExtLmin
, òàêèé ùî iñíó¹ ái¹êòèâíà âiäïîâiäíiñòü σ(·) = σL̃(·)

ìiæ óñiìà ðîçøèðåííÿìè L̃ ∈ S̃elf(L) îïåðàòîðà L i óñiìà âêîðî÷åíèìè ñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè

σ(·) HD-âèðàçó (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)). Öÿ âiäïîâiäíiñòü çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6.61), â ÿêié

F (·) � ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ îïåðàòîðà L, ïîðîäæåíà ðîçøèðåííÿì L̃. Êðiì òîãî, îïåðàòîðè L̃ òà

îïåðàòîð ìíîæåííÿ Λσ
L̃
â ïðîñòîði L2(σL̃;H) óíiòàðíî åêâiâàëåíòíè.

(2) Êðàòíiñòü ñïåêòðà êîæíîãî ðîçøèðåííÿ L̃ ∈ S̃elf(L) íå ïåðåâèùó¹ s, äå s = k äëÿ ñêàëÿðíîãî

âèðàçó (8.1) i s = km+ ν0(= dimH) äëÿ äîâiëüíîãî HD-âèðàçó (òóò ν0 âèçíà÷åíî â (8.31)).

Ä îâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ (1) âèïëèâà¹ iç çàóâàæåííÿ 8.36 òà òåîðåì 6.64, 6.60. Òâåðäæåííÿ (2) ¹

íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ (1). �
Iç çàóâàæåííÿ 8.36 òà íàñëiäêó 6.61 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 8.41. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (HD1) - (HD3) ïóíêòó 8.3.1. τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé

ïàðàìåòð, σ(·) = στ̇ (·) � âêîðî÷åíà ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ HD-âèðàçó i Vσ ∈ [H, L2(σ;H)] � âiäïî-

âiäíå ïåðòâîðåííÿ Ôóð'¹. Çà öèõ ïðèïóùåíü Vσ ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

n+(Lmin) = n−(Lmin) i τ̇ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì âêîðî÷åíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì (5.179). ßêùî öÿ

óìîâà âèêîíàíà, òî îïåðàòîð L̃τ̇ ∈ Self(L), âèçíà÷åíèé ðîçäiëåíèìè ñàìîñïðÿæåíèìè ãðàíè÷íèìè

óìîâàìè

dom L̃τ̇ = {y ∈ domLmax : u1y0(a) + u2y1(a) = 0, Ċ0Γ0by + Ċ1Γ1by = 0}, (8.99)

¹ óíiòàðíî åêâiâàëåíòíèì îïåðàòîðó ìíîæåííÿ Λσ çà äîïîìîãè Vσ.

Çàóâàæåííÿ 8.42. ßêùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ HD-âèðàçó, òî âíàñëiäîê (8.69)

ìiíiìàëüíî ìîæëèâèìè iíäåêñàìè äåôåêòó îïðåòîðà Lmin ¹

n+(Lmin) = km+ ν0, n−(Lmin) = km+ ν0,
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äå ν0 âèçíà÷åíî â (8.31). Ó âèïàäêó HD-âèðàçiâ ç ìiíiìàëüíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó n±(Lmin) ïîïå-

ðåäíi ðåçóëüòàòè iñòîòíî ñïðîùóþòüñÿ. Ñàìå, çà äîïîìîãè òâåðäæåííÿ 8.2 íåâàæêî ïåðåíåñòè íà òàêi

âèðàçè ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â ï. 6.5.3. äëÿ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì.

Çàóâàæåííÿ 8.43. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó ïàðíîãî ïîðÿäêó (8.1)

n+(Lmin) = n−(Lmin), τ̇ � ñàìîñïðÿæåíèé âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.179) i L̃τ̇ ∈ Self(L) �

ðîçøèðåííÿ (8.99). Òîäi âíàñëiäîê òåîðåìè 5.35 ðåçîëüâåíòà (L̃τ̇ − λ)−1 äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

((L̃τ̇ − λ)−1f)(x) =

∫
I
Gτ̇ (x, t, λ)f(t) dt, f(·) ∈ H, λ ∈ C+

ç ôóíêöi¹þ ÃðiíàGτ̇ (x, t, λ) âèãëÿäó (5.168). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ âèðàçó ïàðíîãî ïîðÿäêó ç ðiâíè-

ìè iíäåêñàìè äåôåêòó ìiíiìàëüíîãî îïåðàòîðà êàíîíè÷íà m-ôóíêöiÿ m(·) = mτ̇ (·) â ñåíñi îçíà÷åííÿ
8.26 çáiãà¹òüñÿ ç êëàñè÷íîþ ôóíêöi¹þ Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøà (àáî õàðàêòåðèñòè÷íîþ ìàòðèöåþ, äèâ., íà-

ïðèêëàä, [40]). Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî äëÿ êâàçiðåãóëÿðíîãî HD-âèðàçó ç [H]-çíà÷íèìè (dimH ≤ ∞)

êîåôiöi¹íòàìè îçíà÷åííÿ êàíîíè÷íî¨ m-ôóíêöi¨ (õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi) ó âèãëÿäi, åêâiâàëåíò-

íîìó îçíà÷åííþ 8.26, ìiñòèòüñÿ â ðîáîòi [45] (äèâ. òàêîæ [113]).

Çàóâàæåííÿ 8.44. Äëÿ êâàçiðåãóëÿðíèõ âèðàçiâ Øòóðìà - Ëióâiëëÿ l[y] = −y′′+ q(t)y íà ïiâîñi
R+ ç îïåðàòîðíèì [H]-çíà÷íèì ïîòåíöiàëîì q(·) ïàðàìåòðèçàöiþ âñiõ m-ôóíêöié ó âèãëÿäi (5.217)

îòðèìàíî â ðîáîòi [12]. Â öié ðîáîòi êîåôiöi¹íòè ẇj(λ) âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (8.89), (8.90). Äëÿ

êàíîíè÷íèõ m-ôóíêöié òåîðåìó 8.32 (çà âèíÿòêîì ôîðìóë (8.89) òà (8.90)) äîâåäåíî â ðîáîòi [71]

ó âèïàäêó ñêàëÿðíîãî êâàçiðåãóëÿðíîãî âèðàçó Øòóðìà - Ëióâiëëÿ òà â ðîáîòi [45] ó âèïàäêó êâà-

çiðåãóëÿðíîãî HD-âèðàçó ç [H]-çíà÷íèìè (dimH ≤ ∞) êîåôiöi¹íòàìè. Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî (íåîáîâ'ÿçêîâî êâàçiðåãóëÿðíîãî) âèðàçó ïàðíîãî ïîðÿäêó ç [H]-çíà÷íèìè (dimH ≤ ∞)

êîåôiöi¹íòàìè òåîðåìó 8.31 äîâåäåíî â [36] (äèâ. òàêîæ [103]).

Çàóâàæåííÿ 8.45. Íàãàäà¹ìî, ùî âêîðî÷åíà ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ σ(·) íàçèâà¹òüñÿ îðòîãî-

íàëüíîþ, ÿêùî âiäïîâiäíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ Vσ ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì. Òîé ôàêò, ùî êàíîíè÷íà

m-ôóíêöiÿ (õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ) m(·) âèðàçó ïàðíîãî ïîðÿäêó (8.1) ïîðîäæó¹ çà ôîðìóëîþ

(8.96) îðòîãîíàëüíó âêîðî÷åíó ñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ σ(·), ¹ äîáðå âiäîìèì êëàñè÷íèì ðåçóëüòàòîì

(äèâ., íàïðèêëàä, [40]). Ïîðó÷ ç òèì ç òåîðåìè 8.38 òà íàñëiäêó 8.41 âèïëèâà¹, ùî â òàêèé ñïîñiá

(òîáòî çà äîïîìîãè êàíîíè÷íèõ m-ôóíêöié) âè÷åðïóþòüñÿ óñi îðòîãîíàëüíi âêîðî÷åíi ñïåêòðàëüíi

ôóíêöi¨ âèðàçó (8.1) (i íàâiòü HD-âèðàçó íåïàðíîãî ïîðÿäêó (8.12)).

8.4. m-ôóíêöi¨ òà ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ äëÿ SD-âèðàçiâ

8.4.1. m-ôóíêöi¨ äëÿ SD-âèðàçiâ

Ïðèïóñòèìî, ùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ SD-âèðàçó (8.12). Òîäi âíàñëiäîê çàóâàæåííÿ

3.45, çàñòîñîâàíîãî äî ñèñòåìè (8.30), ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi (äèâ. òàêîæ [82])

km+ ν0− ≤ n+(Lmin) ≤ (2k + 1)m, km+ ν0+ ≤ n−(Lmin) ≤ (2k + 1)m. (8.100)

Çîêðåìà, äëÿ ñêàëÿðíîãî SD-âèðàçó (òîáòî, äëÿ ñêàëÿðíîãî âèðàçó íåïàðíîãî ïîðÿäêó) ñïiââiäíî-

øåííÿ (8.100) ïðèéìàþòü òàêèé âèãëÿä:
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ÿêùî q0(t) > 0, òî

k ≤ n+(Lmin) ≤ 2k + 1, k + 1 ≤ n−(Lmin) ≤ 2k + 1; (8.101)

ÿêùî q0(t) < 0, òî

k + 1 ≤ n+(Lmin) ≤ 2k + 1, k ≤ n−(Lmin) ≤ 2k + 1; (8.102)

Íåõàé H ′ òà Ĥ � ïðîñòîðè, âèçíà÷åíi â (8.15), H � ïðîñòið (8.17) i

U =

(
u1 u2 u3

u4 u5 u6

)
: H⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸

H

→ Ĥ ⊕H (8.103)

� îïåðàòîð, ùî çàäîâiëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿì (5.2) - (5.4). Íàäàëi ç òàêèì îïåðàòîðîì ïîâ'ÿçóþòüñÿ

îïåðàòîðè Γ̂a : domLmax → Ĥ òà Γ1a : domLmax → H, âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè

Γ̂ay = u1y0(a) + u2Q̂(a)y
(k)(a) + u3y1(a) (8.104)

Γ1ay = u4y0(a) + u5Q̂(a)y
(k)(a) + u6y1(a), y ∈ domLmax, (8.105)

òà îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê φU(·, λ)(∈ [H0, H]), λ ∈ C, ðiâíÿííÿ (8.7), âèçíà÷åíèé ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

φφφU(a, λ) =


u∗6 iδu∗3

−iδu∗5 u∗2

−u∗4 −iδu∗1

 : H⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

→ H⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

. (8.106)

(â ôîðìóëàõ (8.104), (8.105) y0(t) òà y1(t) � ôóíêöi¨ (8.21) òà (8.22)). ßêùî

Ũ =


u7 u8 u9

u1 u2 u3

u4 u5 u6

 : H⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

→ H⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

(8.107)

� Jη-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ îïåðàòîðà U , òî

ŨφφφU(a, λ) =


IH 0

0 IĤ

0 0

 : H⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

→ H⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

. (8.108)

Íàäàëi ç Jη-óíiòàðíèì îïåðàòîðîì Ũ (8.107) ïîâ'çó¹òüñÿ îïåðàòîð Γ0a : domLmax → H, âèçíà÷åíèé

ðiâíiñòþ

Γ0ay = u7y0(a) + u8Q̂(a)y
(k)(a) + u9y1(a), y ∈ domLmax, (8.109)

òà îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê χ(·, λ)(∈ [H0, H]), λ ∈ C, ðiâíÿííÿ (8.7), âèçíà÷åíèé ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

Ũχχχ(a, λ) =


0 0

0 i
2
δIĤ

IH 0

 : H⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

→ H⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

. (8.110)

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 5.4, çàñòîñîâàíîãî äî ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè (8.30).
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Òâåðäæåííÿ 8.46. Ïðèïóñòèìî, ùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ SD-âèðàçó. Íåõàé U �

îïåðàòîð (8.103), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.2) � (5.4), i Γ̂a òà Γ1a � îïåðàòîðè (8.104), (8.105). Òîäi ðiâíîñòi

domL = {y ∈ domLmax : Γ1ay = Γ̂ay = 0 òà [y, z]b = 0, z ∈ domLmax} (8.111)

òà L = Lmax � domL çàäàþòü ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð L ∈ ExtLmin
.

SD-âèðàçè ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a i n+(Lmin) ≥ n−(Lmin) âè÷åðïóþòüñÿ íàñòóïíèìè

âèïàäêàìè àä1 - àä3, ÿêi åêâiâàëåíòíi âiäïîâiäíî âèïàäêàì à1 - à3 äëÿ ñèñòåìè (8.30) (äèâ. ï. 3.4.3.):

Âèïàäîê àä1 δ = 1 i n+(Lmin) ≥ n−(Lmin)

Âèïàäîê àä2 δ = −1 i n+(Lmin)− n−(Lmin) ≥ ν̂

Âèïàäîê àä3 δ = −1 i 0 ≤ n+(Lmin)− n−(Lmin) ≤ ν̂

Äàëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ëèøå SD-âèðàçè, äëÿ ÿêèõ ìà¹ ìiñöå âèïàäîê àä1 àáî àä2.

Çàóâàæåííÿ 8.47. Äëÿ ñêàëÿðíîãî âèðàçó íåïàðíîãî ïîðÿäêó ν̂ = 1 i òîìó âèïàäîê àä3 âiäðiç-

íÿ¹òüñÿ âiä âèïàäêó àä2 ëèøå çà óìîâ δ = −1 i n+(Lmin) = n−(Lmin). Àëå çà öèõ óìîâ ïåðåõiä äî

ïðîòèëåæíîãî âèðàçó ïðèçâîäèòü äî âèïàäêó àä1. Òàêèì ÷èíîì, ñêàëiðíi SD-âèðàçè ç n+(Lmin) ≥
n−(Lmin) âè÷åðïóþòüñÿ ôàêòè÷íî âèïàäêàìè àä1 òà àä2.

Íåõàé Hb, Ĥb � ñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè i Γb � ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð (8.70), ùî

çàäîâiëüíÿ¹ òîòîæíîñòi (8.71).

Ó âèïàäêó àä1 áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ââàæà¹ìî, ùî Ĥ ⊂ Ĥb. Çà äîïîìîãè ôîðìóë (3.127) -

(3.129) (ç domLmax çàìiñòü dom Tmax) áóäóþòüñÿ ïðîñòið H̃b òà îïåðàòîðè Γ̃0b, Γ̂
′
b, òàêi ùî îïåðàòîð

Γb äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

Γb = (Γ̃0b, Γ̂
′
b,Γ1b)

⊤ : domLmax → H̃b ⊕ Ĥ ⊕Hb. (8.112)

Îçíà÷åííÿ 8.48. Ñóêóïíiñòü {H̃b,Hb,Γb}, â ÿêié Γb � îïåðàòîð (8.112), íàçèâà¹òüñÿ b-ãðàíè÷íèì

êîìïëåêñîì òèïó 1 äëÿ SD-âèðàçó.

Ó âèïàäêó àä2 íåõàé H̃b òà Γ̃0b � ïðîñòið òà îïåðàòîð, âèçíà÷åíi â (8.72), òàê ùî îïåðàòîð Γb

äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ (8.73).

Îçíà÷åííÿ 8.49. Ñóêóïíiñòü {H̃b,Hb,Γb}, â ÿêié Γ̃b � îïåðàòîð (8.73), íàçèâà¹òüñÿ b-ãðàíè÷íèì

êîìïëåêñîì òèïó 2 äëÿ SD-âèðàçó.

Çàóâàæåííÿ 8.50. Âíàñëiäîê çàóâàæåííÿ 8.3 b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ òèïó 1 àáî 2 äëÿ SD-âèðàçó

¹ âiäïîâiäíî b-ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì òèïó 1 àáî 2 äëÿ åêâiâàëåíòíî¹ ñèñòåìè (8.30) ó ñåíñi îçíà÷åíü

3.33 òà 3.35.

Äàëi äëÿ SD-âèðàçiâ íàâîäÿòüñÿ ðåçóëüòàòè, ÿêi ¹ áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè òâåðäæåííÿ 8.2,

çàóâàæåííÿ 8.50 òà âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì (äèâ. ïiäðîçäiëè 5.2. òà 5.3.).

Ïðèïóñòèìî, ùî:

(SD1) Êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ SD-âèðàçó (8.12), δ = 1 i n+(Lmin) ≥ n−(Lmin) (òîáòî

ìà¹ ìiñöå âèïàäîê àä1).

(SD2) U � îïåðàòîð (8.103), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.2) - (5.4).

(SD3) {H̃b,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ òèïó 1 (8.112).
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Çàóâàæåííÿ 8.51. Âíàñëiäîê çàóâàæåííÿ 8.50 óìîâè (SD1) - (SD3) åêâiâàëåíòíi óìîâàì 1) - 3)

òâåðäæåííÿ 5.5 äëÿ ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè (8.30).

Íåõàé Ḣ0 òà Ḣ1 � ïðîñòîðè (5.23). Òîäi âêîðî÷åíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì äëÿ SD-âèðàçó íàçè-

âà¹òüñÿ òà æ ñàìà îïåðàòîðíà ïàðà τ̇ ∈ R̃(Ḣ0, Ḣ1), ùî i â îçíà÷åííi 5.6. ßêùî n+(Lmin) = n−(Lmin),

òî Ḣ0 = Ḣ1 := Ḣ i τ̇ ∈ R̃(Ḣ). Ó öüîìó âèïàäêó âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ̇ íàçèâà¹òüñÿ

ñàìîñïðÿæåíèì, ÿêùî âií ¹ ñàìîñïðÿæåíîþ ïàðîþ îïåðàòîðiâ (5.33), (5.34).

Teoðåìà 8.52. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (SD1) - (SD3) Ḣ0 òà Ḣ1 � ïðîñòîðè (5.23) i τ̇ � âêîðî-

÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.31), (5.32). Òîäi äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíà ïàðà îïåðàòîðíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ξτ̇ (·, λ) ∈ L2[H, H] òà ξ̂τ̇ (·, λ) ∈ L2[Ĥ,H] ðiâíÿííÿ (8.7), ùî çàäîâiëüíÿþòü ãðàíè÷íèì

óìîâàì Γ1aξτ̇ (λ) = −IH òà (5.43) - (5.45).

Íåõàé çà ïðèïóùåíü (SD1) - (SD3) Ũ � Jη-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (8.107) îïåðàòîðà U i Γ0a �

îïåðàòîð (8.109). Êðiì òîãî, íåõàé τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.31), (5.32) i ξτ̇ (·, λ) òà
ξ̂τ̇ (·, λ) � îïåðàòîðíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (8.7), âèçíà÷åíi â òåîðåìi 8.52.

Îçíà÷åííÿ 8.53. Îïåðàòîð-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) : C+ → [H0], âèçíà÷åíà ðiâíîñòþ

mτ̇ (λ) =

(
mτ̇1(λ) mτ̇2(λ)

mτ̇3(λ) mτ̇4(λ)

)
:=

(
Γ0aξτ̇ (λ) Γ0aξ̂τ̇ (λ)

Γ̂aξτ̇ (λ) Γ̂aξ̂τ̇ (λ) +
i
2
IĤ

)
: H⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸

H0

→ H⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

, λ ∈ C+, (8.113)

íàçèâà¹òüñÿ m-ôóíêöi¹þ SD-âèðàçó (8.12) (ó âèïàäêó àä1), ùî âiäïîâiäà¹ âêîðî÷åíîìó ãðàíè÷íîìó

ïàðàìåòðó τ̇ . ßêùî n+(Lmin) = n−(Lmin) i τ̇ � ñàìîñïðÿæåíèé âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð, òî

âiäïîâiäíà m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) íàçèâà¹òüñÿ êàíîíè÷íîþ.

Çàóâàæåííÿ 8.54. Î÷åâèäíî, ùî m-ôóíêöiÿ SD-âèðàçó ó âèïàäêó àä1 ¹ òàêîæ m-ôóíêöi¹þ

åêâiâàëåíòíî¨ ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè (8.30) ó âèïàäêó à1 (äèâ. îçíà÷åííÿ 5.11).

Òâåðäæåííÿ 8.55. m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) SD-âèðàçó (ó âèïàäêó àä1) ¹ ¹äèíîþ [H0]-çíà÷íîþ ôóíê-

öi¹þ, âèçíà÷åíîþ â C+ i òàêîþ, ùî îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê

vτ̇ (t, λ) := φU(t, λ)mτ̇ (λ)− χ(t, λ), λ ∈ C+

ðiâíÿííÿ (8.7) íàëåæèòü äî L2[H0, H] i êîìïîíåíòè ξτ̇ (·, λ) òà ξ̂τ̇ (·, λ) áëî÷íîãî çîáðàæåííÿ

vτ̇ (t, λ) = (ξτ̇ (t, λ), ξ̂τ̇ (t, λ)) : H⊕ Ĥ → H, λ ∈ C+

çàäîâiëüíÿþòü ãðàíè÷íèì óìîâàì (5.43) òà (5.45). Êðiì òîãî, mτ̇ (·) ∈ R[H0] i ñïðàâåäëèâà íåðiâ-

íiñòü (8.84), ÿêà ó âèïàäêó êàíîíè÷íî¨ m-ôóíêöi¨ ñòà¹ ðiâíiñòþ.

Òâåðäæåííÿ 8.56. Íåõàé âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ (SD1) - (SD3). Òîäi äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹

¹äèíà òðiéêà îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξ0(·, λ) ∈ L2[H, H], ξ̂0(·, λ) ∈ L2[Ĥ,H] òà u+(·, λ) ∈ L2[H̃b, H]

ðiâíÿííÿ (8.7), ùî çàäîâiëüíÿþòü ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1aξ0(λ) = −IH, Γ̂aξ0(λ) = Γ̂′
bξ0(λ), Γ̃0bξ0(λ) = 0

Γ1aξ̂0(λ) = 0, i(Γ̂a − Γ̂′
b)ξ̂0(λ) = IĤ , Γ̃0bξ̂0(λ) = 0

Γ1au+(λ) = 0, Γ̂au+(λ) = Γ̂′
bu+(λ), Γ̃0bu+(λ) = IH̃b

.
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ßêùî, êðiì òîãî, Ũ � Jη-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (8.107) îïåðàòîðà U i Γ0a � îïåðàòîð (8.109), òî

áëî÷íå çîáðàæåííÿ

M+(λ) =


M11(λ) M12(λ) M13(λ)

M21(λ) M22(λ) M23(λ)

M31(λ) M32(λ) M33(λ)

 : H⊕ Ĥ ⊕ H̃b → H⊕ Ĥ ⊕Hb, λ ∈ C+ (8.114)

ç åëåìåíòàìè Mij(λ), âèçíà÷åíèìè â (4.35) - (4.37), çàäà¹ ãîëîìîðôíó îïåðàòîð-ôóíêöiþ M+(·), ÿêà
çáiãàiòüñÿ ç ôóíêöi¹þ Âåéëÿ ðîçäiëåíî¨ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè äëÿ Lmax.

Ó íàñòóïíîié òåîðåìi äà¹òüñÿ ïàðàìåòðèçàöiÿ óñiõ m-ôóíêöié SD-âèðàçó (ó âèïàäêó àä1), àíà-

ëîãi÷íà ïàðàìåòðèçàöi¨ m-ôóíêöié HD-âèðàçó â òåîðåìi 8.31.

Teoðåìà 8.57. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (SD1) - (SD3) Ũ � Jη-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (8.107) îïå-

ðàòîðà U i Γ0a � îïåðàòîð (8.109). Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî M+(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (8.114) i

m0(·), M1+(·), M2+(·) òà M3+(·) � îïåðàòîð-ôóíêöi¨, çàäàíi ðiâíîñòÿìè (5.66)-(5.69) (ç H çàìiñòü

H). Òîäi äëÿ m-ôóíêöié mτ̇ (·) SD-âèðàçó (8.12) (ó âèïàäêó àä1) âiðíèìè ¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè

5.16.

Ïðèïóñòèìî, äàëi, ùî:

(SD1') Êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ SD-âèðàçó (8.12), δ = −1 i n+(Lmin) − n−(Lmin) ≥ ν̂

(òîáòî ìà¹ ìiñöå âèïàäîê àä2).

(SD2') U � îïåðàòîð (8.103), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.2) - (5.4).

(SD3') {H̃b,Hb,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ òèïó 2 (8.73).

Çàóâàæåííÿ 8.58. Âíàñëiäîê çàóâàæåííÿ 8.50 óìîâè (SD1') - (SD3') åêâiâàëåíòíi óìîâàì 1) -

3) òâåðäæåííÿ 5.21 äëÿ ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè (8.30).

Çà ïðèïóùåíü (SD1') - (SD3') âêîðî÷åíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì äëÿ SD-âèðàçó íàçèâà¹òüñÿ

òà æ ñàìà îïåðàòîðíà ïàðà τ̇ , ùî i â îçíà÷åííi 5.22.

Teoðåìà 8.59. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (SD1') - (SD3') τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.113).

Òîäi äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíà ïàðà îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξτ̇ (·, λ) ∈ L2[H, H] òà ξ̂τ̇ (·, λ) ∈
L2[Ĥ,H] ðiâíÿííÿ (8.7), ùî çàäîâiëüíÿþòü ãðàíè÷íèì óìîâàì Γ1aξτ̇ (λ) = −IH òà (5.142) - (5.144).

Íåõàé çà ïðèïóùåíü (SD1') - (SD3') Ũ � Jη-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (8.107) îïåðàòîðà U i Γ0a �

îïåðàòîð (8.109). Êðiì òîãî, íåõàé τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.113) i ξτ̇ (·, λ) òà ξ̂τ̇ (·, λ) �
îïåðàòîðíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (8.7), âèçíà÷åíi â òåîðåìi 8.59.

Îçíà÷åííÿ 8.60. Îïåðàòîð-ôóíêöiÿ m̃τ̇ (·) : C+ → [H0], âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

m̃τ̇ (λ) =

(
mτ̇ (λ) Nτ̇ (λ)

0 i
2
IĤ

)
:=

(
Γ0aξτ̇ (λ) Γ0aξ̂τ̇ (λ)

0 i
2
IĤ

)
: H⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸

H0

→ H⊕ Ĥ︸ ︷︷ ︸
H0

, λ ∈ C+, (8.115)

íàçèâà¹òüñÿ m-ôóíêöi¹þ SD-âèðàçó (8.12) (ó âèïàäêó àä2), ùî âiäïîâiäà¹ âêîðî÷åíîìó ãðàíè÷íîìó

ïàðàìåòðó τ̇ .



245

Çàóâàæåííÿ 8.61. Î÷åâèäíî, ùî m-ôóíêöiÿ SD-âèðàçó ó âèïàäêó àä2 ¹ òàêîæ m-ôóíêöi¹þ

åêâiâàëåíòíî¨ ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè (8.30) ó âèïàäêó à2 (äèâ. îçíà÷åííÿ 5.27).

Òâåðäæåííÿ 8.62. Äëÿ m-ôóíêöi¨ m̃τ̇ (·) SD-âèðàçó (ó âèïàäêó àä2) ñïðàâåäëèâèì ¹ òâåðäæåí-

íÿ 8.55 iç çàìiíîþ mτ̇ (λ) íà m̃τ̇ (λ) i ãðàíè÷íèõ óìîâ (5.43) òà (5.45) ãðàíè÷íèìè óìîâàìè (5.142)

òà (5.144).

Òâåðäæåííÿ 8.63. Íåõàé âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ (SD1') - (SD3'). Òîäi äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹

¹äèíà òðiéêà îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξ0(·, λ) ∈ L2[H, H], ξ̂0(·, λ) ∈ L2[Ĥ,H] òà u+(·, λ) ∈ L2[H̃b, H]

ðiâíÿííÿ (8.7), ùî çàäîâiëüíÿÿòü ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1aξ0(λ) = −IH, Γ̂aξ0(λ) = 0, Γ̃0bξ0(λ) = 0

Γ1aξ̂0(λ) = 0, Γ̂aξ̂0(λ) = iIĤ , Γ̃0bξ̂0(λ) = 0

Γ1au+(λ) = 0, Γ̂au+(λ) = 0, Γ̃0bu+(λ) = IH̃b
.

ßêùî, êðiì òîãî, Ũ � Jη-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (8.107) îïåðàòîðà U i Γ0a � îïåðàòîð (8.109), òî

áëî÷íå çîáðàæåííÿ

M+(λ) =

(
m0(λ) N0(λ) M2(λ)

M3(λ) N2(λ) M4(λ)

)
: H⊕ Ĥ ⊕ H̃b → H⊕Hb, λ ∈ C+, (8.116)

åëåìåíòè ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (5.135) òà (5.136), çàäà¹ ãîëîìîðôíó îïåðàòîð-ôóíêöiþ

M+(·).

Ó âèïàäêó àä2 àíàëîãîì òåîðåìè 8.57 ¹ íàñòóïíà

Teoðåìà 8.64. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (SD1') - (SD3') Ũ � Jη-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (8.107) îïåðà-

òîðà U i Γ0a � îïåðàòîð (8.109). Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî M+(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (8.116). Òîäi

äëÿ êîæíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ âèãëÿäó (5.113) âiäïîâiäíà m-ôóíêöiÿ m̃τ̇ (·) SD-

âèðàçó (ó âèïàäêó àä2) çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (8.115) ç åëåìåíòàìè mτ̇ (·) òà Nτ̇ (·), ùî äîïóñêàþòü

çîáðàæåííÿ (5.156), (5.157).

8.4.2. Âèïàäîê êâàçiðåãóëÿðíîãî SD-âèðàçó

Íàñòóïíà ëåìà ¹ íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 4.28, (1), çàñòîñîâàíîãî äî ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè (8.30).

Ëåìà 8.65. Ïðèïóñòèìî,ùî:

1) SD-âèðàç ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a ¹ êâàçiðåãóëÿðíèì i δ = 1 (òàê ùî ìà¹ ìiñöå

âèïàäîê àä1);

2) U -îïåðàòîð (8.103), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.2) - (5.4), i Ũ � Jη-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (8.107) îïå-

ðàòîðà U ;

3) YŨ(t, λ)(∈ [H, H]) � îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8.7) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ŨYŨ(a, λ) =

IH.

Òîäi: (1) Ðiâíiñòü (8.86) çàäà¹ îïåðàòîð

Γb = (Γ0b, Γ̂b,Γ1b)
⊤ : domLmax → H⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸

H

, (8.117)
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òàêèé ùî ñóêóïíiñòü {H,H,Γb} ¹ b-ãðàíè÷íèì êîìïëåêñîì òèïó 1 äëÿ SD-âèðàçó.

(2) Ðiâíiñòü

B(λ) = lim
t↑b

Y−1

Ũ
(t, 0)YŨ(t, λ) = lim

t↑b
(−JηY∗

Ũ
(t, 0)JηYŨ(t, λ)), λ ∈ C (8.118)

êîðåêòíî çàäà¹ öiëó îïåðàòîð-ôóíêöiþ B(·) : C → [H].

Ïðèïóñòèìî, äàëi, ùî {H,H,Γb} � b-ãðàíè÷íèé êîìïëåêñ òèïó 1 ç îïåðàòîðîì Γb, âèçíà÷åíèì

ðiâíîñòÿìè (8.86), (8.117). Òîäi Ḣ0 = Ḣ1 =: Ḣ, äå

Ḣ = Ĥ ⊕H,

i âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð τ̇ ìà¹ âèãëÿä

τ̇ = τ̇(λ) = {Ċ0(λ), Ċ1(λ)} ∈ R̃(Ḣ), λ ∈ C \ R, (8.119)

äå Ċj(·) : C \R → [Ḣ,K] � ãîëîìîðôíi îïåðàòîð-ôóíêöi¨ (K � ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið).

Íåõàé

B(λ) =


B11(λ) B12(λ) B13(λ)

B21(λ) B22(λ) B23(λ)

B31(λ) B32(λ) B33(λ)

 : H⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

→ H⊕ Ĥ ⊕H︸ ︷︷ ︸
H

, λ ∈ C. (8.120)

� áëî÷íå çîáðàæåííÿ îïåðàòîð-ôóíêöi¨ (8.118) i

Ẇ (λ) =

(
ẇ1(λ) ẇ2(λ)

ẇ3(λ) ẇ4(λ)

)
: H0 ⊕H0 → Ḣ ⊕ Ḣ, λ ∈ C, (8.121)

äå ẇj(λ) âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè (5.77) - (5.80) ç H = H, Hb = H i Ḣ0 = Ḣ1 = Ḣ. ßñíî, ùî ðiâíiñòü
(8.121) çàäà¹ öiëó îïåðàòîð-ôóíêöiþ Ẇ (·).

Â íàñòóïíié òåîðåìi ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó êâàçiðåãóëÿðíîãî SD-âèðàçó ìîæëèâà iíøà ïàðà-

ìåòðèçàöiÿ m-ôóíêöié ó ïîðiâíÿííi ç òåîðåìîþ 8.57.

Teoðåìà 8.66. Íåõàé çà ïðèïóùåíü ëåìè 8.65 B(·) � îïåðàòîð ôóíêöiÿ (8.118), (8.120) i Ẇ (·) �
âiäïîâiäíà îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (8.121). Òîäi äëÿ êîæíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ̇ âèãëÿäó

(8.119) âiäïîâiäíà m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) (ó âèïàäêó àä1) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ (5.107).

Ä îâåäåííÿ. Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 5.20 äî ñèñòåìè (8.30) òà ïðèéìàþ÷è äî óâàãè çàóâàæåííÿ

8.54, îòðèìó¹ìî ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ. �

8.4.3. Ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ äëÿ SD-âèðàçiâ

Ïðèïóñòèìî, ùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ SD-âèðàçó. Íåõàé U � îïåðàòîð (8.103), ùî

çàäîâiëüíÿ¹ (5.2) - (5.4), é φU(·, λ)(∈ [H0, H]) � îïåðàòîðíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8.7) ç ïî÷àòêîâîþ

óìîâîþ (8.106). Òîäi êîæíié ôóíêöi¨ f ∈ H′ âiäïîâiäà¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f̂0(·) : R → H0, âèçíà÷åíà

ðiâíiñòþ (8.93).

Âêîðî÷åíà ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ σ(·) : R → H0 SD-âèðàçó (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)) çàäà¹òüñÿ
çà äîïîìîãè îçíà÷åííÿ 8.34, â ÿêîìó ïðîñòið H çàìiíþ¹òüñÿ ïðîñòîðîì H0 (äèâ. (8.18)).
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Çàóâàæåííÿ 8.67. Äëÿ ñêàëÿðíîãî SD-âèðàçó φU(·, λ) ¹ (k + 1)-êîìïîíåíòíèì îïåðàòîðíèì

ðîç- â'ÿçêîì

φU(t, λ) = (φ1(t, λ), φ2(t, λ), . . . , φk(t, λ), φk+1(t, λ)) : Ck+1 → C

ðiâíÿííÿ (8.7) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

ŨφφφU(a, λ) =

(
Ik+1

0

)
: Ck+1 → Ck+1 ⊕ Ck,

äå Ũ � Jη-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (8.107) îïåðàòîðà U i φφφU(t, λ) =
(
φ
[j]
l (t, λ)

)2k k+1

j=0 l=1
� ìàòðèöÿ Âðîíñü-

êîãî äëÿ ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ). Êðiì òîãî, f̂0(s) = {f̂0,1(s), . . . , f̂0,k(s), f̂0,k+1(s)}(∈ Ck+1), äå

f̂0,l(s) =

∫
I
φ∗
l (t, s)f(t) dt, l ∈ {1, . . . , k, k + 1}.

Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî ó âèïàäêó ñêàëÿðíîãî SD-âèðàçó m-ôóíêöiÿ mτ̇ (·) òà âêîðî÷åíà ñïåêòðàëüíà
ôóíêöiÿ σ(·) ìîæóòü áóòè çîáðàæåíi ó ñòàíäàðòíîìó áiçiñi ïðîñòîðó Ck+1 ÿê (k+1)×(k+1)-ìàòðè÷íi

ôóíêöi¨ mτ̇ (λ) = (mij(λ))
k+1
i,j=1 òà σ(s) = (σij(s))

k+1
i,j=1

Äëÿ âêîðî÷åíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨ σ(·) SD-âèðàçó çàëèøàþòüñÿ âiðíèìè òâåðäæåííÿ 8.35

(iç çàìiíîþ ïðîñòîðiâ L2(σ;H) òà L2(σ;H) âiäïîâiäíî íà L2(σ;H0) òà L2(σ;H0), çàóâàæåííÿ 8.36

òà òâåðäæåííÿ 8.37. Âiäçíà÷èìî, ùî ó öüîìó âèïàäêó ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ Vσ ¹ içîìåòði¹þ ç H â

L2(σ;H0).

Ó íàñòóïíié òåîðåìi äà¹òüñÿ ïàðàìåòðèçàöiÿ âñiõ âêîðî÷åíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié SD-âèðàçó

ó âèïàäêó àä1 áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ ãðàíè÷íèõ óìîâ.

Teoðåìà 8.68. Íåõàé âèêîíàíî óìîâè òåîðåìè 8.57. Òîäi ðiâíîñòi

mτ̇ (λ) = m0(λ) +M1+(λ)(Ċ0(λ)− Ċ1(λ)M3+(λ))
−1Ċ1(λ)M2+(λ), λ ∈ C+ (8.122)

στ̇ (s) = lim
δ→+0

lim
ε→+0

1

π

∫ s−δ

−δ

Immτ̇ (u+ iε) du (8.123)

çàäàþòü ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà âêîðî÷åíèìè ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ̇ âèãëÿäó

(5.31), (5.32) i óñiìà âêîðî÷åíèìè ñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè σ(·) = στ̇ (·) SD-âèðàçó (âiäíîñíî

ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)).

Ä îâåäåííÿ. Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìè 6.45, 6.40 òà òâåðäæåííÿ 6.44 äî ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè (8.30)

òà ïðèéìàþ÷è äî óâàãè çàóâàæåííÿ 8.36 (äëÿ SD-âèðàçiâ), îòðèìó¹ìî ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ. �
Äëÿ êâàçiðåãóëÿðíîãî SD-âèðàçó òàêîæ âiðíîþ ¹

Teoðåìà 8.69. Íåõàé âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ òåîðåìè 8.66. Òîäi ðiâíiñòü

mτ̇ (λ) = (Ċ0(λ)ẇ1(λ) + Ċ1(λ)ẇ3(λ))
−1(Ċ0(λ)ẇ2(λ) + Ċ1(λ)ẇ4(λ)), λ ∈ C+ (8.124)

ñóìiñíî ç ôîðìóëîþ îáåðíåííÿ Ñòiëüòü¹ñà (8.123) çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà âêîðî-

÷åíèìè ãðàíè÷íèìè ïàðàìåòðàìè τ̇ âèãëÿäó (8.119) i óñiìà âêîðî÷åíèìè ñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè

σ(·) = στ̇ (·) SD-âèðàçó (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)).



248

Ä îâåäåííÿ. Ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåì 8.66 òà 8.68. �

Teoðåìà 8.70. Íåõàé âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ (SD1) òà (SD2) ïóíêòó 8.4.1.. Òîäi:

(1) Äëÿ âêîðî÷åíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié σ(·) SD-âèðàçó (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)) ñïðà-

âåäëèâèì ¹ òâåðäæåííÿ (1) òåîðåìè 8.40 ç ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì L ∈ ExtLmin
, âèçíà÷åíèì

ðiâíiñòþ (8.111).

(2) Êðàòíiñòü ñïåêòðà êîæíîãî ðîçøèðåííÿ L̃ ∈ S̃elf(L) íå ïåðåâèùó¹ km+ ν0+(= dimH0) äëÿ

áóäü-ÿêîãî SD-âèðàçó i k + 1 äëÿ ñêàëÿðíîãî SD-âèðàçó.

Ä îâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ (1) âèïëèâà¹ iç çàóâàæåííÿ 8.36 (äëÿ SD-âèðàçó) òà òåîðåì 6.45, 6.42.

Òâåðäæåííÿ (2) ¹ íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ (1). �

Íàñëiäîê 8.71. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (SD1) - (SD3) ïóíêòó 8.4.1. τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé

ïàðàìåòð, σ(·) = στ̇ (·) � âêîðî÷åíà ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ SD-âèðàçó i Vσ ∈ [H, L2(σ;H0)] � âiäïî-

âiäíå ïåðòâîðåííÿ Ôóð'¹. Çà öèõ ïðèïóùåíü Vσ ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

n+(Lmin) = n−(Lmin) i τ̇ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì âêîðî÷åíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì (5.33), (5.34).

Ðîçãëÿíåìî, äàëi, âêîðî÷åíi ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ SD-âèðàçiâ ó âèïàäêó àä2. Íåõàé çà ïðèïóùåíü

(SD1') - (SD3') ïóíêòó 8.4.1. τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð (5.113). Äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H

ðîçãëÿíåìî ãðàíè÷íó çàäà÷ó

l[y]− λy = f(t), t ∈ I (8.125)

Γ1ay(= u4y0(a) + u5Q̂(a)y
(k)(a) + u6y1(a)) = 0 (8.126)

Γ̂ay(= u1y0(a) + u2Q̂(a)y
(k)(a) + u3y1(a)) = 0 (8.127)

Ċ0(λ)Γ̃0by + Ċ1(λ)Γ1by = 0 (8.128)

Âíàñëiäîê çàóâàæåííÿ 8.58 òà òåîðåìè 5.23, çàñòîñîâàíî¨ äî ñèìåòðè÷íî¨ ñèñèòåìè (8.30), ãðàíè÷íà

çàäà÷à (8.125) - (8.128) ïîðîäæó¹ óçàãàëüíåíó ðåçîëüâåíòó R(λ) =: Rτ̇ (λ) îïåðàòîðà L. Íàäàëi áóäåìî

ïîçíà÷àòè ÷åðåç L̃τ̇ (∈ S̃elf(L)) ðîçøèðåííÿ îïåðàòîðà L, ùî ïîðîäæó¹ Rτ̇ (λ).

Â íàñòóïíié òåîðåìi íàâåäåíî ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ âêîðî÷åíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié ñïå-

öiàëüíîãî âèãëÿäó äëÿ SD-âèðàçó (8.12) ó âèïàäêó àä2 áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ âêîðî÷åíîãî ãðà-

íè÷íîãî ïàðàìåòðà.

Teoðåìà 8.72. Íåõàé âèêîíàíî óìîâè òåîðåìè 8.64. Òîäi äëÿ êîæíîãî âêîðî÷åíîãî ãðàíè÷íîãî

ïàðàìåòðà τ̇ âèãëÿäó (5.113) ðiâíîñòi (6.107) - (6.111) (ç H çàìiñòü H â ôîðìóëi (6.111)) çàäàþòü

âêîðî÷åíó ñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ στ̇ (·) SD-âàðàçó (8.12) (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)).

Ä îâåäåííÿ. Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 6.49 äî ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè (8.30) i ïðèéìàþ÷è äî óâàãè

çóâàæåííÿ 6.52 òà 8.36 (äëÿ SD-âèðàçiâ), îòðèìó¹ìî ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ. �
Â íàñòóïíié òåîðåìi, ÿêà ¹ íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 8.2, (3) òà òåîðåìè 6.50 äëÿ ñèñòåìè (8.30), õàðàê-

òåðèçóþòüñÿ äåÿêi âëàñòèâîñòi ñïåêòðà ðîçøèðåííÿ L̃τ̇ .
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Teoðåìà 8.73. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (SD1') - (SD3') τ̇ � âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé ïàðàìåòð i

σ(·) = στ̇ (·) � âiäïîâiäíà âêîðî÷åíà ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ (6.111). Òîäi:

(1) Îïåðàòîð L̃τ̇ (∈ S̃elf(L)) ¹ óíiòàðíî åêâiâàëåíòíèì îïåðàòîðó ìíîæåííÿ Λσ â L2(σ;H0)

(2) Ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

specac(L̃τ̇ ) = R, specs(L̃τ̇ ) = Ss(στ̇1),

äå στ̇1(·) � [H]-çíà÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó (6.109) i Ss(στ̇1) ⊂ R � ìíîæèíà, âèçíà÷åíà â (2.10).

Íàñëiäîê 8.74. Íåõàé çà ïðèïóùåíü (SD1') - (SD3') τ̇ � äîïóñòèìèé âêîðî÷åíèé ãðàíè÷íèé

ïàðàìåòð, E(·) � îðòîãîíàëüíà ñïåêòðàëüíà ìiðà îïåðàòîðà L̃τ̇ i Es(·) � ñiíãóëÿðíà ÷àñèíà ìiðè

E(·). Òîäi:
(1) Êðàòíiñòü ñïåêòðà îïåðàòîðà L̃τ̇ (òîáòî, êðàòíiñòü ìiðè E(·)) íå ïåðåâèùó¹ km+ ν0−(=

dimH0).

(2) Êðàòíiñòü ñèíãóëÿðíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà L̃τ̇ (òîáòî êðàòíiñòü îðòîãîíàëüíî¨ ñïåê-

òðàëüíî¨ ìiðè Es(·)) íå ïåðåâèùó¹ km+ ν0+(= dimH). Òîìó êðàòíiñòü êîæíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ

λ0 îïåðàòîðà L̃τ̇ íå ïåðåâèùó¹ km+ ν0+.

ßêùî, êðiì òîãî, âèðàç (8.12) ¹ ñêàëÿðíèì, òî êðàòíiñòü ñïåêòðà îïåðàòîðà L̃τ̇ íå ïåðåâèùó¹

k + 1, à êðàòíiñòü ñèíãóëÿðíîãî ñïåêòðà òîãî æ îïåðàòîðà íå ïåðåâèùó¹ k.

Çàóâàæåííÿ 8.75. Âèêîðèñòîâóþ÷è çâ'ÿçîêD-âèðàçiâ (8.1) òà (8.12) ç ñèìåòðè÷íèìè ñèñòåìàìè

(äèâ. òâåðäæåííÿ 8.2), íåâàæêî ïåðåíåñòè íà äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 7 ñòîñîâíî

ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ç ðîçäiëåíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè òà âiäïîâiäíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié.

8.4.4. SD-âèðàçè ç ìiíiìàëüíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó

Ïðèïóñòèìî, ùî êiíöåâà òî÷êà a ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ SD-âèðàçó. Òîäi âíàñëiäîê (8.100), (8.101) òà

(8.102) ìiíiìàëüíî ìîæëèâèìè ðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó îïåðàòîðà Lmin ¹

n+(Lmin) = n−(Lmin) = km+max{ν0+, ν0−} (8.129)

äëÿ áóäü-ÿêîãî SD-âèðàçó i, çîêðåìà,

n+(Lmin) = n−(Lmin) = k + 1

äëÿ ñêàëÿðíîãî SD-âèðàçó.

Òâåðäæåííÿ 8.76. Ïðèïóñòèìî, ùî:

1) SD-âèðàç ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a çàäîâiëüíÿ¹ (8.129);

2) Ũ � Jη-óíiòàðíèé îïåðàòîð (8.107) i Γja, j ∈ {0, 1}, òà Γ̂a � îïåðàòîðè (8.104), (8.105) òà

(8.109)

3) Γ̂b : domLmax → Ĥ � ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð, ùî çàäîâiëüíÿ¹ òîòîæíîñòi

[y, z]b = iδ(Γ̂by, Γ̂bz)Ĥ , y, z ∈ domLmax (8.130)
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(iñíóâàííÿ òàêîãî îïåðàòîðà âèïëèâà¹ ç ëåìè 3.19, çàñòîñîâàíî¨ äî ñèñòåìè (8.30)). Òîäi âiðíèì

¹ òâåðäæåííÿ 8.17 ç ïðîñòîðîì H òà îïåðàòîðàìè Γ′
j : domLmax → H, j ∈ {0, 1}, âèçíà÷åíèìè

ðiâíîñòÿìè

H = H⊕ Ĥ (8.131)

Γ′
0y = (−Γ1ay)⊕ iδ(Γ̂a − Γ̂b)y, Γ′

1y = Γ0ay ⊕ 1
2
(Γ̂a + Γ̂b)y, y ∈ domLmax (8.132)

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ñóêóïíiñòü {H,Γa; Ĥ, Γ̂b}, â ÿêié Γa = (Γ0a, Γ̂a,Γ1a)
⊤, ¹ ãðàíè÷íèì êîì-

ïëåêñîì. Òîìó ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 8.17. �

Çàóâàæåííÿ 8.77. 1) Çà óìîâ òâåðäæåííÿ 8.76 ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ãðàíè÷íèõ óìîâ (8.54) ¹

"ìàéæå ðîçäiëåíi"ñàìîñïðÿæåíi ãðàíè÷íi óìîâè

dom L̃ = {y ∈ domLmax : C0Γ0ay + C1Γ1ay = 0, (iδĊ0 − 1
2
Ċ1)Γ̂ay − (iδĊ0 +

1
2
Ċ1)Γ̂by = 0} (8.133)

ç îïåðàòîðàìè Cj òà Ċj, ùî óòâîðþþòü ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðíi ïàðè θ = {C0, C1} ∈ C̃(H) òà

θ̇ = {Ċ0, Ċ1} ∈ C̃(Ĥ).

2) ßêùî Ũ = IH, òî â ôîðìóëàõ (8.132) òà (8.133) Γ0ay = y0(a), Γ1ay = y1(a) é Γ̂ay = Q̂(a)y(k)(a).

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 8.56.

Òâåðäæåííÿ 8.78. Ïðèïóñòèìî, ùî:

1) äëÿ SD-âèðàçó ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi δ = 1 i n+(Lmin) =

n−(Lmin) = km+ ν0+;

2) U-îïåðàòîð (8.103), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.2) - (5.4), i Γ1a òà Γ̂a � îïåðàòîðè (8.104) òà (8.105).

3) Γ̂b : domLmax → Ĥ � ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð, ùî çàäîâiëüíÿ¹ òîòîæíîñòi

[y, z]b = i(Γ̂by, Γ̂bz)Ĥ , y, z ∈ domLmax.

Òîäi äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíà ïàðà îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξ0(·, λ) ∈ L2[H, H] òà ξ̂0(·, λ) ∈
L2[Ĥ,H] ðiâíÿííÿ (8.7), ùî çàäîâiëüíÿþòü ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1aξ0(λ) = −IH, Γ̂aξ0(λ) = Γ̂bξ0(λ), Γ1aξ̂0(λ) = 0, i(Γ̂a − Γ̂b)ξ̂0(λ) = IĤ

ßêùî, êðiì òîãî, Ũ � Jη-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (8.107) îïåðàòîðà U i Γ0a � îïåðàòîð (8.109), òî

áëî÷íå çîáðàæåííÿ

M(λ) =

(
M11(λ) M12(λ)

M21(λ) M22(λ)

)
:=

(
Γ0aξ0(λ) Γ0aξ̂0(λ)

Γ̂aξ0(λ) Γ̂aξ̂0(λ) +
i
2
IĤ

)
: H⊕ Ĥ → H⊕ Ĥ, λ ∈ C+ (8.134)

çàäà¹ ãîëîìîðôíó îïåðàòîð-ôóíêöiþ M(·).

Ó âèïàäêó SD-âèðàçó ç ìiíiìàëüíèìè ðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó n±(Lmin) ïàðàìåòðèçàöiÿ óñiõ

âêîðî÷åíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié, íàâåäåíà â òåîðåìi 8.68, iñòîòíî ñïðîùó¹òüñÿ. Ñàìå, çàñòîñóâàííÿ

òåîðåì 6.46 òà 6.45 äî ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè (8.30) äà¹ òàêó òåîðåìó.
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Teoðåìà 8.79. Íåõàé çà ïðèïóùåíü 1) - 3) òâåðäæåííÿ 8.78 Ũ � Jη-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ

(8.107) îïåðàòîðà U i M+(·) � îïåðàòîð-ôóíêöiÿ (8.134). Òîäi ôîðìóëà

mτ̇ (λ) =

(
mτ̇1(λ) mτ̇2(λ)

mτ̇3(λ) mτ̇4(λ)

)
: H⊕ Ĥ → H⊕ Ĥ, λ ∈ C+

ñóìiñíî ç ðiâíîñòÿìè (6.82) - (6.85) òà ôîðìóëîþ îáåðíåííÿ Ñòiëüòü¹ñà (8.123) çàäà¹ ái¹êòèâ-

íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà ãîëîìîðôíèìè îïåðàòîðíèìè ïàðàìè τ̇ âèãëÿäó (6.74) (ãðàíè÷íèìè

ïàðàìåòðàìè) i óñiìà âêîðî÷åíèìè ñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè σ(·) = στ̇ (·) SD-âèðàçó (âiäíîñíî

ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)).

Òâåðäæåííÿ 8.80. Çà ïðèïóùåíü 1) - 3) òâåðäæåííÿ 8.78 ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ Vσ, ùî âiä-

ïîâiäà¹ âêîðî÷åíié ñïåêòðàëüíié ôóíêöi¨ σ(·) = στ̇ (·) SD-âèðàçó, ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì òîäi é

òiëüêè òîäi,êîëè τ̇ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì ãðàíè÷íèì ïàðàìåòðîì τ̇ = {Ċ0, Ċ1} ∈ R̃0(Ĥ). ßêùî öÿ óìîâà

âèêîíàíà, òî ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð L̃τ̇ ∈ ExtLmin
, âèçíà÷åíèé ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

dom L̃ = {y ∈ domLmax : Γ1ay = 0, (iĊ0 − 1
2
Ċ1)Γ̂ay − (iĊ0 +

1
2
Ċ1)Γ̂by = 0}, L̃ = Lmax � dom L̃,

¹ óíiòàðíî åêâiâàëåíòíèì îïåðàòîðó ìíîæåííÿ Λσ çà äîïîìîãè Vσ.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 6.54, çàñòîñîâàíîãî äî ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè (8.30).

Òâåðäæåííÿ 8.81. Ïðèïóñòèìî, ùî:

1) SD-âèðàç ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a çàäîâiëüíÿ¹ óìîâàì δ = −1 i

n+(Lmin) = km+ ν0−, n−(Lmin) = km+ ν0+ (8.135)

(òîáòî iíäåêñè äåôåêòó n±(Lmin) íàáóâàþòü ìiíiìàëüíèõ çíà÷åíü);

2) U � îïåðàòîð (8.103), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (5.2) - (5.4), i Γ1a òà Γ̂a � îïåðàòîðè (8.104), (8.105).

Òîäi:

(1) Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ iñíó¹ ¹äèíà ïàðà îïåðàòîðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξ(·, λ) ∈ L2[H, H] òà ξ̂(·, λ) ∈
L2[Ĥ,H] ðiâíÿííÿ (8.7), ùî çàäîâiëüíÿþòü ãðàíè÷íèì óìîâàì

Γ1aξ(λ) = −IH, Γ̂aξ(λ) = 0, Γ1aξ̂(λ) = 0, Γ̂aξ̂(λ) = iIĤ

(2) Iñíó¹ ¹äèíà (ç òî÷íiñòþ äî ñàìîñïðÿæåíî¨ àäèòèâíî¨ êîíñòàíòè) m-ôóíêöiÿ m̃(·) SD-

âèðàçó. ßêùî Ũ � Jη-óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ (8.107) îïåðàòîðà U i Γ0a � îïåðàòîð (8.109), òî

m̃(λ) =

(
m(λ) N(λ)

0 i
2
IĤ

)
:=

(
Γ0aξ(λ) Γ0aξ̂(λ)

0 i
2
IĤ

)
: H⊕ Ĥ → H⊕ Ĥ, λ ∈ C+.

(3) Ðiâíîñòi (6.116) - (6.118) (ç H çàìiñòü H) çàäàþòü âêîðî÷åíó ñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ σ(·)
SD-âèðàçó (âiäíîñíî ðîçâ'ÿçêó φU(·, λ)).

(4) Ãðàíè÷íi óìîâè

domL = {y ∈ domLmax : Γ1ay = Γ̂ay = 0}, L = Lmax � domL

çàäàþòü ìàêñèìàëüíèé ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð L ∈ ExtLmin
i òîìó iñíó¹ ¹äèíå ñàìîñïðÿæåíå ðîç-

øèðåííÿ L̃ ∈ S̃elf(L). Äëÿ öüîãî ðîçøèðåííÿ ñïðàâåäëèâi òåîðåìà 8.73 òà íàñëiäîê 8.74.

Çàóâàæåííÿ 8.82. Äëÿ ñêàëÿðíîãî âèðàçó íåïàðíîãî ïîðÿäêó ðiâíîñòi (8.135) ïðèéìàþòü âèãëÿä

n+(Lmin) = k + 1, n−(Lmin) = k.
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8.4.5. Ïðèêëàä: îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ 3-ãî ïîðÿäêó

Ðîçãëÿíåìî ñêàëÿðíèé äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç 3-ãî ïîðÿäêó

l[y] = iy(3) (8.136)

íà ïiâîñi R+ = [0,∞). Äëÿ òàêîãî âèðàçó q0(t) ≡ −1; òîìó δ = −1 i çãiäíî ç (8.32)

y(t) = y(t)⊕ (−iy′(t))⊕ (−iy′′(t))(∈ C3)

Êðiì òîãî, êîåôiöi¹íòè åêâiâàëåíòíî¨ ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè (8.30) ìàþòü âèãëÿä

J3 =


0 0 −1

0 −i 0

1 0 0

 , B3(t) =


0 0 0

0 0 −i
0 i 0

 , ∆3(t) =


1 0 0

0 0 0

0 0 0

 .

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî îïåðàòîð Lmin, ïîðîäæåíèé âèðàçîì (8.136), ìà¹ ìiíiìàëüíi iíäåêñè äåôåêòó

n+(Lmin) = 2, n−(Lmin) = 1.

Ïîêëàäåìî Ũ = I3, òàê ùî îïåðàòîðè (8.104), (8.105) òà (8.109) ìàþòü âèãëÿä

Γ00y = y(0), Γ̂0y = −iy′(0), Γ10y = −iy′′(0), y ∈ domLmax (8.137)

(ó öèõ ðiâíîñòÿõ ïðèéíÿòî äî óâàãè, ùî a = 0). Ïðèïóñòèìî, ùî

z1 = e
π
6
i, z2 = e

5
6
πi, z3 = e−

π
2
i = −i

� êóái÷íi êîðåíi âiä i. Äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ âèçíà÷èìî ôóíêöi¨

ξ(t, λ) = − i

z1(z1 − z3)(
3
√
λ)2

e−z1
3√
λ·t +

i

z3(z1 − z3)(
3
√
λ)2

e−z3
3√
λ·t (8.138)

ξ̂(t, λ) =
z3

z1(z3 − z1)
3
√
λ
e−z1

3√
λ·t − z1

z3(z3 − z1)
3
√
λ
e−z3

3√
λ·t, (8.139)

äå Arg 3
√
λ ∈ (0, π

3
). Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî ôóíêöi¨ ξ(·, λ) òà ξ̂(·, λ) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ

l[y] = λy, íàëåæàòü äî L2(R+) i çàäîâiëüíÿþòü ðiâíîñòÿì

Γ00ξ(λ) = ξ(0, λ) =
z2

( 3
√
λ)2

, Γ̂0ξ(λ) = −iξ′(0, λ) = 0, Γ10ξ(λ) = −iξ′′(0, λ) = −1 (8.140)

Γ00ξ̂(λ) = ξ̂(0, λ) =
z1
3
√
λ
, Γ̂0ξ̂(λ) = −iξ̂′(0, λ) = i, Γ10ξ̂(λ) = −iξ̂′′(0, λ) = 0 (8.141)

Òîìó çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 8.81 (¹äèíà) m-ôóíêöiÿ m̃(·) âèðàçó (8.136) çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ

m̃(λ) =

 z2
(
3√
λ)2

z1
3√
λ

0 i
2

 , λ ∈ C+. (8.142)

Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëè (6.116) � (6.118) äî öi¹¨ ìàòðèöi, îòðèìó¹ìî ñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ σ(·) âèðàçó

(8.136) ó âèãëÿäi σ(s) =
s∫
0

σ′(u) du, äå

σ′(s) = 1
2

 1
( 3√s)2

− e
2
3πi

3√s

− e−
2
3πi

3
√
s

1

 , s ∈ R \ {0}.

Âiäçíà÷èìî, ùî ðàíã ìàòðèöi σ′(s) äîðiâíþ¹ 1 äëÿ âñiõ s ∈ R \ {0}. Çâiäñè òà ç òâåðäæåííÿ 8.81

âèïëèâà¹
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Òâåðäæåííÿ 8.83. Íåõàé domL � ëiíåàë óñiõ ôóíêöié y(·) ∈ L2(R+), òàêèõ ùî äðóãà ïîõiäíà

y′′(·) àáñîëþòíî íåïåðåðâíà íà êîæíîìó âiäðiçêó â R+, y
(3) ∈ L2(R+) i y′(0) = y′′(0) = 0. Òîäi

ðiâíiñòü Ly = iy(3), y ∈ domL, çàäà¹ ìàêñèìàëüíèé ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð L â L2(R+) (îïåðàòîð

äèôåðåíöiþâàííÿ 3-ãî ïîðÿäêó íà R+), òàê ùî iñíó¹ ¹äèíå ñàìîñïðÿæåíå ðîçøèðåííÿ L̃ ∈ S̃elf(L).

Êðiì òîãî, specac(L̃) = R, specs(L̃) = ∅ i îïåðàòîð L̃ ìà¹ ïðîñòèé ñïåêòð.

Ðîçãëÿíåìî, äàëi, âèðàç (8.136) (à òàêîæ åêâiâàëåíòíó ñèìåòðè÷íó ñèñòåìó (8.30)) íà âñié îñi R.
Ïîêëàäåìî c = 0, òàê ùî Il = R−(= (−∞, 0]), Ir = R+ i îïåðàòîðè Γ00(= Γ0c), Γ̂0(= Γ̂c) òà Γ10(= Γ1c),

âèçíà÷åíi â (7.17), çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (8.137). Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî îïåðàòîð LR := Lmin(=

Lmax) ¹ ñàìîñïðÿæåíèì (òóò Lmin � ìiíiìàëüíèé îïåðàòîð â L2(R), ïîðîäæåíèé âèðàçîì (8.136) àáî,

åêâiâàëåíòíî, ñèñòåìîþ (8.30)). Ïîêëàäåìî ξr(t, λ) = ξ(t, λ) òà ξ̂r(t, λ) = ξ̂(t, λ), äå ξ(t, λ), ξ̂(t, λ) ∈
L2(R+) � ðîçâ'ÿçêè (8.138) òà (8.139) ðiâíÿííÿ l[y] = λy. Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî λ ∈ C+ íåõàé

ξl(t, λ) =
i

z22(
3
√
λ)2

e−z2
3√
λ·t,

äå Arg 3
√
λ ∈ (0, π

3
). Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî ôóíêöiÿ ξl(·, λ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ l[y] =

λy, íàëåæèòü äî L2(R−) i çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíîñòÿì

Γ00ξl(λ) = ξl(0, λ) =
z2

( 3
√
λ)2

, Γ̂0ξl(λ) = −iξ′l(0, λ) =
z1
3
√
λ
, Γ10ξl(λ) = −iξ′′l (0, λ) = 1.

Òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ 7.16 m-ôóíêöi¨ m̃r(·) òà m̃l(·) âèðàçó (8.136) (àáî æ åêâiâàëåíòíî¨ ñèñòåìè

(8.30)) âiäïîâiäíî íà ïðîìiæêàõ R+ òà R− çàäàþòüñÿ ìàòðèöÿìè

m̃r(λ) =

 z2
(
3√
λ)2

z1
3√
λ

0 i
2

 , m̃l(λ) =

 z2
(
3√
λ)2

0

z1
3√
λ

i
2

 , λ ∈ C+.

Çâiäñè òà ç (7.80) âèïëèâà¹, ùî (¹äèíà) õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ Ω0(·) âèðàçó (8.136) (àáî, åêâiâà-

ëåíòíî, ñèñòåìè (8.30)) ìà¹ âèãëÿä

Ω0(λ) =
1

3


z2

(
3√
λ)2

z1
3√
λ

1
2

z1
3√
λ

i
2

z21
3
√
λ

−1
2

−z21
3
√
λ z1(

3
√
λ)2

 , λ ∈ C+.

Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó îáåðíåííÿ Ñòiëüò'¹ñà (7.81) äî öi¹¨ ìàòðèöi, îòðèìó¹ìî (¹äèíó) ñïåêòðàëüíó

ôóíêöiþ âèðàçó (8.136) ó âèãëÿäi Σ(s) =
s∫
0

Σ′(u) du, äå

Σ′(s) =
1

6π


1

( 3
√
s)2

1
3
√
s

−i
1
3
√
s

1 −i 3
√
s

i i 3
√
s ( 3

√
s)2

 , s ∈ R \ {0}.

Âiäçíà÷èìî, ùî ðàíã ìàòðèöi Σ′(s) äîðiâíþ¹ 1 äëÿ âñiõ s ∈ R \ {0}. Çâiäñè òà ç òåîðåì 6.18,6.21

âèïëèâà¹

Òâåðäæåííÿ 8.84. Íåõàé domLR � ëiíåàë óñiõ ôóíêöié y(·) ∈ L2(R), òàêèõ ùî äðóãà ïîõiäíà

y′′(·) àáñîëþòíî íåïåðåðâíà íà êîæíîìó âiäðiçêó â R i y(3) ∈ L2(R). Òîäi ðiâíiñòü LRy = iy(3), y ∈
domLR, çàäà¹ ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð LR â L2(R) (îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ 3-ãî ïîðÿäêó íà R).
Êðiì òîãî, specac(LR) = R, specs(LR) = ∅ i îïåðàòîð LR ìà¹ ïðîñòèé ñïåêòð.
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Çàóâàæåííÿ 8.85. Óÿâëÿ¹òüñÿ öiêàâèì ïîðiâíÿííÿ òâåðäæåííÿ 8.84 ç òàêèì äîáðå âiäîìèì

òâåðäæåííÿì [2]: îïåðàòîð äèôåðíöiþâàííÿ ïåðøîãî (äðóãîãî) ïîðÿäêó íà R ìà¹ ïðîñòèé (âiäï.

äâîêðàòíèé) ñïåêòð.

8.5. Äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè ç äiéñíèìè äåôåêòíèìè ïiäïðîñòîðàìè ìàê-

ñèìàëüíî¨ âèìiðíîñòi

Teoðåìà 8.86. Íåõàé l[y] � äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç ïàðíîãî ïîðÿäêó (8.1) àáî íåïàðíîãî ïîðÿäêó

(8.12) íà ïðîìiæêó I = ⟨a, b⟩ (−∞ ≤ a < b ≤ ∞) i Lmin � âiäïîâiäíèé ìiíiìàëüíèé îïåðàòîð.

Ïðèïóñòèìî, ùî:

1) nl+ = nl− =: dl é nr+ = nr− =: dr;

2) I ′ � ñêií÷åííèé àáî íåñêií÷åííèé iíòåðâàë â R ç íàñòóïíîþ âëàñòèâiñòþ: iñíó¹ íå áiëüø

íiæ çëè÷åíà ìíîæèíà X ⊂ I ′, òàêà ùî äëÿ äåÿêî¨ (i òîìó äëÿ êîæíî¨) òî÷êè c ∈ (a, b) i äëÿ

êîæíîãî λ ∈ I ′ \ X ðiâíÿííÿ l[y] = λy ìà¹ dl ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ùî íàëåæàòü äî

L2(a, c), i dr ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ùî íàëåæàòü äî L2(c, b).

Òîäi äëÿ êîæíîãî ñàìîñïðÿæåíîøî ðîçøèðåííÿ L̃ ∈ ExtLmin
ïåðåòèí specc(L̃) ∩ I ′ ¹ ïóñòèì i

ìíîæèíà spec(L̃) ∩ I ′ ¹ íiäå íåùiëüíîþ â I ′.

Ä îâåäåííÿ. Íåõàé c ∈ (a, b) i Lmin,l òà Lmin,r � ìiíiìàëüíi îïåðàòîðè, ïîðîäæåíi çâóæåííÿì D-

âèðàçó âiäïîâiäíî íà Il = ⟨a, c] òà Ir = [c, b⟩. Îñêiëüêè êiíöåâà òî÷êà c ¹ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ïðîìiæêiâ

Il òà Ir, òî ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè Lmin,l â L2(Il) òà Lmin,r â L2(Ir) ¹ ïðîñòèìè (äèâ., íàïðèêëàä, [72]).

Òîìó ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð L̂ := Lmin,l ⊕ Lmin,r â H(= L2(I)) ¹ ïðîñòèì. Äàëi, âíàñëiäîê ðiâíîñòi

Nλ(L̂) = Nλ(Lmin,l)⊕Nλ(Lmin,r) ìà¹ìî

dimNλ(L̂) = dimNλ(Lmin,l) + dimNλ(Lmin,r), λ ∈ C.

Çâiäñè âíàñëiäîê (8.35) òà ïðèïóùåííÿ 1) âèïëèâà¹, ùî n±(L̂) = dl+dr. Êðiì òîãî, â ñèëó ïðèïóùåííÿ

2)

dimNλ(Lmin,l) = dl, dimNλ(Lmin,r) = dr, λ ∈ I ′ \X

i, îòæå, dimNλ(L̂) = dl + dr, λ ∈ I ′ \ X. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî I ′ \ X ⊂ ρ̃I′(L̂) i òîìó I ′ \ ρ̃I′(L̂) ⊂
X. Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî L̂ ⊂ Lmin i, îòæå, L̂ ⊂ L̃ äëÿ êîæíîãî ðîçøèðåííÿ L̃∗ = L̃ ∈ ExtLmin

.

Òåïåð ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.72, çàñòîñîâàíî¨ äî ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà L̂ i

ñàìîñïðÿæåíîãî ðîçøèðåííÿ L̃ ⊃ L(⊃ L̂). �
Íàñòóïíèé íàñëiäîê âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç òåîðåì 8.86 òà 2.72.

Íàñëiäîê 8.87. Íåõàé l[y] � äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç ïàðíîãî ïîðÿäêó (8.1) àáî íåïàðíîãî ïîðÿäêó

(8.12) íà ïðîìiæêó I = [a, b⟩ (−∞ < a < b ≤ ∞) ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a i âiäïîâiäíèé ìiíi-

ìàëüíèé îïåðàòîð Lmin ìà¹ ðiâíi iíäåêñè äåôåêòó d = n±(Lmin). Êðiì òîãî, íåõàé I ′ � ñêií÷åííèé

àáî íåñêií÷åííèé iíòåðâàë â R ç íàñòóïíîþ âëàñòèâiñòþ: iñíó¹ íå áiëüø íiæ çëè÷åíà ìíîæèíà

X ⊂ I ′, òàêà ùî äëÿ êîæíîãî λ ∈ I ′ \X ðiâíÿííÿ l[y] = λy ìà¹ d ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ,

ùî íàëåæàòü äî L2(I). Òîäi:
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(1) Äëÿ êîæíîãî ñàìîñïðÿæåíîøî ðîçøèðåííÿ L̃ ∈ ExtLmin
ñïðàâåäëèâèì ¹ òâåðäæåííÿ òåî-

ðåìè 8.86.

(2) Ìíîæèíà âñiõ òî÷îê λ ∈ I ′, òàêèõ ùî ran (Lmin − λ) ̸= ran (Lmin − λ), ¹ íiäå íåùiëüíîþ â

I ′.

Çàóâàæåííÿ 8.88. Óìîâà íà èíòåðâàë I ′ â íàñëiäêó 8.87 îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî

λ ∈ I ′ \X äåôåêòíèé ïiäïðîñòið Nλ(Lmin) ìà¹ ìàêñèìàëüíî ìîæëèâó âèìiðíiñòü dimNλ(Lmin) = d.

Çàóâàæåííÿ 8.89. Çà äîäàòêîâèõ ïðèïóùåíü íàñëiäîê 8.87 äîâåäåíî â ðîáîòàõ [73, 116, 115].

Çàóâàæåííÿ 8.90. Ç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [112] âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó ñêií÷åííîãî iíòåðâàëó

I é d = 1 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð A â çâîðîòíîìó òâåðäæåííi òåîðåìè 2.73 ìîæå áóòè ðåàëiçîâàíèé

ÿê ìiíiìàëüíèé îïåðàòîð, ïîðîäæåíèé äèôåðåíöiàëüíèì âèðàçîì 2-ãî ïîðÿäêó íà ïiâîñi R+. Â òîé

æå ÷àñ íåâiäîìî, ÷è ìîæå áóòè ðåàëiçîâàíèé òîé ñàìèé îïåðàòîð A ÿê ìiíìàëüíèé äèôåðåíöiàëüíèé

îïåðàòîð ó âèïàäêó íåñêií÷åííîãî iíòåðâàëó I ′ àáî d > 1.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äîñëiäæåíî ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ñèìåòðè÷íèõ ëiíiéíèõ âiäíîøåíü ó

ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði òà ñèìåòðè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì Jy′ − B(t)y = λ∆(t)y ç ìàòðè÷-

íèìè êîåôiöi¹íòàìè âèìiðíîñòi n (íàäàëi äëÿ ñòèñëîñòi âæèâà¹òüñÿ òåðìií "ñèñòåìà"). Îñíîâíèìè

ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè ¹:

1. Òåîðiþ ãðàíè÷íèõ òðiéîê òà ¨õ ôóíêöié Âåéëÿ (Q-ôóíêöié) ïîøèðåíî íà ñèìåòðè÷íi âiäíî-

øåííÿ (çîêðåìà, îïåðàòîðè) A ç íåðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó òàêèì ÷èíîì, ùî ôóíêöiÿ Âåéëÿ

çàëèøà¹òüñÿ íåâàíëèííiâñüêîþ îïåðàòîð-ôóíêöi¹þ. Çà äîïîìîãè ãðàíè÷íèõ òðiéîê îïèñàíî ðiçíi

êëàñè ðîçøèðåíü âiäíîøåííÿ A â òåðìiíàõ àáñòðàêòíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ òà îòðèìàíî ïàðàìåòðèçà-

öiþ Ã = Ãτ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü Ã ⊃ A ç âèõîäîì â øèðøèé ïðîñòið â òåðìiíàõ àáñòðàêòíîãî

ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ = τ(λ). Òàêà ïàðàìåòðèçàöiÿ äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ òèïà Êðåéíà äëÿ óçàãàëü-

íåíèõ ðåçîëüâåíò, à òàêîæ àáñòðàêòíîþ ãðàíè÷íîþ çàäà÷åþ ç λ-çàëåæíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè,

ùî âèçíà÷àþòüñÿ â òåðìiíàõ τ . Â òåðìiíàõ ïàðàìåòðà τ òà ôóíêöi¨ Âåéëÿ îõàðàêòåðèçîâàíî äåÿêi

ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ðîçøèðåíü Ãτ ; çîêðåìà, îïèñàíî ðîçøèðåííÿ Ãτ iç çáåðåæåííÿì ìíîãîçíà÷-

íî¨ ÷àñòèíè âiäíîøåííÿ A. Ïåðåëi÷åíi ðåçóëüòàòè ðîçâèâàþòü ðåçóëüòàòè ðîáiò Êðåéíà òà Ëàíãåðà;

Ëàíãåðà òà Òåêñòîðióñà; Äåðêà÷à òà Ìàëàìóäà.

2. Îõàðàêòåðèçîâàíî ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü Ã ïðîñòîãî ñèìåòðè÷-

íîãî îïåðàòîðà A ç ðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó d := n±(A) < ∞, òàêîãî ùî äëÿ âñiõ òî÷îê λ ç

äåÿêîãî iíòåðâàëó I ′ ⊂ R âiäïîâiäíi äåôåêòíi ïiäïðîñòîðè Nλ(A) îïåðàòîðà A ìàþòü ìàêñèìàëüíî

ìîæëèâó âèìiðíiñòü dimNλ(A) = d. Äîâåäåíî, ùî êîæíå ðîçøèðåííÿ Ã = Ã∗ ⊃ A íå ìà¹ íåïåðåðâ-

íîãî ñïåêòðà â I ′ i òî÷êîâèé ñïåêòð îïåðàòîðà Ã ¹ íiäå íåùiëüíîþ ìíîæèíîþ â I ′. Äîâåäåíî òàêîæ

iñíóâàííÿ ðîçøèðåíü Ã = Ã∗ ⊃ A, ñïåêòð ÿêèõ â I ′ íå ¹ äèñêðåòíèì. Çà äîïîìîãè öèõ òâåðäæåíü

âiäîìi ðåçóëüòàòè Õàðòìàíà, Óiíòíåðà òà Âåéäìàíà ñòîñîâíî ñïåêòðà äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ç

ìiíiìàëüíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó, âèçíà÷åíèõ íà ïðîìiæêó I = [a, b⟩ ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ

a, óçàãàëüíåíî íà äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè ç äîâiëüíèìè ðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó, âèçíà÷åíi íà

ïðîìiæêó I = ⟨a, b⟩ ç äîâiëüíèìè (ðåãóëÿðíèìè àáî ñèíãóëÿðíèìè) êiíöåâèìè òî÷êàìè a òà b.
3. Äëÿ ñèñòåì ç äîâiëüíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó, âèçíà÷åíèõ íà ïðîìiæêó I = ⟨a, b⟩, −∞ ≤ a <

b ≤ ∞, ç ðåãóëÿðíèìè àáî ñèíãóëÿðíèìè êiíöåâèìè òî÷êàìè, ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi âèçíà÷åíî ñèí-

ãóëÿðíi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ôóíêöié y ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíîãî âiäíîøåííÿ òà îïèñàíî

ãðàíè÷íi óìîâè ðiçíèõ êëàñiâ, ùî íàêëàäàþòüñÿ íà ðåãóëÿðíi òà ñèíãóëÿðíi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ôóíê-

öié. Çîêðåìà, îòðèìàíî êîìïàêòíèé îïèñ ìàêñèìàëüíèõ äèñèïàòèâíèõ òà àêóìóëÿòèâíèõ ðîçäiëåíèõ

ãðàíè÷íèõ óìîâ, à òàêîæ çíàéäåíî êðèòåðié iñíóâàííÿ òà îòðèìàíî êîìïàêòíèé îïèñ ñàìîñïðÿæåíèõ

ðîçäiëåíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ. Öi ðåçóëüòàòè äîçâîëèëè ïàðàìåòðèçóâàòè çà äîïîìîãè íåâàíëèíiâñüêî-

ãî ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ = τ(λ) óçàãàëüíåíi ðåçîëüâåíòè òà ñàìîñïðÿæåíi ðîçøèðåííÿ ç âèõîäîì

â øèðøèé ïðîñòið ìiíiìàëüíîãî âiäíîøåííÿ Tmin, ïîðîäæåíîãî ñèñòåìîþ. Òàêà ïàðàìåòðèçàöiÿ çà-

äà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ çàäà÷åþ äëÿ ñèñòåìè ç λ-çàëåæíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ â

òåðìiíàõ ïàðàìåòðà τ .

4. Óâåäåíî òà äîñëiäæåíî ìàòðè÷íi ïñåâäîñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ âèìiðíîñòi n äëÿ ñèíãóëÿðíî¨

ñèñòåìè. Âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ ïñåâäîñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè òà ñàìîñïðÿæåíèìè ðîçøèðåí-
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íÿìè ç âèõîäîì â øèðøèé ïðîñòið âiäíîøåííÿ Tmin. Äëÿ ñèñòåì íà ïiâîñi îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ

õàðàêòåðèñòè÷íèõ ìàòðèöü òà ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ äîïóñòèìîãî

ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà τ (òîáòî, äîïóñòèìèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ). Çíàéäåíî êðèòåði¨, ùî äîçâîëÿþòü

ïðîïóñòèòè óìîâó äîïóñòèìîñòi ïàðàìåòðà τ . Äîâåäåíî, ùî ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ ñèñòåìè iñíóþòü (i

çáiãàþòüñÿ ç ïñåâäîñïåêòðàëüíèìè) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âiäíîøåííÿ Tmin ¹ îïåðàòîðîì. ×àñòèíó

ïåðåëi÷åíèõ ðåçóëüòàòiâ ùîäî ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié âèìiðíîñòi n ðàíiøå äîâåäåíî Ëàíãåðîì

òà Òåêñòîðióñîì äëÿ ðåãóëÿðíèõ ñèñòåì.

5. Äëÿ ñèñòåì íà ïðîìiæêó I = [a, b⟩ ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ a i äîâiëüíèìè iíääåêñàìè

äåôåêòó âèçíà÷åíî ãðàíè÷íó çàäà÷ó ç λ-çàëåæíèìè ãðàíè÷íèì óìîâàìè, àíàëîãi÷íèìè ñàìîñïðÿ-

æåíèì ðîçäiëåíèì ãðàíè÷íèì óìîâàì äëÿ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì. Êîæíié òàêié çàäà÷i ïîñòàâëåíî

ó âiäïîâiäíiñòü âêîðî÷åíó ìàòðè÷íó ïñåâäîñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ âèìiðíîñòi dimker (iJ + I) < n.

Öÿ ôóíêöiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó, òàêà ùî óçàãàëüíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

¹ ÷àñòêîâîþ içîìåòði¹þ ç ìiíiìàëüíî ìîæëèâèì ÿäðîì. Äîâåäåíî, ùî çàçíà÷åíié ãðàíè÷íié çàäà-

÷i âiäïîâiäà¹ m-ôóíêöiÿ (ôóíêöiÿ Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøà), ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ÿêî¨ çà äåÿêèõ óìîâ

äîïóñòèìîñòi ¹ âêîðî÷åíîþ ïñåâäîñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ñèñòåìè. Öi ðåçóëüòàòè ¹ ïîøèðåííÿì íà

ñèìåòðè÷íi ñèñòåìè ç äîâiëüíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó òåîði¨ Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøà äëÿ îïåðàòîðiâ Øòóð-

ìà - Ëióâiëëÿ (ðàíiøå öÿ òåîðiÿ áóëà ïîøèðåíà Õiíòîíîì òà Øíàéäåðîì íà ãàìiëüòîíîâi ñèìåòðè÷íi

ñèñòåìè ç ðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó). Çíàéäåíî çâ'ÿçîê ìiæ âêîðî÷åíèìè ïñåâäîñïåêòðàëüíèìè

ôóíêöiÿìè òà ñàìîñïðÿæåíèìè ðîçøèðåííÿìè T̃ ç âèõîäîì â øèðøèé ïðîñòið äåÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî

âiäíîøåííÿ T ⊃ Tmin. Çà äåÿêèõ äîäàòêîâèõ óìîâ çíàéäåíî îöiíêó êðàòíîñòi ñèíãóëÿðíîãî ñïåêòðà

(i, îòæå, êðàòíîñòi âëàñíèõ çíà÷åíü) ðîçøèðåíü T̃ . Îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ m-ôóíêöié òà âêîðî-

÷åíèõ ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ âêîðî÷åíîãî äîïóñòèìîãî ãðàíè÷íîãî

ïàðàìåòðà τ , ùî âõîäèòü äî ãðàíè÷íèõ óìîâ. Çíàéäåíî êðèòåði¨, ùî äîçâîëÿþòü ïðîïóñòèòè óìîâó

äîïóñòèìîñòi. Äîâåäåíî, ùî âêîðî÷åíi ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ ñèñòåìè iñíóþòü (i çáiãàþòüñÿ ç âêîðî÷å-

íèìè ïñåâäîñïåêòðàëüíèìè ôóíêöiÿìè) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âiäíîøåííÿ T ¹ îïåðàòîðîì. Çàçíà-

÷åíi ðåçóëüòàòè ðîçâèâàþòü ðåçóëüòàòè ìîíîãðàôié Àðîâà òà Äèìà; À. Ñàõíîâè÷à, Ë. Ñàõíîâè÷à òà

Ðîéòáåðã ùîäî âêîðî÷åíèõ ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié ãàìiëüòîíîâèõ ðåãóëÿðíèõ ñèñòåì.

6. Äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi äîâiëüíî¨ (ìîæëèâî íåãàìiëüòîíîâî¨) ñèñòåìè íà ïðîìiæêó

I = (a, b) ç ñèíãóëÿðíèìè êiíöÿìè, ùî âiäïîâiäà¹ ðîçäiëåíèì ñàìîñïðÿæåíèì ãðàíè÷íèì óìîâàì,

äîâåäåíî ôîðìóëó Òiò÷ìàðøà, ÿêà ¹ àíàëîãîì âiäîìî¨ ôîðìóëè Òiò÷ìàðøà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨

ìàòðèöi îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëióâiëëÿ íà îñi. Öÿ ôîðìóëà âèðàæà¹ õàðàêòåðèñòè÷íó ìàòðèöþ ñèñòå-

ìè â òåðìiíàõ m-ôóíêöié íà ïiâîñÿõ. Çà äîïîìîãè ôîðìóëè Òiò÷ìàðøà îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ

îðòîãîíàëüíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié, ùî âiäïîâiäàþòü ñàìîñïðÿæåíèì ðîçäiëåíèì ãðàíè÷íèì óìî-

âàì. Öÿ ïàðàìåòðèçàöiÿ çàäà¹òüñÿ â òåðìiíàõ ñàìîñïðÿæåíèõ ãðàíè÷íèõ ïàðàìåòðiâ â òî÷êàõ a òà b,

çà äîïîìîãè ÿêèõ âèçíà÷àþòüñÿ ãðàíè÷íi óìîâè.

7. Ïåðåëi÷åíi ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî ñèñòåì ïåðåíåñåíî íà çâè÷àéíi ñèìåòðè÷íi äèôåðåíöiàëüíi

îïåðàòîðè äîâiëüíîãî (ïàðíîãî àáî íåïàðíîãî) ïîðÿäêó ç ìàòðè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè. Öå, çîêðåìà,

äîçâîëèëî ïîøèðèòè òåîðiþ Âåéëÿ - Òiò÷ìàðøà íà äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè ïàðíîãî ïîðÿäêó ç

íåðiâíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó òà íåïàðíîãî ïîðÿäêó ç äîâiëüíèìè (ÿê ðiâíèìè, òàê i íåðiâíèìè)
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iíäåêñàìè äåôåêòó, âèçíà÷åíi íà ïðîìiæêó ç ðåãóëÿðíîþ êiíöåâîþ òî÷êîþ.
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