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Загальна характеристика роботи

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню апроксимативних
характеристик деяких класiв функцiй дiйсної та комплексної змiн-
ної. Зокрема, встановлюються нерiвностi типу Лебега та Лебега-
Ландау, вiдповiдно, для класiв перiодичних неперервних та аналiтич-
них в крузi функцiй, якi визначено на основi поняття ψ-похiдної, вве-
деного О.I. Степанцем. Отримано оцiнки груп вiдхилень на деяких
класах ψ̄-диференцiйовних та аналiтичних в крузi функцiй, а також
точнi порядковi оцiнки для вiдхилень нормальних середнiх Зигмунда
рядiв Фабера функцiй, аналiтичних в обмежених областях та непе-
рервних на їх замиканнях. Крiм того, в роботi дослiджуються умови
регулярностi лiнiйних методiв пiдсумовування рядiв Тейлора, що за-
даються прямокутними нескiнченно рядковими матрицями дiйсних
чисел, у просторi аналiтичних функцiй.

Актуальнiсть теми. Найбiльш природним апаратом наближен-
ня перiодичних неперервних, або аналiтичних в крузi функцiй є ча-
стиннi суми їх рядiв Фур’є, або, вiдповiдно, рядiв Тейлора.

У 1909 роцi А. Лебег встановив таку нерiвнiсть

‖f(·)− Sn(f, ·)‖C ≤ (lnn+ 3)En(f)C , (1)

де Sn(f, ·) — частиннi суми ряду Фур’є порядку n; En(f)C — найкра-
ще рiвномiрне наближення f тригонометричними полiномами поряд-
ку не вище n. В подальшому нерiвнiсть (1) стали називати нерiвнiстю
Лебега. Результат Лебега показує, що наближення функцiї частин-
ними сумами Фур’є в lnn разiв гiрше за найкраще.

Нерiвнiсть (1) є точною на всьому класi неперервних функцiй,
але на деяких пiдмножинах неперервних функцiй вона перестає бути
точною. К.I. Осколков, встановивши спiввiдношення

‖f(·)− Sn(f, ·)‖C ≤ K
n∑
k=0

En+k(f)C
k + 1

,

уточнив нерiвнiсть (1) i показав iснування класiв функцiй, для яких
дане спiввiдношення є точним.

У 1935 роцi А.М. Колмогоров показав, що

sup
f∈W r

∞

‖f(·)− Sn(f, ·)‖C =
4

π2

lnn

nr
+O

(
1

nr

)
, n→∞, r ∈ N. (2)
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Згодом результати (1) та (2) було поширено на iншi важливi кла-
си функцiй.

В цiй областi працювали такi математики як А. Лебег, А.М. Кол-
могоров, С.М. Нiкольський, Б. Надь, В.Т. Пiнкевич, I.Г. Соко-
лов, В.К. Дзядик, С.Б. Стєчкiн, О.П. Тiман, С.О. Теляковський,
О.В. Єфiмов, О.I. Степанець, П.В. Задерей, А.С. Романюк, Р.М. Три-
губ, А.С. Сердюк та iншi.

Зокрема, О.I. Степанцем та його учнями в низцi робiт встановле-
но асимптотично непокращуванi аналоги спiввiдношень типу (1) та
(2) на класах Cψ̄C. В цих роботах послiдовностi ψ1 та ψ2 є опуклими,
спадними до нуля, тому важливою задачею є послаблення умов на
послiдовностi ψ̄ = (ψ1(k), ψ2(k)).

Теорiя сильного пiдсумовування рядiв Фур’є започаткована в ро-
ботах Г. Хардi, Дж. Лiттлвуда, Ю. Марцинкевича та А. Зiгмунда.
Зокрема, в 1941 роцi А. Зiгмундом встановлено, що(

n∑
k=0

|f(·)− Sk(f, ·)|p
) 1
p

= o(1)

має мiсце для будь-якого p > 0 та довiльної функцiї f ∈ L майже
скрiзь. Пiзнiше почали дослiджувати функцiонали виду(

1

n

2n−1∑
k=n

|f(·)− Sk(f, ·)|p
) 1
p

та
∞∑
k=n

λk|f(·)− Sk(f, ·)|p,

де p — довiльне додатне число, λ = {λk} — послiдовнiсть додатних
чисел.

Сильне пiдсумовування перiодичних функцiй дослiджували та-
кi математики як Г. Хардi, Дж. Лiттлвуд, Г. Алєксiч, Ю. Марцин-
кевич, К. Тандорi, А. Зиґмунд, Д. Кралiк, Л. Лейндлер, В. Тотiк,
В.В. Жук, К.I. Осколков, Л.Д. Гоголадзе, О.I. Степанець, Н.Л. Па-
чулiа, Р.А. Ласурiя та iншi.

На вiдмiну вiд випадку неперервних функцiй результатiв, що сто-
суються встановлення оцiнок типу Лебега-Ландау чи сильного пiд-
сумовування на класах аналiтичних в крузi функцiй, вiдомо менше.
В даному напрямку вiдомi роботи таких математикiв як Т. Шейк,
Г. Суноїчi, Б. Смiт, М.З. Двейрiн, Е.С. Белiнський, Ф. Вiз, О.I. Сте-
панець, В.В. Савчук, О.М. Швецова, Р.А. Ласурiя, М.В.Савчук та
iншi.
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В теорiї наближення функцiй значне мiсце займають лiнiйнi ме-
тоди пiдсумовування рядiв Фур’є та Тейлора. Тому однiєю з важли-
вих задач є дослiдження умов регулярностi лiнiйних методiв пiдсу-
мовування. Цими задачами займались такi математики як С. Сiдон,
Я.Д.Тамаркiн, Е. Хiлле, С.М. Нiкольський, Й. Карамата, М. То-
мiч, С.Б. Стєчкiн, О.В. Єфiмов, С.О. Теляковський, Л.I. Баусов,
Г.О. Фомiн, Р.М. Тригуб, Е.С. Белiнський, Я.С. Бугров, Л.В. Тайков,
П.В. Задерей, В.В. Савчук, Р.В. Товкач, О.М. Пелагенко та iншi.

В теорiї функцiй комплексної змiнної актуальними є задачi на-
ближення функцiй в однозв’язних областях, обмежених спрямлюва-
ними жордановими кривими, за допомогою полiномiв Фабера. При
рiзних умовах на функцiю та границю областi цю задачу дослiд-
жували такi математики як В.К. Дзядик, Т. Кеварi, Х. Померенке,
В.В. Андрiєвський, М.М. Джрбашян, О.I. Маркушевич, С.Я. Аль-
пер, П.К. Суєтiн, С.В. Елайсот, Ф.Д. Леслi, В.С. Вiнге, С.Е. Вар-
шавський, Ж. М. Андерсон, I.О. Шевчук, О.I. Степанець, В.С. Ро-
манюк, Ф.Г. Абдулаєв, П.В. Задерей, М.В. Савчук та iншi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Робота виконана на кафедрi математики Кiровоградського дер-
жавного педагогiчного унiверситету iменi Володимира Винниченка.

Мета i завдання дослiдження. Метою роботи є: отриман-
ня точних нерiвностей типу Лебега на класах ψ̄-диференцiйовних
функцiй Cψ̄C, виражених через найкраще наближення ψ̄-похiдної;
встановлення точних нерiвностей типу Лебега-Ландау на класах
аналiтичних в одиничному крузi функцiй Hψ

∞, виражених через
найкраще наближення функцiї fψ; дослiдження умов регулярностi
лiнiйних методiв пiдсумовування рядiв Тейлора, заданих нескiнчен-
но рядковими матрицями дiйсних чисел, у просторi аналiтичних
функцiй; отримання оцiнок груп вiдхилень функцiй з класiв Cψ̄C
та Hψ

∞ в термiнах найкращих наближень функцiї f ψ̄ чи, вiдповiдно,
fψ; отримання оцiнки вiдхилення нормальних середнiх Зигмунда ря-
ду Фабера вiд аналiтичної функцiї з класу A(Ω), що вираженi через
найкращi наближення функцiї алгебраїчними полiномами.

Об’єктом дослiдження є класи функцiй Cψ̄, Hψ
∞ та A(Ω), лiнiйнi

методи пiдсумовування неперервних та аналiтичних функцiй.
Предметом дослiдження є: величини ρn(f ;x), Hp

n(f ;x) та
Hp
n(f ;λ;x) при f ∈ Cψ̄C; ρn(f ; z), Hϕ

n (f ; z) таHϕ
n (f ;λ; z) при f ∈ Hψ

∞;
умови регулярностi лiнiйних методiв пiдсумовування рядiв Тейло-
ра у просторi аналiтичних функцiй, що заданi прямокутною нескiн-
ченно рядковою матрицею дiйсних чисел та швидкiсть наближення
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функцiй з класу A(Ω) нормальними середнiми Зигмунда, що вира-
женi через найкращi наближення функцiї алгебраїчними полiнома-
ми.

Задачi дослiдження:
1. Встановити нерiвностi типу Лебега на класi функцiй Cψ̄C, в

яких норма вiдхилення частинних сум ряду Фур’є вiд функцiї вира-
жена через величину найкращого наближення функцiї f ψ̄.

2. Встановити нерiвностi типу Лебега-Ландау на класi аналiтич-
них в крузi функцiй Hψ

∞, в яких норма вiдхилення частинних сум
ряду Тейлора вiд функцiї виражена через величину найкращого на-
ближення функцiї fψ.

3. Отримати оцiнки збiжностi груп вiдхилень на класах Cψ̄C та
Hψ
∞ в термiнах найкращих наближень функцiї f ψ̄ чи, вiдповiдно, fψ.
4. Встановити критерiй регулярностi методiв пiдсумовування

рядiв Тейлора, заданих нескiнченно рядковими матрицями дiйсних
чисел, у просторi аналiтичних функцiй A(D) та показати iснування
таких методiв, що є регулярними в просторi аналiтичних функцiй
A(D) i не є регулярними у просторi неперервних функцiй C.

5. Встановити швидкiсть наближення аналiтичної в областi Фаб-
ера функцiї нормальними середнiми Зигмунда, що виражена через
величину найкращого наближення функцiї f ∈ A(Ω) алгебраїчними
полiномами.

Методи дослiдження. При розв’язаннi поставлених задач у
дисертацiйнiй роботi використовуються загальнi методи математич-
ного та функцiонального аналiзу, теорiї функцiй дiйсної та комплекс-
ної змiнної у поєднаннi з методами, якi були розробленi у роботах
таких математикiв, як С.Б. Стєчкiн, О.I. Степанець, С.О. Теляковсь-
кий, О.В. Єфiмов, Г.М. Голузiн, Г.О. Фомiн, В.В. Савчук, О.М. Шве-
цова, М.П. Тiман, Л.В. Тайков, Й. Карамата, В. Тотiк, Р.А. Ласурiя
та iншi.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати робо-
ти є новими i полягають у наступному:

1. Одержано нерiвнiсть типу Лебега для сум Фур’є на класi функ-
цiй Cψ̄C, виражену через найкращi наближення f ψ̄ тригонометрич-
ними полiномами порядку не вище n. Показано, що отримана нерiв-
нiсть є точною на класi Cψ̄Cε.

2. Одержано нерiвнiсть типу Лебега-Ландау для сум Тейлора на
класi аналiтичних функцiй Hψ

∞, виражену через найкращi набли-
ження fψ алгебраїчними полiномами порядку не вище n, показано
iснування функцiї, для якої дана нерiвнiсть є точною. Встановлено
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асимптотично точну оцiнку для верхнiх граней норми вiдхилення
частинних сум Тейлора вiд функцiй з класу Hψ

∞.
3. Отримано оцiнки швидкостi збiжностi груп вiдхилень функцiй

з класiв Cψ̄C i Hψ
∞, що вираженi через величину найкращого наб-

лиження, вiдповiдно, функцiй f ψ̄ та fψ, а також отримано оцiнки
деяких функцiоналiв, що стосуються теорiї сильного пiдсумовуван-
ня функцiй iз заданих класiв.

4. Встановлено критерiй регулярностi лiнiйних методiв пiдсумо-
вування рядiв Тейлора аналiтичних функцiй з простору A(D), що за-
даються нескiнченно рядковими матрицями дiйсних чисел. Показано
iснування методiв пiдсумовування, регулярних у просторi аналiтич-
них функцiй A(D), i, в той же час, нерегулярних у просторi непере-
рвних функцiй C. Наведено бiльш простi, але достатнi умови регу-
лярностi прямокутного методу пiдсумовування в просторi A(D), що
виражаються безпосередньо через елементи матрицi Λ.

5. Встановлено швидкiсть наближення функцiй f ∈ A(Ω), що є
аналiтичними в областях Фабера та неперервними на їх замиканнi,
нормальними середнiми Зигмунда їх рядiв Фабера, що виражається
через величину найкращого наближення функцiї f алгебраїчними
полiномами.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна
робота носить теоретичний характер. Результати роботи та методика
їх отримання можуть бути використанi при подальшому вивченнi
задач наближення функцiй iз класiв Cψ̄, Hψ

∞ та A(Ω).
Особистий внесок здобувача. Визначення напрямкiв та по-

становка задач дослiдження належать науковому керiвнику — док-
тору фiз.–мат. наук, професору П.В. Задерею. Результати робiт [1],
[2], [4]-[6], що мiстяться в пiдроздiлах 2.2, 2.4, 2,5, 3.1-3.3 та 4.2, от-
риманi спiльно iз П.В. Задереєм, внесок обох авторiв є рiвноцiнним.
Решта результатiв отриманi здобувачем самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи
доповiдалися на:

— семiнарах вiддiлу теорiї функцiй (Iнститут математики
НАН України; керiвник семiнару: доктор фiз.-мат. наук, професор
А. С. Романюк);

— семiнарi "Cучасний аналiз" (механiко–математичний факуль-
тет Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка;
керiвники семiнару: доктори фiз.-мат. наук, професори I. О. Шевчук,
О. О. Курченко та В. М. Радченко);

— семiнарi кафедри вищої математики (Київський нацiональний
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унiверситет технологiй та дизайну; керiвник семiнару: доктор фiз.-
мат. наук, професор П. В. Задерей);

— семiнарi "Математика, її застосування та викладання"
(фiзико–математичний факультет Кiровоградського державного пе-
дагогiчного унiверситету iменi Володимира Винниченка; керiвник се-
мiнару: доктор фiз.-мат. наук, професор Ю. I. Волков);

— мiжнароднiй конференцiї «Теорiя наближення функцiй та
її застосування», присвяченiй 70-рiччю з дня народження члена-
кореспондента НАН України, професора О.I. Степанця (1942-2007),
28 травня – 3 червня 2012р., Кам’янець-Подiльський, Україна;

— мiжнароднiй математичнiй конференцiї «Боголюбовськi чи-
тання DIF-2013, Диференцiальнi рiвняння, теорiя функцiй та їх за-
стосування» з нагоди 75-рiччя з дня народження академiка А.М. Са-
мойленка, 23-30 червня 2013 р., Севастополь, Україна;

— всеукраїнськiй науковiй конференцiї «Сучаснi проблеми теорiї
ймовiрностей та математичного аналiзу» 24.02-02.03.2014р., Ворохта,
Україна;

— мiжнароднiй математичнiй конференцiї “Диференцiальнi рiв-
няння, обчислювальна математика, теорiя функцiй та матема-
тичнi методи механiки” до 100-лiття вiд дня народження члена-
кореспондента НАН України Положого Георгiя Миколайовича (1914
– 1968) 23 – 24 квiтня 2014 р., м. Київ, Україна;

— всеукраїнськiй науковiй конференцiї «Сучаснi проблеми теорiї
ймовiрностей та математичного аналiзу» 25 лютого-1 березня 2015
р., Ворохта, Україна.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiко-
вано у одиннадцяти наукових публiкацiях, з яких шiсть є статтями у
наукових виданнях, внесених до перелiку фахових видань з фiзико-
математичних наук [1 – 6], та п’ять опублiковано у матерiалах мiж-
народних та всеукраїнських наукових конференцiй [7 – 11]. Статтi
[4] та [6] опублiковано у виданнях, якi включенi до мiжнародних на-
уково метричних баз.

Структура та обсяг роботи. Дисертацiйне дослiдження скла-
дається зi вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв та списку викори-
станих джерел, що мiстить 107 найменувань. Повний обсяг роботи
складає 128 сторiнок друкованого тексту.

Основний змiст дисертацiї

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, сформульо-
вано мету та завдання дослiдження, стисло викладено змiст основної
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частини роботи та наукову новизну одержаних результатiв.
Перший роздiл дисертацiйної роботи присвячений огляду лiте-

ратури, пов’язаної з темою дослiдження. Зокрема, у пiдроздiлi 1.1.
наведено основнi поняття i факти про класи ψ-диференцiйовних пе-
рiодичних функцiй CψC та аналiтичних в одиничному крузi функцiй
Hψ
∞. В пiдроздiлi 1.2 мiститься огляд основних результатiв, якi сто-

суються нерiвностей типу Лебега та Лебега-Ландау. В пiдроздiлi 1.3
наведено огляд результатiв про збiжнiсть груп вiдхилень та силь-
ну сумовнiсть диференцiйовних та аналiтичних функцiй. Пiдроздiл
1.4 присвячено результатам, що стосуються умов регулярностi лiнiй-
них методiв пiдсумовування аналiтичних та неперервних функцiй.
В пiдроздiлi 1.5 мiстяться результати, що стосуються наближень
аналiтичних функцiй рядами Фабера в однозв’язних областях.

Другий роздiл присвячено дослiдженню апроксимативних харак-
теристик частинних сум рядiв Фур’є та Тейлора на класах функцiй,
вiдповiдно, CψC та Hψ

∞.
В пiдроздiлi 2.1 наведено деякi оцiнки, що стосуються iнтегралiв

модулiв тригонометричних рядiв з дiйсними та комплексними коефi-
цiєнтами, також встановлено деякi спiввiдношення мiж числовими
рядами та сумами.

Нехай L — простiр 2π-перiодичних сумовних за Лебегом функ-
цiй f, C — пiдпростiр L, що складається з неперервних функцiй та
L∞ — пiдпростiр L, що складається з iстотно обмежених функцiй iз
загально прийнятими нормами ‖f‖1 = ‖f‖L, ‖f‖C та ‖f‖∞.

Нехай

S[f ] :=
a0(f)

2
+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) ≡
∞∑
k=0

Ak(f, x) (3)

— ряд Фур’є функцiї f ∈ L; a0(f), ak(f), bk(f), k = 1, 2, . . . —
її коефiцiенти Фур’є. Позначимо через Sn(f ;x) — частинну суму
порядку n ряду Фур’є (3) i покладемо ρn(f ;x) = f(x) − Sn(f ;x).
Нехай далi Tn — множина тригонометричних полiномiв tn вигляду
tn(x) =

∑n
k=0

(
αk cos kx+ βk sin kx

)
i

En(f)X := inf
tn∈Tn

‖f(x)− tn(x)‖X

— найкраще наближення функцiї f за допомогою тригонометричних
полiномiв tn ∈ Tn, а X означає або L, або L∞, або C.

Наведемо тепер поняття ψ-похiдної, введеної О.I. Степанцем.
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Нехай f ∈ L з рядом Фур’є виду (3), ψ̄ = (ψ1(k), ψ2(k)) — па-
ра довiльних числових послiдовностей ψ1(k) i ψ2(k), причому для
довiльного k ∈ N ψ̄2(k) = ψ2

1(k) + ψ2
2(k) 6= 0.

Якщо ряд
∑∞
k=1

(
ψ1(k)

ψ̄2(k)
Ak(f ;x) − ψ2(k)

ψ̄2(k)
Ãk(f ;x)

)
, де Ak(f ;x) =

ak(f) cos kx + bk(f) sin kx, Ãk(f ;x) = ak(f) sin kx− bk(f) cos kx, є ря-
дом Фур’є деякої функцiї ϕ ∈ L, то ϕ назвемо ψ̄-похiдною функцiї f
i позначимо її через f ψ̄(·).

Через Cψ̄ будемо позначати множину всiх неперервних функцiй
f, у яких iснують ψ̄-похiднi i покладемо

Cψ̄C = {f ∈ Cψ̄ : f ψ̄ ∈ C}, Cψ̄Cε = {f ∈ Cψ̄ : f ψ̄ ∈ Cε},

Cε = {f ∈ C : Ek(f)C ≤ εk, k = 0, 1, 2, . . .},

де ε = {εk}, k = 0, 1, 2, . . . — монотонно спадна до нуля послiдовнiсть
невiд’ємних чисел.

Кажуть, що послiдовнiсть αk задовольняє умови Боаса-
Теляковського, якщо

lim
k→∞

αk = 0, V (α) :=

∞∑
k=0

|4αk| <∞, де 4αk = αk − αk+1, (4)

B(α) :=

∞∑
k=2

∣∣∣∣∣
[k/2]∑
l=1

4αk−l −4αk+l

l

∣∣∣∣∣ <∞. (5)

Послiдовнiсть αk є квазiопуклою, якщо

lim
k→∞

αk = 0,

∞∑
k=0

(k + 1)|42αk| <∞.

Зазначимо, що при виконаннi (4) i (5) для довiльного m ∈ N бу-

де скiнченною величина Bm(α) :=
∑∞
i=2

∣∣∣∣∑[ i2 ]

k=1
4αm+i−k−4αm+i+k

k

∣∣∣∣,
також позначимо Vm(α) =

∑∞
k=m |4αk| та Rm(α) =

∑∞
k=m+1(k +

1)|42αk|.
В пiдроздiлi 2.2 встановлено таке твердження:
Теорема 2.4. Нехай послiдовностi ψ1(k) та ψ2(k) задовольня-

ють умови (4), (5) та
∑∞
k=1

|ψ2(k)|
k <∞. Тодi для будь-якої функцiї
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f ∈ Cψ̄C при n ∈ N справедлива нерiвнiсть

‖ρn(f ;x)‖C ≤
(

4

π2

n∑
k=1

√
ψ2

1(n+ k) + ψ2
2(n+ k)

k
+

2

π

∞∑
k=2n+3

|ψ2(k)|
k

+

+O(1)(Vn+1(ψ1) + Vn+1(ψ2) +Bn+1(ψ1) +Bn+1(ψ2))

)
En(f ψ̄), (6)

Нерiвнiсть (6) є точною на класi Cψ̄Cε в тому розумiннi, що
для довiльної монотонно спадної до нуля послiдовностi невiд’ємних
чисел ε = {εk}, k = 0, 1, 2, . . . iснує f∗ ∈ Cψ̄Cε така, що

‖ρn(f∗;x)‖C =

(
4

π2

n∑
k=1

√
ψ2

1(n+ k) + ψ2
2(n+ k)

k
+

2

π

∞∑
k=2n+3

|ψ2(k)|
k

+

+O(1)(Vn+1(ψ1) + Vn+1(ψ2) +Bn+1(ψ1) +Bn+1(ψ2))

)
εn.

У пiдроздiлi 2.3 на множинi функцiй Cψ̄C дослiджуються вели-
чини

Hp
n(f ;x) =

(
1

n

2n−1∑
k=n

|ρk(f ;x)|p
) 1
p

та Hp
n(f ;λ;x) =

∞∑
k=n

λk|ρk(f ;x)|p,

де p — довiльне додатне число, λ = {λk} — послiдовнiсть дiйсних
чисел.

Справедлива наступна теорема:

Теорема 2.5. Нехай послiдовностi ψ1(k) та ψ2(k), що пряму-
ють до нуля, є квазiопуклими та, крiм того, виконується умова∑∞
k=1

|ψ2(k)|
k <∞. Тодi для довiльної функцiї f ∈ CψC та довiльного

0 < p <∞ у всiх точках x ∈ [−π, π] має мiсце нерiвнiсть

Hp
n(f ;x) ≤ Kp

( ∞∑
k=2n+1

|ψ2(k)|
k

+Rn(ψ1) +Rn(ψ2)

)
En(fψ).

Теорема 2.6. Нехай послiдовностi ψ1(k) та ψ2(k), що пряму-
ють до нуля, є квазiопуклими та, крiм того, виконується умова
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∑∞
k=1

|ψ2(k)|
k <∞, λk — незростаюча послiдовнiсть невiд’ємних чи-

сел, i числа βk = λkα
p
k, де

αk =

∞∑
k=2n+1

|ψ2(k)|
k

+Rn(ψ1) +Rn(ψ2),

не зростають. Тодi для довiльної функцiї f ∈ CψC та довiльного
0 < p <∞ у всiх точках x ∈ [−π, π] має мiсце нерiвнiсть

Hp
n(f ;λ;x) ≤ Kp

(
nλnα

p
nE

p
n(fψ) +

∞∑
k=n

λkα
p
kE

p
k(fψ)

)
.

В пiдроздiлi 2.4 знайдено оцiнки вiдхилень сум Тейлора на класi
аналiтичних функцiй Hψ

∞, вираженi через найкращi наближення ψ-
похiдних функцiй, а також отримано асимптотичнi рiвностi для верх-
нiх граней вiдхилень сум Тейлора функцiй з цього ж класу.

Введемо такi позначення: D = {z ∈ C : |z| < 1}. Через A(D)
позначимо множину аналiтичних в крузi D функцiй, а через H∞
— простiр аналiтичних в крузi D функцiй, що задовольняють умовi
‖f‖H∞ = sup

z∈D
|f(z)| <∞. Надалi UH∞ — одинична куля в H∞.

Нехай f ∈ A(D) i f(z) =
∑∞
k=0 akz

k, z ∈ D — її розклад в ряд
Тейлора-Маклорена, де ak = f(k)(0)

k! . Якщо ряд
∑∞
k=1

1
ψ(k)akz

k, z ∈ D
є рядом Тейлора деякої функцiї з класу H∞, то цю функцiю будемо
позначати fψ i називатимемо її ψ-похiдною функцiї f. Позначимо
через Hψ

∞ клас функцiй з H∞, у яких похiдна fψ ∈ UH∞. Вперше
подiбний клас функцiй був розглянутий Т. Шейком.

Має мiсце наступне твердження.

Теорема 2.7. Нехай ψ(k) ∈ C, k = 0, 1, 2, . . . — послiдовнiсть
для якої виконуються умови (4) та (5). Тодi для довiльної функцiї
f ∈ Hψ

∞ та будь-якого n ∈ N справедлива нерiвнiсть

‖ρn(f, z)‖∞ ≤

(
1

π

n∑
k=1

|ψ(k + n+ 1)|
k

+O(1)(Vn(ψ) +Bn(ψ))

)
En(fψ).

(7)
Крiм того iснує функцiя Φ(z) ∈ Hψ

∞, така що Φψ(z) = ϕ(z) ∈
UH∞, для якої в (7) матиме мiсце рiвнiсть, тобто

‖ρn(Φ, z)‖∞ =

(
1

π

n∑
k=1

|ψ(k + n+ 1)|
k

+O(1)(Vn(ψ) +Bn(ψ))

)
En(ϕ).
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Теорема 2.8. Нехай ψ(k) ∈ C, k = 0, 1, 2, . . . — послiдовнiсть
для якої виконуються умови (4) та (5). Тодi для довiльної функцiї
f ∈ Hψ

∞ та будь-якого n ∈ N справедливе спiввiдношення

sup
f∈Hψ∞

‖ρn(f, z)‖∞ =
1

π

n∑
k=1

|ψ(k + n+ 1)|
k

+O(1)(Vn(ψ) +Bn(ψ)).

В пiдроздiлi 2.5 отримано оцiнки груп ϕ-вiдхилень та ϕ-середнiх
λ-методiв пiдсумовування рядiв Тейлора аналiтичних i обмежених в
крузi функцiй.

Через Φ позначимо множину неспадних i неперервних на (0,∞)
функцiй ϕ(·) таких, що ϕ(0) = 0, ϕ(u) > 0, ϕ(u) ≤ ebu, для u ∈ [0, 1]
ϕ(2u) ≤ aϕ(u), де a = a(ϕ). Природними представниками множини
Φ є, наприклад, функцiї ϕ(u) = up , p > 0, ϕ(u) = eu − 1, тощо.

В цьому пiдроздiлi на множинi функцiй Hψ
∞ дослiджуються ве-

личини

Hϕ
n (f ; z) =

1

n

2n−1∑
k=n

ϕ(|ρk(f ; z)|) та Hϕ
n (f ;λ; z) =

∞∑
k=n

λkϕ(|ρk(f ; z)|),

де p — довiльне додатне число, λ = {λk} — послiдовнiсть дiйсних
чисел.

Теорема 2.9. Нехай ϕ ∈ Φ, ψ(k) = ψ1(k) + iψ2(k), причому
ψi(k), i = 1, 2 є квазiопуклими, спадними до 0 послiдовностями.
Тодi для довiльної функцiї f ∈ Hψ

∞ та будь-якого n ∈ N справедлива
нерiвнiсть

Hϕ
n (f ; z) ≤ Kϕ(Rn(ψ)En(fψ)),

де K = K(ϕ) — деяка величина рiвномiрно обмежена по n, z та f.

Теорема 2.10. Нехай ϕ ∈ Φ, ψ(k) = ψ1(k) + iψ2(k), причому
ψi(k) i = 1, 2, є квазiопуклими, спадними до 0 послiдовностями,
λ = {λk} — незростаюча послiдовнiсть додатних чисел. Тодi для
довiльної функцiї f ∈ Hψ

∞ та будь-якого n ∈ N справедлива нерiв-
нiсть

Hϕ
n (f ;λ; z) ≤ K

(
nλnϕ(Rn(ψ)En(fψ)) +

∞∑
k=n

λkϕ(Rk(ψ)Ek(fψ))
)
,
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де K = K(ϕ) — деяка величина рiвномiрно обмежена по n, z та f.
Третiй роздiл роботи присвячено лiнiйним методам пiдсумову-

вання аналiтичних в крузi функцiй.
Позначимо через A(D), D = {w ∈ C : |w| < 1} — простiр функцiй

f(·), аналiтичних вD i неперервних вD = {w ∈ C : |w| ≤ 1} з нормою

‖f‖A(D) = max
z∈D
|f(z)|.

Якщо задано нескiнченнорядкову матрицю Λ = {λ(n)
k }, n, k =

0, 1, . . . дiйсних чисел λ
(n)
k , то кожнiй функцiї f ∈ A(D) з рядом

Тейлора

f(z) =

∞∑
k=0

ckz
k, z ∈ D (8)

поставимо у вiдповiднiсть послiдовнiсть рядiв

Un(f ; Λ; z) =

∞∑
k=0

λ
(n)
k ckz

k, z ∈ D. (9)

Будемо говорити, що ряд (8) пiдсумовується методом Λ в точцi
z ∈ D до значення f(z), якщо ряди (9) є збiжними для довiльного
n = 0, 1, . . . та має мiсце спiввiдношення

lim
n→∞

Un(f,Λ, z) = f(z), z ∈ D. (10)

Метод пiдсумовування Λ називається регулярним в просторi
A(D), якщо для кожної f ∈ A(D) та довiльного z ∈ D, ряд (8)
пiдсумовується цим методом до числа f(z).

Якщо метод пiдсумовування є регулярним у просторi A(D), то
для кожної f ∈ A(D) ряди (9) збiгаються рiвномiрно i рiвномiрною
буде збiжнiсть у спiввiдношеннi (10), тобто має мiсце збiжнiсть за
нормою простору A(D).

Справедлива наступна теорема.

Теорема 3.1. Для регулярностi методу пiдсумовування Λ в
просторi A(D) необхiдно та достатньо, щоб виконувалися умови

(А) для усiх k = 0, 1, 2, . . . limn→∞ λ
(n)
k = 1;

(E) iснувало число Mn > 0, що можливо залежить вiд n, i
такий розклад λ(n)

k = α
(n)
k + β

(n)
k , k = 1, 2, . . . на дiйснi числа α(n)

k i
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β
(n)
k , що кожна iз функцiй

t(n)
m (x) =

λ
(n)
0

2
+

m∑
k=1

(α
(n)
k cos kx+ β

(n)
k sin kx), n = 0, 1, . . . ;m = 0, 1, . . .

задовольняє умовi
∫ 2π

0
|t(n)
m (x)|dx ≤Mn, n = 0, 1, . . . , де величина Mn

не залежить вiд m;
(F) повна варiацiя функцiй

Kn(x) = lim
m→∞

∫ x

0

(λ(n)
0

2
+

m∑
k=1

(α
(n)
k cos kt+ β

(n)
k sin kt)

)
dt =

=
λ

(n)
0

2
x+

∞∑
k=1

1

k
(α

(n)
k sin kx− β(n)

k cos kx)

була рiвномiрно обмеженою на [0, 2π]:
∫ 2π

0
|dKn(x)| ≤M.

В пiдроздiлi 3.2 показано iснування методiв пiдсумовування, що
є регулярними в просторi аналiтичних функцiй A(D), але нерегуляр-
ними у просторi неперервних функцiй C.

Хоча умови теореми 3.1 є необхiдними i достатнiми, але перевiрка
їх для конкретних методiв пiдсумовування досить часто є складною.
Тому виникає задача про отримання достатнiх, але бiльш простих
умов, за яких метод пiдсумовування буде регулярним. Таку задачу
(для трикутних матриць) вперше поставив С.М. Нiкольський. В пiд-
роздiлi 3.3 наведено бiльш простi, але достатнi умови регулярностi
методу пiдсумовування, що заданий прямокутною матрицею чисел.

Теорема 3.2. Нехай числа λ(n)
k можна представити у виглядi

λ
(n)
k = α

(n)
k + β

(n)
k , де дiйснi числа α(n)

k та β(n)
k , k = 0, 1, 2, . . . , n =

0, 1, 2, . . . задовольняють умовам

V (α) + V (β) =

∞∑
k=0

|4α(n)
k |+

∞∑
k=0

|4β(n)
k | ≤M,

∞∑
k=1

|β(n)
k |
k

+

∞∑
ν=2

∣∣∣ [ν/2]∑
k=1

4α(n)
ν−k −4α

(n)
ν+k

k

∣∣∣+ ∞∑
ν=2

∣∣∣ [ν/2]∑
k=1

4β(n)
ν−k −4β

(n)
ν+k

k

∣∣∣ ≤M.
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Тодi для регулярностi методу пiдсумовування Λ в просторi
A(D) необхiдно i достатньо виконання умови (A) та для довiль-
ного m ∈ N виконання умов

(G)

m∑
k=1

|α(n)
m+k|+ |β

(n)
m+k|

k
≤Mn,

де Mn залежить, можливо, лише вiд n, та

(H)

m∑
k=1

|α(n)
m−k − α

(n)
m+k|

k
+

m∑
k=1

|β(n)
m−k − β

(n)
m+k|

k
≤M.

Четвертий роздiл роботи присвячений наближенню аналiтичних
функцiй в однозв’язних областях Фабера середнiми Зiгмунда.

Нехай Ω — однозв’язна область в комплекснiй площинi C, межею
якої є замкнена спрямлювана жорданова крива Γ. За теоремою Рiма-
на iснує єдине вiдображення w = Φ(z), що конформно та однолистно
вiдображає зовнiшнiсть областi Ω на зовнiшнiсть одиничного круга
D = {w ∈ C : |w| < 1} при умовах

Φ(∞) =∞, Φ′(∞) = γ > 0.

Обернене до w = Φ(z) вiдображення позначимо z = Ψ(w), а
многочлени Фабера для областi Ω будемо позначати через Fν(z),
ν = 0, 1, 2, . . . .

Нехай далi A(Ω) — множина функцiй f , аналiтичних в областi Ω
та неперервних в Ω = Ω

⋃
Γ. Коефiцiенти Фабера функцiї f ∈ A(Ω)

обчислюються за формулами

aν = aν(f) =
1

2πi

∫
|w|=1

f(Ψ(w))

wn+1
dw =

1

2πi

∫
Γ

f(ζ)Φ′(ζ)

Φn+1(ζ)
dζ,

де Φ′(z) має майже скрiзь на Γ кутовi граничнi значення, якi утворю-
ють функцiю, iнтегровну на Γ, а ряд

∑∞
ν=0 aνFν(z) є рядом Фабера

функцiї f ∈ A(Ω).
Задамо на множинi функцiй f ∈ A(D) оператор TΩ : A(D) →

A(Ω) що дiє за правилом

TΩ(f)(z) =
1

2πi

∫
T

f(w)
Ψ′(w)

Ψ(w)− z
dw, z ∈ Ω (11)
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де T = {w ∈ C : |w| = 1}, z ∈ Ω. Такий оператор називають операто-
ром Фабера.

Оператор

T−1
Ω (f)(w) =

1

2πi

∫
T

f(Ψ(t))

t− w
dt, |w| < 1,

називають оберненим оператором Фабера.
Область Ω називають областю Фабера, якщо для норми опера-

тора (11) виконується спiввiдношення:

‖TΩ‖ = sup
‖f‖A(D)≤1

‖TΩ(f)(z)‖ <∞.

Зокрема, областями Фабера є опуклi областi, областi, якi обмеженi
кривими Альпера, Ляпунова, Радона (обмеженого обертання), або
областi класу A.

Введемо такi позначення: pn(z) =
∑n
ν=0 cνz

ν — алгебраїчний
многочлен степеня n з комплексними коефiцiентами cν ; Pn — мно-
жина всiх алгебраїчних многочленiв pn(z); En(f) = En(f,Ω) — най-
краще рiвномiрне наближення функцiї f ∈ A(Ω) алгебраїчними мно-
гочленами

En(f,Ω) = inf
pn∈Pn

‖f(z)− pn(z)‖ = inf
pn∈Pn

max
z∈Ω
|f(z)− pn(z)|;

позначимо частинну суму ряду Фабера, суму Валле Пуссена та нор-
мальнi середнi Зигмунда ряду Фабера функцiї f ∈ A(Ω) вiдповiдно
через

Sn(f, z) =

n∑
ν=0

aνFν(z), V nm(f, z) =
1

n−m+ 1

n∑
ν=m

Sν(f, z) та

Zkn(f, z) =

n∑
ν=0

(
1−

(
ν

n+ 1

)k)
aνFν(z).

Домовимося в цьому роздiлi пiд символом ‖f(·)‖ розумiти
maxz∈Ω |f(·)|.

У пiдроздiлi 4.1 встановлено деякi допомiжнi твердження,
що стосуються наближення аналiтичних функцiй сумами Валле-
Пуссена.
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Лема 4.1. Нехай Ω — однозв’язна область Фабера, функцiя f ∈
A(Ω). Тодi

‖f(z)− V nm(f, z)‖ ≤M n+ 1

n−m+ 1
Em(f,Ω),

де 0 ≤ m ≤ n, n = 1, 2, . . . та стала M не залежить вiд f та n.

У пiдроздiлi 4.2 мiстяться асимптотично точнi оцiнки вiдхилень
середнiх Зигмунда рядiв Фабера аналiтичних функцiй, там же пока-
зано, що отримана оцiнка є точною.

Теорема 4.1. Нехай Ω — обмежена однозв’язна область Фабе-
ра, функцiя f ∈ A(Ω). Тодi

‖f(z)− Zkn(f, z)‖ ≤ Mk

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω),

де стала Mk залежить вiд k i не залежить вiд f та n.
Наслiдок 4.1. Нехай Ω — однозв’язна область Фабера, а функцiя

f ∈ A(Ω). Тодi

‖f(z)− σn(f, z)‖ ≤ M

n+ 1

n∑
ν=0

Eν(f,Ω),

де σn(f, z) = 1
n+1

∑n
ν=0 Sn(f, z) i стала M не залежить вiд f та n.

Нехай ε = {εν}∞ν=0 — строго монотонно спадна до 0 числова послi-
довнiсть. Позначимо через Aε(Ω) множину функцiй f ∈ A(Ω) таких,
що

En(f,Ω) ≤ εn+1.

Теорема 4.2. Якщо для областi Ω оператор Фабера TΩ i обер-
нений оператор Фабера T−1

Ω є обмеженими, то для множини f ∈
Aε(Ω) iснують сталi M1 та M2 такi, що

M1

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1εν+1 ≤ sup
f∈Aε(Ω)

∥∥f(z)− Zkn(f, z)
∥∥ ≤

≤ M2

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1εν+1
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Висновки

1. Одержано нерiвнiсть типу Лебега для сум Фур’є на класi функ-
цiй Cψ̄C, виражену через найкращi наближення f ψ̄ тригонометрич-
ними полiномами порядку не вище n. Показано, що отримана нерiв-
нiсть є точною на класi Cψ̄Cε.

2. Одержано нерiвнiсть типу Лебега-Ландау для сум Тейлора на
класi аналiтичних функцiй Hψ

∞, виражену через найкращi набли-
ження fψ алгебраїчними полiномами порядку не вище n, показа-
но iснування функцiї, для якої дана нерiвнiсть є точною, отримано
асимптотично точну оцiнку для верхнiх граней норми вiдхилення
частинних сум Тейлора вiд функцiй з Hψ

∞.
3. Отримано оцiнки швидкостей збiжностi груп вiдхилення для

функцiй з класiв Cψ̄C та Hψ
∞, що вираженi через величину найкра-

щого наближення, вiдповiдно, функцiй f ψ̄ та fψ, також отримано
оцiнки деяких функцiоналiв, що стосуються теорiї сильного пiдсу-
мовування функцiй iз заданих класiв.

4. Встановлено критерiй регулярностi лiнiйних методiв пiдсумо-
вування, що задаються нескiнченно рядковими матрицями дiйсних
чисел, у просторi аналiтичних функцiй A(D). Також показано iсну-
вання методiв пiдсумовування, регулярних у просторi аналiтичних
функцiй A(D), i, в той же час, нерегулярних у просторi неперервних
функцiй C. Наведено бiльш простi, але достатнi умови регулярностi
прямокутного методу пiдсумовування в просторi A(D), що виража-
ються безпосередньо через елементи матрицi Λ.

5. Встановлено швидкiсть наближення функцiй, що є аналiтич-
ними в областях Фабера та неперервними на їх замиканнi, нормаль-
ними середнiми Зигмунда рядiв Фабера вiд функцiї, що виражаєть-
ся через величину найкращого наближення функцiї алгебраїчними
полiномами.
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Анотацiї
Гаєвський М.В. Задачi наближення аналiтичних та ψ-

диференцiйовних функцiй.— Рукопис. Дисертацiя на здобут-
тя наукового ступеня кандидата фiзико-математичних наук за спе-
цiальнiстю 01.01.01 — математичний аналiз. — Iнститут математики
НАН України, Київ, 2016.

У дисертацiї дослiджуються такi класи: неперервних перiодич-
них функцiй Cψ̄C; аналiтичних в крузi функцiй Hψ

∞ та аналiтичних
в однозв’язних областях функцiй A(Ω).

Отримано нерiвностi типу Лебега на класi функцiй Cψ̄C, в яких
норма вiдхилення частинних сум ряду Фур’є вiд функцiї виражена
через величину найкращого наближення функцiї f ψ̄ та нерiвностi ти-
пу Лебега-Ландау на класi Hψ

∞ аналiтичних в крузi функцiй, в яких
норма вiдхилення частинних сум ряду Тейлора вiд функцiї вираже-
на через величину найкращого наближення функцiї fψ. Встановлено
оцiнки збiжностi груп вiдхилень на класах Cψ̄C та Hψ

∞ в термiнах
найкращих наближень функцiї f ψ̄ чи, вiдповiдно, fψ.

Встановлено критерiй регулярностi лiнiйних методiв пiдсумову-
вання рядiв Тейлора, заданих нескiнченно рядковими матрицями
дiйсних чисел, у просторi аналiтичних функцiй A(D) та показано
iснування таких методiв, що є регулярними в просторi аналiтичних
функцiй A(D) i не є регулярними у просторi неперервних функцiй
C, наведено також бiльш простi, але достатнi, умови регулярностi
лiнiйних методiв пiдсумовування рядiв Тейлора.

Встановлено швидкiсть наближення аналiтичної в областi Фаб-
ера функцiї нормальними середнiми Зигмунда ряду Фабера, що ви-
ражена через величину найкращого наближення функцiї f ∈ A(Ω)
алгебраїчними полiномами.

Ключовi слова: ψ̄-похiдна, ψ-похiдна, нерiвнiсть Лебега, нерiв-
нiсть Лебега-Ландау, ряд Фур’є, ряд Тейлора, сума Зигмунда, лiнiй-
ний метод пiдсумовування, оператор Фабера, область Фабера.
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Гаевский Н.В. Задачи приближения аналитических и ψ-
дифференцируемых функций.— Рукопись. Диссертация на со-
искание ученой степени кандидата физико-математических наук по
специальности 01.01.01 — математический анализ. — Институт ма-
тематики НАН Украины, Киев, 2016.

В диссертации исследуются такие классы функций: непрерыв-
ных периодических функций Cψ̄C; аналитических в круге функций
Hψ
∞ и аналитических в односвязных областях функций A(Ω).

Получены неравенства типа Лебега на классе функций Cψ̄C, у
которых норма отклонения частичных сумм ряда Фурье от функции
выражена через величину наилучшего приближения функции f ψ̄ и
неравенства типа Лебега-Ландау на классе аналитических в круге
функций Hψ

∞, у которых норма отклонения частичных сумм ряда
Тейлора от функции выражена через величину наилучшего прибли-
жения функции fψ. Установлены оценки сходимости групп откло-
нений на классах Cψ̄C та Hψ

∞ в терминах наилучших приближений
функций f ψ̄ или, соответственно, fψ.

Установлен критерий регулярности линейных методов суммиро-
вания рядов Тейлора, которые задано бесконечно строчечными мат-
рицами действительных чисел, в пространстве аналитических функ-
ций A(D) и показано существования таких методов, которые есть
регулярными в пространстве аналитических функций A(D), одна-
ко в пространстве непрерывных функций C они уже регулярными
не будут; получены также более простые, но достаточные, условия
регулярности линейных методов суммирования рядов Тейлора.

Установлена скорость приближения аналитической в области
Фабера функции нормальными средними Зигмунда ряда Фабера, ко-
торые выражены через величину наилучшего приближения функции
f ∈ A(Ω) алгебраическими полиномами.

Ключевые слова: ψ̄-производная, ψ-производная, неравенство
Лебега, неравенство Лебега-Ландау, ряд Фурье, ряд Тейлора, сумма
Зигмунда, линейный метод суммирования, оператор Фабера, область
Фабера.

Gaevskij M. V. Problems of approximation of analytic
ψ-differentiable functions. — Manuscript. Thesis for a Candidate
Degree in Physical and Mathematical Sciences in speciality 01.01.01 —
mathematical analysis. — Institute of Mathematics of the National
Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2016.

Investigated in the thesis are the following classes of continuous



periodic functions Cψ̄C, analytic in a circle Hψ
∞ and analytical functions

in areas A(Ω).
Obtained here are estimates deviations of Fourier sums on the

spaces Cψ̄ expressed in terms of the best approximation of ψ̄-derivatives
of functions in the understanding A. I. Stepanets and the estimates
deviations Taylor’s sums on classes of analytic functions Hψ

∞, expressed
in terms of the best approximation ψ-derivative functions.

In this work estimates group of deviations of Fourier sums on
the spaces Cψ̄ expressed in terms of the best approximation of ψ̄-
derivatives of functions in the understanding A. I. Stepanets and
estimates convergence groups ϕ-deviations and λ-method summation
Taylor series of analytic and bounded functions in the unit circle are
found.

The work specifies the necessary and sufficient conditions for the
regularity of an infinite matrix of real numbers, which determines some
summation method for the class of functions that are analytic on a unit
disk and continuous on a closed circle.

The exact order estimates of the deviations of analytic functions,
which are defined in a bounded domain and which are continuous
on its closure, of their normal Zigmund averages are obtained in this
manuscript.

Key words: ψ̄-derivative, ψ-derivative, Lebesgue inequality,
Lebesgue-Landau inequality, Fourier series, Taylor series, Zigmund sums,
linear summation method, Faber operators, Faber domain.
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