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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N — множина натуральних чисел;

Z — множина цiлих чисел;

C — множина комплексних чисел;

‖f‖X — норма функцiї в просторi X;

[a] — цiла частина числа a;

ρn(f ;x) — вiдхилення сум Фур’є вiд функцiї f ;

f ψ̄(·) — ψ̄-похiдна функцiї f ;

D = {w ∈ C : |w| < 1} — одиничний круг;

T = {w ∈ C : |w| = 1} — одиничне коло;

UHp — одинична куля в Hp, 1 ≤ p ≤ ∞;

Hp, 1 ≤ p ≤ ∞ — простiр Хардi аналiтичних в крузi функцiй;

C(T ), L∞(T ) i L(T ) — простори вiдповiдно неперервних, iстотно об-

межених та сумовних на T функцiй з нормами ‖f‖C(T ) = max
z∈T
|f(z)|,

‖f‖L∞(T ) = ess sup
z∈T

|f(z)| та ‖f‖L(T ) = 1
2π

∫
T |f(z)||dz|;

X(T )+ — множина функцiй з X(T ), для яких коефiцiенти Фур’є з

вiд’ємними iндексами рiвнi 0, тобто X(T )+ = {f ∈ X(T ) : f̂(−k) =

0, k ∈ N}, а X може бути L або C;

<z та =ak — дiйсна та уявна частини комплексного числа z;

En(f)X — найкраще наближення функцiї f у просторi X за допомо-

гою тригонометричних полiномiв tn(x) = /fracα02 +
∑n

k=1(αk cos(kx) +

βk sin(kx));

P0 — множина монотонно спадних до 0 числових послiдовностей {α};
4αk = αk − αk+1 — перша рiзниця послiдовностi {α};
Умови Боаса-Теляковського: limk→∞ αk = 0, V (α) :=

∑∞
k=0 |4αk| <∞
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та B(α) :=
∑∞

k=2

∣∣∣∣∣∑[k/2]
l=1

4αk−l−4αk+l

l

∣∣∣∣∣ <∞;

Умови квазiопуклостi:
∑∞

k=0(k + 1)(|42αk| ≤ ∞;

Φ — множина неспадних i неперервних на (0,∞) функцiй ϕ(·) таких,

що ϕ(0) = 0, ϕ(u) > 0, ϕ(u) ≤ ebu, для u ∈ [0, 1] ϕ(2u) ≤ aϕ(u), де

a = a(ϕ);

Λ = {λ(n)
k }, n, k = 0, 1, . . . — нескiнченнорядкова матриця дiйсних

чисел, що задає деякий метод пiдсумовування;

w = Φ(z) — конформне та однолистне вiдображення зовнiшностi об-

ластi Ω на зовнiшнiсть одиничного круга D = {w ∈ C : |w| < 1} при

умовах Φ(∞) =∞, Φ′(∞) = γ > 0;

z = Ψ(w) — обернене до w = Φ(z) вiдображення;

Fν(z) — многочлени Фабера для областi Ω;

TΩ(f)(z) та T−1
Ω (f)(w) — прямий та обернений оператори Фабера;

V n
m(f, ·) = 1

n−m+1

∑n
ν=m Sν(f, ·) — сума Валле Пуссена функцiї f ;

Zk
n(f, z) =

∑n
ν=0

(
1−

(
ν

n+1

)k)
aνFν(z) — нормальнi середнi Зiгмунда

ряду Фабера функцiї f.
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ВСТУП

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню апроксимативних ха-

рактеристик деяких класiв функцiй дiйсної та комплексної змiнної.

Зокрема, встановлюються нерiвностi типу Лебега та Лебега-Ландау,

вiдповiдно, для класiв перiодичних неперервних та аналiтичних в

крузi функцiй, якi визначено на основi поняття ψ-похiдної, введеного

О.I. Степанцем. Отримано оцiнки груп вiдхилень на деяких класах ψ̄-

диференцiйовних та аналiтичних в крузi функцiй, а також точнi поряд-

ковi оцiнки для вiдхилень нормальних середнiх Зигмунда рядiв Фабера

функцiй, аналiтичних в обмежених областях та неперервних на їх за-

миканнях. Крiм того, в роботi дослiджуються умови регулярностi лiнiй-

них методiв пiдсумовування рядiв Тейлора, що задаються прямокутними

нескiнченно рядковими матрицями дiйсних чисел, у просторi аналiтич-

них функцiй.

Актуальнiсть теми.

Найбiльш природним апаратом наближення перiодичних неперерв-

них, або аналiтичних в крузi функцiй є частиннi суми їх рядiв Фур’є,

або, вiдповiдно, рядiв Тейлора.

У 1909 роцi А. Лебег встановив таку нерiвнiсть

‖f(·)− Sn(f, ·)‖C ≤ (lnn+ 3)En(f)C , (B.1)

де Sn(f, ·) — частиннi суми ряду Фур’є порядку n; En(f)C — найкра-

ще рiвномiрне наближення f тригонометричними полiномами порядку

не вище n. В подальшому нерiвнiсть (B.1) стали називати нерiвнiстю

Лебега. Результат Лебега показує, що наближення функцiї частинними

сумами Фур’є в lnn разiв гiрше за найкраще.
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Нерiвнiсть (B.1) є точною на всьому класi неперервних функцiй, але на

деяких пiдмножинах неперервних функцiй вона перестає бути точною.

К.I. Осколков, встановивши спiввiдношення

‖f(·)− Sn(f, ·)‖C ≤ K
n∑
k=0

En+k(f)C
k + 1

,

уточнив нерiвнiсть (B.1) i показав iснування таких функцiй, для яких

дане спiввiдношення є точним.

У 1935 роцi А.М. Колмогоров показав, що

sup
f∈W r

∞

‖f(·)− Sn(f, ·)‖C =
4

π2

lnn

nr
+O

(
1

nr

)
, n→∞, r ∈ N. (B.2)

Згодом результати (B.1) та (B.2) було поширено на iншi важливi класи

функцiй.

В цiй областi працювало багато математикiв. Зокрема А. Лебег,

А.М. Колмогоров, С.М. Нiкольський, Б. Надь, В.Т. Пiнкевич, I.Г. Со-

колов, В.К. Дзядик, С.Б. Стєчкiн, С.О. Теляковський, О.В. Єфiмов,

К.I. Осколков, О.I. Степанець, П.В. Задерей, А.С. Романюк, Р.М. Три-

губ, А.С. Сердюк, О.М. Швецова та iншi.

О.I. Степанцем та його учнями в низцi робiт встановлено асимптотич-

но непокращуванi аналоги спiввiдношень типу (B.1) та (B.2) на класах

C ψ̄C. В цих роботах послiдовностi ψ1 та ψ2 є опуклими та спадними

до нуля, тому важливою задачею є послаблення умов на послiдовностi

ψ̄ = (ψ1(k), ψ2(k)).

Теорiю сильного пiдсумовування рядiв Фур’є було започатковано в

роботi англiйських математикiв Г. Хардi та Дж. Лiттлвуда, якi узагаль-
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нили один результат Фейера i отримали такий результат

1

n

n∑
k=0

|f(·)− Sk(f, ·)| = o(1).

Ю. Марцинкевич та А. Зигмунд встановили бiльш сильний резуль-

тат: для довiльної f ∈ L та будь-якого p > 0 майже скрiзь має мiсце

спiввiдношення

1

n+ 1

n∑
m=0

∣∣∣(f(x)− Sm(f, x)
∣∣∣p = o(1).

В 1963 роцi угорськими математиками Г. Алєксичем та Д. Кралiком

було розглянуто наближення неперервних функцiй сильними середнiми

Валле Пуссена, ними було отримано наступне спiввiдношення

1

n+ 1

2n∑
m=n+1

∣∣∣f(x)− Sm(f, x)
∣∣∣p = o(1), p > 0.

Згодом постановку задачi було розширено. Почали дослiджувати

функцiонали виду
∞∑
k=n

λk|f(·)− Sk(f, ·)|p,

де p — довiльне додатне число, λ = {λk} — послiдовнiсть додатних чисел.

Сильне пiдсумовування перiодичних функцiй дослiджували такi мате-

матики як Г. Хардi, Дж. Лiттлвуд, Г. Алєксiч, Ю. Марцинкевич, А. Зиґ-

мунд, Д. Кралiк, Л. Лейндлер, В. Тотiк, В.В. Жук, К.I. Осколков,

Л.Д. Гоголадзе, О.I. Степанець, Н.Л. Пачулiа, Р.А. Ласурiя та iншi.

На вiдмiну вiд випадку неперервних функцiй, результатiв, що стосу-

ються встановлення оцiнок типу Лебега-Ландау чи оцiнок груп вiдхилень

на класах аналiтичних в крузi функцiй, вiдомо менше. В даному напрям-

ку вiдомi роботи таких математикiв як Е. Ландау, С.Б. Стєчкiн, К.I. Ба-

бенко, С. Я. Альпер, Т. Шейк, Б. Смiт, Е.А. Стороженко, М.З. Двейрiн,
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К.I. Осколков, Е.С. Белiнський, Ф. Вiз, О.I. Степанець, В.В. Савчук,

О.М. Швецова, Р.А. Ласурiя, М.В.Савчук та iнших.

В теорiї наближення функцiй значне мiсце займають лiнiйнi методи

пiдсумовування рядiв Фур’є та Тейлора. Тому однiєю з важливих за-

дач є дослiдження умов регулярностi лiнiйних методiв пiдсумовування.

Цими задачами займались такi математики як С. Сiдон, Я.Д.Тамаркiн,

Е. Хiлле, С.М. Нiкольський, Й. Карамата, М. Томiч, С.Б. Стєчкiн,

О.В. Єфiмов, С.О. Теляковський, Л.I. Баусов, Г.О. Фомiн, Р.М. Тригуб,

Е.С. Белiнський, Я.С. Бугров, Л.В. Тайков, П.В. Задерей, В.В. Савчук,

Р.В. Товкач, О.М. Пелагенко та iншi.

В теорiї функцiй комплексної змiнної актуальними є задачi наближен-

ня функцiй в однозв’язних областях, обмежених спрямлюваними жор-

дановими кривими, за допомогою полiномiв Фабера. При рiзних умо-

вах на функцiю та границю областi цю задачу дослiджували такi ма-

тематики як В.К. Дзядик, Т. Кеварi, Х. Померенке, В.В. Андрiєвсь-

кий, М.М. Джрбашян, О.I. Маркушевич, С.Я. Альпер, П.К. Суєтiн,

С.В. Елайсот, Ф.Д. Леслi, В.С. Вiнге, С.Е. Варшавський, Ж. М. Андер-

сон, I.О. Шевчук, О.I. Степанець, В.С. Романюк, Ф.Г. Абдулаєв, П.В. За-

дерей, М.В. Савчук та iншi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Робота виконана на кафедрi математики Кiровоградського державно-

го педагогiчного унiверситету iменi Володимира Винниченка.

Мета i завдання дослiдження.

Метою роботи є: отримання точних нерiвностей типу Лебега на кла-

сах ψ̄-диференцiйовних функцiй C ψ̄C, виражених через найкраще набли-

ження ψ̄-похiдної; встановлення точних нерiвностей типу Лебега-Ландау
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на класах аналiтичних в одиничному крузi функцiй Hψ
∞, виражених че-

рез найкраще наближення функцiї fψ; дослiдження умов регулярностi

лiнiйних методiв пiдсумовування рядiв Тейлора, заданих нескiнченно

рядковими матрицями дiйсних чисел, у просторi аналiтичних функцiй;

отримання оцiнок груп вiдхилень функцiй з класiв C ψ̄C та Hψ
∞ в тер-

мiнах найкращих наближень функцiї f ψ̄ чи, вiдповiдно, fψ; отриман-

ня оцiнки вiдхилення нормальних середнiх Зигмунда ряду Фабера вiд

аналiтичної функцiї з класу A(Ω), що вираженi через найкращi набли-

ження функцiї алгебраїчними полiномами.

Об’єктом дослiдження є класи функцiй C ψ̄, Hψ
∞ та A(Ω), лiнiйнi ме-

тоди пiдсумовування неперервних та аналiтичних функцiй.

Предметом дослiдження є: величини ρn(f ;x), Hp
n(f ;x) та Hp

n(f ;λ;x)

при f ∈ C ψ̄C; ρn(f ; z), Hϕ
n (f ; z) та Hϕ

n (f ;λ; z) при f ∈ Hψ
∞; умови ре-

гулярностi лiнiйних методiв пiдсумовування рядiв Тейлора у просторi

аналiтичних функцiй, що заданi прямокутною нескiнченно рядковою

матрицею дiйсних чисел, та швидкiсть наближення функцiй з класу

A(Ω) нормальними середнiми Зигмунда, що вираженi через найкращi

наближення функцiї алгебраїчними полiномами.

Вiдповiдно до мети дослiдження визначенi його завдання:

1. Встановити нерiвностi типу Лебега на класi функцiй C ψ̄C, в яких

норма вiдхилення частинних сум ряду Фур’є вiд функцiї виражена через

величину найкращого наближення функцiї f ψ̄.

2. Встановити нерiвностi типу Лебега-Ландау на класi аналiтичних в

крузi функцiйHψ
∞, в яких норма вiдхилення частинних сум ряду Тейлора

вiд функцiї виражена через величину найкращого наближення функцiї

fψ.
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3. Отримати оцiнки збiжностi груп вiдхилень на класах C ψ̄C та Hψ
∞

в термiнах найкращих наближень функцiї f ψ̄ чи, вiдповiдно, fψ.

4. Встановити критерiй регулярностi методiв пiдсумовування рядiв

Тейлора, заданих нескiнченно рядковими матрицями дiйсних чисел, у

просторi аналiтичних функцiй A(D) та показати iснування таких ме-

тодiв, що є регулярними в просторi аналiтичних функцiй A(D) i не є

регулярними у просторi неперервних функцiй C.

5. Встановити швидкiсть наближення аналiтичної в областi Фабера

функцiї нормальними середнiми Зигмунда, що виражена через величину

найкращого наближення функцiї f ∈ A(Ω) алгебраїчними полiномами.

Методи дослiдження. При розв’язаннi поставлених задач у ди-

сертацiйнiй роботi використовуються загальнi методи математичного та

функцiонального аналiзу, теорiї функцiй дiйсної та комплексної змiнної

у поєднаннi з методами, якi були розробленi у роботах таких матема-

тикiв, як С.Б. Стєчкiн, О.I. Степанець, С.О. Теляковський, О.В. Єфi-

мов, Г.М. Голузiн, Г.О. Фомiн, В.В. Савчук, О.М. Швецова, М.П. Тiман,

Л.В. Тайков, Й. Карамата, В. Тотiк, Р.А. Ласурiя та iншi.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати роботи є

новими i полягають у такому:

1. Одержано нерiвнiсть типу Лебега для сум Фур’є на класi функ-

цiй C ψ̄C, виражену через найкращi наближення f ψ̄ тригонометричними

полiномами порядку не вище n. Показано, що отримана нерiвнiсть є точ-

ною на класi C ψ̄Cε.

2. Одержано нерiвнiсть типу Лебега-Ландау для сум Тейлора на класi

аналiтичних функцiй Hψ
∞, виражену через найкращi наближення fψ ал-

гебраїчними полiномами порядку не вище n, показано iснування функ-
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цiї, для якої дана нерiвнiсть є точною. Встановлено асимптотично точну

оцiнку для верхнiх граней норми вiдхилення частинних сум Тейлора вiд

функцiй з класу Hψ
∞.

3. Отримано оцiнки швидкостi збiжностi груп вiдхилень функцiй з

класiв C ψ̄C i Hψ
∞, що вираженi через величину найкращого наближення,

вiдповiдно, функцiй f ψ̄ та fψ, а також отримано оцiнки деяких функцiо-

налiв, що стосуються теорiї сильного пiдсумовування функцiй iз заданих

класiв.

4. Встановлено критерiй регулярностi лiнiйних методiв пiдсумовуван-

ня рядiв Тейлора аналiтичних функцiй з простору A(D), що задають-

ся нескiнченно рядковими матрицями дiйсних чисел. Показано iснуван-

ня методiв пiдсумовування, регулярних у просторi аналiтичних функцiй

A(D), i, в той же час, нерегулярних у просторi неперервних функцiй C.

Наведено бiльш простi, але достатнi умови регулярностi прямокутного

методу пiдсумовування в просторi A(D), що виражаються безпосередньо

через елементи матрицi Λ.

5. Встановлено швидкiсть наближення функцiй f ∈ A(Ω), що є

аналiтичними в областях Фабера та неперервними на їх замиканнi, нор-

мальними середнiми Зигмунда їх рядiв Фабера, що виражається через

величину найкращого наближення функцiї f алгебраїчними полiнома-

ми.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна ро-

бота носить теоретичний характер. Результати роботи та методика їх

отримання можуть бути використанi при подальшому вивченнi питань

наближення функцiй iз класiв C ψ̄, Hψ
∞ та A(Ω).

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямкiв та постанов-
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ка задач дослiдження належать науковому керiвнику — доктору фiз.–

мат. наук, професору П.В. Задерею. Результати робiт [4], [5], [7], [8] та

[94], що мiстяться в пiдроздiлах 2.2, 2.4, 2.5, 3.1 та 4.2 отриманi спiльно

iз П.В. Задереєм, внесок обох авторiв є рiвноцiнним. Решта результатiв

отриманi здобувачем самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї

доповiдалися та обговорювалися на:

— семiнарах вiддiлу теорiї функцiй (Iнститут математики НАН Украї-

ни; керiвник семiнару: доктор фiз.-мат. наук А. С. Романюк);

— семiнарi "Сучасний аналiз" (механiко–математичний факультет

Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка; керiв-

ники семiнару: професори I. О. Шевчук, О. О. Курченко та В. М. Рад-

ченко);

— семiнарi кафедри вищої математики (Київський нацiональний

унiверситет технологiй та дизайну; керiвник семiнару: професор П. В. За-

дерей);

— семiнарi "Математика, її застосування та викладання" (фiзико–

математичний факультет Кiровоградського державного педагогiчного

унiверситету iменi Володимира Винниченка; керiвник семiнару: профе-

сор Ю. I. Волков);

— мiжнароднiй конференцiї «Теорiя наближення функцiй та її засто-

сування», присвяченiй 70-рiччю з дня народження члена-кореспондента

НАН України, професора О.I. Степанця (1942-2007), 28 травня – 3 черв-

ня 2012р., Кам’янець-Подiльський, Україна;

— мiжнароднiй математичнiй конференцiї «Боголюбовськi читання

DIF-2013, Диференцiальнi рiвняння, теорiя функцiй та їх застосуван-
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ня» з нагоди 75-рiччя з дня народження академiка А.М. Самойленка,

23-30 червня 2013 р., Севастополь, Україна;

— всеукраїнськiй науковiй конференцiї «Сучаснi проблеми теорiї ймо-

вiрностей та математичного аналiзу» 24.02-02.03.2014р., Ворохта, Украї-

на;

— мiжнароднiй математичнiй конференцiї “Диференцiальнi рiвнян-

ня, обчислювальна математика, теорiя функцiй та математичнi методи

механiки” до 100-лiття вiд дня народження члена-кореспондента НАН

України Положого Георгiя Миколайовича (1914 – 1968) 23 – 24 квiт-

ня 2014 р., м. Київ, Україна;

— всеукраїнськiй науковiй конференцiї «Сучаснi проблеми теорiї ймо-

вiрностей та математичного аналiзу» 25 лютого – 1 березня 2015 р., Во-

рохта, Україна.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано

у 11 наукових публiкацiях, з яких 6 є статтями у наукових виданнях,

внесених до перелiку фахових видань з фiзико-математичних наук, 5

опублiковано у матерiалах мiжнародних та всеукраїнських наукових кон-

ференцiй. Статтi [8] та [94] опублiковано у виданнях, якi включенi до

мiжнародних науково метричних баз.

Структура дисертацiї. Дисертацiйне дослiдження складається зi

вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел, що

мiстить 107 найменувань. Повний обсяг роботи складає 128 сторiнок дру-

кованого тексту.

У першому роздiлi дисертацiї зроблено огляд лiтератури за темою до-

слiдження. В пiдроздiлi 1.1. наведено основнi поняття та факти про кла-

си ψ-диференцiйовних перiодичних функцiй CψC та аналiтичних в оди-

ничному крузi функцiй Hψ
∞. В пiдроздiлi 1.2 мiститься огляд основних
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результатiв, якi стосуються нерiвностей типу Лебега та Лебега-Ландау.

В пiдроздiлi 1.3 наведено огляд результатiв про збiжнiсть груп вiдхи-

лень та сильну сумовнiсть диференцiйовних та аналiтичних функцiй.

Пiдроздiл 1.4 присвячено результатам, що стосуються умов регулярностi

лiнiйних методiв пiдсумовування неперервних та аналiтичних функцiй. В

пiдроздiлi 1.5 мiстяться результати, що стосуються наближень аналiтич-

них функцiй рядами Фабера в однозв’язних областях.

У другому роздiлi встановлено нерiвностi типу Лебега та Лебега-

Ландау на класах ψ-диференцiйовних та аналiтичних в крузi функ-

цiй, отримано оцiнки груп вiдхилень ψ-диференцiйовних функцiй та

аналiтичних в крузi функцiй класу Hψ
∞. Так у пiдроздiлi 2.1 наведено

деякi допомiжнi твердження, якi стосуються оцiнок iнтегралiв вiд мо-

дулiв тригонометричних рядiв над полем комплексних чисел C та оцiнок

деяких числових сум i рядiв. В пiдроздiлi 2.2 встановлено нерiвнiсть ти-

пу Лебега на класi функцiй CψC. У пiдроздiлi 2.3 отримано оцiнку групи

вiдхилень ψ-диференцiйовних функцiй, на основi якої встановлено оцiн-

ки деяких функцiоналiв, що стосуються теорiї сильного пiдсумовування

рядiв Фур’є. У пiдроздiлi 2.4 отримано нерiвнiсть типу Лебега-Ландау

на класi аналiтичних в крузi функцiй Hψ
∞, а також, отримано асимпто-

тику верхнiх граней вiдхилень частинних сум ряду Тейлора вiд функцiї.

У пiдроздiлi 2.5 одержано оцiнку групи вiдхилень функцiй класу Hψ
∞

та оцiнки деяких функцiоналiв, пов’язаних iз сильним пiдсумовуванням

рядiв Тейлора.

Третiй роздiл роботи присвячено лiнiйним методам пiдсумовування

аналiтичних в крузi функцiй. Зокрема, у пiдроздiлi 3.1 встановлено

критерiй регулярностi лiнiйних методiв пiдсумовування рядiв Тейлора-

Маклорена аналiтичних функцiй, що задаються прямокутними матри-
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цями дiйсних чисел, у пiдроздiлi 3.2 наведено приклад методу пiдсумо-

вування, що є нерегулярним у просторi неперервних функцiй C, але є

регулярним в A(D). У пiдроздiлi 3.3 встановлено достатнi умови регу-

лярностi методу пiдсумовування, що виражаються безпосередньо через

елементи матрицi Λ.

Четвертий роздiл роботи присвячено наближенню аналiтичних функ-

цiй в однозв’язних областях Фабера середнiми Зiгмунда. Так у пiдроздiлi

4.1 встановлено деякi допомiжнi твердження, що стосуються наближення

аналiтичних функцiй сумами Валле-Пуссена. У пiдроздiлi 4.2 мiстяться

асимптотично точнi оцiнки вiдхилень середнiх Зигмунда рядiв Фабера

вiд функцiї, також там же показано, що отримана оцiнка є точною.

Користуючись нагодою, висловлюю щиру i глибоку вдячнiсть моєму

науковому керiвнику професору Задерею Петру Васильовичу за поста-

новку задач, постiйну увагу, кориснi поради та зауваження.
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РОЗДIЛ 1

Огляд лiтератури

1.1. Основнi поняття та факти

Нехай Lp — простiр 2π-перiодичних сумовних за Лебегом функцiй f

з нормою

‖f‖p = ‖f‖Lp =
(∫ π

−π
|f(t)|pdt

) 1
p

, p ≥ 1,

для скорочення запису замiсть L1 будемо писати L, C — пiдпростiр L,

що складається з неперервних функцiй з нормою

‖f‖C = max
t
|f |;

а L∞ — пiдпростiр L, що складається з iстотно обмежених функцiй з

нормою

‖f‖∞ := ess sup
x
|f(x)|.

Нехай

S[f ] :=
a0(f)

2
+
∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) ≡
∞∑
k=0

Ak(f, x) (1.1)

— ряд Фур’є за тригонометричною системою функцiї f ∈ L; a0(f), ak(f),

bk(f), k = 1, 2, . . . — її коефiцiенти Фур’є. Позначимо через Sn(f ;x)

— частинну суму ряду Фур’є (1.1) порядку n i покладемо ρn(f ;x) =

f(x)− Sn(f ;x). Нехай далi Tn — множина тригонометричних полiномiв

tn вигляду tn(x) =
∑n

k=0

(
αk cos kx+ βk sin kx

)
i

En(f)X := inf
tn∈Tn

‖f(x)− tn(x)‖X (1.2)
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— найкраще наближення функцiї f за допомогою тригонометричних

полiномiв tn ∈ Tn, а X означає або L, або L∞, або C.

Нехай далi f ∈ L з рядом Фур’є виду (1.1). Якщо при деяких фiксо-

ваних r > 0 та β ∈ R ряд
∞∑
k=1

kr
(
ak(f) cos (kx+

βπ

2
) + bk(f) sin (kx+

βπ

2
)
)

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї, то цю функцiю позначають f (r)
β i

називають (r, β)-похiдною функцiї f у розумiннi Вейля-Надя, клас таких

функцiй позначають W r
β . У випадку коли β = r, то клас W r

β спiввпадає

iз класом W r
r , що складається iз r разiв диференцiйовних функцiй.

У 80-90-х роках XX столiття О.I. Степанець ввiв поняття (ψ, β)-

похiдної (див., наприклад, [54]). Нехай f ∈ L з рядом Фур’є виду (1.1),

ψ(k) — довiльна числова послiдовнiсть, β ∈ R. Якщо ряд
∞∑
k=1

1

ψ(k)

(
ak(f) cos (kx+

βπ

2
) + bk(f) sin (kx+

βπ

2
)
)

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї, то цю функцiю позначають fψβ
i називають (ψ, β)-похiдною функцiї f. Множину всiх функцiй f ∈ L, у
яких iснують (ψ, β)-похiднi позначають через Lψβ . C

ψ
β ⊂ Lψβ — пiдмножи-

на неперервних функцiй з Lψβ . Нехай далi N — деяка пiдмножина функ-

цiй з L, множину всiх функцiй f ∈ Lψβ , таких що fψβ ∈ N позначають

LψβN, аналогiчно через Cψ
βN позначають множину неперервних функцiй,

у яких iснують (ψ, β)-похiднi i fψβ ∈ N.

У означеннi класу Lψβ параметр β мiг приймати лише одне значення,

якщо тепер взяти β = β(k), k ∈ N — деяка послiдовнiсть дiйсних чисел,

то аналогiчним чином можна ввести поняття (ψ, β)-похiдної, а також

класiв Lψ
β
та Lψ

β
N (див., наприклад, [55], с. 33).



19

Якщо при заданих послiдовностях ψ = ψ(k) та β = β(k), k ∈ N, ряд
∞∑
k=1

ψ(k) cos (kx− βkπ

2
)

є рядом Фур’є деякої функцiї Dψ,β ∈ L, то (див., наприклад, [61], с. 144)

елементи f множини Lψ
β
зображаються майже скрiзь у виглядi згортки

f(x) =
a0

2
+

1

π

∫ π

−π
fψ
β

(x− t)Dψ,β(t)dt, (1.3)

якщо f ∈ Cψ

β
, то спiввiдношення (1.3) виконується для всiх x.

Наведемо тепер поняття ψ-похiдної, введеної О.I. Степанцем [57].

Нехай f ∈ L з рядом Фур’є виду (1.1), ψ̄ = (ψ1(k), ψ2(k)) — пара до-

вiльних числових послiдовностей ψ1(k) i ψ2(k), причому для довiльного

k ∈ N ψ̄2(k) = ψ2
1(k) + ψ2

2(k) 6= 0.

Якщо ряд
∞∑
k=1

(
ψ1(k)

ψ̄2(k)
Ak(f ;x)− ψ2(k)

ψ̄2(k)
Ãk(f ;x)

)
,

де Ak(f ;x) = ak(f) cos kx + bk(f) sin kx, Ãk(f ;x) = ak(f) sin kx −
bk(f) cos kx, є рядом Фур’є деякої функцiї ϕ ∈ L, то ϕ назвемо ψ̄-

похiдною функцiї f i позначимо її через f ψ̄(·).
Пiдмножину функцiй f ∈ L, у яких iснують ψ̄-похiднi, позначимо

через Lψ̄.

Зазначимо, що поняття (ψ, β)-похiдної спiвпадає iз поняттям ψ̄-

похiдної функцiї в тому розумiннi, що iз iснування однiєї з них слiдує

iснування iншої iз вiдповiдними значеннями параметрiв, що їх задають

(див. наприклад [61], с.152).

Аналогiчним чином вводиться узагальнена похiдна аналiтичних в

крузi функцiй.
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Введемо такi позначення: D = {z ∈ C : |z| < 1}, T = {z ∈ C : |z| =

1}. Через A(D) позначимо множину аналiтичних в крузi D функцiй, а

через Hp, 1 ≤ p ≤ ∞ — простiр Хардi аналiтичних в крузi функцiй, що

задовольняють умовi ‖f‖Hp
<∞, де

‖f‖Hp
=


sup

0<ρ<1

(
1

2π

∫ 2π
0 |f(ρeit)|dt

) 1
p

, при 1 ≤ p <∞,

sup
z∈D
|f(z)|, при p =∞.

Надалi UHp — одинична куля в Hp, 1 ≤ p ≤ ∞.
Нехай f ∈ A(D) i

f(z) =
∞∑
k=0

akz
k, z ∈ D (1.4)

— її розклад в ряд Тейлора-Маклорена, де ak = f (k)(0)
k! .

Якщо ряд
∞∑
k=1

1

ψ(k)
akz

k, z ∈ D (1.5)

є рядом Тейлора деякої функцiї з класу H∞, то цю функцiю будемо

позначати fψ i назвемо її ψ-похiдною функцiї f. Позначимо через Hψ
∞

клас функцiй з H∞, у яких похiдна fψ ∈ UH∞. Вперше подiбний клас

функцiй був розглянутий Шейком [104].

Класичнi результати з теорiї просторiв Хардi мiстяться у монографiях

та оглядах наступних авторiв I.I. Привалова [45], К. Гофмана [17], С. Я.

Хавiнсона [81], В.П. Хавiна [80], Дж. Гарнетта [15], П. Кусiса [32], У.

Рудiна [47], С.В. Шведенка [85] тощо.

Якщо f ∈ Hp, то iснують недотичнi кутовi граничнi значення

lim
|z|→1

f(z), якi будемо позначати тим же символом f(eit).

Нехай далi C(T ), L∞(T ) i L(T ) — простори вiдповiдно неперервних,

iстотно обмежених та сумовних на T функцiй з нормами ‖f‖C(T ) =
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max
z∈T
|f(z)|, ‖f‖L∞(T ) = ess sup

z∈T
|f(z)| та ‖f‖L(T ) = 1

2π

∫
T |f(z)||dz|.

Якщо X(T ) — один з просторiв C(T ), L∞(T ), чи L(T ), то позначимо

через X(T )+ — множину функцiй з X(T ), для яких коефiцiенти Фур’є

з вiд’ємними iндексами рiвнi 0, тобто X(T )+ = {f ∈ X(T ) : f̂(−k) =

0, k ∈ N} [64, с. 261].
Множину функцiй f ∈ L(T )+, для яких

∞∑
k=1

1

ψ(k)
f̂(k)eikt

є рядом Фур’є деякої функцiї fψ ∈ L∞(T )+, позначимо через Lψ∞(T )+.

Зазначимо, що згiдно теореми Голубєва-Привалова [45. с. 202] простiр

L∞(T )+ є простором граничних значень аналiтичних в D функцiй f , що

зображаються iнтегралом Кошi. Тому коефiцiенти Тейлора-Маклорена

таких функцiй спiвпадають з коефiцiентами Фур’є їх граничних значень,

тобто f (k)(0)
k! = f̂(k), k = 0, 1, 2, . . . .
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1.2. Нерiвностi типу Лебега та Лебега-Ландау: огляд основ-

них результатiв

Оцiнки вiдхилення функцiї вiд її частинних сум Фур’є через найкра-

ще наближення вперше дослiджував А. Лебег [101]. Ним було отримано

наступний результат: для довiльних n ∈ N та f ∈ C

‖ρn(f ;x)‖C ≤ (Ln + 1)En(f)C , (1.6)

де Ln — норма оператора Sn : f → Sn(f ; ·), що дiє з простору C в C (її

ще називають константою Лебега сум Фур’є).

Як вiдомо (див., наприклад, [61, с. 30]) для будь-якого n ∈ N : Ln =

4
π2 lnn + rn, де |rn| < 1, 8. Тому спiввiдношення (1.6) можна записати у

виглядi

‖ρn(f ;x)‖C ≤ (
4

π2
lnn+Rn)En(f)C , |Rn| < 2, 8. (1.7)

Зауважимо, що нерiвнiсть (1.7) на всьому просторi C є асимптотично

точною, але вона перестає бути точною на деяких пiдмножинах з C.

К.I. Осколков довiв [39], що для довiльної f ∈ C

‖ρn(f ;x)‖C ≤ K
n∑
k=0

En+k(f)C
k + 1

, (1.8)

де K > 0 — деяка стала i показав, що якщо ε = {εk}, k = 0, 1, 2, . . .

— монотонно спадна до нуля послiдовнiсть невiд’ємних чисел (надалi

будемо позначати множину таких послiдовностей через P0) i Cε = {f ∈
C : Ek(f)C ≤ εk, k = 0, 1, 2, . . .}, то iснують додатнi сталi K1 i K2, що

K1

n∑
k=0

εn+k

k + 1
≤ sup

f∈Cε
‖ρn(f ;x)‖C ≤ K2

n∑
k=0

εn+k

k + 1
. (1.9)

У 1935 роцi А.М. Колмогоров (див., наприклад, [97] або [30, с. 179-185])
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розглянув величину

sup
f∈W r

∞

‖f(·)− Sn(f, ·)‖C , r ∈ N

i показав, що

sup
f∈W r

∞

‖f(·)− Sn(f, ·)‖C =
4

π2

lnn

nr
+O

(
1

nr

)
, n→∞, r ∈ N. (1.10)

Роботи А.Лебега [101] та А.М. Колмогорова [97] поклали початок цiло-

го напрямку дослiджень в теорiї наближень. На класах функцiйW r, W r
β

та вiдповiдних спряжених класах такi величини дослiджували А.М. Кол-

могоров [97], В.Т. Пiнкевич [43], С.М. Нiкольський [36], О.В. Єфiмов [ 22],

С.Б. Стечкiн [68], С.О. Теляковський [74], Р.М. Тригуб [79], О.I. Степа-

нець (див., наприклад, [56] чи [63]), Сердюк А.С. [52] та iншi.

Далi через M позначимо множину опуклих донизу при v ≥ 1 функцiй

ψ(v), для яких lim
v→∞

ψ(v) = 0; M0 — пiдмножина функцiй ψ ∈ M, для

яких 0 < µ(ψ, t) ≤ K < ∞, де µ(ψ, t) = t
η(t)−t та η(t) = η(ψ, t) =

ψ−1(1
2ψ(t)); M′ — пiдмножина функцiй ψ ∈M, для яких

∫∞
1
|ψ(t)|
t dt <∞.

О.I. Степанець встановив такий аналог нерiвностi Лебега (1.7) на кла-

сах C ψ̄C :

Теорема 1.1 (О.I. Степанець [58], також див. [61, стор. 216]).

Якщо ±ψ1 ∈ M0, ±ψ2 ∈ M′
0, то для довiльної f ∈ C ψ̄C та довiльного

n ∈ N

‖ρn−1(f ;x)‖C ≤

≤
(

4

π2
ψ̄(n) lnn+

2

π

∫ ∞
n

|ψ2(t)|
t

dt+O(1)ψ̄(n)

)
En−1(f

ψ̄)C ,

де ψ̄(n) =
√
ψ2

1(k) + ψ2
2(k), O(1) — величина рiвномiрно обмежена по n

та по f, запис ±ψ ∈ A означає, що або ψ ∈ A, або −ψ ∈ A, де A ⊂M.
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Ним показано (див., наприклад [61, с. 218, 242-244]), що ∀ε ∈ P0 iснує

функцiя f∗ ∈ C ψ̄Cε така, що

‖ρn−1(f∗;x)‖C =

(
4

π2
ψ̄(n) lnn+

2

π

∫ ∞
n

|ψ2(t)|
t

dt+O(1)ψ̄(n)

)
εn−1.

Згодом Задерей П.В. та Задерей Н.М.[26] замiнили множину M бiльш

широкою, а саме замiсть опуклостi послiдовностей ψi, i = 1, 2, наклали

умову квазiопуклостi.

О.М. Швецова отримала наступний результат:

Теорема 1.3 (Швецова О.М. [87]). Нехай n ∈ N, ψ : R −→ C є

локально абсолютно неперервною функцiєю на (−∞,−n−1]∪ [n+1,∞),

ψ(k) 6= 0 ∀k ∈ Z \ {0} та limψ(k) = 0 при |k| −→ ∞, а та-

кож Ṽ ∞n+1(ψ) =
∫∞
n+1 vraisup|u|≤t|ψ

′(t)|du < ∞. Припускається ще, що∑∞
k=n+1

|ψ(k)−ψ(−k)|
k <∞ (це i необхiдно). Тодi (вважаємо, що 0

0 = 0)

sup
f :fψ∈C

‖f − Sn(f ;x)‖∞
En(fψ)∞

= max
f∈Wψ

∞

‖f − Sn(f ;x)‖∞
En(fψ)∞

=

= max
f∈Wψ

∞

‖f − Sn(f ;x)‖∞ =
4

π2

n+1∑
k=1

|ψ(k + n)ψ(−k − n)|1/2E(hk+n)

khk+n
+

+
1

π

∞∑
k=n+2

|ψ(k + n)− ψ(−k − n)|
k

+O(1)Ṽ ∞n+1(ψ),

де W ψ
∞ — клас неперервних перiодичних функцiй f , для яких тригоно-

метричний ряд
∑

k 6=0
1

ψ(k)ck(f)eikx є рядом Фур’є деякої обмеженої функ-

цiї fψ (ψ-похiдна) та ‖fψ‖∞ ≤ 1,

hk =

((
Re

ψ(k) + ψ(−k)

2(ψ(k)ψ(−k))1/2

)2

+

(
Im

ψ(k)− ψ(−k)

2(ψ(k)ψ(−k))1/2

)2
)1/2

,

E(h) =

∫ π/2

0

√
1− h2 sin2(t)dt, h ∈ [0, 1]
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— повний елiптичний iнтеграл другого роду.

Зауважимо, що при дослiдженнi апроксимативних властивостей ча-

стинних сум Фур’є корисним є наступне твердження (див., наприклад,

[61], с.178).

Твердження 1.1. Якщо пара числових послiдовностей ψ̄ =

(ψ1(k), ψ2(k)) є такою, що ряд
∞∑
k=1

(
ψ1(k) cos kt+ ψ2(k) sin kt

)
є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї Ψ(t), то для довiльної функцiї

f ∈ Lψ̄ майже в кожнiй точцi x має мiсце рiвнiсть

ρn(f, x) =
1

π

∫ π

−π
f ψ̄(x− t)Fn(ψ̄, t)dt, (1.11)

де Fn(ψ̄, t) =
∑∞

k=n+1(ψ1(k) cos kt+ ψ2(k) sin kt).

Якщо при цьому f ∈ C ψ̄, Fn(ψ̄, ·) ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, f ψ̄ ∈ Lp′, 1
p+

1
p′ = 1,

то рiвнiсть (1.11) справедлива в кожнiй точцi x. Зокрема це завжди

так, коли f ψ̄ ∈ L∞.
Результатiв, що стосуються наближення аналiтичних функцiй частин-

ними сумами рядiв Тейлора, є значно менше, нiж у дiйсному випадку. Де-

якi дослiдження в цьому напрямку мiстяться в монографiях [91], [92] та

[64]. Дослiдженням цих проблем займались такi математики як Е. Лан-

дау [100], С.Б. Стєчкiн [66], К.I. Бабенко [2], С. Я. Альпер [1], Е.А. Сто-

роженко [69], К.I. Осколков [40], О.I. Степанець [65], В.В. Савчук [48, 49],

О.М. Швецова [86] та iншi.

Наведемо деякi вiдомi результати. В 1916 роцi Е. Ландау [100] обчис-

лив норму оператора частинних сум ряду Тейлора функцiй аналiтичних

в D i таких, що f ∈ UH∞
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sup
‖f‖∞≤1

‖Sn(f, z)‖∞ =
1

π
lnn+O(1),

причому ним було показано, що iснує функцiя f ∈ UH∞, для якої дана

оцiнка є асимптотично точною. Звiдси слiдує нерiвнiсть Лебега-Ландау

‖ρn(f, z)‖∞ ≤
(1

π
lnn+O(1)

)
En(f).

С.Б. Стєчкiн [67] розв’язав задачу про асимптотику наближення ча-

стинними сумами ряду Тейлора для класу функцiй H
(r)
∞ , r ∈ N, якi є

аналiтичними в D i ‖f (r)‖∞ ≤ 1 :

Теорема 1.4 (Стєчкiн С.Б. [67]). Нехай r ∈ N, тодi для довiльної

функцiї f ∈ H(r)
∞ має мiсце спiввiдношення

sup
f∈H(r)

∞

‖ρn(f, z)‖∞ =
1

π

lnn

nr
+O

( 1

nr

)
, n ≥ r − 1.

Нехай ψ = {ψ(k)}, k = 0, 1, 2, . . . — послiдовнiсть комплексних чисел

така, що |ψ(k)| 6= 0, k ∈ N i limk→∞ ψ(k) = 0; f ∈ H∞ з рядом Тейлора

виду (1.4), позначимо через Hψ
∞ клас функцiй з H∞ для яких ряд

∞∑
k=1

1

ψ(k)
akz

k, z ∈ D (1.12)

є рядом Тейлора функцiї fψ ∈ UH∞. Вперше подiбний клас функцiй був

розглянутий Шейком [104].

О.I. Степанець та В.В. Савчук на класi функцiй C ψ̄
∞(T )+ отримали

наступне твердження [65] (див. також [64], с. 280-290):

Теорема 1.5 (Степанець О.I., Савчук В.В. [65]). Нехай ψ =

ψ1 + iψ2, де ψi ∈M0, i = 1, 2, та f ∈ C ψ̄
∞(T )+, тодi

‖ρn(f, z)‖
Cψ̄∞(T )

≤
(1

π
lnn+O(1)

)
|ψ(n)|En(f

ψ)
Cψ̄∞(T )
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та

sup
f∈Cψ̄∞(T )+

‖ρn(f, z)‖
Cψ̄∞(T )

=
1

π
|ψ(n)| lnn+O(1)|ψ(n)|.

З деякими менш загальними результатами можна ознайомитись у [49].

О.М. Швецова [86] наклавши на послiдовнiсть ψ умови слабшi нiж

опуклiсть отримала наступний результат:

Теорема 1.6 (Швецова О.М. [86]). Якщо n ∈ N, ψ : (0,∞)→ C —

локально абсолютно неперервна функцiя на [n+ 1,∞), така що ψ(k) 6=
0, k ∈ N, limk→∞ ψ(k) = 0 та

Ṽ ∞n+1(ψ) =

∫ ∞
n+1

vrai sup
u≥t

|ψ′(u)|dt <∞,

то

sup
fψ∈H∞

‖ρn(f, z)‖∞
En(fψ)

= sup
f∈Hψ

∞

‖ρn(f, z)‖∞ =
1

π

n∑
k=1

|ψ(k + n)|
k

+O
(
Ṽ ∞n+1(ψ)

)
.

У другому роздiлi встановлено результати, що узагальнюють наведенi

вище твердження, а саме отримано нерiвностi типу Лебега та Лебега-

Ландау на класах ψ-диференцiйовних та аналiтичних в крузi функцiй.
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1.3. Збiжнiсть групи вiдхилень та сильна сумовнiсть дифе-

ренцiйовних та аналiтичних функцiй

Як вiдомо Л.Фейер [93] встановив, що для довiльної неперервної функ-

цiї в кожнiй точцi виконується спiввiдношення

1

n+ 1

n∑
m=0

(
f(x)− Sm(f, x)

)
= o(1).

Хардi i Лiттлвуд [95] встановили бiльш сильний результат, а саме: для

довiльної f ∈ L майже скрiзь має мiсце спiввiдношення

1

n+ 1

n∑
m=0

∣∣∣(f(x)− Sm(f, x)
∣∣∣ = o(1).

Згодом Ю. Марцинкевичем [102] та А. Зiгмундом [107] було встанов-

лено бiльш сильний результат: для довiльної f ∈ L та будь-якого p > 0

майже скрiзь має мiсце спiввiдношення

1

n+ 1

n∑
m=0

∣∣∣(f(x)− Sm(f, x)
∣∣∣p = o(1). (1.13)

В 1963 роцi угорськими математиками Г. Алєксичем та

Д. Кралiком [89] було розглянуто наближення неперервних функ-

цiй сильними середнiми Валле Пуссена, ними було отримано наступне

спiввiдношення

1

n+ 1

2n∑
m=n+1

∣∣∣(f(x)− Sm(f, x)
∣∣∣p = o(1), p > 0. (1.14)

Пiзнiше стали дослiджувати поряд з величинами (1.13) та (1.14) функ-

цiонали виду
∞∑
k=m

αk(ν)|ρk(f, x)|p та
∞∑
k=m

αk(ν)ϕ(|ρk(f, x)|),
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де αk = αk(ν) — послiдовнiсть невiд’ємних функцiй, що залежать вiд

деякого параметра ν ∈ V ⊂ R, котра має хоча б одну граничну точку,

ϕ(u) — довiльна невiд’ємна функцiя, задана на R+.

На класi (ψ, β)-диференцiйовних неперервних функцiй вiдомi резуль-

тати Н. Л. Пачулiа [41, 42], для ψ̄-диференцiйовних функцiй О.I. Степа-

нець [60] отримав наступнi твердження.

Теорема 1.7 ( Степанець О.I. [60]). Нехай ±ψ1 ∈M0, ±ψ2 ∈M′
0,

тодi при кожному p > 0 для довiльної f ∈ C ψ̄C0 у кожнiй точцi x

справедлива нерiвнiсть(
1

n

2n−1∑
k=n

|ρk(f ;x)|p
) 1

p

≤ Kp

(∫ ∞
n

|ψ2(t)|
t

dt+ |ψ(n)|
)
En−1(f

ψ).

Теорема 1.8 ( Степанець О.I. [60]). Нехай ±ψ1 ∈M0, ±ψ2 ∈M′
0,

p > 0, послiдовнiсть λ = {λk}, k ∈ N така, що λk ≥ 0 i числа βk =

λkα
p
k, де

αk =

∫ ∞
k

|ψ2(t)|
t

dt+ |ψ(k)|,

не зростають при всiх k ≥ n, тодi для довiльної f ∈ C ψ̄C0 у кожнiй

точцi x справедлива нерiвнiсть
∞∑
k=n

λk|ρk(f ;x)|p ≤ Kp

(
nλnα

p
nE

p
n(f

ψ) +
∞∑
k=n

λkα
p
kE

p
k(f

ψ)

)
.

Теорiя сильного пiдсумовування рядiв Фур’є за рiзними ортонор-

мованими системами функцiй, як було зазначено вище, бере свiй по-

чаток у роботах англiйських математикiв Г.Хардi та Дж. Лiттлвуда.

Сильне пiдсумовування перiодичних функцiй дослiджували такi мате-

матики як Г. Хардi, Дж. Лiттлвуд, Г. Алєксiч, Ю. Марцинкевич, А. Зiг-
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мунд, Д. Кралiк, Л. Лейндлер, В. Тотiк, К.I. Осколков, О.I. Степанець,

Н.Л. Пачулiя, Р.А. Ласурiя та багатьох iнших.

Частина перших дослiджень з даної тематики мiститься в моногра-

фiях Н.К. Барi [3], А. Зiгмунда [28], з бiльш пiзнiми результатами можна

ознайомитись в оглядi Л. Лейндлера [98] та монографiї Р.А. Ласурiї [34].

На вiдмiну вiд неперервних функцiй сильне пiдсумовування аналiтич-

них в крузi функцiй є менш дослiдженим. З деякими аспектами сильного

пiдсумовування аналiтичних в крузi функцiй можна ознайомитись у ро-

ботах Б. Смiта, Е.С. Белiнського, Ф. Вiза, Р.А. Ласурiї, В.В. Савчука,

М.В.Савчук та iнших.

У роботi [33] Р. А. Ласурiя отримав наступнi твердження:

Теорема 1.9 (Ласурiя Р. А. [33]). Нехай φ неспадна i неперервна

на (0,∞) функцiя ϕ(·) така, що ϕ(0) = 0, ϕ(u) > 0, ϕ(u) ≤ ebu, для

u ∈ [0, 1] ϕ(2u) ≤ aϕ(u), де a = a(ϕ), ψ(k) ∈ M. Тодi для довiльної

функцiї f ∈ Hψ
∞ та будь-якого n ∈ N справедливi спiввiдношення

1

n

2n−1∑
k=n

ϕ(|ρk(f ; z)|) ≤ Kϕ(ψ(n)En(f
ψ))

та
∞∑
k=n

λkϕ(|ρk(f ; z)|) ≤ K
(
nλnϕ(ψ(n)En(f

ψ)) +
∞∑
k=n

λkϕ(ψ(k)Ek(f
ψ))
)
.

де K = K(ϕ) — деяка величина рiвномiрно обмежена по n, z, f та λ =

{λk(u)} — незростаюча послiдовнiсть невiд’ємних функцiй, заданих на

деякiй множинi U.

У роздiлi 2 роботи буде отримано оцiнки груп вiдхилень ψ-

диференцiйовних функцiй та аналiтичних в крузi функцiй класу Hψ
∞,

що є узагальненням вищенаведених результатiв.
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1.4. Регулярнiсть лiнiйних методiв пiдсумовування неперерв-

них та аналiтичних функцiй

Нехай L — простiр сумовних 2π−перiодичних функцiй iз нормою

‖f‖L =
∫ π
−π |f(t)|dt, а C — пiдпростiр L, який складається iз непере-

рвних функцiй з нормою ‖f‖C = max
t
|f |. Далi Λ = {λ(n)

k }, n, k = 0, 1, . . .

— нескiнченнорядкова матриця дiйсних чисел, що задає деякий метод

пiдсумовування. Кожнiй функцiї f ∈ C з рядом Фур’є

f(x) ∼ a0

2
+
∞∑
k=0

(ak cos kx+ bk sin kx)

поставимо у вiдповiднiсть ряд

Un(f ; Λ;x) = λ
(n)
0

a0

2
+
∞∑
k=0

λ
(n)
k (ak cos kx+ bk sin kx).

Будемо говорити, що ряд Фур’є функцiї f ∈ C пiдсумовується мето-

дом Λ в точцi x до значення f(x), якщо в цiй точцi всi ряди в правiй

частинi попереднього спiввiдношення збiгаються i

lim
n→∞

Un(f,Λ, x) = f(x).

Mетод пiдсумовування Λ є регулярним у просторi C, якщо для до-

вiльної функцiї f ∈ C та кожного x її ряд Фур’є пiдсумовується цим

методом до числа f(x).

Й. Карамата та М. Томiч [96] встановили таке твердження:

Теорема 1.10 (Карамата Й., Томiч М. [96]). Метод пiдсумо-

вування Λ, що задається нескiнченнорядковою матрицею буде регуляр-

ним в просторi C тодi i лише тодi, коли виконуються наступнi умови:

(A) для усiх k = 0, 1, 2, . . .

lim
n→∞

λ
(n)
k = 1;



32

(B) для кожного n iснує таке число Mn (яке можливо залежить вiд

n), що для всiх m ∫ π

0

∣∣∣λ(n)
0

2
+

m∑
k=1

λ
(n)
k cos kx

∣∣∣dx ≤Mn;

(C) повна варiацiя функцiй

K̄n(x) = lim
m→∞

∫ x

0

{λ(n)
0

2
+

m∑
k=1

λ
(n)
k cos kx

}
dx =

=
λ

(n)
0

2
x+

∞∑
k=1

λ
(n)
k

k
sin kx

рiвномiрно обмежена, тобто∫ π

0
|dK̄n(x)| ≤M.

Для трикутних матриць Λ, тобто матриць, у яких λ(n)
k = 0 для n < k цi

умови набувають бiльш простого вигляду [99], [37]. В цьому випадку для

регулярностi методу пiдсумовування Λ необхiдно та достатньо виконання

умови (A) та умови

(B∗)
∫ 2π

0

∣∣∣λ(n)
0

2
+

n−1∑
k=1

λ
(n)
k cos kx

∣∣∣dx ≤M.

Хоч наведенi умови є необхiдними i достатнiми, але перевiрка їх для

конкретних методiв пiдсумовування досить часто є складною. Тому ви-

никає задача про отримання достатнiх, але бiльш простих умов, за яких

метод пiдсумовування буде регулярним. Таку задачу (для трикутних

матриць) вперше поставив С.М. Нiкольський [37]. Деякi результати, що

стосуються цiєї задачi були вiдомi i ранiше, наприклад, роботи Е. Хiлле

та Я.Д. Тамаркiна про метод Вороного, Р. Салема про один частинний

випадок нескiнченно рядкових матриць.
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С.М. Нiкольський [37] розглянув трикутнi матрицi, у яких елементи

λ
(n)
k для кожного n утворюють опуклу чи увiгнуту послiдовнiсть чисел, i

показав, що для регулярностi методу пiдсумовування необхiдно i достат-

ньо виконання умов (A),

|λ(n)
k | ≤M, k = 0, 1, . . . , n

та ∣∣∣∣ n−1∑
k=0

λ
(n)
k

n− k

∣∣∣∣ ≤M.

Пiсля цiєї роботи умови регулярностi при рiзних припущеннях про

елементи матрицi дослiджували такi математики як С.Б. Стєчкiн,

О.В. Єфiмов, Й. Карамата, М. Томiч, Б. Надь, Л.I. Баусов, С.О. Теля-

ковський, Л.В. Тайков, Г.А. Фомiн, Р.М. Тригуб, П.В. Задерей, О.М. Пе-

лагенко, Р.В.Товкач та iншi.

Тут наведемо найбiльш загальний результат П.В. Задерея, О.М. Пе-

лагенко та Р.В.Товкача:

Теорема 1.11 (Задерей П.В., Пелагенко О.М., Тов-

кач Р.В. [73]). Припустимо, що послiдовнiсть чисел {λ(n)
k }∞k,n=0

задовольняють наступнi умови:

1)
∑∞

k=0 |4λ
(n)
k | < M, n = 0, 1, 2, . . . ;

2) для кожного n знайдеться таке m, що

m−2∑
i=2

∣∣∣∣∣
qi,m∑
k=1

4λ(n)
i−k −4λ

(n)
i+k

k

∣∣∣∣∣+
∞∑
i=2

∣∣∣∣∣
[ i2 ]∑
k=1

4λ(n)
m+i−k −4λ

(n)
m+i+k

k

∣∣∣∣∣ ≤M,

де qi,m = min([ i2 ], [m−i2 ]).

Тодi для того, щоб метод пiдсумовування Λ був регулярним у про-

сторi неперервних функцiй C, необхiдно i достатньо виконання умов
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1) для довiльного k = 0, 1, 2, . . .

lim
n→∞

λ
(n)
k = 1,

2) для кожного n iснує таке число Mn, що залежить лише вiд n, що

для всiх k
m∑
k=1

|λ(n)
k+m|
k
≤Mn;

3) для n = 0, 1, 2, . . .

m∑
k=1

|λ(n)
m−k − λ

(n)
m+k|

k
≤M.

Позначимо через A(D), D = {w ∈ C : |w| < 1} — простiр функцiй

f(·), аналiтичних в D i неперервних в D = {w ∈ C : |w| ≤ 1} з нормою

‖f‖A(D) = max
z∈D
|f(z)|.

Якщо задано нескiнченнорядкову матрицю Λ = {λ(n)
k }, n, k = 0, 1, . . .

дiйсних чисел λ(n)
k , то кожнiй функцiї f ∈ A(D) з рядом Тейлора

f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k, z ∈ D (1.15)

поставимо у вiдповiднiсть послiдовнiсть рядiв

Un(f ; Λ; z) =
∞∑
k=0

λ
(n)
k ckz

k, z ∈ D. (1.16)

Будемо говорити, що ряд (1.15) пiдсумовується методом Λ в точцi

z ∈ D до значення f(z), якщо ряди (1.16) є збiжними для довiльного

n = 0, 1, . . . та має мiсце спiввiдношення

lim
n→∞

Un(f,Λ, z) = f(z), z ∈ D. (1.17)
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Метод пiдсумовування Λ називається регулярним в просторi A(D),

якщо для кожної f ∈ A(D) та довiльного z ∈ D, ряд (1.15) пiдсумо-

вується цим методом до числа f(z).

Якщо метод пiдсумовування є регулярним у просторi A(D), то для

кожної f ∈ A(D) ряди (1.16) збiгаються рiвномiрно i рiвномiрною буде

збiжнiсть у спiввiдношеннi (1.17), тобто має мiсце збiжнiсть за нормою

простору A(D).

Для трикутних матриць в просторi A(D) Л.В. Тайков [75] отримав

наступний результат:

Теорема 1.12 (Тайков Л.В. [75]). Для того щоб трикутна мат-

риця дiйсних чисел Λ була регулярною в просторi A(D), необхiдно i

достатньо, щоб для неї виконувалися умови: (А) та

(D) iснує таке число M > 0 i такий розклад λ(n)
k = α

(n)
k + β

(n)
k на

дiйснi числа α(n)
k i β(n)

k (k = 1, 2, ..., n), що∫ 2π

0

∣∣∣λ(n)
0

2
+

n∑
k=1

(α
(n)
k cos kx+ β

(n)
k sin kx)

∣∣∣dx ≤M (n = 1, 2, . . .).

Тайковим Л.В. також було показано, що умови регулярностi методу

Λ в просторi A(D) слабшi умов регулярностi в просторi C, тобто, iснує

такий метод пiдсумовування, що є регулярним в просторi A(D), але не

є регулярним в C.

Для нескiнченнорядкових матриць умови регулярностi в просторi

A(D) були невiдомi. Такi умови встановлюються в третьому роздiлi цiєї

роботи.
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1.5. Наближення аналiтичних функцiй рядами Фабера

Нехай Ω — однозв’язна область в комплекснiй площинi C, межею якої

є замкнена спрямлювана жорданова крива Γ. За теоремою Рiмана iснує

єдине вiдображення w = Φ(z), що конформно та однолистно вiдображає

зовнiшнiсть областi Ω на зовнiшнiсть одиничного круга D = {w ∈ C :

|w| < 1} при умовах

Φ(∞) =∞, Φ′(∞) = γ > 0.

Обернене до w = Φ(z) вiдображення позначимо z = Ψ(w), а много-

члени Фабера для областi Ω будемо позначати через Fν(z), ν = 0, 1, 2, . . .

(див., наприклад, [70, с. 52] чи [18, с. 346]).

Нехай далi A(Ω) — множина функцiй f , аналiтичних в областi Ω та

неперервних в Ω = Ω
⋃

Γ. Коефiцiенти Фабера функцiї f ∈ A(Ω) об-

числюються за формулами [70, с. 107]

aν = aν(f) =
1

2πi

∫
|w|=1

f(Ψ(w))

wn+1
dw =

1

2πi

∫
Γ

f(ζ)Φ′(ζ)

Φn+1(ζ)
dζ, (1.18)

де Φ′(z) має майже скрiзь на Γ кутовi граничнi значення, якi утворюють

функцiю, iнтегровну на Γ, а ряд
∞∑
ν=0

aνFν(z) (1.19)

є рядом Фабера функцiї f ∈ A(Ω).

Задамо на множинi функцiй f ∈ A(D) оператор TΩ : A(D) → A(Ω)

що дiє за правилом

TΩ(f)(z) =
1

2πi

∫
T
f(w)

Ψ′(w)

Ψ(w)− z
dw, z ∈ Ω (1.20)

де T = {w ∈ C : |w| = 1}, z ∈ Ω. Такий оператор називають оператором

Фабера (див., наприклад, [20], [50], [70, с. 154] чи [90]).
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Оператор

T−1
Ω (f)(w) =

1

2πi

∫
T

f(Ψ(t))

t− w
dt, |w| < 1,

називають оберненим оператором Фабера.

Область Ω називають областю Фабера [50], якщо для норми операто-

ра (1.20) виконується спiввiдношення:

‖TΩ‖ = sup
f∈D, ‖f‖A(D)≤1

‖TΩ(f)(z)‖ <∞.

Зокрема, областями Фабера є опуклi областi, областi, якi обмеженi кри-

вими Альпера, Ляпунова, Радона ( обмеженого обертання) або областi

класу A ([19], також див. [70]).

В [50] отримано критерiй областi Фабера, зокрема, встановлено таке

твердження:

Теорема 1.13 (Савчук В.В. [50] ). Для того, щоб область Ω була

областю Фабера, необхiдно i достатньо, щоб iснувала сiм’я {µz}z∈Ω,

µz : T → C, функцiй обмеженої варiацiї (дiйсна та уявна частини є

функцiями обмеженої варiацiї) така, що

sup
z∈Ω

∫
T
|dµz(ζ)| <∞, (1.21)

i для будь-якого z ∈ Ω

Ψ′(·)
Ψ(·)− z

=
1

2πi

∫
T

dµz(ζ)

ζ − ·
. (1.22)

З (1.22) легко отримати наступне представлення для многочленiв Фа-

бера

Fν(z) = − 1

2πi

∫
T
ζνdµz(ζ), ν = 0, 1, 2 . . . . (1.23)

Апроксимативним властивостям многочленiв Фабера присвячено мо-

нографiї В.I. Смiрнова та М.А. Лєбедєва [53], П.К. Суєтiна [70], В.К. Дзя-
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дика [18], Д. Гаєра [14]. Наближення аналiтичних функцiй, заданих ря-

дами Фабера, дослiджували такi математики як В.К. Дзядик, Т. Кеварi,

Х. Померенке, В.В. Андрiєвський, М.М.Джрбашян, А.I. Маркушевич,

С.Я. Альпер, П.К. Суєтiн, С.В. Елайсот, Ф.Д Леслi, В.С. Вiнге, С.Е. Вар-

шавський, Ж. М. Андерсон, О.I. Степанець, В.С. Романюк, В.В. Савчук,

Ф. Абдулаєв, П.В. Задерей та iншi.

У четвертому роздiлi роботи встановлено асимптотично точнi оцiнки

вiдхилень середнiх Зигмунда рядiв Фабера аналiтичних функцiй, також

там же показано, що отримана оцiнка є точною.
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РОЗДIЛ 2

Нерiвностi типу Лебега та Лебега-Ландау на класах
ψ-диференцiйовних та аналiтичних в крузi функцiй

2.1. Деякi допомiжнi твердження

Даний роздiл присвячено дослiдженню апроксимативних характери-

стик частинних сум Фур’є та Тейлора у просторах вiдповiдно Cψ та Hψ
∞.

В цьому пiдроздiлi наведемо деякi оцiнки, що стосуються iнтегралiв

модулiв тригонометричних рядiв з дiйсними та комплексними коефiцiен-

тами, а також наведемо деякi спiввiдношення мiж числовими рядами та

сумами.

Кажуть, що послiдовнiсть αk задовольняє умови Боаса-

Теляковського, якщо

lim
k→∞

αk = 0, (2.1)

V (α) :=
∞∑
k=0

|4αk| <∞, де 4αk = αk − αk+1, (2.2)

B(α) :=
∞∑
k=2

∣∣∣∣∣
[k/2]∑
l=1

4αk−l −4αk+l

l

∣∣∣∣∣ <∞. (2.3)

Зазначимо, що при виконаннi (2.2) и (2.3) для довiльного m ∈ N будуть

скiнченними наступнi величини

Bm
1 (α) :=

m−2∑
i=2

∣∣∣∣∣
qi,m∑
k=1

4α(n)
i−k −4α

(n)
i+k

k

∣∣∣∣∣,
Bm(α) :=

∞∑
i=2

∣∣∣∣∣
[ i2 ]∑
k=1

4α(n)
m+i−k −4α

(n)
m+i+k

k

∣∣∣∣∣,
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де qi,m = min([ i2 ], [m−i2 ]) [73, с. 73].

Має мiсце наступне твердження:

Теорема 2.1. (Теляковський С.О., [73, c. 73]). Нехай коефiцiенти

ряду
a0

2
+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx), ak, bk ∈ R

прямують до нуля i задовольняють умови Боаса-Теляковського, крiм

того
∑∞

k=1
|bk|
k <∞. Тодi для iнтегралу

I =

∫ π

−π

∣∣∣a0

2
+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)
∣∣∣dx

має мiсце рiвномiрна вiдносно m = 0, 1, 2, . . . оцiнка∣∣I − 4

π

m∑
k=1

ξk
k

+ 2
∞∑

k=2m+1

|bk|
k

∣∣∣ ≤
≤M(V (a) +Bm

1 (a) +Bm(a) + V (b) +Bm
1 (b) +Bm(b)),

де

ξk = ξ
(
bk,
√

(am−k − am+k)2 + (bm−k − bm+k)2
)
,

а функцiя ξ(t, u) визначена наступним спiввiдношенням

ξ(t, u) =

 π
2 |t|, при |u| ≤ |t|,

|t| arcsin
∣∣ t
u

∣∣+
√
u2 − t2, при |t| < |u|.

З теореми 2.1 слiдують наступнi наслiдки:

Наслiдок 2.1. Якщо коефiцiенти ряду a0

2 +
∑∞

k=1 ak cos kx, ak ∈ R

задовольняють умови (2.1)-(2.3), то для довiльного m ∈ N має мiсце

оцiнка∣∣∣∣∣
∫ π

0

∣∣∣ ∞∑
k=m

ak cos kx
∣∣∣dx− 2

π

m∑
k=1

|am+k|
k

∣∣∣∣∣ ≤ O(1)
(
Vm(α) +Bm(a)

)
, (2.4)
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де

Vm(α) =
∞∑
k=m

|4αk|.

Наслiдок 2.2. Якщо коефiцiенти ряду a0

2 +
∑∞

k=1 ak cos kx, ak ∈ R

задовольняють умови (2.1)-(2.3), то має мiсце оцiнка∫ π

0

∣∣∣a0

2
+
∞∑
k=1

ak cos kx
∣∣∣dx ≤ O(1)

(
V (a) +B(a)

)
. (2.5)

Зазначимо, що теорема 2.1 допускає уточнення для довiльного вiдрiз-

ку [c1, c2] ⊂ [−π, π].

Теорема 2.2. (Теляковський С.О., [73, c. 84]). Нехай коефiцiенти

ряду
a0

2
+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx), ak, bk ∈ R

прямують до нуля i задовольняють умови Боаса-Теляковського, крiм

того
∑∞

k=1
|bk|
k < ∞. Тодi має мiсце рiвномiрна вiдносно m = 0, 1, 2, . . .

та c ∈ [0, π] оцiнка∣∣∣∣ ∫ π

c

∣∣∣a0

2
+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)
∣∣∣dx− 2

π

m∗∑
k=1

ξk
k

+
∞∗∑

k=2m+1

|bk|
k

∣∣∣∣ ≤
≤M(V (a) +Bm

1 (a) +Bm(a) + V (b) +Bm
1 (b) +Bm(b)),

де числа ξk означенi вище, а
∗∑

означає, що в цiй сумi взято лише тi

доданки, для яких c ≤ π
k .

Наступне твердження є узагальненням одного результату С.О. Теля-

ковського [72] i отримано з використанням його методу. Дiйсно провiвши

мiркування аналогiчно [72] i вважаючи, що коефiцiенти ak є комплекс-

ними та використавши нерiвнiсть |<ak|+|=ak|2 ≤ |ak| ≤ |<ak| + |=ak| отри-
маємо:
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Теорема 2.3. (Теляковський С.О., [72]). Якщо коефiцiенти ряду∑∞
k=1 ak sin kx, ak ∈ C задовольняють умови (2.1)-(2.3), тодi цей ряд є

збiжним i має мiсце оцiнка для довiльного s ∈ N∣∣∣∣∣
∫ π

π
2s+1

∣∣∣ ∞∑
k=1

ak sin kx
∣∣∣dx− s∑

k=1

|ak|
k

∣∣∣∣∣ ≤ O(1)
(
V (a) +B(a)

)
. (2.6)

Наступне твердження стосується спiввiдношень мiж деякими число-

вими сумами та рядами.

Лема 2.1. Якщо послiдовнiсть чисел a = {ak} задовольняє умови

(2.1)-(2.3) i послiдовностi b, c та d заданi наступним чином:

b = {bk} =

 0, коли k ∈ [0, n]
⋃

[2n+ 2,∞),(
k

n+1 − 2
)
ak, коли k ∈ [n+ 1, 2n+ 1],

c = {ck} =


0, коли k ∈ [0, n],(

k
n+1 − 1

)
ak, коли k ∈ [n+ 1, 2n+ 1],

ak, коли k ≥ 2n+ 2,

та

d = {dk} =


(

k
n+1 − 1

)
ak, коли k ∈ [0, n],

0, коли k > n.

Тодi мають мiсце спiввiдношення

Bn(b) ≤M
(
Vn(a) +Bn(a)

)
, (2.7)

Bn(c) ≤M
(
Vn(a) +Bn(a)

)
, (2.8)

та

Bn(d) ≤M
(
Vn(a) +Bn(a)

)
. (2.9)
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Доведення. Доведемо спочатку спiввiдношення (2.7). Для скорочен-

ня запису позначимо

λ
(n)
k =

 0, коли k ∈ [0, n]
⋃

[2n+ 2,∞),

2− k
n+1 , коли k ∈ [n+ 1, 2n+ 1],

тодi bk = −λ(n)
k ak та

∞∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

4bn+k−ν −4bn+k+ν

ν

∣∣∣ =

=
2n+2∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

4(λ
(n)
n+k−νan+k−ν)−4(λ

(n)
n+k+νan+k+ν)

ν

∣∣∣ =

=
n∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

4(λ
(n)
n+k−νan+k−ν)−4(λ

(n)
n+k+νan+k+ν)

ν

∣∣∣+
+

2n+2∑
k=n+1

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

4(λ
(n)
n+k−νan+k−ν)

ν

∣∣∣ =: Σ1 + Σ2.

Оцiнимо спочатку Σ2, застосувавши перетворення Абеля, отримаємо

Σ2 :=
2n+2∑
k=n+1

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

4(λ
(n)
n+k−νan+k−ν)

ν

∣∣∣ =

=
2n+2∑
k=n+1

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

λ
(n)
n+k−νan+k−ν

ν
−

[k/2]∑
ν=1

λ
(n)
n+k−ν+1an+k−ν+1

ν

∣∣∣ =

=
2n+2∑
k=n+1

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

λ
(n)
n+k−νan+k−ν

ν
−

[k/2]−1∑
ν=0

λ
(n)
n+k−νan+k−ν

ν + 1

∣∣∣ =

=
2n+2∑
k=n+1

∣∣∣λ(n)
n+k−[k/2]an+k−[k/2]

[k/2]
− λ(n)

n+kan+k +

[k/2]−1∑
ν=1

λ
(n)
n+k−νan+k−ν

ν(ν + 1)

∣∣∣ ≤
≤ max

n+1≤k≤2n+2
λ

(n)
k |ak|

2n+2∑
k=n+1

1

[k/2]
+ λ

(n)
2n+1|a2n+1|+
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+ max
n+1≤k≤2n+2

|ak|
2n+2∑
k=n+1

[k/2]−1∑
ν=1

λ
(n)
n+k−ν

(1

ν
− 1

ν + 1

)
. (2.10)

Розглянемо суму

2n+2∑
k=n+1

[k/2]−1∑
m=1

λ
(n)
n+k−m

( 1

m
− 1

m+ 1

)
=

=
2n+2∑
k=n+1

k−1∑
m=k−[k/2]+1

λ
(n)
n+m

( 1

k −m
− 1

k −m+ 1

)
=

=
2n+2∑
k=n+2

k−1∑
m=k−[k/2]+1

λ
(n)
n+m

( 1

k −m
− 1

k −m+ 1

)
+

+
n∑

m=n−[(n+1)/2]+2

λ
(n)
n+m

( 1

n+ 1−m
− 1

n+ 2−m

)
≤

≤
n+1∑

m=n+2−[n/2]

2n+2∑
k=2m

(
2− n+m

n+ 1

)( 1

k −m
− 1

k −m+ 1

)
+

+ max
n+1≤m≤2n

λ(n)
m

n∑
m=n+2−[(n+1)/2]

( 1

n+ 1−m
− 1

n+ 2−m

)
≤M.

Згiдно спiввiдношення (2.1) має мiсце нерiвнiсть |an| ≤ Vn(a), тому

остаточно з (2.10) отримаємо оцiнку

Σ2 ≤MVn(a).

Оцiнимо тепер Σ1. Зауважимо, що при k ≥ n будуть виконуватись

наступнi спiввiдношення

4λ(n)
k =


−1, коли k = n,

1
n+1 , коли k ∈ [n+ 1, 2n+ 1],

0, коли k ∈ [2n+ 2,∞),
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та

42λ
(n)
k =


−1− 1

n+1 , коли k = n,

1
n+1 , коли k = 2n+ 1,

0, при всiх iнших k > n,

тодi

Σ1 =
n∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

4(λ
(n)
n+k−νan+k−ν)−4(λ

(n)
n+k+νan+k+ν)

ν

∣∣∣ ≤
≤

n∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

an+k−ν4λ(n)
n+k−ν − an+k+ν4λ(n)

n+k+ν

ν

∣∣∣+
+

n∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

λ
(n)
n+k−ν4an+k−ν − λ(n)

n+k+ν4an+k+ν

ν

∣∣∣ =: Σ1
1 + Σ2

1.

Для оцiнки Σ1
1 використаємо нерiвнiсть ([73], лема 1)

∞∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
m=1

4αk−m −4αk+m

m

∣∣∣ ≤M
∞∑
k=1

k42|αk−1|, (2.11)

в якiй покладемо 4αk = an+k4λ(n)
n+k, тому

42αk = 4an+k4λ(n)
n+k + an+k+142λ

(n)
n+k+1 =

=


−4an, коли k = 0,
4an+k

n+1 , коли k ∈ [1, n],
4a2n+1

n+1 + a2n+1

n+1 , коли k = n+ 1,

0, при k ≥ n+ 2.

Отже,

Σ1
1 ≤ |4an|+

n+1∑
k=1

k

n+ 1
|4an+k|+ |a2n+1| ≤MVn(a).

Оцiнимо Σ2
1
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Σ2
1 =

n∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

λ
(n)
n+k−ν4an+k−ν − λ(n)

n+k+ν4an+k+ν

ν

∣∣∣ ≤
≤

n∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

λ
(n)
n+k−ν4an+k−ν − λ(n)

n+k−ν4an+k+ν

ν

∣∣∣+
+

n∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

λ
(n)
n+k−ν4an+k+ν − λ(n)

n+k+ν4an+k+ν

ν

∣∣∣ =

=
n∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

λ
(n)
n+k−ν

4an+k−ν −4an+k+ν

ν

∣∣∣+
+

n∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

4an+k+ν

λ
(n)
n+k−ν − λ

(n)
n+k+ν

ν

∣∣∣.
Оцiнимо другий доданок останнього спiввiдношення, для цього по-

мiтимо, що при k ≥ n справедливе спiввiдношення

λ
(n)
k = 2− min{k, 2n+ 2}

n+ 1
,

тому
n∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

4an+k+ν

λ
(n)
n+k−ν − λ

(n)
n+k+ν

ν

∣∣∣ ≤
≤ 1

n+ 1

n∑
k=2

[k/2]∑
ν=1

|4an+k+ν|
min{n+ k + ν, 2n+ 2} −min{n+ k − ν, 2n+ 2}

ν
≤

≤ 1

n+ 1

n∑
k=2

[k/2]∑
ν=1

|4an+k+ν|
min{n+ k + ν, 2n+ 2} − n− k + ν

ν
=

=
1

n+ 1

n∑
k=2

[k/2]∑
ν=1

|4an+k+ν|
min{2ν, n− k + ν + 2}

ν
.

Оскiльки величина

min{2ν, n− k + ν + 2} − n+ k − ν
ν
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при заданих значеннях параметрiв n, k та ν є обмеженою, то будемо мати

остаточно
n∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

4an+k+ν

λ
(n)
n+k−ν − λ

(n)
n+k+ν

ν

∣∣∣ ≤ M

n+ 1

n∑
k=2

[k/2]∑
ν=1

|4an+k+ν| ≤MVn(a).

Отже,

Σ2
1 ≤

n∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

λ
(n)
n+k−ν

4an+k−ν −4an+k+ν

ν

∣∣∣+MVn(a) =

=
n∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

(
2− n+ k − ν

n+ 1

)4an+k−ν −4an+k+ν

ν

∣∣∣+MVn(a) ≤

≤
n∑
k=2

(
2− n+ k

n+ 1

)∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

4an+k−ν −4an+k+ν

ν

∣∣∣+
+

n∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

ν

n+ 1

4an+k−ν −4an+k+ν

ν

∣∣∣+MVn(a) ≤

≤M
n∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

4an+k−ν −4an+k+ν

ν

∣∣∣+
+

n∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
ν=1

4an+k−ν −4an+k+ν

n+ 1

∣∣∣+MVn(a) ≤M
(
Vn(a) +Bn(a)

)
.

Склавши отриманi оцiнки разом отримаємо спiввiдношення (2.7) ле-

ми. Спiввiдношення (2.8) слiдує iз (2.7), дiйсно, легко бачити

Bn(c)−Bn(a) ≤ Bn(b).

Оцiнка спiввiдношення (2.9) проводиться за схемою оцiнювання вели-

чини Σ1.

Лему доведено.
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2.2. Нерiвнiсть типу Лебега на класi диференцiйовних функ-

цiй CψC

В цьому пiдроздiлi буде встановлено нерiвнiсть типу Лебега класi ди-

ференцiйовних функцiй CψC, коли послiдовностi ψ1(k) та ψ2(k) задо-

вольняють умови Боаса-Теляковського.

Теорема 2.4. Нехай послiдовностi ψ1(k) та ψ2(k) задовольняють

умови (2.1) – (2.3) i
∑∞

k=1
|ψ2(k)|
k < ∞. Тодi для будь-якої функцiї f ∈

C ψ̄C при n ∈ N справедлива нерiвнiсть

‖ρn(f ;x)‖C ≤
(

4

π2

n∑
k=1

√
ψ2

1(n+ k) + ψ2
2(n+ k)

k
+

2

π

∞∑
k=2n+3

|ψ2(k)|
k

+

+O(1)(Vn+1(a) + Vn+1(b) +Bn+1(a) +Bn+1(b))

)
En(f

ψ̄)C , (2.12)

Окрiм того, нерiвнiсть (2.12) є точною на класi C ψ̄Cε в тому розу-

мiннi, що ∀ε ∈ P0 iснує f∗ ∈ C ψ̄Cε така, що

‖ρn(f∗;x)‖C =

(
4

π2

n∑
k=1

√
ψ2

1(n+ k) + ψ2
2(n+ k)

k
+

2

π

∞∑
k=2n+3

|ψ2(k)|
k

+

+O(1)(Vn+1(a) + Vn+1(b) +Bn+1(a) +Bn+1(b))

)
εn. (2.13)

Доведення. Як вiдомо [73], умови теореми на послiдовностi ψ1(k) та

ψ2(k) забезпечують те, що ряд
∞∑
k=1

(ψ1(k) cos kx+ ψ2(k) sin kx)

є рядом Фур’є деякої функцiї з простору L i для ρn(f ;x), f ∈ C ψ̄C згiдно

твердження 1.1 має мiсце iнтегральне представлення (див. [61, с. 178])

ρn(f ;x) =
1

π

∫ π

−π
f ψ̄(u)Fn(ψ̄;x− u)du, x ∈ [−π, π],
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де Fn(ψ̄;x) =
∑∞

k=n+1(ψ1(k) cos kx+ ψ2(k) sin kx).

Нехай t∗n ∈ Tn — полiном найкращого наближення функцiї f ψ̄. Тодi,

очевидно,

ρn(f ;x) =
1

π

∫ π

−π
(f ψ̄(u)− t∗n(u))Fn(ψ̄;x− u)du

i

‖ρn(f ;x)‖C ≤
1

π

∫ π

−π
‖f ψ̄(u)− t∗n(u)‖C |Fn(ψ̄;x− u)|du =

=
1

π
En(f

ψ̄)C

∫ π

−π
|Fn(ψ̄;u)|du. (2.14)

Аналогiчно як i в [61, с.312], використовуючи формулу С.О. Теля-

ковського [73, теорема 1] (див. також [61, с.56]) покладаючи в нiй ak =

bk = 0 при k ≤ n; ak = ψ1(k), bk = ψ2(k) при k > n та m = n + 1

отримуємо
1

π

∫ π

−π
|Fn(ψ̄;u)|du =

=
4

π2

n∑
k=1

√
ψ2

1(n+ k) + ψ2
2(n+ k)

k
+

2

π

∞∑
k=2n+3

|ψ2(k)|
k

+

+O(1)

(
Vn+1(ψ1) + Vn+1(ψ2) +Bn+1(ψ1) +Bn+1(ψ2)

)
. (2.15)

Об’єднуючи (2.14) та (2.15) отримуємо (2.12).

Для доведення другої частини теореми достатньо для заданого ε ∈ P0

вказати функцiї ϕ̃ ∈ Cε, f∗ ∈ C ψ̄Cε, такi, що (f∗)
ψ̄ = ϕ̃, En(ϕ̃)C = εn i

‖ρn(f∗;x)‖C ≥
(

4

π2

n∑
k=1

√
ψ2

1(n+ k) + ψ2
2(n+ k)

k
+

2

π

∞∑
k=2n+3

|ψ2(k)|
k

+

+O(1)
(
Vn+1(ψ1) + Vn+1(ψ2) +Bn+1(ψ1) +Bn+1(ψ2)

))
εn.

З цiєю метою розглянемо функцiю

gn(−x) = signFn(ψ̄;x), |x| ≤ π

2
.



50

Позначимо через g̃n(−x), |x| ≤ π
2 неперервну функцiю, що спiвпадає з

gn(−x) при |x| ≤ π
2 , за винятком неперетинних δ-околiв точки 0 та точок

розриву xk, де вона лiнiйна та її графiк сполучає точки (−δ, gn(−δ)) i

(δ, gn(δ)), а також (xk − δ, gn(xk − δ)) та (xk + δ, gn(xk + δ)).

Продовжимо функцiю g̃n(−x) неперервно на [−π, π] так, щоб

g̃n(−π) = g̃n(π), |g̃n(−x)| ≤ 1 i на [−π, π] було не менше 2n точок ci,

в яких |g̃n(−ci)| = 1, в цих точках функцiя g̃n(−x) почергово змiнює

знак i щоб при цьому мала мiсце рiвнiсть∫ π

−π
g̃n(−x)dx = 0.

Тодi ϕ̃ ∈ C, i оскiльки згiдно з теоремою Чебишова [61, с. 68] полiном

найкращого наближення порядку n функцiї g̃n(−x) є тотожним нулем,

то En(ϕ̃)C = εn, тобто ϕ̃ ∈ Cε. Нехай далi Φn(−x) — ψ̄-iнтеграл функ-

цiї ϕ̃(n;−x), тобто
(
Φn(−x)

)ψ̄
= ϕ̃(n;−x). Покладемо f∗ = Φn. Тодi,

зрозумiло, що f∗ ∈ C ψ̄Cε i

‖ρn(f ∗;x)‖C = ‖ρn(Φn;x)‖C ≥

≥ |ρn(Φn; 0)| = 1

π

∣∣∣∣∣
∫ π

−π
ϕ̃(n;−u)Fn(ψ̄;u)du

∣∣∣∣∣ ≥
≥ εn

π

∫ π/2

−π/2
|Fn(ψ̄;u)|du− εn

π

∫
π/2≤|u|≤π

|Fn(ψ̄;u)|du =

=
εn
π

∫ π

−π
|Fn(ψ̄;u)|du− 2εn

π

∫
π/2≤|u|≤π

|Fn(ψ̄;u)|du. (2.16)

Отже,

‖ρ(f∗;x)‖C ≥
εn
π

∫ π

−π
|Fn(ψ̄;u)|du+O

(
εn

∫
π/2≤|u|≤π

|Fn(ψ̄;u)|du
)
. (2.17)
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Для оцiнки
∫
π/2≤u≤π |Fn(ψ̄;u)|du використаємо один результат С.О. Те-

ляковського [73, теорема 2], пов’язаний з оцiнкою iнтегралу
∫ π
c |

a0

2 +∑∞
k=1(ak cos kx + bk sin kx)|dx, де c ∈ [0, π] в якому слiд покласти ak =

bk = 0 при k ≤ n; ak = ψ1(k), bk = ψ2(k) при k > n та m = n.

Тодi ∫
π/2≤u≤π

|Fn(ψ̄;u)|du =
4

π2

n∑
k=1

∗
ξk
k

+
2

π

∞∑
k=2n+3

∗ |ψ2(k)|
k

+

+O(1)

(
Vn+1(ψ1) + Vn+1(ψ2) +Bn+1(ψ1) +Bn+1(ψ2)

)
,

де

ξk = ξ
(
ψ2(k),

√
(ψ1(n− k)− ψ1(n+ k))2 + (ψ2(n− k)− ψ2(n+ k))2

)
,

функцiя ξ(t, u) визначається рiвностями

ξ(t, u) =

 π
2 |t|, при |u| ≤ |t|,

|t| arcsin
∣∣ t
u

∣∣+
√
u2 − t2, при |t| < |u|.

а Σ∗ означає, що в цiй сумi взятi лише тi доданки, для яких π
2 ≤

π
k ,

Тому∫ π

π/2
|Fn(ψ̄;u)|du = O(1)

(
Vn+1(ψ1) + Vn+1(ψ2) +Bn+1(ψ1) +Bn+1(ψ2)

)
.

(2.18)

Аналогiчним способом отримуємо∫ −π/2
−π

|Fn(ψ̄;u)|du =

= O(1)

(
Vn+1(ψ1) + Vn+1(ψ2) +Bn+1(ψ1) +Bn+1(ψ2)

)
. (2.19)

Нарештi, iз (2.17) з урахуванням (2.15), (2.18) i (2.19) отримуємо шу-

кану оцiнку знизу для ‖ρn(f∗;x)‖C .
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Теорему доведено.

Зауваження. У випадку, коли ψ1, ψ2 є опуклими донизу функцiями, як

встановлено О.I. Степанцем (див., наприклад, [61, с.27]) рiвнiсть (2.13), є

асимптотично точною, тобто залишковий член має порядок менший вiд

порядку головного члена. Асимптотично точною формула (2.13) буде,

зокрема, i у випадку монотонно спадних до 0 послiдовностей, тобто коли

ψ1(k) ≥ ψ1(k + 1),ψ2(k) ≥ ψ2(k + 1) за умов limψ1(k) = 0, limψ2(k) = 0,

k −→∞. Дiйсно, тодi
∞∑

k=n+1

|4ψ1(k)| =
∞∑

k=n+1

4ψ1(k) = ψ1(n+ 1)

та має мiсце оцiнка (доведення див. [24, с. 102])

∞∑
k=2

∣∣∣∣∣
[k/2]∑
l=1

4ψ1(k + n+ 1− l)−4γ(k + n+ 1 + l)

l

∣∣∣∣∣ ≤Mψ1(n+ 1).

Аналогiчнi нерiвностi справедливi i для ψ2. Прикладами таких послiдов-

ностей є наступнi: ψ(k) = 1
k + 1

k2

∣∣ sin kπ2 ∣∣, [24, с. 104]; або 4ψ(2s) = 1
2s та

4ψ(k) = 0, k 6= 2s, s = 0, 1, 2, 3, . . ., ψ(k) =
∑∞

m=k4ψ(k) [84, с. 217].
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2.3. Оцiнка групи вiдхилень ψ-диференцiйовних функцiй

У цьому пiдроздiлi на множинi функцiй C ψ̄C будуть дослiджуватись

величини

Hp
n(f ;x) =

(
1

n

2n−1∑
k=n

|ρk(f ;x)|p
) 1

p

та Hp
n(f ;λ;x) =

∞∑
k=n

λk|ρk(f ;x)|p,

де p — довiльне додатне число, λ = {λk} — послiдовнiсть дiйсних чисел.

Справедлива наступна теорема:

Теорема 2.5. Нехай послiдовностi ψ1(k) та ψ2(k), що прямують до

нуля, є квазiопуклими та, крiм того, виконується
∑∞

k=1
|ψ2(k)|
k < ∞.

Тодi для довiльної функцiї f ∈ CψC та довiльного 0 < p < ∞ у всiх

точках x ∈ [−π, π] має мiсце нерiвнiсть

Hp
n(f ;x) ≤Mp

( ∞∑
k=2n+1

|ψ2(k)|
k

+

+
∞∑

k=n+1

(k + 1)(|42ψ1(k)|+ |42ψ2(k)|)
)
En(f

ψ). (2.20)

Доведення. Нехай tn — тригонометричний полiном найкращого наб-

лиження порядку не вище n функцiї fψ. Будемо спочатку вважати, що

2 ≤ p <∞. Враховуючи твердження 1.1 та ортогональнiсть тригономет-

ричної системи функцiй отримаємо наступне спiввiдношення

Hp
n(f ;x) =

(
1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣1
π

∫ π

−π
(fψ(x+ t)− tn(x+ t))×

×
∞∑

ν=k+1

(
ψ1(ν) cos νt+ ψ2(ν) sin νt

)
dt
∣∣∣p) 1

p

.

Далi скориставшись нерiвностями

|a+ b|p ≤ 2p(|a|p + |b|p), p ≥ 1
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та

|a+ b|p ≤
(
|a|p + |b|p

)
, 0 ≤ p ≤ 1,

отримаємо

Hp
n(f ;x) ≤Mp

((
1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣1
π

∫ π

0
(fψ(x+ t)− tn(x+ t))×

×
∞∑

ν=k+1

(ψ1(ν) cos νt+ ψ2(ν) sin νt)dt
∣∣∣p) 1

p

+

+

(
1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣1
π

∫ π

0

(
fψ(x− t)− tn(x− t)

)
×

×
∞∑

ν=k+1

(ψ1(ν) cos νt− ψ2(ν) sin νt)dt
∣∣∣p) 1

p

 = Mp(H+(ψ) +H−(ψ)).

(2.21)

Оцiнимо спочатку перший доданок у правiй частинi рiвностi (2.21)

H+(ψ) ≤

≤Mp


1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣1
π

π
k∫

0

∆n(f)
∞∑

ν=k+1

(
ψ1(ν) cos νt+ ψ2(ν) sin νt

)
dt
∣∣∣p


1
p

+

+

(
1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣1
π

∫ π

π
k

∆n(f)
∞∑

ν=k+1

ψ1(ν) cos νtdt
∣∣∣p) 1

p

+

+

(
1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣1
π

∫ π

π
k

∆n(f)
∞∑

ν=k+1

ψ2(ν) sin νtdt
∣∣∣p) 1

p

 =

= Mp(I1(ψ) + I2(ψ) + I3(ψ)),

де

∆n(f) = ∆n(f
ψ, tn, x, t) = fψ(x+ t)− tn(x+ t).
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Для оцiнки величини I1(ψ) скористаємося спiввiдношенням, що є наслiд-

ком теорем 2.1 та 2.2 [73]∣∣∣ ∫ π
m

0

∣∣a0

2
+
∞∑
k=1

(
ak cos kt+ bk sin kt

)∣∣dt− ∞∑
k=2m+1

|bk|
k

∣∣∣ ≤
≤M

(
m−1∑
k=1

k(m− k)

m
(|42ak−1|+ |42bk−1|)+

+
∞∑
k=m

(k + 1)(|42ak|+ |42bk|)
)
. (2.22)

Тодi

I1(ψ) ≤

1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣1
π

π
k∫

0

∆n(f)
∞∑

ν=k+1

(
ψ1(ν) cos νt+ ψ2(ν) sin νt

)
dt
∣∣∣p


1
p

≤

≤ En(f
ψ)

1

n

2n−1∑
k=n

1

π

π
k∫

0

∣∣∣ ∞∑
ν=k+1

(ψ1(ν) cos νt+ ψ2(ν) sin νt)
∣∣∣dt

p

1
p

.

Отже, поклавши в (2.22) m = k та aν = bν = 0 при ν ≤ k; aν = ψ1(ν),

bν = ψ2(ν) при ν > k, отримаємо

I1(ψ) ≤MpEn(f
ψ)

( ∞∑
k=2n+1

|ψ2(k)|
k

+
∞∑

k=n+1

(k + 1)
(
|42ψ1(k)|+ |42ψ2(k)|

))
.

Для оцiнки I2 до суми пiд iнтегралом двiчi застосуємо перетворення

Абеля: ∞∑
ν=k+1

ψ1(ν) cos νt =

=
∞∑

ν=k+1

(ν + 1)42ψ1(ν)Fν(t)− (k + 1)4ψ1(k + 1)Fk(t)− ψ1(k + 1)Dk(t),

де

Dk(t) =
1

2
+

k∑
ν=1

cos νt =
sin (k + 1

2)t

2 sin t
2
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та

Fk(t) =
1

k + 1

k∑
ν=0

Dν(t) =
sin2 kt

4(k + 1) sin2 t
2

.

Тодi

I2(ψ) ≤Mp

(1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣ψ1(k + 1)

π

∫ π

π
n

∆n(f)Dk(t)dt
∣∣∣p) 1

p

+

+

(
1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣ψ1(k + 1)

π

∫ π
n

π
k

∆n(f)Dk(t)dt
∣∣∣p) 1

p

+

+

(
1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣(k + 1)4ψ1(k + 1)

π

∫ π

π
k

∆n(f)Fk(t)dt
∣∣∣p) 1

p

+

+

(
1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣1
π

∫ π

π
k

∆n(f)
∞∑

ν=k+1

(ν + 1)42ψ1(ν)Fν(t)dt
∣∣∣p) 1

p

 .

Враховуючи, що мають мiсце наступнi нерiвностi та спiввiдношення

Fν(t) ≥ 0, t ∈ [−π, π] та
∫ π

π
ν

Fν(t)dt ≤
∫ π

−π
Fν(t)dt = π,

(n+ 1)|4ψ1(n+ 1)| ≤
∞∑

k=n+1

(k + 1)|42ψ1(k)|,

|ψ1(n+ 1)| ≤
∞∑

k=n+1

(k + 1)|42ψ1(k)|,

Dk(t) =
sin (k + 1

2)t

2 sin t
2

= cos
t

2
· sin kt

2 sin t
2

+
cos kt

2
,

|Dk(t)| ≤
K

t
, t ∈

[π
k
, π
]
,

∫ π
n

π
k

|Dk(t)|dt ≤
∫ π

n

π
k

K

t
dt ≤ K,

а також те, що функцiя
1

2 sin t
2

− 1

t
є обмеженою при t ∈

[
π
n , π
]
, остаточно

отримаємо

I2(ψ) ≤Mp

(1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣ψ1(k + 1)

π

∫ π

π
n

∆n(f)
sin kt

t
dt
∣∣∣p) 1

p

+
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+En(f
ψ)

∞∑
k=n+1

(k + 1)|42ψ1(k)|
)
.

Аналогiчно проводиться оцiнка I3(ψ):
∞∑

ν=k+1

ψ2(ν) sin νt =
∞∑

ν=k+1

(ν + 1)42ψ1(ν)42ψ1(ν)F ν(t)−

−(k + 1)4ψ1(k + 1)F k(t)− ψ1(k + 1)Dk(t),

де

Dk(t) = −
cos t

2

2 sin t
2

+
k∑
ν=1

sin νt = −
cos (k + 1

2)t

2 sin t
2

та

F k(t) =
1

k + 1

k∑
ν=0

Dν(t) = − sin (k + 1)t

4(k + 1) sin2 t
2

.

Також, зауважимо, що мають мiсце наступнi спiввiдношення∫ π

π
k

∣∣∣F k(t)
∣∣∣dt ≤M

∫ π

π
k

1

4(k + 1)t2
dt ≤ K,

Dk(t) =
cos (k + 1

2)t

2 sin t
2

= cos
t

2
· cos kt

2 sin t
2

− sin kt

2
,

|Dk(t)| ≤
K

t
, t ∈

[π
k
, π
]
,

∫ π
n

π
k

|Dk(t)|dt ≤
∫ π

n

π
k

K

t
dt ≤ K,

тому

I3(ψ) ≤Mp

(1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣ψ2(k + 1)

π

∫ π

π
n

∆n(f)
cos kt

t
dt
∣∣∣p) 1

p

+

+En(f
ψ)

∞∑
k=n+1

(k + 1)|42ψ2(k)|
)
.

Об’єднавши оцiнки величин I1(ψ), I2(ψ) та I3(ψ), отримаємо

H+(ψ) ≤Mp

(
En(f

ψ)

( ∞∑
k=2n+1

|ψ2(k)|
k

+
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+
∞∑

k=n+1

(k + 1)
(
|42ψ1(k)|+ |42ψ2(k)|

))
+

+

(
1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣ψ1(k + 1)

π

∫ π

π
n

∆n(f)
sin kt

t
dt
∣∣∣p) 1

p

+

+

(
1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣ψ2(k + 1)

π

∫ π

π
n

∆n(f)
cos kt

t
dt
∣∣∣p) 1

p

 ≤
≤Mp

(
En(f

ψ)

( ∞∑
k=2n+1

|ψ2(k)|
k

+

+
∞∑

k=n+1

(k + 1)(|42ψ1(k)|+ |42ψ2(k)|)
)

+

+ max
n+1≤k≤2n

|ψ1(k)|
(

1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣1
π

∫ π

π
n

∆n(f)
sin kt

t
dt
∣∣∣p) 1

p

+

+ max
n+1≤k≤2n

|ψ2(k)|

1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣1
π

∫ π

π
n

∆n(f)
cos kt

t
dt
∣∣∣p) 1

p

 ≤
≤MpEn(f

ψ)

( ∞∑
k=2n+1

|ψ2(k)|
k

+

+
∞∑

k=n+1

(k + 1)(|42ψ1(k)|+ |42ψ2(k)|)
)

+

+Mp

( ∞∑
k=n+1

(k + 1)(|42ψ1(k)|+ |42ψ2(k)|)
)
×

×


1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣1
π

π∫
π
n

∆n(f)
sin kt

t
dt
∣∣∣p


1
p

+
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+

1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣1
π

π∫
π
n

∆n(f)
cos kt

t
dt
∣∣∣p


1
p

 .

Далi позначимо через S суму двох доданкiв

S =

1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣1
π

π∫
π
n

∆n(f)
sin kt

t
dt
∣∣∣p


1
p

+

+

1

n

2n−1∑
k=n

∣∣∣1
π

π∫
π
n

∆n(f)
cos kt

t
dt
∣∣∣p


1
p

i для її оцiнки при фiксованих x та n покладемо

ϕn(t) =


∆n(f)
t при t ∈ [πn , π],

0, при iнших значеннях t.

Коефiцiєнти Фур’є цiєї функцiї позначимо через αk = αk(ϕn) та βk =

βk(ϕn), тодi

S =

(
1

n

2n−1∑
k=n

|αk|p
) 1

p

+

(
1

n

2n−1∑
k=n

|βk|p
) 1

p

.

Оскiльки 1 < p′ ≤ 2,
1

p
+

1

p′
= 1, то можемо використати теорему

Хаусдорфа–Юнга [27, с. 153], згiдно з якою

(
1

n

2n−1∑
k=n

|αk|p
) 1

p

≤ 1

n
1
p

‖ϕn‖p′ ≤
1

πn
1
p

 π∫
π
n

|∆n(f)|p′

tp′
dt


1
p′

≤

≤MpEn(f
ψ)n−

1
pn

p′−1
p′ = MpEn(f

ψ)n1− 1
p′−

1
p = MpEn(f

ψ).

Аналогiчно (
1

n

2n−1∑
k=n

|βk|p
) 1

p

≤MpEn(f
ψ).



60

Отже,

S ≤MpEn(f
ψ)

i тому

H+(ψ) ≤MpEn(f
ψ)

( ∞∑
k=2n+1

|ψ2(k)|
k

+

+
∞∑

k=n+1

(k + 1)(|42ψ1(k)|+ |42ψ2(k)|)
)
.

Оцiнка величини H−(ψ) iз спiввiдношення (2.21) проводиться анало-

гiчно i має мiсце нерiвнiсть

H−(ψ) ≤MpEn(f
ψ)

( ∞∑
k=2n+1

|ψ2(k)|
k

+

+
∞∑

k=n+1

(k + 1)(|42ψ1(k)|+ |42ψ2(k)|)
)
,

тому з (2.21) слiдує

Hp
n(f ;x) ≤MpEn(f

ψ)

( ∞∑
k=2n+1

|ψ2(k)|
k

+

+
∞∑

k=n+1

(k + 1)(|42ψ1(k)|+ |42ψ2(k)|)
)
,

У випадку 2 ≤ p <∞ теорема доведена.

Оцiнка (2.20) у випадку 0 < p < 2 слiдує з доведеного, для цього слiд

використати наслiдок з нерiвностi Гельдера [82, с. 41], тобто(
1

n

2n−1∑
k=n

|ρk(f ;x)|p
) 1

p

≤
(

1

n

2n−1∑
k=n

|ρk(f ;x)|s
) 1

s

,

де 0 < p ≤ s.

Теорема доведена.
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Зауваження. Якщо в умовi теореми 1 послiдовностi ψ1(k) та ψ2(k)

є опуклими, то спiввiдношення (2.20) ранiше було встановлено О. I. Сте-

панцем (див., наприклад, [60] чи [61], с. 369).

Теорема 2.6. Нехай послiдовностi ψ1(k) та ψ2(k), що прямують

до нуля, є квазiопуклими та крiм того виконується спiввiдношення∑∞
k=1

|ψ2(k)|
k <∞, λk — незростаюча послiдовнiсть невiд’ємних чисел, i

числа βk = λkα
p
k, де

αk =
∞∑

k=2n+1

|ψ2(k)|
k

+
∞∑

k=n+1

(k + 1)
(
|42ψ1(k)|+ |42ψ2(k)|

)
,

не зростають. Тодi для довiльної функцiї f ∈ CψC та довiльного 0 <

p <∞ у всiх точках x ∈ [−π, π] має мiсце нерiвнiсть

Hp
n(f ;λ;x) ≤Mp

(
nλnα

p
nE

p
n(f

ψ) +
∞∑
k=n

λkα
p
kE

p
k(f

ψ)

)
.

Доведення. Покладемо n0 = n, n1 = 2n0, . . . , ni = 2ni−1, . . . Тодi

Hp
n(f ;λ;x) =

∞∑
i=0

ni+1−1∑
k=ni

λk|ρk(f ;x)|p ≤
∞∑
i=0

λni

2ni−1∑
k=ni

|ρk(f ;x)|p.

Для оцiнки останнього виразу застосуємо теорему 1 i отримаємо

Hp
n(f ;λ;x) ≤Mp

∞∑
i=0

λniniα
p
ni
Ep
ni

(fψ).

Оскiльки за умовою теореми справедлива нерiвнiсть λkαpk ≥ λk+1α
p
k+1,

то для всiх k таких, що ni−1 ≤ k ≤ 2ni−1 − 1 < ni буде мати мiсце

λniα
p
ni
Ep
ni

(fψ) ≤ λkα
p
kE

p
k(f

ψ), а значить

λniα
p
ni
Ep
ni

(fψ) =
1

ni−1

2ni−1−1∑
k=ni−1

λniα
p
ni
Ep
ni

(fψ) ≤
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≤ 1

ni−1

2ni−1−1∑
k=ni−1

λkα
p
kE

p
k(f

ψ),

тодi

Hp
n(f ;λ;x) ≤

≤Mp

λn0
n0α

p
n0
Ep
n0

(fψ) +
∞∑
i=1

ni
ni−1

2ni−1−1∑
k=ni−1

λniα
p
ni
Ep
ni

(fψ)

 ≤
≤Mp

λn0
n0α

p
n0
Ep
n0

(fψ) +
∞∑
i=1

2ni−1−1∑
k=ni−1

λkα
p
kE

p
k(f

ψ)

 ≤
≤Mp

(
nλnα

p
nE

p
n(f

ψ) +
∞∑
k=n

λkα
p
kE

p
k(f

ψ)

)
.

Теорему доведено.

Якщо в теоремi 2 покласти n = 0 i задати послiдовнiсть λk так

λk = λ
(m)
k =

 1
m+1 , при k ∈ [0,m],

0, при k ≥ m+ 1,

то отримаємо такий наслiдок

Наслiдок. 2.3. Нехай послiдовностi ψ1(k) та ψ2(k) є квазiопуклими

та виконується умова
∑∞

k=1
|ψ2(k)|
k <∞, тодi для довiльної функцiї f ∈

CψC та довiльного 0 < p <∞ має мiсце така нерiвнiсть
m∑
k=0

|ρk(f ;x)|p ≤Mpα
p
0

m∑
k=0

Ep
k(f

ψ).
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2.4. Нерiвнiсть типу Лебега-Ландау на класi аналiтичних в

крузi функцiй Hψ
∞

В цьому пiдроздiлi знайдено оцiнки вiдхилень сум Тейлора на кла-

сах аналiтичних функцiй Hψ
∞ = {f(z) ∈ H∞, |fψ(z)| ≤ 1, z ∈ D}, вира-

женi через найкращi наближення ψ-похiдних функцiй, а також отримано

асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх граней вiдхилень сум Тейлора

вiд функцiй з цих же класiв.

Має мiсце наступна лема:

Лема 2.2. Якщо послiдовнiсть комплексних чисел ψ = {ψ(k)}∞k=1 є

такою, що для кожного n ∈ N тригонометричний ряд

2
n∑
k=1

ψ(k) cos kx+
2n+1∑
k=n+1

kψ(k)

n+ 1
cos kx−

−i
2n+1∑
k=n+1

(
2− k

n+ 1

)
ψ(k) sin kx+ 2

∞∑
k=2n+2

ψ(k) cos kx

є рядом Фур’є деякої сумовної 2π-перiодичної функцiї Ψ1(x), то клас Hψ
∞

складається з аналiтичних в D i неперервних в D функцiй f, граничнi

значення яких на колi T зображаються у виглядi згортки

f(eiθ) =
a0

2
+

1

2π

∫ π

−π
fψ(eit)Ψ1(t− θ)dt,

де fψ ∈ L∞(T )+ i ‖fψ‖L∞(T ) ≤ 1.

Доведення. За означенням клас Hψ
∞ складається з функцiй

f ∈ A(D),

f(z) =
∞∑
k=0

akz
k, z ∈ D

i таких, що ψ-похiдна fψ ∈ UH∞, тому майже скрiзь на колi iснують

недотичнi граничнi значення, якi будемо позначати також через fψ i
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fψ ∈ L∞(T )+, а значить, для довiльного k ∈ Z+ справедливе спiввiдно-

шення (див., наприклад, [16], стор. 394)∫
T
fψ(w)wkdw = 0.

Крiм того, має мiсце представлення

ak =
ψ(k)

2πi

∫
T

fψ(w)

wk+1
dw,

пiдставивши яке у формулу (1.4), отримаємо

f(z) =
a0

2
+

1

2πi

∫
T
fψ(w)

∞∑
k=1

ψ(k)(zw)k
dw

w
=

=
a0

2
+

1

2πi

∫
T
fψ(w)

( ∞∑
k=1

ψ(k)(zw)k +
∞∑
k=1

µ(k)(zw)k
)
dw

w
, z ∈ D,

де послiдовнiсть µ(k) вибрано наступним чином

µ(k) =


ψ(k), при k ∈ [1, n],(

− 1 + k
n+1

)
ψ(k), при k ∈ [n+ 1, 2n+ 1],

ψ(k), при k ≥ 2n+ 2.

Покладемо z = reiθ, r ∈ [0, 1) та w = eit i спростимо вираз в дужках пiд

iнтегралом
∞∑
k=1

ψ(k)(zw)k +
∞∑
k=1

µ(k)(zw)k =
∞∑
k=1

ψ(k)rke−ik(t−θ)+

+
∞∑
k=1

µ(k)rkeik(t−θ) =
∞∑
k=1

ψ(k)rke−ik(t−θ)+

+
n∑
k=1

ψ(k)rkeik(t−θ) +
2n+1∑
k=n+1

(−1 +
k

n+ 1
)ψ(k)rkeik(t−θ)+

+
∞∑

k=2n+2

ψ(k)rkeik(t−θ) =: Ψr(t− θ).
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Виконавши елементарнi перетворення, отримаємо

Ψr(t− θ) = 2
n∑
k=1

ψ(k)rk cos k(t− θ) +
2n+1∑
k=n+1

k

n+ 1
ψ(k)rk cos k(t− θ)−

−i
2n+1∑
k=n+1

(2− k

n+ 1
)ψ(k)rk sin k(t− θ)+

+2
∞∑

k=2n+2

ψ(k)rk cos k(t− θ), 0 < r < 1.

Оскiльки за умовою теореми Ψ1 ∈ L, то згiдно [17, с. 54]

Ψr(t− θ) =
1

π

∫ π

−π
Ψ1(t− τ)Pr(θ − τ)dτ,

де

Pr(θ − τ) =
1

2
+
∞∑
k=1

rk cos k(θ − τ) =
1− r2

2(1− 2r cos (θ − τ) + r2)
.

Тому

f(reiθ) =
a0

2
+

1

2π

∫ π

−π
fψ(eit)Ψr(t− θ)dt =

=
a0

2
+

1

2π2

∫ π

−π

∫ π

−π
fψ(eit)Ψ1(t− τ)Pr(θ − τ)dτdt =

=
1

4π

∫ π

−π
F (τ)

1− r2

1− 2r cos (θ − τ) + r2
dτ, (2.23)

де

F (τ) =
a0

2
+

1

2π

∫ π

−π
fψ(eit)Ψ1(t− τ)dt.

Вiдомо (див. наприклад [61, с.138]), що функцiя F як згортка

двох 2π−перiодичних функцiй fψ(eit) ∈ L∞(T ) та Ψ1(t) ∈ L1(T ) є

2π−перiодичною та неперервною на [0, 2π) функцiєю. Тому iнтеграл

(2.23) є iнтегралом Пуассона неперервної функцiї i за теоремою Фату
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вiн має некутовi граничнi значення, отже, функцiя f неперервно продо-

вжується в замкнений кругD i буде виконуватись f(eit) = limz→eit f(z) =

F (t).

Лему 2.2 доведено.

Має мiсце наступне твердження.

Теорема 2.7. Нехай ψ(k) ∈ C, k = 0, 1, 2, . . . — послiдовнiсть для

якої виконуються умови (2.1)—(2.3) та ψ(k) 6= 0. Тодi для довiльної

функцiї f ∈ Hψ
∞ та будь-якого n ∈ N справедлива нерiвнiсть

‖ρn(f, z)‖∞ ≤
(

1

π

n∑
k=1

|ψ(k + n+ 1)|
k

+O(1)
(
Vn(ψ) +Bn(ψ)

))
En(f

ψ).

(2.24)

Крiм того iснує функцiя Φ(z) ∈ Hψ
∞, така що Φψ(z) = ϕ(z) ∈ UH∞,

для якої в (2.24) матиме мiсце рiвнiсть, тобто

‖ρn(Φ, z)‖∞ =

(
1

π

n∑
k=1

|ψ(k + n+ 1)|
k

+O(1)
(
Vn(ψ) +Bn(ψ)

))
En(ϕ),

(2.25)

де O(1) — величина рiвномiрно обмежена по n та f,

Vn(ψ) =
∞∑
k=n

|4ψ(k)|

та

Bn(ψ) =
∞∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
m=1

4ψ(n+ k −m)−4ψ(n+ k +m)

m

∣∣∣.
Доведення. З леми 2.2 згiдно принципу максимуму модуля слiдува-

тиме спiввiдношення

‖f(z)− Sn(f, z)‖∞ = ‖f(eit)− Sn(f, eit)‖L∞(T ).

Отже задача отримання нерiвностi типу Лебега-Ландау на класi Hψ
∞ зво-

диться до отримання аналогiчних нерiвностей на класi Lψ∞(T )+.
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Для f ∈ Hψ
∞ граничнi значення будемо позначати тим самим симво-

лом f(eiθ), f ∈ Lψ∞(T )+. З урахуванням леми 2.2 можемо записати

f(eiθ) =
a0

2
+

1

2π

π∫
−π

fψ(ei(t+θ))
(

2
n∑
k=1

ψ(k) cos kt−

−2
2n+1∑
k=n+1

(1− k

n+ 1
)ψ(k) cos kt+

+2
∞∑

k=2n+2

ψ(k) cos kt+
2n+1∑
k=n+1

(2− k

n+ 1
)ψ(k)e−ikt

)
dt, (2.26)

Аналогiчно

Sn(f, e
iθ) =

a0

2
+

1

π

∫ π

−π
fψ(ei(t+θ))

n∑
k=1

ψ(k) cos ktdt,

тому

ρn(f, e
iθ) =

1

2π

∫ π

−π
fψ(ei(t+θ))

(
2

2n+1∑
k=n+1

(
k

n+ 1
− 1)ψ(k) cos kt+

+2
∞∑

k=2n+2

ψ(k) cos kt+
2n+1∑
k=n+1

(2− k

n+ 1
)ψ(k)e−ikt

)
dt, (2.27)

Нехай pn(z) =
∑n

k=0 αkz
k — полiном степеня не вище n, який є полi-

номом найкращого наближення функцiї fψ. Легко перевiрити, що∫ π

−π
pn(e

i(t+θ))
(

2
2n+1∑
k=n+1

(
k

n+ 1
− 1)ψ(k) cos kt+

+2
∞∑

k=2n+2

ψ(k) cos k +
2n+1∑
k=n+1

(2− k

n+ 1
)ψ(k)e−ikt

)
dt = 0,

тому

ρn(f, e
iθ) =

1

2π

∫ π

−π
(fψ(ei(t+θ))− pn(ei(t+θ)))·
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·
(

2
2n+1∑
k=n+1

(
k

n+ 1
− 1)ψ(k) cos kt+

+2
∞∑

k=2n+2

ψ(k) cos kt+
2n+1∑
k=n+1

(2− k

n+ 1
)ψ(k)e−ikt

)
dt, (2.28)

Тодi з (2.28) отримаємо

‖ρn(f, eiθ)‖∞ ≤ En(f
ψ)

1

2π

∫ π

−π

∣∣∣2 2n+1∑
k=n+1

(
k

n+ 1
− 1)ψ(k) cos ktdt+

+2
∞∑

k=2n+2

ψ(k) cos kt
∣∣∣dt+ En(f

ψ)
1

2π

∫ π

−π

∣∣∣ 2n+1∑
k=n+1

(2− k

n+ 1
)ψ(k)e−ikt

∣∣∣dt,
(2.29)

До дiйсної та уявної частин пiдiнтегральної функцiї першого доданку

останнього спiввiдношення застосуємо (2.4) взявши m = n. Врахувавши

(2.8) та нерiвнiсть |<z|+|=z|2 ≤ |z| ≤ |<z|+ |=z| отримаємо

1

2π

π∫
−π

∣∣∣2 2n+1∑
k=n+1

(
k

n+ 1
− 1)ψ(k) cos kt+

+2
∞∑

k=2n+2

ψ(k) cos kt
∣∣∣dt = O(1)(Vn(ψ) +Bn(ψ)).

Таким чином з (2.29) будемо мати

‖ρn(f, eiθ)‖∞ ≤ En(f
ψ)
( 1

2π

∫ π

−π

∣∣∣ n∑
k=0

(1− k

n+ 1
)ψ(k + n+ 1)e−ikt

∣∣∣dt+
+O(1)(Vn(ψ) +Bn(ψ))

)
(2.30)

Згiдно спiввiдношень (2.5) та (2.9) має мiсце оцiнка

1

2π

∫ π

−π

∣∣∣ n∑
k=0

(1− k

n+ 1
)ψ(k + n+ 1) cos kt

∣∣∣dt ≤ O(1)(Vn(ψ) +Bn(ψ)),



69

з урахуванням якої (2.30) матиме вигляд

‖ρn(f, eiθ)‖∞ ≤ En(f
ψ)
( 1

2π

∫ π

−π

∣∣∣ n∑
k=1

(1− k

n+ 1
)ψ(k + n+ 1) sin kt

∣∣∣dt+
+O(1)(Vn(ψ) +Bn(ψ))

)
(2.31)

До iнтегралу в правiй частинi (2.31) застосуємо оцiнки (2.6) та (2.9),

отже, ∫ π

0

∣∣∣ n∑
k=1

(1− k

n+ 1
)ψ(k + n+ 1) sin kt

∣∣∣dt =

=
n∑
k=1

1

k
(1− k

n+ 1
)|ψ(k + n+ 1)|+O(1)(Vn(ψ) +Bn(ψ)) =

=
n∑
k=1

|ψ(k + n+ 1)|
k

− 1

n+ 1

n∑
k=1

|ψ(k + n+ 1)|+O(1)(Vn(ψ) +Bn(ψ)) =

=
n∑
k=1

|ψ(k + n+ 1)|
k

+O(1)(Vn(ψ) +Bn(ψ)) (2.32)

З урахуванням (2.32) остаточно отримаємо

‖ρn(f, z)‖∞ ≤
(

1

π

n∑
k=1

|ψ(k + n+ 1)|
k

+O(1)
(
Vn(ψ) +Bn(ψ)

))
En(f

ψ).

Першу частини теореми доведено. Для доведення другої частини тео-

реми досить отримати для деякої функцiї Φ ∈ Hψ
∞ оцiнку знизу, тобто

нам слiд показати iснування такої функцiї ϕ ∈ UH∞, що Φψ(·) = ϕ(·) та

‖ρn(Φ, z)‖∞ ≥
1

π

n∑
k=1

|ψ(k + n+ 1)|
k

+O(1)(Vn(ψ) +Bn(ψ)).

Використавши нерiвнiсть |ρn(Φ, 1)| ≤ ‖ρn(Φ, z)‖∞ з спiввiдношення

(2.27) та (2.8), отримаємо

|ρn(Φ, ei0)| =

∣∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
ϕ(eit)

(
2

2n+1∑
k=n+1

(
k

n+ 1
− 1)ψ(k) cos kt+



70

+2
∞∑

k=2n+2

ψ(k) cos kt+
2n+1∑
k=n+1

(2− k

n+ 1
)ψ(k)e−ikt

)
dt

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
ϕ(eit)

2n+1∑
k=n+2

(2− k

n+ 1
)ψ(k)e−iktdt

∣∣∣∣∣+O(1)(Vn(ψ) +Bn(ψ)).

(2.33)

Проведемо наступнi перетворення iнтегралу∫ π

−π
ϕ(eit)

2n+1∑
k=n+2

(2− k

n+ 1
)ψ(k)e−iktdt =

=

∫ π

−π
ϕ(eit)

n∑
k=1

(1− k

n+ 1
)ψ(k + n+ 1)e−i(k+n+1)tdt =

=

∫ π

−π

ϕ(eit)

ei(n+1)t

n∑
k=1

(1− k

n+ 1
)ψ(k + n+ 1)e−iktdt =

=

∫ π

−π

ϕ(eit)

ei(n+1)t

(
2

n∑
k=1

(1− k

n+ 1
)ψ(k + n+ 1) cos kt−

−i
n∑
k=1

(1− k

n+ 1
)ψ(k + n+ 1) sin kt−

−
n∑
k=1

(1− k

n+ 1
)ψ(k + n+ 1) cos kt

)
dt =

= 2

∫ π

−π

ϕ(eit)

ei(n+1)t

n∑
k=1

(1− k

n+ 1
)ψ(k + n+ 1) cos ktdt−

−
∫ π

−π

ϕ(eit)

ei(n+1)t

n∑
k=1

(1− k

n+ 1
)ψ(k + n+ 1)eiktdt.

Використавши оцiнки (2.5) та (2.9) з останнього спiввiдношення та

(2.33) отримаємо наступну оцiнку

|ρn(Φ, ei0)| =

∣∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π

ϕ(eit)

ei(n+1)t

n∑
k=1

(1− k

n+ 1
)ψ(k + n+ 1)eiktdt

∣∣∣∣∣+
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+O(1)(Vn(ψ) +Bn(ψ)). (2.34)

Розглянемо полiном Pn(z) =
∑n

k=1(1− k
n+1)ψ(k+n+1)zk, за його коефi-

цiентами можемо побудувати многочлен Q2n(z) порядку 2n та функцiю

ϕ з нижче вказаними властивостями.

Як вiдомо [16, с. 489, теорема 6] iснує єдиний многочлен Q2n(z) виду

Q2n(z) = (α0 + . . .+ ανz
ν)2(β0 + . . .+ βn−νz

n−ν)(βn−ν + . . .+ β0z
n−ν),

де ν ≤ n, α0 + . . . + ανz
ν 6= 0 при |z| ≤ 1; α та β пов’язанi наступним

спiввiдношенням

Q2n(z) =
n∑
k=1

(1− k

n+ 1
)ψ(k + n+ 1)zk +

2n∑
k=n+1

%kz
k.

Причому полiном Q2n(z) серед всiх аналiтичних в одиничному крузi

функцiй f, для яких Sn(f, z) = Pn(z), z ∈ D, дає найменше значення

для величини

sup
0<r<1

∫ 2π

0
|f(reit|dt.

Покладемо тепер

ϕ(z) = ε
αν + . . .+ α0z

ν

α0 + . . .+ ανzν
, |ε| = 1,

причому функцiя ϕ(z) буде мати наступнi властивостi [16, с. 491-492]:

1) майже скрiзь |ϕ(z)| ≤ 1 та ϕ(z) є аналiтичною при z ≤ 1;

2) arg ϕ(z)P2n(z)
zn = const майже скрiзь на |z| = 1 i як наслiдок має мiсце

рiвнiсть∣∣∣ ∫ π

−π

ϕ(eit)Q2n(e
it)

ei(n+1)t
dt
∣∣∣ =

∫ π

−π
|ϕ(eit)Q2n(e

it)|dt =

∫ π

−π
|Q2n(e

it)|dt.

Отже, враховуючи сказане вище, (2.34) запишемо

|ρn(Φ, ei0)| =

∣∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π

ϕ(eit)

ei(n+1)t
Q2n(e

it)dt

∣∣∣∣∣+O(1)(Vn(ψ) +Bn(ψ)) =
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=
1

2π

∫ π

−π
|Q2n(e

it)|dt+O(1)(Vn(ψ) +Bn(ψ)).

ОскiлькиQ2n(z) належить простору Хардi, то до останнього iнтегралу

застосуємо нерiвнiсть Хардi-Лiттлвуда [27, с. 454]. Отримаємо

|ρn(Φ, ei0)| ≥
1

π

n∑
k=1

(1− k
n+1)|ψ(k + n+ 1)|

k
+

+
2n∑

k=n+1

|%k|
k

+O(1)(Vn(ψ) +Bn(ψ)) ≥

≥ 1

π

n∑
k=1

|ψ(k + n+ 1)|
k

+O(1)(Vn(ψ) +Bn(ψ)).

З урахуванням нерiвностi En(f) ≤ ‖f‖∞ ≤ 1, f ∈ UH∞ можемо запи-

сати

‖ρn(Φ, z)‖∞ ≥ |ρn(Φ, z = 1)| ≥

≥ 1

π

n∑
k=1

|ψ(k + n+ 1)|
k

+O(1)(Vn(ψ) +Bn(ψ)) ≥

≥
(

1

π

n∑
k=1

|ψ(k + n+ 1)|
k

+O(1)(Vn(ψ) +Bn(ψ))

)
En(ϕ).

Другу частину теореми доведено.

Теорему доведено.

Теорема 2.8. Нехай ψ(k) ∈ C, k = 0, 1, 2, . . . — послiдовнiсть для

якої виконуються умови (2.1)—(2.3). Тодi для довiльної функцiї f ∈ Hψ
∞

та будь-якого n ∈ N справедливе спiввiдношення

sup
f∈Hψ

∞

‖ρn(f, z)‖∞ =
1

π

n∑
k=1

|ψ(k + n+ 1)|
k

+O(1)
(
Vn(ψ) +Bn(ψ)

)
. (2.35)

Оцiнка зверху величини supf∈Hψ
∞
‖ρn(f, z)‖∞ слiдує з теореми 1 та

нерiвностi En(f) ≤ ‖f‖∞ ≤ 1, f ∈ UH∞. Оцiнка знизу отримана в другiй

частинi доведення теореми 1.
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2.5. Оцiнка групи ϕ-вiдхилень аналiтичних в крузi функцiй

Отримано оцiнки збiжностi груп ϕ-вiдхилень та ϕ-середнiх λ-методiв

пiдсумовування рядiв Тейлора аналiтичних i обмежених в крузi функцiй.

Через Φ позначимо множину неспадних i неперервних на (0,∞) функ-

цiй ϕ(·) таких, що ϕ(0) = 0, ϕ(u) > 0, ϕ(u) ≤ ebu, для u ∈ [0, 1]

ϕ(2u) ≤ aϕ(u), де a = a(ϕ). Природними представниками множини Φ є,

наприклад, функцiї ϕ(u) = up, p > 0, ϕ(u) = eu − 1 тощо.

У данiй роботi на множинi функцiй Hψ
∞ будуть дослiджуватись вели-

чини

Hϕ
n (f ; z) =

1

n

2n−1∑
k=n

ϕ(|ρk(f ; z)|) та Hϕ
n (f ;λ; z) =

∞∑
k=n

λkϕ(|ρk(f ; z)|),

де p — довiльне додатне число, λ = {λk} — послiдовнiсть дiйсних чисел.

З роботи [51, с. 210] слiдує наступне твердження:

Лема 2.3. Якщо послiдовнiсть комплексних чисел ψ = {ψ(k)}∞k=1 є

такою, що тригонометричний ряд
∞∑
k=1

ψ(k) cos kx

є рядом Фур’є деякої сумовної 2π−перiодичної функцiї Ψ(x), то клас Hψ
∞

складається з аналiтичних в D i неперервних в D функцiй f, граничнi

значення яких на колi T зображаються у виглядi згортки

f(eiθ) = C +
1

π

∫ π

−π
fψ(eit)Ψ(t− θ)dθ,

де fψ ∈ L∞(T )+, ‖fψ‖L∞(T ) ≤ 1 i C — деяка комплексна стала.

Наступна лема є поширенням на випадок квазiопуклих послiдовно-

стей {ψ} одного результату Р.А. Ласурiї [33, с. 700], отриманого для
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опуклих послiдовностей i який є узагальненням одного твердження В.

Тотiка [105, теорема 4].

Лема 2.4. Нехай ψ(k) = ψ1(k) + iψ2(k), причому ψi(k),

i = 1, 2 є квазiопуклими, спадними до нуля послiдовностями,

n ≤ . . . ≤ ki < ki+1 ≤ . . . ≤ 2n− 1, 1 ≤ i ≤ r. Тодi для довiльної функцiї

f ∈ Hψ
∞ та будь-якого p > 0 справедлива нерiвнiсть

hpn,r(f, z) := sup
z∈D

1

r

r∑
j=1

|ρkj(f ; z)|p
 1

p

≤MpRn(ψ)En(f
ψ) ln

2n

r
, (2.36)

де Rn(ψ) =
∑∞

k=n+1(k + 1)|42ψ(k)|, Mp — деяка абсолютна величина,

що залежить лише вiд p.

Доведення. Оскiльки величина1

r

r∑
j=1

|ρkj(f ; z)|p
 1

p

монотонно зростає по p (див., наприклад, [82, с. 41]), то достатньо розг-

лянути випадок p ≥ 2.

Нехай pn(z) — полiном найкращого наближення порядку не вище n

функцiї fψ(z). Позначимо ∆n(f, θ, t) := ∆n(f
ψ, pn, θ, t) = = fψ(ei(t+θ))−

pn(e
i(t+θ)). Функцiя hpn,r(f, z) є субгармонiчною, тому за принципом мак-

симуму модуля [44, с. 39] вона приймає максимальне значення на колi T.

Отже, з леми 1 випливає спiввiдношення

hpn,r(f, z) = sup
z∈D

1

r

r∑
j=1

|ρkj(f ; z)|p
 1

p

=

= vraisupθ

1

r

r∑
j=1

|1
π

∫ π

−π
∆n(f, θ, t)

∞∑
ν=kj+1

ψ(ν) cos νtdt|p
 1

p

.
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Поклавши

Dk(t) =
1

2
+

k∑
ν=1

cos νt =
sin (k + 1

2)t

2 sin t
2

,

Fk(t) =
1

k + 1

k∑
ν=0

Dν(t) =
sin2 kt

4(k + 1) sin2 t
2

,

та двiчi застосувавши до суми пiд iнтегралом перетворення Абеля, от-

римаємо нерiвнiсть

hpn,r(f, z) ≤

≤ vraisupθ

(
1

r

r∑
j=1

|1
π

∫ π

−π
∆n(f, θ, t)

( ∞∑
ν=kj+1

(ν + 1)42ψ(ν)Fν(t)−

−(kj + 1)4ψ(kj + 1)Fkj(t)− ψ(kj + 1)Dkj(t)
)
dt|p
) 1

p

.

Враховуючи такi спiввiдношення

|a+ b|p ≤ 2p(|a|p + |b|p), p ≥ 1,

Fν(t) ≥ 0, t ∈ [−π, π],

(n+ 1)|4ψ(n+ 1)| ≤
∞∑

k=n+1

(k + 1)|42ψ(k)|,

|ψ(n+ 1)| ≤
∞∑

k=n+1

(k + 1)|42ψ(k)|,

Dk(t) =
sin (k + 1

2)t

2 sin t
2

= cos
t

2
· sin kt

2 sin t
2

+
cos kt

2
,

отримаємо

hpn,r(f, z) ≤ vraisupθ

(
1

r

r∑
j=1

|ψ(kj + 1)

π

∫ π

−π
∆n(f, θ, t)

sin kjt

2 sin t
2

dt|p
) 1

p

+

+MpRn(ψ)En(f
ψ) ≤
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≤ vraisupθ

(
1

r

r∑
j=1

|ψ(kj + 1)

π

∫
|t|≤ π

kj

∆n(f, θ, t)
sin kjt

2 sin t
2

dt|p
) 1

p

+

+vraisupθ

(
1

r

r∑
j=1

|ψ(kj + 1)

π

∫
π
kj
≤|t|≤πr

∆n(f, θ, t)
sin kjt

2 sin t
2

dt|p
) 1

p

+

+vraisupθ

(
1

r

r∑
j=1

|ψ(kj + 1)

π

∫
π
r≤|t|≤π

∆n(f, θ, t)
sin kjt

2 sin t
2

dt|p
) 1

p

+

+MpRn(ψ)En(f
ψ) =

= Σ1 + Σ2 + Σ3 +MpRn(ψ)En(f
ψ).

Оцiнимо кожен iз доданкiв

Σ1 = vraisupθ

(
1

r

r∑
j=1

∣∣∣ψ(kj + 1)

π

∫
|t|≤ π

kj

∆n(f, θ, t)
sin kjt

2 sin t
2

dt
∣∣∣p) 1

p

≤

≤Mp

(
1

r

r∑
j=1

|ψ(kj + 1)|pEn(f
ψ)p

) 1
p

≤MpEn(f
ψ) max

j
|ψ(kj + 1)| ≤

≤MpRn(ψ)En(f
ψ).

Σ2 = vraisupθ

(
1

r

r∑
j=1

∣∣∣ψ(kj + 1)

π

∫
π
kj
≤|t|≤πr

∆n(f, θ, t)
sin kjt

2 sin t
2

dt
∣∣∣p) 1

p

≤

≤Mp

(
1

r

r∑
j=1

(|ψ(kj + 1)|En(f
ψ)

π

∫
π
kj
≤|t|≤πr

1

t
dt
)p) 1

p

≤

≤MpRn(ψ) ln
2n

r
En(f

ψ).

Для оцiнки Σ3 розглянемо функцiю

ϕn(t) =


∆n(f,θ,t)

2 sin t
2

при π
r ≤ |t| ≤ π,

0 при iнших значеннях t,



77

косинус-коефiцiєнти Фур’є цiєї функцiї позначимо через αk = αk(ϕn).

Оскiльки 1 < q ≤ 2,
1

p
+

1

q
= 1, то можемо використати теорему

Хаусдорфа–Юнга [28, с. 153], згiдно з якою

Σ3 = vraisupθ

(
1

r

r∑
j=1

∣∣∣ψ(kj + 1)

π

∫
π
r≤|t|≤π

∆n(f, θ, t)
sin kjt

2 sin t
2

dt
∣∣∣p) 1

p

=

= vraisupθ

(
1

r

r∑
j=1

|ψ(kj + 1)αkj |p
) 1

p

≤

≤ max
j
|ψ(kj + 1)|vraisupθ

(
1

r

∑
ν

|αkj |p
) 1

p

≤

≤Mp max
j
|ψ(kj + 1)|r−1/p‖ϕ‖q ≤

≤MpRn(ψ)r−1/p

(∫
π
r≤|t|≤π

|∆n(f, θ, t)|q

tq
dt

) 1
q

≤

≤MpRn(ψ)r−1/pr1−1/qEn(f
ψ) ≤MpRn(ψ)En(f

ψ).

Об’єднавши оцiнки для Σ1, Σ2 та Σ3 отримаємо нерiвнiсть (2.36).

Лему доведено.

Теорема 2.9. Нехай ϕ ∈ Φ, ψ(k) = ψ1(k)+iψ2(k), причому ψi(k), i =

1, 2 є квазiопуклими, спадними до 0 послiдовностями. Тодi для довiльної

функцiї f ∈ Hψ
∞ та будь-якого n ∈ N справедлива нерiвнiсть

Hϕ
n (f ; z) ≤Mϕ(Rn(ψ)En(f

ψ)),

де M = M(ϕ) — деяка величина, рiвномiрно обмежена по n, z та f.

Доведення. Будемо дотримуватись схеми роботи [106]. Покладемо

Bn,α(z) = {k ∈ [n, 2n− 1] :

(α− 1)Rn(ψ)En(f
ψ) ≤ |ρk(f, z)| ≤ αRn(ψ)En(f

ψ), α ∈ N},
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µn,α(z) — кiлькiсть всiх елементiв множини Bn,α(z). Враховуючи, що ко-

ли Bn,α(z) = ∅, то й ΣBn,α(z) = 0, отримаємо

Hϕ
n (f ; z) =

1

n

2n−1∑
k=n

ϕ(|ρk(f ; z)|) =
1

n

∞∑
α=1

∑
k∈Bn,α(z)

ϕ(|ρk(f ; z)|) ≤

≤ 1

n

∞∑
α=1

ϕ(αRn(ψ)En(f
ψ))µn,α(z).

Оцiнимо величину µn,α(z) в тому випадку, коли вона додатна, для цьо-

го використаємо спiввiдношення (2.36), в якому покладемо r = µn,α(z),

q = 1. Отримаємо

µn,α(z) ≤ ne1−α/Mp,

де Mp — величина iз спiввiдношення (2.36).

Використавши нерiвнiсть (див. [106, с. 108])
∞∑
α=1

ϕ(αu)e−α/Kp ≤Mϕ(u) для довiльного u ∈
(

0,
1

2aMp

)
та враховуючи, що n є таким, для якого має мiсце

Rn(ψ)En(f
ψ)) ∈

(
0, 1

2aKp

)
, отримаємо

Hϕ
n (f ; z) ≤ 1

n

∞∑
α=1

ϕ(αRn(ψ)En(f
ψ))µn,α(z) ≤

≤ 1

n

∞∑
α=1

ϕ(αRn(ψ)En(f
ψ))ne1−α/Mp ≤

≤M
∞∑
α=1

ϕ(αRn(ψ)En(f
ψ))e−α/Mp ≤Mϕ(Rn(ψ)En(f

ψ)).

Теорему доведено.

Теорема 2.10. Нехай ϕ ∈ Φ, ψ(k) = ψ1(k) + iψ2(k), причому ψi(k),

i = 1, 2 є квазiопуклими спадними до нуля послiдовностями, λ = {λk} —
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незростаюча послiдовнiсть додатних чисел. Тодi для довiльної функцiї

f ∈ Hψ
∞ та будь-якого n ∈ N справджується нерiвнiсть

Hϕ
n (f ;λ; z) ≤M

(
nλnϕ(Rn(ψ)En(f

ψ)) +
∞∑
k=n

λkϕ(Rk(ψ)Ek(f
ψ))
)
,

де M = M(ϕ) — деяка величина, рiвномiрно обмежена по n, z та f.

Доведення. Покладемо n0 = n, n1 = 2n0, . . . , ni = 2ni−1, . . . Тодi

Hϕ
n (f ;λ; z) =

∞∑
i=0

ni+1−1∑
k=ni

λkϕ(|ρk(f ; z)|) ≤

≤
∞∑
i=0

λni
ni
ni

ni+1−1∑
k=ni

ϕ(|ρk(f ; z)|).

Для оцiнки останнього виразу застосуємо теорему 2.9 i отримаємо

Hϕ
n (f ;λ; z) ≤M

∞∑
i=0

niλniϕ(Rni(ψ)Eni(f
ψ)) ≤

≤M
(
nλnϕ(Rn(ψ)En(f

ψ)) +
∞∑
i=1

niλniϕ(Rni(ψ)Eni(f
ψ))
)
.

За умовами теореми справедлива наступна нерiвнiсть

λkϕ(Rk(ψ)Ek(f
ψ)) ≤ λmϕ(Rm(ψ)Em(fψ)) при k ≥ m,

тому для ni−1 ≤ k ≤ 2ni−1 − 1 < ni буде

λniϕ(Rni(ψ)Eni(f
ψ)) ≤ λkϕ(Rk(ψ)Ek(f

ψ)),

а значить

λniϕ(Rni(ψ)Eni(f
ψ)) ≤ 1

ni−1

2ni−1−1∑
k=ni−1

λkϕ(Rk(ψ)Ek(f
ψ)),

тодi

Hϕ
n (f ;λ; z) ≤M

(
nλnϕ(Rn(ψ)En(f

ψ)) +
∞∑
k=n

λkϕ(Rk(ψ)Ek(f
ψ))
)
.
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Теорему доведено.

Наслiдок 2.4. Нехай f ∈ Hψ
∞ та ψ(k) = ψ1(k) + iψ2(k), причому

ψi(k), i = 1, 2 є квазiопуклими спадними до 0 послiдовностями, тодi

має мiсце спiввiдношення
n∑
k=0

|ρk(f ; z)|p ≤Mp

n∑
k=0

Ep
k(f

ψ) 0 < p <∞.

Дане твердження слiдує з теореми 2.10, якщо взяти ϕ(u) = |u|p та

покласти n = 0 i задати послiдовнiсть λk так

λk = λ
(n)
k =

 1
n+1 , при k ∈ [0, n],

0, при k ≥ n+ 1.
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Висновки до роздiлу 2

В цьому роздiлi отримано нерiвностi типу Лебега на класi ψ-

диференцiйовних функцiй та типу Лебега-Ландау на класi аналiтичних

в крузi функцiй, крiм того, на тих же класах функцiй знайдено оцiнки

групи вiдхилень функцiї.

Так, в пiдроздiлi 2.2 отримано нерiвнiсть типу Лебега на класi CψC

та показано iснування функцiї, для якої дана нерiвнiсть є точною.

В пiдроздiлi 2.3 на множинi функцiй C ψ̄C дослiджено величини

Hp
n(f ;x) =

(
1

n

2n−1∑
k=n

|ρk(f ;x)|p
) 1

p

та Hp
n(f ;λ;x) =

∞∑
k=n

λk|ρk(f ;x)|p,

де p — довiльне додатне число, λ = {λk} — послiдовнiсть дiйсних чисел.

В пiдроздiлi 2.4 знайдено оцiнки вiдхилень сум ряду Тейлора вiд функ-

цiї на класах аналiтичних функцiй Hψ
∞, вираженi через найкращi набли-

ження ψ-похiдних функцiй, а також отримано асимптотичнi рiвностi для

точних верхнiх граней вiдхилень сум ряду Тейлора вiд функцiй з цих же

класiв.

В пiдроздiлi 2.5 отримано оцiнки збiжностi груп ϕ-вiдхилень та ϕ-

середнiх λ-методiв пiдсумовування рядiв Тейлора аналiтичних i обмеже-

них в крузi функцiй:

Hϕ
n (f ; z) =

1

n

2n−1∑
k=n

ϕ(|ρk(f ; z)|) та Hϕ
n (f ;λ; z) =

∞∑
k=n

λkϕ(|ρk(f ; z)|).

Основнi результати, якi висвiтлено в даному роздiлi, опублiковано в

[5], [6],[7], [8], [9], [11], [12] та [13].
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РОЗДIЛ 3

Лiнiйнi методи пiдсумовування аналiтичних в крузi
функцiй

3.1. Регулярнiсть лiнiйних методiв пiдсумовування рядiв

Тейлора-Маклорена аналiтичних функцiй

В цьому роздiлi ми розглянемо умови регулярностi методу пiдсумо-

вування Λ, що задається нескiнченнорядковою матрицею дiйсних чисел,

в просторi A(D). Також покажемо, що умови регулярностi методу Λ в

просторi A(D) слабшi умов регулярностi в просторi C.

Справедлива наступна теорема.

Теорема 3.1. Для регулярностi методу пiдсумовування Λ в про-

сторi A(D) необхiдно та достатньо, щоб виконувалися умови (А) (див.

стор. 31) та

(E) iснувало число Mn > 0, що можливо залежить вiд n, i такий

розклад

λ
(n)
k = α

(n)
k + β

(n)
k , k = 1, 2, . . .

на дiйснi числа α(n)
k и β(n)

k , що кожна iз функцiй

t(n)
m (x) =

λ
(n)
0

2
+

m∑
k=1

(α
(n)
k cos kx+ β

(n)
k sin kx), n = 0, 1, . . . ;m = 0, 1, . . .

задовольняє умовi ∫ 2π

0
|t(n)
m (x)|dx ≤Mn, n = 0, 1, . . . ,
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де величина Mn не залежить вiд m;

(F) повна варiацiя функцiй

Kn(x) = lim
m→∞

∫ x

0

(λ(n)
0

2
+

m∑
k=1

(α
(n)
k cos kt+ β

(n)
k sin kt)

)
dt =

=
λ

(n)
0

2
x+

∞∑
k=1

1

k
(α

(n)
k sin kx− β(n)

k cos kx)

була рiвномiрно обмеженою на [0, 2π]:∫ 2π

0
|dKn(x)| =

∫ 2π

0

∣∣λ(n)
0

2
+
∞∑
k=1

(α
(n)
k cos kx+ β

(n)
k sin kx)

∣∣dx ≤M.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай метод Λ є регулярним в A(D), тобто

для кожної f ∈ A(D) та довiльного z ∈ D ряди в (1.16) є збiжними, а

також виконується спiввiдношення (1.17). Покажемо, що мають мiсце

спiввiдношення (A), (E) и (F).

Покладемо для кожної f ∈ A(D)

Um,n(f) = Um,n(f ; Λ; z) =
m∑
k=0

λ
(n)
k ckz

k =

=
1

2πi

∫
|t|=1

f(t)

(
m∑
k=0

λ
(n)
k

zk

tk+1
+

m∑
k=1

µ
(n)
k

tk−1

zk

)
dt,

Un(f) = lim
m→∞

Um,n(f).

Тут µ(n)
k , k = 1, 2, . . . ,m;n = 0, 1, . . . — довiльнi комплекснi числа.

При фiксованому z = eiτ останнi вирази є лiнiйними функцiоналами,

що заданi на A(D) i якi можна представити у виглядi

Um,n(f ; Λ; eiτ) =
1

2π

∫ 2π

0
f(ei(τ+θ))b(n)

m (θ)dθ, (3.1)

де

b(n)
m (θ) = λ

(n)
0 +

m∑
k=1

(
λ

(n)
k e−ikθ + µ

(n)
k eikθ

)
;



84

Un(f ; Λ; eiτ) = lim
m→∞

1

2π

∫ 2π

0
f(ei(τ+θ))b(n)

m (θ)dθ. (3.2)

Ф. Рiсс [103] показав, що iснують комплекснi числа µ̄
(n)
k , k =

1, 2, . . . ,m; n = 0, 1, . . . , для яких має мiсце

‖Um,n‖ = sup
‖f‖A(D)=1

‖Um,n(f ; Λ; eiτ)‖A(D) =

= min
µ

(n)
k

1

2π

∫ 2π

0
|b(n)
m (θ)|dθ =

1

2π

∫ 2π

0
|b̄(n)
m (θ)|dθ, (3.3)

де

b̄(n)
m (θ) = λ

(n)
0 +

m∑
k=1

(
λ

(n)
k e−ikθ + µ̄

(n)
k eikθ

)
.

Тодi функцiонали Um,n(f) и Un(f) можемо записати в наступному

виглядi

Um,n(f ; Λ; eiτ) =
1

2π

∫ 2π

0
f(ei(τ+θ))b̄(n)

m (θ)dθ, (3.4)

Un(f ; Λ; eiτ) = lim
m→∞

1

2π

∫ 2π

0
f(ei(τ+θ))b̄(n)

m (θ)dθ. (3.5)

Збiжнiсть рядiв (1.16) для кожної f ∈ A(D) у фiксованiй точцi z ∈ D є

збiжнiстю функцiоналiв (3.1) до неперервного функцiоналу (3.2). На ос-

новi теореми Банаха-Штейнгауза [29, с.266], щоб послiдовнiсть {Um,n(f)}
була збiжною на A(D) при m→∞ до неперервного функцiоналу Un(f),

необхiдно i достатньо, щоб

а) норми Um,n(f) були обмеженi в сукупностi:

‖Um,n‖ =
1

2π

∫ 2π

0
|b̄(n)
m (θ)|dθ ≤Mn,

де величина Mn залежить, можливо, вiд n, але не залежить вiд m;

б) послiдовнiсть {Um,n(eiντ)} була збiжною Un(e
iντ) для довiльного

ν = 0, 1, . . . (лiнiйнi комбiнацiї функцiй eiντ , ν = 0, 1, . . . були щiльними
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в A(D))

lim
m→∞

Um,n(e
iντ) = lim

m→∞
λ(n)
ν eiντ = λ(n)

ν eiντ = Un(e
iντ). (3.6)

Якщо µ̄(n)
k = η̄

(n)
k + i¯̄η

(n)
k , то

b̄(n)
m (x) = Reb̄(n)

m (x) + iImb̄(n)
m (x) =

= λ
(n)
0 +

m∑
k=1

(λ
(n)
k + η̄

(n)
k ) cos kx−

m∑
k=1

¯̄η
(n)
k sin kx−

−i
( m∑
k=1

(λ
(n)
k − η̄

(n)
k ) sin kx−

m∑
k=1

¯̄η
(n)
k cos kx

)
. (3.7)

Оскiльки

1

2π

∫ 2π

0
|b̄(n)
m (x)|dx ≥ 1

2

(
1

2π

∫ 2π

0
|Reb̄(n)

m (x)|dx+
1

2π

∫ 2π

0
|Imb̄(n)

m (x)|dx
)

(3.8)

и
1

2π

∫ 2π

0
|Reb̄(n)

m (x)|dx =
1

2π

∫ 2π

0
|Reb̄(n)

m (−x)|dx,

1

2π

∫ 2π

0
|Imb̄(n)

m (x)|dx =
1

2π

∫ 2π

0
|Imb̄(n)

m (−x)|dx,

то

1

4π

∫ 2π

0
|Reb̄(n)

m (x)|dx =
1

8π

∫ 2π

0
|Reb̄(n)

m (x)|dx+
1

8π

∫ 2π

0
|Reb̄(n)

m (x)|dx =

=
1

8π

∫ 2π

0
|Reb̄(n)

m (x)|dx+
1

8π

∫ 2π

0
|Reb̄(n)

m (−x)|dx ≥

≥ 1

8π

∫ 2π

0
|Reb̄(n)

m (x) +Reb̄(n)
m (−x)|dx. (3.9)

Аналогiчно будемо мати

1

4π

∫ 2π

0
|Imb̄(n)

m (x)|dx ≥ 1

8π

∫ 2π

0
|Imb̄(n)

m (x)− Imb̄(n)
m (−x)|dx. (3.10)
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Так як

1

4

(
Reb̄(n)

m (x) +Reb̄(n)
m (−x)

)
=
λ

(n)
0

2
+

m∑
k=1

1

2
(λ

(n)
k + η̄

(n)
k ) cos kx,

1

4

(
Imb̄(n)

m (x)− Imb̄(n)
m (−x)

)
= −

m∑
k=1

1

2
(λ

(n)
k − η̄

(n)
k ) sin kx,

(3.11)

то, поклавши

1

2
(λ

(n)
k + η̄

(n)
k ) = α

(n)
k и

1

2
(λ

(n)
k − η̄

(n)
k ) = β

(n)
k , (3.12)

t(n)
m (x) =

λ
(n)
0

2
+

m∑
k=1

(
α

(n)
k cos kx+ β

(n)
k sin kx

)
, (3.13)

iз спiввiдношень (3.3) и (3.8)—(3.11) знайдемо

1

2π

∫ 2π

0
|t(n)
m (x)|dx ≤

≤ 1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣λ(n)
0

2
+

m∑
k=1

α
(n)
k cos kx

∣∣∣dx+
1

2π

∫ 2π

0
|
m∑
k=1

β
(n)
k sin kx|dx ≤ ‖Um,n‖.

(3.14)

Таким чином iз збiжностi рядiв (1.16) слiдує обмеженiсть норм (3.3),

а значить, вiдповiдно до (3.14) i виконання умови (E). Рiвнiсть (1.17) в

силу (3.6) забезпечує виконання умови (A).

Враховуючи спiввiдношення (3.7), (3.12) та (3.13), легко отримати рiв-

нiсть

b̄(n)
m (x) = 2¯̄b(n)

m (x) + i
m∑
k=1

¯̄η
(n)
k eikx, (3.15)

де
¯̄b(n)
m (x) =

λ
(n)
0

2
+

m∑
k=1

α
(n)
k cos kx− i

m∑
k=1

β
(n)
k sin kx =

=
1

2

(
t(n)
m (x) + t(n)

m (−x)
)
− i

2

(
t(n)
m (x)− t(n)

m (−x)
)
. (3.16)
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Оскiльки f ∈ A(D), то
∫ 2π

0 f(ei(τ+θ))
∑m

k=1
¯̄η

(n)
k eikθdθ = 0. Тодi функ-

цiонали (3.4) та (3.5) запишемо у виглядi

Um,n(f ; Λ; eiτ) =
1

π

∫ 2π

0
f(ei(τ+θ))¯̄b(n)

m (θ)dθ, (3.17)

Un(f ; Λ; eiτ) = lim
m→∞

1

π

∫ 2π

0
f(ei(τ+θ))¯̄b(n)

m (θ)dθ. (3.18)

Представимо ¯̄b
(n)
m (x) у формi

¯̄b(n)
m (x) =

1− i
2

t(n)
m (x) +

1 + i

2
t(n)
m (−x),

тодi функцiонали Um,n(f) i Un(f) будуть мати вигляд

Um,n(f) =
1

π

∫ 2π

0
f(ei(τ+θ))

(1− i
2

t(n)
m (θ) +

1 + i

2
t(n)
m (−θ)

)
dθ =

=
1

π

∫ 2π

0
f(ei(τ+θ))

1− i
2

t(n)
m (θ)dθ +

1

π

∫ 2π

0
f(ei(τ−θ))

1 + i

2
t(n)
m (θ)dθ =

=
1

2π

∫ 2π

0
gτ(θ)t

(n)
m (θ)dθ,

де

gτ(θ) = (1− i)f(ei(τ+θ)) + (1 + i)f(ei(τ−θ)),

Un(f) = lim
m→∞

1

2π

∫ 2π

0
gτ(θ)t

(n)
m (θ)dθ.

Очевидно, що коли f ∈ A(D), то й gτ ∈ A(D).

Вiдомо [46, с. 125], що лiнiйний функцiонал у просторi неперервних

функцiй можна представити у видi iнтеграла Стiльтьєса, тому функцiо-

нали (3.17) и (3.18) запишемо у видi

Um,n(f) =
1

2π

∫ 2π

0
gτ(θ)dB

(n)
m (θ),

Un(f) = lim
m→∞

1

2π

∫ 2π

0
gτ(θ)dB

(n)
m (θ),
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де (
B(n)
m (θ)

)′
=

(
λ

(n)
0

2
θ +

m∑
k=1

1

k

(
α

(n)
k sin kθ − β(n)

k cos kθ
))′

= t(n)
m (θ).

В силу збiжностi рядiв (1.16), а значить рiвномiрної обмеженостi норм

‖Um,n‖ функцiї B(n)
m (θ) мають вiдповiдно (3.14) рiвномiрно обмежену

варiацiю.

Згiдно теореми Хеллi про граничний перехiд пiд знаком iнтеграла

Стiльтєса [31, c. 366] отримаємо вид функцiонала Un(f):

Un(f) =
1

2π

∫ 2π

0
gτ(θ)dKn(θ), (3.19)

де функцiї

Kn(θ) = lim
m→∞

B(n)
m (θ) =

λ
(n)
0

2
θ +

∞∑
k=1

1

k

(
α

(n)
k sin kθ − β(n)

k cos kθ
)

мають рiвномiрно обмежену варiацiю, тобто∫ 2π

0
|dKn(θ)| ≤M.

Необхiднiсть доведено.

Достатнiсть. Нехай мають мiсце умови (A), (E) и (F). Покажемо, що

в кожнiй точцi z ∈ D ряди (1.16) є збiжними та виконується рiвнiсть

(1.17).

Дiйсно iз спiввiдношень (3.3), (3.13) та (3.15)—(3.16) будемо мати

‖Um,n‖ =
1

2π

∫ 2π

0
|b̄(n)
m (x)|dx ≤ 1

2π

∫ 2π

0
|¯̄b(n)
m (x)|dx =

=
1

4π

∫ 2π

0
|t(n)
m (x) + t(n)

m (−x)− i(t(n)
m (x)− t(n)

m (−x))|dx ≤ 1

π

∫ 2π

0
|t(n)
m (x)|dx.

(3.20)

З умови (E) слiдує, згiдно (3.20), обмеженiсть норм ‖Um,n‖. Послiдов-

нiсть {Um,n(eiντ)} збiгається до Un(e
iντ) для довiльного ν = 0, 1, . . . в
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силу умови (A), тобто на всюди щiльнiй множинi многочленiв в просторi

A(D). Тому згiдно теореми Банаха-Штейнгауза ряди (1.16) збiгаються в

кожнiй точцi z ∈ D. I крiм того, функцiя Kn(x) має обмежену варiацiю.

А значить, в силу (3.19) функцiонали Un(f), що заданi на A(D) мають

норми

‖Un‖ ≤M

∫ 2π

0
|dKn(θ)|.

Враховуючи умову (F), послiдовнiсть норм функцiоналiв Un(f) рiв-

номiрно обмежена i рiвнiсть (1.17) виконуються вiдповiдно до (A) для

довiльного полiнома. Тому рiвнiсть (1.17), в силу теореми Банаха-

Штейнгауза, справедлива для довiльної f ∈ A(D) .

Теорема доведена.
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3.2. Приклад методу пiдсумовування нерегулярного у про-

сторi C i регулярного в A(D)

Покажемо тепер, що умови регулярностi методу Λ в просторi A(D)

слабшi умов регулярностi в просторi C.

Вiдомо (див., наприклад, [23]), що сума тригонометричного ряду
∞∑
ν=2

cos νx

ln ν
,

є iнтегровна функцiя, яку позначимо f таким чином f ∈ L i∫ 2π

0
|Sn(f, x)|dx =

∫ 2π

0

∣∣∣ n∑
ν=2

cos νx

ln ν

∣∣∣dx = O(1).

Також, функцiя ϕ(x) = 1
2

(
f
(
x+ π

2

)
− f

(
x− π

2

))
∈ L та

ϕ(x) =
∞∑
ν=1

(−1)ν+1 sin (2ν + 1)x

ln (2ν + 1)
,

крiм того, має мiсце оцiнка∫ 2π

0
|Sn(ϕ, x)|dx =

∫ 2π

0

∣∣∣ n∑
ν=1

(−1)ν+1 sin (2ν + 1)x

ln (2ν + 1)

∣∣∣dx = O(1).

В той же час для ряду
∞∑
ν=1

(−1)ν+1 cos (2ν + 1)x

ln (2ν + 1)

частиннi суми не обмеженi в L.

Дiйсно,

S[n+1
2 ](x) =

[n+1
2 ]∑

ν=1

(−1)ν+1 cos (2ν + 1)x

ln (2ν + 1)
=

=
1

2

n∑
ν=2

sin ν(x− π
2 )

ln ν
− 1

2

n∑
ν=2

sin ν(x+ π
2 )

ln ν
,
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i ∫ 2π

0
|S[n+1

2 ](x)|dx =
1

2

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣
n∑
ν=2

sin ν(x− π
2 )

ln ν
−

n∑
ν=2

sin ν(x+ π
2 )

ln ν

∣∣∣∣∣ dx =

=
1

2

∫ π
2

−π
2

∣∣∣∣∣
n∑
ν=2

sin νx

ln ν
−

n∑
ν=2

sin ν(x− π)

ln ν

∣∣∣∣∣ dx+

+
1

2

∫ π
2

−π
2

∣∣∣∣∣
n∑
ν=2

sin νx

ln ν
−

n∑
ν=2

sin ν(x+ π)

ln ν

∣∣∣∣∣ dx =

=

∫ π
2

−π
2

∣∣∣∣∣
n∑
ν=2

sin νx

ln ν

∣∣∣∣∣ dx+O
(∫ π

2

−π
2

∣∣∣∣∣
n∑
ν=2

sin ν(x+ π)

ln ν

∣∣∣∣∣ dx).
Оскiльки послiдовнiсть { 1

ln ν} є опуклою i при |x| ≤ π
2 для спряженого

ядра Фейера F̃n(x) =
∑n

ν=1

(
1− ν

n+1

)
sin νx справедлива оцiнка

|F̃n(x+ π)| =

∣∣∣∣∣(n+ 1) sin (x+ π)− sin (n+ 1)(x+ π)

4(n+ 1) sin2 x+π
2

∣∣∣∣∣ ≤
≤ n+ 2

4(n+ 1) sin2 π
4

< 1,

тодi за допомогою перетворення Абеля нескладно отримати оцiнку∫ π
2

−π
2

∣∣∣∣∣
n∑
ν=2

sin ν(x+ π)

ln ν

∣∣∣∣∣ dx ≤M.

Тодi ∫ 2π

0
|S[n+1

2 ](x)|dx =

∫ π
2

−π
2

∣∣∣∣∣
n∑
ν=2

sin νx

ln ν

∣∣∣∣∣ dx+M.

Необмеженнiсть частинних сум ряда
∑∞

ν=2
sin νx
ln ν слiдує iз результатiв

работи [24]:

Нехай коефiцiєнти ряду
∑∞

ν=1 aν sin νx задовольняють умовi

∞∑
ν=0

|4aν|+
∞∑
ν=2

∣∣∣ [ν/2]∑
k=1

4aν−k −4aν+k

k

∣∣∣ <∞, где 4aν = aν − aν+1.
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Тодi частиннi суми ряду обмеженнi в метрицi L тодi i тiльки тодi,

коли для довiльного m ∈ N виконуються
m∑
k=1

|am+k|
k
≤M

та ∞∑
ν=1

|aν|
ν

<∞.

Остання умова для даного ряду не виконується. Вiдмiтимо, що для об-

меженостi частинних сум ряду
∑∞

ν=1 aν cos νx ця умова вiдсутня.

Визначимо матрицю Λ = {λ(n)
ν } наступним чином

λ(n)
ν =


1− ν

n+1 , при ν ≤ n,

0, якщо ν > n i ν = 2k,
(−1)k+1

ln ν , якщо ν > n i ν = 2k + 1.

Вiдмiтимо, що полiном 1
2+
∑n

ν=1

(
1− ν

n+1

)
cos νx := Fn(x) є ядром Фейера i

для нього має мiсце спiввiдношення 1
π

∫ 2π
0 |Fn(x)|dx = 1

π

∫ 2π
0 Fn(x)dx = 1.

Очевидно, що λ(n)
ν → 1 при n→∞ та для довiльного фiксированого ν.

Покажемо, що умови (B) теореми Карамати та Томiча не виконуються.

Нехай m > n ∫ 2π

0

∣∣∣λ(n)
0

2
+

m∑
k=1

λ
(n)
k cos kx

∣∣∣dx =

=

∫ 2π

0

∣∣∣1
2

+
n∑
k=1

(
1− k

n+ 1

)
cos kx+

m∑
k=n+1

λ
(n)
k cos kx

∣∣∣dx ≥
≥
∫ 2π

0

∣∣∣ m∑
k=n+1

λ
(n)
k cos kx

∣∣∣dx− ∫ 2π

0
|Fn(x)|dx =

=

∫ 2π

0

∣∣∣ m∑
2l+1=n+1

λ
(n)
2l+1 cos (2l + 1)x

∣∣∣dx−M =
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=

∫ 2π

0

∣∣∣ [m−1
2 ]∑

l=[n2 ]

(−1)l

ln (2l + 1)
cos (2l + 1)x

∣∣∣dx−M ≥
≥
∫ 2π

0

∣∣∣S[m−1
2 ](x)

∣∣∣dx− ∫ 2π

0

∣∣∣S[n2 ](x)
∣∣∣dx−M →∞ при m→∞.

Тепер покладемо λ(n)
k = α

(n)
k + β

(n)
k , де

α(n)
ν =

 1− ν
n+1 , при ν ≤ n,

0, если ν > n

и

β(n)
ν =

 0, при ν ≤ n или ν > n и ν = 2k,
(−1)k+1

ln ν , если ν > n и ν = 2k + 1,

терер перевiримо виконання умов (E) та (F).

Нехай m > n, тодi∫ 2π

0

∣∣λ(n)
0

2
+

m∑
ν=1

(
α(n)
ν cos νx+ β(n)

ν sin νx
)∣∣dx ≤

≤
∫ 2π

0

∣∣λ(n)
0

2
+

n∑
ν=1

α(n)
ν cos νx

∣∣dx+

∫ 2π

0

∣∣ m∑
ν=n

β(n)
ν sin νx

∣∣dx ≤
≤
∫ 2π

0

∣∣1
2

+
n∑
ν=1

(1− ν

n+ 1
) cos νx

∣∣dx+

+

∫ 2π

0
|Sm(ϕ, x)|dx+

∫ 2π

0
|Sn(ϕ, x)|dx = O(1).

Отже, умова (E) теореми виконується.

Оскiльки для довiльного m значення∫ 2π

0

∣∣λ(n)
0

2
+

m∑
ν=1

(
α(n)
ν cos νx+ β(n)

ν sin νx
)∣∣dx = O(1),

то умова (F) теореми також має мiсце.
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3.3. Умови регулярностi, вираженi безпосередньо через еле-

менти матрицi Λ

Перевiрка умов (E) та (F) теореми 3.1, тобто, перевiрка обмеженостi

iнтегралiв вiд модулiв функцiй, викликає в багатьох випадках певнi труд-

нощi. Тому в цьому роздiлi наведемо бiльш простi, але достатнi умови

регулярностi методу пiдсумовування, що задаються прямокутною матри-

цею чисел. Тут ми замiнимо оцiнки iнтегралiв перевiркою скiнченностi

деяких сум, що є значно простiшим.

Теорема 3.2. Нехай числа λ(n)
k можна представити у виглядi λ(n)

k =

α
(n)
k + β

(n)
k , де дiйснi числа α(n)

k та β(n)
k , k = 0, 1, 2, . . . , n = 0, 1, 2, . . .

задовольняють умовам

V (α) + V (β) =
∞∑
k=0

|4α(n)
k |+

∞∑
k=0

|4β(n)
k | ≤M, (3.21)

∞∑
k=1

|β(n)
k |
k
≤M (3.22)

та
∞∑
ν=2

∣∣∣ [ν/2]∑
k=1

4α(n)
ν−k −4α

(n)
ν+k

k

∣∣∣+
∞∑
ν=2

∣∣∣ [ν/2]∑
k=1

4β(n)
ν−k −4β

(n)
ν+k

k

∣∣∣ ≤M. (3.23)

Тодi для регулярностi методу пiдсумовування Λ в просторi A(D)

необходiдно та достатньо виконання умов (A) та для довiльногоm ∈ N

(G)
m∑
k=1

|α(n)
m+k|+ |β

(n)
m+k|

k
≤Mn,

де Mn залежить, можливо, лише вiд n,

(H)
m∑
k=1

|α(n)
m−k − α

(n)
m+k|

k
+

m∑
k=1

|β(n)
m−k − β

(n)
m+k|

k
≤M,
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Для доведення використаємо теорему 3.1. Вiдмiтимо, що при вико-

наннi умов (3.21) та (3.23) для довiльного m ∈ N будуть скiнченними

наступнi величини (див. [73, с. 73])

Bm
1 (α) +Bm

1 (β) =
m−2∑
i=2

(∣∣∣∣∣
qi,m∑
k=1

4α(n)
i−k −4α

(n)
i+k

k

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
qi,m∑
k=1

4β(n)
i−k −4β

(n)
i+k

k

∣∣∣∣∣
)
,

Bm(α) +Bm(β) =
∞∑
i=2

(∣∣∣∣∣
[ i2 ]∑
k=1

4α(n)
m+i−k −4α

(n)
m+i+k

k

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣
[ i2 ]∑
k=1

4β(n)
m+i−k −4β

(n)
m+i+k

k

∣∣∣∣∣
)
,

де qi,m = min([ i2 ], [m−i2 ]).

Необхiднiсть. Нехай метод пiдсумовування Λ є регулярним в просторi

A(D). Тодi мають мiсце умови (A),(E) та (F), покажемо, що iз цих умов

при виконаннi (3.21)-(3.23) слiдують умови (G) та (H).

Iз умови (E) слiдує [27, с. 453], що

lim
k→∞

α
(n)
k = 0 та lim

k→∞
β

(n)
k = 0. (3.24)

Згiдно (3.21)-(3.24) отримаємо, що ряд

λ
(n)
0

2
+
∞∑
ν=1

(α(n)
ν cos νx+ β(n)

ν sin νx)

є рядом Фур’є [71]. З умови (E) слiдує, що його частиннi суми є обме-

женими в просторi L, в [24] показано, що умова (G) в цьому випадку є

необхiдною i достатньою. Звiдси слiдує необхiднiсть умови (G) теореми

3.2.

Розглянемо тепер умову (F), згiдно [73, теорема 1] при виконаннi
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(3.21)-(3.24) для довiльного m ∈ N будемо мати∣∣∣ ∫ 2π

0
|λ

(n)
0

2
+
∞∑
ν=1

(α(n)
ν cos νx+β(n)

ν sin νx)|dx− 4

π

m∑
k=1

ξk
k
− 2

∞∑
k=2m+1

|β(n)
k |
k

∣∣∣ ≤
≤M(V (α) + V (β) +Bm

1 (α) +Bm
1 (β) +Bm(α) +Bm(β)),

де

ξk = ξ
(
β

(n)
k ,

√
(α

(n)
m−k − α

(n)
m+k)

2 + (β
(n)
m−k − β

(n)
m+k)

2
)
,

а функцiя ξ(t, u) визначена наступним спiввiдношенням

ξ(t, u) =

 π
2 |t|, при |u| ≤ |t|,

|t| arcsin
∣∣ t
u

∣∣+
√
u2 − t2, при |t| < |u|.

Звiдси отримаємо необхiднiсть умови
m∑
k=1

ξk
k
≤M.

Iз [73, лема 5] для функцiї ξ(t, u) слiдує справедливiсть нерiвностi

|u| ≤ ξ(t, u) ≤ π

2
|t|+ |u| ≤M2(|t|+ |u|). (3.25)

Враховуючи нерiвнiсть (3.25) i

1

2
|t|+ 1

2
|u| ≤

√
t2 + u2,

отримаємо

m∑
k=1

ξk
k
≥

m∑
k=1

√
(α

(n)
m−k − α

(n)
m+k)

2 + (β
(n)
m−k − β

(n)
m+k)

2

k
≥

≥ 1

2

m∑
k=1

|α(n)
m−k − α

(n)
m+k|+ |β

(n)
m−k − β

(n)
m+k|

k
.

Необхiднiсть умови (H) доведено.
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Достатнiсть. Нехай мають мiсце умови (3.21)-(3.23), (G) та (H). По-

кажемо, що будуть виконуватися умови теореми 3.1.

Iз умови (G) слiдує спiввiдношення (3.24), а iз (3.21)-(3.24) слiдує, що

ряд (див. [71])
λ

(n)
0

2
+
∞∑
ν=1

(α(n)
ν cos νx+ β(n)

ν sin νx)

є рядом Фур’є сумовної функцiї. Умова (G) гарантує обмеженнiсть його

частинних сум в метрицi L (див. [24]), тобто,∫ 2π

0
|λ

(n)
0

2
+

m∑
k=1

(α
(n)
k cos kx+ β

(n)
k sin kx)|dx ≤Mn,

а це є умова (E).

Оскiльки ряд

λ
(n)
0

2
+
∞∑
ν=1

(α(n)
ν cos νx+ β(n)

ν sin νx)

є рядом Фур’є, то його можна проiнтегрувати по довiльному промiжку

з вiдрiзка [0, 2π), отже, iснує функцiя обмеженої варiацiї

Kn(x) =

∫ x

0

(
λ

(n)
0

2
+
∞∑
ν=1

(α(n)
ν cos νt+ β(n)

ν sin νt)

)
dt =

=
λ

(n)
0

2
x+

∞∑
ν=1

1

ν
(α(n)

ν sin νx− β(n)
ν cos νx).

Тодi для довiльного m ∈ N на основi [73, теорема 1] i нерiвностi (3.25)

отримаємо∫ 2π

0
|dKn(x)| =

∫ 2π

0

∣∣∣λ(n)
0

2
+
∞∑
ν=1

(α(n)
ν cos νx+ β(n)

ν sin νx)
∣∣dx ≤

≤ 4

π

m∑
ν=1

ξν
ν

+ 2
∞∑

ν=2m+1

|β(n)
ν |
ν

+
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+M(V (α) + V (β) +Bm
1 (α) +Bm

1 (β) +Bm(α) +Bm(β)) ≤

≤M1

m∑
k=1

|α(n)
m−k − α

(n)
m+k|+ |β

(n)
m−k − β

(n)
m+k|

k
+M2+

+M(V (α) + V (β) +Bm
1 (α) +Bm

1 (β) +Bm(α) +Bm(β)).

Як бачимо, при виконаннi умов (3.21)-(3.23) та (H) буде мати мiсце

умова (F).

Теорема доведена.
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Висновки до роздiлу 3

В даному роздiлi розглянуто умови регулярностi методiв пiдсумову-

вання рядiв Тейлора функцiй аналiтичних в крузi та неперервних на його

замиканнi A(D).

Так, в пiдроздiлi 3.1 встановлено критерiй регулярностi лiнiйних мето-

дiв пiдсумовування рядiв Тейлора-Маклорена аналiтичних функцiй, що

заданi нескiнченно рядковими матрицями дiйсних чисел.

В пiдроздiлi 3.2 побудовано приклад методу пiдсумовування нерегу-

лярного у просторi неперевних функцiй i регулярного в A(D).

В пiдроздiлi 3.3 наведено бiльш простi, але достатнi умови регулярно-

стi методу пiдсумовування, що заданий прямокутною матрицею чисел,

а саме оцiнки iнтегралiв замiнено на перевiрку скiнченностi деяких сум,

що є значно простiшим.

Основнi результати, що висвiтленi в даному роздiлi, опублiковано в

[94] та [9].
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РОЗДIЛ 4

Наближення аналiтичних функцiй в однозв’язних
областях середнiми Зiгмунда

4.1. Деякi допомiжнi твердження

Введемо такi позначення: pn(z) =
∑n

ν=0 cνz
ν — алгебраїчний много-

член степеня n з комплексними коефiцiентами cν; Pn — множина всiх

алгебраїчних многочленiв pn(z); En(f) = En(f,Ω) — найкраще рiвно-

мiрне наближення функцiї f ∈ A(Ω) алгебраїчними многочленами

En(f,Ω) = inf
pn∈Pn

‖f(z)− pn(z)‖ = inf
pn∈Pn

max
z∈Ω
|f(z)− pn(z)|;

Sn(z) = Sn(f,Ω, z) =
n∑
ν=0

aνFν(z)

— частинна сума ряду Фабера (1.19) функцiї f ∈ A(Ω) ;

V n
m(f, z) = V n

m(f, Ω̄, z) =
1

n−m+ 1

n∑
ν=m

Sν(f, z)

— сума Валле Пуссена ряду Фабера функцiї f ∈ A(Ω);

Zk
n(f, z) = Zk

n(f,Ω, z) =
n∑
ν=0

(
1−

(
ν

n+ 1

)k)
aνFν(z)

— нормальнi середнi Зiгмунда ряду Фабера функцiї f ∈ A(Ω). Домови-

мося в цьому роздiлi пiд символом ‖f(·)‖ розумiти maxz∈Ω |f(z)|.
В роботах [76, 77, 78] М.П.Тiманом отримано порядок вiдхилення

нормальних середнiх Зiгмунда ряду Фур’є 2π-перiодичних неперервних

функцiй, а саме справедливе таке твердження
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Теорема 4.1 (М.П.Тiман [76]). Нехай f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞,

Zk
n(f, x) =

∑n
ν=0

(
1−

(
ν

n+1

)k)
Aν(f, x) k > 0 — її нормальнi середнi

Зiгмунда. Тодi

‖f(x)− Zk
n(f, x)‖Lp ≤

Mk

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f)Lp,

де стала Mk залежить вiд k i не залежить вiд f та n.

Там же показано iснування таких функцiй, для яких дана оцiнка є

точною по порядку.

В даному роздiлi отримано для областей Фабера Ω оцiнку для вiдхи-

лень нормальних середнiх Зiгмунда ряду Фабера функцiї f ∈ A(Ω), яка

залежить вiд поведiнки послiдовностi найкращих наближень En(f).

Сформулюємо допомiжнi твердження. Для областей Фабера має мiсце

таке твердження.

Лема 4.1. Нехай Ω — однозв’язна область Фабера, а функцiя f ∈
A(Ω). Тодi

‖f(z)− V n
m(f, z)‖ ≤M

n+ 1

n−m+ 1
Em(f,Ω), (4.1)

де 0 ≤ m ≤ n, n = 1, 2, . . . , стала M не залежить вiд f та n.

Доведення. Нехай pn(z) — полiном степеня не вище n, який найкра-

ще наближає функцiю f ∈ A(Ω) в рiвномiрнiй метрицi. Тодi

‖f(z)− V n
m(f, z)‖ =

1

n−m+ 1

∥∥∥ n∑
k=m

(
f(z)−

k∑
ν=0

aνFν(z)
)∥∥∥ =

=
1

n−m+ 1

∥∥∥ n∑
k=m

[f(z)− pm(z)− Sk(f − pm,Ω, z)]
∥∥∥ ≤

≤ Em(f,Ω) +
1

n−m+ 1

∥∥∥ n∑
k=m

k∑
ν=0

aν(f − pm) · Fν(z)
∥∥∥.
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Використаємо теорему 1.13 та аналiтичнiсть в одиничному крузi

функцiй (f(Ψ(t))− pm(Ψ(t)))tk, k = 0, 1, 2, . . .

‖f(z)− V n
m(f, z)‖ ≤ Em(f,Ω) +

1

4π2(n−m+ 1)
×

×
∥∥∥ ∫
|t|=1

∫
T

n∑
k=m

(f(Ψ(t))− pm(Ψ(t)))

(
1

t
+

k∑
ν=1

( ζν

tν+1
+
tν−1

ζν

))
dtdµz(ζ)

∥∥∥ =

= Em(f,Ω) +
1

4π2(n−m+ 1)

∥∥∥ ∫ 2π

0

∫ 2π

0

n∑
k=m

(f(Ψ(eiϕ))− pm(Ψ(eiϕ)))×

×
(

1 +
k∑
ν=1

(eiν(τ−ϕ) + eiν(ϕ−τ))

)
dϕdµz(e

iτ)
∥∥∥ ≤

≤ Em(f,Ω)+
Em(f,Ω)

2π2(n−m+ 1)

∫ 2π

0

∣∣∣ n∑
k=m

(1

2
+

k∑
ν=1

cos νϕ
)∣∣∣dϕ ∫ 2π

0
|dµz(eiτ)|.

Вiдомо [84], що∫ 2π

0

∣∣∣ n∑
k=0

αk
(1

2
+

k∑
ν=1

cos νϕ
)∣∣∣dϕ ≤M(n+ 1), |αk| ≤ 1,

тодi, врахувавши (1.21), остаточно матимемо

‖f(z)− V n
m(f, z)‖ ≤M

n+ 1

n−m+ 1
Em(f,Ω).

Лему доведено.
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4.2. Наближення рядiв Фабера аналiтичних функцiй в одно-

зв’язних областях середнiми Зiгмунда

Теорема 4.1. Нехай Ω — обмежена однозв’язна область Фабера,

функцiя f ∈ A(Ω). Тодi

‖f(z)− Zk
n(f, z)‖ ≤ Mk

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω),

де стала Mk залежить вiд k i не залежить вiд f та n.

Доведення. На основi умов теореми маємо розклад f ∈ A(Ω) в ряд

Фабера

f(z) ∼
∞∑
ν=0

aνFν(z).

Легко бачити, що
n∑
ν=1

νkaνFν(z) =
n∑
ν=1

νk(f(z)− Sν−1(z)− f(z) + Sν(z)) =

=
n−1∑
ν=0

(ν + 1)k(f(z)− Sν(z))−
n∑
ν=0

νk(f(z)− Sν(z)) =

=
n−1∑
ν=0

(
(ν + 1)k − νk)

)
(f(z)− Sν(z))− nk(f(z)− Sn(z)).

Тому

‖f(z)− Zk
n(f, z)‖ = ‖f(z)−

n∑
ν=0

(
1−

(
ν

n+ 1

)k)
aνFν(z)‖ ≤

≤
∥∥∥∥f(z)− Sn(z) +

1

(n+ 1)k

n∑
ν=1

νkaνFν(z)

∥∥∥∥ ≤
≤
(

1−
(

n

n+ 1

)k)
‖f(z)− Sn(z)‖+
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+
1

(n+ 1)k

∥∥∥∥ n−1∑
ν=0

((ν + 1)k − νk)(f(z)− Sν(z))

∥∥∥∥. (4.2)

Оскiльки послiдовнiсть найкращих рiвномiрних наближень є монотон-

ною, то справедлива така нерiвнiсть:

En(f,Ω) ≤ Mk

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω),

де Mk — стала, що залежить лише вiд k.

Тодi з урахуванням цiєї нерiвностi, того, що V n
n (f, z) = Sn(z), та (4.1)

для першого доданку правої частини спiввiдношення (4.2) матимемо(
1−

(
n

n+ 1

)k)
‖f(z)− Sn(z)‖ ≤

≤M

(
1−

(
n

n+ 1

)k)
(n+ 1)En(f,Ω) ≤MkEn(f,Ω) ≤

≤ Mk

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω). (4.3)

Для зручностi покладемо Aν = (ν + 1)k − νk, виберемо m ∈ N та-

ке, що 2m ≤ n < 2m+1. Представимо другий доданок правої частини

спiввiдношення (4.2) у виглядi

n−1∑
ν=0

Aν(f(z)− Sν(z)) = f(z)− S0(z)+

+
m−1∑
µ=0

2µ+1−1∑
ν=2µ

Aν(f(z)− Sν(z)) +
n−1∑
ν=2m

Aν(f(z)− Sν(z)). (4.4)

Оскiльки

Sm(z) = (n−m+ 1)V n
m(f, z)− (n−m)V n

m+1(f, z),
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то пiсля перетворення Абеля матимемо

2µ+1−1∑
ν=2µ

Aν(f(z)− Sν(z)) =

=
2µ+1−1∑
ν=2µ

Aν

(
(2µ+1 − ν)(f(z)− V 2µ+1−1

ν (f, z))−

−
2µ+1−1∑
ν=2µ

Aν(2
µ+1 − ν − 1)

(
f(z)− V 2µ+1−1

ν+1 (f, z)
)

=

=
2µ+1−1∑
ν=2µ

Aν(2
µ+1 − ν)

(
f(z)− V 2µ+1−1

ν (f, z)
)
−

−
2µ+1−1∑
ν=2µ+1

Aν−1(2
µ+1 − ν)

(
f(z)− V 2µ+1−1

ν (f, z)
)

=

= 2µA2µ

(
f(z)− V 2µ+1−1

2µ (f, z)
)

+

+
2µ+1−1∑
ν=2µ+1

(Aν − Aν−1)(2
µ+1 − ν)

(
f(z)− V 2µ+1−1

ν (f, z)
)
. (4.5)

Аналогiчнi перетворення виконаємо в сумi
n−1∑
ν=2m

Aν(f(z)− Sν(z)) =

=
n−1∑
ν=2m

Aν

(
(n− ν + 1)(f(z)− V n

ν (f, z))− (n− ν)(f(z)− V n
ν+1(f, z))

)
=

=
n−1∑
ν=2m

Aν(n− ν + 1)(f(z)− V n
ν (f, z))−

−
n∑

ν=2m+1

Aν−1(n− ν + 1)(f(z)− V n
ν (f, z)) =

= A2m(n− 2m + 1)(f(z)− V n
2m(f, z))− An−1(f(z)− V n

n (f, z))+
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+
n−1∑

ν=2m+1

(Aν − Aν−1)(n− ν + 1)(f(z)− V n
ν (f, z)). (4.6)

З урахуванням (4.5) та (4.6) рiвнiсть (4.4) запишеться так:

n−1∑
ν=0

Aν(f(z)− Sν(z)) = f(z)− S0(z)+

+
m−1∑
µ=0

2µA2µ

(
f(z)− V 2µ+1−1

2µ (f, z)
)

+

+
m−1∑
µ=0

2µ+1−1∑
ν=2µ+1

(Aν − Aν−1)(2
µ+1 − ν)

(
f(z)− V 2µ+1−1

ν (f, z)
)

+A2m(n− 2m + 1)(f(z)− V n
2m(f, z))− An−1(f(z)− V n

n (f, z))+

+
n−1∑

ν=2m+1

(Aν − Aν−1)(n− ν + 1)(f(z)− V n
ν (f, z)).

З останнього спiвiдношення отримаємо наступну нерiвнiсть

1

(n+ 1)k

∥∥∥∥ n−1∑
ν=0

Aν(f(z)− Sν(z))

∥∥∥∥ ≤ 1

(n+ 1)k
‖f(z)− S0(z)‖+

+
1

(n+ 1)k

m−1∑
µ=0

2µA2µ‖f(z)− V 2µ+1−1
2µ (f, z)‖+

+
1

(n+ 1)k

m−1∑
µ=0

2µ+1−1∑
ν=2µ+1

(Aν − Aν−1)(2
µ+1 − ν)‖f(z)− V 2µ+1−1

ν (f, z)‖+

+
1

(n+ 1)k
A2m(n− 2m + 1)‖f(z)− V n

2m(f, z)‖+

+
1

(n+ 1)k
An−1‖f(z)− V n

n (f, z)‖+

+
1

(n+ 1)k

n−1∑
ν=2m+1

(Aν − Aν−1)(n− ν + 1)‖f(z)− V n
ν (f, z)‖ =

= d1 + d2 + d3 + d4 + d5 + d6. (4.7)



107

Оцiнимо кожен з доданкiв суми (4.7), врахувавши монотоннiсть по-

слiдовностi найкращих рiвномiрних наближень Eν(f,Ω) та лему 4.1:

d1 =
1

(n+ 1)k
‖f(z)− S0(z)‖ =

1

(n+ 1)k
‖f(z)− V 0

0 (f, z)‖ ≤

≤ M

(n+ 1)k
E0(f,Ω) ≤ Mk

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω);

d2 =
1

(n+ 1)k

m−1∑
µ=0

2µ
(
(2µ + 1)k − 2µk

)
‖f(z)− V 2µ+1−1

2µ (f, z)‖ ≤

≤ M

(n+ 1)k

m−1∑
µ=0

2(µ+1)k+1E2µ(f,Ω) ≤ Mk

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω);

d3 ≤
M

(n+ 1)k

m−1∑
µ=0

2µ+1−1∑
ν=2µ+1

(Aν − Aν−1)(2
µ+1 − ν)

2µ+1

2µ+1 − ν
Eν(f,Ω) ≤

≤ Ck
(n+ 1)k

m−1∑
µ=0

2µkE2µ(f,Ω) ≤ Mk

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω);

d4 ≤
M

(n+ 1)k
((2m + 1)k − 2mk)(n− 2m + 1)

n+ 1

n− 2m + 1
E2m(f,Ω) ≤

≤ Mk

(n+ 1)k

2m∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω) ≤ Mk

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω);

d5 ≤
M

(n+ 1)k
(nk − (n− 1)k)(n+ 1)En(f,Ω) ≤M

( n

n+ 1

)k−1

En(f,Ω) ≤

≤ Mk

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω);
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при оцiнцi d6 слiд врахувати, що n < 2ν, ν > 2m,

d6 ≤
M

(n+ 1)k

n−1∑
ν=2m+1

(Aν − Aν−1)(n− ν + 1)
n+ 1

n− ν + 1
Eν(f,Ω) ≤

≤ Mk

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω).

З оцiнок для d1, d2, d3, d4, d5 та d6 випливає оцiнка i для

1

(n+ 1)k

∥∥∥∥ n−1∑
ν=0

((ν + 1)k − νk)(f(z)− Sν(z))

∥∥∥∥ ≤
≤ Mk

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω). (4.8)

З (4.2) та (4.8) отримуємо, що

‖f(z)− Zk
n(f, z)‖ ≤ Mk

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f, Ω̄)

Теорему доведено.

Наслiдок 4.1. Нехай Ω — однозв’язна область Фабера, а функцiя

f ∈ A(Ω). Тодi

‖f(z)− σn(f, z)‖ ≤ M

n+ 1

n∑
ν=0

Eν(f,Ω),

де σn(f, z) = 1
n+1

∑n
ν=0 Sn(z) i стала M не залежить вiд f та n.

Для областей Радона дану оцiнку отримано в роботi [88].

Нехай ε = {εν}∞ν=0 — строго монотонно спадна до 0 числова послiдов-

нiсть. Позначимо через Aε(Ω) множину функцiй f ∈ A(Ω) таких, що

En(f,Ω) ≤ εn+1,

а через Zk
n(Aε(Ω)) — верхню грань

Zk
n(Aε(Ω)) = sup

f∈Aε(Ω)

∥∥f(z)− Zk
n(f, z)

∥∥ .
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Теорема 4.2. Якщо для областi Ω оператор Фабера TΩ i обернений

оператор Фабера T−1
Ω є обмеженими, то для множини f ∈ Aε(Ω) iсну-

ють сталi M1 та M2 такi, що

M1

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1εν+1 ≤ Zk
n(Aε(Ω)) ≤ M2

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1εν+1.

(4.9)

Доведення. Права частина нерiвностi (4.9) випливає з теореми 1.

Доведемо лiву частину цiєї нерiвностi. Для цього побудуємо функцiю

f ∗ ∈ Aε(Ω) таку, що

∥∥f ∗(z)− Zk
n(f, z)

∥∥ ≥ M1

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1εν+1.

Покладемо

f1(w) =
π

K

∞∑
ν=0

(εν − εν+1)w
ν, |w| ≤ 1, (4.10)

де

K =
1

2
sup
z∈Ω

∫
T
|dµz(ζ)| <∞,

{µz}z∈Ω, µz : T→ C— функцiя обмеженої варiацiї.

За допомогою оператора Фабера одержимо таку функцiю:

f ∗(z) = TΩ(f1)(z) =
1

2πi

∫
Γ

f1(Φ(ζ))

ζ − z
dζ, z ∈ G.

Внаслiдок збiжностi ряду (4.10) маємо розклад в ряд Фабера функцiї

f ∗(z), рiвномiрно збiжний в замкненiй областi Ω

f ∗(z) =
π

K

∞∑
ν=0

(εν − εν+1)Fν(z).

За допомогою оберненого оператора Фабера знайдемо

f1(w) = T−1
Ω (f ∗)(w) =

1

2πi

∫
|t|=1

f ∗(Ψ(t))

t− w
dt, |w| ≤ 1. (4.11)
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Вiдомо, що оператор (4.11) iснує за умови (див. [70] с. 154)∫
|t|=1
|f ∗(Ψ(t))| |dt| =

∫
Γ
|f ∗(ζ)| |Φ(ζ)||dζ| <∞.

З (4.10) при |w| ≤ 1 отримуємо

|f1(w)| ≤ π

K

∞∑
ν=0

(εν − εν+1) ≤
πε0

K
.

З (1.21), (1.23) та останньої рiвностi випливає

‖f ∗(z)‖ = ‖TΩ(f1)(z)‖ =
1

2π

∥∥∥∥ ∫
T
f1(ζ)dµz(ζ)

∥∥∥∥ ≤M‖TΩ‖ε0,

тобто умова iснування оператора (4.11) виконується. Тодi∥∥f1(w)− Zk
n(f1, w)

∥∥ = ‖T−1
Ω (f1 − Zk

n(f1))(w)‖ ≤

≤ ‖T−1
Ω ‖ · ‖f

∗(z)− Zk
n(f ∗, z)‖.

Отже, ∥∥f ∗(z)− Zk
n(f ∗, z)

∥∥ ≥M
∥∥f1(w)− Zk

n(f1, w)
∥∥

Врахувавши, що ‖f1(z)‖ ≥ |f1(z0)|, та поклавши z0 = 1, матимемо∥∥f ∗(Ψ(w))− Zk
n(f ∗,Ψ(w))

∥∥ ≥
≥ Mπ

K

∞∑
ν=0

(εν − εν+1)−
Mπ

K

n∑
ν=0

(
1−

(
ν

n+ 1

)k)
(εν − εν+1) =

=
Mπ

K

∞∑
ν=n+1

(εν − εν+1) +
Mπ

K

n∑
ν=1

(
ν

n+ 1

)k
(εν − εν+1) =

=
Mπ

K
εn+1 +

Mπ

K(n+ 1)k

n∑
ν=1

νk(εν − εν+1) =

=
Mπ

K
εn+1 +

Mπ

K(n+ 1)k

n∑
ν=1

νkεν −
Mπ

K(n+ 1)k

n∑
ν=1

νkεν+1 =
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=
Mπ

K
εn+1 +

Mπ

K(n+ 1)k

n∑
ν=1

νkεν −
Mπ

K(n+ 1)k

n+1∑
ν=1

(ν − 1)kεν ≥

≥ Mπ

K(n+ 1)k

n∑
ν=1

(
νk − (ν − 1)k

)
εν ≥

≥ Mkπ

K(n+ 1)k

n∑
ν=1

(ν − 1)k−1εν.

Звiдси випливає, що iснує така стала M1, що∥∥f ∗(Ψ(w))− Zk
n(f ∗,Ψ(w))

∥∥ ≥ M1

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1εν+1.

Покажемо тепер, що f(z) ∈ Aε(Ω). Дiйсно,

En(f
∗,Ω) ≤ π

2K

∥∥∥∥∥
∞∑

ν=n+1

(εν − εν+1)Fν(z)

∥∥∥∥∥ ≤
≤ 1

2K

∥∥∥∥∥
∞∑

ν=n+1

(εν − εν+1)

∫
T
ζνdµz(ζ)

∥∥∥∥∥ ≤ εn+1.

Теорему доведено.
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Висновки до роздiлу 4

У даному пiдроздiлi одержано порядковi оцiнки для вiдхилень нор-

мальних середнiх Зигмунда ряду Фабера аналiтичних в обмеженiй об-

ластi та неперервних на її замиканнi функцiй, вираженi через найкращi

наближення.

Так, в пiдроздiлi 4.1 дослiджено наближення аналiтичної в областi

Ω та неперервної на її замиканнi функцiї середнiми Валле Пуссена в

термiнах найкращих наближень функцiї f.

В пiдроздiлi 4.2 отримано для областi Фабера Ω оцiнку для вiдхилень

нормальних середнiх Зiгмунда ряду Фабера функцiї f ∈ A(Ω), яка за-

лежить вiд поведiнки послiдовностi найкращих наближень En(f). Крiм

того, показано, що за деяких умов на область дана оцiнка є точною за

порядком.

Основнi результати, що висвiтленi в даному роздiлi, опублiковано в [4].
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ВИСНОВКИ

1. Одержано нерiвнiсть типу Лебега для сум Фур’є на класi функ-

цiй C ψ̄C, виражену через найкращi наближення f ψ̄ тригонометричними

полiномами порядку не вище n. Показано, що отримана нерiвнiсть є точ-

ною на деякому класi в C ψ̄C.

2. Одержано нерiвнiсть типу Лебега-Ландау для сум Тейлора на класi

аналiтичних функцiй Hψ
∞, виражену через найкращi наближення fψ ал-

гебраїчними полiномами порядку не вище n, показано iснування функцiї,

для якої дана нерiвнiсть є точною, отримано асимптотично точну оцiн-

ку для верхнiх граней норми вiдхилень частинних сум ряду Тейлора вiд

функцiї.

3. Отримано оцiнки швидкостей збiжностi груп вiдхилень функцiй з

класiв C ψ̄C таHψ
∞,що вираженi через величину найкращого наближення

вiдповiдно функцiй f ψ̄ та fψ, також отримано оцiнки деяких функцiо-

налiв, що стосуються теорiї сильного пiдсумовування функцiй iз заданих

класiв.

4. Встановлено критерiй регулярностi лiнiйних методiв пiдсумовуван-

ня Λ, що задаються нескiнченно рядковими матрицями дiйсних чисел,

у просторi аналiтичних функцiй A(D). Також показано iснування нере-

гулярних методiв пiдсумовування у просторi неперервних функцiй C,

але регулярних у просторi аналiтичних функцiй A(D). Наведено бiльш

простi, але достатнi умови регулярностi прямокутного методу пiдсумову-

вання в просторi A(D), що виражаються безпосередньо через елементи

матрицi Λ.
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5. Встановлено швидкiсть наближення функцiй, що є аналiтичними в

областях Фабера та неперервними на їх замиканнi нормальними серед-

нiми Зигмунда їх рядiв Фабера, що виражається через величину найкра-

щого наближення цих функцiй алгебраїчними полiномами.
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continues. /J. Karamata,M. Tomić // Publications de l’Institut
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