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Çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà ðîáîòè

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ åêñòðåìàëüíèõ
çàäà÷ òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié äiéñíî¨ òà êîìïëåêñíî¨ çìiííèõ, à ñàìå:
ðîçâ'ÿçàííþ íà çàäàíîìó êëàñi ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié çàäà÷i ïðî íàéêðà-
ùi ëiíiéíi ìåòîäè íàáëèæåííÿ, ÿêi áóäóþòüñÿ íà îñíîâi ðîçâèíåííÿ â ðÿä
Ôóð'¹ ïî çàäàíié îðòîíîðìîâàíié ñèñòåìi; çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî
ïðî çíàõîäæåííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ðiâíîñòåé äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõè-
ëåíü ñóì Âàëëå Ïóññåíà òà iíøèõ àãðåãàòiâ íàáëèæåííÿ íà êëàñàõ ôóíêöié
äiéñíî¨ òà êîìïëåêñíî¨ çìiííèõ; çàäà÷i ïðî îòðèìàííÿ íåðiâíîñòåé òèïó Áåðí-
øòåéíà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ, ïðÿìèõ òà îáåðíåíèõ òåîðåì òåîði¨
íàáëèæåííÿ ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì òà ïðîñòîðàõ Îðëè-
÷à; çàäà÷ ïðî îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ çíà÷åíü âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà
ïîïåðå÷íèêiâ ìíîæèí îáðàçiâ äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîðàõ ÷èñëî-
âèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Ïåðåëi÷åíi çàäà÷i ¹ îñíîâíèìè çàäà÷àìè ñó÷àñíî¨ òåîði¨
íàáëèæåííÿ.

Ñèñòåìàòè÷íi äîñëiäæåííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç ìîæëèâiñòþ íàáëèæåíîãî çîáðà-
æåííÿ ôóíêöié çà äîïîìîãîþ áiëüø ïðîñòèõ àãðåãàòiâ (ó ðîëi ÿêèõ âèñòóïà-
þòü àëãåáðà¨÷íi ìíîãî÷ëåíè, òðèãîíîìåòðè÷íi ïîëiíîìè ÷è ðàöiîíàëüíi ôóíê-
öi¨), áåðóòü ñâié ïî÷àòîê ó 50-èõ ðîêàõ XIX ñòîði÷÷ÿ â êëàñè÷íèõ ïðàöÿõ
Ï.Ë. ×åáèøåâà. Óæå ç ïåðøèõ êðîêiâ ñâîãî ðîçâèòêó, âiä ôóíäàìåíòàëüíèõ
òåîðåì Ê. Âåé¹ðøòðàñà (1885 ð.) é Ê. Ðóíãå (1885 ð.), òåîðiÿ íàáëèæåííÿ
ðîçãàëóæó¹òüñÿ íà äâà íàïðÿìè (äiéñíèé i êîìïëåêñíèé), ÿêi ðîçâèâàþòüñÿ
ïëi÷-î-ïëi÷, äîïîâíþþ÷è é çáàãà÷óþ÷è îäèí îäíîãî íîâèìè ìåòîäàìè òà ðå-
çóëüòàòàìè.

Íàáëèæåííÿ ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨, ÿê òåîðiÿ, ñôîðìóâàëèñÿ ó ïîâíî-
öiííèé ðîçäië ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó íà ïî÷àòêó XX-ãî ñòîði÷÷ÿ ó ïðàöÿõ
Ä. Äæåêñîíà, Ñ.Í. Áåðíøòåéíà òà Ø. Âàëëå Ïóññåíà. Ïðèìiòíî, ùî ó öèõ
ïðàöÿõ ãîëîâíó óâàãó áóëî ïðèäiëåíî äîñëiäæåííÿì ïèòàíü àïðîêñèìàöi¨ ií-
äèâiäóàëüíèõ ôóíêöié. Ïî÷èíàþ÷è ç 30-èõ ðîêiâ XX-ãî ñòîëiòòÿ ç ðîçâèòêîì
ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó â òåîði¨ íàáëèæåííÿ ñòàëè àêòóàëüíèìè äîñëiäæåí-
íÿ àïðîêñèìàöiéíèõ ïðîöåñiâ ÿê ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ íà êëàñàõ ôóíêöié ó
òèõ ÷è iíøèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ. Ó öüîìó íàïðÿìêó îñíîâîïîëîæ-
íi ðåçóëüòàòè îòðèìàëè À.Ì. Êîëìîãîðîâ, Æ. Ôàâàð, Á. Íàäü, Ì.Ã. Êðåéí,
Í.I. Àõi¹çåð òà Ñ.Ì. Íiêîëüñüêèé.

Òàê, çîêðåìà, çàâäÿêè ïðàöÿì À.Ì. Êîëìîãîðîâà (1935 ð.) i Ñ.Ì. Íiêîëü-
ñüêîãî (1940 ð.) ïîñòàëà îäíà ç âàæëèâèõ çàäà÷ òåîði¨ íàáëèæåííÿ � çàäà÷à
ïðî çíàõîäæåííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ðiâíîñòåé âèãëÿäó

E(N;Un)X = φ(n) + o(φ(n)), n→ ∞,
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äëÿ âåëè÷èí
E(N;Un)X := sup

f∈N
∥f(·)− Un(f ; ·)∥X ,

äå N � ôiêñîâàíèé êëàñ 2π -ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, Un(f ;x) � òðèãîíîìåò-
ðè÷íi ïîëiíîìè, ùî ïîðîäæóþòüñÿ äàíèì ëiíiéíèì ìåòîäîì ïiäñóìîâóâàííÿ
ðÿäiâ Ôóð'¹, à X � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið. Ñüîãîäíi öþ çàäà÷ó íàçè-
âàþòü çàäà÷åþ Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî.

Ó êîìïëåêñíîìó âèïàäêó àíàëîãi÷íi ïðîáëåìè âïåðøå ïiääàëèñÿ äîñëiä-
æåííþ ëèøå â äðóãié ïîëîâèíi ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ â ïðàöÿõ Ñ.Á. Ñò¹÷êiíà
(1953), Ê.I. Áàáåíêà (1958 ð.), Ë.Â. Òàéêîâà (1963 ð., 1967 ð.), Äæ.Ò. Øåéêà
(1966 ð.) i Â.I. Áiëîãî (1967 ð.).

Ó ïîäàëüøîìó çíà÷íèé âíåñîê ó ðîçâèòîê ïðîáëåìàòèêè, ïîâ'ÿçàíî¨
ç ðîçâ'ÿçàíííÿì çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî, âíåñëè Â.Ê. Äçÿäèê,
Î.Â. �ôiìîâ, Ï.Â. Çàäåðåé, Ì.Ï. Êîðí¹é÷óê, Â.Ï. Ìîòîðíèé, Á. Íàäü,
Â.I. Ðóêàñîâ, Â.Â. Ñàâ÷óê, À.Ñ. Ñåðäþê, Î.I. Ñòåïàíåöü, Ñ.Á. Ñò¹÷êií,
Ñ.Î. Òåëÿêîâñüêèé, Î.Ï. Òiìàí, Ð.Ì. Òðèãóá òà iíø.

Íàïðÿì ñó÷àñíî¨ òåîði¨ íàáëèæåííÿ öiëèìè ôóíêöiÿìè åêñïîíåíöiéíîãî
òèïó ñôîðìóâàâñÿ çàâäÿêè ïðàöÿì Ñ.Í. Áåðíøòåéíà (1910 ð.) i áóâ ðîçâèíå-
íèé ó 30 � 50-èõ ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîði÷÷ÿ Í. Âiíåðîì, Í. Ïåëi, Í.I. Àõi¹çåðîì,
Ì.Â. Ê¹ëäèøåì òà Ñ.Ì. Íiêîëüñüêèì. Ðåàëiçîâóþ÷è iäåþ Ñ.Í. Áåðíøòåéíà
ïðî ïîáóäîâó òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié, çàäàíèõ íà äiéñíié îñi, ÿê òåîðiþ,
ùî âêëþ÷à¹ i òåîðiþ íàáëèæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, Î.I. Ñòåïàíåöü ðî-
çðîáèâ ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî äëÿ îïåðàòîðiâ
Ôóð'¹ (ÿêi äiþòü ó ïiäïðîñòið öiëèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiéíîãî òèïó, à êîæ-
íié 2π -ïåðiîäè÷íié ôóíêöi¨ ñòàâëÿòü ó âiäïîâiäíiñòü ¨¨ ÷àñòèííó ñóìó ðÿäó
Ôóð'¹) ó ïðîñòîðàõ ëîêàëüíî iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì íà äiéñíié îñi ôóíêöié.

Ó ïðàöÿõ Â.Â. Ñàâ÷óêà (1998 � 2013 ð.) âäàëî ïî¹äíàíî ìåòîäè äîñëiä-
æåííÿ íàáëèæåíü ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨ ç ñóòî êîìïëåêñíèìè
ìåòîäàìè i çàñòîñîâàíî ¨õ äî ðîçâ'ÿçàííÿ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ äëÿ êëàñiâ
àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ iíòåãðàëàìè òèïó Êîøi. Çîêðåìà,
ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî äëÿ ÷àñòèííèõ ñóì Òåéëîðà,
Ôåé¹ðà òà Àáåëÿ-Ïóàññîíà.

Çàäà÷à Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî i äîòåïåð ïåðåáóâà¹ ó êîëi íàóêîâèõ ií-
òåðåñiâ ïðîâiäíèõ ôàõiâöiâ iç òåîði¨ íàáëèæåííÿ, ùî çàëèøà¹ ¨¨ àêòóàëüíîþ,
ÿê i ðàíiøå. Çîêðåìà, âàæëèâèìè âèäàþòüñÿ äîñëiäæåíÿ íåðîçâ'ÿçàíèõ ïðî-
áëåì ùîäî àïðîêñèìàöiéíèõ âëàñòèâîñòåé êëàñè÷íèõ i íîâèõ ìåòîäiâ íàáëè-
æåííÿ íà êëàñàõ ψ -äèôåðåíöiéîâíèõ 2π -ïåðiîäè÷íèõ òà ëîêàëüíî iíòåãðîâ-
íèõ çà Ëåáåãîì íà äiéñíié îñi ôóíêöié, à òàêîæ ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ â
îäèíè÷íîìó êðóçi.

Ðåçóëüòàòè Ñ.Ì. Íiêîëüñüêîãî (1946 ð.), Ñ.ß. Õàâiíñîíà (1949 � 1963 ð.),
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À. Ìàêiíòàéðà é Â. Ðîãîçèíñüêîãî (1950 ð.), Â. Ðîãîçèíñüêîãî é Ã. Øàïiðî
(1953 ð.), Â.Â. Ñàâ÷óêà (2007 � 2009 ð.) óìîæëèâëþþòü ðîçãëÿä ç ¹äèíî¨ òî÷êè
çîðó ðiçíèõ çà ïîñòàíîâêîþ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ ó
êðóçi. Çãiäíî ç öèìè ðåçóëüòàòàìè âàæëèâi åêñòðåìàëüíi çàäà÷i òåîði¨ àïðîê-
ñèìàöi¨ çâîäÿòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ íîðìè ïåâíîãî ôóíêöiîíàëà, ùî, ó ñâîþ ÷åð-
ãó, çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ âåëè÷èíè íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ êîíêðåòíî¨
ôóíêöi¨ (òâiðíîãî ÿäðà) ïåâíèì ïiäïðîñòîðîì ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié. Òîìó,
àêòóàëüíîþ òàêîæ ¹ çàäà÷à ïðî ïîáóäîâó íàéêðàùîãî ìåòîäó íàáëèæåííÿ
ïðîñòîðiâ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié â îáëàñòÿõ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, âiäìiííèõ
âiä êðóãà, çîêðåìà, ó âåðõíié ïiâïëîùèíi.

Îñòàííiì ÷àñîì ñïîñòåðiãà¹òüñÿ çíà÷íèé iíòåðåñ äî äîñëiäæåíü, ó òîìó
÷èñëi i â òåîði¨ íàáëèæåííÿ, ùî ïðîâîäÿòüñÿ ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì
ïîêàçíèêîì òà ó ïðîñòîðàõ Îðëè÷à. Íà äóìêó ôàõiâöiâ (ÿê öå âiäîáðàæåíî
ó áàãàòüîõ ìîíîãðàôiÿõ) òàêèé iíòåðåñ îáóìîâëåíî, íàñàìïåðåä, âàæëèâèìè
çàñòîñóâàííÿìè öèõ ïðîñòîðiâ ó òåîði¨ ïðóæíîñòi, ìåõàíiöi, òåîði¨ äèôåðåí-
öiàëüíèõ îïåðàòîðiâ òà âàðiàöiéíîìó ÷èñëåííi.

Ïðîñòîðè Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì òà ïðîñòîðè Îðëè÷à áóëè çàïðî-
âàäæåíi Â. Îðëè÷åì ó 30-èõ ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîði÷÷ÿ. Ó ïðàöÿõ Õ. Íàêàíî
(1950 � 1953 ð.) ¨õ âèêîðèñòîâóâàëè ÿê ïðèêëàäè òàê çâàíèõ ìîäóëÿðíèõ ïðî-
ñòîðiâ, ùî, òàê ñàìî, äîñëiäæóâàëèñÿ äåêiëüêîìà íàóêîâèìè öåíòðàìè, íàé-
âàæëèâiøi ç ÿêèõ áóëè çîñåðåäæåíi ó Ïîëüùi (W. Orlicz, X.W. Birnbaum), â
ßïîíi¨ (H. Nakano), ó ÑÐÑÐ (Ì.Î. Êðàñíîñåëüñüêèé, ß.Á. Ðóòèöüêèé) òà ó
Íiäåðëàíäàõ (W.A.I. Luxemburg, A.C. Zaanen). Ñóòò¹âèé âíåñîê ó ðîçâèòîê
òåîði¨ ïðîñòîðiâ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì òà ïðîñòîðiâ Îðëè÷à çðîáè-
ëè D.W. Boyd, L. Diening, O. Kováčik , Â. Êîêiëàøâiëi, M. Krbes, J. Linden-
strauss, J. Musielak, A. Nekvinda, J. Rak�osn��k, M.M. Rao, Z.D. Ren, L. Tzafriri,
Ï.Ë. Óëüÿíîâ, I.I. Øàðàïóäiíîâ òà ií.

Ñó÷àñíi äîñëiäæåíííÿ áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ (çîêðåìà, R. Akg�un, Ð.À. Áàí-
äàëi¹â, A. Guven, L. Diening, P. Harjulehto, P. H�ast�o, D.M. Isra�lov, M. Khabazi,
M. Ružička, S.G. Samko òà ií.) ç òåîði¨ íàáëèæåííÿ ó öèõ ïðîñòîðàõ ñëiä ðîç-
öiíþâàòè ÿê �ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ� êëàñè÷íî¨ òåîði¨ íàáëèæåííÿ â �íåêëà-
ñè÷íi� ïðîñòîðè Ëåáåãà òà ïðîñòîðè Îðëè÷à. Ó öüîìó íàïðÿìêó äîñÿãíóòî
çíà÷íîãî ïðîãðåñó, àëå íå ïîâíî¨ çàâåðøåíîñòi. Òîìó àêòóàëüíîþ ¹ çàäà÷à ñè-
ñòåìàòèçàöi¨ òåîði¨ íàáëèæåííÿ ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì òà
ïðîñòîðàõ Îðëè÷à íà îñíîâi áiëüø çàãàëüíî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïåðiîäè÷íèõ ôóíê-
öié, ùî âèêîðèñòîâó¹ ïîíÿòòÿ ψ -ïîõiäíî¨ òà ψ -iíòåãðàëà. Êðiì òîãî, âàæëè-
âèì òà àêòóàëüíèì ¹ ïèòàííÿ äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé äèñêðåòíèõ àíàëîãiâ
ïðîñòîðiâ çi çìiííèì ïîêàçíèêîì òà ïðîñòîðiâ Îðëè÷à.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äè-
ñåðòàöiþ âèêîíàíî íà êàôåäði ìàòåìàòèêè Äåðæàâíîãî âèùîãî íàâ÷àëü-
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íîãî çàêëàäó �Äîíáàñüêèé äåðæàâíèé ïåäàãîãi÷íèé óíiâåðñèòåò� ó ìåæàõ
ôóíäàìåíòàëüíîãî íàóêîâîãî äîñëiäæåííÿ �Êîíñòðóêòèâíi ìåòîäè àíàëiçó
íåòåðîâèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ, ôóíêöiîíàëüíî-
äèôåðåíöiàëüíèõ òà äèôåðåíöiàëüíî-àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü i òåîði¨ íàáëè-
æåíü� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0115U003182). Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü òà-
êîæ âêëþ÷åíî â àíîòîâàíi çâiòè ïðî âèêîíàííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ íàóêîâî-
äîñëiäíèõ ðîáiò, ùî ôiíàíñóâàëèñÿ çà êîøòè äåðæàâíîãî áþäæåòó Óêðà¨íè:
�Êëàñèôiêàöiéíi ìåòîäè òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié i òåîði¨ êðàéîâèõ çàäà÷�
(íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0101U000750), �Êëàñèôiêàöiéíi ìåòîäè òåîði¨ íà-
áëèæåííÿ ôóíêöié i òåîði¨ íåëiíiéíèõ êîëèâàíü� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨
0106U001360), �Êëàñèôiêàöiéíi ìåòîäè òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié i òåîði¨
êðàéîâèõ çàäà÷� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0109U000381), �Òåîðiÿ íåòåðî-
âèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ, ôóíêöiîíàëüíî-
äèôåðåíöiàëüíèõ òà äèôåðåíöiàëüíî-àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü� (íîìåð äåðæàâ-
íî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0112U000372) òà çâiòó ïðî âèêîíàííÿ Íiìåöüêî-óêðà¨íñüêîãî
íàóêîâîãî ïðîåêòó (ðå¹ñòðàöiéíèé íîìåð GZ: 436 UKR 113/103/0-1), ùî ôi-
íàíñóâàâñÿ Íiìåöüêèì ôîíäîì íàóêîâèõ äîñëiäæåíü (DFG).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Îñíîâíà ìåòà äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ïî-
ëÿãà¹ â ðîçðîáöi ìåòîäó ïîáóäîâè íàéêðàùîãî ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ çàäàíî-
ãî êëàñó ãîëîìîðôíèõ ó âåðõíié ïiâïëîùèíi ôóíêöié íà îñíîâi ðîçâèíåííÿ
â ðÿä Ôóð'¹ ïî çàäàíié îðòîíîðìîâàíié ñèñòåìíi ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié, ñè-
ñòåìàòèçàöi¨ òåîði¨ íàáëèæåííÿ â ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì
ïiäñóìîâóâàííÿ òà ïðîñòîðàõ Îðëè÷à íà îñíîâi áiëüø çàãàëüíî¨ êëàñèôiêàöi¨
ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ùî âèêîðèñòîâó¹ ïîíÿòòÿ ψ -ïîõiäíî¨ òà ψ -iíòåãðàëà,
à òàêîæ îá÷èñëåííi òî÷íèõ çíà÷åíü íàéêðàùèõ íàáëèæåíü i ïîïåðå÷íèêiâ
ìíîæèí îáðàçiâ äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîðàõ Îðëè÷à ÷èñëîâèõ ïî-
ñëiäîâíîñòåé.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ðÿäè ïî ñèñòåìàõ Òàêåíàêè-Ìàëüìêâiñòà, êëà-
ñè ôóíêöié äiéñíî¨ òà êîìïëåêñíî¨ çìiííèõ, êëàñè÷íi òà ñïåöiàëüíi ìåòîäè
íàáëèæåííÿ, äiàãîíàëüíi îïåðàòîðè.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ çáiæíiñòü ðÿäiâ Ôóð'¹ ïî ñèñòåìàõ ðàöiîíàëü-
íèõ ôóíêöié, îðòîíîðìîâàíèõ íà äiéñíié îñi, íàéêðàùèé ëiíiéíèé ìåòîä íà-
áëèæåííÿ, òî÷íi âåðõíi ìåæi âiäõèëåíü êëàñè÷íèõ òà ñïåöiàëüíèõ ìåòîäiâ íà-
áëèæåííÿ íà êëàñàõ ôóíêöié, ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ,
íåðiâíîñòi òèïó Áåðíøòåéíà, íîðìè ìóëüòèïëiêàòîðiâ ðÿäiâ Ôóð'¹, íåðiâíîñòi
òèïó ×åáèøåâà, íàéêðàùi íàáëèæåííÿ òà ïîïåðå÷íèêè.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:

1. Çíàéòè äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi â ïðîñòîðàõ Lp(R) (p > 1) òà ïî-
òî÷êîâî¨ çáiæíîñòi íà äiéñíié îñi ðÿäiâ Ôóð'¹ ïî ñèñòåìàõ Òàêåíàêè-
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Ìàëüìêâiñòà.

2. Îá÷èñëèòè òî÷íå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ïiäïðîñòî-
ðàìè ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ÿäðà Êîøi ó âåðõíié ïiâïëîùèíi êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè. Ïîáóäóâàòè íàéêðàùèé ëiíiéíèé ìåòîä ïîòî÷êîâîãî é ðiâíî-
ìiðíîãî íàáëèæåííÿ êëàñiâ Ãàðäi Hp(C+) ãîëîìîðôíèõ ó âåðõíié ïiâ-
ïëîùèíi ôóíêöié.

3. Çíàéòè àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi äëÿ âåëè÷èí òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõè-
ëåíü ó ðiâíîìiðíié òà iíòåãðàëüíèõ ìåòðèêàõ ñóì Âàëëå Ïóññåíà, à òàêîæ
òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ U ∗

n−1(f ;x) ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà êëàñàõ
2π -ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié.

4. Îá÷èñëèòè âåëè÷èíè òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ ïîòî÷êîâèõ âiäõèëåíü ñóì Âàë-
ëå Ïóññåíà íà êëàñi K∞ àíàëiòè÷íèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi D ôóíêöié f ,
ÿêi çîáðàæóþòüñÿ iíòåãðàëàìè òèïó Êîøi.

5. Äîñëiäèòè ðàöiîíàëüíi íàáëèæåííÿ êëàñiâ 2π -ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi
çîáðàæóþòüñÿ çãîðòêàìè ôóíêöié iç Lp(0, 2π] iç ôiêñîâàíèìè ÿäðàìè,
çàäàíèìè ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó çà ñèñòåìîþ Òàêåíàêè-Ìàëüìêâiñòà.

6. Äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà-ðåøåòà Wr,s(f)(z) íà ìíîæèíàõ ãîëî-
ìîðôíèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi D ôóíêöié.

7. Äîñëiäèòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó íîðì âiäõèëåíü îïåðàòîðiâ Âàëëå
Ïóññåíà òà ìîäèôiêîâàíèõ îïåðàòîðiâ Ôóð'¹ íà êëàñàõ ôóíêöié, ëîêàëü-
íî iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì íà äiéñíié îñi. Çíàéòè ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíî¨
çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî.

8. Çíàéòè óìîâè âêëàäåííÿ ìíîæèí ψ -äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ó ïðî-
ñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì ïiäñóìîâóâàííÿ Lp(·) òà ïðîñòîðàõ
Îðëè÷à LM . Îá÷èñëèòè ïîðÿäêè íàáëèæåííÿ ñóìàìè Ôóð'¹ íà öèõ ìíî-
æèíàõ.

9. Äîâåñòè íåðiâíîñòi òèïó Áåðíøòåéíà äëÿ íîðìè (ψ; β) -ïîõiäíî¨ òðèãîíî-
ìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà ó ïðîñòîðàõ Lp(·) òà LM . Îòðèìàòè ïðÿìi òà îáåð-
íåíi òåîðåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ íà êëàñàõ ψ -äèôåðåíöiéîâíèõ i (ψ; β) -
äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì òà
ïðîñòîðàõ Îðëè÷à.

10. Îäåðæàòè íîâi iíòåãðàëüíi íåðiâíîñòi òèïó ×åáèøåâà.

11. Îá÷èñëèòè òî÷íi çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, áàçèñíèõ i êîëìî-
ãîðiâñüêèõ ïîïåðå÷íèêiâ ìíîæèí îáðàçiâ äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó ïðî-
ñòîðàõ ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé çi çìiííèì ïîêàçíèêîì lp , à òàêîæ äèñ-
êðåòíèõ ïðîñòîðàõ Îðëè÷à lM .
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12. Îá÷èñëèòè òî÷íi çíà÷åííÿ àíàëîãiâ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà áàçèñíèõ
ïîïåðå÷íèêiâ ó ïðîñòîðàõ Îðëè÷à LM(A; dµ) êëàñiâ íåâiä'¹ìíèõ ôóíê-
öié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó ôiêñîâàíî¨ ôóíêöi¨ òà ôóíêöié
ç îäèíè÷íèõ êóëü öèõ ïðîñòîðiâ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Âèêîðèñòàíî àïàðàò ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, òåîði¨
ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, òåîði¨ äâî¨ñòîñòi åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷, à òàêîæ
íîâèé ìåòîä ïîáóäîâè òâiðíèõ ÿäåð i âiäïîâiäíèõ ¨ì åëåìåíòiâ íàéêðàùîãî
íàáëèæåííÿ.
Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè, ùî âè-

íîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹ íîâèìè é ïîëÿãàþòü ó òàêîìó.

1. Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi â ïðîñòîðàõ Lp(R) (p > 1) òà ïî-
òî÷êîâî¨ çáiæíîñòi íà äiéñíié îñi R ðÿäiâ Ôóð'¹ ïî ñèñòåìàõ Òàêåíàêè-
Ìàëüìêâiñòà.

2. Îá÷èñëåíî òî÷íå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè E (z,A) íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ
ÿäðà Êîøi C(·, z) â ìåòðèöi Lq(R) ïiäïðîñòîðîì A , ó âèïàäêó, êîëè
A = H⊥

p (an)∨Hn⊥
p,Φ òà â ÿâíîìó âèãëÿäi ïîáóäîâàíî äëÿ öèõ ïiäïðîñòîðiâ

åëåìåíò íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ é äîâåäåíî éîãî ¹äèíiñòü.

3. Ïîáóäîâàíî íàéêðàùèé ëiíiéíèé ìåòîä ïîòî÷êîâîãî òà ðiâíîìiðíîãî íà-
áëèæåííÿ ôóíêöié ç îäèíè÷íèõ êóëü ïðîñòîðiâ Ãàðäi Hp(C+) . Ïîêàçàíî,
ùî òàêèé ìåòîä ¹ íàéêðàùèì iíòåðïîëÿöiéíèì ìåòîäîì íàáëèæåííÿ.

4. Äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi ñóì Âàëëå
Ïóññåíà íà êëàñàõ Lψ1 i LψH0

ω1
, ψ1 ∈ M0, ψ1 ∈ M′

0 çíàéäåíî àñèìïòî-
òè÷íi ðiâíîñòi, ÿêi â áàãàòüîõ âàæëèâèõ âèïàäêàõ äàþòü ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî.

5. Îá÷èñëåíî âåëè÷èíè òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ ïîòî÷êîâèõ âiäõèëåíü ñóì Âàë-
ëå Ïóññåíà íà êëàñi K∞ àíàëiòè÷íèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi D ôóíêöié,
ùî çîáðàæóþòüñÿ iíòåãðàëàìè òèïó Êîøi.

6. Çíàéäåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ âåëè÷èí íàéêðàùèõ ðiâíîìiðíèõ ðàöiî-
íàëüíèõ íàáëèæåíü iç ôiêñîâàíèìè ïîëþñàìè íà êëàñàõ ôóíêöié, ÿêi
çîáðàæóþòüñÿ çãîðòêàìè ôóíêöié iç Lp(0, 2π] iç ôiêñîâàíèìè ÿäðàìè,
çàäàíèìè ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó çà ñèñòåìîþ Òàêåíàêè-Ìàëüìêâiñòà.

7. Âñòàíîâëåíî àñèìïòîòè÷íi ïðè n → ∞ ðiâíîñòi äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ
ìåæ âiäõèëåíü ó ðiâíîìiðíié òà iíòåãðàëüíèõ ìåòðèêàõ òðèãîíîìåòðè÷-
íèõ ïîëiíîìiâ U ∗

n−1(f ;x) ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà êëàñàõ ïåðiîäè÷íèõ
ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ çãîðòêàìè ç ÿäðàìè, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâó Äàëàìáåðà.
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8. Îïèñàíî âñi âèïàäêè ñïiââiäíîøåíü ìiæ ÷èñëàìè r i s , çà ÿêèõ âèêî-
íó¹òüñÿ ðiâíiñòü ∥Wr,s∥H∞ = 1. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíî äî
çíàõîäæåííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ôóíêöié ïðîñòîðó Ãàðäi Hp(D).

9. Äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü ó ïðîñòîðàõ L̂p îïåðàòîðiâ Âàëëå
Ïóññåíà òà ìîäèôiêîâàíèõ îïåðàòîðiâ Ôóð'¹ íà êëàñàõ L̂ψβ,p, ψ ∈ Dα îò-
ðèìàíî àñèìïòîòè÷íi íåðiâíîñòi. Ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó, êîëè p = ∞ i
ïðè σ → ∞ îäíî÷àñíî c = c(σ) → ∞ i σ − c → ∞ , óñi îòðèìàíi íåðiâ-
íîñòi ïåðåòâîðþþòüñÿ â àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi, ÿêi äàþòü ðîçâ'ÿçîê âiä-
ïîâiäíî¨ çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî. Öþ çàäà÷ó òàêîæ ðîçâ'ÿçàíî
äëÿ îïåðàòîðiâ Vσ,c(f ;x) íà êëàñàõ L̂ψβ,1, ψ1 ∈ A0, ψ2 ∈ A′

0 ó ìåòðèöi

ïðîñòîðó L̂1.

10. Çíàéäåíî óìîâè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü âêëàäåííÿ ìíîæèí LψLp(·) â Lq(·) òà
LψLM â LN , à òàêîæ îá÷èñëåíî ïîðÿäêè íàáëèæåííÿ ñóìàìè Ôóð'¹.

11. Çíàéäåíî ïîðÿäêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìií-
íèì ïîêàçíèêîì òà ïðîñòîðàõ Îðëè÷à íà ìíîæèíàõ ψ -äèôåðåíöiéîâíèõ
ôóíêöié. Çàçíà÷åíî âèïàäêè, êîëè ïîðÿäêè íàáëèæåííÿ ñóìàìè Ôóð'¹
çáiãàþòüñÿ ç ïîðÿäêàìè âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ó öèõ ïðîñòîðàõ.

12. Îòðèìàíî íåðiâíîñòi òèïó Áåðíøòåéíà äëÿ íîðìè (ψ; β) -ïîõiäíî¨ òðè-
ãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà ó ïðîñòîðàõ Lp(·) òà LM . Äîâåäåíî (çîêðåìà i
â òåðìiíàõ àíàëîãiâ ìîäóëiâ íåïåðåðâíîñòi äðîáîâîãî ïîðÿäêó) îáåðíåíi
òåîðåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ íà ìíîæèíàõ (ψ; β) -äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíê-
öié â óçàãàëüíåíèõ ïðîñòîðàõ Ëåáåãà òà ïðîñòîðàõ Îðëè÷à.

13. Îòðèìàíî íèçêó iíòåãðàëüíèõ íåðiâíîñòåé òèïó ×åáèøåâà.

14. Îá÷èñëåíî òî÷íi çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, áàçèñíèõ ïîïåðå÷íèêiâ
òà ïîïåðå÷íèêiâ çà Êîëìîãîðîâèì ìíîæèí îáðàçiâ äiàãîíàëüíèõ îïåðà-
òîðiâ ó ïðîñòîðàõ ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé lp òà lM .

15. Îòðèìàíî òî÷íi çíà÷åííÿ àíàëîãiâ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà áàçèñíèõ ïî-
ïåðå÷íèêiâ ó ïðîñòîðàõ Îðëè÷à LM(A; dµ) êëàñiâ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié,
çîáðàæåíèõ ó âèãëÿäi äîáóòêó ôiêñîâàíî¨ ôóíêöi¨ òà ôóíêöié ç îäèíè÷-
íèõ êóëü U+

M(A) öèõ ïðîñòîðiâ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà
íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. �¨ ðåçóëüòàòè ìàþòü ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ â êîí-
ñòðóêòèâíié òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié äiéñíî¨ òà êîìïëåêñíî¨ çìiííèõ, à òà-
êîæ âîíè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ iç äiéñíîãî
òà êîìïëåêñíîãî àíàëiçó, ìåõàíiêè, ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, òåîði¨ ïðóæíîñòi,
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òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ òà îá÷èñëþâàëü-
íî¨ ìàòåìàòèêè.
Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ ãîëîâíèõ íàïðÿìêiâ äîñëiä-

æåíü íàëåæèòü íàóêîâîìó êîíñóëüòàíòó Â.Â. Ñàâ÷óêó. Óñi ðåçóëüòàòè, ùî
âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, îòðèìàíî ñàìîñòiéíî. Ðåçóëüòàòè, îïóáëiêîâàíi â ñó-
ìiñíèõ ñòàòòÿõ [2 � 7, 9, 18, 22], îòðèìàíî îñîáèñòî, à ñïiâàâòîðàì íàëåæèòü
îáãîâîðåííÿ òà àíàëiç ïîñòàíîâîê çàäà÷; ó ñóìiñíèõ ñòàòòÿõ [8, 16, 17, 20, 21]
âíåñîê ñïiâàâòîðiâ ¹ ðiâíîöiííèì.
Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè äîïîâiäàëèñÿ íà:
� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç i äèôåðåí-

öiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ� (Óæãîðîä, 18�23 âåðåñíÿ 2006 ð.);
� International Conference on the occasion of the 150th birthday of

A.M. Lyapunov (Kharkiv, Ukraine, June 24 - 30, 2007);
� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ

ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ� ç íàãîäè 70-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà
À.Ì. Ñàìîéëåíêà (Ìåëiòîïîëü, 16 � 21 ÷åðâíÿ 2008 ð.);

� International conference �Mathematical analysis, di�erential equations and
their applications� (Famagusta, North Cyprus, September 12�15, 2008);

� Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ôóíê-
öèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé�, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî
äíÿ ðîæäåíèÿ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà (Íîâîñèáèðñê, 5 � 12 îêòÿáðÿ 2008 ã.);

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ôóíêöiîíàëüíi ìåòîäè â òåîði¨
àïðîêñèìàöi¨ òà òåîði¨ îïåðàòîðiâ�, ïðèñâÿ÷åíié ïàì'ÿòi Â.Ê. Äçÿäèêà (1919�
1998) (Âîëèíñüêà îáëàñòü, Óêðà¨íà, 22�26 ñåðïíÿ 2009 ð.);

� Óêðà¨íñüêîìó ìàòåìàòè÷íîìó êîíãðåñi � 2009 äî 100-ði÷÷ÿ âiä äíÿ íà-
ðîäæåííÿ Ìèêîëè Ì. Áîãîëþáîâà (Êè¨â, Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè,
27�29 ñåðïíÿ 2009 ð.);

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè àíàëiçó�, ïðèñâÿ÷åíié 70-
ði÷÷þ êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó (×åðíiâöi,
30 âåðåñíÿ � 3 æîâòíÿ 2010 ð.);

� International Conference �Smoothness, Approximation, Function Spaces�
(Oppurg, Thuringia, Germany, October 10 � 16, 2010);

� International conference �Approximation Theory and Applications�, in
memory of N.P. Korneichuk (Ukraine, Dnepropetrovsk, june 14 � 17, 2010);

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ¨¨ çàñòîñó-
âàííÿ�, ïðèñâÿ÷åíié 70-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ ÷ëåíà-êîðåñïîíäåíòà ÍÀÍ
Óêðà¨íè, ïðîôåñîðà Î.I. Ñòåïàíöÿ (1942 � 2007) (Êàì'ÿíåöü-Ïîäiëüñüêèé,
Óêðà¨íà, 28 òðàâíÿ � 3 ÷åðâíÿ 2012 ð.);

� Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ �Êðàéîâi çàäà÷i, òåîðiÿ ôóíê-
öié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ� ç íàãîäè 75-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà
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À.Ì.Ñàìîéëåíêà (Ñëîâ'ÿíñüê, Óêðà¨íà, 12 � 14 ÷åðâíÿ 2013 ð.);
� Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ �Áîãîëþáiâñüêi ÷èòàííÿ DIF-

2013. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ� ç íàãîäè
75-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà À.Ì.Ñàìîéëåíêà (Ñåâàñòîïîëü, Óêðà¨-
íà, 23 � 30 ÷åðâíÿ 2013 ð.);

� International conference Complex analysis and related topics (Lviv, Ukraine,
September 23 � 28, 2013);

� IV Ìiæíàðîäíié ãàíñüêié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 135-ié ði÷íèöi âiä
äíÿ íàðîäæåííÿ Ãàíñà Ãàíà (×åðíiâöi, Óêðà¨íà, 30 ÷åðâíÿ � 5 ëèïíÿ, 2014 ð.);

� Mecklenburg Workshop �Approximation Methods and Function Spaces�,
Dedicated to the 60th birthday of Winfried Sickel (Hasenwinkel, March 16 � 20,
2015);

� Third Conference Mathematics for Life Sciences (Rivne, September 15 � 19,
2015);

� International conference �Approximation Theory and its Applications�,
dedicated to 75th anniversary of professor V.P. Motornyi (Dnepropetrovsk,
Ukraine, October 8-11, 2015);

� ñåìiíàðàõ âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨-
íè (êåðiâíèêè ñåìiíàðó � ÷ëåí-êîðåñïîíäåíò ÍÀÍ Óêðà¨íè, äîêòîð ôiçèêî-
ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîð Î.I. Ñòåïàíåöü , äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ
íàóê À.Ñ. Ðîìàíþê);

� ñåìiíàðàõ iç òåîði¨ ïðîñòîðiâ ôóíêöié â óíiâåðñèòåòi Ôðiäðiõà Øèëëå-
ðà, ì. É¹íà, Íiìå÷÷èíà (êåðiâíèêè ñåìiíàðó � ïðîôåñîðè H. Triebel òà H.-
J. Schmeisser);

� ñåìiíàði ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî
óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, 30 ëèñòîïàäà 2015 ðîêó (êåðiâíèêè ñå-
ìiíàðó �Ñó÷àñíèé àíàëiç� � äîêòîðè ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðè
I.Î. Øåâ÷óê, Î.Î. Êóð÷åíêî, Â.Ì. Ðàä÷åíêî);

� Ëüâiâñüêîìó ìiñüêîìó ñåìiíàði ç òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó Ëüâiâñü-
êîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iì. Iâàíà Ôðàíêà, 17 ãðóäíÿ 2015 ðî-
êó (êåðiâíèêè ñåìiíàðó � äîêòîðè ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðè
À.À. Êîíäðàòþê, Î.Á. Ñêàñêiâ);

� îá'¹äíàíîìó ñåìiíàði âiääiëó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà òåîði¨ êîëè-
âàíü i âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 18 ñi÷íÿ
2016 ðîêó (êåðiâíèêè ñåìiíàðó � àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè À.Ì. Ñàìîéëåíêî,
äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê À.Ñ. Ðîìàíþê)
Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè âèêëàäåíî ó 23 íà-

óêîâèõ ïóáëiêàöiÿõ [1 � 23], iç ÿêèõ � 1 ìîíîãðàôiÿ [1] i 22 ñòàòòi [2 �
23] ó íàóêîâèõ âèäàííÿõ, âíåñåíèõ äî ïåðåëiêó ôàõîâèõ âèäàíü iç ôiçèêî-
ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, 8 iç ÿêèõ [6, 9, 10, 15, 18, 20, 21, 23] íàäðóêîâàíî ó âè-
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äàííÿõ, âíåñåíèõ äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ áàç.
Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåëiêó

óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, âñòóïó, øåñòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòà-
íèõ äæåðåë, ùî ìiñòèòü 284 íàéìåíóâàííÿ. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü
335 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó.

Îñíîâíèé çìiñò äèñåðòàöi¨

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äàíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè
òà ñôîðìóëüîâàíî âiäîìi ðåçóëüòàòè ùîäî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-
Íiêîëüñüêîãî íà êëàñàõ ôóíêöié äiéñíî¨ òà êîìïëåêñíî¨ çìiííèõ, íàáëèæåííÿ
ðàöiîíàëüíèìè ôóíêöiÿìè, à òàêîæ òåîðié ïðîñòîðiâ Ëåáåãà çi çìiííèì ïî-
êàçíèêîì òà ïðîñòîðiâ Îðëè÷à.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi ðÿäiâ Ôóð'¹ ïî
ñèñòåìàõ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ôiêñîâàíèìè ïîñëiäîâíî-
ñòÿìè ñâî¨õ ïîëþñiâ i ¹ îðòîíîðìîâàíèìè íà äiéñíié îñi, à òàêîæ ðîçâ'ÿçàíî
åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó ïðî îá÷èñëåííÿ âåëè÷èíè íàéêðàùîãî ïîòî÷êîâîãî íà-
áëèæåííÿ ÿäðà Êîøi òà ïîáóäîâàíî íàéêðàùèé iíòåðïîëÿöiéíèé ìåòîä íàá-
ëèæåííÿ.

Íåõàé a := {ak}∞k=0, (Im ak > 0) � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ
÷èñåë, ÿêi ëåæàòü ó âåðõíié ïiâïëîùèíi C+ := {z ∈ C : Im z > 0} . Òîäi

Φ+
0 (z) :=

√
Im a0
z − a0

, Φ+
n (z) :=

√
Im an
z − an

B+
n (z), n = 1, 2, . . . ,

B+
0 (z) := 1, B+

n (z) :=
n−1∏
k=0

χ+
k

z − ak
z − ak

, χ+
k :=

|1 + a2k|
1 + a2k

, n = 1, 2, . . . .

� n -äîáóòîê Áëÿøêå ç íóëÿìè â òî÷êàõ ak, k = 0, 1, ...n− 1 .
Íåõàé äàëi b := {bk}∞k=1, (Im bk < 0) � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñ-

íèõ ÷èñåë, ÿêi ëåæàòü ó íèæíié ïiâïëîùèíi C− := {z ∈ C : Im z < 0} .
Òîäi

Φ−
1 (z) :=

√
− Im b1

z − b1
, Φ−

n (z) :=

√
− Im bn

z − bn
B−
n (z), n = 2, 3, . . . ,

B−
1 (z) := 1, B−

n (z) :=
n−1∏
k=1

χ−
k

z − bk

z − bk
, χ−

k :=
|1 + b2k|
1 + b2k

, n = 2, 3, . . . .

� n -äîáóòîê Áëÿøêå ç íóëÿìè â òî÷êàõ bk, k = 1, 2, ...n− 1 .
Ïîçíà÷èìî òåïåð

Φn(z) =

{
Φ+
n (z), n = 0, 1, 2, . . . ,

Φ−
−n(z), n = −1,−2, . . . .

(1)

Ñèñòåìà (1) ¹ îðòîíîðìîâàíîþ íà äiéñíié îñi R.
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Ââàæàþ÷è, ùî âiäïîâiäíi ÷ëåíè ïîñëiäîâíîñòåé a = {ak}∞k=0 i b = {bk}∞k=1

¹ âçà¹ìî ñïðÿæåíèìè, òîáòî bk = āk−1, (k = 1, 2, . . .), ó ïiäðîçäiëi 2.1 çíàé-
äåíî óìîâè çáiæíîñòi ÷àñòèííèõ ñóì

Sn(f ; a; x) =
n∑

k=−(n+1)

ckΦk(x), ck =
1

π

∫
R
f(x)Φk(x)dx, k = 0,±1,±2, . . . ,

ðÿäó Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f ∈ Lp(R) (p ≥ 1) ïî ñèñòåìi (1).

Òåîðåìà 2.1.1. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü a := {ak}∞k=0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

lim
n→∞

n−1∑
k=0

| Im ak|
1 + |ak|2

= +∞. (2)

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lp(R), 1 < p < ∞, ¨¨ ðÿä Ôóð'¹ çà ñèñòå-
ìîþ (1) çáiãà¹òüñÿ äî öi¹¨ ôóíêöi¨ â ìåòðèöi ïðîñòîðó Lp(R), òîáòî

lim
n→∞

∫
R
|f(x)− Sn(f ; a; x)|pdx = 0, 1 < p <∞.

Ïîçíà÷èìî σn = σn(a) :=
∑n−1

k=0
| Im ak|
1+|ak|2 , ςn = ςn(a) :=

∑n−1
k=0

1
(Im ak)2

.

Òåîðåìà 2.1.2. Íåõàé ôóíêöiÿ f ∈ L1(R) i ìà¹ îáìåæåíó âàðiàöiþ íà R .
Íåõàé äàëi ïîñëiäîâíiñòü a := {ak}∞k=0 íå ìà¹ ãðàíè÷íèõ òî÷îê íà äiéñíié
îñi R, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2) i ðiâíîìiðíî ïî n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíî-
øåííÿ ςn/σn ≤ const.

Òîäi â êîæíié òî÷öi x0 ∈ R ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
n→∞

Sn(f ; a; x0) =
f(x0 − 0) + f(x0 + 0)

2
. (3)

Òåîðåìà 2.1.3. Íåõàé ôóíêöiÿ f ∈ L1(R) i â òî÷öi x0 iñíóþòü
ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ f(x0 − 0) i f(x0 + 0) . Òîäi ÿêùî iñíóþòü iíòåãðàëè∫ δ
0
f(x0±y)−f(x0±0)

y dy, a ïîñëiäîâíiñòü a := {ak}∞k=0 çàäîâîëüíÿ¹ âñiì óìîâàì
òåîðåìè 2.1.2, òî â êîæíié òî÷öi x0 ∈ R ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (3).

Íåõàé Hp = Hp(C+) , p ≥ 1, � ïðîñòið Ãàðäi, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié
f, ãîëîìîðôíèõ ó âåðõíié ïiâïëîùèíi C+ := {z ∈ C : Im z > 0} , äëÿ ÿêèõ

∥f∥Hp
:= sup

y>0

(
1

π

∫ ∞

−∞
|f(x+ iy)|pdx

)1/p

<∞.

Âiäîìî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ f ç ïðîñòîðó Hp ìà¹ ìàéæå ñêðiçü íà äiéñ-
íié îñi R = ∂C+ íåäîòè÷íi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ (çà ÿêèìè çàëèøèìî òå ñàìå
ïîçíà÷åííÿ f ), ÿêi íàëåæàòü ïðîñòîðó Lp(R), ïðè÷îìó

∥f∥Hp
= ∥f∥p :=

(
1

π

∫ ∞

−∞
|f(t)|pdt

)1/p

.
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ßäðîì Êîøi äëÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ
C : C2 → C , âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

C(t, z) := −1

2i(t− z)
, t, z ∈ C, t ̸= z.

Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞ , n ∈ Z+ i B+
n � n -äîáóòîê Áëÿøêå ñèñòåìè Φ+ .

Îçíà÷èìî ôóíêöiþ Cp,n,Φ ïðàâèëîì

Cn,p,Φ(ζ, z) := (i/2)2/p (Im z)1−2/pB+
n (ζ)B

+
n (z)

(ζ − z)2/p

|ζ − z|2
.

Íàñëiäîê 2.2.2. Íåõàé Φ+ ∈ TM(C+) . ßêùî ôóíêöiÿ f ∈ Hp(C+),
2 ≤ p <∞, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ Z+ ñïðàâäæó¹òüñÿ ôîðìóëà

f(z) =
n−1∑
k=0

λk,n,p(z)f̂(k)Φ
+
k (z) + ⟨f, Cn,p,Φ(·, z)⟩ ∀ z ∈ C+,

λk,n,p(z) = 1− 1

Φ+
k (z)

⟨Φ+
k , Cn,p,Φ(·, z)⟩, k = 0, n− 1. (4)

Ïîêëàäåìî

An,p :=
{
f ∈ Hp(C+) : ⟨f,Φ+

k ⟩ = 0, k = 0, n
}
, n ∈ Z+.

A⊥
n,p := {g ∈ Lq(R) : ⟨f, g⟩ = 0 ∀f ∈ An,p} , 1/p+ 1/q = 1,

Òåîðåìà 2.2.3. Íåõàé 2 ≤ p < ∞, n ∈ Z+, Φ+ ∈ TM(C+) i B+
n �

n -äîáóòîê Áëÿøêå ñèñòåìè Φ+. Òîäi äëÿ êîæíîãî z ∈ C+ ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

E
(
z,A⊥

n,p

)
:= inf

g∈A⊥
n,p

∥C(z, ·)− g(·)∥q =
|B+

n (z)|
(4 Im z)1/p

,

à åëåìåíòîì íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ç ïiäïðîñòîðó A⊥
n,p ¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ

gz(t) = C(t, z)− Cn,p,Φ(t, z).
Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð Un,p,Φ , âèçíà÷åíèé íà Hp(C+) ôîðìóëîþ

Un,p,Φ(f) :=
n−1∑
k=0

f̂(k)λk,n,pΦ
+
k ,

äå âåëè÷èíè λk,n,p(z) âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ (4).
Îïåðàòîð Un,p,Φ ïîðîäæó¹ íàéêðàùèé ëiíiéíèé ìåòîä íàáëèæåííÿ â òàêî-

ìó ðîçóìiííi. Íåõàé Ip(an) � ìíîæèíà ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ In , âèçíà÷åíèõ
íà Hp(C+) ïðàâèëîì In(f)(z) =

∑n−1
j=0 f(aj)φj(z), äå φj � äîâiëüíi ôóíêöi¨,

âèçíà÷åíi òà íåïåðåðâíi â C+. Íåõàé äàëi

e(an, p, z) := inf {max {|f(z)− In(f)(z)| : f ∈ Hp, ∥f∥p ≤ 1} : In ∈ Ip(an)}
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� íàéêðàùå íàáëèæåííÿ â òî÷öi z ∈ C+ îäèíè÷íî¨ êóëi ïðîñòîðó Ãàðäi
Hp(C+) îáðàçàìè îïåðàòîðiâ In .

Òåîðåìà 2.2.4. Íåõàé 2 ≤ p < ∞ , a = {ak}∞k=0 � ïîñëiäîâíiñòü ðiçíèõ
òî÷îê ak ∈ C+ i Φ+ ∈ TM(C+) . Òîäi Un,p,Φ ∈ Ip(an) i â êîæíié òî÷öi
z ∈ C+ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

e(an, p, z) = max{|f(z)− Un,p,Φ(f)(z)| : f ∈ Hp, ∥f∥p ≤ 1} =
|B+

n (z)|
(4 Im z)1/p

.

Òðåòié ðîçäië äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ïðèñâÿ÷åíî ðîçâ'ÿçàííþ çàäà÷i
Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî íà êëàñàõ ôóíêöié äiéñíî¨ òà êîìïëåêñíî¨ çìií-
íèõ, à òàêîæ äîñëiäæåííþ ïèòàíü íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöié ïðîñòîðó
Ãàðäi â îäèíè÷íîìó êðóçi.

Íåõàé f � 2π -ïåðiîäè÷íà iíòåãðîâàíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ (f ∈ L) i

S[f ] =
a0
2
+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) ≡
∞∑
k=0

Ak(f ;x)

� ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f . Íåõàé äàëi ψ(k) = (ψ1;ψ2) � ïàðà äîâiëüíèõ ÷èñ-
ëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé ψ1(k) i ψ2(k), k = 1, 2, . . . . ßêùî ðÿä

A+
∞∑
k=1

(ψ1(k)Ak(f, x) + ψ2(k)Ãk(f, x)),

äå A � äåÿêå ÷èñëî, Ãk(f, x) = ak sin kx− bk cos kx, äëÿ ôóíêöi¨ f i ïàðè ψ

¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ F ∈ L, òî, íàñëiäóþ÷è Î.I. Ñòåïàíöÿ, ôóíêöiþ
F íàçèâàþòü ψ -iíòåãðàëîì ôóíêöi¨ f i ïîçíà÷àþòü F = J ψ(f). Ôóíêöiþ f
ïðè öüîìó íàçèâàþòü ψ -ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ F i âèêîðèñòîâóþòü ïîçíà÷åííÿ
f = Fψ. Ìíîæèíó ψ -iíòåãðàëiâ óñiõ ôóíêöié iç L ïîçíà÷àþòü Lψ. ßêùî
N ⊂ L, òî ÷åðåç LψN ïîçíà÷àþòü ìíîæèíè ψ -iíòåãðàëiâ ôóíêöié iç N.

Íåõàé

S0
1 = {φ ∈ L : ∥φ∥1 :=

∫ π

−π
|φ(t)| dt ≤ 1, φ ⊥ 1}

i ω(t) � äîâiëüíèé ôiêñîâàíèé ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi. Òîäi Lψ1 := LψS0
1 , à

÷åðåç LψH0
ω1

ïîçíà÷àþòü ìíîæèíó ψ -iíòåãðàëiâ ôóíêöié iç

H0
ω1

:= {φ ∈ L : ||φ(·+ t)− φ(·)||1 ≤ ω(t), φ ⊥ 1}.

Ìíîæèíó âñiõ íåïåðåðâíèõ îïóêëèõ ïðè t ≥ 1 ôóíêöié ψ(t), ÿêi çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâó limt→∞ ψ(t) = 0, ïîçíà÷àòèìåìî M, à ÷åðåç M′ � ïiäìíîæèíó
ôóíêöié ψ ∈ M, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∫∞
1 ψ(t)/t dt <∞.

Íåõàé
ρn,p(f ;x) := f(x)− Vn,p(f ;x)
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äå Vn,p(f ;x) := 1
p

n−1∑
k=n−p

k∑
i=0

Ai(f, x) � ñóìè Âàëëå Ïóññåíà. Ïîêëàäåìî

η(t) = η(ψ; t) = ψ−1
(1
2
ψ(t)

)
, µ(t) = µ(ψ; t) :=

t

η(t)− t
, t ≥ 1;

M0 := {ψ : ψ ∈ M, 0 < µ(ψ; t) ≤ K <∞}, K = K(ψ) = const.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïiäðîçäiëó 3.1 ìiñòèòüñÿ â òàêîìó òâåðäæåííi.

Òåîðåìà 3.1.1. Íåõàé ±ψ1 ∈ M0, ±ψ2 ∈ M′
0 := M0 ∩ M′ i

0 ≤ limn→∞ p/n < 1 . Òîäi ïðè n→ ∞

E(Lψ∞;Vn,p)1 := sup
f∈Lψ1

∥ρn,p(f ; ·)∥1 =
2

π

∫ ∞

n

|ψ2(v)|
v

dv+
4

π2
ψ(n) ln

n

p
+O(1)ψ(n),

E(LψH0
ω1
;Vn,p)1 := sup

f∈LψH0
ω1

∥ρn,p(f ; ·)∥1 = θω1

[1
π
|
∫ 1

0

ω(
2t

n
)

∫ ∞

1

ψ2(nv) sin vt dv dt|+

+
2

π2
ψ(n) ln

n

p

∫ π/2

0

ω(
2t

n
) sin t dt

]
+O(1)ψ(n)ω(

1

n
), ψ(n) :=

√
ψ2
1(n) + ψ2

2(n),

äå θω1
∈ [12 ; 1] , ïðè÷îìó θω1

= 1 , ÿêùî ω(t) � îïóêëèé ìîäóëü íåïåðåðâíî-
ñòi, O(1) � âåëè÷èíè, ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ïî n i p.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ïiäðîçäiëó 3.2 ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.2.1. Íåõàé K∞ � êëàñ àíàëiòè÷íèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi D
ôóíêöié f , ùî çîáðàæóþòüñÿ iíòåãðàëàìè òèïó Êîøi

f(z) =
1

2πi

∫
T

φ(w)

1− wz

dw

w
, z ∈ D,

çi ùiëüíîñòÿìè φ , äëÿ ÿêèõ ess supw∈T |φ(w)| ≤ 1.
Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ p, n ∈ N, p ≤ n, i z ∈ D âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Rn,p(K∞; z) := sup
f∈K∞

|f(z)− Vn,p(f)(z)| =
2

πp
|z|n−p+11− |z|2p

1− |z|2
K(|z|p),

äå K(ρ) :=
∫ π/2
0

dt√
1−ρ2 sin2 t

� ïîâíèé åëiïòè÷íèé iíòåãðàë ïåðøîãî ðîäó.

ßêùî

ψ1(k) = ψ(k) cos
βπ

2
, ψ2(k) = ψ(k) sin

βπ

2
, β ∈ R,

òî ïîíÿòòÿ ψ -ïîõiäíî¨ çáiãà¹òüñÿ ç ïîíÿòòÿì (ψ; β) -ïîõiäíî¨, à äëÿ êëàñiâ
Lψ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîçíà÷åííÿ Lψβ . ×åðåç Cψ

β ïîçíà÷àþòü ïiäìíîæèíó

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié iç Lψβ . Óçÿâøè â ðîëi N îäèíè÷íi êóëi ïðîñòîðiâ
Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ :

U 0
p = {φ ∈ L0

p : ∥φ∥p 6 1}, 1 6 p 6 ∞.



15

ïîêëàäàòèìåìî Cψ
βU

0
p = Cψ

β,p.
Íåõàé Dq � ìíîæèíà ïîñëiäîâíîñòåé ψ(k) > 0, k ∈ N, ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó

lim
k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= q, q ∈ [0; 1).

Êîæíié ôóíêöi¨ f iç êëàñó LψβN ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü òðèãîíîìåò-
ðè÷íi ïîëiíîìè U∗

n−1(f ;x) = U∗
n−1(ψ; β; f ;x) âèãëÿäó

U ∗
n−1(f ;x) = A0 +

n−1∑
k=1

{
λ
(n)
k (ak cos kx+ bk sin kx) + ν

(n)
k (ak sin kx− bk cos kx)

}
,

äå ak = ak(f
ψ
β ) , bk = bk(f

ψ
β ) , k = 1, 2, ... � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ fψβ ,

à ÷èñëà λ
(n)
k = λ

(n)
k (ψ; β) i ν(n)k = ν

(n)
k (ψ; β) , k = 1, ..., n − 1, n ∈ N îçíà÷åíî

ðiâíîñòÿìè

λ
(n)
k = (ψ(k)− ψ(2n− k)− ψ(2n+ k)) cos

βπ

2
, k = 1, n− 1;

ν
(n)
k = (ψ(k)− ψ(2n− k) + ψ(2n+ k)) sin

βπ

2
, k = 1, n− 1.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ïiäðîçäiëó 3.3 ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.3.1. Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞, ψ ∈ Dq, 0 < q < 1, β ∈ R i n ∈ N.
Òîäi ïðè n→ ∞ âèêîíó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü

E(Cψ
β,p;U

∗
n−1)C := sup

f∈Lψβ,p

max
x∈[0;2π]

|f(x)− U ∗
n−1(f, x)| =

= ψ(n)
(21/p∥ cos t∥p′

π1+1/p′
Mq,p′ +O(1)

( q

n(1− q)σ(p′)
+

εn
(1− q)2

))
,

äå

Mq,p′ =
1− q2

2

∥∥∥ 1

1− 2q cos t+ q2

∥∥∥
p′
, p′ =

p

p− 1
,

σ(p) =

{
1, p = ∞,

2, 1 ≤ p <∞;
εn = sup

k≥n

∣∣∣ψ(k + 1)

ψ(k)
− q

∣∣∣,
à O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ïî n, q, ψ, p i β.

Íåõàé {ak}∞k=0 � ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ak ∈ C ,
ak ∈ D = {z ∈ C : |z| < 1} , ïðè÷îìó ak = 0 ïðè k = 0 , k ≥ n + 1 .
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìè ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié

φ0(z) =
1√
2π
, φk(z) =

√
1− |ak|2

2π
· 1

1− akz
·
k−1∏
j=0

z − aj
1− ajz

, k ∈ N; (5)
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ρ0(t) =
1√
2π
, ρk(t) =

√
2Re φk(e

it), τk(t) =
√
2Im φk(e

it), k ∈ N, (6)

Ñèñòåìè (5) i (6) ¹ îðòîíîðìîâàíèìè íà îäèíè÷íîìó êîëi é íà âiäðiçêó
[0; 2π] âiäïîâiäíî.

Ðîçãëÿíåìî êëàñ 2π -ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi ìîæóòü áóòè ïîäàíèìè ó
âèãëÿäi çãîðòêè

f(x) = A0 +

∫ 2π

0

g(t)
∞∑
k=1

ψ(k)[ρk(x)ρk(t) + τk(x)τk(t)] dt, g ∈ Lp, (7)

äå ψ(k) � äîâiëüíà íåçðîñòàþ÷à íóëü-ïîñëiäîâíiñòü, Lp = Lp(0; 2π] , p ≥ 1 �
ïðîñòîðè Ëåáåãà âèìiðíèõ 2π -ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié g, ÿêi ìàþòü ñêií÷åííó
íîðìó

∥f∥Lp = ∥f∥p :=

{
(
∫ 2π

0 |g(x)|pdx)1/p, 1 ≤ p <∞,
ess supx∈[0;2π] |g(x)|, p = ∞.

×åðåç Θp ïîçíà÷èìî ìíîæèíó ïîñëiäîâíîñòåé ψ(n), êîæíà ç ÿêèõ çàäî-
âîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

1) ψ(n), n = 1, 2, . . . , ìîíîòîííî íå çðîñòà¹;
2) çíàéäåòüñÿ ÷èñëî ε > 0 i äîäàòíà ñòàëà C òàêi, ùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ

k1 > k2 ≥ 1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü k
1
p+ε

1 ψ(k1) ≤ Ck
1
p+ε

2 ψ(k2).
Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïiäðîçäiëó 3.4 ìiñòèòüñÿ â òàêîìó òâåðäæåííi.

Òåîðåìà 3.4.1.Íåõàé g ∈ Lp , 1 ≤ p <∞ i ψ ∈ Θp. Òîäi çãîðòêà âèãëÿäó
(7) ¹ íåïåðåðâíîþ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ òà âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Rn(f) := inf
αk,βk

sup
x∈[0;2π]

∣∣∣f(x)− ( n∑
k=0

αkρk(x) +
n∑
k=1

βkτk(x)
)∣∣∣ ≤ Cψ(n)n1/p,

ak ∈ D, k = 1, 2, . . . , n � íàáið ÷èñåë, ÿêi âèçíà÷àþòü ñèñòåìó (5), à αk, βk
� äiéñíi êîåôiöi¹íòè.

Íåõàé Hp � ïðîñòið Ãàðäi ãîëîìîðôíèõ ó êðóçi D := {z ∈ C : |z| < 1}
ôóíêöié f iç íîðìîþ

∥f∥p :=


sup
0<ϱ<1

(∫ 2π

0 |f(ϱeit)|p dt2π
)1/p

, 1 ≤ p <∞,

sup
z∈D

|f(z)|, p = ∞,

i íåõàé UHp � îäèíè÷íà êóëÿ â Hp .
Çàôiêñó¹ìî ÷èñëà r, s ∈ Z, s ̸= 0, é ðîçãëÿíåìî ïåðåòâîðåííÿ Wr,s(f) ÿê

ëiíiéíèé îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé íà ìíîæèíi âñiõ ãîëîìîðôíèõ ó D ôóíêöié
ïðàâèëîì

Wr,s(f)(z) =
∞∑
j=0

f̂js+rz
j, r, s ∈ Z, s ̸= 0,
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äå ïðè js+ r < 0 ïîêëàäà¹ìî f̂js+r = 0 .
Äiþ îïåðàòîðà Wr,s íà ãîëîìîðôíó ôóíêöiþ, çàïîçè÷óþ÷è òåðìiíîëîãiþ

ç àíàëiòè÷íî¨ òåîði¨ ÷èñåë, ïðèðîäíî íàçâàòè ïðîñiþâàííÿì êîåôiöi¹íòiâ ¨¨
ðÿäó Òåéëîðà, à ñàì îïåðàòîð � ðåøåòîì ïîðÿäêó r iç ðîçìiðîì âi÷êà s .

Íîðìîþ îïåðàòîðà Wr,s , ÿê îïåðàòîðà, ùî äi¹ ç Hp â Hp , ¹ ÷èñëî

∥Wr,s∥Hp
:= sup{∥Wr,s(f)∥p : f ∈ UHp}.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïiäðîçäiëó 3.5 ìiñòèòüñÿ â òàêîìó òâåðäæåííi.

Òåîðåìà 3.5.2. Íåõàé r ∈ Z+ i s ∈ N . Òîäi:
1) äëÿ òîãî, ùîá ∥Wr,s∥H∞ = 1 , íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá s ≥ r + 1 ;
2) ÿêùî s ≥ r + 1 , òî ∥Wr,s∥Hp

= 1 äëÿ áóäü-ÿêèõ p ≥ 1 .
Òåîðåìó 3.5.2 áóëî çàñòîñîâàíî äî çíàõîäæåííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü.

Òåîðåìà 3.5.3. Íåõàé f ∈ Hp , 1 ≤ p ≤ ∞ . Òîäi

En(f)p ≥ sup
{
∥Wr,s(f)∥p : r ≥ n, s ≥ r + 1

}
, n ∈ N. (8)

Ïðè äàíîìó n ∈ N â (8) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü, ÿêùî

zr
∗Wr∗,s∗(f)(z

s∗) = f(z)− Sn−1(f)(z), z ∈ D,

äå r∗ , s∗ � ôiêñîâàíi, r∗ ≥ n, s∗ ≥ r∗ + 1 . Ïðè öüîìó ñóïðåìóì ó ïðàâié
÷àñòèíi äîñÿãà¹òüñÿ ïðè r = r∗ i s = s∗ , à En(f)p = ∥f − Sn(f)∥p.
×åòâåðòèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî ðîçâ'ÿçàííþ çàäà÷i

Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî íà êëàñàõ ôóíêöié, ëîêàëüíî iíòåãðîâíèõ çà
Ëåáåãîì íà äiéñíié îñi, ÿêi áóëè çàïðîâàäæåíi Î.I. Ñòåïàíöåì ó òàêèé ñïîñiá.

Íåõàé L̂p, p ≥ 1 � ìíîæèíà ôóíêöié φ, çàäàíèõ íà äiéñíié îñi R (i íå
îáîâ'ÿçêîâî ïåðiîäè÷íèõ), ÿêi ìàþòü ñêií÷åííó íîðìó

∥φ∥p̂ =

 supa∈R(
a+2π∫
a

|φ(t)|p dt)1/p, p ∈ [1;∞),

ess supt∈R |φ(t)|, p = ∞.

ßêùî òåïåð ψ(v) � ôóíêöiÿ, íåïåðåðâíà ïðè âñiõ v ≥ 0, i β � ôiêñîâàíå
äiéñíå ÷èñëî, äëÿ ÿêèõ ìàéæå ïðè âñiõ t ∈ R iñíó¹ ïåðåòâîðåííÿ

ψ̂(t) = ψ̂β(t) =
1

π

∫ ∞

0

ψ(v) cos (vt+
βπ

2
) dv, (9)

òî ÷åðåç L̂ψβ ïîçíà÷à¹òüñÿ ìíîæèíà ôóíêöié f ∈ L̂1, ÿêi ìàéæå ïðè âñiõ
x ∈ R ìîæíà ïîäàòè ðiâíiñòþ

f(x) = A0 +

∫ ∞

−∞
φ(x+ t)ψ̂(t) dt, (10)
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äå A0 � äåÿêà ñòàëà, φ ∈ L̂1, a iíòåãðàë ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ãðàíèöÿ iíòåãðàëiâ
ïî ñèìåòðè÷íèõ ïðîìiæêàõ, ùî ðîçøèðþþòüñÿ. ßêùî f ∈ L̂ψβ i ïðè öüîìó

φ ∈ N, äå N � äåÿêà ïiäìíîæèíà ç L̂1, òî ïîêëàäàþòü f ∈ L̂ψβN . Ôóíêöiþ

φ ó çîáðàæåííi (10) íàçèâàþòü (ψ; β) -ïîõiäíîþ f i ïîçíà÷àþòü φ = fψβ .

Ó ðîëi àãðåãàòiâ íàáëèæåííÿ äëÿ ôóíêöié f ∈ L̂ψβN áóäåìî âèêîðèñòîâó-
âàòè îïåðàòîðè âèãëÿäó

Vσ,c(f ; x) = A0 +

∫ ∞

−∞
fψβ (x+ t)(ψ̂λσ,c)(t; β) dt, λσ,c(v) =


1, 0 ≤ v ≤ c,
σ−v
σ−c , c ≤ v ≤ σ,
0, v ≥ σ,

äå (ψ̂λσ,c)(t; β) ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó (9) ôóíêöi¨ ψ(v)λσ,c(v) i c ∈ [0;σ).
Ó âèïàäêó, ÿêùî

ψ(v) = ψα(v) :=

{
ψ1(v), v ∈ [0; 1],
e−αv, v > 1,

äå α > 0 � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, ψ1(v) � äåÿêà àáñîëþòíî íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ, ùî ìà¹ ïîõiäíó ψ′

1(v) îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà âiäðiçêó [0; 1] , i òàêà, ùî
ψ1(0) sin

βπ
2 = 0 i ψ1(1) = e−α, ìíîæèíè L̂ψαβ ïîçíà÷àþòüñÿ L̂αβ (fψαβ := fαβ ).

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïiäðîçäiëó 4.1 ìiñòèòüñÿ â òàêîìó òâåðäæåííi.

Òåîðåìà 4.1.1. Íåõàé f ∈ L̂αβL̂p, α > 0, β ∈ R, p ∈ [1;∞] . Òîäi ïðè
σ → ∞ ñïðàâäæó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà íåðiâíiñòü

∥f − Vσ,c(f)∥p̂ ≤
e−αc

σ − c
[
4

π2
Jσ,c(α) +O(1)(

1 + α

α2 c
)]Ec(f

α
β )p̂,

äå Jσ,c(α) :=
∫∞
0

√
1−2e−α(σ−c) cos(σ−c)t+e−2α(σ−c)

α2+t2 dt, Ec(f
α
β )p̂ � íàéêðàùå íàáëè-

æåííÿ â ïðîñòîði L̂p ôóíêöi¨ fαβ çà äîïîìîãîþ öiëèõ ôóíêöié åêñïîíåíöié-
íîãî òèïó, ùî íå ïåðåâèùó¹ c , a O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà
ïî α, β, σ, c, p i f .

Ïîçíà÷èìî Ŝp = {f ∈ L̂p : ∥f∥p̂ ≤ 1} i L̂αβŜp := L̂αβ,p.

Íàñëiäîê 4.1.2. Íåõàé âèêîíàíî âñi óìîâè òåîðåìè 4.1.1 i
limσ→∞ c(σ) = limσ→∞ (σ − c(σ)) = ∞. Òîäi ïðè σ → ∞ ñïðàâäæó¹òüñÿ
àñèìïòîòè÷íà íåðiâíiñòü

E(L̂αβ,p;Vσ,c)p̂ := sup
f∈L̂αβ,p

∥f − Vσ,c(f)∥p̂ ≤
e−αc

σ − c

[ 2

πα
+O(1)

(1 + α

α2 c

)]
,

ÿêà ïðè p = ∞ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü.
Êîæíó ôóíêöiþ ψ ∈ M ïðîäîâæèìî íà ïðîìiæîê [0; 1) òàê, ùîá îòðèìà-

íà ôóíêöiÿ (ÿêó, ÿê i ðàíiøå, áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç ψ(·) ) áóëà íåïåðåðâíîþ
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ïðè âñiõ v ≥ 0, ψ(0) = 0 i ¨ ¨ ïîõiäíà ψ′(v) = ψ′(v+0) ìàëà îáìåæåíó âàðià-
öiþ íà ïðîìiæêó [0;∞). Ìíîæèíó òàêèõ ôóíêöié ïîçíà÷èìî ÷åðåç A. Íåõàé
äàëi A∗ � ïiäìíîæèíà ôóíêöié ψ ∈ A, ó ÿêèõ, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî v0, iñ-
íó¹ ñêií÷åííà ïîõiäíà äðóãîãî ïîðÿäêó ψ′′(v). Òîäi ïîêëàäåìî

Dα := {ψ ∈ A∗ : lim
v→∞

ψ′′(v)

ψ′(v)
= −α, α > 0}.

Íàñëiäîê 4.2.2. Íåõàé ψ ∈ Dα, 1 ≤ p ≤ ∞, β ∈ R i
limσ→∞ c(σ) = limσ→∞ (σ − c(σ)) = ∞. Òîäi ïðè σ → ∞ ìà¹ ìiñöå àñèìï-
òîòè÷íà íåðiâíiñòü

E(L̂ψβ,p;Vσ,c)p̂ := sup
f∈L̂ψβ,p

∥f − Vσ,c(f)∥p̂ ≤
ψ(c)

σ − c

[ 2

πα
+O(1)

(α + 1

α2 c
+
α2 + 1

α3
εc

)]
,

εc= max{ε(1)c , ε(2)c }, ε(1)c = supt≥c |
ψ′(t)
ψ(t) + α|, ε(2)c = supt≥c |

ψ′′(t)
ψ(t) − α2|, ÿêà ïðè

p = ∞ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü.
Íåõàé

F ∗
σ (f ; x)=A0+

∫
R
fψβ (x+t)(ψ̂λσ)(t; β)dt, λσ(v)=


1, 0 ≤ v ≤ σ − 1,
1− (v−σ+1)ψ(σ)

ψ(v) , σ − 1 ≤ v ≤ σ,

0, σ ≤ v.

äå (ψ̂λσ)(t; β) ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó (9) ôóíêöi¨ ψ(v)λσ(v).

Íàñëiäîê 4.3.2. Äëÿ äîâiëüíîãî êëàñó L̂ψβ,p, ψ ∈ Dα, β ∈ R, p ∈ [1;∞)
ïðè σ → ∞ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

E(L̂ψβ,p;F
∗
σ )p̂ ≤

4ψ(σ)

π2
(I(α) +O(1)[

α + 1

ασ
+

2α2 + α+ 2

α(α− εσ)
εσ]),

ÿêå ïðè p = ∞ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü.
Íåõàé ψj(v), j = 1, 2, � ôóíêöi¨, çàäàíi é íåïåðåðâíi ïðè v ≥ 0, ψ1+(v)

i ψ2−(v), v ∈ (−∞;∞) � ¨õ ïàðíå é íåïàðíå ïðîäîâæåííÿ, âiäïîâiäíî, i
äëÿ ôóíêöi¨ ψ(v) := ψ1+(v) + iψ2−(v) ìàéæå â êîæíié òî÷öi t ∈ R iñíó¹
ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

ψ̂(t) := ψ̂1+(t) + iψ̂2−(t), ψ̂(t) =
1

2π

∫
R
ψ(v)e−ivtdv.

×åðåç L̂ψ ïîçíà÷àþòü ìíîæèíè ôóíêöié f ∈ L̂1 , ÿêi ìàéæå äëÿ âñiõ x
ìîæíà ïîäàòè çãîðòêîþ:

f(x) = A0 +

∫
R
φ(x+ t)ψ̂(t) dt := A0 + φ∗ψ̂ (x), φ ∈ L̂1,
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äå A0 � äåÿêà ñòàëà, à iíòåãðàë ðîçóìi¹ìî â ñåíñi ãîëîâíîãî çíà÷åííÿ. ßêùî
f ∈ L̂ψ i φ ∈ Ŝ1, òî ââàæàþòü f ∈ L̂ψŜ1 = L̂ψ1 . Ó ðîëi àãðåãàòiâ íàáëèæåííÿ
äëÿ ôóíêöié f ∈ L̂ψ âèêîðèñòîâóþòüñÿ îïåðàòîðè âèãëÿäó

Vσ,c(f ;x) = A0 + fψ∗λ̂σ,cψ (x), λσ,c(t) =


1, 0 ≤ |t| ≤ c

σ ,
(1−|t|)
σ−c σ,

c
σ ≤ |t| ≤ 1,

0, 1 ≤ |t|.

Íåõàé A0 i A′
0 � ïiäìíîæèíè ç A, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç åëåìåíòiâ, çâóæåííÿ

ÿêèõ íà ïðîìiæîê [1;∞) íàëåæàòü äî M0, à ÷èñëà c = c(σ) < σ âèáðàíi
òàê, ùî ãðàíèöÿ limσ→∞ (σ − c)/σ iñíó¹, äîðiâíþ¹ Θ i 0 ≤ Θ < 1. Îñíîâíèé
ðåçóëüòàò ïiäðîçäiëó 4.4 ìiñòèòüñÿ â òàêîìó òâåðäæåííi.

Òåîðåìà 4.3.2. Íåõàé ψ1 ∈ A0, ψ2 ∈ A′
0 i 0 ≤ Θ < 1. Òîäi ïðè σ → ∞

E(L̂ψ1 ;Vσ,c) := sup
f∈L̂ψ1

∥f−Vσ,c(f)∥1̂=
2

π

∫ ∞

σ

ψ2(t)

t
dt+

4

π2
|ψ(σ)| ln σ

σ − c
+O(1)|ψ(σ)|,

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî σ .
Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ çíàéäåíî óìîâè âêëàäåííÿ, à òàêîæ îò-

ðèìàíî ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ íà ìíîæèíàõ ψ -
äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì òà ïðî-
ñòîðàõ Îðëè÷à.

Íåõàé p = p(x) � 2π -ïåðiîäè÷íà âèìiðíà é iñòîòíî îáìåæåíà ôóíêöiÿ
(p := ess infx |p(x)| ≥ 1 i p̄ := ess supx |p(x)| <∞, ) i Lp(·) � ïðîñòið âèìiðíèõ
2π -ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié f(x), ÿêi ìàþòü ñêií÷åííó íîðìó

∥f∥p(·) := inf
{
α > 0 :

∫ π

−π

∣∣∣f(x)
α

∣∣∣p(x) dx ≤ 1
}
.

Ó ïîäàëüøîìó ââàæàòèìåìî, ùî ïîêàçíèê iíòåãðîâàíîñòi p = p(x) çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó Äiíi-Ëiïøèöÿ ïîðÿäêó γ, òîáòî:

sup
x1,x2∈[−π;π]

{
|p(x1)− p(x2)| : |x1 − x2| ≤ δ

}
( ln

1

δ
)
γ ≤ K, 0 < δ < 1. (11)

Ìíîæèíó 2π -ïåðiîäè÷íèõ ïîêàçíèêiâ p = p(x) > 1, p̄ <∞, ÿêi íà ïåðiîäi
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (11), ïîçíà÷èìî Pγ, à ÷åðåç LψLp(·) � ìíîæèíè ψ -
iíòåãðàëiâ ôóíêöié iç ïðîñòîðiâ Lp(·).

Ââàæàòèìåìî, ùî ïàðà ψ = (ψ1;ψ2) ñèñòåì ÷èñåë ψ1(k) i ψ2(k),
k = 0, 1, 2, . . . , ψ1(0) = 1, ψ2(0) = 0 íàëåæèòü ìíîæèíi Υα, α ≥ 0, ÿê-
ùî ñêií÷åííèìè ¹ âåëè÷èíè:

ςα(ψi) := sup
k∈N

|ψi(k)|kα, σα(ψi) := sup
m∈N

2m+1∑
k=2m

|ψi(k+1)(k+1)α−ψi(k)kα|, i = 1, 2.



21

Òåîðåìà 5.1.2. ßêùî ψ ∈ Υ0, p, s ∈ Pγ i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
s(x) ≤ p(x), x ∈ [0; 2π], òî LψLp(·) ⊂ Ls(·).

Òåîðåìà 5.1.4. Íåõàé ψ ∈ Υα, äå α = 1/p−1/s, p, s ∈ Pγ i âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü p(x) ≤ s(x), x ∈ [0; 2π]. Òîäi LψLp(·) ⊂ Ls(·).

ßê íàñëiäêè ç òåîðåì 5.1.2 i 5.1.4 îòðèìàíî óìîâè âêëàäåííÿ ìíîæèí
LψβL

p(·) òà W r
βL

p(·) â Ls(·).
Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó α ≥ 0 ÷åðåç Υα,n ïîçíà÷èìî ïiäìíîæèíó ïàð

ψ = (ψ1;ψ2) ç Υα òàêèõ, ùî äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

ςα(ψi;n) = sup
k

|ψi,n(k)|kα ≤ Cνi(n)n
α, i = 1, 2,

σα(ψi;n) = sup
m∈N

2m+1∑
k=2m

|ψi,n(k + 1)(k + 1)α − ψi,n(k)k
α| ≤ Cνi(n)n

α, i = 1, 2,

ψi,n(k) :=

{
0, k < n,
ψi(k), k ≥ n;

νi(n) = ν(ψi;n) := sup
k≥n

|ψi(k)|, i = 1, 2;

à ÷åðåç Υ∗
α ïiäìíîæèíó ïàð ψ = (ψ1;ψ2) ç Υα òàêèõ, ùî ÷èñëà

|ψi(k)|kα, i = 1, 2, α ≥ 0, k ∈ N íå çðîñòàþòü.
Íåõàé

En(f)p(·) := inf {∥f − tn−1∥p(·) : tn−1 ∈ T2n−1},
� íàéêðàùå íàáëèæåííÿ â ïðîñòîði Lp(·) ôóíêöi¨ f çà äîïîìîãîþ ïiäïðî-
ñòîðó T2n−1 òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ïîðÿäêó, íå âèùîãî çà n − 1, i
Sn−1(f ;x) =

∑n−1
k=0 Ak(f ; x) � ÷àñòèííi ñóìè Ôóð'¹ ïîðÿäêó n ôóíêöi¨ f.

Ïîêëàäåìî Lψp(·) := LψUp(·), äå Up(·) := {φ ∈ Lp(·) : ∥φ∥p(·) ≤ 1} � îäèíè÷íà

êóëÿ ïðîñòîðó Lp(·).
Îäíèì ç îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ïiäðîçäiëó 5.2 ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.2.3. Íåõàé ïîêàçíèêè p, s ∈ Pγ íà ïåðiîäi x ∈ [0; 2π]
ïîâ'ÿçàíi îäíèì çi ñïiââiäíîøåíü p(x) < s(x) àáî p(x) ≥ s(x), i ïàðà
ψ = (ψ1;ψ2) íàëåæèòü äî ìíîæèíè Υα,n, äå α = 0, ÿêùî p(x) ≥ s(x),
i α = 1/p− 1/s, ÿêùî p(x) < s(x). Òîäi

En(L
ψ
p(·))s(·) ≤ E(Lψp(·);Sn)s(·) ≤ Cp,sν(n)n

α, (12)

Çîêðåìà, ÿêùî ïàðà ψ = (ψ1;ψ2) íàëåæèòü ìíîæèíi Υ∗
α , òî

En(L
ψ
p(·))s(·) ≤ E(Lψp(·);Sn)s(·) ≤ Cp,sψ(n)n

α, (13)

En(L
ψ
p(·))s(·) := sup

f∈Lψp(·)

En(f)s(·), E(Lψp(·);Sn)s(·) := sup
f∈Lψp(·)

∥f − Sn(f)∥s(·).

Ïîêàçàíî òàêîæ, ùî ó âèïàäêó, êîëè α = 0 (òîáòî, ÿêùî
p(x) ≥ s(x), x ∈ [0; 2π] ), îöiíêè (12) i (13) ¹ òî÷íèìè çà ïîðÿäêîì.
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Ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëiâ 5.1 i 5.2 áóëè ïîøèðåíi íà âèïàäîê ïðîñòîðiâ Îðëè-
÷à, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ â òàêèé ñïîñiá. Íåïåðåðâíà îïóêëà ôóíêöiÿ M =M(x)
íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ Þíãà (N -ôóíêöi¹þ), ÿêùî M ¹ ïàðíîþ òà çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâè: limx→0

M(x)
x = 0, limx→∞

M(x)
x = ∞.

Êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ M çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ∆2 (M ∈ ∆2) , ÿêùî iñíó¹
òàêà ñòàëà c > 0 , ùî M(2x) ≤ c M(x), ∀x ∈ R.

Íåõàé ôóíêöiÿ Þíãà M ∈ ∆2 . ×åðåç LM ïîçíà÷àþòü ëiíiéíèé ïðîñòið
2π -ïåðiîäè÷íèõ âèìiðíèõ ôóíêöié f : [0; 2π] 7→ R, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ

∫ 2π

0 M(λ|f(t)|) dt <∞ ïðè äîâiëüíîìó λ > 0. Ñïîðÿäæåíèé
íîðìîþ

∥f∥M := sup
{∫ 2π

0

|f(t)g(t)| dt :
∫ 2π

0

M̃(|g(t)|) dt ≤ 1
}
,

äå M̃(y) := maxx≥0{x|y| −M(x)} ôóíêöiÿ, äîäàòêîâà äî ôóíêöi¨ M ó ñåíñi
Þíãà, ïðîñòið LM ñòà¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì, ÿêèé íàçèâàþòü ïðîñòîðîì
Îðëè÷à, ïîðîäæåíèì ôóíêöi¹þ M.

Ôóíêöi¨ Þíãà M(x) i N(x) íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè (M ∼ N) ,
ÿêùî iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi k1, k2 i x0, ùî äëÿ âñiõ x ≥ x0 îäíî÷àñíî
ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

N(k1x) ≤M(x) (14)

M(x) ≤ N(k2x). (15)

Âiäîìî, ùî íåîáõiäíîþ òà äîñòàòíüîþ óìîâîþ ïîåëåìåíòíîãî çáiãó äâîõ
ïðîñòîðiâ Îðëè÷à LM i LN ¹ óìîâà åêâiâàëåíòíîñòi ôóíêöié Þíãà, ùî ¨õ
âèçíà÷àþòü, òîáòî LM = LN ⇔ M(x) ∼ N(x). Ó âèïàäêó, êîëè âèêîíàíî
ëèøå íåðiâíiñòü (14), òî äëÿ âiäïîâiäíèõ êëàñiâ Îðëè÷à LM i LN ìà¹ ìiñöå
âêëþ÷åííÿ LM ⊂ LN , ÿêùî æ âèêîíàíî ëèøå íåðiâíiñòü (15), òî LN ⊂ LM .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Y ìíîæèíó ôóíêöié Þíãà M ∈ ∆2, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
òàêèì äîäàòêîâèì óìîâàì: iñíóþòü äâà ÷èñëà p1 i p2 (1 < p1 < p2 <∞) òàêi,
ùî äëÿ äåÿêèõ êîíñòàíò ε, δ > 0 p1 + ε < p2 − δ ôóíêöiÿ M(u)u−(p1+ε) íå
ñïàäà¹, à ôóíêöiÿ M(u)u−(p2−δ) íå çðîñòà¹ ïðè u→ ∞.

Íàñëiäîê 5.3.1. ßêùî M,N ∈ Y , ψ ∈ Υ0 é âèêîíàíî óìîâó (14), òî
ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ LψLM ⊂ LN .

Íåõàé M−1 : [0,∞) 7→ [0,∞) � ôóíêöiÿ, îáåðíåíà äî M, i íåõàé

h(t) := lim
x→∞

sup
M−1(x)

M−1(tx)
, t > 0.

×èñëà βM i γM , ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ òàê: βM := limt→∞− lnh(t)
ln t ,

γM := limt→0+− lnh(t)
ln t , íàçèâàþòüñÿ, âiäïîâiäíî, íèæíiì i âåðõíiì iíäåêñàìè

Áîéäà ïðîñòîðó Îðëè÷à LM .
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Y∗ ïiäìíîæèíó ôóíêöié M ∈ Y , ó ÿêèõ
0 < βM ≤ γM < 1, i âèáåðåìî ÷èñëà q = q(M), p = p(N) òàê, ùîá iíäåêñè
Áîéäà ôóíêöié M i N çàäîâîëüíÿëè íåðiâíîñòi

1 < q <
1

γM
≤ 1

βM
<∞, 1 <

1

γN
≤ 1

βN
< p <∞. (16)

Òåîðåìà 5.3.2. Íåõàé M,N ∈ Y∗ i âèêîíàíî óìîâó (15). Òîäi, ÿêùî
ψ ∈ Υα, äå α = 1/q− 1/p i ÷èñëà q = q(M), p = p(N) âèáðàíi âiäïîâiäíî äî
(16), òî LψLM ⊂ LN .

Íåõàé
En(f)N := inf {∥f − tn−1∥N : tn−1 ∈ T2n−1}.

Òåîðåìà 5.3.2. Íåõàé ôóíêöi¨ M,N ∈ Y∗ ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè
(14) òà/àáî (15) i ψ ∈ Υ∗

α. Òîäi, ÿêùî f ∈ LψLM , òî, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî
íàòóðàëüíîãî n0, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

En(f)N ≤ ∥f − Sn(f)∥N ≤ c1ψ(n)n
α∥fψ − Sn(f

ψ)∥M ≤ c2ψ(n)n
αEn(f

ψ)M ,

äå ψ(n) =
√
ψ2
1(n) + ψ2

2(n), c1, c2 � êîíñòàíòè, ùî íå çàëåæàòü âiä f.
Ó ïiäðîçäiëi 5.4 îòðèìàíî íèçêó ïðÿìèõ é îáåðíåíèõ òåîðåì òåîði¨ íàáëè-

æåííÿ â ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì.

Òåîðåìà 5.4.1. Íåõàé ïîêàçíèêè p, s ∈ Pγ çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi
s(x) ≤ p(x), x ∈ [0; 2π] i ïàðà ψ = (ψ1;ψ2) íàëåæèòü äî ìíîæèíè Υ∗

0.
Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ LψLp(·) ìà¹ ìiñöå îöiíêà

En(f)s(·) ≤ Kp,sψ(n)En(f
ψ)p(·), ψ(n) =

√
ψ2
1(n) + ψ2

2(n),

äå Kp � êîíñòàíòà, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä ôóíêöié p = p(x) i s = s(x).
Äëÿ îòðèìàííÿ îáåðíåíèõ òåîðåì áóëî äîâåäåíî ñïiââiäíîøåííÿ, ùî ¹ àíà-

ëîãîì êëàñè÷íî¨ íåðiâíîñòi Ñ.Í. Áåðíøòåéíà äëÿ ìàêñèìóìó ìîäóëÿ ïîõiäíî¨
òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìó.

Íåõàé M∗ � öå ìíîæèíà íåçðîñòàþ÷èõ ïîñëiäîâíîñòåé äiéñíèõ ÷èñåë
ψ(k) > 0, k = 0, 1, 2 . . . , ùî ïðÿìóþòü äî íóëÿ, òîáòî:

M∗ = {ψ(k) : ψ(k)− ψ(k + 1) ≥ 0, lim
k→∞

ψ(k) = 0, k ∈ N}.

Òåîðåìà 5.4.2. Íåõàé ψ ∈ M∗ i p ∈ Pγ. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî òðèãîíî-
ìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà Tn ïîðÿäêó, íå âèùîãî çà n, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥Dψ
βTn∥p(·) ≤

Kp

ψ(n)
∥Tn∥p(·), n = 0, 1, . . . ,

äå 1/ψ(0) := 0, a Kp � âåëè÷èíà, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä p = p(x) .

Òåîðåìà 5.4.4. Íåõàé p ∈ Pγ. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lp(·) :



24

1. ßêùî ψ ∈ M i
∑∞

k=1Ek(f)p(·)|ψ(k)|−1 <∞, òî iñíó¹ ïîõiäíà fψβ :

En(f
ψ
β )p(·) ≤ C1

∞∑
k=n

Ek(f)p(·)|ψ(k)|−1, n ∈ N;

2. ßêùî ψ ∈ M0 i
∑∞

k=1Ek(f)p(·)|kψ(k)|−1 <∞, òî iñíó¹ ïîõiäíà fψβ :

En(f
ψ
β )p(·) ≤ C2

(En(f)p(·)
ψ(n)

+
∞∑

k=n+1

Ek(f)p(·)|kψ(k)|−1
)
, n ∈ N;

3. ßêùî ψ ∈ F := {ψ ∈ M : η′(ψ; t) ≤ K}, η(ψ; t) − t ≥ K > 0 i∑∞
k=1Ek(f)p(·)|ψ(k)(η(k)− k)|−1 <∞, òî iñíó¹ ïîõiäíà fψβ :

En(f
ψ
β )p(·) ≤ C3

(En(f)p(·)
ψ(n)

+
∞∑

k=n+1

Ek(f)p(·)|ψ(k)(η(k)− k)|−1
)
, n ∈ N;

äå Ci, i = 1, 2, 3, � âåëè÷èíè, ùî çàëåæàòü ëèøå âiä p = p(x) i ψ = ψ(k).
Ó öüîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíî òàêîæ íèçêó îáåðíåíèõ òåîðåì ó òåðìiíàõ

âåëè÷èí Ωα(f
ψ
β ;

π
n+1)p(·), ùî ¹ àíàëîãàìè ìîäóëiâ íåïåðåðâíîñòi äðîáîâîãî ïî-

ðÿäêó â ïðîñòîðàõ Lp(·) .
Ó ïiäðîçäiëi 5.5 îäåðæàíî ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ

äëÿ ψ -äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ó âàãîâèõ ïðîñòîðàõ Îðëè÷à. Íåâiä'¹ìíà
ôóíêöiÿ M : R → R+ íàçèâà¹òüñÿ êâàçiîïóêëîþ ôóíêöi¹þ Þíãà, ÿêùî iñíó¹
îïóêëà ôóíêöiÿ Þíãà M∗ i òàêà ñòàëà c > 1, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

M ∗(x) ≤M(x) ≤M ∗(cx), ∀x ≥ 0.

Íåõàé Qθ
2 � ìíîæèíà ôóíêöié M: R → R+ , M ∈ ∆2, äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ

ïðè äåÿêîìó θ ∈ (0; 1) ôóíêöiÿ M θ ¹ êâàçiîïóêëîþ.
Òîäi ÷åðåç LM,ω ïîçíà÷àþòü ëiíiéíèé ïðîñòið 2π -ïåðiîäè÷íèõ âèìiðíèõ

çà Ëåáåãîì ôóíêöié f , ÿêi äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà c > 0 çàäîâîëüíÿþòü óìîâó∫ 2π

0 M(c|f(x)|)ω(x)dx < ∞, M ∈ Qθ
2, äå ω(x) � 2π -ïåðiîäè÷íà âèìiðíà é

ìàéæå ñêðiçü äîäàòíà ôóíêöiÿ (âàãà). Îäíà ç åêâiâàëåíòíèõ íîðì ó öüîìó
ïðîñòîði ìîæå áóòè âèçíà÷åíà ñïiââiäíîøåííÿì

∥f∥M,ω := sup
{∫ 2π

0

|f(t)g(t)|ω(t) dt :
∫ 2π

0

M̃(|g(t)|)ω(t) dt ≤ 1
}
.

ßêùî âàãîâà ôóíêöiÿ ω = ω(t) íàëåæèòü êëàñó Ìàêåíõàóïà Ap ,
1 < p <∞ , òîáòî, ÿêùî ω ¹ 2π -ïåðiîäè÷íîþ i( 1

b− a

∫ b

a

ω(t) dt
)( 1

b− a

∫ b

a

1

ω1/(p−1)(t)
dt
)p−1

≤ c = const,
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äå [a, b] äîâiëüíèé âiäðiçîê ç [0, 2π] , i ïîêàçíèê p = p(M) âèçíà÷à¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿì: 1

p := inf {θ : θ > 0, M ∈ Qθ
2}, òî LM,ω ⊂ L ñòà¹ áàíàõî-

âèì ïðîñòîðîì iç íîðìîþ Îðëè÷à. Áàíàõiâ ïðîñòið LM,ω íàçèâà¹òüñÿ âàãîâèì
ïðîñòîðîì Îðëè÷à.

Òåîðåìà 5.5.1. Íåõàé ïàðà ψ = (ψ1;ψ2) íàëåæèòü äî ìíîæèíè Υ∗
0 .

Òîäi, ÿêùî f ∈ LψLM,ω, ïðè÷îìó M ∈ Qθ
2, ω ∈ Ap, òî äëÿ äîâiëüíîãî

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

En(f)M,ω ≤ Kψ(n)En(f
ψ)M,ω, ψ(n) =

√
ψ2
1(n) + ψ2

2(n),

äå K � êîíñòàíòà, ùî íå çàëåæèòü âiä n i ôóíêöi¨ f.
Ìîäóëi íåïåðåðâíîñòi äðîáîâîãî ïîðÿäêó âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

Ωα(f ; δ)M,ω := sup
hi,h<δ

∥∥∥ [α]∏
i=1

(f − fhi)σ
β
h(f)

∥∥∥
M,ω

, β = α− [α],

σβh(f) =
∞∑
k=0

(−1)k
(
β

k

)
1

hk

∫ h/2

−h/2
. . .

∫ h/2

−h/2
f(x+

k∑
j=1

uk)
k∏
j=1

duk, 0 < β < 1,

(
β

k

)
:=

β(β − 1) . . . (β − k + 1)

k!
, k > 1;

(
β

1

)
:= β;

(
β

0

)
:= 1,

äå fhi � îïåðàòîð Ñò¹êëîâà ôóíêöi¨ f .
Òåîðåìà 5.5.5. Íåõàé M ∈ Qθ

2, ω ∈ Ap i α > 0. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨
ôóíêöi¨ f ∈ LM,ω :

1. ßêùî ψ ∈ M i
∑∞

k=1Ek(f)p(·)|ψ(k)|−1 <∞, òî iñíó¹ ïîõiäíà fψβ :

Ωα(f
ψ
β ;

π

n+ 1
)M,ω ≤ c1

( 1

(n+ 1)α

n∑
k=1

(k + 1)α

ψ(k)
Ek(f)M,ω +

∞∑
k=n+1

Ek(f)M,ω

ψ(k)

)
;

2. ßêùî ψ ∈ M0 i
∑∞

k=1Ek(f)p(·)|kψ(k)|−1 <∞, òî iñíó¹ ïîõiäíà fψβ :

Ωα(f
ψ
β ;

π

n+ 1
)M,ω ≤ c2

( 1

(n+ 1)α

n∑
k=1

(k + 1)α−1

ψ(k)
Ek(f)M,ω +

∞∑
k=n+1

Ek(f)M,ω

kψ(k)

)
;

3. ßêùî ψ ∈ F, η(ψ; t)−t ≥ K > 0 i
∑∞

k=1Ek(f)p(·)|ψ(k)(η(k)−k)|−1 <∞
òî iñíó¹ ïîõiäíà fψβ :

Ωα(f
ψ
β ;

π

n+ 1
)M,ω ≤ c3

( 1

(n+ 1)α

n∑
k=1

(k + 1)αEk(f)M,ω

ψ(k)(η(k)− k)
+

∞∑
k=n+1

Ek(f)M,ω

ψ(k)(η(k)− k)

)
;

äå ci, i = 1, 2, 3, � âåëè÷èíè, ÿêi íå çàëåæàòü âiä n ∈ N i ôóíêöi¨ f.
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Ó øîñòîìó ðîçäiëi îá÷èñëåíî òî÷íi çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, áà-
çèñíèõ ïîïåðå÷íèêiâ òà ïîïåðå÷íèêiâ çà Êîëìîãîðîâèì ìíîæèí îáðàçiâ äià-
ãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîðàõ Îðëè÷à ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé, à òàêîæ
òî÷íi çíà÷åííÿ àíàëîãiâ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà áàçèñíèõ ïîïåðå÷íèêiâ ó
ïðîñòîðàõ Îðëè÷à LM(A; dµ).

Íåõàé p = {pk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâó

1 ≤ pk ≤ K, k = 1, 2, . . . , (17)

äå K � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà. ×åðåç lp ïîçíà÷èìî ïðîñòið óñiõ ïîñëiäîâíîñòåé
x = {xk}∞k=1 äiéñíèõ ÷èñåë çi ñêií÷åííîþ íîðìîþ Ëþêñåìáóðãà:

||x||lp := inf
{
α > 0 :

∞∑
k=1

∣∣∣xk
α

∣∣∣pk ≤ 1
}
.

Íåõàé λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, òàêèõ ùî

lim
k→∞

λk = 0, (18)

i T : x = {xk}∞k=1 → Tx = {λkxk}∞k=1 � äiàãîíàëüíèé îïåðàòîð, çàäàíèé
íà ïðîñòîði lp . Íåõàé äàëi Blp := {x ∈ lp : ∥x∥p ≤ 1} � îäèíè÷íà êóëÿ

ïðîñòîðó lp i ei = {e(i)k }∞k=1 , äå e
(i)
k =

{
0, k ̸= i,
1, k = i,

ñèñòåìà îäèíè÷íèõ îðòiâ

ïðîñòîðó lp .

Òåîðåìà 6.1.1. Íåõàé p = {pk}∞k=1 i q = {qk}∞k=1 � äîâiëüíi ïîñëiäîâíî-
ñòi äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi (17), à ¨õ êîìïîíåíòè
ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè qk ≤ pk , k ∈ N .

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi äîäàòíèõ ÷èñåë λ = {λk}∞k=1, ùî çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâó (18), i äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó γn iç n ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ
÷èñåë ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Eγn(T : lq → lp) := sup
x∈Blq

inf
ai

||Tx− Pγn||lp = max
k/∈γn

λk.

Âåëè÷èíó Eγn(T : lq→ lp) íàçèâàþòü íàéêðàùèì íàáëèæåííÿì ó ïðîñòîði
lp ìíîæèíè T (Blq) çà äîïîìîãîþ âñiõ ìîæëèâèõ n -÷ëåííèõ ïîëiíîìiâ Pγn.

Íàñëiäîê 6.1.1. Â óìîâàõ òåîðåìè 6.1.1 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Dn(T : lq → lp) = Dn(T (Blq), lp) := inf
γn
Eγn(T : lq → lp) = λ̄n+1, ∀n ∈ N,

äå λ̄ = {λ̄k}∞k=1 � íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë λk .
Âåëè÷èíó Dn(T : lq → lp) = Dn(T (Blq), lp) íàçèâàþòü áàçèñíèì ïîïåðå÷-

íèêîì ìíîæèíè T (Blq) ó ïðîñòîði lp .
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Íåõàé λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâó (18). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ε(λ) = ε1, ε2, . . . ïîñëiäîâíiñòü óñiõ
çíà÷åíü âåëè÷èí λk , óïîðÿäêîâàíó çà íåçðîñòàííÿì, ÷åðåç g(λ) = g1, g2, . . .
� ñèñòåìó ìíîæèí gn = gn(λ) = {k ∈ N : λk ≥ εn} , à ÷åðåç δ(λ) = δ1, δ2, . . .
� ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë δn = |gn|, äå |gn| � êiëüêiñòü ÷èñåë k ∈ N , ÿêi ìiñòÿòüñÿ
â ìíîæèíi gn .

Íåõàé äàëi X òà Y � ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè, BX � çàìêíåíà îäè-
íè÷íà êóëÿ ïðîñòîðó X i T : X → Y � îáìåæåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð.
Âåëè÷èíó

dn(T : X → Y ) := dn(T (BX);Y ) = inf
Fn∈Fn

sup
x∈BX

inf
u∈Fn

||Tx− u||Y

äå Fn � ìíîæèíà âñiõ ïiäïðîñòîðiâ ïðîñòîðó Y ðîçìiðíîñòi íå âèùå n ∈ N ,
íàçèâàþòü ïîïåðå÷íèêîì çà Êîëìîãîðîâèì ìíîæèíè T (BX) ó ïðîñòîði Y.

Òåîðåìà 6.1.3. Íåõàé p = {pk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ
÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi (17), λ = {λk}∞k=1 � áóäü-ÿêà ïîñëi-
äîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (18).

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

dδn−1
(T : lp → lp) = dδn−1+1(T : lp → lp) = . . . =

= dδn−1(T : lp → lp) = En(T : lp → lp) = εn,

â ÿêèõ δs i εs , s = 1, 2, . . . , � åëåìåíòè õàðàêòåðèñòè÷íèõ ïîñëiäîâíîñòåé
δ(λ) òà ε(λ) ïîñëiäîâíîñòi λ , à δ0 = 0 .

Ó ïiäðîçäiëi 6.2 îòðèìàíî íèçêó ñïiââiäíîøåíü, ÿêi â ëiòåðàòóði íàçèâà-
þòüñÿ íåðiâíîñòÿìè òèïó ×åáèøåâà. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ìàþòü äîïîìiæíå
çíà÷åííÿ, àëå é íå ïîçáàâëåíi ñàìîñòiéíîãî iíòåðåñó.

Òåîðåìà 6.2.1. Íåõàé g : [a, b] → R+
0 òà p : [a, b] → R+ � iíòåãðîâàíi

ôóíêöi¨, òàêi, ùî äîáóòîê p · g òàêîæ ¹ iíòåãðîâàíîþ íà [a, b] ôóíêöi¹þ.
Íåõàé äàëi f : [a, b] → R+

0 � íåçðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ.
Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ îïóêëî¨ ôóíêöi¨ M : [0,∞) → R, òàêî¨, ùî M(0) = 0 ,

ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêà íåðiâíiñòü:∫ b

a

p(x)g(x)M(f(x))dx ≤ sup
s∈(a,b]

{
M

(∫ b
a p(x)f(x)dx∫ s

a p(x)dx

)∫ s

a

p(x)g(x)dx

}
,

à äëÿ äîâiëüíî¨ óâiãíóòî¨ ôóíêöi¨ M : [0,∞) → R òàêî¨, ùî M(0) = 0 ,
ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêà íåðiâíiñòü:∫ b

a

p(x)g(x)M(f(x))dx ≥ inf
s∈(a,b]

{
M

(∫ b
a p(x)f(x)dx∫ s

a p(x)dx

)∫ s

a

p(x)g(x)dx

}
.
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Íåõàé M(t) , t ≥ 0 , � äîâiëüíà ôóíêöiÿ Îðëè÷à, òîáòî íåñïàäíà îïóêëà
ôóíêöiÿ òàêà, ùî M(0) = 0 i M(t) → ∞ ïðè t → ∞ . Ïðîñòîðîì Îðëè÷à
lM , ùî âèçíà÷à¹òüñÿ äàíîþ ôóíêöi¹þ M(t) , íàçèâàþòü ëiíiéíèé ïðîñòið óñiõ
ïîñëiäîâíîñòåé x = {xk}∞k=1 äiéñíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêèõ

∑∞
k=1M(xk) < ∞.

Ïðîñòið lM ¹ áàíàõîâèì iç íîðìîþ

∥x∥lM := inf
{
α > 0 :

∞∑
k=1

M(|xk|/α) ≤ 1
}
.

Òåîðåìà 6.3.1. Íåõàé M(t) òà N(t) � äîâiëüíi ôóíêöi¨ Îðëè÷à, ùî
çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ 0 < N(t) ≤M(t), t ∈ [0, 1], i

inf{α > 0 :M(1/α) ≤ 1} = inf{α > 0 : N(1/α) ≤ 1}. (19)

Íåõàé äàëi λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêî¨
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (18) . Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó γn iç n ðiçíèõ íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Eγn(T : lM → lN) := sup
x∈BlM

inf
ai

||Tx− Pγn||lN = max
k/∈γn

λk,

äå BlM � îäèíè÷íà êóëÿ ïðîñòîðó lM .

Iç òåîðåìè 6.3.1 âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 6.3.1. Â óìîâàõ òåîðåìè 6.3.1 ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

Dn(T : lM → lN) = Dn(T (BlM ), lN) := inf
γn
Eγn(T : lM → lN) = λ̄n+1,

äå λ̄ = {λ̄k}∞k=1 � íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë λk .
Äëÿ ïîïåðå÷íèêiâ çà Êîëìîãîðîâèì ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 6.3.2. Íåõàé M(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ Îðëè÷à, λ = {λk}∞k=1 �
äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (18) .
Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

dδn−1
(T : lM → lM) = dδn−1+1(T : lM → lM)= . . . =

= dδn−1(T : lM → lM) = En(T : lM → lM) = εn, (20)

â ÿêèõ δs i εs , s = 1, 2, . . . , � åëåìåíòè õàðàêòåðèñòè÷íèõ ïîñëiäîâíîñòåé
δ(λ) òà ε(λ) ïîñëiäîâíîñòi λ , à δ0 = 0 .

Íåõàé (Rm,B, dµ) , m ≥ 1 , � m -âèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið òî÷îê
x = (x1, . . . , xm) , âèçíà÷åíèé íà áîðåëåâié σ -àëãåáði B , çi ñêií÷åííîþ σ -
àäèòèâíîþ íåïåðåðâíîþ ìiðîþ dµ , A � µ -âèìiðíà ïiäìíîæèíà ç (Rm, dµ) ,
µ -ìiðà ÿêî¨ äîðiâíþ¹ a , äå a � ñêií÷åííå ÷èñëî, àáî æ a = +∞ :

µ(A) = |A|µ = a, a ∈ (0;+∞],
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i Y = Y (A, dµ) � ìíîæèíà âñiõ çàäàíèõ íà A ôóíêöié f = f(x) , âèìiðíèõ
âiäíîñíî ìiðè dµ .

Íåõàé M(t) , t ≥ 0 , � äîâiëüíà ôóíêöiÿ Îðëè÷à, òîáòî íåñïàäíà îïóêëà
ôóíêöiÿ òàêà, ùî M(0) = 0 i M(t) → +∞ ïðè t → +∞ . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
LM(A; dµ) ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié f ∈ Y (A, dµ) , ÿêi äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà
C > 0 çàäîâîëüíÿþòü óìîâó:

∫
AM(C|f(x)|) dµ < +∞.

Ëiíiéíèé ïðîñòið LM(A; dµ) ¹ áàíàõîâèì iç íîðìîþ Ëþêñåìáóðãà

∥f∥LM (A; dµ) := inf
{
α > 0 :

∫
A
M(|f(x)|/α) dµ ≤ 1

}
i íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì Îðëè÷à.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γσ = Γσ(A), äå σ � äåÿêå ôiêñîâàíå äîäàòíå ÷èñëî,
ìíîæèíó âñiõ µ -âèìiðíèõ ïiäìíîæèí γσ ç A , µ -ìiðà ÿêèõ äîðiâíþ¹ σ . Òîäi
äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ LM(A; dµ) i áóäü-ÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ ìíîæèíè γσ ∈ Γσ
ïðèðîäíî ðîçãëÿíóòè âåëè÷èíè

Eγσ(f)LM (A;dµ) := ∥f − χγσf∥LM (A;dµ),

äå χγσ = χγσ(x) � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè γσ , ÿêà íàáóâà¹ çíà-
÷åííÿ 1 ïðè x ∈ γσ i çíà÷åííÿ 0 ïðè x ̸∈ γσ .

Íåõàé äàëi UM(A) = {y ∈ Y (A, dµ) : ||y||LM (A,dµ) ≤ 1}, � îäèíè÷íà êóëÿ
ïðîñòîðó LM(A, dµ) , à U+

M(A) � ïiäìíîæèíà âñiõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié ç
UM(A) , i γσ � äåÿêà ôiêñîâàíà ìíîæèíà ç Γσ .

Ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíè Eγσ(f)LM (A;dµ) äëÿ ôóíêöié f = φ · y , äå φ ∈ Φ(A) ,
à y � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç ìíîæèíè U+

M(A) . Ó öüîìó âèïàäêó âîíè áóäóòü
ìàòè âèãëÿä

Eγσ(f)LM (A;dµ) = Eγσ(φy)LM (A;dµ) = ∥φy − χγσφy∥LM (A;dµ).

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ïiäðîçäiëó 6.5 ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 6.5.1. Íåõàé φ ∈ Φ(A) i M � äîâiëüíà ôóíêöiÿ Îðëè÷à.
Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ σ ∈ (0, a) òà γσ ∈ Γσ ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Eγσ(φ,M)LM (A;dµ) := sup {Eγσ(φy)LM (A;dµ) : y ∈ U+
M(A)} = φ̄γσ(0+),

äå φ̄γσ(t) � íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨

φγσ(x) =

{
φ(x), x ∈ A \ γσ,
0, x ∈ γσ;

Dσ(φ,M)LM (A;dµ) := inf {Eγσ(φ,M)LM (A;dµ) : γσ ∈ Γσ} = φ̄(σ+),

äå φ̄ � íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ φ(x) . Ïðè öüîìó â Γσ ìiñòèòü-
ñÿ ìíîæèíà γ∗σ , äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Eγ∗σ(φ,M)LM (A;dµ) = Dσ(φ,M)LM (A;dµ) = φ̄(σ+).
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Çîêðåìà, ó ðîëi γ∗σ ìîæíà âçÿòè äîâiëüíó âèìiðíó ïiäìíîæèíó
ìíîæèíè {x ∈ A : φ(x) ≥ φ̄(σ+)} µ -ìiðè σ , ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó
{x ∈ A : φ(x) > φ̄(σ+)}.

Âèñíîâêè

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçðîáëåíî ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ íèçêè åêñòðåìàëü-
íèõ çàäà÷ òåîði¨ íàáëèæåííÿ. Ó ïðîöåñi ðîçðîáêè ìåòîäó ðîçâ'ÿçàíî ïðîáëå-
ìè, ÿêi ïðåäñòàâëÿþòü çíà÷íèé ñàìîñòiéíèé iíòåðåñ, à ñàìå:

1. Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi â ïðîñòîðàõ Lp(R)(p > 1) òà ïîòî÷-
êîâî¨ çáiæíîñòi ðÿäiâ Ôóð'¹ ïî ñèñòåìàõ {Φn(t)}, n ∈ Z, âèðàæåíi â òåðìiíàõ
îáìåæåíü íà ïîñëiäîâíîñòi ïîëþñiâ öèõ ñèñòåì. Îá÷èñëåíî òî÷íå çíà÷åííÿ âå-
ëè÷èíè E (z,A) íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ÿäðà Êîøi C(·, z) â ìåòðèöi Lq(R)
ïiäïðîñòîðîì A , ó âèïàäêó, êîëè A = H⊥

p (an)∨Hn⊥
p,Φ+ òà â ÿâíîìó âèãëÿäi ïî-

áóäîâàíî äëÿ öèõ ïiäïðîñòîðiâ åëåìåíò íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ òà äîâåäåíî
éîãî ¹äèíiñòü. Ïîáóäîâàíî íàéêðàùèé ëiíiéíèé ìåòîä ïîòî÷êîâîãî òà ðiâíî-
ìiðíîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöié ç îäèíè÷íèõ êóëü ïðîñòîðiâ Ãàðäi Hp(C+) .

2. Äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi ñóì Vn,p(f ; x)
íà êëàñàõ Lψ1 i LψH0

ω1
, ψ1 ∈ M0, ψ1 ∈ M′

0 çíàéäåíî àñèìïòîòè÷íi ðiâíî-
ñòi, ÿêi â áàãàòüîõ âàæëèâèõ âèïàäêàõ äàþòü ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-
Íiêîëüñüêîãî. Îá÷èñëåíî âåëè÷èíè òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ ïîòî÷êîâèõ âiäõèëåíü
ñóì Âàëëå Ïóññåíà íà êëàñi K∞ àíàëiòè÷íèõ ó êðóçi D ôóíêöié, ÿêi çîáðàæó-
þòüñÿ iíòåãðàëàìè òèïó Êîøi. Çíàéäåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ âåëè÷èí íàé-
êðàùèõ ðiâíîìiðíèõ ðàöiîíàëüíèõ íàáëèæåíü iç ôiêñîâàíèìè ïîëþñàìè äëÿ
ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ çãîðòêàìè ôóíêöié iç Lp(0, 2π] iç ôiêñîâàíèìè
ÿäðàìè, çàäàíèìè ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó çà ñèñòåìîþ Òàêåíàêè-Ìàëüìêâiñòà.
Âñòàíîâëåíî àñèìïòîòè÷íi ïðè n→ ∞ ðiâíîñòi äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiä-
õèëåíü ó ðiâíîìiðíié òà iíòåãðàëüíèõ ìåòðèêàõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ
U ∗
n−1(f ;x) ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà êëàñàõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, âèçíà÷å-

íèõ çãîðòêàìè ç ÿäðàìè, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Äàëàìáåðà.
Îïèñàíî âñi âèïàäêè ñïiââiäíîøåíü ìiæ ÷èñëàìè r i s , çà ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü ∥Wr,s∥H∞ = 1. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíî äî çíàõîäæåííÿ
íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ôóíêöié ïðîñòîðó Ãàðäi Hp(D).

3. Äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü ó ïðîñòîðàõ L̂p îïåðàòîðiâ Âàëëå
Ïóññåíà òà ìîäèôiêîâàíèõ îïåðàòîðiâ Ôóð'¹ íà êëàñàõ L̂ψβ,p, ψ ∈ Dα îòðè-
ìàíî àñèìïòîòè÷íi íåðiâíîñòi. Ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó, êîëè p = ∞ i ïðè
σ → ∞ îäíî÷àñíî c = c(σ) → ∞ i σ − c → ∞ , óñi îòðèìàíi íåðiâíîñòi
ïåðåòâîðþþòüñÿ â àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi, ùî äàþòü ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ çà-
äà÷i Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî. Öþ çàäà÷ó òàêîæ ðîçâ'ÿçàíî äëÿ îïåðàòîðiâ
Âàëëå Ïóññåíà íà êëàñàõ L̂ψβ,1, ψ1 ∈ A0, ψ2 ∈ A′

0 ó ïðîñòîði L̂1.

4. Çíàéäåíî óìîâè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü âêëàäåííÿ ìíîæèí LψLp(·) â Lq(·) òà
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LψLM â LN , à òàêîæ îá÷èñëåíî ïîðÿäêè íàáëèæåííÿ ñóìàìè Ôóð'¹. Çíàéäå-
íî ïîðÿäêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì
òà ïðîñòîðàõ Îðëè÷à íà ìíîæèíàõ ψ -äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié. Çàçíà÷åíî
âèïàäêè, êîëè ïîðÿäêè íàáëèæåííÿ ñóìàìè Ôóð'¹ çáiãàþòüñÿ ç ïîðÿäêàìè
âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü íà öèõ ìíîæèíàõ ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìií-
íèì ïîêàçíèêîì ïiäñóìîâóâàííÿ òà ïðîñòîðàõ Îðëè÷à. Îòðèìàíî íåðiâíîñòi
òèïó Áåðíøòåéíà äëÿ íîðìè (ψ; β) -ïîõiäíî¨ òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà ó
ïðîñòîðàõ Lp(·) òà LM . Äîâåäåíî (çîêðåìà i â òåðìiíàõ àíàëîãiâ ìîäóëiâ íåïå-
ðåðâíîñòi äðîáîâîãî ïîðÿäêó) îáåðíåíi òåîðåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ íà ìíî-
æèíàõ (ψ; β) -äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié â óçàãàëüíåíèõ ïðîñòîðàõ Ëåáåãà òà
ïðîñòîðàõ Îðëè÷à.

5. Îòðèìàíî íèçêó iíòåãðàëüíèõ íåðiâíîñòåé òèïó ×åáèøåâà. Îá÷èñëåíî
òî÷íi çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, áàçèñíèõ ïîïåðå÷íèêiâ òà ïîïåðå÷-
íèêiâ çà Êîëìîãîðîâèì ïåâíèõ ìíîæèí îáðàçiâ äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó
ïðîñòîðàõ ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé lp òà lM . Îòðèìàíî òî÷íi çíà÷åííÿ àíà-
ëîãiâ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà áàçèñíèõ ïîïåðå÷íèêiâ ó ïðîñòîðàõ Îðëè÷à
LM(A; dµ) êëàñiâ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó
ôiêñîâàíî¨ ôóíêöi¨ òà ôóíêöié ç îäèíè÷íèõ êóëü U+

M(A) öèõ ïðîñòîðiâ.
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Äèñåðòàöiþ ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ òåîði¨ íàáëè-
æåííÿ ôóíêöié äiéñíî¨ òà êîìïëåêñíî¨ çìiííèõ.

Ó äèñåðòàöi¨ çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi â ïðîñòîðàõ Lp(R) (p > 1)
òà ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi ðÿäiâ Ôóð'¹ ïî ñèñòåìàõ Òàêåíàêè-Ìàëüìêâiñòà, âè-
ðàæåíi â òåðìiíàõ ïîñëiäîâíîñòåé ïîëþñiâ öèõ ñèñòåì. Îá÷èñëåíî òî÷íå çíà-
÷åííÿ âåëè÷èíè íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ÿäðà Êîøi â ìåòðèöi Lq(R) ïåâíè-
ìè ïiäïðîñòîðàìè ç Lq(R) òà â ÿâíîìó âèãëÿäi ïîáóäîâàíî äëÿ öèõ ïiäïðî-
ñòîðiâ åëåìåíò íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ é äîâåäåíî éîãî ¹äèíiñòü. Ïîáóäîâàíî
íàéêðàùèé ëiíiéíèé ìåòîä ïîòî÷êîâîãî é ðiâíîìiðíîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöié
ç îäèíè÷íèõ êóëü ïðîñòîðiâ Ãàðäi Hp(C+) . Ïîêàçàíî, ùî òàêèé ìåòîä ¹ íàé-
êðàùèì iíòåðïîëÿöiéíèì ìåòîäîì íàáëèæåííÿ.

Çíàéäåíî àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü: â iíòå-
ãðàëüíié ìåòðèöi ñóì Âàëëå Ïóññåíà íà êëàñàõ çãîðòîê ç ÿäðàìè, êîåôiöi¹íòè
ÿêèõ ¹ ïîâiëüíî ñïàäíèìè; ó ðiâíîìiðíié òà iíòåãðàëüíié ìåòðèêàõ òðèãîíî-
ìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ U∗

n−1(f ; x) ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà êëàñàõ ïåðiîäè÷íèõ
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ôóíêöié, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çãîðòêàìè ç ÿäðàìè, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâó Äàëàìáåðà; ó ïðîñòîðàõ L̂p îïåðàòîðiâ Âàëëå Ïóññåíà òà ìî-
äèôiêîâàíèõ îïåðàòîðiâ Ôóð'¹ íà êëàñàõ L̂ψβ,p, ψ ∈ Dα, p = ∞. Óñi îòðè-
ìàíi ðiâíîñòi äàþòü ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî.
Òàêîæ îá÷èñëåíî âåëè÷èíè òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ ïîòî÷êîâèõ âiäõèëåíü ñóì
Âàëëå Ïóññåíà íà êëàñi àíàëiòè÷íèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi D ôóíêöié, ÿêi
çîáðàæóþòüñÿ iíòåãðàëàìè òèïó Êîøi; çíàéäåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ âå-
ëè÷èí íàéêðàùèõ ðiâíîìiðíèõ ðàöiîíàëüíèõ íàáëèæåíü iç ôiêñîâàíèìè ïî-
ëþñàìè äëÿ ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ çãîðòêàìè ôóíêöié iç Lp(0, 2π] iç
ôiêñîâàíèìè ÿäðàìè, ùî çàäàíi ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó çà ñèñòåìîþ Òàêåíàêè-
Ìàëüìêâiñòà; îïèñàíî âñi âèïàäêè ñïiââiäíîøåíü ìiæ ÷èñëàìè r i s , çà ÿêèõ
íîðìà îïåðàòîðà-ðåøåòà Ô. Âiíåðà ∥Wr,s∥H∞ äîðiâíþ¹ îäèíèöi, òà çàñòîñî-
âàíî îäåðæàíi ðåçóëüòàòè äî çíàõîäæåííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ôóíêöié
ïðîñòîðó Ãàðäi Hp(D).

Îäåðæàíî óìîâè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü âêëàäåííÿ ìíîæèí LψLp(·) â Lq(·) òà
LψLM â LN , à òàêîæ îá÷èñëåíî ïîðÿäêè íàáëèæåííÿ ñóìàìè Ôóð'¹. Çíàéäå-
íî ïîðÿäêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì
òà ïðîñòîðàõ Îðëè÷à íà ìíîæèíàõ òà êëàñàõ ψ -äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié.
Îòðèìàíî íåðiâíîñòi òèïó Áåðíøòåéíà äëÿ íîðìè (ψ; β) -ïîõiäíî¨ òðèãîíî-
ìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà ó ïðîñòîðàõ Lp(·) òà LM . Äîâåäåíî íèçêó îáåðíåíèõ
òåîðåì òåîði¨ íàáëèæåííÿ íà ìíîæèíàõ (ψ; β) -äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié â
óçàãàëüíåíèõ ïðîñòîðàõ Ëåáåãà òà ïðîñòîðàõ Îðëè÷à.

Îá÷èñëåíî òî÷íi çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, áàçèñíèõ ïîïåðå÷íèêiâ
òà ïîïåðå÷íèêiâ çà Êîëìîãîðîâèì ìíîæèí îáðàçiâ äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó
ïðîñòîðàõ Îðëè÷à ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé lp òà lM . Îòðèìàíî íèçêó ií-
òåãðàëüíèõ íåðiâíîñòåé òèïó ×åáèøåâà. Îá÷èñëåíî òî÷íi çíà÷åííÿ àíàëî-
ãiâ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà áàçèñíèõ ïîïåðå÷íèêiâ ó ïðîñòîðàõ Îðëè÷à
LM(A; dµ) êëàñiâ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi äîáóò-
êó äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ ôóíêöi¨ òà ôóíêöié ç îäèíè÷íèõ êóëü öèõ ïðîñòîðiâ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íàéêðàùå íàáëèæåííÿ, òâiðíå ÿäðî, ëiíiéíèé ìå-
òîä íàáëèæåííÿ, ñèñòåìà Òàêåíàêè-Ìàëüìêâiñòà, ïðîñòîðè Ãàðäi, çàäà÷à
Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî, îïåðàòîð Âàëëå Ïóññåíà, ψ -ïîõiäíà, ïðîñòîðè
Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì, ïðîñòîðè Îðëè÷à, áàçèñíèé ïîïåðå÷íèê, ïî-
ïåðå÷íèê çà Êîëìîãîðîâèì, íåðiâíiñòü Áåðíøòåéíà, íåðiâíiñòü ×åáèøåâà.

×àé÷åíêî Ñ.Î. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ
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Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ òåîðèè ïðè-
áëèæåíèÿ ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîé è êîìïëåêñíîé ïåðåìåííûõ.

Â äèññåðòàöèè íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ
Lp(R) (p > 1) è ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìàì Òàêåíàêè-
Ìàëüìêâèñòà, âûðàæåííûå â òåðìèíàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîëþñîâ ýòèõ
ñèñòåì. Âû÷èñëåíî òî÷íîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ÿä-
ðà Êîøè â ìåòðèêå Lq(R) îïðåäåëåííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè èç Lq(R), â
ÿâíîì âèäå äëÿ ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïîñòðîåí ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëè-
æåíèÿ è äîêàçàíà åãî åäèíñòâåííîñòü. Ïîñòðîåí íàèëó÷øèé ëèíåéíûé ìå-
òîä ïîòî÷å÷íîãî è ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé èç åäèíè÷íûõ øàðîâ
ïðîñòðàíñòâ Õàðäè Hp(C+) .

Íàéäåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà äëÿ òî÷íûõ âåðõíèõ ãðàíèö îòêëî-
íåíèé: â èíòåãðàëüíîé ìåòðèêå ñóìì Âàëëå Ïóññåíà íà êëàññàõ ñâåðòîê ñ
ÿäðàìè, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ìåäëåííî óáûâàþò; â ðàâíîìåðíîé è èíòå-
ãðàëüíîé ìåòðèêàõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ U ∗

n−1(f ;x) ñïåöèàëüíîãî
âèäà íà êëàññàõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ ñâåðòêàìè ñ ÿäðàìè,
êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Äàëàìáåðà; â ïðîñòðàíñòâàõ
ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé îïåðàòîðîâ Âàëëå Ïóññåíà è ìîäèôèöèðî-
âàííûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå íà êëàññàõ L̂ψβ,p, ψ ∈ Dα, p = ∞. Âñå ïîëó÷åííûå
ðàâåíñòâà äàþò ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êîëìîãîðîâà-Íèêîëüñêîãî.
Òàêæå ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ òî÷íûõ âåðõíèõ ãðàíèö ïîòî÷å÷íûõ îòêëîíåíèé
ñóìì Âàëëå Ïóññåíà íà êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå D ôóíê-
öèé, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè òèïà Êîøè; íàéäåíû ïîðÿäêîâûå
îöåíêè äëÿ âåëè÷èí íàèëó÷øèõ ðàâíîìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé
ñ ôèêñèðîâàííûìè ïîëþñàìè äëÿ ôóíêöèé, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñâåðò-
êàìè ôóíêöèé èç Lp(0, 2π] ñ ôèêñèðîâàííûìè ÿäðàìè, çàäàííûìè â âèäå
ñóììû ðÿäà ïî ñèñòåìå Òàêåíàêè-Ìàëüìêâèñòà; îïèñàíû âñå ñëó÷àè ñîîòíî-
øåíèé ìåæäó ÷èñëàìè r è s , ïðè êîòîðûõ íîðìà îïåðàòîðà-ðåøåòà Ô. Âè-
íåðà ∥Wr,s∥H∞ ðàâíà åäèíèöå.

Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå âëîæåíèÿ ìíîæåñòâ LψLp(·) â Lq(·)

è LψLM â LN , à òàêæå íàéäåíû ïîðÿäêè ïðèáëèæåíèÿ ñóììàìè Ôóðüå.
Íàéäåíû ïîðÿäêè íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà ñ ïå-
ðåìåííûì ïîêàçàòåëåì è ïðîñòðàíñòâàõ Îðëè÷à íà ìíîæåñòâàõ è êëàññàõ
ψ -äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Ïîëó÷åí ðÿä ïðÿìûõ è îáðàòíûõ òåîðåì
òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ íà ìíîæåñòâàõ (ψ; β) -äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â
îáîáùåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà è ïðîñòðàíñòâàõ Îðëè÷à.

Âû÷èñëåíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé, áàçèñíûõ ïîïåðå÷-
íèêîâ è ïîïåðå÷íèêîâ ïî Êîëìîãîðîâó ìíîæåñòâ îáðàçîâ äèàãîíàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Îðëè÷à ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé lp è lM .
Ïîëó÷åí ðÿä èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâ òèïà ×åáûøåâà. Âû÷èñëåíû òî÷íûå
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çíà÷åíèÿ àíàëîãîâ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé è áàçèñíûõ ïîïåðå÷íèêîâ â ïðî-
ñòðàíñòâàõ Îðëè÷à LM(A; dµ) êëàññîâ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè è
ôóíêöèé èç åäèíè÷íûõ øàðîâ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå, ïðîèçâîäÿùåå ÿäðî, ëèíåé-
íûé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ, ñèñòåìà Òàêåíàêè-Ìàëüìêâèñòà, ïðîñòðàíñòâà Õàð-
äè, çàäà÷à Êîëìîãîðîâà-Íèêîëüñêîãî, ñóììà è îïåðàòîð Âàëëå Ïóññåíà, ψ -
ïðîèçâîäíàÿ, ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà ñ ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåì, ïðîñòðàíñòâà
Îðëè÷à, áàçèñíûé ïîïåðå÷íèê, ïîïåðå÷íèê ïî Êîëìîãîðîâó, íåðàâåíñòâî
Áåðíøòåéíà, íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà.

Chaichenko S.O. Extremal Problems of Theory of Approximation of
Functions of Real and Complex Variables. � The Manuscript.

Thesis for a Doctor Degree in Physical and Mathematical Sciences by Speciality
01.01.01. � Mathematical Analysis. � Institute of Mathematics of National
Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2016.

The thesis is devoted to the investigation of the extremal problems of the theory
of approximation of the functions of real and complex variables.

In the thesis there are found the su�cient conditions for the convergence in
the spaces Lp(R)(p > 1) and the pointwise convergence of Fourier series on
the Takenaka-Malmquist systems expressed in the terms of the sequences of the
poles of these systems. We calculated the exact value of the best approximation
of the Cauchy kernel in the metric of Lq(R) by certain subspaces of Lq(R),
and we constructed in the explicit form for these spaces the element of the best
approximation and proved the uniqueness of its. It is also constructed the best
linear method of pointwise and uniform approximation of the functions in the
unit ball of the Hardy spaces Hp(C+) . It is shown that this method is the best
interpolation method of the approximation.

There are found the asymptotic equalities for the exact upper bounds of the
deviations of Vallee Poussin sums and some special trigonometric polynomials on
the classes ψ -di�erentiable functions. All received equality provide the solution
of the Kolmogorov-Nikol'skii problem. Also, it is calculated the value of the least
upper bound pointwise deviation of Vallee Poussin sums on the class of analytic
in the unit disk functions that are represented by the Cauchy integrals; there are
found the order estimates for the value of the best uniform rational approximation
with the �xed poles for the functions from the classes of 2π -periodic functions
that are represented by the convolutions of the functions from Lp(0, 2π] and �xed
kernels, given as the sum of a series on the Takenaka-Malmquist system; there
are described all the relationships between the numbers r and s , when the norm
∥Wr,s∥H∞ of the operator-sieve of F.Wiener that is equivalent to 1 and we have
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used these results to �nd the best approximations of the functions of Hardy spaces
Hp(D).

There are obtained the conditions of the embedding for LψLp(·) in Lq(·) and
LψLM in LN , and we calculated the order of the approximation by Fourier sums.
There are found the orders of the best approximations in Lebesgue spaces with
variable exponent and Orlicz spaces on the sets and the classes ψ -di�erentiable
functions. We have proved Bernstein type inequalities for the norm of (ψ; β) -
derivative of the trigonometric polynomial in the spaces Lp(·) and LM . We have
also proved some inverse theorems of the approximation theory on the sets (ψ; β) -
di�erentiable functions in Lebesgue spaces with variable exponent and Orlicz
spaces.

There are calculated the exact values of the best approximations, the base
widths and the Kolmogorov widths of the sets of the images of the diagonal
operators in the sequences Orlicz spaces lp and lM . Some Chebyshev type integral
inequalities are proved. We also calculated the exact values of the analogues of
the best approximations and the base widths in Orlicz spaces LM(A; dµ) of the
classes of non-negative functions, which are represented as the product of a �xed
function and the functions from the unit balls of these spaces.

Key words: the best approximations, reproduction kernel, linear method
of approximation, Takenaka-Malmquist system, Hardy spaces, Kolmogorov-
Nikol'skii problem, ψ -derivative, Vallee Poussin sums and operators , Lebesgue
spaces with variable exponent, Orlicz spaces, base and Kolmogorov wight,
Bernstein inequality, Chebyshev inequality.
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