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Pγ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

Qθ
2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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Vσ,c(f ;x), . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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Dn(T : lM → lN) . . . . . . . . . . . . . . . . . 284
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Âñòóï

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷

òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié äiéñíî¨ òà êîìïëåêñíî¨ çìiííèõ, à ñàìå: ðîçâ'ÿ-

çàííþ íà çàäàíîìó êëàñi ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié çàäà÷i ïðî íàéêðàùi ëiíiéíi

ìåòîäè íàáëèæåííÿ, ÿêi áóäóþòüñÿ íà îñíîâi ðîçâèíåííÿ â ðÿä Ôóð'¹ ïî çàäà-

íié îðòîíîðìîâàíié ñèñòåìi; çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî ïðî çíàõîäæå-

ííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ðiâíîñòåé äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü ñóì Âàëëå

Ïóññåíà òà iíøèõ àãðåãàòiâ íàáëèæåííÿ íà êëàñàõ ôóíêöié äiéñíî¨ òà êîì-

ïëåêñíî¨ çìiííèõ; çàäà÷i ïðî îòðèìàííÿ íåðiâíîñòåé òèïó Áåðíøòåéíà äëÿ

òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ, ïðÿìèõ òà îáåðíåíèõ òåîðåì òåîði¨ íàáëèæåí-

íÿ ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì òà ïðîñòîðàõ Îðëè÷à; çàäà÷ ïðî

îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ çíà÷åíü âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà ïîïåðå÷íèêiâ

ìíîæèí îáðàçiâ äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîðàõ ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíî-

ñòåé. Ïåðåëi÷åíi çàäà÷i ¹ îñíîâíèìè çàäà÷àìè ñó÷àñíî¨ òåîði¨ íàáëèæåííÿ.

Ñèñòåìàòè÷íi äîñëiäæåííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç ìîæëèâiñòþ íàáëèæåíîãî çî-

áðàæåííÿ ôóíêöié çà äîïîìîãîþ áiëüø ïðîñòèõ àãðåãàòiâ (ó ðîëi ÿêèõ âè-

ñòóïàþòü àëãåáðà¨÷íi ìíîãî÷ëåíè, òðèãîíîìåòðè÷íi ïîëiíîìè ÷è ðàöiîíàëüíi

ôóíêöi¨), áåðóòü ñâié ïî÷àòîê ó 50-èõ ðîêàõ XIX ñòîði÷÷ÿ â êëàñè÷íèõ ïðàöÿõ

Ï.Ë. ×åáèøåâà. Óæå ç ïåðøèõ êðîêiâ ñâîãî ðîçâèòêó, âiä ôóíäàìåíòàëüíèõ

òåîðåì Ê. Âåé¹ðøòðàñà (1885 ð.) é Ê. Ðóíãå (1885 ð.), òåîðiÿ íàáëèæåííÿ

ðîçãàëóæó¹òüñÿ íà äâà íàïðÿìè (äiéñíèé i êîìïëåêñíèé), ÿêi ðîçâèâàþòüñÿ

ïëi÷-î-ïëi÷, äîïîâíþþ÷è é çáàãà÷óþ÷è îäèí îäíîãî íîâèìè ìåòîäàìè òà ðå-

çóëüòàòàìè.

Íàáëèæåííÿ ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨, ÿê òåîðiÿ, ñôîðìóâàëèñÿ ó ïîâ-

íîöiííèé ðîçäië ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó íà ïî÷àòêó XX-ãî ñòîði÷÷ÿ ó ïðàöÿõ

Ä. Äæåêñîíà, Ñ.Í. Áåðíøòåéíà òà Ø. Âàëëå Ïóññåíà. Ïðèìiòíî, ùî ó öèõ

ïðàöÿõ ãîëîâíó óâàãó áóëî ïðèäiëåíî äîñëiäæåííÿì ïèòàíü àïðîêñèìàöi¨ ií-
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äèâiäóàëüíèõ ôóíêöié. Ïî÷èíàþ÷è ç 30-èõ ðîêiâ XX-ãî ñòîëiòòÿ ç ðîçâèòêîì

ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó â òåîði¨ íàáëèæåííÿ ñòàëè àêòóàëüíèìè äîñëiäæå-

ííÿ àïðîêñèìàöiéíèõ ïðîöåñiâ ÿê ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ íà êëàñàõ ôóíêöié ó

òèõ ÷è iíøèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ. Ó öüîìó íàïðÿìêó îñíîâîïîëîæíi

ðåçóëüòàòè îòðèìàëè À.Ì. Êîëìîãîðîâ, Æ. Ôàâàð, Á. Íàäü, Ì.Ã. Êðåéí,

Í.I. Àõi¹çåð òà Ñ.Ì. Íiêîëüñüêèé.

Òàê, çîêðåìà, çàâäÿêè ïðàöÿì À.Ì. Êîëìîãîðîâà (1935 ð.) i Ñ.Ì. Íi-

êîëüñüêîãî (1940 ð.) ïîñòàëà îäíà ç âàæëèâèõ çàäà÷ òåîði¨ íàáëèæåííÿ �

çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ðiâíîñòåé âèãëÿäó

E(N;Un)X = φ(n) + o(φ(n)), n→ ∞,

äëÿ âåëè÷èí

E(N;Un)X := sup
f∈N

∥f(·)− Un(f ; ·)∥X ,

äå N � ôiêñîâàíèé êëàñ 2π -ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, Un(f ; x) � òðèãîíîìå-

òðè÷íi ïîëiíîìè, ùî ïîðîäæóþòüñÿ äàíèì ëiíiéíèì ìåòîäîì ïiäñóìîâóâàííÿ

ðÿäiâ Ôóð'¹, à X � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið. Ñüîãîäíi öþ çàäà÷ó íàçè-

âàþòü çàäà÷åþ Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî.

Ó êîìïëåêñíîìó âèïàäêó àíàëîãi÷íi ïðîáëåìè âïåðøå ïiääàëèñÿ äîñëi-

äæåííþ ëèøå â äðóãié ïîëîâèíi ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ â ïðàöÿõ Ñ.Á. Ñò¹÷êiíà

(1953), Ê.I. Áàáåíêà (1958 ð.), Ë.Â. Òàéêîâà (1963 ð., 1967 ð.), Äæ.Ò. Øåéêà

(1966 ð.) i Â.I. Áiëîãî (1967 ð.).

Ó ïîäàëüøîìó çíà÷íèé âíåñîê ó ðîçâèòîê ïðîáëåìàòèêè, ïîâ'ÿçàíî¨

ç ðîçâ'ÿçàíííÿì çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî, âíåñëè Â.Ê. Äçÿäèê,

Î.Â. �ôiìîâ, Ï.Â. Çàäåðåé, Ì.Ï. Êîðí¹é÷óê, Â.Ï. Ìîòîðíèé, Á. Íàäü,

Â.I. Ðóêàñîâ, Â.Â. Ñàâ÷óê, À.Ñ. Ñåðäþê, Î.I. Ñòåïàíåöü, Ñ.Á. Ñò¹÷êií,

Ñ.Î. Òåëÿêîâñüêèé, Î.Ï. Òiìàí, Ð.Ì. Òðèãóá òà iíø.

Íàïðÿì ñó÷àñíî¨ òåîði¨ íàáëèæåííÿ öiëèìè ôóíêöiÿìè åêñïîíåíöiéíîãî

òèïó ñôîðìóâàâñÿ çàâäÿêè ïðàöÿì Ñ.Í. Áåðíøòåéíà (1910 ð.) i áóâ ðîçâèíå-

íèé ó 30 � 50-èõ ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîði÷÷ÿ Í. Âiíåðîì, Í. Ïåëi, Í.I. Àõi¹çåðîì,

Ì.Â. Ê¹ëäèøåì òà Ñ.Ì. Íiêîëüñüêèì. Ðåàëiçîâóþ÷è iäåþ Ñ.Í. Áåðíøòåéíà

ïðî ïîáóäîâó òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié, çàäàíèõ íà äiéñíié îñi, ÿê òåîðiþ,
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ùî âêëþ÷à¹ i òåîðiþ íàáëèæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, Î.I. Ñòåïàíåöü ðîç-

ðîáèâ ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî äëÿ îïåðàòîðiâ

Ôóð'¹ (ÿêi äiþòü ó ïiäïðîñòið öiëèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiéíîãî òèïó, à êîæíié

2π -ïåðiîäè÷íié ôóíêöi¨ ñòàâëÿòü ó âiäïîâiäíiñòü ¨¨ ÷àñòèííó ñóìó ðÿäó Ôóð'¹)

ó ïðîñòîðàõ ëîêàëüíî iíòåãðîâàíèõ çà Ëåáåãîì íà äiéñíié îñi ôóíêöié.

Ó ïðàöÿõ Â.Â. Ñàâ÷óêà (1998 � 2013 ð.) âäàëî ïî¹äíàíî ìåòîäè äîñëi-

äæåííÿ íàáëèæåíü ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨ ç ñóòî êîìïëåêñíè-

ìè ìåòîäàìè i çàñòîñîâàíî ¨õ äî ðîçâ'ÿçàííÿ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ äëÿ êëàñiâ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ iíòåãðàëàìè òèïó Êîøi. Çîêðåìà,

ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî äëÿ ÷àñòèííèõ ñóì Òåéëîðà,

Ôåé¹ðà òà Àáåëÿ-Ïóàññîíà.

Çàäà÷à Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî i äîòåïåð ïåðåáóâà¹ ó êîëi íàóêîâèõ

iíòåðåñiâ ïðîâiäíèõ ôàõiâöiâ iç òåîði¨ íàáëèæåííÿ, ùî çàëèøà¹ ¨¨ àêòóàëü-

íîþ, ÿê i ðàíiøå. Çîêðåìà, âàæëèâèìè âèäàþòüñÿ äîñëiäæåíÿ íåðîçâ'ÿçàíèõ

ïðîáëåì ùîäî àïðîêñèìàöiéíèõ âëàñòèâîñòåé êëàñè÷íèõ i íîâèõ ìåòîäiâ íà-

áëèæåííÿ íà êëàñàõ ψ -äèôåðåíöiéîâíèõ 2π -ïåðiîäè÷íèõ òà ëîêàëüíî iíòå-

ãðîâàíèõ çà Ëåáåãîì íà äiéñíié îñi ôóíêöié, à òàêîæ ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ

â îäèíè÷íîìó êðóçi.

Ðåçóëüòàòè Ñ.Ì. Íiêîëüñüêîãî (1946 ð.), Ñ.ß. Õàâiíñîíà (1949 � 1963 ð.),

À. Ìàêiíòàéðà é Â. Ðîãîçèíñüêîãî (1950 ð.), Â. Ðîãîçèíñüêîãî é Ã. Øàïiðî

(1953 ð.), Â.Â. Ñàâ÷óêà (2007 � 2009 ð.) óìîæëèâëþþòü ðîçãëÿä ç ¹äèíî¨

òî÷êè çîðó ðiçíèõ çà ïîñòàíîâêîþ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ôóíêöié, àíà-

ëiòè÷íèõ ó êðóçi. Çãiäíî ç öèìè ðåçóëüòàòàìè âàæëèâi åêñòðåìàëüíi çàäà-

÷i òåîði¨ àïðîêñèìàöi¨ çâîäÿòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ íîðìè ïåâíîãî ôóíêöiîíàëà,

ùî, ó ñâîþ ÷åðãó, çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ âåëè÷èíè íàéêðàùîãî íàáëèæå-

ííÿ êîíêðåòíî¨ ôóíêöi¨ (òâiðíîãî ÿäðà) ïåâíèì ïiäïðîñòîðîì ãîëîìîðôíèõ

ôóíêöié. Òîìó, àêòóàëüíîþ òàêîæ ¹ çàäà÷à ïðî ïîáóäîâó íàéêðàùîãî ìåòîäó

íàáëèæåííÿ ïðîñòîðiâ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié â îáëàñòÿõ êîìïëåêñíî¨ ïëîùè-

íè, âiäìiííèõ âiä êðóãà, çîêðåìà, ó âåðõíié ïiâïëîùèíi.

Îñòàííiì ÷àñîì ñïîñòåðiãà¹òüñÿ çíà÷íèé iíòåðåñ äî äîñëiäæåíü, ó òîìó

÷èñëi i â òåîði¨ íàáëèæåííÿ, ùî ïðîâîäÿòüñÿ ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì

ïîêàçíèêîì òà ó ïðîñòîðàõ Îðëè÷à. Íà äóìêó ôàõiâöiâ (ÿê öå âiäîáðàæåíî

ó áàãàòüîõ ìîíîãðàôiÿõ) òàêèé iíòåðåñ îáóìîâëåíî, íàñàìïåðåä, âàæëèâèìè
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çàñòîñóâàííÿìè öèõ ïðîñòîðiâ ó òåîði¨ ïðóæíîñòi, ìåõàíiöi, òåîði¨ äèôåðåí-

öiàëüíèõ îïåðàòîðiâ òà âàðiàöiéíîìó ÷èñëåííi.

Ïðîñòîðè Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì òà ïðîñòîðè Îðëè÷à áóëè çà-

ïðîâàäæåíi Â. Îðëè÷åì ó 30-èõ ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîði÷÷ÿ. Ó ïðàöÿõ Õ. Íàêà-

íî (1950 � 1953 ð.) ¨õ âèêîðèñòîâóâàëè ÿê ïðèêëàäè òàê çâàíèõ ìîäóëÿðíèõ

ïðîñòîðiâ, ùî, òàê ñàìî, äîñëiäæóâàëèñÿ äåêiëüêîìà íàóêîâèìè öåíòðàìè,

íàéâàæëèâiøi ç ÿêèõ áóëè çîñåðåäæåíi ó Ïîëüùi (W. Orlicz, X.W. Birnbaum),

â ßïîíi¨ (H. Nakano), ó ÑÐÑÐ (Ì.Î. Êðàñíîñåëüñüêèé, ß.Á. Ðóòèöüêèé) òà ó

Íiäåðëàíäàõ (W.A.I. Luxemburg, A.C. Zaanen). Ñóòò¹âèé âíåñîê ó ðîçâèòîê

òåîði¨ ïðîñòîðiâ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì òà ïðîñòîðiâ Îðëè÷à çðîáè-

ëè D.W. Boyd, L. Diening, O. Kováčik , Â. Êîêiëàøâiëi, M. Krbes, J. Linden-

strauss, J. Musielak, A. Nekvinda, J. Rak�osn��k, M.M. Rao, Z.D. Ren, L. Tzafriri,

Ï.Ë. Óëüÿíîâ, I.I. Øàðàïóäiíîâ òà ií.

Ñó÷àñíi äîñëiäæåíííÿ áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ (çîêðåìà, R. Akg�un,

Ð.À. Áàíäàëi¹â, A. Guven, L. Diening, P. Harjulehto, P. H�ast�o, D.M. Isra�lov,

M. Khabazi, M. Ružička, S.G. Samko òà ií.) ç òåîði¨ íàáëèæåííÿ ó öèõ ïðîñòî-

ðàõ ñëiä ðîçöiíþâàòè ÿê �ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ� êëàñè÷íî¨ òåîði¨ íàáëèæå-

ííÿ â �íåêëàñè÷íi� ïðîñòîðè Ëåáåãà òà ïðîñòîðè Îðëè÷à. Ó öüîìó íàïðÿìêó

äîñÿãíóòî çíà÷íîãî ïðîãðåñó, àëå íå ïîâíî¨ çàâåðøåíîñòi. Òîìó àêòóàëüíîþ ¹

çàäà÷à ñèñòåìàòèçàöi¨ òåîði¨ íàáëèæåííÿ ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì ïî-

êàçíèêîì òà ïðîñòîðàõ Îðëè÷à íà îñíîâi áiëüø çàãàëüíî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïåðiî-

äè÷íèõ ôóíêöié, ùî âèêîðèñòîâó¹ ïîíÿòòÿ ψ -ïîõiäíî¨ òà ψ -iíòåãðàëà. Êðiì

òîãî, âàæëèâèì òà àêòóàëüíèì ¹ ïèòàííÿ äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé äèñêðå-

òíèõ àíàëîãiâ ïðîñòîðiâ çi çìiííèì ïîêàçíèêîì òà ïðîñòîðiâ Îðëè÷à.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiþ âèêîíàíî íà êàôåäði ìàòåìàòèêè Äåðæàâíîãî âèùîãî íàâ÷àëü-

íîãî çàêëàäó �Äîíáàñüêèé äåðæàâíèé ïåäàãîãi÷íèé óíiâåðñèòåò� ó ìåæàõ

ôóíäàìåíòàëüíîãî íàóêîâîãî äîñëiäæåííÿ �Êîíñòðóêòèâíi ìåòîäè àíàëiçó

íåòåðîâèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ, ôóíêöiîíàëüíî-

äèôåðåíöiàëüíèõ òà äèôåðåíöiàëüíî-àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü i òåîði¨ íàáëèæå-

íü� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0115U003182). Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü òà-

êîæ âêëþ÷åíî â àíîòîâàíi çâiòè ïðî âèêîíàííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ íàóêîâî-

äîñëiäíèõ ðîáiò, ùî ôiíàíñóâàëèñÿ çà êîøòè äåðæàâíîãî áþäæåòó Óêðà¨íè:
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�Êëàñèôiêàöiéíi ìåòîäè òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié i òåîði¨ êðàéîâèõ çàäà÷�

(íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0101U000750), �Êëàñèôiêàöiéíi ìåòîäè òåîði¨ íà-

áëèæåííÿ ôóíêöié i òåîði¨ íåëiíiéíèõ êîëèâàíü� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨

0106U001360), �Êëàñèôiêàöiéíi ìåòîäè òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié i òåîði¨

êðàéîâèõ çàäà÷� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0109U000381), �Òåîðiÿ íåòåðî-

âèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ, ôóíêöiîíàëüíî-

äèôåðåíöiàëüíèõ òà äèôåðåíöiàëüíî-àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü� (íîìåð äåðæàâ-

íî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0112U000372) òà çâiòó ïðî âèêîíàííÿ Íiìåöüêî-óêðà¨íñüêîãî

íàóêîâîãî ïðîåêòó (ðå¹ñòðàöiéíèé íîìåð GZ: 436 UKR 113/103/0-1), ùî ôi-

íàíñóâàâñÿ Íiìåöüêèì ôîíäîì íàóêîâèõ äîñëiäæåíü (DFG).

Ìåòà, îá'¹êò, ïðåäìåò i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Îñíîâíà ìåòà äè-

ñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ïîëÿãà¹ â ðîçðîáöi ìåòîäó ïîáóäîâè íàéêðàùîãî ëiíiéíîãî

íàáëèæåííÿ çàäàíîãî êëàñó ãîëîìîðôíèõ ó âåðõíié ïiâïëîùèíi ôóíêöié íà

îñíîâi ðîçâèíåííÿ â ðÿä Ôóð'¹ ïî çàäàíié îðòîíîðìîâàíié ñèñòåìíi ðàöiîíàëü-

íèõ ôóíêöié, ñèñòåìàòèçàöi¨ òåîði¨ íàáëèæåííÿ â ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìií-

íèì ïîêàçíèêîì òà ïðîñòîðàõ Îðëè÷à íà îñíîâi áiëüø çàãàëüíî¨ êëàñèôiêàöi¨

ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ùî âèêîðèñòîâó¹ ïîíÿòòÿ ψ -ïîõiäíî¨ òà ψ -iíòåãðàëà,

à òàêîæ îá÷èñëåííi òî÷íèõ çíà÷åíü íàéêðàùèõ íàáëèæåíü i ïîïåðå÷íèêiâ

ìíîæèí îáðàçiâ äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîðàõ Îðëè÷à ÷èñëîâèõ ïî-

ñëiäîâíîñòåé.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ðÿäè ïî ñèñòåìàõ Òàêåíàêè-Ìàëüìêâiñòà, êëà-

ñè ôóíêöié äiéñíî¨ òà êîìïëåêñíî¨ çìiííèõ, êëàñè÷íi òà ñïåöiàëüíi ìåòîäè

íàáëèæåííÿ, äiàãîíàëüíi îïåðàòîðè.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ çáiæíiñòü ðÿäiâ Ôóð'¹ ïî ñèñòåìàõ ðàöiî-

íàëüíèõ ôóíêöié, îðòîíîðìîâàíèõ íà äiéñíié îñi, íàéêðàùèé ëiíiéíèé ìåòîä

íàáëèæåííÿ, òî÷íi âåðõíi ìåæi âiäõèëåíü êëàñè÷íèõ òà ñïåöiàëüíèõ ìåòîäiâ

íàáëèæåííÿ íà êëàñàõ ôóíêöié, ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ,

íåðiâíîñòi òèïó Áåðíøòåéíà, íîðìè ìóëüòèïëiêàòîðiâ ðÿäiâ Ôóð'¹, íåðiâíîñòi

òèïó ×åáèøåâà, íàéêðàùi íàáëèæåííÿ òà ïîïåðå÷íèêè.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:

1. Çíàéòè äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi â ïðîñòîðàõ Lp(R) (p > 1) òà ïî-

òî÷êîâî¨ çáiæíîñòi íà äiéñíié îñi ðÿäiâ Ôóð'¹ ïî ñèñòåìàõ Òàêåíàêè-
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Ìàëüìêâiñòà.

2. Îá÷èñëèòè òî÷íå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ïiäïðî-

ñòîðàìè ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ÿäðà Êîøi ó âåðõíié ïiâïëîùèíi êîìïëå-

êñíî¨ ïëîùèíè. Ïîáóäóâàòè íàéêðàùèé ëiíiéíèé ìåòîä ïîòî÷êîâîãî é

ðiâíîìiðíîãî íàáëèæåííÿ êëàñiâ Ãàðäi Hp(C+) ãîëîìîðôíèõ ó âåðõíié

ïiâïëîùèíi ôóíêöié.

3. Çíàéòè àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi äëÿ âåëè÷èí òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõè-

ëåíü ó ðiâíîìiðíié òà iíòåãðàëüíèõ ìåòðèêàõ ñóì Âàëëå Ïóññåíà, à òàêîæ

òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ U∗
n−1(f ; x) ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà êëàñàõ

2π -ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié.

4. Îá÷èñëèòè âåëè÷èíè òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ ïîòî÷êîâèõ âiäõèëåíü ñóì Âàë-

ëå Ïóññåíà íà êëàñi K∞ àíàëiòè÷íèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi D ôóíêöié f ,

ÿêi çîáðàæóþòüñÿ iíòåãðàëàìè òèïó Êîøi.

5. Äîñëiäèòè ðàöiîíàëüíi íàáëèæåííÿ êëàñiâ 2π -ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi

çîáðàæóþòüñÿ çãîðòêàìè ôóíêöié iç Lp(0, 2π] iç ôiêñîâàíèìè ÿäðàìè,

çàäàíèìè ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó çà ñèñòåìîþ Òàêåíàêè-Ìàëüìêâiñòà.

6. Äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà-ðåøåòà Wr,s(f)(z) íà ìíîæèíàõ ãîëî-

ìîðôíèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi D ôóíêöié.

7. Äîñëiäèòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó íîðì âiäõèëåíü îïåðàòîðiâ Âàëëå

Ïóññåíà òà ìîäèôiêîâàíèõ îïåðàòîðiâ Ôóð'¹ íà êëàñàõ ôóíêöié, ëîêàëü-

íî iíòåãðîâàíèõ çà Ëåáåãîì íà äiéñíié îñi. Çíàéòè ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíî¨

çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî.

8. Çíàéòè óìîâè âêëàäåííÿ ìíîæèí ψ -äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ó ïðî-

ñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì Lp(·) òà ïðîñòîðàõ Îðëè÷à LM .

Îá÷èñëèòè ïîðÿäêè íàáëèæåííÿ ñóìàìè Ôóð'¹ íà öèõ ìíîæèíàõ.

9. Äîâåñòè íåðiâíîñòi òèïó Áåðíøòåéíà äëÿ íîðìè (ψ; β) -ïîõiäíî¨ òðèãîíî-

ìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà ó ïðîñòîðàõ Lp(·) òà LM . Îòðèìàòè ïðÿìi òà îáåð-

íåíi òåîðåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ íà êëàñàõ ψ -äèôåðåíöiéîâíèõ i (ψ; β) -

äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì òà

ïðîñòîðàõ Îðëè÷à.
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10. Îäåðæàòè íîâi iíòåãðàëüíi íåðiâíîñòi òèïó ×åáèøåâà.

11. Îá÷èñëèòè òî÷íi çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, áàçèñíèõ i êîëìîãîðiâ-

ñüêèõ ïîïåðå÷íèêiâ ìíîæèí îáðàçiâ äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîðàõ

÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé çi çìiííèì ïîêàçíèêîì lp , à òàêîæ äèñêðåòíèõ

ïðîñòîðàõ Îðëè÷à lM .

12. Îá÷èñëèòè òî÷íi çíà÷åííÿ àíàëîãiâ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà áàçèñíèõ

ïîïåðå÷íèêiâ ó ïðîñòîðàõ Îðëè÷à LM(A; dµ) êëàñiâ íåâiä'¹ìíèõ ôóí-

êöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó ôiêñîâàíî¨ ôóíêöi¨ òà ôóíêöié

ç îäèíè÷íèõ êóëü öèõ ïðîñòîðiâ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Âèêîðèñòàíî àïàðàò ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, òå-

îði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, òåîði¨ äâî¨ñòîñòi åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷, à

òàêîæ íîâèé ìåòîä ïîáóäîâè òâiðíèõ ÿäåð i âiäïîâiäíèõ ¨ì åëåìåíòiâ íàéêðà-

ùîãî íàáëèæåííÿ.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè, ùî

âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹ íîâèìè é ïîëÿãàþòü ó òàêîìó.

1. Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi â ïðîñòîðàõ Lp(R) (p > 1) òà ïî-

òî÷êîâî¨ çáiæíîñòi íà äiéñíié îñi R ðÿäiâ Ôóð'¹ ïî ñèñòåìàõ Òàêåíàêè-

Ìàëüìêâiñòà.

2. Îá÷èñëåíî òî÷íå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè E (z,A) íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ

ÿäðà Êîøi C(·, z) â ìåòðèöi Lq(R) ïiäïðîñòîðîì A , ó âèïàäêó, êîëè

A = H⊥
p (an)∨Hn⊥

p,Φ òà â ÿâíîìó âèãëÿäi ïîáóäîâàíî äëÿ öèõ ïiäïðîñòîðiâ

åëåìåíò íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ é äîâåäåíî éîãî ¹äèíiñòü.

3. Ïîáóäîâàíî íàéêðàùèé ëiíiéíèé ìåòîä ïîòî÷êîâîãî òà ðiâíîìiðíîãî íà-

áëèæåííÿ ôóíêöié ç îäèíè÷íèõ êóëü ïðîñòîðiâ Ãàðäi Hp(C+) . Ïîêàçàíî,

ùî òàêèé ìåòîä ¹ íàéêðàùèì iíòåðïîëÿöiéíèì ìåòîäîì íàáëèæåííÿ.

4. Äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi ñóì Âàëëå

Ïóññåíà íà êëàñàõ Lψ1 i LψH0
ω1
, ψ1 ∈ M0, ψ1 ∈ M′

0 çíàéäåíî àñèìïòî-

òè÷íi ðiâíîñòi, ÿêi â áàãàòüîõ âàæëèâèõ âèïàäêàõ äàþòü ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî.
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5. Îá÷èñëåíî âåëè÷èíè òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ ïîòî÷êîâèõ âiäõèëåíü ñóì Âàë-

ëå Ïóññåíà íà êëàñi K∞ àíàëiòè÷íèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi D ôóíêöié,

ùî çîáðàæóþòüñÿ iíòåãðàëàìè òèïó Êîøi.

6. Çíàéäåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ âåëè÷èí íàéêðàùèõ ðiâíîìiðíèõ ðàöiî-

íàëüíèõ íàáëèæåíü iç ôiêñîâàíèìè ïîëþñàìè íà êëàñàõ ôóíêöié, ÿêi

çîáðàæóþòüñÿ çãîðòêàìè ôóíêöié iç Lp(0, 2π] iç ôiêñîâàíèìè ÿäðàìè,

çàäàíèìè ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó çà ñèñòåìîþ Òàêåíàêè-Ìàëüìêâiñòà.

7. Âñòàíîâëåíî àñèìïòîòè÷íi ïðè n→ ∞ ðiâíîñòi äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ

âiäõèëåíü ó ðiâíîìiðíié òà iíòåãðàëüíèõ ìåòðèêàõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïî-

ëiíîìiâ U ∗
n−1(f ;x) ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà êëàñàõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié,

âèçíà÷åíèõ çãîðòêàìè ç ÿäðàìè, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

Äàëàìáåðà.

8. Îïèñàíî âñi âèïàäêè ñïiââiäíîøåíü ìiæ ÷èñëàìè r i s , çà ÿêèõ âèêîíó-

¹òüñÿ ðiâíiñòü ∥Wr,s∥H∞ = 1. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíî äî çíà-

õîäæåííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ôóíêöié ïðîñòîðó Ãàðäi Hp(D).

9. Äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü ó ïðîñòîðàõ L̂p îïåðàòîðiâ Âàëëå

Ïóññåíà òà ìîäèôiêîâàíèõ îïåðàòîðiâ Ôóð'¹ íà êëàñàõ L̂ψβ,p, ψ ∈ Dα

îòðèìàíî àñèìïòîòè÷íi íåðiâíîñòi. Ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó, êîëè p = ∞
i ïðè σ → ∞ îäíî÷àñíî c = c(σ) → ∞ i σ− c→ ∞ , óñi îòðèìàíi íåðiâ-

íîñòi ïåðåòâîðþþòüñÿ â àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi, ÿêi äàþòü ðîçâ'ÿçîê âiä-

ïîâiäíî¨ çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî. Öþ çàäà÷ó òàêîæ ðîçâ'ÿçàíî

äëÿ îïåðàòîðiâ Vσ,c(f ; x) íà êëàñàõ L̂ψβ,1, ψ1 ∈ A0, ψ2 ∈ A′
0 ó ïðîñòîði

L̂1.

10. Çíàéäåíî óìîâè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü âêëàäåííÿ ìíîæèí LψLp(·) â Lq(·) òà

LψLM â LN , à òàêîæ îá÷èñëåíî ïîðÿäêè íàáëèæåííÿ ñóìàìè Ôóð'¹.

11. Çíàéäåíî ïîðÿäêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìií-

íèì ïîêàçíèêîì òà ïðîñòîðàõ Îðëè÷à íà ìíîæèíàõ ψ -äèôåðåíöiéîâíèõ

ôóíêöié. Çàçíà÷åíî âèïàäêè, êîëè ïîðÿäêè íàáëèæåííÿ ñóìàìè Ôóð'¹

çáiãàþòüñÿ ç ïîðÿäêàìè âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ó öèõ ïðîñòîðàõ.

12. Îòðèìàíî íåðiâíîñòi òèïó Áåðíøòåéíà äëÿ íîðìè (ψ; β) -ïîõiäíî¨ òðèãî-
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íîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà â ïðîñòîðàõ Lp(·) òà LM . Äîâåäåíî (çîêðåìà i â

òåðìiíàõ àíàëîãiâ ìîäóëiâ íåïåðåðâíîñòi äðîáîâîãî ïîðÿäêó) îáåðíåíi òå-

îðåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ íà ìíîæèíàõ (ψ; β) -äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié

â óçàãàëüíåíèõ ïðîñòîðàõ Ëåáåãà òà ïðîñòîðàõ Îðëè÷à.

13. Îòðèìàíî íèçêó iíòåãðàëüíèõ íåðiâíîñòåé òèïó ×åáèøåâà.

14. Îá÷èñëåíî òî÷íi çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, áàçèñíèõ ïîïåðå÷íèêiâ

òà ïîïåðå÷íèêiâ çà Êîëìîãîðîâèì ïåâíèõ ìíîæèí îáðàçiâ äiàãîíàëüíèõ

îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîðàõ ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé lp òà lM .

15. Îòðèìàíî òî÷íi çíà÷åííÿ àíàëîãiâ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà áàçèñíèõ

ïîïåðå÷íèêiâ ó ïðîñòîðàõ Îðëè÷à LM(A; dµ) êëàñiâ íåâiä'¹ìíèõ ôóí-

êöié, çîáðàæåíèõ ó âèãëÿäi äîáóòêó ôiêñîâàíî¨ ôóíêöi¨ òà ôóíêöié ç

îäèíè÷íèõ êóëü U+
M(A) öèõ ïðîñòîðiâ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáî-

òà íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. �¨ ðåçóëüòàòè ìàþòü ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ â

êîíñòðóêòèâíié òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié äiéñíî¨ òà êîìïëåêñíî¨ çìiííèõ, à

òàêîæ âîíè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ iç äiéñíî-

ãî òà êîìïëåêñíîãî àíàëiçó, ìåõàíiêè, ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, òåîði¨ ïðóæíîñòi,

òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ òà îá÷èñëþâàëüíî¨

ìàòåìàòèêè.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ ãîëîâíèõ íàïðÿìêiâ äî-

ñëiäæåíü íàëåæèòü íàóêîâîìó êîíñóëüòàíòó Â.Â. Ñàâ÷óêó. Óñi ðåçóëüòàòè, ùî

âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, îòðèìàíî ñàìîñòiéíî. Ðåçóëüòàòè, îïóáëiêîâàíi â ñóìiñ-

íèõ ñòàòòÿõ [175�180, 189, 190, 199], îòðèìàíî îñîáèñòî, à ñïiâàâòîðàì íàëå-

æèòü îáãîâîðåííÿ òà àíàëiç ïîñòàíîâîê çàäà÷; ó ñóìiñíèõ ñòàòòÿõ [188, 266�

269] âíåñîê ñïiâàâòîðiâ ¹ ðiâíîöiííèì.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè äîïîâiäàëèñÿ

íà:

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç i äèôåðåí-

öiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ� (Óæãîðîä, 18�23 âåðåñíÿ 2006 ð.);

� International Conference on the occasion of the 150th birthday of

A.M. Lyapunov (Kharkiv, Ukraine, June 24 - 30, 2007);
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� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ

ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ� ç íàãîäè 70-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà

À.Ì. Ñàìîéëåíêà (Ìåëiòîïîëü, 16 � 21 ÷åðâíÿ 2008 ð.);

� International conference �Mathematical analysis, di�erential equations

and their applications� (Famagusta, North Cyprus, September 12�15, 2008);

� Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ôóí-

êöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé�, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ

ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà (Íîâîñèáèðñê, 5 � 12 îêòÿáðÿ 2008 ã.);

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ôóíêöiîíàëüíi ìåòîäè â òåîði¨

àïðîêñèìàöi¨ òà òåîði¨ îïåðàòîðiâ�, ïðèñâÿ÷åíié ïàì'ÿòi Â.Ê. Äçÿäèêà (1919�

1998) (Âîëèíñüêà îáëàñòü, Óêðà¨íà, 22�26 ñåðïíÿ 2009 ð.);

� Óêðà¨íñüêîìó ìàòåìàòè÷íîìó êîíãðåñi � 2009 äî 100-ði÷÷ÿ âiä äíÿ

íàðîäæåííÿ Ìèêîëè Ì. Áîãîëþáîâà (Êè¨â, Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà-

¨íè, 27�29 ñåðïíÿ 2009 ð.);

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè àíàëiçó�, ïðèñâÿ÷åíié

70-ði÷÷þ êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó (×åð-

íiâöi, 30 âåðåñíÿ � 3 æîâòíÿ 2010 ð.);

� International Conference �Smoothness, Approximation, Function Spaces�

(Oppurg, Thuringia, Germany, October 10 � 16, 2010);

� International conference �Approximation Theory and Applications�, in

memory of N.P. Korneichuk (Ukraine, Dnepropetrovsk, june 14 � 17, 2010);

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ¨¨ çàñòîñó-

âàííÿ�, ïðèñâÿ÷åíié 70-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ ÷ëåíà-êîðåñïîíäåíòà ÍÀÍ

Óêðà¨íè, ïðîôåñîðà Î.I. Ñòåïàíöÿ (1942 � 2007) (Êàì'ÿíåöü-Ïîäiëüñüêèé,

Óêðà¨íà, 28 òðàâíÿ � 3 ÷åðâíÿ 2012 ð.);

� Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ �Êðàéîâi çàäà÷i, òåîðiÿ ôóí-

êöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ� ç íàãîäè 75-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà

À.Ì.Ñàìîéëåíêà (Ñëîâ'ÿíñüê, Óêðà¨íà, 12 � 14 ÷åðâíÿ 2013 ð.);

� Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ �Áîãîëþáiâñüêi ÷èòàííÿ DIF-

2013. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ� ç íàãîäè

75-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà À.Ì.Ñàìîéëåíêà (Ñåâàñòîïîëü, Óêðà¨-

íà, 23 � 30 ÷åðâíÿ 2013 ð.);

� International conference Complex analysis and related topics (Lviv,
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Ukraine, September 23 � 28, 2013);

� IV Ìiæíàðîäíié ãàíñüêié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 135-ié ði÷íèöi âiä

äíÿ íàðîäæåííÿ Ãàíñà Ãàíà (×åðíiâöi, Óêðà¨íà, 30 ÷åðâíÿ � 5 ëèïíÿ, 2014 ð.);

� Mecklenburg Workshop �Approximation Methods and Function Spaces�,

Dedicated to the 60th birthday of Winfried Sickel (Hasenwinkel, March 16 � 20,

2015);

� Third Conference Mathematics for Life Sciences (Rivne, September 15 �

19, 2015);

� International conference �Approximation Theory and its Applications�,

dedicated to 75th anniversary of professor V.P. Motornyi (Dnepropetrovsk, Ukrai-

ne, October 8-11, 2015);

� ñåìiíàðàõ âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà-

¨íè (êåðiâíèêè ñåìiíàðó � ÷ëåí-êîðåñïîíäåíò ÍÀÍ Óêðà¨íè, äîêòîð ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîð Î.I. Ñòåïàíåöü , äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ

íàóê À.Ñ. Ðîìàíþê);

� ñåìiíàðàõ iç òåîði¨ ïðîñòîðiâ ôóíêöié â óíiâåðñèòåòi Ôðiäðiõà Øèë-

ëåðà, ì. É¹íà, Íiìå÷÷èíà (êåðiâíèêè ñåìiíàðó � ïðîôåñîðè H. Triebel òà

H.-J. Schmeisser);

� ñåìiíàði ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëü-

íîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, 30 ëèñòîïàäà 2015 ðîêó (êåðiâíèêè

ñåìiíàðó �Ñó÷àñíèé àíàëiç� � äîêòîðè ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñî-

ðè I.Î. Øåâ÷óê, Î.Î. Êóð÷åíêî, Â.Ì. Ðàä÷åíêî);

� Ëüâiâñüêîìó ìiñüêîìó ñåìiíàði ç òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó Ëüâiâ-

ñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iì. Iâàíà Ôðàíêà, 17 ãðóäíÿ 2015 ðîêó (êå-

ðiâíèêè ñåìiíàðó � äîêòîðè ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðè À.À. Êîí-

äðàòþê, Î.Á. Ñêàñêiâ);

� îá'¹äíàíîìó ñåìiíàði âiääiëó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà òåîði¨ êî-

ëèâàíü i âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 18 ñi÷íÿ

2016 ðîêó (êåðiâíèêè ñåìiíàðó � àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè À.Ì. Ñàìîéëåíêî,

äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê À.Ñ. Ðîìàíþê).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó 23 ïóáëi-

êàöiÿõ. Iç íèõ: 1 ìîíîãðàôiÿ [224] i 22 ñòàòòi [175�180, 188�190, 199, 266�

277] ó íàóêîâèõ âèäàííÿõ, âíåñåíèõ äî ïåðåëiêó ôàõîâèõ âèäàíü iç ôiçèêî-
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ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, 8 iç ÿêèõ [179, 189, 199, 268�270, 275, 277] íàäðóêîâàíî ó

âèäàííÿõ, âíåñåíèõ äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ áàç.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåëiêó

óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, âñòóïó, øåñòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ

äæåðåë, ùî ìiñòèòü 284 íàéìåíóâàííÿ. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 335

ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó.

Âèñëîâëþþ ùèðó ïîäÿêó íàóêîâîìó êîíñóëüòàíòó äîêòîðó ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ñòàðøîìó íàóêîâîìó ñïiâðîáiòíèêó Â.Â. Ñàâ÷óêó òà ñïiâ-

àâòîðàì îïóáëiêîâàíèõ ñòàòåé.
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Ðîçäië 1

Îãëÿä ëiòåðàòóðè

Òâåðäæåííÿ, ÿêi óâiéøëè â äàíèé îãëÿä i íà ÿêi ¹ ïîñèëàííÿ â òåêñòi äè-

ñåðòàöi¨, çàíóìåðîâàíî ÿê òåîðåìè ÷è íàñëiäêè iç çàçíà÷åííÿì àâòîðñòâà i

âiäïîâiäíèì ïîñèëàííÿì íà äæåðåëî, âñi iíøi æ òâåðäæåííÿ ôîðìóëþþòüñÿ

ëèøå iç çàçíà÷åííÿì àâòîðñòâà i ïåðøîäæåðåëà.

1.1. Çàäà÷à Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî òà iñòîðiÿ ¨¨
ðîçâ'ÿçàííÿ â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi

Âiäïðàâíîþ âiõîþ âèíèêíåííÿ òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié ââàæà¹òüñÿ ðå-

çóëüòàò Ï.Ë. ×åáèøåâà, îòðèìàíèé íèì ó 1854 ðîöi, ÿêèé âñòàíîâëþâàâ êðè-

òåðié äëÿ ïîëiíîìà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ. Çàâäÿêè ïîäàëüøèì ïðàöÿì

Ï.Ë. ×åáèøîâà [278], à òàêîæ �.I. Çîëîòàðüîâà [84], Ê. Âåé¹ðøòðàññà [38],

À. Ëåáåãà [105] òà iíøèõ, òðèãîíîìåòðè÷íi ïîëiíîìè ïî÷àëè ñèñòåìàòè÷íî âè-

êîðèñòîâóâàòèñü ÿê àïàðàò íàáëèæåííÿ 2π -ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié. Ïðè öüîìó

íà ïåðøèõ åòàïàõ ðîçâèòêó òåîði¨ íàáëèæåííÿ ïðîâîäèëèñü äîñëiäæåííÿ ïè-

òàíü íàéêðàùî¨ àïðîêñèìàöi¨ äëÿ iíäèâiäóàëüíèõ ôóíêöié.

Çãîäîì, â ïðàöÿõ Ñ.Í. Áåðíøòåéíà [22], Ä. Äæåêñîíà [66], Ø. Âàëëå

Ïóññåíà [36, 36], Ë. Ôåé¹ðà [283] áóëè ïðîâåäåíi ôóíäàìåíòàëüíi äîñëiäæåííÿ

ïðîáëåì õàðàêòåðó çâ'ÿçêó ìiæ ñòðóêòóðíèìè i äèôåðåíöiàëüíèìè âëàñòèâî-

ñòÿìè ôóíêöié òà øâèäêiñòþ íàáëèæåííÿ ¨õ ïîëiíîìàìè. Âiäòîäi ïî÷èíà¹òüñÿ

âèâ÷åííÿ íàáëèæåííÿ íå òiëüêè iíäèâiäóàëüíèõ ôóíêöié, à é êëàñiâ ôóíêöié.

Iç 30-èõ ðîêiâ XX-ãî ñòîëiòòÿ çàâäÿêè ïðàöÿì À.Ì. Êîëìîãîðîâà, Æ. Ôàâà-

ðà, Í.I. Àõi¹çåðà, Ì.Ã. Êðåéíà, Á. Íàäÿ, Ñ.Ì. Íiêîëüñüêîãî îñíîâíó óâàãó

â òåîði¨ íàáëèæåíü çìiùåíî â áiê âèâ÷åííÿ àïðîêñèìàöiéíèõ õàðàêòåðèñòèê
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äëÿ êëàñiâ ôóíêöié, ùî ìàþòü ïåâíi äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâi ÷è ãëàäêiñíi

âëàñòèâîñòi.

Íåõàé

E(W r;Sn)C = sup
f∈W r

max
x∈[0;2π]

|f(x)− Sn(f ;x)|,

äå W r ( r = 1, 2, . . . , ) � êëàñ 2π -ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié f(x), ó ÿêèõ (r−1) -à

ïîõiäíà f (r−1)(x) ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïåðåðâíà íà [−π;π], à f (r)(x) ìàéæå
ñêðiçü çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó |f (r)(x)| ≤ 1,

Sn(f ; x) =
a0(f)

2
+

n−1∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk sin kx) (1.1)

� ÷àñòèííà ñóìà ïîðÿäêó n ðÿäó Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåð-

äæåííÿ.

À.Ì. Êîëìîãîðîâ (1935 p.) [94] ßêùî r ∈ N := {1, 2, . . . , }, òî

ïðè n→ ∞

E(W r;Sn)C =
4

π2
lnn

nr
+O(1)n−r, (1.2)

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ïî n i f.

Íàñòóïíèé iñòîòíèé êðîê ó öié ïðîáëåìàòèöi íàëåæèòü Ñ.Ì. Íiêîëü-

ñüêîìó [136�143], ÿêèé ïîøèðèâ ðåçóëüòàòè À.Ì. Êîëìîãîðîâà íà êëàñè

W rHα =
{
f : |f (r)(x)− f (r)(x′)| ≤ |x− x′|α, 0 < α ≤ 1, r ≥ 0

}
,

äå ïiä f (r) ðîçóìiþòü äðîáîâó ïîõiäíó â ðîçóìiííi Âåéëÿ, à òàêîæ íà áiëüø

çàãàëüíi êëàñè W rHω, ùî çàäàþòüñÿ ìàæîðàíòîþ ω(t) ìîäóëiâ íåïåðåðâíî-

ñòi ïîõiäíèõ ω(f (r); t).

Ñ.Ì. Íiêîëüñüêèé (1945 p.) [140] ßêùî r ≥ 0 i 0 < α ≤ 1, òî

ïðè n→ ∞ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

E(W rHα;Sn)C =
2α+1 lnn

π2nr+α

π/2∫
0

tα sin t dt+O(1)n−(r+α), (1.3)

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ïî n i f.
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Ðåçóëüòàòè À.Ì. Êîëìîãîðîâà i Ñ.Ì. Íiêîëüñüêîãî ïîøèðþâàëèñÿ íà

áiëüø çàãàëüíi êëàñè ôóíêöié, à òàêîæ íà âèïàäêè, êîëè ó ðîëi àãðåãàòó íà-

áëèæåííÿ âèñòóïàëè òðèãîíîìåòðè÷íi ïîëiíîìè Un(f ; x), ùî ïîðîäæóþòüñÿ

ðiçíîìàíiòíèìè ëiíiéíèìè ìåòîäàìè ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹ àáî òèìè

÷è iíøèìè iíòåðïîëÿöiéíèìè ïðîöåñàìè. Çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ àñèìïòî-

òè÷íèõ ðiâíîñòåé äëÿ âåëè÷èí

E(N;Un)X = sup
f∈N

∥f(·)− Un(f ; ·)∥X ,

äå N � ôiêñîâàíèé êëàñ 2π -ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, X � ëiíiéíèé íîðìîâà-

íèé ïðîñòið, ñòàëà óïðîäîâæ áàãàòüîõ äåñÿòèði÷ îäíi¹þ ç íàéâàæëèâiøèõ â

òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié. Íàñëiäóþ÷è Î.I. Ñòåïàíöÿ, öþ çàäà÷ó íàçèâàòè-

ìåìî çàäà÷åþ Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî. Çíà÷íèé âíåñîê ó ðîçâèòîê äàíî¨

i ñóìiæíî¨ ïðîáëåìàòèêè âíåñëè Â.Ê. Äçÿäèê, Î.Â. �ôiìîâ, Ì.Ï. Êîðí¹é-

÷óê, Â.Ï. Ìîòîðíèé, Á. Íàäü, Â.Ò. Ïiíêåâè÷, A.Ñ. Ðîìàíþê, Â.I. Ðóêàñîâ,

Â.Â. Ñàâ÷óê, À.Ñ. Ñåðäþê, Î.I. Ñòåïàíåöü, Ñ.Á. Ñò¹÷êií, Ñ.Î. Òåëÿêîâñüêèé,

Î.Ï. Òiìàí, Ì.Ï. Òiìàí, Ð.Ì. Òðèãóá òà iíøi (äèâ. áiáëiîãðàôiþ â êíèãàõ

[216, 217, 224]).

Çóïèíèìîñÿ áiëüø äåòàëüíî íà iñòîði¨ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-

Íiêîëüñüêîãî ó ïðîñòîði L. Íàñàìïåðåä çàçíà÷èìî, ùî âñòàíîâëåííÿì àñèì-

ïòîòè÷íèõ ðiâíîñòåé âèãëÿäó (1.2) i (1.3) äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü

ñóì Ôóð'¹ íà êëàñàõ Âåéëÿ-Íàäÿ â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi âïåðøå çàéìàâñÿ

Ñ.Ì. Íiêîëüñüêèé.

Íåõàé C � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ 2π -ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié f(x), ÿêi

ìàþòü ñêií÷åííó íîðìó

∥f∥C := max
x∈[0;2π]

|f(x)|,

à L = L1 � ïðîñòið 2π -ïåðiîäè÷íèõ ñóìîâíèõ ôóíêöié f(x), òàêèõ ùî

∥f∥L1
= ∥f∥1 :=

∫ 2π

0

|f(x)|dx <∞.
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Íåõàé äàëi f ∈ C i

S[f ] =
a0(f)

2
+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) ≡
∞∑
k=0

Ak(f, x) (1.4)

� ¨¨ ðÿä Ôóð'¹. ßêùî ïðè äàíèõ ôiêñîâàíèõ r > 0 i β ∈ R (äå, ÿê çâè÷àéíî,

R � öå ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë) ðÿä

∞∑
k=1

kr
(
ak cos(kx+

βπ

2
) + bk sin(kx+

βπ

2
)
)

¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ñóìîâíî¨ ôóíêöi¨ φ (φ ∈ L1), òî öþ ôóíêöiþ íàçèâàþòü

(r, β) -ïîõiäíîþ â ðîçóìiííi Âåéëÿ-Íàäÿ ôóíêöi¨ f(x) i ïîçíà÷àþòü φ = f
(r)
β .

Êëàñè Âåéëÿ-Íàäÿ âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè:

W r
β :=

{
f ∈ C : ess sup |f (r)β | ≤ 1

}
, W r

βHω :=
{
f ∈ C : f

(r)
β ∈ Hω

}
,

äå

Hω :=
{
φ ∈ C : |φ(t1)− φ(t2)| ≤ ω(|t1 − t2|), ∀t1, t2 ∈ R

}
,

i

W r
β,1 =

{
f ∈ C : ∥f (r)β ∥L1

≤ 1
}
, W r

βHω1
=
{
f ∈ C : f

(r)
β ∈ Hω1

}
.

äå

Hω1
:=
{
φ ∈ L1 : ∥φ(·+ t)− φ(·)∥L1

≤ ω(t)
}
,

a ω(t) � ôiêñîâàíèé ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

ßêùî r > 0 i β ∈ R, òî ïðè n→ ∞ ñïðàâäæóþòüñÿ àñèìïòîòè÷íi

ðiâíîñòi:

Ñ.Ì. Íiêîëüñüêèé (1946 p.) [142]

E(W r
β,1;Sn)L1

=
4

π2
lnn

nr
+O(1)

1

nr
;
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Â.I. Áåðäèøåâ (1965 p.) [20]

E(Hω1
;Sn)L1

=
2θω
π2

lnn

π/2∫
0

ω(
2t

n
) sin t dt+O(1)ω(

1

n
);

Î.Ã. Äåì÷åíêî (1973 p.) [63]

E(W r
βHω1

;Sn)L1
=

2θω
π2

lnn

nr

π/2∫
0

ω(
2t

n
) sin t dt+O(1)n−rω(

1

n
);

äå ω(t) � äîâiëüíèé ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi, θω ∈ [1/2; 1] , ïðè÷îìó θω = 1,

ÿêùî ω(t) � îïóêëèé ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi, O(1) � âåëè÷èíè, ðiâíîìiðíî

îáìåæåíi ïî n, β i f .

Â ïîäàëüøîìó áóëî ç'ÿñîâàíî, ùî äëÿ íèçêè ëiíiéíèõ ìåòîäiâ íàáëèæå-

ííÿ âåðõíi ìåæi âiäõèëåíü ó ìåòðèöi L i âiäïîâiäíi âåðõíi ìåæi âiäõèëåíü ó

ìåòðèöi C ïî ïåâíèõ êëàñàõ ôóíêöié ñïiâïàäàþòü àáî àñèìïòîòè÷íî ðiâíi.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî Λ -ìåòîäà âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

Ñ.Ì. Íiêîëüñüêèé (1946 p.) [142]

E (W r
1 ;Un(Λ))L1

≤ E (W r;Un(Λ))C , r ∈ N;

Ñ.Á. Ñò¹÷êií i Ñ.Î. Òåëÿêîâñüêèé (1967 ð.) [239]

E
(
W r

β,1;Un(Λ)
)
L1

≤ E
(
W r

β ;Un(Λ)
)
C
, ∀r > 0, β ∈ R;

Â.Ï. Ìîòîðíèé (1974 ð.) [126]

E
(
W r

βHω1
;Un(Λ)

)
L1

≤ E
(
W r

βHω;Un(Λ)
)
C
, ∀r > 0, β ∈ R.

Ó 80�90-èõ ðîêàõ XX-ãî ñòîði÷÷ÿ ó ïðàöÿõ Î.I. Ñòåïàíöÿ òà éîãî ó÷íiâ

áóëè ðîçðîáëåíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ àïðîêñèìàöiéíèõ õàðàêòåðèñòèê íà êëà-

ñàõ ψ -äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ó òàêèé ñïîñiá [210].



25

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. Íåõàé f � 2π -ïåðiîäè÷íà iíòåãðîâàíà çà Ëåáåãîì

íà ïåðiîäi ôóíêöiÿ (f ∈ L) i (1.4) � ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f . Íåõàé, äà-

ëi, ψ(k) = (ψ1;ψ2) � ïàðà äîâiëüíèõ ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé ψ1(k) i

ψ2(k), k = 1, 2, . . . . Ðîçãëÿíåìî ðÿä

A+
∞∑
k=1

(ψ1(k)Ak(f, x) + ψ2(k)Ãk(f, x)), (1.5)

äå A � äåÿêå ÷èñëî i

Ãk(f, x) = ak sin kx− bk cos kx.

ßêùî ðÿä (1.5) äëÿ ôóíêöi¨ f i ïàðè ψ ¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ôóíêöi¨

F ∈ L, òî ôóíêöiþ F íàçèâàþòü ψ -iíòåãðàëîì ôóíêöi¨ f i ïîçíà÷àþòü

F (·) = J ψ(f ; ·). Ìíîæèíó ψ -iíòåãðàëiâ óñiõ ôóíêöié iç L ïîçíà÷àþòü Lψ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.2. Íåõàé f ∈ L , (1.4) � ¨¨ ðÿä Ôóð'¹ i ïàðà ψ = (ψ1, ψ2)

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

ψ2(k) = ψ2
1(k) + ψ2

2(k) ̸= 0, k ∈ N. (1.6)

ßêùî ðÿä

∞∑
k=1

(
ψ1(k)

ψ2(k)
Ak(f ; x)−

ψ2(k)

ψ2(k)
Ãk(f ; x)

)
(1.7)

¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ L , òî φ íàçèâàþòü ψ -ïîõiäíîþ ôóíêöi¨

f i ïîçíà÷àþòü φ(·) = Dψ(f ; ·) = fψ(·) . Ïiäìíîæèíó ôóíêöié f ∈ L , ó

ÿêèõ iñíóþòü ψ -ïîõiäíi, ïîçíà÷àþòü L̄ψ .

Çâ'ÿçîê ìiæ ψ -iíòåãðàëàìè òà ψ -ïîõiäíèìè âñòàíîâëþ¹ òàêå òâåðäæå-

ííÿ.

Ëåìà 1.1.1 (Î.I.Ñòåïàíåöü (1997 p.) [210]). ßêùî f ∈ L , ðÿä (1.4) �

¨¨ ðÿä Ôóð'¹ i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.6), òî ôóíêöiÿ J ψ(f ;x) ìà¹ ψ -ïîõiäíó
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i ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Dψ(J ψ(f ; ·)) = f(·)− a0
2
.

ßêùî æ f ∈ L̄ψ , i ðÿä (1.4) � ¨¨ ðÿä Ôóð'¹, òî ó ôóíêöi¨ Dψ(f ;x) iñíó¹

ψ -iíòåãðàë i ïðè öüîìó

J ψ(Dψ(f ; ·)) = f(·) + A,

äå A � äåÿêà ñòàëà.

Ó ðîáîòi [210] ïîêàçàíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ïàð ψ = (ψ1;ψ2), ÿêi çà-

äîâîëüíÿþòü óìîâó (1.6), âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü L̄ψ = Lψ, òîáòî ìíîæèíà

ψ -iíòåãðàëiâ âñiõ ôóíêöié f ∈ L ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ ôóíêöié, ùî ìàþòü

ψ -ïîõiäíi.

ßêùî f ∈ Lψ i ïðè öüîìó fψ ∈ N, äå N ⊂ L, òî öåé ôàêò ïîçíà÷àþòü

f ∈ LψN. Ïiäìíîæèíó íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f ∈ Lψ ïîçíà÷èìî ÷åðåç Cψ, à

÷åðåç CψN � êëàñ ôóíêöié f ∈ Cψ, ó ÿêèõ fψ ∈ N.

Êëàñè LψN ñòàëè ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì êëàñiâ LψβN [203].

Îçíà÷åííÿ 1.1.3. Íåõàé f ∈ C i (1.4) � ¨¨ ðÿä Ôóð'¹. Íåõàé äàëi ψ(k)

� äîâiëüíà ôóíêöiÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòó i β ∈ R. Ïðèïóñòèìî, ùî ðÿä

∞∑
k=1

1

ψ(k)

(
ak cos

(
kx+

βπ

2

)
+ bk sin

(
kx+

βπ

2

))
¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ ç L. Öþ ôóíêöiþ ïîçíà÷èìî ÷åðåç fψβ (·) i

íàçâåìî (ψ; β) -ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f(·), à ìíîæèíó ôóíêöié f(·), ùî çàäî-

âîëüíÿþòü òàêó óìîâó, ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lψβ . Òîäi, ÿêùî f ∈ Lψβ i â òîé

æå ÷àñ fψβ ∈ N, òî áóäåìî êàçàòè, ùî f(·) íàëåæèòü êëàñó LψβN.

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè

ψ1(k) = ψ(k) cos
βπ

2
, ψ2(k) = ψ(k) sin

βπ

2
, β ∈ R,
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ìíîæèíè Lψ ïåðåõîäÿòü â ìíîæèíè Lψβ . ßêùî ùå ψ(k) = k−r, r > 0 , òî ìíî-

æèíè Lψ çáiãàþòüñÿ ç ìíîæèíàìè ôóíêöié, äèôåðåíöiéîâàíèõ â ðîçóìiííi

Âåéëÿ-Íàäÿ W r
β .

Ââåäåíi âèùå êëàñè ôóíêöié âèçíà÷àþòüñÿ ôóíêöiÿìè íàòóðàëüíîãî

àðãóìåíòó ψ(k), ÿêi, âçàãàëi êàæó÷è, ìîæóòü áóòè äîâiëüíèìè. Îäíàê äëÿ

îäåðæàííÿ êîíêðåòíèõ ðåçóëüòàòiâ íà íèõ ïðèðîäíî íàêëàäàòè ïåâíi îáìå-

æåííÿ. Çðó÷íî ââàæàòè, ùî ÷ëåíè ïîñëiäîâíîñòi ψ(k), k ∈ N, ¹ çíà÷åííÿìè
äåÿêî¨ îïóêëî¨ äîíèçó ïðè âñiõ v ≥ 1 ôóíêöi¨ ψ(v) íåïåðåðâíîãî àðãóìåíòó.

Íåõàé M � ìíîæèíà âñiõ îïóêëèõ äîíèçó ïðè v ≥ 1 ôóíêöié ψ(v),

ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó lim
v→∞

ψ(v) = 0. Íåõàé, äàëi, ψ ∈ M i η(t) = η(ψ, t)

� ôóíêöiÿ, ïîâ'ÿçàíà ç ψ(·) ðiâíiñòþ

ψ(η(t)) =
1

2
ψ(t), t ≥ 1.

Çâiäñè íà ïiäñòàâi ñòðîãî¨ ìîíîòîííîñòi ôóíêöié ψ(t), îäíîçíà÷íî âè-

çíà÷àþòüñÿ ïðè âñiõ t ≥ 1 ôóíêöi¨

η(t) = ψ−1

(
1

2
ψ(t)

)
, µ(t) = µ(ψ; t) =

t

η(t)− t
. (1.8)

Òîäi [210] (äèâ., òàêîæ, [216])

M0 := {ψ ∈ M : 0 < µ(ψ; t) ≤ K, ∀t ≥ 1},

F := {ψ ∈ M : η′(ψ; t) ≤ K}.

Îòðèìàíi Î.I. Ñòåïàíåöåì òà éîãî ó÷íÿìè ðåçóëüòàòè óçàãàëüíèëè âiä-

ïîâiäíi êëàñè÷íi òâåðäæåííÿ ïðî íàáëèæåííÿ äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié i,

ïðè öüîìó, ðîçêðèëè íèçêó íîâèõ åôåêòiâ.

Î.I. Ñòåïàíåöü, Í.I. Ñòåïàíåöü (1996 p.) [231] ßêùî

±ψ1 ∈ M0, ±ψ2 ∈ M′
0 = M0 ∩ M′, òî ïðè n → ∞ âèêîíóþòüñÿ àñèì-

ïòîòè÷íi ðiâíîñòi

E(Lψ1 ;Sn)L1
=

2

π

∞∫
n

|ψ2(v)|
v

dv +
4

π2
ψ(n) lnn+O(1)ψ(n),
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E(LψHω1
;Sn)L1

= θω1

[1
π

∣∣∣ 1∫
0

ω(
2t

n
)

∞∫
1

ψ2(nv) sin vt dv dt
∣∣∣+

+
2

π2
ψ(n) lnn

π
2∫

0

ω(
2t

n
) sin t dt

]
+O(1)ψ(n)ω(

1

n
).

ßêùî æ ±ψ1, ±ψ2 ∈ F i, êðiì òîãî, iñíóþòü ñòàëi K1 i K2 òàêi,

ùî ∀t ≥ 1

0 < K1 ≤
η(ψ1; t)− t

η(ψ2; t)− t
≤ K2 <∞,

òî ïðè n→ ∞ ñïðàâäæóþòüñÿ àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi

E(Lψ1 ;Sn)L1
=

4ψ(n)

π2
ln+(η(n)− n) +O(1)ψ(n),

E(LψH0
ω1
;Sn)L1

=
ψ(n)

π2
θω1

ln+(η(n)− n)

π/2∫
0

ω(
2t

n
) sin t dt+O(1)ψ(n)ω(

1

n
),

äå ψ =
√
ψ2
1(n) + ψ2

2(n), η(n) = η(ψ1;n) = ψ−1
1 (12ψ1(n)), àáî

η(n) = η(ψ2;n) = ψ−1
2 (12ψ2(n)), O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ïî

n i θω1
∈ [1/2; 1] , ïðè÷îìó θω1

= 1, ÿêùî ω(t) � îïóêëèé ìîäóëü íåïåðåðâ-

íîñòi.

Íà êëàñàõ (ψ; β) -äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié òàêi ðåçóëüòàòè îòðèìàíi

â ðîáîòi [223]. Âiäçíà÷èìî, òàêîæ, ùî â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi âiäïîâiäíi ðiâíî-

ñòi äëÿ ñóì Ôóð'¹ îòðèìàíi Î.I. Ñòåïàíöåì [203] (äèâ., òàêîæ, [204]), à äëÿ

ñóì Âàëëå Ïóññåíà � â ðîáîòàõ [167, 170, 171] (äèâ., òàêîæ, [224]).

Àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü â ðiâíîìið-

íié i iíòåãðàëüíèõ ìåòðèêàõ ñóì Ôóð'¹ íà êëàñàõ iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà Lψqβ N,

ψq(k) = qk, q ∈ [0; 1), k ∈ N (îçíà÷åííÿ ÿêèõ íàâåäåíå, íàïðèêëàä, ó êíè-

çi [216, c. 301]) îòðèìàíi â ðîáîòàõ Ñ.Ì. Íiêîëüñüêîãî [142], Ñ.Á. Ñò¹÷êiíà

[238] (ÿêèé ïåðåäîâiâ iíøèì ìåòîäîì ðiâíiñòü, îäåðæàíó Ñ.Ì. Íiêîëüñüêèì,

óòî÷íèâøè çàëèøêîâèé ÷ëåí) òà Î.I. Ñòåïàíöÿ [213]. Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ðå-

çóëüòàòè, â ïðàöi Î.I. Ñòåïàíöÿ i À.Ñ. Ñåðäþêà [226] àíàëîãi÷íi ðiâíîñòi áóëè

îòðèìàíi ó âèïàäêó, êîëè åëåìåíòàìè ìíîæèí LψβN ¹ 2π -ïåðiîäè÷íi ôóí-
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êöi¨, ùî ìîæóòü áóòè ðåãóëÿðíî ïðîäîâæåíèìè ó ñìóãó êîìïëåêñíî¨ ïëîùè-

íè |Im z| ≤ ln 1/q . Â ïîäàëüøîìó, ðåçóëüòàòè ðîáîòè [226] áóëè ïîøèðåíi

Â.I. Ðóêàñîâèì íà âèïàäîê íàáëèæåííÿ ñóìàìè Âàëëå Ïóññåíà íà êëàñàõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié [165].

1.2. Íàáëèæåííÿ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ñóìàìè Âàëëå
Ïóññåíà

Íåõàé C � ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, D := {z ∈ C : |z| < 1} ,
T := {z : |z| = 1}, f � ôóíêöiÿ àíàëiòè÷íà â êðóçi D i

f(z) =
∞∑
k=0

f (k)(0)

k!
zk (1.9)

� ¨¨ ðîçâèíåííÿ â ðÿä Òåéëîðà�Ìàêëîðåíà.

Ñóìîþ Âàëëå Ïóññåíà ôóíêöi¨ f íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèé ìíîãî÷ëåí

âèãëÿäó

Vn,p(f)(z) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f)(z),

äå p, n ∈ N, p ≤ n i

Sk(f)(z) :=
k∑
l=0

(f (l)(0)/l!)zl

� ÷àñòèííà ñóìà ïîðÿäêó k ðÿäó (1.9).

Íåõàé, äàëi, Hp = Hp(D) � ïðîñòið Ãàðäi ãîëîìîðôíèõ â D ôóíêöié f

ç íîðìîþ

∥f∥
Hp

:=


sup
0<ϱ<1

(∫
T
|f(ϱz)|p dz

)1/p

, 1 ≤ p <∞,

sup
z∈D

|f(z)|, p = ∞,

i

UHp :=
{
f ∈ Hp : ∥f∥Hp

≤ 1
}
, 1 ≤ p ≤ ∞,

� îäèíè÷íà êóëÿ ïðîñòîðó Hp.
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Ñ.Á. Ñò¹÷êií, Ë.Â. Òàéêîâ (1962 p.) [241]: Íåõàé q = 1,∞ . Òîäi

sup
f∈UHq

∥Vn,p(f)∥
Hq

=
1

π
ln
n

p
+O(1), p ≤ n, n→ ∞. (1.10)

À.À. Ïåêàðñüêèé (2006 p.) [152]:

sup
f∈UH∞

∥V2n,n(f)∥H∞
=

5

4
, n ∈ N.

Íåõàé r ∈ N i

Hr
∞ :=

{
f : f − àíàëiòè÷íà â D,

∥∥f (r)∥∥
H∞

≤ 1
}
,

äå f (r)(z) � r -òà ïîõiäíà ôóíêöi¨ f .

Ë.Â. Òàéêîâ (1962 p.) [241]: Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hr
∞, r ∈ N,

ðiâíîìiðíî âiäíîñíî z ∈ D := {z ∈ C : |z| ≤ 1}

f(z)− Vn,p(f)(z) = −z
r

nr
Vn−r,p(f

(r))(z) +O(n−r), n− p ≥ r; (1.11)

Äëÿ áóäü-ÿêîãî r ∈ N ïðè n→ ∞ i p/n→ 0

sup
f∈Hr

∞

max
z∈D

|f(z)− Vn,p(f)(z)| =
1

πnr
ln
n

p
+O(n−r); (1.12)

Íåõàé {ψk} � ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë i

Hψ
∞ :=

{
f ∈ H+ : f(z) =

∞∑
k=0

ψkĝk, g(z) =
∞∑
k=0

ĝkz
k ∈ UH∞

}
,

äå H+ � ìíîæèíà ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ â D.

Â.Â. Ñàâ÷óê (1998 p.) [183]: Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hψ
∞ ,
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ψ = ψ1 + iψ2, ψ1, ψ2 ∈ M0 , ðiâíîìiðíî âiäíîñíî z ∈ D

f(z)− Vn,1(f)(z) = −ψ(n)Vn,1(fψ)(z) +O(1)ψ(n), n ∈ N; (1.13)

Î.Ì. Øâåöîâà (2000 p.) [264]: ßêùî êëàñ Hψ
∞ ïîðîäæó¹òüñÿ ôóí-

êöi¹þ ψ òàêîþ, ùî ψ(k) ̸= 0 äëÿ âñiõ k ∈ N, limt→∞ ψ(t) = 0 , ψ ¹ ëîêàëüíî

àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ íà [n0,∞) äëÿ äåÿêîãî n0 ≥ 2 i

Ṽ ∞
n (ψ) :=

∫ ∞

n

ess sup
u≥t

|ψ′(u)|dt <∞ ∀ n ≥ n0,

òî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ n0

sup
f∈Hψ

∞

max
z∈D

|f(z)− Vn,p(f)(z)| =
1

π

n∑
k=p

|ψ(k + n− 1)|
k

+O(1)Ṽ ∞
n (ψ).

Â óñiõ íàâåäåíèõ âèùå ñïiââiäíîøåííÿõ O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî

îáìåæåíà âiäíîñíî f i n.

Çàóâàæèìî, ùî iñòîðiÿ çàäà÷i ïðî íàáëèæåííÿ êëàñiâ Hψ
∞, ψ ∈ M0,

òèì ÷è iíøèìè ëiíiéíèì ìåòîäîì, ìiñòèòü â ñîái iñòîðiþ àíàëîãi÷íî¨ çàäà÷i

äëÿ êëàñiâ Hr
∞. Ïiäòâåðäæåííÿì öüîìó ¹ íàñòóïíi ìiðêóâàííÿ.

Íåõàé r ≥ 0 i

Hr
∞ :=

{
f : f − àíàëiòè÷íà â D,

∥∥f (r)∥∥
H∞

≤ 1
}
,

äå

f (r)(z) :=
∞∑
k=0

Γ(k + r + 1)

Γ(k + 1)
f̂(k)zk,

� äðîáîâà ïîõiäíà â ðîçóìiííi Ðiìàíà�Ëióâiëëÿ, [r] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà r .

ßêùî â îçíà÷åííi êëàñó Hψ
∞ âçÿòè ïîñëiäîâíiñòü ψ , ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ

ôóíêöi¹þ ψΓ(t) = Γ(t + 1)/Γ(t + r + 1) , äå Γ(·) � ãàììà-ôóíêöiÿ, òî êëàñè

Hψ
∞ i Hr

∞ ñòàíóòü ïîâ'ÿçàíèìè ìiæ ñîáîþ òàê Hr
∞ = P[r]−1 + z[r]HψΓ

∞ , äå

P[r]−1 � ìíîæèíà àëãåáðà¨÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ ≤ [r] − 1. Òîáòî áóäü-
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ÿêó ôóíêöiþ f ∈ Hr
∞ ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

f(z) = P[r]−1(z) + z[r]g(z),

äå P[r]−1 ∈ P[r]−1 , à g � äåÿêà ôóíêöiÿ ç êëàñó HψΓ
∞ .

Âàæëèâî çàóâàæèòè, ùî ψΓ ∈ M0 ïðè r > 0 . Äiéñíî, îñêiëüêè (äèâ.,

íàïðèêëàä, [18, ñ. 37])

d2

dt2
ln Γ(t) =

∞∑
k=0

1

(t+ k)2
∀ t ∈ R+ \ {0},

òî
d2

dt2
lnψ(t) =

d2

dt2
ln Γ(t+ 1)− d2

dt2
ln Γ(t+ r + 1) =

=
∞∑
k=0

1

(t+ k + 1)2
−

∞∑
k=0

1

(t+ k + r + 1)2
≥ 0 ∀ t ∈ R+.

Ç äðóãîãî áîêó
d2

dt2
lnψ(t) =

ψ′′(t)ψ(t)− (ψ′(t))2

(ψ(t))2
.

Îòæå, ψ′′(t)ψ(t)− (ψ′(t))2 ≥ 0 ∀ t ∈ R+ , çâiäêè i âèïëèâà¹, ùî ψ′′ ≥ 0 .

Òîìó ôóíêöiÿ ψ(·) ¹ îïóêëîþ i äî òîãî æ ψ(t) → 0, t→ ∞, òîáòî ψ ∈ M.

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçâèíåííÿ (äèâ. [18, ñ. 30])

d

dt
ln Γ(t) = −γ − 1

t
+

∞∑
k=1

t

k(t+ k)
,

äå γ � ñòàëà Åéëåðà�Ìàñêåðîíi, ëåãêî äîâåñòè ðiâíiñòü

t|ψ′(t)|
ψ(t)

= −tψ
′(t)

ψ(t)
= −t d

dt
lnψ(t) =

= rt
∞∑
k=0

1

(t+ 1 + k)(t+ r + 1 + k)
, ∀ t ≥ 1.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî íèçêó ñïiââiäíîøåíü

t|ψ′(t)|
ψ(t)

= rt

∞∑
k=0

1

(t+ 1 + k)(t+ r + 1 + k)
≤ rt

∫ ∞

1

dx

(t+ x)(t+ r + x)
=
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= t ln
t+ r + 1

t+ 1
≤ (t+ 1) ln

(
1 +

r

t+ 1

)
≤ r, ∀ t ≥ 1.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 12.1 [216, ñ. 161] íåðiâíiñòü supt≥1 t|ψ′(t)|/ψ(t) < ∞ ¹

ðiâíîñèëüíîþ âêëþ÷åííþ ψ ∈ M0 .

Ñïiââiäíîøåííÿ (1.11) i (1.13) ñòàíîâëÿòü ïåâíèé iíòåðåñ i ç òî÷êè çîðó

ïîáóäîâè ëiíiéíîãî ìåòîäó, ÿêèé íàáëèæà¹ êëàñ Hψ
∞ çi øâèäêiñòþ íàéêðà-

ùîãî íàáëèæåííÿ. Íàïðèêëàä, ó ñïiââiäíîøåííi (1.13)

ψ(n)Vn,1(f
ψ)(z) =

n−1∑
k=0

ψ(n)

ψ(k)
f̂(k)zk.

Òîìó

Vn,1(f)(z)− ψ(n)Vn,1(f
ψ)(z) =

n−1∑
k=0

(
1− ψ(n)

ψ(k)

)
f̂(k)zk =: Un(f)(z), (1.14)

à íàâåäåíèé ðåçóëüòàò Â.Â. Ñàâ÷óêà ( ñïiââiäíîøåííÿ (1.13)) ïðè öüîìó ðiâ-

íîñèëüíi òàêîìó.

Â.Â. Ñàâ÷óê (1998 p.) [183]: Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hψ
∞ ,

Reψ, Imψ ∈ M0 , ðiâíîìiðíî âiäíîñíî z ∈ D

f(z)− Un(f)(z) = O(1)ψ(n). (1.15)

Ç äðóãîãî áîêó, ÿê äîáðå âiäîìî, äëÿ âåëè÷èíè

En(H
ψ
∞;C(T)) := sup

f∈Hψ
∞

En(f)C(T)

íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ êëàñó Hψ
∞ , äå

En(f)C(T) := inf
P∈Pn−1

∥f − P∥C(T),

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

En(H
ψ
∞;C(T)) ≥ inf

P∈Pn−1

∥fn − P∥C(T) = |ψ(n)|,
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äå fn(z) = ψ(n)zn .

Òàêèì ÷èíîì, ëiíiéíèé ìåòîä íàáëèæåííÿ, ÿêèé îçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

(1.14) íàáëèæà¹ êëàñ Hψ
∞ çi øâèäêiñòþ íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ, òîáòî

sup
f∈Hψ

∞

∥f − Un(f)∥C(T) ≍ En(H
ψ
∞;C(T)) ≍ |ψ(n)| ∀ n ∈ Z+.

Çàçíà÷èìî íàðåøòi, ùî îñíîâîïîëîæíèé ðåçóëüòàò, îòðèìàíèé

Ñ.Á. Ñò¹÷êiíèì [236] äëÿ ñóì Òåéëîðà (ñïiââiäíîøåííÿ (1.11) i (1.12)

ïðè p = 1 ), ñòàâ àíàëîãîì êëàñè÷íîãî ðåçóëüòàòó À.Ì. Êîëìîãîðîâà [94]

ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü ñóì Ôóð'¹ íà êëàñàõ

W r, r ∈ N, 2π �ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié.

1.3. Àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ Ôóð'¹ i Âàëëå
Ïóññåíà íà ìíîæèíàõ L̂ψβ

Ïðèðîäíî, ùî çà àãðåãàòè íàáëèæåííÿ äëÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ÿê ïðàâèëî,

âèêîðèñòîâóþòüñÿ òðèãîíîìåòðè÷íi ïîëiíîìè çàäàíîãî ñòåïåíÿ n i, çîêðåìà,

ïîëiíîìè, ùî áóäóþòüñÿ äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ çà äîïîìîãîþ ëiíiéíèõ ïðîöåñiâ

ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹. Ó âèïàäêó íàáëèæåííÿ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà

äiéñíié îñi i íå îáîâ'ÿçêîâî ïåðiîäè÷íèõ, ïðèðîäíèì àïàðàòîì íàáëèæåííÿ ¹

öiëi ôóíêöi¨ åêñïîíåíöiéíîãî òèïó σ. Ìíîæèíà ôóíêöié, åêñïîíåíöiéíèé òèï

ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ σ, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Eσ. Òðèãîíîìåòðè÷íi ïîëiíîìè

ïîðÿäêó n (n ≤ σ), ÿê äîáðå âiäîìî, íàëåæàòü äî Eσ.

Ïî÷àòîê ñó÷àñíî¨ òåîði¨ íàáëèæåííÿ öiëèìè ôóíêöiÿìè åêñïîíåíöiéíî-

ãî òèïó ïîêëàäåíî ó âiäîìèõ ðîáîòàõ Ñ.Í. Áåðíøòåéíà, ÿêi âiäíîñÿòüñÿ äî

ïî÷àòêó ìèíóëîãî ñòîði÷÷ÿ, äå âií âèñóíóâ iäåþ ïîáóäîâè òåîði¨ íàáëèæåííÿ

ôóíêöié, çàäàíèõ íà äiéñíié îñi, ÿê òåîðiþ, ùî âêëþ÷à¹ i ïåðiîäè÷íèé âèïà-

äîê. Ðîçâèòîê ãiëêè òåîði¨ àïðîêñèìàöi¨, ùî âèêîðèñòîâó¹ â ÿêîñòi àïàðàòó

íàáëèæåííÿ öiëi ôóíêöi¨, ïîâ'ÿçàíèé ç ðîáîòàìè Í. Âiíåðà, Í. Ïåëi (äèâ. ái-

áëiîãðàôiþ â [39]), Í.I. Àõi¹çåðà [12], Ì.Â. Ê¹ëäèøà [90], Ñ.Ì. Íiêîëüñüêîãî

[144], îïóáëiêîâàíèìè â 30 � 50-èõ ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîði÷÷ÿ.

Í. Âiíåð, Í. Ïåëi (1934 p.) [39] Ìíîæèíà Eσ âñiõ öiëèõ ôóíêöié
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f(x) åêñïîíåíöiíîãî òèïó, ùî íå ïåðåâèùó¹ σ, äëÿ ÿêèõ

∞∫
−∞

|f(x)|2 dx <∞,

ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ ôóíêöié f(z), ùî äîçâîëÿþòü çîáðàæåííÿ

f(z) = (2π)−
1
2

σ∫
−σ

φ(u)eizu du, φ ∈ L2(−σ, σ).

Â ïîäàëüøîìó, öÿ òåìàòèêà îòðèìàëà ðîçâèòîê i çíàéøëà âiäîáðàæåí-

íÿ ó ïðàöÿõ Î.Ï. Òiìàíà [243], Â.Ì. Òiõîìiðîâà [245], Ã.Ã. Ìàãàðèë-Iëüÿ¹âà

[113, 114], I.I. Iáðàãiìîâà [86, 87], Ñ.Á. Âàêàð÷óêà [30, 32, 33] i áàãàòüîõ ií-

øèõ. Çàïðîâàäæåííÿ Ã.Ã. Ìàãàðèë-Iëüÿ¹âèì ïîíÿòòÿ ñåðåäíüî¨ ðîçìiðíîñòi i

âèçíà÷åííÿ íà öié îñíîâi ïîíÿòòÿ ñåðåäíüîãî ïîïåðå÷íèêà äîçâîëèëî ðîçâ'ÿ-

çóâàòè íà ïðÿìié åêñòðåìàëüíi çàäà÷i îïòèìiçàöiéíîãî õàðàêòåðó. Âèÿâèëîñü,

ùî â áàãàòüîõ âèïàäêàõ åêñòðåìàëüíèìè â çàçíà÷åíîìó âèùå ñåíñi ¹ ïðîñòîðè

öiëèõ ôóíêöié ñêií÷åíîãî ñòóïåíÿ.

Iíøèé òèï çàäà÷ ñòîñó¹òüñÿ âèâ÷åííÿ àïðîêñèìàöiéíèõ õàðàêòåðèñòèê

öiëèõ òðàíñöåíäåíòíèõ ôóíêöié ó âèïàäêó, êîëè âîíè âèêîðèñòîâóþòüñÿ â

ÿêîñòi îá'¹êòó ïîëiíîìiàëüíî¨ àïðîêñèìàöi¨. Çàâäÿêè ðîáîòàì À.Â. Áàòèð¹âà

[17], I.I. Iáðàãiìîâà [88], A.R. Reddy [158, 159], Ñ.Á. Âàêàð÷óêà [29, 31, 34, 35] i

iíøèõ áóëî âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ õàðàêòåðèñòèêàìè ðîñòó öiëèõ òðàíñöåí-

äåíòíèõ ôóíêöié i øâèäêiñòþ ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòåé ¨õ íàéêðà-

ùèõ ïîëiíîìiàëüíèõ íàáëèæåíü â äåÿêèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ àíàëiòè÷íèõ

â êðóçi ôóíêöié.

Íàïðèêiíöi ìèíóëîãî ñòîði÷÷ÿ ó ñåði¨ ïðàöü Î.I. Ñòåïàíöÿ [205�208] áóëà

çàïðîâàäæåíà íîâà êëàñèôiêàöiÿ ôóíêöié, ëîêàëüíî iíòåãðîâàíèõ çà Ëåáåãîì

íà äiéñíié îñi (i íå îáîâ'ÿçêîâî ïåðiîäè÷íèõ) i ðîçâ'ÿçàíî ðÿä åêñòðåìàëüíèõ

çàäà÷, ïîâ'ÿçàíèõ çi çíàõîäæåííÿì àñèìïòîòè÷íèõ ðiâíîñòåé äëÿ âåðõíiõ ìåæ

âiäõèëåíü îïåðàòîðiâ òèïó Ôóð'¹ (ÿêi äiþòü ó ïðîñòið öiëèõ ôóíêöié åêñïî-

íåíöiéíîãî òèïó), îòðèìàííÿì îöiíîê äëÿ âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà

iíøèõ ïðîáëåì íà ââåäåíèõ êëàñàõ.
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Íåõàé L̂p, p ≥ 1 � ìíîæèíà ôóíêöié φ, çàäàíèõ íà äiéñíié îñi R (i

íå îáîâ'ÿçêîâî ïåðiîäè÷íèõ), ÿêi ìàþòü ñêií÷åííó íîðìó

∥φ∥p̂ =


sup
a∈R

(a+2π∫
a

|φ(t)|p dt
)1/p

, p ∈ [1;∞),

ess sup
t∈R

|φ(t)|, p = ∞.

ßêùî òåïåð ψ(v) � ôóíêöiÿ, íåïåðåðâíà ïðè âñiõ v ≥ 0 i β � ôi-

êñîâàíå äiéñíå ÷èñëî, äëÿ ÿêèõ ìàéæå ïðè âñiõ t ∈ R iñíó¹ ïåðåòâîðåííÿ

ψ̂(t) = ψ̂β(t) =
1

π

∞∫
0

ψ(v) cos

(
vt+

βπ

2

)
dv, (1.16)

òî ÷åðåç L̂ψβ [205] (äèâ., òàêîæ ìîíîãðàôiþ [216]) ïîçíà÷à¹òüñÿ ìíîæèíà ôóí-

êöié f ∈ L̂1, ÿêi ìàéæå ïðè âñiõ x ∈ R ìîæíà ïîäàòè ðiâíiñòþ

f(x) = A0 +

∞∫
−∞

φ(x+ t)ψ̂(t) dt, (1.17)

äå A0 � äåÿêà ñòàëà, φ ∈ L̂1, a iíòåãðàë ðîçóìi¹ìî ÿê ãðàíèöþ iíòåãðàëiâ

ïî ñèìåòðè÷íèõ ïðîìiæêàõ, ùî ðîçøèðþþòüñÿ. ßêùî f ∈ L̂ψβ i ïðè öüîìó

φ ∈ N, äå N � äåÿêà ïiäìíîæèíà ç L̂1, òî ïîêëàäàþòü f ∈ L̂ψβN . Ïiäìíî-

æèíè íåïåðåðâíèõ ôóíêöié iç L̂ψβ i L̂ψβN ïîçíà÷àþòü âiäïîâiäíî Ĉψ
β i Ĉψ

βN .

Ôóíêöiþ φ(·) ó çîáðàæåííi (1.17) íàçèâàþòü (ψ; β) -ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f(·) i
ïîçíà÷àþòü φ(·) = fψβ (·) .

Çâ'ÿçîê ìiæ ìíîæèíàìè L̂ψβ i ìíîæèíàìè Lψβ , (äèâ. ïiäðîçäië 1.1), âñòà-

íîâëþ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Î.I. Ñòåïàíåöü (1988 p.) [205] (äèâ., òàêîæ, [216, c. 169])

Íåõàé ôóíêöiÿ ψ(v) � íåïåðåðâíà ïðè âñiõ v ≥ 0, β ∈ R i ïåðåòâîðåííÿ

ψ̂(t) = ψ̂(t, β) âèãëÿäó (1.16) iíòåãðîâàíå íà âñié îñi (ψ̂ ∈ L(R)) :

∞∫
−∞

|ψ̂(t)| dt = K <∞. (1.18)
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Òîäi

L̂ψβL
0
1 = Lψβ ,

äå L0
1 :=

{
φ ∈ L1 :

∫ π
−π φ(t)dt = 0

}
. Êðiì òîãî, ÿêùî N � äåÿêà ïiäìíî-

æèíà ç L0
1, òî

L̂ψβN = LψβN, Ĉψ
βN = Cψ

βN. (1.19)

Çi ñïiââiäíîøåííÿ (1.19), çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâè

(1.18) áóäü-ÿêå òâåðäæåííÿ, äîâåäåíå äëÿ êëàñiâ L̂ψβN, áóäå àâòîìàòè÷íî ïî-

øèðþâàòèñü i íà êëàñè LψβN. Îòæå çàïðîïîíîâàíà êëàñèôiêàöiÿ ïîâíiñòþ

ðåàëiçîâóâàëà êîíöåïöiþ, âèñëîâëåíó Ñ.Í. Áåðíøòåéíîì.

Â ðîëi àãðåãàòiâ íàáëèæåííÿ äëÿ ôóíêöié f ∈ L̂ψβN â ðîáîòàõ Î.I. Ñòå-

ïàíöÿ âèêîðèñòîâóâàëèñü îïåðàòîðè âèãëÿäó

Vσ,c(f ;x) = A0 +

∞∫
−∞

fψβ (x+ t)
(
ψ̂λσ,c

)
(t; β) dt, (1.20)

äå
(
ψ̂λσ,c

)
(t; β) ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó (1.17) ôóíêöi¨ ψ(v)λσ,c(v) , â ÿêîìó

λσ,c(v) =


1, 0 ≤ v ≤ c,

σ−v
σ−c , c ≤ v ≤ σ,

0, v ≥ σ.

(1.21)

i c � äåÿêå ÷èñëî ç ïðîìiæêó [0;σ), à òàêîæ ìîäèôiêàöi¨ öèõ îïåðàòîðiâ

âèãëÿäó

F ∗
σ (f ; x) = A0 +

∞∫
−∞

fψβ (x+ t)
(
ψ̂λσ

)
(t; β) dt, (1.22)
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äå
(
ψ̂λσ

)
(t; β) ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó (4.1) ôóíêöi¨ ψ(v)λσ(v), ïðè ÷îìó

λσ(v) =


1, 0 ≤ v ≤ σ − 1,

1− (v − σ + 1)ψ(σ)ψ(v) , σ − 1 ≤ v ≤ σ,

0, σ ≤ v.

Î.I. Ñòåïàíåöü (1990 p.) [205] (äèâ., òàêîæ, [216, c. 181],

[224, c. 319]) ßêùî f ∈ Lψβ i ψ(·) � ôóíêöiÿ, íåïåðåðâíà ïðè âñiõ v ≥ 0

i ψ̂(·; β) ∈ L(R), òî ïðè äîâiëüíèõ c < σ

Vσ,c(f ;x) =
a0
2
+
∑
k<σ

λσ,c(k)(ak cos kx+ bk sin kx),

äå a0, ak i bk, k = 1, 2, . . . , � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f(·). Çîêðåìà:

ÿêùî n ∈ N i c ∈ [n− 1;n) òî

Vn,c(f ;x) = F ∗
σ (f ;x) = Sn−1(f ;x); (1.23)

ÿêùî σ = n ∈ N i c = n− p, p ∈ N, p < n, òî

Vσ,c(f ;x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f ; x), (1.24)

äå Sk(f ; x), k = 0, 1, . . . , n − 1, � ÷àñòèííi ñóìè ïîðÿäêó k ðÿäó Ôóð'¹

ôóíêöi¨ f(x).

Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîðè F ∗
σ (f ;x) i Vσ,c(f ;x) (ïðè ïåâ-

íîìó âèáîði ïàðàìåòðó c ∈ [0;σ) ) êîæíié ïåðiîäè÷íié ôóíêöi¨ f(x) ñòàâëÿòü

ó âiäïîâiäíiñòü ¨¨ ÷àñòèííó ñóìó Ôóð'¹ àáî æ ñóìó Âàëëå Ïóñåíà. Îòæå, ó ïå-

ðiîäè÷íîìó âèïàäêó F ∗
σ (f ;x) i Vσ,c(f ; ·) ¹ òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè.

ßêùî æ f ∈ L̂ψβ , òî ïðè äîñèòü çàãàëüíèõ ïðèïóùåííÿõ ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

F ∗
σ (f ;x) i Vσ,c(f ;x) � öiëi ôóíêöi¨ åêñïîíåíöiéíîãî òèïó, ùî íå ïåðåâèùó¹

σ.

Àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ F ∗
σ (f ;x) i Vσ,c(f ;x) íà ìíîæè-
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íàõ L̂ψβ , ïðè ðiçíèõ óìîâàõ íà ïàðàìåòðè, ùî âèçíà÷àþòü êëàñ i ìåòîä íàáëè-

æåííÿ, äîñëiäæóâàëèñü â ðîáîòàõ Î.I. Ñòåïàíöÿ òà éîãî ó÷íiâ. Äëÿ ôîðìó-

ëþâàííÿ âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ íàâåäåìî íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ ç êíèãè [217,

c. 193].

Íåõàé, ÿê i ðàíiøå, M � ìíîæèíà îïóêëèõ äîíèçó ïðè âñiõ v ≥ 1 i

çíèêàþ÷èõ íà íåñêií÷åííîñòi ôóíêöié ψ(v). Êîæíó ôóíêöiþ ψ ∈ M ïðî-

äîâæèìî íà ïðîìiæîê [0, 1) òàê, ùîá îòðèìàíà ôóíêöiÿ (ÿêó, ÿê i ðàíiøå,

áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç ψ(·) ) áóëà íåïåðåðâíîþ ïðè âñiõ v ≥ 0, i ¨¨ ïîõiäíà

ψ′(v) = ψ′(v + 0) ìàëà îáìåæåíó âàðiàöiþ íà ïðîìiæêó [0,∞). Ìíîæèíó

òàêèõ ôóíêöié ïîçíà÷èìî ÷åðåç A. Ïiäìíîæèíè ç A, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç åëå-

ìåíòiâ, ó ÿêèõ çâóæåííÿ íà ìíîæèíó v ≥ 1 íàëåæàòü äî îäíi¹¨ ç ìíîæèí M0

i F (äèâèñü îçíà÷åííÿ ç ðîçäiëó 1.1) ïîçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç A0 i F̄ âiäïîâiäíî.

Ó âèïàäêó c = σ−1 (íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè Ôóð'¹) Î.I. Ñòåïàíåöåì,

çîêðåìà, áóëè îòðèìàíi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Î.I. Ñòåïàíåöü (1990 p.) [206, 207] ßêùî ψ ∈ F̄ , òî ∀β ∈ R

ïðè σ → ∞ ñïðàâäæóþòüñÿ àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi

E(Ĉψ
β,∞;Vσ,σ−1)C =

4

π2
ψ(σ) |ln η(σ)− σ|+O(1)ψ(σ),

E(Ĉψ
βHω;Vσ,σ−1)C =

2θω
π2

ψ(σ) |ln η(σ)− σ|

π
2∫

0

ω(
2t

σ
) sin tdt+O(1)ψ(σ)ω(

1

σ
);

ÿêùî ψ ∈ A0, òî ïðè σ → ∞ âèêîíóþòüñÿ àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi

E(Ĉψ
0,∞;Vσ,σ−1)C =

4

π2
ψ(σ) ln σ +O(1)ψ(σ),

E(Ĉψ
0Hω;Vσ,σ−1)C =

2θω
π2

ψ(σ) ln σ

π
2∫

0

ω(
2t

σ
) sin t dt+O(1)ψ(σ)ω(

1

σ
),

äå Ĉψ
β,∞ := {f ∈ Ĉψ

β : ess supt∈R |f
ψ
β (t)| ≤ 1}, η(σ) = η(σ;ψ) = ψ−1(ψ(σ)/2) ,

θω ∈ [2/3; 1], ïðè÷îìó θω = 1, ÿêùî ω(t) � îïóêëèé ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi,

a O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ùîäî σ i β .

Äëÿ îïåðàòîðiâ Âàëëå Ïóññåíà ( c = σ−h, h ≥ 1, ) àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè
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îòðèìàíî â ðîáîòàõ [163, 164].

Íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè F ∗
σ (f ;x) íà ìíîæèíàõ L̂ψαβ L̂p, äå

ψα(v) :=

ψ1(v), v ∈ [0; 1],

e−αv, v > 1,

α > 0 � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, ψ1(v) � äåÿêà àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ôóí-

êöiÿ, ùî ìà¹ ïîõiäíó ψ′
1(v) îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà âiäðiçêó [0; 1] , i òàêà, ùî

ψ1(0) sin
βπ
2 = 0 i ψ1(1) = e−α áóëè ðîçãëÿíóòi â ðîáîòi [230].

Òåîðåìà 1.3.1 (Î.I. Ñòåïàíåöü, I.Â. Ñîêîëåíêî (2004 p.) [230]).

Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L̂ψαβ L̂p, α > 0, β ∈ R, ïðè äîâiëüíîìó p ∈ [1;∞]

âèêîíó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà (ïðè σ → ∞ ) íåðiâíiñòü

∥ρσ(f ; x)∥p̂ ≤
4e−ασ

π2

(
I(α) +O(1)

α + 1

ασ

)
Eσ−1(f

ψα
β )p̂,

äå

I(α)=

∞∫
0

√(1− cos t

t2
+

α

t2 + α2

)2
+
(t− sin t

t2
− t

t2 + α2

)2
, (1.25)

Eσ(φ)p̂ := inf
u∈W 2

σ

∥φ(·)− u(·)∥p̂, W 2
σ := {u ∈ Eσ :

∞∫
−∞

|u(t)|2

1 + |t|2
dt <∞},

a O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî σ, p, α, ψ i β.

Íåõàé

Ŝp =
{
f ∈ L̂p : ∥f∥p̂ ≤ 1

}
, L̂ψαβ Ŝp := L̂αβ,p.

Òåîðåìà 1.3.2 (Î.I. Ñòåïàíåöü, I.Â. Ñîêîëåíêî (2004 p.) [230]). Äëÿ

äîâiëüíîãî êëàñó L̂ψαβ,p, α > 0, β ∈ R, ïðè äîâiëüíîìó p ∈ [1;∞] âèêîíó¹-
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òüñÿ àñèìïòîòè÷íà (ïðè σ → ∞ ) íåðiâíiñòü

E(L̂αβ,p;Vσ,c)p̂ := sup
f∈L̂ψαβ,p

∥ρσ,c(f ;x)∥p̂ ≤
4e−ασ

π2

(
I(α) +O(1)

α+ 1

ασ

)
,

ÿêà ïðè p = ∞ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó ðiâíiñòü, äå I(α) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiä-

íîøåííÿì (1.25), a O(1) � âåëè÷èíà, ùî ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ïî ïàðàìå-

òðàõ σ, p, α, ψ i β.

Ó ïðàöi [220] áóâ çàïðîïîíîâàíèé áiëüø çàãàëüíèé ïiäõiä äî êëàñèôi-

êàöi¨ ôóíêöié, ëîêàëüíî iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì íà äiéñíié îñi, i äîñëiäæå-

íî àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ Vσ,σ−1 íà ââåäåíèõ êëàñàõ. Ó âè-

ïàäêó íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè F ∗
σ (f ;x) àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè îäåðæàíî â

[228, 229]. Àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ Âàëëå Ïóññåíà Vσ,c â öüî-

ìó âèïàäêó ðîçãëÿíóòî ó ïðàöÿõ [168, 169]. Ó ïðàöÿõ [200�202] âèâ÷àëèñÿ

ïèòàííÿ íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó.

1.4. Ðàöiîíàëüíi ôóíêöi¨ ÿê àïàðàò íàáëèæåííÿ

Ñ òî÷êè çîðó îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè, ðàöiîíàëüíi ôóíêöi¨ ¹ îá'¹êòîì, íå

íàáàãàòî ñêëàäíiøèì âiä ïîëiíîìiâ, ùî îáóìîâëþ¹ ¨õ âèêîðèñòàííÿ ÿê àïàðà-

òó íàáëèæåííÿ. Äîñëiäæåííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç àïðîêñèìàöiéíèìè âëàñòèâîñòÿìè

ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié, çàðàç ñêëàäàþòü îêðåìó ãiëêó òåîði¨ ôóíêöié. Ôóíäà-

òîðîì íàïðÿìêó äîñëiäæåíü, ïîâ'ÿçàíèõ iç íàáëèæåííÿ çà äîïîìîãîþ ðàöiî-

íàëüíèõ ôóíêöié, ââàæà¹òüñÿ Ï.Ë. ×åáèøåâ. Ó êëàñè÷íèõ ïðàöÿõ Ï.Ë. ×å-

áèøåâà [281, c. 148 � 237] òà �.I. Çîëîòàðüîâà [84, c. 130 � 166] îòðèìàíî íèçêó

âàæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ ùîäî íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ íà âiäðiçêó ôóíêöié äié-

ñíî¨ çìiííî¨ çà äîïîìîãîþ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié çàäàíîãî ïîðÿäêó, çîêðåìà:

âñòàíîâëåíî õàðàêòåðèñòè÷íó âëàñòèâiñòü äiéñíî¨ ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ íàé-

êðàùîãî íàáëèæåííÿ, çíàéäåíî òî÷íi âèðàçè äëÿ íàéêðàùèõ ðàöiîíàëüíèõ

íàáëèæåíü ïåâíèõ ôóíêöié.

Åêñòðåìàëüíi çàäà÷i ïðî íàáëèæåííÿ íà äiéñíié îñi çà äîïîìîãîþ ðà-

öiîíàëüíèõ ôóíêöié ç ôiêñîâàíèìè ïîëþñàìè áåðóòü ñâié ïî÷àòîê ç ðîáiò
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Ñ.Í. Áåðíøòåéíà. Ñïèðàþ÷èñü íà òåîðiþ Ï.Ë. ×åáèøåâà, íèì áóëî äîâåäåíî

òâåðäæåííÿ, ÿêå ¹ àíàëîãîì âiäîìî¨ òåîðåìè Ê. Âåé¹ðøòðàññà i ç ÿêîãî âè-

ïëèâà¹, ùî äîâiëüíó íåïåðåðâíó ôóíêöiþ (ãðàíèöi ÿêî¨ íà íåñêií÷åííîñòi ¹

ñêií÷åííèìè i ñïiâïàäàþòü), ìîæíà ÿê çàâãîäíî òî÷íî íàáëèçèòè çà äîïîìî-

ãîþ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié.

Ñ.Í. Áåðíøòåéí (1924 p.) [21]: Íåõàé f � äîâiëüíà íåïåðåðâíà

íà âñié äiéñíié îñi R ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

lim
x→±∞

f(x) = c, c = const.

Òîäi, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü ìíîãî÷ëåíiâ Qn(x) ñòåïåíÿ n ìà¹ âëàñòè-

âiñòü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî M > 0 ïðè äîñòàòíüî âåëèêîìó n âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü
n∑
k=1

sin θk
rk

+
n∑
k=1

qk sinϑk ≥M,

äå

rke
±θk = αk + iβk, |αk + iβk| ≥ 1, qke

±ϑk = αk + iβk, |αk + iβk| < 1,

i Qn(αk + iβk) = 0, k = 1, . . . , n, òî ÿêèì áè ìàëèì íå áóëî ÷èñëî ε > 0,

ìîæíà ïîáóäóâàòè ïîëiíîì Pn òàê, ùîá∣∣∣∣f(x)− Pn(x)

Qn(x)

∣∣∣∣ < ε,

â êîæíié òî÷öi x ∈ R.
Êðiì òîãî Ñ.Í. Áåðíøòåéíîì ïîáóäîâàíî ðàöiîíàëüíó ôóíêöiþ, ùî íàé-

ìåíøå âiäõèëÿ¹òüñÿ âiä íóëÿ íà äiéñíié îñi R , à òàêîæ âïåðøå íàâåäåíî

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ùîäî íàáëèæåííÿ â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi ôóíêöié, çà äîïî-

ìîãîþ ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ, çíàìåííèêè ÿêèõ çàäàíi i íå çìiíþþòü çíàêà íà

äiéñíié îñi, à ÷èñåëüíèêè � ïîëiíîìè ôiêñîâàíîãî ñòåïåíÿ ç íåâèçíà÷åíèìè

êîåôiöi¹íòàìè.

Äîñëiäæóþ÷è ïðîáëåìè iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié ïðîñòîðó Ãàðäi â îäèíè÷-
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íîìó êðóçi, Ñ. Òàêåíàêà [242] i Ô. Ìàëüìêâiñò [115] (äèâ., òàêîæ, [253, c. 369])

âïåðøå ïî÷àëè çàéìàòèñÿ ðîçêëàäàìè â ðÿäè Ôóð'¹ ïî ñèñòåìàõ ðàöiîíàëüíèõ

ôóíêöié, îðòîíîðìîâàíèõ íà îäèíè÷íîìó êîëi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C . Öi

ïèòàííÿ, à òàêîæ ïèòàííÿ íàáëèæåííÿ ðàöiîíàëüíèìè ôóíêöiÿìè â òî÷êàõ

ìíîæèí êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè (ÿê îáìåæåíèõ, òàê i òàêèõ, ùî ðîçøèðþþòüñÿ

äî íåñêií÷åííîñòi) âèêëàäåíî ó êíèçi Äæ. Óîëøà [253], ÿêîìó òàêîæ íàëåæèòü

íèçêà âàæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ ó öüîìó íàïðÿìêó.

Ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç äîñëiäæåííÿì óìîâ ïîâíîòè ñèñòåì âèãëÿäó

1

z − ā0
,

1

z − b̄1
,

1

z − ā1
,

1

z − b̄1
, . . . , (1.26)

äå

a := {ak}∞k=0, (Im ak > 0), b := {bk}∞k=1, (Im bk < 0)

� äîâiëüíi ïîñëiäîâíîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ÿêi ëåæàòü, âiäïîâiäíî, ó âåðõ-

íié C+ := {z ∈ C : Im z > 0} i íèæíié C− := {z ∈ C : Im z < 0}
ïiâïëîùèíàõ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C , à òàêîæ óìîâè çáiæíîñòi ó ðiçíèõ ìå-

òðèêàõ àãðåãàòiâ íàáëèæåííÿ, ïîáóäîâàíèõ çà öèìè ñèñòåìàìè, ðîçãëÿäàëèñü

ó ïðàöÿõ [92, 93].

Íåõàé Hp = Hp(C+) , p ≥ 1, � ïðîñòið Ãàðäi, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóí-

êöié f , ãîëîìîðôíèõ ó âåðõíié ïiâïëîùèíi C+ := {z ∈ C : Im z > 0} , äëÿ
ÿêèõ

∥f∥Hp
:= sup

y>0

(
1

π

∫ ∞

−∞
|f(x+ iy)|pdx

)1/p

<∞.

Âiäîìî [103, òåîðåìà 2] (äèâ. òàêîæ [117, ñ. 291]), ùî êîæíà ôóíêöiÿ

f iç ïðîñòîðó Hp(C+) ìà¹ ìàéæå ñêðiçü íà äiéñíié îñi R = ∂C+ íåäîòè÷íi

ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ (çà ÿêèìè çàëèøèìî òå ñàìå ïîçíà÷åííÿ f ), ÿêi íàëåæàòü

ïðîñòîðó Lp(R), ïðè÷îìó

∥f∥Hp
= ∥f∥p :=

(
1

π

∫ ∞

−∞
|f(t)|pdt

)1/p

.

Òåîðåìà 1.4.1 ( H. Kober (1944 p.) [93]:). Ñèñòåìà (1.26) ¹ çàìêíåíîþ
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âiäíîñíî ïðîñòîðó Lp(R), 1 < p <∞, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðÿäè

σ(a) :=
∞∑
k=0

| Im ak|
1 + |ak|2

, σ(b) :=
∞∑
k=1

| Im bk|
1 + |bk|2

,

ðîçáiãàþòüñÿ.

Ïî÷àòîê ñèñòåìàòè÷íèõ äîñëiäæåíü, ïîâ'ÿçàíèõ ç àïðîêñèìàöi¹þ ðàöiî-

íàëüíèìè ôóíêöiÿìè (ç âiëüíèìè ïîëþñàìè), ïðèïàäà¹ íà äðóãó ïîëîâèíó

50-èõ ðîêiâ ìèíóëîãî ñòîði÷÷ÿ i ïîâ'ÿçàíèé ç ïîÿâîþ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîáiò

À.Î. Ãîí÷àðà i �.Ï.Äîëæåíêà (îãëÿä ðåçóëüòàòiâ íàâåäåíî â [54]), äå äîñëi-

äæóâàëàñü çàëåæíiñòü ñòðóêòóðíèõ âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ âiä øâèäêîñòi ñïà-

äàííÿ äî íóëÿ âåëè÷èí íàéêðàùèõ ðàöiîíàëüíèõ íàáëèæåíü öèõ ôóíêöié. Ç

öèõ ðåçóëüòàòiâ, çîêðåìà, âèïëèâàþòü íàñòóïíi âèñíîâêè: iñíóþòü ôóíêöi¨,

ïîðÿäîê ðàöiîíàëüíèõ íàáëèæåíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ ïîðÿäêó ïîëiíîìiàëü-

íîãî íàáëèæåííÿ (òîáòî ðîçøèðåííÿ àïðîêñèìóþ÷î¨ ìíîæèíè ç ìíîãî÷ëåíiâ

äî ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié íå äîçâîëÿ¹ ïîêðàùèòè ïðÿìi òåîðåìè ïðî íàéêðà-

ùå íàáëèæåííÿ íà âñüîìó êëàñi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié); âîäíî÷àñ, iñíóþòü

ôóíêöi¨, íàéêðàùi ïîëiíîìiàëüíi íàáëèæåííÿ ÿêèõ ïðÿìóþòü äî íóëÿ ÿê çàâ-

ãîäíî ïîâiëüíî, à ¨õ íàéêðàùi ðàöiîíàëüíi íàáëèæåííÿ ñïàäàþòü äî íóëÿ ÿê

çàâãîäíî øâèäêî (äîñòàòíüî øèðîêi êëàñè íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, íà ÿêèõ ðà-

öiîíàëüíà àïðîêñèìàöiÿ ìà¹ ïåðåâàãè â ïîðiâíÿííi ç ïîëiíîìiàëüíîþ îïèñàíi

ó ïðàöÿõ Î.Ï. Áóëàíîâà, Â.Ì. Ðóñàêà, Å.À. Ðîâáè, À.À. Ïåêàðñüêîãî).

Ðiçíèì ïèòàííÿì ðàöiîíàëüíî¨ àïðîêñèìàöi¨ íà çàìêíåíèõ ìíîæèíàõ

êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ïðèñâÿ÷åíî ïðàöi À.Î. Ãîí÷àðà [50�53], Ñ.Í. Ìåðãå-

ëÿíà [121]. Ó ïðàöÿõ Â.Ì. Ðóñàêà (äèâ. ìîíîãðàôiþ [181]) ó òåðìiíàõ ìà-

æîðóþ÷èõ ôóíêöié, ùî çàëåæàòü âiä ïîëþñiâ, áóëè äîâåäåíi íåðiâíîñòi äëÿ

ïîõiäíèõ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié ó ðiçíèõ ìåòðèêàõ, à òàêîæ äîñëiäæåíî øâèä-

êiñòü íàáëèæåííÿ ðàöiîíàëüíèìè îïåðàòîðàìè òèïó Ôåé¹ðà, Âàëëå-Ïóññåíà

òà Äæåêñîíà.

Â.Ì. Ðóñàê (1965 p.) [181]: Íåõàé äàíî àëãåáðà¨÷íèé äðiá (ó ÷à-
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ñòèííîìó âèïàäêó � ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ):

Rn(x) :=
pn(x)√
h2n(x)

, h2n(x) =
n∏
k=1

[
(αk − x)2 + β2

k

]
,

äå pn(x) � ïîëiíîì ç êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Òîäi, ÿêùî |Rn(x)| ≤ 1, −∞ < x <∞, òî ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|R′
n(x)| ≤

n∑
k=1

βk
(αk − x)2 + β2

k

, x ∈ R.

Âàæëèâèé íàïðÿìîê â òåîði¨ ðàöiîíàëüíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ôîðìóþòü äî-

ñëiäæåííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç íàáëèæåííÿìè ðàöiîíàëüíèìè ôóíêöiÿìè ç ôiêñîâà-

íèìè ïîëþñàìè. Â ñåði¨ ðîáiò Ì.Ì. Äæðáàøÿíà [67�69] äîñëiäæåíî ïèòàííÿ

ðîçêëàäó àíàëiòè÷íèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi D ôóíêöié, ùî íàëåæàòü ïðîñòîðó

Ãàðäi H2(D) , â ðÿä Ôóð'¹ çà îðòîíîðìîâàíîþ íà îäèíè÷íîìó êîëi T ñèñòåìîþ

ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôiêñîâàíîþ ñèñòåìîþ ïîëþñiâ (ÿêó â

ëiòåðàòóði íàçèâàþòü ñèñòåìîþ Òàêåíàêè-Ìàëüìêâiñòà), ïðîáëåìè ðîçêëàäó

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó ðÿäè ïî áiëüø çàãàëüíèì ñèñòåìàì, à òàêîæ çíàéøîâ

óìîâè çáiæíîñòi òàêèõ ðÿäiâ. Çîêðåìà áóëî âñòàíîâëåíî, ùî îçíàêè Æîðäàíà

i Äiíi-Ëèïøèöÿ çáiæíîñòi ðÿäiâ Ôóð'¹ çà òðèãîíîìåòðè÷íîþ ñèñòåìîþ ñïðàâ-

äæóþòüñÿ i äëÿ ðÿäó Ôóð'¹ çà ñèñòåìîþ Òàêåíàêè-Ìàëüìêâiñòà çà óìîâè, ùî

ïîñëiäîâíîñòi ïîëþñiâ öi¹¨ ñèñòåìè íå ìàþòü ãðàíè÷íèõ òî÷îê íà îäèíè÷íîìó

êîëi.

Çàçíà÷åíi äîñëiäæåííÿ Ì.Ì. Äæðáàøÿíÿ ïðîäîâæåíî ó ïðàöÿõ

Î.Ì. Ëóêàöüêîãî [109], Ã.Ö. Òóìàðêiíà [247, 248] Å.À. Ðîâáè [160], H. Akcay

[2, 3] (äå, çîêðåìà, íàâåäåíî çàñòîñóâàííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ ó çàäà÷àõ

ìîäåëþâàííÿ ôiçè÷íèõ ñèñòåì). Ó ïðàöi Â.Â. Ñàâ÷óêà [185] ïîáóäîâàíî íàé-

êðàùèé ëiíiéíèé ìåòîä íàáëèæåííÿ ôóíêöié ïðîñòîðó Ãàðäi íà êîìïàêòíèõ

ïiäìíîæèíàõ îäèíè÷íîãî êðóãà.

Ì.Ì. Äæðáàøÿíîì, òàêîæ, áóâ ðîçâèíåíèé ìåòîä, ùî äîçâîëèâ îòðèìà-

òè ðîçâ'ÿçàííÿ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ïðî íàéêðàùi ðàöiîíàëüíi íàáëèæåííÿ
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ÿäðà Êîøi C : C2 → C

C(t, z) := −1

2i(t− z)
, t, z ∈ C, t ̸= z.

íà âñié äiéñíié îñi −∞ < t < ∞ ÿê ó ðiâíîìiðíié, òàê i â ñåðåäíüî êâà-

äðàòè÷íié ìåòðèöi. Çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä áàçóâàâñÿ íà âèêîðèñòàííi ïåâíèõ

îðòîãîíàëüíî¨ òà áiîðòîãîíàëüíèõ íà âñié äiéñíié îñi R ñèñòåì ðàöiîíàëüíèõ

ôóíêöié iç ôiêñîâàíèìè ïîëþñàìè.

Íåõàé an := {ak}n−1
k=0 � âiäðiçîê äîâæèíè n ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê a i

R(an) � ñiì'ÿ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié Rn âèãëÿäó

Rn(t) =
n−1∑
k=0

dk
(t− ak)sk

, dk ∈ C,

äå sk, 1 ≤ sk ≤ k, � êðàòíiñòü ïîÿâè òî÷êè ak ó âiäðiçêó {aj}k−1
j=0 ïîñëiäîâ-

íîñòi a .

Ó âèïàäêó, êîëè sk ≡ 1, ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ.

Ì.Ì. Äæðáàøÿí (1974 p.) [70] (äèâ., òàêîæ, Í.I. Àõi¹çåð

[12, c. 280]: Â êîæíié òî÷öi z ∈ C+ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü:

min {∥C(z, ·)−Rn(·)∥2 : Rn ∈ R(an)} =
1

2
√
Im z

n−1∏
k=0

∣∣∣∣z − ak
z − ak

∣∣∣∣ , (1.27)

â ÿêié ìiíiìóì äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨ R∗
n(t) = Sn(t, z) , äå

Sn(t, z) :=
n−1∑
k=0

ck(z)
1

t− ak

k−1∏
j=0

t− aj
t− aj

, ck(z) =
Im ak
z − ak

k−1∏
j=0

z − aj
z − aj

,

(äîáóòîê
∏−1

j=0 ïîêëàäà¹òüñÿ ðiâíèì îäèíèöi).

Îêðiì âåëèêîãî çíà÷åííÿ â òåîði¨ ðàöiîíàëüíîãî íàáëèæåííÿ ãîëîìîð-

ôíèõ ôóíêöié ç H2(C+) öåé ðåçóëüòàò ¹ âàæëèâèì ùå é â òåîði¨ iíòåðïî-

ëÿöi¨. À ñàìå, ç ðiâíîñòi (1.27) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ Sn(t, ·) ó âåðõíié ïiâ-

ïëîùèíi C+ iíòåðïîëþ¹ ÿäðî Êîøi C(t, ·) â òî÷êàõ ïîñëiäîâíîñòi an , òîáòî

Sn(t, ak) = C(t, ak) .
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Òàêèì ÷èíîì ëiíiéíèé îïåðàòîð Un , ÿêèé äi¹ ç H2(C+) â R(an) çà ïðà-

âèëîì Un(f)(z) = ⟨f,Sn(·, z)⟩ ¹ iíòåðïîëÿöiéíèì, òîáòî Un(f)(ak) = f(ak) ,

k = 0, n− 1, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H2(C+) . Äî òîãî æ çãiäíî ç (1.27)

ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

max {|f(z)− Un(f)(z)| : f ∈ H2(C+), ∥f∥2 ≤ 1} =

= ∥C(·, z)− Sn(·, z)∥2 =
1

2
√
Im z

n−1∏
k=0

∣∣∣∣z − ak
z − ak

∣∣∣∣ ∀ z ∈ C+,

äå ìàêñèìóì (ïðè ôiêñîâàíîìó z ∈ C+ ) äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨

f ∗(ζ) =
C(ζ, z)− Sn(ζ, z)
∥C(·, z)− Sn(·, z)∥2

.

Í.I. Àõi¹çåð [12], äîñëiäæóþ÷è çàäà÷i âàãîâîãî ïîëiíîìiàëüíîãî íàáëè-

æåííÿ, âïåðøå âñòàíîâèâ òî÷íi âåëè÷èíè íàéêðàùèõ âàãîâèõ íàáëèæåíü íà

äiéñíi îñi ÿäåð
Ax+D

x2 + λ
, (ImA = ImD = 0, λ > 0). (1.28)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä Ì.Ì. Äæðáàøÿíà, À.À. Âîñêàíÿí â ðîáîòi [41] ïå-

ðåäîâiâ ðåçóëüòàò Í.I. Àõi¹çåðà, à òàêîæ ðîçâ'ÿçàâ àíàëîãi÷íi åêñòðåìàëüíi

çàäà÷i äëÿ ÿäåð (1.28) â ñåðåäíüî êâàäðàòè÷íié ìåòðèöi.

Í.I. Àõi¹çåð (1956 p.) [12], À.À. Âîñêàíÿí [41] (1979 ð.): Äëÿ

äîâiëüíèõ äiéñíèõ A,B i λ > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü:

min
Ck

max
−∞<x<∞

1

|Pn(x)|

∣∣∣∣A+Bx

x2 + λ2
−

n−1∑
k=0

Ckx
k

∣∣∣∣ =
=

√
A2 + λ2B2

2λ2
exp

{
− λ

π

∞∫
−∞

ln |Pn(x)|
x2 + λ2

dx

}
,

äå

Pn(x) = Pn(0)
n∏
k=1

(
1− x

ck

)
, (Im ck ̸= 0)

� àëãåáðà¨÷íèé ìíîãî÷ëåí ïîðÿäêó n.
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1.5. Ïðîñòîðè Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì

Ìíîæèíè ôóíêöié, iíòåãðîâàíi çà Ëåáåãîì çi çìiííèì ïîêàçíèêîì, áóëè çà-

ïðîâàäæåíi Â. Îðëè÷åì â 1931 ðîöi. Íèì äîâåäåíî òàêå òâåðäæåííÿ.

W. Orlicz (1931 p.) [146] Íåõàé ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë

{xk}∞k=1, {pk}∞k=1, (pk > 1, k ∈ N),

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
∞∑
k=1

|xk|pk <∞. (1.29)

Òîäi äëÿ òîãî, ùîá ðÿä
∑∞

k=1 xkyk çáiãàâñÿ, íåîáõiäíî é äîñòàòíüî,

ùîá çíàéøëîñü òàêå ÷èñëî λ, 0 < λ < 1, ùî

∞∑
k=1

|λyk|p
′
k <∞,

1

pk
+

1

p′k
= 1, k ∈ N.

Ôàêòè÷íî, îòðèìàíèé ðåçóëüòàò ¹ àíàëîãîì íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà ó ïðî-

ñòîðàõ ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.29). Ó çàçíà÷å-

íié ðîáîòi Â. Îðëè÷à ó òàêèé æå ñïîñiá áóëè ââåäåíi äî ðîçãëÿäó ìíîæèíè

ôóíêöié iíòåãðîâàíèõ çà Ëåáåãîì çi çìiííèì ïîêàçíèêîì i ðîçãëÿíóòî äåÿêi

âëàñòèâîñòi öèõ ìíîæèí.

Äî ïåâíîãî ÷àñó ïðîñòîðè ôóíêöié, iíòåãðîâàíi çi çìiííèì ïîêàçíèêîì,

â ìàòåìàòè÷íié ëiòåðàòóði âiäiãðàâàëè ðîëü åêçîòè÷íèõ ïðèêëàäiâ òàê çâàíèõ

ìîäóëÿðíèõ ïðîñòîðiâ, ÿêi äîñëiäæóâàëèñü â ðîáîòàõ Õ. Íàêàíî [130, 130],

Â. Îðëè÷à òà É. Ìóñåëÿêà [127, 128]. Âiäïðàâíîþ âiõîþ íà øëÿõó ñàìîñòié-

íîãî ðîçâèòêó ïðîñòîðiâ ôóíêöié, iíòåãðîâàíèõ çà Ëåáåãîì çi çìiííèì ïîêà-

çíèêîì, ñòàëî äîâåäåííÿ òîãî, ùî òîïîëîãiÿ öèõ ïðîñòîðiâ ìîæå áóòè íîðìî-

âàíîþ. Äëÿ îäíîâèìiðíîãî ïåðiîäè÷íîãî âèïàäêó âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò ìîæå

áóòè ñôîðìóëüîâàíî òàê.

I.I. Øàðàïóäiíîâ (1979 p.) [258] (äèâ., òàêîæ, [101]) Íåõàé

p = p(x) � 2π -ïåðiîäè÷íà âèìiðíà i iñòîòíî îáìåæåíà ôóíêöiÿ i Lp(·) �
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ïðîñòîðè âèìiðíèõ 2π -ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié f òàêèõ, ùî

π∫
−π

|f(x)|p(x) dx <∞. (1.30)

Òîäi, ÿêùî p(x) ≥ 1, òî ïðîñòið Lp(·) ¹ áàíàõîâèì iç íîðìîþ, ùî

ìîæíà âèçíà÷èòè ôîðìóëîþ:

∥f∥p(·) := inf

{
α > 0 :

π∫
−π

∣∣∣∣∣f(x)α
∣∣∣∣∣
p(x)

dx ≤ 1

}
. (1.31)

Êðiì òîãî, ÿêùî

p := ess inf
x
|p(x)| > 1,

òî ïðîñòið Lq(·), äå q(x) = p(x)
p(x)−1 , ¹ ñïðÿæåíèì äî Lp(·) i äëÿ äîâiëüíèõ

ôóíêöié f ∈ Lp(·) i g ∈ Lq(·) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

π∫
−π

|f(x)g(x)| dx ≤ rp,q∥f∥p(·)∥g∥q(·), rp,q ≤ 1/p+ 1/q. (1.32)

Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ Lp(·) ⊂ L, äå L � ïðîñòið 2π -

ïåðiîäè÷íèõ iíòåãðîâàíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié. Çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó

p = p(x) = const > 0, ïðîñòîðè Lp(·) ñïiâïàäàþòü ç ïðîñòîðàìè Ëåáåãà

Lp ôóíêöié, iíòåãðîâàíèõ íà ïåðiîäi â p -ìó ñòóïåíi (p > 0 ), à íåðiâíiñòü

(1.32) ïðè p ≥ 1 ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó êëàñè÷íó íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà. Çâàæàþ÷è

íà öå, ïðîñòîðè Lp(·) íàçèâàþòü ïðîñòîðàìè Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì

àáî óçàãàëüíåíèìè ïðîñòîðàìè Ëåáåãà.

Íàñòóïíèé åòàï ó ðîçâèòêó òåîði¨ ïðîñòîðiâ Ëåáåãà Lp(·) ïîâ'ÿçàíèé iç

ââåäåííÿì äîäàòêîâèõ îáìåæåíü íà çìiííèé ïîêàçíèê p = p(x). Êëþ÷îâó

ðîëü òóò âiäiãðà¹ âiäîìà óìîâà Äiíi-Ëiïøèöÿ, ÿêà íàêëàäà¹òüñÿ íà ïîêàçíèê

i ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ôóíêöiÿ p = p(x) ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè íåðiâíîñòi

ω(p; δ)

(
ln

1

δ

)γ

≤ K, 0 < δ < 1, (1.33)
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äå

ω(p; δ) = sup
x1,x2∈[−π;π]

{
|p(x1)− p(x2)| : |x1 − x2| ≤ δ

}
.

Âïåðøå, â êîíòåêñòi çàñòîñóâàíü ó òåîði¨ ïðîñòîðiâ Ëåáåãà çi çìiííèì

ïîêàçíèêîì, öÿ óìîâà (ç γ = 1 ) ç'ÿâèëàñü ó ïðàöi I.I. Øàðàïóäiíîâà [259],

i ¨¨ ïîäàëüøå âèêîðèñòàííÿ äàëî ìîæëèâiñòü îòðèìàííÿ äëÿ Lp(·) àíàëîãiâ

êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ, âiäîìèõ ó âèïàäêó p = const.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pγ ìíîæèíó 2π -ïåðiîäè÷íèõ ïîêàçíèêiâ

p = p(x) > 1, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Äiíi-Ëiïøèöÿ (1.33) ïîðÿäêó

γ ≥ 1.

Òåîðåìà 1.5.1 (I.I. Øàðàïóäiíîâ (2007 p.) [262]). ßêùî p ∈ Pγ, òî

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lp(·) âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

∥f̃∥p(·) ≤ Cp∥f∥p(·), (1.34)

∥Sn(f)∥p(·) ≤ Kp∥f∥p(·), (1.35)

äå f̃(·) � ôóíêöiÿ, òðèãîíîìåòðè÷íî ñïðÿæåíà äî f(·) ,

Sn(f ;x), n = 0, 1, . . . , � ÷àñòèííi ñóìè Ôóð'¹ ïîðÿäêó n ôóíêöi¨ f, à

Cp, Kp � ñòàëi, ùî çàëåæèòü òiëüêè âiä ïîêàçíèêà p = p(x).

Iíøèìè ñëîâàìè, òåîðåìà 1.5.1 êîíñòàòó¹ ôàêò îáìåæåíîñòi îïåðàòî-

ðà òðèãîíîìåòðè÷íîãî ñïðÿæåííÿ òà îïåðàòîðà Ôóð'¹ ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi

çìiííèì ïîêàçíèêîì. Ç öi¹¨ òåîðåìè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨

ôóíêöi¨ f ∈ Lp(·), çà óìîâè p ∈ Pγ, ñóìè Ôóð'¹ çáiãàþòüñÿ äî öi¹¨ ôóíêöi¨ ó

ìåòðèöi ïðîñòîðiâ Lp(·), òîáòî

∥f − Sn(f)∥p(·) → 0, n→ ∞, (1.36)

à òàêîæ, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

En(f)p(·) ≤ ∥f − Sn−1(f)∥p(·) = O(1)En(f)p(·) = O(1)En(f̃)p(·), (1.37)
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â ÿêîìó

En(φ)p(·) := inf
tn−1∈T2n−1

∥φ− tn−1∥p(·), φ ∈ Lp(·), (1.38)

� íàéêðàùå íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ φ çà äîïîìîãîþ ïiäïðîñòîðó T2n−1 òðèãî-

íîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ïîðÿäêó, íå âèùîãî çà n − 1, à O(1) � âåëè÷èíè,

ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ïî n. Ïðè öüîìó óìîâà íà ïîêàçíèê p ∈ Pγ, ¹ íåïîêðà-

ùóâàíîþ.

Çà òèõ æå îáìåæåíü íà ïîêàçíèê p = p(x) I.I. Øàðàïóäiíîâèì áóëî

äîâåäåíî áàçèñíiñòü ñèñòåìè Õààðà [260] i òðèãîíîìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè ó ïðî-

ñòîðàõ Lp(·) [262], à òàêîæ ïîêàçàíî ðiâíîìiðíó îáìåæåíiñòü ó öèõ ïðîñòîðàõ

äåÿêèõ ðîäèí îïåðàòîðiâ çãîðòêè [261]. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè, çîêðåìà, îõî-

ïëþþòü âiäîìi îïåðàòîðè Ôåé¹ðà, Âàëëå-Ïóññåíà, Àáåëÿ, Ñò¹êëîâà òà iíø.

Ñóòò¹âèé âêëàä ó òåîðiþ ïðîñòîðiâ Lp(·) áóâ çðîáëåíèé â ðîáîòàõ

[71, 72], äå, çîêðåìà, áóëî ïîêàçàíî îáìåæåíiñòü ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà

Ãàðäi-Ëiòëëâóäà, à òàêîæ (çà äåÿêèõ äîäàòêîâèõ óìîâ) âiäîìîãî îïåðàòîðà

Êàëüäåðîíà-Çèãìóíäà. Îòæå, çâ'ÿçîê óìîâè Äiíi-Ëèïøèöÿ äëÿ çìiííîãî ïî-

êàçíèêà p(x) òà ðiâíîìiðíà îáìåæåíiñòü â Lp(·) ðîäèí êëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ

âèÿâèâñÿ õàðàêòåðíèì ïðè ïîáóäîâi òåîði¨ iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó ïðîñòî-

ðàõ Lp(·). ×èñëåííi íåùîäàâíi ðåçóëüòàòè (âèêëàäåííÿ ÿêèõ i áiáëiîãðàôiþ

ç öüîãî ïèòàííÿ ìîæíà çíàéòè ó êíèçi [73]) ñâiä÷àòü ïðî òå, ùî àíàëîãi÷íà

ñèòóàöiÿ âèíèêà¹ i ïðè ïîáóäîâi òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ïðîñòîðàõ

Ñîáîëåâà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì.

Âëàñòèâîñòi ñèíãóëÿðíèõ iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ òà ìóëüòèïëiêàòîðiâ

â ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì áóëî äîñëiäæåíî â ðîáîòàõ [97�99,

191�194]. Çîêðåìà, áóëî îäåðæàíî àíàëîã äîáðå âiäîìî¨ ëåìè Ìàðöèíêåâè÷à

äëÿ ìóëüòèïëiêàòîðiâ [116].

Ëåìà 1.5.1 (V. Kokilashvili and S. Samko (2009 p.) [99]). Íåõàé ïî-

ñëiäîâíiñòü µ(k), k = 0, 1, 2, . . . , çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

ς0 = ς0(µ) = sup
k

|µ(k)| ≤ C, σ0 = σ0(µ) = sup
m∈N

2m+1∑
k=2m

|µ(k + 1)− µ(k)| ≤ C,

(1.39)

äå C > 0 � âåëè÷èíà, ùî íå çàëåæèòü âiä k i m.
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Òîäi, ÿêùî p ∈ Pγ, òî äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lp(·) iñíó¹ ôóíêöiÿ

F ∈ Lp(·) òàêà, ùî ðÿä

µ(0)a0(f)

2
+

∞∑
k=1

µ(k)(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

¹ ðÿäîì Ôóð'¹ ôóíêöi¨ F i ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

∥F∥p(·) ≤ Kλ∥f∥p(·), λ = max{ς0, σ0}, (1.40)

äå âåëè÷èíà K íå çàëåæèòü âiä ôóíêöi¨ f.

Ïîäàëüøå âèâ÷åííÿ áiëüø òîíêèõ ñòðóêòóðíèõ âëàñòèâîñòåé ôóíêöié iç

ïðîñòîðiâ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì çäiéñíþâàëîñü çà äîïîìîãîþ ïåâíèõ

àíàëîãiâ ìîäóëiâ íåïåðåðâíîñòi, çàïðîâàäæåíèõ I.I. Øàðàïóäiíîâèì ó ïðàöi

[262]. Îñêiëüêè çñóâ fh(x) = f(x+ h) ôóíêöi¨ f ∈ Lp(·), íå îáîâ'ÿçêîâî íàëå-

æèòü äî Lp(·) , òî â îñíîâó êîíñòðóêöi¨ ìîäóëiâ íåïåðåðâíîñòi áóëî ïîêëàäåíî

îïåðàòîðè Ñò¹êëîâà

fh(x) :=
1

h

x+h
2∫

x−h
2

f(t) dt, 0 < h < 1, x ∈ [0; 2π],

ÿêi çà óìîâè p ∈ Pγ ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíèìè ó ïðîñòîðàõ Lp(·) . Ðîçâèâàþ÷è

öþ iäåþ, äî ðîçãëÿäó áóëè ââåäåíi ìîäóëi íåïåðåðâíîñòi äðîáîâîãî ïîðÿäêó

[6]:

Ωα(f ; δ)p(·) := sup
hi,h<δ

∥∥∥∥ [α]∏
i=1

(f − fhi)σ
ϱ
h(f)

∥∥∥∥
p(·)
, ϱ = α− [α],

σϱh(f) =
∞∑
k=0

(−1)k
(
ϱ

k

)
1

hk

h/2∫
−h/2

. . .

h/2∫
−h/2

f(x+
k∑
j=1

uk)
k∏
j=1

duk, 0 < ϱ < 1,

(
ϱ

k

)
:=

ϱ(ϱ− 1) . . . (ϱ− k + 1)

k!
, k > 1;

(
ϱ

1

)
:= ϱ;

(
ϱ

0

)
:= 1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åíi õàðàêòåðèñòèêè, â òåðìiíàõ âåëè÷èí íàéêðà-

ùèõ íàáëèæåíü (1.38) ó ïðàöÿõ [4�6, 9, 59, 60, 254] áóëî îòðèìàíî ðÿä ïðÿìèõ
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i îáåðíåíèõ òåîðåì òåîði¨ íàáëèæåííÿ ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà Lp(·).

Òåîðåìà 1.5.2 (R. Akg�un (2011 p.) [6] ). ßêùî α > 0 i f ∈ Lp(·), äå

p ∈ Pγ, γ ≥ 1, òî äëÿ n = 0, 1, . . . , ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

Ek(f)p(·) ≤ c1Ωα

(
f ;

π

n+ 1

)
p(·)
, (1.41)

Ωα

(
f ;

π

n+ 1

)
p(·)

≤ c2
(n+ 1)α

n∑
k=0

(k + 1)α−1Ek(f)p(·), (1.42)

äå c1 i c2 � äîäàòíi ñòàëi, ùî çàëåæèòü òiëüêè âiä α i p = p(x).

Êðiì òîãî, ó çàçíà÷åíèõ ïðàöÿõ áóëî äîâåäåíî ïðÿìi i îáåðíåíi òåîðåìè

íà êëàñàõ ôóíêöié, ó ÿêèõ r -òà çâè÷àéíà àáî äðîáîâà ïîõiäíî¨ â ðîçóìií-

íi Âåéëÿ íàëåæèòü Lp(·) . Ïðè öüîìó, êëþ÷îâó ðîëü ó äîâåäåííi îáåðíåíèõ

òåîðåì âiäiãðàëî îäåðæàííÿ íåðiâíîñòi äëÿ íîðìè r -¨ äðîáîâî¨ ïîõiäíî¨ òðè-

ãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà â ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì, ÿêà ¹

àíàëîãîì êëàñè÷íî¨ íåðiâíîñòi Áåðíøòåéíà [22]. Âñi çãàäàíi ðåçóëüòàòè ìàþòü

ôîðìó âiäïîâiäíèõ òâåðäæåíü äëÿ êëàñè÷íèõ ïðîñòîðiâ Ëåáåãà i îòðèìàíi çà

óìîâè, ùî ïîêàçíèê p = p(x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Äiíi-Ëèïøèöÿ i p > 1.

Âèïàäîê, êîëè p ≥ 1, áóâ ðîçãëÿíóòèé ó ïðàöi I.I. Øàðàïóäiíîâà [263].

Çàñòîñóâàâøè íîâèé ïiäõiä, ÿêèé íå âèêîðèñòîâó¹ îáìåæåíiñòü ìàêñèìàëü-

íîãî îïåðàòîðà, ó ïðèïóùåííi, ùî â äåÿêèõ òî÷êàõ ôóíêöiÿ p = p(x) ìîæå

äîðiâíþâàòè 1 (p ≥ 1), àâòîð îòðèìó¹ íåðiâíiñòü òèïó Áåðíøòåéíà äëÿ çâè-

÷àéíî¨ ïîõiäíî¨, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ äîâîäèòü àíàëîã ïåðøî¨ òåîðåìè Äæåêñî-

íà. Óìîâè âêëàäåííÿ ïðîñòîðiâ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì ïðè p(x) ≥ 1 ,

à òàêîæ âëàñòèâîñòi öèõ ïðîñòîðiâ ó âèïàäêó 0 < p(x) < 1 äîñëiäæóâàëèñü

Ð.À. Áàíäàëi¹âèì [13�15].

ßê âæå çàçíà÷àëîñÿ, ïðàöÿ Â. Îðëè÷à [146] ñòàëà îñíîâîïîëîæíîþ äëÿ

öiëî¨ òåîði¨ ïðîñòîðiâ çi çìiííèì ïîêàçíèêîì, ÿêó ìàòåìàòèêè ðîçðîáëÿëè â

ðiçíèõ íàïðÿìêàõ. Ïðè öüîìó, íà íàøó äóìêó, äåùî áiëüøà óâàãà ïðèäiëÿëà-

ñÿ òåîði¨ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì. Íàâåäåìî

â çàâåðøåííi öüîãî îãëÿäó îêðåìi ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî äîñëiäæåííÿ âëàñòè-

âîñòåé ïðîñòîðiâ ïîñëiäîâíîñòåé, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.29).
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Íåõàé p = {pk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâó

1 ≤ pk ≤ K, k = 1, 2, . . . , (1.43)

äå K � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà. ×åðåç lp ïîçíà÷èìî ïðîñòið âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé

x = {xk}∞k=1 äiéñíèõ ÷èñåë çi ñêií÷åíîþ íîðìîþ Ëþêñåìáóðãà:

||x||lp := inf

{
α > 0 :

∞∑
k=1

∣∣∣∣xkα
∣∣∣∣pk ≤ 1

}
.

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü p ¹ ñòàëîþ: pk=p , k ∈ N ,

ïðîñòîðè lp çáiãàþòüñÿ çi çâè÷àéíèìè ïðîñòîðàìè lp ç íîðìîþ

||x||lp =
( ∞∑

k=1

|xk|p
)1/p

,

ÿêùî æ p = {pk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó (1.43), òî ÿê ïîêàçàíî â [77] (ëåìà 2.6), ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

lp =

{
x = {xk}∞k=1 :

∞∑
k=1

|xk|pk <∞
}
,

Äëÿ ïðîñòîðiâ lp ìè áóäåìî òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè íàçâó ïðîñòîðè

ïîñëiäîâíîñòåé çi çìiííèì ïîêàçíèêîì.

Îñòàííiì ÷àñîì òåîðiÿ ïðîñòîðiâ ïîñëiäîâíîñòåé çi çìiííèì ïîêàçíèêîì

çáàãàòèëàñü íîâèìè ðåçóëüòàòàìè. Òàê â ïðàöi [133] áóëè çíàéäåíi íåîáõiäíi òà

äîñòàòíi óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi íîðì ó ïðîñòîðàõ lp i lq òà óìîâè îáìåæåíî-

ñòi îïåðàòîðiâ çñóâó, â [134] äîñëiäæóâàëè âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà óñåðåäíåííÿ

òà ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà, â [135] çíàéäåíî óìîâè âêëàäåííÿ äëÿ ïðîñòîðiâ

lp .

Çàçíà÷èìî íàðåøòi, ùî óçàãàëüíåíi ïðîñòîðè Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêà-

çíèêîì ìàþòü çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨ ïðóæíîñòi, ìåõàíiöi, òåîði¨ äèôåðåíöi-

àëüíèõ îïåðàòîðiâ, âàðiàöiéíîìó ÷èñëåííi [71, 162, 194].
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1.6. Ïðîñòîðè Îðëè÷à

Ç òîãî ÷àñó, êîëè òåîðiÿ iíòåãðóâàííÿ çà Ëåáåãîì ïîñiëà ãîëîâíå ìiñöå â

êîíêðåòíèõ çàäà÷àõ àíàëiçó, ïðèðîäíî âèíèêëà ïîòðåáà çàïðîâàäæåííÿ áiëüø

øèðîêèõ êëàñiâ ïðîñòîðiâ, íiæ Lp. Ìîæíà ââàæàòè, ùî ôîðìàëüíèé ïî÷àòîê

òåîði¨ ïðîñòîðiâ, ÿêi â ïîäàëüøîìó îòðèìàëè íàçâó ïðîñòîðiâ Îðëè÷à, áóâ

ïîêëàäåíèé Ø. Âàëëå Ïóññåíîì.

Ch. de la Vall�ee Poussin (1915 p.) Íåõàé (Ω,Σ, µ) � ïðîñòið çi

ñêií÷åííîþ ìiðîþ, F = {fα : Ω → R, α ∈ I} � äîâiëüíà ðîäèíà âèìiðíèõ

ôóíêöié íà Ω. Òîäi íàñòóïíi âëàñòèâîñòi åêâiâàëåíòíi:

1. Ðîäèíà ôóíêöié F ¹ ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíîþ, òîáòî

sup
α

∫
Ω

|fα|dµ ≤ C <∞,

i ðiâíîìiðíî ïî α ∈ I

lim
µ(A)→0

∫
A

|fα|dµ = 0.

2. Ðiâíîìiðíî ïî α ∈ I âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
λ→∞

∫
(|fα|>λ)

|fα|dµ = 0.

3. Iñíó¹ îïóêëà äîíèçó ôóíêöiÿ M : R → R+, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

M(0) = 0, M(x) =M(−x), lim
x→∞

M(x)

x
= ∞, (1.44)

i òàêà, ùî

sup
α

∫
Ω

M(|fα|)dµ <∞.

Ïåðåäóìîâîþ ïîÿâè òåîði¨ ïðîñòîðiâ Îðëè÷à áóëè, òàêîæ, äîñëiäæåííÿ

Â. Þíãà òà I. É¹íñåíà [284] ïî÷àòêó XX-ãî ñòîði÷÷ÿ, ïðèñâÿ÷åíi âèâ÷åííþ

âëàñòèâîñòåé îïóêëèõ ôóíêöié.

Âèçíà÷åííÿ ïðîñòîðiâ Îðëè÷à ïîñëiäîâíîñòåé i ôóíêöié, à òàêîæ ïåðøi
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ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî öèõ ïðîñòîðiâ áóëè îòðèìàíi íà ïî÷àòêó 1930-õ ðîêiâ â

ðîáîòàõ Â. Îðëè÷à i Ç. Áiðíáàóìà [23, 148, 149] ó çâ'ÿçêó ç äîñëiäæåííÿìè

ïðîáëåì îðòîãîíàëüíèõ ðîçêëàäiâ.

Íåïåðåðâíà îïóêëà âíèç ôóíêöiÿ M : R → R+ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi-

¹þ Þíãà (N -ôóíêöi¹þ), ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (1.44). ×åðåç LM

ïîçíà÷àþòü ëiíiéíèé ïðîñòið âèìiðíèõ ôóíêöié f : [a; b] 7→ R, äëÿ ÿêèõ

âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ∫ b

a

M(λ|f(t)|) dt <∞

ïðè äîâiëüíîìó λ > 0.

Ôóíêöiÿ M̃ = M̃(y), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

M̃(y) := max
x≥0

{x|y| −M(x)}

íàçèâà¹òüñÿ äîäàòêîâîþ äî ôóíêöi¨ M â ñåíñi Þíãà. Ñïîðÿäæåíèé íîðìîþ

∥f∥M := sup

{∫ b

a

|f(t)g(t)| dt :
∫ b

a

M̃(|g(t)|) dt ≤ 1

}
,

äå M̃ � ôóíêöiÿ, äîäàòêîâà äî M â ñåíñi Þíãà, ïðîñòið LM ñòà¹ áàíàõîâèì

ïðîñòîðîì, ÿêèé íàçèâàþòü ïðîñòîðîì Îðëè÷à, ïîðîäæåíèì ôóíêöi¹þ M.

Ç öüîãî ÷àñó ïî÷èíàþòüñÿ ñèñòåìàòè÷íi âèâ÷åííÿ ïðîñòîðiâ Îðëè÷à i

äî ñåðåäèíè XX-ãî ñòîði÷÷ÿ ôîðìóþòüñÿ îñíîâíi íàóêîâi öåíòðè ç öi¹¨ òà

ñóìiæíî¨ ïðîáëåìàòèêè, íà ÷îëi ç: W. Orlicz (Poland), H.Nakano (Sapporo,

Japan), Ì.Î. Êðàñíîñåëüñüêèì òà ß.Á. Ðóòèöüêèì (Âîðîíiæ, ÑÐÑÐ), à òàêîæ

W.A.I. Luxemburg òà A.C. Zaanen (Leyden, The Netherlands).

Øêîëîþ H.Nakano áóëà ðîçâèíóòà çàãàëüíà òåîðiÿ òàê çâàíèõ ìîäóëÿð-

íèõ ïðîñòîðiâ (modular spaces). Â öié òåîði¨ ïðîñòîðè Îðëè÷à ðîçãëÿäàëèñü â

ÿêîñòi êîíêðåòíèõ ðåàëiçàöié ìîäóëÿðíèõ ïðîñòîðiâ, ÿêi â ïîäàëüøîìó ñòàëè

íàçèâàòè ïðîñòîðàìè Íàêàíî. Îñíîâíi ïîëîæåííÿ òåîði¨ ìîäóëÿðíèõ ïðîñòî-

ðiâ âèêëàäåíî â äâîõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ìîíîãðàôiÿõ H. Nakano [130, 130].

Âîðîíiæñüêà ìàòåìàòè÷íà øêîëà ðîçâèíóëà â îñíîâíîìó ïðîáëåìàòè-

êó, ïîâ'ÿçàíó ç çàñòîñóâàííÿì òåîði¨ ïðîñòîðiâ Îðëè÷à äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ií-
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òåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Âïëèâ öi¹¨ ãðóïè äîñëiäíèêiâ íà ïîäàëüøèé ðîçâèòîê

âñi¹¨ òåîði¨ íàëåæèòü òàêîæ âåëèêié êiëüêîñòi ôàêòiâ, âèêëàäåíèõ â êíèçi

Ì.Î. Êðàñíîñåëüñüêîãî òà ß.Á. Ðóòèöüêîãî [102], ÿêà áóëà ïåðøîþ ìîíîãðà-

ôi¹þ íà òåìó ïðîñòîðiâ Îðëè÷à. Â öié ìîíîãðàôi¨ çíàéøëè âiäîáðàæåííÿ

îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ïîñèëàííÿ òà êîìåíòàði, ñòàíîì íà 1958 ðiê. Â ðîáîòàõ

Þ.I.Ãðèáàíîâà [56, 57] äåÿêi ðåçóëüòàòè Ì.Î. Êðàñíîñåëüñüêîãî òà ß.Á. Ðóòè-

öüêîãî ïîøèðåíî íà âèïàäîê äèñêðåòíèõ ïðîñòîðiâ Îðëè÷à, à òàêîæ âèâ÷åíî

âëàñòèâîñòi ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ â öèõ ïðîñòîðàõ.

Äîñëiäæåííÿ Ëåéäåíñüêî¨ íàóêîâî¨ øêîëè áóëè ñïðÿìîâàíi â áiëüø çà-

ãàëüíîìó íàïðÿìêó áàíàõîâèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ. Òåîðiÿ òàêèõ ïðî-

ñòîðiâ áóëà ðîçâèíóòà Â. Ëþêñåìáóðãîì â éîãî äîêòîðñüêié äèñåðòàöi¨ [110] òà

ïðîäîâæåíà â ñåði¨ ðîáiò [111, 112]. Ñèñòåìàòè÷íó òðàêòîâêó ïðîñòîðiâ Îëè÷à

áóëî äàíî â 1960 ðîöi A.C. Zaanen â êíèçi [81]. Â ïîäàëüøîìó ðîçâèíåííÿ â

íàïðÿìêó áàíàõîâèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ áóëî çäiéñíåíî â [82, 83], à

çãîäîì, ïðîñòîðè Îðëè÷à ïîñëiäîâíîñòåé i ôóíêöié äîñëiäæóâàëèñü ñ òî÷êè

çîðó iñíóâàííÿ áàçèñó òà içîìîðôiçìó â êíèãàõ J. Lindenstrauss òà L. Tzafriri

[106�108].

Â áàãàòüîõ âèïàäêàõ äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ïðîñòîðiâ Îðëè÷à âiä-

áóâàëîñü ó íàïðÿìêó ïîøèðåííÿ íà öi ïðîñòîðè ðåçóëüòàòiâ, âiäîìèõ äëÿ Lp.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ àíàëîãîì â ïðîñòîðàõ LM âiäîìî¨ ëåìè Ìàðöèíêå-

âè÷à äëÿ ìóëüòèïëiêàòîðiâ [116].

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Y ìíîæèíó ôóíêöié Îðëè÷à, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òà-

êèì äîäàòêîâèì óìîâàì: iñíóþòü äâà ÷èñëà p1 i p2 (1 < p1 < p2 <∞) òàêi,

ùî äëÿ äåÿêèõ êîíñòàíò ε, δ > 0 p1 + ε < p2 − δ ôóíêöiÿ M(u)u−(p1+ε) íå

ñïàäà¹, à ôóíêöiÿ M(u)u−(p2−δ) íå çðîñòà¹ ïðè u→ ∞.

Ëåìà 1.6.1 ( Â.Ã. Ïîíîìàðåíêî (1965 ð.) [154]). Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü

µ(k), k = 0, 1, 2, . . . , çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (1.39). Òîäi, ÿêùî M ∈ Y , òî äëÿ

äàíî¨ 2π -ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ f ∈ LM iñíó¹ ôóíêöiÿ F ∈ LM òàêà, ùî ðÿä

µ(0)a0(f)

2
+

∞∑
k=1

µ(k)(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)
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¹ ðÿäîì Ôóð'¹ ôóíêöi¨ F i ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà∫ 2π

0

M(|F (x)|) dx ≤ KM

∫ 2π

0

M(λ|f(x)|) dx, λ = max{ν0, σ0},

â ÿêié âåëè÷èíà KM çàëåæèòü òiëüêè âiä ôóíêöi¨ M.

Âèïàäîê, êîëè ôóíêöiÿ M ¹ íå îáîâ'ÿçêîâî îïóêëîþ äëÿ ïðîñòîðiâ ôóí-

êöié i ïîñëiäîâíîñòåé ðîçãëÿäàâñÿ â ðîáîòàõ [89, 118, 119], à çàãàëüíà òåîðiÿ

ïðîñòîðiâ LM â öüîìó âèïàäêó áóëà ðîçâèíåíà â [120]. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

ïîëüñüêî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ øêîëè, à òàêîæ áiáëiîãðàôiþ ç öüîãî ïèòàííÿ ìîæíà

çíàéòè â êíèãàõ J. Musielak [128] i W. Orlicz [150]. Âëàñòèâîñòi ìóëüòèïëiêà-

òîðiâ â ïðîñòîðàõ Îðëè÷à ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé äîñëiäæóâàëèñü â [75].

Âiäçíà÷èìî â öüîìó îãëÿäi òàêîæ ñåðiþ ðîáiò Ï.Ë. Óëüÿíîâà [249�252],

ÿêèé äîñëiäæóâàâ âïëèâ âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ M íà ñòðóêòóðó êëàñiâ Îð-

ëè÷à, çîêðåìà: ìîæëèâiñòü çîáðàæåííÿ ðÿäàìè ôóíêöié ç öèõ êëàñiâ, óìîâè

ñåïàðàáåëüíîñòi òà ïèòàííÿ çáiæíîñòi â ñåðåäíüîìó.

Ï.Ë. Óëüÿíîâ (1971 p.) [252] Íåõàé ôóíêöiÿ φ : R → R+ ¹ ñêií-

÷åííîþ, íå ñïàäà¹ íà ïðîìiæêó [0;∞) i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì: φ(0+) = 0,

limx→∞ φ(x) = ∞ . Òîäi äëÿ òîãî, ùîá ç óìîâ∫ b

a

φ
(
f(x)

)
dx <∞,

∫ b

a

φ
(
fn(x)

)
dx <∞, n = 1, 2, . . . ,

lim
n→∞

∫ b

a

φ
(
f(x)− fn(x)

)
dx = 0,

âèïëèâàëî ñïiââiäíîøåííÿ

lim
n>m→∞

∫ b

a

φ
(
fn(x)− fm(x)

)
dx = 0,

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî âèêîíàííÿ óìîâ:

1. φ(x) > 0 ïðè x > 0;

2. φ(2x) = O
(
φ(x)

)
, ïðè x→ ∞.

Äîñëiäæåííþ âëàñòèâîñòåé ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà (â òîìó ÷èñëi
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äðîáîâîãî ïîðÿäêó), ïîòåíöiàëó Ðiññà, à òàêîæ ñèíãóëÿðíèõ iíòåãðàëiâ ó âà-

ãîâèõ ïðîñòîðàõ Îðëè÷à ïðèñâÿ÷åíî ìîíîãðàôi¨ [45, 96]. Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ

äåÿêèõ âàæëèâèõ ôàêòiâ íàâåäåìî âèçíà÷åííÿ âàãîâèõ ïðîñòîðiâ Îðëè÷à.

Íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ M : R → R+ íàçèâà¹òüñÿ êâàçiîïóêëîþ ôóíêöi¹þ

Þíãà, ÿêùî iñíó¹ îïóêëà ôóíêöiÿ Þíãà M ∗ i òàêà ñòàëà c > 1, ùî âèêîíó-

¹òüñÿ íåðiâíiñòü

M ∗(x) ≤M(x) ≤M ∗(cx), ∀x ≥ 0.

Íåõàé Qθ
2 � ìíîæèíà ôóíêöié M : R → R+ , äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ ïðè

äåÿêîìó θ ∈ (0; 1) ôóíêöiÿ M θ ¹ êâàçiîïóêëîþ i ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∆2 (M ∈ ∆2) : iñíó¹ ñòàëà c > 0 òàêà, ùî

M(2x) ≤ c M(x), ∀x ∈ R.

Òîäi ÷åðåç LM,ω ïîçíà÷àþòü ëiíiéíèé ïðîñòið 2π -ïåðiîäè÷íèõ âèìiðíèõ

çà Ëåáåãîì ôóíêöié f , ÿêi äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà c > 0 çàäîâîëüíÿþòü óìîâó∫ 2π

0

M(c|f(x)|)ω(x)dx <∞, M ∈ Qθ
2,

äå ω(x) � 2π -ïåðiîäè÷íà âèìiðíà i ìàéæå ñêðiçü äîäàòíà ôóíêöiÿ (âàãà).

Îäíà ç åêâiâàëåíòíèõ íîðì â öüîìó ïðîñòîði ìîæå áóòè âèçíà÷åíà ñïiââiäíî-

øåííÿì

∥f∥M,ω := sup

{∫ 2π

0

|f(t)g(t)|ω(t) dt :
∫ 2π

0

M̃(|g(t)|)ω(t) dt ≤ 1

}
.

ßêùî âàãîâà ôóíêöiÿ ω = ω(t) íàëåæèòü êëàñó Ìàêåíõàóïà Ap ,

1 < p <∞ , òîáòî ÿêùî ω ¹ 2π -ïåðèîäè÷íîþ i(
1

b− a

b∫
a

ω(t) dt

)(
1

b− a

b∫
a

1

ω1/(p−1)(t)
dt

)p−1

≤ c = const,

äå [a, b] äîâiëüíèé âiäðiçîê ç [0, 2π] , i ïîêàçíèê p = p(M) âèçíà÷à¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿì [47]:

1

p
:= inf

{
θ : θ > 0, M ∈ Qθ

2

}
, (1.45)
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òî LM,ω ⊂ L ñòà¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì ç íîðìîþ Îðëè÷à. Áàíàõiâ ïðîñòið

LM,ω íàçèâà¹òüñÿ âàãîâèì ïðîñòîðîì Îðëè÷à.

Òåîðåìà 1.6.1 ( [45, c. 278]). ßêùî M ∈ Qθ
2 i ω ∈ Ap, äå ïîêàçíèê

p = p(M) âèçíà÷à¹òüñÿ ó ñïiââiäíîøåííi (1.45). Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨

f ∈ LM,ω âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi∫ 2π

0

M(|Sn(f ; t)|)ω(t) dt ≤ C

∫ 2π

0

M(|f(t)|)ω(t) dt, (1.46)

i ∫ 2π

0

M(|f̃(t)|)ω(t) dt ≤ C

∫ 2π

0

M(|f(t)|)ω(t) dt, (1.47)

â ÿêèõ f̃(·) � ôóíêöiÿ, òðèãîíîìåòðè÷íî ñïðÿæåíà ç f(·) i C � äîäàòíà

ñòàëà, ùî íå çàëåæèòü âiä f .

Ç òåîðåìè 1.6.1, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð Ôóð'¹ i îïåðàòîð òðè-

ãîíîìåòðè÷íîãî ñïðÿæåííÿ ¹ îáìåæåíèìè â ïðîñòîðàõ LM,ω, M ∈ Qθ
2, òîáòî

∥Sn(f)∥M,ω ≤ C∥f∥M,ω, (1.48)

∥f̃∥M,ω ≤ C∥f∥M,ω. (1.49)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

En(φ)M,ω := inf
tn−1∈T2n−1

∥φ− tn−1∥M,ω, φ ∈ LM,ω,

� íàéêðàùå íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ φ çà äîïîìîãîþ ïiäïðîñòîðó T2n−1 òðèãî-

íîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ïîðÿäêó, íå âèùîãî çà n − 1. Âiäïîâiäíî äî ðåçóëü-

òàòiâ ðîáîòè [91] (äèâ. ëåìó 3), äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ LM i äîâiëüíîãî ε > 0

çàâæäè çíàéäåòüñÿ òðèãîíîìåòðè÷íèé ïîëiíîì T (x), äëÿ ÿêîãî∫ 2π

0

M(|f(x)− T (x)|)ω(x) dx < ε.
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âíàñëiäîê ÷îãî ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

∥f − T∥M,ω < ε,

i

En(f)M,ω → 0, n→ ∞. (1.50)

Íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòåé (1.48), (1.49) i (1.50) ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî

â óìîâàõ òåîðåìè 1.6.1, âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

∥f − Sn−1(f)∥M,ω → 0, n→ ∞, (1.51)

i

∥f − Sn−1(f)∥M,ω = O(1)En(f)M,ω = O(1)En(f̃)M,ω, (1.52)

äå O(1) � âåëè÷èíè, ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ïî n.

Åíöèêëîïåäè÷íå âèêëàäåííÿ òåîði¨ ïðîñòîðiâ Îðëè÷à, ðiçíîìàíiòíi çà-

ñòîñóâàííÿ öi¹¨ òåîði¨, à òàêîæ êîìåíòàði òà âiäïîâiäíó áiáëiîãðàôiþ íàâåäåíî

â êíèãàõ M.M. Rao, Z.D. Ren [156, 157].

Íàâåäåìî â öüîìó îãëÿäi ùå îäíå òâåðäæåííÿ, ÿêå ¹ äîòè÷íèì äî ðå-

çóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ â äèñåðòàöi¨.

Íåõàé f ∈ LM,ω, M ∈ QCθ2 , ω ∈ A℘(M) i

fh(x) :=
1

h

x+h
2∫

x−h
2

f(t) dt, 0 < h < 1, x ∈ [0; 2π],

îïåðàòîð Ñò¹êëîâà ôóíêöi¨ f . Â ðîáîòi [45] áóëî ïîêàçàíî ðiâíîìiðíó îáìå-

æåíiñòü îïåðàòîðà Ñò¹êëîâà â ïðîñòîðàõ LM,ω, çà óìîâè M ∈ Qθ
2 i ω ∈ Ap,

òîáòî∫ 2π

0

M(|fh(t)|)ω(t) dt ≤ c

∫ 2π

0

M(|f(t)|)ω(t) dt, ∀f ∈ LM,ω, (1.53)

äå c � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà.

Âðàõîâóþ÷è öåé ôàêò, â ðîáîòi [7] áóëè ââåäåíi äî ðîçãëÿäó ìîäóëi íå-
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ïåðåðâíîñòi äðîáîâîãî ïîðÿäêó

Ωα(f ; δ)M,ω := sup
hi,h<δ

∥∥∥∥ [α]∏
i=1

(f − fhi)σ
β
h(f)

∥∥∥∥
M,ω

, β = α− [α],

σβh(f) =
∞∑
k=0

(−1)k
(
β

k

)
1

hk

h/2∫
−h/2

. . .

h/2∫
−h/2

f(x+
k∑
j=1

uk)
k∏
j=1

duk, 0 < β < 1,

(
β

k

)
:=

β(β − 1) . . . (β − k + 1)

k!
, k > 1;

(
β

1

)
:= β;

(
β

0

)
:= 1,

i äëÿ öèõ âåëè÷èí áóëî äîâåäåíî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.6.2 (R. Akg�un (2009 p.) [7]). Íåõàé M ∈ Qθ
2 i ω ∈ Ap. Òîäi

ÿêùî α > 0 i f ∈ LM,ω, òî äëÿ n = 0, 1, . . . , âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Ωα

(
f ;

π

n+ 1

)
M,ω

≤ c

(n+ 1)α

n∑
k=0

(k + 1)α−1Ek(f)M,ω, (1.54)

äå c � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä M i α .

Âiäçíà÷èìî, íàðåøòi, ùî â îñòàííié ÷àñ òåîðiÿ ïðîñòîðiâ Îðëè÷à øâèä-

êî ðîçâèâà¹òüñÿ i ùîðîêó ïîïîâíþ¹òüñÿ âåëèêîþ êiëüêiñòþ ðiçíîìàíiòíèõ çà

òåìàòèêîþ ðåçóëüòàòiâ, ç ÿêèìè (à òàêîæ áiáëiîãðàôi¹þ) ìîæíà îçíàéîìè-

òèñü, çîêðåìà, â ðîáîòàõ [8, 58, 61, 64, 65].
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Ðîçäië 2

Ðÿäè Ôóð'¹ ïî ñèñòåìàõ ðàöiîíàëüíèõ

ôóíêöié, îðòîíîðìîâàíèõ íà äiéñíié îñi

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî îäåðæàííþ äîñòàòíiõ óìîâ çáiæíîñòi ðÿäiâ Ôóð'¹ ïî

ïåâíèõ ñèñòåìàõ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ôiêñîâàíèìè ïî-

ñëiäîâíîñòÿìè ñâî¨õ ïîëþñiâ i ¹ îðòîíîðìîâàíèìè íà äiéñíié îñi, à òàêîæ

ðîçâ'ÿçàííþ åêñòðåìàëüíî¨ çàäà÷i ïðî îá÷èñëåííÿ âåëè÷èíè

E (z,A) := inf
{
∥C(z, ·)− g(·)∥q : g ∈ A

}
, A ⊂ Lq(R), z ∈ C+,

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ íàéêðàùèì ïîòî÷êîâèì íàáëèæåííÿì ÿäðà Êîøi â ìåòðèöi

Lq(R) ïiäïðîñòîðîì A i ïîáóäîâà äëÿ öèõ ïiäïðîñòîðiâ â ÿâíîìó âèãëÿäi

åëåìåíòà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ.

2.1. Çáiæíiñòü íà äiéñíié îñi ðÿäiâ Ôóð'¹ ïî ñèñòåìàõ
ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ îðòîíîðìîâàíi íà äiéñíié îñi R ñèñòåìè

ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié {Φn(z)}, n ∈ Z , ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ôiêñîâàíèìè íàáî-
ðàìè òî÷îê a := {ak}∞k=0, (Im ak > 0) i b := {bk}∞k=1, (Im bk < 0). Íàâîäèòüñÿ

êîìïàêòíèé âèãëÿä àíàëîãiâ ÿäåð Äiðiõëå ñèñòåì {Φn(t)}, n ∈ Z , íà äiéñíié
îñi R, à òàêîæ äîñëiäæóþòüñÿ ïèòàííÿ çáiæíîñòi â ïðîñòîðàõ Lp(R), p > 1,

òà ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi ðÿäiâ Ôóð'¹ ïî ñèñòåìàõ {Φn(t)}, n ∈ Z, çà óìîâè
âèêîíàííÿ ïåâíèõ îáìåæåíü íà ïîñëiäîâíîñòi ïîëþñiâ öèõ ñèñòåì. Îòðèìó-

þòüñÿ òâåðäæåííÿ, ÿêi ¹ àíàëîãàìè êëàñè÷íèõ îçíàê Æîðäàíà-Äiðiõëå òà
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Äiíi-Ëiïøèöÿ çáiæíîñòi ðÿäiâ Ôóð'¹ çà òðèãîíîìåòðè÷íîþ ñèñòåìîþ.

Çàçíà÷èìî, ùî àíàëîãi÷íi çàäà÷i äëÿ ñèñòåì ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié, îð-

òîíîðìîâàíèõ íà îäèíè÷íîìó êîëi ðîçâ'ÿçàíî â ïðàöÿõ [70, 109].

2.1.1. Ñèñòåìà {Φn(z)}n∈Z ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié,
îðòîíîðìîâàíèõ íà äiéñíié îñi

Íåõàé a := {ak}∞k=0, (Im ak > 0) � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷è-

ñåë, ÿêi ëåæàòü ó âåðõíié ïiâïëîùèíi C+ := {z ∈ C : Im z > 0} . Òîäi

Φ+
0 (z) :=

√
Im a0
z − a0

, Φ+
n (z) :=

√
Im an
z − an

B+
n (z), n = 1, 2, . . . , (2.1)

äå

B+
0 (z) := 1, B+

n (z) :=
n−1∏
k=0

χ+
k

z − ak
z − ak

, χ+
k :=

|1 + a2k|
1 + a2k

, n = 1, 2, . . . .

� n -äîáóòîê Áëÿøêå ç íóëÿìè â òî÷êàõ ak, k = 0, 1, ...n− 1 .

Ñèñòåìó ôóíêöié {Φ+
n (z)}∞0 çàïðîâàäèâ Ì.Ì. Äæðáàøÿí [70] çà àíàëî-

ãi¹þ, ÿê öå çðîáèëè Ñ. Òàêåíàêà i Ô. Ìàëüìêâiñò (äèâ. [115, 242]) ó âèïàäêó

ïðîñòîðó Ãàðäi H2(D) â îäèíè÷íîìó êðóçi. Çîêðåìà, â [70] ïîêàçàíî, ùî ñè-

ñòåìà {Φ+
n (z)}∞0 ¹ îðòîíîðìîâàíîþ íà äiéñíié îñi R , òîáòî

1

π

∞∫
−∞

Φ+
n (x)Φ

+
m(x)dx =

0, n ̸= m,

1, n = m,
n,m = 0, 1, 2, . . . .

Íåõàé äàëi b := {bk}∞k=1, (Im bk < 0) � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëå-

êñíèõ ÷èñåë, ÿêi ëåæàòü ó íèæíié ïiâïëîùèíi C− := {z ∈ C : Im z < 0} .
Òîäi

Φ−
1 (z) :=

√
− Im b1

z − b1
, Φ−

n (z) :=

√
− Im bn

z − bn
B−
n (z), n = 2, 3, . . . ,

äå

B−
1 (z) := 1, B−

n (z) :=
n−1∏
k=1

χ−
k

z − bk

z − bk
, χ−

k :=
|1 + b2k|
1 + b2k

, n = 2, 3, . . . .
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� n -äîáóòîê Áëÿøêå ç íóëÿìè â òî÷êàõ bk, k = 1, 2, ...n− 1 .

Ëåìà 2.1.1. Ñèñòåìà ôóíêöié {Φ−
n (z)}∞1 ¹ îðòîíîðìîâàíîþ íà äiéñíié

îñi R , òîáòî

1

π

∞∫
−∞

Φ−
n (x)Φ

−
m(x)dx =


0, n ̸= m,

1, n = m,

n,m = 1, 2, . . . .

Äîâåäåííÿ. Âiäçíà÷èìî ñïî÷àòêó, ùî

1

π

∞∫
−∞

Φ−
n (x)Φ

−
n (x)dx =

1

π

∞∫
−∞

|Φ−
n (x)|2dx =

=
− Im bn

π

∞∫
−∞

dx

|x− b̄n|2
= 1, (n = 1, 2, . . .).

Ïîêëàäàþ÷è òåïåð, ùî 1 ≤ m ≤ n− 1, (n ≥ 2), ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëè

1

π

∞∫
−∞

Φ−
n (x)Φ

−
m(x)dx =

√
Im bn Im bm

π

∞∫
−∞

n−1∏
k=m+1

(x− bk)χ
−
k

n∏
k=m

(x− b̄k)
dx.

Â öié ðiâíîñòi ïðàâîðó÷ ïiä çíàêîì iíòåãðàëó ñòî¨òü ðàöiîíàëüíèé äðiá iç ïî-

ëþñàìè â òî÷êàõ bk, k = m,m+1, . . . , n, ÿêi ëåæàòü ó âåðõíié ïiâïëîùèíi C+

êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Ïðè öüîìó î÷åâèäíî, ùî ïðè |z| → ∞, z ∈ C, öåé äðiá
ìà¹ ïîðÿäîê O(|z|−2), ùî ãàðàíòó¹ çáiæíiñòü iíòåãðàëó. Òîìó çàñòîñîâóþ÷è

iíòåãðàëüíó òåîðåìó Êîøi äëÿ íèæíüî¨ ïiâïëîùèíè C− , îòðèìó¹ìî

1

π

∞∫
−∞

Φ−
n (x)Φ

−
m(x)dx = 0.

Íàðåøòi, ïåðåéøîâøè äî ñïðÿæåíèõ çíà÷åíü, ïåðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî

îñòàííÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ n ̸= m.

Ëåìó äîâåäåíî.
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Ëåìà 2.1.2. Äëÿ äîâiëüíèõ z, ζ ∈ C, z ̸= ζ i n = 0, 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . ,

ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

n−1∑
k=0

Φ+
k (ζ)Φ

+
k (z) =

1

2i(ζ − z)

[
1−B+

n (ζ)B
+
n (z)

]
, (2.2)

m−1∑
k=1

Φ−
k (ζ)Φ

−
k (z) =

1

2i(ζ − z)

[
B−
m(ζ)B

−
m(z)− 1

]
, (2.3)

äå
∑−1

k=0 =
∑0

k=1 = 0.

Ðiâíîñòi (2.2) i (2.3) ¹ àíàëîãàìè ôîðìóëè Õðèñòîôåëÿ�Äàðáó äëÿ îð-

òîãîíàëüíèõ ìíîãî÷ëåíiâ. Âîíè òàêîæ âiäîìi â ëiòåðàòóði ïiä íàçâîþ òîòî-

æíîñòi Ì.Ì. Äæðáàøÿíà. Äîâåäåííÿ ðiâíîñòi (2.2), íàâåäåíî ó ïðàöi [70], ¹

ãðîìiçäêèì i òåõíi÷íî ñêëàäíèì. Òîìó âèêëèêà¹ ïåâíèé iíòåðåñ, íàñàìïåðåä

ç ìåòîäè÷íî¨ òî÷êè çîðó, íàâåäåííÿ åëåìåíòàðíîãî äîâåäåííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá

ïåðåêîíàòèñÿ ó ñïðàâåäëèâîñòi ðiâíîñòåé (2.2) i (2.3), ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì,

çàïðîïîíîâàíèì â [185].

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî òîòîæíiñòü

(1− x0) + (1− x1)x0 + (1− x2)x0x1 + . . .+ (1− xn−1)x0x1 · · · xn−2 =

1− x0x1 · · · xn−1, (2.4)

ÿêà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë x0, x1 . . . , xn−1 , n ∈ N
Ïîêëàäåìî

xk =
(z − ak)(ζ − ak)

(z − ak)(ζ − ak)
.

Òîäi

1− xk =
(z − ak)(ζ − ak)− (z − ak)(ζ − ak)

(z − ak)(ζ − ak)
=

2i Im ak

(z − ak)(ζ − ak)
(ζ − z)

i çãiäíî ç (2.4)

n−1∑
k=0

(1− xk)
k−1∏
j=0

xj =
n−1∑
k=0

2i Im ak

(z − ak)(ζ − ak)
(ζ − z)

k−1∏
j=0

(z − aj)(ζ − aj)

(z − aj)(ζ − aj)
=
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= 1−
n−1∏
j=0

(z − aj)(ζ − aj)

(z − aj)(ζ − aj)
.

Ðîçäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi íà 2i(ζ − z) i âðàõóâàâøè òå, ùî

k−1∏
j=0

(z − aj)(ζ − aj)

(z − aj)(ζ − aj)
=

k−1∏
j=0

χj
z − aj
z − aj

·
k−1∏
j=0

χj
ζ − aj

ζ − aj
= Bk(z)Bk(ζ)

i

n−1∑
k=0

Im ak

(z − ak)(ζ − ak)

k−1∏
j=0

(z − aj)(ζ − aj)

(z − aj)(ζ − aj)
=

n−1∑
k=0

√
Im ak
z − ak

Bk(z)

√
Im ak

ζ − ak
Bk(ζ) =

=
n−1∑
k=0

Φ+
k (z)Φ

+
k (ζ),

îäåðæèìî (2.2).

Àíàëîãi÷íî, ïîêëàäåìî

xk =
(z − bk)(ζ − bk)

(z − bk)(ζ − bk)
.

Òîäi

1− xk =
(z − bk)(ζ − bk)− (z − bk)(ζ − bk)

(z − bk)(ζ − bk)
=

2i Im bk

(z − bk)(ζ − bk)
(ζ − z)

i çãiäíî ç (2.4)

m−1∑
k=1

(1− xk)
k−1∏
j=1

xj =
m−1∑
k=1

2i Im bk

(z − bk)(ζ − bk)
(ζ − z)

k−1∏
j=1

(z − bj)(ζ − bj)

(z − bj)(ζ − bj)
=

= 1−
m−1∏
j=1

(z − bj)(ζ − bj)

(z − bj)(ζ − bj)
.

Ðîçäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi íà 2i(ζ − z) i âðàõóâàâøè òå, ùî

k−1∏
j=1

(z − bj)(ζ − bj)

(z − bj)(ζ − bj)
=

k−1∏
j=1

χ−
j

z − bj

z − bj
·
k−1∏
j=1

χ −
j

ζ − bj

ζ − bj
= B−

k (z)B
−
k (ζ)
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bk ∈ C− i
m−1∑
k=1

Im bk

(z − bk)(ζ − dk)

k−1∏
j=1

(z − bj)(ζ − bj)

(z − bj)(ζ − aj)
=

= −
m−1∑
k=1

√
− Im bk

z − bk
Bk(z)

√
− Im bk

ζ − bk
Bk(ζ) =

= −
m−1∑
k=1

Φ−
k (z)Φ

−
k (ζ),

îäåðæèìî (2.3).

Ëåìó äîâåäåíî.

Ïîçíà÷èìî òåïåð

Φn(z) =

Φ+
n (z), n = 0, 1, 2, . . . ,

Φ−
−n(z), n = −1,−2, . . . .

(2.5)

Ëåìà 2.1.3. Ñèñòåìà ôóíêöié {Φn(z)}, n ∈ Z := {0,±1,±2, . . . , } ¹

îðòîíîðìîâàíîþ íà äiéñíié îñi R, òîáòî

1

π

∞∫
−∞

Φn(x)Φm(x)dx =


0, n ̸= m,

1, n = m,

n,m ∈ Z. (2.6)

Äîâåäåííÿ. ßêùî n,m = 0, 1, 2, . . . , àáî n,m = −1,−2, . . . , òî

ðiâíiñòü (2.6) âèïëèâà¹ ç îðòîíîðìîâàíîñòi ñèñòåì ôóíêöié {Φ+
n (z)}∞0 i

{Φ−
k (z)}∞1 . Íåõàé òåïåð n = −1,−2, . . . , m = 0, 1, 2, . . . . Òîäi

1

π

∞∫
−∞

Φn(x)Φm(x)dx =
1

π

∞∫
−∞

Φ−
−n(x)Φ

+
m(x)dx =

=

√
− Im b−n Im am

π

∞∫
−∞

1

x− b−n

−n−1∏
j=1

χ−
j

x− bj

x− bj
· 1

x− am

m−1∏
l=0

χ+
l

x− al
x− al

dx =
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=

√
− Im b−n Im am

π

∞∫
−∞

1

x− b−n

−n−1∏
j=1

χ−
j

x− bj

x− bj
· 1

x− am

m−1∏
l=0

χ+
l

x− al
x− al

dx. (2.7)

Ó ðiâíîñòi (2.7) ïiä çíàêîì iíòåãðàëó ñòî¨òü ðàöiîíàëüíèé äðiá iç ïîëþ-

ñàìè â òî÷êàõ bj, j = 1, 2, . . . ,−n, òà al, l = 0, 1, . . . ,m, ÿêi ëåæàòü â âåðõíié

ïiâïëîùèíi C+ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Ïðè öüîìó î÷åâèäíî, ùî ïðè |z| → ∞,

z ∈ C, öåé äðiá ìà¹ ïîðÿäîê O(|z|−2), ùî ãàðàíòó¹ çáiæíiñòü iíòåãðàëó. Òî-

ìó çàñòîñîâóþ÷è iíòåãðàëüíó òåîðåìó Êîøi äëÿ íèæíüî¨ ïiâïëîùèíè C− ,

îòðèìó¹ìî

1

π

∞∫
−∞

Φ−
−n(x)Φ

+
m(x)dx = 0, n = −1,−2, . . . , m = 0, 1, 2, . . . .

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî ó âèïàäêó m = −1,−2, . . . , n = 0, 1, 2, . . . , îñòà-

òî÷íî ïåðåêîíó¹ìîñÿ â ñïðàâåäëèâîñòi ðiâíîñòi (2.6).

Ëåìó äîâåäåíî.

Iç ôîðìóë (2.2) i (2.3), îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

n−1∑
k=−m+1

Φk(ζ)Φk(z) =
1

2i(ζ − z)

[m−1∏
k=1

z − bk

z − bk
·
m−1∏
k=1

ζ − bk

ζ − bk
−

−
n−1∏
k=0

z − ak
z − ak

·
n−1∏
k=0

ζ − ak

ζ − ak

]
=

1

2i(ζ − z)

[
B−
m(z)B

−
m(ζ)−B+

n (z)B
+
n (ζ)

]
.

2.1.2. Çîáðàæåííÿ ÿäðà ñèñòåìè {Φn(z)}n∈Z íà äiéñíié îñi

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Dn,m(a;b;x; t) :=
n−1∑

k=−m+1

Φk(x)Φk(t), x, t ∈ R, m, n ∈ N,

� ÿäðî ñèñòåìè {Φn(z)}, n ∈ Z íà äiéñíié îñi R .

Îòðèìà¹ìî çðó÷íå äëÿ ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü çîáðàæåííÿ äëÿ âåëè÷è-
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íè Dn,m(a;b;x; t) . Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2.1.4. Íåõàé a := {ak}∞k=0, (Im ak > 0) i b := {bk}∞k=1, (Im bk < 0)

� äîâiëüíi ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ÿêi ëåæàòü, âiäïîâiäíî, ó

âåðõíié C+ òà ó íèæíié C− ïiâïëîùèíàõ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ x, t ∈ R i m,n ∈ N ñïðàâäæó¹òüñÿ ôîðìóëà

Dn,m(a;b;x; t) =
1

2i(t− x)

[
exp

(
− 2i

t∫
x

m−1∑
k=1

Im bk du

(u− Re bk)2 + (Im bk)2

)
−

− exp

(
− 2i

t∫
x

n−1∑
k=0

Im ak du

(u− Re ak)2 + (Im ak)2

)]
. (2.8)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé bk = βk + iγk, βk ∈ R, γk < 0. Âèêîíóþ÷è ïåðåòâî-

ðåííÿ, ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî x, t ∈ R, çíàõîäèìî

B−
m(x)B

−
m(t) =

m−1∏
k=1

x− bk

x− bk
·
m−1∏
k=1

t− bk
t− bk

=

=
m−1∏
k=1

(x− βk)− iγk
(x− βk) + iγk

m−1∏
k=1

(t− βk) + iγk
(t− βk)− iγk

=

=
m−1∏
k=1

(x− βk)− iγk
(x− βk) + iγk

m−1∏
k=1

(t− βk) + iγk
(t− βk)− iγk

=

=
m−1∏
k=1

√
(x− βk)2 + γ2k(cos arctg

γk
x−βk − i sin arctg γk

x−βk )√
(x− βk)2 + γ2k(cos arctg

γk
x−βk + i sin arctg γk

x−βk )
×

×
m−1∏
k=1

√
(t− βk)2 + γ2k(cos arctg

γk
t−βk + i sin arctg γk

t−βk )√
(t− βk)2 + γ2k(cos arctg

γk
t−βk − i sin arctg γk

t−βk )
=

=
m−1∏
k=1

(cos arctg γk
x−βk − i sin arctg γk

x−βk )(cos arctg
γk
t−βk + i sin arctg γk

t−βk )

(cos arctg γk
x−βk + i sin arctg γk

x−βk )(cos arctg
γk
t−βk − i sin arctg γk

t−βk )
=

=
m−1∏
k=1

exp

[
2i

(
arctg

γk
t− βk

− arctg
γk

x− βk

)]
.
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Ïîìiòèâøè, ùî(
arctg

γk
· − βk

)′
= − γk

(· − βk)2 + γ2k
,

îòðèìó¹ìî

m−1∏
k=1

x− bk

x− bk
·
m−1∏
k=1

t− bk
t− bk

=
m−1∏
k=1

exp

[
2i

(
arctg

γk
t− βk

− arctg
γk

x− βk

)]
=

= exp

[
2i

m−1∑
k=1

(
arctg

γk
t− βk

− arctg
γk

x− βk

)]
=

= exp

[
− 2i

m−1∑
k=1

t∫
x

γkdu

(u− βk)2 + γ2k

]
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ äëÿ âåëè÷èíè B+
n (z)B

+
n (ζ)

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (2.8).

Ëåìó äîâåäåíî.

2.1.3. Îçíàêè çáiæíîñòi íà äiéñíié îñi ðÿäiâ Ôóð'¹ ïî ñèñòåìi
{Φn(z)}n∈Z

Íåõàé, ÿê i ðàíiøå,

a := {ak}∞k=0, (Im ak > 0), b := {bk}∞k=1, (Im bk < 0)

� äîâiëüíi ïîñëiäîâíîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ÿêi ëåæàòü, âiäïîâiäíî, ó âåðõ-

íié C+ i íèæíié C− ïiâïëîùèíàõ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C .

Âiäïîâiäíî äî òåîðåìè 1.4.1 ñèñòåìà ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié

1

z − ā0
,

1

z − b̄1
,

1

z − ā1
,

1

z − b̄1
, . . . , (2.9)

áóäå çàìêíåíîþ âiäíîñíî ïðîñòîðó Lp(R), p > 1, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

ðÿäè

σ(a) :=
∞∑
k=0

| Im ak|
1 + |ak|2

, σ(b) :=
∞∑
k=1

| Im bk|
1 + |bk|2

,
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ðîçáiãàþòüñÿ. Îðòîãîíàëiçàöiÿ ñèñòåìè (2.9) íà äiéñíié îñi R ïðèâîäèòü äî

ñèñòåìè {Φn(x)}n∈Z, x ∈ R, òîìó äîâiëüíié ôóíêöi¨ f ∈ L2(R) ìîæíà ïî-

ñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ¨¨ ðÿä Ôóð'¹ çà ñèñòåìîþ {Φn(x)} :

f(x) ∼
∞∑

k=−∞

ckΦk(x), x ∈ R, (2.10)

äå

ck =
1

π

∞∫
−∞

f(x)Φk(x)dx, k = 0,±1,±2, . . . ,

÷àñòèííi ñóìè ÿêîãî

Sn,m(f ; a;b;x) =
n−1∑

k=−m+1

ckΦk(x),

çà óìîâè ðîçáiæíîñòi ðÿäiâ σ(a) i σ(b) çáiãàþòüñÿ â ñåðåäíüî êâàäðàòè÷íîìó

äî ôóíêöi¨ f(x), òîáòî

lim
n,m→∞

1

π

∞∫
−∞

|f(x)− Sn,m(f ; x)|2dx = 0.

Ïðîòå ôîðìàëüíèé ðÿä Ôóð'¹ âèãëÿäó (2.10) ìîæå áóòè çàïèñàíèé äëÿ

äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lp(R), p ≥ 1 i äëÿ ÷àñòèííèõ ñóì öüîãî ðÿäó áóäåìî

ìàòè

Sn,m(f ; a;b;x) =
n∑

k=−m

ckΦk(x) =
1

π

∞∫
−∞

f(t)

[ n∑
k=−m

Φk(t)Φk(x)

]
dt =

=
1

π

∞∫
−∞

f(t)Dn,m(a;b;x; t) dt. (2.11)

Íàøà ìåòà � äîñëiäèòè ïèòàííÿ çáiæíîñòi ó ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Lp(R),
p > 1, à òàêîæ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi ÷àñòèííèõ ñóì Sn,m(f ; a;b; x) ðÿäó

Ôóð'¹ (2.10) äî âiäïîâiäíî¨ ôóíêöi¨ f ïðè m,n→ ∞.

Äëÿ ñïðîùåííÿ ìiðêóâàíü, â öüîìó ïiäðîçäiëi áóäåìî ââàæàòè, ùî âiä-



73

ïîâiäíi ÷ëåíè ïîñëiäîâíîñòåé a = {ak}∞k=0 i b = {bk}∞k=1 ¹ âçà¹ìî ñïðÿæåíè-

ìè, òîáòî bk = āk−1, (k = 1, 2, . . .) . Òîäi, çîáðàæåííÿ ñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨

(2.8) i ÷àñòèííî¨ ñóìè (2.11) ó âèïàäêó m = n+ 1 ïðèéìàþòü âèãëÿä

Dn,n+1(a; ā;x; t) =
1

(t− x)
sin

( t∫
x

[ n−1∑
k=0

2 Im ak
(u− Re ak)2 + (Im ak)2

]
du

)
, (2.12)

i

Sn,n+1(f ; a; ā;x) := Sn(f ; a;x) =
1

π

∞∫
−∞

f(t)Dn,n+1(a; ā;x; t) dt,

äå a = {ak}∞k=0 i ā = {āk−1}∞k=1.

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëó.

Òåîðåìà 2.1.1. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü a := {ak}∞k=0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

lim
n→∞

n−1∑
k=0

| Im ak|
1 + |ak|2

= +∞. (2.13)

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lp(R), 1 < p < ∞, ¨¨ ðÿä Ôóð'¹ çà ñè-

ñòåìîþ (2.5) çáiãà¹òüñÿ äî öi¹¨ ôóíêöi¨ ó ìåòðèöi ïðîñòîðó Lp(R), òîáòî

lim
n→∞

∞∫
−∞

|f(x)− Sn(f ; a; x)|pdx = 0, 1 < p <∞.

Ïîçíà÷èìî

σn = σn(a) :=
n−1∑
k=0

| Im ak|
1 + |ak|2

, ςn = ςn(a) :=
n−1∑
k=0

1

(Im ak)2
. (2.14)

Òåîðåìà 2.1.2. Íåõàé ôóíêöiÿ f ∈ L1(R) i ìà¹ îáìåæåíó âàðiàöiþ íà

R . Íåõàé äàëi ïîñëiäîâíiñòü a := {ak}∞k=0 íå ìà¹ ãðàíè÷íèõ òî÷îê íà äié-

ñíié îñi R, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.13) i ðiâíîìiðíî ïî n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ ςn/σn ≤ const.
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Òîäi â êîæíié òî÷öi x0 ∈ R ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
n→∞

Sn(f ; a;x0) =
f(x0 − 0) + f(x0 + 0)

2
.

Íàñëiäîê 2.1.1. ßêùî âèêîíàíî âñi óìîâè òåîðåìè 2.1.2 i x0 � òî÷êà

íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f, òî

lim
n→∞

Sn(f ; a;x0) = f(x0).

Òåîðåìà 2.1.3. Íåõàé ôóíêöiÿ f ∈ L1(R) i â òî÷öi x0 iñíóþòü ãðàíè÷íi

çíà÷åííÿ f(x0 − 0) i f(x0 + 0) . Òîäi ÿêùî iñíóþòü iíòåãðàëè

δ∫
0

f(x0 − y)− f(x0 − 0)

y
dy,

δ∫
0

f(x0 + y)− f(x0 + 0)

y
dy, (2.15)

a ïîñëiäîâíiñòü a := {ak}∞k=0 íå ìà¹ ãðàíè÷íèõ òî÷îê íà äiéñíié îñi R ,

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.13) i ðiâíîìiðíî ïî n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

ςn/σn ≤ const , òî

lim
n→∞

Sn(f ; a;x0) =
f(x0 − 0) + f(x0 + 0)

2
.

Çàóâàæåííÿ 2.1.1. ßêùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi a := {ak}∞k=0 çíàéäó-

òüñÿ äîäàòíi ñòàëi C1 i C2 , ÿêi íå çàëåæàòü âiä k i òàêi, ùî

0 < C1 ≤ |ak| ≤ C2, k ∈ N, òî î÷åâèäíî, ùî òàêà ïîñëiäîâíiñòü çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâàì òåîðåì 2.1.2 i 2.1.3. Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî óìîâè öèõ òåîðåì

ìîæóòü âèêîíóâàòèñü i äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé, ó ÿêèõ |ak| → ∞, n → ∞ .

Íàïðèêëàä, ÿêùî äëÿ äiéñíî¨ òà óÿâíî¨ ÷àñòèí a := {ak}∞k=0 ïðè n → ∞

ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

|Re ak| = O(kα), 0 ≤ α ≤ 3

4
, | Im ak| = O(kβ),

1

2
< β ≤ 1,
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òî, ÿê íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ, ïîñëiäîâíiñòü a := {ak}∞k=0 íå ìà¹ ãðàíè-

÷íèõ òî÷îê íà äiéñíié îñi R , çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.13) i ςn/σn ≤ const.

2.1.4. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ

Îòðèìà¹ìî ñïî÷àòêó çðó÷íå iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ äëÿ ÷àñòèííèõ ñóì

Sn(f ; a;x) ðÿäó Ôóð'¹ çà ñèñòåìîþ (2.5). Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2.1.5. ßêùî f ∈ Lp(R), p ≥ 1 , òî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ R âèêîíó¹-

òüñÿ ðiâíiñòü

Sn(f ; a;x) =
1

π

∞∫
0

f(x− y)
sin yµn(−y;x)

y
dy+

+
1

π

∞∫
0

f(x+ y)
sin yµn(y;x)

y
dy, (2.16)

äå

µn(y; x) :=
1

y

x+y∫
x

[ n−1∑
k=0

2 Im ak
(u− Re ak)2 + (Im ak)2

]
du. (2.17)

Äîâåäåííÿ. Ðîçiá'¹ìî iíòåãðàë ïî âñié îñi íà äâà iíòåãðàëè ïî ïðîìiæ-

êàõ (−∞;x) i (x;∞) , ïiñëÿ ÷îãî âèêîíà¹ìî çàìiíó çìiííèõ. Áåðó÷è äî óâàãè

(2.12), çíàõîäèìî

Sn(f ; a;x) =
1

π

∞∫
−∞

f(t)Dn,n+1(a; ā; t;x) dt =

=
1

π
(

x∫
−∞

+

∞∫
x

)f(t)Dn,n+1(a; ā; t;x) dt =

=
1

π

∞∫
0

f(x− y)Dn,n+1(a; ā;x− y;x) dy+
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+
1

π

∞∫
0

f(x+ y)Dn,n+1(a; ā;x+ y; x) dy =

=
1

π

∞∫
0

f(x− y)

y
sin

( x∫
x−y

[ n−1∑
k=0

2 Im ak
(u− Re ak)2 + (Im ak)2

]
du

)
dy+

+
1

π

∞∫
0

f(x+ y)

y
sin

( x+y∫
x

[ n−1∑
k=0

2 Im ak
(u− Re ak)2 + (Im ak)2

]
du

)
dy.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (2.17), îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (2.16).

Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 2.1.6. Ïðè êîæíèõ ôiêñîâàíèõ x ∈ R i y > 0 ñïðàâäæóþòüñÿ

îöiíêè: ∣∣∣∣[yµn(±y;x)]′y∣∣∣∣ ≥ 1

1 + (|x|+ y)2

n−1∑
k=0

| Im ak|
1 + |ak|2

, (2.18)

|µn(±y; x)| ≥
1

1 + (|x|+ y)2

n−1∑
k=0

| Im ak|
1 + |ak|2

, (2.19)

Äîâåäåííÿ. Íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåííÿ (2.17) çíàõîäèìî

[yµn(y;x)]
′
y =

d

dy

x+y∫
x

[ n−1∑
k=0

2 Im ak
(u− Re ak)2 + (Im ak)2

]
du =

=
n−1∑
k=0

2 Im ak
([y + x]− Re ak)2 + (Im ak)2

. (2.20)

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü

(1 + (|x|+ y)2)(1 + (Re ak)
2 + (Im ak)

2) ≥ ([t+ x]−Re ak)
2 + (Im ak)

2, (2.21)

ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ R , y > 0 i 0 ≤ t ≤ y, îòðèìó¹ìî

îöiíêó (2.18) äëÿ âåëè÷èíè [yµn(y; x)]
′
y. Âåëè÷èíà |[yµn(−y;x)]′y| îöiíþ¹òüñÿ

àíàëîãi÷íî.
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Îñêiëüêè

µn(y;x) =
1

y

x+y∫
x

[ n−1∑
k=0

2 Im ak
(u− Re ak)2 + (Im ak)2

]
du =

=
1

y

y∫
0

[ n−1∑
k=0

2 Im ak
([t+ x]− Re ak)2 + (Im ak)2

]
dt,

òî çíîâó çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü (2.21) îäåðæó¹ìî îöiíêó (2.19) äëÿ âåëè÷è-

íè µn(y;x). Âåëè÷èíà µn(−y;x) îöiíþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 2.1.7. Ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ R i y > 0 âèêîíóþòüñÿ îöiíêè:∣∣∣∣[yµn(±y;x)]′′y2∣∣∣∣ ≤ n−1∑
k=0

1

(Im ak)2
, (2.22)

∣∣∣∣[µn(±y;x)]′y∣∣∣∣ ≤ n−1∑
k=0

1

(Im ak)2
, (2.23)

∣∣∣∣[µn(±y; x)]′′y2∣∣∣∣ ≤ 8

3

n−1∑
k=0

1

(Im ak)3
. (2.24)

Äîâåäåííÿ. Íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåííÿ (2.20) çíàõîäèìî

[yµn(y;x)]
′′
y2 =

d

dy

[
n−1∑
k=0

2 Im ak
([x+ y]− Re ak)2 + (Im ak)2

]
=

= −
n−1∑
k=0

4 Im ak([y + x]− Re ak)(
([y + x]− Re ak)2 + (Im ak)2

)2 .

Çâiäñè, áåðó÷è äî óâàãè î÷åâèäíi íåðiâíîñòi

2 Im ak(v − Re ak)

(v − Re ak)2 + (Im ak)2
≤ 1, (2.25)
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i
1

(v − Re ak)2 + (Im ak)2
≤ 1

(Im ak)2
, (2.26)

ïðè v = t + x , îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü (2.22) äëÿ âåëè÷èíè |[yµn(y;x)]′′y2| . Âå-
ëè÷èíà |[yµn(−y;x)]′′y2| îöiíþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Äëÿ äîâåäåííÿ îöiíêè (2.23) ñëiä çàóâàæèòè, ùî

[µn(y;x)]
′
y =

1

y2

y∫
0

[ n−1∑
k=0

2 Im ak
([y + x]− Re ak)2 + (Im ak)2

−

−
n−1∑
k=0

2 Im ak
([t+ x]− Re ak)2 + (Im ak)2

]
dt =

=
1

y2

y∫
0

n−1∑
k=0

2 Im ak(t− y)[(y + x− Re ak) + (t+ x− Re ak)]

[(y + x− Re ak)2 + (Im ak)2][(t+ x− Re ak)2 + (Im ak)2]
=

=
1

y2

y∫
0

(t− y)
n−1∑
k=0

[
2 Im ak(y + x− Re ak)

(y + x− Re ak)2 + (Im ak)2
· 1

(t+ x− Re ak)2 + (Im ak)2
+

+
2 Im ak(t+ x− Re ak)

(t+ x− Re ak)2 + (Im ak)2
· 1

(y + x− Re ak)2 + (Im ak)2

]
dt.

Çâiäñè, çíîâó âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (2.25) � (2.26) ïðè v = t + x i

v = y + x , îòðèìó¹ìî

∣∣∣∣[µn(y; x)]′y∣∣∣∣ ≤ 2
n−1∑
k=0

1

(Im ak)2
· 1

y2

y∫
0

(y − t)dt =
n−1∑
k=0

1

(Im ak)2
,

ùî i äîâîäèòü îöiíêó (2.23) äëÿ [µn(y; x)]
′
y . Ìîäóëü âåëè÷èíè [µn(−y;x)]′y

îöiíþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Äàëi çíàõîäèìî

[µn(y; x)]
′′
y2 =

d

dy

[
1

y

n−1∑
k=0

2 Im ak
([y + x]− Re ak)2 + (Im ak)2

−
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− 1

y2

y∫
0

n−1∑
k=0

2 Im ak dt

([t+ x]− Re ak)2 + (Im ak)2

]
=

=
2

y3

y∫
0

n−1∑
k=0

2 Im ak dt

([t+ x]− Re ak)2 + (Im ak)2
−

− 2

y2

n−1∑
k=0

2 Im ak
([y + x]− Re ak)2 + (Im ak)2

−1

y

n−1∑
k=0

4 Im ak(x+ y − Re ak)

([t+ x]− Re ak)2 + (Im ak)2
,

çâiäêè, âèêîíóþ÷è åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, îäåðæó¹ìî

[µn(y;x)]
′′
y2 =

2

y3

y∫
0

(y − t)
n−1∑
k=0

2 Im ak
(y + x− Re ak)2 + (Im ak)2

×

×

[
y + t+ 2x− 2Re ak

(t+ x− Re ak)2 + (Im ak)2
− 2(y + x− Re ak)

([y + x]− Re ak)2 + (Im ak)2

]
dt =

=
2

y3

y∫
0

n−1∑
k=0

[
4 Im ak(y + x− Re ak)

2

[(t+ x− Re ak)2 + (Im ak)2][(y + x− Re ak)2 + (Im ak)2]2
+

+
4 Im ak(y + x− Re ak)(t+ x− Re ak)

[(t+ x− Re ak)2 + (Im ak)2][(y + x− Re ak)2 + (Im ak)2]2
−

− 2 Im ak
[(y + x− Re ak)2 + (Im ak)2][(t+ x− Re ak)2 + (Im ak)2]

]
(y − t)2dt.

Íàðåøòi, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (2.25) � (2.26) ïðè v = t+x i v = y+x ,

îòðèìó¹ìî

|[µn(y; x)]′′y2| ≤
2

y3

y∫
0

n−1∑
k=0

4(y − t)2

(Im ak)3
dt =

8

3

n−1∑
k=0

1

(Im ak)3
,

ùî i äîâîäèòü îöiíêó (2.24) äëÿ [µn(y; x)]
′′
y2 . Âåëè÷èíà [µn(−y;x)]′′y2 îöiíþ¹-

òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Ëåìó äîâåäåíî.
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Ëåìà 2.1.8. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü a := {ak}∞k=0 íå ìà¹ ãðàíè÷íèõ òî÷îê

íà äiéñíié îñi R , çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.13) i ðiâíîìiðíî ïî n ∈ N âèêîíó¹-

òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ ςn/σn ≤ const .

Òîäi, ÿêùî ôóíêöiÿ φ ∈ L(R+), òî

lim
n→∞

∞∫
0

φ(y) sin[yµn(±y;x)]dy = 0. (2.27)

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî ÷èñëî ε > 0. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨

ôóíêöi¨ φ ∈ L(R+), çàâæäè iñíó¹ ÷èñëî θ = θ(ε) > 0 òàêå, ùî

∞∫
θ

|φ(y)|dy ≤ ε

3
. (2.28)

Çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà íà âiäðiçêó [0; θ] ìîæíà çíàéòè ïîëiíîì

P (y) = P (φ; y), ÿêèé çàáåçïå÷ó¹ îöiíêó

θ∫
0

|φ(y)− P (y)|dy ≤ ε

3
. (2.29)

Çi ñïiââiäíîøåíü (2.28) i (2.29) âèïëèâà¹∣∣∣∣∣
∞∫
0

φ(y) sin[yµn(±y; x)]dy

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

θ∫
0

P (y) sin[yµn(±y;x)]dy+

+

∞∫
θ

φ(y) sin[yµn(±y;x)]dy +
θ∫

0

[φ(y)− P (y)] sin[yµn(±y;x)]dy

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣
θ∫

0

P (y) sin[yµn(±y;x)]dy

∣∣∣∣∣+ 2ε

3
,

ïðè öüîìó ðiâíîìiðíî ïî n = 0, 1, 2, . . . .

Îòæå, äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ëåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî iñíó¹

íàòóðàëüíå ÷èñëî n0 = n0(ε) > 0 , òàêå ùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n > n0
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âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣∣∣
θ∫

0

P (y) sin[yµn(±y;x)]dy

∣∣∣∣∣ ≤ ε

3
. (2.30)

Íåõàé

M1 = max
0≤y≤θ

|P (y)|, M2 = max
0≤y≤θ

|P ′(y)|.

Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, çíàõîäèìî

θ∫
0

P (y) sin[yµn(±y;x)]dy = − P (y)

[yµn(±y; x)]′y
cos[yµn(±y;x)]

∣∣∣∣θ
0

+

+

θ∫
0

P ′(y)

[yµn(±y;x)]′y
cos[yµn(±y; x)]dy−

−
θ∫

0

P (y)[yµn(±y; x)]′′y2
([yµn(±y; x)]′y)2

cos[yµn(±y;x)]dy.

Çàñòîñó¹ìî ïiä çíàêàìè iíòåãðàëiâ ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè îäåðæàíî¨ ðiâíîñòi

îöiíêè (2.18) � (2.22). Âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (2.14), îòðèìó¹ìî∣∣∣∣∣
θ∫

0

P (y) sin[yµn(±y;x)]dy

∣∣∣∣∣ ≤ 2M1(1 + (|x|+ θ)2)

σn
+

+
M2θ(1 + (|x|+ θ)2)

σn
+
M1θ(1 + (|x|+ θ)2)2ςn

σ2n
.

Çâiäñè, ïðè âèêîíàííi (2.13) i óìîâè ςn/σn ≤ const âèïëèâà¹ ñïiââiäíî-

øåííÿ (2.30).

Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 2.1.9. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü a := {ak}∞k=0 íå ìà¹ ãðàíè÷íèõ òî÷îê

íà äiéñíié îñi R , çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.13) i ðiâíîìiðíî ïî n ∈ N âèêîíó¹-

òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ ςn/σn ≤ const .
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Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0 ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó x ∈ R

lim
n→∞

δ∫
0

sin[yµn(±y; x)]
y

dy =
π

2
. (2.31)

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî x ∈ R i ÷èñëî δ > 0. Ìà¹ìî ðiâíiñòü

δ∫
0

sin[yµn(±y;x)]
y

dy =

δ∫
0

sin[yµn(±y;x)]
yµn(±y;x)

d[yµn(±y;x)]−

−
δ∫

0

sin[yµn(±y;x)]
[µn(±y;x)]′

µn(±y;x)
dy := I1(n;x)− I2(n; x). (2.32)

Ïîçíà÷èâøè v = yµn(±y;x), îòðèìó¹ìî

I1(n;x) =

δµn(±δ;x)∫
0

sin v

v
dv. (2.33)

Ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ (2.21), çíàõîäèìî

yµn(±y;x) =
y∫

0

[ n−1∑
k=0

2 Im ak
([t± x]− Re ak)2 + (Im ak)2

]
dt ≥

≥ y

1 + (|x|+ y)2

n−1∑
k=0

| Im ak|
1 + |ak|2

, y > 0,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâè (2.13) ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøå-

ííÿ

δµn(±δ; x) ≥
δ

1 + (|x|+ δ)2

n−1∑
k=0

| Im ak|
1 + |ak|2

→ ∞, n→ ∞.

Áåðó÷è äî óâàãè öåé ôàêò, çíàõîäèìî

lim
n→∞

I1(n;x) = lim
n→∞

δµn(±δ;x)∫
0

sin v

v
dv =

∞∫
0

sin v

v
dv =

π

2
. (2.34)
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Äàëi, iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, çíàõîäèìî

|I2(n;x)| =
[µn(±y;x)]′y cos[yµn(±y; x)]
µn(±y; x)[yµn(±y; x)]′y

∣∣∣∣δ
0

−

−
δ∫

0

cos[yµn(±y;x)]
[µn(±y;x)]′′y2

µn(±y;x)[yµn(±y;x)]′y
dy+

+

δ∫
0

cos[yµn(±y; x)]

(
[µn(±y;x)]′y

)2

[µn(±y;x)]2[yµn(±y;x)]′y
dy+

+

δ∫
0

cos[yµn(±y;x)]
[µn(±y; x)]′y[yµn(±y; x)]′′y2
µn(±y; x)([yµn(±y;x)]′y)2

dy. (2.35)

Çà óìîâîþ òåîðåìè ïîñëiäîâíiñòü a := {ak}∞k=0 íå ìà¹ ãðàíè÷íèõ òî÷îê

íà äiéñíié îñi R , îòæå
n−1∑
k=0

1

(Im ak)3
≤ Cςn.

Áåðó÷è äî óâàãè öåé ôàêò i çàñòîñîâóþ÷è â ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ

(2.35) íåðiâíîñòi (2.18) � (2.19), à òàêîæ (2.22) � (2.24), çíàõîäèìî

|I2(n;x)| ≤ C
( ςn
σ2n

[1+(|x|+δ)2]+ ςn
σ2n

[1+(|x|+δ)2]2δ+ ς2n
σ3n

[1+(|x|+δ)2]3δ
)
, (2.36)

äå ςn i σn � ïîñëiäîâíîñòi, âèçíà÷åíi ñïiââiäíîøåííÿìè (2.14).

Îñêiëüêè çà óìîâîþ ëåìè ςn/σn ≤ const , òî ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó

x ∈ R áóäåìî ìàòè

lim
n→∞

|I2(n;x)| = 0. (2.37)

Ïî¹äíóþ÷è òåïåð ðiâíîñòi (2.32), (2.34) i (2.37), îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ

ëåìè.

Ëåìó äîâåäåíî.

Íàðåøòi äîâåäåìî ëåìó.

Ëåìà 2.1.10. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü a := {ak}∞k=0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.13)

i ðiâíîìiðíî ïî n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ ςn/σn ≤ const .
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Òîäi ÿêùî ôóíêöiÿ g(y) ∈ L(R+) i ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà ïðîìiæêó

[0;∞), òî äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà δ > 0 ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó x ∈ R

lim
n→∞

δ∫
0

g(y)
sin[yµn(±y;x)]

y
dy =

π

2
g(+0). (2.38)

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî x ∈ R i ÷èñëî δ > 0. Îñêiëüêè ñïðàâäæó¹òüñÿ

ðiâíiñòü
δ∫

0

g(y)
sin[yµn(±y;x)]

y
dy =

= g(+0)

δ∫
0

sin[yµn(±y; x)]
y

dy +

δ∫
0

[g(y)− g(+0)]
sin[yµn(±y;x)]

y
dy,

òî íà ïiäñòàâi ëåìè 2.1.9 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äðóãié iíòåãðàë ç ïðàâî¨ ÷à-

ñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè n→ ∞.

Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó âiçüìåìî ε > 0, âèáåðåìî h < δ òàê, ùîá

0 ≤ g(y)− g(+0) < ε, 0 < y ≤ h,

i ðîçiá'¹ìî öåé iíòåãðàë íà äâà:

i1(x;n) + i2(x;n) := (

h∫
0

+

δ∫
h

)[g(y)− g(+0)]
sin[yµn(±y; x)]

y
dy.

Âðàõîâóþ÷è îáìåæåíiñòü iíòåãðàëiâ âèãëÿäó

h∫
0

sin[yµn(±y; x)]
y

dy, h > 0,

ùî ¹ íàñëiäêîì ëåìè 2.1.9, òà çàñòîñîâóþ÷è äðóãó òåîðåìó ïðî ñåðåäí¹, ïðè

êîæíîìó ôiêñîâàíîìó x ∈ R îòðèìó¹ìî

|i1(x;n)| = [g(h)− g(+0)]

∣∣∣∣
h∫
θ

sin[yµn(±y;x)]
y

dy

∣∣∣∣ ≤ εC1(x), (2.39)
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ïðè öüîìó ðiâíîìiðíî âiäíîñíî n ∈ N.
Ïîêëàäåìî

φ(y) :=

0, 0 ≤ y < h,

g(y)−g(+0)
y , h ≤ y.

Î÷åâèäíî, ùî φ ∈ L(R+). Âðàõîâóþ÷è öå, íà ïiäñòàâi ëåìè 2.1.8 îòðèìó¹ìî

îöiíêó

|i2(x;n)| < εC2(x), n > n0(ε). (2.40)

Çi ñïiââiäíîøåíü (2.39) � (2.40) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

lim
n→∞

(i1(x;n) + i2(x;n)) = 0,

ùî i äîâîäèòü ëåìó.

Ëåìó äîâåäåíî.

2.1.5. Äîâåäåííÿ òåîðåì 2.1.1 � 2.1.3

Îäåðæèìî òåïåð îñíîâíi òâåðäæåííÿ ùîäî çáiæíîñòi ðÿäiâ Ôóð'¹ çà îðòîíîð-

ìîâàíîþ ñèñòåìîþ (2.5).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.1. Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî äëÿ äîâiëüíî¨

ôóíêöi¨ f ∈ Lp(R), p > 1, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∞∫
−∞

|Sn(f ; a;x)|pdx ≤Mp

∞∫
−∞

|f(x)|pdx.

Íà ïiäñòàâi ëåìè 2.1.5 çîáðàæåííÿ ÷àñòèííî¨ ñóìè ðÿäó Ôóð'¹ çà ñèñòå-

ìîþ Φn(z), n ∈ Z, ìîæå áóòè çàïèñàíå ó âèãëÿäi

Sn(f ; a;x) = lim
ε→0+

1

π

∞∫
ε

g(x+ y)− g(x− y)

y
dy (2.41)

äå

g(x± y) = f(x± y) sin
(
± yµn(±y; x)

)
,

a âåëè÷èíè µn(±y;x) âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ (2.17).
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Â êíèçi [246, c. 149] äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨

φ ∈ Lp(R), p > 1, ôîðìóëà (ÿêó íàçèâàþòü ïåðåòâîðåííÿì Ãiëüáåðòà)

H(f ; x) := lim
ε→0+

∞∫
ε

φ(x+ t)− φ(x− t)

t
dt,

ìàéæå ñêðiçü âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ H(f) ∈ Lp(R) i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∞∫
−∞

|H(f ; x)|pdx ≤Mp

∞∫
−∞

|f(x)|pdx,

äå Mp � äîäàòíà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä p.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôàêò îáìåæåíîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ãiëüáåðòà â ïðîñòî-

ðàõ Lp(R) ïðè p > 1, ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî ôóíêöiÿ g ∈ Lp(R) , íà ïiäñòàâi
ñïiââiäíîøåííÿ (2.41) îòðèìó¹ìî

∞∫
−∞

|Sn(f ; a; x)|pdx =

∞∫
−∞

|H(g; x)|pdx ≤Mp

∞∫
−∞

|f(x)|pdx,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. Îñêiëüêè çà óìî-

âîþ f ∈ Lp(R), òî ç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [93] âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ f ìîæå

áóòè ÿê çàâãîäíî òî÷íî íàáëèæåíà çà äîïîìîãîþ äðîáiâ âèãëÿäó (2.9). Òîáòî

äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ ñêií÷åííà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ

Tn0(x) =

n0∑
k=0

Ak(x− āk)
−1 +

n0∑
k=1

Bk(x− ak)
−1,

òàêà, ùî
∞∫

−∞

|f(x)− Tn0(x)|pdx ≤ ε.

Îñêiëüêè ñèñòåìà (2.5) ¹ ðåçóëüòàòîì îðòîãîíàëiçàöi¨ ñèñòåìè (2.9), òî

Tn0(x) =

n0∑
k=0

A′
kΦ

+
k (x) +

n0∑
k=1

B′
kΦ

−
k (x),
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i

Sn(Tn0;x) = Tn0(x), n0 ≤ n.

Âiäçíà÷èâ öå, îòðèìó¹ìî

∞∫
−∞

|f(x)− Sn(f ;x)|pdx ≤
∞∫

−∞

|f(x)− Tn0(x)|pdx+

+

∞∫
−∞

|Sn(f − Tn0; x)|pdx ≤ (1 + Cp)ε.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.2. Âðàõîâóþ÷è ôàêò ñóìîâíîñòi ôóíêöi¨ f

íà R , ç ëåìè 2.1.8 âèïëèâà¹, ùî çîáðàæåííÿ (2.16) ìîæå áóòè ïîäàíå ó âèãëÿäi

Sn(f ; a;x0) =
1

π

δ∫
0

f(x0 − y)
sin yµn(−y;x0)

y
dy+

+
1

π

δ∫
0

f(x0 + y)
sin yµn(y; x0)

y
dy + o(1), n→ ∞, (2.42)

äå δ � äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî.

Çà óìîâîþ òåîðåìè ôóíêöiÿ f(·) ìà¹ îáìåæåíó âàðiàöiþ íà R , îòæå

ìîæå áóòè ïîäàíîþ ó âèãëÿäi ðiçíèöi äâîõ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷èõ ôóíêöié.

Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 2.1.10 äî êîæíî¨ ìîíîòîííî¨ ñêëàäîâî¨ ôóíêöi¨ f , îòðè-

ìó¹ìî

lim
n→∞

Sn(f ; a; x0) =
1

π
· π
2
[f(x0 − 0) + f(x0 + 0)] =

1

2
[f(x0 − 0) + f(x0 + 0)],

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.3. Ç òåîðåìè 2.1.1 âèïëèâà¹, ùî

f(x0 − 0) + f(x0 + 0)

2
=

1

π

δ∫
0

f(x0 − 0)
sin yµn(−y;x0)

y
dy+
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+
1

π

δ∫
0

f(x0 + 0)
sin yµn(y; x0)

y
dy + o(1), n→ ∞, (2.43)

äå δ � äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî.

Çi ñïiââiäíîøåíü (2.42) i (2.43) îòðèìó¹ìî

Sn(f ; a;x0)−
f(x0 − 0) + f(x0 + 0)

2
=

=
1

π

δ∫
0

f(x0)− f(x0 − 0)

y
sin yµn(−y;x0) dy+

+
1

π

δ∫
0

f(x0 + y)f(x0 + 0)

y
sin yµn(y;x0) dy + o(1), n→ ∞,

çâiäêè, âíàñëiäîê çáiæíîñòi iíòåãðàëiâ (2.15) íà ïiäñòàâi ëåìè 2.1.8 âèïëèâà¹

òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

2.2. Íàéêðàùi íàáëèæåííÿ ÿäðà Êîøi íà äiéñíié îñi

Íåõàé Hp = Hp(C+) , p ≥ 1, � ïðîñòið Ãàðäi, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié f,

ãîëîìîðôíèõ ó âåðõíié ïiâïëîùèíi C+ := {z ∈ C : Im z > 0} , äëÿ ÿêèõ

∥f∥Hp
:= sup

y>0

(
1

π

∫ ∞

−∞
|f(x+ iy)|pdx

)1/p

<∞.

Âiäîìî [103, òåîðåìà 2] (äèâ. òàêîæ [117, ñ. 291]), ùî êîæíà ôóíêöiÿ f

ç ïðîñòîðó Hp ìà¹ ìàéæå ñêðiçü íà äiéñíié îñi R = ∂C+ íåäîòè÷íi ãðàíè-

÷íi çíà÷åííÿ (çà ÿêèìè çàëèøèìî òå æ ñàìå ïîçíà÷åííÿ f ), ÿêi íàëåæàòü

ïðîñòîðó Lp(R), ïðè÷îìó

∥f∥Hp
= ∥f∥p :=

(
1

π

∫ ∞

−∞
|f(t)|pdt

)1/p

.

ßäðîì Êîøi äëÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ



89

C : C2 → C , âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

C(t, z) := −1

2i(t− z)
, t, z ∈ C, t ̸= z.

Äîáðå âiäîìî [103, òåîðåìà 14], ùî ôóíêöiÿ C = C(t, z) ¹ òâiðíèì ÿäðîì

ïðîñòîðó Hp, 1 ≤ p <∞ , òîáòî â áóäü-ÿêié òî÷öi z ∈ C+

f(z) = ⟨f, C(·, z)⟩ ∀f ∈ Hp, (2.44)

äå

⟨g, h⟩ := 1

π

∫ ∞

−∞
g(x)h(x)dx.

Â öüîìó ïiäðîçäiëi îá÷èñëåíî òî÷íi çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü

ÿäðà Êîøi íà äiéñíié îñi R ôiêñîâàíèìè ïiäïðîñòîðàìè ç Lq(R) . Íàâåäåíî
çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíîãî ðåçóëüòàòó äî îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ ïî-

òî÷êîâèõ âiäõèëåíü ôóíêöié ç îäèíè÷íî¨ êóëi ïðîñòîðó Ãàðäi Hp , 2 ≤ p <∞,

âiä ïåâíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ îïåðàòîðiâ ç âóçëàìè iíòåðïîëÿöi¨ â çàäàíié ñè-

ñòåìi òî÷îê âåðõíüî¨ ïiâïëîùèíè i ïåâíèõ ëiíiéíèõ ñåðåäíiõ ðÿäiâ Ôóð'¹ çà

ñèñòåìîþ Òàêåíàêè�Ìàëüìêâiñòà.

Çàçíà÷èìî, àíàëîãi÷íi çàäà÷i äëÿ ïðîñòîðiâ Ãàðäi â îäèíè÷íîìó êðóçi

ðîçâ'ÿçàíî â ðîáîòi [185].

2.2.1. Iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ ôóíêöié ïðîñòîðó Ãàðäi

Îçíà÷èìî ïiäïðîñòîðè H⊥
p (an) i Hn⊥

p,Φ, n ∈ Z+ := {0} ∪ N, òàêèì ÷èíîì

H⊥
p (an) := {g ∈ Lq(R) : ⟨f, g⟩ = 0 ∀f ∈ Hp(an)}, 1/p+ 1/q = 1,

Hn⊥
p,Φ :=

{
g ∈ Lq(R) : ⟨f, g⟩ = 0 ∀f ∈ Hn

p,Φ

}
, 1/p+ 1/q = 1,

äå

Hp(an) := {f ∈ Hp : f(ak) = 0, k = 0, n}, n ∈ N, Hp(a0) := Hp,

Hn
p,Φ :=

{
f ∈ Hp : ⟨f,Φ+

k ⟩ = 0, k = 0, n
}
, H−1

p,Φ := Hp, n ∈ Z+
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i Φ+ := {Φ+
k }∞k=0 � îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà Òàêåíàêè�Ìàëüìêâiñòà, ÿêà îçíà-

÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè (2.1).

Ìíîæèíó âñiõ ñèñòåì Òàêåíàêè�Ìàëüìêâiñòà âèãëÿäó (2.1) áóäåìî ïî-

çíà÷àòè ÷åðåç TM(C+) . Âiäïðàâíîþ òî÷êîþ â íàøèõ äîñëiäæåííÿõ ¹ òàêå

òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé 1 ≤ p <∞, n ∈ N , an � ñèñòåìà n òî÷îê â C+

i Φ+ ∈ TM(C+) � ñèñòåìà, ïîðîäæåíà áóäü-ÿêîþ òî÷êîâîþ ïîñëiäîâíiñòþ

âèãëÿäó an∪{dk}∞k=n , äå {dk}∞k=n � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê â C+ . Òîäi

Hp(an) = Hn−1
p,Φ+.

Ç îãëÿäó íà öå òâåðäæåííÿ ñêðiçü äàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ¹äèíi

ïîçíà÷åííÿ An,p = Hp(an) = Hn−1
p,Φ+ i A⊥

n,p = Hp(an)
⊥ = Hn−1⊥

p,Φ+ (ïðè öüîìó

ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî â öüîìó ïiäðîçäiëi an i Φ+ ¹ òàêèìè, ÿê â òåîðåìi 2.2.1).

Ïîçíà÷èìî

Cn,Φ+(ζ, z) := −B
+
n (ζ)B

+
n (z)

2i(ζ − z)
.

Ç îçíà÷åííÿ ïiäïðîñòîðó An,p , ôîðìóëè (2.44) i ëåìè 2.1.2 âèïëèâà¹

òàêå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2.2.1. Çà óìîâ òåîðåìè 2.2.1 äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ An,p ,

1 ≤ p <∞, ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(z) = ⟨f, Cn,Φ+(·, z)⟩ = B+
n (z)

2πi

∫ ∞

−∞

f(t)B+
n (t)

t− z
dt ∀z ∈ C+. (2.45)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2.1. Îñêiëüêè B+
n (ak) = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1 ,

òî âêëþ÷åííÿ Hn−1
p,Φ+ ⊂ Hp(an) � öå áåçïîñåðåäíié íàñëiäîê ç ôîðìóëè (2.45).

Ïîçíà÷èìî

f̂(j) := ⟨f,Φ+
j ⟩, j = 0, 1, . . . .

Äëÿ äîâåäåííÿ âêëþ÷åííÿ Hp(an) ⊂ Hn−1
p,Φ+ ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ
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(2.44), òîòîæíiñòþ (2.2) i ðiâíiñòþ Φ+
j (ak) = 0 , j = k + 1, . . . , n− 1 :

∀ f ∈ Hp(an) 0 = f(ak) = ⟨f, C(·, ak)⟩ =

=

⟨
f,

n−1∑
j=0

Φ+
j (·)Φ+

j (ak)

⟩
+Bn(ak)⟨f, Cn,Φ+(·, ak)⟩ =

=
n−1∑
j=0

⟨f,Φ+
j ⟩Φ+

j (ak) =
k∑
j=0

f̂(j)Φ+
j (ak).

Çâiäñè ïîñëiäîâíî äëÿ êîæíîãî k = 0, 1, . . . , n−1 îäåðæèìî f̂(k) = 0 . Îòæå,

f ∈ Hn−1
p,Φ+ .

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 2.2.1, çîêðåìà, ïîêàçó¹, ùî ÿäðà C i Cn,Φ+ ìàþòü âëàñòèâiñòü

âiäòâîðåííÿ ïî âiäíîøåííþ äî ôóíêöié ïðîñòîðó Hn−1
p,Φ+ , àëå âîíè ó âiäîìîìó

ñåíñi íå ¹äèíi òàêi òâiðíi ÿäðà. Íàïðèêëàä, ÿäðî Ïóàññîíà

P (ζ, z) :=
Im z

|ζ − z|2
,

òàêîæ ¹ òâiðíèì ÿäðîì äëÿ ïðîñòîðó Hp, 1 ≤ p ≤ ∞, (äèâ., íàïðèêëàä, [117,

p. 364�366]).

Íàøîþ íàéáëèæ÷îþ ìåòîþ ¹ ïîáóäîâà iíøèõ òâiðíèõ ÿäåð, íàäiëåíèõ

ïåâíèìè åêñòðåìàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè. Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞ , n ∈ Z+ i B+
n �

n -äîáóòîê Áëÿøêå ñèñòåìè Φ+ . Îçíà÷èìî ôóíêöiþ Cp,n,Φ+ ïðàâèëîì

Cn,p,Φ+(ζ, z) :=

(
i

2

)2/p

(Im z)1−2/pB+
n (ζ)B

+
n (z)

(ζ − z)2/p

|ζ − z|2
. (2.46)

Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ Cp,n,Φ+ ¹ òâiðíèì ÿäðîì ïðîñòîðó An,p ïðè

p ≥ 2.

Òåîðåìà 2.2.2. Íåõàé 2 ≤ p < ∞ , n ∈ Z+ i Φ+ ∈ TM(C+) . ßêùî

ôóíêöiÿ f ∈ An,p , òî â êîæíié òî÷öi z ∈ C+ ìà¹ ìiñöå çîáðàæåííÿ

f(z) = ⟨f, Cn,p,Φ+(·, z)⟩. (2.47)
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Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî z ∈ C+ i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g , âèçíà÷åíó

ïðàâèëîì

g(ζ) =

(
2i Im z

ζ − z

)1−2/p

f(ζ).

Çðîçóìiëî, ùî ïðè p ≥ 2 ôóíêöiÿ g íàëåæèòü äî Hp. Îñêiëüêè çãiäíî

ç òåîðåìîþ 2.2.1 äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ An,p âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

f(ak) = 0, k = 0, n− 1,

òî

g(ak) =

(
2i Im z

ak − z

)1−2/p

f(ak) = 0, k = 0, n− 1,

à öå çãiäíî ç òi¹þ æ òàêè òåîðåìîþ 2.2.1 ðiâíîñèëüíå òîìó, ùî i g ∈ An,p.

Çàñòîñóâàâøè äî ôóíêöi¨ g(z) ôîðìóëó (2.45), îäåðæèìî

f(z) = g(z) =
1

2πi

∫ ∞

−∞

(
2i Im z

t− z

)1−2/p

f(t)
B+
n (z)B

+
n (t)

t− z
dt =

=
1

π

∫ ∞

−∞
f(t)Cp,n,Φ+(t, z)dt = ⟨f, Cn,p,Φ+(·, z)⟩.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 2.2.2. Íåõàé Φ+ ∈ TM(C+) . ßêùî ôóíêöiÿ f ∈ Hp,

2 ≤ p <∞, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ Z+ ñïðàâäæó¹òüñÿ ôîðìóëà

f(z) =
n−1∑
k=0

λk,n,p(z)f̂(k)Φ
+
k (z) + ⟨f, Cn,p,Φ+(·, z)⟩ ∀ z ∈ C+, (2.48)

äå

λk,n,p(z) = 1− 1

Φ+
k (z)

⟨Φ+
k , Cn,p,Φ+(·, z)⟩, k = 0, n− 1. (2.49)

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ f −
∑n−1

k=0 f̂(k)Φ
+
k ∈ Ah,p , òîìó çà òåîðåìîþ 2.2.2

⟨f, Cn,p,Φ+(·, z)⟩ =

=

⟨
f −

n−1∑
k=0

f̂(k)Φ+
k , Cn,p,Φ+(·, z)

⟩
+

⟨
n−1∑
k=0

f̂(k)Φ+
k , Cn,p,Φ+(·, z)

⟩
=
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= f(z)−
n−1∑
k=0

f̂(k)Φ+
k (z) +

n−1∑
k=0

f̂(k)
⟨
Φ+
k , Cn,p,Φ+(·, z)

⟩
,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Íàñëiäîê äîâåäåíî.

2.2.2. Åêñòðåìàëüíi çàäà÷i

Íàøà íàéáëèæ÷à ìåòà � îá÷èñëåííÿ âåëè÷èíè

E (z,A) := inf
{
∥C(z, ·)− g(·)∥q : g ∈ A

}
, A ⊂ Lq(R), z ∈ C+,

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ íàéêðàùèì íàáëèæåííÿìè ÿäðà C(·, z) â ìåòðèöi Lq(R) ïiä-
ïðîñòîðîì A , ó âèïàäêó, êîëè A = H⊥

p (an) ∨Hn⊥
p,Φ+ i ïîáóäîâà äëÿ öèõ ïiä-

ïðîñòîðiâ â ÿâíîìó âèãëÿäi åëåìåíòà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë Fz(f) := f(z) , z ∈ C+, âèçíà÷åíèé

íà Hp(C+) . Äëÿ éîãî íîðìè

∥Fz| An,p∥ := sup{|f(z)| : f ∈ An,p, ∥f∥p ≤ 1}

íà ïiäïðîñòîði An,p ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2.2.3. Íåõàé 2 ≤ p < ∞ , 1/p + 1/q = 1 i n ∈ Z+. Òîäi â

êîæíié òî÷öi z ∈ C+ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

∥Fz| An,p∥ = ∥Cp,n,Φ+(·, z)∥q =
|B+

n (z)|
(4 Im z)1/p

.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ç ôîðìóëè (2.47) çà íåðiâíiñòþ Ãåëüäåðà ìà¹ìî

îöiíêó çâåðõó

∥Fz| An,p∥ ≤ ∥Cp,n,Φ+(·, z)∥q =
|B+

n (z)|
(4 Im z)1/p

, 1/p+ 1/q = 1.

Äëÿ îöiíêè çíèçó âiçüìåìî ôóíêöiþ

f ∗(ζ) = e−i argB
+
n (z)B+

n (ζ)
(− Im z)1/p

(ζ − z)2/p
,
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ÿêà, î÷åâèäíî, ¹ ãîëîìîðôíîþ â C+ , çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòÿì

f ∗(a0) = · · · = f(an−1) = 0 i

∥f ∗∥pp =
1

π

∫ ∞

−∞
|f ∗(t)|pdt = 1

π

∫ ∞

−∞

Im z

|t− z|2
dt = 1.

Îòæå, f ∗ ∈ An,p i òîìó

∥Fz| An,p∥ ≥ f ∗(z) =
|B+

n (z)|
(4 Im z)1/p

.

Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî çi ñïiââiäíîøåííÿì äâî¨ñòîñòi (äèâ., íàïðèêëàä,

[43]) ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

∥Fz| An,p∥ = E
(
z,A⊥

n,p

)
. (2.50)

Òàêèì ÷èíîì çãiäíî ç (2.50) i íàñëiäêîì 2.2.3 íàøó ìåòó â ÷àñòèíi îá÷èñëåííÿ

âåëè÷èíè E
(
z,A⊥

n,p

)
äîñÿãíóòî.

Ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i ìiñòèòüñÿ â òàêîìó òâåðäæåííi.

Òåîðåìà 2.2.3. Íåõàé 2 ≤ p < ∞, n ∈ Z+, Φ+ ∈ TM(C+) i B+
n �

n -äîáóòîê Áëÿøêå ñèñòåìè Φ+. Òîäi äëÿ êîæíîãî z ∈ C+ ñïðàâäæó¹òüñÿ

ðiâíiñòü

E
(
z,A⊥

n,p

)
=

|B+
n (z)|

(4 Im z)1/p
, (2.51)

à åëåìåíòîì íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ç ïiäïðîñòîðó A⊥
n,p ¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ

gz(t) = C(t, z)− Cn,p,Φ+(t, z). (2.52)

Äîâåäåííÿ. ßê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, ðiâíiñòü (2.51) âèïëèâà¹ ç (2.50) çà

íàñëiäêîì 2.2.3. Äîâåäåìî åêñòðåìàëüíiñòü ôóíêöi¨ gz(t) . Íàñàìïåðåä çàóâà-

æèìî, ùî supt∈C+
|gz(t)| <∞ i∫ ∞

−∞
|gz(t)|qdt ≤

∫ ∞

−∞

1

((t− x)2 + y2)q
dt+

∫ ∞

−∞

y2−q

(t− x)2 + y2
dt <∞, z = x+iy,

òîáòî çâóæåííÿ gz|R ôóíêöi¨ gz(t) íà äiéñíó âiñü R íàëåæèòü äî Lq(R),
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1/p+ 1/q = 1.

Äàëi, çãiäíî ç (2.44) i (2.47) äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ An,p ñïðàâäæó-

þòüñÿ ðiâíîñòi

⟨f, gz⟩ = ⟨f, C(·, z)⟩ − ⟨f, Cn,p,Φ+(·, z)⟩ = f(z)− f(z) = 0. (2.53)

Îòæå, ôóíêöiÿ gz ∈ A⊥
n,p i äëÿ íå¨ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

E
(
z,A⊥

n,p

)
= ∥C(·, z)−gz(·)∥q = ∥Cn,p,Φ+(·, z)∥

Lq
=

|B+
n (z)|

(4 Im z)1/p
, 1/p+1/q = 1,

ùî i äîâîäèòü (2.51).

Íàðåøòi, ïåðåêîíà¹ìîñÿ ùî ïîáóäîâàíà åêñòðåìàëüíà ôóíêöiÿ (2.52)

¹äèíà. Íåõàé hz � áóäü-ÿêà iíøà ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

∥C(·, z)− gz(·)∥q = E
(
z,A⊥

n,p

)
.

Òîäi çà íåðiâíiñòþ Ãåëüäåðà

|B+
n (z)|

(4 Im z)1/p
= f ∗(z) = ⟨f ∗, C(·, z)− hz⟩ ≤ ∥f ∗∥p∥C(·, z)− hz∥q =

= ∥C(·, z)− hz∥q =
|B+

n (z)|
(4 Im z)1/p

.

Îòæå, ñêðiçü ó öèõ ñïiââiäíîøåííÿõ ìàþòü âèêîíóâàòèñÿ òiëüêè ðiâíîñòi, à

öå ðiâíîñèëüíå òîìó, ùî

hz(t) = C(t, z)− |B+
n (z)|

(4 Im z)1/p
f ∗(t) |f ∗(t)|p−2 ∀ t ∈ R.

Îñêiëüêè
|B+

n (z)|
(4 Im z)1/p

f ∗(t) |f ∗(t)|p−2 = Cn,p,Φ+(t, z) ∀ t ∈ R,

òî hz ≡ gz , ùî é äîâîäèòü ¹äèíiñòü åêñòðåìàëüíî¨ ôóíêöi¨ gz .

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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2.2.3. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié ç ïðîñòîðó Hp(C+)

Çàñòîñó¹ìî òåïåð îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äî îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ ïî-

òî÷êîâèõ âiäõèëåíü ôóíêöié ç îäèíè÷íî¨ êóëi ïðîñòîðó Hp , 2 ≤ p < ∞, ó

âåðõíié ïiâïëîùèíi C+ âiä ïåâíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ îïåðàòîðiâ ç âóçëàìè ií-

òåðïîëÿöi¨ an i ïåâíèõ ëiíiéíèõ ñåðåäíiõ ðÿäiâ Ôóð'¹ çà ñèñòåìîþ Òàêåíàêè�

Ìàëüìêâiñòà, ÿêà âiäïîâiäà¹ ïîñëiäîâíîñòi an .

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð Un,p,Φ+ , âèçíà÷åíèé íà Hp(C+) ïðàâè-

ëîì

Un,p,Φ+(f) :=
n−1∑
k=0

f̂(k)λk,n,pΦ
+
k ,

äå âåëè÷èíè λk,n,p(z) âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ (2.49).

Îïåðàòîð Un,p,Φ+ ¹ iíòåðïîëÿöiéíèì íà ïðîñòîði Hp , 2 ≤ p < ∞,

ç âóçëàìè iíòåðïîëÿöi¨ an , äå an � âiäðiçîê ïîñëiäîâíîñòi a òî÷îê â

C+ , ùî ïîðîäæóþòü ñèñòåìó Φ+ ∈ TM(C+) , òîáòî äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨

f ∈ Hp, 2 ≤ p <∞ âèêîíóþòüñÿ iíòåðïîëÿöiéíi óìîâè

Un,p,Φ+(f)(ak) = f(ak), k = 0, 1, . . . , n− 1. (2.54)

Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð Un,p,Φ+ ïîðîäæó¹ íàéêðàùèé ëiíiéíèé ìåòîä

íàáëèæåííÿ â òàêîìó ðîçóìiííi. Íåõàé Ip(an) � ìíîæèíà ëiíiéíèõ îïåðàòî-

ðiâ In , âèçíà÷åíèõ íà Hp(C+) ïðàâèëîì

In(f)(z) =
n−1∑
j=0

f(aj)φj(z),

äå φj � äîâiëüíi ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi òà íåïåðåðâíi â C+. Íåõàé, äàëi,

e(an, p, z) := inf {max {|f(z)− In(f)(z)| : f ∈ Hp, ∥f∥p ≤ 1} : In ∈ Ip(an)}

� íàéêðàùå íàáëèæåííÿ â òî÷öi z ∈ C+ îäèíè÷íî¨ êóëi ïðîñòîðó Ãàðäi

Hp(C+) îáðàçàìè îïåðàòîðiâ In .

Òåîðåìà 2.2.4. Íåõàé 2 ≤ p < ∞ , a = {ak}∞k=0 � ïîñëiäîâíiñòü ðiçíèõ

òî÷îê ak ∈ C+ i Φ+ � ñèñòåìà Òàêåíàêè�Ìàëüìêâiñòà, ïîðîäæåíà ïîñëi-
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äîâíiñòþ a . Òîäi Un,p,Φ+ ∈ Ip(an) i â êîæíié òî÷öi z ∈ C+ ñïðàâäæó¹òüñÿ

ðiâíiñòü

e(an, p, z) = max{|f(z)− Un,p,Φ+(f)(z)| : f ∈ Hp, ∥f∥p ≤ 1} =
|B+

n (z)|
(4 Im z)1/p

.

(2.55)

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ðiâíiñòþ (2.48), â êîæíié òî÷öi z ∈ C+ áóäåìî

ìàòè

Un,p,Φ+(f)(z) = ⟨f, C(·, z)− Cn,p,Φ+(·, z)⟩ =

=
1

2πi

∫ ∞

−∞
f(t)

1

t− z

(
1−

(
2i Im z

t− z

)1−2/p

B+
n (z)B

+
n (t)

)
dt.

Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó z ∈ C+ ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ ìîæíà ðîç-

ãëÿäàòè ÿê ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ íà R ôóíêöié

F (ζ) :=
f(ζ)

ζ − z

(
1−

(
2i Im z

ζ − z

)1−2/p

B+
n (z)

n−1∏
j=0

χ+
j

ζ − aj
ζ − aj

)
,

ÿêà ¹ ìåðîìîðôíîþ â C+ ç ïðîñòèìè ïîëþñàìè ζ0 = z, ζk = ak−1 , k = 1, n .

Òîìó çà òåîðåìîþ ïðî ëèøêè (äèâ., íàïðèêëàä, [76, ñ. 150, 227]), çíà-

õîäèìî

Un,p,Φ+(f)(z) =
n∑
k=0

res
ζ=ζk

F (ζ) =
n∑
k=0

lim
ζ→ζk

(ζ − ζk)F (ζ) =

= f(z)

(
1−

n−1∏
j=0

χ+
j

z − aj
z − aj

n−1∏
j=0

χ+
j

z − aj
z − aj

)
+

+
n−1∑
k=0

f(ak)

(
2i Im z

ak − z

)1−2/p n−1∏
j=0,
j ̸=k

z − aj
ak − aj

n−1∏
j=0

ak − aj
z − aj

=

=
n−1∑
k=0

f(ak)φk(z),

äå

φk(z) =

(
2i Im z

ak − z

)1−2/p n−1∏
j=0,
j ̸=k

z − aj
ak − aj

n−1∏
j=0

ak − aj
z − aj

.
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Îòæå, çàïðîâàäæåíèé îïåðàòîð Un,p,Φ+ íàëåæèòü äî ìíîæèíè Ip(an) .
Âðàõîâóþ÷è öåé ôàêò i íàñëiäîê 2.2.2, îäåðæó¹ìî îöiíêó

e(an, p, z) ≤ sup {|f(z)− Un,p,Φ+(f)(z)| : ∥f∥p ≤ 1} ≤ ∥Cn,p,Φ+(·, z)∥q.

Ç äðóãîãî áîêó

e(an, p, z) ≥ sup
{
|f(z)| : ∥f∥p ≤ 1, f(ak) = 0, k = 0, n− 1

}
= ∥Fz| An,p∥ .

Òîìó ðiâíîñòi (2.55) âèïëèâàþòü ç öèõ ñïiââiäíîøåíü çà íàñëiäêîì 2.2.3.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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2.3. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Â öüîìó ðîçäiëi:

1. Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi â ïðîñòîðàõ Lp(R) (p > 1) òà ïîòî-

÷êîâî¨ çáiæíîñòi ðÿäiâ Ôóð'¹ ïî ñèñòåìàõ {Φn(t)}, n ∈ Z, âèðàæåíi â
òåðìiíàõ îáìåæåíü íà ïîñëiäîâíîñòi ïîëþñiâ öèõ ñèñòåì.

2. Îá÷èñëåíî òî÷íå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè

E (z,A) := inf
{
∥C(z, ·)− g(·)∥q : g ∈ A

}
, A ⊂ Lq(R), z ∈ C+,

íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿìè ÿäðà Êîøi C(·, z) â ìåòðèöi Lq(R) ïiäïðî-

ñòîðîì A , ó âèïàäêó, êîëè A = H⊥
p (an) ∨Hn⊥

p,Φ+.

3. Â ÿâíîìó âèãëÿäi ïîáóäîâàíî äëÿ öèõ ïiäïðîñòîðiâ åëåìåíò íàéêðàùîãî

íàáëèæåííÿ i äîâåäåíî éîãî ¹äèíiñòü.

4. Ïîáóäîâàíî íàéêðàùèé ëiíiéíèé ìåòîä ïîòî÷êîâîãî i ðiâíîìiðíîãî íà-

áëèæåííÿ ôóíêöié ç îäèíè÷íèõ êóëü ïðîñòîðiâ Ãàðäi Hp(C+) . Ïîêàçàíî,

ùî òàêèé ìåòîä ¹ íàéêðàùèì iíòåðïîëÿöiéíèì ìåòîäîì íàáëèæåííÿ.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî ó ïðàöÿõ [189, 277].
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Ðîçäië 3

Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i

Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî íà êëàñàõ

ψ -äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ðîçâ'ÿçàííþ çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî ïðî

çíàõîäæåííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ðiâíîñòåé äëÿ âåëè÷èí

E(N;Un)X = sup
{
∥f(·)− Un(f ; ·)∥X : f ∈ N

}
,

äå N �ôiêñîâàíèé êëàñ 2π -ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, X � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé

ïðîñòið. Ðîçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè ó ðîëi N âèñòóïà¹ îäèí iç êëàñiâ Lψ1 ,

LψH0
ω1

àáî Cψ
∞(T)+, ψ1 ∈ M0, ψ1 ∈ M′

0, i L
ψ
β,p 1 ≤ p ≤ ∞, ψ ∈ Dq; ó

ðîëi àãðåãàòiâ íàáëèæåííÿ âèêîðèñòàíî ñóìè Âàëëå Ïóññåíà òà ñïåöiàëüíi

òðèãîíîìåòðè÷íi ïîëiíîìè U∗
n−1(f ; x) ; X = C àáî X = Lp, 1 ≤ p ≤ ∞.

Òàêîæ çíàéäåíî îöiíêè íàéêðàùèõ ðiâíîìiðíèõ ðàöiîíàëüíèõ íàáëè-

æåíü iç ôiêñîâàíèìè ïîëþñàìè äëÿ ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ çãîðòêàìè iç

ôiêñîâàíèìè ÿäðàìè, çàäàíèìè ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó çà ñèñòåìîþ Òàêåíàêè-

Ìàëüìêâiñòà i äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà-ðåøåòà Ô. Âiíåðà, ÿêèé âè-

çíà÷à¹òüñÿ íà ìíîæèíi âñiõ ãîëîìîðôíèõ ó êðóçi D ôóíêöié ïðàâèëîì

Wr,s(f)(z) =
∞∑
j=0

f̂js+rz
j, r, s ∈ Z, s ̸= 0,

äå ïðè js+ r < 0 ïîêëàäåíî f̂js+r = 0 .
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3.1. Íàáëèæåííÿ ψ -iíòåãðàëiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié ñóìàìè
Âàëëå-Ïóññåíà ó ïðîñòîði L

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi ñóì Âàëëå-

Ïóññåíà Vn,p(f ;x) íà êëàñàõ ψ -äèôåðåíöiéîâàíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié â

iíòåãðàëüíié ìåòðèöi. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè ìíîæèíè Lψ âèçíà÷àþ-

òüñÿ ïîâiëüíî ñïàäíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè ψ1(k) i ψ2(k), k = 0, 1, . . . .

3.1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i i ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ ïiäðîçäiëó

Íàâåäåìî ïîíÿòòÿ ψ -iíòåãðàëó i ψ -ïîõiäíî¨ ç êíèãè [216].

Îçíà÷åííÿ 3.1.1. Íåõàé f � 2π -ïåðiîäè÷íà iíòåãðîâàíà çà Ëåáåãîì íà

ïåðiîäi ôóíêöiÿ (f ∈ L) i

S[f ] =
a0
2
+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) ≡
∞∑
k=0

Ak(f ;x) (3.1)

� ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f . Íåõàé äàëi ψ(k) = (ψ1;ψ2) � ïàðà äîâiëüíèõ ÷èñëî-

âèõ ïîñëiäîâíîñòåé ψ1(k) i ψ2(k), k = 1, 2, . . . . Ðîçãëÿíåìî ðÿä

A+
∞∑
k=1

(ψ1(k)Ak(f, x) + ψ2(k)Ãk(f, x)), (3.2)

äå A � äåÿêå ÷èñëî i

Ãk(f, x) = ak sin kx− bk cos kx.

ßêùî ðÿä (3.1) äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ f i ïàðè ψ ¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨

ôóíêöi¨ F ∈ L, òî ôóíêöiþ F íàçèâàþòü ψ -iíòåãðàëîì ôóíêöi¨ f i ïî-

çíà÷àþòü F (·) = J ψ(f ; ·). Ìíîæèíó ψ -iíòåãðàëiâ óñiõ ôóíêöié iç L ïî-

çíà÷àþòü Lψ.

Îçíà÷åííÿ 3.1.2. Íåõàé f ∈ L , (3.1) � ¨¨ ðÿä Ôóð'¹ i ïàðà ψ = (ψ1, ψ2)
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çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

ψ2(k) = ψ2
1(k) + ψ2

2(k) ̸= 0, k ∈ N. (3.3)

ßêùî ðÿä

∞∑
k=1

(
ψ1(k)

ψ2(k)
Ak(f ; x)−

ψ2(k)

ψ2(k)
Ãk(f ; x)

)
(3.4)

¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ L , òî φ íàçèâàþòü ψ -ïîõiäíîþ ôóíêöi¨

f i ïîçíà÷àþòü φ(·) = Dψ(f ; ·) = fψ(·) . Ïiäìíîæèíó ôóíêöié f ∈ L , ó

ÿêèõ iñíóþòü ψ -ïîõiäíi, ïîçíà÷àþòü L̄ψ .

Ó ïðàöi [210] ïîêàçàíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ïàð ψ = (ψ1;ψ2), ùî çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâó (3.3), âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü L̄ψ = Lψ, òîáòî ìíîæèíà ψ -

iíòåãðàëiâ âñiõ ôóíêöié f ∈ L çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ ôóíêöié, ùî ìàþòü

ψ -ïîõiäíi.

ßêùî N ⊂ L, òî ÷åðåç LψN ïîçíà÷àþòü ìíîæèíè ψ -iíòåãðàëiâ ôóí-

êöié ç N. Íåõàé

S0
1 =

{
φ ∈ L : ∥φ∥1 :=

∫ π

−π
|φ(t)| dt ≤ 1, φ ⊥ 1

}
i ω(t) � äîâiëüíèé ôiêñîâàíèé ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi. Òîäi

Lψ1 := LψS0
1 ,

à ÷åðåç LψH0
ω1

áóäåìî ïîçíà÷àòè ìíîæèíó ψ -iíòåãðàëiâ ôóíêöié ç

H0
ω1

=
{
φ ∈ L : ||φ(·+ t)− φ(·)||1 ≤ ω(t), φ ⊥ 1

}
.

Ñèñòåìè ÷èñåë ψ1(k) i ψ2(k), k = 0, 1, . . . , çðó÷íî ââàæàòè çíà÷åííÿìè

ïðè t = k íåïåðåðâíèõ ïðè âñiõ t ≥ 1 ôóíêöié ψ1(t) i ψ2(t), âiäïîâiäíî.

Ìíîæèíó âñiõ íåïåðåðâíèõ îïóêëèõ äîíèçó ïðè t ≥ 1 ôóíêöié ψ(t), ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

lim
t→∞

ψ(t) = 0,
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ïîçíà÷èìî M, à ÷åðåç M′ ïîçíà÷èìî ïiäìíîæèíó ôóíêöié ψ ∈ M, ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
∞∫
1

ψ(t)

t
dt <∞.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî âèâ÷åííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ïðè n→ ∞
âåëè÷èí

E(Lψ1 ;Vn,p)1 := sup
f∈Lψ1

∥ρn,p(f ; ·)∥1,

i

E(LψH0
ω1
;Vn,p)1 := sup

f∈LψH0
ω1

∥ρn,p(f ; ·)∥1,

äå

ρn,p(f ; x) := f(x)− Vn,p(f ;x),

i

Vn,p(f ;x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

k∑
i=0

Ai(f, x)

� ñóìè Âàëëå Ïóññåíà ôóíêöi¨ f.

Ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i çàëåæèòü âiä øâèäêîñòi ñïàäàííÿ äî íóëÿ

ôóíêöié ψ1(t) i ψ2(t) ïðè t→ ∞. Òîìó íàì çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíå îçíà÷åííÿ.

Ó âiäïîâiäíîñòi ç [216, c. 159] ÷åðåç η(t) = η(ψ; t) ïîçíà÷èìî ôóíêöiþ,

ÿêà ïîâ'ÿçàíà ç ψ ðiâíiñòþ

ψ(η(t)) =
1

2
ψ(t), t ≥ 1.

Çâiäñè, âíàñëiäîê ñòðîãî¨ ìîíîòîííîñòi i ñïàäàííÿ äî íóëÿ ψ, ôóíêöiÿ η(t)

äëÿ âñiõ t ≥ 1 âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî

η(t) = η(ψ; t) = ψ−1

(
1

2
ψ(t)

)
, (3.5)

äå ψ−1 � ôóíêöiÿ, îáåðíåíà äî ψ. Äàëi, êîæíié ôóíêöi¨ ψ ∈ M ïîñòàâèìî

ó âiäïîâiäíiñòü ¨¨ ìîäóëü ïiâðîçïàäó

µ(t) = µ(ψ; t) :=
t

η(t)− t
, t ≥ 1. (3.6)
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Òîäi

M0 := {ψ : ψ ∈ M, 0 < µ(ψ; t) ≤ K <∞}, (3.7)

äå K = K(ψ) = const.

Ïîêëàäåìî Θ := lim
n→∞

p
n i ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïiäðîçäiëó.

Òåîðåìà 3.1.1. Íåõàé ±ψ1 ∈ M0, ±ψ2 ∈ M′
0 := M0 ∩M′ i 0 ≤ Θ < 1 .

Òîäi ïðè n→ ∞ ñïðàâäæóþòüñÿ àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi

E(Lψ∞;Vn,p)1 =
2

π

∞∫
n

|ψ2(v)|
v

dv +
4

π2
ψ(n) ln

n

p
+O(1)ψ(n), (3.8)

E(LψH0
ω1
;Vn,p)1 = θω1

[
1

π

∣∣∣ 1∫
0

ω(
2t

n
)

∞∫
1

ψ2(nv) sin vt dv dt
∣∣∣+

+
2

π2
ψ(n) ln

n

p

π/2∫
0

ω(
2t

n
) sin t dt

]
+O(1)ψ(n)ω(

1

n
), (3.9)

äå ψ(n) =
√
ψ2
1(n) + ψ2

2(n) , θω1
∈ [12 ; 1] , ïðè÷îìó θω1

= 1 , ÿêùî ω(t) � îïó-

êëèé ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi, O(1) � âåëè÷èíè, ðiâíîìiðíî îáìåæåíi âiäíî-

ñíî n i p.

Çàóâàæåííÿ 3.1.1. Âiäçíà÷èìî, ùî àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè â ðiâíîìið-

íié ìåòðèöi îòðèìàíi ó ïðàöi [171]. Ó âèïàäêó íàáëèæåííÿ ñóìàìè Ôóð'¹

âiäïîâiäíi ðiâíîñòi â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi îäåðæàíî ó ïðàöi [231], à â ðiâ-

íîìiðíié ìåòðèöi òàêó çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàíî â [211, 212].

Ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1.1 ñïèðà¹òüñÿ íà ìåòîäè, ÿêi âèêîðèñòîâó-

âàëèñü â ðîáîòàõ [171, 211, 212] äëÿ äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè

òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi ñóì Ôóð'¹ i Âàëëå Ïóñ-

ñåíà íà êëàñàõ ψ -äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié.
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3.1.2. Iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ âåëè÷èí ρn,p(f ;x)

Âiäøòîâõóþ÷èñü âiä çîáðàæåííÿ

ρn,p(f ; x) =

∞∫
−∞

fψ(x− t

n
)ν̂n,p(t) dt+

∞∫
−∞

fψ(x− t

n
)µ̂n,p(t) dt :=

:= ρ∗n,p(f ;x) + ∆n,p(f ;x), (3.10)

äå

ν̂n,p(t) =
1

π

∞∫
0

(
ν1(v) cos vt+ ν2(v) sin vt

)
dv,

νi(p;x) :=


0, 0 ≤ x < n−p

n ,

nx−n+p
p ψi(n),

n−p
n ≤ x < 1,

ψi(nx), 1 ≤ x, i = 1, 2,

(3.11)

µ̂n,p(t) :=
1

π

∞∫
0

(
µ1(v) cos vt+ µ2(v) sin vt

)
dv,

µi(p; x) :=

0, x ∈ [0, n−pn ] ∪ (1,∞),

nx−n+p
p

[
ψi(nx)− ψi(n)

]
, x ∈ (n−pn , 1], i = 1, 2,

ÿêå áóëî îòðèìàíå â ðîáîòi [173], ïîêàæåìî, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ρn,p(f ;x) = −ψ(n)
π

∫
a/n≤|t|≤π

p

δ(x;
t

n
)
sin(nt− γn)

t
dt+

+
1

π

∫
|t|≤a/n

δ(x; t)

∞∫
n

ψ2(v) sin vt dv dt+O(1)ψ(n)ξω, (3.12)

â ÿêié: ψ(n) =
√
ψ2
1(n) + ψ2

2(n), γn = arctg ψ2(n)
ψ1(n)

i

δ(x;
t

n
) = fψ(x− t

n
), ζω = 1,
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ÿêùî f ∈ Lψ1 , òà

δ(x;
t

n
) = fψ(x− t

n
)− fψ(x), ζω = ω(

1

n− p
),

ÿêùî f ∈ LψH0
ω1
.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3.1.1. Íåõàé ±ψ1 ∈ M0, ±ψ2 ∈ M′
0 , n i p = p(n) � äîâiëüíi

íàòóðàëüíi ÷èñëà, p < n i a � áóäü-ÿêå ÷èñëî ç ïðîìiæêó (0; π].

Òîäi ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ R âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ρ∗n,p(f ; x) = −ψ1(n)

π

∫
a≤|t|≤nπ

p

δ(x;
t

n
)
sin t

t
dt+

ψ2(n)

π

∫
a≤|t|≤nπ

p

δ(x;
t

n
)
cos t

t
dt+

+

∫
|t|≤a

δ(x;
t

n
)

∞∫
1

ψ2(nv) sin vt dv dt+O(1)ψ(n)ζn,p, (3.13)

â ÿêié: ÿêùî f ∈ Lψ1 , òî

δ(x;
t

n
) = fψ(x− t

n
), ζn,p = 1;

ÿêùî f ∈ LψH0
ω1
, òî

δ(x;
t

n
) = fψ(x− t

n
)− fψ(x), ζn,p = ω(

1

n− p
);

ψ(n) =
√
ψ2
1(n) + ψ2

2(n), a O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ïî n i

p .

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè f ∈ LψH0
ω1
. Ïðè öüî-

ìó ôàêòè÷íî áóäå ðîçãëÿíóòî i âèïàäîê, êîëè f ∈ Lψ1 . Îñêiëüêè

∞∫
−∞

ν̂n,p(t) dt = 0,
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òî

ρ∗n,p(f ;x) =

∞∫
−∞

δ(x;
t

n
)ν̂n,p(t) dt =

1

π

∞∫
−∞

δ(x;
t

n
)

∞∫
0

ν1(p; v) cos vt dv dt+

+
1

π

∞∫
−∞

δ(x;
t

n
)

∞∫
0

ν2(p; v) sin vt dv dt := R(1)
n,p(f ; x) +R(2)

n,p(f ;x), (3.14)

äå

δ(x;
t

n
) =

fψ(x− t
n)− fψ(x), f ∈ LψH0

ω1
,

fψ(x− t
n), f ∈ Lψ1 .

Íåõàé a � äåÿêå ÷èñëî, 0 < a ≤ π. Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, ç óðà-

õóâàííÿì ðiâíîñòi (3.11) i âèêîíóþ÷è åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, îäåðæó¹ìî

R(1)
n,p(f ;x) =

ψ1(n)

π

∫
a≤|t|≤nπ

p

δ(x;
t

n
)
n

p

cos t− cos n−pn t

t2
dt+ bψ1

n,p(a; f ;x), (3.15)

äå

bψ1
n,p(a; f ;x) =

ψ1(n)

π

∫
|t|≤a

δ(x;
t

n
)
n

p

cos t− cos n−pn t

t2
dt+

+
ψ1(n)

π

∫
|t|≥nπ

p

δ(x;
t

n
)
n

p

cos t− cos n−pn t

t2
dt− n

π

∞∫
−∞

δ(x;
t

n
)

∞∫
1

ψ′
1(nv)

sin vt

t
dv dt.

(3.16)

Àíàëîãi÷íî

R(2)
n,p(f ;x) =

ψ2(n)

π

∫
a≤|t|≤nπ

p

δ(x;
t

n
)
n

p

sin t− sin n−p
n t

t2
dt+

+
1

π

∫
|t|≤a

∞∫
1

ψ2(nv) sin vt dv dt+ bψ2
n,p(a; f ;x), (3.17)
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äå

bψ2
n,p(a; f ;x) =

ψ2(n)

π

∫
|t|≤a

δ(x;
t

n
)

[
− cos t

t
+
n

p

sin t− sin n−p
n t

t2

]
dt+

+
ψ2(n)

π

∫
|t|≥nπ

p

δ(x;
t

n
)
n

p

sin t− sin n−p
n t

t2
dt+

∫
|t|≥a

δ(x;
t

n
)
n

π

∞∫
1

ψ′
2(nv)

cos vt

t
dv dt.

(3.18)

Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ LψH0
ω1
, äîâiëüíèõ

íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n i p , p < n, ìàéæå â êîæíié òî÷öi x ∈ R ìà¹ ìiñöå

íåðiâíiñòü ∥∥bψ1
n,p(a; f ; ·)

∥∥
1
≤ K|ψ1(n)|ω(

1

n− p
). (3.19)

Äiéñíî, îñêiëüêè∣∣∣n
p

cos t− cos n−pn t

t2

∣∣∣ ≤ 1, ∀t ∈ R, n, p ∈ N,

òî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ LψH0
ω1

îòðèìó¹ìî

∥∥∥ψ1(n)

π

∫
|t|≤a

δ(x;
t

n
)
n

p

cos t− cos n−pn t

t2
dt
∥∥∥
1
≤ K|ψ1(n)|ω(

1

n
). (3.20)

Äëÿ îöiíêè äðóãîãî äîäàíêó iç ñïiââiäíîøåííÿ (3.16) áóäåìî âèêîðèñòî-

âóâàòè íàñòóïíå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ ç êíèãè [216, c. 212].

Ëåìà 3.1.2. Íåõàé φ(t) � ñóìîâíà íà ìíîæèíi I ôóíêöiÿ. Òîäi, ÿêùî

I = {x : b ≤ x ≤ d} i xk, k = 1, 2, . . . , N, b ≤ x1 < x2 < . . . < xN < d �

äåÿêèé íàáið òî÷îê, äëÿ ÿêèõ∫ xk+1

xk

φ(t) dt = 0, xk, k = 1, 2, . . . , N − 1, (3.21)

φ > 0 (φ < 0) ìàéæå ñêðiçü íà (xk; ck), φ < 0 (φ > 0) ìàéæå ñêðiçü íà
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(ck; xk+1), ck ∈ (xk;xk+1), òî ∀f ∈ H0
ω1∥∥∥ ∫ d

b

f(t)φ(t) dt
∥∥∥
1
≤
∥∥∥∫ x1

b

f(x+ t)φ(t) dt
∥∥∥
1
+

+
ω(∆)

2

∫ xN

x1

|φ(t)| dt+
∥∥∥ ∫ d

xN

f(x+ t)φ(t) dt
∥∥∥
1
.

ßêùî I = {x : x ≥ b} , a xk, k = 1, 2, . . . , b ≤ x1 < x2 < . . . � äåÿêèé

íàáið òî÷îê, äëÿ ÿêèõ óìîâà (3.21) âèêîíàíà äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî

k, òî ∀f ∈ H0
ω1∥∥∥∫ ∞

b

f(t)φ(t) dt
∥∥∥
1
≤
∥∥∥ ∫ x1

b

f(x+ t)φ(t) dt
∥∥∥
1
+ ω(∆)

∫ ∞

x1

|φ(t)| dt.

Ïðè öüîìó ∆ = sup
k
(xk+1 − xk) .

Íåõàé

In,p(f ;x; β) :=

∞∫
nπ
p

δ(x;
t

n
)
n

p

cos
(
t− βπ

2

)
− cos

(
n−p
n t− βπ

2

)
t2

dt.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ

φ1(t) =
cos
(
t− βπ

2

)
t2

íà ïðîìiæêàõ (sk; sk+1), sk =
π
2 (2k + 1 + β), k = 0, 1, . . . , çáåðiãà¹ ñâié çíàê,

÷åðãóþ÷è éîãî ç êîæíîþ çìiíîþ íîìåðà k i ïðè öüîìó ÷èñëà

αk =

∫ sk+1

sk

φ(t) dt

ñòðîãî ñïàäàþòü çi çáiëüøåííÿì íîìåðà k, òî òî ôóíêöiÿ

Φ1(x) =

∞∫
x

cos
(
t− βπ

2

)
t2

dt,

íà êîæíîìó ïðîìiæêó (sk; sk+1), sk =
π
2 (2k + 1+ β), k = 0, 1, . . . , áóäå ìàòè

¹äèíèé ïðîñòèé íóëü x
(1)
k . Íåõàé x

(1)
k′ � íàéáëèæ÷èé ïðàâîðó÷ âiä òî÷êè

t = nπ
p òàêèé íóëü. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ φ1(t) çàäîâîëüíÿ¹ âñi óìîâè
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ëåìè 3.1.2.

Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî ôóíêöiÿ

Φ2(x) =

∞∫
x

cos
(
n−p
n t− βπ

2

)
t2

dt, p < n,

íà êîæíîìó ïðîìiæêó (tk; tk+1) , tk = π
2

(
n
n−p(2k + 1) + β

)
, k = 0, 1, . . . , áó-

äå ìàòè ¹äèíèé ïðîñòèé íóëü x(2)k , à ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ � çàäîâîëüíÿòè

âñi óìîâè ëåìè 3.1.2. Ïîçíà÷èâøè ÷åðåç x(2)k′′ íàéáëèæ÷èé ïðàâîðó÷ âiä òî÷êè

t = nπ
p òàêèé íóëü, çàñòîñó¹ìî ëåìó 3.1.2 â ÷àñòèíi, ùî ñòîñó¹òüñÿ íåñêií÷åí-

íîãî ïðîìiæêó iíòåãðóâàííÿ ïðè b = nπ
p . Îòðèìó¹ìî

∥In,p(f ; x; β)∥1 ≤
n

p

(∥∥∥∥
x
(1)

k′∫
nπ
p

δ(x;
t

n
)
cos
(
t− βπ

2

)
t2

dt

∥∥∥∥
1

+

+
1

2
ω(

△1

n
)

∞∫
x
(1)

k′

∣∣∣∣cos
(
t− βπ

2

)
t2

∣∣∣∣ dt+ ∥∥∥∥
x
(2)

k′′∫
nπ
p

δ(x;
t

n
)
cos
(
n−p
n t− βπ

2

)
t2

dt

∥∥∥∥
1

+

+
1

2
ω
(△2

n

) ∞∫
x
(2)

k′′

∣∣∣∣cos
(
n−p
n t− βπ

2

)
t2

∣∣∣ dt) ≤

äå

∆1 := max
(
x
(1)
k+1 − x

(1)
k

)
< 2π, x

(1)
k′ − nπ

p
< 2π,

i

∆2 := max
(
x
(2)
k+1 − x

(2)
k

)
<

2πn

n− p
, x

(2)
k′′ −

nπ

p
<

2πn

n− p
.

Çâiäñè, âèêîíóþ÷è åëåìåíòàðíi îöiíêè i âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü

p

n
ω(

1

p
) ≤ 2ω(

1

n
), (3.22)

ÿêà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi ω(t) i äîâiëüíèõ
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íàòóðàëüíèõ ÷èñåë p i n, p ≤ n, çíàõîäèìî

∥In,p(f ;x; β)∥1 ≤ Kω(
1

n− p
).

Çðîçóìiëî, ùî àíàëîãi÷íà îöiíêà áóäå âèêîíóâàòèñü i äëÿ âiä'¹ìíèõ t, îòæå

îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî∥∥∥∥ ∫
|t|≥nπ

p

δ(x;
t

n
)
n

p

cos
(
t− βπ

2

)
− cos

(
n−p
n t− βπ

2

)
t2

dt

∥∥∥∥
1

≤ Kω(
1

n− p
). (3.23)

Ïîêëàâøè ó ñïiââiäíîøåííi (3.23) β = 0 , îäåðæó¹ìî îöiíêó∥∥∥∥ψ1(n)

π

∫
|t|≥nπ

p

δ(x;
t

n
)
n

p

cos t− cos n−pn t

t2
dt

∥∥∥∥
1

≤ K|ψ1(n)|ω(
1

n− p
),

ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ LψH0
ω1
, äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ

÷èñåë n i p, p < n, ìàéæå â êîæíié òî÷öi x ∈ R.
Îòæå, äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ îöiíêè (3.19) çàëèøà¹òüñÿ ïåðåêîíà-

òèñÿ, ùî

∥∥∥∥nπ
∞∫

−∞

δ(x;
t

n
)

∞∫
1

ψ′
1(nv)

sin vt

t
dv dt

∥∥∥∥
1

≤ K|ψ1(n)|ω(
1

n
). (3.24)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ

Φ3(x) =

∞∫
x

1

t

∞∫
1

ψ′
1(nv) sin vtdv,

íà êîæíîìó ïðîìiæêó (xk;xk+1), k = 0, 1, 2, . . . , äå xk � íóëi iíòåãðàëüíîãî

ñèíóñà, çàíóìåðîâàíi ó çðîñòàþ÷îìó ïîðÿäêó, ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ íóëü â äåÿêié

òî÷öi x̄k

kπ + π/2 < x̄k < (k + 1)π + 2π/3,

(äèâ. ïðîïîçèöiþ V.4.1 ç ìîíîãðàôi¨ [216, c. 224]), òî çíîâó çàñòîñîâóþ÷è ëåìó
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3.1.2, îòðèìó¹ìî

∥∥∥∥ nπ
∞∫
0

δ(x;
t

n
)
1

t

∞∫
1

ψ′
1(nv) sin vt dv dt

∥∥∥∥
1

≤ n

π

∥∥∥∥
x1∫
0

δ(x;
t

n
)
1

t

∞∫
1

ψ′
1(nv) sin vt dv dt

∥∥∥∥
1

+

+
n

2π
ω(

∆

n
)

∞∫
x1

∣∣∣∣1t
∞∫
1

ψ′
1(nv) sin vt dv

∣∣∣∣ dt, (3.25)

äå

π + π/2 < x1 < 2π + 2π/3, ∆ = sup
k∈N

(xk+1 − xk) ≤ π.

Çðîçóìiëî, ùî àíàëîãi÷íà îöiíêà áóäå âèêîíóâàòèñü i äëÿ iíòåãðàëà ïî

ïðîìiæêó t < 0. Áåðó÷è äî óâàãè öåé ôàêò, à òàêîæ âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâ-

íiñòü ∞∫
0

∣∣∣∣1t
∞∫
1

ψ′
1(nv) sin vt dv

∣∣∣∣ ≤ Kψ1(n),

îäåðæàíó â êíèçi [216, c. 223]) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ1 ∈ M0, ïåðåêîíó¹ìîñÿ

â ñïðàâåäëèâîñòi (3.24).

Àíàëiçóþ÷è õiä äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (3.19), áà÷èìî, ùî ó âèïàäêó,

êîëè ôóíêöiÿ f ∈ Lψ1 äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n i p, p < n, ìàéæå

âñþäè íà R ìà¹ ìiñöå îöiíêà∥∥bψ1
n,p(a; f ; ·)

∥∥
1
≤ K|ψ1(n)|. (3.26)

Îäåðæèìî òåïåð îöiíêó äëÿ âåëè÷èíè bψ2
n,p(a; f ;x) çi ñïiââiäíîøåííÿ

(3.18). Âèêîíóþ÷è åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìó¹ìî∫
|t|≤a

δ(x;
t

n
)

[
− cos t

t
+
n

p

sin t− sin n−p
n t

t2

]
dt =

=

∫
|t|≤a

δ(x;
t

n
)

[
cos t

n
p sin

p
nt− t

t2
+ sin t

p
2n sin

2 p
2nt

t2

]
dt. (3.27)
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Îñêiëüêè ôóíêöi¨

yn,p(t) =
n

p

sin p
nt− t

t2
i gn,p(t) =

p
2n sin

2 p
2nt

t2

îáìåæåíi îäèíèöåþ íà âiäðiçêó [−a; a], 0 < a ≤ π, i fψ ∈ H0
ω1
, òî çi ñïiââiä-

íîøåííÿ (3.27) âèïëèâà¹, ùî∥∥∥∥ ∫
|t|≤a

δ(x;
t

n
)

[
− cos t

t
+
n

p

sin t− sin n−p
n t

t2

]
dt

∥∥∥∥
1

≤ 4aω(
a

n
) ≤ Kω(

1

n
). (3.28)

Ñêîðèñòàâøèñü ìiðêóâàííÿìè, çàñòîñîâàíèìè äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi

(3.24), ç óðàõóâàííÿì ïðîïîçèöi¨ V.4.2 i îöiíêè

n

π

∞∫
a

∣∣∣∣
∞∫
1

ψ′
2(nv)

cos vt

t
dv

∣∣∣∣dt ≤ Kψ2(n),

ç êíèãè [216, c. 227�228], îòðèìó¹ìî

∥∥∥∥ ∫
|t|≥a

δ(x;
t

n
)
n

π

∞∫
1

ψ′
2(nv)

cos vt

t
dv dt

∥∥∥∥
1

≤ K|ψ2(n)|ω(
1

n
), (3.29)

Ïîêëàäàþ÷è òåïåð β = 1 ó íåðiâíîñòi (3.23), à òàêîæ áåðó÷è äî óâàãè

îöiíêè (3.28) i (3.29) íà îñíîâi ñïiââiäíîøåííÿ (3.18) äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨

f ∈ LψH0
ω1
, ±ψ2 ∈ M′

0 , îòðèìó¹ìî

∥bψ2
n,p(a; f ; ·)∥1 ≤ K|ψ2(n)|ω(

1

n
). (3.30)

Çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó, êîëè f ∈ Lψ1 äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ n i

p, p < n, ìàéæå â êîæíié òî÷öi x ∈ R âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥bψ2
n,p(a; f ; ·)∥1 ≤ K|ψ2(n)|. (3.31)
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Íåõàé

Jn,p(f ;x; a; β) :=

∫
a≤|t|≤nπ

p

δ(x;
t

n
)
n

p

cos(t− βπ
2 )− cos(n−pn t− βπ

2 )

t2
dt =

= −
∫

a≤|t|≤nπ
p

δ(x;
t

n
)
sin
(
t− βπ

2

)
t

dt+

∫
a≤|t|≤nπ

p

δ(x;
t

n
)

[
sin
(
t− βπ

2

)t− n
p sin

p
nt

t2
+

+cos
(
t− βπ

2

) 2np sin2 p
2nt

t2

]
dt. (3.32)

Áåðó÷è äî óâàãè äîáðå âiäîìó íåðiâíiñòü

tg x ≥ x, ∀x ∈ [0;
π

2
),

ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ïîõiäíà

y′n,p(t) = 2 cos
p

2n
t

2n
p sin p

2nt− t cos p
2nt

t3

ôóíêöi¨

yn,p(t) =
t− n

p sin
p
nt

t2

íà iíòåðâàëi (a; nπp ) äîäàòíà, îòæå ôóíêöiÿ yn,p(t) íà âêàçàíîìó iíòåðâàëi

ìîíîòîííî çðîñòà¹. Öåé ôàêò äîçâîëÿ¹ ñêîðèñòàòèñÿ ïðîïîçèöi¹þ V.1.1 ç ìî-

íîãðàôi¨ [216, 207], ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ

Φβ
1 (x) =

x∫
a

sin

(
t− βπ

2

)
t− n

p sin
p
nt

t2
dt

íà êîæíîìó ïðîìiæêó [αk;αk+1), k = k0, k0+1, . . . ,m , äå αk � íóëi ôóíêöi¨

sin
(
t − βπ

2

)
, αk0 < a < αk0+1, αm < nπ

p < αm+1 , áóäå ìàòè íóëü xk , ùî äà¹

ïðàâî íàì çíîâó ñêîðèñòàòèñü ëåìîþ 3.1.2. Çàñòîñîâóþ÷è öþ ëåìó, âèêîíóþ÷è

åëåìåíòàðíi îöiíêè ç óðàõóâàííÿì íåðiâíîñòi (3.22) çíàõîäèìî

∥∥∥∥
nπ
p∫

a

δ(x;
t

n
) sin

(
t− βπ

2

) t− n
p sin

p
nt

t2
dt

∥∥∥∥
1

≤ Kω(
1

n
). (3.33)
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Àíàëîãi÷íî, áåðó÷è äî óâàãè ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨

gn,p(t) =

2n
p sin2 p

2nt

t2

íà iíòåðâàëi (a; nπp ), îòðèìó¹ìî

∥∥∥∥
nπ
p∫

a

δ(x;
t

n
) cos

(
t− βπ

2

) 2n
p sin2 p

2nt

t2
dt

∥∥∥∥
1

≤ Kω(
1

n
). (3.34)

Ñïiâñòàâëåííÿ ñïiââiäíîøåíü (3.33), (3.34) i ¨ì àíàëîãi÷íèõ äëÿ

âiä`¹ìíèõ t äîçâîëÿ¹ ñòâåðäæóâàòè, ùî ∀f ∈ LψH0
ω1
, äîâiëüíèõ íàòóðàëü-

íèõ ÷èñåë n i p, p < n, ìàéæå â êîæíié òî÷öi x ∈ R âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Jn,p(f ;x; a; β) = −
∫

a≤|t|≤nπ
p

δ(x;
t

n
)
sin(t− βπ

2 )

t
dt+O(1)ω(

1

n
). (3.35)

ßêùî æ f ∈ Lψ1 , òî

Jn,p(f ;x; a; β) = −
∫

a≤|t|≤nπ
p

δ(x;
t

n
)
sin(t− βπ

2 )

t
dt+O(1). (3.36)

Ïîêëàäàþ÷è ó ñïiââiäíîøåííÿõ (3.35) i (3.36) ïî ÷åðçi β = 0 , β = 1 ,

ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòåé (3.14), (3.15), (3.17) i îöiíîê (3.19), (3.26), (3.30) �

(3.31) òà (3.35) � (3.36), îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (3.13).

Ëåìó äîâåäåíî.

Âiäçíà÷èìî, íàðåøòi, ùî íåîáõiäíà íàì îöiíêà âåëè÷èíè ∆n,p(f ;x) iç

ñïiââiäíîøåííÿ (3.10) íà êëàñàõ f ∈ Lψ1 i f ∈ LψH0
ω1

áóëà îòðèìàíà â ðîáîòi

[173]: ÿêùî f ∈ Lψ1 , òî

∥∆n,p(f ; ·)∥1 ≤ K
2∑
i=1

|ψi(n− p)− ψi(n)|; (3.37)
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ÿêùî æ f ∈ LψH0
ω1
, òî

∥∆n,p(f ; ·)∥1 ≤ Kω(
1

n− p
)

2∑
i=1

|ψi(n− p)− ψi(n)|. (3.38)

Ñïiâñòàâëåííÿ ñïiââiäíîøåíü (3.10), (3.13) òà (3.37) � (3.38) ïåðåêîíó¹

íàñ â ñïðàâåäëèâîñòi (3.12).

Ç ìåòîþ ïîäàëüøîãî ñïðîùåííÿ iíòåãðàëüíîãî çîáðàæåííÿ (3.12) ïî-

êëàäåìî

xk = (kπ + γn)/n, tk = xk −
π

2n
, k = 0,±1,±2, . . . , n ∈ N (3.39)

i âèáåðåìî ÷èñëà ki, i = 0, 3 ç óìîâ

tk0−1 <
a

n
≤ tk0, tk1 ≤

π

p
< tk1+1, (3.40)

tk2 ≤ −a
n
< tk2+1, tk3−1 < −π

p
≤ tk3. (3.41)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

ln,p(t) = xk, t ∈ [tk; tk+1],

k = k3, k3 + 1, . . . , k2 − 1, k0, k0 + 1, . . . , k1 − 1. (3.42)

Îñêiëüêè ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

nπ
p∫

a

δ(x;
t

n
)
sin(t− γn)

t
dt =

tk1∫
tk0

δ(x;
t

n
)
sin(nt− γn)

ln,p(t)
dt =

= (

tk0∫
a

+

nπ
p∫

tk1

)δ(x;
t

n
)
sin(nt− γn)

ln,p(t)
dt+

tk1∫
tk0

δ(x;
t

n
)
ln,p(t)− t

tln,p(t)
sin(nt− γn) dt

à òàêîæ ¨é àíàëîãi÷íà äëÿ t < 0, i ïðè öüîìó ôóíêöiÿ

rn,p(t) :=
ln,p(t)− t

tln,p(t)
sin(nt− γn)
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íà ïðîìiæêàõ (tk; tk+1), k = k3, k3+1, . . . , k2− 1, k0, k0+1, . . . , k1− 1, çáåðiãà¹

çíàê, ÷åðãóþ÷è éîãî ç êîæíîþ çìiíîþ íîìåðà k, à ÷èñëà

dk =

∫ tk+1

tk

rn,p(t)dt

ñïàäàþòü çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ, òî çíîâó çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 3.1.2, âè-

êîíóþ÷è åëåìåíòàðíi îöiíêè i âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

ψ(n− p) ≤ Kψ(n), ω(
1

n− p
) ≤ Kω(

1

n
),

ÿêi âèêîíóþòüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ M0 ÿêùî 0 ≤ Θ < 1, îòðèìó¹ìî

òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3.1.3. Íåõàé ±ψ1 ∈ M0, ±ψ2 ∈ M′
0, 0 ≤ Θ < 1 i a � äîâiëüíå

÷èñëî ç ïðîìiæêó (0; π/2]. Òîäi:

ÿêùî f ∈ Lψ1 , òî ìàéæå â êîæíié òî÷öi x ∈ R âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ρn,p(f ;x) = −ψ(n)
π

∫
(tk3 ;tk2)∪(tk0 ;tk1)

fψ(x− t)
sin(nt− γn)

ln,p(t)
dt+

+
1

π

∫
|t|≤a/n

fψ(x− t)

∞∫
n

ψ2(v) sin vt dv dt+O(1)ψ(n); (3.43)

ÿêùî f ∈ LψH0
ω1
, òî ìàéæå â êîæíié òî÷öi x ∈ R âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü

ρn,p(f ;x) = −ψ(n)
π

∫
(tk3 ;tk2)∪(tk0 ;tk1)

(fψ(x− t)− fψ(x))
sin(nt− γn)

ln,p(t)
dt+

+
1

π

∫
|t|≤a/n

(fψ(x− t)− fψ(x))

∞∫
n

ψ2(v) sin vt dv dt+

+O(1)ψ(n)ω(
1

n
). (3.44)
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Â ðiâíîñòÿõ (3.43) òà (3.44)

ψ(n) =
√
ψ2
1(n) + ψ2

2(n), γn = arctg
ψ2(n)

ψ1(n)
,

÷èñëà tki, i = 0, 3, âèçíà÷åíi ñïiââiäíîøåííÿì (3.39) � (3.41), ln,p(t) � ôóí-

êöiÿ ç (3.42) i O(1) � âåëè÷èíè, ùî íå çàëåæàòü âiä n, p i f.

3.1.3. Àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi äëÿ âåëè÷èí E(Lψ1 ;Vn,p)1 i
E(LψH0

ω1
;Vn,p)1

Îòðèìà¹ìî òåïåð àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ

âiäõèëåíü â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi ñóì Âàëëå Ïóññåíà íà êëàñàõ ψ -

äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1.1. Ìà¹ìî

E(Lψ1 ;Vn,p)1 = sup
φ∈S0

1

∥∥∥∥− ψ(n)

π

∫
(tk3 ;tk2)∪(tk0 ;tk1)

fψ(x− t)
sin(nt− γn)

l
(1)
n,p(t)

dt+

+
1

π

∫
|t|≤a/n

fψ(x− t)

∞∫
n

ψ2(v) sin vt dv dt

∥∥∥∥∥
1

+O(1)ψ(n) ≤

≤ ψ(n)

π

∫
(tk3 ;tk2)∪(tk0 ;tk1)

∣∣∣∣sin(nt− γn)

l
(1)
n,p(t)

∣∣∣∣ dt+

+
1

π

∫
|t|≤a/n

∣∣∣∣
∞∫
n

ψ2(v) sin vt dv

∣∣∣∣ dt+O(1)ψ(n). (3.45)

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ó ñïiââiäíîøåííi (3.45) ñòðîãî¨ íåðiâíîñòi áóòè íå

ìîæå. Äëÿ öüîãî áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêå òâåðäæåííÿ ç [216, 254].

Ëåìà 3.1.4. Íåõàé ôóíêöiÿ K(t) ∈ L(−π;π) i K(−π) = K(π). Òîäi

E(K) = sup
φ∈S0

1

∥∥∥ ∫ π

−π
φ(x− t)K(t) dt

∥∥∥
1
≥ 1

2
max
|h|≤π

∥K∗(x)−K∗(x+ h)∥1,

äå K∗(·) � 2π -ïåðiîäè÷íå ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ K(t).
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Ïîêëàäåìî

K(t) = Kn,p(t) =


ψ(n)
π

∣∣∣ sin(nt−γn)
l
(1)
n,p(t)

∣∣∣, t ∈ (tk3; tk2) ∪ (tk0; tk1),

1
π

∞∫
n

ψ2(v) sin vt dv, |t| ≤ a/n,

0, t ∈ [−π;π]\en,p,

äå en,p = (tk3; tk2) ∪ (tk0; tk1) ∪ [−a/n; a/n] , i íåõàé K∗(t) � 2π -ïåðiîäè÷íå

ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ K(t).

Òîäi, áåðó÷è äî óâàãè ëåìó 3.1.4, îäåðæó¹ìî

E(Lψ1 ;Vn,p)1 ≥
1

2
∥K∗(t)−K∗(t+

π

n
)∥+O(1)ψ(n) =

=
ψ(n)

π

∫
(tk3 ;tk2)∪(tk0 ;tk1)

∣∣∣sin(nt− γn)

l
(1)
n,p(t)

∣∣∣ dt+
+
1

π

∫
|t|≤a/n

∣∣∣ ∞∫
n

ψ2(v) sin vt dv
∣∣∣ dt+O(1)ψ(n).

Îòæå, äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ôîðìóëè (3.8) çàëèøèëîñÿ ñêîðèñòà-

òèñÿ ðiâíîñòÿìè ∫
(tk3 ;tk2)∪(tk0 ;tk1)

∣∣∣sin(nt− γn)

ln,p(t)

∣∣∣ dt = 4

π
ln
n

p
+O(1), (3.46)

1

π

∫
|t|≤a/n

∣∣∣ ∞∫
n

ψ2(v) sin vt dv
∣∣∣ dt = 2

π

∞∫
n

|ψ2(t)|
t

dt+O(1)ψ2(n), (3.47)

îòðèìàíèìè â ðîáîòàõ [173] i [216, c. 236], âiäïîâiäíî.

Äëÿ äîâåäåííÿ ôîðìóëè (3.9) áóäåìî âèõîäèòè ç ðiâíîñòi (3.44). Çàóâà-

æèâøè, ùî

tk+1∫
tk

sin(nt− γn)

ln,p(t)
dt = 0,

∫
|t|≤a/n

∞∫
n

ψ2(v) sin vt dv dt = 0 (3.48)
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íà ïiäñòàâi (3.44), çíàõîäèìî

E(LψH0
ω1
;Vn,p)1 ≤ sup

φ∈H0
ω1

∥∥∥1
π

∫
|t|≤a/n

φ(x− t)

∞∫
n

ψ2(v) sin vt dv dt
∥∥∥
1
+

+
ψ(n)

π

(k2−1∑
k=k3

1

|xk|
sup
φ∈H0

ω1

∥∥∥ tk+1∫
tk

φ(x− t) sin(nt− γn) dt
∥∥∥
1
+

+

k1−1∑
k=k0

1

xk
sup
φ∈H0

ω1

∥∥∥ tk+1∫
tk

φ(x− t) sin(nt− γn) dt
∥∥∥
1

)
+

+O(1)ψ(n)ω(1/n). (3.49)

Áåðó÷è äî óâàãè ðiâíîñòi (3.39), ∀φ ∈ H0
ω1

çíàõîäèìî

∥∥∥1
π

∫
|t|≤a/n

φ(x− t)

∞∫
n

ψ2(v) sin vt dv dt
∥∥∥
1
≤

≤ 1

π

∣∣∣ a/n∫
0

ω(2t)

∞∫
n

ψ2(v) sin vt dv dt
∣∣∣ (3.50)

i

sup
φ∈H0

ω1

∥∥∥ tk+1∫
tk

φ(x− t) sin(nt− γn) dt
∥∥∥
1
≤

≤
π/2n∫
0

ω(2t) sinnt dt. (3.51)

Òîìó, çãiäíî çi ñïiââiäíîøåííÿìè (3.48) � (3.51),

E(LψH0
ω1
;Vn,p)1 ≤

1

π

∣∣∣ a/n∫
0

ω(2t)

∞∫
n

ψ2(v) sin vt dv dt
∣∣∣+
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+
ψ(n)

π

π/2n∫
0

ω(2t) sinnt dt
(k2−1∑
k=k3

1

|xk|
+

k1−1∑
k=k0

1

xk

)
+

+O(1)ψ(n)ω(1/n). (3.52)

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ó âèïàäêó, êîëè ω(t) � îïóêëèé ìîäóëü íåïåðåðâ-

íîñòi, ñïiââiäíîøåííÿ (3.52) ñòà¹ ðiâíiñòþ. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî

ó êëàñi H0
ω1

çíàéäåòüñÿ ôóíêöiÿ φ∗(t) = φ∗
ω(t), äëÿ ÿêî¨

∥∥∥ π∫
−π

φ∗(x− t)K(t)
∥∥∥
1
=

1

π

∣∣∣ a/n∫
0

ω(2t)

∞∫
n

ψ2(v) sin vt dv dt
∣∣∣+

ψ(n)

π

π/2n∫
0

ω(2t) sinnt dt
( k2−1∑
k=k3

1

|xk|
+

k1−1∑
k=k0

1

xk

)
+

+O(1)ψ(n)ω(1/n). (3.53)

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè åêñòðåìàëüíó ôóíêöiþ φ∗(t) ∈ H0
ω1
, ïîáóäî-

âàíó â [216, c. 258]. Ïîêëàäåìî

φ1(t) =


1
4ω(2t), t ∈ [0; π

2n),

−1
4ω(2|t|), t ∈ (− π

2n ; 0],

0 π
2n ≤ |t| ≤ π,

i ÷åðåç φ2(t) ïîçíà÷èìî 2π -ïåðiîäè÷íå ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ φ1(t). Øóêàíà

ôóíêöiÿ φ∗(t) òîäi áóäå çàäàíà ðiâíiñòþ φ∗(t) = φ′
2(t)− ω(π/n)/2.

Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (3.52).

Íåõàé

Φ(x) =

π∫
−π

φ∗(x− t)K(t) dt.

Íà ïðîìiæêàõ (−π; tk3−π/2n), (xk2;−(a/n+π/2n)), (a/n+π/2n; tk0−π/2n)
òà (xk1;π) ôóíêöiÿ Φ(x) òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ; íà ïðîìiæêàõ

(tk3−π/2n;xk3), (xk3;xk3+1), . . . , (xk2; xk2+1), i íà ïðîìiæêàõ (tk0−π/2n; xk0),
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(xk0;xk0+1), . . . , (xk1−1;xk1) ôóíêöiÿ Φ(x) çáåðiãà¹ çíàê, çìiíþþ÷è éîãî ïî-

÷åðãîâî. Íà ïðîìiæêàõ (−(a/n+π/2n); 0) é (0; a/n+π/2n) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

sign Φ(x) = sign K(x).

Áåðó÷è äî óâàãè öþ iíôîðìàöiþ i âèêîíóþ÷è íåîáõiäíi ðîçðàõóíêè, ïðèõî-

äèìî äî ñïiââiäíîøåííÿ (3.53).

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ω(t) � îïóêëèé ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi, òî ñïiââiä-

íîøåííÿ (3.51) ¹ ðiâíiñòþ. ßêùî æ ω(t) � äîâiëüíèé ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi,

òî ÿê äîáðå âiäîìî, ñïiââiäíîøåííÿ (3.51) áóäå ðiâíiñòþ, ÿêùî éîãî ïðàâó

÷àñòèíó ïîìíîæèòè íà äåÿêó âåëè÷èíó θω1
∈ [1/2; 1].

Òåîðåìó äîâåäåíî.

3.1.4. Íàñëiäêè ç òåîðåìè 3.1.1

ßêùî êîìïîíåíòè ψ1(k) i ψ2(k) ïiäiáðàíi âiäïîâiäíî äî ðiâíîñòåé

ψ1(k) = ψ(k) cos
βπ

2
, ψ2(k) = ψ(k) sin

βπ

2
, β ∈ R, (3.54)

òî ïîíÿòòÿ ψ -ïîõiäíî¨ (äèâ. îçíà÷åííÿ 3.1.2) çáiãà¹òüñÿ ç ïîíÿòòÿì (ψ; β) -

ïîõiäíî¨ [204, c. 25].

Îçíà÷åííÿ 3.1.3. Íåõàé f ∈ L i (3.1) � ¨¨ ðÿä Ôóð'¹. Íåõàé äàëi ψ(k)

� äîâiëüíà ôóíêöiÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòó i β ∈ R . Ïðèïóñòèìî, ùî ðÿä

∞∑
k=1

1

ψ(k)

(
ak(f) cos

(
kx+

βπ

2

)
+ bk(f) sin

(
kx+

βπ

2

))
=

=
∞∑
k=1

cos β π2
ψ(k)

Ak(f ;x)−
sin β π2
ψ(k)

Ãk(f ;x) (3.55)

¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ ç L. Öþ ôóíêöiþ ïîçíà÷àþòü ÷åðåç fψβ (·) (àáî

(Dψ
β f)(·) ) i íàçèâàþòü (ψ; β) -ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f(·), à ìíîæèíó ôóíêöié

f(·), ùî çàäîâîëüíÿþòü òàêó óìîâó, ïîçíà÷àþòü ÷åðåç Lψβ .

Ïîçíà÷èâøè ÷åðåç Lψβ,1 := LψβS
0
1 i LψβH

0
ω1

êëàñè (ψ; β) -

äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié, (ψ; β) -ïîõiäíi ÿêèõ íàëåæàòü äî ìíîæèí
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S0
1 i H0

ω1
âiäïîâiäíî, ç òåîðåìè 3.1.1 îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 3.1.1. Íåõàé ±ψ ∈ M′
0, β ∈ R i 0 ≤ Θ < 1 .

Òîäi ïðè n→ ∞ ñïðàâäæóþòüñÿ àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi

E(Lψβ,1;Vn,p)1 =
2| sin βπ

2 |
π

∞∫
n

|ψ(v)|
v

dv +
4

π2
ψ(n) ln

n

p
+O(1)ψ(n), (3.56)

E(LψβH
0
ω1
;Vn,p)1 = θω1

[ | sin βπ
2 |

π

∣∣∣ 1∫
0

ω(
2t

n
)

∞∫
1

ψ(nv) sin vt dv dt
∣∣∣+

+
2

π2
ψ(n) ln

n

p

π/2∫
0

ω(
2t

n
) sin t dt

]
+O(1)ψ(n)ω(

1

n
), (3.57)

θω1
∈ [12 ; 1] , ïðè÷îìó θω1

= 1 , ÿêùî ω(t) � îïóêëèé ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi,

O(1) � âåëè÷èíè, ðiâíîìiðíî îáìåæåíi âiäíîñíî n i p.

Íåõàé

MC = {ψ ∈ M : 0 < K1 ≤ µ(ψ; t) ≤ K2 <∞} ,

äå K1 = K1(ψ) = const, K2 = K2(ψ) = const , µ(ψ; t) � ôóíêöiÿ çi ñïiââiä-

íîøåííÿ (3.6).

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ MC [216]

∞∫
n

ψ(t)

t
dt = O(1)ψ(n), n→ ∞, (3.58)

òî ç òåîðåìè 3.1.1 îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 3.1.2. Íåõàé ±ψ1 ∈ M0, ±ψ2 ∈ MC i 0 ≤ Θ < 1. Òîäi ïðè

n→ ∞

E(Lψ∞;Vn,p)1 =
4

π2
ψ(n) ln

n

p
+O(1)ψ(n), (3.59)
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E(LψH0
ω1
;Vn,p)1 =

2θω1

π2
ψ(n) ln

n

p

π
2∫

0

ω(
2t

n
) sin t dt+O(1)ψ(n)ω(

1

n
), (3.60)

äå ψ(n) =
√
ψ2
1(n) + ψ2

2(n) , θω1
∈ [1/2; 1] , ïðè÷îìó θω1

= 1 , ÿêùî ω(t) �

îïóêëèé ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi.

ßêùî Θ = 0 , òî ðiâíîñòi (3.59) i (3.60) äàþòü ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî äëÿ ñóì Âàëëå Ïóññåíà íà êëàñàõ Lψ∞ i LψH0
ω1

âiäïîâiäíî.

Çàóâàæèìî, ùî â äåÿêèõ âèïàäêàõ ó ôîðìóëàõ (3.8) i (3.9) (à òàêîæ,

ó ôîðìóëàõ (3.56) i (3.57)), íà âiäìiíó âiä ðiâíîñòåé (3.59) i (3.60), ãîëîâíèì

÷ëåíîì ïðàâî¨ ÷àñòèíè ìîæå áóòè i ïåðøèé äîäàíîê.

3.2. Íàáëèæåííÿ ñóìàìè Âàëëå Ïóññåíà àíàëiòè÷íèõ â
êðóçi ôóíêöié

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæåíî àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi ñóì Âàëëå Ïóñ-

ñåíà íà êëàñàõ Cψ(T)+ àíàëiòè÷íèõ ó êðóçi ôóíêöié. Ðîçãëÿíóòî âèïàäîê,

êîëè åëåìåíòè ïîñëiäîâíîñòåé ψ(k) , ÿêi âèçíà÷àþòü êëàñ, ùî íàáëèæó¹òüñÿ,

ìàþòü íå áiëüø íiæ ñòåïåíåâèé ïîðÿäîê ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ.

3.2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ

Íåõàé D := {z ∈ C : |z| < 1} , T := {z : |z| = 1}, f � ôóíêöiÿ àíàëiòè÷íà ó

êðóçi D i

f(z) =
∞∑
k=0

f (k)(0)

k!
zk (3.61)

� ¨¨ ðîçâèíåííÿ â ðÿä Òåéëîðà�Ìàêëîðåíà.

Ñóìîþ Âàëëå Ïóññåíà ôóíêöi¨ f íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèé ìíîãî÷ëåí

âèãëÿäó

Vn,p(f)(z) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f)(z),
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äå p, n ∈ N, p ≤ n i Sk(f)(z) :=
∑k

l=0(f
(l)(0)/l!)zl � ÷àñòèííà ñóìà ïîðÿäêó

k ðÿäó (3.61).

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ íàáëèæåííÿ àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié ñóìàìè Vn,p . Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ïiäðîçäiëó ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.2.1. Íåõàé K∞ � êëàñ àíàëiòè÷íèõ â D ôóíêöié f , ÿêi çî-

áðàæóþòüñÿ iíòåãðàëàìè òèïó Êîøi

f(z) =
1

2πi

∫
T

φ(w)

1− wz

dw

w
, z ∈ D, (3.62)

çi ùiëüíîñòÿìè φ , äëÿ ÿêèõ ess sup
w∈T

|φ(w)| ≤ 1.

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ p, n ∈ N, p ≤ n, i z ∈ D âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Rn,p(K∞; z) := sup
f∈K∞

|f(z)− Vn,p(f)(z)| =
2

πp
|z|n−p+11− |z|2p

1− |z|2
K(|z|p), (3.63)

äå

K(ρ) :=

∫ π/2

0

dt√
1− ρ2 sin2 t

=
1

4

∫ 2π

0

dt

|1− ρeit|

� ïîâíèé åëiïòè÷íèé iíòåãðàë ïåðøîãî ðîäó.

Çîêðåìà, ÿêùî p = 1 , òî Vn,1(f) = Sn−1(f) i

sup
f∈K∞

max
|z|=ρ

|f(z)− Sn−1(f)(z)| =
2

π
K(ρ)ρn ∀ z ∈ D, n ∈ N.

Ç äðóãîãî áîêó, ôóíêöiÿ f∗(z) = zn íàëåæèòü êëàñîâi K∞ i äëÿ íå¨, ÿê

äîáðå âiäîìî,

inf
ak

max
ζ:|ζ|=ρ

∣∣∣∣∣f∗(ζ)−
n−1∑
k=0

akζ
k

∣∣∣∣∣ = ρn ∀ ρ ∈ [0, 1). (3.64)

Òàêèì ÷èíîì, ñóìè Âàëëå Ïóññåíà òiëüêè ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó

çíà÷åííi ïàðàìåòðà p çäiéñíþþòü íàáëèæåííÿ êëàñó K∞ â êðóçi D çi øâèä-

êiñòþ, ÿêà çà ïîðÿäêîì çáiãà¹òüñÿ çi øâèäêiñòþ íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ àë-

ãåáðà¨÷íèìè ìíîãî÷ëåíàìè, çîêðåìà ÷àñòèííèìè ñóìàìè ðÿäiâ Òåéëîðà.

Òåîðåìà 3.2.1 äîñòàòíüî ïîâíî îïèñó¹ íàáëèæåííÿ, çäiéñíþâàíi ñóìàìè
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Âàëëå Ïóññåíà âñåðåäèíi êðóãà D . Îäíàê ðiâíiñòü (3.63) íi÷îãî íå ãîâîðèòü

ïðî íàáëèæåííÿ â çàìêíåíîìó êðóçi D ôóíêöié, ÿêi ¹ àíàëiòè÷íèìè â D i

íåïåðåðâíèìè â D. Â öüîìó ïiäðîçäiëi òàêîæ äîñëiäæåíî ñóìè Âàëëå Ïóññåíà

íà iíøèõ êëàñàõ àíàëiòè÷íèõ â D i íåïåðåðâíèõ â D ôóíêöié íà ïðåäìåò

òîãî, ÿêèìè àïðîêñèìàöiéíèìè ìîæëèâîñòÿìè âîíè âîëîäiþòü â çàìêíåíîìó

êðóçi D â ïîðiâíÿííi ç ÷àñòèííèìè ñóìàìè ðÿäiâ Òåéëîðà i ìíîãî÷ëåíàìè

íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ.

Íà çàâåðøåííÿ êîìåíòàðiâ äî òåîðåìè 3.2.1 íàâåäåìî ùå îäèí öiêàâèé

ôàêò.

Ç îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ðîáîòè [195] âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.2.2. Íåõàé P∞ � ìíîæèíà äiéñíîçíà÷íèõ ãàðìîíi÷íèõ ôóí-

êöié â êðóçi D , ÿêi çîáðàæóþòüñÿ iíòåãðàëàìè Ïóàññîíà

f(z) =
1

2πi

∫
T
φ(w)

1− |z|2

|1− wz|2
dw

w
,

äå φ � äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ ess sup
w∈T

|φ(w)| ≤ 1 i íåõàé

Vn,p(f)(z) =
1

p

n−1∑
k=n−p

(
k∑

l=−k

φ̂(l)el(z)

)
,

� ñóìà Âàëëå Ïóññåíà ôóíêöi¨ f , äå el(z) := |z||l|eil arg z i

φ̂(l) :=
1

2π

∫ 2π

0

φ(eit)e−iltdt

� êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ φ.

Òîäi ïðè n− p→ ∞ âèêîíó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü

Rn,p(P∞; z) := sup
f∈P∞

|f(z)− Vn,p(f)(z)| =

=
|z|n−p+1

p

(
8

π2p

1− |z|2p

1− |z|2
K(|z|p) +O(1)

|z|
(1− |z|)3(n− p+ 1)

)
∀ z ∈ D,

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî n, p i z.
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Çiñòàâëÿþ÷è îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ç ðiâíiñòþ (3.63), îòðèìà¹ìî, ùî

lim
(n−p)→∞

Rn,p(P∞; z)

Rn,p(K∞; z)
=

4

π
∀ z ∈ D.

Ïîðiâíþþ÷è ðåçóëüòàò, íàâåäåíèé íèæ÷å (òåîðåìà 3.2.3), ç éîãî âiäî-

ìèì àíàëîãàìè â äiéñíîìó âèïàäêó (äèâ. [224, ãë. 3]), áà÷èìî, ùî îñòàíí¹

ñïiââiäíîøåííÿ ¹ íåâèïàäêîâèì.

Íåõàé C(T), L∞(T) i L(T) � ïðîñòîðè ôóíêöié φ, âiäïîâiäíî, íåïå-

ðåðâíèõ, iñòîòíî îáìåæåíèõ òà iíòåãðîâàíèõ çà Ëåáåãîì íà T, ç íîðìàìè

∥φ∥C(T) = max
z∈T

|φ(z)|, ∥φ∥L∞(T) = ess sup
z∈T

|φ(z)|, ∥φ∥L(T) =
1

2π

2π∫
0

|φ(eit)| dt.

ßêùî X(T) � îäèí ç ïðîñòîðiâ C(T) , L(T) , àáî L∞(T) , òî ïîçíà÷à-
òèìåìî

X(T)+ =
{
f ∈ X(T) : f̂(−k) = 0, k = 1, 2, . . .

}
.

Ïðèíàãiäíî çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç òåîðåìîþ Ãîëóá¹âà�Ïðèâàëîâà [155,

ñ. 202] êîæåí ç ïðîñòîðiâ X(T)+ ÿâëÿ¹ ñîáîþ ïðîñòið ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü

àíàëiòè÷íèõ â D ôóíêöié f , ÿêi çîáðàæóþòüñÿ iíòåãðàëàìè Êîøi. Òîìó êî-

åôiöi¹íòè Òåéëîðà�Ìàêëîðåíà òàêèõ ôóíêöié f çáiãàþòüñÿ ç êîåôiöi¹íòàìè

Ôóð'¹ ¨õ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü íà T , òîáòî

f (k)(0)

k!
= f̂(k), k ∈ Z+.

Íåõàé ψ := {ψ(k)}∞k=0 (ψ(0) = 1) � çàäàíà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ

÷èñåë i Hψ
∞ � êëàñ àíàëiòè÷íèõ â D ôóíêöié f , ÿêi ìîæíà çîáðàçèòè ó

âèãëÿäi iíòåãðàëà

f(z) =
1

2πi

∫
T
φ(w)

( ∞∑
k=0

ψ(k)(wz)k

)
dw

w
, z ∈ D, (3.65)

ó ÿêîìó φ � äåÿêà ôóíêöiÿ ç L∞(T)+ òàêà, ùî ∥φ∥L∞(T) ≤ 1 .

Çîêðåìà, ÿêùî ψ(k) = 1 , k ∈ Z+, òî Hψ
∞ � öå êëàñ H∞ , ÿêèé ñêëàäà-

¹òüñÿ ç àíàëiòè÷íèõ â D ôóíêöié f , äëÿ ÿêèõ ∥f∥H∞ := supz∈D |f(z)| ≤ 1.



128

Ñïðàâäi, âíàñëiäîê ðiâíîñòi∫
T
φ(w)wkdw = 0 ∀ k ∈ Z+ := N ∪ {0} (3.66)

ìà¹ìî, ùî

f(z) =
1

2πi

∫
T
φ(w)

(
1

1− wz
+

wz

1− wz

)
dw

w
=

=
1

2πi

∫
T
φ(w)

1− |z|2

|1− wz|2
dw

w
, z ∈ D.

Òîìó

|f(z)| ≤ 1

2π

∫
T
|φ(w)| 1− |z|2

|1− wz|2
|dw| ≤ 1

2π

∫
T

1− |z|2

|1− wz|2
|dw| = 1 ∀ z ∈ D.

Òâåðäæåííÿ 3.2.1. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

ψ = {ψ(k)}∞k=0, ψ(0) = 1, ¹ òàêîþ, ùî òðèãîíîìåòðè÷íèé ðÿä

1

2
+

∞∑
k=1

ψ(k) cos kt (3.67)

¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ iíòåãðîâàíî¨ çà Ëåáåãîì 2π �ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ Ψ ,

òî êëàñ Hψ
∞ ñêëàäà¹òüñÿ ç àíàëiòè÷íèõ â D i íåïåðåðâíèõ â D ôóíêöié

f , ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ÿêèõ íà êîëi T çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi çãîðòêè

f(eit) =
1

π

∫ 2π

0

φ(eiθ)Ψ(t− θ)dθ, (3.68)

äå φ � äåÿêà ôóíêöiÿ ç L∞(T)+ i ∥φ∥L∞(T) ≤ 1.

Ñïðàâäi, âíàñëiäîê óìîâè (3.66) i òåîðåìè Ôóáiíi iíòåãðàë (3.65) ìîæíà

çàïèñàòè ó âèãëÿäi

f(z) =
1

2πi

∫
T
φ(w)

(
1 +

∞∑
k=1

ψ(k)(wz)k +
∞∑
k=1

ψ(k)(wz)k

)
dw

w
=

=
1

π

∫ 2π

0

φ(eiθ)

(
1

2
+

∞∑
k=1

ψ(k)ρk cos k(t− θ)

)
dθ =
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=
1

π

∫ 2π

0

F (τ)

(
1

2
+

∞∑
k=1

ρk cos k(t− τ)

)
dτ =

=
1

2π

∫ 2π

0

F (τ)
1− ρ2

1− 2ρ cos(t− τ) + ρ2
dτ, (3.69)

äå z = ρeit i

F (τ) :=
1

2π

∫ 2π

0

φ(eiθ)Ψ(τ − θ)dθ.

Çãiäíî ç âiäîìèì òâåðäæåííÿì (äèâ., íàïðèêëàä, [216, ñ.138]) ôóíêöiÿ

F ¹ íåïåðåðâíîþ íà äiéñíié îñi 2π �ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ. Òîìó iíòåãðàë

(3.69) ¹ iíòåãðàëîì Ïóàññîíà íåïåðåðâíî¨ ôóíêöié, à çà òåîðåìîþ Ôàòó (äèâ.,

íàïðèêëàä, [16, ñ. 154]) ìà¹ ãðàíèöþ F (t) , êîëè òî÷êà z = ρeiθ ïðÿìó¹ äî eit

â êðóçi áóäü-ÿêèì øëÿõîì. Îòæå, ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíî ïðîäîâæó¹òüñÿ â çà-

ìêíåíèé êðóã D i äî òîãî æ f(eit) := limz→eit f(z) = F (t) , òîáòî âèêîíó¹òüñÿ

(3.68).

Íàâåäåìî òåïåð îçíà÷åííÿ êëàñiâ Cψ(T)+ . ßêùî äëÿ äàíî¨ ïîñëiäîâ-

íîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ψ = {ψ(k)}∞k=0, (ψ(0) = 1) i ôóíêöi¨ f ∈ L(T)+
ðÿä

∞∑
k=0

ψ(k)f̂(k)eikt

¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ g ∈ L(T)+, òî g íàçèâàþòü ψ -iíòåãðàëîì ôóí-

êöi¨ f i ïîçíà÷àþòü J ψ(f) [225] (äèâ., òàêîæ, êíèãó [217, c. 261]). Ìíîæèíà

ψ -iíòåãðàëiâ âñiõ ôóíêöié f ∈ L(T)+ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Lψ(T)+ . ßêùî N

� äåÿêà ïiäìíîæèíà L(T)+, òî ñèìâîëîì LψN(T)+ ïîçíà÷à¹òüñÿ ìíîæèíà

ψ -iíòåãðàëiâ âñiõ ôóíêöié ç N. Ïîêëàäåìî Cψ(T)+ = Lψ(T)+ ∩ C(T).
ßêùî äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ F ∈ Lψ(T)+ âêàçàíî òàêó ôóíêöiþ

f ∈ L(T)+ , ùî ìàéæå ñêðiçü íà T âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü F (eit) = J ψf(eit),

òî ôóíêöiþ f íàçèâàþòü ψ -ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ F i ïîçíà÷àþòü f = F ψ.

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ïîñëiäîâíiñòü ψ áåðåòüñÿ òàêîþ, ùî ïîñëiäîâíîñòi

ψ1 := {Reψ(k)}∞k=0 i ψ2 := {Imψ(k)}∞k=1 ¹ äîäàòíèìè, îïóêëèìè i ñïàäíèìè

äî íóëÿ (ìíîæèíó âñiõ òàêèõ ôóíêöié ψi çãiäíî ç [216] ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç

M ). Çà òàêèõ îáìåæåíü çãiäíî ç âiäîìèì òâåðäæåííÿì (äèâ., íàïðèêëàä,

[16, ñ. 100]) äiéñíà i óÿâíà ÷àñòèíè ðÿäó (3.67) áóäóòü ðÿäàìè Ôóð'¹ äåÿêèõ
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íåâiä'¹ìíèõ iíòåãðîâàíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié, à îòæå, ψ çàäîâîëüíÿòèìå

óìîâè òâåðäæåííÿ 3.2.1.

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 3.2.1 êëàñ Cψ
∞(T)+ ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié, ÿêi

¹ çâóæåííÿì ôóíêöié ç êëàñó Hψ
∞ íà T , òîáòî Cψ

∞(T)+ = Hψ
∞|T . Òîìó çà

ïðèíöèïîì ìàêñèìóìó ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

sup
f∈Hψ

∞

max
z∈D

|f(z)− Vn,p(f)(z)| =

= sup
f∈Cψ∞(T)+

∥f − Vn,p(f)∥C(T) =: Rn,p(C
ψ
∞(T)+), (3.70)

äå

Cψ
∞(T)+ :=

{
f ∈ Cψ(T)+ : ∥fψ∥L∞(T) ≤ 1

}
.

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à, ÿêà ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi âåðõíiõ ìåæ âiäõè-

ëåíü ñóì Âàëëå Ïóññåíà íà êëàñi Hψ
∞ , çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ âåëè÷èíè

Rn,p(C
ψ
∞(T)+) â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3.70).

Ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.2.3. Íåõàé ψ = ψ1 + iψ2, ψ1, ψ2 ∈ M0. Òîäi:

1) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Cψ(T)+ i áóäü-ÿêîãî ìíîãî÷ëåíà P ∈ Pn−p

â êîæíié òî÷öi êîëà T, ïðè n, p ∈ N, p < n

f(eit)−Vn,p(f)(e
it) = −ψ(n)Vn,p(fψ−P )(eit)+O(1)ψ(n)∥fψ−P∥C(T), (3.71)

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî n, p i f ;

2) ÿêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ Θ := limn→∞ p/n, 0 ≤ Θ < 1 , òî ïðè n→ ∞

Rn,p(C
ψ
∞(T)+) =

1

π
|ψ(n)| ln n

p
+O(1)|ψ(n)|, (3.72)

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî p i n.

Ç òåîðåìè 3.2.3 îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 3.2.1. Íåõàé ψ = ψ1 + iψ2, ψ1, ψ2 ∈ M0 i f ∈ Cψ(T)+ . Òîäi
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äëÿ òîãî ùîá

∥f − Vn,p(f)∥C(T) = O(1)|ψ(n)|En−p(f
ψ)C(T) ∀ p, n ∈ N, n > p,

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

∥Vn,p(fψ)∥C(T) = O(1) ∀ p, n ∈ N, n > p. (3.73)

Çîêðåìà, (3.73) ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Cψ(T)+ , ÿêùî

infn∈N p/n > 0.

3.2.2. Äîâåäåííÿ òåîðåì 3.2.1 i 3.2.3

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2.1 çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç ôîðìóëîþ Êî-

øi äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ D ìà¹ìî ðiâíiñòü

f(z)− Sk(f)(z) =
zk+1

2πi

∫
T

f(w)

wk+1(1− w̄z)

dw

w
. (3.74)

Çàñòîñîâóþ÷è p ðàçiâ ôîðìóëó (3.74), îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi:

f(z)− Vn,p(f)(z) = f(z)− 1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f)(z) =

=
1

p

n−1∑
k=n−p

(f(z)− Sk(f)(z)) =
1

2πip

∫
T
f(w)

n−1∑
k=n−p

wk+1zk+1 1

1− wz

dw

w
=

=
zn−p+1

2πip

∫
T

f(w)

wn−p+1

1− wpzp

(1− wz)2
dw

w
. (3.75)

Çâiäñè âèïëèâà¹ îöiíêà

|f(z)− Vn,p(f)(z)| ≤
|z|n−p+1

2πp

∫
T

|1− wpzp|
|1− wz|2

|dw|.

Äëÿ ôóíêöi¨ fz , ÿêà çîáðàæó¹òüñÿ iíòåãðàëîì òèïó Êîøi (3.62), â ÿêîìó

φz(w) := wn−p+1 exp

(
−i arg

(
1− wpzp

(1− wz)2

))
,
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ïðè äàíîìó ôiêñîâàíîìó z ∈ D âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

fz(z)− Vn,p(fz)(z) =
zn−p+1

2πip

∫
T

|1− wpzp|
|1− wz|2

dw

w
=

=
zn−p+1

2πp

∫ 2π

0

|1− (|z|e−it)p|
|1− |z|e−it|2

dt.

Îòæå,

Rn,p(K∞; z) =
|z|n−p+1

2πp

∫ 2π

0

|1− (|z|e−it)p|
|1− |z|e−it|2

dt.

Äëÿ àíàëiçó iíòåãðàëà â ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi çàñòîñó¹ìî

òàêi ìiðêóâàííÿ (äèâ. äîâåäåííÿ ëåìè â [187]).

Äîáðå âiäîìî, ùî

1√
1− x

= 1 +
∞∑
k=1

αkx
k ∀ x ∈ D, (3.76)

äå

αk :=
(2k − 1)!!

(2k)!!
, k ∈ N.

Çà äîïîìîãîþ òîòîæíîñòi

√
1− xp

1− x
=

1− xp

1− x

1√
1− xp

i ðiâíîñòi (3.76) îòðèìó¹ìî ðîçâèíåííÿ ∀ x ∈ D :

√
1− xp

1− x
=

1− xp

1− x

(
1 +

∞∑
k=1

αkx
pk

)
=

=
1− xp

1− x
+

∞∑
k=1

αk
1− xp

1− x
xpk =

p−1∑
ν=0

xν +
∞∑
k=1

αk

p(k+1)−1∑
ν=pk

xν.

Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ, îäåðæó¹ìî

1

2π

∫ 2π

0

|1− (|z|e−it)p|
|1− |z|e−it|2

dt =
1

2π

∫ 2π

0

√
1− |z|peipt
1− |z|eit

√
1− |z|pe−ipt
1− |z|e

dt =
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=

p−1∑
ν=0

|z|2ν +
∞∑
k=1

α2
k

p(k+1)−1∑
ν=pk

|z|2ν = 1− |z|2p

1− |z|2

(
1 +

∞∑
k=1

α2
k|z|2pk

)
=

=
1− |z|2p

1− |z|2
1

2π

∫ 2π

0

1

|1− |z|pe−it|
dt ==

2

π

1− |z|2p

1− |z|2
K(|z|p).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Äàëi íàì çíàäîáëÿòüñÿ íàñòóïíi ôàêòè.

Ëåìà 3.2.1. ßêùî n→ ∞ i 0 ≤ θ < 1 , òî

sup
{
∥Vn,p(f)∥C(T) : f ∈ H∞

}
=

1

π
ln
n

p
+O(1), (3.77)

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî p i n.

Öå òâåðäæåííÿ ïðè p = 1 äîâåäåíå Å. Ëàíäàó, à ïðè 1 ≤ p < n �

Ñ.Á. Ñò¹÷êiíèì (äèâ. âèíîñêó â [241]).

Ëåìà 3.2.2. Íåõàé n, p ∈ N, p < n i ôóíêöiÿ λn,p(v) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîð-

ìóëîþ

λn,p(v) =


1, 0 ≤ v ≤ n− p,

(n− v)/p, n− p ≤ v ≤ n,

0, v ≥ n.

(3.78)

Òîäi, ÿêùî ψ = ψ1+iψ2 i ψ1, ψ2 ∈ M, òî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Cψ(T)+

â êîæíié òî÷öi êîëà T

f(eit)− Vn,p(f)(e
it) =

∞∫
−∞

fψ(ei(t+θ))τ̂n,p(θ) dθ, (3.79)

äå

τ̂n,p(θ) =
1

π

∞∫
0

(1− λn,p(v))ψ(v) cos θv dv

� êîñèíóñ�ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ τn,p(v) := (1− λn,p(v))ψ(v) .
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Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ çâîäèòüñÿ äî ïåðåâiðêè ñóìîâíîñòi ôóí-

êöi¨ τ̂n,p íà R i çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè ç [225] i [217, ñ. 281]. Àëå, çãiäíî ç [224,

c. 88] âêëþ÷åííÿ τ̂n,p ∈ L(R) ìà¹ ìiñöå äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ M .

Ëåìà 3.2.3. Íåõàé ôóíêöié f ¹ àíàëiòè÷íîþ i îáìåæåíîþ â D . Òîäi

Vn,p(f)(z) =
1

πp

∞∫
−∞

f(zeiθ)(cosnθ − cos(n− p)θ)
dθ

θ2
∀ z ∈ D,

äå ïðè z ∈ T ïiä çíàêîì iíòåãðàëà ðîçóìiþòüñÿ êóòîâi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ f .

Äîâåäåííÿ. Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, ëåãêî äîâåñòè ðiâíîñòi

∞∫
−∞

cos kθ(cosnθ − cos(n− p)θ)
dθ

θ2
= k

∞∫
−∞

sin kθ cos(n− p)θ
dθ

θ
+

+(n− p)

∞∫
−∞

sin(n− p)θ cos kθ
dθ

θ
− k

∞∫
−∞

sin kθ cosnθ
dθ

θ
−

−n
∞∫

−∞

sinnθ cos kθ
dθ

θ
= −


πp, 0 ≤ k ≤ n− p,

π(n− k), n− p ≤ k ≤ n,

0, n ≤ k.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îñòàííié ôàêò i î÷åâèäíó ðiâíiñòü

∞∫
−∞

sin kθ(cosnθ − cos(n− p)θ)
dθ

θ2
= 0,

îòðèìà¹ìî ôîðìóëó

∞∫
−∞

eikθ(cosnθ − cos(n− p)θ)
dθ

θ2
= −


πp, 0 ≤ k ≤ n− p,

π(n− k), n− p < k < n,

0, n ≤ k.

(3.80)
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Çâiäñè äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ D

1

πp

∞∫
−∞

f(zeiθ)(cosnθ − cos(n− p)θ)
dθ

θ2
=

=
∞∑
k=0

f̂(k)zk
∞∫

−∞

eikθ(cosnθ − cos(n− p)θ)
dθ

θ2
= Vn,p(f)(z).

Îòðèìà¹ìî íàðåøòi àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi (3.71) i (3.72). Âèêîðèñòàíi

íèæ÷å ìiðêóâàííÿ íàëåæàòü Â.Â. Ñàâ÷óêó òà Ì.Â. Ñàâ÷óê i áóëè îïóáëiêîâàíi

â ñïiëüíié ðîáîòi [188].

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2.3. Ïîêëàäåìî

λ∗n,p(v) :=


1, 0 ≤ v < n− p,

1− v−n+p
p · ψ(n)ψ(v) , n− p ≤ v < n,

0, n ≤ v,

(3.81)

τ ∗n,p(v) := (1− λ∗n,p(v))ψ(v),

i

µn,p(v) := τn,p(v)− τ ∗n,p(v) =

0, v ∈ [0;n− p] ∪ [n;∞),

v−n+p
p (ψ(v)− ψ(n)), v ∈ [n− p;n].

Òîäi ôîðìóëó (3.79) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

f(eit)− Vn,p(f)(e
it) = r∗n,p(f)(e

it) +

∞∫
−∞

fψ(ei(t+θ))µ̂n,p(θ) dθ, (3.82)

äå

r∗n,p(f)(e
it) :=

∞∫
−∞

fψ(ei(t+θ))τ̂ ∗n,p(θ) dθ. (3.83)



136

Ïîêàæåìî, ùî

r∗n,p(f)(e
it) = −ψ(n)Vn,p(fψ)(eit)−

1

π

∞∫
−∞

fψ(ei(t+θ))

∞∫
n

ψ′(v) sin θv dv
dθ

θ
. (3.84)

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü

τ̂ ∗n,p(θ) =
1

π

∞∫
0

τ ∗n,p(v) cos θv dv =

=
ψ(n)

πp

n∫
n−p

(v − n+ p) cos θv dv +
1

π

∞∫
n

ψ(v) cos θv dv.

Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè êîæåí ç iíòåãðàëiâ i âèêîíóþ÷è åëåìåíòàðíi ïåðåòâî-

ðåííÿ, çíàõîäèìî

τ̂ ∗n,p(θ) =
ψ(n)

πp

cosnθ − cos(n− p)θ

θ2
− 1

πθ

∞∫
n

ψ′(v) sin θv dv. (3.85)

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíå çíà÷åííÿ τ̂ ∗n,p(θ) â (3.83) i âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 3.2.3,

îòðèìó¹ìî (3.84).

Ïîêëàäåìî

I1 :=

∞∫
−∞

|µ̂n,p(θ)| dθ, I2 :=
∞∫
0

∣∣∣∣∣∣
∞∫
n

ψ′(v) sin θv dv

∣∣∣∣∣∣ dθθ .
Òîäi ôîðìóëó (3.82) ç óðàõóâàííÿì (3.84) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ñïiââiä-

íîøåííÿ

f(eit)− Vn,p(f)(e
it) = −ψ(n)Vn,p(fψ)(eit) +O(1)(I1 + I2). (3.86)

Äëÿ îöiíêè I1 çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ M0 i

0 < ε ≤ 1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ψ(εσ) ≤ Kψ(σ), σ ≥ 1/ε, (äèâ. [216,

c. 175]). Òîìó íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåííÿ (3.1.51) ç [224, c. 135] îäåðæó¹ìî

îöiíêó

I1 ≤ C(ψ1(n) + ψ2(n)) ≤ 2M |ψ(n)|,
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äå C � êîíñòàíòà, çàëåæíà òiëüêè âiä ψ.

Îöiíêà âåëè÷èíè I2 çíàéäåíà â [216, ñ. 223]:

I2 ≤ K(ψ1(n) + ψ2(n)) ≤ 2K|ψ(n)|,

äå K � êîíñòàíòà, çàëåæíà òiëüêè âiä ψ.

Ç óðàõóâàííÿì öèõ ôàêòiâ ñïiââiäíîøåííÿ (3.86) íàáóâà¹ âèãëÿäó

f(eit)− Vn,p(f)(e
it) = −ψ(n)Vn,p(fψ)(eit) +O(1)ψ(n),

ùî é äîâîäèòü (3.71) äëÿ âèïàäêó, êîëè P = 0.

Çàãàëüíèé âèïàäîê âèïëèâà¹ ç äîâåäåíîãî íà ïiäñòàâi òàêèõ ìiðêóâàíü.

Íåõàé

P (eit) =

n−p∑
k=0

ake
ikt ∈ Pn−p.

Òîäi ôóíêöiÿ

F (eit) :=
f(eit)−

∑n−p
k=0 ψ(k)ake

ikt

∥fψ − P∥C(T)

íàëåæèòü êëàñîâi Cψ(T)+ i òîìó äëÿ íå¨ âèêîíó¹òüñÿ (3.71). Äî òîãî æ,

F (eit)− Vn,p(F )(e
it) =

f(eit)− Vn,p(f)(e
it)

∥fψ − P∥C(T)

i

Vn,p(F
ψ)(eit) =

Vn,p(f
ψ − P )(eit)

∥fψ − P∥C(T)
.

Òóò ïîêëàäà¹òüñÿ 0/0 = 0 .

Äðóãà ÷àñòèíà òåîðåìè ¹ íàñëiäêîì ñïiââiäíîøåíü (3.71) i (3.77).

Ñïðàâäi,

Rn,p(C
ψ
∞(T)+) = |ψ(n)| sup

f∈Cψ∞(T)+
∥Vn,p(fψ; ·)∥L∞(T) +O(1)|ψ(n)|, (3.87)

à çãiäíî ç ëåìîþ 3.2.1 ïðè n→ ∞

sup
f∈Cψ∞(T)+

∥Vn,p(fψ; ·)∥L∞(T) =
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= sup
{
∥Vn,p(f)∥C(T) : f ∈ H∞

}
=

1

π
ln
n

p
+O(1). (3.88)

Òîìó, îá'¹äíàâøè ñïiââiäíîøåííÿ (3.87) i (3.88) îòðèìó¹ìî ôîðìóëó (3.72).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

3.3. Íàáëèæåííÿ ëiíiéíèì ìåòîäîì ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó
êëàñiâ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

Íåõàé LψβN � ìíîæèíè (ψ; β) -äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié f ∈ L, âèçíà÷åíi

ó ïiäðîçäiëi 3.1.4 (äèâ. îçíà÷åííÿ 3.1.3). Íåõàé äàëi Lp, 1 ≤≤ ∞ � ïðîñòîðè

2π -ïåðiîäè÷íèõ iíòåãðîâàíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié f(x) , ÿêi ìàþòü ñêií÷åííó

íîðìó

∥f∥Lp = ∥f∥p :=


( 2π∫

0

|f(x)|pdx
)1/p

, 1 ≤ p <∞,

ess sup
x∈[0;2π]

|f(x)|, p = ∞.

Óçÿâøè â ðîëi N îäèíè÷íi êóëi ïðîñòîðiâ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ :

U 0
p = {φ ∈ L0

p : ∥φ∥p 6 1}, 1 6 p 6 ∞.

ïîêëàäåìî LψβU
0
p = Lψβ,p (Cψ

βU
0
p = Cψ

β,p).

Â [216, ñ. 135] ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó, êîëè

∞∑
k=1

ψ(k) cos(kt− βπ

2
)

¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ Ψβ(t), òî ôóíêöi¨ f(x) ç ìíîæèíè Lψβ ìàéæå

ïðè âñiõ x ìîæóòü áóòè ïîäàíi ó âèãëÿäi çãîðòêè

f(x) = A0 +
1

π

2π∫
0

fψβ (x− t)Ψβ(t) dt. (3.89)

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi áóäåìî ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíîñòi ψ(k) > 0, k ∈ N
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i çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

lim
k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= q, q ∈ [0; 1). (3.90)

Ìíîæèíó òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç Dq [226]. Ó öüîìó

âèïàäêó åëåìåíòàìè ìíîæèí Cψ
β ¹ 2π -ïåðiîäè÷íi ôóíêöi¨ f(x), ÿêi ìîæóòü

áóòè ðåãóëÿðíî ïðîäîâæåíi ó ñìóãó |Im z| ≤ ln 1/q êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè

(äèâ. [216, c. 289]).

Âàæëèâèì ïðèêëàäîì ÿäåð, ïîñëiäîâíîñòi êîåôiöi¹íòiâ ψ(k) ÿêèõ íà-

ëåæàòü ìíîæèíi Dq , ¹ ÿäðà Ïóàññîíà:

P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos

(
kt− βπ

2

)
, q ∈ (0; 1), β ∈ R. (3.91)

Ó öüîìó âèïàäêó (êîëè ψ(k) = qk, k ∈ N, q ∈ (0; 1) ) äëÿ çðó÷íîñòi

ïîêëàäàþòü Lψβ,p = Lqβ,p (Cψ
β,p = Cq

β,p).

Êîæíié ôóíêöi¨ f iç êëàñó LψβN ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü òðèãîíî-

ìåòðè÷íi ïîëiíîìè U ∗
n−1(f ;x) = U ∗

n−1(ψ; β; f ;x) âèãëÿäó

U ∗
n−1(f ;x) = A0 +

n−1∑
k=1

{
λ
(n)
k (ak cos kx+ bk sin kx)+

+ν
(n)
k (ak sin kx− bk cos kx)

}
, (3.92)

äå ak = ak(f
ψ
β ) , bk = bk(f

ψ
β ) , k = 1, 2, ... � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ fψβ ,

à ÷èñëà λ
(n)
k = λ

(n)
k (ψ; β) i ν(n)k = ν

(n)
k (ψ; β) , k = 1, ..., n − 1, n ∈ N îçíà÷åíî

ðiâíîñòÿìè

λ
(n)
k = (ψ(k)− ψ(2n− k)− ψ(2n+ k)) cos

βπ

2
, k = 1, n− 1;

ν
(n)
k = (ψ(k)− ψ(2n− k) + ψ(2n+ k)) sin

βπ

2
, k = 1, n− 1.

Çàóâàæåííÿ 3.3.1. Ïîëiíîìè (3.92) çàäàþòü ëiíiéíèé ìåòîä íàáëèæå-

ííÿ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ñèñòåìàìè ÷èñåë λ
(n)
k i ν

(n)
k , k = 1, ..., n − 1, n ∈ N.
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Öåé ìåòîä áóëî çàïðîâàäæåíî ó [196]. Ó [196] i [197] äîñëiäæåíî

ïåâíi àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi âêàçàíîãî ìåòîäó íà êëàñàõ (ψ; β) -

äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié. Çîêðåìà, ó [197] çíàéäåíî àñèìïòîòè÷íi ðiâ-

íîñòi äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü ïîëiíîìiâ U ∗
n−1(f ;x) íà êëàñàõ

iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà Lqβ,p, 1 ≤ p ≤ ∞, ó ðiâíîìiðíié i iíòåãðàëüíié ìåòðè-

êàõ.

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâëåíî àñèìïòîòè÷íi ïðè n→ ∞ ðiâíîñòi äëÿ

âåëè÷èí

E(Lψβ,p;U
∗
n−1)C = sup

f∈Lψβ,p

∥f(x)− U ∗
n−1(f, x)∥C , (3.93)

E(Lψβ,1;U
∗
n−1)Ls = sup

f∈Lψβ,1

∥f(x)− U ∗
n−1(f, x)∥s, (3.94)

äëÿ äîâiëüíèõ 1 ≤ p, s ≤ ∞, ψ ∈ Dq i β ∈ R. Çàçíà÷èìî, ùî ïðè îòðèìàí-

íi àñèìïòîòè÷íèõ ðiâíîñòåé äëÿ âåëè÷èí (3.93) � (3.94) áóäóòü âèêîðèñòàíi

ðåçóëüòàòè ðîáîòè [197].

Òåîðåìà 3.3.1. Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞, ψ ∈ Dq, 0 < q < 1, β ∈ R i n ∈ N.

Òîäi ïðè n→ ∞ âèêîíó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü

E(Cψ
β,p;U

∗
n−1)C = ψ(n)

(
21/p∥ cos t∥p′
π1+1/p′

Mq,p′+

+O(1)

(
q

n(1− q)σ(p′)
+

εn
(1− q)2

))
, (3.95)

äå

Mq,p′ =
1− q2

2

∥∥∥∥ 1

1− 2q cos t+ q2

∥∥∥∥
p′
, p′ =

p

p− 1
, (3.96)

σ(p) =


1, p = ∞,

2, 1 ≤ p <∞;

εn = sup
k≥n

∣∣∣∣ψ(k + 1)

ψ(k)
− q

∣∣∣∣, (3.97)

à O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ïî n, q, ψ, p i β.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé ψ ∈ Dq, β ∈ R. Òîäi çãiäíî ç ëåìîþ 2 ðîáîòè [196,

c. 302] äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ LψβN, N ⊂ L1, ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ R ìà¹

ìiñöå çîáðàæåííÿ

f(x)− U ∗
n−1(f ;x) =

2

π

2π∫
0

φ(x− t) cos
(
nt− βπ

2

)
Ψ∗
n(t) dt−

−1

π

2π∫
0

φ(x− t)Ψ∗
n,β(t) dt, (3.98)

ó ÿêîìó

Ψ∗
n(t)

df
=
ψ(n)

2
+

∞∑
k=1

ψ(n+ k) cos kt

i

Ψ∗
n,β(t)

df
=

∞∑
k=n

ψ(k + 2n) cos
(
kt+

βπ

2

)
,

à ôóíêöiÿ φ ìàéæå ñêðiçü çáiãà¹òüñÿ ç fψβ .

Çðîçóìiëî, ùî ÿêùî f ∈ Cψ
β,p, òî ðiâíiñòü (3.98) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ óñiõ

x ∈ R. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi ψ ∈ Dq i n ∈ N âèêîíóþ-

òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Ψ∗
n(t) = ψ(n)

(
1

2
+

∞∑
k=1

qk cos kt+ r∗q,n(t)

)
, (3.99)

|r∗q,n(t)| ≤
εn

(1− q)(1− q − εn)
. (3.100)

Ψ∗
n,β(t) = ψ(3n)

(
q−n

∞∑
k=n

qk cos
(
kt+

βπ

2

)
+ r∗q,β,n(t)

)
, (3.101)

|r∗q,β,n(t)| ≤
ε3n

(1− q)(1− q − ε3n)
,

äå âåëè÷èíà εn âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (3.97). Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹-

ìî ìiðêóâàííÿ, ùî çàñòîñîâóâàëèñü ïðè äîâåäåííi ëåìè 1 ðîáîòè [226].
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Âèêîíóþ÷è åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, çíàõîäèìî

Ψ∗
n(t) = ψ(n)

(
1

2
+

∞∑
k=1

ψ(n+ k)

ψ(n)
cos kt

)
=

= ψ(n)

(
1

2
+

∞∑
k=1

k−1∏
j=0

ψ(n+ j + 1)

ψ(n+ j)
cos kt

)
=

= ψ(n)

(
1

2
+

∞∑
k=1

qk cos kt+ r∗q,n(t)

)
, (3.102)

äå

r∗q,n(t) =
∞∑
k=1

[
k−1∏
j=0

ψ(n+ j + 1)

ψ(n+ j)
− qk

]
cos kt.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ ó ñïðàâåäëèâîñòi îöiíêè (3.100). Î÷åâèäíî, ùî

|r∗q,n(t)| ≤
∞∑
k=1

|q̃k − qk|, q̃k
df
=

k−1∏
j=0

ψ(n+ j + 1)

ψ(n+ j)
. (3.103)

ßêùî, íàïðèêëàä, q̃k − qk ≥ 0, òî

|q̃k − qk| = q̃k − qk ≤
k−1∏
j=0

(q + εn)− qk = (q + εn)
k − qk.

ßêùî æ q̃k − qk < 0, òî âíàñëiäîê îïóêëîñòi ôóíêöi¨ tk, k = 1, 2, ...,

|q̃k − qk| = qk − q̃k ≤ qk −
k−1∏
j=0

(q − εn) = qk − (q − εn)
k ≤ (q + εn)

k − qk.

Îòæå, çàâæäè

|q̃k − qk| ≤ (q + εn)
k − qk. (3.104)

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü εn ìîíîòîííî ñïàäà¹ äî íóëÿ, òî ïî÷èíàþ÷è ç

äåÿêîãî íîìåðà n0 áóäå âèêîíóâàòèñü íåðiâíiñòü εn < 1− q. Îòæå, âðàõîâó-

þ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (3.103) i (3.104), äëÿ n ≥ n0 îòðèìó¹ìî

|r∗q,n(t)| ≤
∞∑
i=1

(q + εn)
k − qk =

εn
(1− q)(1− q − εn)

,
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i îöiíêà (3.100), à ðàçîì ç íåþ i ñïiââiäíîøåííÿ (3.99), äîâåäåíi. Ñïiââiäíî-

øåííÿ (3.101) äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Ðiâíîñòi (3.99) i (3.101), ðàçîì ç î÷åâèäíîþ îöiíêîþ

εn
(1− q)(1− q − εn)

= O(1)
εn

(1− q)2
,

äîçâîëÿþòü ïåðåïèñàòè çîáðàæåííÿ (3.98) ó âèãëÿäi

f(x)− U ∗
n−1(f ;x) =

2ψ(n)

π

2π∫
0

φ(x− t) cos

(
nt− βπ

2

)
Pq(t) dt−

−ψ(3n)
πqn

2π∫
0

φ(x− t)Pq,β,n(t) dt+O(1)
ψ(n)εn
(1− q)2

, (3.105)

äå

Pq(t)
df
=

1

2
+

∞∑
k=1

qk cos kt, Pq,β,n(t)
df
=

∞∑
k=n

qk cos
(
kt+

βπ

2

)
Çâiäñè, âíàñëiäîê iíâàðiàíòîñòi ìíîæèíè U 0

p âiäíîñíî çñóâó àðãóìåíòó,

äëÿ äîâiëüíîãî 1 ≤ p ≤ ∞ ìà¹ìî

E(Cψ
β,p;U

∗
n−1)C =

2ψ(n)

π
sup
φ∈U0

p

∥∥∥∥∥
2π∫
0

φ(t) cos
(
nt− βπ

2

)
Pq(t) dt

∥∥∥∥∥
C

+

+O(1)

(
ψ(3n)

πqn
sup
φ∈U0

p

∥∥∥∥∥
2π∫
0

φ(t)Pq,β,n(t) dt

∥∥∥∥∥
C

+
ψ(n)εn
(1− q)2

)
. (3.106)

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3.1 çàëèøèëîñü ñêîðèñòàòèñÿ ðå-

çóëüòàòàìè ðîáîòè [197, c. 978 � 980], çãiäíî ç ÿêèìè

sup
φ∈U0

p

2π∫
0

φ(t) cos
(
nt− βπ

2

)
Pq(t) dt = inf

λ∈R

∥∥∥ cos(nt− βπ

2

)
Pq(t)− λ

∥∥∥
p′
=

=
∥ cos t∥p′
(2π)1/p′

∥Pq(t)∥p′ +O(1)
q

n(1− q)σ(p′)
, (3.107)
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äå

σ(p) =

1, p = ∞,

2, 1 ≤ p <∞;

i

sup
φ∈U0

p

∥∥∥∥∥
2π∫
0

φ(t)Pq,β,n(t) dt

∥∥∥∥∥
C

= O(1)
qn

1− q
.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3.3.2. Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞, ψ ∈ Dq, 0 < q < 1, β ∈ R i n ∈ N.

Òîäi ïðè n→ ∞ âèêîíó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü

E(Lψβ,1;U
∗
n−1)Lp = ψ(n)

[
21−1/p∥ cos t∥p

π1+1/p
Mq,p+

+O(1)

(
q

n(1− q)σ(p′)
+

εn
(1− q)2

)]
, (3.108)

äå âåëè÷èíè Mq,p òà σ(p) âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (3.96), à

âåëè÷èíà O(1) ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ïî n, q, ψ, p i β.

Äîâåäåííÿ. Âèõîäÿ÷è iç çîáðàæåííÿ (3.105), äëÿ äîâiëüíîãî

1 ≤ s ≤ ∞ ìîæåìî çàïèñàòè ðiâíiñòü

E(Lψβ,1;U
∗
n−1)Lp =

2ψ(n)

π
sup
φ∈U0

1

∥∥∥∥∥
2π∫
0

φ(t) cos
(
nt− βπ

2

)
Pq(t) dt

∥∥∥∥∥
p

+

+O(1)

(
ψ(3n)

πqn
sup
φ∈U0

1

∥∥∥∥∥
2π∫
0

φ(t)Pq,β,n(t) dt

∥∥∥∥∥
p

+
ψ(n)εn
(1− q)2

)
. (3.109)

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåïåð ðåçóëüòàòè ðîáîòè [197, c. 981 � 982], çãiäíî ç

ÿêèìè

sup
φ∈U0

1

∥∥∥∥∥
2π∫
0

φ(t) cos
(
nt− βπ

2

)
Pq(t) dt

∥∥∥∥∥
p

=

=
∥ cos t∥p
(2π)1/p

∥Pq(t)∥p +O(1)
q

n(1− q)σ(p′)
, (3.110)
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i

sup
φ∈U0

1

∥∥∥∥∥
2π∫
0

φ(t)Pq,β,n(t) dt

∥∥∥∥∥
p

= O(1)
qn

1− q
,

ïåðåêîíó¹ìîñÿ ó ñïðàâåäëèâîñòi ôîðìóëè (3.108).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íåõàé

∆ =
∂2

∂q2
+

1

q

∂

∂q
+

1

q2
∂2

∂x2

� îïåðàòîð Ëàïëàñà â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ i ∆m := ∆(∆m−1). ßê çàçíà-

÷åíî â ìîíîãðàôi¨ [244, c. 256 � 257], ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

∆mU(q; x) = 0, iç çàäàíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

U(q;x)
∣∣∣
q=1

= f(x),
∂k

∂qk
U(q;x)

∣∣∣
q=1

= 0, k = 1, 2, . . . ,m− 1,

äå f(x) � ñóìîâíà 2π -ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ, äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà m ìîæå áóòè ïîäàíèé ó âèãëÿäi

U(q; x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t)Pq,β(m; t) dt.

Òóò

Pq,β(m; t) =
∞∑
k=0

ψm(k) cos
(
kt− βπ

2

)
,

ψm(k) = qk
m−1∑
j=0

(1− q2)j
j−1∏
l=0

(k + 2l), (3.111)

Âåëè÷èíè Pq,β(m; t) íàçèâàþòü ïîëiãàðìîíi÷íèìè ÿäðàìè Ïóàññîíà.

Äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ψ(k) = ψm(k), m = 2, 3, . . . , âèãëÿäó (3.111) ìîæåìî çàïè-

ñàòè

εk = sup
k≥n

∣∣∣∣∣ψm(k + 1)

ψm(k)
− q

∣∣∣∣∣ =
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= q sup
k≥n

m−1∑
j=0

(1−q2)j
j!2j

j−1∏
l=0

(k + 2l)

(
j−1∏
l=0

k+1+2l
k+2l − 1

)
m−1∑
j=0

(1−q2)j
j!2j

j−1∏
l=0

(k + 2l)

≤

≤ q sup
k≥n

(m−2∏
l=0

k + 1 + 2l

k + 2l
− 1

)
≤ (2m− 3)q

n
, n ∈ N. (3.112)

Ïðè m = 1 ìà¹ìî ψm(k) = qk i, îòæå,

εn ≡ 0, m = 1. (3.113)

Ç òåîðåì 3.3.1 òà 3.3.2 i ñïiââiäíîøåíü (3.112) � (3.113) îäåðæó¹ìî òàêå

òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 3.3.1. Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞ i êëàñè Cψ
β,p òà Lψβ,1 ïîðîäæóþòüñÿ

ïîñëiäîâíîñòÿìè ψ(k) = ψm(k) (3.111). Òîäi ïðè n → ∞ âèêîíóþòüñÿ

àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi

E(Cψ
β,p;U

∗
n−1)C = qn

m−1∑
j=0

(1− q2)j

j!2j

j−1∏
l=0

(n+ 2l)×

×

(
21/p∥ cos t∥p′
π1+1/p′

Mq,p′ +O(1)

(
mq

n(1− q)σ(p′;m)

))
, (3.114)

E(Lψβ,1;U
∗
n−1)C = qn

m−1∑
j=0

(1− q2)j

j!2j

j−1∏
l=0

(n+ 2l)×

×

(
21−1/p∥ cos t∥p

π1+1/p
Mq,p +O(1)

(
mq

n(1− q)σ(p;m)

))
, (3.115)
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â ÿêèõ p′ = p/(p− 1),

σ(p;m) =


1, m = 1, p = 1,

2, m = 1, 1 < p ≤ ∞,

2, m = 2, 3, . . . , 1 ≤ p ≤ ∞,

Mq,p òà Mq,p′ âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ (3.96), à O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíî-

ìiðíî îáìåæåíà ïî n, q, p i β.

Ïðè m = 1 ôîðìóëè (3.114) i (3.115) îäåðæàíî ó ïðàöi [197, c. 977, 980,

981].

3.4. Ðàöiîíàëüíi íàáëèæåííÿ êëàñiâ çãîðòîê ïåðiîäè÷íèõ
ôóíêöié

Òðàäèöiéíî äëÿ íàáëèæåííÿ 2π -ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié äiéñíî¨ ÷è êîìïëåêñíî¨

çìiííèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ àãðåãàòè, ÿêi áóäóþòüñÿ íà îñíîâi ÷àñòèííèõ ñóì

ðÿäiâ Ôóð'¹ çà òðèãîíîìåòðè÷íîþ ñèñòåìîþ àáî æ ïðÿìîêóòíi ëiíiéíi ñåðåäíi

ðÿäiâ Ôóð'¹. Âèáið ó ðîëi áàçèñó òðèãîíîìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè {eikt}k∈Z ¹ öiëêîì

ïðèðîäíiì i âèïðàâäàíèì. Äëÿ áàãàòüîõ êëàñiâ 2π �ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ÿê

öå çàñâiä÷óþòü ðåçóëüòàòè ïðî ïîïåðå÷íèê, òàêèé áàçèñ ¹ íàéêðàùèì â òîìó

ðîçóìiííi, ùî ëiíiéíà îáîëîíêà, íàòÿãíóòà íà íüîãî ¹ åêñòðåìàëüíèì ïiäïðî-

ñòîðîì äëÿ êîëìîãîðiâñüêîãî ïîïåðå÷íèêà (äèâ., íàïðèêëàä, [153, 245]).

Ó âèïàäêó íàáëèæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êëàñó Ãàðäi ñèòóàöiÿ ìàëî

÷èì âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä 2π -ïåðiîäè÷íîãî âèïàäêó. Òóò ïðèðîäíî ó ðîëi áàçèñó

áðàòè ñèñòåìó ñòåïåíiâ {zk}∞k=0 , ÿêà íà îäèíè÷íîìó êîëi T = {z : |z| = 1}
çáiãà¹òüñÿ ç òðèãîíîìåòðè÷íîþ ñèñòåìîþ {eikt}∞k=0 . Àëå ó âèïàäêó íàáëèæåí-

íÿ àíàëiòè÷íèõ ÷è ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié íà êîìïàêòíèõ ìíîæèíàõ âñåðåäèíi

îäèíè÷íîãî êðóãà àïðîêñèìàòèâíi âëàñòèâîñòi ñòåïåíåâî¨ ñèñòåìè ïîãiðøóþ-

òüñÿ. ßê ïîêàçàíî â [185, 186] â òàêîìó âèïàäêó îïòèìàëüíîþ ñèñòåìîþ â

ñåíñi êîëìîãîðîâñüêîãî ïîïåðå÷íèêà ¹ ñèñòåìà Òàêåíàêè�Ìàëüìêâiñòà ðàöiî-

íàëüíèõ ôóíêöié ç ïîëþñàìè çîâíi îäèíè÷íîãî êîëà. Ç îãëÿäó íà öåé òà iíøi
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âiäîìi ôàêòè äîñëiäæåííÿ àïðîêñèìàòèâíèõ âëàñòèâîñòåé ñèñòåìè Òàêåíàêè-

Ìàëüìêâiñòà ÿê äëÿ êëàñiâ àíàëiòè÷íèõ òàê i 2π �ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié ïðåä-

ñòàâëÿ¹ çíà÷íèé íàóêîâèé iíòåðåñ.

Â öüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæåíî ðàöiîíàëüíi íàáëèæåííÿ êëàñiâ 2π -

ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ çãîðòêàìè ôóíêöié ç Lp(0, 2π] ç

ôiêñîâàíèìè ÿäðàìè, çàäàíèìè ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó çà ñèñòåìîþ Òàêåíàêà-

Ìàëüìêâiñòà. Çíàéäåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ âåëè÷èí íàéêðàùèõ ðiâíîìið-

íèõ ðàöiîíàëüíèõ íàáëèæåíü ç ôiêñîâàíèìè ïîëþñàìè äëÿ ôóíêöié iç çàçíà-

÷åíèõ êëàñiâ. Íàøi äîñëiäæåííÿ ó öüîìó íàïðÿìêó ñòàëè ïîøèðåííÿì iäåé i

ìåòîäiâ ðîáîòè [182].

Íåõàé {ak}∞k=0 � ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ak ∈ C ,

ak ∈ D = {z ∈ C : |z| < 1} , ïðè÷îìó ak = 0 ïðè k = 0 , k ≥ n + 1 .

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié

φ0(z) =
1√
2π
, φk(z) =

√
1− |ak|2

2π
· 1

1− akz
·
k−1∏
j=0

z − aj
1− ajz

, k ∈ N. (3.116)

Ñèñòåìà âèãëÿäó (3.116) áóëà ïîáóäîâàíà ó ïðàöÿõ [115, 242]. ßê ïîêà-

çàíî â [67], öÿ ñèñòåìà ¹ îðòîíîðìîâàíîþ íà îäèíè÷íîìó êîëi, òîáòî

∫
|ξ|=1

φk(ξ)φm(ξ) |dξ| =

0, k ̸= m,

1, k = m.

Ïðè öüîìó, òàêîæ, âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi∫
|ξ|=1

φk(ξ)φm(ξ) |dξ| = 0, k = 0, 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . .

Ó ñâîþ ÷åðãó, ñèñòåìà òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié [182]

ρ0(t) =
1√
2π
, ρk(t) =

√
2Re φk(e

it), τk(t) =
√
2Im φk(e

it), k ∈ N, (3.117)
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òàêîæ áóäå îðòîíîðìîâàíîþ íà [0; 2π] , òîáòî

2π∫
0

ρk(t)ρm(t) dt =

2π∫
0

τk(t)τm(t) dt =

0, k ̸= m,

1, k = m.

Âèçíà÷èìî ÿäðî

Kψ(x; t) =
∞∑
k=1

ψ(k)[ρk(x)ρk(t) + τk(x)τk(t)], (3.118)

äå ψ(k) � äîâiëüíà íåçðîñòàþ÷à íóëü-ïîñëiäîâíiñòü, i ðîçãëÿíåìî êëàñ 2π -

ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi ìîæóòü áóòè ïîäàíèìè ó âèãëÿäi çãîðòêè

f(x) = A0 +

2π∫
0

g(t)Kψ(x; t) dt, g ∈ Lp, (3.119)

äå, ÿê çâè÷àéíî, Lp = Lp(0; 2π] , p ≥ 1 � ïðîñòið Ëåáåãà âèìiðíèõ 2π -

ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié g iç íîðìîþ

||g||Lp = ||g||p =

( 2π∫
0

|g(t)|p dt

)1/p

.

×åðåç C = C(0; 2π] ïîçíà÷èìî ïðîñòið íåïåðåðâíèõ äiéñíîçíà÷íèõ 2π -

ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié iç íîðìîþ

||f ||C = sup
x∈[0;2π]

|f(x)|

i ïîêëàäåìî

Rn(f) = Rn(f ; a1, a2, ..., an) :=

= inf
αk,βk

∥∥∥∥∥f(·)−
(

n∑
k=0

αkρk(·) +
n∑
k=1

βkτk(·)

)∥∥∥∥∥
C

, (3.120)

äå ak ∈ D, k = 1, 2, . . . , n � íàáið ÷èñåë, ÿêi âèçíà÷àþòü ñèñòåìó (3.116), à

αk, βk � äiéñíi êîåôiöi¹íòè. Âåëè÷èíà Rn(f) íàçèâà¹òüñÿ íàéêðàùèì ðiâíî-

ìiðíèì ðàöiîíàëüíèì íàáëèæåííÿì.

×åðåç Θp ïîçíà÷èìî ìíîæèíó ïîñëiäîâíîñòåé ψ(n), êîæíà ç ÿêèõ çà-
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äîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

1. ψ(n), n = 1, 2, . . . , ìîíîòîííî íå çðîñòà¹;

2. çíàéäåòüñÿ ÷èñëî ε > 0 i äîäàòíà ñòàëà C òàêi, ùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ

k1 > k2 ≥ 1, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü k
1
p+ε

1 ψ(k1) ≤ Ck
1
p+ε

2 ψ(k2);

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.4.1. Íåõàé g ∈ Lp , 1 ≤ p <∞ i ψ ∈ Θp. Òîäi çãîðòêà âèãëÿäó

(3.119) ¹ íåïåðåðâíîþ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ é âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Rn(f) ≤ Kψ(n)n1/p.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî ó ñïiââiäíîøåííi (3.117) k = n+m i ïðåäñòà-

âèìî îðòîãîíàëüíi ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi

ρk(t) =
√
2Re

(
1√
2π

k−1∏
j=0

eit − aj
1− ajeit

)
=

1√
π
Re

(
n∏
j=0

eit − aj
1− ajeit

· eimt
)

=

=
1√
π
sin (Φn(t) +mt) , m ∈ N, (3.121)

i àíàëîãi÷íî

τk(t) =
1√
π
cos (Φn(t) +mt) , m ∈ N, (3.122)

äå

Φn(t) =

t∫
0

n∑
j=1

1− |aj|2

1− 2|aj| cos(θ − arctg aj) + |aj|2
dθ.

Íåõàé 1 < p <∞ , 1
p +

1
q = 1 . Òîäi, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (3.121)

� (3.122) i çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ìiíêîâñüêîãî äëÿ äîâiëüíîãî m ∈ N ,

îòðèìó¹ìî

I =

( 2π∫
0

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+m

ψ(k)

(
ρk(x)ρk(t) + τk(x)τk(t)

)∣∣∣∣∣
q

dt

)1/q

=
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=

( 2π∫
0

∣∣∣∣∣
∞∑
j=m

ψ(n+ j)

[
1√
π
sin(Φn(t) + jt) · 1√

π
sin(Φn(x) + jx)+

+
1√
π
cos(Φn(t) + jt) · 1√

π
cos(Φn(x) + jx)

]∣∣∣∣∣
q

dt

)1/q

=

=
1

π

( 2π∫
0

∣∣∣∣∣
∞∑
j=m

ψ(n+ j) cos(Φn(x)− Φn(t) + j(x− t))

∣∣∣∣∣
q

dt

)1/q

=

=
1

π

( 2π∫
0

∣∣∣∣∣
∞∑
j=m

ψ(n+ j) cos(Φn(x)− Φn(t)) cos j(x− t)−

− sin(Φn(x)− Φn(t)) sin j(x− t)

∣∣∣∣∣
q

dt

)1/q

.

Îñêiëüêè Φn(x)− Φn(t) íå çàëåæèòü âiä m , òî

I ≤ 1

π

( 2π∫
0

∣∣∣∣∣
∞∑
j=m

ψ(n+ j) cos j(x− t)

∣∣∣∣∣
q

dt

)1/q

+

+
1

π

( 2π∫
0

∣∣∣∣∣
∞∑
j=m

ψ(n+ j) sin j(x− t)

∣∣∣∣∣
q

dt

)1/q

=

=
1

π

( 2π∫
0

∣∣∣∣∣
∞∑
j=m

ψ(n+ j) cos jt

∣∣∣∣∣
q

dt

)1/q

+

+
1

π

( 2π∫
0

∣∣∣∣∣
∞∑
j=m

ψ(n+ j) sin jt

∣∣∣∣∣
q

dt

)1/q

= J1 + J2. (3.123)

Áåðó÷è äî óâàãè ðiâíiñòü

cos jy = Dj(y)−Dj−1(y),

äå

Dj(y) =
1

2
+

j∑
k=1

cos ky =
sin 2j+1

2 t

2 sin t
2



152

� ÿäðî Äiðèõëå ïîðÿäêó j , i çàñòîñîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ Àáåëÿ, çíàõîäèìî

∞∑
j=m

ψ(n+ j) cos jt = −ψ(n+m) ·Dm−1(t)+

+
∞∑
j=m

(ψ(n+ j)− ψ(n+ j + 1))Dj(t). (3.124)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìó îöiíêó íîðìè ÿäðà Äiðèõëå (äèâ., íàïðèêëàä,

[217, c. 43])

||Dj(·)||q ≤ Kj1/p,

íà îñíîâi ðiâíîñòi (3.124) îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

J1 =
1

π

∥∥∥∥∥
∞∑
j=m

ψ(n+ j) cos jt

∥∥∥∥∥
q

≤

≤ K

( ∞∑
j=m

∆ψ(n+ j)j
1
p + ψ(n+m)m

1
p

)
,

â ÿêîìó 1 < q ≤ ∞, 1p +
1
q = 1. Çâiäñè, áåðó÷è äî óâàãè íåðiâíiñòü

∞∑
j=m

∆ψ(n+ j)j
1
p < ψ(m+ n)m

1
p ,

îäåðæàíó â ðîáîòi [198], çíàõîäèìî

J1 ≤ Kψ(n+m)(n+m)1/p. (3.125)

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ñïðÿæåíîãî ÿäðà Äiðèõëå i âèêîðèñòîâóþ÷è

àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, îòðèìó¹ìî

J2 ≤ Kψ(n+m)(n+m)1/p. (3.126)

Ïiäñòàâëÿþ÷è îöiíêè (3.125) i (3.126) ó ñïiââiäíîøåííÿ (3.123), îòðèìó-
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¹ìî íåðiâíiñòü

∥∥∥ ∞∑
k=n+m

ψ(k)[ρk(x)ρk(t) + τk(x)τk(t)]
∥∥∥
q
≤ Kψ(n+m)(n+m)1/p. (3.127)

Ç íåðiâíîñòi (3.127) ç óðàõóâàííÿì îçíà÷åííÿ ìíîæèíè Θp (óìîâà 3)

âèïëèâà¹, ùî Lq íîðìà çàëèøêó ÿäðà (3.118) ìîæå áóòè çðîáëåíîþ ÿê çàâ-

ãîäíî ìàëîþ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x, i òîìó ç (3.119) i ñïiââiäíîøåííÿ

|f(x1)− f(x2)| ≤
2π∫
0

|g(t)||Kψ(x1; t)−Kψ(x2; t)| dt ≤

≤ ∥g∥p∥Kψ(x1; ·)−Kψ(x2; ·)∥q,

îòðèìó¹ìî, ùî f ∈ C.

Áåðó÷è äî óâàãè âèçíà÷åííÿ íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ (3.120), âèêîðè-

ñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà i îöiíêó (3.127), çíàõîäèìî

Rn(f) ≤
∥∥∥ 2π∫
0

g(t)
∞∑

k=n+1

ψ(k)[ρk(·)ρk(t) + τk(·)τk(t)] dt
∥∥∥
C
≤

≤ K∥g∥pψ(n+ 1)(n+ 1)1/p ≤ Kψ(n)n1/p, (3.128)

i ó âèïàäêó 1 < p <∞ òåîðåìó äîâåäåíî.

ßêùî æ p = 1 , òî âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ i âðàõîâóþ÷è

ïðè öüîìó åëåìåíòàðíi íåðiâíîñòi

|Dj(·)| ≤
1

2
+ j, |D̃j(·)| ≤ j,

îäåðæó¹ìî

∥∥∥ ∞∑
k=n+m

ψ(k)[ρk(·)ρk(t) + τk(·)τk(t)]
∥∥∥
C
≤ K(n+m)ψ(n+m),

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî îöiíêà (3.128) áóäå âèêîíóâàòèñü i ó âèïàäêó p = 1 .

Òåîðåìó äîâåäåíî.



154

3.5. Äîïîâíåííÿ äî òåîðåìè Ô. Âiíåðà ïðî ðåøåòî

Òåîðåìà Ô. Âiíåðà ïðî ðåøåòî ñòâåðäæó¹, ùî íîðìà îïåðàòîðà

Wr,s : f(z) =
∞∑
j=0

f̂jz
j 7→

∞∑
j=0

f̂js+rz
j

íà ïðîñòîði îáìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ â êðóçi D = {z : |z| < 1} ôóíêöié

äîðiâíþ¹ îäèíèöi, ÿêùî r < s. Â öüîìó ïiäðîçäiëi ïîêàçàíî, ùî óìîâà r < s

â òåîðåìi Ô. Âiíåðà ¹ îñòàòî÷íîþ òà íàâåäåíî çàñòîñóâàííÿ äàíî¨ òåîðåìè äî

çàäà÷ íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöié ïðîñòîðó Ãàðäi Hp .

Íåõàé Hp � ïðîñòið Ãàðäi ãîëîìîðôíèõ ó êðóçi D := {z ∈ C : |z| < 1}
ôóíêöié f iç íîðìîþ

∥f∥p :=


sup
0<ϱ<1

(∫ 2π

0

|f(ϱeit)|p dt
2π

)1/p

, 1 ≤ p <∞,

sup
z∈D

|f(z)|, p = ∞,

i íåõàé UHp � îäèíè÷íà êóëÿ â Hp .

Äîáðå âiäîìî, ùî ôóíêöi¨ ç Hp ìàþòü ìàéæå ó êîæíié òî÷öi êîëà

T := {z ∈ C : |z| = 1} íåäîòè÷íi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ, ÿêi óòâîðþþòü ôóíêöiþ

ç Lp(T) . Çàëèøèâøè çà ãðàíè÷íèìè çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ f ∈ Hp òå æ ñàìå

ïîçíà÷åííÿ f , ó ñèëó âiäîìèõ òåîðåì, áóäåìî ìàòè ðiâíiñòü ∥f∥p = ∥f∥
Lp(T)

,

äå ∥ · ∥
Lp(T)

� ñòàíäàðòíà Lp -íîðìà.

Íåõàé äàëi {f̂j}∞j=0 � ïîñëiäîâíiñòü êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà ãîëîìîðôíî¨

â D ôóíêöi¨ f , òîáòî f̂j := f (j)(0)/(j!) .

Ã. Áîð [25] â ñâî¨õ ìiðêóâàííÿõ âèêîðèñòàâ åëåãàíòíèé ïðèéîì, àâòîð-

ñòâî ÿêîãî ïðèïèñàâ Ô. Âiíåðó (äèâ. iñòîðè÷íi êîìåíòàði â [24]): ÿêùî f �

ôóíêöiÿ ç UH∞ , òî ôóíêöiÿ

F (z) :=
1

s

s−1∑
k=0

f(ei2πk/sz1/s) =
∞∑
j=0

f̂jsz
j, s ∈ N,
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òàêîæ íàëåæèòü UH∞ .

Çãîäîì Î. Ñàñ [240, s. 172] ðîçâèíóâ ïðèéîì Âiíåðà, çàóâàæèâøè, ùî

äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ UH∞ ôóíêöiÿ

Wr,s(f)(z) :=
1

szr/s

s−1∑
k=0

ei2πk(s−r)/sf(ei2πk/sz1/s) = (3.129)

=
∞∑
j=0

f̂js+rz
j, r, s ∈ Z+, s ̸= 0,

çà óìîâè r < s òàêîæ íàëåæèòü UH∞ .

Çàôiêñó¹ìî ÷èñëà r, s ∈ Z, s ̸= 0, i ðîçãëÿíåìî ïåðåòâîðåííÿ Wr,s(f)

ÿê ëiíiéíèé îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé íà ìíîæèíi âñiõ ãîëîìîðôíèõ â D ôóíêöié

ïðàâèëîì

Wr,s(f)(z) =
∞∑
j=0

f̂js+rz
j, r, s ∈ Z, s ̸= 0,

äå ïðè js+ r < 0 ïîêëàäà¹ìî f̂js+r = 0 .

Äiþ îïåðàòîðà Wr,s íà ãîëîìîðôíó ôóíêöiþ, çàïîçè÷óþ÷è òåðìiíîëî-

ãiþ ç àíàëiòè÷íî¨ òåîði¨ ÷èñåë, ïðèðîäíî íàçâàòè ïðîñiþâàííÿì êîåôiöi¹íòiâ

¨¨ ðÿäó Òåéëîðà, à ñàì îïåðàòîð � ðåøåòîì ïîðÿäêó r ç ðîçìiðîì âi÷êà s .

Íîðìîþ îïåðàòîðà Wr,s , ÿê îïåðàòîðà, ùî äi¹ ç Hp â Hp , ¹ ÷èñëî

∥Wr,s∥Hp
:= sup{∥Wr,s(f)∥p : f ∈ UHp}.

Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî ïî ñóòi Ô. Âiíåð i Î. Ñàñ äîâåëè òàêå òâåðäæå-

ííÿ.

Òåîðåìà 3.5.1. Äëÿ áóäü-ÿêèõ r, s ∈ Z+ òàêèõ, ùî s ≥ r+1 ñïðàâäæó-

¹òüñÿ ðiâíiñòü

∥Wr,s∥H∞ = 1. (3.130)

Äàëi îïèñàíî âñi âèïàäêè ñïiââiäíîøåíü ìiæ ÷èñëàìè r i s , çà ÿêèõ

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (3.130). À ñàìå, ìè ïîêàæåìî, ùî óìîâà s ≥ r + 1 â

òåîðåìi 3.5.1 ¹ íå òiëüêè äîñòàòíüîþ, à é íåîáõiäíîþ.

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ïåðåòâîðåííÿ òèïó îïåðàòîðà Wr,s (ðåøåòî) áóëî
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âiäîìå ùå çàäîâãî äî ðîáîòè Ã. Áîðà [25]. Âïåðøå â ÿâíîìó âèãëÿäi âîíî

ç'ÿâèëîñÿ, ìàáóòü, â 1837 ðîöi ó ðîáîòi Ã. Äiðiõëå [74, s. 315 � 342] ïðî ðîçïîäië

ïðîñòèõ ÷èñåë â àðèôìåòè÷íié ïðîãðåñi¨ (äèâ. ñó÷àñíèé âèêëàä â [125, ch. 4]).

Ñòîñîâíî æ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié òåîðåìà Âiíåðà ïðî íîðìó ∥Wr,s∥H∞

íàé÷àñòiøå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â çàäà÷àõ ïðî îöiíêè êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà ôóí-

êöié ç UH∞ (äèâ. áiáëiîãðàôiþ â [24]).

Ìè ïîìiòèëè, ùî íîðìè îïåðàòîðiâ Wr,s íà ïðîñòîðàõ ãîëîìîðôíèõ

ôóíêöié â êðóçi D çà òèõ ÷è iíøèõ ñïiââiäíîøåíü ìiæ ÷èñëàìè r i s çái-

ãàþòüñÿ ç îñíîâíèìè êîíñòàíòàìè â áàãàòüîõ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷àõ òåîði¨

íàáëèæåíü. Âiäòàê îá÷èñëåííÿ òàêèõ íîðì ñòàíîâèòü ïåâíèé iíòåðåñ, çîêðå-

ìà, äëÿ òåîði¨ íàáëèæåíü.

Â ïiäòâåðäæåííÿ ñêàçàíîãî íàâåäåìî çàðàç äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ó âèãëÿ-

äi âiäîìèõ òâåðäæåíü, à â äðóãié ÷àñòèíi íàâåäåìî äåêiëüêà íîâèõ çàñòîñó-

âàíü òåîðåìè Ô. Âiíåðà äî çàäà÷i ïðî íàéêðàùi íàáëèæåííÿ àëãåáðà¨÷íèìè

ìíîãî÷ëåíàìè â êðóçi D .

Íåõàé r ∈ N i Sr(f)(z) :=
∑r

j=0 f̂jz
j � ÷àñòèííà ñóìà ðÿäó Òåéëîðà

ôóíêöi¨ f . Òîäi

Wr,−1(f)(z) = zrSr(f)

(
1

z

)
i

Wr,1(f)(z) = z−r(f(z)− Sr−1(f)(z)).

Òàêèì ÷èíîì

∥Wr,−1∥Hp
= sup{∥Sr(f)∥p : f ∈ UHp}

òîáòî ∥Wr,−1∥Hp
� öå âiäîìi êîíñòàíòè Ëåáåãà�Ëàíäàó, à ∥Wr,1∥Hp

� öå òî÷íi

êîíñòàíòè â íåðiâíîñòi Ëåáåãà:

∥f − Sr−1(f)∥p ≤ ∥Wr,r+1∥Hp
Er(f)p,

äå Er(f)p := inf{∥f − P∥p : P ∈ Pr−1} � íàéêðàùå íàáëèæåííÿ ôóí-

êöi¨ f ∈ Hp ìíîæèíîþ Pr−1 àëãåáðà¨÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ ≤ r − 1 ,

E0(f)p := ∥f∥p .
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Òâåðäæåííÿ 3.5.1. [104] Íåõàé r ∈ N . Òîäi

∥Wr,−1∥H∞ = 1 +
r∑
j=1

(
(2j − 1)!!

(2j)!!

)2

.

Ïðè r → ∞ ñïðàâäæóþòüñÿ àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi

∥Wr,−1∥H∞ = ∥Wr,1∥H∞ +O(1) =
1

π
ln r +O(1) (r → ∞).

Ç òâåðäæåííÿ 3.5.1, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíîñòi

{∥Wr−1,−1∥H∞}∞r=1 i {∥Wr,1∥H∞}∞r=1 ïðè r → ∞ çðîñòàþòü ç îäíàêîâîþ

øâèäêiñòþ. Îäíàê ïåâíà êîìáiíàöiÿ îïåðàòîðiâ Wr−1,−1 i Wr,1 ìîæå ìàòè

íîðìó 1, ÿê öå ïîêàçó¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íåõàé W∗
r,s � ëiíiéíèé îïåðàòîð, ÿêèé äi¹ çà ïðàâèëîì

W∗
r,s(f)(z) = zWr,s(f)(z) .

Òâåðäæåííÿ 3.5.2. [48, 49] Äëÿ êîæíîãî r ∈ N

∥W∗
r−1,−1 +Wr,1∥H∞ = 1.

Ç òâåðäæåííÿ 3.5.2 âèïëèâà¹ òàêèé âàæëèâèé ôàêò: äëÿ áóäü-ÿêèõ

f ∈ UH∞, z ∈ D i r ∈ N∣∣∣∣∣f(z)−
r−1∑
j=0

(1− |z|2(r−j))f̂jzj
∣∣∣∣∣ =

= |z|r
∣∣(W∗

r−1,−1 +Wr,1

)
(f)(z)

∣∣ ≤ |z|r,

ïðè÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨ f(z) = zr .

Çâiäñè ó ñâîþ ÷åðãó âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ z òàêèõ, ùî |z| = ρ ïðè

ôiêñîâàíîìó ρ ∈ [0, 1) , i êîæíîìó r ∈ N ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

inf

{
sup

{∣∣∣∣∣f(z)−
r−1∑
j=0

λj,rf̂jz
j

∣∣∣∣∣ : f ∈ UH∞

}
: λj,r ∈ C

}
=
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= sup

{∣∣∣∣∣f(z)−
r−1∑
j=0

(1− ρ2(r−j))f̂jz
j

∣∣∣∣∣ : f ∈ UH∞

}
= ρr,

òîáòî, íåñêií÷åííà íèæíüîòðèêóòíà ÷èñëîâà ìàòðèöÿ A∗ =
(
1− ρ2(r−j)

)
,

r ∈ N, j = 0, 1, . . . , r − 1 ïîðîäæó¹ íàéêðàùèé ëiíiéíèé ìåòîä ðiâíîìiðíîãî

íàáëèæåííÿ êëàñó UH∞ íà êîíöåíòðè÷íèõ êîëàõ ðàäióñà ρ ∈ [0, 1) .

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ïiäðîçäiëó ìiñòèòüñÿ â òàêîìó òâåðäæåííi.

Òåîðåìà 3.5.2. Íåõàé r ∈ Z+ i s ∈ N . Òîäi:

1) äëÿ òîãî, ùîá ∥Wr,s∥H∞ = 1 , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá s ≥ r+1 ;

2) ÿêùî s ≥ r + 1 , òî ∥Wr,s∥Hp
= 1 äëÿ áóäü-ÿêèõ p ≥ 1 .

Äîâåäåííÿ. 1) Íåîáõiäíiñòü. Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ D

Wr,s(f)(z) =

=

∫ 2π

0

f(eit)e−irt
(
1 + e−itsz + e−it2sz2 + · · ·

) dt
2π

=

=

∫ 2π

0

f(eit)
e−irt

1− e−itsz

dt

2π
, (3.131)

òî

1 = ∥Wr,s∥H∞ ≥ sup{|Wr,s(f)(z)| : f ∈ UH∞} =

=Mr,s(|z|) ∀ z ∈ D,

äå

Mr,s(ρ) := sup

{∣∣∣∣∫ 2π

0

f(eit)
e−irt

1− e−itsρ

dt

2π

∣∣∣∣ : f ∈ UH∞

}
.

Ç äðóãîãî áîêó çà òåîðåìîþ äâî¨ñòîñòi (äèâ., íàïðèêëàä, [43, ñ. 188])

Mr,s(ρ) = min

{∥∥∥∥ 1

1− e−itsρ
+ eirtg(ρ, eit)

∥∥∥∥
L1

: g(ρ, ·) ∈ H0
1

}
,

äå L1 �íîðìà áåðåòüñÿ ïî eit , à ìiíiìóì äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ äåÿêî¨, àëå ¹äèíî¨

ôóíêöi¨ eit 7→ g∗(ρ, eit), t ∈ [0, 2π] , ç ïðîñòîðó H0
1 := {f ∈ H1 : f̂0 = 0} .



159

Òîìó

1 =

∫ 2π

0

(
1

1− e−itsρ
+ eirtg∗(ρ, ·)

)
dt

2π
≤Mr,s(ρ) ∀ ρ ∈ [0, 1).

Îòæå, Mr,s(ρ) = 1 äëÿ âñiõ ρ ∈ [0, 1) .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ρ ∈ [0, 1)

min

{∥∥∥∥ 1

1− e−itsρ
+ g

(
ρ, eit

)∥∥∥∥
L1

: g(ρ, ·) ∈ H0
1

}
= 1,

äå ìiíiìóì äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ¹äèíî¨ ôóíêöié eit 7→ eirtg∗(ρ, eit) . Àëå îñòàííÿ

ðiâíiñòü çãiäíî ç òåîðåìîþ 2 â [184] òÿãíå çà ñîáîþ òîé ôàêò, ùî åêñòðåìàëüíà

ôóíêöiÿ, ÿêà ðåàëiçó¹ ìiíiìóì ìà¹ âèãëÿä

eirtg∗(ρ, eit) =
1

1− eitsρ
− 1,

òîáòî

g∗(ρ, eit) =
∞∑
j=1

ρjeij(s−r)t. (3.132)

Îñêiëüêè g∗(ρ, ·) ∈ H0
1 , òîáòî ðÿä Ôóð'¹ ¨¨ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü ìà¹ äî-

äàòíèé ñïåêòð, òî â ðîçêëàäi (3.132) íåîáõiäíî ìà¹ áóòè s ≥ r + 1 .

Äîñòàòíiñòü. ßêùî s ≥ r + 1 òî ôóíêöiÿ w 7→
∑∞

j=1 z
jwij(s−r) íàëå-

æèòü H0
1 äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ D . Òîìó ðiâíiñòü (3.131) äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨

f ∈ UH∞ i áóäü-ÿêîãî z ∈ D ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

Wr,s(f)(z) =

=

∫ 2π

0

f(eit)e−irt

(
1 +

∞∑
j=1

zje−ijs +
∞∑
j=1

zjeijs

)
dt

2π
=

=

∫ 2π

0

f(eit)e−irt
(

1

1− ze−is
+

zeis

1− zeis

)
dt

2π
=

=

∫ 2π

0

f(eit)e−irt
1− |z|2

|1− ze−is|2
dt

2π
.
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Çâiäñè âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ

|Wr,s(f)(z)| ≤
∫ 2π

0

1− |z|2

|1− ze−is|2
dt

2π
= 1 ∀ z ∈ D. (3.133)

2) Àíàëîãi÷íî, ÿêùî f ∈ Hp , p ≥ 1 , òî çà íåðiâíiñòþ Ãåëüäåðà

|Wr,s(f)(z)|p ≤
∫ 2π

0

|f(eit)|p 1− |z|2

|1− ze−is|2
dt

2π
∀ z ∈ D,

çâiäêè iíòåãðóâàííÿì ïî êîíöåíòðè÷íèõ êîëàõ ðàäióñà ρ = |z| , ρ ∈ [0, 1) ,

îäåðæó¹ìî ∫ 2π

0

|Wr,s(f)(ρe
ix)|pdx

2π
≤ 1 ∀ ρ ∈ [0, 1). (3.134)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (3.133) i (3.134) ïåðåòâîðþþòüñÿ â

ðiâíîñòi äëÿ ôóíêöi¨ f(z) = zr .

Îòæå, ∥Wr,s∥Hp
= 1 äëÿ âñiõ p ∈ [1,∞] , ùî ðàçîì äîâîäèòü äîñòàòíiñòü

óìîâ ó ïóíêòi 1) i ïóíêò 2).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 3.5.1. Çà ðiâíiñòþ Ïàðñåâàëÿ ∥Wr,s∥2 = 1 äëÿ áóäü-ÿêèõ

r ∈ Z+ i s ∈ N .

Çàóâàæåííÿ 3.5.2. Ïðè r = 0 òâåðäæåííÿ ïóíêòó 2) òåîðåìè 3.5.2

çàëèøèòüñÿ ïðàâèëüíèì ïðè ôîðìàëüíié çàìiíi ïðîñòîðó Hp íà áóäü-ÿêèé

iíøèé áàíàõiâ ïðîñòið X ãîëîìîðôíèõ â D ôóíêöié ç íîðìîþ ∥f∥X , iíâàði-

àíòíîþ âiäíîñíî ïîâîðîòó àðãóìåíòó, òîáòî òàêîþ, ùî ∥f(eiα·)∥X = ∥f∥X

äëÿ áóäü-ÿêîãî α ∈ R .

Ñïðàâäi, çãiäíî ç (3.129)

∥W0,s(f)∥X ≤ 1

s

s−1∑
k=0

∥∥∥f(ei2πk/s·)∥∥∥
X
= ∥f∥X ,

à ðiâíiñòü ó öèõ ñïiââiäíîøåííÿõ äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ ôóíêöi¨

f(z) = zs .
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Çàñòîñó¹ìî òåïåð îäåðæàíi ðåçóëüòàòè äî çíàõîäæåííÿ íàéêðàùèõ íà-

áëèæåíü.

Òåîðåìà 3.5.3. Íåõàé f ∈ Hp , 1 ≤ p ≤ ∞ . Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòó-

ðàëüíîãî n

En(f)p ≥ sup
{
∥Wr,s(f)∥p : r ≥ n, s ≥ r + 1

}
. (3.135)

Ïðè äàíîìó n ∈ N â (3.135) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü, ÿêùî

zr
∗Wr∗,s∗(f)(z

s∗) = f(z)− Sn−1(f)(z), z ∈ D, (3.136)

äå r∗ , s∗ � ôiêñîâàíi, r∗ ≥ n, s∗ ≥ r∗ + 1 . Ïðè öüîìó ñóïðåìóì â ïðàâié

÷àñòèíi äîñÿãà¹òüñÿ ïðè r = r∗ i s = s∗ , à

En(f)p = ∥f − Sn(f)∥p.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî äîâiëüíi r i s òàêi, ùî r ≥ n i s ≥ r + 1 . Òîäi

âðàõîâóþ÷è, ùî Wr,s(P ) = 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî P ∈ Pn−1 , çãiäíî ç òåîðåìîþ

3.5.2 îäåðæèìî ñïiââiäíîøåííÿ

∥Wr,s(f)∥p = ∥Wr,s(f − P )∥p ≤ ∥Wr,s∥Hp
En(f)p ≤ En(f)p. (3.137)

Áåðó÷è ñóïðåìóì â ëiâié ÷àñòèíi öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ, îäåðæèìî íåðiâíiñòü

(3.135).

ßêùî ìà¹ ìiñöå (3.136), äå r∗ ≥ n, s∗ ≥ r∗ + 1 , òî çãiäíî ç (3.137)

ìà¹ìî:

∥f − Sn−1(f)∥p = ∥Wr∗,s∗(f)∥p ≤ En(f)p ≤ ∥f − Sn−1(f)∥p,

ùî é äîâîäèòü íåïîêðàùóâàíiñòü îöiíêè (3.135).

Ïðèêëàä 3.5.1. Íåõàé hr(z,N) � r �òà ãiïåðáîëi÷íà ôóíêöiÿ ïîðÿäêó
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N ∈ N, r ∈ N, (äèâ., íàïðèêëàä, [55, p. 57]) òîáòî

hr(z,N) =
∞∑
j=0

zjN+r−1

(jN + r − 1)!
.

Òîäi, ÿêùî r ≤ N , òî äëÿ âñiõ p ∈ [1,∞]

En(hr(·, N))p = ∥hr(·, N)∥p, n = 0, 1, . . . , r − 1.

Ïðèêëàä 3.5.2. Íåõàé f(z) = ez i 1 ≤ p ≤ ∞ . Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî

n ∈ Z+

∥hn+1(·, n+ 1)∥p ≤ En(f)p ≤ ∥hn+1(·, 1)∥p.

Çîêðåìà,

En(f)2 = ∥hn+1(·, 1)∥2

i
1

n!
+

1

(2n+ 1)!
+

1

(3n+ 2)!
+ · · · ≤ En(f)∞ ≤

≤ 1

n!
+

1

(n+ 1)!
+

1

(n+ 2)!
+ · · · .

Â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi éäåòüñÿ ïðî òå, ùî ìíîãî÷ëåí íàéêðàùîãî

íàáëèæåííÿ iíâàðiàíòíîãî åëåìåíòà îïåðàòîðà Wr,s , òîáòî òàêî¨ ôóíêöi¨, ùî

Wr,s(f) = f òàêîæ ¹ iíâàðiàíòíèì åëåìåíòîì.

Òåîðåìà 3.5.4. Íåõàé f ∈ Hp, 1 < p ≤ ∞, i f(z) =
∑∞

j=0 ajz
js+r ,

r ∈ Z+, s ∈ N . ßêùî s ≥ r + 1 , òî ïîñëiäîâíiñòü {P ∗
n}∞n=0 ìíîãî÷ëåíiâ

íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f â ïðîñòîði Hp ìà¹ âèãëÿä

P ∗
n(z) =



0, n = 0, 1, . . . , r − 1, r ∈ N,

[(n−r)/s]∑
j=0

cjz
js+r, n ≥ r, r ∈ Z+,
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äå [·] îçíà÷à¹ öiëó ÷àñòèíó ÷èñëà.

Çàçíà÷èìî, ùî äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî P ∗
n(z) = c0 = const ïðè r = 0

i n = 0, 1, . . . , s− 1 íàëåæèòü Ì.Ç. Äâåéðiíó [62].

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè f = Wr,s(f) , òî çà òåîðåìîþ 2 En(f)p = ∥f∥p
ïðè n = 1, 2, . . . , r , ó âèïàäêó êîëè r ∈ N. ßêùî æ r ∈ Z+ i n ≥ r + 1 , òî

çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.5.2

En(f)p ≥ ∥Wr,s(f − P ∗
n−1)∥p = ∥f −Wr,s(P

∗
n−1)∥p.

Ç äðóãîãî áîêó â ñèëó òîãî, ùî Wr,s(P
∗
n−1) ∈ Pn−1 ìà¹ìî:

En(f)p ≤ ∥f −Wr,s(P
∗
n−1)∥p.

Îòæå, ìíîãî÷ëåí Wr,s(P
∗
n−1) òàêîæ ¹ ìíîãî÷ëåíîì íàéêðàùîãî íàáëè-

æåííÿ ôóíêöi¨ f . Àëå îñêiëüêè ìíîãî÷ëåí íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ â Hp ïðè

1 < p ≤ ∞ ¹ ¹äèíèì, òî P ∗
n = Wr,s(P

∗
n).

Íàâåäåìî ùå îäíå öiêàâå çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 3.5.3 â çàäà÷i ïðî ïî-

áóäîâó ìíîãî÷ëåíiâ íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨, ÿêà ìà¹

ëàêóíàðíèé ðÿä Òåéëîðà.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ íàëåæèòü Ñ.ß. Àëüïåðó [11]. Òóò ìè ïðîïîíó¹ìî

åëåìåíòàðíå äîâåäåííÿ.

Òåîðåìà 3.5.5. Íåõàé f(z) =
∑∞

ν=1 aνz
nν , äå aν ∈ C\{0} , à nν � íàòó-

ðàëüíi ÷èñëà, òàêi, ùî äëÿ êîæíîãî ν ∈ N âñi ÷ëåíè ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi

{nν+µ−nν+µ−1}∞µ=1 ìàþòü ñïiëüíèé äiëüíèê dν ≥ nν+1 . Òîäi ÿêùî f ∈ H1 ,

òî ïðè êîæíîìó p ≥ 1 ìíîãî÷ëåí Sn(f) ñòåïåíÿ n, nk−1 ≤ n < nk, ¹ ìíî-

ãî÷ëåíîì íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f â ìåòðèöi Hp , òîáòî

∥f − Sn(f)∥p = En+1(f)p, ∀ n ∈ [nk−1, nk), k ∈ N, n0 = 1. (3.138)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé nν+µ−nν+µ−1 = cν,µdν , äå (cν,µ), ν, µ ∈ N � íåñêií-
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÷åííà ïðÿìîêóòíà ìàòðèöÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Òîäi

nν+µ = nν + dν

µ∑
j=1

cν,j, ν, µ ∈ N. (3.139)

Äàëi, çàôiêñóâàâøè äîâiëüíå ÷èñëî k ∈ N , ïðè êîæíîìó n ∈ [nk−1, nk)

ç óðàõóâàííÿì (3.139) ïåðåêîíó¹ìîñÿ â âèêîíàííi óìîâè (3.136) ïðè r∗ = nk

i s∗ = dk :

znkWnk,dk(f)(z
dk) =

= akz
nk + ak+1z

ck,1dk+nk + ak+2z
(ck,1+ck,2)dk+nk + · · · =

=
∞∑
ν=k

aνz
nν = f(z)− Sn(f)(z), z ∈ D.

Ç îãëÿäó íà òå, ùî dk ≥ nk + 1 , k ∈ N , à ôóíêöiÿ f âíàñëiäîê óìîâ

òåîðåìè íàëåæèòü âñiì ïðîñòîðàì Hp , p ≥ 1 , (äèâ., íàïðèêëàä, [16, ñ. 690]),

çà òåîðåìîþ 3.5.3 îäåðæó¹ìî ðiâíîñòi (3.138).



165

3.6. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Â öüîìó ðîçäiëi:

1. Äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi ñóì Vn,p(f ;x)

íà êëàñàõ Lψ1 i LψH0
ω1
, ψ1 ∈ M0, ψ1 ∈ M′

0 çíàéäåíî àñèìïòîòè÷íi

ðiâíîñòi, ãîëîâíi ÷ëåíè ÿêèõ ñêëàäàþòüñÿ ç äâîõ äîäàíêiâ.

2. Âiäçíà÷åíî âèïàäêè, êîëè îäåðæàíi ðiâíîñòi çàáåçïå÷óþòü ðîçâ'ÿçîê âiä-

ïîâiäíî¨ çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî.

3. Îá÷èñëåíî âåëè÷èíè òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ ïîòî÷êîâèõ âiäõèëåíü ñóì Âàë-

ëå Ïóññåíà íà êëàñi K∞ àíàëiòè÷íèõ â D ôóíêöié f , ÿêi çîáðàæóþòüñÿ

iíòåãðàëàìè òèïó Êîøi.

4. Ïîêàçàíî, ùî çàäà÷à, ÿêà ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ

âiäõèëåíü ñóì Âàëëå Ïóññåíà íà êëàñàõ Hψ
∞ â çàìêíåíîìó êðóçi z ∈ D ,

çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ âåëè÷èíè:

Rn,p(C
ψ
∞(T)+) = sup

f∈Cψ∞(T)+
∥f − Vn,p(f)∥C(T).

5. Äëÿ âåëè÷èíè Rn,p(C
ψ
∞(T)+), çà óìîâè, ùî ïîñëiäîâíîñòi

{ψj(k)}, j = 1, 2, ìàþòü íå áiëüø íiæ ñòåïåíåâèé ïîðÿäîê ïðÿìóâàííÿ

äî íóëÿ, çíàéäåíî àñèìïòîòè÷íó ðiâíîñòü, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî äëÿ ñóì Âàëëå Ïóññåíà íà êëàñàõ

Cψ
∞(T)+.

6. Çíàéäåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ âåëè÷èí íàéêðàùèõ ðiâíîìiðíèõ ðà-

öiîíàëüíèõ íàáëèæåíü ç ôiêñîâàíèìè ïîëþñàìè äëÿ ôóíêöié iç êëà-

ñiâ 2π -ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ çãîðòêàìè ôóíêöié ç

Lp(0, 2π] ç ôiêñîâàíèìè ÿäðàìè, çàäàíèìè ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó çà ñè-

ñòåìîþ Òàêåíàêè-Ìàëüìêâiñòà.

7. Âñòàíîâëåíî àñèìïòîòè÷íi ïðè n→ ∞ ðiâíîñòi äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ

âiäõèëåíü â ðiâíîìiðíié òà iíòåãðàëüíèõ ìåòðèêàõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïî-

ëiíîìiâ U ∗
n−1(f ;x) ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà êëàñàõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié,
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ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çãîðòêàìè ç ÿäðàìè, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó Äàëàìáåðà.

8. Îïèñàíî âñi âèïàäêè ñïiââiäíîøåíü ìiæ ÷èñëàìè r i s , çà ÿêèõ âèêîíó-

¹òüñÿ ðiâíiñòü ∥Wr,s∥H∞ = 1. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíî äî çíà-

õîäæåííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ôóíêöié ïðîñòîðó Ãàðäi Hp(D).

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî ó ïðàöÿõ [175, 188, 190,

199, 224, 274].
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Ðîçäië 4

Íàáëèæåííÿ ó ïðîñòîðàõ ôóíêöié,

ëîêàëüíî ñóìîâíèõ íà äiéñíié îñi

Íåõàé L̂p, p ≥ 1 � ìíîæèíà ôóíêöié φ, çàäàíèõ íà äiéñíié îñi R (i íå

îáîâ'ÿçêîâî ïåðiîäè÷íèõ), ÿêi ìàþòü ñêií÷åííó íîðìó

∥φ∥p̂ =


sup
a∈R

(a+2π∫
a

|φ(t)|p dt
)1/p

, p ∈ [1;∞),

ess sup
t∈R

|φ(t)|, p = ∞.

ßêùî òåïåð ψ(v) � ôóíêöiÿ, íåïåðåðâíà ïðè âñiõ v ≥ 0 i β � ôi-

êñîâàíå äiéñíå ÷èñëî, äëÿ ÿêèõ ìàéæå ïðè âñiõ t ∈ R iñíó¹ ïåðåòâîðåííÿ

ψ̂(t) = ψ̂β(t) =
1

π

∞∫
0

ψ(v) cos

(
vt+

βπ

2

)
dv, (4.1)

òî ÷åðåç L̂ψβ [217] ïîçíà÷à¹òüñÿ ìíîæèíà ôóíêöié f ∈ L̂1, ÿêi ìàéæå ïðè âñiõ

x ∈ R ìîæíà ïîäàòè ðiâíiñòþ

f(x) = A0 +

∞∫
−∞

φ(x+ t)ψ̂(t) dt, (4.2)

äå A0 � äåÿêà ñòàëà, φ ∈ L̂1, a iíòåãðàë ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ãðàíèöÿ iíòåãðàëiâ

ïî ñèìåòðè÷íèõ ïðîìiæêàõ, ùî ðîçøèðþþòüñÿ. ßêùî f ∈ L̂ψβ i ïðè öüîìó

φ ∈ N, äå N � äåÿêà ïiäìíîæèíà ç L̂1, òî ïîêëàäàþòü f ∈ L̂ψβN . Ïiäìíî-

æèíè íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ç L̂ψβ i L̂ψβN ïîçíà÷àþòü âiäïîâiäíî Ĉψ
β i Ĉψ

βN .
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Ôóíêöiþ φ(·) ó çîáðàæåííi (4.2) íàçèâàþòü (ψ; β) -ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f(·) i

ïîçíà÷àþòü φ(·) = fψβ (·) .
Ó ðîëi àãðåãàòiâ íàáëèæåííÿ äëÿ ôóíêöié f ∈ L̂ψβN áóäåìî âèêîðèñòî-

âóâàòè îïåðàòîðè âèãëÿäó

Vσ,c(f ;x) = A0 +

∞∫
−∞

fψβ (x+ t)
(
ψ̂λσ,c

)
(t; β) dt, (4.3)

äå
(
ψ̂λσ,c

)
(t; β) ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó (4.1) ôóíêöi¨ ψ(v)λσ,c(v) , â ÿêîìó

λσ,c(v) =


1, 0 ≤ v ≤ c,

σ−v
σ−c , c ≤ v ≤ σ,

0, v ≥ σ,

(4.4)

i c � ÷èñëî ç ïðîìiæêó [0;σ).

Ïîðÿä ç Vσ,c(f ;x) áóäåìî òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè ìîäèôiêîâàíi îïåðà-

òîðè

F ∗
σ (f ; x) = A0 +

∞∫
−∞

fψβ (x+ t)
(
ψ̂λσ

)
(t; β) dt, (4.5)

äå
(
ψ̂λσ

)
(t; β) ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó (4.1) ôóíêöi¨ ψ(v)λσ(v), ïðè ÷îìó

λσ(v) =


1, 0 ≤ v ≤ σ − 1,

1− (v − σ + 1)ψ(σ)ψ(v) , σ − 1 ≤ v ≤ σ,

0, σ ≤ v.

Çâàæàþ÷è íà ñïiââiäíîøåííÿ (1.23) � (1.24), âåëè÷èíè Vσ,c(f ; x) áóäåìî

íàçèâàòè îïåðàòîðàìè Âàëëå Ïóññåíà ôóíêöi¨ f(x), à äëÿ âåëè÷èí F ∗
σ (f ;x)

âèêîðèñòîâóâàòè íàçâó ìîäèôiêîâàíi îïåðàòîðè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f(x) .

Ó öüîìó ðîçäiëi çíàõîäÿòüñÿ îöiíêè íîðì âåëè÷èí

ρσ,c(f ; x) := f(x)− Vσ,c(f ;x), f ∈ L̂ψβ , (4.6)
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i

ρσ(f ;x) := f(x)− F ∗
σ (f ;x), f ∈ L̂ψβ , (4.7)

â ïðîñòîðàõ L̂p, p ≥ 1, ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöi¨ ψ, ùî âèçíà÷àþòü êëàñ L̂ψβ ,

ïðÿìóþòü äî íóëÿ çi øâèäêiñòþ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨.

Çàóâàæåííÿ 4.0.1. Ïîâåäiíêà âåëè÷èí (4.7) íà âiäïîâiäíèõ êëàñàõ ïåði-

îäè÷íèõ ôóíêöié âïåðøå ðîçãëÿäàëàñü â ðîáîòi Ñ.Ì. Íiêîëüñüêîãî [142], äå

íèì äëÿ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü ñóì Ôóð'¹ íà êëàñàõ iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà â

ðiâíîìiðíié ìåòðèöi áóëè çíàéäåíi àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi. Çãîäîì, çàëè-

øêîâi ÷ëåíè öèõ ðiâíîñòåé áóëè óòî÷íåíi Ñ.Á. Ñò¹÷êiíèì [238]. Ó ñïiëüíié

ðîáîòi Î.I. Ñòåïàíöÿ i À.Ñ. Ñåðäþêà [227] äëÿ âåëè÷èí (4.7) ó âèïàäêó íà-

áëèæåííÿ ñóìàìè Ôóð'¹ iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà çíàéäåíi îöiíêè òèïó Ëåáåãà,

Î.I. Ñòåïàíåöü [213] ïîøèðèâ çãàäàíi ðåçóëüòàòè Íiêîëüñüêîãî-Ñò¹÷êèíà

íà êëàñè Cq
βHω, q = e−α, Hω = {f ∈ C : ω(f ; ·) ≤ ω(·)}, äå ω(f ; ·) �

ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f, ω(·) � äîâiëüíèé ôiêñîâàíèé ìîäóëü íå-

ïåðåðâíîñòi.

Çàóâàæåííÿ 4.0.2. Â ïåðiîäè÷íîìó âèïàäêó, êîëè êëàñè L̂αβ ñïiâïàäà-

þòü ç ìíîæèíàìè Lqβ, q = e−α, iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà (äèâ. ìîíîãðàôiþ

[216, ñ. 301]), ïîâåäiíêà âåëè÷èí âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü ñóì Âàëëå-Ïóññåíà

íà öèõ ìíîæèíàõ âèâ÷àëàñÿ â ðîáîòàõ [166, 172]. Çîêðåìà, ó âèïàäêó, êî-

ëè îäíî÷àñíî n → ∞ i n − p → ∞, n, p ∈ N, äå p = p(n) � ïàðàìåòð

ìåòîäó Âàëëå Ïóññåíà, äëÿ öèõ âåëè÷èí îòðèìàíî àñèìïòîòè÷íi ðiâíî-

ñòi. Äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó p âiäïîâiäíi ðiâíîñòi ó ðiâíîìiðíié

i iíòåãðàëüíié ìåòðèêàõ áóëè îäåðæàíi À.Ñ. Ñåðäþêîì [195].

Ðåçóëüòàòè íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëiâ ¹ ðîçâèòêîì iäåé i ìåòîäiâ iç çàçíà÷å-

íèõ âèùå ðîáiò Î.I. Ñòåïàíöÿ i À.Ñ. Ñåðäþêà ç ïåðiîäè÷íîãî âèïàäêó íà âè-

ïàäîê íàáëèæåííÿ ìîäèôiêîâàíèìè îïåðàòîðàìè Ôóð'¹ i îïåðàòîðàìè Âàëëå

Ïóññåíà íà êëàñàõ L̂ψβ .
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4.1. Íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè Âàëëå Ïóññåíà íà êëàñàõ L̂αβ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à, ñòîñîâíî îöiíêè íîðì âåëè÷èí (4.6)

âiäõèëåíü îïåðàòîðiâ Âàëëå Ïóññåíà íà êëàñàõ L̂ψβ ó âèïàäêó, êîëè

ψ(v) = ψα(v) :=

ψ1(v), v ∈ [0; 1],

e−αv, v > 1,
(4.8)

äå α > 0 � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, ψ1(v) � äåÿêà àáñîëþòíî íåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ, ùî ìà¹ ïîõiäíó ψ′
1(v) îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà âiäðiçêó [0; 1] , i òàêà,

ùî ψ1(0) sin
βπ
2 = 0 i ψ1(1) = e−α. Â òàêîìó ðàçi ïåðåòâîðåííÿ (4.1) ñóìîâíå

i, ÿê ïîêàçàíî â [217] (äèâ., òàêîæ, [224]), Vσ,c(f ; x) íàëåæèòü ìíîæèíi Eσ �

öiëèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiéíîãî òèïó, ùî íå ïåðåâèùó¹ σ . Ó öüîìó âèïàäêó

fψαβ := fαβ , a äëÿ ìíîæèíè L̂ψαβ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ L̂αβ .

Íåõàé

W 2 :=
{
u :

∫ ∞

−∞

u2(t)

(1 + |t|)2
dt <∞

}
, W 2

σ = {u ∈ Eσ : u ∈ W 2},

i

Eσ(φ)p̂ = inf
u∈W 2

σ

∥φ(·)− u(·)∥p̂ (4.9)

� âåëè÷èíà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ φ çà äîïîìîãîþ öiëèõ ôóíêöié

åêñïîíåíöiéíîãî òèïó, ùî íå ïåðåâèùó¹ σ. Íåõàé äàëi

Eσ(N)p̂ = sup
φ∈N

Eσ(φ)p̂.

Ç çàãàëüíèõ òâåðäæåíü ðîáîòè [217, ñ. 209], çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî

Eσ(L̂
α,1
β,p)p̂ ≤ Ke−ασ, (4.10)

äå L̂α,1β,p = {f : f ∈ L̂αβL̂p, f
α
β ∈ W 2, ∥fαβ ∥p̂ ≤ 1}. Ñïiââiäíîøåííÿ (4.10) äà¹

îöiíêó çâåðõó âåëè÷èíè íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ êëàñó L̂α,1β,p çà äîïîìîãîþ

öiëèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiéíîãî òèïó, ùî íå ïåðåâèùó¹ σ.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïiäðîçäiëó ìiñòèòüñÿ ó òàêîìó òâåðäæåííi.
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Òåîðåìà 4.1.1. Íåõàé f ∈ L̂αβL̂p, α > 0, β ∈ R, p ∈ [1;∞] . Òîäi, ïðè

σ → ∞ ñïðàâäæó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà íåðiâíiñòü

∥ρσ,c(f ;x)∥p̂ ≤
e−αc

σ − c

[ 4
π2

Jσ,c(α) +O(1)
(1 + α

α2 c

)]
Ec(f

α
β )p̂, (4.11)

äå

Jσ,c(α) :=
∞∫
0

√
1− 2e−α(σ−c) cos(σ − c)t+ e−2α(σ−c)

α2 + t2
dt, (4.12)

Ec(f
α
β )p̂ âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (4.9), a O(1) � âåëè÷èíà, ùî ðiâ-

íîìiðíî îáìåæåíà ïî ïàðàìåòðàõ α, β, σ, c, p i f .

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L̂αβ îòðèìó¹ìî

ρσ,c(f ;x) = f(x)− Vσ,c(f ;x) =

∞∫
−∞

fαβ (x− t)τ̂σ,c(t) dt, (4.13)

äå

τ̂σ,c(t) = τ̂σ,c(t; β) =
1

π

∞∫
0

τσ,c(v) cos
(
vt+

βπ

2

)
dv, (4.14)

τσ,c(v) = [1− λσ,c(v)]e
−αv =


0, 0 ≤ v < c,

v−c
σ−c e

−αv, c ≤ v < σ,

e−αv, σ ≤ v.

Äëÿ îöiíêè âåëè÷èí ρσ,c(f ;x) áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíå òâåð-

äæåííÿ, ÿêå ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 4.1 ç [217, c. 187].

Ëåìà 4.1.1. Äëÿ äîâiëüíèõ σ > 0, 0 ≤ c < σ, ∀f ∈ L̂αβL̂p, p ∈ [1,∞], i

∀β ∈ R ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥ρσ,c(f ;x)∥p̂ ≤ Ec(f
α
β )p̂∥τ̂σ,c(t; β)∥1, (4.15)
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â ÿêié âåëè÷èíà Ec(f
α
β )p̂ âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (4.9), à

∥τ̂σ,c(t; β)∥1 =
∞∫

−∞

|τ̂σ,c(t; β)| dt, (4.16)

äå τ̂σ,c(·) � ôóíêöiÿ ç (4.14).

Îäåðæèìî îöiíêó âåëè÷èíè (4.16). Ìà¹ìî

πτ̂σ,c(t; β) =

∞∫
0

τσ,c(v) cos
(
vt+

βπ

2

)
dv =

=

σ∫
c

v − c

σ − c
e−αv cos

(
vt+

βπ

2

)
dv+

+

∞∫
σ

e−αv cos
(
vt+

βπ

2

)
dv := I

(1)
σ,α,β(t; c) + I

(2)
σ,α,β(t). (4.17)

Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, çíàõîäèìî

I
(1)
σ,α,β(t; c) = −

∞∫
σ

e−αv cos
(
vt+

βπ

2

)
dv+

+
1

σ − c

σ∫
c

∞∫
v

e−αx cos
(
xt+

βπ

2

)
dx dv =

= −I(2)σ,α,β(t) +
1

σ − c

σ∫
c

∞∫
v

e−αx cos
(
xt+

βπ

2

)
dx dv. (4.18)

Ñïiâñòàâëåííÿ ñïiââiäíîøåíü (4.17) i (4.18), äà¹ ïðàâî çàïèñàòè

πτ̂σ,c(t; β) =
1

σ − c

σ∫
c

∞∫
v

e−αx cos
(
xt+

βπ

2

)
dx dv :=

:=
1

σ − c

σ∫
c

Pα,β(v; t) dv. (4.19)
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Äâi÷i iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè i âèêîíóþ÷è åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ,

çíàõîäèìî

Pα,β(v; t) =

∞∫
v

e−αx cos
(
xt+

βπ

2

)
dx =

=
e−αv

α2 + t2

[
α cos

(
vt+

βπ

2

)
− t sin

(
vt+

βπ

2

)]
=

=
e−αv√
α2 + t2

[ α√
α2 + t2

cos
(
vt+

βπ

2

)
− t√

α2 + t2
sin
(
vt+

βπ

2

)]
=

=
e−αv√
α2 + t2

cos
(
vt+ θ(α; t) +

βπ

2

)
, θ(α; t) = arctg

t

α
. (4.20)

Ïiäñòàâèâøè (4.20) â (4.19), îäåðæó¹ìî

τ̂σ,c(t; β) =
1

π(σ − c)
√
α2 + t2

σ∫
c

e−αv cos
(
vt+ θ(α; t) +

βπ

2

)
dv.

Îòæå, äëÿ âåëè÷èíè ∥τ̂σ,c(t; β)∥1 ñïðàâäæó¹òüñÿ çîáðàæåííÿ

∥τ̂σ,c(t; β)∥1 =

=
1

π(σ − c)
√
α2 + t2

∞∫
−∞

∣∣∣ σ∫
c

e−αv cos
(
vt+ θ(α; t) +

βπ

2

)
dv
∣∣∣ dt :=

:=
1

π(σ − c)

∞∫
−∞

|Pσ,c,α,β(t)|√
α2 + t2

dt. (4.21)

Ïðèâåäåìî ôóíêöiþ Pσ,c,α,β(t) äî áiëüø çðó÷íîãî äëÿ ïîäàëüøèõ äî-

ñëiäæåíü âèãëÿäó. Ìà¹ìî

Pσ,c,α,β(t) =

∞∫
c

e−αv cos
(
vt+ θ(α; t) +

βπ

2

)
dv−

−
∞∫
σ

e−αv cos
(
vt+ θ(α; t) +

βπ

2

)
dv =
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=

∞∫
c

e−αv
[
cos
(
vt+

βπ

2

)
cos θ(α; t)− sin

(
vt+

βπ

2

)
sin θ(α; t)

]
dv−

−
∞∫
σ

e−αv
[
cos
(
vt+

βπ

2

)
cos θ(α; t)− sin

(
vt+

βπ

2

)
sin θ(α; t)

]
dv =

= cos θ(α; t)
( ∞∫
c

e−αv cos
(
vt+

βπ

2

)
−

∞∫
σ

e−αv cos
(
vt+

βπ

2

))
−

− sin θ(α; t)
( ∞∫
c

e−αv sin
(
vt+

βπ

2

)
−

∞∫
σ

e−αv sin
(
vt+

βπ

2

))
=

= cos θ(α; t)
(
Pα,β(c; t)− Pα,β(σ; t)

)
−

− sin θ(α; t)
(
Pα,β−1(c; t)− Pα,β−1(σ; t)

)
. (4.22)

Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð ôîðìóëó (4.20) äî êîæíî¨ ç ôóíêöié ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè

ñïiââiäíîøåííÿ (4.22), çíàõîäèìî

Pσ,c,α,β(t) = cos θ(α; t)
[ e−αc√

α2 + t2
cos
(
ct+ θ(α; t) +

βπ

2

)
−

− e−ασ√
α2 + t2

cos
(
σt+ θ(α; t) +

βπ

2

)]
−

− sin θ(α; t)
[ e−αc√

α2 + t2
sin
(
ct+ θ(α; t) +

βπ

2

)
−

− e−ασ√
α2 + t2

sin
(
σt+ θ(α; t) +

βπ

2

)]
=

=
e−αc√
α2 + t2

[
cos θ(α; t) cos

(
ct+ θ(α; t) +

βπ

2

)
−

− sin θ(α; t) sin
(
ct+ θ(α; t) +

βπ

2

)]
−

− e−ασ√
α2 + t2

[
cos θ(α; t) cos

(
σt+ θ(α; t) +

βπ

2

)
−

− sin θ(α; t) sin
(
σt+ θ(α; t) +

βπ

2

)]
.
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Âèêîíóþ÷è åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìó¹ìî

Pσ,c,α,β(t) =
e−αc√
α2 + t2

cos
(
ct+ 2θ(α; t) +

βπ

2

)
−

− e−ασ√
α2 + t2

cos
(
σt+ 2θ(α; t) +

βπ

2

)
=

=
e−αc√
α2 + t2

{[
cos
(
ct+

βπ

2

)
cos 2θ(α; t)− sin

(
ct+

βπ

2

)
sin 2θ(α; t)

]
−

−e−α(σ−c)
[
cos
(
ct+

βπ

2

)
cos
(
(σ − c)t+ 2θ(α; t)

)
−

− sin
(
ct+

βπ

2

)
sin
(
(σ − c)t+ 2θ(α; t)

)]}
=

=
e−αc√
α2 + t2

{
cos
(
ct+

βπ

2

)[
cos 2θ(α; t)−

−e−α(σ−c) cos
(
(σ − c)t+ 2θ(α; t)

)]
−

− sin
(
ct+

βπ

2

)[
sin 2θ(α; t)− e−α(σ−c) sin

(
(σ − c)t+ 2θ(α; t)

)]}
=

=
e−αc√
α2 + t2

[
cos
(
ct+

βπ

2

)
Gα,σ−c(t)− sin

(
ct+

βπ

2

)
Hα,σ−c(t)

]
, (4.23)

äå

Gα,σ−c(t) := cos 2θ(α; t)− e−α(σ−c) cos
(
(σ − c)t+ 2θ(α; t)

)
, (4.24)

Hα,σ−c(t) := sin 2θ(α; t)− e−α(σ−c) sin
(
(σ − c)t+ 2θ(α; t)

)
. (4.25)

Äàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíó ëåìó, ÿêà ¹ àíàëîãîì âiäîìî¨

ëåìè Ôåé¹ðà-Ñò¹÷êiíà äëÿ ôóíêöié, çàäàíèõ íà äiéñíié îñi i áóëà îäåðæàíà

ó ïðàöi [230].

Ëåìà 4.1.2 ([230]). Íåõàé g(t) i h(t) � àáñîëþòíî iíòåãðîâàíi íà äiéñíié
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îñi ôóíêöi¨ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨:

∞∨
−∞

g(t) <∞,
∞∨
−∞

h(t) <∞,

σ i γ � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà. Ïîêëàäåìî

φ(t) = g(t) cos(σt+ γ) + h(t) sin(σt+ γ),

r(t) =
√
g2(t) + h2(t), K =

∞∨
−∞

g(t) +
∞∨
−∞

h(t).

Òîäi

I =

∞∫
−∞

|φ(t)| dt = 2

π

∞∫
−∞

r(t) dt+O(1)Kσ−1,

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ïî σ.

Ç öi¹þ ìåòîþ ïîêëàäåìî

φ(t) =
1

π(σ − c)

Pσ,c,α,β(t)√
α2 + t2

, (4.26)

g(t) =
1

π(σ − c)

e−αc

α2 + t2
Gα,σ−c(t),

h(t) =
1

π(σ − c)

e−αc

α2 + t2
Hα,σ−c(t), γ =

βπ

2
,

äå Gα,σ−c(t) i Hα,σ−c(t) � ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi â ñïiââiäíîøåííÿõ (4.24) i (4.25)

âiäïîâiäíî. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôóíêöi¨ g(t) i h(t) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó öi¹¨

ëåìè.

Âèõîäÿ÷è ç ðiâíîñòi (4.23), çàñòîñó¹ìî ëåìó 4.1.2. Îòðèìó¹ìî

∞∫
−∞

|φ(t)| dt = e−αc

σ − c

[
2

π2

∞∫
−∞

√
G2
α,σ−c(t) +H2

α,σ−c(t)

α2 + t2
dt+

+O(1)
( ∞∨

−∞

Gα,σ−c(t)

α2 + t2
+

∞∨
−∞

Hα,σ−c(t)

α2 + t2

)1
c

]
. (4.27)
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Âiäïîâiäíî äî ñïiââiäíîøåíü (4.24) i (4.25) ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü√
G2
α,σ−c(t) +H2

α,σ−c(t) =

=
√
1− 2e−α(σ−c) cos(σ − c)t+ e−2α(σ−c). (4.28)

Ïiäðàõó¹ìî âàðiàöi¨ ôóíêöié iç çàëèøêîâîãî ÷ëåíà ôîðìóëè (4.27). Çãi-

äíî ñïiââiäíîøåííþ (4.20) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü θ(α; t) = arctg t
α , òîìó

cos 2θ(α; t)

α2 + t2
=

α2 − t2

(α2 + t2)2
:= gα(t), (4.29)

sin 2θ(α; t)

α2 + t2
=

2αt

(α2 + t2)2
:= hα(t). (4.30)

Ôóíêöi¨ gα(t) i hα(t) àáñîëþòíî iíòåãðîâàíi i ìàþòü îáìåæåíó âàðiàöiþ íà

R , îñêiëüêè ñàìi âîíè òà ìîäóëi ¨õ ïîõiäíèõ

g′α(t) = 2t
t2 − 3α2

(α2 + t2)3
, h′α(t) = 2α

3t2 − α2

(α2 + t2)3
,

â îêîëi òî÷êè t = 0 îáìåæåíi, à ïðè t→ ∞ ìàþòü ïîðÿäêè O(t−3) i O(t−4)

âiäïîâiäíî. Ïðè öüîìó ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

∞∫
−∞

|gα(t)| dt =
∞∫

−∞

|α2 − t2|
(α2 + t2)2

dt ≤ 2

∞∫
0

dt

(α2 + t2)2
=
π

α
, (4.31)

∞∫
−∞

|hα(t)| dt = 4α

∞∫
0

t dt

(α2 + t2)2
=

2

α
, (4.32)

∞∫
−∞

|g′α(t)| dt = 2

∞∫
−∞

∣∣∣t t2 − 3α2

(α2 + t2)3

∣∣∣ dt ≤ 4

α2
, (4.33)

∞∫
−∞

|h′α(t)| dt = 2α

∞∫
−∞

∣∣∣ 3t2 − α2

(α2 + t2)3

∣∣∣ dt ≤ 6π

α2
. (4.34)

Áåðó÷è äî óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ (4.29) � (4.30), íà îñíîâi ðiâíîñòåé
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(4.24) i (4.25) îòðèìó¹ìî

Gα,σ−c(t)

α2 + t2
= gα(t)− e−α(σ−c)

(
gα(t) cos(σ − c)t− hα(t) sin(σ − c)t

)
, (4.35)

Hα,σ−c(t)

α2 + t2
= hα(t)− e−α(σ−c)

(
gα(t) sin(σ − c)t+ hα(t) cos(σ − c)t

)
. (4.36)

Âðàõîâóþ÷è òåïåð ñïiââiäíîøåííÿ (4.31) � (4.36), çíàõîäèìî

∞∨
−∞

Gα,σ−c(t)

α2 + t2
=

∞∫
−∞

∣∣∣(Gα,σ−c(t)

α2 + t2

)′∣∣∣ dt = O(1)
(1 + α

α2

)
(4.37)

i
∞∨
−∞

Hα,σ−c(t)

α2 + t2
=

∞∫
−∞

∣∣∣(Hα,σ−c(t)

α2 + t2

)′∣∣∣ dt = O(1)
(1 + α

α2

)
. (4.38)

Îòæå, ñïiâñòàâëåííÿ ñïiââiäíîøåíü (4.27), (4.28), (4.37) i (4.38) äà¹ ïðà-

âî çàïèñàòè

∞∫
−∞

|φ(t)| dt = e−αc

σ − c

[ 4
π2

Jσ,c(α) +O(1)
(1 + α

α2 c

)]
, (4.39)

äå

Jσ,c(α) =
∞∫
0

√
1− 2e−α(σ−c) cos(σ − c)t+ e−2α(σ−c)

α2 + t2
dt.

Íàðåøòi çi ñïiââiäíîøåíü (4.15), (4.21), (4.26) i (4.39) îòðèìó¹ìî òâåð-

äæåííÿ òåîðåìè.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Âiäçíà÷èìî, ùî íà ïåâíèõ ïiäìíîæèíàõ ôóíêöié íåðiâíiñòü (4.11) ¹ òî-

÷íîþ. Äiéñíî, íåõàé

Ŝp =
{
f ∈ L̂p : ∥f∥p̂ ≤ 1

}
, L̂αβŜp := L̂αβ,p,
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i

E(L̂αβ,p;Vσ,c)p̂ := sup
f∈L̂αβ,p

∥ρσ,c(f ; ·)∥p̂.

Òîäi íà îñíîâi òåîðåìè 4.1.1 îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.1.2. Íåõàé p ∈ [1;∞], α > 0, β ∈ R. Òîäi ïðè σ → ∞

ñïðàâäæó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà íåðiâíiñòü

E(L̂αβ,p;Vσ,c)p̂ ≤
e−αc

σ − c

[ 4
π2

Jσ,c(α) +O(1)
(1 + α

α2 c

)]
, (4.40)

ÿêà ïðè p = ∞ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü

E(L̂αβ,∞;Vσ,c)∞̂ =
e−αc

σ − c

[ 4
π2

Jσ,c(α) +O(1)
(1 + α

α2 c

)]
.

Òóò Jσ,c(α) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (4.12), a O(1) � âåëè÷èíè, ðiâ-

íîìiðíî îáìåæåíi ïî α, β, p, σ i c .

Äîâåäåííÿ. ßêùî f ∈ L̂αβ,p , òî ∥fαβ ∥p̂ ≤ 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

Ec(f
α
β )p̂ ≤ 1 . Ðîçãëÿíóâøè âåðõíi ìåæi îáîõ ÷àñòèí ñïiââiäíîøåííÿ (4.11)

íà ìíîæèíàõ L̂αβ,p , îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü (4.40).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç f ∗(x) ôóíêöiþ, (ψα; β) -ïîõiäíà ÿêî¨ fψαβ (x) çàäàíà

ðiâíiñòþ

fψαβ (x) = sign r̂σ,c(−x; β),

äå ψα(·) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè (4.8). Çðîçóìiëî, ùî òàêà ôóíêöiÿ

f ∗(x) çàâæäè iñíó¹ i íàëåæèòü êëàñó L̂αβ,∞. Òîäi, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

(4.13), îòðèìó¹ìî

ρσ,c(f
∗; 0) =

∞∫
−∞

|r̂σ,c(t; β)| dt. (4.41)

Çi ñïiââiäíîøåíü (4.21), (4.26) i (4.39) âèïëèâà¹, ùî

∞∫
−∞

|r̂σ,c(t; β)| dt =
e−αc

σ − c

[ 4
π2

Jσ,c(α) +O(1)
(1 + α

α2 c

)]
, (4.42)

äå Jσ,c(α) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (4.12).
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Îòæå, ñïiâñòàâëåííÿ (4.41) i (4.42) ïåðåêîíó¹ íàñ, ùî ó âèïàäêó p = ∞
ñïiââiäíîøåííÿ (4.40) ¹ ðiâíiñòþ.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 4.1.1. Ñïiâñòàâëåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ íåðiâíîñòi (4.40)

ç îöiíêîþ (4.10) äîçâîëÿ¹ ñòâåðäæóâàòè, ùî çà âèêîíàííÿ óìîâè

0 < K1 ≤ σ − c ≤ K2 < ∞ , äå K1 i K2 � äåÿêi àáñîëþòíi êîíñòàíòè,

îïåðàòîðè Vσ,c(f ;x) íà ìíîæèíàõ L̂αβL̂p äàþòü íàáëèæåííÿ, ÿêå çà ïîðÿä-

êîì ñïiâïàäà¹ ç âåëè÷èíîþ íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ.

Çàóâàæåííÿ 4.1.2. Ó âèïàäêó, ÿêùî p = ∞ i ïðè σ → ∞ îäíî÷àñíî

c = c(σ) → ∞ i σ − c → ∞ , òî ñïiââiäíîøåííÿ (4.40) ¹ ðiâíiñòþ, ÿêà äà¹

ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ Âàëëå Ïóññå-

íà Vσ,c(f ;x) íà êëàñàõ L̂αβL̂p ó âèïàäêó, ÿêùî ïàðàìåòð c = c(σ) âèáðàíî

òàêèì ÷èíîì, ùî

lim
σ→∞

c(σ) = lim
σ→∞

(
σ − c(σ)

)
= ∞. (4.43)

Çâàæàþ÷è íà î÷åâèäíi ñïiââiäíîøåííÿ

1− e−α(σ−c) ≤
√
1− 2e−α(σ−c) cos(σ − c)t+ e−2α(σ−c) ≤ 1 + e−α(σ−c),

ç óðàõóâàííÿì (4.43) îòðèìó¹ìî

∞∫
0

√
1− 2e−α(σ−c) cos(σ − c)t+ e−2α(σ−c)

α2 + t2
dt =

=
π

2α
+O(1)

e−α(σ−c)

α
, σ → ∞. (4.44)

Îòæå, ç òåîðåì 4.1.1 i 4.1.2 îäåðæó¹ìî òàêi íàñëiäêè.

Íàñëiäîê 4.1.1. Íåõàé âèêîíàíi âñi óìîâè òåîðåìè 4.1.1 i ïàðàìåòð

c = c(σ) çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿì (4.43). Òîäi ïðè σ → ∞ ñïðàâäæó¹-
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òüñÿ íåðiâíiñòü

∥ρσ,c(f ;x)∥p̂ ≤
e−αc

σ − c

[
2

πα
+O(1)

(
1 + α

α2 c

)]
Ec(f

α
β )p̂, (4.45)

äå O(1) � âåëè÷èíà, ùî ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ïî α, β, σ, c, p i f .

Íàñëiäîê 4.1.2. Íåõàé âèêîíàíi âñi óìîâè òåîðåìè 4.1.2 i ïàðàìåòð

c = c(σ) çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿì (4.43). Òîäi ïðè σ → ∞ ñïðàâäæó¹-

òüñÿ íåðiâíiñòü

E(L̂αβ,p;Vσ,c)p̂ ≤
e−αc

σ − c

[ 2

πα
+O(1)

(1 + α

α2 c

)]
, (4.46)

ÿêà ïðè p = ∞ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü

E(L̂αβ,∞;Vσ,c)∞̂ =
e−αc

σ − c

[ 2

πα
+O(1)

(1 + α

α2 c

)]
.

äå O(1) � âåëè÷èíè, ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ïî α, β, p, σ i c .

4.2. Íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè Âàëëå Ïóññåíà íà ìíîæèíàõ
L̂ψβ , ψ ∈ Dα

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó 4.1, òóò îòðèìóþòüñÿ

îöiíêè íîðì âåëè÷èí (4.6) âiäõèëåíü îïåðàòîðiâ Âàëëå Ïóññåíà ó ïðîñòîðàõ

L̂p, 1 ≤ p ≤ ∞, íà ìíîæèíàõ L̂ψβ ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöi¨ ψ íàëåæàòü äî

ìíîæèíè Dα, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ó òàêèé ñïîñiá.

Íåõàé, ÿê i ðàíiøå (äèâ. ïiäðîçäië 3.1.1), M � ìíîæèíà íåïåðåðâíèõ

îïóêëèõ äîíèçó ïðè âñiõ v ≥ 1 ôóíêöié ψ(v), äëÿ ÿêèõ lim
v→∞

ψ(v) = 0 .

Êîæíó ôóíêöiþ ψ ∈ M ïðîäîâæèìî íà ïðîìiæîê [0; 1) òàê, ùîá îòðèìàíà

ôóíêöiÿ (ÿêó, ÿê i ðàíiøå, áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç ψ(·) ) áóëà íåïåðåðâíîþ
ïðè âñiõ v ≥ 0, ψ(0) = 0 i ¨¨ ïîõiäíà ψ′(v) = ψ′(v + 0) ìàëà îáìåæåíó

âàðiàöiþ íà ïðîìiæêó [0;∞). Ìíîæèíó òàêèõ ôóíêöié ïîçíà÷èìî ÷åðåç A.

Íåõàé, äàëi, A∗ � ïiäìíîæèíà ôóíêöié ψ ∈ A ó ÿêèõ, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî
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v0, iñíó¹ ñêií÷åííà ïîõiäíà äðóãîãî ïîðÿäêó ψ′′(v). Òîäi ïîêëàäåìî

Dα :=
{
ψ ∈ A∗ : lim

v→∞

ψ′′(v)

ψ′(v)
= −α, α > 0

}
.

Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî ψ ∈ Dα, òî âíàñëiäîê ïðàâèëà Ëîïiòàëÿ

lim
v→∞

ψ′(v)

ψ(v)
= lim

v→∞

ψ′′(v)

ψ′(v)
= −α, α > 0. (4.47)

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ÿêùî ψ ∈ Dα, òî ïîñëiäîâíiñòü

ψ(k), k = 1, 2, . . . , çàäîâîëüíÿ¹ òàê çâàíó óìîâó Äàëàìáåðà i ¹ åëåìåí-

òîì ìíîæèíè Dq [226]:

Dq =
{
ψ(k) : lim

k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= q, q = e−α, α > 0

}
.

Äiéñíî, çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòå-

ãðàëà i âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (4.47), çíàõîäèìî

lim
k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= lim

k→∞
eln

ψ(k+1)
ψ(k) = e

lim
k→∞

k+1∫
k

ψ′(v)
ψ(v) dv

= e
lim
k→∞

1∫
0

ψ′(v+k)
ψ(v+k) dv

= e−α = q.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ïiäðîçäiëó ìiñòèòüñÿ ó òàêîìó òâåðäæåííi.

Òåîðåìà 4.2.1. Íåõàé ψ ∈ Dα, β ∈ R i âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

(4.43). Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L̂ψβ L̂p, 1 ≤ p ≤ ∞, ïðè σ → ∞

∥ρσ,c(f ; ·)∥p̂ = ψ(c)
[
eαc∥ρσ,c(J α

β (f
ψ
β ); ·)∥p̂ +O(1)

(α2 + 1)εc
α3(σ − c)

Ec(f
ψ
β )p̂

]
, (4.48)

äå

εc= max{ε(1)c , ε(2)c }, ε(1)c = sup
t≥c

∣∣∣ψ′(t)

ψ(t)
+ α

∣∣∣, ε(2)c = sup
t≥c

∣∣∣ψ′′(t)

ψ(t)
− α2

∣∣∣, (4.49)

à O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî σ, c, p, α, ψ, β i f.

Çàóâàæåííÿ 4.2.1. Òåîðåìà 4.2.1 âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ íîðìàìè ó

ïðîñòîðàõ L̂p âåëè÷èí ρσ,c(f ; ·), f ∈ L̂ψβ L̂p, ψ ∈ Dα, îçíà÷åíèõ ó ñïiâ-
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âiäíîøåííi (4.6), òà âåëè÷èí ρσ,c(J ψα
β (fψβ ); ·). Öÿ òåîðåìà ¹ ïîøèðåííÿì

ðåçóëüòàòiâ ðîáiò [165] i [226] (â ÿêèõ äîñëiäæóâàëèñü ïèòàííÿ íàáëèæå-

ííÿ íà âiäïîâiäíèõ êëàñàõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié) íà âèïàäîê íàáëèæåííÿ â

ïðîñòîðàõ L̂ψβ L̂p. Ïðè öüîìó ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ôîðìà çàëèøêîâîãî ÷ëå-

íà ôîðìóëè (4.48) âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ôîðìè çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ âiäïîâiäíèõ

ñïiââiäíîøåíü ç ðîáiò [165] i [226].

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.2.1 ñóòò¹âî áàçó¹òüñÿ íà íàñòóïíié ëåìi.

Ëåìà 4.2.1. Íåõàé ψ ∈ Dα, β ∈ R i λσ,c(v) � ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà ó ñïiâ-

âiäíîøåííi (4.4). Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë σ > 0 i c ∈ [0;σ) âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü
∞∫
c

(1− λσ,c(v))ψ(v) cos(vt+
βπ

2
) dv =

= ψ(c)

[
eαc

∞∫
c

(1− λσ,c(v))e
−αv cos(vt+

βπ

2
) dv + rσ,c(t)

]
, (4.50)

ïðè÷îìó, äëÿ âåëè÷èíè rσ,c(t) = rσ,c(ψ;α; β; t), ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî c0, ñïðà-

âåäëèâi îöiíêè

|rσ,c(t)| ≤
2εc

α(α− εc)2(σ − c)
, ∀t ∈ R, (4.51)

|rσ,c(t)| ≤
1

t2
(6α + 1)εc

(α− εc)2(σ − c)
, |t| > 0, (4.52)

äå âåëè÷èíà εc îçíà÷åíà ó ñïiââiäíîøåííÿõ (4.49).

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî

∞∫
c

[1− λσ,c(v)]ψ(v) cos(vt+
βπ

2
) dv =
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=

∞∫
0

[1− λσ,c(v + c)]ψ(v + c) cos((v + c)t+
βπ

2
) dv =

= ψ(c)
( ∞∫

0

[1− λσ,c(v + c)]e−αv cos((v + c)t+
βπ

2
) dv + rσ,c(t)

)
,

äå

rσ,c(t) =

∞∫
0

[1− λσ,c(v + c)]
(ψ(v + c)

ψ(c)
− e−αv

)
cos((v + c)t+

βπ

2
) dv. (4.53)

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà (4.51). Îñêiëüêè äëÿ äîâiëü-

íîãî v ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

0 ≤ [1− λσ,c(v + c)] ≤ v

σ − c
, 0 < c < σ, (4.54)

òî

|rσ,c(t)| ≤
1

σ − c

∞∫
0

v
∣∣∣ψ(v + c)

ψ(c)
− e−αv

∣∣∣ dv. (4.55)

ßêùî ψ(v+c)
ψ(c) − e−αv ≥ 0, òî

∣∣∣ψ(v + c)

ψ(c)
− e−αv

∣∣∣ = ψ(v + c)

ψ(c)
− e−αv = e

c+v∫
c

ψ′(x)
ψ(x) dx

− e−αv ≤ e(−α+ε
(1)
c )v − e−αv.

ßêùî æ ψ(v+c)
ψ(c) − e−αv < 0, òî áåðó÷è äî óâàãè îïóêëiñòü ôóíêöi¨ eλt, îòðè-

ìó¹ìî

∣∣∣ψ(v + c)

ψ(c)
− e−αv

∣∣∣ = e−αv − ψ(v + c)

ψ(c)
= e−αv − e

c+v∫
c

ψ′(x)
ψ(x) dx

≤

≤ e−αv − e(−α−ε
(1)
c )v ≤ e(−α+ε

(1)
c )v − e−αv.

Îòæå, çàâæäè∣∣∣ψ(v + c)

ψ(c)
− e−αv

∣∣∣ ≤ e(−α+ε
(1)
c )v − e−αv, v ≥ 0. (4.56)
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Âíàñëiäîê ñïiââiäíîøåíü (4.47) i (4.49), çà óìîâè âèêîíàííÿ (4.43) âå-

ëè÷èíà ε
(1)
c > 0 ìîíîòîííî ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè σ → ∞ . Çâiäñè âèïëè-

âà¹, ùî, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî c0 = c(σ0), áóäå âèêîíóâàòèñÿ íåðiâíiñòü

−α + ε
(1)
c < 0, ∀c ≥ c0. Òîìó, âðàõîâóþ÷è îöiíêè (4.55) i (4.56), çíàõîäè-

ìî

|rσ,c(t)| ≤
1

σ − c

∞∫
0

v(e(−α+ε
(1)
c )v − e−αv) dv =

=
1

σ − c

(
1

(α− ε
(1)
c )2

− 1

α2

)
≤ 2ε

(1)
c

α(α− ε
(1)
c )2(σ − c)

,

i, îñêiëüêè ε
(1)
c < εc , òî íåðiâíiñòü (4.51) âèêîíó¹òüñÿ.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ íàðåøòi ó ñïðàâåäëèâîñòi íåðiâíîñòi (4.52). Äâi÷i iíòå-

ãðóþ÷è ÷àñòèíàìè i âèêîíóþ÷è åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, îäåðæó¹ìî

rσ,c(t) =
1

(σ − c)t2

[(ψ(σ)
ψ(c)

− e−α(σ−c)
)
cos(σt+

βπ

2
)−

−2

σ−c∫
0

(ψ′(v + c)

ψ(c)
+ αe−αv

)
cos
(
(v + c)t+

βπ

2

)
dv

]
−

− 1

t2

∞∫
0

[1− λ(v + c)]
(ψ′′(v + c)

ψ(c)
− α2e−αv

)
cos((v + c)t+

βπ

2
) dv. (4.57)

Áåðó÷è äî óâàãè íåðiâíiñòü (4.54) i ñïiââiäíîøåííÿ∣∣∣∣∣(ψ(σ)ψ(c)
− e−α(σ−c)

)
cos(σt+

βπ

2
)

∣∣∣∣∣ =
=
∣∣∣− cos(σt+

βπ

2
)

∞∫
σ−c

(ψ′(v + c)

ψ(c)
+ αe−αv

)
dv
∣∣∣ ≤

≤
∞∫

σ−c

∣∣∣ψ′(v + c)

ψ(c)
+ αe−αv

∣∣∣ dv,
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ç (4.57) îòðèìó¹ìî

|rσ,c(t)| ≤
2

(σ − c)t2

∞∫
0

∣∣∣ψ′(v + c)

ψ(c)
+ αe−αv

∣∣∣ dv+

+
1

(σ − c)t2

∞∫
0

v
∣∣∣ψ′′(v + c)

ψ(c)
− α2e−αv

∣∣∣ dv. (4.58)

Çíàéäåìî îöiíêè äëÿ iíòåãðàëiâ ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñïiââiäíîøåííÿ (4.58).

ßêùî ψ′(v+c)
ψ(c) + αe−αv ≥ 0, òî âðàõîâóþ÷è (4.49) i îïóêëiñòü ôóíêöi¨ eλt,

îäåðæó¹ìî ∣∣∣ψ′(v + c)

ψ(c)
+ αe−αv

∣∣∣ = ψ′(v + c)

ψ(c)
+ αe−αv =

= αe−αv +
ψ′(v + c)

ψ(v + c)
e

c+v∫
c

ψ′(x)
ψ(x) dx

≤ αe−αv − (α− ε(1)c )e−(α+ε
(1)
c )v ≤

≤ (α + ε(1)c )e−(α−ε(1)c )v − αe−αv.

ßêùî æ ψ′(v+c)
ψ(c) + αe−αv < 0, òî ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, áóäåìî ìàòè

∣∣∣ψ′(v + c)

ψ(c)
+ αe−αv

∣∣∣ = −ψ
′(v + c)

ψ(c)
− αe−αv =

= −ψ
′(v + c)

ψ(v + c)
e

c+v∫
c

ψ′(x)
ψ(x) dx

− αe−αv ≤ (α+ ε(1)c )e−(α−ε(1)c )v − αe−αv.

ßê âæå çàóâàæóâàëîñÿ ðàíiøå, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî c0, áóäå âèêîíó-

âàòèñÿ íåðiâíiñòü −α+ ε
(1)
c < 0. Îòæå

∞∫
0

∣∣∣ψ′(v + c)

ψ(c)
+αe−αv

∣∣∣ dv ≤
∞∫
0

[(α+ε(1)c )e−(α−ε(1)c )v−αe−αv] dv =
2ε

(1)
c

α− ε
(1)
c

, (4.59)

i íåîáõiäíó îöiíêó äëÿ ïåðøîãî äîäàíêó ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñïiââiäíîøåííÿ

(4.58) îòðèìàíî.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äðóãèé äîäàíîê iç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñïiââiäíîøåííÿ

(4.58). Îñêiëüêè ψ ∈ Dα, òî lim
t→∞

ψ′′(t)
ψ(t) = α2. Äiéñíî, âðàõîâóþ÷è (4.47), çíà-
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õîäèìî

lim
t→∞

ψ′′(t)

ψ(t)
= lim

t→∞

ψ′′(t)

ψ′(t)

ψ′(t)

ψ(t)
= α2. (4.60)

Òåïåð ÿêùî ψ′′(v+c)
ψ(c) − α2e−αv ≥ 0, òî áåðó÷è äî óâàãè (4.49), îäåðæó¹ìî

∣∣∣ψ′′(v + c)

ψ(c)
− α2e−αv

∣∣∣ = ψ′′(v + c)

ψ(c)
− α2e−αv =

=
ψ′′(v + c)

ψ(v + c)
e

v+c∫
c

ψ′(x)
ψ(x) dx

− α2e−αv ≤ (α2 + ε(2)c )e(−α+ε
(1)
c )v − α2e−αv ≤

≤ (α2 + εc)e
(−α+εc)v − α2e−αv.

ßêùî æ ψ′′(v+c)
ψ(c) −α2e−αv < 0, òî áåðó÷è äî óâàãè îïóêëiñòü ôóíêöi¨ eλt,

îòðèìó¹ìî ∣∣∣ψ′′(v + c)

ψ(c)
− α2e−αv

∣∣∣ = α2e−αv − ψ′′(v + c)

ψ(c)
=

= α2e−αv − ψ′′(v + c)

ψ(v + c)
e

v+c∫
σ

ψ′(x)
ψ(x) dx

≤ α2e−αv − (α2 − ε(2)c )e(−α−ε
(1)
c )v=

= α2(e−αv− e(−α−ε
(1)
c )v) + ε(2)c e(−α−ε

(1)
c )v≤ (α2 + εc)e

(−α+εc)v− α2e−αv.

Îòæå, çàâæäè∣∣∣ψ′′(v + c)

ψ(c)
− α2e−αv

∣∣∣ ≤ (α2 + εc)e
(−α+εc)v − α2e−αv, v ≥ 0. (4.61)

Âíàñëiäîê ñïiââiäíîøåíü (4.43), (4.47), (4.49) i (4.60) âåëè÷èíà εc > 0

ìîíîòîííî ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè σ → ∞ . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî, ïî÷èíàþ÷è

ç äåÿêîãî c0, áóäå âèêîíóâàòèñÿ íåðiâíiñòü −α + εc < 0. Áåðó÷è äî óâàãè

ñïiââiäíîøåííÿ (4.61), çíàõîäèìî

∞∫
0

v
∣∣∣ψ′′(v + c)

ψ(c)
− α2e−αv

∣∣∣ dv ≤
∞∫
0

v[(α2 + εc)e
(−α+εc)v − α2e−αv] dv =

=
α2 + εc
(α− εc)2

− 1 =
(2α + 1)εc − ε2c

(α− εc)2
. (4.62)

Çiñòàâëÿþ÷è òåïåð ñïiââiäíîøåííÿ (4.58), (4.59) i (4.62), ïåðåêîíó¹ìîñÿ,
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ùî, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî c0, âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà (4.52).

Ëåìó äîâåäåíî.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.2.1. Íåõàé

f ∈ L̂ψβ L̂p, 1 ≤ p ≤ ∞ . Çi ñïiââiäíîøåíü (4.2) i (4.3) âèïëèâà¹, ùî

ìàéæå ñêðiçü

ρσ(f ;x) = f(x)− Vσ,c(f ;x) =

∞∫
−∞

fψβ (x− t)d̂σ,c(t) dt, (4.63)

äå

d̂σ,c(t) =
1

π

∞∫
0

dσ,c(v) cos
(
vt+

βπ

2

)
dv,

dσ,c(v) = (1− λσ,c(v))ψ(v) =


0, 0 ≤ v ≤ c,

v−c
σ−cψ(v), c < v < σ,

ψ(v), σ ≤ v.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ W 2
τ , τ ≤ c âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíî-

øåííÿ (äèâ. ìîíîãðàôiþ [217, c. 186])

∞∫
−∞

φ(x− t)d̂σ,c(t) ≡ 0,

òî, ïîêëàäàþ÷è h(x− t) = fψβ (x− t)−φ(x− t), ∀φ ∈ W 2
τ , τ ≤ c, çîáðàæåííÿ

(4.63) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

ρσ,c(f ; ·) = f(x)− Vσ,c(f ;x) =

∞∫
−∞

h(x− t)d̂σ,c(t) dt. (4.64)

Íåõàé òåïåð

q̂α,σ,c(t) =
1

π

∞∫
0

qα,σ,c(v) cos
(
vt+

βπ

2

)
dv,
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qα,σ,c(v) = (1− λσ,c(v)) e
−αv =


0, 0 ≤ v ≤ c,

v−c
σ−c e

−αv, c < v < σ,

e−αv, σ ≤ v.

Íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåíü (4.50) i (4.64) îòðèìó¹ìî, ùî ìàéæå äëÿ âñiõ x

ρσ,c(f ;x) =

∞∫
−∞

ψ(c)
[
eαcq̂α,σ,c(t) +

1

π
rσ,c(t)

]
h(x− t) dt =

= ψ(c)
(
eαc

∞∫
−∞

h(x− t)q̂α,σ,c(t) dt+Rσ,c(f ;x)
)
=

= ψ(c)
(
eαcρσ,c(J α

β ;x) +Rσ,c(f ; x)
)
, (4.65)

äå

Rσ,c(f ;x) =
1

π

∞∫
−∞

h(x− t)rσ,c(t) dt,

à ôóíêöiÿ rσ,c(t) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (4.53).

Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ìiíêîâñüêîãî, îòðèìó¹ìî

∥Rσ,c(f ;x)∥p̂ = sup
a∈R

(

a+2π∫
a

|1
π

∞∫
−∞

h(x− t)rσ,c(t) dt|p dx)1/p ≤

≤ 1

π

∞∫
−∞

|rσ,c(t)| sup
a∈R

(

π∫
−π

|h(x+ a− t)|p dx)1/p dt = 1

π
∥h∥p̂∥rσ,c∥1,

äå

∥h∥p̂ = ∥fψβ − φ∥p̂, ∥rσ,c∥1 =
∞∫

−∞

|rσ,c(t)| dt.

Ðîçãëÿäàþ÷è òåïåð íèæíþ ìåæó ïðè φ ∈ W 2
c , îäåðæó¹ìî

∥Rσ,c(f ;x)∥p̂ ≤
1

π
Ec(f

ψ
β )p̂∥rσ,c∥1. (4.66)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (4.51) i (4.52), çíàõîäèìî

∥rσ,c∥1 =
∫

|t|≤1

|rσ,c(t)| dt+
∫

|t|≥1

|rσ,c(t)| dt ≤

≤ 4εc
α(α− εc)2(σ − c)

+
(12α + 2)εc

(α− εc)2(σ − c)
=

12α2 + 2α + 4

α(α− εc)2(σ − c)
εc, (4.67)

äå âåëè÷èíà εc âèçíà÷à¹òüñÿ â (4.49).

Çi ñïiââiäíîøåíü (4.65) � (4.67), ç óðàõóâàííÿì î÷åâèäíî¨ ðiâíîñòi

1

α− εc
= O(1)

1

α
, σ → ∞,

îòðèìó¹ìî ôîðìóëó (4.48).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ðîçãëÿäàþ÷è òî÷íi âåðõíi ìåæi îáîõ ÷àñòèí ôîðìóëè (4.48) ïî êëàñàõ

L̂ψβ,p i âðàõîâóþ÷è, ùî

E(L̂ψβ,p;Vσ,c)p̂ := sup
f∈L̂ψβ,p

∥ρσ,c(f ; ·)∥p̂ = sup
∥φ∥p̂≤1

∥ρσ,c(J ψ
β (φ); ·)∥p̂,

îäåðæó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.2.2. Íåõàé ψ ∈ Dα, 1 ≤ p ≤ ∞, β ∈ R i âèêîíóþòüñÿ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (4.43). Òîäi ïðè σ → ∞ ñïðàâäæó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ôîðìó-

ëà

E(L̂ψβ,p;Vσ,c)p̂ = ψ(c)
(
eαcE(L̂αβ,p;Vσ,c)p̂ +O(1)

α2 + 1

α3(σ − c)
εc

)
,

äå âåëè÷èíà εc îçíà÷åíà ó ñïiââiäíîøåííÿõ (4.49), à O(1) � âåëè÷èíà, ðiâ-

íîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî ïàðàìåòðiâ σ, c, p, α, ψ i β.

Îäåðæèìî äåÿêi íàñëiäêè çi âñòàíîâëåíèõ ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðåçóëüòà-

òiâ. Ñïiâñòàâëåííÿ íàñëiäêó 4.1.1 i òåîðåìè 4.2.1 ïåðåêîíó¹ íàñ ó ñïðàâåäëè-

âîñòi òàêîãî òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 4.2.1. Íåõàé ψ ∈ Dα, β ∈ R i âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
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(4.43). Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L̂ψβ L̂p, 1 ≤ p ≤ ∞, ïðè σ → ∞

∥ρσ,c(f ; x)∥p̂ ≤
ψ(c)

σ − c

[ 2

πα
+O(1)

(α + 1

α2 c
+
α2 + 1

α3
εc

)]
Ec(f

ψ
β )p̂, (4.68)

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî ïàðàìåòðiâ

σ, c, p, α, ψ, β i f.

Àíàëîãi÷íî, ñïiâñòàâëåííÿ òâåðäæåííÿ íàñëiäêó 4.1.2 i òåîðåìè 4.2.2

ïåðåêîíó¹ íàñ ó ñïðàâåäëèâîñòi íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 4.2.2. Íåõàé ψ ∈ Dα, 1 ≤ p ≤ ∞, β ∈ R i âèêîíóþòüñÿ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (4.43). Òîäi ïðè σ → ∞ ìà¹ ìiñöå àñèìïòîòè÷íà íåðiâíiñòü

E(L̂ψβ,p;Vσ,c)p̂ ≤
ψ(c)

σ − c

[ 2

πα
+O(1)

(α+ 1

α2 c
+
α2 + 1

α3
εc

)]
, (4.69)

ÿêà ïðè p = ∞ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü

E(L̂ψβ,∞;Vσ,c)∞̂ =
ψ(c)

σ − c

[ 2

πα
+O(1)

(α + 1

α2 c
+
α2 + 1

α3
εc

)]
, (4.70)

äå O(1) � âåëè÷èíà, ùî ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî σ, c, p, α, ψ i β.

4.3. Íàáëèæåííÿ ìîäèôiêîâàíèìè îïåðàòîðàìè Ôóð'¹ íà
ìíîæèíàõ L̂ψβ , ψ ∈ Dα

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âèêëàäåíî ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî îöiíîê íîðì âåëè÷èí (4.7)

âiäõèëåíü ó ïðîñòîðàõ L̂p, 1 ≤ p ≤ ∞, ìîäèôiêîâàíèõ îïåðàòîðiâ Ôóð'¹ íà

ìíîæèíàõ L̂ψβ,p ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöi¨ ψ íàëåæàòü äî ìíîæèíè Dα.

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òâåðäæåííÿ, ÿêå ìà¹ äîïîìiæíèé õàðàêòåð i â

ïîäàëüøîìó áóäå âèêîðèñòàíå äëÿ âñòàíîâëåííÿ çâ'ÿçêó ìiæ íîðìàìè ó ïðî-

ñòîðàõ L̂p âåëè÷èí ρσ(f ; ·), îçíà÷åíèõ ó ñïiââiäíîøåííi (4.7), òà âåëè÷èí

ρσ(J ψα
β (fψβ ); ·), ó âèïàäêó f ∈ L̂ψβ L̂p, ψ ∈ Dα. Öå äàñòü çìîãó ñêîðèñòàòèñÿ

ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [230], äå âèâ÷àëèñü àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi îïåðà-
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òîðiâ F ∗
σ (t) íà êëàñàõ L̂ψαβ , äå ψα(·) � ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà ðiâíîñòÿìè (4.8),

i îòðèìàòè äëÿ íîðì âiäõèëåíü (4.7) àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè.

Ëåìà 4.3.1. Íåõàé ψ ∈ Dα. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà σ > 0 âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü

∞∫
σ

ψ(v) cos(vt+
βπ

2
) dv = ψ(σ)

[
eασ

∞∫
σ

e−αv cos(vt+
βπ

2
) dv + rσ(t)

]
, (4.71)

ïðè÷îìó, äëÿ âåëè÷èíè rσ(t) = rσ(ψ;α; β; t), ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî σ0, ñïðà-

âåäëèâi îöiíêè

|rσ(t)| ≤
εσ

α(α− εσ)
, ∀t ∈ R, (4.72)

|rσ(t)| ≤
1

t2
(2α + 1)εσ
α− εσ

, ∀t ∈ R, (4.73)

äå

εσ= max{ε(1)σ , ε(2)σ }, ε(1)σ = sup
t≥σ

∣∣∣ψ′(t)

ψ(t)
+ α

∣∣∣, ε(2)σ = sup
t≥σ

∣∣∣ψ′′(t)

ψ(t)
− α2

∣∣∣. (4.74)

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî äîòðèìóâàòèñü ñõåìè äîâåäåííÿ ëåìè 4.2.1. Ìà¹ìî

∞∫
σ

ψ(v) cos(vt+
βπ

2
) dv =

∞∫
0

ψ(v + σ) cos((v + σ)t+
βπ

2
) dv =

= ψ(σ)
( ∞∫

0

e−αv cos((v + σ)t+
βπ

2
) dv + rσ(t)

)
,

äå

rσ(t) =

∞∫
0

(ψ(v + σ)

ψ(σ)
− e−αv

)
cos((v + σ)t+

βπ

2
) dv. (4.75)

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (4.72). Âèêîðèñòîâóþ÷è
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îöiíêó (4.56) ïðè c = σ, îäåðæó¹ìî

|rσ(t)| ≤
∞∫
0

∣∣∣ψ(v + σ)

ψ(σ)
− e−αv

∣∣∣ dv ≤
∞∫
0

(e(−α+ε
(1)
σ )v − e−αv) dv. (4.76)

Âíàñëiäîê ñïiââiäíîøåíü (4.47) i (4.74) âåëè÷èíà ε
(1)
σ > 0 ìîíîòîííî

ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè σ → ∞ . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî

σ0, áóäå âèêîíóâàòèñÿ íåðiâíiñòü −α + ε
(1)
σ < 0. Òîìó, iíòåãðóþ÷è â (4.76),

çíàõîäèìî

|rσ(t)| ≤
ε
(1)
σ

α(α− ε
(1)
σ )

,

i, îñêiëüêè ε
(1)
σ < εσ , òî íåðiâíiñòü (4.72) ñïðàâäæó¹òüñÿ.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ íàðåøòi ó ñïðàâåäëèâîñòi íåðiâíîñòi (4.73). Äâi÷i iíòå-

ãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, îòðèìó¹ìî

rσ(t) =
1

t2

(ψ′(σ)

ψ(σ)
+ α

)
cos(σt+

βπ

2
)−

− 1

t2

∞∫
0

(ψ′′(σ + v)

ψ(σ)
− α2e−αv

)
cos((v + σ)t+

βπ

2
) dv ≤

≤ 1

t2

∣∣∣ψ′(σ)

ψ(σ)
+ α

∣∣∣+ 1

t2

∞∫
0

∣∣∣ψ′′(σ + v)

ψ(σ)
− α2e−αv

∣∣∣ dv. (4.77)

Ðîçãëÿíåìî äðóãèé äîäàíîê iç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñïiââiäíîøåííÿ (4.77).

Âðàõîâóþ÷è, ùî ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî σ0, áóäå âèêîíóâàòèñÿ íåðiâíiñòü

−α + εσ < 0 (îñêiëüêè, âíàñëiäîê ñïiââiäíîøåíü (4.47), (4.60) i (4.74) âå-

ëè÷èíà εσ > 0 ìîíîòîííî ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè σ → ∞ ), à òàêîæ áåðó÷è äî

óâàãè îöiíêó (4.61) (ïðè c = σ ), îòðèìó¹ìî

∞∫
0

∣∣∣ψ′′(σ + v)

ψ(σ)
− α2e−αv

∣∣∣ dv ≤
∞∫
0

[(α2 + εσ)e
(−α+εσ)v − α2e−αv] dv =

= − α2 + εσ
−α + εσ

− α =
α+ 1

α− εσ
εσ. (4.78)
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Çiñòàâëÿþ÷è òåïåð ñïiââiäíîøåííÿ (4.77) i (4.78), ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî,

ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî σ0, âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà (4.73).

Ëåìó äîâåäåíî.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåïåð ëåìó 4.3.1 îäåðæó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.3.1. Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞, ψ ∈ Dα i âåëè÷èíà εσ îçíà÷åíà ó

ñïiââiäíîøåííÿõ (4.74). Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L̂ψβ L̂p ïðè σ → ∞

∥ρσ(f ; ·)∥p̂ = ψ(σ)
[
eασ∥ρσ(J α

β (f
ψ
β ); ·)∥p̂+

+O(1)
(2α2 + α + 2)εσ

α(α− εσ)
Eσ−1(f

ψ
β )p̂

]
, (4.79)

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî σ, p, α, ψ i β.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ L̂ψβ L̂p, 1 ≤ p ≤ ∞ . Çi ñïiââiäíîøåíü (4.2) i

(4.5) âèïëèâà¹, ùî ìàéæå ñêðiçü

ρσ(f ; ·) = f(x)− F ∗
σ (f ;x) =

∞∫
−∞

fψβ (x− t)d̂σ(t) dt, (4.80)

äå

d̂σ(t) =
1

π

∞∫
0

dσ(v) cos(vt+
βπ

2
) dv,

dσ(v) = (1− λσ(v))ψ(v) =


0, 0 ≤ v ≤ σ − 1,

(v − σ + 1)ψ(σ), σ − 1 < v < σ,

ψ(v), σ ≤ v.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ W 2
τ , τ ≤ σ − 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ

òîòîæíiñòü (äèâ. [217, c. 186])

∞∫
−∞

φ(x− t)d̂σ(t) ≡ 0,

òî, ïîêëàäàþ÷è h(x − t) = fψβ (x − t) − φ(x − t), ∀φ ∈ W 2
τ , τ ≤ σ − 1,



195

ñïiââiäíîøåííÿ (4.79) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

ρσ(f ; ·) = f(x)− F ∗
σ (f ; x) =

∞∫
−∞

h(x− t)d̂σ(t) dt. (4.81)

Íåõàé òåïåð

q̂σ(t) =
1

π

∞∫
0

qσ(v) cos(vt+
βπ

2
) dv,

qσ(v) =


0, 0 ≤ v ≤ σ − 1,

(v − σ + 1)e−ασ, σ − 1 < v < σ,

e−αv, σ ≤ v.

Íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåíü (4.71) i (4.81) îòðèìó¹ìî, ùî ìàéæå äëÿ âñiõ x

ρσ(f ;x) =

∞∫
−∞

ψ(σ)
[
eασq̂σ(t) + rσ(t)

]
h(x− t) dt =

= ψ(σ)
(
eασ

∞∫
−∞

h(x− t)q̂σ(t) dt+Rσ(f ;x)
)
=

= ψ(σ)
(
eασρσ(J α

β ;x) +Rσ(f ;x)
)
, (4.82)

äå

Rσ(f ;x) =

∞∫
−∞

h(x− t)rσ(t) dt,

à ôóíêöiÿ rσ(t) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (4.75).

Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ìiíêîâñüêîãî, îòðèìó¹ìî

∥Rσ(f ;x)∥p̂ = sup
a∈R

(

a+2π∫
a

|
∞∫

−∞

h(x− t)rσ(t) dt|p dx)1/p ≤
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≤
∞∫

−∞

|rσ(t)| sup
a∈R

(

π∫
−π

|h(x+ a− t)|p dx)1/p dt = ∥h∥p̂∥rσ∥1,

äå

∥h∥p̂ = ∥fψβ − φ∥p̂, ∥rσ∥1 =
∞∫

−∞

|rσ(t)| dt.

Ðîçãëÿäàþ÷è òåïåð íèæíþ ìåæó ïðè φ ∈ W 2
σ−1, îäåðæó¹ìî

∥Rσ(f ;x)∥p̂ ≤ Eσ−1(f
ψ
β )p̂∥rσ∥1. (4.83)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (4.72) i (4.73), çíàõîäèìî

∥rσ∥1 =
∫

|t|≤1

|rσ(t)| dt+
∫

|t|≥1

|rσ(t)| dt ≤

≤ 2εσ
α(α− εσ)

+
(2α+ 1)εσ
α− εσ

≤ 2α2 + α + 2

α(α− εσ)
εσ, (4.84)

äå âåëè÷èíà εσ âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè (4.74).

Çi ñïiââiäíîøåíü (4.82) � (4.84) îäåðæó¹ìî ôîðìóëó (4.79).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåïåð òåîðåìó 1.3.1 îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 4.3.1. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L̂ψβ L̂p, ψ ∈ Dα, α > 0, β ∈ R,

ïðè äîâiëüíîìó p ∈ [1;∞] âèêîíó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà (ïðè σ → ∞ ) íå-

ðiâíiñòü

∥ρσ(f ;x)∥p̂ ≤ ψ(σ)
( 4

π2
I(α) +O(1)

(α + 1

ασ
+

2α2 + α+ 2

α(α− εσ)
εσ

))
Eσ−1(f

ψ
β )p̂,

I(α)=

∞∫
0

√(1− cos t

t2
+

α

t2 + α2

)2
+
(t− sin t

t2
− t

t2 + α2

)2
, (4.85)

a O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî σ, p, α, ψ i β.

Ðîçãëÿäàþ÷è âåðõíi ìåæi îáîõ ÷àñòèí ôîðìóëè (4.79) ïî êëàñàõ L̂ψβ,p i
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âðàõîâóþ÷è, ùî

E(L̂ψβ,p;F
∗
σ )p̂ := sup

f∈L̂ψβ,p

∥ρσ(f ; ·)∥p̂ = sup
∥φ∥p̂≤1

∥ρσ(J ψ
β (φ); ·)∥p̂,

îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.3.2. Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞, ψ ∈ Dα i âåëè÷èíà εσ îçíà÷åíà ó

ñïiââiäíîøåííÿõ (4.74). Òîäi ïðè σ → ∞ ìà¹ ìiñöå àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà

E(L̂ψβ,p;F
∗
σ )p̂ = ψ(σ)

(
eασE(L̂αβ,p;F ∗

σ )p̂ +O(1)
(2α2 + α+ 2)

α(α− εσ)
εσ

)
,

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî σ, p, α, ψ i β.

Ñêîðèñòàâøèñü òåïåð òåîðåìîþ 1.3.2, îäåðæó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 4.3.2. Äëÿ äîâiëüíîãî êëàñó L̂ψβ,p, ψ ∈ Dα, β ∈ R, p ∈ [1;∞)

ïðè σ → ∞ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

E(L̂ψβ,p;F
∗
σ )p̂ ≤

4ψ(σ)

π2

(
I(α) +O(1)

[α+ 1

ασ
+

2α2 + α + 2

α(α− εσ)
εσ

])
,

ÿêå ïðè p = ∞ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü

E(L̂ψβ,∞;F ∗
σ )∞̂ =

4ψ(σ)

π2

(
I(α) +O(1)

[α + 1

ασ
+

2α2 + α+ 2

α(α− εσ)
εσ

])
,

äå âåëè÷èíà I(α) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (4.85), à O(1) � âåëè÷èíà,

ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî σ, p, α, ψ i β.

Çàóâàæåííÿ 4.3.1. Äëÿ âåëè÷èíè I(α) ìàþòü ìiñöå îöiíêè

max{π; ln α
2 + 1

α
− 0, 65903} < I(α) < 3, 72695 + ln

α2 + 1

α
.
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4.4. Íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè Vσ,c(f ;x) íà êëàñàõ L̂ψ1

Ìåòîä îòðèìàííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ðiâíîñòi (3.8) ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé

i äëÿ äîñëiäæåííÿ ïèòàíü íàáëèæåííÿ íà êëàñàõ ôóíêöié, ÿêi ¹ ëîêàëüíî

iíòåãðîâàíèìè çà Ëåáåãîì íà äiéñíié îñi (i íå îáîâ'ÿçêîâî ïåðiîäè÷íèìè). Â

öüîìó ïiäðîçäiëi äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü îïåðàòîðiâ Vσ,c(f ;x) íà

êëàñàõ L̂ψ1 , ψ1 ∈ A, ψ2 ∈ A′, â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi çíàéäåíî àñèìïòîòè÷íó

ðiâíiñòü, ÿêà äà¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A (äèâ. [217, c. 193]) ìíîæèíó âñiõ íåïåðåðâíèõ ïðè

t ≥ 0 ôóíêöié ψ(t) , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òàêèì óìîâàì:

1. ψ(v) ≥ 0, v ≥ 0 ψ(0) = 0, ψ(v) çðîñòà¹ íà âiäðiçêó [0;1];

2. ψ ∈ M íà [1;∞), òîáòî ψ(v) îïóêëà äîíèçó ïðè v ≥ 1 i lim
v→∞

ψ(v) = 0 ;

3. ψ′(v) := ψ′(v + 0) ¹ ôóíêöi¹þ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà [0;∞);

à ÷åðåç A′ � ïiäìíîæèíó âñiõ ôóíêöié ψ ∈ A , äëÿ ÿêèõ
∞∫
1

ψ(v)
v dv <∞.

Íåõàé ψj(v), j = 1, 2, � ôóíêöi¨, çàäàíi é íåïåðåðâíi ïðè v ≥ 0, ψ1+(v)

i ψ2−(v), v ∈ (−∞;∞) � ¨õ ïàðíå é íåïàðíå ïðîäîâæåííÿ, âiäïîâiäíî, i

äëÿ ôóíêöi¨ ψ(v) := ψ1+(v) + iψ2−(v) ìàéæå â êîæíié òî÷öi t ∈ R iñíó¹

ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

ψ̂(t) := ψ̂1+(t) + iψ̂2−(t), (4.86)

ÿêå ðîçóìi¹òüñÿ ó ñåíñi

ψ̂(t) =
1

2π

∞∫
−∞

ψ(v)e−ivtdv.

ßêùî ψ1 ∈ A i ψ2 ∈ A′ , òî (ÿê âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 10 ðîáîòè [205])

ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ (4.86) iíòåãðîâàíå íà âñié äiéñíié îñi.

×åðåç L̂ψ ïîçíà÷àþòü ìíîæèíè ôóíêöié f ∈ L̂1 , ÿêi ìàéæå äëÿ âñiõ x

ìîæíà ïîäàòè çãîðòêîþ (äèâ. ðîáîòó [220]):

f(x) = A0 +

∞∫
−∞

φ(x+ t)ψ̂(t) dt := A0 + φ∗ψ̂ (x), φ ∈ L̂1, (4.87)
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äå A0 � äåÿêà ñòàëà, iíòåãðàë ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ãðàíèöÿ iíòåãðàëiâ ïî ïðîìiæ-

êàõ, ùî ñèìåòðè÷íî ðîçøèðþþòüñÿ. Ôóíêöiþ φ(·) â ðiâíîñòi (4.87) íàçèâà-

þòü ψ -ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f(·) i ïîçíà÷àþòü φ(·) = fψ(·) . ßêùî f ∈ L̂ψ i

φ ∈ Ŝ1 = {f ∈ L̂1 : ∥f∥1̂ ≤ 1}, òî ââàæàþòü f ∈ L̂ψŜ1 = L̂ψ1 .

Ó ðîëi àãðåãàòiâ íàáëèæåííÿ äëÿ ôóíêöié f ∈ L̂ψ âèêîðèñòîâóþòüñÿ

îïåðàòîðè âèãëÿäó

Vσ,c(f ; x) = A0 + fψ∗λ̂σ,cψ (x), (4.88)

äå ïðè σ > c ≥ 1

λσ,c(t) =


1, 0 ≤ |t| ≤ c

σ ,

(1−|t|)
σ−c σ,

c
σ ≤ |t| ≤ 1,

0, 1 ≤ |t|.

(4.89)

Ïîðÿä iç Vσ,c(f ; x) âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêîæ îïåðàòîðè V∗
σ,c(f ;x) , ÿêi âèçíà-

÷àþòüñÿ ôóíêöi¹þ âèãëÿäó

λ∗σ,c(t) =

λσ,c(t), |t| ∈ [0; c/σ]
∪
[1;∞),

1− σ(1−|t|)
σ−c

ψ(σsign(t))
ψ(σt) , c/σ ≤ |t| ≤ 1.

(4.90)

Âiäçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè ψ1(t) = ψ(t) cos βπ2 , ψ2(t) = ψ(t) sin βπ
2 ,

ìíîæèíè L̂ψ, çáiãàþòüñÿ iç L̂ψβ , à îïåðàòîðè Vσ,c(f ; x) � ç îïåðàòîðàìè

Vσ,c(f ;x) (äèâ. âèçíà÷åííÿ íà ñòîð. 167 � 168).

Öåé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíî çíàõîäæåííþ àñèìïòîòè÷íèõ ïðè σ → ∞
ðiâíîñòåé äëÿ âåëè÷èí

E(L̂ψ1 ;Vσ,c) = sup
{
∥f(·)− Vσ,c(f ; ·)∥1̂, f ∈ L̂ψ1

}
, (4.91)

çà óìîâè, ùî ψ1 ∈ A0 , ψ2 ∈ A′
0, äå A0 i A′

0 � ïiäìíîæèíè ç A, ùî ñêëà-

äàþòüñÿ ç åëåìåíòiâ, çâóæåííÿ ÿêèõ íà ïðîìiæîê [1;∞) íàëåæàòü äî M0

(äèâèñü îçíà÷åííÿ íà ñòîðiíöi 104).

Íåõàé ÷èñëà c = c(σ) < σ âèáðàíi òàê, ùî ãðàíèöÿ lim
σ→∞

σ−c
σ iñíó¹,

äîðiâíþ¹ Θ i 0 ≤ Θ < 1. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïiäðîçäiëó ìiñòèòüñÿ â òàêîìó

òâåðäæåííi.
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Òåîðåìà 4.4.1. Íåõàé ψ1 ∈ A0, ψ2 ∈ A′
0 i 0 ≤ Θ < 1. Òîäi ïðè σ → ∞

E(L̂ψ1 ;Vσ,c) =
2

π

∞∫
σ

ψ2(t)

t
dt+

4

π2
|ψ(σ)| ln σ

σ − c
+O(1)|ψ(σ)|,

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî σ .

Íåõàé AC � ïiäìíîæèíà ôóíêöié ç A, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ,

çâóæåííÿ ÿêèõ íà ïðîìiæîê [1;∞) íàëåæàòü äî MC (äèâèñü îçíà÷åííÿ íà

ñòîðiíöi 123).

Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (3.58), iç òåîðåìè 4.4.1 îòðèìó¹ìî òàêèé

íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 4.4.1. Íåõàé ψ1 ∈ A0, ψ2 ∈ AC i 0 ≤ Θ < 1. Òîäi ïðè σ → ∞

E(L̂ψ1 ;Vσ,c) =
4

π2
|ψ(σ)| ln σ

σ − c
+O(1)|ψ(σ)|, (4.92)

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî σ .

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 4.4.1 i íàñëiäêó 4.4.1 äîïîâíþþòü ðåçóëüòàòè ðîáî-

òè [169], à òàêîæ ïîøèðþþòü ðåçóëüòàòè ðîáîòè [171] ç ïåðiîäè÷íîãî âèïàäêó

íà âèïàäîê íàáëèæåííÿ íà êëàñàõ L̂ψ1 .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ãðóíòó¹òüñÿ íà íàñòóïíié ëåìi, ÿêà äà¹ çðó÷íèé

äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ âèãëÿä iíòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü âiäõèëåíü

ρσ,c(f ;x) = f(x)− Vσ,c(f ; x). (4.93)

Ëåìà 4.4.1. Íåõàé ψ1 ∈ A0 , ψ2 ∈ A′
0 , a � äåÿêå ÷èñëî ç ïðîìiæêó

(0; π/2) i 0 ≤ Θ < 1. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L̂ψ1 ìàéæå â êîæíié

òî÷öi x ∈ R âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ρσ,c(f ;x) =
−ψ1(σ)

π

∫
a≤|t|≤ πσ

σ−c

fψ
(
x+

t

σ

)sin t
t

dt+
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+
ψ2(σ)

π

∫
a≤|t|≤ πσ

σ−c

fψ
(
x+

t

σ

)cos t
t

dt+

+
1

π

∫
|t|≤a

fψ
(
x+

t

σ

) ∞∫
0

ψ2(σs) sin st ds dt+O(1)|ψ(σ)|, (4.94)

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî c i σ .

Äîâåäåííÿ ñïðàâåäëèâîñòi àñèìïòîòè÷íî¨ ðiâíîñòi (4.94) ïðîâîäèòüñÿ

çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ (3.12). Íåõàé

ρ∗σ,c(f ;x) := f(x)− V∗
σ,c(f ; x).

Òîäi

ρσ,c(f ;x) = ρ∗σ,c(f ;x) + ∆σ,c(f ; x), (4.95)

äå

∆σ,c(f ;x) := V ∗
σ,c(f ;x)− Vσ,c(f ; x)

Çi ñïiââiäíîøåíü (4.88) � (4.90) âèïëèâà¹, ùî ìàéæå â êîæíié òî÷öi

x ∈ R ìà¹ ìiñöå çîáðàæåííÿ

∆σ,c(f ; x) =

∞∫
−∞

fψ(x+ t)d̂σ,c(t) dt,

â ÿêîìó

d̂σ,c(t) =
1

2(σ − c)π

σ∫
c

(s− c)[(ψ(s)− ψ(σ))e−ist+

+(ψ(−s)− ψ(−σ))eist] ds,

Áåðó÷è äî óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ

∞∫
−∞

|d̂σ,c(t)| dt = O(1)
2∑
i=1

[ψi(c)− ψi(σ)],
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îòðèìó¹ìî

∆σ,c(f ;x) ≤ ∥fψ(·)∥1̂

∞∫
−∞

|d̂σ,c(t)| dt ≤ K

2∑
i=1

[ψi((1−Θ)σ)− ψi(σ)].

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü

ψ(εσ) ≤ Kψ(σ), σ ≥ 1/ε,

ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ A0 i 0 < ε ≤ 1 (äèâ. [216, c. 175])

îäåðæó¹ìî

∆σ,c(f ;x) = O(1)|ψ(σ)|, σ → ∞. (4.96)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âåëè÷èíó

ρ∗σ,c(f ;x) =
1

2π

∞∫
−∞

fψ(x+ t)

∫
|v|≥ c

σ

λ∗σ,c(v)ψ(v)e
−ivt dv dt =

=
1

2π

∞∫
−∞

fψ(x+ t)

∫
c
σ≤|v|≤1

(1− |v|)σ
σ − c

ψ(σsign(v))

ψ(σv)
ψ(v)e−ivt dv dt+

+
1

2π

∞∫
−∞

fψ(x+ t)

∫
|v|≥1

ψ(v)e−ivt dv dt.

çi ñïiââiäíîøåííÿ (4.95). Íåõàé c = σ − h i a ∈ (0; π/2) . Iíòåãðóþ÷è ÷à-

ñòèíàìè i âèêîíóþ÷è åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ çíàõîäèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨

ôóíêöi¨ f ∈ L̂ψ1 ìàéæå â êîæíié òî÷öi x ∈ R âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ρ∗σ,σ−h(f ;x) = −ψ1(σ)

π

∫
a≤|t|≤πσ

h

fψ
(
x+

t

σ

)2σ sin (2σ−h)t
2σ sin ht

2σ

ht2
dt+

+
ψ2(σ)

π

∫
a≤|t|≤πσ

h

fψ
(
x+

t

σ

)2σ cos (2σ−h)t
2σ sin ht

2σ

ht2
dt+
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+
1

π

∫
|t|≤a

fψ
(
x+

t

σ

) ∞∫
1

ψ2(σs) sin st ds dt+

+bψ1

σ,h(f ; x) + bψ2

σ,h(f ;x), (4.97)

äå

bψ1

σ,h(f ;x) = −ψ1(σ)

π

∫
|t|≤a

fψ
(
x+

t

σ

)2σ sin (2σ−h)t
2σ sin ht

2σ

ht2
dt−

−ψ1(σ)

π

∫
|t|≥πσ

h

fψ
(
x+

t

σ

)2σ sin (2σ−h)t
2σ sin ht

2σ

ht2
dt−

−σ
π

∞∫
−∞

fψ
(
x+ t

σ

)
t

∞∫
1

ψ′
1(σs) sin st ds dt (4.98)

i

bψ2

σ,h(f ;x) =
ψ2(σ)

π

∫
|t|≤a

fψ
(
x+

t

σ

)2σ cos (2σ−h)t
2σ sin ht

2σ

ht2
dt+

+
ψ2(σ)

π

∫
|t|≥πσ

h

fψ
(
x+

t

σ

)2σ cos (2σ−h)t
2σ sin ht

2σ

ht2
dt−

−ψ2(σ)

π

∫
|t|≤a

fψ
(
x+

t

σ

)cos t
t

dt+

+
σ

π

∫
|t|≥a

fψ
(
x+ t

σ

)
t

∞∫
1

ψ′
2(σs) cos st ds dt. (4.99)

Ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ, ÿêi âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ïðè äîâåäåííi îöiíîê

(3.26) i (3.31), çàñòîñîâóþ÷è ó âiäïîâiäíèõ ìiñòàõ çàìiñòü íåðiâíîñòåé∥∥∥∫ φ(x+ t)K(t) dt
∥∥∥
1
≤ ∥φ(x)∥1

∫
|K(t)| dt,
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íåðiâíîñòi âèãëÿäó∥∥∥∫ φ(·+ t)K(t) dt
∥∥∥
1̂
≤ ∥φ(·)∥1̂

∫
|K(t)| dt,

îòðèìó¹ìî

∥bψ1

σ,h(f ; ·)∥1̂ + ∥bψ2

σ,h(f ; ·)∥1̂ ≤ K|ψ(σ)|. (4.100)

Íåõàé

Iβσ,h(f ;x) :=

∫
a≤|t|≤πσ

h

fψ
(
x+

t

σ

)−2σ sin
(
(2σ−h)t

2σ − βπ
2

)
sin ht

2σ

ht2
dt.

Âèêîíóþ÷è åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, îäåðæó¹ìî

Iβσ,h(f ; x) = −
∫

a≤|t|≤πσ
h

fψ
(
x+

t

σ

)sin (t− βπ
2 )

t
dt+

+

∫
a≤|t|≤πσ

h

fψ
(
x+

t

σ

)[ ht
σ − sin ht

σ
ht2

σ

sin (t− βπ

2
)+

+
1− cos htσ

ht2

σ

cos (t− βπ

2
)
]
dt,

çâiäêè ç óðàõóâàííÿì íåïåðåðâíîñòi i ìîíîòîííîñòi íà ïðîìiæêó (0; π] ôóí-

êöié

τ1(x) =
sinx− x

x2
, τ2(x) =

1− cosx

x2

çíàõîäèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L̂ψ1 ìàéæå â êîæíié òî÷öi x ∈ R
âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Iβσ,h(f ; x) =−
∫

a≤|t|≤πσ
h

fψ
(
x+

t

σ

)sin(t− βπ
2 )

t
dt+O(1), (4.101)

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ùîäî σ, h i β .

Çàñòîñó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (4.101) äëÿ ñïðîùåííÿ ôîðìóëè (4.97). Ïî-

êëàäàþ÷è â (4.101) ñïî÷àòêó β = 0 , à ïîòiì β = 1 , íà ïiäñòàâi ðiâíîñòi (4.97),
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ç óðàõóâàííÿì (4.100), îòðèìó¹ìî

ρ∗σ,σ−h(f ;x) =
−ψ1(σ)

π

∫
a≤|t|≤πσ

h

fψ
(
x+

t

σ

)sin t
t

dt+

+
ψ2(σ)

π

∫
a≤|t|≤πσ

h

fψ
(
x+

t

σ

)cos t
t

dt+

+
1

π

∫
|t|≤a

fψ
(
x+

t

σ

) ∞∫
1

ψ2(σs) sin st ds dt+O(1)|ψ(σ)|. (4.102)

Ïî¹äíóþ÷è òåïåð (4.95), (4.96) i (4.102), ïåðåêîíó¹ìîñÿ ó ñïðàâåäëèâîñòi òâåð-

äæåííÿ ëåìè.

Ëåìó äîâåäåíî.

Âèêîíà¹ìî ïîäàëüøå ñïðîùåííÿ âåëè÷èíè ρ∗σ,c(f ;x) . Êîðèñòóþ÷èñü

ðiâíiñòþ

−a sinα+ b cosα = −
√
a2 + b2 sin(α− γ), γ = arctg

b

a
,

ìîæåìî çàïèñàòè

−ψ1(σ)

π

∫
a≤|t|≤πσ

h

fψ
(
x+

t

σ

)sin t
t

dt+
ψ2(σ)

π

∫
a≤|t|≤πσ

h

fψ
(
x+

t

σ

)cos t
t

dt =

= −|ψ(σ)|
π

∫
a
σ≤|t|≤π

h

fψ(x+ t)
sin(σt− γσ)

t
dt, γσ = arctg

ψ2(σ)

ψ1(σ)
. (4.103)

Íåõàé

xk =
kπ + γσ

σ
, tk = xk −

π

2σ
, k ∈ Z, γσ, σ ∈ R.

×åðåç k0 ïîçíà÷èìî òå çíà÷åííÿ k , äëÿ ÿêîãî tk0 ¹ íàéáëèæ÷à ïðàâîðó÷ âiä

òî÷êè a+π
σ òî÷êà, â ÿêié sin(σt − γσ) = 1 , à ÷åðåç k1 � íàéáiëüøå çi çíà÷åíü

k , òàêèõ, ùî tk < π
h . Äàëi, ÷åðåç k2 ïîçíà÷èìî òàêå ÷èñëî, ùîá òî÷êà tk2 áóëà

íàéáëèæ÷îþ ëiâîðó÷ âiä òî÷êè −a+π
σ ñåðåä òèõ, â ÿêèõ sin(σt − γσ) = −1 ,

à ÷åðåç k3 � íàéìåíøå ç òèõ çíà÷åíü, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó tk > −π
h , i
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ïîêëàäåìî

lσ,h(t) = xk, t ∈ [tk; tk+1], k = k0, ..., k1 − 1,

k = k3, k3 + 1, ..., k2 − 1, i3,1 = [tk3; tk2] ∪ [tk0; tk1].

Ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ, âèêîðèñòàíi ïðè îòðèìàííi àñèìïòîòè÷íî¨

ðiâíîñòi (3.43), çíàõîäèìî∫
a
σ≤|t|≤π

h

fψ(x+ t)
sin(σt− γσ)

t
dt =

∫
i3,1

fψ(x+ t)
sin(σt− γσ)

lσ,h(t)
dt+O(1), (4.104)

äå O(1) � âåëè÷èíà, îáìåæåíà âiäíîñíî h i σ .

Ïî¹äíóþ÷è ëåìó 4.4.1 i ðiâíîñòi (4.103) � (4.104), îäåðæó¹ìî òàêå òâåð-

äæåííÿ.

Ëåìà 4.4.2. Íåõàé ψ1 ∈ A0 , ψ2 ∈ A′
0 , 0 ≤ Θ < 1 . Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨

ôóíêöi¨ f ∈ L̂ψ1 ìàéæå â êîæíié òî÷öi x ∈ R

ρσ,σ−h(f ;x) = −|ψ(σ)|
π

∫
i3,1

fψ(x+ t)
sin(σt− γσ)

lσ,h(t)
dt+

+
1

π

∫
|t|≤ a

σ

fψ(x+ t)

∞∫
σ

ψ2(s) sin st ds dt+O(1)|ψ(σ)|. (4.105)

äå a ∈ (0; π), γσ = arctg ψ2(σ)
ψ1(σ)

, O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ïî

h i σ .

Äëÿ çíàõîäæåííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ðiâíîñòåé äëÿ âåëè÷èíè (4.91) íàì

çíàäîáèòüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 4.4.3. Íåõàé K(t) � ôóíêöiÿ, ñóìîâíà íà [−π; π] i ζ � äîâiëüíå

÷èñëî ç âiäðiçêó [−π;π] . Òîäi

E(K)
df
= sup

y∈Ŝ1

∥∥∥ π∫
−π

y(t− x)K(t) dt
∥∥∥
1̂
≥
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≥ 1

2
max
|ζ|≤π

π∫
−π

|K∗(x)−K∗(x+ ζ)| dx, (4.106)

äå K∗(·) � 2π -ïåðiîäè÷íå ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ K(·) .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé y ∈ Ŝ1 i ζ ∈ [−π;π], ζ ̸= 0. Ïðèïóñòèìî ñïî-

÷àòêó, ùî ôóíêöiÿ K(t) ¹ íåïåðåðâíîþ íà âiäðiçêó [−π;π] i òàêîþ, ùî

K(−π) = K(π) . Òîäi, ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ, ÿêi âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ïiä

÷àñ äîâåäåííÿ ëåìè 8.2 êíèãè [216, c. 254], áóäåìî ìàòè

E(K) ≥ 1

2
max
|ζ|≤π

π∫
−π

|K∗(x)−K∗(x+ ζ)| dx.

Íåõàé òåïåð K(t) � äîâiëüíà ñóìîâíà íà [−π;π] ôóíêöiÿ. Çàôiêñó¹-
ìî äîâiëüíå ÷èñëî ε > 0 i çíàéäåìî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ Kε(t) , äëÿ ÿêî¨
π∫

−π
|K(t)−Kε(t)| dt ≤ ε (iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ Kε(t) âèïëèâà¹ ç âiäîìî¨ âëàñòè-

âîñòi ùiëüíîñòi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ó ïðîñòîði iíòåãðîâàíèõ ôóíêöié). Ïðè

öüîìó, íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî Kε(π) = Kε(−π) .
Òîäi

E(K) = sup
y∈Ŝ1

∥∥∥ π∫
−π

[K(t) +Kε(t)−Kε(t)]y(t− x) dt
∥∥∥
1̂
≥

≥ sup
y∈Ŝ1

∥∥∥ π∫
−π

Kε(t)y(t− x) dt
∥∥∥
1̂
− ε.

Âðàõîâóþ÷è òåïåð ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ ëåìè äëÿ íåïåðåðâíèõ

ôóíêöié, îäåðæó¹ìî

E(K) ≥ 1

2
max
|ζ|≤π

π∫
−π

|K∗
ε (x)−K∗

ε (x+ ζ)|dx− ε ≥

≥ 1

2
max
|ζ|≤π

[ π∫
−π

|K∗(x)−K∗(x+ ζ)| dx−
π∫

−π

[K∗
ε (x)−K∗(x)+
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+K∗
ε (x+ ζ)−K∗(x+ ζ)] dx

]
− ε ≥ 1

2

π∫
−π

|K∗(x)−K∗(x+ ζ)| dx− 3ε

2
.

Ëåìó äîâåäåíî.

ßê âiäîìî, êëàñè ôóíêöié L̂ψ1 ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî çñóâó àðãóìåí-

òó. Âðàõîâóþ÷è öåé ôàêò, íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåííÿ (4.105) îòðèìó¹ìî

E(L̂ψ1 ;Vσ,σ−h) ≤
1

π

∫
|t|≤ a

σ

∣∣∣ ∞∫
σ

ψ2(s) sin st ds
∣∣∣ dt+

+
|ψ(σ)|
π

∫
i3,1

∣∣∣sin(σt− γσ)

lσ,h(t)

∣∣∣ dt+O(1)|ψ(σ)|. (4.107)

Íåõàé Kσ(t) � ôóíêöiÿ, ÿêà íà ïðîìiæêó [−π;π] âèçíà÷à¹òüñÿ ôîð-

ìóëîþ

Kσ(t) =


1
π

∫∞
σ ψ2(s) sin st ds, t ∈ [− a

σ ;
a
σ ],

|ψ(σ)|
π

sin(σt−γσ)
lσ,h(t)

, t ∈ (tk3; tk2) ∪ (tk0; tk1),

0, t ∈ [−π;π]\{[− a
σ ;

a
σ ]
∪
(tk3; tk2)

∪
(tk0; tk1)}.

×åðåç K∗
σ(t) ïîçíà÷èìî 2π -ïåðiîäè÷íå ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ Kσ(t) . Òîäi,

êîðèñòóþ÷èñü ëåìîþ 3 i âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (4.105), çíàõîäèìî

E(L̂ψ1 ;Vσ,σ−h) ≥
1

2

π∫
−π

|K∗
σ(x)−K∗

σ(x+
π

σ
)| dx+O(1)|ψ(σ)|. (4.108)

Îñêiëüêè

1

2

π∫
−π

|K∗
σ(x)−K∗

σ(x+
π

σ
)| dx =

π∫
−π

|Kσ(x)| dx =

=
|ψ(σ)|
π

∫
i3,1

∣∣∣sin(σt− γσ)

lσ,h(t)

∣∣∣ dt+ 1

π

∫
|t|≤ a

σ

∣∣∣ ∞∫
σ

ψ2(s) sin st ds
∣∣∣ dt,

òî, ïîêëàäàþ÷è â ðiâíîñòÿõ (3.46) � (3.47) n = σ, p = h, íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi
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(4.108) îäåðæó¹ìî

E(L̂ψ1 ;Vσ,σ−h) ≥
2

π

∞∫
σ

|ψ2(t)|
t

dt+
4

π
ln
σ

h
+O(1)|ψ(σ)|. (4.109)

Ïî¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (3.46) � (3.47) i (4.107) � (4.109), ïåðåêîíó-

¹ìîñÿ ó ñïðàâåäëèâîñòi òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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4.5. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Â öüîìó ðîçäiëi:

1. Äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü â ïðîñòîðàõ ëîêàëüíî iíòåãðîâàíèõ

çà Ëåáåãîì íà äiéñíié îñi ôóíêöié îïåðàòîðiâ Âàëëå Ïóññåíà Vσ,c(f ;x)

íà êëàñàõ L̂αβ,p çíàéäåíî àñèìïòîòè÷íi íåðiâíîñòi.

2. Ðîçâèíåíî ìåòîä (ÿêèé ¹ ìîäèôiêàöi¹þ âiäïîâiäíîãî ìåòîäó, çàñòîñîâà-

íîãî Î.I. Ñòåïàíöåì òà À.Ñ. Ñåðäþêîì äëÿ îäåðæàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ

ðiâíîñòåé íà êëàñàõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié), ùî äîçâîëèâ ïîøèðèòè ðå-

çóëüòàòè, îòðèìàíi íà ìíîæèíàõ L̂αβ , íà âèïàäîê íàáëèæåííÿ íà ìíîæè-

íàõ L̂ψβ , ψ ∈ Dα.

3. Çíàéäåíî îöiíêè íîðì âiäõèëåíü ó ïðîñòîðàõ ëîêàëüíî iíòåãðîâàíèõ çà

Ëåáåãîì íà äiéñíié îñi ôóíêöié îïåðàòîðiâ Âàëëå Ïóññåíà i ìîäèôiêî-

âàíèõ îïåðàòîðiâ Ôóð'¹ íà ìíîæèíàõ L̂ψβ ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöi¨ ψ

íàëåæàòü äî ìíîæèíè Dα.

4. Äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü â ïðîñòîðàõ ëîêàëüíî iíòåãðîâàíèõ çà

Ëåáåãîì íà äiéñíié îñi ôóíêöié îïåðàòîðiâ Âàëëå Ïóññåíà òà ìîäèôiêî-

âàíèõ îïåðàòîðiâ Ôóð'¹ íà êëàñàõ L̂ψβ,p, ψ ∈ Dα îòðèìàíî àñèìïòîòè÷íi

íåðiâíîñòi.

5. Ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó, ÿêùî p = ∞ i ïðè σ → ∞ îäíî÷àñíî

c = c(σ) → ∞ i σ − c → ∞ , âñi îòðèìàíi íåðiâíîñòi ïåðåòâîðþ-

þòüñÿ ó ðiâíîñòi, ùî äàþòü ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-

Íiêîëüñüêîãî.

6. Äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü îïåðàòîðiâ Vσ,c(f ;x) íà êëàñàõ

L̂ψ1 , ψ1 ∈ A, ψ2 ∈ A′, â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi çíàéäåíî àñèìïòîòè÷íó

ðiâíiñòü, ÿêà äà¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî ó ïðàöÿõ [176�180, 224].
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Ðîçäië 5

Íàáëèæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié ó

ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì

ïîêàçíèêîì òà ïðîñòîðàõ Îðëè÷à

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî çíàõîäæåííþ óìîâ âêëàäåííÿ, à òàêîæ äîâå-

äåííþ ïðÿìèõ òà îáåðíåíèõ òåîðåì òåîði¨ íàáëèæåííÿ íà ìíîæèíàõ ψ -

äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì òà

ïðîñòîðàõ Îðëè÷à.

5.1. Òåîðåìè âêëàäåííÿ äëÿ ìíîæèí LψLp(·)

Íåõàé p = p(x) � 2π -ïåðiîäè÷íà âèìiðíà i iñòîòíî îáìåæåíà ôóíêöiÿ i Lp(·)

� ìíîæèíà âèìiðíèõ 2π -ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié f(x) òàêèõ, ùî

π∫
−π

|f(x)|p(x) dx <∞. (5.1)

ßêùî p := ess inf
x
|p(x)| ≥ 1 i p̄ := ess sup

x
|p(x)| <∞, òî ìíîæèíè Lp(·)

¹ áàíàõîâèìè ïðîñòîðàìè [258] (äèâ., òàêîæ, [101]) ç íîðìîþ, ÿêà ìîæå áóòè

çàäàíà ôîðìóëîþ

∥f∥p(·) := inf

{
α > 0 :

π∫
−π

∣∣∣∣f(x)α
∣∣∣∣p(x) dx ≤ 1

}
.
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Ïðè öüîìó ïðîñòîðè Lp
′(·), äå p′(x) = p(x)

p(x)−1 , ¹ ñïðÿæåíèì äî Lp(·) i äëÿ

äîâiëüíèõ ôóíêöié f ∈ Lp(·) i g ∈ Lp
′(·) ñïðàâäæó¹òüñÿ àíàëîã êëàñè÷íî¨

íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà

π∫
−π

|f(x)g(x)| dx ≤ r∥f∥p(·)∥g∥q(·), r ≤ 1/p+ 1/q. (5.2)

Âèçíà÷åíi ó òàêèé ñïîñiá ïðîñòîðè Lp(·) íàçèâàþòü ïðîñòîðàìè Ëåáåãà çi

çìiííèì ïîêàçíèêîì àáî óçàãàëüíåíèìè ïðîñòîðàìè Ëåáåãà.

Ó ïîäàëüøîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî ïîêàçíèê p = p(x) çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó Äiíi-Ëiïøèöÿ ïîðÿäêó γ, òîáòî:

ω(p; δ)
(
ln

1

δ

)γ
≤ K, 0 < δ < 1, (5.3)

äå

ω(p; δ) = sup
x1,x2∈[−π;π]

{
|p(x1)− p(x2)| : |x1 − x2| ≤ δ

}
.

Ìíîæèíó 2π -ïåðiîäè÷íèõ ïîêàçíèêiâ p = p(x) > 1, p̄ < ∞, ÿêi íà

ïåðiîäi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Äiíi-Ëiïøèöÿ ïîðÿäêó γ ≥ 1, áóäåìî ïîçíà÷àòè

Pγ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç LψLp(·) ìíîæèíè ψ -iíòåãðàëiâ (äèâ. îçíà÷åííÿ 3.1.1)

ôóíêöié iç ïðîñòîðiâ Lp(·) i îäåðæèìî óìîâè âêëàäåííÿ LψLp(·) â Ls(·) äëÿ

ðiçíèõ ñïiââiäíîøåíü ìiæ ïîêàçíèêàìè p = p(x) i s = s(x).

5.1.1. Óìîâè âêëàäåííÿ LψLp(·) â Ls(·) ó âèïàäêó s(x) ≤ p(x)

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ïàðà ψ = (ψ1;ψ2) ñèñòåì ÷èñåë ψ1(k) i ψ2(k),

k = 0, 1, 2, . . . , ψ1(0) = 1, ψ2(0) = 0 íàëåæèòü ìíîæèíi Υα, α ≥ 0, ÿêùî

âåëè÷èíè

ςα(ψi) := sup
k∈N

|ψi(k)|kα, i = 1, 2,

σα(ψi) := sup
m∈N

2m+1∑
2m

|ψi(k + 1)(k + 1)α − ψi(k)k
α|, i = 1, 2,

¹ ñêií÷åííèìè.
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Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê p(x) ≡ s(x), x ∈ [0; 2π].

Òåîðåìà 5.1.1. ßêùî ψ ∈ Υ0 i p ∈ Pγ, òî LψLp(·) ⊂ Lp(·).

Äîâåäåííÿ. Áåðó÷è äî óâàãè çâ'ÿçîê ìiæ ψ -iíòåãðàëîì i ψ -ïîõiäíîþ

(äèâ. ëåìó 1.1.1), äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ LψLp(·) ìîæíà çàïèñàòè ðiâíiñòü

S[f ] =
∞∑
k=0

Ak(f ;x) =
a0(f)

2
+

∞∑
k=1

ψ1(k)Ak(f
ψ; x) +

∞∑
k=1

ψ2(k)Ãk(f
ψ; x) =

=
a0(f)

2
+

∞∑
k=1

λ(k)Ak(f
ψ;x) +

∞∑
k=1

λ̃(k)Ãk(f
ψ;x) =

=
a0(f)

2
+ Λ(fψ)(x) + Λ̃(f̃ψ)(x), (5.4)

äå f̃ψ � ôóíêöiÿ, òðèãîíîìåòðè÷íî ñïðÿæåíà ç fψ , à Λ i Λ̃ � îïåðàòîðè-

ìóëüòèïëiêàòîðè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè

Λ = {λ(k) = ψ1(k), k = 1, 2, . . .},

Λ̃ = {λ̃(k) = ψ2(k), k = 1, 2, . . .}.

Îñêiëüêè çà óìîâîþ òåîðåìè ïàðà ψ = (ψ1;ψ2) íàëåæèòü äî ìíîæèíè

Υ0, òî ç ëåìè 1.5.1 âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîðè-ìóëüòèïëiêàòîðè Λ i Λ̃ äiþòü ç

Lp(·) â Lp(·) . Óìîâà æ f ∈ LψLp(·) äà¹ âêëþ÷åííÿ fψ ∈ Lp(·). Îòæå, çãiäíî

òåîðåìè 1.5.1 (íåðiâíiñòü (1.34)) áóäåìî ìàòè f̃ψ ∈ Lp(·). Áåðó÷è äî óâàãè öi

ôàêòè, íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåííÿ (5.4) çíàõîäèìî

∥f∥p(·) = ∥a0(f)
2

+ Λ(fψ) + Λ̃(f̃ψ)∥p(·) ≤

≤ ∥a0(f)
2

∥p(·) + ∥Λ(fψ)∥p(·) + ∥Λ̃(f̃ψ)∥p(·) ≤

≤ ∥a0(f)
2

∥p(·) +K∥fψ∥p(·) +K∥f̃ψ∥p(·) ≤ K,

òîáòî ôóíêöiÿ f íàëåæèòü äî Lp(·), ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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Â ðîáîòi [260] ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó 1 ≤ s(x) ≤ p(x) ≤ p̄ < ∞, äëÿ

äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lp(·) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

∥f∥s(·) ≤ Ks,p∥f∥p(·). (5.5)

Âðàõîâóþ÷è öåé ôàêò i òåîðåìó 5.1.1 îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.1.2. ßêùî ψ ∈ Υ0, p, s ∈ Pγ i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

s(x) ≤ p(x), x ∈ [0; 2π], òî LψLp(·) ⊂ Ls(·).

5.1.2. Óìîâè âêëàäåííÿ LψLp(·) â Ls(·) ó âèïàäêó p(x) ≤ s(x)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè â êîæíié òî÷öi ïåðiîäó [0; 2π] ïîêàçíèêè

p = p(x) i s = s(x) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi p(x) ≤ s(x). Áóäåìî âèêîðè-

ñòîâóâàòè íàñòóïíó òåîðåìó Ãàðäi-Ëiòòëâóäà.

Òåîðåìà 5.1.3. [G. Hardy, J. Littlewood [255]] Íåõàé

1 < p < s <∞, p, s = const, α = p−1 − s−1 i

Dα(t) =
∞∑
k=1

k−α cos kt.

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ Lp çãîðòêà

Φα(x) =
1

π

π∫
−π

φ(x+ t)Dα(t) dt

íàëåæèòü äî Ls, ïðè÷îìó

∥Φα∥s ≤ Cs,p∥φ∥p,

äå Cs,p � âåëè÷èíà, ùî çàëåæèòü òiëüêè âiä s i p.

Çàçíà÷èìî, ÿêùî φ ∈ Lp i S[φ] =
∞∑
k=0

Ak(φ;x), òî

S[Φα] =
∞∑
k=0

k−αAk(φ;x),
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òîáòî Φα = Mα(φ), äå Mα � îïåðàòîð-ìóëüòèïëiêàòîð, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ

ïîñëiäîâíiñòþ µα(k) = k−α, k = 0, 1, 2, . . . , i äi¹ ç Lp â Ls, äå ïîêàçíèêè

1 < p < s <∞, p, s = const, ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì p−1 − s−1 = α.

Òåîðåìà 5.1.4. Íåõàé ψ ∈ Υα, äå α = 1/p−1/s, p, s ∈ Pγ i âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü p(x) ≤ s(x), x ∈ [0; 2π]. Òîäi LψLp(·) ⊂ Ls(·).

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Λα i Λ̃α ìóëüòèïëiêàòîðè, ùî ïîðîäæó-

þòüñÿ ïîñëiäîâíîñòÿìè kαψ1(k) i kαψ2(k), k = 0, 1, 2, . . . , âiäïîâiäíî. Òîäi

∞∑
k=1

ψ1(k)Ak(f
ψ;x) =

∞∑
k=1

kαψ1(k)

[
k−αAk(f

ψ; x)

]
=

= Λα

( ∞∑
k=1

k−αAk(f
ψ;x)

)
= Λα

(
S

[
1

π

π∫
−π

fψ(x+ t)Dα(t) dt

])
, (5.6)

äå Dα(t) � ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà â òåîðåìi 5.1.3.

Îñêiëüêè f ∈ LψLp(·), òî fψ ∈ Lp(·) , i òèì áiëüøå fψ ∈ Lp. Íà ïiäñòàâi

òåîðåìè 5.1.3 ðîáèìî âèñíîâîê, ùî çãîðòêà

gα(x) =
1

π

π∫
−π

fψ(x+ t)Dα(t) dt

çíàõîäèòüñÿ â Ls, i òèì áiëüøå gα ∈ Ls(·). Ç óìîâè ψ ∈ Υα íà ïiäñòàâi

ëåìè 1.5.1 âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð-ìóëüòèïëiêàòîð Λα äi¹ ç Ls(·) â Ls(·) äëÿ

äîâiëüíîãî s ∈ Pγ. Òîìó çi ñïiââiäíîøåííÿ (1.36) i ðiâíîñòi (5.6) îòðèìó¹ìî∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

ψ1(k)Ak(f
ψ;x)

∥∥∥∥∥
s(·)

= ∥Λα(S[gα])∥s(·) ≤ K∥gα∥s(·) ≤ Cp,s, (5.7)

äå âåëè÷èíà Cp,s çàëåæèòü òiëüêè âiä ôóíêöié p = p(x) i s = s(x).

Àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî

∞∑
k=1

ψ2(k)Ãk(f
ψ;x) =

∞∑
k=1

kαψ2(k)

[
k−αÃk(f

ψ; x)

]
=
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= Λ̃α

( ∞∑
k=1

k−αÃk(f
ψ;x)

)
= Λ̃α(S[g̃α]). (5.8)

Îñêiëüêè îïåðàòîð-ìóëüòèïëiêàòîð Λ̃α äi¹ ç Ls(·) â Ls(·) äëÿ äîâiëüíîãî

s ∈ Pγ, à ôóíêöiÿ g̃α ∈ Ls(·), òî íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåííÿ (1.36), ðiâíî-

ñòi (5.8) i ëåìè 1.5.1 áóäåìî ìàòè∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

ψ2(k)Ãk(f
ψ; ·)

∥∥∥∥∥
s(·)

= ∥Λ̃α(S[g̃α])∥s(·) ≤ Kp,s. (5.9)

Ñïiâñòàâëåííÿ ñïiââiäíîøåíü (5.4), (5.7) i (5.9) ïåðåêîíó¹ íàñ â ñïðàâå-

äëèâîñòi òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

5.1.3. Íàñëiäêè ç òåîðåì 5.1.2 i 5.1.4

Âiäïîâiäíî äî îçíà÷åííÿ 3.1.3, ïîçíà÷èìî ÷åðåç LψβL
p(·) ìíîæèíè

(ψ; β) -äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié f ∈ L, ó ÿêèõ fψβ ∈ Lp(·) i óìîâèìîñÿ ââà-

æàòè, ùî ïàðà (ψ; β) íàëåæèòü ìíîæèíi Υα, ÿêùî öié ìíîæèíi íàëåæèòü

ïàðà ψ = (ψ1;ψ2), ç êîìïîíåíòàìè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (3.54).

Ç òåîðåì 5.1.2 i 5.1.4 îòðèìó¹ìî òàêi íàñëiäêè.

Íàñëiäîê 5.1.1. ßêùî (ψ; β) ∈ Υ0, p, s ∈ Pγ i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

s(x) ≤ p(x), x ∈ [0; 2π], òî LψβL
p(·) ⊂ Ls(·).

Íàñëiäîê 5.1.2. Íåõàé (ψ; β) ∈ Υα, äå α = 1/p − 1/s, p, s ∈ Pγ i

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü p(x) ≤ s(x), x ∈ [0; 2π]. Òîäi LψβL
p(·) ⊂ Ls(·).

Â ñâîþ ÷åðãó (äèâ., íàïðèêëàä [204]), ÿêùî ó ðiâíîñòÿõ (3.54) ïîñëiäîâ-

íiñòü ψ(k) âèáðàòè âiäïîâiäíî äî ðiâíîñòi

ψr(k) =
1

kr
, r > 0, k ∈ N,

òî âèçíà÷åííÿ (ψ; β) -ïîõiäíî¨ ñïiâïàäà¹ ç îçíà÷åííÿì âiäîìî¨ (r; β) -ïîõiäíî¨

â ðîçóìiííi Âåéëÿ-Íàäÿ (äëÿ ïîçíà÷åííÿ ÿêî¨ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïî-

çíà÷åííÿ Dr
β(·) := Dψr

β (·) ). Äëÿ êëàñiâ (r; β) -äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié
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W r
βL

p(·) óìîâè âêëàäåííÿ ïðèéìàþòü âèãëÿä.

Íàñëiäîê 5.1.3. ßêùî (ψr; β) ∈ Υ0, p, s ∈ Pγ i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

s(x) ≤ p(x), x ∈ [0; 2π], òî W r
βL

p(·) ⊂ Ls(·).

Íàñëiäîê 5.1.4. Íåõàé (ψr; β) ∈ Υα, äå α = 1/p − 1/s, p, s ∈ Pγ i

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü p(x) ≤ s(x), x ∈ [0; 2π]. Òîäi W r
βL

p(·) ⊂ Ls(·).

5.2. Íàáëèæåííÿ ñóìàìè Ôóð'¹ ôóíêöié ç ìíîæèí LψLp(·)

Íåõàé

En(f)p(·) := inf
tn−1∈T2n−1

∥f − tn−1∥p(·),

� íàéêðàùå íàáëèæåííÿ â ïðîñòîði Lp(·) ôóíêöi¨ f çà äîïîìîãîþ ïiäïðîñòî-

ðó T2n−1 òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ïîðÿäêó, íå âèùîãî çà n− 1,

Sn(f ; x) =
a0(f)

2
+

n∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx), n = 0, 1, . . . , (5.10)

� ÷àñòèííi ñóìè Ôóð'¹ ïîðÿäêó n ôóíêöi¨ f i

ρn(f ; x) := f(x)− Sn−1(f ;x).

Çíàéäåìî ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ âåëè÷èí En(f)s(·) i ∥ρn(f ; ·)∥s(·), çà óìî-
âè f ∈ LψLp(·), p, s ∈ Pγ. Ïðè öüîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî ïàðè ψ = (ψ1;ψ2)

íàëåæàòü äî ìíîæèíè Υα, α = 1/p− 1/s i çàäîâîëüíÿþòü äåÿêèì äîäàòêî-

âèì óìîâàì.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 5.2.1. Íåõàé ïîêàçíèêè p, s ∈ Pγ íà ïåðiîäi x ∈ [0; 2π] ïîâ'ÿçàíi

îäíèì iç ñïiââiäíîøåíü p(x) < s(x) àáî p(x) ≥ s(x). Íåõàé äàëi

α =


1
p −

1
s , p(x) < s(x),

0, p(x) ≥ s(x).

(5.11)
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Λ
(n)
α i Λ̃

(n)
α � îïåðàòîðè-ìóëüòèïëiêàòîðè, âèçíà÷åíi ïîñëiäîâíîñòÿìè

λ(n)α = λ(n)α (k) =


0, k < n,

kαψ1(k), k ≥ n,

(5.12)

i

λ̃(n)α = λ̃(n)α (k) =


0, k < n,

kαψ2(k), k ≥ n,

(5.13)

i òàêi, ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N i äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Ls(·) âèêîíóþòüñÿ

âêëþ÷åííÿ

Λ(n)
α (f) ∈ Ls(·), Λ̃(n)

α (f) ∈ Ls(·).

Òîäi, ÿêùî f ∈ LψLp(·), òî äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ñïðàâäæó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ

En(f)s(·) ≤ ∥ρn(f ; ·)∥s(·) ≤ K(n)
p,s ∥ρn(fψ; ·)∥p(·) ≤ C(n)

p,sEn(f
ψ)p(·), (5.14)

äå K
(n)
p,s , C

(n)
p,s > 0 � âåëè÷èíè, ùî íå çàëåæàòü âiä ôóíêöi¨ f.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (5.4), çíàõîäèìî

En(f)s(·) ≤ ∥ρn(f ; ·)∥s(·) =
∥∥∥ ∞∑
k=n

Ak(f ; ·)
∥∥∥
s(·)

≤

≤
∥∥∥ ∞∑
k=n

λ(k)Ak(f
ψ; ·)

∥∥∥
s(·)

+
∥∥∥ ∞∑
k=n

λ̃(k)Ãk(f
ψ; ·)

∥∥∥
s(·)
, (5.15)

äå λ(k) i λ̃(k) � ïîñëiäîâíîñòi, âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè

λ(k) = ψ1(k), λ̃(k) = ψ2(k), k ∈ N.

Íåõàé ñïî÷àòêó ïîêàçíèêè p, s ∈ Pγ â êîæíié òî÷öi x ∈ [0; 2π] çàäî-

âîëüíÿþòü íåðiâíîñòi s(x) > p(x). Â öüîìó âèïàäêó ç óðàõóâàííÿì ñïiââiä-
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íîøåííÿ (5.6) áóäåìî ìàòè

∞∑
k=n

λ(k)Ak(f
ψ;x) =

∞∑
k=n

ψ1(k)Ak(f
ψ;x) =

= Λ(n)
α

(
S

[
1

π

π∫
−π

ρn(f
ψ; x+ t)Dα(t) dt

])
, (5.16)

äå Λ
(n)
α � îïåðàòîð-ìóëüòèïëiêàòîð, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ (5.12)

ïðè α = 1
p −

1
s . Çâiäñè íà ïiäñòàâi ëåìè 1.5.1 i òåîðåìè 5.1.3 îòðèìó¹ìî∥∥∥∥∥

∞∑
k=n

λ(k)Ak(f
ψ; ·)

∥∥∥∥∥
s(·)

=

∥∥∥∥∥Λ(n)
α

(
S

[
1

π

π∫
−π

ρn(f
ψ; ·+ t)Dα(t) dt

])∥∥∥∥∥
s(·)

≤

≤ Kn,s

∥∥∥∥∥1π
π∫

−π

ρn(f
ψ; ·+ t)Dα(t) dt

∥∥∥∥∥
s(·)

≤ Kn,s

∥∥∥∥∥1π
π∫

−π

ρn(f
ψ; ·+ t)Dα(t) dt

∥∥∥∥∥
s̄

≤

≤ Kn,s∥ρn(fψ; ·)∥p ≤ Kn,s∥ρn(fψ; ·)∥p(·). (5.17)

Âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, ç óðàõóâàííÿì íåðiâíîñòi

(1.34) çíàõîäèìî∥∥∥∥∥
∞∑
k=n

λ̃(k)Ãk(f
ψ; ·)

∥∥∥∥∥
s(·)

=

∥∥∥∥∥Λ̃(n)
α U

(
S

[
1

π

π∫
−π

ρn(f
ψ; ·+ t)Dα(t) dt

])∥∥∥∥∥
s(·)

≤

≤ Kn,s

∥∥∥1
π

π∫
−π

ρn(f
ψ; ·+ t)Dα(t) dt

∥∥∥
s(·)

≤ Kn,s∥ρn(fψ; ·)∥p(·), (5.18)

äå U � îïåðàòîð òðèãîíîìåòðè÷íîãî ñïðÿæåííÿ.

Ïî¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (5.15) � (5.18), îòðèìó¹ìî ïðîìiæíó îöií-

êó â ñïiââiäíîøåííi (5.14) i äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ëåìè ó âèïàäêó

s(x) > p(x), çàëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñü íåðiâíiñòþ (1.37).

ßêùî s(x) ≤ p(x), òî α = 0 i òîäi ïðè k ≥ n áóäåìî ìàòè
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λ
(n)
α (k) = λ

(n)
0 (k) = ψ1(k). Òîìó∥∥∥ ∞∑

k=n

ψ1(k)Ak(f
ψ; ·)

∥∥∥
s(·)

=
∥∥∥Λ(n)

0 (ρn(f
ψ; ·))

∥∥∥
s(·)

≤ Kn,s∥ρn(fψ; ·)∥s(·). (5.19)

Àíàëîãi÷íî, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (1.34), çíàõîäèìî

∥∥∥ ∞∑
k=n

ψ2(k)Ãk(f
ψ; ·)

∥∥∥
s(·)

≤ Kn,s∥ρn(fψ; ·)∥s(·). (5.20)

Ñïiâñòàâëåííÿ ñïiââiäíîøåíü (5.15) i (5.19) � (5.20), äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè

îöiíêó

En(f)s(·) ≤ ∥ρn(f ; ·)∥s(·) ≤ K(n)
p,s ∥ρn(fψ; ·)∥s(·).

ßêùî òåïåð s(x) ≡ p(x), òî äëÿ îäåðæàííÿ (5.14) äîñòàòíüî çàñòîñóâà-

òè îöiíêó (1.37). ßêùî æ â äåÿêié ÷àñòèíi ïåðiîäó [0; 2π] âèêîíó¹òüñÿ ñòðîãà

íåðiâíiñòü s(x) < p(x), òî ïîïåðåäíüî ïîòðiáíî ñêîðèñòàòèñÿ íåðiâíiñòþ (5.5).

Ëåìó äîâåäåíî.

Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó α ≥ 0 ÷åðåç Υα,n ïîçíà÷èìî ïiäìíîæèíó

ïàð ψ = (ψ1;ψ2) ç Υα òàêèõ, ùî äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N çàäîâîëüíÿþòü

óìîâàì

ςα(ψi;n) = sup
k

|ψi,n(k)|kα ≤ Cνi(n)n
α, i = 1, 2, (5.21)

σα(ψi;n) = sup
m∈N

2m+1∑
k=2m

|ψi,n(k + 1)(k + 1)α − ψi,n(k)k
α| ≤

≤ Cνi(n)n
α, i = 1, 2, (5.22)

äå

ψi,n(k) =

0, k < n,

ψi(k), k ≥ n, i = 1, 2;

νi(n) = ν(ψi;n) = sup
k≥n

|ψi(k)|, i = 1, 2, C � êîíñòàíòà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà

ïî n, i ïåðåêîíà¹ìîñÿ â ñïðàâåäëèâîñòi òàêîãî òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 5.2.2. ßêùî ψ ∈ Υα,n, òî ìóëüòèïëiêàòîðè Λ
(n)
α i Λ̃

(n)
α , ùî âè-

çíà÷àþòüñÿ ïîñëiäîâíîñòÿìè (5.12) i (5.13) äiþòü ç Lp(·) â Lp(·) ïðè äî-
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âiëüíîìó p ∈ Pγ, ïðè÷îìó

∥Λ(n)
α (f)∥p(·) ≤ Cp,αν1(n)n

α∥f∥p(·), (5.23)

i

∥Λ̃(n)
α (f)∥p(·) ≤ Cp,αν2(n)n

α∥f∥p(·), (5.24)

äå Cp,α > 0 � âåëè÷èíà, ùî íå çàëåæèòü âiä f.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.5.1. Äiéñíî, çãiäíî çi ñïiââiä-

íîøåííÿìè (5.21) i (5.22) ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè:

ς0(λn,α) = sup
k

|λn,α(k)| = sup
k≥n

|ψ1(k)|kα ≤ Cν1(n)n
α;

σ0(λn,α) = sup
m∈N

2m+1−1∑
k=2m

|ψ1,n(k + 1)(k + 1)α − ψ1,n(k)(k)
α| ≤ Cν1(n)n

α.

Çâiäñè, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N

ν1(n)n
α = sup

k≥n
|ψ1(k)|nα ≤ sup

k∈N
|ψ1(k)|kα,

òî âíàñëiäîê âêëþ÷åííÿ ψ ∈ Υα, âåëè÷èíè ν1(n)n
α ¹ ñêií÷åííèìè. Îò-

æå, äëÿ äîâiëüíîãî ïîêàçíèêà p ∈ Pγ i f ∈ Lp(·) âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ

Λ
(n)
α (f) ∈ Lp(·). Äî òîãî æ, â öüîìó âèïàäêó

λ = λ(λn,α) ≤ ν1(n)n
α,

òîìó íåðiâíiñòü (5.23) âèïëèâà¹ ç îöiíêè (1.40).

Î÷åâèäíî, ùî àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíèìè i äëÿ

äîâåäåííÿ ñïðàâåäëèâîñòi ñïiââiäíîøåíü (5.24).

Ëåìó äîâåäåíî.

Âèêîðèñòîâóþ÷è â õîäi äîâåäåííÿ ëåìè 5.2.1 íåðiâíîñòi (5.23) � (5.24) i

âðàõîâóþ÷è ïðè öüîìó ñïiââiäíîøåííÿ

1

2
(ν1(n) + ν2(n)) ≤ ν(n) ≤ (ν1(n) + ν2(n)), ∀n ∈ N, (5.25)
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äå ν(n) = sup
k≥n

ψ(k), ψ(k) =
√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k), îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.2.1. Íåõàé ïîêàçíèêè p, s ∈ Pγ íà ïåðiîäi x ∈ [0; 2π] ïîâ'ÿçà-

íi îäíèì iç ñïiââiäíîøåíü p(x) < s(x) àáî p(x) ≥ s(x), i ïàðà ψ = (ψ1;ψ2)

íàëåæèòü äî ìíîæèíè Υα,n, äå ÷èñëî α âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (5.11).

Òîäi, ÿêùî f ∈ LψLp(·), òî äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü

En(f)s(·) ≤ ∥ρn(f ; ·)∥s(·) ≤ Cp,sν(n)n
α∥ρn(fψ; ·)∥p(·) ≤

≤ Kp,sν(n)n
αEn(f

ψ)p(·), (5.26)

äå ν(n) = sup
k≥n

ψ(k), ψ(k) =
√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k), Cp,s, Kp,s � âåëè÷èíè, ðiâíî-

ìiðíî îáìåæåíi ïî n i f.

Âiäçíà÷èìî îäèí âàæëèâèé ÷àñòèííèé âèïàäîê òåîðåìè 5.2.1. Ïîçíà-

÷èìî ÷åðåç Υ∗
α ïiäìíîæèíó ïàð ψ = (ψ1;ψ2) ç Υα òàêèõ, ùî ÷èñëà

|ψi(k)|kα, i = 1, 2, α ≥ 0, k ∈ N, íå çðîñòàþòü. Òîäi ïàðà ψ = (ψ1;ψ2)

íàëåæèòü ìíîæèíi Υα,n i ïðè öüîìó

ςα(ψi;n) = |ψi(n)|nα, σα(ψi;n) ≤ 2|ψi(n)|nα, i = 1, 2.

Îòæå ν1(n) = |ψ1(n)|, ν2(n) = |ψ2(n)|, ν(n) = ψ(n) i ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêà

òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.2.2. Íåõàé ïîêàçíèêè p, s ∈ Pγ íà ïåðiîäi x ∈ [0; 2π] ïîâ'ÿçà-

íi îäíèì iç ñïiââiäíîøåíü p(x) < s(x) àáî p(x) ≥ s(x), i ïàðà ψ = (ψ1;ψ2)

íàëåæèòü ìíîæèíi Υ∗
α, äå ÷èñëî α âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (5.11).

Òîäi, ÿêùî f ∈ LψLp(·), òî äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü

En(f)s(·) ≤ ∥ρn(f ; ·)∥s(·) ≤ Cp,sψ(n)n
α∥ρn(fψ; ·)∥p(·) ≤

≤ Kp,sψ(n)n
αEn(f

ψ)p(·), (5.27)

äå ψ(k) =
√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k), Kp,s, Cp,s � âåëè÷èíè, ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ïî
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n i f.

Íåõàé Up(·) := {φ ∈ Lp(·) : ∥φ∥p(·) ≤ 1} � îäèíè÷íà êóëÿ ïðîñòîðó Lp(·)

i Lψp(·) := LψUp(·). Òîäi

En(f
ψ)p(·) ≤ ∥fψ − 0∥p(·) ≤ ∥fψ∥p(·) ≤ 1, ∀f ∈ Lψp(·). (5.28)

Âðàõîâóþ÷è öåé ôàêò, íà ïiäñòàâi òåîðåì 5.2.1 i 5.2.2 îòðèìó¹ìî òàêå

òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.2.3. Íåõàé ïîêàçíèêè p, s ∈ Pγ íà ïåðiîäi x ∈ [0; 2π] ïîâ'ÿçà-

íi îäíèì iç ñïiââiäíîøåíü p(x) < s(x) àáî p(x) ≥ s(x), i ïàðà ψ = (ψ1;ψ2)

íàëåæèòü äî ìíîæèíè Υα,n, äå ÷èñëî α âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (5.11).

Òîäi

En

(
Lψp(·)

)
s(·) ≤ E

(
Lψp(·);Sn

)
s(·) ≤ Cp,sν(n)n

α, (5.29)

Çîêðåìà, ÿêùî ïàðà ψ = (ψ1;ψ2) íàëåæèòü ìíîæèíi Υ∗
α , òî

En

(
Lψp(·)

)
s(·) ≤ E

(
Lψp(·);Sn

)
s(·) ≤ Cp,sψ(n)n

α, (5.30)

äå

En(L
ψ
p(·))s(·) := sup

f∈Lψp(·)

inf
Tn∈T2n−1

∥f − Tn∥s(·)

� íàéêðàùå íàáëèæåííÿ êëàñó Lψp(·) çà äîïîìîãîþ ïiäïðîñòîðó T2n−1 òðè-

ãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ, ïîðÿäêó íå âèùîãî çà n;

E(Lψp(·);Sn)s(·) := sup
f∈Lψp(·)

∥f − Sn(f)∥s(·)

� âåðõíÿ ìåæà âiäõèëåííÿ ñóì Ôóð'¹ íà êëàñi Lψp(·) â ïðîñòîði Ls(·).

Âiäçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè α = 0 (òîáòî, ÿêùî

p(x) ≥ s(x), x ∈ [0; 2π] ) îöiíêè (5.29) i (5.30) ¹ òî÷íèìè çà ïîðÿäêîì.

Äiéñíî, íåõàé äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ ψ(k) i ÷èñëà n ∈ N iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî
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kn, äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ν(n) = sup
k≥n

|ψ(k)| = ψ(kn). (5.31)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

fn(x) = ∥ cos knx∥−1
p(·)
(
ψ1(kn) cos knx+ ψ2(kn) sin knx

)
. (5.32)

Îñêiëüêè

Dψ(fn(x)) =
cos knx

∥ cos knx∥p(·)
,

i ∥Dψ(fn)∥p(·) = 1, òî ôóíêöiÿ fn ∈ Lψβ,p(·). Áåðó÷è äî óâàãè íåðiâíiñòü (5.5),

áóäåìî ìàòè

E(Lψβ,p(·);Sn)s(·) ≥ ∥ρn(fn; ·)∥s(·) =
ψ(kn)

∥ cos knx∥p(·)
∥ cos

(
knx− γnk

)
∥s(·) ≥

≥ ψ(kn)
∥ cosx∥s
∥ cosx∥p̄

= Cp,sν(n), γnk := arctg
ψ2(kn)

ψ1(kn)
.

ßêùî æ äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ ψ(k) i ÷èñëà n ∈ N íå iñíó¹ íàòóðàëüíîãî

÷èñëà kn, äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü (5.31), òî âíàñëiäîê îáìåæåíîñòi

ìíîæèíè {|ψ(k)|} çíà÷åíü ôóíêöi¨ ψ(k) áóäåìî ìàòè

ν(n) = sup
k≥n

|ψ(k)| = sup
k≥n

{|ψ(k)|}.

Ïðè öüîìó iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü kj, j ∈ N òàêà, ùî kj ≥ n i ÷èñëà ψ(kj) íå

ñïàäàþ÷è ïðÿìóþòü äî ν(n). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A = ∪jfj(x) ìíîæèíó, ÿêà

ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ôóíêöié fj(x) âèãëÿäó (5.32). Îñêiëüêè fj ∈ Lψβ,p(·) ïðè

äîâiëüíîìó j ∈ N, òî

E(Lψβ,p(·);Sn)s(·) = sup
f∈Lψβ,p(·)

∥f − Sn(f)∥s(·) ≥ sup
f∈A

∥f − Sn(f)∥s(·) =

= sup
j∈N

ψ(kj)

∥ cos kjx∥p(·)
∥ cos

(
kjx− γnj

)
∥s(·) ≥

∥ cosx∥s
∥ cosx∥p̄

sup
j∈N

ψ(kj) = Cp,sν(n).

Àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê öå áóëî çðîáëåíî â ïiäðîçäiëi 5.1.3, ç òåîðåì
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5.2.1 � 5.2.3 ìîæíî îòðèìàòè íàñëiäêè ó âèïàäêàõ íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹

íà ìíîæèíàõ LψβL
p(·) i W r

βL
p(·). Çàïèøåìî, íàïðèêëàä, íàñëiäîê ç òåîðåìè

5.2.1 äëÿ ìíîæèí (ψ; β) -äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié.

Íàñëiäîê 5.2.1. Íåõàé ïîêàçíèêè p, s ∈ Pγ íà ïåðiîäi x ∈ [0; 2π] ïî-

â'ÿçàíi îäíèì iç ñïiââiäíîøåíü p(x) < s(x), àáî p(x) ≥ s(x), i ïàðà (ψ; β)

íàëåæèòü ìíîæèíi Υ∗
α, äå ÷èñëî α âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (5.11).

Òîäi, ÿêùî f ∈ LψβL
p(·), òî äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü

En(f)s(·) ≤ ∥ρn(f ; ·)∥s(·) ≤ Cp,sψ(n)n
α∥ρn(fψβ ; ·)∥p(·) ≤

≤ Kp,sψ(n)n
αEn(f

ψ
β )p(·),

äå Kp,s, Cp,s � âåëè÷èíè, ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ïî n, β i f.

5.3. Òåîðåìè âêëàäåííÿ äëÿ ìíîæèí LψLM òà íàáëèæåííÿ
ñóìàìè Ôóð'¹

Ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëiâ ðîçäiëó 5 ìîæóòü áóòè ïîøèðåíèìè íà âè-

ïàäîê ïðîñòîðiâ Îðëè÷à. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíî âiäïîâiäíi òâåðäæåííÿ

ùîäî óìîâ âêëàäåííÿ ìíîæèí LψLM , à òàêîæ çíàéäåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè íà-

áëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹ ôóíêöié ç öèõ ìíîæèí ó ïðîñòîðàõ Îðëè÷à.

Íàâåäåìî íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ ç òåîði¨ ïðîñòîðiâ Îðëè÷à (äèâ., íàïðè-

êëàä, [45, 102]).

Íåïåðåðâíà îïóêëà âíèç ôóíêöiÿ M = M(x) íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ

Þíãà (N -ôóíêöi¹þ), ÿêùî M ¹ ïàðíîþ i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

lim
x→0

M(x)

x
= 0, lim

x→∞

M(x)

x
= ∞.

Êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ M çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ∆2 (M ∈ ∆2) , ÿêùî iñíó¹

òàêà ñòàëà c > 0 , ùî

M(2x) ≤ c M(x), ∀x ∈ R.
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Íåõàé ôóíêöiÿ Þíãà M ∈ ∆2 . ×åðåç LM ïîçíà÷àþòü ëiíiéíèé ïðîñòið

2π -ïåðiîäè÷íèõ âèìiðíèõ ôóíêöié f : [0; 2π] 7→ R, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ ∫ 2π

0

M(λ|f(t)|) dt <∞

ïðè äîâiëüíîìó λ > 0. Ñïîðÿäæåíèé íîðìîþ

∥f∥M := sup

{∫ 2π

0

|f(t)g(t)| dt :
∫ 2π

0

M̃(|g(t)|) dt ≤ 1

}
,

äå

M̃(y) := max
x≥0

{x|y| −M(x)}

ôóíêöiÿ, äîäàòêîâà äî ôóíêöi¨ M â ñåíñi Þíãà, ïðîñòið LM ñòà¹ áàíàõîâèì

ïðîñòîðîì, ÿêèé íàçèâàþòü ïðîñòîðîì Îðëè÷à, ïîðîäæåíèì ôóíêöi¹þ M.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ôóíêöié u(x) ∈ LM i v(x) ∈ L
M̃
, äå M̃ � ôóíêöiÿ,

äîäàòêîâà äî M â ñåíñi Þíãà, ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü [102, c. 91]:∫ 2π

0

|u(x)v(x)| dx ≤ ∥u∥M∥v∥
M̃
,

ÿêó íàçèâàþòü íåðiâíiñòþ Ãåëüäåðà. Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî êîæíà

ôóíêöiÿ ç LM ¹ ñóìîâíîþ (òîáòî LM ⊂ L , äå L � ïðîñòið ñóìîâíèõ íà

ïåðiîäi ôóíêöié).

Ôóíêöi¨ Þíãà M(x) i N(x) íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè (M ∼ N)

(äèâ. [102, c. 132]), ÿêùî iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi k1, k2 i x0, ùî äëÿ âñiõ

x ≥ x0 îäíî÷àñíî ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

N(k1x) ≤M(x) (5.33)

i

M(x) ≤ N(k2x). (5.34)

Âiäîìî, ùî íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ ïîåëåìåíòíîãî çáiãó äâîõ

ïðîñòîðiâ Îðëè÷à LM i LN ¹ óìîâà åêâiâàëåíòíîñòi ôóíêöié Þíãà, ùî ¨õ

âèçíà÷àþòü, òîáòî

LM = LN ⇔M(x) ∼ N(x).
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Ó âèïàäêó, êîëè âèêîíàíà òiëüêè íåðiâíiñòü (5.33), òî äëÿ âiäïîâiäíèõ

êëàñiâ Îðëè÷à LM i LN ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ LM ⊂ LN i (äèâ. [102, c. 132])

iñíó¹ òàêà äîäàòíà ñòàëà K, ùî

∥u∥N ≤ K∥u∥M , u(x) ∈ LM . (5.35)

ßêùî æ âèêîíàíà òiëüêè íåðiâíiñòü (5.34), òî LN ⊂ LM .

Ïðîñòîðè Îðëè÷à äîáðå âiäîìi ÿê óçàãàëüíåííÿ ïðîñòîðiâ Ëåáåãà Lp

ôóíêöié, ñóìîâíèõ â ñòåïåíi p, 1 < p < ∞. Â îêðåìîìó âèïàäêó ïðîñòî-

ðè Îðëè÷à, ïîðîäæåíi ôóíêöiÿìè âèãëÿäó Mp(x) = xp/p, 1 < p < ∞ , ¹

içîìîðôíèìè ïðîñòîðàì Ëåáåãà Lp .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Y ìíîæèíó ôóíêöié Þíãà M ∈ ∆2, ÿêi çà-

äîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì äîäàòêîâèì óìîâàì: iñíóþòü äâà ÷èñëà p1 i p2

(1 < p1 < p2 <∞) òàêi, ùî äëÿ äåÿêèõ êîíñòàíò ε, δ > 0 p1+ε < p2−δ ôóí-

êöiÿ M(u)u−(p1+ε) íå ñïàäà¹, à ôóíêöiÿ M(u)u−(p2−δ) íå çðîñòà¹ ïðè u→ ∞.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê M ∼ N. Ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíå òâåð-

äæåííÿ.

Òåîðåìà 5.3.1. Íåõàé M ∼ N ∈ Y i ψ ∈ Υ0, äå Υ0 � ìíîæèíà,

âèçíà÷åíà ó ïiäðîçäiëi 5.1.1. Òîäi ìà¹ ìiñöå âêëàäåííÿ LψLM ⊂ LN .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.3.1 ïðîâîäèòüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ òåîðåìè

5.1.1. Äiéñíî, çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 1.6.1 çàìiñòü ëåìè 1.5.1, à òàêîæ òåîðåìó

1.6.1 (ïðè ω(t) ≡ 1 ) çàìiñòü òåîðåìè 1.5.1 i âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi âè-

ãëÿäó∫ 2π

0

M(f1(x) + f2(x))dx ≤ c
(∫ 2π

0

M(f1(x))dx+

∫ 2π

0

M(f2(x))dx
)
,

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ LψLM îòðèìó¹ìî∫ 2π

0

M(|f(x)|) dx ≤ c.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f ∈ LM i, âíàñëiäîê òîãî, ùî ïðîñòîðè LM i LN ñêëà-

äàþòüñÿ ç îäíèõ i òèõ æå ôóíêöié, òî f ∈ LN .

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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Îñêiëüêè ïðè âèêîíàííi óìîâè (5.33) ìàòèìå ìiñöå âêëàäåííÿ

LM ⊂ LN , òî ç òåîðåìè îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 5.3.1. ßêùî M,N ∈ Y , ψ ∈ Υ0 i âèêîíàíà óìîâà (5.33), òî

ìà¹ ìiñöå âêëàäåííÿ LψLM ⊂ LN .

Äàëi íàì çíàäîáëÿòüñÿ íàñòóïíi âiäîìîñòi ç òåîði¨ ïðîñòîðiâ Îðëè÷à

[26�28] (äèâ., òàêîæ, [19]). Íåõàé M−1 : [0,∞) 7→ [0,∞) � ôóíêöiÿ, îáåðíåíà

äî M i íåõàé

h(t) := lim
x→∞

sup
M−1(x)

M−1(tx)
, t > 0.

×èñëà βM i γM , ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

βM := lim
t→∞

− lnh(t)

ln t
, γM := lim

t→0+
− lnh(t)

ln t
,

íàçèâàþòüñÿ, âiäïîâiäíî, íèæíiì i âåðõíiì iíäåêñàìè Áîéäà (lower and upper

Boyd indices) ïðîñòîðó Îðëè÷à LM .

Âiäîìî, ùî ÿêùî M ¹ ôóíêöi¹þ Þíãà, òî iíäåêñè Áîéäà çàâæäè iñíó-

þòü i çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

0 ≤ βM ≤ γM ≤ 1,

i, êðiì òîãî, äëÿ íèõ ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

βM + γ
M̃

= 1, β
M̃

+ γM = 1,

äå M i M̃ � äîäàòêîâi â ñåíñi Þíãà ôóíêöi¨. Âiäîìî òàêîæ, ùî ïðîñòið

Îðëè÷à LM ¹ ðåôëåêñèâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè 0 < βM ≤ γM < 1 i,

ÿêùî

1 ≤ q <
1

γM
≤ 1

βM
< p ≤ ∞,

òî ìàþòü ìiñöå âêëàäåííÿ Lp ⊂ LM ⊂ Lq.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Y∗ ïiäìíîæèíó ôóíêöié M ∈ Y ó ÿêèõ

0 < βM ≤ γM < 1,

i îòðèìà¹ìî óìîâè âêëàäåííÿ äëÿ ìíîæèí LψLM ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöi¨



229

M,N ∈ Y∗ çàäîâîëüíÿþòü óìîâi (5.34), i îòæå äëÿ âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ Îð-

ëè÷à âèêîíó¹òüñÿ âêëàäåííÿ LN ⊂ LM . Âèáåðåìî ÷èñëà q = q(M), p = p(N)

òàê, ùîá âèêîíóâàëèñÿ íåðiâíîñòi

1 < q <
1

γM
≤ 1

βM
<∞, 1 <

1

γN
≤ 1

βN
< p <∞. (5.36)

Î÷åâèäíî, ùî â öüîìó âèïàäêó áóäóòü ìàòè ìiñöå âêëàäåííÿ

Lp ⊂ LN ⊂ LM ⊂ Lq, (5.37)

i âèêîíóâàòèñÿ íåðiâíîñòi äëÿ íîðì

∥f∥q ≤ c1∥f∥M ≤ c2∥f∥N ≤ c3∥f∥p, f ∈ Lp, (5.38)

äå ci, i = 1, 2, 3, � äîäàòíi ñòàëi.

Òåîðåìà 5.3.2. Íåõàé M,N ∈ Y∗ i âèêîíàíî óìîâó (5.34). Òîäi ÿêùî

ψ ∈ Υα, äå α = 1/q− 1/p i ÷èñëà q = q(M), p = p(N) âèáðàíi âiäïîâiäíî äî

(5.36), òî LψLM ⊂ LN .

Äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.1.4. Îñêiëüêè

f ∈ LψLM , òî fψ ∈ LM , i òèì áiëüøå fψ ∈ Lq. Íà ïiäñòàâi òåîðåìè 5.1.3

ðîáèìî âèñíîâîê, ùî çãîðòêà

gα(x) =
1

π

∫ π

−π
fψ(x+ t)Dα(t) dt

â ÿêié Dα(t) � ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà â òåîðåìi 5.1.3, çíàõîäèòüñÿ â Lp, i òèì

áiëüøå gα ∈ LN . Ç óìîâè ψ ∈ Υα íà ïiäñòàâi ëåìè 1.6.1 âèïëèâà¹, ùî

îïåðàòîð-ìóëüòèïëiêàòîð Λα, ïîðîäæåíèé ïîñëiäîâíiñòþ
{
kαψ1(k)}∞k=1, äi¹

ç LN â LN äëÿ äîâiëüíîãî N ∈ Y . Òîìó çi ñïiââiäíîøåííÿ (1.51), ðiâíîñòi

(5.6) i ëåìè 1.6.1 îäåðæó¹ìî∫ 2π

0

N
(∣∣∣ ∞∑

k=1

ψ1(k)Ak(f
ψ; x)

∣∣∣) dx =

∫ 2π

0

N
(∣∣∣Λα{S(gα; x)}∣∣∣) dx ≤

≤ K

∫ 2π

0

N(|gα(x)|) dx ≤ K, (5.39)
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i ïiñëÿ àíàëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü îòðèìó¹ìî îöiíêó∫ 2π

0

N
(∣∣∣ ∞∑

k=1

ψ2(k)Ãk(f
ψ;x)

∣∣∣) dx ≤ K, (5.40)

äå êîíñòàíòà K íå çàëåæèòü âiä ôóíêöi¨ f.

Çiñòàâëÿþ÷è òåïåð ñïiââiäíîøåííÿ (5.4), (5.39) i (5.40) ïåðåêîíó¹ìîñÿ â

ñïðàâåäëèâîñòi òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çíàéäåìî òåïåð ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ âåëè÷èí En(f)M i ∥ρn(f)∥M , äå

ρn(f) = ρn(f ;x) := f(x)− Sn−1(f ;x), f ∈ LψLM ,

çà óìîâè, ùî M ∈ Y∗, ïàðè ψ íàëåæàòü äî ìíîæèíè Υα i ïiäïîðÿäêîâàíi

äåÿêèì äîäàòêîâèì óìîâàì.

Â ïîäàëüøîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî ïîêàçíèê α âèáðàíèé çà ïðàâèëîì:

α = 0, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (5.33) ( òîáòî M ∼ N ); ÿêùî æ äëÿ

ôóíêöié M i N ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (5.34), òî α = 1
q −

1
p , äå ÷èñëà

q = q(M), p = p(N) âèáðàíî âiäïîâiäíî äî (5.36). Ïåðåêîíà¹ìîñÿ ñïî÷àòêó

ó ñïðàâåäëèâîñòi íàñòóïíîãî äîïîìiæíîãî òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 5.3.1. Íåõàé ôóíêöi¨ M,N ∈ Y∗ i ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè

(5.33) òà/àáî (5.34). Íåõàé, äàëi, ψ ∈ Υα i Λ
(n)
α òà Λ̃

(n)
α � îïåðàòîðè-

ìóëüòèïëiêàòîðè, çàäàíi ïîñëiäîâíîñòÿìè (5.12) i (5.13) âiäïîâiäíî, i òàêi,

ùî ïðè êîæíîìó n = 1, 2, . . . , äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ LN ñïðàâäæóþ-

òüñÿ âêëþ÷åííÿ

Λ(n)
α {S(f ; ·)} ∈ LN , Λ̃(n)

α {S(f)} ∈ LN .

Òîäi, ÿêùî f ∈ LψLM , òî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ìà¹ ìiñöå

ñïiââiäíîøåííÿ

En(f)N ≤ ∥ρn(f)∥N ≤ c1∥ρn(fψ)∥M ≤ c2En(f
ψ)M , (5.41)
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äå c1, c2 � äîäàòíi ñòàëi, ùî íå çàëåæàòü âiä ôóíêöi¨ f.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (5.4), çíàõîäèìî

En(f)N ≤ ∥ρn(f)∥N =
∥∥∥ ∞∑
k=n

Ak(f ; ·)
∥∥∥
N
≤

≤
∥∥∥ ∞∑
k=n

λ(k)Ak(f
ψ; ·)

∥∥∥
N
+
∥∥∥ ∞∑
k=n

λ̃(k)Ãk(f
ψ; ·)

∥∥∥
N
, (5.42)

äå λ(k) i λ̃(k) � ïîñëiäîâíîñòi, âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè

λ(k) = ψ1(k), λ̃(k) = ψ2(k), k ∈ N.

Íåõàé ñïî÷àòêó ôóíêöi¨ M i N çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi (5.34). Âè-

êîðèñòîâóþ÷è ëåìó 1.6.1, íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåííÿ (5.16) îòðèìó¹ìî∫ π

−π
N
(∣∣∣ ∞∑

k=n

λ(k)Ak(f
ψ;x)

∣∣∣) dx =

=

∫ π

−π
N
(∣∣∣Λ(n)

α

{
S
[1
π

∫ π

−π
ρn(f

ψ;x+ t)Dα(t) dt
]}∣∣∣) dx ≤

≤ c

∫ π

−π
N
(∣∣∣1
π

∫ π

−π
ρn(f

ψ;x+ t)Dα(t) dt
∣∣∣) dx,

äå c � êîíñòàíòà, ùî íå çàëåæèòü âiä f.

Çâiäñè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü äëÿ íîðì

∥∥∥ ∞∑
k=n

λ(k)Ak(f
ψ; ·)

∥∥∥
N
≤ c
∥∥∥1
π

∫ π

−π
ρn(f

ψ; ·+ t)Dα(t) dt
∥∥∥
N
. (5.43)

Ñêîðèñòàâøèñü òåïåð ñïiââiäíîøåííÿìè (5.38) i çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó

5.1.3, ç îöiíêè (5.43) îäåðæó¹ìî

∥∥∥ ∞∑
k=n

λ(k)Ak(f
ψ; ·)

∥∥∥
N
≤ c1

∥∥∥1
π

∫ π

−π
ρn(f

ψ; ·+ t)Dα(t) dt
∥∥∥
p
≤

≤ c2∥ρn(fψ)∥q ≤ c3∥ρn(fψ)∥M . (5.44)
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Ïðîâîäÿ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, ç óðàõóâàííÿì íåðiâíîñòi (1.49) (ïðè

ω(t) ≡ 1 ), çíàõîäèìî

∥∥∥ ∞∑
k=n

λ̃(k)Ãk(f
ψ; ·)

∥∥∥
N
=
∥∥∥Λ̃(n)

α U
{
S
[1
π

∫ π

−π
ρn(f

ψ; ·+ t)Dα(t) dt
]}∥∥∥

N
≤

≤ c1

∥∥∥1
π

∫ π

−π
ρn(f

ψ; ·+ t)Dα(t) dt
∥∥∥
N
≤ c2∥ρn(fψ; ·)∥M , (5.45)

äå U � îïåðàòîð òðèãîíîìåòðè÷íîãî ñïðÿæåííÿ.

Ñïiâñòàâëåííÿ íåðiâíîñòåé (5.42) i (5.44) � (5.45), ïåðåêîíó¹ íàñ â ñïðà-

âåäëèâîñòi ïðîìiæíî¨ îöiíêè ó ñïiââiäíîøåííi (5.41), i äëÿ çàâåðøåííÿ äîâå-

äåííÿ ëåìè â ðîçãëÿíóòîìó âèïàäêó çàëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñÿ (1.52).

ßêùî âèêîíàíà óìîâà (5.33), òî α = 0 i òîäi ïðè k ≥ n ìàòèìåìî

λ
(n)
α (k) = λ

(n)
0 (k) = ψ1(k). Òîìó∥∥∥ ∞∑

k=n

ψ1(k)Ak(f
ψ; ·)

∥∥∥
N
=
∥∥∥Λ(n)

0 {ρn(fψ)}
∥∥∥
N
≤ c∥ρn(fψ)∥N . (5.46)

Àíàëîãi÷íî, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (1.49), çíàõîäèìî

∥∥∥ ∞∑
k=n

ψ2(k)Ãk(f
ψ; ·)

∥∥∥
N
≤ c∥ρn(fψ; ·)∥N . (5.47)

Çiñòàâëÿþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (5.42) i (5.46) � (5.47), îäåðæó¹ìî

En(f)N ≤ ∥ρn(f ; ·)∥N ≤ K
(n)
N,M∥ρn(fψ; ·)∥N .

ßêùî òåïåð N(x) ∼M(x), òî äëÿ îòðèìàííÿ (5.41) äîñèòü çàñòîñóâàòè

(1.52). ßêùî æ âèêîíó¹òüñÿ òiëüêè óìîâà (5.33), òî ïîïåðåäíüî ñëiä ñêîðè-

ñòàòèñÿ íåðiâíiñòþ (5.35).

Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 5.3.2. ßêùî ψ ∈ Υ∗
α, òî ìóëüòèïëiêàòîðè Λ

(n)
α i Λ̃

(n)
α , ùî ïî-

ðîäæóþòüñÿ ïîñëiäîâíîñòÿìè (5.12) i (5.13) äiþòü ç LM â LM ïðè äî-

âiëüíîìó M ∈ Y , ïðè÷îìó ÿêùî ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî n0
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âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ψi(n)n
α ≤ 1, òî äëÿ âñiõ n ≥ n0

∥Λ(n)
α {f}∥M ≤ c1ψ1(n)n

α∥f∥M , (5.48)

i

∥Λ̃(n)
α {f}∥M ≤ c2ψ2(n)n

α∥f∥M , (5.49)

äå c1, c2 � êîíñòàíòè, ùî íå çàëåæàòü âiä ôóíêöi¨ f.

Äîâåäåííÿ ëåìè âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.6.1 i íåðiâíîñòi

M(µt) ≤ µM(t), 0 ≤ µ ≤ 1,

ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ Þíãà.

Âèêîðèñòîâóþ÷è â õîäi äîâåäåííÿ ëåìè 5.3.1 íåðiâíîñòi (5.48) � (5.49) òà

âðàõîâóþ÷è ïðè öüîìó ñïiââiäíîøåííÿ (5.25) äiéäåìî äî òàêîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.3.3. Íåõàé ôóíêöi¨ M,N ∈ Y∗ ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè

(5.33) òà/àáî (5.34) i ψ ∈ Υ∗
α. Òîäi, ÿêùî f ∈ LψLM , òî ïî÷èíàþ÷è ç

äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî n0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

En(f)N ≤ ∥ρn(f)∥N ≤ c1ψ(n)n
α∥ρn(fψ)∥M ≤

≤ c2ψ(n)n
αEn(f

ψ)M ,

äå ψ(n) =
√
ψ2
1(n) + ψ2

2(n), c1, c2 � êîíñòàíòè, ùî íå çàëåæàòü âiä ôóí-

êöi¨ f.

Íåõàé LψM := LψUM , äå UM = {f ∈ LM : ∥f∥M ≤ 1}. Òîäi

En(f
ψ)M ≤ ∥fψ − 0∥M ≤ ∥fψ∥M ≤ 1, ∀f ∈ LψM .

Âðàõîâóþ÷è öåé ôàêò, ç òåîðåìè 5.3.3 îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 5.3.2. Â óìîâàõ òåîðåìè 5.3.3 ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

En(L
ψ
M)N ≤ E(LψM ;Sn)N ≤ cψ(n)nα,



234

äå

En(L
ψ
M)N := sup

f∈LψM

inf
tn−1∈T2n−1

∥f − tn−1∥N

� íàéêðàùå íàáëèæåííÿ êëàñó LψM çà äîïîìîãîþ ïiäïðîñòîðó T2n−1 òðè-

ãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ, ïîðÿäêó íå âèùîãî çà n− 1;

E(LψM ;Sn)N = sup
f∈LψM

∥f − Sn(f)∥N

� âåðõíÿ ìåæà âiäõèëåííÿ ñóì Ôóð'¹ íà êëàñi LψM â ìåòðèöi ïðîñòîðiâ

LN .

5.4. Íàéêðàùi íàáëèæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié ó
ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíî ïðÿìi òåîðåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ ó ïðîñòîðàõ

Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì íà ìíîæèíàõ ψ -äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié, à

òàêîæ äîâåäåíî íåðiâíiñòü òèïó Áåðíøòåéíà äëÿ íîðìè (ψ; β) -ïîõiäíî¨ òðè-

ãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ îäåðæàíî íèçêó îáåðíåíèõ òå-

îðåì òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié.

5.4.1. Ïðÿìi òåîðåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ íà ìíîæèíàõ LψLp(·)

Òåîðåìà 5.2.2 äà¹ ìîæëèâiñòü îöiíèòè ïîðÿäêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ψ -

äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié â ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì ó òåð-

ìiíàõ ïàðàìåòðiâ, ùî õàðàêòåðèçóþòü ãëàäêiñíi âëàñòèâîñòi ôóíêöié. Òàêi

ðåçóëüòàòè íàçèâàþòü ïðÿìèìè òåîðåìàìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ.

Ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.4.1. Íåõàé ïîêàçíèêè p, s ∈ Pγ, çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

s(x) ≤ p(x), x ∈ [0; 2π] i ïàðà ψ = (ψ1;ψ2) íàëåæèòü äî ìíîæèíè Υ∗
0.

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ LψLp(·) ìà¹ ìiñöå îöiíêà

En(f)s(·) ≤ Kp,sψ(n)En(f
ψ)p(·), (5.50)
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äå ψ(n) =
√
ψ2
1(n) + ψ2

2(n) i Kp � êîíñòàíòà, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä

ôóíêöié p = p(x) i s = s(x).

Áåðó÷è äî óâàãè îöiíêó (5.28) îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 5.4.1. Íåõàé p ∈ Pγ i ïàðà ψ = (ψ1;ψ2) íàëåæèòü äî ìíîæè-

íè Υ∗
0. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ LψLp(·) ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

En(f)p(·) ≤ Kpψ(n),

äå ψ(n) =
√
ψ2
1(n) + ψ2

2(n) i Kp � âåëè÷èíà, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä ôóíêöi¨

p = p(x) .

Ó âèïàäêàõ íàáëèæåíü íà ìíîæèíàõ LψβL
p(·) i W r

βL
p(·) ìàòèìóòü ìiñöå

òàêi òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 5.4.2. Íåõàé ïîêàçíèêè p, s ∈ Pγ, çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

s(x) ≤ p(x), x ∈ [0; 2π], β ∈ R i ïàðà (ψ; β), íàëåæèòü äî ìíîæèíè Υ∗
0.

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ LψβL
p(·) ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè:

En(f)s(·) ≤ Kp,sψ(n)En(f
ψ
β )p(·),

En(f)p(·) ≤ Kpψ(n).

Íàñëiäîê 5.4.3. Íåõàé ïîêàçíèêè p, s ∈ Pγ, çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

s(x) ≤ p(x), x ∈ [0; 2π], r > 0 i β ∈ R.

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ W r
βL

p(·), ìàþòü ìiñöå îöiíêè:

En(f)s(·) ≤ Kp,s
1

nr
En(f

r
β)p(·),

En(f)p(·) ≤ Kp
1

nr
.

Çàóâàæåííÿ 5.4.1. Çàçíà÷èìî, ùî òâåðäæåííÿ íàñëiäêiâ 5.4.1 � 5.4.3

ìiñòÿòü ÿê ÷àñòèííi âèïàäêè íèçêó âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ. Ïðè s(x) ≡ p(x)
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i ψ(n) = n−α, β = α, α > 0, n ∈ N îöiíêó (5.50) îòðèìàíî ó ïðàöi

[6]. ßêùî p = const, 1 ≤ p ≤ ∞, òàêi ðåçóëüòàòè îäåðæàíi Î.I. Ñòå-

ïàíöåì òà Î.Ê. Êóøïåëåì [221, 222]. ßêùî æ p = const, 1 < p < ∞ i

ψ(n) = n−r, β = r, n, r ∈ N, íåðiâíiñòü (5.50) äîâåäåíî Î.Ï. Òiìàíîì [243,

c. 316].

5.4.2. Íåðiâíiñòü òèïó Áåðíøòåéíà äëÿ (ψ; β) -ïîõiäíî¨ ó ìåòðèöi
ïðîñòîðiâ Lp(·)

Îòðèìà¹ìî òåïåð ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêå ¹ àíàëîãîì êëàñè÷íî¨ íåðiâíîñòi

äëÿ ìàêñèìóìó ìîäóëÿ ïîõiäíî¨ òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìó, îòðèìàíî¨

Ñ.Í. Áåðíøòåéíîì â ðîáîòi [22].

Íåõàé M∗ � öå ìíîæèíà íåçðîñòàþ÷èõ ïîñëiäîâíîñòåé äiéñíèõ ÷èñåë

ψ(k) > 0, k = 0, 1, 2 . . . , ùî ïðÿìóþòü äî íóëÿ, òîáòî:

M∗ = {ψ(k) : ψ(k)− ψ(k + 1) ≥ 0, lim
k→∞

ψ(k) = 0, k ∈ N}.

Ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.4.2. Íåõàé ψ ∈ M∗ i p ∈ Pγ. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî òðèãîíî-

ìåòðè÷íîãî ïîëiíîìó Tn ïîðÿäêó, íå âèùîãî çà n, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥Dψ
βTn∥p(·) ≤

Kp

ψ(n)
∥Tn∥p(·), n = 0, 1, . . . , (5.51)

äå 1/ψ(0) := 0, a Kp � âåëè÷èíà, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä ôóíêöi¨ p = p(x) .

Ç îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè ñòîñîâíî íåðiâíîñòåé òèïó Ñ.Í. Áåðíøòåéíà

òà êîìåíòàðÿìè äî íèõ ìîæíà îçíàéîìèòèñü, íàïðèêëàä, ó êíèçi Ì.Ï. Êîð-

í¹é÷óêà, Â.Ô. Áàáåíêà òà À.Î. Ëiãóíà [100] (äèâ., òàêîæ, ìîíîãðàôi¨ Î.Ï. Òi-

ìàíà [243], Í.I. Àõi¹çåðà [12]). Íàâåäåíi ó öèõ êíèãàõ ìåòîäè îòðèìàííÿ íåðiâ-

íîñòåé òèïó Áåðíøòåéíà ñóòò¹âèì ÷èíîì âðàõîâóþòü iíâàðiàíòíiñòü íîðìè

âiäíîñíî çñóâó àðãóìåíòó. Âèêîðèñòàíèé íàìè ìåòîä íå ïîòðåáó¹ îáìåæåíîñòi

îïåðàòîðó çñóâó.

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè ψ(n) = n−α, β = α, α > 0, n ∈ N,
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àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äîâåäåíî ó ïðàöi [6]. ßêùî p = const, 1 ≤ p ≤ ∞,

íåðiâíiñòü (5.51) îòðèìàíî Î.I. Ñòåïàíöåì òà Î.Ê. Êóøïåëåì [222].

Äîâåäåííÿ. ßêùî

Tn(x) =
n∑
k=0

(ak cos kx+ bk sin kx)

� òðèãîíîìåòðè÷íèé ïîëiíîì ïîðÿäêó, íå âèùîãî çà n, òî çãiäíî îçíà÷åííÿ

3.1.3 áóäåìî ìàòè

(Dψ
βTn)(x) =

n∑
k=1

1

ψ(k)
ak cos

(
kx+

βπ

2

)
+ bk sin

(
kx+

βπ

2

)
=

=
n∑
k=1

cos βπ2
ψ(k)

(
ak cos kx+ bk sin kx

)
−

n∑
k=1

sin βπ
2

ψ(k)

(
ak sin kx− bk cos kx

)
=

=
n∑
k=1

cos βπ2
ψ(k)

Ak(Tn;x)−
n∑
k=1

sin βπ
2

ψ(k)
Ak(T̃n;x) =

= cos
βπ

2
(Dψ

0 Tn)(x)− sin
βπ

2
(Dψ

0 T̃n)(x). (5.52)

Ïîêëàäåìî

Rψ
m(φ;x) :=

m−1∑
k=0

[
1− ψ(m)

ψ(k)

]
Ak(φ;x), m = 1, 2, . . . , (5.53)

äå 1/ψ(0) := 0.

Ç ðiâíîñòi (5.52) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ

φ1(x) := ψ(n)(Dψ
0 Tn)(x) =

n∑
k=1

ψ(n)

ψ(k)
Ak(Tn;x),

¹ òðèãîíîìåòðè÷íèì ïîëiíîìîì ïîðÿäêó, íå âèùîãî çà n (òîáòî

Ak(φ1;x) ≡ 0, k > n ). Âðàõîâóþ÷è öå, çàñòîñîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ Àáå-

ëÿ, äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m ≥ n îòðèìó¹ìî

Rψ
m(φ1; x) =

m−1∑
k=0

[
1− ψ(m)

ψ(k)

]
Ak(φ1;x) =
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=
n∑
k=0

[
1− ψ(m)

ψ(k)

]
ψ(n)

ψ(k)
Ak(Tn;x) =

= ψ(n)
n−1∑
k=0

[
1

ψ(k)
− 1

ψ(k + 1)

] k∑
i=0

[
1− ψ(m)

ψ(i)

]
Ai(Tn; x)+

+
n∑
i=0

[
1− ψ(m)

ψ(i)

]
Ai(Tn; x) =

= ψ(n)
n−1∑
k=0

[
1

ψ(k)
− 1

ψ(k + 1)

]
rψ,mk (Tn;x) + rψ,mn (Tn; x), (5.54)

äå

rψ,mk (Tn;x) :=
k∑
i=0

[
1− ψ(m)

ψ(i)

]
Ai(Tn;x), k = 0, 1, . . . , n.

Çíîâó ñêîðèñòàâøèñü ïåðåòâîðåííÿì Àáåëÿ, îäåðæó¹ìî

rψ,mk (Tn;x) = ψ(m)
k−1∑
i=0

[
1

ψ(i+ 1)
− 1

ψ(i)

] i∑
j=0

Aj(Tn; x)+

+ψ(m)

[
1

ψ(m)
− 1

ψ(k)

] k∑
j=0

Aj(Tn; x),

çâiäêè, ç óðàõóâàííÿì ìîíîòîííîñòi ïîñëiäîâíîñòi ψ(k) i ñïiââiäíîøåííÿ

(1.35) âèïëèâà¹

∥rψ,mk (Tn; ·)∥p(·) ≤ Kp∥Tn(·)∥p(·). (5.55)

Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð îöiíêó (5.55) äî ðiâíîñòi (5.54), äëÿ äîâiëüíîãî íà-

òóðàëüíîãî ÷èñëà m ≥ n çíàõîäèìî

∥Rψ
m(φ1; ·)∥p(·) ≤ Kp∥Tn(·)∥p(·). (5.56)

Àíàëîãi÷íî, äëÿ ôóíêöi¨

φ2(x) := ψ(n)(Dψ
0 T̃n)(x) =

n∑
k=1

ψ(n)

ψ(k)
Ak(T̃n;x),

ç óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåííÿ (1.34), äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
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m ≥ n îäåðæó¹ìî

∥Rψ
m(φ2; ·)∥p(·) ≤ Kp∥Tn(·)∥p(·). (5.57)

Ïîêëàäåìî

Qψ
m1,m2

(φ;x) :=
ψ(m1)

ψ(m1)− ψ(m2)
Rψ
m2
(φ;x)− ψ(m2)

ψ(m1)− ψ(m2)
Rψ
m1
(φ;x), (5.58)

äå m1 < m2 ∈ N, à Rψ
m(φ;x) � âåëè÷èíà, âèçíà÷åíà ó ñïiââiäíîøåííi (5.53).

Ïîêëàäàþ÷è òåïåð m1 = n i m2 = [η(n)], äå [a] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà

a, a η(·) = η(·;ψ) � ôóíêöiÿ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (3.5), îòðèìó¹ìî

ψ(m1)

ψ(m1)− ψ(m2)
= O(1),

ψ(m2)

ψ(m1)− ψ(m2)
= O(1). (5.59)

Íà îñíîâi ñïiââiäíîøåíü (5.56) � (5.59) çíàõîäèìî

∥Qψ
n,[η(n)](φi; ·)∥p(·) ≤ Kp∥Tn(·)∥p(·), n = 1, 2, . . . , i = 1, 2, (5.60)

äå Kp � âåëè÷èíà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä ôóíêöi¨ p = p(x).

Îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Qψ
m1,m2

(φ;x) =
ψ(m1)ψ(m2)

ψ(m1)− ψ(m2)

m2−1∑
k=0

(
1

ψ(m2)
− 1

ψ(k)

)
Ak(φ;x)−

− ψ(m1)ψ(m2)

ψ(m1)− ψ(m2)

m1−1∑
k=0

(
1

ψ(m1)
− 1

ψ(k)

)
Ak(φ;x),

ÿêà çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Àáåëÿ ïðèéìà¹ âèãëÿä

Qψ
m1,m2

(φ;x) =
ψ(m1)ψ(m2)

ψ(m1)− ψ(m2)

m2−1∑
k=m1

(
1

ψ(k + 1)
− 1

ψ(k)

)
Sk(φ;x),

òî äëÿ äîâiëüíîãî òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìó Tm, ïîðÿäîê ÿêîãî íå ïåðå-

âèùó¹ m1, áóäåìî ìàòè

Qψ
m1,m2

(Tm; x) = Tm(x). (5.61)
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Áåðó÷è òåïåð äî óâàãè òå, ùî

Qψ
m1,m2

(cφ;x) = cQψ
m1,m2

(φ;x), c = const,

íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåíü (5.52), (5.60) i (5.61), çíàõîäèìî

∥(Dψ
βTn)(·)∥p(·) ≤ ∥(Dψ

0 Tn)(·)∥p(·) + ∥(Dψ
0 T̃n)(·)∥p(·) =

=

∥∥∥∥ 1

ψ(n)
Qψ
n,[η(n)](φ1; ·)

∥∥∥∥
p(·)

+

∥∥∥∥ 1

ψ(n)
Qψ
n,[η(n)](φ2; ·)

∥∥∥∥
p(·)

≤

≤ Kp

ψ(n)
∥Tn(·)∥p(·), n = 0, 1, . . . , (5.62)

ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæèìî, ùî íåðiâíiñòü (5.51) ¹ íåïîêðàùóâàíîþ çà ïîðÿäêîì,

îñêiëüêè äëÿ òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìó t∗n(x) = cosnx áóäåìî ìàòè

(Dψ
0 t

∗
n)(x) =

1

ψ(n)
cosnx

i

∥Dψ
0 t

∗
n)∥p(·) = ∥ 1

ψ(n)
cosnx∥p(·) =

1

ψ(n)
∥t∗n∥p(·).

Î÷åâèäíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ψr(n) = n−r, r > 0, n = 1, 2, . . . , íàëå-

æèòü äî ìíîæèíè M∗, îòæå ç òåîðåìè 5.4.2 îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 5.4.4. ßêùî p ∈ Pγ, òî äëÿ äîâiëüíîãî òðèãîíîìåòðè÷íîãî

ïîëiíîìó Tn ïîðÿäêó, íå âèùîãî çà n, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥Dr
βTn∥p(·) ≤

Kp

nr
∥Tn∥p(·), n = 1, 2, . . . , (5.63)

äå Kp � âåëè÷èíà, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä ôóíêöi¨ p = p(x) .

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 5.4.2 ìîæíà äîâåñòè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.4.3. Íåõàé ψ ∈ M, p ∈ Pγ i β ∈ R. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨

ôóíêöi¨ f ∈ LψβL
p(·) çàâæäè çíàéäåòüñÿ òàêèé òðèãîíîìåòðè÷íèé ïîëiíîì
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Tn ∈ T2n−1 , ùî

∥fψβ − (Dψ
βTn)∥p(·) ≤ cpEn+1(f

ψ
β )p(·), (5.64)

äå cp � âåëè÷èíà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä ôóíêöi¨ p = p(x).

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó ψ(n) = n−α, β = α, α > 0, n ∈ N, òâåðäæå-
ííÿ òåîðåìè 5.4.3 ñïiâïàäà¹ ç òåîðåìîþ 5 ðîáîòè [6].

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî äëÿ çðó÷íîñòi [η(0)] := 1 i ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Vn,[η(n)](f) = Vn,[η(n)](f ; x) :=
1

[η(n)]− n

[η(n)]−1∑
k=n

Sk(f ;x), n = 0, 1, . . . , (5.65)

� ñåðåäíi Âàëëå Ïóññåíà ôóíêöi¨ f.

Âiäçíà÷èìî äåÿêi âëàñòèâîñòi âåëè÷èí Vn,[η(n)](f ; x). Î÷åâèäíî, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìó Pn(x) ïîðÿäêó, íå âèùîãî çà n, âè-

êîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Vn,[η(n)](Pn;x) = Pn(x). (5.66)

Êðiì òîãî, áåðó÷è äî óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ (1.35), îòðèìó¹ìî îöiíêó

∥Vn,[η(n)](f)∥p(·) ≤
1

[η(n)]− n

[η(n)]−1∑
k=n

∥Sk(f ; ·)∥p(·) ≤ cp∥f∥p(·), (5.67)

Ïîçíà÷èâøè ÷åðåç tn(x) � ïîëiíîì íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ñóìè Âàë-

ëå Ïóñåíà Vn,[η(n)](f) ôóíêöi¨ f ó ïðîñòîði Lp(·) ïîðÿäêó n, a ÷åðåç Tn(x)

� ïîëiíîì íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f ïîðÿäêó n, âèêîðèñòîâóþ÷è

íåðiâíiñòü (1.35), îäåðæèìî

En+1(Vn,[η(n)])p(·) = ∥Vn,[η(n)](f)− tn∥p(·) ≤ ∥Vn,[η(n)](f)− Tn∥p(·) =

=

∥∥∥∥∥ [η(n)]−1∑
k=n

(
Sk(f ; ·)− Tn(·)

)∥∥∥∥∥
p(·)

[η(n)]− n
=

∥∥∥∥∥ [η(n)]−1∑
k=n

Sk(f − Tn; ·)

∥∥∥∥∥
p(·)

[η(n)]− n
≤

≤ cp∥f − Tn∥p(·) = cpEn+1(f)p(·). (5.68)

Ïîêàæåìî, ùî ó ÿêîñòi ïîëiíîìà, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ
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(5.64), ìîæå áóòè âçÿòèé Tn(x) � ïîëiíîì íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨

f ó ïðîñòîði Lp(·) ïîðÿäêó n. Ìà¹ìî

∥fψβ − (Dψ
βTn)∥p(·) ≤ ∥fψβ − Vn,[η(n)](f

ψ
β )∥p(·) + ∥(Dψ

β tn)− (Dψ
βTn)∥p(·)+

+∥Vn,[η(n)](fψβ )− (Dψ
β tn)∥p(·) =: R1(f) +R2(f) +R3(f). (5.69)

Ïîçíà÷èâøè ùå T ∗
n(x) ïîëiíîì íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ïîõiäíî¨ fψβ

ïîðÿäêó n, íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåíü (5.66) i (5.67), çíàõîäèìî

R1(f) = ∥fψβ − Vn,[η(n)](f
ψ
β )∥p(·) ≤ ∥fψβ − T ∗

n∥p(·)+

+∥T ∗
n − Vn,[η(n)](f

ψ
β )∥p(·) = En+1(f

ψ
β )p(·) + ∥Vn,[η(n)](T ∗

n − fψβ )∥p(·) ≤

≤ En+1(f
ψ
β )p(·) + cp∥fψβ − T ∗

n∥p(·) ≤ cpEn+1(f
ψ
β )p(·). (5.70)

Óðàõîâóþ÷è (1.37), äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lp(·), p ∈ Pγ, îòðèìó¹ìî

îöiíêó

∥Vn,[η(n)](f)−f∥p(·) =

∥∥∥∥∥ [η(n)]−1∑
k=n

(
Sk(f ; ·)− f(·)

)∥∥∥∥∥
p(·)

[η(n)]− n
= O(1)En+1(f)p(·). (5.71)

Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü (5.51) òà áåðó÷è äî óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ (5.68) i

(5.71), çíàõîäèìî

R2(f) = ∥(Dψ
β tn)− (Dψ

βTn)∥p(·) ≤
cp
ψ(n)

∥tn − Tn∥p(·) ≤

≤ cp
ψ(n)

(
∥tn − Vn,[η(n)](f)∥p(·) + ∥Vn,[η(n)](f)− f∥p(·) + ∥f − Tn∥p(·)

)
≤

≤ cp
ψ(n)

En+1(f)p(·). (5.72)

Íàðåøòi, ïðèéìàþ÷è äî óâàãè ðiâíiñòü Vn,[η(n)](f
ψ
β ) = (Dψ

βVn,[η(n)](f)),

îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ η(n) = η(ψ;n), çíîâó çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü (5.51) i
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îöiíêó (5.68), îòðèìó¹ìî

R3(f) = ∥(Dψ
βVn,[η(n)](f))− (Dψ

β tn)∥p(·) ≤

≤ cp
ψ([η(n)]− 1)

∥Vn,[η(n)](f)− tn∥p(·) =

=
cp

ψ([η(n)]− 1)
En+1(Vn,[η(n)])p(·) ≤

2cp
ψ(n)

En+1(f)p(·). (5.73)

Ñïiâñòàâëåííÿ ñïiââiäíîøåíü (5.50), (5.69) � (5.70) i (5.72) � (5.73), ïå-

ðåêîíó¹ íàñ â ñïðàâåäëèâîñòi òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

5.4.3. Îáåðíåíi òåîðåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ äëÿ
(ψ; β) -äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié ó ïðîñòîðàõ Lp(·)

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 5.4.2, îäåðæèìî òâåðäæåííÿ, ÿêi çàçâè÷àé íàçèâà-

þòü îáåðíåíèìè òåîðåìàìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié.

Íåõàé M0 � ìíîæèíà, âèçíà÷åíà ó ñïiââiäíîøåííi (3.7) i (äèâ. [216,

c. 165])

F =: {ψ ∈ M : η′(ψ; t) ≤ K},

äå M � ÿê i ðàíiøå, ìíîæèíà âñiõ íåïåðåðâíèõ îïóêëèõ äîíèçó ïðè t ≥ 1

ôóíêöié ψ(t), ÿêi çíèêàþòü íà íåñêií÷åííîñòi i η(ψ; t) � ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà

ó ñïiââiäíîøåííi (3.5).

Òåîðåìà 5.4.4. Íåõàé p ∈ Pγ. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lp(·) :

1. ßêùî ψ ∈ M i çáiãà¹òüñÿ ðÿä

∞∑
k=1

Ek(f)p(·)|ψ(k)|−1, (5.74)

òî iñíó¹ ïîõiäíà fψβ , äëÿ ÿêî¨

En(f
ψ
β )p(·) ≤ C1

∞∑
k=n

Ek(f)p(·)|ψ(k)|−1, n ∈ N; (5.75)
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2. ßêùî ψ ∈ M0 i çáiãà¹òüñÿ ðÿä

∞∑
k=1

Ek(f)p(·)|kψ(k)|−1, (5.76)

òî iñíó¹ ïîõiäíà fψβ , äëÿ ÿêî¨

En(f
ψ
β )p(·) ≤ C2

(
En(f)p(·)
ψ(n)

+
∞∑

k=n+1

Ek(f)p(·)|kψ(k)|−1

)
, n ∈ N; (5.77)

3. ßêùî ψ ∈ F, η(ψ; t)− t ≥ K > 0 i çáiãà¹òüñÿ ðÿä

∞∑
k=1

Ek(f)p(·)|ψ(k)(η(k)− k)|−1, (5.78)

òî iñíó¹ ïîõiäíà fψβ , äëÿ ÿêî¨

En(f
ψ
β )p(·) ≤ C3

(
En(f)p(·)
ψ(n)

+
∞∑

k=n+1

Ek(f)p(·)|ψ(k)(η(k)− k)|−1

)
, n ∈ N;

(5.79)

äå Ci, i = 1, 2, 3, � âåëè÷èíè, ùî çàëåæàòü ëèøå âiä ôóíêöié p = p(x) i

ψ = ψ(k).

ßêùî ψ(n) = n−α, β = α, α > 0, n ∈ N, òâåðäæåííÿ òåîðåìè 5.4.4

ìiñòèòü òåîðåìó 4 ðîáîòè [6]. Â ìåòðèöi ïðîñòîðiâ Lp, p = const, 1 < p <∞
àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ ìîíîòîííèõ ïîñëiäîâíîñòåé ψ îòðèìàíî Î.I. Æó-

êiíîé [80] òà Î.I. Ñòåïàíöåì [209], à ó âèïàäêó ψ(n) = nα, α ∈ R, n ∈ N i

p = const, 1 < p < ∞ � â ðîáîòi [95]. Ïðè ψ(n) = n−r, β = r, r ∈ N i

p = const, 1 < p < ∞ àíàëîã òåîðåìè 5.4.4 áóâ âñòàíîâëåíèé Î.Ï. Òiìàíîì

[243].

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ñõåìó, çàïðîïîíîâà-

íó â ìîíîãðàôi¨ [217, c. 120 � 126]. Íåõàé {tn(·)}∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü òðèãî-

íîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ, ÿêi çäiéñíþþòü íàéêðàùå íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f ó
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ïðîñòîði Lp(·). Òîäi ðÿä

tn(x) +
∞∑

k=n+1

(tk(x)− tk−1(x)) (5.80)

áóäå çáiãàòèñÿ äî f(x) çà íîðìîþ ïðîñòîðó Lp(·), îñêiëüêè éîãî ÷àñòèííi ñóìè

Tm ïðè m > n ñïiâïàäàþòü ç ïîëiíîìàìè tm(x).

Ðîçãëÿíåìî ðÿä

(Dψ
β tn)(x) +

∞∑
k=n+1

(Dψ
β (tk − tk−1))(x) (5.81)

i ïîêàæåìî, ùî âií çáiãà¹òüñÿ äî ñóìè T (x), ðÿä Ôóð'¹ ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä

∞∑
k=1

1

ψ(k)

(
ak(f) cos

(
kx+

βπ

2

)
+ bk(f) sin

(
kx+

βπ

2

))
. (5.82)

Òèì ñàìèì iñíóâàííÿ ïîõiäíî¨ fψβ (·) áóäå âñòàíîâëåíî. Îñêiëüêè ðiçíè-
öÿ uk(x) = tk(x)− tk−1(x) ¹ ïîëiíîìîì ïîðÿäêó k, òî çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó

5.4.2, çíàõîäèìî

∥(Dψ
βuk)(·)∥p(·) ≤

Cp
|ψ(k)|

∥uk(·)∥p(·) ≤

≤ Cp
|ψ(k)|

(
∥tk(·)− f(·)∥p(·) + ∥f(·)− tk−1(·)∥p(·)

)
≤ 2CpEk(f)p(·)|ψ(k)|−1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

∞∑
k=n+1

∥(Dψ
βuk)(·)∥p(·) ≤ Cp

∞∑
k=n+1

Ek(f)p(·)|ψ(k)|−1, (5.83)

ïðè÷îìó çà óìîâîþ ïóíêòó 1 òåîðåìè ðÿä â ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ

(5.83) ¹ çáiæíèì. Öå îçíà÷à¹, ùî ðÿä (5.81) äiéñíî çáiãà¹òüñÿ ó ïðîñòîði Lp(·)

äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ T (x), ÿêà íàëåæèòü öüîìó æ ïðîñòîðó.

Íåõàé a
(n)
k = ak(tn) i b

(n)
k = bk(tn), k = 0, 1, 2, . . . , � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹

ïîëiíîìiâ tn(·). Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëè çâ'ÿçêó ìiæ êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹ ôóí-
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êöié f i fψβ (ÿêi âèïëèâàþòü ç îçíà÷åííÿ 3.1.3)

ak(f
ψ
β ) =

1

ψ(k)

(
ak(f) cos

βπ

2
+ bk(f) sin

βπ

2

)
, (5.84)

bk(f
ψ
β ) =

1

ψ(k)

(
bk(f) cos

βπ

2
− ak(f) sin

βπ

2

)
, (5.85)

êîåôiöi¹íòè α
(n)
k i β(n)

k ïîëiíîìiâ (Dψ
β tn)(·) ìàþòü âèãëÿä

α
(n)
k =

1

ψ(k)

(
a
(n)
k cos

βπ

2
+ b

(n)
k sin

βπ

2

)
(5.86)

β
(n)
k =

1

ψ(k)

(
b
(n)
k cos

βπ

2
− a

(n)
k sin

βπ

2

)
. (5.87)

Îñêiëüêè

∥T − (Dψ
β tn)∥p(·) → 0, n→ ∞,

òî, çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü (5.2), îòðèìó¹ìî

|ak(T )− α
(n)
k | = 1

π

∣∣∣ π∫
−π

(T (x)−Dψ
β tn(x)) cos kxdx

∣∣∣ ≤
≤ C∥T − (Dψ

β tn)∥p(·)∥ cos kx∥s(·) → 0, n→ ∞,

i

|bk(T )− β
(n)
k | ≤ C∥T − (Dψ

β tn)∥p(·)∥ sin kx∥s(·) → 0, n→ ∞.

Àíàëîãi÷íî, ç òîãî ùî

∥f − tn∥p(·) → 0, n→ ∞,

âèïëèâà¹

lim
n→∞

a
(n)
k = ak(f), lim

n→∞
b
(n)
k = bk(f), k = 0, 1, . . . ,

Áåðó÷è äî óâàãè öi ôàêòè, íà ïiäñòàâi ðiâíîñòåé (5.86) � (5.87) îäåðæó-
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¹ìî

ak(T ) = lim
n→∞

α
(n)
k =

1

ψ(k)
lim
n→∞

(
a
(n)
k cos

βπ

2
+ b

(n)
k sin

βπ

2

)
=

=
1

ψ(k)

(
ak(f) cos

βπ

2
+ bk(f) sin

βπ

2

)
i, àíàëîãi÷íî,

bk(T ) = lim
n→∞

β
(n)
k =

1

ψ(k)

(
bk(f) cos

βπ

2
− ak(f) sin

βπ

2

)
.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöi¨ T (x) äiéñíî ñïiâïàäà¹ ç ðÿäîì (5.82).

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ôóíêöi¨ f(x) äiéñíî iñíó¹ (ψ; β) -ïîõiäíà fψβ (x), ÿêà íàëå-

æèòü ïðîñòîðó Lp(·) i äëÿ íå¨ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

fψβ (x) = (Dψ
β tn)(x) +

∞∑
k=n+1

(Dψ
β [tk − tk−1])(x), n ∈ N, (5.88)

â ñåíñi çáiæíîñòi â ìåòðèöi ïðîñòîðó Lp(·).

Îñêiëüêè

En(f
ψ
β )p(·) ≤ ∥fψβ (·)− (Dψ

β tn)(·)∥p(·),

òî äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ïóíêòó 1 òåîðåìè çàëèøèëîñü çàóâàæèòè, ùî

íåðiâíiñòü (5.75) âèïëèâà¹ iç ñïiââiäíîøåííÿ (5.88) ç óðàõóâàííÿì îöiíêè

(5.83).

Äëÿ äîâåäåííÿ ïóíêòiâ 2 i 3 òåîðåìè, áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ìið-

êóâàííÿ. Íåõàé {tn(·)}∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ, ÿêi

çäiéñíþþòü íàéêðàùå íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f ó ïðîñòîði Lp(·). Äëÿ êîæíîãî

íàòóðàëüíîãî n ïîêëàäåìî

n0 = n, n1 = [η(n)] + 1, . . . , nk = [η(nk−1)] + 1, . . . .

Â öüîìó âèïàäêó ðÿä

tn0(x) +
∞∑
k=1

(tnk(x)− tnk−1
(x))
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áóäå çáiãàòèñÿ â ïðîñòîði Lp(·) äî ôóíêöi¨ f. Ðîçãëÿíåìî ðÿä

(Dψ
β tn0)(x) +

∞∑
k=1

(Dψ
β [tnk − tnk−1

])(x) (5.89)

i ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî âií áóäå çáiãàòèñÿ â ïðîñòîði Lp(·) äî ñóìè T (x), ðÿä

Ôóð'¹ ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä (5.82). Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü (5.51) äî ðiçíèöi

uk(x) = tnk(x)− tnk−1
(x), îòðèìó¹ìî

∥(Dψ
βuk)(·)∥p(·) ≤ CpEnk−1+1(f)p(·)|ψ(nk)|−1,

âíàñëiäîê ÷îãî

∞∑
k=1

∥(Dψ
βuk)(·)∥p(·) ≤ Cp

(
En+1(f)p(·)(ψ(n))

−1+

+
∞∑
k=1

Enk+1(f)p(·)|ψ(nk)|−1

)
. (5.90)

Ñêîðèñòàâøèñü îöiíêîþ (äèâ. [217, c. 124 � 125])

Enk+1(f)

ψ(nk)
≤

nk−1∑
ν=nk−1

Eν+1(f)

νψ(ν)
, ψ ∈ M0, (5.91)

çi ñïiââiäíîøåííÿ (5.90) îòðèìó¹ìî

∞∑
k=1

∥(Dψ
βuk)(·)∥p(·) ≤ Cp

(
En+1(f)p(·)(ψ(n))

−1+

+
∞∑

k=n+1

Ek(f)p(·)|kψ(k)|−1

)
. (5.92)

Çãiäíî óìîâàì ïóíêòó 2 òåîðåìè ðÿä â ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (5.92)

çáiãà¹òüñÿ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî i ðÿä (5.89) áóäå çáiãàòèñÿ ó ïðîñòîði Lp(·)

äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ T ∈ Lp(·) i äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ïóíêòó 2 òåîðåìè

çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî S[T ] = S[fψβ ]. Öå ðîáèòüñÿ øëÿõîì ïîâòîðåííÿ

ìiðêóâàíü, ÿêi áóëè âèêîðèñòàíi äëÿ îòðèìàííÿ ðiâíîñòi (5.88) i îäåðæàòè

íåðiâíiñòü (5.77), øëÿõîì ïî¹äíàííÿ àíàëîãà ðiâíîñòi (5.88) i ñïiââiäíîøåííÿ
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(5.92).

Äîâåäåííÿ ïóíêòó 3 òåîðåìè ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, ç óðàõóâàííÿì

íàñòóïíîãî àíàëîãà íåðiâíîñòi (5.91), îòðèìàíîãî â ìîíîãðàôi¨ [217, c. 125 �

126]

Eni+1(f)

ψ(ni)
≤

η(ni−1)∑
ν=ni−1

Eν+1(f)

(η(ν)− ν)ψ(ν)
, ψ ∈ F. (5.93)

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íåõàé f ∈ Lp(·), p ∈ Pγ, γ ≥ 1 i

fh(x) :=
1

h

x+h
2∫

x−h
2

f(t) dt, 0 < h < 1, x ∈ [0; 2π], (5.94)

� îïåðàòîð Ñò¹êëîâà ôóíêöi¨ f. Áåðó÷è äî óâàãè ðiâíîìiðíó îáìåæåíiñòü

îïåðàòîðiâ Ñò¹êëîâà ó ïðîñòîðàõ f ∈ Lp(·) (äèâ. ðîáîòó [262]), â ñòàòòi [6] äî

ðîçãëÿäó áóëè ââåäåíi ìîäóëi íåïåðåðâíîñòi äðîáîâîãî ïîðÿäêó

Ωα(f ; δ)p(·) := sup
hi,h<δ

∥∥∥∥ [α]∏
i=1

(f − fhi)σ
ϱ
h(f)

∥∥∥∥
p(·)
, ϱ = α− [α],

äå

σϱh(f) =
∞∑
k=0

(−1)k
(
ϱ

k

)
1

hk

h/2∫
−h/2

. . .

h/2∫
−h/2

f(x+
k∑
j=1

uk)
k∏
j=1

duk, 0 < ϱ < 1, (5.95)

(
ϱ

k

)
:=

ϱ(ϱ− 1) . . . (ϱ− k + 1)

k!
, k > 1;

(
ϱ

1

)
:= ϱ;

(
ϱ

0

)
:= 1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 1.5.2, ç òåîðåìè 5.4.4 îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëi-

äîê.

Íàñëiäîê 5.4.5. Â ìîâàõ òåîðåìè 5.4.4 äëÿ äîâiëüíîãî α > 0 :

1. ßêùî ψ ∈ M i çáiãà¹òüñÿ ðÿä (5.74), òî iñíó¹ ïîõiäíà fψβ , äëÿ ÿêî¨

Ωα

(
fψβ ;

π

n+ 1

)
p(·)

≤ C1

(
1

(n+ 1)α

n∑
k=1

(k + 1)α

ψ(k)
Ek(f)p(·)+
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+
∞∑

k=n+1

Ek(f)p(·)
ψ(k)

)
, n ∈ N; (5.96)

2. ßêùî ψ ∈ M0 i çáiãà¹òüñÿ ðÿä (5.76), òî iñíó¹ ïîõiäíà fψβ , äëÿ ÿêî¨

Ωα

(
fψβ ;

π

n+ 1

)
p(·)

≤ C2

(
1

(n+ 1)α

n∑
k=1

(k + 1)α−1

ψ(k)
Ek(f)p(·)+

+
∞∑

k=n+1

Ek(f)p(·)
kψ(k)

)
, n ∈ N; (5.97)

3. ßêùî ψ ∈ F, η(ψ; t) − t ≥ K > 0 i çáiãà¹òüñÿ ðÿä (5.78), òî iñíó¹

ïîõiäíà fψβ , äëÿ ÿêî¨

Ωα

(
fψβ ;

π

n+ 1

)
p(·)

≤ C3

(
1

(n+ 1)α

n∑
k=1

(k + 1)α

ψ(k)(η(k)− k)
Ek(f)p(·)+

+
∞∑

k=n+1

Ek(f)p(·)
ψ(k)(η(k)− k)

)
, n ∈ N, (5.98)

äå Ci, i = 1, 2, 3, � âåëè÷èíè, ùî çàëåæàòü ëèøå âiä α, ïîñëiäîâíîñòi

ψ = ψ(k) i ôóíêöi¨ p = p(x).

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 1.5.2 äî ôóíêöi¨ fψβ , iñíóâàííÿ ÿêî¨

ãàðàíòó¹ òåîðåìà 5.4.4 òà îöiíþþ÷è âåëè÷èíè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü (ψ; β) -

ïîõiäíî¨ Ek(f
ψ
β )p(·) çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ (5.75), îòðèìó¹ìî

Ωα

(
fψβ ;

π

n+ 1

)
p(·)

≤ C

(n+ 1)α

n∑
k=0

(k + 1)α−1
∞∑
j=k

Ej(f)p(·)|ψ(j)|−1.

Áåðó÷è äî óâàãè òîòîæíiñòü

n∑
k=0

ak

∞∑
j=k

bk =
n∑
k=0

bk

k∑
j=0

aj +
∞∑

k=n+1

bk

n∑
j=0

aj,
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i îöiíêó

1

(k + 1)α

k∑
j=0

(j + 1)α−1 =
1

k + 1

k∑
j=0

(
j + 1

k + 1

)α−1

≤ 1, k = 0, 1, . . . , n,

îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (5.96). Ïóíêòè 2 i 3 íàñëiäêó äîâîäÿòüñÿ àíàëîãi-

÷íî.

5.5. Ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ ó âàãîâèõ
ïðîñòîðàõ Îðëè÷à

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä îòðèìàííÿ ðåçóëüòàòiâ ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëiâ, òóò

äîâåäåíî ïðÿìi òåîðåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ, íåðiâíiñòü òèïó Áåðíøòåéíà äëÿ

íîðìè (ψ; β) -ïîõiäíî¨ òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ îäåð-

æàíî îáåðíåíi òåîðåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ äëÿ (ψ; β) -äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóí-

êöié ó âàãîâèõ ïðîñòîðàõ Îðëè÷à.

Íàâåäåìî âèçíà÷åííÿ âàãîâèõ ïðîñòîðiâ Îðëè÷à [45]. Íåâiä'¹ìíà ôóí-

êöiÿ M : R → R+ íàçèâà¹òüñÿ êâàçiîïóêëîþ ôóíêöi¹þ Þíãà, ÿêùî iñíó¹

îïóêëà ôóíêöiÿ Þíãà M ∗ i òàêà ñòàëà c > 1, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

M ∗(x) ≤M(x) ≤M ∗(cx), ∀x ≥ 0.

Íåõàé Qθ
2 � ìíîæèíà ôóíêöié M : R → R+ , äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ ïðè

äåÿêîìó θ ∈ (0; 1) ôóíêöiÿ M θ ¹ êâàçiîïóêëîþ i ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∆2 (M ∈ ∆2) : iñíó¹ ñòàëà c > 0 òàêà, ùî

M(2x) ≤ c M(x), ∀x ∈ R.

Òîäi ÷åðåç LM,ω ïîçíà÷àþòü ëiíiéíèé ïðîñòið 2π -ïåðiîäè÷íèõ âèìiðíèõ

çà Ëåáåãîì ôóíêöié f , ÿêi äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà c > 0 çàäîâîëüíÿþòü óìîâó∫ 2π

0

M(c|f(x)|)ω(x)dx <∞, M ∈ Qθ
2,

äå ω(x) � 2π -ïåðiîäè÷íà âèìiðíà i ìàéæå ñêðiçü äîäàòíà ôóíêöiÿ (âàãà).

Îäíà ç åêâiâàëåíòíèõ íîðì â öüîìó ïðîñòîði ìîæå áóòè âèçíà÷åíà ñïiââiäíî-
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øåííÿì

∥f∥M,ω := sup

{∫ 2π

0

|f(t)g(t)|ω(t) dt :
∫ 2π

0

M̃(|g(t)|)ω(t) dt ≤ 1

}
.

ßêùî âàãîâà ôóíêöiÿ ω = ω(t) íàëåæèòü êëàñó Ìàêåíõàóïà Ap ,

1 < p <∞ , òîáòî ÿêùî ω ¹ 2π -ïåðiîäè÷íîþ i(
1

b− a

∫ b

a

ω(t) dt

)(
1

b− a

∫ b

a

1

ω1/(p−1)(t)
dt

)p−1

≤ c = const,

äå [a, b] äîâiëüíèé âiäðiçîê ç [0, 2π] , i ïîêàçíèê p = p(M) âèçíà÷à¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿì [47]:

1

p
:= inf

{
θ : θ > 0, M ∈ Qθ

2

}
, (5.99)

òî LM,ω ⊂ L ñòà¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì ç íîðìîþ Îðëè÷à. Áàíàõiâ ïðîñòið

LM,ω íàçèâà¹òüñÿ âàãîâèì ïðîñòîðîì Îðëè÷à.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç LψLM,ω ìíîæèíè ψ -iíòåãðàëiâ ôóíêöié f ∈ LM,ω i

îäåðæó¹ìî òâåðäæåííÿ, ÿêå íàçèâàþòü ïðÿìîþ òåîðåìîþ òåîði¨ íàáëèæåííÿ

íà ìíîæèíàõ LψLM,ω ó âàãîâèõ ïðîñòîðàõ Îðëè÷à.

Òåîðåìà 5.5.1. Íåõàé ïàðà ψ = (ψ1;ψ2) íàëåæèòü äî ìíîæèíè Υ∗
0 i

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.3). Òîäi ÿêùî f ∈ LψLM,ω, ïðè÷îìó M ∈ Qθ
2, ω ∈ Ap,

òî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

En(f)M,ω ≤ Kψ(n)En(f
ψ)M,ω,

äå ψ(n) =
√
ψ2
1(n) + ψ2

2(n), K � êîíñòàíòà, ùî íå çàëåæèòü âiä n i

ôóíêöi¨ f.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè f ∈ LψLM , òî çà îçíà÷åííÿì fψ ∈ LM,ω. Âðàõî-

âóþ÷è òåïåð ôàêò çáiæíîñòi â ïðîñòîðàõ Îðëè÷à ðÿäiâ Ôóð'¹ äî âiäïîâiäíèõ

ôóíêöié (çâiñíî, çà âèêîíàííÿ óìîâ M ∈ Qθ
2 i ω ∈ Ap, ), ó ñåíñi çáiæíîñòi ó
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ïðîñòîðàõ LM , ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi:

f(x) =
a0
2
+

∞∑
k=1

(
ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

)
=

∞∑
k=0

Ak(f ;x),

fψ(x) =
∞∑
k=1

Ak(f
ψ;x) =

∞∑
k=1

ψ1(k)

ψ2(k)
Ak(f ; x)−

ψ2(k)

ψ2(k)
Ã(f ; x). (5.100)

Iç ðîçêëàäó (5.100) âèïëèâàþòü ôîðìóëè çâ'ÿçêó ìiæ êîåôiöi¹íòàìè

Ôóð'¹ ôóíêöié fψ i f :

ak(f) = ψ1(k)ak(f
ψ)− ψ2(k)bk(f

ψ), (5.101)

bk(f) = ψ2(k)ak(f
ψ) + ψ1(k)bk(f

ψ). (5.102)

Áåðó÷è äî óâàãè ðiâíîñòi (5.101) � (5.102), çíàõîäèìî

f(x) =
a0(f)

2
+

∞∑
k=1

([
ψ1(k)ak(f

ψ)− ψ2(k)bk(f
ψ)
]
cos kx+

+
[
ψ2(k)ak(f

ψ) + ψ1(k)bk(f
ψ)
]
sin kx

)
=

=
a0(f)

2
+

∞∑
k=1

(
ψ1(k)

[
ak(f

ψ) cos kx+ bk(f
ψ) sin kx

]
+

+ψ2(k)
[
ak(f

ψ) sin kx− bk(f
ψ) cos kx

])
=

=
a0(f)

2
+

∞∑
k=1

ψ1(k)Ak(f
ψ;x) +

∞∑
k=1

ψ2(k)Ãk(f
ψ;x). (5.103)

Íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåíü (5.10) i (5.103), îòðèìó¹ìî

f(x)− Sn−1(f ;x) =
∞∑
k=n

Ak(f ;x) =
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=
∞∑
k=n

ψ1(k)Ak(f
ψ;x) +

∞∑
k=n

ψ2(k)Ãk(f
ψ;x). (5.104)

Äàëi ìà¹ìî
∞∑
k=n

ψ1(k)Ak(f
ψ;x) =

=
∞∑
k=n

ψ1(k)

[(
Sk(f

ψ;x)− fψ(x)
)
−
(
Sk−1(f

ψ;x)− fψ(x)
)]

=

=
∞∑
k=n

ψ1(k)
(
Sk(f

ψ;x)− fψ(x)
)
−

∞∑
k=n

ψ1(k)
(
Sk−1(f

ψ;x)− fψ(x)
)
=

=
∞∑
k=n

[ψ1(k)− ψ1(k + 1)]
[
Sk(f

ψ; x)− fψ(x)
]
−

−ψ1(n)
[
Sn−1(f

ψ;x)− fψ(x)
]
. (5.105)

Àíàëîãi÷íî îäåðæó¹ìî

∞∑
k=n

ψ2(k)Ãk(f
ψ;x) =

∞∑
k=n

ψ2(k)Ak(f̃
ψ; x) =

=
∞∑
k=n

[
ψ2(k)− ψ2(k + 1)

][
Sk(f̃

ψ;x)− f̃ψ(x)
]
−

−ψ2(n)
[
Sn−1(f̃

ψ;x)− f̃ψ(x)
]
. (5.106)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi íîðìè, ìîíîòîííiñòü ïîñëiäîâíîñòåé

ψ1(k) i ψ2(k), k ∈ N, òà ñïiââiäíîøåííÿ (1.52), íà îñíîâi ðiâíîñòåé (5.104) �

(5.106) çíàõîäèìî

En(f)M ≤ ∥f − Sn−1(f)∥M,ω ≤

≤
∞∑
k=n

[ψ1(k)− ψ1(k + 1)]
∥∥Sk(fψ)− fψ

∥∥
M,ω

+ ψ1(n)
∥∥Sn−1(f

ψ)− fψ
∥∥
M,ω

+

+
∞∑
k=n

[ψ2(k)− ψ2(k + 1)]
∥∥Sk(f̃ψ)− f̃ψ

∥∥
M,ω

+ ψ2(n)
∥∥Sn−1(f̃

ψ)− f̃ψ
∥∥
M,ω

≤
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≤ K

(
ψ1(n)En(f

ψ)p(·) + ψ2(n)En(f̃
ψ)p(·)

)
≤ Kψ(n)En(f

ψ)p(·),

äå ψ2(n) = ψ2
1(n) + ψ2

2(n) i K � êîíñòàíòà, ùî íå çàëåæèòü âiä n.

ßêùî æ ïîêàçíèêè p, s ∈ Pγ, çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

s(x) ≤ p(x), x ∈ [0; 2π], òî îöiíêó (5.50) îòðèìó¹ìî ç óðàõóâàííÿì

ñïiââiäíîøåííÿ (5.5).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 5.5.1. Â óìîâàõ òåîðåìè 5.5.1 äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà n

En(f)M,ω ≤ Kψ(n).

Àíàëiçóþ÷è äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.4.2, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî çàñòîñîâàíèé

ìåòîä ìîæíà âèêîðèñòàòè i äëÿ îòðèìàííÿ àíàëîãó íåðiâíîñòi òèïó Áåðí-

øòåéíà äëÿ íîðìè (ψ; β) -ïîõiäíî¨ òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìó ó ïðîñòîðàõ

Îðëè÷à.

Òåîðåìà 5.5.2. Íåõàé ψ ∈ M∗, M ∈ Qθ
2 i ω ∈ Ap. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî

òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìó Tn ïîðÿäêó, íå âèùîãî çà n, ñïðàâäæó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

∥Dψ
βTn∥M,ω ≤ K

ψ(n)
∥Tn∥M,ω, n = 0, 1, . . . , (5.107)

äå 1/ψ(0) := 0, a K � äîäàòíà ñòàëà.

Çàóâàæèìî, ùî íåðiâíiñòü (5.107) ¹ íåïîêðàùóâàíîþ çà ïîðÿäêîì,

îñêiëüêè äëÿ òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìó t∗n(x) = cosnx áóäåìî ìàòè

(Dψ
0 t

∗
n)(x) =

1

ψ(n)
cosnx

i

∥Dψ
0 t

∗
n)∥M,ω = ∥ 1

ψ(n)
cosnx∥M,ω =

1

ψ(n)
∥t∗n∥M,ω.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåïåð òåîðåìó 5.5.2 îäåðæó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.5.3. Íåõàé ψ ∈ M, β ∈ R i f ∈ LM,ω, äå M ∈ Qθ
2, ω ∈ Ap.
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Òîäi ÿêùî f ∈ LψβLM,ω, òî

∥fψβ − (Dψ
βSn)∥M,ω ≤ KEn+1(f

ψ
β )M,ω,

äå K � ñòàëà, ùî íå çàëåæèòü âiä n i ôóíêöi¨ f.

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó ψ(n) = n−α, β = α, α > 0, n ∈ N, òâåðäæå-
ííÿ òåîðåì 5.5.2 i 5.5.3 ñïiâïàäàþòü ç ðåçóëüòàòàìè ïðàöi [7].

Íàðåøòi, çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 5.5.2 äëÿ îäåðæàííÿ òàê çâàíèõ îáåðíå-

íèõ òåîðåì òåîði¨ íàáëèæåííÿ íà ìíîæèíàõ LψLM,ω ó âàãîâèõ ïðîñòîðàõ

Îðëè÷à.

Òåîðåìà 5.5.4. Íåõàé M ∈ Qθ
2 i ω ∈ Ap. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨

f ∈ LM,ω ìàòèìåìî:

1. ßêùî ψ ∈ M i ðÿä (5.74) çáiãà¹òüñÿ, òîäi iñíó¹ ïîõiäíà fψβ , òàêà ùî

En(f
ψ
β )M,ω ≤ c1

∞∑
k=n

Ek(f)M,ω|ψ(k)|−1, n ∈ N;

2. ßêùî ψ ∈ M0 i ðÿä (5.76) çáiãà¹òüñÿ, òîäi iñíó¹ ïîõiäíà fψβ , òàêà ùî

En(f
ψ
β )M,ω ≤ c2

(
En(f)M,ω

ψ(n)
+

∞∑
k=n+1

Ek(f)M,ω|kψ(k)|−1

)
, n ∈ N;

3. ßêùî ψ ∈ F, η(ψ; t) − t ≥ K > 0 i ðÿä (5.78) çáiãà¹òüñÿ, òîäi iñíó¹

ïîõiäíà fψβ , òàêà ùî

En(f
ψ
β )M,ω ≤ c3

(
En(f)M,ω

ψ(n)
+

∞∑
k=n+1

Ek(f)M,ω|ψ(k)(η(k)− k)|−1

)
, n ∈ N;

äå ci, i = 1, 2, 3, êîíñòàíòè, ÿêi íå çàëåæàòü âiä n i ôóíêöi¨ f.

ßêùî ψ(n) = n−α, β = α, α > 0, n ∈ N, òî àíàëîãi÷íi äîñëiäæåííÿ
ïðîâåäåíî â ðîáîòi [7].
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Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ ïîòðiáíî ïîâòîðèòè ìiðêóâàííÿ, âè-

êîðèñòàíi äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.4.4 çàñòîñóâàâøè ó âiäïîâiäíèõ ìiñöÿõ

òåîðåìó 5.5.2 çàìiñòü òåîðåìè 5.4.2.

Â ðîáîòi [7] áóëè ââåäåíi äî ðîçãëÿäó ìîäóëi íåïåðåðâíîñòi äðîáîâîãî

ïîðÿäêó

Ωα(f ; δ)M,ω := sup
hi,h<δ

∥∥∥∥ [α]∏
i=1

(f − fhi)σ
β
h(f)

∥∥∥∥
M,ω

, β = α− [α],

σβh(f) =
∞∑
k=0

(−1)k
(
β

k

)
1

hk

h/2∫
−h/2

. . .

h/2∫
−h/2

f(x+
k∑
j=1

uk)
k∏
j=1

duk, 0 < β < 1,

(
β

k

)
:=

β(β − 1) . . . (β − k + 1)

k!
, k > 1;

(
β

1

)
:= β;

(
β

0

)
:= 1,

äå fhi � îïåðàòîð Ñò¹êëîâà (5.94) ôóíêöi¨ f. Êîðåêòíiñòü ââåäåíèõ âåëè÷èí

ãàðàíòó¹ ñïiââiäíîøåííÿ (1.53).

Ïî¹äíóþ÷è òåîðåìè 5.5.4 i 1.6.2 îäåðæó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.5.5. Â óìîâàõ òåîðåìè 5.5.4 äëÿ äîâiëüíîãî α > 0 :

1. ßêùî ψ ∈ M i ðÿä (5.74) çáiãà¹òüñÿ, òî iñíó¹ ïîõiäíà fψβ äëÿ ÿêî¨

Ωα

(
fψβ ;

π

n+ 1

)
M,ω

≤ c1

(
1

(n+ 1)α

n∑
k=1

(k + 1)α

ψ(k)
Ek(f)M,ω+

+
∞∑

k=n+1

Ek(f)M,ω

ψ(k)

)
, n ∈ N; (5.108)

2. ßêùî ψ ∈ M0 i ðÿä (5.76) çáiãà¹òüñÿ, òî iñíó¹ ïîõiäíà fψβ äëÿ ÿêî¨

Ωα

(
fψβ ;

π

n+ 1

)
M,ω

≤ c2

(
1

(n+ 1)α

n∑
k=1

(k + 1)α−1

ψ(k)
Ek(f)M,ω+

+
∞∑

k=n+1

Ek(f)M,ω

kψ(k)

)
, n ∈ N; (5.109)
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3. ßêùî ψ ∈ F, η(ψ; t) − t ≥ K > 0 i ðÿä (5.78) çáiãà¹òüñÿ, òî iñíó¹

ïîõiäíà fψβ äëÿ ÿêî¨

Ωα

(
fψβ ;

π

n+ 1

)
M,ω

≤ c3

(
1

(n+ 1)α

n∑
k=1

(k + 1)α

ψ(k)(η(k)− k)
Ek(f)M,ω+

+
∞∑

k=n+1

Ek(f)M,ω

ψ(k)(η(k)− k)

)
, n ∈ N,

äå ci, i = 1, 2, 3, � âåëè÷èíè, ÿêi íå çàëåæàòü âiä n i ôóíêöi¨ f.

Äëÿ ìîäóëiâ íåïåðåðâíîñòi Ωr(f ; δ)M,ω ïîðÿäêó r ∈ N òåîðåìà 5.5.5

ìîæå áóòè óòî÷íåíèì òàêèì ÷èíîì.

Íàñëiäîê 5.5.2. Íåõàé M ∈ Qθ
2 i ω ∈ Ap. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨

f ∈ LM,ω i n ∈ N áóäåìî ìàòè:

1. ßêùî ψ ∈ M0 i ðÿä (5.76) çáiãà¹òüñÿ, òî iñíó¹ ïîõiäíà fψβ , òàêà ùî äëÿ

r = 0, 1, 2, . . . , i áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Ωr

(
fψβ ;

1

n

)
M,ω

≤ C

n2r

n∑
ν=0

ν2r

ψ(ν)
Eν(f)M,ω + C

∞∑
ν=n+1

Eν(f)M,ω

νψ(ν)
,

2. ßêùî ψ ∈ F, η(ψ; t) − t ≥ C > 0 i ðÿä (5.78) çáiãà¹òüñÿ, òî iñíó¹

ïîõiäíà fψβ äëÿ ÿêî¨

Ωr

(
fψβ ;

1

n

)
M,ω

≤ C

(
1

n2r

n∑
ν=1

ν2r

ψ(ν)
Eν(f)M,ω+

+
∞∑

ν=n+1

Eν(f)M,ω

ψ(ν)(η(ν)− ν)

)
, n ∈ N,

äå C � êîíñòàíòà, ùî íå çàëåæèòü âiä n i ôóíêöi¨ f.

Âèïàäîê ψ(n) = n−r, β = r, r, n ∈ N, áóâ ðîçãëÿíóòèé â ðîáîòi [61].

ßêùî æ ψ(n) = n−α, β = α, α > 0, n ∈ N, òî àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè

îòðèìàíî â ïðàöi [7].
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Äîâåäåííÿ. Çíîâó ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ, âèêîðèñòàíi äëÿ äîâåäåí-

íÿ òåîðåìè 5.4.4 ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî ôóíêöiÿ f(x) äiéñíî ìà¹ (ψ; β) -ïîõiäíó

fψβ (x), ÿêà íàëåæèòü ïðîñòîðó LM,ω , i äëÿ íå¨ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

fψβ (x) = (Dψ
β tn0)(x) +

∞∑
i=1

(Dψ
β [tni − tni−1

])(x), n0 = n, (5.110)

â ñåíñi çáiæíîñòi â ìåòðèöi ïðîñòîðó LM,ω.

Äàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi âëàñòèâîñòi ìîäóëiâ ãëàäêîñòi

Ωr(f ; δ)M,ω (äèâ., íàïðèêëàä, [7]): ÿêùî f ∈ LM,ω, M ∈ Qθ
2 , ω ∈ Ap , òî

Ωr(f1 + f2; δ)M,ω ≤ Ωr(f1; δ)M,ω + Ωr(f2; δ)M,ω. (5.111)

Ωr(f ; δ)M,ω ≤ C∥f∥M,ω. (5.112)

Çàñòîñóâàâøè âëàñòèâiñòü (5.111) âåëè÷èíè Ωr(f
ψ; 1n)M,ω , íà îñíîâi ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (5.110) îòðèìó¹ìî

Ωr

(
fψ;

1

n

)
M,ω

≤ Ωr

(
fψ −Dψ

β tn0;
1

n

)
+ Ωr

(
Dψ
β tn0;

1

n

)
M,ω

(5.113)

Áåðó÷è äî óâàãè âëàñòèâiñòü (5.112) ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi à òàêîæ íå-

ðiâíiñòü (5.107), çàõîäèìî

Ωr

(
fψ −Dψ

β tn0;
1

n

)
M,ω

≤ C∥fψ −Dψ
β tn0]∥M,ω =

= C∥
∞∑
i=1

(Dψ
β (tni − tni−1

))(x)∥M,ω ≤ C

∞∑
i=1

1

ψ(ni)
∥tni − tni−1

∥M,ω ≤

≤ C

∞∑
i=1

∥tni − f∥M,ω

ψ(ni)
+ C

∞∑
i=1

∥f − tni−1
∥M,ω

ψ(ni)
≤ K

∞∑
i=1

Eni+1(f)M,ω

ψ(ni)
. (5.114)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó (5.91) çi ñïiââiäíîøåííÿ (5.114) îäåðæó¹ìî

Ωr

(
fψ −Dψ

β tn0;
1

n

)
M,ω

≤ C
∞∑

ν=n0+1

Eν(f)M,ω

νψ(ν)
. (5.115)

Äàëi íàì òàêîæ çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíèé ôàêò, îòðèìàíèé â ðîáîòi [7].

Ëåìà 5.5.1. Íåõàé M ∈ Qθ
2 i ω ∈ Ap(M). Òîäi, ÿêùî

f (2k) ∈ LM,ω, k = 1, 2, . . . , òî ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

Ωk(f ; δ)M,ω ≤ Cδ2k∥f (2k)∥M,ω, k = 1, 2, . . . . (5.116)

Áåðó÷è äî óâàãè íåðiâíîñòi (5.107) òà (5.116), çíàõîäèìî

Ωr

(
Dψ
β tn0;

1

n

)
M,ω

≤ Ωr

(
Dψ
β t0;

1

n

)
M,ω

+

n0∑
i=1

Ωr

(
Dψ
β (ti − ti−1);

1

n

)
M,ω

≤

≤ C

n2r

(∥∥(Dψ
β t0)

(2r)
∥∥
M,ω

+

n0∑
i=1

∥∥(Dψ
β (ti − ti−1))

(2r)
∥∥
M,ω

)
≤

≤ C

n2r

n0∑
ν=0

ν2r
Eν(f)M,ω

ψ(ν)
. (5.117)

Ñïiâñòàâëåííÿ îöiíîê (5.113), (5.115) i (5.117), äà¹ ïðàâî çàïèñàòè íå-

ðiâíiñòü

Ωr

(
fψβ ;

1

n

)
M,ω

≤ C

n2r

n0∑
ν=0

ν2r

ψ(ν)
Eν(f)M,ω + C

∞∑
ν=n0+1

Eν(f)M,ω

νψ(ν)
,

ùî ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòi n0 = n, çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ïóíêòó 1 íàñëiäêó.

Äîâåäåííÿ ïóíêòó 2 ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, ç âèêîðèñòàííÿì îöiíêè

(5.93).
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5.6. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Â öüîìó ðîçäiëi:

1. Çíàéäåíî óìîâè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü âêëàäåííÿ ìíîæèí LψLp(·) â Lq(·) òà

LψLM â LN .

2. Îá÷èñëåíî ïîðÿäêè íàáëèæåííÿ ñóìàìè Ôóð'¹ íà ìíîæèíàõ LψLp(·) i

LψLM .

3. Çíàéäåíî ïîðÿäêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìií-

íèì ïîêàçíèêîì òà ïðîñòîðàõ Îðëè÷à íà ìíîæèíàõ òà êëàñàõ ψ -

äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié.

4. Çàçíà÷åíî âèïàäêè, êîëè ïîðÿäêè íàáëèæåííÿ ñóìàìè Ôóð'¹ ñïiâïàäà-

þòü ç ïîðÿäêàìè âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü íà öèõ ìíîæèíàõ ó

ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì òà ïðîñòîðàõ Îðëè÷à.

5. Îòðèìàíî íåðiâíîñòi òèïó Áåðíøòåéíà äëÿ íîðìè (ψ; β) -ïîõiäíî¨ òðèãî-

íîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà ó ïðîñòîðàõ Lp(·) òà LM .

6. Äîâåäåíî (ó òîìó ÷èñëi â òåðìiíàõ àíàëîãiâ ìîäóëiâ íåïåðåðâíîñòi äðîáî-

âîãî ïîðÿäêó) îáåðíåíi òåîðåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ íà ìíîæèíàõ (ψ; β) -

äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié â óçàãàëüíåíèõ ïðîñòîðàõ Ëåáåãà òà ïðîñòî-

ðàõ Îðëè÷à.

7. Äîâåäåíî íèçêó ïðîìiæíèõ òâåðäæåíü, ÿêi íå ïîçáàâëåíi ñàìîñòiéíîãî

iíòåðåñó.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî ó ïðàöÿõ [270, 271, 273�

276].
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Ðîçäië 6

Àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi

äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîðàõ

÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ðîçâ'ÿçàííþ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ñòîñîâíî îá÷èñëå-

ííÿ òî÷íèõ çíà÷åíü íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, áàçèñíèõ ïîïåðå÷íèêiâ òà ïîïå-

ðå÷íèêiâ çà Êîëìîãîðîâèì ïåâíèõ ìíîæèí îáðàçiâ äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ

ó ïðîñòîðàõ ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé çi çìiííèì ïîêàçíèêîì ïiäñóìîâóâàí-

íÿ òà äèñêðåòíèõ ïðîñòîðàõ Îðëè÷à. Òàêîæ äîñëiäæåíî åêñòðåìàëüíi çàäà÷i

ñòîñîâíî çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ çíà÷åííÿ àíàëîãiâ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà

áàçèñíèõ ïîïåðå÷íèêiâ ó ïðîñòîðàõ Îðëè÷à LM(A; dµ) êëàñiâ íåâiä'¹ìíèõ

ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ ôóíêöi¨ òà

ôóíêöié ç îäèíè÷íèõ êóëü U+
M(A) öèõ ïðîñòîðiâ.

6.1. Àïðîêñèìàöiéíi õàðàêòåðèñòèêè äiàãîíàëüíèõ
îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîðàõ lp

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíóòî äiàãîíàëüíi îïåðàòîðè ó ïðîñòîðàõ lp ÷èñëî-

âèõ ïîñëiäîâíîñòåé çi çìiííèì ïîêàçíèêîì ïiäñóìîâóâàííÿ i çíàéäåíî òî÷íi

çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, áàçèñíèõ ïîïåðå÷íèêiâ òà ïîïåðå÷íèêiâ çà

Êîëìîãîðîâèì ìíîæèí îáðàçiâ äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó öèõ ïðîñòîðàõ.

Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ïîøèðþþòü äåÿêi ðåçóëüòàòè Î.I. Ñòåïàíöÿ [215, 219]

(äèâ., òàêîæ, [217, ãë. XI]) äëÿ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ Spφ íà âèïàäîê íàáëèæåííÿ

ó ïðîñòîðàõ lp ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé çi çìiííèì ïîêàçíèêîì ïiäñóìîâóâà-
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ííÿ. Ó êëàñè÷íèõ ïðîñòîðàõ lp àïðîêñèìàöiéíi õàðàêòåðèñòèêè äiàãîíàëüíèõ

îïåðàòîðiâ âèâ÷àëè, çîêðåìà, â ðîáîòàõ [44, 46].

Íåõàé p = {pk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâó

1 ≤ pk ≤ K, k = 1, 2, . . . , (6.1)

äå K � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà. ×åðåç lp ïîçíà÷èìî ïðîñòið âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé

x = {xk}∞k=1 äiéñíèõ ÷èñåë çi ñêií÷åíîþ íîðìîþ Ëþêñåìáóðãà:

||x||lp := inf

{
α > 0 :

∞∑
k=1

∣∣∣∣xkα
∣∣∣∣pk ≤ 1

}
.

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü p ¹ ñòàëîþ: pk=p , k ∈ N ,

ïðîñòîðè lp çáiãàþòüñÿ çi çâè÷àéíèìè ïðîñòîðàìè lp ç íîðìîþ

||x||lp =
( ∞∑

k=1

|xk|p
)1/p

,

ÿêùî æ p = {pk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó (6.1), òî ÿê ïîêàçàíî â [77] (ëåìà 2.6), ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

lp =

{
x = {xk}∞k=1 :

∞∑
k=1

|xk|pk <∞
}
. (6.2)

6.1.1. Òî÷íi çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü Eγn(T : lq → lp) òà
áàçèñíèõ ïîïåðå÷íèêiâ Dn(T : lq → lp)

Íåõàé λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâó

lim
k→∞

λk = 0, (6.3)

i

T : x = {xk}∞k=1 → Tx = {λkxk}∞k=1

� äiàãîíàëüíèé îïåðàòîð, çàäàíèé íà ïðîñòîði lp . Íåõàé, äàëi,

Blp := {x ∈ lp : ∥x∥p ≤ 1}
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� îäèíè÷íà êóëÿ ïðîñòîðó lp i ei = {e(i)k }∞k=1 , äå

e
(i)
k =

0, k ̸= i,

1, k = i,

ñèñòåìà îäèíè÷íèõ îðòiâ ïðîñòîðó lp .

Äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó γn iç n ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ðîçãëÿíåìî

íàéêðàùå íàáëèæåííÿ

Eγn(T : lq → lp) := Eγn(T (Blq), lp) =

= sup
x∈Blq

Eγn(Tx, lp) = sup
x∈Blq

inf
ai

||Tx− Pγn||lp

ó ïðîñòîði lp ìíîæèíè T (Blq) çà äîïîìîãîþ âñiõ ìîæëèâèõ n -÷ëåííèõ ïî-

ëiíîìiâ

Pγn =
∑
i∈γn

aiei,

ùî âiäïîâiäàþòü íàáîðó γn , äå ai � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.

Çàçíà÷èìî, ùî êîëè 0 < qk ≤ pk , k ∈ N , à ïîñëiäîâíiñòü λ çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâó (6.3), äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ Blq ìà¹ìî Tx ∈ lp i, îòæå, âåëè÷èíè

Eγn(T : lq → lp) çà òàêèõ óìîâ ìàþòü çìiñò.

Äiéñíî, â òàêîìó âèïàäêó äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ Blq âñi êîìïîíåíòè

|xk| ≤ 1 , òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ 0 < qk ≤ pk ìà¹ìî |xk|pk ≤ |xk|qk i

∞∑
k=1

∣∣∣∣λkxkλ∗

∣∣∣∣pk ≤ ∞∑
k=1

|xk|pk ≤
∞∑
k=1

|xk|qk ≤
∞∑
k=1

∣∣∣∣ xk
||x||lq

∣∣∣∣qk ≤ 1,

äå λ∗ = max
k∈N

λk . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ||Tx||lp ≤ λ∗ <∞ i Tx ∈ lp .

Òåîðåìà 6.1.1. Íåõàé p = {pk}∞k=1 i q = {qk}∞k=1 � äîâiëüíi ïîñëiäîâíî-

ñòi äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi (6.1), à ¨õ êîìïîíåíòè

ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè qk ≤ pk , k ∈ N .

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë λ = {λk}∞k=1, ùî çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâó (6.3) i äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó γn iç n ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ
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÷èñåë ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Eγn(T : lq → lp) = max
k/∈γn

λk. (6.4)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

Eγn(x, lp) := ||x− Sγn(x)||lp,

äå Sγn(x) =
∑

k∈γn xkek .

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ lp , áóäü-ÿêèõ α > 0 òà ai ∈ R ñïðàâäæó-

¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∑
k∈γn

∣∣∣∣xk − ai
α

∣∣∣∣pk +∑
k/∈γn

∣∣∣∣xkα
∣∣∣∣pk ≥ ∑

k/∈γn

∣∣∣∣xkα
∣∣∣∣pk,

òî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Eγn(x, lp) = Eγn(x, lp) = inf

{
α > 0 :

∑
k/∈γn

∣∣∣∣xkα
∣∣∣∣pk ≤ 1

}
, ∀x ∈ lp. (6.5)

Âèáåðåìî ÷èñëî k∗ ∈ N , k∗ = k∗(γn) , òàê, ùîá λk∗ = max
k/∈γn

λk . Òîäi äëÿ

äîâiëüíîãî x ∈ Blq áóäåìî ìàòè

∑
k/∈γn

∣∣∣∣λkxkλk∗

∣∣∣∣pk ≤ ∑
k/∈γn

|xk|pk ≤
∑
k/∈γn

|xk|qk ≤
∑
k/∈γn

∣∣∣∣ xk
||x||lq

∣∣∣∣qk ≤ 1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

Eγn(T : lq → lp) ≤ λk∗ = max
k/∈γn

λk.

Âîäíî÷àñ

Eγn(Tek∗, lp) = inf

{
α > 0 :

∣∣∣∣λk∗α
∣∣∣∣pk∗ ≤ 1

}
= λk∗,

ïðè öüîìó î÷åâèäíî, ùî ek∗ ∈ Blp . Îòæå, äiéñíî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (6.4).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ðîçãëÿäàþ÷è òî÷íi íèæíi ìåæi â îáîõ ÷àñòèíàõ ðiâíîñòi (6.4) çà âñi-

ìà ìîæëèâèìè íàáîðàìè γn iç n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî
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òî÷íà íèæíÿ ìåæà â ïðàâié ÷àñòèíi (6.4) ðåàëiçó¹òüñÿ íàáîðîì γ∗n , ÿêèé âè-

çíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

γ∗n = {ik ∈ N : λik = λ̄k, k = 1, 2, . . . , n}, n = 1, 2, . . . ,

äå λ̄ = {λ̄k}∞k=1 � íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë λk i

max
k ̸∈γ∗n

λk = λ̄n+1.

Ç òåîðåìè 6.1.1 âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 6.1.1. Íåõàé p = {pk}∞k=1 i q = {qk}∞k=1 � äîâiëüíi ïîñëi-

äîâíîñòi äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (6.1), à ¨õ êîìïîíåíòè

ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì qk ≤ pk , k ∈ N .

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi äîäàòíèõ ÷èñåë λ = {λk}∞k=1, ùî çà-

äîâîëüíÿþòü óìîâó (6.3), ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Dn(T : lq → lp) = Dn(T (Blq), lp) := inf
γn
Eγn(T : lq → lp) = λ̄n+1, ∀n ∈ N,

äå λ̄ = {λ̄k}∞k=1 � íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë λk .

Âåëè÷èíó Dn(T : lq → lp) = Dn(T (Blq), lp) íàçèâàþòü áàçèñíèì ïîïå-

ðå÷íèêîì ìíîæèíè T (Blq) ó ïðîñòîði lp .

6.1.2. Òî÷íi çíà÷åííÿ ïîïåðå÷íèêiâ çà Êîëìîãîðîâèì
dn(T : lp → lp)

Êîíñòðóêöi¨ àïðîêñèìàöiéíèõ àãðåãàòiâ, ÿêi ìè áóäåìî äàëi âèêîðèñòîâóâà-

òè, âèçíà÷àþòüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè ε(λ) , gn(λ) òà δ(λ) ,

îçíà÷åííÿ ÿêèõ íàâåäåíî íèæ÷å [219].

Íåõàé λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâó (6.3). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ε(λ) = ε1, ε2, . . . ïîñëiäîâíiñòü âñiõ

çíà÷åíü âåëè÷èí λk , âïîðÿäêîâàíó çà íåçðîñòàííÿì, ÷åðåç g(λ) = g1, g2, . . .

� ñèñòåìó ìíîæèí

gn = gn(λ) = {k ∈ N : λk ≥ εn} , (6.6)
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à ÷åðåç δ(λ) = δ1, δ2, . . . � ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë δn = |gn|, äå |gn| � êiëüêiñòü
÷èñåë k ∈ N , ÿêi ìiñòÿòüñÿ â ìíîæèíi gn .

Âðàõîâóþ÷è óìîâó (6.3), ïîñëiäîâíîñòi ε(λ) òà g(λ) ìîæíà îçíà÷èòè

íàñòóïíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

ε1 = sup
k∈N

λk, g1 = {k ∈ N : λk = ε1},

εn = sup
k∈̄gn−1

λk, gn = gn−1 ∪ {k ∈ N : λk = εn}.

Çàçíà÷èìî, ùî çà òàêîãî îçíà÷åííÿ êîæíå ÷èñëî n∗ ∈ N íàëåæèòü óñiì ìíî-

æèíàì gn(λ) ç äîñòàòíüî âåëèêèìè íîìåðàìè n i

lim
k→∞

δk = ∞.

Íàäàëi ÷åðåç g0 = gλ0 çðó÷íî ïîçíà÷àòè ïîðîæíþ ìíîæèíó i ââàæàòè, ùî

δ0 = 0 .

Çàçíà÷èìî òàêîæ íàñòóïíå: ÿêùî λ̄ = {λ̄k}∞k=1 � íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòà-

íîâêà ÷èñåë λk , k = 1, 2, . . . , òî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

λ̄k = εn ∀k ∈ (δn−1, δn], n = 1, 2, . . .

Òîìó ç òåîðåìè 6.1.1 ëåãêî îòðèìàòè òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 6.1.2. Íåõàé p = {pk}∞k=1 i q = {qk}∞k=1 � äîâiëüíi ïîñëiäîâíî-

ñòi äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi (6.1), à ¨õ êîìïîíåíòè

ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè qk ≤ pk , k ∈ N . Íåõàé, äàëi, λ = {λk}∞k=1 �

áóäü-ÿêà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (6.3).

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

Egn−1(λ)(T : lq → lp) = Egn−1(λ)(T : lq → lp) = εn, (6.7)

äå εn � n -é ÷ëåí õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi ε(λ) .

Çàóâàæåííÿ 6.1.1. Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü

λ = {λk}∞k=1 ¹ ñòðîãî ñïàäíîþ, äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ìà¹ìî εn(λ)=λn i
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gn(λ) = {1, 2, . . . , n} , δn(λ) = n , à âåëè÷èíè Egn−1(λ)(x, lp) òà Egn−1(λ)(x, lp)

ìàþòü âiäïîâiäíî âèãëÿä

Egn−1(λ)(x, lp) = En−1(x, lp) = inf
ai

||x−
n−1∑
i=1

aiei||lp

òà

Egn−1(λ)(x, lp) = En−1(x, lp) = ||x−
n−1∑
i=1

xiei||lp.

Íåõàé äàëi X òà Y � ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè, BX � çàìêíåíà

îäèíè÷íà êóëÿ ïðîñòîðó X i T : X → Y � îáìåæåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð.

Âåëè÷èíó

dn(T : X → Y ) := dn(T (BX);Y ) = inf
Fn∈Fn

sup
x∈BX

inf
u∈Fn

||Tx− u||Y

äå Fn � ìíîæèíà âñiõ ïiäïðîñòîðiâ ïðîñòîðó Y ðîçìiðíîñòi íå âèùå n ∈ N ,

íàçèâàþòü ïîïåðå÷íèêîì çà Êîëìîãîðîâèì ìíîæèíè T (BX) ó ïðîñòîði Y.

Òåîðåìà 6.1.2. Íåõàé p = {pk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ

÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi (6.1), λ = {λk}∞k=1 � áóäü-ÿêà ïîñëi-

äîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (6.3).

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

dδn−1
(T : lp → lp) = dδn−1+1(T : lp → lp) = . . . =

= dδn−1(T : lp → lp) = En(T : lp → lp) = εn, (6.8)

â ÿêèõ δs i εs , s = 1, 2, . . . , � åëåìåíòè õàðàêòåðèñòè÷íèõ ïîñëiäîâíîñòåé

δ(λ) òà ε(λ) ïîñëiäîâíîñòi λ , à δ0 = 0 .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñïî÷àòêó n > 1 . Ïiäïðîñòið Φλ
n−1 ïîëiíîìiâ

Φn−1 =
∑

k∈gn−1(λ)

akek (6.9)
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ìà¹ ðîçìiðíiñòü δn−1 . Òîìó ç óðàõóâàííÿì (6.7) çíàõîäèìî

εn = Egn−1(λ)(T : lp → lp) ≥ dδn−1
(T : lp → lp) ≥

≥ dδn−2
(T : lp → lp) ≥ . . . ≥ dδn−1(T : lp → lp).

Îòæå, äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi (6.8) çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî

dδn−1(T : lp → lp) ≥ εn, n = 1, 2, . . . (6.10)

Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ âiäîìîþ òåîðåìîþ ïðî ïîïåðå÷íèê êóëi (äèâ., íà-

ïðèêëàä, [245, �10.2]), çãiäíî ç ÿêîþ, ÿêùî ìíîæèíà M ëiíiéíîãî íîðìîâà-

íîãî ïðîñòîðó X ç íîðìîþ || · ||X ìiñòèòü êóëþ γUν+1 ðàäióñà γ äåÿêîãî

(ν + 1) -âèìiðíîãî ïiäïðîñòîðó Mν+1 ç X , òîáòî, ÿêùî

M ⊃ γUν+1 = {y : y ∈Mν+1, ||y||X ≤ γ},

òî

dν(M)X = inf
Fν∈Gν

sup
f∈M

inf
u∈Fν

||f − u||X ≥ γ,

äå Gν � ìíîæèíà âñiõ ν -ìiðíèõ ïiäïðîñòîðiâ â X .

Íåõàé εnB
λ
n,Φ � ïåðåòèí êóëi ðàäióñà εn â lp ç ïðîñòîðîì Φλ

n (ðîçìið-

íîñòi δn ) ïîëiíîìiâ âèãëÿäó (6.9):

εnU
λ
n,Φ = {Φn ∈ Φλ

n : ||Φn||lp ≤ εn}. (6.11)

Òîäi ç óðàõóâàííÿì (6.6) òà (6.11) äëÿ äîâiëüíîãî ïîëiíîìà

Φn =
∑

k∈gn(λ)

akek ∈ εnB
λ
n,Φ

áóäåìî ìàòè ∑
k∈gn(λ)

∣∣∣∣akλk
∣∣∣∣pk ≤ ∑

k∈gn(λ)

∣∣∣∣akεn
∣∣∣∣pk ≤ 1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Φn ¹ îáðàçîì äåÿêîãî åëåìåíòà ç îäèíè÷íî¨ êóëi Blp .

Òàêèì ÷èíîì, êóëÿ εnB
λ
n,Φ δn -âèìiðíîãî ïiäïðîñòîðó Φλ

n ç lp ìiñòèòüñÿ â

ìíîæèíi T (Blp) îáðàçiâ âñiõ åëåìåíòiâ ç îäèíè÷íî¨ êóëi Blp ïðè äi¨ îïåðàòîðà
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T . Çâiäñè ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòi

dn(T : lp → lp) = inf
Fn∈Fn

sup
x∈T (Blp)

inf
u∈Fn

||x− u||lp

íà ïiäñòàâi íàâåäåíî¨ âèùå òåîðåìè îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (6.10). Òàêèì

÷èíîì, ó âèïàäêó n > 1 òåîðåìó äîâåäåíî. Ïðè n = 1 ¨¨ äîâåäåííÿ çàëèøà-

¹òüñÿ áåç çìií, ÿêùî ââàæàòè, ùî ïiäïðîñòið Φ0(λ) ñêëàäà¹òüñÿ ç íóëüîâîãî

åëåìåíòà θ = (0, 0, . . .) i éîãî ðîçìiðíiñòü äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 6.1.2. Êîëè ïîñëiäîâíiñòü p ¹ ñòàëîþ: pk = p , k ∈ N ,

òîáòî, êîëè lp = lp , òâåðäæåííÿ íàñëiäêó 6.1.2 òà òåîðåìè 6.1.2 âèïëè-

âàþòü âiäïîâiäíî iç òåîðåì 1 òà 2 ïðàöi [215] (äèâ. òàêîæ [217, ãë. XI]),

òåîðåìè 3.1 òà 3.2]). Ó âèïàäêó ñêií÷åííî âèìiðíèõ ïðîñòîðiâ ldp òâåðäæå-

ííÿ, àíàëîãi÷íå äî òåîðåìè 3.1, âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.1 [153, ch. VI].

6.2. Íåðiâíîñòi òèïó ×åáèøåâà

Â öüîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíî íèçêó ñïiââiäíîøåíü, ÿêi â ëiòåðàòóði íàçèâàþ-

òüñÿ íåðiâíîñòÿìè òèïó ×åáèøåâà. Îäåðæàíi òóò ðåçóëüòàòè ìàþòü äîïîìi-

æíå çíà÷åííÿ, àëå i íå ïîçáàâëåíi ñàìîñòiéíîãî iíòåðåñó.

Íåõàé f , g : [a, b] → R � iíòåãðîâàíi ôóíêöi¨, ùî íå çðîñòàþòü (àáî íå

ñïàäàþòü). Íåõàé, òàêîæ, p : [a, b] → R+
0 � iíòåãðîâàíà ôóíêöiÿ. Òîäi (äèâ.,

íàïðèêëàä, [122, Chap. IX])∫ b

a

p(x)f(x)g(x)dx ≥
∫ b

a

p(x)f(x)dx

∫ b

a

p(x)g(x)dx

(∫ b

a

p(x)dx

)−1

. (6.12)

ßêùî îäíà ç ôóíêöié f àáî g íå çðîñòà¹, à iíøà � íå ñïàäà¹, òî ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ ïðîòèëåæíà íåðiâíiñòü, òîáòî∫ b

a

p(x)f(x)g(x)dx ≤
∫ b

a

p(x)f(x)dx

∫ b

a

p(x)g(x)dx

(∫ b

a

p(x)dx

)−1

. (6.13)
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Íåðiâíîñòi âèãëÿäó (6.12) i (6.13) ïðèéíÿòî íàçèâàòè íåðiâíîñòÿìè ×åáè-

øåâà. Öi íåðiâíîñòi áóëè âñòàíîâëåíi Ï.Ë. ×åáèøåâèì [279, 280] i ïîñòiéíî

ïðèâåðòàëè óâàãó äîñëiäíèêiâ. Òîìó, âiäîìî áàãàòî ðiçíîìàíiòíèõ äîâåäåíü

òà óçàãàëüíåíü íåðiâíîñòåé âèãëÿäó (6.12) i (6.13). Çîêðåìà, ç öèìè ðåçóëü-

òàòàìè ìîæíà îçíàéîìèòèñü â ìîíîãðàôi¨ [122, Ch. IX], äå íàâåäåíî äóæå

äåòàëüíèé iñòîðè÷íèé i õðîíîëîãi÷íèé îãëÿä ðîçâèòêó äîñëiäæåíü íåðiâíî-

ñòåé òèïó ×åáèøåâà i ñóìiæíèõ ïèòàíü (äèâ., òàêîæ, [123, 124]). Äî òîãî æ,

â ñòàòòi [257] ìîæíà çíàéòè áàãàòî âàæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ ùîäî íåðiâíîñòåé

òèïó ×åáèøåâà äëÿ ñòðîãî çðîñòàþ÷èõ ôóíêöié, äîäàòíèõ îïóêëèõ âíèç i

âãîðó ôóíêöié, à òàêîæ íåðiâíîñòi ×åáèøåâà â áàíàõîâèõ ôóíêöiîíàëüíèõ

ïðîñòîðàõ i ñèìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ.

Â ðîáîòi [265] äàíi äîñëiäæåííÿ áóëè ðîçâèíåíi â òàêîìó íàïðÿìêó:

çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè íà ôóíêöi¨ g : [a, b] → R+
0 and p :

[a, b] → R+ ùîá äëÿ äîâiëüíî¨ ìîíîòîííî¨ ôóíêöi¨ f : [a, b] → R+
0 âèêî-

íóâàëèñü ñïiââiäíîøåííÿ

b∫
a

p(x)f(x)g(x)dx ≥

(∫ b
a p

r(x)f r(x)dx∫ b
a p

r(x)dx

)1/r b∫
a

p(x)g(x)dx (6.14)

i
b∫

a

p(x)f(x)g(x)dx ≤

(∫ b
a p

r(x)f r(x)dx∫ b
a p

r(x)dx

)1/r b∫
a

p(x)g(x)dx (6.15)

äå r � äîâiëüíå ôiêñîâàíå äîäàòíå ÷èñëî.

6.2.1. Ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ïiäðîçäiëó

Â ïðîäîâæåííÿ äîñëiäæåíü íåðiâíîñòåé òèïó (6.12)�(6.15), îäåðæàíî òàêi

òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 6.2.1. Íåõàé g : [a, b] → R+
0 òà p : [a, b] → R+ � iíòåãðîâàíi

ôóíêöi¨, òàêi ùî äîáóòîê p · g òàêîæ ¹ iíòåãðîâàíîþ íà [a, b] ôóíêöi¹þ.

Íåõàé, äàëi f : [a, b] → R+
0 � íåçðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ.

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ îïóêëî¨ âíèç ôóíêöi¨ M : [0,∞) → R òàêî¨, ùî
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M(0) = 0 , ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà íåðiâíiñòü:∫ b

a

p(x)g(x)M(f(x))dx ≤

≤ sup
s∈(a,b]

{
M

(∫ b
a p(x)f(x)dx∫ s

a p(x)dx

)∫ s

a

p(x)g(x)dx

}
, (6.16)

à äëÿ äîâiëüíî¨ îïóêëî¨ âãîðó ôóíêöi¨ M : [0,∞) → R òàêî¨, ùî M(0) = 0 ,

ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà íåðiâíiñòü:∫ b

a

p(x)g(x)M(f(x))dx ≥

≥ inf
s∈(a,b]

{
M

(∫ b
a p(x)f(x)dx∫ s

a p(x)dx

)∫ s

a

p(x)g(x)dx

}
. (6.17)

Ïîêëàâøè M(t) = t1/r , r > 0 , ç òåîðåìè 6.2.1 îòðèìó¹ìî òàêi íàñëiäêè.

Íàñëiäîê 6.2.1. Íåõàé r ∈ (0, 1], g : [a, b] → R+
0 i p : [a, b] → R+ iíòå-

ãðîâàíi ôóíêöi¨ òàêi, ùî äëÿ âñiõ s ∈ (a, b]∫ s
a p(x)g(x)dx(∫ s
a p(x)dx

)1/r
≤
∫ b
a p(x)g(x)dx(∫ b
a p(x)dx

)1/r
. (6.18)

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ íåçðîñòàþ÷î¨ ôóíêöi¨ f : [a, b] → R+
0 , ñïðàâäæó¹-

òüñÿ íåðiâíiñòü∫ b

a

p(x)g(x)f(x)dx ≤
(∫ b

a

p(x)f r(x)dx

)1/r
∫ b
a p(x)g(x)dx(∫ b
a p(x)dx

)1/r
. (6.19)

Íàñëiäîê 6.2.2. Íåõàé r ≥ 1, g : [a, b] → R+
0 i p : [a, b] → R+ � iíòå-

ãðîâíi ôóíêöi¨ òàêi, ùî äëÿ âñiõ s ∈ (a, b]∫ s
a p(x)g(x)dx(∫ s
a p(x)dx

)1/r
≥
∫ b
a p(x)g(x)dx(∫ b
a p(x)dx

)1/r
. (6.20)
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Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ íåçðîñòàþ÷î¨ ôóíêöi¨ f : [a, b] → R+
0 , ñïðàâäæó¹-

òüñÿ íåðiâíiñòü∫ b

a

p(x)g(x)f(x)dx ≥
(∫ b

a

p(x)f r(x)dx

)1/r
∫ b
a p(x)g(x)dx(∫ b
a p(x)dx

)1/r
. (6.21)

ßêùî â íàñëiäêàõ 6.2.1 i 6.2.2, ïîêëàñòè r = 1 , òî áà÷èìî, ùî ñïiââiä-

íîøåííÿ (6.19) i (6.21) ¹ êëàñè÷íèìè íåðiâíîñòÿìè ×åáèøåâà (6.12) òà (6.13).

Ïðè öüîìó ñëiä çàçíà÷èòè, ùî óìîâè íà ôóíêöi¨ p òà g âèãëÿäó (6.18) i (6.20)

äëÿ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé âèãëÿäó (6.12) i (6.13) çóñòði÷àëèñü, çîêðåìà, â ðî-

áîòàõ [265] òà [235].

Ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ M(f(x)) íå ñïàäà¹ i ôóíêöiÿ g íå çðîñòà¹

(àáî íå ñïàäà¹) ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè êëàñè÷íó íåðiâíiñòü ×åáèøåâà äî

iíòåãðàëó
∫ b
a p(x)g(x)M(f(x))dx ç ëiâî¨ ÷àñòèíè ñïiââiäíîøåíü (6.16) (àáî

(6.17)). Âiäïîâiäíî, îòðèìà¹ìî∫ b

a

p(x)g(x)M(f(x))dx ≤
∫ b
a p(x)M(f(x))dx∫ b

a p(x)dx

∫ b

a

p(x)g(x)dx (6.22)

i ∫ b

a

p(x)g(x)M(f(x))dx ≥
∫ b
a p(x)M(f(x))dx∫ b

a p(x)dx

∫ b

a

p(x)g(x)dx. (6.23)

Ïðè öüîìó, ÿêùî òî÷íà âåðõíÿ (àáî íèæíÿ) ìåæà â ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíî-

øåííÿ (6.16) (àáî (6.17)) ðåàëiçó¹òüñÿ äëÿ s = b , òîäi çi ñïiââiäíîøåíü (6.16)

òà (6.17) îòðèìó¹ìî∫ b

a

p(x)g(x)M(f(x))dx ≤M

(∫ b
a p(x)f(x)dx∫ b

a p(x)dx

)∫ b

a

p(x)g(x)dx, (6.24)

i ∫ b

a

p(x)g(x)M(f(x))dx ≥M

(∫ b
a p(x)f(x)dx∫ b

a p(x)dx

)∫ b

a

p(x)g(x)dx. (6.25)

Òóò ñëiä çàóâàæèòè, ùî âíàñëiäîê íåðiâíîñòi É¹íñåíà (äèâ., íàïðèêëàä, [122,
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Chap. I]) îöiíêè (6.24) òà (6.25) iíòåãðàëó
∫ b
a p(x)g(x)M(f(x))dx ¹ áiëüø òî-

÷íèìè, â ïîðiâíÿííi ç îöiíêàìè (6.22) òà (6.23).

Çàóâàæåííÿ 6.2.1. Ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ f íå ñïàäà¹, íåðiâíîñòi

(6.16) òà (6.17) ìàþòü òàêèé ñàìèé âèãëÿä, îäíàê ó íèõ âñi iíòåãðàëè âè-

ãëÿäó
s∫
a

(·) ñëiä çàìiíèòè íà iíòåãðàëè âèãëÿäó
b∫
s

(·) .

6.2.2. Äèñêðåòíèé àíàëîã òåîðåìè 6.2.1

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.2.1 ñïèðà¹òüñÿ íà ¨¨ äèñêðåòíèé àíàëîã.

Ëåìà 6.2.1. Íåõàé a = {ak}mk=1 , b = {bk}mk=1 òà p = {pk}mk=1 , m ∈ N �

ïîñëiäîâíîñòi íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî a1 ≥ a2 ≥ . . . am i pk > 0 .

Òîäi äîâiëüíî¨ îïóêëî¨ âíèç ôóíêöi¨ M : [0,∞) → R òàêî¨, ùî

M(0) = 0 , ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

m∑
k=1

pkbkM(ak) ≤ max
s∈[1,m]

{
M

(∑m
k=1 pkak∑s
k=1 pk

) s∑
k=1

pkbk

}
, (6.26)

à äîâiëüíî¨ îïóêëî¨ âãîðó ôóíêöi¨ M : [0,∞) → R òàêî¨, ùî M(0) = 0 ,

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

m∑
k=1

pkbkM(ak) ≥ min
s∈[1,m]

{
M

(∑m
k=1 pkak∑s
k=1 pk

) s∑
k=1

pkbk

}
. (6.27)

Äëÿ ñòðîãîñòi âèêëàäó íàâåäåìî ïîâíå äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè çi ñïiëüíî¨

ðîáîòè [268] çàóâàæèâøè, ùî îñíîâíi éîãî åòàïè íàëåæàòü À.Ë. Øèäëi÷ó.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ôóíêöiÿ M ¹ îïóêëîþ âíèç

(äîâåäåííÿ ó âèïàäêó, êîëè M � îïóêëà âãîðó öiëêîì àíàëîãi÷íå). Äîâåäåìî

ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî m, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ îïóêëî¨ âíèç ôóíêöi¨

M : [0,∞) → R òàêî¨, ùî M(0) = 0 , âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (6.26).

Âèïàäîê m = 1 ¹ òðèâiàëüíèì.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê m = 2 . Ïîêëàäåìî

c = p1a1 + p2a2, x0 = p1a1, αk = pkbk, βk = p−1
k , k = 1, 2, (6.28)
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i ðîçãëÿíåìî íà iíòåðâàëi [0, c] ôóíêöiþ

h(x) = α1M(β1x) + α2M(β2(c− x)). (6.29)

Âíàñëiäîê îïóêëîñòi ôóíêöi¨ M(t) , ôóíêöiÿ h(x) òåæ ¹ îïóêëîþ âíèç íà

âiäðiçêó [0, c]. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äàíà ôóíêöiÿ äîñÿãà¹ ñâîãî íàéáiëüøîãî

íà âiäðiçêó [x1;x2] ⊂ [0; c] çíà÷åííÿ íà îäíîìó iç êiíöiâ öüîãî âiäðiçêà. Òîìó

h(x) ≤ max{h(x1), h(x2)} ∀x ∈ [x1, x2]. (6.30)

Ïîêëàäàþ÷è x1 := β2c(β1 + β2)
−1 òà x2 := c , ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ÷èñëî x0

(âíàñëiäîê ìîíîòîííîñòi ïîñëiäîâíîñòi a ) íàëåæèòü ïðîìiæêó [x1;x2] .

Îòæå, ç îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåííÿ (6.28)�(6.30) i ðiâíiñòü M(0) = 0 ,

îòðèìó¹ìî
2∑

k=1

pkbkM(ak) = h(x0) ≤ max{h(x1), h(x2)} =

= max

{
M
(p1a2 + p2a2

p1 + p2

)
(p1b2 + p2b2),M

(p1a2 + p2a2
p1

)
p1b1

}
.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ m = 2 íåðiâíiñòü (6.26) ñïðàâäæó¹òüñÿ.

Çàðàç ïðèïóñòèìî, ùî ïðè m = n−1 ≥ 1 , òâåðäæåííÿ ëåìè ¹ ïðàâèëü-

íèì. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ m = n , âîíî òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ

ïîçíà÷åííÿìè (6.28) i ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó [0, c] ôóíêöiþ h(x) âèãëÿäó

(6.29). Ïîêëàäàþ÷è x1 := β2c(β1+β2)
−1 òà x2 := c−a3/β2 , ðîáèìî âèñíîâîê,

ùî ÷èñëî x0 (âíàñëiäîê ìîíîòîííîñòi ïîñëiäîâíîñòi a ) íàëåæèòü ïðîìiæêó

[x1;x2] . Òîìó, ç îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåííÿ (6.28)�(6.30) îäåðæó¹ìî

n∑
k=1

pkbkM(ak) = h(x0) +
n∑
k=3

pkbkM(ak) ≤

≤ max{h(x1), h(x2)}+
n∑
k=3

pkbkM(ak). (6.31)
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Äàëi, ó âèïàäêó, ÿêùî h(x1) ≥ h(x2) , ïîêëàäåìî

p ′
k =

{
p1 + p2, k = 1,

pk+1, k = 2,m− 1;
(6.32)

b′k =

{
(p1b1 + p2b2)/(p1 + p2), k = 1,

bk+1, k = 2,m− 1;
(6.33)

a′k =

{
(p1a1 + p2a2)/(p1 + p2), k = 1,

ak+1, k = 2,m− 1.
(6.34)

Òîäi âíàñëiäîê ñïiââiäíîøåííÿ (6.31), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ìà¹ ìiñöå îöiíêà

m∑
k=1

pkbkM(ak) ≤
m−1∑
k=1

p′kb
′
kM(a′k). (6.35)

Ó âèïàäêó, êîëè h(x1) < h(x2) , ñïiââiäíîøåííÿ (6.35) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ïîñëi-

äîâíîñòåé a′ , b′ òà p′ âèãëÿäó

p ′
k =


p1, k = 1,

p2 + p3, k = 2,

pk+1, k = 3,m− 1;

(6.36)

b′k =


b1, k = 1,

(p2b2 + p3b3)(p2 + p3)
−1, k = 2,

bk+1, k = 3,m− 1;

(6.37)

a′k =

{
(p1a1 + p2a2 − p2a3)/p1, k = 1,

ak+1. k = 2,m− 1,
(6.38)

Ñóìà â ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (6.35) ìiñòèòü n− 1 äîäàíîê. Äî òîãî

æ, â îáîõ âèïàäêàõ ïîñëiäîâíîñòi a′ , b′ òà p′ , çàäîâîëüíÿþòü óìîâè íàøîãî

ïðèïóùåííÿ. Òîìó, áåðó÷è äî óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ (6.32) � (6.38), îòðèìó¹ìî

íåîáõiäíó îöiíêó (6.26):

n∑
k=1

pkbkM(ak) ≤
n−1∑
k=1

p′kb
′
kM(a′k) ≤ sup

s∈[1,n−1]

{
M

(∑n−1
k=1 p

′
ka

′
k∑s

k=1 p
′
k

)
s∑

k=1

p′kb
′
k

}
≤
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≤ sup
s∈[1,n]

{
M

(∑n
k=1 pkak∑s
k=1 pk

) s∑
k=1

pkbk

}
.

Ëåìó äîâåäåíî.

6.2.3. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.2.1

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ ó ñïðàâåäëèâîñòi òâåðäæåííÿ òåîðåìè 6.2.1.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ôóíêöiÿ M ¹ îïóêëîþ âíèç

(äîâåäåííÿ ó âèïàäêó, êîëè M � îïóêëà âãîðó öiëêîì àíàëîãi÷íå). Ñïî÷àòêó

ïåðåêîíà¹ìîñÿ â ñïðàâåäëèâîñòi íåðiâíîñòi (6.16) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f

òàêî¨, ùî äëÿ äåÿêîãî m ∈ N

f(x) = ak, x ∈ [lk−1, lk), k = 1, 2, . . . ,m,

äå a1 > a2 > . . . > am ≥ 0 i a = l0 < l1 < . . . < lm = b .

Ïðè êîæíîìó k = 1, 2, . . . ,m , ïîêëàäåìî

pk =

lk∫
lk−1

p(x)dx, bk =

lk∫
lk−1

p(x)g(x)dx

( lk∫
lk−1

p(x)dx

)−1

.

Òîäi, âíàñëiäîê ëåìè 6.2.1, îäåðæó¹ìî (6.16):

∫ b

a

p(x)g(x)M(f(x))dx =
m∑
k=1

lk∫
lk−1

p(x)g(x)M(f(x))dx =

=
m∑
k=1

pkbkM(ak) ≤ sup
s∈[1,m]∩N

{
M

(∑m
k=1 pkak∑s
k=1 pk

) s∑
k=1

pkbk

}
=

= sup
s∈[1,m]∩N

{
M

(∫ b
a p(x)f(x)dx∫ ls
a p(x)dx

)∫ ls

a

p(x)g(x)dx

}
≤

≤ sup
s∈(a,b]

{
M

(∫ b
a p(x)f(x)dx∫ s

a p(x)dx

)∫ s

a

p(x)g(x) dx

}
.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ òåïåð ó ñïðàâåäëèâîñòi íåðiâíîñòi (6.16) â çàãàëüíîìó

âèïàäêó. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ÿêùî ôóíêöi¨ M i f çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
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òåîðåìè 1, òî iñíó¹ ÷èñëî n0 = n0(M, f) ∈ N òàêå, ùî ïðè êîæíîìó n > n0 i

äëÿ âñiõ x ∈ [a; b] , âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|M(f(x))| < n.

Äëÿ êîæíîãî n > n0 , ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó òî÷îê

l
(n)
0 < l

(n)
1 < . . . < l

(n)
m = b , ùî âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: ïîêëà-

äà¹ìî l
(n)
0 := a i ïðè êîæíîìó k ∈ [1;m] ∩ N âèçíà÷èìî âåëè÷èíó l

(n)
k

ÿê íàéáiëüøå äîäàòíå ÷èñëî òàêå, ùî l
(n)
k > l

(n)
k−1 i äëÿ âñiõ x ∈ [l

(n)
k−1; l

(n)
k )

âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ:

|M(f(l
(n)
k−1))−M(f(x))| ≤ 1

n
.

Âíàñëiäîê óìîâ íà ôóíêöi¨ M òà f , òàêà ñèñòåìà òî÷îê çàâæäè iñíó¹ i

m ≤ 2n2 .

Äàëi, ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ fn = fn(x) òàêó, ùî

fn(x) ≡ lim
t→l

(n)
k −

f(t), ∀x ∈ [l
(n)
k−1; l

(n)
k ), k = 1, 2, . . . ,m. (6.39)

Áà÷èìî, ùî íåðiâíiñòü

|M(f(x))−M(fn(x))| ≤
1

n
,

ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ n > n0 i x ∈ [a, b] . Çàâäÿêè iíòåãðîâàíîñòi íà [a, b]

äîáóòêó p(x)g(x) , âåëè÷èíè∫ b

a

p(x)g(x)[M(f(x))−M(fn(x))] dx

çáiãàþòüñÿ äî íóëÿ ïðè n → ∞ . Êðiì öüîãî, ïðè êîæíîìó n > n0 , ôóíêöiÿ

fn(x) íà [a, b] íå çðîñòà¹ i íàáóâà¹ ñêií÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü, òîáòî, çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâè òâåðäæåííÿ, äëÿ ÿêîãî ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi (6.16) âæå

äîâåäåíî.

Òîìó, âðàõîâóþ÷è (6.39) i íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ M, ðîáèìî âèñíîâîê,
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ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 ïðè âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ n (n > n1(ε) ),

b∫
a

p(x)g(x)M(f(x))dx =

b∫
a

p(x)g(x)M(fn(x))dx+

+

b∫
a

p(x)g(x)(M(f(x))−M(fn(x)))dx ≤

≤ sup
s∈(a;b]

{
M

(∫ b
a p(x)fn(x)dx∫ s

a p(x)dx

)∫ s

a

p(x)g(x)dx

}
+
ε

2
≤

≤ sup
s∈(a;b]

{
M

(∫ b
a p(x)f(x)dx∫ s

a p(x)dx

)∫ s

a

p(x)g(x)dx

}
+ ε.

Îòæå, ñïiââiäíîøåííÿ (6.16) äiéñíî âèêîíó¹òüñÿ.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Àíàëiçóþ÷è äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.2.1, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî àíàëîãi÷íå

òâåðäæåííÿ òàêîæ áóäå ìàòè ìiñöå i ó âèïàäêó, êîëè b = ∞ .

Òåîðåìà 6.2.2. Íåõàé g : [a, b] → R+
0 òà p : [a, b] → R+ (äå b ∈ (a,∞] )

� iíòåãðîâàíi ôóíêöi¨ òàêi, ùî äîáóòîê p · g òàêîæ ¹ iíòåãðîâàíîþ íà

[a, b] ôóíêöi¹þ. Íåõàé, òàêîæ, f : [a, b] → R+
0 � íåçðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ.

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ îïóêëî¨ âíèç (îïóêëî¨ âãîðó) ôóíêöi¨ M : [0,∞) → R

òàêî¨, ùî M(0) = 0 , âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (6.16) (àáî íåðiâíiñòü

(6.17) ).

Òàê ñàìî ìîæíà îòðèìàòè òâåðäæåííÿ, àíàëîãi÷íå äî ëåìè 6.2.1 ó âè-

ïàäêó, êîëè n = ∞ .

Ëåìà 6.2.2. Íåõàé a = {ak}∞k=1 , b = {bk}∞k=1 òà p = {pk}∞k=1 ïîñëiäîâ-

íîñòi íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî a1 ≥ a2 ≥ . . . , pk > 0 i ðÿä
∑∞

k=1 pkbk

çáiãà¹òüñÿ.

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ îïóêëî¨ âíèç ôóíêöi¨ M : [0,∞) → R òàêî¨, ùî
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M(0) = 0 , âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà íåðiâíiñòü

∞∑
k=1

pkbkM(ak) ≤ sup
s∈[1,∞)

{
M

(∑∞
k=1 pkak∑s
k=1 pk

) s∑
k=1

pkbk

}
, (6.26′)

i äëÿ äîâiëüíî¨ îïóêëî¨ âãîðó ôóíêöi¨ M : [0,∞) → R òàêî¨, ùî M(0) = 0 ,

âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà íåðiâíiñòü

∞∑
k=1

pkbkM(ak) ≥ inf
s∈[1,∞)

{
M

(∑∞
k=1 pkak∑s
k=1 pk

) s∑
k=1

pkbk

}
. (6.27′)

6.3. Àïðîêñèìàöiéíi õàðàêòåðèñòèêè äiàãîíàëüíèõ
îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîðàõ Îðëè÷à lM

Â öüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæåíî àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi äiàãîíàëüíèõ îïå-

ðàòîðiâ ó ïðîñòîðàõ Îðëè÷à ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Îòðèìàíî òî÷íi çíà÷å-

ííÿ âàæëèâèõ àïðîêñèìàöiéíèõ õàðàêòåðèñòèê (òàêèõ, ÿê íàéêðàùå íàáëè-

æåííÿ, áàçèñíèé ïîïåðå÷íèê òà ïîïåðå÷íèê çà Êîëìîãîðîâèì) ìíîæèí îáðà-

çiâ äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîðàõ lM . Çîêðåìà, îòðèìàíi ðåçóëüòàòè

ïîøèðþþòü âiäïîâiäíi òâåðäæåííÿ äîâåäåíi äëÿ ïðîñòîðiâ lp ( ldp ) â ðîáîòàõ

[214, 215, 217, 219, 282].

Íåõàé M(t) , t ≥ 0 , � äîâiëüíà ôóíêöiÿ Îðëè÷à, òîáòî, íåñïàäíà îïó-

êëà âíèç ôóíêöiÿ òàêà, ùî M(0) = 0 i M(t) → ∞ ïðè t → ∞ . Ïðîñòîðîì

Îðëè÷à lM [149], ùî âèçíà÷à¹òüñÿ äàíîþ ôóíêöi¹þ M(t) , íàçèâàþòü ëiíié-

íèé ïðîñòið âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé x = {xk}∞k=1 äiéñíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêèõ

∞∑
k=1

M(xk) <∞.

Ïðîñòið lM ¹ áàíàõîâèì ç íîðìîþ

∥x∥lM := inf

{
α > 0 :

∞∑
k=1

M(|xk|/α) ≤ 1

}
. (6.40)

Êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ Îðëè÷à M(t) çàäîâîëüíÿ¹ ∆2 -óìîâó, ÿêùî
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iñíó¹ ñòàëà C > 0 òàêà, ùî ïðè âñiõ t ≥ 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

M(2t) ≤ CM(t) .

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ M(t) = tp , p ≥ 1 , ïðîñòîðè

lM ñïiâïàäàþòü çi çâè÷àéíèìè ïðîñòîðàìè lp ç íîðìîþ

∥x∥lp =
( ∞∑

k=1

|xk|p
)1/p

, (6.41)

ÿêùî æ ôóíêöiÿ M(t) çàäîâîëüíÿ¹ ∆2 -óìîâó, òî ÿê ïîêàçàíî â [106, òâåð-

äæåííÿ 1], ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

lM =

{
x = {xk}∞k=1 :

∞∑
k=1

M(|xk|/α) <∞ ∀α > 0

}
, (6.42)

ïðè öüîìó ñèñòåìà âåêòîðiâ ei = {e(i)k }∞k=1 , äå

e
(i)
k =

0, k ̸= i,

1, k = i,

¹ áàçèñîì ó öüîìó ïðîñòîði.

Ïðîñòîðè lM áóëè ââåäåíi äî ðîçãëÿäó Â. Îðëè÷åì ó ïðàöi [149] i â

ïîäàëüøîìó äîñëiäæóâàëèñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè, çîêðåìà, ó ðîáîòàõ [1, 56,

57, 106, 108, 132].

6.3.1. Òî÷íi çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü Eγn(T : lM → lN) i
áàçèñíèõ ïîïåðå÷íèêiâ Dn(T : lM → lN)

Íåõàé, ÿê i ðàíiøå, λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ

÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (6.3) i T : x = {xk}∞k=1 → Tx = {λkxk}∞k=1 �

äiàãîíàëüíèé îïåðàòîð, çàäàíèé íà ïðîñòîði lM .

Íåõàé òàêîæ M(t) i N(t) � äâi äîâiëüíi ôóíêöi¨ Îðëè÷à, lM òà lN �

ïðîñòîðè Îðëè÷à, ÿêi âiäïîâiäàþòü öèì ôóíêöiÿì, i BlM � îäèíè÷íà êóëÿ

ïðîñòîðó lM . Äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàáîðó γn iç n ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ
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÷èñåë ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó

Eγn(T : lM → lN) = Eγn(T (BlM ), lN) = sup
x∈BlM

Eγn(Tx, lN) :=

:= sup
x∈BlM

inf
ai

||Tx− Pγn||lN

íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ â ïðîñòîði lN ìíîæèíè T (BlM ) çà äîïîìîãîþ âñiõ

ìîæëèâèõ n -÷ëåííèõ ïîëiíîìiâ

Pγn =
∑
i∈γn

aiei,

ùî âiäïîâiäàþòü íàáîðó γn , ai � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.

Çàçíà÷èìî, ùî êîëè

0 < N(t) ≤M(t), t ∈ [0, 1], (6.43)

à ïîñëiäîâíiñòü λ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (6.3), äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ BlM ìà¹ìî

Tx ∈ lN i îòæå, âåëè÷èíè Eγn(T : lM → lN) çà òàêèõ óìîâ ìàþòü çìiñò.

Äiéñíî, ïîêëàâøè λ∗ := max
k∈N

λk , â òàêîìó âèïàäêó ç âðàõóâàííÿì íå-

ñïàäàííÿ ôóíêöié M(t) òà N(t) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ BlM áóäåìî ìàòè

∞∑
k=1

N

(
λk|xk|
λ∗

)
≤

∞∑
k=1

N(|xk|) ≤
∞∑
k=1

M(|xk|) ≤

≤
∞∑
k=1

M

(
|xk|
∥x∥lM

)
≤ 1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ||Tx||lN ≤ λ∗ <∞ i Tx ∈ lN .

Òåîðåìà 6.3.1. Íåõàé M(t) òà N(t) � äîâiëüíi ôóíêöi¨ Îðëè÷à, ùî

çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (6.43) i

inf{α > 0 :M(1/α) ≤ 1} = inf{α > 0 : N(1/α) ≤ 1}. (6.44)

Íåõàé, äàëi, λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêî¨

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.3) .
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Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó γn iç n ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìà¹ ìi-

ñöå ðiâíiñòü

Eγn(T : lM → lN) = max
k/∈γn

λk. (6.45)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ lN , áóäü-ÿêèõ α > 0 òà

ai ∈ R ∑
k∈γn

N(|xk − ai|/α) +
∑
k/∈γn

N(|xk|/α) ≥
∑
k/∈γn

N(|xk|/α),

òî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ lN

Eγn(x, lN) = Eγn(x, lN) := ||x− Sγn(x)||lN =

= inf

{
α > 0 :

∑
k/∈γn

N(|xk|/α) ≤ 1

}
, (6.46)

äå

Sγn(x) =
∑
k∈γn

xkek.

Ïîêëàäåìî λk∗ = λk∗(γn) = max
k/∈γn

λk . Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ BlM

∑
k/∈γn

N

(
λk|xk|
λk∗

)
≤
∑
k/∈γn

N(|xk|) ≤

≤
∑
k/∈γn

M(|xk|) ≤
∑
k/∈γn

M

(
|xk|
∥x∥lM

)
≤ 1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

Eγn(T : lM → lN) ≤ λk∗ = max
k/∈γn

λk.

Ç iíøîãî áîêó, ðîçãëÿíåìî åëåìåíò x∗ = ek∗/||ek∗||lM . Âíàñëiäîê (6.44)

∥ek∗∥lM = inf{α > 0 :M(1/α) ≤ 1} = inf{α > 0 : N(1/α) ≤ 1} = ||ek∗||lN ,
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òîìó ||x∗||lM = ||x∗||lN = 1 i x∗ ∈ BlM . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

Eγn(Tx
∗, lN) = inf

{
α > 0 : N

(
λk∗

α||ek∗||lM

)
≤ 1

}
=

= inf

{
α > 0 : N

(
λk∗

α||ek∗||lN

)
≤ 1

}
= λk∗.

Òàêèì ÷èíîì, äiéñíî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (6.45).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 6.3.1. Çàçíà÷èìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (6.44) âèêîíó¹òüñÿ,

çîêðåìà, ó âèïàäêó, êîëè M(1) = N(1) = 1 .

Ðîçãëÿäàþ÷è òî÷íi íèæíi ìåæi â îáîõ ÷àñòèíàõ ðiâíîñòi (6.45) ïî âñiì

ìîæëèâèì íàáîðàì γn iç n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî òî÷íà

íèæíÿ ìåæà â ïðàâié ÷àñòèíi (6.45) ðåàëiçó¹òüñÿ íàáîðîì γ∗n , ÿêèé âèçíà÷à-

¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

γ∗n = {ik ∈ N : λik = λ̄k, k = 1, 2, . . . , n}, n = 1, 2, . . . ,

äå λ̄ = {λ̄k}∞k=1 � íåñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë λk i

max
k ̸∈γ∗n

λk = λ̄n+1.

Ç òåîðåìè 6.3.1 âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 6.3.1. Íåõàé M(t) òà N(t) � äîâiëüíi ôóíêöi¨ Îðëè÷à, ùî

çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (6.43) òà (6.44) , λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà

ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.3) .

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

Dn(T : lM → lN) = Dn(T (BlM ), lN) :=

:= inf
γn
Eγn(T : lM → lN) = λ̄n+1,

äå λ̄ = {λ̄k}∞k=1 � íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë λk .
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Âåëè÷èíó Dn(T : lM → lN) = Dn(T (BlM ), lN) íàçèâàþòü áàçèñíèì

ïîïåðå÷íèêîì ìíîæèíè T (BlM ) â ïðîñòîði lN .

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè M(t) = tq i N(t) = tp , 0 < q ≤ p ,

òîáòî, êîëè lM = lq i lN = lp , òâåðäæåííÿ òåîðåìè 6.3.1 òà íàñëiäêó 6.3.1

âèïëèâàþòü âiäïîâiäíî ç òåîðåì 4.1 òà 4.3 ðîáîòè [219].

6.3.2. Òî÷íi çíà÷åííÿ ïîïåðå÷íèêiâ çà Êîëìîãîðîâèì
dn(T : lM → lM)

Íåõàé ε(λ) , gn(λ) òà δ(λ) � õàðàêòåðèñòè÷íi ïîñëiäîâíîñòi, îçíà÷åííÿ

ÿêèõ íàâåäåíî â ïóíêòi 6.1.2

Ç òåîðåìè 6.3.1 ëåãêî îòðèìàòè íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 6.3.2. Íåõàé M(t) i N(t) � äîâiëüíi ôóíêöi¨ Îðëè÷à, ùî çà-

äîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (6.43) i (6.44) , λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëi-

äîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.3).

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

Egλn−1
(T : lM → lN) = Egλn−1

(T : lM → lN) :=

:= sup
x∈BlM

Egλn−1
(Tx, lN) = εn, (6.47)

äå εn � n -é ÷ëåí õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi ε(λ) .

Çàóâàæåííÿ 6.3.2. Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü

λ = {λk}∞k=1 ¹ ñòðîãî ñïàäíîþ, äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ìà¹ìî εn(λ) = λn i

gλn = {1, 2, . . . , n} , δn(λ) = n , à äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ lM âåëè÷èíè Egλn−1
(x, lM)

òà Egλn−1
(x, lM) ìàþòü âiäïîâiäíî âèãëÿä

Egλn−1
(x, lM) = En−1(x, lM) = inf

ai

∥∥∥x−
n−1∑
i=1

aiei

∥∥∥
lM

òà

Egλn−1
(x, lM) = En−1(x, lM) =

∥∥∥x−
n−1∑
i=1

xiei

∥∥∥
lM
.
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Äëÿ âåëè÷èí ïîïåðå÷íèêiâ çà Êîëìîãîðîâèì ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêå òâåð-

äæåííÿ.

Òåîðåìà 6.3.2. Íåõàé M(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ Îðëè÷à, λ = {λk}∞k=1 �

äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.3) .

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

dδn−1
(T : lM → lM) = dδn−1+1(T : lM → lM)= . . . =

= dδn−1(T : lM → lM) = En(T : lM → lM) = εn, (6.48)

â ÿêèõ δs i εs , s = 1, 2, . . . , � åëåìåíòè õàðàêòåðèñòè÷íèõ ïîñëiäîâíîñòåé

δ(λ) òà ε(λ) ïîñëiäîâíîñòi λ , à δ0 = 0 .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñïî÷àòêó n > 1 . Ïiäïðîñòið Φλ
n−1 ïîëiíîìiâ

Φn−1 =
∑
k∈gλn−1

akek (6.49)

ìà¹ ðîçìiðíiñòü δn−1 . Òîìó ç âðàõóâàííÿì (6.47) çíàõîäèìî

εn = Egλn−1
(T : lM → lM) ≥ dδn−1

(T : lM → lM) ≥

≥ dδn−2
(T : lM → lM) ≥ . . . ≥ dδn−1(T : lM → lM).

Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi (6.48) çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî

dδn−1(T : lM → lM) ≥ εn, n = 1, 2, . . . . (6.50)

Äëÿ öüîãî çíîâó ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ ïðî ïîïåðå÷íèê êóëi(äèâ., íà-

ïðèêëàä, [245, �10.2]). Íåõàé εnB
λ
n,Φ � ïåðåòèí êóëi ðàäióñà εn â lM ç ïðî-

ñòîðîì Φλ
n (ðîçìiðíîñòi δn ) ïîëiíîìiâ âèãëÿäó (6.49):

εnU
λ
n,Φ = {Φn ∈ Φ(λ)

n : ||Φn||lM ≤ εn}. (6.51)

Òîäi ç óðàõóâàííÿì (6.6), (6.51) òà ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ M(t) äëÿ äî-
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âiëüíîãî ïîëiíîìà

Φn =
∑
k∈gλn

akek ∈ εnB
λ
n,Φ,

ìà¹ìî ∑
k∈gψn

M(|ak|/λk) ≤
∑
k∈gψn

M(|ak|/εn) ≤ 1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Φn ¹ îáðàçîì äåÿêîãî åëåìåíòà ç îäèíè÷íî¨ êóëi BlM .

Òàêèì ÷èíîì, êóëÿ εnB
λ
n,Φ δn -ìiðíîãî ïiäïðîñòîðó Φn(λ) ç lM ìiñòèòüñÿ â

ìíîæèíi T (BlM ) îáðàçiâ âñiõ åëåìåíòiâ ç îäèíè÷íî¨ êóëi BlM ïðè äi¨ îïåðà-

òîðà T , ùî íà ïiäñòàâi íàâåäåíî¨ âèùå òåîðåìè i äà¹ ñïiââiäíîøåííÿ (6.50).

Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó n > 1 òåîðåìó äîâåäåíî. Ïðè n = 1 ¨¨ äîâåäåí-

íÿ çàëèøà¹òüñÿ áåç çìií, ÿêùî ââàæàòè, ùî ïiäïðîñòið Φ0(λ) ñêëàäà¹òüñÿ ç

íóëüîâîãî åëåìåíòà θ = (0, 0, . . .) i éîãî ðîçìiðíiñòü äîðiâíþ¹ íóëþ.

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè M(t) = N(t) = tp , p ∈ [1,∞) , òâåðäæå-

ííÿ íàñëiäêó 6.3.2 òà òåîðåìè 6.3.2 âèïëèâàþòü âiäïîâiäíî iç òåîðåì 1 òà 2

ðîáîòè [214] (äèâ. òàêîæ [217, ãë. XI], òåîðåìè 3.1 òà 3.2). Ó âèïàäêó ñêií÷åííî

âèìiðíèõ ïðîñòîðiâ ldp , òâåðäæåííÿ, àíàëîãi÷íi äî òåîðåìè 6.3.2 âèïëèâàþòü

ç òåîðåìè 2.1 ðîçäiëó VI ìîíîãðàôi¨ [153].

6.4. Äåÿêi åêñòðåìàëüíi çàäà÷i ó ïðîñòîðàõ Îðëè÷à

Îòðèìàíî òî÷íi çíà÷åííÿ àíàëîãiâ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, áàçèñíèõ ïîïåðå-

÷íèêiâ òà íàéêðàùèõ n -÷ëåííèõ íàáëèæåíü ó ïðîñòîðàõ Îðëè÷à LM(A; dµ)
êëàñiâ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó äåÿêî¨ ôi-

êñîâàíî¨ ôóíêöi¨ òà ôóíêöié iç îäèíè÷íèõ êóëü U+
M(A) öèõ ïðîñòîðiâ.

6.4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïiäðîçäiëó

Íåõàé (Rm,B, dµ) , m ≥ 1 , � m -âèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið òî÷îê

x = (x1, . . . , xm) , âèçíà÷åíèé íà áîðåëåâié σ -àëãåáði B , çi ñêií÷åííîþ σ -

àäèòèâíîþ íåïåðåðâíîþ ìiðîþ dµ , A � µ -âèìiðíà ïiäìíîæèíà ç (Rm, dµ) ,

µ -ìiðà ÿêî¨ äîðiâíþ¹ a , äå a � ñêií÷åíå ÷èñëî, àáî æ a = +∞ :

µ(A) = |A|µ = a, a ∈ (0;+∞],
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i Y = Y (A, dµ) � ìíîæèíà âñiõ çàäàíèõ íà A ôóíêöié f = f(x) , âèìiðíèõ

âiäíîñíî ìiðè dµ .

Íåõàé M(t) , t ≥ 0 , � äîâiëüíà ôóíêöiÿ Îðëè÷à, òîáòî, íåñïàäíà îïó-

êëà âíèç ôóíêöiÿ òàêà, ùî M(0) = 0 i M(t) → +∞ ïðè t→ +∞ . Ïîçíà÷è-

ìî ÷åðåç LM(A; dµ) ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié f ∈ Y (A, dµ) , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó ∫

A
M(C|f(x)|) dµ < +∞, (∀C > 0).

Ëiíiéíèé ïðîñòið LM(A; dµ) ¹ áàíàõîâèì ç íîðìîþ Ëþêñåìáóðãà

∥f∥LM (A; dµ) := inf

{
α > 0 :

∫
A
M
(
|f(x)|/α

)
dµ ≤ 1

}
i íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì Îðëè÷à.

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè M(t) = tp , p ≥ 1, ïðîñòîðè LM(A; dµ)
çáiãàþòüñÿ ç âiäîìèìè ïðîñòîðàìè Lp(A, dµ), ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç ôóíêöié

f ∈ Y (A, dµ) , äëÿ ÿêèõ ¹ ñêií÷åíîþ âåëè÷èíà

||f ||Lp(A; dµ) =
(∫

A
|f(x)|pdµ

) 1
p

.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γσ = Γσ(A), äå σ � äåÿêå ôiêñîâàíå äîäàòíå ÷èñëî,

ìíîæèíó âñiõ µ -âèìiðíèõ ïiäìíîæèí γσ ç A , µ -ìiðà ÿêèõ äîðiâíþ¹ σ . Òîäi

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ LM(A; dµ) i áóäü-ÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ ìíîæèíè γσ ∈ Γσ

ïðèðîäíî ðîçãëÿíóòè âåëè÷èíè

Eγσ(f)LM (A;dµ) := ∥f − χγσf∥LM (A;dµ),

äå χγσ = χγσ(x) � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè γσ , ÿêà íàáóâà¹ çíà-

÷åííÿ 1 ïðè x ∈ γσ i çíà÷åííÿ 0 ïðè x ̸∈ γσ .

Íåõàé, äàëi,

UM(A) = {y ∈ Y (A, dµ) : ||y||LM (A,dµ) ≤ 1},

� îäèíè÷íà êóëÿ ïðîñòîðó LM(A, dµ) , à U+
M(A) � ïiäìíîæèíà âñiõ íåâiä'-

¹ìíèõ ôóíêöié ç UM(A) , i γσ � äåÿêà ôiêñîâàíà ìíîæèíà ç Γσ .

Ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíè Eγσ(f)LM (A;dµ) äëÿ ôóíêöié f = φ · y , äå
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φ ∈ Φ(A) , à y � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç ìíîæèíè U+
M(A) . Â öüîìó âèïàäêó

âîíè áóäóòü ìàòè âèãëÿä

Eγσ(f)LM (A;dµ) = Eγσ(φy)LM (A;dµ) = ∥φy − χγσφy∥LM (A;dµ)

Ïîêëàäåìî

Eγσ(φ,M)LM (A;dµ) := sup
{
Eγσ(φy)LM (A;dµ) : y ∈ U+

M(A)
}
. (6.52)

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó íàáëèæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié òðèãîíî-

ìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè âåëè÷èíàì Eγσ(f)LM (A;dµ) ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïî-

âiäíiñòü íàéêðàùå íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f ïîëiíîìàìè ñòåïåíÿ σ , âåëè÷èíi

Eγσ(φ,M)LM (A;dµ) � òî÷íó âåðõíþ ìåæó òàêèõ íàáëèæåíü ïî çàäàíié ìíîæè-

íi.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí Eγσ(φ,M)LM (A;dµ) i

âåëè÷èí

Dσ(φ,M)LM (A;dµ) := inf
{
Eγσ(φ,M)LM (A;dµ) : γσ ∈ Γσ

}
.

Òåîðåìà 6.4.1. Íåõàé φ ∈ Φ(A) i M � äîâiëüíà ôóíêöiÿ Îðëè÷à.

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ σ ∈ (0, a) òà γσ ∈ Γσ ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Eγσ(φ,M)LM (A;dµ) = φ̄γσ(0+), (6.53)

äå φ̄γσ(t) � íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨

φγσ(x) =


φ(x), x ∈ A \ γσ,

0, x ∈ γσ;

(6.54)

Dσ(φ,M)LM (A;dµ) = φ̄(σ+), (6.55)

äå φ̄ � íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ φ(x) . Ïðè öüîìó â Γσ ìiñòè-
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òüñÿ ìíîæèíà γ∗σ , äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Eγ∗σ(φ,M)LM (A;dµ) = Dσ(φ,M)LM (A;dµ) = φ̄(σ+).

Çîêðåìà, â ðîëi γ∗σ ìîæíà âçÿòè äîâiëüíó âèìiðíó ïiäìíîæèíó

ìíîæèíè {x ∈ A : φ(x) ≥ φ̄(σ+)} µ -ìiðè σ , ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó

{x ∈ A : φ(x) > φ̄(σ+)}.

Çàçíà÷èìî, ùî âåëè÷èíà Dσ(φ,M)LM (A;dµ) ¹ àíàëîãîì òðèãîíîìåòðè-

÷íîãî (áàçèñíîãî) ïîïåðå÷íèêà ïîðÿäêó σ çàäàíî¨ ìíîæèíè ôóíêöié.

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ φγσ(x) iñòîòíî îáìåæåíà íà Aσ := A \ γσ . Òîìó
¨¨ íåñïàäíà ïåðåñòàíîâêà îáìåæåíà i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

φ̄γσ(0+) = lim
v→0+

φ̄γσ(v) =: yσ.

ßêùî ïðè öüîìó φ̄γσ(0+) = yσ = 0 , òî ìàéæå ñêðiçü íà Aσ φγσ(x) = 0 ,

i â òàêîìó âèïàäêó

Eγσ(φ,M)LM (A;dµ) = 0 = φ̄γσ(0+)

ßêùî æ yσ > 0 , òî ïðè êîæíîìó y > 0 ïîêëàäåìî

ey = {x ∈ Aσ : φγσ(x) ≥ y} . Òîäi ïðè y > yσ µ -ìiðà ìíîæèíè ey äî-

ðiâíþ¹ íóëþ, i µ(ey) > 0 ïðè 0 < y < yσ . Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹,

ùî

yσ = ess sup{φγσ(t) : t ∈ Aσ}.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ h ∈ U+
M(A) ìà¹ìî∫

A\γσ
M
(
φ(x)h(x)/yσ

)
dµ ≤

∫
A\γσ

M(h(x)) dµ ≤ 1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

Eγσ(φy)LM (A;dµ) = inf

{
α > 0 :

∫
A\γσ

M
(
φ(x)h(x)/α

)
dµ ≤ 1

}
≤ yσ



291

i òîìó

Eγσ(φ,M)LM (A;dµ) = sup
y∈U+

M (A)
Eγσ(φy)LM (A;dµ) ≤ yσ. (6.56)

Äëÿ äîâåäåííÿ (6.53) ëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî ñòðîãî¨ íåðiâíîñòi â

îñòàííüîìó ñïiââiäíîøåííi áóòè íå ìîæå. Íåõàé y � äîâiëüíå ÷èñëî ç ïðîìiæ-

êó (0, yσ) i ēy � äîâiëüíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè ey , ìiðà ÿêî¨ íå ïåðåâèùó¹

îäèíèöþ: mesµēy ≤ 1 . Ïîêëàäåìî

hy(x) =

M
−1
(
(mesµ ēy)

−1
)
, x ∈ ēy,

0, x ∈ A \ ēy.

Òîäi hy ∈ U+
M(A) , i â òîé æå ÷àñ

y ≤ Eγσ(φhy)LM (A;dµ) =

= inf

{
α > 0 :

∫
A\γσ

M
(
φγσ(x)hy(x)/α

)
dµ ≤ 1

}
≤ yσ.

Ñïðÿìîâóþ÷è y äî yσ , áà÷èìî, ùî äiéñíî (6.56) ñòðîãî¨ íåðiâíîñòi áóòè íå

ìîæå, ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ (6.53).

Ðîçãëÿäàþ÷è òî÷íi íèæíi ìåæi ïî ìíîæèíi Γσ îáîõ ÷àñòèí (6.53), îòðè-

ìó¹ìî

Dσ(φ,M)LM (A;dµ) = inf
γσ∈Γσ

φ̄γσ(0+).

Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (6.54), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî íàéìåíøå çíà÷åííÿ

âåëè÷èíè φ̄γσ(0+) áóäå ó âèïàäêó, êîëè γσ = γ∗σ , i öå çíà÷åííÿ äîðiâíþ¹

φ̄(σ+) :

inf
γσ∈Γσ

φ̄γσ(0+) = φ̄(σ+),

òèì ñàìèì ñïiââiäíîøåííÿ (6.55) äîâåäåíî.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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6.4.2. Òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí eσ(f)LM (A;dµ)

Ïîðÿä ç âåëè÷èíàìè Eγσ(f)LM (A;dµ) ðîçãëÿäàòèìåìî òàêîæ âåëè÷èíè eσ(f)

âèãëÿäó

eσ(f)LM (A;dµ) := inf
γσ∈Γσ

∥f − χγσf∥LM (A;dµ) = (6.57)

çà óìîâè, ùî

f = φ · y, φ ∈ Φ(A),

à y � äåÿêà íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ. Â öüîìó âèïàäêó âîíè ìàòèìóòü âèãëÿä

eσ(f)LM (A;dµ) = eσ(φy)LM (A;dµ) = inf
{
∥φy − χγσφy∥LM (A;dµ) : γσ ∈ Γσ

}
.

Iäåÿ ââåäåííÿ (6.57) âåëè÷èí áåðå ñâié ïî÷àòîê âiä ðîáîòè Ñ.Á. Ñò¹÷êiíà

[237], â ÿêié ç'ÿâèëîñÿ âiäîìå ïîíÿòòÿ íàéêðàùîãî êâàäðàòè÷íîãî íàáëèæå-

ííÿ äàíîãî åëåìåíòà çà äîïîìîãîþ n -÷ëåííèõ ïîëiíîìiâ ïî çàäàíié ñèñòåìi

áåðå ñâié ïî÷àòîê ç ðîáîòè Ñ.Á.Ñò¹÷êiíà Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ öüîãî ïîíÿòòÿ.

Íåõàé φ = {φk}+∞
k=1 � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó

H , f ∈ H , i

f =
+∞∑
k=1

fkφk =
+∞∑
k=1

(f, φk)φk

� ðîçêëàä åëåìåíòà f â îðòîãîíàëüíèé ðÿä çà ñèñòåìîþ φ .

Ðîçãëÿäàþòüñÿ âñi ìîæëèâi n -÷ëåííi (n = 1, 2, . . . , ) ïîëiíîìè çà ñèñòå-

ìîþ φ

Pγn =
∑
k∈γn

dkφk,

äå γn � äîâiëüíi íàáîðè iç n ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, à dk � äîâiëüíi

êîìïëåêñíi ÷èñëà.

Âåëè÷èíó

en(f, φ)H = inf
Pγn

||f − Pγn||H = inf
γn, dk

∥∥∥f −
∑
k∈γn

dkφk

∥∥∥
H

(6.58)

íàçèâàþòü íàéêðàùèì êâàäðàòè÷íèì íàáëèæåííÿì åëåìåíòà f çà äîïîìî-

ãîþ n -÷ëåííèõ ïîëiíîìiâ çà ñèñòåìîþ φ .
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Çà ðiâíiñòþ Ïàðñåâàëÿ äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà f ∈ H ìà¹ìî

||f − Pγn||2H =
∑
k∈̄γn

|fk|2 +
∑
k∈γn

|fk − dk|2 ≥
∑
k∈̄γn

|fk|2.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

e2n(f, φ)H = inf
γn

( +∞∑
k=1

|fk|2 −
∑
k∈γn

|fk|2
)
.

Ïîðiâíÿííÿ îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ç ðiâíiñòþ (6.57) äà¹ çìîãó çðîáèòè âè-

ñíîâîê, ùî âåëè÷èíè eσ(f)LM (A;dµ) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê àíàëîãè âåëè÷èí

en(f, φ)H â ïðîñòîðàõ LM(A; dµ) .
Ó âèïàäêó, êîëè M(t) = t , òîáòî, êîëè LM(A; dµ) = L1(A, dµ) , âåëè-

÷èíè (6.57) äëÿ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié f çáiãàþòüñÿ ç âiäîìèìè âåëè÷èíàìè

eσ(f)L1(A;dµ) = inf
γσ∈Γσ

∣∣∣ ∫
A

f(x)dµ−
∫
γσ

f(x)dµ
∣∣∣ (6.59)

íàéêðàùèõ íàáëèæåíü iíòåãðàëiâ ôóíêöié iíòåãðàëàìè ñêií÷åííîãî ðàíãó σ

(äèâ., íàïðèêëàä, [233, 234]).

Ó ñòàòòi [237] äîñëiäæóâàëàñü àáñîëþòíà çáiæíiñòü îðòîãîíàëüíèõ ðÿäiâ

i â òåðìiíàõ âåëè÷èí (6.58) ñôîðìóëüîâàíî êðèòåðié òîãî, ùîá äëÿ äàíîãî

åëåìåíòà f ∈ H çáiãàâñÿ ðÿä

+∞∑
k=1

|fk|, fk = (f, φk)

Ó ñòàòòi [234] â òåðìiíàõ âåëè÷èí âèãëÿäó (6.59) âñòàíîâëåíî ïîäiáíi óìîâè

íàëåæíîñòi ôóíêöié f ∈ Lp(A, dµ) äî ïðîñòîðiâ Ls(A, dµ) , s ̸= p .

Ïðîòå, äàíi âåëè÷èíè ¹ öiêàâèìè òàêîæ ç òî÷êè çîðó íàáëèæåííÿ ôóí-

êöié. Äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âåëè÷èí âèãëÿäó (6.58) äëÿ

ðiçíîìàíiòíèõ êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ ïðîâî-

äèëèñü áàãàòüìà àâòîðàìè. Ç áiáëiîãðàôi¹þ ðîáiò, â ÿêèõ îòðèìàíî ïîäiáíi

ðåçóëüòàòè, ìîæíà îçíàéîìèòèñü, çîêðåìà, â [40] òà [161]. Àïðîêñèìàöiéíi

âëàñòèâîñòi âåëè÷èí âèãëÿäó (6.59) âèâ÷àëèñü, çîêðåìà, â ñòàòòÿõ [233, 234].
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Íåõàé

Up(A) = {y ∈ Y (A, dµ) : ||y||Lp(A,dµ) ≤ 1},

� îäèíè÷íà êóëÿ â ïðîñòîði Lp(A, dµ) , U+
p (A) � ïiäìíîæèíà âñiõ íåâiä'¹ì-

íèõ ôóíêöèé ç Up(A) i φ(x) � íåâiä'¹ìíà iñòîòíî îáìåæåíà íà A ôóíêöiÿ,

äëÿ ÿêî¨ ó âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà A íåîáìåæåíà, ïðèïóñêà¹ìî, ùî

lim
|x|→+∞

φ(x) = 0

i â òàêîìó âèïàäêó ïèøåìî φ ∈ Φ(A).
Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí

eσ(φ, p)LM (A;dµ) := sup{eσ(φy)LM (A;dµ) : y ∈ Up(A)}, (6.60)

äå Up(A) = U+
p (A) ∩ LM(A; dµ) , ó âèïàäêó, êîëè φ ∈ Φ(A) , p ∈ (0,+∞) , à

M � äîâiëüíà ôóíêöiÿ Îðëè÷à òàêà, ùî ôóíêöiÿ M(t1/p) òåæ ¹ ôóíêöi¹þ

Îðëè÷à. Âîíà îïóáëiêîâàíà â ñóìiñíié ðîáîòi [266]. Äëÿ ïîâíîòè âèêëàäåííÿ â

öüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåìî öþ òåîðåìó áåç ñêîðî÷åíü, çàóâàæèâøè, ùî îñíîâíi

åòàïè ¨¨ äîâåäåííÿ íàëåæàòü À.Ë. Øèäëi÷ó.

Òåîðåìà 6.4.2. Íåõàé p ∈ (0,+∞) , φ ∈ Φ(A) , à M � äåÿêà ôóíêöiÿ

Îðëè÷à òàêà, ùî ôóíêöiÿ M(t1/p) òåæ ¹ ôóíêöi¹þ Îðëè÷à.

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî σ ∈ (0, a) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

eσ(φ, p)LM (A;dµ) = sup

{(∫ s

0

φ̄−p(t)dt
)− 1

p

/M−1(
1

s− σ
) : s > n

}
, (6.61)

äå M−1 � ôóíêöiÿ, îáåðíåíà äî ôóíêöi¨ M , φ̄(t) � íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòà-

íîâêà ôóíêöi¨ φ(x) . Ïðè öüîìó òî÷íà âåðõíÿ ìåæà â ïðàâié ÷àñòèíi (6.61)

äîñÿãà¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó ñêií÷åííîìó çíà÷åííi s = s∗ . Òî÷íà âåðõíÿ ìåæà

ó ñïiââiäíîøåííi (6.60) ðåàëiçó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ

y∗(x) =
χE(x)

φ(x)

(∫
E

φ−p(t)dµ

)− 1
p

(6.62)
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äå E � äîâiëüíà âèìiðíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè

{x ∈ A : φ(x) ≥ φ̄(s∗−)}

µ -ìiðè s∗ , ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó

{x ∈ A : φ(x) > φ̄(s∗−)},

à χE(·) � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè E.

Çàçíà÷èìî, ùî óìîâà φ ∈ Φ(A) ãàðàíòó¹ òîé ôàêò, ùî äëÿ ôóíêöi¨

φ(x) ¨¨ ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó

mφ(y) := µ(Ey), Ey = {x : x ∈ A, φ(x) ≥ y}, y ≥ 0,

íàáóâà¹ ëèøå ñêií÷åííèõ çíà÷åíü ç ïðîìiæêó [0, a] . Òîìó çãiäíî ç îçíà÷åí-

íÿì ñïàäíî¨ (à ïî-ñóòi íåçðîñòàþ÷î¨) ïåðåñòàíîâêè (äèâ., íàïðèêëàä [234, �1])

âåëè÷èíà φ̄(t) âèçíà÷åíà äëÿ äîâiëüíîãî t > 0 .

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ó ïðîñòîðàõ Lp(A; dµ) òâåðäæåííÿ, ïîäiáíi äî

òåîðåì 6.4.1 òà 6.4.2, îòðèìàíî âiäïîâiäíî â ñòàòòÿõ [218] òà [233], à ó äèñ-

êðåòíèõ ïðîñòîðàõ Îðëè÷à lM � â ïiäðîçäiëi 6.3. Äîâåäåííÿ òåîðåì 6.4.1 òà

6.4.2 ïðîâîäèòüñÿ çäåáiëüøîãî øëÿõîì ðîçâèíåííÿ ïðèéîìiâ òà iäåé ç ðîáiò

[218, 233, 234]

Ïåðåä äîâåäåííÿì òåîðåìè 6.4.2 îòðèìà¹ìî äîïîìiæíó ëåìó, äëÿ ôîð-

ìóëþâàííÿ ÿêî¨ ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ.

Íåõàé M � äîâiëüíà ôóíêöiÿ Îðëè÷à, LM(0, a) , a ∈ (0,+∞] � ïðî-

ñòið Îðëè÷à âñiõ âèìiðíèõ íà (0, a) çà Ëåáåãîì ôóíêöié f(t) çi ñêií÷åííîþ

íîðìîþ

∥f∥LM (0,a) := inf

{
α > 0 :

∫ a

0

M
(
|f(t)|/α

)
dt ≤ 1

}
,

i Lp(0, a) , 0 < p < +∞ , � ïðîñòið âñiõ âèìiðíèõ íà (0, a) çà Ëåáåãîì ôóíêöié

f(t) òàêèõ, ùî

||f ||Lp(0,a) :=
(∫ a

0

|f(t)|pdt
) 1
p

< +∞.
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Íåõàé òàêîæ Up(0, a) � îäèíè÷íà êóëÿ ïðîñòîðó Lp(0, a) , i Ω � ìíîæèíà

âñiõ íåçðîñòàþ÷èõ äîäàòíèõ ôóíêöié ω(t) , iñòîòíî îáìåæåíèõ íà ïðîìiæ-

êó (0, a) , 0 < a ≤ +∞ , äëÿ ÿêèõ ó âèïàäêó, êîëè a = +∞ âèêîíó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t→+∞

ω(t) = 0.

Íåõàé, äàëi, ω � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç Ω , i ïðè äàíîìó p ∈ (0,+∞)

M ω
p � ìíîæèíà âñiõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié m = m(t) ç Up(0, a) , äëÿ ÿêèõ

äîáóòîê ω(t)m(t) íà ïðîìiæêó (0, a) íå çðîñòà¹ i ïðèéìà¹ ñêií÷åíó êiëüêiñòü

çíà÷åíü. Äëÿ êîæíîãî σ ∈ (0, a) i äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié ω ∈ Ω i m ∈ M ω
p

ðîçãëÿíåìî àíàëîãè âåëè÷èí eσ(φy)LM (A;dµ)

Eσ(m;ω)LM := eσ(ωm)LM (0;a) =

= inf
{∥∥ω(t)m(t)− χδσ(t)ω(t)m(t)

∥∥
LM (0;a)

: δσ ⊂ (0, a)
}
=

= inf

{
inf

{
α > 0 :

∫
(0;a)\δσ

M
(
ω(t)m(t)/α

)
dt ≤ 1

}
: δσ ⊂ (0, a)

}
, (6.63)

äå δσ � ïiäìíîæèíè ç (0; a), ìiðè ÿêèõ äîðiâíþþòü σ , i àíàëîãè âåëè÷èí

(6.60):

Eσ(M ω
p , ω)LM := sup{Eσ(m;ω)LM : m ∈ M ω

p } =

= sup{eσ(ωm)LM (0;a) : m ∈ M ω
p }. (6.64)

Ëåìà 6.4.1. Íåõàé ω ∈ Ω , p ∈ (0,+∞) i M(t) � ôóíêöiÿ Îðëè÷à òàêà,

ùî M(t1/p) òåæ ¹ ôóíêöi¹þ Îðëè÷à.

Òîäi äëÿ êîæíîãî σ ∈ (0, a) ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Eσ(M ω
p , ω)LM = sup

{(∫ s

0

ω−p(t)dt
)− 1

p

/M−1(
1

s− σ
) : s ∈ (σ, a]

}
. (6.65)

Ïðè öüîìó òî÷íà âåðõíÿ ìåæà â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (6.65) çàâæäè äî-

ñÿãà¹òüñÿ â äåÿêié ñêií÷åííié òî÷öi s∗ ∈ (σ, a] . Òî÷íà âåðõíÿ ìåæà â ïðàâié
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÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (6.64) ðåàëiçó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ m∗ = m∗(t) ç M ω
p ,

äå

m∗(t) =
χ(0, s∗)(t)

ω(t)

(∫ s∗

0

ω−p(x)dx
)− 1

p

, (6.66)

à χ(0, s∗)(t) � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè (0, s∗).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé m � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç ìíîæèíè M ω
p . Òîäi äî-

áóòîê ω(t)m(t) ïðè äåÿêîìó n ∈ N çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

ω(t)m(t) = yk, t ∈ (sk−1, sk), k = 1, 2, . . . , n+ 1, (6.67)

äå

y1 > y2 > . . . > yn > yn+1 = 0

� äåÿêi ÷èñëà, i

0 = s0 < s1 < . . . < sn ≤ sn+1 = a.

Çâiäñè ïðè ∆k = sk − sk−1 , k = 1, 2, . . . , n , ìà¹ìî

Eσ(m,ω)LM = inf

{
α > 0 :

∫ a

σ

M
(
ω(t)m(t)/α

)
dt ≤ 1

}
=

= inf

{
α > 0 :

n∑
k=1

M(yk/α)∆k −
∫ σ

0

M
(
ω(t)m(t)/α

)
dt ≤ 1

}
.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ìîæíà ââàæàòè, ùî äîâæèíà ∆1 ïðîìiæêó (0, s1) ,

íà ÿêîìó äîáóòîê ω(t)m(t) íàáóâà¹ ñâîãî íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ, íå ìåíøà

çà σ . ßêùî öå íå òàê, òî ÷åðåç kσ , kσ ∈ [1, n+ 1] , ïîçíà÷èìî íàéìåíøå íà-

òóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî skσ > σ , i ïîêëàäåìî

s̃0 = 0, s̃1 = skσ , ỹ1 = ykσ ; s̃k = skσ+k−1, ỹk = ykσ+k−1,

äå k = 2, . . . , n − kσ + 1 . Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ m̃(t) òàêó, ùî m̃(t) = 0 ïðè

t > s̃n−kσ+1 , i

ω(t) m̃(t) = ỹk, t ∈ (s̃k−1, s̃k), k = 1, 2, . . . , n− kσ + 1.
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Äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨

∆̃1 = s̃1 − s̃0 = skσ > σ,

i

∥m̃||Lp(0,a) ≤ ||m||Lp(0,a) ≤ 1,

òîáòî, m̃ ∈ M ω
p i

Eσ(m̃, ω)LM = inf

{
α > 0 : M(ỹ1/α)(∆̃1 − σ) +

n−kσ+1∑
k=2

M(ỹk/α)∆k ≤ 1

}
=

= inf

{
α > 0 : M(ykσ/α)(skσ − σ) +

n−1∑
k=kσ+1

M(yk/α)∆k ≤ 1

}
= Eσ(m,ω).

Çâàæàþ÷è íà öi ôàêòè, íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî äîâæèíà ïðîìiæêó

(0, s1) íå ìåíøà çà σ . Â òàêîìó âèïàäêó

Eσ(m,ω)LM = inf

{
α > 0 : M(y1/α)(∆1 − σ) +

n∑
k=2

M(yk/α)∆k ≤ 1

}
. (6.68)

Âíàñëiäîê ñïiââiäíîøåíü (6.67) ïðè êîæíîìó k = 1, 2, . . . , n

mk :=

∫ sk

sk−1

mp(x)dx = ypk

∫ sk

sk−1

ω−p(x)dx,

i òîìó yk = ω(t)m(t) = ωkm
1
p

k , t ∈ [sk−1, sk), äå

ωk :=
(∫ sk

sk−1

ω−p(x)dx
)− 1

p

.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ðiâíiñòü (6.68) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Eσ(m,ω)LM = inf

{
α > 0 : Fσ(m,α) ≤ 1

}
,

äå

Fσ(m,α) := Fσ(m,ω, α,M) =M
(
ω1m

1
p

1/α
)
(∆1 − σ)+

+
n∑
k=2

M
(
ωkm

1
p

k/α
)
∆k.
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Ïîêëàäåìî N(t) = M(t1/p) , pk = ω−p
k , ak = ωpkmk/α

p , k = 1, 2, . . . , n ,

i âèáåðåìî ÷èñëà bk òàê, ùî b1 = (∆1−σ)ωp1 òà bk = ∆kω
p
k ïðè k = 2, . . . , n .

Òîäi äëÿ îöiíêè âåëè÷èíè Fσ(m,α) ìîæíà âèêîðèñòàòè ëåìó 6.2.1.

Çàñòîñîâóþ÷è çàçíà÷åíó ëåìó, îòðèìà¹ìî

Fσ(m,α) =
n∑
k=1

pkbkN(ak) ≤

≤ max

{
N

( ∑n
k=1mk

αp
∑l

k=1 ω
−p
k

)( l∑
k=1

∆k − σ

)
: l ∈ [1, n]

}
=

= max

{
M

( ||m||Lp(0,a)
α(
∫ sl
0 ω−p(x) dx)1/p

)
(sl − σ) : l ∈ [1, n]

}
.

i îñêiëüêè ||m||Lp(0,a) ≤ 1 , à ôóíêöiÿ M íåñïàäíà, òî äëÿ äîâiëüíîãî α > 0

Fσ(m,α) ≤ sup
{
(s− σ)M(ω̃s/α) : s ∈ (σ, a]

}
, (6.69)

äå

ω̃s :=
(∫ s

0

ω−p(x)dx
)− 1

p

.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ M(t) îïóêëà äî íèçó i M(0) = 0 , òî äëÿ äîâiëüíîãî

÷èñëà µ ∈ [0, 1] i t ≥ 0 çíàõîäèìî

M(µt) =M(µt+ (1− µ) · 0) ≤ µM(t) + (1− µ)M(0) ≤ µM(t). (6.70)

Çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó, êîëè a < +∞ , iñíó¹ ÷èñëî sα ∈ (σ, a] ,

ÿêå ðåàëiçó¹ òî÷íó âåðõíþ ìåæó â ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (6.69).

ßêùî æ a = +∞ , òî áåðó÷è äî óâàãè ìîíîòîííå ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ ïðè

t → +∞ ôóíêöi¨ ω(t) , íåñïàäàííÿ ÷àñòêè M(t1/p)/t, t > 0, òà íåðiâíiñòü

M(t/µ) ≤ M(t)/µ, ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ Îðëè÷à M(t) òà

áóäü-ÿêèõ ÷èñåë µ ≥ 1 i t ≥ 0 (äèâ. ñïiââiäíîøåííÿ (6.70) ), äëÿ äîâiëüíîãî

ôiêñîâàíîãî α > 0 îòðèìó¹ìî

lim
s→+∞

(s− n)M(ω̃s/α) = lim
s→+∞

(s− σ)M

(
1

α

(∫ s

0

ω−p(t) dt
) 1
p

)
≤



300

≤ K lim
s→+∞

ω(s/2)
M(1/s1/p)

1/s
= 0. (6.71)

Òîìó i â öüîìó âèïàäêó çíàéäåòüñÿ ïðèíàéìíi îäíå ÷èñëî sα > σ , ÿêå ðå-

àëiçó¹ òî÷íó âåðõíþ ìåæó â ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (6.69). Îòæå, ç

óðàõóâàííÿì (6.69) ìà¹ìî

Fσ(m,α) ≤ sup
{
(s− σ)M(ω̃s/α) : s ∈ (σ, a]

}
=

= (sα − σ)M(ω̃sα/α). (6.72)

Äàëi, äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ m ∈ M ω
p ïîêëàäåìî

αm := Eσ(m;ω)LM = inf

{
α > 0 :

∫ a

σ

M
(
ω(t)m(t)/α

)
dt ≤ 1

}
, (6.73)

i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ m̄ = m̄(t) òàêó, ùî

m̄(t) =


(∫ s

0 ω
−p(τ) dτ

)−1

ω−1(t), t ∈ (0; s],

0, t ∈ (s; a),
(6.74)

äå s = sαm , ÷èñëî sαm âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (6.72) ïðè α = αm .

Òîäi î÷åâèäíî, ùî m̄ ∈ M ω
p , i âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Fσ(m,αm) =

a∫
σ

M
(
ω(t)m(t)/αm

)
dt ≤

≤
a∫

σ

M
(
ω(t)m̄(t)/αm

)
dt = Fσ(m̄, αm),

ç ÿêîãî iç âðàõóâàííÿì (6.73) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

Eσ(m;ω)LM ≤ Eσ(m̄;ω)LM .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M̄ ω
p ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié m̄ ∈ M ω

p , äëÿ êîæíî¨ ç

ÿêèõ iñíó¹ ÷èñëî s ∈ (σ, a) , s = s(m̄) , ùî ìà¹ ìiñöå çîáðàæåííÿ (6.74). Òîäi
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ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Eσ(M ω
p , ω)LM = sup{Eσ(m;ω)LM : m ∈ M̄ ω

p }

Çâiäñè íà ïiäñòàâi (6.74) îòðèìó¹ìî

Eσ(M ω
p , ω)LM = sup

s∈(σ;a)
inf

{
α > 0 : (s− σ)M

((∫ s

0

ω−p(t)dt
)− 1

p

/α

)
≤ 1

}
=

= sup
s∈(σ;a)

ξs,

äå ÷èñëà ξs âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ

ξs :=
(∫ s

0

ω−p(t) dt
)− 1

p

/M−1(
1

s− σ
),

M−1 � ôóíêöiÿ, îáåðíåíà äî M . Ïðè öüîìó âíàñëiäîê (6.71) äëÿ äîâiëüíîãî

ε > 0 iñíó¹ òàêèé íîìåð sε , ùî ïðè âñiõ s > sε âåëè÷èíà (s−n)M(ω̃s/ε) < 1

i òîìó ïðè âñiõ s > sε , ξs < ε . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî çàâæäè iñíó¹ òàêå ÷èñëî

s∗ , ùî sup
s>n

ξs = ξs∗ .

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ëåìè 6.4.1 äîñòàòíüî ïîìiòèòè, ùî ôóíêöiÿ

m∗ , âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (6.66), íàëåæèòü ìíîæèíi M ω
p , i äëÿ íå¨

Eσ(m∗, ω)LM =
(∫ s∗

0

ω−p(t) dt
)− 1

p

/M−1(
1

s∗ − σ
).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.4.2. Íåõàé φ ∈ Φ(A) , p ∈ (0,+∞) i M �

äåÿêà ôóíêöiÿ Îðëè÷à òàêà, ùî ôóíêöiÿ M(t1/p) òåæ ¹ ôóíêöi¹þ Îðëè÷à.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Gσ = Gσ(φ, p) ïðàâó ÷àñòèíó ñïiââiäíîøåííÿ (6.61). Ïîêà-

æåìî ñïî÷àòêó, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ Up(A) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

eσ(φy) ≤ Gσ. (6.75)

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ yn , ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

φ(x)yn(x) =

k
n , x : k

n ≤ φ(x)y(x) < k+1
n , k = 0, 1, . . . , n2 − 1,

n, x : φ(x)y(x) ≥ n.
(6.76)
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Áà÷èìî, ùî yn ∈ Up(A) i äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ A òà n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

φ(x)y(x) ≥ φ(x)yn(x).

Òîìó

eσ(φyn)LM (A;dµ) ≤ eσ(φy)LM (A;dµ).

Âíàñëiäîê òîãî, ùî φ ∈ Φ(A) i y ∈ LM(A; dµ) ìà¹ìî

∥φy − φyn∥LM (A;dµ) → 0 (n→ +∞).

Òîäi äëÿ ôiêñîâàíî¨ ìíîæèíè γσ ∈ Γσ

∥φy − χγσφy∥LM (A;dµ) ≤ ∥φy − φyn∥LM (A;dµ) + ∥φyn − χγσφyn∥LM (A;dµ)+

+∥χγσφy − χγσφyn∥LM (A;dµ) ≤ 2∥φy − φyn∥LM (A;dµ)+

+∥φyn − χγσφyn∥LM (A;dµ).

Çâiäñè ïðè n→ +∞ îòðèìó¹ìî

|eσ(φy)LM (A;dµ) − eσ(φy)LM (A;dµ)| ≤ 2∥φy − φyn∥LM (A;dµ) → 0.

Òîìó ÿêùî äîâåñòè ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi (6.75) äëÿ âñiõ ôóíêöié yn , ÿêi

âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (6.76), òî çâiäñè áóäå âèïëèâàòè, ùî öÿ íåðiâíiñòü

âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ Up(A) .
Íàñïðàâäi ìè äîâåäåìî áiëüø çàãàëüíèé ôàêò. Äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ φ ïî-

çíà÷èìî ÷åðåç U φ
p (A) ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié y ∈ Up(A) , äëÿ ÿêèõ äîáóòîê

φ(x)y(x) íàáóâà¹ íà ìíîæèíi A òiëüêè ñêií÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü (çðî-

çóìiëî, ùî ó âèïàäêó, êîëè mesµA = ∞ , öi çíà÷åííÿ íå äîðiâíþþòü íóëþ

ëèøå íà ìíîæèíàõ ñêií÷åííî¨ ìiðè), i ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî íåðiâíiñòü (6.75)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ U φ
p (A) .

Îòæå, íåõàé ôóíêöiÿ y ∈ U φ
p (A) òàêà, ùî ïðè äåÿêîìó n ∈ N äîáóòîê

φ(x)y(x)=:f(x) íàáóâà¹ íà ìíîæèíi A ëèøå n ðiçíèõ âiäìiííèõ âiä íóëÿ

çíà÷åíü fk , k = 1, n , ÿêi äëÿ çðó÷íîñòi óïîðÿäêó¹ìî çà ñïàäàííÿì:

f1 > f2 > . . . > fn > 0,
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i ïîêëàäåìî

Ak := {x ∈ A : f(x) = fk}, µ(Ak) =: µk.

Òîäi

eσ(φy)LM (A;dµ) = inf
γσ

inf

{
α > 0 :

∫
A\γσ

M
(
f(x)/α

)
dµ ≤ 1

}
=

= inf

{
α > 0 :

n∑
k=1

M(fk/α)µk − sup
γσ

∫
γσ

M
(
f(x)/α

)
dµ ≤ 1

}
. (6.77)

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ìîæíà ââàæàòè µ1 = µ(A1) ≥ σ . Ç öi¹þ ìåòîþ äëÿ

äàíîãî σ ∈ (0, a) ïîçíà÷èìî ÷åðåç kσ íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî
kσ∑
k=1

µk ≥ σ , i ïîêëàäåìî

Ã1 =
kσ∪
i=1

Ai, f̃1 = fkσ ; Ãk = Akσ+k−1, f̃k = fkσ+k−1,

äå k = 2, . . . , n− kσ + 1 . Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ ỹ(x) òàêó, ùî

ỹ(x) = 0, t ∈ A \ ∪n−kσ+1
i=1 Ãi,

i

φ(x) ỹ(x) = f̃k, x ∈ Ãk, k = 1, 2, . . . , n− kσ + 1.

Äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ µ(Ã1) ≥ σ, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

||ỹ||Lp(A,dµ) ≤ ||y||Lp(A,dµ) ≤ 1,

òîáòî ỹ ∈ U φ
p (A) i

eσ(φ ỹ)LM (A;dµ) =

= inf

{
α > 0 : M

( f̃1
α

)
(mesµÃ1 − σ) +

n−kσ+1∑
k=2

M
( f̃k
α

)
µ(Ãk) ≤ 1

}
=

= inf

{
α > 0 : M

(fkσ
α

)( kσ∑
k=1

µk − σ

)
+

n−1∑
k=kσ+1

M
(fk
α

)
µk ≤ 1

}
=

= eσ(φy)LM (A;dµ).
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Òîìó äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî µ -ìiðà ìíîæèíè A1 íå ìåíøà σ .

Íà ïðîìiæêó t ∈ (0, a) ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

m′(t) = m′(y, t) =

φ̄−1(t)fk, t ∈ (ak−1, ak], k = 1, n,

0, t ∈ (an, a),
(6.78)

äå φ̄(t) � íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ φ(x) , i ak :=
∑k

i=1 µi , a0 := 0 .

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ôóíêöiÿ m′ íàëåæèòü îäèíè÷íié êóëi Up(0, a) ïðîñòîðó

Lp(0, a) i äëÿ íå¨ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

eσ(φy)LM (A;dµ) = inf
δσ∈(0,a)

inf

{
α > 0 :

∫
(0;a)\γσ

M
(
φ̄(t)m′(t)/α

)
dt ≤ 1

}
=

= Eσ(m′, φ̄)LM . (6.79)

Òèì ñàìèì çàäà÷ó ïðî îöiíêó âåëè÷èíè eσ(φy)LM (A;dµ) äëÿ y ∈ U φ
p (A) áó-

äå çâåäåíî äî äîñëiäæåííÿ âåëè÷èí Eσ(m′, φ̄)LM íà ìíîæèíi âñiõ ôóíêöié

m′ ∈ Up(0, a) âèãëÿäó (6.78).

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî a1 = µ1 ≥ σ , ìà¹ìî

Eσ(m′, φ̄)LM =

= inf

{
α > 0 : M

(f1
α

)
(a1 − σ) +

n∑
k=2

M
(fk
α

)
(ak − ak−1) ≤ 1

}
=

= inf

{
α > 0 : M

(f1
α

)
(µ1 − σ) +

n∑
k=2

M
(fk
α

)
µk ≤ 1

}
. (6.80)

Ç iíøîãî áîêó, âíàñëiäîê (6.77)

eσ(φy)LM (A;dµ) =

= inf

{
α > 0 :

n∑
k=1

M
(fk
α

)
µk − sup

γσ

∫
γσ

M
(
f(x)/α

)
dµ ≤ 1

}
=

= inf

{
α > 0 : M

(f1
α

)
(a1 − σ) +

n∑
k=2

M
(fk
α

)
µk ≤ 1

}
. (6.81)
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Ïîðiâíþþ÷è âèðàçè â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ñïiââiäíîøåíü (6.80) òà (6.81),

áà÷èìî, ùî äiéñíî eσ(φy)LM (A;dµ) = Eσ(m′, φ̄)LM . Íåðiâíiñòü

||m′||Lp(0,a) ≤ ||y||Lp(A,dµ) ≤ 1 (6.82)

äîâîäèòüñÿ öiëêîì àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (3.23) ç ðîáîòè [234].

Íåõàé, äàëi, M φ̄
p � ìíîæèíà âñiõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié m ∈ Up(0, a) ,

äëÿ ÿêèõ äîáóòîê φ̄(t)m(t) íà ïðîìiæêó (0, a) íå çðîñòà¹ i íàáóâà¹ ëèøå

ñêií÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü. Â ñèëó (6.78) òà íåðiâíîñòi (6.82) áà÷èìî, ùî

m′ ∈ M φ̄
p , i òîìó ç óðàõóâàííÿì (6.79) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ U φ

p (A)

eσ(φy)LM (A;dµ) ≤ sup
m∈M φ̄

p

inf
γσ∈(0,a)

inf

{
α > 0 :

∫
(0;a)\γσ

M
(φ̄(t)m(t)

α

)
dt ≤ 1

}
=

= Eσ(Mφ̄
p , φ̄)LM . (6.83)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âåëè÷èíè Eσ(Mφ̄
p ; φ̄)LM ñêîðèñòà¹ìîñÿ äîâåäåíîþ âè-

ùå ëåìîþ 6.4.1. Ïîêëàäàþ÷è ω(t) = φ̄(t) , t ∈ (0, a) , áà÷èìî, ùî ω ∈ Ω , i

çãiäíî ç (6.65) îòðèìó¹ìî

Eσ(Mφ̄
p , φ̄)LM = sup

{(∫ s

0

φ̄−p(t)dt
)− 1

p

/M−1(
1

s− σ
) : s ∈ (σ, a]

}
. (6.84)

Ïðè öüîìó òî÷íà âåðõíÿ ìåæà â ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ

äîñÿãà¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó ñêií÷åííîìó çíà÷åííi s = s∗ . Ñïiâñòàâëåííÿ (6.83)

òà (6.84) ïðèâîäèòü íàñ äî âèñíîâêó, ùî íåðiâíiñòü (6.75) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ

äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ U φ
p (A) , à îòæå, i äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ y ç ìíîæèíè

Up(A) .
Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.4.2 ïîêàæåìî, ùî ó ìíîæèíi

Up(A) iñíó¹ ôóíêöiÿ y∗ = y∗(x, φ̄, σ, p) , äëÿ ÿêî¨

eσ(φy
∗)LM (A;dµ) =

(∫ s∗

0

φ̄−p(t)dt
)− 1

p

/M−1(
1

s∗ − σ
).

Ç öi¹þ ìåòîþ âèäiëèìî ç ìíîæèíè {x ∈ A : φ(x) ≥ φ̄(s∗−)}
äîâiëüíó âèìiðíó ïiäìíîæèíó E µ -ìiðè s∗ , ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó

{x ∈ A : φ(x) > φ̄(s∗−)} , i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ y∗ , âèçíà÷åíó ñïiââiä-
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íîøåííÿì (6.62). Äëÿ íå¨ ìà¹ìî: y∗ ∈ LM(A, dµ) i

||y∗||pLp(A,dµ) =
∫
A
y∗(x)p dµ =

∫
E
φ−p(x) dµ

(∫
E
φ−p(t) dµ

)−1

= 1,

òîáòî y∗ ∈ Up(A) . Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà h ≥ 0 µ -ìiðà ìíîæèíè

{x ∈ E : φ(x) ≥ h} äîðiâíþ¹ ìiði Ëåáåãà ìíîæèíè {t ∈ (0, s∗) : φ̄(t) ≥ h} ,
òî ∫

E
φ−p(x) dµ =

s∗∫
0

φ̄−p(t) dt,

i òîìó

eσ(φy
∗)LM = inf

γσ
inf

{
α > 0 :

∫
A\γσ

M
(
φ(x)y∗(x)/α

)
dµ ≤ 1

}
=

= inf

{
α > 0 : (s∗ − σ)M

((∫
E
φ−p(x)dµ

)− 1
p

/α

)
≤ 1

}
=

= inf

{
α > 0 : M

((∫ s∗

0

φ̄−p(t)dt
)− 1

p

/α

)
≤ 1

s∗ − σ

}
=

=

( ∫ s∗
0 φ̄−p(t)dt

)− 1
p

M−1( 1
s∗−σ)

.

Îòæå, ñïiââiäíîøåííÿ (6.61) äiéñíî ¹ ðiâíiñòþ.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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6.5. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 6

Â öüîìó ðîçäiëi:

1. Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîðàõ ÷èñëîâèõ

ïîñëiäîâíîñòåé çi çìiííèì ïîêàçíèêîì ïiäñóìîâóâàííÿ lp , à òàêîæ äèñ-

êðåòíèõ ïðîñòîðàõ Îðëè÷à lM .

2. Îòðèìàíî íèçêó íåðiâíîñòåé òèïó ×åáèøåâà, ÿêi óòî÷íþþòü äåÿêi ðå-

çóëüòàòè ïîïåðåäíèêiâ.

3. Îá÷èñëåíî òî÷íi çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, áàçèñíèõ ïîïåðå÷íèêiâ

òà ïîïåðå÷íèêiâ çà Êîëìîãîðîâèì ìíîæèí îáðàçiâ äiàãîíàëüíèõ îïåðà-

òîðiâ ó ïðîñòîðàõ lp òà lM .

4. Îòðèìàíî òî÷íi çíà÷åííÿ àíàëîãiâ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà áàçèñíèõ

ïîïåðå÷íèêiâ ó ïðîñòîðàõ Îðëè÷à LM(A; dµ) êëàñiâ íåâiä'¹ìíèõ ôóí-

êöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ ôóíêöi¨ òà

ôóíêöié iç îäèíè÷íèõ êóëü U+
M(A) öèõ ïðîñòîðiâ.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî ó ïðàöÿõ [266�269].



308

Âèñíîâêè

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçðîáëåíî ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ íèçêè åêñòðå-

ìàëüíèõ çàäà÷ òåîði¨ íàáëèæåííÿ. Ó ïðîöåñi ðîçðîáêè ìåòîäó ðîçâ'ÿçàíî ïðî-

áëåìè, ÿêi ïðåäñòàâëÿþòü çíà÷íèé ñàìîñòiéíèé iíòåðåñ, à ñàìå:

1. Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi â ïðîñòîðàõ Lp(R)(p > 1) òà ïîòî÷êî-

âî¨ çáiæíîñòi ðÿäiâ Ôóð'¹ ïî ñèñòåìàõ {Φn(t)}, n ∈ Z, âèðàæåíi â òåð-
ìiíàõ îáìåæåíü íà ïîñëiäîâíîñòi ïîëþñiâ öèõ ñèñòåì. Îá÷èñëåíî òî÷íå

çíà÷åííÿ âåëè÷èíè E (z,A) íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ÿäðà Êîøi C(·, z) â
ìåòðèöi Lq(R) ïiäïðîñòîðîì A , ó âèïàäêó, êîëè A = H⊥

p (an)∨Hn⊥
p,Φ+ òà

â ÿâíîìó âèãëÿäi ïîáóäîâàíî äëÿ öèõ ïiäïðîñòîðiâ åëåìåíò íàéêðàùîãî

íàáëèæåííÿ òà äîâåäåíî éîãî ¹äèíiñòü. Ïîáóäîâàíî íàéêðàùèé ëiíiéíèé

ìåòîä ïîòî÷êîâîãî òà ðiâíîìiðíîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöié ç îäèíè÷íèõ

êóëü ïðîñòîðiâ Ãàðäi Hp(C+) .

2. Äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi ñóì Vn,p(f ;x)

íà êëàñàõ Lψ1 i LψH0
ω1
, ψ1 ∈ M0, ψ1 ∈ M′

0 çíàéäåíî àñèìïòîòè-

÷íi ðiâíîñòi, ÿêi â áàãàòüîõ âàæëèâèõ âèïàäêàõ äàþòü ðîçâ'ÿçîê çàäà-

÷i Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî. Îá÷èñëåíî âåëè÷èíè òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ

ïîòî÷êîâèõ âiäõèëåíü ñóì Âàëëå Ïóññåíà íà êëàñi K∞ àíàëiòè÷íèõ ó

êðóçi D ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ iíòåãðàëàìè òèïó Êîøi. Çíàéäåíî

ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ âåëè÷èí íàéêðàùèõ ðiâíîìiðíèõ ðàöiîíàëüíèõ íà-

áëèæåíü iç ôiêñîâàíèìè ïîëþñàìè äëÿ ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ çãîð-

òêàìè ôóíêöié iç Lp(0, 2π] iç ôiêñîâàíèìè ÿäðàìè, çàäàíèìè ó âèãëÿäi

ñóìè ðÿäó çà ñèñòåìîþ Òàêåíàêè-Ìàëüìêâiñòà. Âñòàíîâëåíî àñèìïòîòè-

÷íi ïðè n→ ∞ ðiâíîñòi äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü ó ðiâíîìiðíié

òà iíòåãðàëüíèõ ìåòðèêàõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ U∗
n−1(f ; x) ñïåöi-

àëüíîãî âèãëÿäó íà êëàñàõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ çãîðòêàìè
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ç ÿäðàìè, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Äàëàìáåðà. Îïèñàíî

âñi âèïàäêè ñïiââiäíîøåíü ìiæ ÷èñëàìè r i s , çà ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-

íiñòü ∥Wr,s∥H∞ = 1. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíî äî çíàõîäæåííÿ

íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ôóíêöié ïðîñòîðó Ãàðäi Hp(D).

3. Äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü ó ïðîñòîðàõ L̂p îïåðàòîðiâ Âàëëå

Ïóññåíà òà ìîäèôiêîâàíèõ îïåðàòîðiâ Ôóð'¹ íà êëàñàõ L̂ψβ,p, ψ ∈ Dα

îòðèìàíî àñèìïòîòè÷íi íåðiâíîñòi. Ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó, êîëè p = ∞
i ïðè σ → ∞ îäíî÷àñíî c = c(σ) → ∞ i σ − c → ∞ , óñi îòðèìàíi

íåðiâíîñòi ïåðåòâîðþþòüñÿ â àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi, ùî äàþòü ðîçâ'ÿçîê

âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî. Öþ çàäà÷ó òàêîæ ðîçâ'ÿ-

çàíî äëÿ îïåðàòîðiâ Âàëëå Ïóññåíà íà êëàñàõ L̂ψβ,1, ψ1 ∈ A0, ψ2 ∈ A′
0 ó

ïðîñòîði L̂1.

4. Çíàéäåíî óìîâè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü âêëàäåííÿ ìíîæèí LψLp(·) â Lq(·) òà

LψLM â LN , à òàêîæ îá÷èñëåíî ïîðÿäêè íàáëèæåííÿ ñóìàìè Ôóð'¹.

Çíàéäåíî ïîðÿäêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìií-

íèì ïîêàçíèêîì òà ïðîñòîðàõ Îðëè÷à íà ìíîæèíàõ ψ -äèôåðåíöiéîâàíèõ

ôóíêöié. Çàçíà÷åíî âèïàäêè, êîëè ïîðÿäêè íàáëèæåííÿ ñóìàìè Ôóð'¹

çáiãàþòüñÿ ç ïîðÿäêàìè âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü íà öèõ ìíî-

æèíàõ ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà çi çìiííèì ïîêàçíèêîì ïiäñóìîâóâàííÿ òà

ïðîñòîðàõ Îðëè÷à. Îòðèìàíî íåðiâíîñòi òèïó Áåðíøòåéíà äëÿ íîð-

ìè (ψ; β) -ïîõiäíî¨ òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà ó ïðîñòîðàõ Lp(·) òà

LM . Äîâåäåíî îáåðíåíi òåîðåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ íà ìíîæèíàõ (ψ; β) -

äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié â óçàãàëüíåíèõ ïðîñòîðàõ Ëåáåãà òà ïðîñòî-

ðàõ Îðëè÷à.

5. Îòðèìàíî íèçêó iíòåãðàëüíèõ íåðiâíîñòåé òèïó ×åáèøåâà. Îá÷èñëåíî

òî÷íi çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, áàçèñíèõ ïîïåðå÷íèêiâ òà ïîïåðå-

÷íèêiâ çà Êîëìîãîðîâèì ïåâíèõ ìíîæèí îáðàçiâ äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ

ó ïðîñòîðàõ ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé lp òà lM . Îòðèìàíî òî÷íi çíà÷åí-

íÿ àíàëîãiâ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà áàçèñíèõ ïîïåðå÷íèêiâ ó ïðîñòîðàõ

Îðëè÷à LM(A; dµ) êëàñiâ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ ó âè-

ãëÿäi äîáóòêó ôiêñîâàíî¨ ôóíêöi¨ òà ôóíêöié ç îäèíè÷íèõ êóëü U+
M(A)

öèõ ïðîñòîðiâ.
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M. Ružic̆ka . Lect. Notes Math. � Berlin, Heidelberg: Springer-Verlag. �

2000. � Vol. 1748. � 176 p.

163. Ðóêàñîâ Â.È. Ïðèáëèæåíèå îïåðàòîðàìè Âàëëå-Ïóññåíà ôóíêöèé, çà-

äàííûõ íà äåéñòâèòåëüíîé îñè / Â.È. Ðóêàñîâ // Óêð. ìàò. æóðí. �

1992. � T. 44, � 5. � Ñ. 682 � 691.

164. Ðóêàñîâ Â.È. Ïðèáëèæåíèå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îïåðàòîðàìè Âàëëå-

Ïóññåíà / Â.È. Ðóêàñîâ // Óêð. ìàò. æóðí. � 2003. � 55, � 3. � Ñ. 414

� 424.

165. Ðóêàñîâ Â.È. Ïðèáëèæåíèå ñóììàìè Âàëëå Ïóññåíà êëàññîâ àíàëèòè-

÷åñêèõ ôóíêöèé / Â.È. Ðóêàñîâ // Óêð. ìàò. æóðí. � 2003. � Ò. 55,

� 6. � Ñ. 806 � 816.

166. Ðóêàñîâ Â.È. Ïðèáëèæåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñóììàìè Âàëëå-

Ïóññåíà / Â.È. Ðóêàñîâ, Î.À. Íîâèêîâ // Ðÿäè Ôóp'¹: òåîpiÿ i çàñòîñó-

âàííÿ. � Êè¨â: Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêpà¨íè. � 1998. � T. 20 � C. 228



324

� 241.

167. Ðóêàñîâ Â.È. Ïðèáëèæåíèå êëàññîâ Cψ
∞ ìåòîäàìè Âàëëå-Ïóññåíà /

Â.È. Ðóêàñîâ, Î.À. Íîâèêîâ, Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóí-

êöié òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ: Çá. íàóê. ïð. � Êè¨â: Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ

Óêðà¨íè, 2000. � Ñ. 396 � 406.

168. Ðóêàñîâ Â.È. Ïðèáëèæåíèå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îïåðàòîðàìè Âàëëå

Ïóññåíà / Â.È. Ðóêàñîâ, Å.Ñ. Ñèëèí // Óêð. ìàò. æóðí. � 2005. � T 57,

� 2, � Ñ. 230 � 239.

169. Ðóêàñîâ Â.È. Ïðèáëèæåíèå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íåáîëüøîé ãëàäêî-

ñòè îïåðàòîðàìè Âàëëå Ïóññåíà / Â.È. Ðóêàñîâ, Å.Ñ. Ñèëèí // Óêð.

ìàò. æóðí. � 2005. � T. 57, � 3, � Ñ. 394 � 400.

170. Ðóêàñîâ Â.È. Ïðèáëèæåíèå êëàññîâ CψHω ñóììàìè Âàëëå-Ïóññåíà /

Â.È. Ðóêàñîâ, Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Óêð. ìàò. æóðí. � 2002. � T. 54, � 5.

� Ñ. 681 � 691.

171. Ðóêàñîâ Â.È. Ïðèáëèæåíèå íåïðåðûâíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñóì-

ìàìè Âàëëå-Ïóññåíà (íåáîëüøàÿ ãëàäêîñòü) / Â.È. Ðóêàñîâ, Ñ.Î. ×àé-

÷åíêî // Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ñóìiæíi ïèòàííÿ. � Êè¨â, 2002.

� Ñ. 134 � 150. � (Ïðàöi Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè; Ò. 35).

172. Ðóêàñîâ Â.I. Íàáëèæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié ñóìàìè

Âàëëå-Ïóññåíà / Â.I. Ðóêàñîâ, Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Óêð. ìàò. æóðí. �

2002. � T. 54, � 12. � Ñ. 1653 � 1668.

173. Ðóêàñîâ Â.È. Ïðèáëèæåíèå ψ−èíòåãðàëîâ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé â

ðàâíîìåðíîé è èíòåãðàëüíîé ìåòðèêàõ / Â.È. Ðóêàñîâ, Ñ.Î. ×àé÷åíêî

// Åêñòðåìàëüíi çàäà÷i òåîði¨ ôóíêöié òà ñóìiæíi ïèòàííÿ. � Êè¨â, 2003.

� Ñ. 156 � 191. � (Ïðàöi Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè; Ò. 36).

174. Ðóêàñîâ Â.I. Íàáëèæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié ñóìàìè Âàëëå-Ïóññåíà

â ïðîñòîði L / Â.I. Ðóêàñîâ, Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Äîïîâiäi ÍÀÍ Óêðà¨íè.

� 2005. � � 4. � Ñ 36 � 38.

175. Ðóêàñîâ Â.È. Ïðèáëèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ìàëîé ãëàäêîñòè

ñóììàìè Âàëëå-Ïóññåíà â èíòåãðàëüíîé ìåòðèêå // Ïðîáëåìè òåîði¨

íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ñóìiæíi ïèòàííÿ / Âiäï. ðåä. Î.I. Ñòåïàíåöü /

Â.I. Ðóêàñîâ, Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Çá. ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà-

¨íè. � Ò. 1, � 1. � Êè¨â: Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2004. � Ñ.



325

270 � 281.

176. Ðóêàñîâ Â.I. Íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè Âàëëå Ïóññåíà iíòåãðàëiâ Ïóàñ-

ñîíà ôóíêöié, çàäàíèõ íà äiéñíié îñi / Â.I. Ðóêàñîâ, Ñ.Î. ×àé÷åíêî //

Ïðîáëåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ñóìiæíi ïèòàííÿ / Âiäï. ðåä.

Î.I. Ñòåïàíåöü // Çá. ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè. � Ò.2, �

2. � Êè¨â: Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2005. � Ñ. 228 � 237.

177. Ðóêàñîâ Â.I. Àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ Âàëëå Ïóññåíà

íà êëàññàõ L̂αβ / Â.I. Ðóêàñîâ, Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Ïðîáëåìè òåîði¨ íà-

áëèæåííÿ ôóíêöié òà ñóìiæíi ïèòàííÿ / Âiäï. ðåä. Î.I. Ñòåïàíåöü //

Çá. ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè. � Ò. 4, � 1. � Êè¨â: Ií-ò

ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2007. � Ñ. 284 � 301.

178. Ðóêàñîâ Â.I. Íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè Ôóð'¹ íà êëàñàõ ôóíêöié, ëî-

êàëüíî iíòåãðîâíèõ íà äiéñíié îñi / Â.I. Ðóêàñîâ, Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Òåî-

ðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ñóìiæíi ïèòàííÿ / Âiäï. ðåä.: À.Ñ. Ðîìàíþê

// Çá. ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè. � Ò. 5, � 1. � Êè¨â: Ií-ò

ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2008. � Ñ. 297 � 308.

179. Ðóêàñîâ Â.I. Íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè Âàëëå Ïóññåíà íà êëàñàõ ôóí-

êöié, ëîêàëüíî iíòåãðîâíèõ íà äiéñíié îñi / Â.I. Ðóêàñîâ, Ñ.Î. ×àé÷åíêî

// Óêð. ìàò. æóðí. � 2010. � 62, � 7. � Ñ. 968 � 978.

180. Ðóêàñîâ Â.I., ×àé÷åíêî Ñ.Î., Âîëêîâíèöüêèé Ä.Ñ. Íàáëèæåííÿ ψ̄ -

iíòåãðàëiâ ëîêàëüíî ñóìîâíèõ íà äiéñíié îñi ôóíêöié çà äîïîìîãîþ îïå-

ðàòîðiâ Âàëëå Ïóññåíà â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi // Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ

ôóíêöié òà ñóìiæíi ïèòàííÿ / Âiäï. ðåä.: À.Ñ. Ðîìàíþê // Çá. ïðàöü

Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè. � Ò. 7, � 1. � Êè¨â: Ií-ò ìàòåìàòèêè

ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2010. � Ñ. 221 � 234.

181. Ðóñàê Â. Í. Ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè êàê àïïàðàò ïðèáëèæåíèÿ /

Â.Í. Ðóñàê. � Ìèíñê: Èçä. ÁÃÓ èì. Â.È.Ëåíèíà, 1979. � 174 ñ.

182. Ðóñàê Â. Í. Î íàèëó÷øèõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ îäíîãî êëàññà

ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé / Â.Í. Ðóñàê, È.Â. Ðûáà÷åíêî // Âåñòíèê ÁÃÓ.,

Ñåð. 1. � 2010. � � 3. � Ñ. 106 � 110.

183. Ñàâ÷óê Â.Â. Øâèäêiñòü çáiæíîñòi ðÿäó Òåéëîðà äëÿ äåÿêèõ êëàñiâ àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié / Â.Â. Ñàâ÷óê // Óêð. ìàò. æóðí. � 1998. � T. 50, � 7.

� Ñ. 1001 � 1003.



326

184. Ñàâ÷óê Â.Â. Íàéêðàùi íàáëèæåííÿ ãîëîìîðôíèìè ôóíêöiÿìè. Çàñòîñó-

âàííÿ äî íàéêðàùèõ ìíîãî÷ëåíèõ íàáëèæåíü êëàñiâ ãîëîìîðôíèõ ôóí-

êöié / Â.Â. Ñàâ÷óê // Óêð. ìàò. æóðí. � 2007. � T. 59, � 8. � Ñ. 1047

� 1067.

185. Ñàâ÷óê Â. Â. Íàéêðàùi ëiíiéíi ìåòîäè íàáëèæåííÿ òà îïòèìàëüíi îð-

òîíîðìîâàíi ñèñòåìè ïðîñòîðó Ãàðäi / Â.Â. Ñàâ÷óê // Óêð. ìàò. æóðí.

� 2008. � Ò. 60, � 5. � Ñ. 661 � 671.

186. Ñàâ÷óê Â.Â. Íàéêðàùi ëiíiéíi ìåòîäè íàáëèæåííÿ îáìåæåíèõ ãàðìîíi-

÷íèõ ôóíêöié / Â.Â. Ñàâ÷óê // Íåëiíiéíi êîëèâàííÿ. � 2008. � T. 11,

� 2. � Ñ. 242 � 251.

187. Ñàâ÷óê Â. Â. Äåêiëüêà òâåðäæåíü ïðî ñóìè Âàëëå Ïóññåíà ôóíêöié ç

ïðîñòîðó Ãàðäi / Â.Â. Ñàâ÷óê, Ì.Â. Ñàâ÷óê // Çá. ïð. Ií-òó ìàòåìàòèêè

ÍÀÍ Óêðà¨íè. Ò.2, � 2: Ïðîáëåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ñóìi-

æíi ïèòàííÿ � Êè¨â: Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2005. � Ñ. 238 � 257.

188. Ñàâ÷óê Â.Â. Íàáëèæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ñóìàìè Âàëëå Ïóññåíà

/ Â.Â. Ñàâ÷óê, Ì.Â. Ñàâ÷óê, Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Ìàòåìàòè÷íi ñòóäi¨. �

2010. � 34, � 2/ � C. 207 � 219.

189. Ñàâ÷óê Â. Â. Íàéêðàùi íàáëèæåííÿ ÿäðà Êîøi íà äiéñíié îñi / Â.Â. Ñàâ-

÷óê, Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Óêð. ìàò. æóðí. � 2014. � Ò. 66, � 11. � Ñ. 1540

� 1549.

190. Ñàâ÷óê Â.Â. Äîïîâíåíÿ äî òåîðåìè Ô. Âiíåðà ïðî ðåøåòî / Â.Â. Ñàâ÷óê,

Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ñóìiæíi ïèòàííÿ /

Âiäï. ðåä.: À.Ñ. Ðîìàíþê // Çá. ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè.

� Ò. 12, � 4. � Êè¨â: Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2015. � Ñ. 262 �

272.

191. Samko S. G. Di�erentiation and integration of variable order and the spaces

Lp(x) / S. Samko // Proc. Int. Conf. Operator Theory and Complex and

Hypercomplex Analysis: Contemp. Math., 12 � 17 December 1994. � Mexi-

co, 1994. � T. 212. � P. 203 � 219.

192. Samko S.G. Convolution type operators in Lp(x) / S.G. Samko // Integral

Transform. Spec. Funct. � 1998. � Vol. 7, � 1�2. � P. 123 � 144.

193. Samko S.G. Hardy inequality in the generalized Lebesgue spaces /

S.G. Samko // Fract. Calc. Appl. Anal. � 2003. � Vol. 6, � 4. � P. 355 �



327

362.

194. Samko S. G. On a progress in the theory of Lebesgue spaces whith vari-

able exponent : Maximal and Singular operators / S. G. Samko // Integral

Transforms Spec. Funct. � 2005. � Ò. 16, � 5 � 6. � P. 461 � 482.

195. Ñåðäþê À.Ñ. Íàáëèæåííÿ iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà ñóìàìè Âàëëå-Ïóññåíà

/ À.Ñ. Ñåðäþê // Óêð. ìàò. æóðí. � 2004. � Ò. 56, � 1. � Ñ. 97 � 107.

196. Ñåðäþê À.Ñ. Ïðî îäèí ëiíiéíèé ìåòîä íàáëèæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóí-

êöié / À.Ñ. Ñåðäþê // Ïðîáëåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ñóìiæíi

ïèòàííÿ: Çá. ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè. � Êè¨â. � 2004. �

T. 1, � 1. � Ñ. 295 � 336.

197. Ñåðäþê À.Ñ. Íàáëèæåííÿ iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà îäíiì ëiíiéíèì ìåòîäîì

íàáëèæåííÿ â ðiâíîìiðíié òà iíòåãðàëüíié ìåòðèêàõ / À.Ñ. Ñåðäþê //

Óêð. ìàò. æóðí. � 2008. � T 60, � 7. � Ñ. 976 � 982.

198. Ñåðäþê À.Ñ. Ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü i íàáëèæåíü ñó-

ìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ (ψ; β)�äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié / À.Ñ. Ñåðäþê,

Ó.Ç. Ãðàáîâà // Óêð. ìàò. æóðí. � 2013. � T. 65, � 9. � Ñ. 1186 � 1197.

199. Ñåðäþê À.Ñ. Íàáëèæåííÿ êëàñiâ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ëiíiéíèì ìåòî-

äîì ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó / À.Ñ. Ñåðäþê, Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Óêð. ìàò.

æóðí. � 2011. � 63, � 1. � Ñ. 102 � 109.

200. Ñîêîëåíêî I.Â. Íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè Ñåðäþêà (ψ; β) -

äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié, çàäàíèõ íà äiéñíié îñi / I.Â. Ñîêîëåíêî //

Ïðîáëåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ñóìiæíi ïèòàííÿ: Çáiðíèê

ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè. � Êè¨â: Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ

Óêðà¨íè. � 2007. � Ò.4, � 1. � Ñ. 318 � 334.

201. Ñîêîëåíêî I.Â. Íàáëèæåííÿ äåÿêèìè ëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè êëàñiâ çà-

äàíèõ íà äiéñíié îñi íåïåðåðâíèõ (ψ; β) -äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié /

I.Â. Ñîêîëåíêî // Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ñóìiæíi ïèòàííÿ: Çáið-

íèê ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè. � Êè¨â: Ií-ò ìàòåìàòèêè

ÍÀÍ Óêðà¨íè. � 2008. � Ò. 5, � 1. � Ñ. 352 � 366.

202. Ñîêîëåíêî I.Â. Íàáëèæåííÿ êëàñiâ ëîêàëüíî ñóìîâíèõ ôóíêöié äåÿêè-

ìè ëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè / I.Â. Ñîêîëåíêî // Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóí-

êöié òà ñóìiæíi ïèòàííÿ: Çáiðíèê ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨-

íè. � Êè¨â: Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè. � 2010. � Ò. 7, � 1. � Ñ. 317



328

� 324.

203. Ñòåïàíåö À.È. Êëàññèôèêàöèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé è ñêîðîñòü ñõî-

äèìîñòè èõ ðÿäîâ Ôóðüå / À.È. Ñòåïàíåö // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð.: Ìà-

òåìàòèêà. � 1986. � T. 50, � 1. � Ñ. 101 � 136.

204. Ñòåïàíåö À.È. Êëàññèôèêàöèÿ è ïðèáëèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé

/ À.È. Ñòåïàíåö. � Êèåâ: Íàóê. Äóìêà, 1987. � 286 ñ.

205. Ñòåïàíåö À.È. Ïðèáëèæåíèå îïåðàòîðàìè Ôóðüå ôóíêöèé, çàäàííûõ

íà äåéñòâèòåëüíîé îñè / À.È. Ñòåïàíåö // Óêð. ìàò. æóðí. � 1988. �

T. 40, � 2. � Ñ. 198 � 209.

206. Ñòåïàíåö À.È. Êëàññû ôóíêöèé, çàäàííûõ íà äåéñòâèòåëüíîé îñè, è èõ

ïðèáëèæåíèå öåëûìè ôóíêöèÿìè. I / À.È. Ñòåïàíåö // Óêð. ìàò. æóðí.

� 1990. � T. 42, � 1. � Ñ. 102 � 112.

207. Ñòåïàíåö À.È. Êëàññû ôóíêöèé, çàäàííûõ íà äåéñòâèòåëüíîé îñè, è

èõ ïðèáëèæåíèå öåëûìè ôóíêöèÿìè. II / À.È. Ñòåïàíåö // Óêð. ìàò.

æóðí. � 1990. � T. 42, � 2. � Ñ. 210 � 222.

208. Ñòåïàíåö À.È. Ïðèáëèæåíèå â ïðîñòðàíñòâàõ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ

ôóíêöèé / À.È. Ñòåïàíåö // Óêð. ìàò. æóðí. � 1994. � T. 46, � 5. �

Ñ. 597 � 625.

209. Ñòåïàíåö À. È. Îáðàòíûå òåîðåìû ïðèáëèæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóí-

êöèé / À.È. Ñòåïàíåö // Óêð. ìàò. æóðí. � 1995. � Ò. 47, � 9. � Ñ. 1266

� 1273.

210. Ñòåïàíåö À.È. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå íà êëàññàõ ψ̄ -

èíòåãðàëîâ/ À.È. Ñòåïàíåö // Óêð. ìàò. æóðí. � 1997. � T. 49, � 8. �

Ñ. 1069 � 1113.

211. Ñòåïàíåö À.È. Ïðèáëèæåíèå ψ -èíòåãðàëîâ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé

ñóììàìè Ôóðüå (íåáîëüøàÿ ãëàäêîñòü) I / À.È. Ñòåïàíåö // Óêð. ìàò.

æóðí. � 1998. � T. 50, � 2. � Ñ. 274 � 291.

212. Ñòåïàíåö À.È. Ïðèáëèæåíèå ψ -èíòåãðàëîâ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé

ñóììàìè Ôóðüå (íåáîëüøàÿ ãëàäêîñòü) II / À.È. Ñòåïàíåö // Óêð. ìàò.

æóðí. � 1998. � T. 50, � 3. � Ñ. 388 � 400.

213. Ñòåïàíåö À.È. Ïðèáëèæåíèå àíàëèòè÷åñêèõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé /

À.È. Ñòåïàíåö // Ìàò. ñáîðíèê. � 2001. � T. 192, � 1. � C. 113 � 138.

214. Ñòåïàíåö À.È. Àïïðîêñèìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâ Spφ /



329

À.È. Ñòåïàíåö // Óêð. ìàò. æóðí. � 2001. � T. 53, � 3. � C. 392�416.

215. Ñòåïàíåö À.È. Àïïðîêñèìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâ Spφ â

ðàçíûõ ìåòðèêàõ / À.È. Ñòåïàíåö // Óêð. ìàò. æóðí. � 2001. � T. 53,

� 8. � C. 1121�1146.

216. Ñòåïàíåö À. È. Ìåòîäû òåîðèè ïðèáëèæåíèé : â 2 ò. / À.È. Ñòåïàíåö.

� Êèåâ: Èí-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû, 2002. � Ò. 1. � 427 ñ.

217. Ñòåïàíåö À. È. Ìåòîäû òåîðèè ïðèáëèæåíèé : â 2 ò. / À.È. Ñòåïàíåö.

� Êèåâ: Èí-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû, 2002. � Ò. 2. � 468 c.

218. Ñòåïàíåö À.È. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è òåîðèè ïðèáëèæåíèé â ëèíåéíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ / À.È. Ñòåïàíåö // Óêð. ìàò. æóðí. � 2003. � T. 55, � 10.

� C. 1378 � 1410.

219. Ñòåïàíåö À.È. Çàäà÷è òåîðèè ïðèáëèæåíèé â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

/ À.È. Ñòåïàíåö // Óêð. ìàò. æóðí. � 2006. � T. 58, � 1. � Ñ. 47�92.

220. Stepanets O.I. Approximation of locally integrable function oh the real line

/ O.I. Stepanets, Wang Kunyang, Zhang Xirong // Óêð. ìàò. æóðí. �

1999. � T. 51, � 11. � Ñ. 1549 � 1561.

221. Ñòåïàíåö À. È. Íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ è ïîïåðå÷íèêè êëàññîâ ïå-

ðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé / Ñòåïàíåö À.È., Êóøïåëü À.Ê. � Êèåâ : Èí-ò

ìàòåìàòèêè, 1984. � 44 ñ. � (Ïðåïð./ ÀÍ ÓÑÑÐ, Èí-ò ìàòåìàòèêè;

84.15).

222. Ñòåïàíåö À. È. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå è íàèëó÷øèå ïðè-

áëèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Lp / Ñòåïàíåö À. È., Êóøïåëü À. Ê. // Óêð.

ìàò. æóðí. � 1987. � Ò. 39, � 4. � Ñ. 483 � 492.

223. Ñòåïàíåö À.È. Ïðèáëèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñóììàìè Ôóðüå

â ñðåäíåì / À.È. Ñòåïàíåö, À.Ê. Íîâèêîâà // Óêð. ìàò. æóðí. � 1986.

� T. 38, � 2. � Ñ. 204 � 210.

224. Ñòåïàíåö À.È. Ïðèáëèæåíèÿ ñóììàìè Âàëëå Ïóññåíà / À.È. Ñòåïàíåö,

Â.È. Ðóêàñîâ, Ñ.Î. ×àé÷åíêî. � Êèåâ: Èí-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû,

2007. � 386 ñ.

225. Ñòåïàíåö À. È. Ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè / À.È. Ñòåïàíåö,

Â.Â. Ñàâ÷óê // Óêð. ìàò. æóðí. � 2002. � T. 54, � 5. � C. 706 � 740.

226. Ñòåïàíåö À.È. Ïðèáëèæåíèÿ ñóììàìè Ôóðüå è íàèëó÷øèå ïðèáëèæå-

íèÿ íà êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé / À.È. Ñòåïàíåö, À.Ñ. Ñåðäþê



330

// Óêð. ìàò. æóðí. � 2000. � T 52, � 3. � Ñ. 375 � 395.

227. Ñòåïàíåö À.È. Íåðàâåíñòâà Ëåáåãà äëÿ èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà / À.È. Ñòå-

ïàíåö, À.Ñ. Ñåðäþê // Óêð. ìàò. æóðí. � 2000. � T. 52, � 3. � Ñ. 375

� 395.

228. Ñòåïàíåöü Î.I. Íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè Ôóð'¹ ψ̄ -iíòåãðàëiâ íåïåðåðâ-

íèõ ôóíêöié, çàäàíèõ íà äiéñíié îñi / Î.I. Ñòåïàíåöü, I.Â. Ñîêîëåíêî //

Óêð. ìàò. æóðí. � 2004. � T. 56, � 5. � Ñ. 663 � 676.

229. Ñòåïàíåöü Î.I. Íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè Ôóð'¹ ψ̄ -iíòåãðàëiâ ôóíêöié,

çàäàíèõ íà äiéñíié îñi / Î.I. Ñòåïàíåöü, I.Â. Ñîêîëåíêî // Óêð. ìàò.

æóðí. � 2004. � T. 56, � 7. � Ñ. 960 � 965.

230. Ñòåïàíåöü Î.I. Íàáëèæåííÿ iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà ôóíêöié, çàäàíèõ íà

äiéñíié îñi / Î.I. Ñòåïàíåöü, I.Â. Ñîêîëåíêî // Ïðîáëåìè òåîði¨ íàáëè-

æåííÿ ôóíêöié òà ñóìiæíi ïèòàííÿ: Ïðàöi Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà-

¨íè. � Êè¨â: Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2004. � Ò. 1, � 1. � Ñ. 361

� 375.

231. Ñòåïàíåö À.È. Ïðèáëèæåíèå ψ -èíòåãðàëîâ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé

ñóììàìè Ôóðüå â ïðîñòðàíñòâå L / À.È. Ñòåïàíåö, Í.È. Ñòåïàíåö. �

Êèåâ, 1996. � Ñ. 63�69. � (Ïðåïðèíò / ÍÀÍ Óêðàèíû. Èí-ò ìàòåìàòè-

êè; 96.11).

232. Ñòåïàíåöü Î.I. Ïðî îäíó åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó äëÿ äîäàòíèõ ðÿäiâ /

Î.I. Ñòåïàíåöü, À.Ë. Øèäëi÷ // Óêð. ìàò. æóðí. � 2005. � T. 57, � 12.

� C. 1677 � 1683.

233. Stepanets A.I. Best approximations of integrals by integrals of �nite rank /

A.I. Stepanets, A.L. Shidlich // J. Approx. Theory. � 2010. � Vol. 162. �

P. 323 � 348.

234. Ñòåïàíåö À.È. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è äëÿ èíòåãðàëîâ îò íåîòðèöàòåëü-

íûõ ôóíêöèé / À.È. Ñòåïàíåö, À.Ë. Øèäëè÷ // Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð.: Ìàòå-

ìàòèêà. � 2010. � T. 74, � 3. � Ñ. 169 � 224.

235. Ste�ensen J.F. En Ulighted mellem Middelve edier / J.F. Ste�ensen // Mat.

Tidsskrift. � 1920. � Vol. B. � P. 49 � 53.

236. Ñòå÷êèí Ñ.Á. Îöåíêà îñòàòêà ðÿäà Òåéëîðà äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ àíà-

ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé / Ñ.Á. Ñòå÷êèí // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, Ñåðèÿ ìàòåìà-

òè÷åñêàÿ. � 1953, Ò. 17. � C. 461 � 472.



331

237. Ñòå÷êèí Ñ.Á. Îá àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ /

Ñ.Á. Ñòå÷êèí // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1955. � T. 102, � 1. � C. 37 �

40.

238. Ñòå÷êèí Ñ.Á. Îöåíêà îñòàòêà ðÿäà Ôóðüå äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóí-

êöèé / Ñ.Á. Ñòå÷êèí // Òð. Ìàò. èí-òà èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÀÍ ÑÑÑÐ. �

1980. � T. 145. � Ñ. 126 � 151.

239. Ñòå÷êèí Ñ.Á. Î ïðèáëèæåíèè äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé òðèãîíîìå-

òðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè â ìåòðèêå L / Ñ.Á. Ñòå÷êèí, Ñ.À. Òåëÿêîâñêèé

// Òð. Ìàò. èí-òà èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1967. � T. 88. � Ñ. 20

� 29.

240. Sz�asz O. Ungleichungen f�ur die Koe�zienten einer Potenzreihe / O. Sz�asz

// Math. Z. � 1918. � Vol. 1. � P. 163�183.

241. Òàéêîâ Ë.Â. Î ìåòîäàõ ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ Òåéëîðà / Ë.Â. Òàéêîâ //

Óñïåõè ìàò. íàóê. � 1962. � T. 17, � 1. � Ñ. 252 � 254.

242. Takenaka S. On the orthogonal functions and a new formula of interpolation

/ S. Takenaka // Japanese Journal of Mathematics. � 1925. � � 2. � Ð. 129

� 145.

243. Òèìàí À. Ô. Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåí-

íîãî / À.Ô. Òèìàí. � Ìîñêâà : Ôèçìàòãèç, 1960. � 624 ñ.

244. Òèìàí Ì.Ô. Àïïðîêñèìàöèÿ è ñâîéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé /

Ì.Ô. Òèìàí. � Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 2009. � 376 ñ.

245. Òèõîìèðîâ Â.Ì. Íåêîòîðûå âîïðîñû òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ / Â.Ì. Òè-

õîìèðîâ. � Ìîñêâà: Èçä. ÌÃÓ. � 1976. � 304 ñ.

246. Òè÷ìàðø Ý. ×. Ââåäåíèå â òåîðèþ èíòåãðàëîâ Ôóðüå / Ý.×. Òè÷ìàðø.

� Ìîñêâà ; Ëåíèíãðàä : ÎÃÈÇ, 1948. � 418 ñ.

247. Òóìàðêèí Ã.Ö. Îïèñàíèå êëàññà ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ïðèáëèæåíèå

äðîáÿìè ñ ôèêñèðîâàííûìè ïîëþñàìè / Ã.Ö. Òóìàðêèí // Èçâ. ÀÍ

ÀðìÑÑÐ, Ñåð.: Ìàòåìàòèêà. � 1966. � T. 1, � 2. � C. 89 � 105.

248. Òóìàðêèí Ã. Ö. Ïðèáëèæåíèå â ðàçëè÷íûõ ìåòðèêàõ ôóíêöèé, çà-

äàííûõ íà îêðóæíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé /

Ã.Ö. Òóìàðêèí // Èçâ. ÀÍ CÑÑÐ, Ñåð.: Ìàòåìàòèêà. � 1966. � T. 30.

� C. 721 � 766.

249. Óëüÿíîâ Ï.Ë. Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé êëàññà φ(L) ðÿäàìè / Ï. Ë.



332

Óëüÿíîâ // Òð. ÌÈÀÍ ÑÑÑÐ. 1971. � T. 112. � C. 372 � 384.

250. Óëüÿíîâ Ï.Ë. Òåîðåìû Âåéåðøòðàññà äëÿ ôóíêöèé êëàññà φ(L) / Ï.

Ë. Óëüÿíîâ // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1971. � T. 197, � 5. � Ñ. 1030 � 1033.

251. Óëüÿíîâ Ï.Ë. Î ðàçëè÷íûõ âèäàõ ñõîäèìîñòè â êëàññàõ φ(L) / Ï. Ë.

Óëüÿíîâ // Òð. ÌÈÀÍ ÑÑÑÐ. � 1975. � T 134. � C. 327 � 352.

252. Óëüÿíîâ Ï.Ë. Çàìå÷àíèÿ î ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì / Ï. Ë. Óëüÿíîâ //

Ìàòåì. çàìåòêè. �1977. � Ò. 21,� 6. � C. 807 � 816.

253. Óîëø Äæ.Ë. Èíòåðïîëÿöèÿ è àïïðîêñèìàöèÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöè-

ÿìè â êîìïëåñêñíîé îáëàñòè / Äæ.Ë. Óîëø. � Ìîñêâà: Èçä-âî. èíîñòð.

ëèò-ðû, 1961. � 508 ñ.

254. Fan X. On the spaces Lp(x) and Wm,p(x) / X.-L. Fan, D. Zhao // J. Math.

Anal. and Appl. � 2001. � Vol. 263, � 2. � P. 424 � 446.

255. Hardy G. Some properties of fractional integrals / G. Hardy, J. Littlewood

// IMZ. � 1928. � � 27. � P 565 � 606.

256. Õàðäè Ã.Ã. Íåðàâåíñòâà / Ã.Ã. Õàðäè, Ä.Å. Ëèòòëüâóä, Ã. Ïîëèà. � Ìî-

ñêâà: Ãîñ. èçä. èí. ëèò. � 1948. � 456 c.

257. Heinig H.P. Chebyshev inequality in function spaces / H.P. Heinig and L.

Maligranda // Real Anal. Exchange. � 1991/92. � Vol. 17, � 1. � P. 211

� 247.

258. Øàðàïóäèíîâ È. È. Î òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà Lp(x)([0; 1]) / È.È Øà-

ðàïóäèíîâ // Ìàò. çàìåòêè. � 1979. � Ò. 26, � 4. � Ñ. 613 � 632.

259. Øàðàïóäèíîâ È. È. Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé â ìåòðèêå ïðîñòðàíñ-

òâà Lp(x)([a; b]) è êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû / È.È. Øàðàïóäèíîâ //

Proceedings of the International Conference "Constructive function theory

81"(Varna 1981), Publ. House Bulgar. Acad. Sci. � So�a, 1983. � P. 189 �

193.

260. Øàðàïóäèíîâ È. È. Î áàçèñíîñòè ñèñòåìû Õààðà â ïðîñòðàíñòâå

Lp(x)([0; 1]) è ïðèíöèïå ëîêàëèçàöèè â ñðåäíåì / È.È. Øàðàïóäèíîâ

// Ìàò. ñá. � 1986. � Ò. 130 (1722), � 2 (6). � C. 275 � 283.

261. Øàðàïóäèíîâ È. È. Î ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè â Lp, (p = p(x))

íåêîòîðûõ ñåìåéñòâ îïåðàòîðîâ ñâåðòêè / È.È. Øàðàïóäèíîâ // Ìàò.

çàìåòêè. � 1996. � Ò. 59, � 2. � C. 291 � 302.

262. Øàðàïóäèíîâ È. È. Íåêîòîðûå âîïðîñû òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ â ïðî-



333

ñòðàíñòâàõ Lp(x)(E) / È.È. Øàðàïóäèíîâ // Anal. Math. � 2007. � Ò.

33. � C. 135 � 153.

263. Sharapudinov I.I. Approximation of functions in L
p(x)
2π by trigonometric

polynomials / I.I. Sharapudinov // Izvestiya: Mathematics. � 2013. � Vol.

77, � 2. � P. 407 � 434.

264. Øâåöîâà À.Ì. Ïðèáëèæåíèå ÷àñòíûìè ñóììàìè ðÿäà Òåéëîðà è íàèëó-

÷øåå ïðèáëèæåíèå íåêîòîðûõ êëàññîâ ôóíêöèé àíàëèòè÷åñêèõ â åäè-

íè÷íîì êðóãå / À.Ì. Øâåöîâà // Âiñíèê Õàðêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî

óí-òó. Ñåð. �Ìàòåìàòèêà, ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà i ìåõàíiêà�. � 2000. �

� 475. � Ñ. 208 � 217.

265. Shidlich A.L. On necessary and su�cient for validity of some Chebyshev-

Type inequalities / A.L. Shidlich J.Math.Inequal. � 2011. � Vol. 5, � 1. �

P. 71 � 85.

266. Øèäëi÷ A. Ë. Äåÿêi åêñòðåìàëüíi çàäà÷i â ïðîñòîðàõ Îðëè÷à / À.Ë.Øè-

äëi÷, Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Ìàòåìàòè÷íi Ñòóäi¨. � 2014. � Ò.42, � 1. � Ñ.

21 � 32

267. Øèäëi÷ À.Ë. Àïðîêñèìàöiéíi õàðàêòåðèñòèêè äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ

â ïðîñòîðàõ lp / À.Ë.Øèäëi÷, Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Ìàòåìàòè÷íi ïðîáëåìè

ìåõàíiêè òà îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè: Çá. ïðàöü Iíñòèòóòó ìàòåìà-

òèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè. � Ê.: Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2014. � Ò.11,

�4.- C. 399 � 412.

268. Shidlich A.L. On some inequalities of Chebyshev type / A.L. Shidlich,

S.O. Chaichenko // Math. Ineq. and Appl. � 2015. � 18, � 3. � P. 1313

� 1320.

269. Shidlich A. L. Approximative Properties of Diagonal Operators in Orlicz

Spaces / A.L. Shidlich, S.O. Chaichenko // Numerical Functional Analysis

and Optimization. � 2015. � 36. � P. 1339 � 1352.

270. ×àé÷åíêî Ñ.Î. Íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé â

îáîáùåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà / Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Óêð. ìàò. æóðí.

� 2012. � 64, � 9. � Ñ. 1249 � 1265.

271. ×àé÷åíêî Ñ.Î. Íàéêðàùi íàáëèæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié ó âàãîâèõ

ïðîñòîðàõ Îðëi÷à / Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Âiñíèê Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî



334

óíiâåðñèòåòó iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà. Ñåðiÿ: ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè. �

Âèïóñê � 2, 2013. � Ñ. 33 � 40.

272. ×àé÷åíêî Ñ.Î. Ðàöiîíàëüíi íàáëèæåííÿ êëàñiâ çãîðòîê ïåðiîäè÷íèõ

ôóíêöié / Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ñóìiæíi ïè-

òàííÿ / Âiäï. ðåä.: À.Ñ. Ðîìàíþê // Çá. ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ

Óêðà¨íè. � Ò. 10, � 1. � Êè¨â: Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2013. �

Ñ. 296 � 303.

273. ×àé÷åíêî Ñ.Î. Îáåðíåíi òåîðåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ ó âàãîâèõ ïðîñòî-

ðàõ Îðëè÷à / Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Áóêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë.

� Ò.1, � 3 � 4. � ×åðíiâöi: ×åðíiâåöüêèé íàö. óí-ò, 2013. � Ñ. 148 � 157.

274. ×àé÷åíêî Ñ.Î. Òåîðåìè âêëàäåííÿ äëÿ ìíîæèí LψLM i íàáëèæåííÿ

ñóìàìè Ôóð'¹ / Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ñóìi-

æíi ïèòàííÿ / Âiäï. ðåä.: À.Ñ. Ðîìàíþê // Çá. ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè

ÍÀÍ Óêðà¨íè. � Ò. 11, � 3. � Êè¨â: Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè,

2014. � Ñ. 270 � 286.

275. ×àé÷åíêî Ñ.Î. Ïðèáëèæåíèÿ ñóììàìè Ôóðüå íà ìíîæåñòâàõ LψLp(·) /

Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Óêð. ìàò. æóðí. � 2014. � 66, � 6. � Ñ. 835 � 846.

276. ×àé÷åíêî Ñ.Î. Ïðèáëèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé â âåñîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ Îðëè÷à / Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Âiñíèê Îäåñüêîãî íàö. óí-òó. �

2014. � Ò. 19, âèï. 4(24). � Ñ. 32 � 44.

277. ×àé÷åíêî Ñ.Î. Çáiæíiñòü íà äiéñíié îñi ðÿäiâ Ôóð'¹ ïî ñèñòåìi ðàöiî-

íàëüíèõ ôóíêöié / Ñ.Î. ×àé÷åíêî // Óêð. ìàò. âiñí. � 2015. � T. 12, �

3. � Ñ. 403 � 426.

278. ×åáûøåâ Ï.Ë. Âîïðîñû î íàèìåíüøèõ âåëè÷èíàõ, ñâÿçàííûõ ñ ïðèáëè-

æåííûì ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèé / Ï.Ë. ×åáûøåâ // Çàï. Àêàäåìèè

íàóê. � 1859.

279. ×åáûøåâ Ï.Ë. Î ïðèáëèæåííûõ âûðàæåíèÿõ îäíèõ èíòåãðàëîâ ÷åðåç

äðóãèå / Ï.Ë. ×åáûøåâ // Ñîîáùåíèÿ è ïðîòîêîëû çàñåäàíèé Ìàòåìà-

òè÷åñêîãî îáùåñòâà ïðè Èìïåðàòîðñêîì Õàðüêîâñêîì óíèâåðñèòåòå. �

1882. � � 2, C 93 � 98 (Ïîëíîå ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé Ï.Ë.×åáûøåâà. �

Ìîñêâà-Ëåíèíãðàä. � 1978. � Ò. 3. � Ñ. 128 � 131).

280. ×åáûøåâ Ï.Ë. Îá îäíîì ðÿäå, äîñòàâëÿþùåì ïðåäåëüíûå âåëè÷èíû èí-

òåãðàëîâ ïðè ðàçëîæåíèè ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè íà ìíîãî÷ëåíû /



335

Ï.Ë. ×åáûøåâ // Ïðèëîæåíèå ê 57 òîìó Çàïèñîê Èìïåðàòîðñêîé Àêà-

äåìèè Íàóê � 1883. � � 4 (Ïîëíîå ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé Ï.Ë.×åáûøåâà.

� Ìîñêâà-Ëåíèíãðàä. � 1978. � Ò. 3. � Ñ. 157 � 169).

281. ×åáûøåâ Ï.Ë. Ïîëíîå ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé Ï. Ë. ×åáûøåâà : [Â 5 òîìàõ]

/ Ï.Ë. ×åáûøåâ. � Ìîñêâà ; Ëåíèíãðàä : Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑÐ, 1947. � Ò.

2. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. � 520 ñ.

282. Fuchang Gao. Exact value of the n -term approximation of a diagonal

operator / Fuchang Gao // J. Approx. Theory. � 2010. � Vol. 162, � 4. �

P. 646 � 652.

283. Fejer L. Untersuchungen uber Fouriesche Reihen / L. Fejer // Ann. Math.

� 1904. � Vol. 58. � P. 501 � 569.

284. Young W.H. On classes of summable functions and their Fourier series /

W.H. Young // Proc. Royal Soc. London. � � 87. � 1912. � P. 225 � 229.


	Перелік умовних позначень
	Вступ
	Огляд літератури
	 Задача Колмогорова-Нікольського та історія її розв'язання в  інтегральній метриці
	 Наближення голоморфних функцій сумами Валле Пуссена
	 Апроксимаційні властивості операторів Фур'є і Валле Пуссена на множинах L"0362L 
	 Раціональні функції як апарат наближення 
	 Простори Лебега зі змінним показником
	 Простори Орлича

	Ряди Фур'є по системах раціональних функцій,  ортонормованих на дійсній осі
	  Збіжність на дійсній осі рядів Фур'є по системах раціональних  функцій
	 Система {n(z)}nZ раціональних функцій,  ортонормованих на дійсній осі
	 Зображення ядра системи {n(z)}nZ на дійсній осі
	 Ознаки збіжності на дійсній осі рядів Фур'є по системі {n(z)}n Z
	 Допоміжні твердження
	 Доведення теорем 2.1.1 – 2.1.3

	 Найкращі наближення ядра Коші на дійсній осі 
	 Інтегральні зображення функцій простору Гарді
	 Екстремальні задачі
	 Інтерполяція функцій з простору Hp(C+)

	 Висновки до розділу 2

	Розв'язання задачі Колмогорова-Нікольського на класах -диференційованих функцій
	Наближення -інтегралів періодичних функцій сумами Валле-Пуссена у просторі L
	Постановка задачі і формулювання результатів підрозділу
	Інтегральні зображення величин n,p(f;x)
	Асимптотичні рівності для величин E(L1; Vn,p)1 i E(LH10;Vn,p)1
	Наслідки з теореми 3.1.1

	 Наближення сумами Валле Пуссена аналітичних в крузі функцій
	Постановка задачі та формулювання результатів
	 Доведення теорем 3.2.1 i 3.2.3

	 Наближення лінійним методом спеціального вигляду класів  аналітичних функцій
	 Раціональні наближення класів згорток періодичних функцій
	 Доповнення до теореми Ф. Вінера про решето
	 Висновки до розділу 3

	Наближення у просторах функцій, локально  сумовних на дійсній осі
	 Наближення операторами Валле Пуссена на класах L"0362L
	 Наближення операторами Валле Пуссена на множинах L"0362L, D
	 Наближення модифікованими операторами Фур'є на множинах L"0362L, D
	Наближення операторами V,c(f;x) на класах L"0362L1
	 Висновки до розділу 4

	Наближення періодичних функцій у просторах  Лебега зі змінним показником та просторах Орлича
	 Теореми вкладення для множин LLp()
	 Умови вкладення LLp() в Ls() у випадку s(x)p(x)
	 Умови вкладення LLp() в Ls() у випадку p(x)s(x)
	 Наслідки з теорем 5.1.2 i 5.1.4

	 Наближення сумами Фур'є функцій з множин LLp()
	Теореми вкладення для множин LLM та наближення сумами Фур'є
	 Найкращі наближення періодичних функцій у просторах Лебега зі змінним показником
	 Прямі теореми теорії наближення на множинах LLp()
	 Нерівність типу Бернштейна для (;)-похідної у метриці просторів Lp()
	 Обернені теореми теорії наближення для (;)-диференційованих функцій у просторах Lp()

	Прямі та обернені теореми теорії наближення у вагових просторах Орлича
	 Висновки до розділу 5

	Апроксимаційні властивості діагональних  операторів у просторах числових послідовностей
	  Апроксимаційні характеристики діагональних операторів у  просторах lp
	 Точні значення найкращих наближень En(T: lqlp) та базисних поперечників Dn(T: lqlp)
	 Точні значення поперечників за Колмогоровим dn(T: lplp)

	 Нерівності типу Чебишева
	 Формулювання основних результатів підрозділу
	 Дискретний аналог теореми 6.2.1
	 Доведення теореми 6.2.1

	 Апроксимаційні характеристики діагональних операторів у  просторах Орлича lM
	 Точні значення найкращих наближень En(T: lMlN) і базисних поперечників Dn(T: lMlN)
	 Точні значення поперечників за Колмогоровим dn(T: lMlM)

	 Деякі екстремальні задачі у просторах Орлича
	Постановка задачі та основний результат підрозділу
	Точні значення величин e(f)LM(A;d)

	 Висновки до розділу 6

	Висновки
	Список використаних джерел

