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Дисертацiйну роботу С.О. Чайченка присвячено дослiдженню важливих екс-
тремальних задач теорiї наближення функцiй дiйсної та комплексної змiнних,
а саме: задач про обчислення точного значення величини найкращого набли-
ження пiдпросторами голоморфних функцiй ядра Кошi у верхнiй пiвплощи-
нi комплексної площини i побудову найкращого лiнiйного методу наближення
на основi розвинення в ряд Фур’є по заданiй ортонормованiй системi; зада-
чi Колмогорова-Нiкольського про знаходження асимптотичних рiвностей для
точних верхнiх меж вiдхилень сум Валле Пуссена та iнших агрегатiв набли-
ження на класах функцiй дiйсної та комплексної змiнних; задач про отрима-
ння у метриках просторiв Лебега зi змiнним показником та просторiв Орлича
тверджень, типу прямих та обернених теорем теорiї наближення; задач про об-
числення точних значень апроксимацiйних характеристик (таких, як найкращi
наближення, базиснi поперечники та поперечники за Колмогоровим) множин
образiв дiагональних операторiв у просторах числових послiдовностей.

Напрям теорiї наближення функцiй дiйсної змiнної, що бере свiй початок у
другiй половинi XIX сторiччя в класичних роботах П.Л. Чебишова i К. Вейєр-
штраса, набув подальшого розвитку на початку XX-го сторiччя завдяки ро-
ботам А. Лебега, Д. Джексона, С.Н. Бернштейна, Ш. Валле Пуссена в яких
головна увага придiлялась дослiдженню питань апроксимацiї iндивiдуальних
функцiй. Починаючи з 30-х рокiв XX-го столiття завдяки працям А.М. Кол-
могорова, Ж. Фавара, Н.I. Ахiєзера, М.Г. Крейна, Б. Надя, С.М. Нiкольсько-
го основна увага в теорiї наближень змiстилася в бiк вивчення апроксимацiй-
них характеристик функцiональних класiв, елементи яких володiють певними
диференцiально-рiзницевими чи гладкiсними властивостями.
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Завдяки фундаментальним результатам А.М. Колмогорова i С.М. Нiколь-
ського однiєю з найважливiших в теорiї наближення стає задача про знаходже-
ння асимптотичних рiвностей для величин

E(N;Un)X = sup {‖f − Un(f)‖X : f ∈ N},

де N — фiксований клас 2π−перiодичних функцiй, Un(f) = Un(f ;x) — триго-
нометричнi полiноми, що породжуються рiзноманiтними лiнiйними методами
пiдсумовування рядiв Фур’є, X — лiнiйний нормований простiр. Наслiдуючи
О.I. Степанця, цю задачу називають задачею Колмогорова-Нiкольського.

У комплексному випадку аналогiчнi проблеми вперше були дослiдженi в пра-
цях С.Б. Стєчкiна, К.I. Бабенка, Л.В. Тайкова, Дж.Т. Шейка i В.I. Бiлого.

У подальшому, значний внесок у розв’язання цiєї задачi внесли О.В. Єфi-
мов, В.К. Дзядик, М.П. Корнєйчук, Б. Надь, В.Т. Пiнкевич, О.I. Степанець,
С.Б. Стєчкiн, А.С. Сердюк, С.О. Теляковський, О.П. Тiман, Р.М. Тригуб та
iншi.

У 80–90-х роках XX-го сторiччя О.I. Степанцем та його учнями були роз-
робленi методи дослiдження апроксимацiйних характеристик на класах ψ-
дифернцiйовних функцiй, що дозволило розв’язувати задачi теорiї апроксимацiї
не тiльки в перiодичному випадку, а й у випадку, коли об’єктами наближення
є функцiї, локально iнтегровнi за Лебегом на всiй дiйснiй осi, а також функцiї,
визначенi iнтегралами типу Кошi в областях комплексної площини, обмеже-
них спрямлюваними жордановими кривими. В серiї робiт О.I. Степанця та його
учнiв були отриманi розв’язки задачi Комогорова-Нiкольського для сум та опе-
раторiв Фур’є на класах перiодичних i локально сумовних на дiйснiй осi фун-
кцiй; в працях В.В. Савчука дослiджено питання наближення класiв, елементи
яких зображуються iнтегралами типу Кошi, за допомогою лiнiйних середнiх
рядiв Фабера, в тому числi, частинних сум Тейлора, Фейєра, Абеля-Пуассона
та iн.

Задача Колмогорова-Нiкольського i дотепер перебуває у колi наукових iнте-
ресiв провiдних фахiвцiв iз теорiї наближення. Отже важливим i актуальним
є дослiдження апроксимацiйних властивостей класичних i спецiальних методiв
наближення на класах ψ-диференцiйовних 2π-перiодичних функцiй, локально
сумовних на всiй дiйснiй осi функцiй та голоморфних в одиничному крузi фун-
кцiй, у випадках, коли розв’язання задачi Колмогорова-Нiкольського не було
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знайдене.
Актуальною також є задача про розробку методу розв’язання задачi про най-

краще наближення твiрних ядер голоморфних у верхнiй пiвплощинi функцiй.
В останнi роки спостерiгається перiод iнтенсифiкацiї систематичного ви-

вчення властивостей просторiв Лебега зi змiнним показником пiдсумовуван-
ня та просторiв Орлича. Велика кiлькiсть математикiв з рiзних країн (зокре-
ма, R. Akgün, Р.А. Бандалiєв, A. Guven, L. Diening, P. Harjulehto, P. Hästö,
D.M. Israfilov, M. Khabazi, M. Ružička, S.G. Samko та iн.) зосередили увагу на
дослiдженнi цих просторiв с точки зору апроксимацiї на пiдмножинах функцiй,
якi володiють певними диференцiально-рiзницевими та структурними власти-
востями. Отже, актуальною є задача систематизацiї теорiї наближення в про-
сторах Лебега зi змiнним показником пiдсумовування та просторах Орлича на
основi бiльш загальної класифiкацiї перiодичних функцiй, що використовує по-
няття ψ-похiдної та ψ-iнтеграла. Крiм того, важливим i актуальним є дослiдже-
ння властивостей дискретних аналогiв просторiв зi змiнним показником пiдсу-
мовування та просторiв Орлича.

Основнi науковi результати роботи. Дисертацiйна робота С.О.Чайченка
складається з перелiку умовних позначень, вступу, шести роздiлiв, висновкiв та
списку використаних джерел.

У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, вказано на зв’язок ро-
боти з науковими програмами, планами, темами, сформульованi мета, об’єкт,
предмет i завдання дослiдження, визначенi наукова новизна i практичне значе-
ння одержаних результатiв, наведено даннi про особистий внесок здобувача та
апробацiю результатiв дисертацiйної роботи.

Перший роздiл присвячено огляду лiтератури за темою дослiдження.
У другому роздiлi встановлено достатнi умови збiжностi у просторах

Lp(R)(p > 1) i поточкової збiжностi рядiв Фур’є по системi Такенаки-
Мальмквiста, а також обчислено точне значення величини найкращого пото-
чкового наближеннями ядра Кошi в метрицi простору Lq(R), q ≥ 2, побудовано
найкращий лiнiйний метод поточкового i рiвномiрного наближення функцiй з
одиничних куль просторiв Гардi Hp(C+) i показано, що такий метод є найкра-
щим iнтерполяцiйним методом наближення.

Нехай a := {ak}∞k=0, (Im ak > 0) — довiльна послiдовнiсть комплексних чи-
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сел, якi лежать у верхнiй пiвплощинi C+ := {z ∈ C : Im z > 0}. Тодi

Φ+
0 (z) :=

√
Im a0

z − a0
, Φ+

n (z) :=

√
Im an
z − an

B+
n (z), n = 1, 2, . . . ,

B+
0 (z) := 1, B+

n (z) :=
n−1∏
k=0

χ+
k

z − ak
z − ak

, χ+
k :=

|1 + a2
k|

1 + a2
k

, n = 1, 2, . . . .

— n-добуток Бляшке з нулями в точках ak, k = 0, 1, ...n− 1.
Нехай далi

An,p :=
{
f ∈ Hp(C+) : 〈f,Φ+

k 〉 = 0, k = 0, n
}
, n ∈ Z+.

A⊥n,p := {g ∈ Lq(R) : 〈f, g〉 = 0 ∀f ∈ An,p} , 1/p+ 1/q = 1,

Основними результатами другого роздiлу є такi твердження.

Теорема 2.2.3. Нехай 2 ≤ p <∞, n ∈ Z+, Φ+ ∈ TM(C+) i B+
n — n-добуток

Бляшке системи Φ+. Тодi для кожного z ∈ C+ справджується рiвнiсть

E
(
z,A⊥n,p

)
:= inf

g∈A⊥n,p
‖C(z, ·)− g(·)‖q =

|B+
n (z)|

(4 Im z)1/p
,

а елементом найкращого наближення з пiдпростору A⊥n,p є єдина функцiя
gz(t) = C(t, z)− Cn,p,Φ(t, z).

Показано, що оператор Un,p,Φ, визначений на Hp(C+) формулою

Un,p,Φ(f) :=
n−1∑
k=0

f̂(k)(1− 1

Φ+
k

〈Φ+
k , Cn,p,Φ+〉)Φ+

k ,

породжує найкращий лiнiйний метод наближення в такому розумiннi. Нехай
Ip(an) — множина лiнiйних операторiв In, визначених на Hp(C+) правилом
In(f)(z) =

∑n−1
j=0 f(aj)ϕj(z), де ϕj — довiльнi функцiї, визначенi та неперервнi

в C+. Нехай далi

e(an, p, z) := inf {max {|f(z)− In(f)(z)| : f ∈ Hp, ‖f‖p ≤ 1} : In ∈ Ip(an)}

— найкраще наближення в точцi z ∈ C+ одиничної кулi простору Гардi Hp(C+)

образами операторiв In.

Теорема 2.2.4. Нехай 2 ≤ p < ∞, a = {ak}∞k=0 — послiдовнiсть рiзних
точок ak ∈ C+ i Φ+ ∈ TM(C+). Тодi Un,p,Φ ∈ Ip(an) i в кожнiй точцi z ∈ C+
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справджується рiвнiсть

e(an, p, z) = max{|f(z)− Un,p,Φ(f)(z)| : f ∈ Hp, ‖f‖p ≤ 1} =
|B+

n (z)|
(4 Im z)1/p

.

Змiст третього роздiлу складають результати, що стосуються розв’язання
задачi Колмогорова-Нiкольського для методу Валле Пуссена на класах функцiй
дiйсної та комплексної змiнних, а також для полiномiв U ∗n−1(f ;x) спецiального
вигляду на класах перiодичних функцiй, визначених згортками з ядрами, кое-
фiцiєнти яких задовольняють умову Даламбера. Крiм того, описано всi випадки
спiввiдношень мiж числами r i s, за яких виконується рiвнiсть ‖Wr,s‖H∞ = 1.

Одержанi результати застосовано до знаходження найкращих наближень фун-
кцiй простору Гардi Hp(D).

Одним з основних результатiв цього роздiлу є таке твердження.

Теорема 3.2.1. Нехай K∞ — клас аналiтичних в одиничному крузi D фун-

кцiй f , що зображуються iнтегралами типу Кошi

f(z) =
1

2πi

∫
T

ϕ(w)

1− wz
dw

w
, z ∈ D,

зi щiльностями ϕ, для яких ess supw∈T |ϕ(w)| ≤ 1.

Тодi для будь-яких p, n ∈ N, p ≤ n, i z ∈ D виконується рiвнiсть

Rn,p(K∞; z) := sup
f∈K∞

|f(z)− Vn,p(f)(z)| = 2

πp
|z|n−p+1 1− |z|2p

1− |z|2
K(|z|p),

де K(ρ) :=
∫ π/2

0
dt√

1−ρ2 sin2 t
— повний елiптичний iнтеграл першого роду.

У четвертому роздiлi для точних верхнiх меж вiдхилень у просторах L̂p

операторiв Валле Пуссена та модифiкованих операторiв Фур’є на класах L̂ψβ,p,
ψ ∈ Dα отримано асимптотичнi нерiвностi. Показано, що у випадку, коли p =∞
i при σ → ∞ одночасно c = c(σ) → ∞ i σ − c → ∞, усi отриманi нерiвностi
перетворюються в асимптотичнi рiвностi, якi дають розв’язок вiдповiдної за-
дачi Колмогорова-Нiкольського. Цю задачу також розв’язано для операторiв
Vσ,c(f ;x) на класах L̂ψβ,1, ψ1 ∈ A0, ψ2 ∈ A′0 у метрицi простору L̂1.

П’ятий роздiл дисертацiйної роботи присвячено знаходженню умов вкладе-
ння, порядкiв наближень сумами Фур’є та найкращих наближень, отриманню
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прямих та обернених теорем теорiї наближення в просторах Лебега зi змiнним
показником та просторах Орлича.

Одним з основних результатiв роздiлу 5 є таке твердження.

Теорема 5.2.3. Нехай показники p, s ∈ Pγ на перiодi x ∈ [0; 2π] пов’язанi

одним зi спiввiдношень p(x) < s(x) або p(x) ≥ s(x), i пара ψ = (ψ1;ψ2) нале-

жить до множини Υα,n, де α = 0, якщо p(x) ≥ s(x), i α = 1/p − 1/s, якщо

p(x) < s(x). Тодi

En(L
ψ
p(·))s(·) ≤ E(Lψp(·);Sn)s(·) ≤ Cp,sν(n)nα, (1)

Зокрема, якщо пара ψ = (ψ1;ψ2) належить множинi Υ∗α, то

En(L
ψ
p(·))s(·) ≤ E(Lψp(·);Sn)s(·) ≤ Cp,sψ(n)nα, (2)

En(L
ψ
p(·))s(·) := sup

f∈Lψp(·)

En(f)s(·), E(Lψp(·);Sn)s(·) := sup
f∈Lψp(·)

‖f − Sn(f)‖s(·).

В шостому роздiлi обчислено точнi значення найкращих наближень, бази-
сних та колмогорiвських поперечникiв множин образiв дiагональних операторiв
в просторах числових послiдовностей lp та lM , а також отримано точнi значення
аналогiв базисних поперечникiв в просторах Орлича LM(A; dµ).

Одними з основних результатiв роздiлу 6 є такi твердження.

Теорема 6.3.1. Нехай M(t) та N(t) — довiльнi функцiї Орлича, що задо-

вольняють спiввiдношення 0 < N(t) ≤M(t), t ∈ [0, 1], i

inf{α > 0 : M(1/α) ≤ 1} = inf{α > 0 : N(1/α) ≤ 1}. (3)

Нехай далi λ = {λk}∞k=1 — довiльна послiдовнiсть додатних чисел, для якої

виконується умова λk → 0, k →∞. Тодi для довiльного набору γn iз n рiзних

натуральних чисел має мiсце рiвнiсть

Eγn(T : lM → lN) := sup
x∈BlM

inf
ai
||Tx− Pγn||lN = max

k/∈γn
λk,
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де BlM — одинична куля простору lM .
Iз теореми 6.3.1 випливає такий наслiдок.

Наслiдок 6.3.1. В умовах теореми 6.3.1 справджуються рiвностi

Dn(T : lM → lN) = Dn(T (BlM ), lN) := inf
γn
Eγn(T : lM → lN) = λ̄n+1,

де λ̄ = {λ̄k}∞k=1 – незростаюча перестановка чисел λk.
Дисертацiйна робота структурно i стилiстично викладена правильно, оформ-

лена досить акуратно.

Теоретичне та практичне значення одержаних результатiв. Дисер-
тацiйна робота носить теоретичний характер, разом з тим її результати мають
практичне значення в конструктивнiй теорiї наближення функцiй дiйсної та
комплексної змiнних. Розробленi в дисертацiї методи можуть бути використа-
нi в теоретичних дослiдженнях iз дiйсного та комплексного аналiзу, механiки,
математичної фiзики, варiацiйного числення та обчислювальної математики, а
також в теорiї пiдсумовування рядiв Фур’є, теорiї пружностi та теорiї диферен-
цiальних операторiв.

Ступiнь обгрунтованостi та достовiрностi наукових положень i ви-
сновкiв дисертацiї. Усi результати дисертацiйної роботи сформульовано у
виглядi теорем i лем, якi є новими та строго математично обґрунтованими.
Доведення теорем i лем повнi та коректнi. Висновки вiдповiдають змiсту ди-
сертацiї. При дослiдженнях використовується апарат математичного аналiзу,
теорiї функцiй комплексної змiнної, теорiї двоїстостi екстремальних задач, а
також новий метод побудови твiрних ядер i вiдповiдних їм елементiв найкра-
щого наближення. Зауважень, якi б ставили пiд сумнiв результати дисертацiї,
немає.

Повнота викладу результатiв дисертацiї в опублiкованих працях.
Результати дисертацiйної роботи С.О. Чайченка доповiдались та обговорюва-
лись на багатьох наукових семiнарах та конференцiях (як в Українi, так i за
кордоном), i були опублiкованими у 23 наукових публiкацiях, з яких — 1 мо-
нографiя та 22 статтi у наукових виданнях, внесених до перелiку фахових ви-
дань з фiзико-математичних наук, 8 з яких надруковано у виданнях, внесених
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до мiжнародних наукометричних баз (Mathematical Inequalities & Applications,
Numerical Functional Analysis and Optimization, Ukrainian Mathematical Journal,
Journal of Mathematical Sciences), та понад 15 тезах мiжнародних наукових кон-
ференцiй. Всi результати, що виносяться на захист, отриманi автором самостiй-
но.

Автореферат дисертацiї правильно i у повнiй мiрi вiдображає її змiст. У ди-
сертацiї i авторефератi чiтко визначено особистий внесок дисертанта. Дисерта-
цiя вiдповiдає всiм вимогам Мiнiстерства освiти i науки України щодо кiлькостi
публiкацiй за темою дисертацiї у фахових виданнях, а також встановленим ви-
могам щодо обсягу та оформлення дисертацiйних робiт.

До дисертацiйної роботи є наступнi побажання та зауваження:

1. Вважаю за доцiльне продовжити дослiдження, проведенi у дисертацiйнiй
роботi, у таких напрямках: побудувати найкращий лiнiйний метод пото-
чкового й рiвномiрного наближення класiв Гардi Hp(C+) голоморфних у
верхнiй пiвплощинi функцiй у випадку 1 ≤ p < 2; розглянути властивостi
iнших лiнiйних методiв наближення в просторах Лебега зi змiнним пока-
зником та просторах Орлича; поширити результати шостого роздiлу на
випадок модульних просторiв.

2. На с. 109 у лiвих частинах нерiвностей пiд знаком iнтегралiв замiсть f(t)

має бути f(x+ t).

3. На с. 138 у 7-му рядку зверху пропущено параметр p (має бути 1 ≤ p ≤ ∞.)

4. На стор. 150. у 3-му рядку зверху для позначення константи потрiбно ви-
користати лiтеру C.

5. На с. 275 у наступнiй пiсля (6.30) нерiвностi допущено описки в iндексах:
замiсть p1a2 потрiбно писати p1a1, а замiсть p1b2 має бути p1b1.

6. В текстi дисертацiї помiчено низку граматичних помилок: с. 13, 8-й рядок
зверху — замiсть “рiвномiрний” потрiбно писати “рiвномiрнiй”; с.14, 8-й ря-
док зверху, с. 16, 11-й рядок зверху — замiсть “добутка” потрiбно писати
“добутку”; с. 101, 2-й i 3-й рядок зверху — замiсть “Валле-Пуссена” потрiбно
писати “Валле Пуссена”;




