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Çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà ðîáîòè

Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà çíàõîäæåííþ òî÷íèõ çíà÷åíü ïîïåðå÷íèêiâ
êëàñiâ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ùî çàäàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ çãîðòîê
iç ôiêñîâàíèìè òâiðíèìè ÿäðàìè.

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ó 1936 ðîöi À.Ì. Êîëìîãîðîâ ïîñòàâèâ çà-
äà÷ó ïðî îá÷èñëåííÿ âåëè÷èí âèãëÿäó

dm(N, X) = inf
Fm⊂X

sup
f∈N

inf
y∈Fm

‖f − y‖X , (1)

äå X � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, N � öåíòðàëüíî-ñèìåòðè÷íà
ìíîæèíà, à çîâíiøíié inf ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïî âñiõ m-âèìiðíèõ ëiíiéíèõ
ïiäïðîñòîðàõ Fm iç X. Âåëè÷èíà dm(N, X) îòðèìàëà íàçâó ïîïåðå-
÷íèêà çà Êîëìîãîðîâèì ïîðÿäêó m ìíîæèíè N â ïðîñòîði X. Öå âå-
ëè÷èíà, ÿêà ïîêàçó¹, ùî äàíó öåíòðàëüíî-ñèìåòðè÷íó ìíîæèíó N íå
ìîæíà íàáëèçèòè ëiíiéíèìè ïiäïðîñòîðàìè ðîçìiðíîñòi m â ïðîñòî-
ði X ç øâèäêiñòþ, êðàùîþ çà dm(N, X). Ëiíiéíèé ïiäïðîñòið F ∗m, íà
ÿêîìó äîñÿãà¹òüñÿ çîâíiøíié inf ó (1), íàçèâà¹òüñÿ åêñòðåìàëüíèì ïiä-
ïðîñòîðîì.

Ïðîáëåìà çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ çíà÷åíü m-ïîïåðå÷íèêiâ dm(N, X)
ìà¹ áàãàòó iñòîðiþ i ïðèâåðòàëà óâàãó áàãàòüîõ ñïåöiàëiñòiâ ç òåîði¨
íàáëèæåíü ïî âñüîìó ñâiòó. Ïîðÿä iç âåëè÷èíàìè dm(N, X) â òåîði¨ íà-
áëèæåíü òàêîæ âèíèêàëè i àêòèâíî äîñëiäæóâàëèñü iíøi ïîäiáíi õàðà-
êòåðèñòèêè, iíøi ïîïåðå÷íèêè (ëiíiéíi, ïðîåêöiéíi, òðèãîíîìåòðè÷íi,
ïîïåðå÷íèêè çà Áåðíøòåéíîì òà ií.). Ñàì À.Ì. Êîëìîãîðîâ çíàéøîâ
òî÷íi çíà÷åííÿ ïîïåðå÷íèêiâ êëàñiâ W r

2 ó ïðîñòîði L2.
Îñîáëèâèé iíòåðåñ äî ïîïåðå÷íèêiâ ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ ñòàâ

ïðîÿâëÿòèñü, ïî÷èíàþ÷è ç 60-õ ðîêiâ XX ñòîëiòòÿ, êîëè Â.Ì. Òèõîìè-
ðîâ, çàëó÷èâøè òîïîëîãi÷íi ìåòîäè äî çàäà÷ ïðî ïîïåðå÷íèêè, îá÷è-
ñëèâ òî÷íi çíà÷åííÿ êîëìîãîðîâñüêèõ ïîïåðå÷íèêiâ êëàñiâ äèôåðåí-
öiéîâíèõ ôóíêöié W r

∞, r ∈ N, â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi i ïîêàçàâ, ùî
âåëè÷èíè d2n−1(W r

∞, C) i d2n(W r
∞, C), r ∈ N, ÷èñåëüíî ñïiâïàäàþòü ç

íàéêðàùèìè íàáëèæåííÿìè òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè ïîðÿäêó
n−1, òîáòî âåëè÷èíàìè En(W r

∞)C = supf∈W r
∞

inftn−1 ‖f−tn−1‖C , òî÷íi
çíà÷åííÿ ÿêèõ âñòàíîâèâ Æ. Ôàâàð ó 1936 ð. Ç òèõ ïið çàäà÷i ïî îá÷è-
ñëåííþ òî÷íèõ çíà÷åíü ïîïåðå÷íèêiâ äëÿ ðiçíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êëà-
ñiâ ó ðiçíèõ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ ðîçâ'ÿçóâàëèñü ó ðîáîòàõ Â.Ô. Áà-
áåíêà, Î.Ï. Áóñëà¹âà, Ê.Þ. Îñiïåíêà, Ñ.Á. Âàêàð÷óêà, Ì.Ï. Êîðí¹é-
÷óêà, Î.Ê. Êóøïåëÿ, À.Î. Ëèãóíà, Þ.I. Ìàêîâîçà, Â.Ï. Ìîòîðíîãî,
Íãóåí Òõè Òõ'¹ó Õîà, À. Ïiíêóñà, Â.I. Ðóáàíà, À.Ñ. Ñåðäþêà, Î.I. Ñòå-
ïàíöÿ, Þ.Ì. Ñóááîòiíà, Ë.Â. Òàéêîâà, Â. Ôîðñòà, Â.Ò. Øåâàëäiíà òà
áàãàòüîõ iíøèõ.
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Íàéáiëüø ïîâíi ðåçóëüòàòè ùîäî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i Êîëìîãîðî-
âà ïðî ïîïåðå÷íèêè âäàâàëîñü îäåðæàòè äëÿ êëàñiâ çãîðòîê ç òàê
çâàíèìè CVD-ÿäðàìè (ÿäðàìè, ÿêi íå çáiëüøóþòü îñöèëÿöi¨). 2π-ïå-
ðiîäè÷íå ÿäðî K íàçèâàþòü CVD-ÿäðîì (i çàïèñóþòü K ∈ CVD),
ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ C âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ν(K ∗ ϕ) 6 ν(ϕ),
äå ν(ϕ) � ÷èñëî çìií çíàêó 2π-ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ ϕ íà [0, 2π), à

(K ∗ ϕ)(x) = 1
π

π∫
−π

K(x− t)ϕ(t)dt � çãîðòêà ôóíêöié K i ϕ.

Çîêðåìà, ó 1979 ðîöi À. Ïiíêóñ äëÿ êëàñiâ çãîðòîê

K ∗ U0
p = {f ∈ L1 : f(x) = c+ (K ∗ ϕ)(x), c ∈ R, ϕ ∈ U0

p},

U0
p = {ϕ ∈ Lp : ‖ϕ‖p 6 1, ϕ ⊥ 1},

ïîðîäæåíèõ íåïåðåðâíèìè CVD-ÿäðàìè K, îá÷èñëèâ òî÷íi çíà÷åííÿ
êîëìîãîðîâñüêèõ ïîïåðå÷íèêiâ dm(K ∗ U0

p , Ls), m ∈ N, ïðè p = ∞ i
1 6 s 6∞, à òàêîæ ïðè 1 6 p 6∞ i s = 1.

Óìîâà K ∈ CVD ¹ äîâîëi æîðñòêîþ, â ìiðêóâàííÿõ âîíà ôà-
êòè÷íî çàìiíþ¹ êëàñè÷íó òåîðåìó Ðîëëÿ i áàãàòî âiäîìèõ ÿäåð
¨¨ íå çàäîâîëüíÿþòü. Öå ñòîñó¹òüñÿ, íàïðèêëàä, ñïðÿæåíèõ ÿäåð

Áåðíóëëi B̃r(t) =
∞∑
k=1

k−r cos(kt− (r+1)π
2 ), r ∈ N, ÿäåð Ïóàññîíà

Pq(t) =
∞∑
k=1

qk cos kt, q ∈ (0, 1), ñïðÿæåíèõ ÿäåð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

H̃h(t) =
∞∑
k=1

1
ch kh sin kt, h > 0, òà ií.

Ó 1980-1990-õ ðîêàõ Î.Ê. Êóøïåëü çàïðîïîíóâàâ íîâèé ìåòîä
çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ îöiíîê çíèçó êîëìîãîðîâñüêèõ ïîïåðå÷íèêiâ ó
ïðîñòîðàõ C i L êëàñiâ çãîðòîê, ïîðîäæåíèõ ÿäðàìè, ùî ìîæóòü
çáiëüøóâàòè îñöèëÿöi¨. Öåé ìåòîä áàçó¹òüñÿ íà çàñòîñóâàííi àïàðàòó
SK-ñïëàéíiâ. Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê äàíî¨ òåìàòèêè ïîâ'ÿçàíèé ç ðîáî-
òàìè Î.Ê. Êóøïåëÿ, Â.Ò. Øåâàëäiíà, Íãóåí Òõè Òõ'¹ó Õîà, Î.I. Ñòå-
ïàíöÿ òà À.Ñ. Ñåðäþêà. Íåçâàæàþ÷è íà çíà÷íå ÷èñëî ðîáiò ç äàíî¨
òåìàòèêè, äåÿêi ïðèíöèïîâi ïèòàííÿ ùîäî çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ îöiíîê
çíèçó êîëìîãîðîâñüêèõ ïîïåðå÷íèêiâ äî îñòàííüîãî ÷àñó çàëèøàëèñü
âiäêðèòèìè. Çîêðåìà, íå ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ òâiðíèõ ïàðàìåòðiâ áóëè
âiäîìi îöiíêè ïîïåðå÷íèêiâ êëàñiâ çãîðòîê ç ÿäðàìè Ïóàññîíà

Pq,β(t) =

∞∑
k=1

qk cos
(
kt− βπ

2

)
, q ∈ (0, 1), β ∈ R, (2)
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ç ÿäðàìè Íåéìàíà

Nq,β(t) =

∞∑
k=1

qk

k
cos
(
kt− βπ

2

)
, q ∈ (0, 1), β ∈ R, (3)

òà ç ÿäðàìè

Hh,β(t) =

∞∑
k=1

1

ch kh
cos
(
kt− βπ

2

)
, h > 0, β ∈ R. (4)

Ðîçâ'ÿçàííþ öèõ âiäêðèòèõ ïðîáëåì ñó÷àñíî¨ òåîði¨ íàáëèæåííÿ i
ïðèñâÿ÷åíî äèñåðòàöiéíó ðîáîòó.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìà-
ìè. Ðîáîòà âèêîíàíà ó âiääiëi òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè
ÍÀÍ Óêðà¨íè çãiäíî ç íàóêîâî-äîñëiäíîþ òåìîþ �Àïðîêñèìàòèâíi òà
ñòðóêòóðíi õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöiîíàëüíèõ ìíîæèí�, íîìåð äåðæàâ-
íî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0111U002079.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ.
Ìåòîþ ðîáîòè ¹ âñòàíîâëåííÿ òî÷íèõ çíà÷åíü êîëìîãîðîâñüêèõ

ïîïåðå÷íèêiâ êëàñiâ Cqβ,p = Pq,β∗U0
p , C

q,1
β,p = Nq,β∗U0

p òà C
h
β,p = Hh,β∗U0

p

ïðè p = 1 òà p =∞ â ïðîñòîðàõ L òà C âiäïîâiäíî.
Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ êëàñè Cqβ,p, C

q,1
β,p òà C

h
β,p ïðè p = 1,∞.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ êîëìîãîðîâñüêi ïîïåðå÷íèêè êëàñiâ
Cqβ,p, C

q,1
β,p òà C

h
β,p ïðè p = 1 òà p =∞ â ïðîñòîðàõ L òà C âiäïîâiäíî.

Çàäà÷i äîñëiäæåííÿ:
1. Çíàéòè òî÷íi çíà÷åííÿ ïîïåðå÷íèêiâ d2n(Cqβ,∞, C),

d2n−1(Cqβ,∞, C) òà d2n−1(Cqβ,1, L) äëÿ äîâiëüíèõ 0 < q < 1, β ∈ R òà
âñiõ íîìåðiâ n, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà nq.

2. Âñòàíîâèòè òî÷íi çíà÷åííÿ êîëìîãîðîâñüêèõ ïîïåðå÷íèêiâ
d2n(Cq,1β,∞, C), d2n−1(Cq,1β,∞, C) òà d2n−1(Cq,1β,1, L) äëÿ äîâiëüíèõ 0 < q < 1,
β ∈ R òà âñiõ íîìåðiâ n, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà n∗q .

3. Îòðèìàòè òî÷íi çíà÷åííÿ êîëìîãîðîâñüêèõ ïîïåðå÷íèêiâ
d2n(Chβ,∞, C), d2n−1(Chβ,∞, C) òà d2n−1(Chβ,1, L) äëÿ äîâiëüíèõ h > 0,
β ∈ R òà âñiõ íîìåðiâ n, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà nh.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ïðè ðîçâ'ÿçàííi ïîñòàâëåíèõ çàäà÷ â äè-
ñåðòàöiéíié ðîáîòi âèêîðèñòîâóâàëèñü çàãàëüíi ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî
àíàëiçó, åëåìåíòè òåîði¨ ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨, à òàêîæ ìåòîäè çíà-
õîäæåííÿ çíà÷åíü êîëìîãîðîâñüêèõ ïîïåðå÷íèêiâ, ÿêi çàïðîïîíîâàíi
ó ðîáîòàõ Â.Ì. Òèõîìèðîâà, Ì.Ï. Êîðí¹é÷óêà, Î.Ê. Êóøïåëÿ, Íãóåí
Òõè Òõ'¹ó Õîà, Î.I. Ñòåïàíöÿ, À.Ñ. Ñåðäþêà, Â.Ò. Øåâàëäiíà òà ií.
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Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè
¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü â íàñòóïíîìó.

1. Îäåðæàíî çîáðàæåííÿ äëÿ (ψ, β)-ïîõiäíèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ
SK-ñïëàéíiâ, ïîðîäæåíèõ ÿäðàìè Ψβ,1 çàãàëüíîãî âèãëÿäó. Íà îñíî-
âi öèõ çîáðàæåíü äîâåäåíî, ùî ÿäðà Ïóàññîíà Pq,β âèãëÿäó (2), ÿäðà
Íåéìàíà Nq,β âèãëÿäó (3) òà ÿäðà àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié Hh,β âèãëÿäó
(4) çàäîâîëüíÿþòü ââåäåíó Î.Ê. Êóøïåëåì óìîâó Cy,2n äëÿ óñiõ íî-
ìåðiâ n, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ÿêå êîíñòðóêòèâíî
âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðè âiäïîâiäíèõ ÿäåð.

2. Âñòàíîâëåíî îöiíêè çíèçó êîëìîãîðîâñüêèõ ïîïåðå÷íèêiâ
d2n(Cqβ,∞, C), d2n(Cq,1β,∞, C) i d2n(Chβ,∞, C), à òàêîæ d2n−1(Cqβ,1, L),

d2n−1(Cq,1β,1, L) i d2n−1(Chβ,1, L), äëÿ óñiõ n, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íî-
ìåðà. Îòðèìàíi îöiíêè çáiãàþòüñÿ ç íàéêðàùèìè íàáëèæåííÿìè âêà-
çàíèõ êëàñiâ òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè ïîðÿäêó n − 1 ó âiäïî-
âiäíèõ ìåòðèêàõ. Â ðåçóëüòàòi çíàéäåíî òî÷íi çíà÷åííÿ ïîïåðå÷íèêiâ
çàçíà÷åíèõ êëàñiâ ôóíêöié i ïîêàçàíî, ùî îïòèìàëüíèìè ïiäïðîñòîðà-
ìè äëÿ ïîïåðå÷íèêiâ d2n−1 ¹ ïiäïðîñòîðè òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ
ïîðÿäêó n− 1.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà
ðîáîòà íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè òà ìåòîäèêà
¨õ îòðèìàííÿ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè äîñëiäæåííi ðiçíîìàíiòíèõ
ïèòàíü ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié, òîùî.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó äîñëiäæå-
ííÿ, à òàêîæ ïîñòàíîâêà çàäà÷ íàëåæèòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó, äîêòî-
ðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê À.Ñ. Ñåðäþêó. Ðåçóëüòàòè ðîáiò [1-3, 5,
6] îòðèìàíî ñïiëüíî ç íàóêîâèì êåðiâíèêîì, âíåñîê ñïiâàâòîðiâ ¹ ðiâ-
íîöiííèì. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè [4] îòðèìàíî çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè
äîïîâiäàëèñÿ íà:

� ñåìiíàðàõ âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié (Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè; êåðiâíèê ñåìiíàðó: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð À.Ñ. Ðî-
ìàíþê);

� ñåìiíàði �Ñó÷àñíèé àíàëiç� (ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò
Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà; êå-
ðiâíèêè ñåìiíàðó: äîêòîðè ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîðè I.Î. Øåâ÷óê,
Î.Î. Êóð÷åíêî, Â.Ì. Ðàä÷åíêî);

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié
òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ�, ïðèñâÿ÷åíié 70-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ ÷ëåíà-
êîðåñïîíäåíòà ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîôåñîðà Î.I. Ñòåïàíöÿ, Êàì'ÿíåöü-
Ïîäiëüñüêèé, 28 òðàâíÿ � 3 ÷åðâíÿ 2012 ðîêó;

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �International Conference on
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Mathematical Analysis, Di�erential Equations and Their Applications�,
Ìåðñií, 4�9 âåðåñíÿ 2012 ðîêó;

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìà-
òåìàòèêè, ìåõàíèêè, èíôîðìàòèêè�, ïðèñâÿ÷åíié 90-ði÷÷þ ç äíÿ íà-
ðîäæåííÿ ïðîôåñîðà Ë.À. Òîëîêîííiêîâà, Òóëà, 16�20 âåðåñíÿ 2013
ðîêó;

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Áîãîëþáîâñüêi ÷èòàííÿ
DIF-2013. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàí-
íÿ�, ç íàãîäè 75-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà À.Ì. Ñàìîéëåíêà,
Ñåâàñòîïîëü, 23�30 ÷åðâíÿ 2013 ðîêó;

� êðèìñüêié ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ ÊÌÌÊ-2013,
Ñóäàê, 23 âåðåñíÿ � 4 æîâòíÿ 2013 ðîêó;

� IV ìiæíàðîäíié ãàíñüêié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 135 ði÷íèöi
âiä äíÿ íàðîäæåííÿ Ãàíñà Ãàíà, ×åðíiâöi, 30 ÷åðâíÿ � 5 ëèïíÿ 2014
ðîêó;

� IX-ié Ëiòíié øêîëi �Àëãåáðà, òîïîëîãiÿ i àíàëiç�, Ïîëÿíèöÿ, 7�
18 ëèïíÿ 2014 ðîêó;

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �International Conference on
Mathematical Analysis, Di�erential Equations and Their Applications�,
Áàêó, 8�13 âåðåñíÿ 2015 ðîêó.

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó ÷îòèð-
íàäöÿòè íàóêîâèõ ïóáëiêàöiÿõ [1-14]. Øiñòü ç íèõ [1-6] ¹ ñòàòòÿìè ó
íàóêîâèõ âèäàííÿõ, âíåñåíèõ äî ïåðåëiêó ôàõîâèõ âèäàíü ç ôiçèêî-
ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, òðè ç ÿêèõ [2, 5, 6] íàäðóêîâàíî ó âèäàííÿõ, âíå-
ñåíèõ äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ áàç. Ðåøòó âiñiì îïóáëiêîâàíî
ó çáiðíèêàõ òåç ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöié.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã ðîáîòè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ
ç ïåðåëiêó óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, âñòóïó, ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà
ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ÿêèé ìiñòèòü 86 íàéìåíóâàíü. Ïîâíèé
îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñêëàäà¹ 120 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó.

Îñíîâíèé çìiñò äèñåðòàöi¨

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ïðîâåäåíî îãëÿä ëiòåðà-
òóðè çà òåìîþ äîñëiäæåííÿ. Ó ïiäðîçäiëi 1.1 íàâåäåíî îçíà÷åííÿ êëàñiâ
(ψ, β)-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié òà àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê,
ÿêi äîñëiäæóþòüñÿ ó ðîáîòi. Ó ïiäðîçäiëi 1.2 íàâåäåíî äåÿêi ðåçóëüòà-
òè ç íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ðîçãëÿäóâàíèõ êëàñiâ òðèãîíîìåòðè÷íèìè
ïîëiíîìàìè. Îñíîâíi âiäîìi ðåçóëüòàòè iç îá÷èñëåííÿ êîëìîãîðîâñüêèõ
ïîïåðå÷íèêiâ ðiçíèõ êëàñiâ (ψ, β)-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié âèñâiòëå-
íî ó ïiäðîçäiëi 1.3. Òàêîæ îêðåñëåíî äåÿêi ìåòîäè çíàõîäæåííÿ îöi-
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íîê çíèçó êîëìîãîðîâñüêèõ ïîïåðå÷íèêiâ, ñåðåä íèõ, çîêðåìà, ðîçðî-
áëåíèé Î.Ê. Êóøïåëåì ìåòîä, ùî âèêîðèñòîâó¹ àïàðàò SK-ñïëàéíiâ,
ïîðîäæåíèõ ÿäðàìè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Cy,2n.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lp, 1 6 p <∞, ïðîñòið 2π-ïåðiîäè÷íèõ ñóìîâíèõ

íà (0, 2π) â p-ìó ñòåïåíi ôóíêöié f ç íîðìîþ ‖f‖p =

(
π∫
−π
|f(t)|pdt

) 1
p

,

L∞ � ïðîñòið 2π-ïåðiîäè÷íèõ âèìiðíèõ òà iñòîòíî îáìåæåíèõ ôóíêöié
ç íîðìîþ ‖f‖∞ = ess sup

t∈R
|f(t)|, C � ïðîñòið 2π-ïåðiîäè÷íèõ íåïåðåðâ-

íèõ ôóíêöié f , ó ÿêîìó íîðìà çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ ‖f‖C = max
t∈R
|f(t)|.

Ïðè p = 1 ïðîñòið Lp áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç L, òîáòî L = L1.
Íåõàé f ∈ L i

S[f ] =
a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx),

� ¨¨ ðÿä Ôóð'¹ çà òðèãîíîìåòðè÷íîþ ñèñòåìîþ, ψ(k) � äîâiëüíà ïî-
ñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë, β � ôiêñîâàíå äiéñíå ÷èñëî. ßêùî ðÿä

∞∑
k=1

1

ψ(k)

(
ak cos

(
kx+

βπ

2

)
+ bk sin

(
kx+

βπ

2

))
¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ñóìîâíî¨ ôóíêöi¨ ϕ, òî öþ ôóíêöiþ íàçèâàþòü

(ψ, β)-ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f i ïîçíà÷àþòü ÷åðåç fψβ . Ìíîæèíó óñiõ ôóí-

êöié f(x), ÿêi ìàþòü (ψ, β)-ïîõiäíó, ïîçíà÷àþòü ÷åðåç Lψβ , à ïiäìíîæè-

íó óñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié iç Lψβ � ÷åðåç Cψβ . ßêùî f ∈ L
ψ
β (f ∈ Cψβ )

i ïðè öüîìó fψβ ∈ N, äå N � äåÿêà ïiäìíîæèíà ç L, òî çàïèñóþòü,

ùî f ∈ LψβN (f ∈ CψβN). Íàäàëi â ðîëi N âèñòóïàòèìóòü ìíîæèíè

U1 = {f : f ∈ L1, ‖f‖1 6 1} òà U∞ = {f : f ∈ C, ‖f‖∞ 6 1}, ïðè öüîìó

áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ Lψβ,1 = LψβU1 i C
ψ
β,∞ = Cψβ U∞.

ßêùî ïîñëiäîâíiñòü ψ(k) i ïàðàìåòð β ∈ R òàêi, ùî ðÿä

∞∑
k=1

ψ(k) cos

(
kt− βπ

2

)
¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ Ψβ ∈ L, òî åëåìåíòè f iç Lψβ ìàéæå ïðè
âñiõ x ∈ R çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi çãîðòêè

f(x) = A+ (Ψβ ∗ ϕ) (x) = A+
1

π

π∫
−π

Ψβ(x− t)ϕ(t)dt, (5)
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A ∈ R, ϕ ∈ L,ϕ ⊥ 1,

â ÿêié ϕ ìàéæå ñêðiçü ñïiâïàäà¹ ç fψβ . Çðîçóìiëî, ùî ÿêùî ïðè öüîìó

f ∈ Cψβ , òî ðiâíiñòü (5) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ x ∈ R.
Ó ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿäðà Ψβ(t) âèãëÿäó

Ψβ(t) =

∞∑
k=1

ψ(k) cos

(
kt− βπ

2

)
, ψ(k) > 0. (6)

Âàæëèâèì ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ÿäåð Ψβ(t) âèãëÿäó (6) ïðè ψ(k) = qk,
q ∈ (0, 1), ¹ ÿäðà Ïóàññîíà Pq,β(t) ç ïàðàìåòðàìè q i β, òîáòî ôóíêöi¨
âèãëÿäó (2). Ôóíêöi¨ f , ÿêi äîïóñêàþòü çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi çãîð-
òêè (5) ç ÿäðîì Ψβ(t) = Pq,β(t), íàçèâàþòü iíòåãðàëàìè Ïóàññîíà. Â

öüîìó âèïàäêó êëàñè Cψβ,p, p = 1,∞, áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç Cqβ,p, à

âiäïîâiäíi (ψ, β)-ïîõiäíi fψβ ôóíêöi¨ f ∈ Cqβ,p ïðè ψ(k) = qk íàçèâàòè

(q, β)-ïîõiäíèìè i ïîçíà÷àòè ÷åðåç fqβ .

ßêùî ψ(k) =
qk

kr
, q ∈ (0, 1), r ∈ N, òî êëàñè Cψβ,p, p = 1,∞, ïîçíà-

÷àòèìåìî ÷åðåç Cq,rβ,p. Ïðè r = 1 êëàñè Cq,rβ,p ¹ êëàñàìè çãîðòîê ç ÿäðîì

Íåéìàíà âèãëÿäó (3).
Òàêîæ â ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿäðà Ψβ(t) âèãëÿäó (6) ó âèïàäêó,

êîëè ψ(k) =
1

ch kh
, h > 0, òîáòî ôóíêöi¨ âèãëÿäó (4). Ïðè çàçíà÷åíèõ

ψ êëàñè Cψβ,p áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç Chβ,p.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Dq, q ∈ [0, 1), ìíîæèíó äîäàòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé
ψ(k), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Äàëàìáåðà

lim
k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= q.

ßêùî ψ(k) ∈ Dq, q ∈ (0, 1), òî êëàñè Cψβ,p, p = 1,∞, ñêëàäàþòüñÿ
ç 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi äîïóñêàþòü ðåãóëÿðíå ïðîäîâæåííÿ ó
ñìóãó | Im z| 6 ln 1

q êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî

ìîäóëi êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ÿäåð Pq,β(t) òà Nq,β(t) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
Dq. Öþ óìîâó çàäîâîëüíÿþòü i ìîäóëi êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ÿäåð Hh,β(t)
ïðè h = ln 1

q .

×åðåç En(N)X ïîçíà÷èìî íàéêðàùå íàáëèæåííÿ â ïðîñòîði X ⊂ L
ìíîæèíèN ⊂ X ïiäïðîñòîðîì T2n−1 òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ tn−1

ïîðÿäêó n− 1, òîáòî âåëè÷èíó âèãëÿäó

En(N)X = sup
f∈N

inf
tn−1∈T2n−1

‖f − tn−1‖X .
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Îçíà÷åííÿ 1.1. Ñóìîâíà 2π-ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ K(t), ÿêà òîòî-
æíî íå äîðiâíþ¹ íóëþ, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó A∗n, n ∈ N (K ∈ A∗n), ÿêùî
iñíóþòü òðèãîíîìåòðè÷íèé ïîëiíîì T ∗n−1 ïîðÿäêó n−1 i äîäàòíå ÷è-
ñëî λ 6 π/n òàêå, ùî äëÿ ôóíêöi¨ ϕ∗(t)− sign(K(t)− T ∗n−1(t)) ìàéæå
ïðè âñiõ t âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ϕ∗(t− λ) = −ϕ∗(t).

Îçíà÷åííÿ 1.2. Ñóìîâíà 2π-ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ K(t), ÿêà òî-
òîæíî íå äîðiâíþ¹ íóëþ, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó N∗n, n ∈ N (K ∈ N∗n),
ÿêùî iñíóþòü òðèãîíîìåòðè÷íèé ïîëiíîì T ∗n−1 ïîðÿäêó n − 1 i òî-
÷êà ξ ∈ [0, π/n) òàêi, ùî ðiçíèöÿ K(t)−T ∗n−1(t) çìiíþ¹ çíàê íà [0, 2π)
ó òî÷êàõ tk = ξ + kπ/n, k = 0, 1, . . . , 2n− 1, i òiëüêè â íèõ.

Iç îçíà÷åíü 1.1 òà 1.2 âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ N∗n ⊂ A∗n. Ñåíñ óìîâè A∗n
ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî òðèãîíîìåòðè÷íèé ïîëiíîì T ∗n−1, êîòðèé ôiãóðó¹ â
¨¨ ôîðìóëþâàííi, çäiéñíþ¹ íàéêðàùå íàáëèæåííÿ â ñåðåäíüîìó ÿäðà
Ψβ , òîáòî

En(Ψβ)L = inf
tn−1∈T2n−1

‖Ψβ(·)− tn−1(·)‖1 = ‖Ψβ(·)− T ∗n−1(·)‖1.

Çàäàìî ñèñòåìè ÷èñåë

µ0, µ1, . . . , µn−1, (7)

ν1, ν2, . . . , νn−1 (8)

i ïîáóäó¹ìî äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f iç ìíîæèíè N ⊂ Lψβ òðèãîíîìåòðè-

÷íèé ïîëiíîì Un−1(x) ïîðÿäêó n − 1, ùî çàäà¹òüñÿ ñèñòåìàìè (7) òà
(8), íàñòóïíèì ÷èíîì:

Un−1(x) = Un−1(f ;x;µ, ν) =

=
1

2
µ0a0 +

n−1∑
k=1

(µk(ak cos kt+ bk sin kt) + νk(ak sin kt− bk cos kt)) , (9)

äå ak i bk � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ fψβ . Ïîñëiäîâíiñòü

Un−1(f ;x;µ, ν) çàäà¹ ëiíiéíèé ìåòîä íàáëèæåííÿ ôóíêöié f iç N, ùî
âèçíà÷à¹òüñÿ ñèñòåìàìè (7) i (8).

Ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó

En(N;µ, ν)X = sup
f∈N
‖f(·)− Un−1(f ; ·;µ, ν)‖X . (10)

Ìåòîä íàáëèæåííÿ âèãëÿäó (9) íàçèâàþòü íàéêðàùèì äëÿ ìíîæèíè
N ó ìåòðèöi ïðîñòîðó X, ÿêùî âií âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèìè ñèñòåìàìè
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÷èñåë (7) i (8), äëÿ ÿêèõ òî÷íà âåðõíÿ ìåæà â (10) áóäå íàéìåíøîþ
ñåðåä óñiõ ìîæëèâèõ.

Ç ðîáiò Á. Íàäÿ òà Ñ.Ì. Íiêîëüñüêîãî âèïëèâà¹, ùî ÿêùî ÿäðî

Ψβ(t) âèãëÿäó (6), ùî ïîðîäæó¹ êëàñè Cψβ,∞ òà Lψβ,1, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

N∗n, òî ëiíiéíèé ìåòîä Un−1(x) âèãëÿäó (9) ¹ íàéêðàùèì äëÿ êëàñiâ

Cψβ,∞ òà Lψβ,1 ïðè µk = µ∗k, νk = ν∗k , k = 0, 1, 2, . . . , n − 1, äå µ∗k i ν∗k
îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè

µ∗0 = 2

∞∑
ν=1

ψ(2nν) cos(2νθnπ −
βπ

2
), (11)

µ∗k = ψ(k) cos
βπ

2
+

+

∞∑
ν=1

(ψ(2nν − k) + ψ(2nν + k)) cos(2νθnπ −
βπ

2
), k = 1, n− 1, (12)

ν∗k = ψ(k) sin
βπ

2
+

+

∞∑
ν=1

(ψ(2nν − k) + ψ(2nν + k)) sin(2νθnπ −
βπ

2
), k = 1, n− 1, (13)

â ÿêèõ θn = θn(ψ, β) ∈ [0, 1) � êîðiíü ðiâíÿííÿ

∞∑
ν=0

ψ((2ν + 1)n) cos

(
(2ν + 1)θnπ −

βπ

2

)
= 0.

Ïðè öüîìó âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

En(Cψβ,∞)C = En(Cψβ,∞;µ∗, ν∗)C =

= En(Lψβ,1)L = En(Lψβ,1;µ∗, ν∗)L =
1

π
En(Ψβ)L.

×åðåç bm(N, X) ïîçíà÷èìî ïîïåðå÷íèê çà Áåðíøòåéíîì ïîðÿäêó
m êëàñó N ó ïðîñòîði X, òîáòî âåëè÷èíó âèãëÿäó

bm(N, X) = sup
Fm+1⊂X

sup
ε>0
{N ⊃ εU ∩ Fm+1},

äå çîâíiøíié sup ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïî âñiõ ìîæëèâèõ ëiíiéíèõ ïiäïðîñòî-
ðàõ Fm+1 iç X ðîçìiðíîñòi m + 1, U � îäèíè÷íà êóëÿ ïðîñòîðó X, à
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÷åðåç λm(N, X) � ëiíiéíèé ïîïåðå÷íèê êëàñó N ó ïðîñòîði X, òîáòî
âåëè÷èíó âèãëÿäó

λm(N, X) = inf
Fm⊂X

inf
Λ∈L(X,Fm)

sup
f∈N
‖f − Λf‖X ,

äå L(X,Fm) � êëàñ íåïåðåðâíèõ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü, ùî äiþòü iç
X â Fm, à çîâíiøíié inf ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïî âñiõ m-âèìiðíèõ ëiíiéíèõ
ïiäïðîñòîðàõ Fm iç X.

Íåõàé ∆2n = {0 = x0 < x1 < · · · < x2n = 2π} � äîâiëüíå ðîçáèòòÿ
ïðîìiæêó [0, 2π] i K(t) � äîâiëüíà ñóìîâíà 2π-ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ.
SK-ñïëàéíîì çà ðîçáèòòÿì ∆2n áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöiþ âèãëÿäó

SK(·) = α0 +

2n∑
k=1

αkK(· − xk),

2n∑
k=1

αk = 0, αk ∈ R.

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè SK-ñïëàéíè ó âèïàäêó, êîëè ðîçáèòòÿ ∆2n ðiâ-
íîìiðíå, òîáòî êîëè xk = kπ/n, à â ðîëi ôóíêöi¨ K(t) âèñòóïàòèìå
ôóíêöiÿ

Ψβ,1(t) = (Ψβ ∗B1)(t) =

∞∑
k=1

ψ(k)

k
cos

(
kt− (β + 1)π

2

)
,

äå B1(t) =
∞∑
k=1

k−1 sin kt � ÿäðî Áåðíóëëi. Ïðîñòið SK-ñïëàéíiâ

SΨβ,1(·) çà ðîçáèòòÿì ∆2n ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç SΨβ,1(∆2n).
Ôóíäàìåíòàëüíèì SK-ñïëàéíîì, ïîðîäæåíèì ÿäðîì Ψβ,1, íàçèâà-

þòü ôóíêöiþ SΨβ,1(·) = SΨβ,1(y, ·) âèãëÿäó

α0 +

2n∑
k=1

αkΨβ,1(· − xk),

2n∑
k=1

αk = 0, αk ∈ R,

ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

SΨβ,1(y, yk) = δ0,k =

{
0, k = 1, 2n− 1,

1, k = 0,

äå yk = xk + y, xk = kπ/n, y ∈ [0,
π

n
). Ñïëàéí SΨβ,1(y, ·) ïîðîäæó¹

ñèñòåìó ôóíäàìåíòàëüíèõ ñïëàéíiâ âèäó SΨβ,1(y, ·−xk), k = 0, 2n− 1,
ÿêà óòâîðþ¹ áàçèñ â ïðîñòîði SΨβ,1(∆2n).
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Î.Ê. Êóøïåëåì áóëî ðîçðîáëåíî ìåòîä çíàõîäæåííÿ îöiíîê çíèçó
êîëìîãîðîâñüêèõ ïîïåðå÷íèêiâ êëàñiâ çãîðòîê iç ÿäðàìè Ψβ , ÿêi çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâó Cy,2n.

Îçíà÷åííÿ 1.4. Êàæóòü, ùî äëÿ äåÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà y i ðîç-
áèòòÿ ∆2n ÿäðî Ψβ âèãëÿäó (6) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Cy,2n (i çàïèñó-
þòü Ψβ ∈ Cy,2n), ÿêùî äëÿ öüîãî ÿäðà iñíó¹ ¹äèíèé ôóíäàìåíòàëüíèé

ñïëàéí SΨβ,1(y, ·) i äëÿ íüîãî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

sign(SΨβ,1(y, tk))ψβ = (−1)kεek, k = 0, 2n− 1, (14)

äå tk = (xk + xk+1)/2, ek äîðiâíþ¹ àáî 0, àáî 1, à ε ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ
±1 i íå çàëåæèòü âiä k.

Îñêiëüêè ïîíÿòòÿ (ψ, β)-ïîõiäíî¨ îòîòîæíþ¹ ôóíêöi¨, ùî âiäðiçíÿ-
þòüñÿ íà ìíîæèíi íóëåâî¨ ìiðè Ëåáåãà, òî, ùîá óíèêíóòè íåîäíîçíà-

÷íîñòi, â ðiâíîñòi (14) i ñêðiçü íàäàëi ïiä çàïèñîì (SΨβ,1(·))ψβ ðîçóìi-

þòü òó ç (ψ, β)-ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ SΨβ,1(·), ÿêà ¹ ñòàëîþ íà êîæíîìó
iíòåðâàëi (xk, xk+1).

Òåîðåìà 1.16 (Î.Ê. Êóøïåëü). Íåõàé ïðè äåÿêîìó n ∈ N ôóí-

êöiÿ Ψβ âèãëÿäó (6), ùî ïîðîäæó¹ êëàñè Cψβ,∞ òà Lψβ,1, çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó Cy0,2n, äå y0 � òî÷êà, â ÿêié ôóíêöiÿ |(Ψβ ∗ ϕn)(t)| ïðèéìà¹
ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ. Òîäi

d2n(Cψβ,∞, C) > ‖Ψβ ∗ ϕn‖C ,

d2n−1(Lψβ,1, L) > ‖Ψβ ∗ ϕn‖C ,

äå
ϕn(t) = sign sinnt. (15)

Íàâåäåíà òåîðåìà çâîäèòü çàäà÷ó ïðî îöiíêè çíèçó ïîïåðå÷íè-
êiâ êëàñiâ çãîðòîê ç ôiêñîâàíèì ÿäðîì Ψβ äî ïåðåâiðêè âêëþ÷åííÿ
Ψβ ∈ Cy0,2n.

Î.Ê. Êóøïåëåì áóëî äîâåäåíî âêëþ÷åííÿ Ψβ ∈ Cy0,2n i çíàéäåíî

òî÷íi îöiíêè çíèçó ïîïåðå÷íèêiâ d2n(Cψβ,∞, C) òà d2n−1(Lψβ,1, L) ïðè

β = 2l, l ∈ Z, i ψ(k) = ϕ(k)ρk, äå 0 < ρ 6 1/7, à ϕ(k) � äîâiëüíà
äîäàòíà íåçðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü. Çãîäîì äîñëiäæåííÿ ó äàíîìó íà-
ïðÿìi áóëî ïðîäîâæåíî ó ðîáîòàõ Â.Ò. Øåâàëäiíà, Íãóåí Òõè Òõ'¹ó
Õîà, Î.I. Ñòåïàíöÿ òà À.Ñ. Ñåðäþêà.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi âñòàíîâëåíî òî÷íi îöiíêè çíèçó ïîïåðå÷íèêiâ
çà Êîëìîãîðîâèì d2n(Cqβ,∞, C) òà d2n−1(Cqβ,1, L) ïðè äîâiëüíèõ β ∈ R,
q ∈ (0, 1) i âñiõ íàòóðàëüíèõ n, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà nq, ÿêèé
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îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ïðè êîæíîìó êîíêðåòíîìó çàäàííi ïàðàìå-
òðà q. ßê íàñëiäîê, îòðèìàíî òî÷íi çíà÷åííÿ êîëìîãîðîâñüêèõ, áåðí-
øòåéíiâñüêèõ òà ëiíiéíèõ ïîïåðå÷íèêiâ çàçíà÷åíèõ êëàñiâ.

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 îäåðæàíî íîâå çîáðàæåííÿ äëÿ (ψ, β)�ïîõiäíèõ
ôóíäàìåíòàëüíèõ SK-ñïëàéíiâ, ïîðîäæåíèõ ÿäðàìè Ψβ,1 çàãàëüíîãî
âèãëÿäó.

Ëåìà 2.2. Íåõàé ψ ∈ Dq, q ∈ (0, 1), β ∈ R, y ∈ [0, πn ). Òîäi ïðè
âèêîíàííi óìîâè

|λl(y)| 6= 0, l = 1, n,

äå

λl(y) =
1

n

2n∑
ν=1

eilνπ/nΨβ,1(y − νπ

n
),

äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ ( (k−1)π
n , kπn ), k = 1, 2n, ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

(SΨβ,1(y, t))ψβ =

= (−1)k+1 π

4nψ(n)

(
Pq(tk − y) sign sin(ny − βπ

2
) +

5∑
m=1

γm(y)

)
, (16)

â ÿêié tk = kπ
n −

π
2n , Pq(t) � ÿäðî àíàëiòè÷íî ïðîäîâæóâàíèõ â ñìóãó

ôóíêöié:

Pq(t) =
1

2
+ 2

∞∑
j=1

cos jt

qj + q−j
, q ∈ (0, 1),

à

γ1(y) = γ1(ψ, β, k, y) =
ψ(n)

n

 z0(y)

|λn(y)|2
+ 2

n−1∑
j=1

zj(y)

|λn−j(y)|2 cos jπ2n

 ,

γ2(y) = γ2(ψ, β, y) = −
R0(y) n

ψ(n)

2(2 +R0(y) n
ψ(n) )

sign sin(ny − βπ

2
),

γ3(y) = γ3(ψ, β, k, y) = 2

n−1∑
j=[
√
n]+1

cos j(tk − y)
n

ψ(n) |λn−j(y)| cos jπ2n
sign sin(ny − βπ

2
),

γ4(y) = γ4(ψ, β, k, y) = −2

[
√
n]∑

j=1

δj(y) cos j(tk − y)
n

ψ(n) |λn−j(y)| cos jπ2n
sign sin(ny − βπ

2
),
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γ5(y) = γ5(q, β, k, y) = −2
∞∑

j=[
√
n]+1

cos j(tk − y)

qj + q−j
sign sin(ny − βπ

2
),

zj(y) = zj(ψ, β, k, y) = |rj(y)| cos(j(tk − y) + arg(rj(y)))−

−Rj(y) cos(j(tk − y)) sign sin(ny − βπ

2
), j = 0, n− 1,

Rj(y) = Rj(ψ, β, y) = |λn−j(y)| − ψ(n− j)
n− j

− ψ(n+ j)

n+ j
, j = 0, n− 1,

rj(y) =

3∑
ν=1

r
(ν)
j (y), j = 0, n− 1,

r
(1)
j (y) = r

(1)
j (ψ, β, y) =

ψ(3n− j)ei(3ny−
(β+1)π

2 )

3n− j
+

+

∞∑
m=2

(
ψ((2m+ 1)n− j)ei((2m+1)ny− (β+1)π

2 )

(2m+ 1)n− j
+

+
ψ((2m− 1)n+ j)e−i((2m−1)ny− (β+1)π

2 )

(2m− 1)n+ j

)
,

r
(2)
j (y) = r

(2)
j (ψ, β, y) = i

(
ψ(n+ j)

n+ j
− ψ(n− j)

n− j

)
cos(ny − βπ

2
),

r
(3)
j (y) = r

(3)
j (ψ, β, y) =

(
ψ(n− j)
n− j

+
ψ(n+ j)

n+ j

)
×

×(| sin(ny − βπ

2
)| − 1) sign sin(ny − βπ

2
),

δj(y) = δj(ψ, y) =
n|λn−j(y)| cos jπ2n
(q−j + qj)ψ(n)

− 1, j = 1, [
√
n],

[a] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà a.
Ó ïiäðîçäiëi 2.2 íà îñíîâi îòðèìàíèõ çîáðàæåíü (16) äîâåäåíî, ùî

ÿäðà Ïóàññîíà Pq,β âèãëÿäó (2) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Cy0,2n äëÿ óñiõ
íîìåðiâ n, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ÿêå êîíñòðóêòèâ-
íî âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ïàðàìåòð ãëàäêîñòi ÿäðà i, ÿê íàñëiäîê, çíàéäå-
íî òî÷íi îöiíêè çíèçó ïîïåðå÷íèêiâ êëàñiâ çãîðòîê iç òàêèìè ÿäðàìè.



14

Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî q ∈ (0, 1) ïîçíà÷èìî ÷åðåç nq íàéìåíøèé
ç íîìåðiâ n > 9, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

43

10(1− q)
q
√
n +

q

(1− q)2
min

{
160

57(n−
√
n)
,

8

3n− 7
√
n

}
6

6

(
1

2
+

2q

(1 + q2)(1− q)

)(
1− q
1 + q

) 4
1−q2

. (17)

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé q ∈ (0, 1). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî β ∈ R òà âñiõ
íîìåðiâ n > nq ìàþòü ìiñöå îöiíêè

d2n(Cqβ,∞, C) > ‖Pq,β ∗ ϕn‖C ,

d2n−1(Cqβ,1, L) > ‖Pq,β ∗ ϕn‖C ,

äå ϕn îçíà÷åíà ðiâíiñòþ (15).
Â ïiäðîçäiëi 2.3 çàïèñàíî òî÷íi çíà÷åííÿ òà àñèìïòîòè÷íi ðiâíî-

ñòi äëÿ êîëìîãîðîâñüêèõ, áåðíøòåéíiâñüêèõ òà ëiíiéíèõ ïîïåðå÷íèêiâ
êëàñiâ Cqβ,∞ òà Cqβ,1 â ïðîñòîðàõ C i L. Òàêîæ ïîêàçàíî, ùî ÿäðà Ïó-
àññîíà ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ β òà q ìîæóòü çáiëüøóâàòè
îñöèëÿöi¨, à òîìó âñòàíîâëåíi ó ðîçäiëi îöiíêè íåìîæëèâî îòðèìàòè,
êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäàìè i ïiäõîäàìè, ÿêi ðîçâèíóòî À. Ïiíêóñîì äëÿ
CVD-ÿäåð.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé q ∈ (0, 1). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî β ∈ R òà
óñiõ íîìåðiâ n > nq, äå nq � íàéìåíøèé ç íîìåðiâ n > 9, äëÿ ÿêèõ
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (17), ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi ðiâíîñòi:

d2n(Cqβ,∞, C) = d2n−1(Cqβ,∞, C) = d2n−1(Cqβ,1, L) =

= En(Cqβ,∞)C = En(Cqβ,1)L =

= ‖Pq,β ∗ ϕn‖C =
4

π

∣∣∣∣∣
∞∑
ν=0

q(2ν+1)n

2ν + 1
sin

(
(2ν + 1)θnπ −

βπ

2

)∣∣∣∣∣ ,
äå θn = θn(q, β) � ¹äèíèé íà [0, 1) êîðiíü ðiâíÿííÿ

∞∑
ν=0

q(2ν+1)n cos

(
(2ν + 1)θnπ −

βπ

2

)
= 0, (18)

à ϕn îçíà÷åíà ðiâíiñòþ (15).
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Çîêðåìà, ïðè n > nq i β ∈ Z âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

d2n(Cqβ,∞, C) = d2n−1(Cqβ,∞, C) = d2n−1(Cqβ,1, L) = En(Cqβ,∞)C =

= En(Cqβ,1)L =
4

π
arctg qn, β = 2k, k ∈ Z;

d2n(Cqβ,∞, C) = d2n−1(Cqβ,∞, C) = d2n−1(Cqβ,1, L) = En(Cqβ,∞)C =

= En(Cqβ,1)L =
2

π
ln

1 + qn

1− qn
, β = 2k − 1, k ∈ Z.

Ïîçíà÷èìî

nq,β =

{
1, ÿêùî q ∈ (0, 0,2] i β ∈ Z àáî q ∈ (0, 0,196881] i β ∈ R \ Z,
nq, ÿêùî q ∈ (0,2, 1) i β ∈ Z àáî q ∈ (0,196881, 1) i β ∈ R \ Z.

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé q ∈ (0, 1). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî β ∈ R òà óñiõ
íîìåðiâ n > nq,β ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

d2n(Cqβ,∞, C) = d2n−1(Cqβ,∞, C) = b2n−1(Cqβ,∞, C) = λ2n(Cqβ,∞, C) =

= λ2n−1(Cqβ,∞, C) = d2n−1(Cqβ,1, L) = b2n−1(Cqβ,1, L) = λ2n−1(Cqβ,1, L) =

= En(Cqβ,∞)C = En(Cqβ,∞;µ∗, ν∗)C = En(Cqβ,1)L = En(Cqβ,1;µ∗, ν∗)L =

= ‖Pq,β ∗ ϕn‖C =
4

π

∣∣∣∣∣
∞∑
ν=0

q(2ν+1)n

2ν + 1
sin

(
(2ν + 1)θnπ −

βπ

2

)∣∣∣∣∣ ,
äå θn = θn(q, β) � ¹äèíèé íà [0, 1) êîðiíü ðiâíÿííÿ (18), à µ∗ i ν∗

îçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (11)-(13) ïðè ψ(k) = qk.
Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çàäà÷à ïðî çíàõîäæåí-

íÿ òî÷íèõ çíà÷åíü ïîïåðå÷íèêiâ d2n(Cq,1β,∞, C), d2n−1(Cq,1β,∞, C) òà

d2n−1(Cq,1β,1, L) äëÿ óñiõ q ∈ (0, 1), β ∈ R òà íàòóðàëüíèõ n, áiëüøèõ
âiä äåÿêîãî íîìåðà, çàëåæíîãî ëèøå âiä q.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 ïîêàçàíî, ùî ÿäðà Íåéìàíà Nq,β âèãëÿäó (3) çà-
äîâîëüíÿþòü óìîâó Cy0,2n äëÿ óñiõ íîìåðiâ n, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n∗q .

Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî q ∈ (0, 1) ïîçíà÷èìî ÷åðåç n∗q íàéìåíøèé
ç íîìåðiâ n > 2, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

qn

1− q2n
6 min{2q

√
n

15n2
,

8

3n2

(
2n− 1

7(n− 1)2
− π2

8n2

)
},
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24

5(1− q)
q
√
n +

160

63

2
√
n− 1

n(
√
n− 1)

q

(1− q)2
6

6

(
1

2
+

2q

(1 + q2)(1− q)

)(
1− q
1 + q

) 4
1−q2

.

Ó ïðèéíÿòèõ ïîçíà÷åííÿõ ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 3.1. Íåõàé q ∈ (0, 1). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî β ∈ R i âñiõ

íîìåðiâ n > n∗q âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

d2n(Cq,1β,∞, C) > ‖Nq,β ∗ ϕn‖C ,

d2n−1(Cq,1β,1, L) > ‖Nq,β ∗ ϕn‖C .

Â ïiäðîçäiëi 3.2 çàïèñàíî òî÷íi òà àñèìïòîòè÷íî òî÷íi îöiíêè êîë-
ìîãîðîâñüêèõ, áåðíøòåéíiâñüêèõ òà ëiíiéíèõ ïîïåðå÷íèêiâ êëàñiâ Cq,1β,∞
òà Cq,1β,1. Òàêîæ ïîêàçàíî, ùî âñòàíîâëåíi ó ðîçäiëi îöiíêè íåìîæëèâî
îòðèìàòè, êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäàìè i ïiäõîäàìè, ÿêi ðîçâèíóòî À. Ïií-
êóñîì äëÿ CVD-ÿäåð, îñêiëüêè ÿäðà Íåéìàíà ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ
ïàðàìåòðiâ β òà q ìîæóòü çáiëüøóâàòè îñöèëÿöi¨.

Ïîçíà÷èìî

n∗q,β=

{
1, ÿêùî q ∈ (0, 0,2] i β ∈ Z àáî q ∈ (0, 0,193864] i β ∈ R \ Z,
n∗q ,ÿêùî q ∈ (0,2, 1) i β ∈ Z àáî q ∈ (0,193864, 1) i β ∈ R \ Z

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé q ∈ (0, 1) i β ∈ R. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî β ∈ R
òà óñiõ íîìåðiâ n > n∗q,β ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

d2n(Cq,1β,∞, C) = d2n−1(Cq,1β,∞, C) = b2n−1(Cq,1β,∞, C) = λ2n(Cq,1β,∞, C) =

= λ2n−1(Cq,1β,∞, C) = d2n−1(Cq,1β,1, L) = b2n−1(Cq,1β,1, L) = λ2n−1(Cq,1β,1, L) =

= En(Cq,1β,∞)C = En(Cq,1β,∞;µ∗, ν∗)C = En(Cq,1β,1)L = En(Cq,1β,1;µ∗, ν∗)L =

= ‖Nq,β ∗ ϕn‖C =
4

π

∣∣∣∣∣
∞∑
ν=0

q(2ν+1)n

n(2ν + 1)2
sin

(
(2ν + 1)θnπ −

βπ

2

)∣∣∣∣∣ ,
äå θn = θn(q, β) � ¹äèíèé íà [0, 1) êîðiíü ðiâíÿííÿ

∞∑
ν=0

q2νn

2ν + 1
cos

(
(2ν + 1)θnπ −

βπ

2

)
= 0,
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à µ∗ i ν∗ îçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (11)-(13) ïðè ψ(k) = qk

k .
×åòâåðòèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî çíàõîäæåííþ òî÷íèõ

çíà÷åíü ïîïåðå÷íèêiâ d2n(Chβ,∞, C), d2n−1(Chβ,∞, C) òà d2n−1(Chβ,1, L)
äëÿ äîâiëüíèõ h > 0, β ∈ R òà óñiõ íàòóðàëüíèõ n, áiëüøèõ âiä äåÿêîãî
íîìåðà, çàëåæíîãî ëèøå âiä ïàðàìåòðà h.

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 çíàéäåíî íàéêðàùå íàáëèæåííÿ êëàñiâ Chβ,∞ òà

Chβ,1 òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè â ïðîñòîðàõ C i L äëÿ âñiõ íîìå-
ðiâ n, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà n∗h.

Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî h > 0 ïîêëàäåìî

n∗h =

{
1, ÿêùî h > ln 10

3 ,

n∗∗h , ÿêùî 0 < h < ln 10
3 ,

äå n∗∗h � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü

(1− e−h)2 >
5 + 3e−2h

1− e−2h

(
1+e−2h

2

)2n

√
1−

(
1+e−2h

2

)2n
+ (2 + e−2nh)e−2nh.

Ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 4.1. Íåõàé h > 0 i β ∈ R. Òîäi äëÿ âñiõ íîìåðiâ n òàêèõ,

ùî n > n∗h, ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ Hh,β ∈ N∗n òà âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

En(Chβ,∞)C = En(Chβ,1)L = ‖Hh,β ∗ ϕn‖C =

=
4

π

∣∣∣∣∣
∞∑
ν=0

1

(2ν + 1) ch((2ν + 1)nh)
sin

(
(2ν + 1)θnπ −

βπ

2

)∣∣∣∣∣ ,
â ÿêèõ ϕn(t) � ôóíêöiÿ âèãëÿäó (15), à θn = θn(h, β) � ¹äèíèé íà [0, 1)
êîðiíü ðiâíÿííÿ

∞∑
ν=0

1

ch((2ν + 1)nh)
cos

(
(2ν + 1)θnπ −

βπ

2

)
= 0. (19)

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 äîâåäåíî, ùî ÿäðà àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié Hh,β âè-
ãëÿäó (4) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Cy,2n äëÿ óñiõ íîìåðiâ n, ïî÷èíàþ÷è
ç äåÿêîãî íîìåðà i, ÿê íàñëiäîê, çíàéäåíî îöiíêè çíèçó ïîïåðå÷íèêiâ
êëàñiâ Chβ,∞ òà Chβ,1 â ïðîñòîðàõ C i L.
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Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî h > 0 ÷åðåç nh áóäåìî ïîçíà÷àòè íàé-
ìåíøèé ç íîìåðiâ n > 9, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

37

5(1− e−h)
e−h
√
n +

e−h

(1− e−h)2
min

{
160

27(n−
√
n)
,

8

3n− 7
√
n

}
6

6

(
1

2
+

1

(1− e−h) chh

)(
1− e−h

1 + e−h

) 4

1−e−2h

Ó ïðèéíÿòèõ ïîçíà÷åííÿõ ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 4.2. Íåõàé h > 0, β ∈ R. Òîäi äëÿ âñiõ íîìåðiâ n òàêèõ,

ùî n > nh, âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

d2n(Chβ,∞, C) > ‖Hh,β ∗ ϕn‖C ,

d2n−1(Chβ,1, L) > ‖Hh,β ∗ ϕn‖C .

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 çíàéäåíî òî÷íi çíà÷åííÿ êîëìîãîðîâñüêèõ, áåðí-
øòåéíiâñüêèõ òà ëiíiéíèõ ïîïåðå÷íèêiâ êëàñiâ Chβ,∞ òà Chβ,1. Ïîêàçàíî,
ùî ÿäðàHh,β ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ β òà h ìîæóòü çáiëüøó-
âàòè îñöèëÿöi¨, à òîìó âñòàíîâëåíi ó ðîçäiëi îöiíêè íåìîæëèâî îòðè-
ìàòè, êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäàìè i ïiäõîäàìè, ÿêi ðîçâèíóòî À. Ïiíêóñîì
äëÿ êëàñiâ çãîðòîê iç ÿäðàìè, ùî íå çáiëüøóþòü îñöèëÿöi¨.

Òåîðåìà 4.4. Íåõàé h > 0, β ∈ R. Òîäi äëÿ âñiõ íîìåðiâ n òàêèõ,
ùî n > nh, âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

d2n(Chβ,∞, C) = d2n−1(Chβ,∞, C) = b2n−1(Chβ,∞, C) = λ2n(Chβ,∞, C) =

= λ2n−1(Chβ,∞, C) = d2n−1(Chβ,1, L) = b2n−1(Chβ,1, L) = λ2n−1(Chβ,1, L) =

= En(Chβ,∞)C = En(Chβ,∞;µ∗, ν∗)C = En(Chβ,1)L = En(Chβ,1;µ∗, ν∗)L =

= ‖Hh,β ∗ ϕn‖C =
4

π

∣∣∣∣∣∣
∞∑
ν=0

sin
(

(2ν + 1)θnπ − βπ
2

)
(2ν + 1) ch((2ν + 1)nh)

∣∣∣∣∣∣ ,
äå θn = θn(h, β) � ¹äèíèé íà [0, 1) êîðiíü ðiâíÿííÿ (19), à µ∗ i ν∗

îçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (11)-(13) ïðè ψ(k) = 1
ch kh .
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Âèñíîâêè

1. Äîâåäåíî, ùî ÿäðî Ïóàññîíà Pq,β(t) ïðè q ∈ (0, 1) òà β ∈ R çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó Cy,2n, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà nq, çàëåæíîãî ëèøå
âiä q. ßê íàñëiäîê, äëÿ âñiõ n > nq âñòàíîâëåíî îöiíêè çíèçó êîëìî-
ãîðîâñüêèõ ïîïåðå÷íèêiâ ó ïðîñòîði C (L) êëàñiâ iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà
Cqβ,∞ (Cqβ,1). Îòðèìàíi îöiíêè ñïiâïàëè ç íàéêðàùèìè íàáëèæåííÿìè

çàçíà÷åíèõ êëàñiâ òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè ó ïðîñòîði C (L).
Ó ðåçóëüòàòi çíàéäåíî òî÷íi çíà÷åííÿ êîëìîãîðîâñüêèõ, áåðíøòåéíiâ-
ñüêèõ òà ëiíiéíèõ ïîïåðå÷íèêiâ êëàñiâ iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà i ïîêàçàíî,
ùî ïiäïðîñòîðè òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ïîðÿäêó n − 1 ¹ îïòè-
ìàëüíèìè ïiäïðîñòîðàìè äëÿ ïîïåðå÷íèêiâ ðîçìiðíîñòi 2n− 1.

2. Âñòàíîâëåíî âêëþ÷åííÿ Nq,β(t) ∈ Cy,2n i çíàéäåíî òî÷íi îöiíêè

çíèçó êîëìîãîðîâñüêèõ n-ïîïåðå÷íèêiâ ó ïðîñòîðàõ C i L êëàñiâ Cq,1β,∞ i

Cq,1β,1 ïðè q ∈ (0, 1), β ∈ R, äëÿ óñiõ íàòóðàëüíèõ n, áiëüøèõ âiä äåÿêîãî
íîìåðà, çàëåæíîãî ëèøå âiä q. ßê íàñëiäîê, îá÷èñëåíî òî÷íi çíà÷åííÿ
êîëìîãîðîâñüêèõ, áåðíøòåéíiâñüêèõ òà ëiíiéíèõ ïîïåðå÷íèêiâ çàçíà-
÷åíèõ êëàñiâ.

3. Ïîêàçàíî, ùî ÿäðà Hh,β(t) ïðè h > 0 i β ∈ R çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó Íàäÿ N∗n, à òàêîæ óìîâó Cy,2n, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà
nh, ÿêèé âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ïàðàìåòð h ãëàäêîñòi ÿäðà. Ó ðåçóëüòàòi
äëÿ âñiõ n > nh îòðèìàíî òî÷íi îöiíêè êîëìîãîðîâñüêèõ, áåðíøòåéíiâ-
ñüêèõ òà ëiíiéíèõ ïîïåðå÷íèêiâ êëàñiâ Chβ,∞ (Chβ,1) ó ïðîñòîði C (L).
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Widths of classes of convolutions with Poisson kernels, classes of con-
volutions with Neumann kernels and with kernels of analytic functions are
investigated in the thesis.

We prove that the Poisson kernels Pq,β , Neumann kernels Nq,β and
kernels of analytic functions Hh,β satisfies Kushpel’s condition Cy,2n, be-
ginning with some number which only depends on parameters of smooth-
ness of kernels. As a result, for all specified n we obtain exact lower bounds
for Kolmogorov widths of classes of convolutions with mentioned kernels.

The obtained estimates coincide with the best uniform approximations
by trigonometric polynomials. As a result, we calculated exact values for
Kolmogorov, Bernstein and linear widths of considered classes of functions.

Let’s write some of results of the work.
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Theorem 2.2. Let q ∈ (0, 1). Then for any β ∈ R and all numbers
n > nq (where nq is the smallest number n > 9, for which condition
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q
√
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q

(1− q)2
min

{
160

57(n−
√
n)
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3n− 7
√
n

}
6

6

(
1

2
+

2q
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is satisfied) the following equalities take place:

d2n(Cqβ,∞, C) = d2n−1(Cqβ,∞, C) = d2n−1(Cqβ,1, L) =

= En(Cqβ,∞)C = En(Cqβ,1)L =

= ‖Pq,β ∗ ϕn‖C =
4

π

∣∣∣∣∣
∞∑
ν=0

q(2ν+1)n

2ν + 1
sin

(
(2ν + 1)θnπ −

βπ

2

)∣∣∣∣∣ ,
where θn = θn(q, β) — is the unique on [0, 1) root of equation

∞∑
ν=0

q(2ν+1)n cos

(
(2ν + 1)θnπ −

βπ

2

)
= 0

and
ϕn(t) = sign sinnt.

In particular, whenever n > nq and β ∈ Z, the following equalities are
satisfied:

d2n(Cqβ,∞, C) = d2n−1(Cqβ,∞, C) = d2n−1(Cqβ,1, L) = En(Cqβ,∞)C =

= En(Cqβ,1)L =
4

π
arctg qn, β = 2k, k ∈ Z;

d2n(Cqβ,∞, C) = d2n−1(Cqβ,∞, C) = d2n−1(Cqβ,1, L) = En(Cqβ,∞)C =

= En(Cqβ,1)L =
2

π
ln

1 + qn

1− qn
, β = 2k − 1, k ∈ Z.

Key words: Kolmogorov width, Bernstein width, linear width, Pois-
son kernel, Neumann kernel, the best approximation, the best linear
method, the optimal subspace, class of convolutions, SK-spline.


