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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню не-
скiнченних систем класичної статистичної механiки. Дослiдження не-
скiнченних систем є зручним математичним методом вивчення систем
з дуже великою кiлькiстю елементiв. Реальна фiзична чи бiологiчна
система у кожний момент часу t займає деяку конфiгурацiю γ̃(t) =

{x̃1(t), ..., x̃n(t), ...} фазового простору Γ̃, який є множиною усiх допусти-
мих конфiгурацiй, а змiнною x̃(t) ми позначаємо усi фiзичнi характери-
стики частинки: координату, iмпульс, спiн тощо. Проте для дослiдження
системи важливою є не детальна поведiнка кожної частинки системи, а
її макроскопiчнi характеристики, такi як тиск, вiльна енергiя, ентропiя
тощо. Тому фазовий простiр Γ̃ розглядають як сукупнiсть нескiнченних
множин {x̃1, . . . , x̃n, . . .}, розподiл яких описується ймовiрнiсною мiрою
Гiббса, а фiзичнi характеристики, якi називаються спостережуваними
величинами, описують вимiрними функцiями на просторi Γ̃. Середнi зна-
чення спостережуваних величин обчислюють за допомогою мiри Гiббса.
Фiзичне обґрунтування вигляду такої мiри в обмеженому об’ємi було за-
пропоновано Гiббсом ще у 1902 роцi. Перехiд до нескiнченної системи
має назву граничного термодинамiчного переходу.

Важливою характеристикою мiри Гiббса є послiдовнiсть кореляцiй-
них функцiй, якi описують мiкроскопiчну поведiнку фiзичних систем. За
допомогою кореляцiйних функцiй зручно записувати середнi значення
спостережуваних величин. Дослiдження кореляцiйних та термодинамi-
чних функцiй є надзвичайно актуальною задачею математичної фiзики.

В 1946 роцi М. М. Боголюбовим були намiченi шляхи математичного
обґрунтування термодинамiчного граничного переходу в рамках фор-
малiзму канонiчного ансамблю Гiббса, а також розроблено загальний
метод вiдшукання граничних m-частинкових функцiй розподiлу (коре-
ляцiйних функцiй) у виглядi формальних рядiв за степенями густини
частинок у системi. В 1963 роцi Д. Рюель запропонував подiбний ме-
тод, який базувався на дослiдженнi рiвнянь Кiрквуда—Зальцбурга для
кореляцiйних функцiй великого канонiчного ансамблю. Крiм рiвнянь
Кiрквуда—Зальцбурга iснують й iншi рiвняння, яким задовольняє ко-
реляцiйний функцiонал рiвноважних систем статистичної механiки. Це
рiвняння Майєра—Монтролла, рiвняння Боголюбова, рiвняння Гончара
та iншi. Побудова стану в розумiннi iдеї Гiббса для нескiнченної системи
була вирiшена в роботах Р. А. Мiнлоса, Д. Рюеля, Р. Л. Добрушина та
О. Е. Ленфорда.

Актуальним питанням у дослiдженнi неперервних статистичних си-
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стем залишається доведення iснування фазових переходiв для стандар-
тних взаємодiй типу Ленарда—Джонса. Фазовi переходи в неперервних
системах дослiджувались тiльки для деяких екзотичних взаємодiй типу
потенцiала Каца в границi Ван-дер-Ваальса, моделi Уiдома—Роулiнсона,
моделi Лебовiца—Мазеля—Пресуттi квантово-польового типу та iн. Ва-
жливим кроком вперед є, введена О. Л. Ребенком, модель комiркового га-
зу 1, яка апроксимує неперервну систему точкового газу з наперед зада-
ною точнiстю. Для розрахункiв основних термодинамiчних потенцiалiв
та кореляцiйних функцiй нескiнченних систем достатньо дослiджувати
цi функцiї тiльки на конфiгурацiях, в яких в комiрку (уявний гiперку-
бик з ребром розмiру a, яке можна вибрати як завгодно малим) потра-
пляє не бiльше однiєї частинки. Така модель є дуже близькою до моделi
ґратчастого газу на aZd, а її дослiдження є актуальним для вирiшення
вiдкритої проблеми опису фазових переходiв i дослiдження критичних
явищ неперервних систем статистичної механiки.

Запропонована дисертацiя є подальшим розвитком теоретичних до-
слiджень нескiнченних систем класичної статистичної механiки метода-
ми нескiнченновимiрного аналiзу, а роздiл 4 дисертацiї можна розгля-
дати як пiдготовчу роботу до вирiшення проблеми iснування фазових
переходiв в модельних неперервних системах класичних частинок, якi
взаємодiють за допомогою парних потенцiалiв типу Ленарда—Джонса.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дисертацiю виконано у вiддiлi математичної фiзики Iнституту матема-
тики НАН України згiдно з науково-дослiдною темою “Дослiдження спе-
ктральних характеристик та критичної поведiнки складних систем ма-
тематичної фiзики” (номер державної реєстрацiї 0111U001030).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є до-
слiдження поведiнки термодинамiчних та кореляцiйних функцiй нескiн-
ченних статистичних систем.

Завдання дослiдження:
1. Описати основнi методи нескiнченновимiрного аналiзу в статисти-

чнiй механiцi, за допомогою яких значно спрощуються доведення ва-
жливих теорем i формул статистичної механiки: теорема, що вiдображає
властивостi мiри Лебега—Пуассона i є важливою у представленнi великої
статистичної суми у виглядi експоненти, що в свою чергу є необхiдним
для побудови термодинамiчних потенцiалiв при переходi до нескiнченно-
го об’єму; продемонструвати новий спосiб виведення рiвнянь ББҐКI та

1Rebenko O. L. Cell gas model of classical statistical systems / O. L. Rebenko //
Rewiew in Math. Phys. — 2013. — Vol. 25, Nо. 4, 13330006 (28 p.).
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Кiрквуда—Зальцбурга для кореляцiйних функцiй.
2. Отримати новi форми запису розкладiв Майєра та довести їх збi-

жнiсть.
3. Довести збiжнiсть апроксимованої вiльної енергiї Гельмгольца мо-

делi комiркового газу до вiдповiдної вiльної енергiї неперервної системи.
Об’єктом дослiдження є класичнi неперервнi статистичнi системи з

нескiнченним числом частинок, що взаємодiють за допомогою двоча-
стинкового потенцiалу.

Предметом дослiдження є побудова нових розкладiв для термодина-
мiчних потенцiалiв, зокрема тиску; апроксимацiя вiльної енергiї Гельм-
гольца в рамках моделi комiркового газу.

Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi використовуються ме-
тоди нескiнченновимiрного аналiзу та термодинамiчного граничного пе-
реходу.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiї отримано
новi теоретичнi результати:

1. Запропоновано новий метод доведення теореми про представлення
деяких iнтегралiв за мiрою Лебега—Пуассона у виглядi експоненти, а та-
кож розглянуто її застосування до термодинамiчних потенцiалiв, зокре-
ма тиску.

2. Запропоновано новi методи виведення рiвнянь ББҐКI та
Кiрквуда—Зальцбурга для кореляцiйних функцiй методами нескiнчен-
новимiрного пуассонiвського аналiзу.

3. Побудовано розклад Майєра у формi Брiджеса—Федербуша для си-
стеми точкових частинок, якi взаємодiють за допомогою неiнтегрованого
потенцiалу взаємодiї, а також доведено збiжнiсть такого розкладу.

4. Запропоновано нове виведення розкладу Майєра для зв’язних коре-
ляцiйних функцiй методами нескiнченновимiрного пуассонiвського ана-
лiзу.

5. Побудовано новий розклад для термодинамiчного потенцiалу ти-
ску, який дає можливiсть покращити результати попереднiх дослiджень.

6. Доведено, що вiльна енергiя комiркового газу f (a)(v, β) є монотон-
ною, неперервною, вгнутою функцiєю вiд питомого об’єму v.

7. В рамках канонiчного ансамблю доведено, що апроксимована вiль-
на енергiя моделi комiркового газу з будь-яким ступенем точностi набли-
жається до вiдповiдної вiльної енергiї неперервної системи.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати i ме-
тоди дисертацiйної роботи мають теоретичний характер i можуть бути



4

використанi при подальших дослiдженнях нескiнченних систем взаємодi-
ючих точкових частинок статистичної механiки, а також в статистичнiй
фiзицi для розрахункiв середнiх спостережуваних величин.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку дослiдження
i постановка задач належать науковому керiвнику О. Л. Ребенку. Резуль-
тати дисертацiї, якi визначають наукову новизну роботи та виносяться
на захист, отримано здобувачем самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї.
Результати дисертацiйної роботи доповiдалися на наукових конфе-

ренцiях та семiнарах, а саме:
— IM Workshop on mathematical physics. Workshop on occasion of the

105th anniversary of academician M.M. Bogolubov (Київ, Iнститут мате-
матики НАН України, 19 листопада 2014 року);

— III Мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї “Розвиток суча-
сної освiти i науки: результати, проблеми, перспективи” (Дрогобич, 26-27
березня 2015 року);

— XVI Мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. акад. М. Кравчука (Ки-
їв, 14-15 травня 2015 року);

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (Київ, 3-6 червня
2015 року);

— наукових семiнарах вiддiлу математичної фiзики Iнституту мате-
матики НАН України (керiвники семiнару — доктор фiз.-мат. наук, про-
фесор О. Л. Ребенко та доктор фiз.-мат. наук, професор В. Д. Кошма-
ненко);

— об’єднаному семiнарi з математичної фiзики Iнституту математики
НАН України (керiвники семiнару — доктор фiз.-мат. наук Є. Д. Бiло-
колос та доктор фiз.-мат. наук, чл.-кор. НАН України А. Г. Нiкiтiн).

Публiкацiї.Основнi результати дисертацiї викладено в п’яти статтях
[1-5], опублiкованих у виданнях, що входять до перелiку фахових видань,
та додатково вiдображено в матерiалах конференцiй [6-8]. Серед статей
двi опублiковано в журналах, якi входять до наукометричних баз даних
(MathSciNet, Google Scholar).

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу,
чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, що мiстить
128 найменувань. Повний обсяг дисертацiї становить 127 сторiнок дру-
кованого тексту.
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ОСНОВНИЙ ЗМIСТ ДИСЕРТАЦIЇ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, визначено ме-
ту, об’єкт, предмет, завдання дослiдження, розкрито наукову новизну,
теоретичне i практичне значення отриманих результатiв. Зазначено осо-
бистий внесок здобувача, апробацiю роботи та публiкацiї автора.

У першому роздiлi дисертацiї здiйснено огляд лiтератури за темою
дослiдження та введено основнi означення та поняття рiвноважної стати-
стичної механiки, необхiднi при формулюваннi результатiв дослiдження
в наступних роздiлах. У пiдроздiлi 1.1 представлено основнi етапи ево-
люцiї дослiджень актуальних задач математичної фiзики. У пiдроздiлi
1.2 описано простори конфiгурацiй систем статистичної механiки. Нехай
Rd — це d-вимiрний евклiдовий простiр. Позначимо через B(Rd) боре-
лiвську σ-алгебру вiдкритих множин в Rd, а через Bc(Rd) систему всiх
обмежених множин з B(Rd). Конфiгурацiйний простiр Γ := ΓRd визна-
чимо формулою:

Γ = ΓRd :=
{
γ ⊂ Rd

∣∣ |γ ∩ Λ| <∞ для всiх Λ ∈ Bc(Rd)
}
, (1)

де для довiльної множини A ∈ Bc(Rd) |A| — це кiлькiсть елементiв в
множинi A.

Позначимо множину усiх скiнченних конфiгурацiй простору Γ через
Γ0. Простiр скiнченних конфiгурацiй, що знаходяться в деякiй обмеженiй
множинi Λ ∈ Bc(Rd), позначимо ΓΛ. Конфiгурацiйний простiр з фiксова-
ною кiлькiстю елементiв будемо позначати Γ(n).

Для довiльного розбиття ∆a простору Rd на елементарнi гiперкубики
з довжиною ребра a > 0 введемо простiр розрiджених конфiгурацiй,
який буде покладений в означення комiркового газу:

Γ(a) = {γ ∈ Γ
∣∣ |γ∆| = 0 ∨ 1, для всiх ∆ ∈ ∆a}. (2)

У пiдроздiлi 1.3 розглянуто умови, якi накладають на двочастинковий
потенцiал взаємодiї.

Нехай взаємодiя точкових тотожних частинок у просторi Rd описує-
ться парним потенцiалом φ(|x− y|), де x, y ∈ Rd, |x− y| — вiдстань мiж
x та y в Rd. Потенцiальна енергiя взаємодiї буде виражатись формулою:

U(γ) =
∑
{x,y}⊂γ

φ(|x− y|), γ ∈ Γ0. (3)

1. Умова стiйкостi. Будемо називати потенцiал φ стiйким, якщо
потенцiальна енергiя U(γ) конфiгурацiї γ ∈ Γ0 задовольняє наступну
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нерiвнiсть:

U(γ) =
∑
{x,y}⊂γ

φ(|x− y|) ≥ −B|γ|, для |γ| ≥ 2 (4)

зi сталою величиною B ≥ 0.
2. Умова надстiйкостi. Потенцiал φ називають надстiйким, якщо

iснують константи A > 0, B ≥ 0 та розбиття ∆̄a таке, що потенцiальна
енергiя U(γ) задовольняє нерiвнiсть:

U(γ) ≥ A
∑

∆∈∆̄a

|γ∆|2 −B|γ|, для довiльної γ ∈ Γ0. (5)

3. Умова посиленої надстiйкостi. Взаємодiя називається посилено
надстiйкою, якщо iснує a0 > 0 та константи A(a) > 0, B(a) ≥ 0 i m ≥ 2
для всiх 0 < a ≤ a0 такi, що для довiльної конфiгурацiї γ ∈ Γ0 для
потенцiальної енергiї буде виконуватись умова:

U(γ) ≥ A(a)
∑

∆∈∆a:|γ∆|≥2

|γ∆|m −B(a)|γ|. (6)

4. Умова регулярностi. Двочастинковий потенцiал φ називається
регулярним, якщо вiн обмежений знизу та виконується умова:

C(β) :=

∫
Rd

|e−βφ(|x|) − 1|dx <∞, (7)

де β = 1
kT (T — температура системи, k — стала Больцмана).

(A): Умови на потенцiал взаємодiї. У дисертацiї розглядаються по-
тенцiали загального вигляду φ, якi є неперервними функцiями на R+\{0}
i для яких iснують константи r0 > 0, R > r0, ϕ0 > 0, ϕ1 > 0 i ε0 > 0 такi,
що:

1) φ(|x|) ≡ −φ−(|x|) ≥ − ϕ1

|x|d+ε0
для |x| ≥ R; (8)

2) φ(|x|) ≡ φ+(|x|) ≥ ϕ0

|x|s
, s ≥ d для |x| ≤ r0, де (9)

φ+(|x|) := max{0;φ(|x|)}, φ−(|x|) := −min{0, φ(|x|)}, а (10)
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φ(|x|) = φ+(|x|)− φ−(|x|). (11)

Прикладом таких потенцiалiв є потенцiали типу Ленарда—Джонса,
якi використовуються в теорiї для опису мiжмолекулярних взаємодiй

φ(|x|) =
C

|x|12
− D

|x|6
, де C > 0, D > 0 — деякi константи.

У пiдроздiлi 1.4 визначенi основнi мiри на просторах конфiгурацiй
ΓΛ, Γ0, Γ i наведенi їх властивостi, якi необхiднi для доведення основних
результатiв.

Мiри Пуассона та Лебега—Пуассона. Нехай σ — це мiра Лебега в
d-вимiрному евклiдовому просторi Rd. Стан iдеального газу в рiвнова-
жнiй статистичнiй механiцi описується мiрою Пуассона πzσ на конфiгу-
рацiйному просторi Γ, де z > 0 — це активнiсть. Введемо мiру Лебега—
Пуассона λzσ = λΛ

zσ на просторi скiнченних конфiгурацiй ΓΛ, Λ ∈ Bc(Rd)
(або Γ0) за формулою:

∫
ΓΛ

F (γ)λzσ(dγ) =

∞∑
n=0

zn

n!

∫
Λ

· · ·
∫

Λ

Fn(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn, (12)

для всiх вимiрних функцiй F = {Fn}n≥0, Fn ∈ L∞(Λn) (або Fn ∈
L1(Rdn)).

За допомогою мiри λzσ побудуємо сiм’ю ймовiрнiсних мiр:

πΛ
zσ := e−zσ(Λ)λΛ

zσ,Λ ∈ Bc(Rd). (13)

Зауважимо, що сiмейство мiр {πΛ
zσ : Λ ∈ Bc(Rd)} буде попарно

узгодженим, iснуватиме єдина ймовiрнiсна мiра πzσ (мiра Пуассона) на
конфiгурацiйному просторi Γ, яка буде визначатись наступним чином:

∀Λ ∈ Bc(Rd), πΛ
zσ = πzσ ◦ (pΛ)−1, pΛ : Γ 7→ ΓΛ.

Визначення мiри Гiббса. Вираз для мiри Гiббса у скiнченному об’ємi
в рамках великого канонiчного ансамблю:

µΛ(dγ) =
1

ZΛ
e−βU(γ)λzσ(dγ), (14)



8

ZΛ =

∫
ΓΛ

e−βU(γ)λzσ(dγ), (15)

де ми скористалися визначенням мiри Лебега—Пуассона (12).
У пiдроздiлi 1.5 введено поняття кореляцiйних та термодинамiчних

функцiй мiр Гiббса.
Статистичнi властивостi нескiнченних систем взаємодiючих частинок

у практичному аспектi доцiльно описувати, використовуючи кореляцiйнi
функцiї. Перш за все, слiдуючи Ленарду, визначимо кореляцiйну мiру,
що вiдповiдає мiрi Гiббса µ, формулою:

ρµ(A) = ρ(A) =

∫
Γ

∑
ηbγ

11A(η)µ(dγ), A ∈ B(Γ0). (16)

Якщо кореляцiйна мiра ρ(·) є абсолютно неперервною вiдносно мiри Ле-
бега в λσ, тодi її щiльнiсть визначає вiдповiдний кореляцiйний функцiо-
нал ρ(η):

ρ(A) =

∫
Γ0

11A(η)ρ(η)λσ(dη) =

∫
Γ0

11A(η)z−|η|ρ(η)λzσ(dη) (17)

i сiмейство кореляцiйних функцiй:

ρn(x1, . . . , xn) := ρ(η) � Γ(n), η = {x1, . . . , xn}. (18)

У випадку обмеженої системи, що знаходиться в об’ємi Λ, кореляцiйний
функцiонал ρΛ(η) має вигляд:

ρΛ(η) =
z|η|

ZΛ

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ)λzσ(dγ). (19)

В дисертацiї розглянуто термодинамiчнi функцiї — тиск та вiльну
енергiю Гельмгольца.

У великому канонiчному ансамблi тиск обчислюють за допомогою
формули:

p(z, β) = lim
Λ↑Rd

pΛ(z, β) :=
1

β
lim

Λ↑Rd
1

σ(Λ)
logZΛ(z, β), (20)

де велика статистична сума ZΛ(z, β) = ZΛ(див. (15)).
Вiльна енергiя системи визначатиметься за допомогою формули:

f(v, β) = − 1

β
lim

N,V→∞
V
N→v

1

N
logZΛ(N, β), (21)
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де ZΛ(N, β) — це статистична сума канонiчного ансамблю:

ZΛ(N, β) =

∫
Γ

(N)
Λ

e−βU(γ)λλ−dD σ(dγ), де λD = (
h2β

2πm
)

1
2 , (22)

h — стала, яку вводять, щоб позбутись розмiрностi.
Другий роздiл присвячений застосуванню методу нескiнченнови-

мiрного пуассонiвського аналiзу для доведення важливих формул та рiв-
нянь статистичної механiки.

У пiдроздiлi 2.1 за допомогою даного методу доведено теорему 2.1
про експоненцiальне представлення деяких iнтегралiв за мiрою Лебега—
Пуассона.

Для будь-якої B(ΓΛ)-вимiрної функцiї F iнтеграл за мiрою Лебега—
Пуассона визначатиметься за допомогою формули (12), для всiх функцiй
F : ΓΛ 7→ R або F : Γ0 7→ R, що можуть бути представленi як нескiнчен-
на послiдовнiсть симетричних функцiй {Fn}n≥0 так, що для будь-якої
конфiгурацiї γ = {x1, . . . , xn} ∈ (Rd)⊗n матимемо:

F (γ) = F ({x1, . . . , xn}) = Fn(x1, . . . , xn) = F (xπ(1), . . . , xπ(n)), (23)

F (∅) = F0 ∈ R, π ∈ Pn, а Pn — є множиною перестановок з n елементiв.
Будемо розглядати функцiї на конфiгурацiйному просторi ΓΛ, що ма-

ють вигляд:

Φ(γ) =

|γ|∑
k=1

∗∑
{γ1,...,γk}⊂γ

F (γ1)F (γ2) . . . F (γk), Φ(∅) = 1, (24)

де ∗ в межi суми означає, що сумування вiдбувається по всiм k-
непорожнiм неперетинним пiдмножинам γ, тобто:

k⋃
j=1

γj = γ, γi ∩ γj = ∅ для всiх i 6= j, γi 6= ∅, i, j ∈ {1, . . . , k}. (25)

Теорема 2.1. Нехай функцiя Φ має вигляд (24), а функцiї Fn, заданi
формулою (23), задовольняють наступнi оцiнки:∫

Λ

. . .

∫
Λ

Fn(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn ≤ cnCΛn!, (26)
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де стала c не залежить вiд Λ. Тодi буде справджуватись рiвнiсть:∫
ΓΛ

Φ(γ)λzσ(dγ) = e

∫
ΓΛ\{∅}

F (γ)λzσ(dγ)

(27)

для 0 < z < 1/2c.
У пiдроздiлi 2.2 продемонстровано застосування теореми 2.1 для

отримання розкладу Майєра для тиску та густини нескiнченної систе-
ми точкових частинок, що взаємодiють через парний потенцiал φ, який
є неперервною функцiєю на R+\{0} i задовольняє умови стiйкостi (4) та
регулярностi (7).

Стандартною процедурою є представлення експоненти e−βU(γ), що
входить в означення великої статистичної суми, у виглядi:

e−βU(γ) =

1, для |γ| = 0 ∨ 1,∏
{x,y}⊂γ

(Cxy + 1), для |γ| ≥ 2, (28)

де Cxy := e−βφxy − 1 та запис її за допомогою функцiй Урсела ΦT (γ):

e−βU(γ) =

|γ|∑
k=1

∗∑
{γ1,...,γk}⊂γ

ΦT (γ1) . . .ΦT (γk), (29)

де ∗ в межi суми означає те ж саме, що i у формулi (24). В результатi
отримуємо новий вираз для великої статистичної суми:

ZΛ(z, β) :=

∫
ΓΛ

|γ|∑
k=1

∗∑
{γ1,...,γk}⊂γ

ΦT (γ1) . . .ΦT (γk)λzσ(dγ). (30)

Для того, щоб застосувати теорему 2.1 з F (γ) = ΦT (γ) необхiдно
оцiнити ΦT (γ). Такi оцiнки можна знайти в роботi Д. Рюеля 2:∫

Λ

. . .

∫
Λ

|ΦT ({x1, . . . , xn})|dx2 . . . dxn ≤ (n−1)!e−2βB(e2βB+1C(β))n−1.

(31)
2Рюэль Д. Статистическая механика. Строгие результаты / Д. Рюэль. — М.: Мир,

1971. — 368 с.
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Використаємо теорему 2.1 з CΛ = σ(Λ)C (β)−1e−4βB−1, а також
c = e2βB+1C(β) для того, щоб представити велику статистичну суму
у виглядi:

ZΛ(z, β) = e

∫
ΓΛ\{ø}

ΦT (γ)λzσ(dγ)

. (32)

Рiвностi (32) та (31) доводять iснування та аналiтичнiсть тиску:

p(z, β) =
1

β
lim

Λ↑Rd
1

σ(Λ)

∞∑
n=1

∫
Λ

. . .

∫
Λ

ΦT ({x1, . . . , xn})dx1 . . . dxn. (33)

У пiдроздiлi 2.3 запропонований новий спосiб виведення рiвнянь
Кiрквуда—Зальцбурга для кореляцiйних функцiй рiвноважних систем.
В пiдроздiлi 2.4 з позицiї нескiнченновимiрного пуассонiвського аналiзу
розглянуто виведення рiвнянь ББҐКI для кореляцiйних функцiй.

Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячено побудовi та дослi-
дженню нових розкладiв для термодинамiчних функцiй у ряди за сте-
пенями активностi z (розклади Майєра). У такому розкладi n-й член є
сумою вкладiв зв’язних дiаграм з n вершинами. Такий ряд є збiжним
для потенцiалiв, якi задовольняють умови стiйкостi (4) i регулярностi
(7). У 1979 роцi Брiджесом i Федербушем була запропонована нова фор-
ма запису розкладiв Майєра, в яких n-й член розкладу є сумою вкла-
дiв зв’язних графiв-дерев з n вершинами. Такий запис значно спрощує
доведення збiжностi рядiв, але вимагає додаткової умови на потенцiал
взаємодiї — умови iнтегровностi потенцiалу.

У пiдроздiлi 3.1 удосконалено метод Брiджеса—Федербуша i побудо-
вано розклад Майєра для неiнтегровних потенцiалiв взаємодiї та дове-
дено теорему 3.1 про збiжнiсть побудованого розкладу. Нехай потенцiал
взаємодiї задовольняє умови (A) (див. (8)-(11)).

Розкладом Майєра буде ряд:

βp(z, β) =

∞∑
n=1

bn(β)zn. (34)

Перш нiж побудувати розклад за допомогою методу Брiджеса—
Федербуша, зробимо деяке промiжне розбиття потенцiалу φ. Нехай v —
позитивний iнтегровний парний потенцiал, такий що:

w(|x|) := φ+(|x|)− v(|x|) ≥ 0 для всiх x ∈ Rd, (35)

а потенцiал ϕ = v − φ− є стiйким (4), тобто (36)
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Uϕ(γ) =
∑
{x,y}⊂γ

ϕ(|x−y|) ≥ −B1|γ| з деякою константою B1 ≥ 0. (37)

Тодi φ = w + ϕ, U(γ) = Uφ(γ) = Uw(γ) + Uϕ(γ). (38)

Використовуючи метод введення промiжних параметрiв взаємодiї,
отримаємо розклад:

ZΛ(N) =

N∑
l=1

l

N
KΛ
l ZΛ(N − l), (39)

де величини KΛ
l i ZΛ(N − l) заданi формулами (3.21)–(3.23) дисертацiї.

Пiдставимо праву частину тотожностi (39) у вираз для великої стати-
стичної суми i продиференцiюємо за змiнною z, враховуючи, що ряд∑
n≥1

nzn−1KΛ
n рiвномiрно збiгається в деякому околi точки z = 0. Тодi

отримаємо рiвняння:

dZΛ

dz
= (

∞∑
n=1

nzn−1KΛ
n )ZΛ. (40)

Отже, остаточно для статистичної суми отримуємо представлення:

ZΛ = exp(

∞∑
n=1

znKΛ
n ), (41)

а враховуючи означення (20) i (34), отримуємо:

bn(β) = lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)
KΛ
n . (42)

Теорема 3.1. Нехай потенцiал взаємодiї задовольняє умови (А)
(див. (8)-(11)). Тодi iснує границя

lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)
logZΛ(z, β) = βp(z, β) =

∞∑
n=1

bn(β)zn (43)

для достатньо малих значень активностi z, якi визначаються нерiв-
нiстю:

zβeβB1+1(||ϕ||1 + ||u||1) < 1, де (44)
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||f ||1 :=

∫
Rd

|f(x)|dx <∞. (45)

У пiдроздiлi 3.2 дослiджується розклад Майєра для зв’язних коре-
ляцiйних функцiй. Запропоновано нове виведення розкладу методами
нескiнченновимiрного пуассонiвського аналiзу.

У пiдроздiлi 3.3 запропонована нова форма запису розкладiв Майє-
ра для термодинамiчних потенцiалiв нескiнченних систем статистичної
механiки. Iдея полягає у тому, щоб роздiлити додатню i вiд’ємну части-
ни потенцiалу взаємодiї мiж частинками i побудувати розклад за фун-
кцiями Урсела вiд’ємної частини, яка iнтегрується за мiрою Гiббса, що
визначається додатньою частиною потенцiалу.

Для побудови розкладу, експоненту вiд енергiї, яка враховує лише
вiд’ємну частину потенцiалу φ− (φ = φ+ + φ−), запишемо у виглядi:

e−βU
−(γ) =

∑
η⊂γ

F̃ (η), F̃ (ø) = 1, (46)

F̃ (η) =

|η|∑
k=1

∗∑
{η1,...,ηk}⊂η

F (η1) . . . F (ηk). (47)

F ({x}) = 0 i F (η) = ΦT−(η) для |η| ≥ 2, а вираз для ΦT−(η) вiдрiзняє-
ться вiд функцiй Урсела ΦT (η) тим, що у кожному зв’язному графi, вне-
сок якого входить у визначення ΦT−(η), аналiтичний вираз Cxy, який вiд-
повiдає кожнiй лiнiї графа, треба замiнити на функцiї C−xy := e−βφ

−
xy − 1.

Тодi велика статистична сума набуває вигляду:

ZΛ(z, β) = Z+
Λ (z, β)

∫
ΓΛ

∑
η⊂γ

F̃ (η)µ+
Λ(dγ), (48)

де µ+
Λ — це мiра Гiббса в Λ, яка вiдповiдає взаємодiї φ+.

До правої частини рiвностi застосуємо формулу (1.40) дисертацiї:∫
ΓΛ

∑
η⊂γ

F̃ (η)µ+
Λ(dγ) =

∫
ΓΛ

F̃ (η)ρ(+)(η)λσ(dη), (49)

де ρ(+)(η) — сiм’я кореляцiйних функцiй, якi вiдповiдають взаємодiї φ+.
А далi, враховуючи вигляд функцiї F̃ (η) в (47), пiдiнтегральний вираз

в (49) представимо у виглядi:
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|η|∑
k=1

∗∑
{η1,...,ηk}⊂η

F (η1) . . . F (ηk)ρ(+)(η) =

|η|∑
k=1

∗∑
{η1,...ηk}⊂η

X(η1) . . . X(ηk), (50)

де функцiї X визначаються з рiвняння (50) методом математичної iнду-
кцiї:

X(η) =

|η|∑
k=1

∗∑
{η1,...,ηk}⊂η

F (η1) . . . F (ηk)ρ(+),T (η1, . . . , ηk | η), (51)

де ρ(+),T (η1, . . . , ηk | η) — узагальненi зв’язнi кореляцiйнi функцiї, якi
вiдповiдають взаємодiї φ+. Вони визначаються як звичайнi зв’язнi ко-
реляцiйнi функцiї по вiдношенню до пiдмножин η1, . . . , ηk конфiгурацiї
η, тобто є звичайними зв’язними кореляцiйними функцiями у випадку,
коли кожна з пiдмножин η1, . . . , ηk мiстить по однiй точцi.

Враховуючи (50) i теорему 2.1, отримуємо рiвнiсть:∫
ΓΛ

F̃ (η)ρ(+)(η)λσ(dη) = e

∫
ΓΛ\{ø}

X(γ)λzσ(dγ)

. (52)

Тодi, використовуючи формули (48)-(50), (51), (52) та означення (20),
отримуємо розклад тиску p за степенем активностi z:

p(z, β) = p+(z, β) + kT

∞∑
n=2

zn

n!

∫
Rd

. . .

∫
Rd

Xn(x1, . . . , xn)dx2 . . . dxn. (53)

Збiжнiсть розкладу (53) випливає з оцiнок ρ(+),T (η1, . . . , ηk | η) 3 та
внескiв F (η) зв’язних графiв, побудованих за допомогою функцiй C−xy,
вирiшальною властивiстю яких є умови:

C−xy = 0 при |x− y| ≤ r0 та C−(β, r0) =

∫
Rd

C−0xdx <∞. (54)

3Duneau M. Decrease Properties of Truncated Correlation Functions and Analicity
Properties for Classical Lattices And Continuous Systems. / M. Duneau, D. Iagolnitzer,
B. Souillard // Commun. math. Phys. — 1973. — Vol. 31. — P. 191-208.
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У четвертому роздiлi в рамках моделi комiркового газу показано,
що для довiльних позитивних значень оберненої температури β > 0 та
питомого об’єму v > 0 апроксимована вiльна енергiя модельної системи
буде прямувати до вiльної енергiї неперервної системи, коли параметр
розбиття a → 0. Також доведено, що вiльна енергiя комiркового газу є
монотонною, неперервною, вгнутою функцiєю вiд питомого об’єму v.

У пiдроздiлi 4.1 описано конфiгурацiйний простiр та термодинамiчнi
функцiї моделi комiркового газу.

Нескiнченну систему частинок, конфiгурацiйний простiр якої визна-
чено у (2), розглядають як модель комiркового газу. Введемо функцiю-
iндикатор формулою:

χ∆
−(γ) =

{
1, якщо |γ∆| = 0 ∨ 1;
0, в iншому випадку.

(55)

Статистична сума канонiчного ансамблю моделi комiркового газу бу-
де мати вигляд:

Z
(a)
Λ (N, β) =

∫
Γ

(N)
Λ

∏
∆∈∆a,Λ

χ∆
−(γ)e−βU(γ)λλ−dD σ(dγ). (56)

Вiльна енергiя Гельмгольца модельної системи буде виражатись рiв-
нiстю:

f (a)(v, β) = lim
N→∞
Λ↑Rd

f
(a)
Λ (N, β) := − 1

β
lim
N→∞
Λ↑Rd

1

N
logZ

(a)
Λ (N, β). (57)

У пiдроздiлi 4.2 описано властивостi вiльної енергiї комiркового газу
як функцiї вiд питомого об’єму v, а саме продемонстровано, що f (a)(v, β)
є монотонною, неперервною, вгнутою функцiєю вiд питомого об’єму v.

Теорема 4.1. Нехай двочастинковий потенцiал взаємодiї φ(|x|) за-
довольняє умови (A) (див. (8)-(11)) Тодi iснує деяке 0 ≤ v0 < ∞ таке,
що для всiх v > v0 iснує границя

f (a)(v, β) = lim
N→∞
Λ↑Rd

f
(a)
Λ (N, β) := − 1

β
lim
N→∞
Λ↑Rd

1

N
logZ

(a)
Λ (N, β). (58)

Функцiя f (a)(v, β) є монотонною, неперервною, вгнутою функцiєю
вiд питомого об’єму v.
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У пiдроздiлi 4.3 доведено теорему про апроксимацiю вiльної енергiї
точкового газу вiльною енергiєю комiркового газу.

Теорема 4.2. Нехай двочастинковий потенцiал взаємодiї φ(|x|) за-
довольняє умови (А) (див. (8)–(11)). Тодi для будь-якого ε > 0 iснує
значення параметру розбиття a1 = a1(v, ε) > 0 таке, що умова

|f(v, β)− f (a)(v, β)| < ε (59)

буде виконуватись для всiх позитивних значень v, β i a ∈ (0; a1(v, ε)).

ВИСНОВКИ
Основнi результати дисертацiї можна пiдсумувати таким чином.

1. Методами нескiнченновимiрного аналiзу доведено теорему про екс-
поненцiальне представлення деяких iнтегралiв за мiрою Лебега—
Пуассона. Продемонстровано зручнiсть застосування доведеної теоре-
ми для представлення великої статистичної суми у виглядi експоненти
та вiдповiдного представлення тиску.

2. Запропоновано новий спосiб виведення рiвнянь Кiрквуда—Зальцбурга
для кореляцiйних функцiй рiвноважних систем, а також виведення
ланцюжка рiвнянь ББҐКI для кореляцiйних функцiй з позицiї не-
скiнченновимiрного пуассонiвського аналiзу.

3. Побудовано розклад Майєра методом Брiджеса—Федербуша для неiн-
тегровних потецiалiв взаємодiї та доведено збiжнiсть даного розкладу.
Запропоновано новий спосiб виведення розкладу Майєра для зв’язних
кореляцiйних функцiй методами нескiнченновимiрного пуассонiвсько-
го аналiзу. Запропонована нова форма запису розкладiв Майєра для
термодинамiчних потенцiалiв нескiнченних систем статистичної меха-
нiки.

4. В рамках моделi комiркового газу сформульовано та доведено теорему
про iснування термодинамiчної границi для вiльної енергiї комiрково-
го газу, а також дослiджено властивiсть вiльної енергiї як монотонної,
неперервної, вгнутої функцiї вiд питомого об’єму v. Встановлено, що
для довiльних позитивних значень оберненої температури β > 0 та
питомого об’єму v > 0 апроксимована вiльна енергiя комiркового газу
буде прямувати до вiльної енергiї неперервної статистичної системи,
коли параметр апроксимацiї a спрямувати до нуля.
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АНОТАЦIЇ

Болух В. А. Поведiнка кореляцiйних та термодинамiчних фун-
кцiй нескiнченних статистичних систем. — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-матема-
тичних наук зi спецiальностi 01.01.03 — математична фiзика. — Iнcтитут
математики НАН України, Київ, 2016.

Дисертацiя присвячена дослiдженню нескiнченних систем класичної
статистичної механiки методами нескiнченновимiрного пуассонiвського
аналiзу. В рамках даного методу доведено теорему про експоненцiальне
представлення деяких iнтегралiв за мiрою Лебега—Пуассона, на основi
якої отримано представлення великої статистичної суми та тиску. Запро-
поновано нове виведення рiвнянь Кiрквуда—Зальцбурга та ланцюжка
рiвнянь ББҐКI для кореляцiйних функцiй. Побудовано розклад Майєра
методом Брiджеса—Федербуша для неiнтегровних потенцiалiв взаємо-
дiї та доведено збiжнiсть даного розкладу. Отримано нову форму за-
пису розкладiв Майєра для термодинамiчних потенцiалiв нескiнченних
систем. В рамках моделi комiркового газу сформульовано та доведено
теорему про iснування термодинамiчної границi для вiльної енергiї мо-
дельної системи, а також дослiджено властивiсть вiльної енергiї як моно-
тонної, неперервної, вгнутої функцiї вiд питомого об’єму v. Встановлено,
що для довiльних додатних значень оберненої температури β та питомо-
го об’єму v апроксимована вiльна енергiя комiркового газу буде прямува-
ти до вiльної енергiї нескiнченної системи, якщо параметр апроксимацiї
спрямувати до нуля.

Ключовi слова: парний потенцiал взаємодiї, стiйка взаємодiя, над-
стiйка взаємодiя, посилено надстiйка взаємодiя, кореляцiйнi функцiї,
термодинамiчнi функцiї, розклад Майєра, квазiнеперервна апроксима-
цiя, комiрковий газ, мiра Лебега—Пуассона, мiра Гiббса.

Болух В. А. Поведение корреляционных и термодинамических
функций бесконечных статистических систем. — Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-матема-
тических наук по специальности 01.01.03 — математическая физика. —
Институт математики НАН Украины, Киев, 2016.

Диссертация посвящена исследованию бесконечных систем класси-
ческой статистической механики методами бесконечномерного пуассо-
новского анализа. Исходя из данного метода, доказана теорема об экс-



19

поненциальном представлении некоторых интегралов по мере Лебега—
Пуассона, на основе которой получено представление большой ста-
тистической суммы и давления. Предложен новый вывод уравнений
Кирквуда—Зальцбурга и цепочки уравнений ББГКИ для корреляци-
онных функций. Построено разложение Майера методом Бриджеса—
Федербуша для неинтегрируемых потенциалов взаимодействия и доказа-
на сходимость данного разложения. Получена новая форма записи раз-
ложений Майера для термодинамических потенциалов бесконечных си-
стем. Для модели ячеечного газа сформулирована и доказана теорема о
существовании термодинамического предела для свободной энергии мо-
дельной системы, а также исследовано свойство свободной энергии как
монотонной, непрерывной, вогнутой функции по переменной v. Установ-
лено, что для произвольных положительных значений обратной темпе-
ратуры β и удельного объема v аппроксимированная свободная энергия
ячеечного газа будет стремиться к свободной энергии бесконечной систе-
мы, если параметр аппроксимации стремиться к нулю.

Ключевые слова: парный потенциал взаимодействия, устойчивое
взаимодействие, сверхустойчивое взаимодействие, усиленно сверхустой-
чивое взаимодействие, корреляционные функции, термодинамические
функции, разложение Майера, квазинепрерывная апроксимация, ячееч-
ный газ, мера Лебега—Пуассона, мера Гиббса.

Bolukh V.A. Behavior of correlational and thermodynamic
functions of continuous statistical systems. — Manuscript.

Thesis for the degree of candidate of physical and mathematical sciences
by speciality 01.01.03 — Mathematical Physics. — Institute of Mathematics,
National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2016.

The thesis is dedicated to the investigation of infinite systems of the
classical statistical mechanics in the framework of infinite dimensional
Poisson analysis.

The thesis consists of the introduction, four chapters, conclusions and list
of references.

The first chapter is dedicated to the review of the literature which
concerns the topic of the investigation. The main definitions and notions
of equilibrium statistical mechanics which would be necessary for the
formulation of the results were introduced.

In the second chapter of the thesis some significant formulas and
theorems of the statistical mechanics were proved in the framework of infinite
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dimensional Poisson analysis. Using this method the theorem of exponential
representation of some integrals with respect to the Lebesgue—Poisson
measure has been proved. It gives the possibility to represent the large
partition function in the exponential form and write down the pressure of
the infinite system. The new approaches of derivation of Kirkwood—Salzburg
equations and Boholyubov chain of equations for correlational functions have
been suggested.

The third chapter of the thesis is dedicated to the construction and
investigation of the new expansions for thermodynamic functions (the
Mayer expansion). The Bridges—Federbush method of the Mayer expansion
for nonintegrable potentials was constructed and the convergences of
these expansions were proved. A new form of the Mayer expansion for
thermodynamic potentials of infinite systems is presented.

In the fourth chapter in the framework of the cell gas model we have
formulated and proved the theorem that free energy is an approximation
of the correspondent value of continuous system; characteristics of the free
energy have been investigated as the monotonous, infinite, convex function
from the specific volume v. It is established that approximated free energy
will converge to the free energy of the continuous system if the parameter
of approximation a→ 0 for any values of an inverse temperature β > 0 and
volume per particle v > 0.

This thesis is the further development of the theoretical investigation of
infinite systems of the classical statistical mechanics in the framework of
infinite dimensional Poisson analysis. The last chapter is the preparatory
stage for the proof of the open problem of the existence of the phase
transitions in the model infinite classical systems, which interact by means
of two-body interaction potentials of the Lenard-Jones type.

Key words: two-body interaction potential, stable interaction,
superstable interaction, strong superstable interaction, correlational
functions, thermodynamic functions, Mayer expansion, Quasi-Lattice
Approximation, Cell Gas, Lebesgue—Poisson measure, Gibbs measure.


