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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ïðè âèâ÷åííi ìîäåëåé, ÿêi âèíèêàþòü â
çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, âàæëèâèì ¹ ïèòàííÿ ñòðîãîãî àíàëi-
òè÷íîãî îïèñó òàêèõ ìîäåëåé òà ðîçâèòêó àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ äëÿ
¨õ äîñëiäæåííÿ.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà êîëó ïèòàíü, ïîâ'ÿçàíèõ ç àíà-
ëiòè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè åâîëþöi¨ ñèñòåìè íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi
÷àñòèíîê, ùî âèíèêàþòü ó çàäà÷àõ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè, àñèìïòî-
òè÷íèõ ðîçêëàäiâ â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè íà ìåæi îáëàñòi òà âàði-
àöiéíèõ ìåòîäiâ äëÿ çàäà÷ íåëiíiéíî¨ äèôóçi¨, à òàêîæ ç àíàëiçîì
òàêîãî ïîêàçíèêà ñêëàäíîñòi äèñêðåòíîãî ñèãíàëó, ÿê åíòðîïiÿ.

Ïî÷èíàþ÷è ç ðîáiò Ìàêñâåëà, Áîëüöìàíà òà Ãiááñà ãîëîâíèì çàâ-
äàííÿì êëàñè÷íî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè áóëî ïîÿñíåííÿ åâîëþöi¨
ìàêðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì âèõîäÿ÷è ç ¨õ ìiêðîñêîïi÷íèõ õàðàêòåðèñòèê
òà éìîâiðíiñíèõ ïðèïóùåíü. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî íà ìàêðîñêîïi÷íîìó
ðiâíi êîëåêòèâíà ïîâåäiíêà òàêèõ ñèñòåì iñòîòíî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä
iíäèâiäóàëüíî¨ ïîâåäiíêè ¨¨ àòîìiâ. Áiëüø òîãî, ìàêðîñêîïi÷íi ÿâèùà
íàáóâàþòü êîëåêòèâíèõ âëàñòèâîñòåé, ùî âiäñóòíi àáî íå ñïîñòåðiãà-
þòüñÿ ïðè äîñëiäæåííi ïîâåäiíêè îêðåìèõ ÷àñòèíîê. Ìàòåìàòè÷íèé
àïàðàò, ïðèñòîñîâàíèé äî ñòðîãîãî îïèñó ìîäåëåé ÿê ðiâíîâàæíî¨,
òàê i íåðiâíîâàæíî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè ðîçðîáëÿâñÿ â ðîáîòàõ
ðàäÿíñüêèõ, çãîäîì � óêðà¨íñüêèõ òà ðîñiéñüêèõ àâòîðiâ, òàêèõ ÿê
Ì. Ì. Áîãîëþáîâà, Å. Ä. Áiëîêîëîñà, Â. I. Ãåðàñèìåíêà, Ð. Ë. Äîáðó-
øèíà, Þ. Ã. Êîíäðàòü¹âà, Â. À. Ìàëèøåâà, Ð. À. Ìiíëîñà, Ë. À. Ïà-
ñòóðà, Ä. ß. Ïåòðèíè, Ñ. ß. Ïiðîãîâà, Î. Ë. Ðåáåíêà, ß. Ã. Ñiíàÿ,
Â. I. Ñêðèïíèêà òà ií., à òàêîæ çàðóáiæíèõ � Õ. Î. Ãåîðãi, Î. Ëåí-
ôîðäà, Æ. Ëåáîâiöà, Å. Ïðåçóòòi, Ä. Ðóåëÿ, Ò. Ñïåíñåðà, Ä. Ñòðóêà,
Ô. Øïiòöåðà, É. Ôðüîëiõà, Ò. Å. Õàððiñà, Ð. Õîëëi, Ã. Øïîíà òà ií.

Ïðè äîñëiäæåííi áàãàòüîõ ôiçè÷íèõ ìîäåëåé, çîêðåìà, â ñòàòè-
ñòè÷íié ìåõàíiöi, âèíèêàþòü îïåðàòîðè íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìií-
íèõ òà ïîâ'ÿçàíi ç íèìè äèôóçiéíi ðiâíÿííÿ; âîíè ñòàíîâëÿòü áà-
çó äëÿ ðîçâèòêó âiäïîâiäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ, ùî äîçâîëÿþòü
îïèñàòè åâîëþöiþ òàêèõ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì.

Îñîáëèâîãî çíà÷åííÿ ó 20-òîìó ñòîëiòòi íàáóâ ðîçâèòîê êâàíòîâî¨
òåîði¨ ïîëÿ, ùî âèÿâèëà íåîáõiäíiñòü óçãîäæåííÿ êëàñè÷íèõ ìåõàíi÷-
íèõ óÿâëåíü ïðî ïðèðîäó âñåñâiòó ç éîãî äèñêðåòíèìè êâàíòîâèìè
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õàðàêòåðèñòèêàìè. Ó çâ'ÿçêó ç ðîçâèòêîì ó 60-õ ðîêàõ 20-ãî ñòîëiò-
òÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ êâàíòîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ ìîäåëi ñòàòèñòè÷íî¨
ìåõàíiêè íàáóâàþòü çíà÷åííÿ òàêîæ â ÿêîñòi íàáëèæåíü ìîäåëåé òå-
îði¨ ïîëÿ, íà ùî íåîäíîðàçîâî âêàçóâàëîñÿ â ðîáîòàõ Á. Ñàéìîíà,
Äæ. Ãëiììà, À. Äæàôôå òà ií.

Ïî÷èíàþ÷è ç ðîáiò Ð. Õîëëi, Ä. Ñòðóêà, Æ.-Ä. Äîéøåëÿ, Õ. Äîñ-
ñà, Ã. Ðîéåðà, Â. Ôàðèñà, Æ. Ôðiòöà, Õ. Ôüîëìåðà iíòåíñèâíîãî ðîç-
âèòêó íàáóâà¹ äîñëiäæåííÿ òàê çâàíî¨ ñòîõàñòè÷íî¨ ìîäåëi Içiíãà òà ¨¨
áiëüø çàãàëüíèõ àíàëîãiâ � ãëàóáåðîâî¨ àáî ñòîõàñòè÷íî¨ äèíàìiêè,
ùî âïåðøå áóëà çàïðîïîíîâàíà Ð. Ãëàóáåðîì ó 1963 ð. Ïîäàëüøå äî-
ñëiäæåííÿ òà ðîçâèòîê ìîäåëi ãëàóáåðîâî¨ àáî ñòîõàñòè÷íî¨ äèíàìiêè
ïðîâîäèëîñÿ â ðîáîòàõ Ñ. Àëüáåâåðiî, O. Þ. Äàëåöüêîãî, Ì. Ðüîêíå-
ðà, Þ. Ã. Êîíäðàòüåâà, Ä. Ñòðóêà, Á. Çåãàðëiíñüêîãî òà ií.

Ó öèõ ðîáîòàõ äîñëiäæóâàëîñü äîñèòü øèðîêå êîëî ïèòàíü, âiä
ïðîáëåìè iñíóâàííÿ, ¹äèíîñòi òà ìàðêîâñüêèõ âëàñòèâîñòåé âiäïî-
âiäíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ äî ïèòàíü ãëàäêîñòi ïåðåõiäíèõ éìî-
âiðíîñòåé, ñàìîñïðÿæåíîñòi ãåíåðàòîðà òà çáåðåæåííÿ i ïiäâèùåííÿ
ñóìîâíîñòi â øêàëi Lp-ïðîñòîðiâ ôóíêöié çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ
ïiä äi¹þ àñîöiéîâàíî¨ ïiâãðóïè (òàê çâàíi ãiïåðñòèñêàþ÷à òà óëüòðà-
ñòèñêàþ÷à âëàñòèâîñòi), à òàêîæ çâ'ÿçîê öèõ âëàñòèâîñòåé ç ëîãà-
ðèôìi÷íèìè íåðiâíîñòÿìè òèïó Ñîáîë¹âà.

Ó òîé æå ÷àñ âëàñòèâîñòÿì åâîëþöi¨ òàêèõ ñèñòåì ó øêàëàõ ïðî-
ñòîðiâ äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié iíòåãðîâíèõ çà ïåâíîþ ìiðîþ ÷è
ó ïðîñòîðàõ ç òîïîëîãi¹þ ñóïðåìóìó, íå áóëî ïðèäiëåíî äîñòàòíüî¨
óâàãè. Ç àíàëiòè÷íî¨ òî÷êè çîðó åâîëþöiÿ òàêèõ ñèñòåì çàäà¹òüñÿ
ïiâãðóïîþ äåÿêîãî íåîáìåæåíîãî îïåðàòîðà çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi çìií-
íèõ. Ñêëàäíîñòi, ùî âèíèêàþòü ïðè äîñëiäæåííi öi¹¨ çàäà÷i, ïîâ'ÿ-
çàíi ïåðø çà âñå ç íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ çìiííèõ òà ïðèíöèïîâîþ
âiäñóòíiñòþ òåîðåì ïðî âêëàäåííÿ òèïó Ñîáîë¹âà, ùî íå äà¹ ìîæëè-
âîñòi îòðèìàòè ãëàäêi âëàñòèâîñòi âiäïîâiäíèõ ïiâãðóï, âèêîðèñòî-
âóþ÷è ¨õ Lp-ãëàäêiñòü. Ç iíøîãî áîêó íåðåôëåêñèâíiñòü ïðîñòîðiâ
ç íîðìîþ ñóïðåìóìó ïðèâîäèòü äî íåîáìåæåíîñòi îïåðàòîðà âiä-
ïîâiäíî¨ ïiâãðóïè, ùî ïîçáàâëÿ¹ ìîæëèâîñòi çàñòîñóâàííÿ âiäîìèõ
îïåðàòîðíèõ ìåòîäiâ äëÿ ¨¨ äîñëiäæåííÿ. Òàêèì ÷èíîì çàäà÷à ïðî
ãëàäêi âëàñòèâîñòi ïiâãðóïè îïåðàòîðà, àñîöiéîâàíîãî ç ïåâíîþ ìî-
äåëëþ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè, âèìàãà¹ ðîçðîáêè ïðèíöèïîâî íîâèõ
ìåòîäiâ, ùî íå çàëåæàëè á âiä ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó òà âðàõîâóâàëè
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îñîáëèâîñòi çàäà÷i, ÿêi âèïëèâàþòü ç ôiçè÷íèõ ìiðêóâàíü, çîêðåìà
íåëiíiéíiñòü òà íåîáìåæåíiñòü êîåôiöi¹íòiâ âiäïîâiäíèõ äèôóçiéíèõ
ðiâíÿíü.

Ïåðøi øiñòü ðîçäiëiâ äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíi ñàìå öüîìó êîëó ïè-
òàíü. Çîêðåìà, â Ðîçäiëàõ 2 � 4 ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïiâãðóïà îïåðàòîðà
â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ,
ùî ïîâ'ÿçàíèé ç åíåðãåòè÷íîþ ôîðìîþ, ãåíåðîâàíîþ ìiðîþ Ãiááñà.
Â öèõ ðîçäiëàõ, ôàêòè÷íî, ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî çáåðåæåííÿ
ïðîñòîðiâ L2-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié (ùî ¹ íåñêií÷åííîâèìiðíè-
ìè àíàëîãàìè ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà) òà ïðîñòîðiâ äèôåðåíöiéîâíèõ
ôóíêöié íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ ç ðiâíîìiðíîþ òîïîëîãi¹þ.
Îñêiëüêè, ÿê çàçíà÷àëîñÿ ðàíiøå, â òàêèõ ïðîñòîðàõ ñòàíäàðòíi îïå-
ðàòîðíi ïiäõîäè íå ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi, áóâ ðîçðîáëåíèé àëü-
òåðíàòèâíèé ìåòîä äîñëiäæåííÿ ãëàäêèõ âëàñòèâîñòåé, ùî  ðóíòó-
¹òüñÿ íà íåëiíiéíèõ êâàçiñòèñêàþ÷èõ îöiíêàõ. Öåé ìåòîä äîçâîëèâ íå
òiëüêè ïîáóäóâàòè ïðîñòîðè äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié íåñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi çìiííèõ, ÿêi çáåðiãàþòüñÿ ïiä äi¹þ åâîëþöi¨ ñèñòåìè, àëå
i äîâåñòè ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi â øêàëi òàêèõ ïðîñòîðiâ ïiä äi¹þ
åâîëþöi¨.

Ó Ðîçäiëàõ 5 � 6 äèñåðòàöi¨ ìåòîä íåëiíiéíèõ îöiíîê ïîøèðþ¹òüñÿ
íà ìîäåëi íåëiíiéíî¨ äèôóçi¨ íà íåêîìïàêòíîìó ðiìàíîâîìó ìíîãîâè-
äi i îòðèìàíî ðåçóëüòàòè ïðî çáåðåæåííÿ ïðîñòîðiâ ãëàäêèõ ôóíêöié
òà ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi ïiä äi¹þ âiäïîâiäíî¨ ïiâãðóïè. Ïðè öüîìó
áóëî âèðiøåíî ðÿä ïðèíöèïîâèõ ñêëàäíîñòåé, ïîâ'ÿçàíèõ äîäàòêîâî
ç íåëiíiéíiñòþ ñàìîãî ïðîñòîðó, íàä ÿêèì áóäó¹òüñÿ íåëiíiéíà äèôó-
çiÿ.

Ó Ðîçäiëi 7 äèñåðòàöi¨ âèâîäèòüñÿ ïðèíöèï íàéìåíøî¨ äi¨ äëÿ íå-
ëiíiéíî¨ äèôóçi¨ â ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi.

Ïî÷èíàþ÷è ç ÷àñiâ Ëåéáíiöà, Ìîïåðòþ¨ òà Åéëåðà ñôîðìóâàëîñÿ
ðîçóìiííÿ òîãî, ùî âñi ôiçè÷íi ÿâèùà ìàþòü îïèñóâàòèñÿ âèõîäÿ÷è
ç ïðèíöèïó íàéìåíøî¨ äi¨ äëÿ äåÿêîãî ôóíêöiîíàëà åíåðãi¨. Â ðîáî-
òàõ Ëàãðàíæà òà Ãàìiëüòîíà òàêèé ïiäõiä áóâ ðåàëiçîâàíèé äëÿ çàäà÷
êëàñè÷íî¨ ìåõàíiêè. Ïðîòå òiëüêè â 1966 Â. I. Àðíîëüä âïåðøå ñôîð-
ìóëþâàâ òà äîâiâ ïðèíöèï íàéìåíøî¨ äi¨ äëÿ iäåàëüíî¨ ðiäèíè, ùî
îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Åéëåðà. Ùîá öå çðîáèòè Â. I. Àðíîëüä ðîç-
øèðèâ ïðîñòið, íàä ÿêèì çàäà¹òüñÿ ôóíêöiîíàë åíåðãi¨, äî íåñêií-
÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó � ãðóïè äèôåîìîðôiçìiâ, ùî çáåðiãàþòü



4

îá' ¹ì ìíîãîâèäó. Âèÿâèëîñÿ, ùî ñàìå òàêèé ïðîñòið äèôåîìîðôiçìiâ
¹ ïðèéíÿòíèì êîíôiãóðàöiéíèì ïðîñòîðîì äëÿ çàäà÷ ãiäðîäèíàìiêè
íåñòèñíåííî¨ ðiäèíè. Â òàêîìó ïiäõîäi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Åéëåðà ¹
ãåîäåçè÷íèìè êðèâèìè ïî âiäíîøåííþ äî äåÿêî¨ ïðàâîiíâàðiàíòíî¨
ìåòðèêè íà ïðîñòîði äèôåîìîðôiçìiâ.

Ðîçâèâàþ÷è öþ iäåþ, Ä. Åáií òà Æ. Ìàðñäåí ïîêàçàëè çâ'ÿçîê
ìiæ ïðîñòîðîì äèôåîìîðôiçìiâ, ùî çáåðiãàþòü îá'¹ì, òà êëàñè÷íè-
ìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ Íàâ'¹-Ñòîêñà. Âîíè çîêðåìà äîâåëè, ùî äëÿ
ðiâíÿííÿ Íàâ'¹-Ñòîêñà ïðè çàäàíié êiíöåâié êîíôiãóðàöi¨ ç äåÿêèìè
äîäàòêîâèìè óìîâàìè ãëàäêîñòi â øêàëi òèïó Ñîáîë¹âà iñíó¹ ¹äè-
íà ãåîäåçè÷íà, ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ âiäïîâiäíîãî ôóí-
êöiîíàëà åíåðãi¨. Ãîëîâíà ñêëàäíiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî òîïîëîãiÿ,
iíäóêîâàíà ôóíêöiîíàëîì åíåðãi¨, ¹ çàíàäòî ñèëüíîþ äëÿ òîãî, ùîá
îòðèìàòè ðåãóëÿðíiñòü âiäïîâiäíèõ âiäîáðàæåíü. Ç ìåòîþ óíèêíó-
òè öi¹¨ ñêëàäíîñòi ß. Áðåíü¹ ó 1989 ð. ââiâ ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíîãî
ðîçâ'ÿçêó äëÿ ïðèíöèïó íàéìåíøî¨. Òàêi ðîçâ'ÿçêè ¹ éìîâiðíiñíèìè
ìiðàìè, âèçíà÷åíèìè íà ìíîæèíi ëàãðàíæåâèõ òðà¹êòîðié, ïðè öüî-
ìó òàêîæ âêëþ÷àþòü êëàñè÷íi ðîçâ'ÿçêè. Â ïîäàëüøîìó öåé ïiäõiä
ðîçâèâàâñÿ â ðîáîòàõ Ì. Àðíàäîíà, À. Á. Êðóçåéðî, Ò. Íàêàãîìi,
Ô. Öiïðiàíî, Ê. ßñóå òà ií. Òàêîæ íåîáõiäíî çãàäàòè ðîáîòè Ï. Êîí-
ñòàòiíà, Ã. É¹ðà òà Äæ. Åéiíêà, à òàêîæ êíèãó Þ. �. Ãëiêëiõà, â
ÿêèõ ðîçâèâàëèñü iíøi ñòîõàñòè÷íi ïiäõîäè äî ïèòàííÿ õàðàêòåðèçà-
öi¨ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Íàâ'¹-Ñòîêñà.

Ðîçâèâàþ÷è öi iäå¨, â Ðîçäiëi 7 äèñåðòàöi¨ äîâîäèòüñÿ iñíóâàí-
íÿ óçàãàëüíåíèõ ïîòîêiâ, ùî ðåàëiçóþòü ìiíiìóì ôóíêöiîíàëà åíåð-
ãi¨ äëÿ óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà. Öå ðiâíÿí-
íÿ âïåðøå âèíèêëî ïðè äîñëiäæåííi ãàçîâèõ ïîòîêiâ, ùî ïðîõîäÿòü
÷åðåç ïîðèñòi ïîðîäè, ïðîòå òàêîæ îïèñó¹ iíøi ïðîöåñè, ùî âèíèêà-
þòü ó çàñòîñóâàííÿõ, çîêðåìà, ïðè ìîäåëþâàííi äèôóçi¨ åëåêòðîííî-
iîííî¨ ïëàçìè, à òàêîæ äëÿ îïèñó äèíàìiêè áiîëîãi÷íî¨ ïîïóëÿöi¨,
÷èÿ ìîáiëüíiñòü çàëåæèòü âiä ùiëüíîñòi. Çàóâàæèìî, ùî ó ÷àñòèííî-
ìó âèïàäêó, êîëè q = 2, óçàãàëüíåíå ðiâíÿííÿ ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà
ñïiâïàäà¹ ç ðiâíÿííÿì Íàâ'¹-Ñòîêñà.

Â îñòàííi ðîêè ó çâ'ÿçêó iç çàäà÷àìè, ùî âèíèêàþòü â ôiçèöi,
õiìi¨ òà áiîëîãi¨, ïîæâàâèâñÿ iíòåðåñ äî ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷ ç ñèí-
ãóëÿðíîþ ìåæåþ, ùî âiäïîâiäàþòü ðiâíÿííþ äèôóçi¨ ç òî÷êîâèì
äæåðåëîì, ðîçòàøîâàíèì íà ìåæi îáëàñòi. Òàêi çàäà÷i ïðèâîäÿòü
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äî ðiâíÿííÿ òèïó òåïëîïðîâiäíîñòi â íåöèëiíäðè÷íié, çìiííié çà ÷à-
ñîì, îáëàñòi, íà ìåæi ÿêî¨ ðîçòàøîâàíà îñîáëèâà òî÷êà òèïó êàñïà.
Âïåðøå iñíóâàííÿ êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiä-
íîñòi â íåöèëiíäðè÷íié îáëàñòi áóëî äîñëiäæåíî Ì. Æåâðå â 1913 ð.,
ÿêèé ðîçãëÿäàâ îáëàñòi ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó çi ñïåöiàëüíèìè óìîâà-
ìè ãëàäêîñòi ìåæi îáëàñòi. Ïiçíiøå áóëî ç'ÿñîâàíî, ùî íàâiòü çà óìîâ
äîñòàòíüî¨ ãëàäêîñòi êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ äëÿ ïàðàáîëi÷íî¨ êðàéî-
âî¨ çàäà÷i â ãëàäêié îáëàñòi òî÷êà ìåæi ìîæå íå áóòè ðåãóëÿðíîþ,
ÿêùî öÿ òî÷êà ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ òî÷êîþ çàäà÷i, òîáòî äîòè÷íà äî
ìåæi â äàíié òî÷öi ¹ îðòîãîíàëüíîþ äî âiñi t. Ïåòðîâñüêèé I. Ã. ó
ñâî¨é ðîáîòi 1934 ð. çíàéøîâ íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè íà ïîâåäií-
êó ìåæi îáëàñòi â îêîëi õàðàêòåðèñòè÷íî¨ òî÷êè, ùîá çàäà÷à â îêîëi
öi¹¨ òî÷êè áóëà êîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ. Öi óìîâè õàðàêòåðèçóþòüñÿ
ïîðÿäêîì äîòèêó â öié òî÷öi õàðàêòåðèñòèêè ðiâíÿííÿ äî ìåæi îáëà-
ñòi. Ïðè öüîìó êðèòè÷íèé ïîðÿäîê äîòèêó çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó ãî-
ëîâíî¨ ÷àñòèíè ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ. Òàêi çàäà÷i äîñèòü ðåòåëüíî
áóëè äîñëiäæåíi â 60-òi ðîêè 20 ñòîëiòòÿ â ðîáîòàõ Â. Ï. Ìèõàéëîâà,
Â. Î. Ñîëîííiêîâà, Â. Î. Êîíäðàòü¹âà, Î. À. Îëåéíiê, Äæ. Êîíà òà
Ë. Íiðåíáåðãà òà ií.

Îñòàííiì ÷àñîì ó ðîáîòàõ Â. Í. Àðåôü¹âà, Ë. À. Áàãiðîâà, Â. Î. Ãà-
ëàêòiîíîâà, Â. Ã. Ìàçü¨ òà ií. ñïîñòåðiãà¹òüñÿ íîâà õâèëÿ iíòåðåñó
äî çàäà÷ ç îñîáëèâîñòÿìè òèïó êàñïà ó çâ'ÿçêó ç ðîçâèòêîì àíàëi-
çó ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ç ïîâiëüíî çìiííèì ñèìâîëîì,
à òàêîæ çàñòîñóâàííÿìè íåëiíiéíîãî àíàëiçó äî çàäà÷, ùî âèíèêà-
þòü â ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi ïðè äîñëiäæåííi äèôóçi¨ ç äæåðåëîì íà
ìåæi îáëàñòi. Çîêðåìà â ðîáîòàõ Â. Í. Àðåôü¹âà òà Ë. À. Áàãiðîâà
ðîçãëÿä¹òüñÿ çàäà÷à òåïëîïðîâiäíîñòi â îáëàñòÿõ, ÿâíî çàäàíèõ çà
äîïîìîãîþ êâàäðàòè÷íî¨ ôóíêöi¨. Ïðè öüîìó ìåòîäè, ùî ïîêëàäåíi
â îñíîâó îòðèìàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ðîçêëàäiâ, iñòîòíèì ÷èíîì ñïè-
ðàþòüñÿ íà ÿâíèé ñïîñiá çàäàííÿ îáëàñòi. Ïðîòå â çàãàëüíié ïîñòà-
íîâöi çàäà÷ó ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íèõ ðîçêëàäiâ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ
ðiâíÿíü â îêîëi êàñïiäàëüíî¨ òî÷êè ùå íå âèðiøåíî.

Ó Ðîçäiëi 8 äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ùîäî ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷-
íèõ ðîçêëàäiâ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â íåöèëií-
äðè÷íié îáëàñòi, çàäàíié ñòåïåíåâîþ ôóíêöi¹þ ç äîâiëüíèì ïîêàçíè-
êîì. Ïðè öüîìó îñíîâíèì ïèòàííÿì ¹ îá ðóíòóâàííÿ àñèìïòîòè÷-
íîñòi òàêîãî ðîçêëàäó, ùî âèìàãà¹ àäåêâàòíîãî ïiäáîðó âiäïîâiäíèõ
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ïðîñòîðiâ. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïðèðîäíiì äëÿ òàêî¨ çàäà÷i ¹ ïðîñòîðè
òèïó Ñëîáîäåöüêîãî, ïàðàìåòðè â ÿêèõ çàëåæàòü íå òiëüêè âiä ïî-
ðÿäêó ðiâíÿííÿ, àëå i âiä ïîðÿäêó äîòèêó õàðàêòåðèñòèêè äî ìåæi
îáëàñòi, ùî âèÿâëÿ¹ âíóòðiøíié çâ'ÿçîê ìiæ àíàëiòè÷íèìè òà ãåîìåò-
ðè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè çàäà÷i.

Ùå îäíèì êëàñîì äîñëiäæóâàíèõ ó äèñåðòàöi¨ ìîäåëåé, ¹ ìîäå-
ëi, ïîâ'ÿçàíi ç ðîçâèòêîì ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ àíàëiçó äàíèõ, ùî
âèíèêàþòü â ìåäèöèíi òà iíøèõ îáëàñòÿõ çíàíü. Òàê ç òî÷êè çîðó
àíàëiçó åíöåôàëîãðàì òà êàðäiîãðàì îñîáëèâîãî çíà÷åííÿ íàáóâà¹
äîñëiäæåííÿ äèñêðåòíèõ ÷àñîâèõ ðÿäiâ, ùî iíòåðïðåòóþòüñÿ ÿê íà-
áëèæåíèé îïèñ òàêèõ ñèãíàëiâ. Ïðè öüîìó äiàãíîñòè÷íîãî çíà÷åííÿ
íàáóâàþòü ñêëàäíiñòü, âàðiàòèâíiñòü, íåðåãóëÿðíiñòü òà iíøi õàðàê-
òåðèñòèêè òàêèõ ïðîöåñiâ. Îäíèì ç òàêèõ äiàãíîñòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ
ñêëàäíîñòi ñèãíàëó, îòðèìàíîãî çà äîïîìîãîþ åíöåôàëîãðàôà àáî
êàðäiîãðàôà, ââàæà¹òüñÿ åíòðîïiÿ, çîêðåìà åíòðîïiÿ Êîëìîãîðîâà-
Ñiíàÿ.

Ó 2002 äëÿ ñèãíàëiâ, ùî ìàþòü ôîðìó íåðåãóëÿðíèõ ãîñòðèõ çóá-
öiâ ðiçíî¨ àìïëiòóäè òà ÷àñòîòè, Ê. Áðàíäò i Á. Ïîìïå çàïðîïîíóâàëè
îçíà÷åííÿ òàê çâàíî¨ åíòðîïi¨ ïåðåñòàíîâîê, îá÷èñëåííÿ ÿêî¨ ¹ ïðè-
ñòîñîâàíèì äî òàêîãî òèïó îá'¹êòiâ i âèìàãà¹ ïåðåáîðó çíà÷íî ìåíøî¨
êiëüêîñòi ìíîæèí, íiæ êëàñè÷íå îçíà÷åííÿ, ùî ç òî÷êè çîðó çàñòî-
ñóâàííÿ êîìï'þòåðíèõ äiàãíîñòè÷íèõ ìåòîäiâ ¹ äóæå âàæëèâèì. Ó
çâ'ÿçêó ç öèì îñòàííiì ÷àñîì çðîñòà¹ iíòåðåñ äî ïèòàííÿ ïðî çâ'ÿçîê
ìiæ öèìè äâîìà îçíà÷åííÿìè åíòðîïi¨ òà óìîâ, çà ÿêèõ âîíè ñïiâ-
ïàäàþòü. Íà ñüîãîäíi âiäîìî, ùî åíòðîïiÿ ïåðåñòàíîâîê òà åíòðî-
ïiÿ Êîëìîãîðîâà-Ñiíàÿ ñïiâïàäàþòü äëÿ îäíîâèìiðíèõ äèíàìi÷íèõ
ñèñòåì, ùî çàäàþòüñÿ êóñêîâî-ìîíîòîííèì âiäîáðàæåííÿì, ïðîòå ó
áiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó öå ïèòàííÿ çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì.

Ó ðîáîòàõ Ê. Êåëëåðà òà éîãî ó÷íiâ â îñòàííi ðîêè ðîçâèâà¹òüñÿ
ïiäõiä äî õàðàêòåðèçàöi¨ åíòðîïi¨ Êîëìîãîðîâà-Ñiíàÿ äëÿ äèñêðåò-
íèõ ÷àñîâèõ ðÿäiâ íà îñíîâi òàê çâàíèõ âïîðÿäêîâàíèõ ðîçáèòòiâ
ïðîñòîðó ñòàíiâ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ùî áóäóþòüñÿ íàä ïðîñòîðîì
âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ. Òàêi ðîçáèòòÿ áóäóþòüñÿ íà îñíîâi äåÿêîãî
âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó, ÿêå ââîäèòüñÿ ó ïðîñòîði çíà÷åíü âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè òà ¨¨ îáðàçiâ ïiä äi¹þ âiäîáðàæåííÿ, ùî çàäà¹ äèíàìi÷íó
ñèñòåìó. Â òàêîìó ïiäõîäi âèïàäêîâà âåëè÷èíà òà ¨¨ îáðàçè iíòåð-
ïðåòóþòüñÿ ÿê âèìiðþâàííÿ ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí. Ïðè öüîìó
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îäíi¹þ ç ãîëîâíèõ óìîâ ¹ ïðèíöèï ðîçäiëåííÿ òî÷îê ïðîñòîðó ñòà-
íiâ ïiä äi¹þ âiäîáðàæåííÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè. Â Ðîçäiëi 9 öÿ óìîâà
ðîçäiëåííÿ òî÷îê ïîñëàáëþ¹òüñÿ i íàäà¹òüñÿ õàðàêòåðèçàöiÿ åíòðî-
ïi¨ Êîëìîãîðîâà-Ñiíàÿ øëÿõîì çâóæåííÿ σ-àëãåáðè ìíîæèí, â ñåíñi
ÿêî¨ çàäà¹òüñÿ ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó ñòàíiâ âiäïîâiäíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñè-
ñòåìè.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òå-
ìàìè. Ðîáîòà âèêîíàíà â Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè ó
âiääiëi íåëiíiéíîãî àíàëiçó çãiäíî iç çàãàëüíèì ïëàíîì äîñëiäæåíü â
ðàìêàõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ òåì: �Ôóíêöiîíàëüíi i àñèìïòîòè÷íi ìåòî-
äè äîñëiäæåííÿ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü�, 1996�2000 ð.,
íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0198U003052; �Ðîçðîáêà ìåòîäiâ íåëi-
íiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó òà ¨õ çàñòîñóâàíü äî íåëiíiéíèõ
ïðîáëåì ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè� 2001�2005 ð., íîìåð äåðæàâíî¨ ðå-
¹ñòðàöi¨ 0101U000623; �Ìåòîäè íåëiíiéíîãî àíàëiçó òà ¨õ çàñòîñóâàí-
íÿ äî òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè�,
2006�2010 ð., íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0106U000513; �Íåëiíiéíi,
íåàðõiìåäîâi òà ñïåêòðàëüíi çàäà÷i òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
i ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè�, 2011�2015 ð., íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨
0111U001011.

×àñòèíà äîñëiäæåíü ïðîâîäèëàñÿ â ðàìêàõ ìiæíàðîäíîãî ïðî-
åêòó çà 7-îþ Ðàìêîâîþ ïðîãðàìîþ �âðîïåéñüêîãî Ñîþçó �Marie Curie
Actions - International Research Sta� Exchange Scheme (IRSES) FP7-
People-2011-IRSES�, � 295164, 2012�2016 ð., ïðîåêòó Íiìåöüêîãî äî-
ñëiäíèöüêîãî òîâàðèñòâà (DFG) �Nichtlineare Di�erentialgleichungen
mit kleinem Parameter� 2010 ð., ïðîåêòó �Asymptotic Properties of
Solutions to Parabolic Equations in a Bounded Domain� ó ðàìêàõ ñòè-
ïåíäi¨ Ôîíäó iì. Àëåêñàíäðà ôîí Ãóìáîëüäòà, 2012 ð.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Îòðèìàòè äîñòàòíi óìîâè ðå-
ãóëÿðíîñòi (ãëàäêîñòi) â ñåíñi iíòåãðîâíî¨ ïî ìiði òà ðiâíîìiðíî¨ òî-
ïîëîãié, çàäàíèõ íà ïðîñòîðàõ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ, äëÿ
åâîëþöi¨ ñèñòåìè çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê. Îòðèìàòè óìîâè ðå-
ãóëÿðíîñòi íåëiíiéíîãî ïîòîêó íà íåêîìïàêòíîìó ðiìàíîâîìó ìíî-
ãîâèäi. Äîâåñòè ïðèíöèï ìàêñèìóìó äëÿ ðiâíÿííÿ ïîðèñòîãî ñåðå-
äîâèùà òà îòðèìàòè àñèìïòîòè÷íi ðîçêëàäè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ òå-
ïëîïðîâiäíîñòi â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè òèïó êàñïà íà ìåæi îáëàñòi.
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Îòðèìàòè õàðàêòåðèçàöiþ ïîêàçíèêà ñêëàäíîñòi äèñêðåòíîãî ÷àñî-
âîãî ðÿäêó � åíòðîïi¨ Êîëìîãîðîâà-Ñiíàÿ.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi òà ïîíÿòòÿ, ùî âè-
íèêàþòü ó ñòàòèñòè÷íié ìåõàíiöi, íåëiíiéíié äèôóçi¨ òà òåîði¨ ñêëà-
äíîñòi äèñêðåòíèõ ÷àñîâèõ ðÿäiâ.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ. Ïiâãðóïè îïåðàòîðiâ òà àñîöiéîâàíi ç
íèìè íåëiíiéíié ïîòîêè â íåñêií÷åííî-âèìiðíèõ ïðîñòîðàõ òà íà íå-
êîìïàêòíèõ ðiìàíîâèõ ìíîãîâèäàõ. Ëiíiéíi òà íåëiíiéíi ïàðàáîëi÷íi
ðiâíÿííÿ òà ïîâ'ÿçàíi ç íèìè ôóíêöiîíàëè åíåðãi¨ òà àñèìïòîòè÷íi
ðîçêëàäè. Åíòðîïiÿ Êîëìîãîðîâà-Ñiíàÿ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Òåîðiÿ ïiâãðóï òà íåîáìåæåíèõ îïåðà-
òîðiâ â íåñêií÷åííîâèìiðíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, ìåòîäè íåëiíié-
íîãî àíàëiçó, çîêðåìà, âëàñòèâîñòi ìîíîòîííèõ âiäîáðàæåíü, ìåòîäè
àñèìïòîòè÷íîãî òà âàðiàöiéíîãî àíàëiçó, äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåîìåòði¨,
òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi ðåçóëü-
òàòè, ùî âèçíà÷àþòü íàóêîâó íîâèçíó äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ i
âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñòè, ¹ òàêèìè:
� äîâåäåíî òåîðåìè ïðî ðåãóëÿðíiñòü åâîëþöi¨ ñèñòåìè íåñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi ÷àñòèíîê ó øêàëàõ ïðîñòîðiâ äèôåðåíöiéîâàíèõ ó ñåðåäíüî
êâàäðàòè÷íîìó ôóíêöié íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ;
� ðîçðîáëåíî ñõåìó äîñëiäæåííÿ ðåãóëÿðíîñòi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó
äëÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ ç íåëiïøèöå-
âèìè êîåôiöi¹íòàìè, ùî ñïèðà¹òüñÿ íà íîâi êëàñè íåëiíiéíèõ îöiíîê
íà âàðiàöi¨;
� íà îñíîâi öüîãî äîâåäåíî çáåðåæåííÿ ïðîñòîðiâ ãëàäêèõ ôóíêöié
ïiä äi¹þ åâîëþöi¨ ñèñòåìè íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê òà äîñëi-
äæåíî âïëèâ õàðàêòåðó íåëiíiéíîñòi âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè íà
ñòðóêòóðó òîïîëîãié â öèõ ïðîñòîðàõ;
� ðîçðîáëåíî ãåîìåòðè÷íî-iíâàðiàíòíèé ïiäõiä äî çàäà÷i ðåãóëÿðíî-
ñòi çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü äèôóçi¨ íà ðiìàíîâèõ
ìíîãîâèäàõ, ïîáóäîâàíî âiäïîâiäíèé àïàðàò òåíçîðíîãî ÷èñëåííÿ;
� äëÿ âèïàäêó íåêîìïàêòíîãî ðiìàíîâîãî ìíîãîâèäó çíàéäåíî àíàëîã
óìîâè ìîíîòîííîñòi êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ òà âèäiëåíî âïëèâ òåíçî-
ðó êðèâèíè íà ðåãóëÿðíiñòü âèñîêîãî ïîðÿäêó çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ
äëÿ íåëiíiéíîãî ïîòîêó íà ìíîãîâèäi;
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� îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè âiäñóòíîñòi âèáóõó äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ íåëi-
íiéíèõ ðiâíÿíü äèôóçi¨ íà íåêîìïàêòíîìó ðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi;
� âèÿâëåíî åôåêò íàÿâíîñòi ùiëèíè ìiæ òîïîëîãiÿìè îáìåæåíîñòi i
íåïåðåðâíîñòi â çàäà÷àõ ðåãóëÿðíîñòi âèñîêîãî ïîðÿäêó íàä íåñêií-
÷åííîâèìiðíèì ïðîñòîðîì;
� äîâåäåíî íåñèíãóëÿðíå iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ íå ãëîáàëü-
íî ëiïøèöåâî¨ äèôóçi¨, íà îñíîâi ÿêîãî òà ìåòîäó íåëiíiéíèõ îöiíîê
îòðèìàíî òåîðåìè ïðî ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi ïiä äi¹þ åâîëþöi¨ íå-
ñêií÷åííî¨ ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê;
� îòðèìàíî óìîâè ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi ïiä äi¹þ ïiâãðóïè, àñîöiéî-
âàíî¨ ç íåëiíiéíîþ äèôóçi¹þ íà íåêîìïàêòíîìó ðiìàíîâîìó ìíîãî-
âèäi;
� äîâåäåíî ïðèíöèï íàéìåíøî¨ äi¨ äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ, ùî îïè-
ñó¹ äèôóçiþ ó ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi, òà îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè
iñíóâàííÿ óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i;
� îòðèìàíî ôîðìàëüíi àñèìïòîòè÷íi ðîçêëàäè äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëî-
ïðîâiäíîñòi â íåöèëiíäðè÷íié îáëàñòi ç îñîáëèâiñòþ òèïó êàñïà íà
ìåæi îáëàñòi òà äîâåäåíî àñèìïòîòè÷íèé õàðàêòåð òàêèõ ðîçêëàäiâ
ó ñïåöiàëüíèõ ïðîñòîðàõ, ùî çàëåæàòü âiä õàðàêòåðó äîòèêó ìåæi
îáëàñòi â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè;

� äîâåäåíî õàðàêòåðèçàöiþ åíòðîïi¨ Êîëìîãîðîâà-Ñiíàÿ â òåðìi-
íàõ âïîðÿäêîâàíèõ ðîçáèòòiâ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiÿ
íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âè-
êîðèñòàíi äëÿ ïîäàëüøî¨ ðîçðîáêè ÿêiñíî íîâèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåí-
íÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü â íåñêií÷åííîâèìiðíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ
òà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ìíîãîâèäàõ. Ðåçóëüòàòè Ðîçäiëó 7 ðîçøè-
ðþþòü ñïîñiá âèçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ, ùî îïèñó¹ äèôóçiþ â
ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi. Öå äà¹ ìîæëèâiñòü ðîçâèíóòè àëüòåðíàòèâ-
íi ìåòîäè ïîøóêó ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ ðiâíÿíü (ó òîìó ÷èñëi íå êëàñè-
÷íèõ). Ðåçóëüòàòè Ðîçäiëó 8 äàþòü íîâèé ïiäõiä äî ïîáóäîâè àñèì-
ïòîòè÷íèõ ðîçêëàäiâ äëÿ ðiâíÿíü äèôóçi¨, ÿêi îïèñóþòü ïðîöåñè ç
òî÷êîâèì äæåðåëîì íà ìåæi îáëàñòi, ùî äà¹ ìîæëèâiñòü îòðèìà-
òè ÿêiñíi òà êiëüêiñíi õàðàêòåðèñòèêè íàáëèæåíü òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ.
Ðåçóëüòàòè îñòàííüîãî ðîçäiëó ìîæóòü áóòè êîðèñíèìè ç òî÷êè çî-
ðó ðîçâèòêó êîìï'þòåðíèõ äiàãíîñòè÷íèõ ìåòîäiâ íà îñíîâi àíàëiçó
ñêëàäíîñòi ñèãíàëiâ, ùî çàäàþòüñÿ äèñêðåòíèìè ÷àñîâèìè ðÿäàìè
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ç äîäàòêîâèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, õàðàêòåðíèìè äëÿ åíöåôàëîãðàì
òà êàðäiîãðàì.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó äîñëi-
äæåííÿ òà ïîñòàíîâêà çàäà÷i â Ðîçäiëàõ 2�4 ïðîâîäèëîñü äèñåðòàí-
òîì ñïiëüíî ç Î.Âàë. Àíòîíþêîì. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ ùîäî iíøèõ ðîç-
äiëiâ äèñåðòàöi¨ ïðîâîäèëàñü ñïiëüíî ç Ì. Àðíàäîíîì, Ê. Êåëëåðîì,
Ñ.I. Ìàêñèìåíêî òà Ì.Ì. Òàðõàíîâèì. Ðåçóëüòàòè, âèêëàäåíi â äè-
ñåðòàöi¨ ñïèðàþòüñÿ íà ìîíîãðàôiþ [34] òà 23 ñòàòòi [2-24]. Óñi íàâå-
äåíi ó äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè îòðèìàíî àâòîðîì îñîáèñòî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äî-
ïîâiäàëèñü i îáãîâîðþâàëèñü íà:

- çàñiäàííi Â÷åíî¨ ðàäè Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè 03
áåðåçíÿ 2014 ð.;

- Êè¨âñüêîìó ìiñüêîìó ñåìiíàði ç íåëiíiéíîãî àíàëiçó ïðè Iíñòè-
òóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê ñåìiíàðó � àêàäåìiê ÍÀÍ
Óêðà¨íè I. Â. Ñêðèïíèê);

- Êè¨âñüêîìó ñåìiíàði ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ïðè Iíñòèòóòi
ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê ñåìiíàðó � ÷ëåí-êîðåñïîíäåíò
ÍÀÍ Óêðà¨íè Ì. Ë. Ãîðáà÷óê);

- Ñåìiíàði Ìàòåìàòè÷íîãî âiääiëåííÿ ÔÒIÍÒ iì. Á .I. Âåðêiíà
ÍÀÍ Óêðàiíè (ì. Õàðêiâ, êåðiâíèê ñåìiíàðó � àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà-
¨íè �. ß. Õðóñëîâ);

- Ëüâiâñüêîìó ìiñüêîìó ñåìiíàði ç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (êå-
ðiâíèêè ñåìiíàðó � ïðîô. Ì. I. Iâàí÷îâ, ïðîô. Ï. I. Êàëåíþê, ÷ëåí-
êîðåñïîíäåíò ÍÀÍ Óêðà¨íè Á. É. Ïòàøíèê)

- Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �M�unchener Stochastic Tage�, Íiìå÷-
÷èíà, 24 � 27 áåðåçíÿ, 1998;

- International Conference �Nonlinear Partial Di�erential Equations�,
dedicated to J.P.Schauder, Ukraine, Lviv, August 23 � 29, 1999;

- Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Nonlinear Partial di�erential equati-
ons�, Óêðà¨íà, Êè¨â, 22 � 28 ñåðïíÿ, 2001;

- �Mini-Workshop on Stochastic Analysis�, Friedrich Schilller Uni-
versity of Jena, Faculty of Mathematics and Informatics, Institute of
Stochastics, January 18-19, 2002;

- Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Nonlinear Partial di�erential equati-
ons�, Óêðà¨íà, Àëóøòà, 15 � 21 âåðåñíÿ, 2003;
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- Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Recent Trends in Kinetic Theory and
its Applications�, Óêðà¨íà, Êè¨â, 11 � 15 òðàâíÿ, 2004;

- Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Nonlinear Partial Di�erential Equati-
ons�, Óêðà¨íà, Àëóøòà, 17-23 âåðåñíÿ, 2005 ð.;

- Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ iì. Â.ß. Ñêîðîáàãàòüêà,
Óêðà¨íà, Äðîãîáè÷, 24-28 âåðåñíÿ 2007 ð.;

- Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Nonlinear Partial Di�erential Equati-
ons�, ïàì'ÿòi I.Â. Ñêðèïíèêà, ßëòà, 10-15 âåðåñíÿ 2007 ð.;

- �33-rd Conference on Stochastic Processes and Their Applications�,
Berlin, 27-31 July, 2009;

- Conference �ProbaGeo�, France, Futuroscope, 11-13 June, 2012;
- Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Third Conference Mathematics for Life

Sciences�, Ðiâíå, 15-19 âåðåñíÿ, 2015 ð.

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïðèëþäíåíi â ìî-
íîãðàôi¨ [34] òà 23-õ ñòàòòÿõ [2 � 24], òðè ç ÿêèõ îïóáëiêîâàíi áåç
ñïiâàâòîðiâ. Òåçè äîïîâiäåé íà ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ íàäðóêî-
âàíi â [24 � 33]

Ñòðóêòóðà äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç âñòóïó, äåâ'-
ÿòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë òà ñåìè äîäàò-
êiâ. Ïåðåëiê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë íàëi÷ó¹ 203 ïîñèëàííÿ. Çàãàëüíèé
îáñÿã äèñåðòàöi¨ ðàçîì ç äîäàòêàìè ñêëàäà¹ 413 ñòîð. ç íèõ 318 ñòî-
ðiíîê îñíîâíîãî òåêñòó.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi íàäàíî îãëÿä ðîáiò òà ïiäõîäiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç òåìîþ äè-
ñåðòàöi¨, îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè, ñôîðìóëüîâàíî îñíîâíó
ìåòó äîñëiäæåíü òà ïîäàíî ñòèñëó àíîòàöiþ ðåçóëüòàòiâ.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ïîäà¹òüñÿ îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåð-
òàöi¨ òà íàâîäÿòüñÿ áàçîâi ïîíÿòòÿ òà òåîðåìè, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ
â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ. Òóò, çîêðåìà, ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ ãiááñîâî¨ ìi-
ðè, ùî îïèñó¹ ìîäåëü íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê,
òà ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ îïåðàòîðà åíåðãi¨ òà åâîëþöi¨ òàêî¨ ñèñòåìè.

Íåõàé Zd ïîçíà÷à¹ d-ìiðíó  ðàòêó, âóçëè ÿêî¨ çàäàþòüñÿ öiëî-
÷èñëîâèì âåêòîðàìè k = (k1, ..., kd), ki ∈ Z. Ç êîæíèì òàêèì âóçëîì
ïîâ'ÿçó¹òüñÿ âiäïîâiäíèé îäíîâèìiðíèé ïðîñòið R1, ÿêèé iíòåðïðå-
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òó¹òüñÿ ÿê ñïiíîâèé ïðîñòið k-î¨ ÷àñòèíêè. Ãiááñiâñüêîþ ìiðîþ ç ëî-

êàëüíèìè ðîçïîäiëàìè {µΛ}Λ⊂Zd íàçèâàþòü ìiðó µ íà òèõîíiâñüêié
σ-àëãåáði FZd , ÿêùî ∀ f ∈ C0,cyl(RZd) ∀Λ ⊂ Zd : µ(µ·Λ(f)) = µ(f),
äå âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ µ(f) =

∫
RZd

f dµ. Ïiä òèõîíiâñüêîþ σ-

àëãåáðîþ ðîçóìi¹òüñÿ ìiíiìàëüíà σ-àëãåáðà, ãåíåðîâàíà σ-àëãåáðîþ
öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí FΛ = B(RΛ) × RZd\Λ, B(RΛ) � áîðåëåâà σ-
àëãåáðà íà RΛ = ×

k∈Λ
R1. Ïðè öüîìó ïiä ãiááñîâèì ðîçïîäiëîì â ñêií-

÷åííîìó îá'¹ìi Λ ⊂ Zd ç ôiêñîâàíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè xΛc =
{xk}k∈Λc , Λc = Zd\Λ ðîçóìi¹òüñÿ ìiðà µΛ, ÿêà çàäà¹òüñÿ ñïiââiä-
íîøåííÿì µΛ(dxΛ|xΛc) = 1

ZΛ(xΛc ) exp(−UΛ(x) )
∏
k∈Λ

dxk ç íîðìóþ÷èì

ìíîæíèêîì ZΛ(xΛc) =
∫
RΛ

exp(−UΛ(x) )
∏
k∈Λ

dxk, äå dxk � ìiðà Ëåáåãà

íà ïðîñòîði R1, àñîöiéîâàíîìó ç âóçëîì k ∈ Zd. Â ðîáîòi ðîçãëÿäàþ-
òüñÿ òàê çâàíi ïîìiðíi ãiááñîâi ìiðè, òîáòî äëÿ ÿêèõ sup

k∈Zd

∫
RZd

x2n
k dµ(x)

¹ ñêií÷åííîþ âåëè÷èíîþ äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N. Ïîòåíöiàëîì, ãiáá-
ñîâî¨ ñèñòåìè íàçèâàþòü ôóíêöiþ UΛ =

∑
k∈Λ

Φ(xk) +
∑
k∈Λ

(Bx)kxk, äå

Φ ∈ C∞(R1), ÿêi çðîñòàþòü íà íåñêií÷åííîñòi ðàçîì ç ñâî¨ìè ïî-
õiäíèìè íå øâèäøå ïîëiíîìà, B � ñêií÷åííî-äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ.
Òàêi ïîòåíöiàëè íàçèâàþòü ïîòåíöiàëàìè ñêií÷åííîãî ðàäióñó âçà¹-

ìîäi¨.
Îñíîâíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ïiâãðóïà îïåðàòîðà åíåðãi¨ ãiáá-

ñîâî¨ ñèñòåìè Hµ, ÿêèé áóäó¹òüñÿ ÿê çàìèêàííÿ äèôåðåíöiàëüíîãî
âèðàçó

Hµ =
1

2

∑
k∈Zd
{−∆k + [F (xk) +

∑
j: |j−k|6r0

b(j − k)xj ]
∂

∂xk
},

âèçíà÷åíîãî íà ïðîñòîði Cn0,cyl(RZd) öèëiíäðè÷íèõ n-ðàç äèôåðåíöi-
éîâàíèõ ôóíêöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì â ñåíñi òåîði¨ ôîðì Äiðiõëå,
ùî áóëè ââåäåíi â ðîáîòàõ À. Áüîðëiíãà òà Æ. Äåíi òà ðîçâèíåíi
Ñ. Àëüáåâåðiî, Þ. Ã. Êîíòðàòü¹âèì, Ø. Êóñóîêîþ, Ø. Ìà, Ì. Ðüî-
êíåðîì, Ì. Ôóêóøèìîþ, Ð. Õîåã-Êðîíîì, Ë. Øòðàéòîì òà ií. Òàêà
ïiâãðóïà iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê îïåðàòîð åâîëþöi¨ íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè
âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê. Âèùå F (xk) = ∂kΦ(xk).

Ó äèñåðòàöi¨ ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ôóíêöiÿ F (x) ¹ ãëàäêîþ ñèìå-
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òðè÷íîþ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ ç óìîâîþ F (0) = 0, ÿêà
çðîñòà¹ íà íåñêií÷åííîñòi íå øâèäøå ïîëiíîìà ðàçîì ç óñiìà ñâî¨ìè
ïîõiäíèìè

∃ κ > 0 : ∀ j > 0 ∃ Cj : |F (j)(x)−F (j)(z)| 6 Kj |x− z|(1 + |x|+ |z|)κ .
(1)

Ñòàëà κ > 1 íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðîì íåëiíiéíîñòi ñèñòåìè i ãðà¹
êëþ÷îâó ðîëü ó ôîðìóëþâàííi îñíîâíèõ òåîðåì.

Äðóãèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî ãëàäêèì âëàñòèâîñòÿì
åâîëþöi¨ ãiááñîâî¨ ñèñòåìè ó íåñêií÷åííîâèìiðíèõ àíàëîãàõ ïðîñòî-
ðiâ Ñîáîë¹âà L2(RZd , µ)-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié. Îñíîâíèé ðåçóëü-
òàò öüîãî ðîçäiëó ïîëÿãà¹ ó ïîáóäîâi òàêèõ ïðîñòîðiâ WΘ(µ), ÿêi
çáåðiãàþòüñÿ ïiä äi¹þ ïiâãðóïè, ãåíåðîâàíî¨ îïåðàòîðîì åíåðãi¨ Hµ.

ÏðîñòîðèWΘ(µ) áóäóþòüñÿ ÿê çàìèêàííÿ ìíîæèíè P∞cyl(RZd) (íå-
ñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ öèëiíäðè÷íèõ ôóíêöié íå áiëüø íiæ ïî-
ëiíîìiàëüíîãî ðîñòó ç óñiìà ñâî¨ìè ïîõiäíèìè) ó íîðìi

‖f‖2WΘ(µ) =
∑

(p,C )∈Θ

∫
RZd

p(z) 〈C ∂mf, ∂mf〉 dµ(x),

äå z =
∑
k∈Zd

ak(1 + x2
k),

∑
k∈Zd

ak = 1, {ak} ∈ P. Ñêií÷åííèé íàáið âàã

Θ = {(p,C )} ñêëàäà¹òüñÿ ç ìîíîòîííî çðîñòàþ÷î¨ ôóíêöi¨ p(z) íå
áiëüø íiæ ïîëiíîìiàëüíîãî ðîñòó ðàçîì ç äðóãîþ ïîõiäíîþ òà ìà-
òðè÷íî¨ ìóëüòè-âàãè C = C1 ⊗ ... ⊗ Cm, Cj ∈ P, ùî çàäà¹ ñêàëÿð-
íèé äîáóòîê 〈C ∂mf, ∂mf〉 =

∑
k1,...,km∈Zd

C1
k1
...Cmkm |∂k1 ...∂kmf |2, P ïî-

çíà÷à¹ ìíîæèíó ïîñëiäîâíîñòåé c = {ck}k∈Zd , òàêèõ, ùî ck > 0 i
δc = sup

|k−j|=1

|ck/cj | <∞. Äî íàáîðó Θ òàêîæ âõîäèòü âàãà (p0,∅), ÿêà

âiäïîâiäà¹ ÷ëåíó
∫
RZd

p0(z)|f(x)|2 dµ(x). (Îçíà÷åííÿ 2.2.)

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò Ðîçäiëó 2 ïîëÿãà¹ â íàñòóïíié òåîðåìi.
Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà 2.10) Íåõàé µ � ãiááñîâà ìiðà ïîìiðíîãî

ðîñòó ç ñêií÷åííèì ðàäióñîì âçà¹ìîäi¨, i âèêîíàíà óìîâà (1). Íåõàé,
êðiì òîãî, íàáið âàã Θ çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó óìîâó i¹ðàðõi¨: äëÿ áóäü-
ÿêèõ (p,C ) ∈ Θ òà ïàðè i, j ∈ {1, ...,m}, i < j iñíó¹ âàãà (p̃, C̃ ) ∈ Θ,
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ÿêà îöiíþ¹ çâåðõó âàãó (zκ+1p(z), Ĉ
ij

), òîáòî iñíó¹ òàêà ñòàëà K, ùî

zκ+1p(z) 6 K · p̃(z), z > 1,

{Ĉ
ij
}` 6 K C̃

`
, ` = 1, ...,m− 1, (2)

äå íåðiâíiñòü (2) ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ïîêîîðäèíàòíà íåðiâíiñòü ìiæ âåê-

òîðàìè ç P. Ìàòðèöÿ {Ĉ
ij
}i<j∈{1,...,m} áóäó¹òüñÿ ïî ìàòðèöi C çà

ïðàâèëîì {Ĉ
ij
} = C1 ⊗ ...

î
⊗(A)−(κ+1)CiCj

↑j
⊗... ⊗ Cm. Ñêîðî÷åííÿ

C1 ⊗ ...
î
⊗Cs îçíà÷à¹, ùî ó òåíçîðíîìó äîáóòêó i-òèé ìíîæíèê îïó-

ùåíèé, à C1⊗...⊗B
↑j
⊗...⊗Cs îçíà÷à¹, ùî íà j-îìó ìiñöi ó òåíçîðíîìó

äîáóòêó ñòî¨òü ìàòðèöÿ B. Ìàòðèöÿ A ¹ äiàãîíàëüíîþ ç åëåìåíòàìè
{ak}k∈Zd ,

∑
k∈Zd ak = 1.

Òîäi çàìèêàííÿ îïåðàòîðà H̃µ

WΘ(µ)
ãåíåðó¹ ñèëüíî íåïåðåðâíó

êâàçiñòèñêàþ÷ó ïiâãðóïó ó ïðîñòîði WΘ(µ), òîáòî âèêîíàíà îöiíêà:

∃ MΘ : ∀Q ⊆ Zd : ‖ exp(−tH̃Q

WΘ(µ)
) ‖L(WΘ(µ)) 6 eMΘt.

Ïðèíöèïîâà ñêëàäíiñòü, ùî ìîæå âèíèêàòè ó âèïàäêó iñòîòíî íå-
ëiíiéíèõ çðîñòàþ÷èõ êîåôiöi¹íòiâ îïåðàòîðà åíåðãi¨ (ùî ¹ ïðèðîäíèì
ç òî÷êè çîðó ôiçè÷íèõ çàñòîñóâàíü), ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âiäïîâiäíà
ïiâãðóïà ó ïðîñòîði ç ðiâíîìiðíîþ òîïîëîãi¹þ, ìîæå íå áóòè ñèëüíî
íåïåðåðâíîþ. Ó òàêié ñèòóàöi¨ çàñòîñóâàííÿ ñòàíäàðòíî¨ òåîði¨ îïå-
ðàòîðiâ òà òåîði¨ ñèëüíî íåïåðåðâíèõ ïiâãðóï ñòà¹ íåìîæëèâèì.

Ó Ðîçäiëi 3 äèñåðòàöi¨ ðîçðîáëÿ¹òüñÿ ïiäõiä, ÿêèé äà¹ ìîæëè-
âiñòü äîñëiäèòè ãëàäêi âëàñòèâîñòi âiäïîâiäíî¨ ïiâãðóïè, ãåíåðîâàíî¨
îïåðàòîðîì Hµ, â ïðîñòîðàõ ôóíêöié íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ
ç ðiâíîìiðíîþ òîïîëîãi¹þ íà ïîõiäíi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó. Öå ñòà¹
ìîæëèâèì â ïåðøó ÷åðãó çàâäÿêè ìîæëèâîñòi ïîâ'ÿçàòè ïiâãðóïó,
ãåíåðîâàíó îïåðàòîðîì Hµ, ç ïiâãðóïîþ, àñîöiéîâàíîþ ç ñòîõàñòè÷-
íèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì â íåñêií÷åííî-âèìiðíîìó ïðîñòîði
çà ôîðìóëîþ:

(e−tHµf)(x) = Ef(ξxt ), (3)

äå ξxt = {ξk,t(x)}k∈Zd ¹ ðîçâ'ÿçêîì íåëiíiéíîãî ñòîõàñòè÷íîãî äèôå-
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ðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

ξk,t = xk +Wk,t −
1

2

t∫
0

{F (ξk,s) +
∑

j: |j−k|6r0

b(j − k)ξj,s}ds. (4)

Òóò Wk,t ïîçíà÷àþòü êîïi¨ íåçàëåæíèõ îäíîâèìiðíèõ âiíåðiâñüêèõ
ïðîöåñiâ, E � ñåðåäí¹ ïî öèëiíäðè÷íié ìiði Âiíåðà WZd , çàäàíié íà
öèëiíäðè÷íîìó ïðîñòîði ΩZd = ×

k∈Zd
Ωk, Ωk = C0(R+,R), k ∈ Zd. Òà-

êîãî ðîäó ðiâíÿííÿ âèâ÷àëèñÿ â ðîáîòàõ Þ. Ë. Äàëåöüêîãî, Äæ. Äà
Ïðàòî, Æ.-Ä. Äîé÷åëÿ, Ê. Åëâîðñi, ß. Çÿá÷èêà, Í. Â. Êðèëîâà,
Å. Ïàðäó, Á. Ë. Ðîçîâñüêîãî, Ä. Ñòðóêà òà ií. íà ïðåäìåò iñíóâà-
ííÿ òà ¹äèíîñòi âiäïîâiäíîãî ðîçâ'ÿçêó. Ïðîòå ñëiä çàçíà÷èòè, ùî
ïèòàííÿ ïðî çáåðåæåííÿ ïðîñòîðiâ äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ïiä äi-
¹þ ïiâãðóïè, çàäàíî¨ çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi (3), ç âðàõóâàííÿì ïðåä-
ñòàâëåííÿ

∂(m)Ptf(x) =

m∑
`=1

∑
β1∪...∪β`={1,...,m}

E 〈 ∂(`)f(ξxt ), ξβ1
...ξβ` 〉, (5)

äëÿ ïîõiäíèõ ïiâãðóïè Ptf = e−tHµf , âèìàãà¹ äîñëiäæåííÿ âëàñòèâî-
ñòåé âàðiàöié ξβ ïðîöåñó ξxt çà ïî÷àòêîâèì äàíèì x ç ìåòîþ îòðèìàòè
êiëüêiñíi îöiíêè íà ¨õ ïîâåäiíêó â ïåâíèõ ãëîáàëüíèõ íîðìàõ.

Äëÿ âèðiøåííÿ öüîãî êîëà ïèòàíü â Ðîçäiëi 3 äèñåðòàöi¨ çàïðîïî-
íîâàíî ïiäõiä íåëiíiéíèõ îöiíîê íà âàðiàöi¨ ξτ , τ = j1, ..., jn, ji ∈ Zd
ÿêèé äîçâîëÿ¹ íå òiëüêè îòðèìàòè êiëüêiñíi îöiíêè íà ïîâåäiíêó
ðîçâ'ÿçêiâ âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü, àëå i ïiäêàçàòè ñïîñiá ïiäáîðó òî-
ïîëîãié â ãëîáàëüíèõ ïðîñòîðàõ äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié, ÿêi çáå-
ðiãàþòüñÿ ïiä äi¹þ ïiâãðóïè (3). Ïðè öüîìó âàðiàöiÿ ξτ = {ξk,τ}k∈Zd
iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê ïîõiäíà ïîðÿäêó |τ | ïðîöåñó ξx0

t =: ξ0 çà ïî÷àòêî-
âîþ óìîâîþ x0 = {x0

k}k∈Zd , òîáòî êîîðäèíàòè ïðîöåñó ξτ çàäîâîëü-
íÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü:

dξk,τ
dt

= −F ′(ξ0
k)ξk,τ −

∑
j: |j−k|6r0

b(k − j)ξj,τ − ϕk,τ ;

ξk,τ (0) = xk,τ .

(6)

Ãîëîâíà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (6) íåëiíiéíèì ÷èíîì çàëåæèòü âiä ðîçâ'ÿç-
êó âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ ξ0, à íåîäíîðiäíà ÷àñòèíà ϕk,τ çàäà¹òüñÿ ôîð-
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ìóëîþ:

ϕk,τ (ξ0, ξγ , γ ⊂ τ, γ 6= τ) =
∑

γ1∪...∪γ`=τ, `>2

F (`)(ξ0)ξk,γ1
...ξk,γ` . (7)

Ïiäñóìîâóâàííÿ â (7) âåäåòüñÿ ïî âñiì ìîæëèâèì ïiäðîçáèòòÿì ìíî-
æèíè τ = {j1, ..., jn}, ji ∈ Zd íà ïiäìíîæèíè, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ
γ1, ..., γ` ⊂ τ , |γ1|+ ...+ |γ`| = |τ |, ` > 2, |γi| > 1.

Ñèñòåìà (6) ¹ íåàâòîíîìíîþ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ç íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi íåëiíiéíèì ÷èíîì
çàëåæàòü âiä ðîçâ'ÿçêó ξ0 âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ (4). Êðiì òîãî, íåàâòî-
íîìíà ÷àñòèíà ñèñòåìè ðiâíÿíü (6) íåëiíiéíèì òà ìóëüòèïëiêàòèâíèì
÷èíîì çàëåæèòü âiä âàðiàöié ìåíøèõ ïîðÿäêiâ i íàÿâíà ïåâíà �ïðî-
ïîðöiéíiñòü� ìiæ ¨¨ ëiâîþ òà ïðàâîþ ÷àñòèíàìè, ÿêó íåôîðìàëüíî

ìîæíà âèðàçèòè íàñòóïíèì ÷èíîì: ‖ξ(1)
t ‖ ∼

n

√
‖ξ(n)
t ‖. Òàêå ñïîñòå-

ðåæåííÿ ìîòèâó¹ ââåñòè íåëiíiéíèé âèðàç, ùî âiäîáðàæà¹ öþ ñèìå-
òðiþ:

ρτ (ξ; t) = E

n∑
`=1

{
p`(zt)

∑
γ⊆τ, |γ|=`

‖ξγ ‖
mγ
`mγ (cγ)

}
, (8)

äå τ = {j1, ..., jn}, ji ∈ Zd, p` ¹ ïîëiíîìiàëüíèìè ôóíêöiÿìè, ùî
çàëåæàòü âiä zt = ‖ξ0(t, x0) ‖2`2(a) òà mγ = m1/|γ|, äå |γ| ïîçíà÷à¹
÷èñëî òî÷îê ìíîæèíè γ ⊂ Zd.

Òåîðåìà 2 (Òåîðåìà 3.7) Íåõàé F çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1) i ïðî-
öåñè ξ0, ξτ ¹ ñèëüíèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿíü (4), (6) ç ïî÷àòêîâèìè

óìîâàìè x0 ∈ `2(κ+1)2(a) òà xγ ∈ `mγ (dcγ), γ ⊆ τ äëÿ dk > a
−κ

2 m1

k ,
a, d ∈ P,

∑
k∈Zd ak = 1. Íåõàé m1 > |τ | òà ∀ γ ⊆ τ , mγ = m1/|γ|.

Ïðèïóñòèìî, ùî
1) äëÿ âåêòîðiâ {cγ}γ⊆τ âèêîíàíà íàñòóïíà óìîâà: ∀ τ = {j1, ...,

jn}, ji ∈ Zd òà äëÿ äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ ìíîæèíè τ íà íåïîðîæíi
ïiäìíîæèíè γ1, ..., γ`, ` > 2, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, iñíó¹ òàêà ñòàëà
Rτ,γ1,...,γ` , ùî

∀ k ∈ Zd : [ck,τ ]|τ |a
−κ+1

2 m1

k 6 Rτ,γ1,...,γ` [ck,γ1 ]|γ1|...[ck,γ` ]
|γ`|. (9)

2) ìîíîòîííî çðîñòàþ÷i ôóíêöié íå áiëüøå íiæ ïîëiíîìiàëüíî-
ãî ðîñòó pi(z), i = 1, ..., n çàäîâîëüíÿþòü i¹ðàðõiþ: ∃ Kp ∀ j =
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2, ..., n, ∀ i1, ..., i` : i1 + ...+ i` = j, ` > 2

[pj(z)]
j(1 + z)

κ+1
2 m1 6 Kp[pi1(z)]i1 ...[pi`(z)]

i` . (10)

Òîäi iñíó¹ òàêà ñòàëà M ∈ R1, ùî

ρτ (ξ; t) 6 eMtρτ (ξ; 0). (11)

Ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6) (Îçíà÷åííÿ 3.6) ðîçóìi¹òüñÿ â
ñòàíäàðòíîìó ñåíñi òåîði¨ Êàòî-Êüîìóðè.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì Ðîçäiëó 3 ¹ Òåîðåìà 3.19 ïðî çáåðåæåííÿ
ïðîñòîðiâ äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié CΘ,r(`2(a)), ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì.

Îçíà÷åííÿ 1. (Îçíà÷åííÿ 3.17) Íåõàé r > 0, n > 1 i Θ = Θ1 ∪
...∪Θn � äåÿêèé íàáið âàã. Ôóíêöiÿ f íàëåæèòü ïðîñòîðó íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié CΘ,r, ÿêùî f ∈ Lipr i âèêîíàíi íàñòóïíi
ïðèïóùåííÿ:
1. Ôóíêöiÿ f ìà¹ ÷àñòèííi ïîõiäíi {∂(1)f, ..., ∂(n)f} äî ïîðÿäêó n
∂τf(x) = {∂(m)f(x)}j1...jm τ = {j1, ..., jm}, ji ∈ Zd, m = 1, ..., n, ÿêi ¹
íåïåðåðâíèìè, i äëÿ äîâiëüíî¨ h ∈ X∞([a, b]) ìàþòü ìiñöå iíòåãðàëüíi
ñïiââiäíîøåííÿ:

f(x0 + h(·))
∣∣∣b
a

=

b∫
a

∑
k∈Zd

∂kf(x0 + h(s))h′k(s) ds,

∂τf(x0 + h(·))
∣∣∣b
a

=

b∫
a

∑
k∈Zd

∂τ∪{k}f(x0 + h(s))h′k(s) ds, |τ | 6 n− 1.

2. Íîðìà ‖f ‖CΘ,r
= ‖f ‖Lipr + max

m=1,n
‖∂(m)f ‖Θm ¹ ñêií÷åííîþ, äå

‖u(m) ‖Θm = sup
x∈`2(a)

max
(pm,Gm)∈Θm

|||u(m)(x)|||Gm
pm( ‖x ‖2`2(a))

,

|||u(m)(x)|||2Gm =
∑

τ={j1...jm}⊂Zd
G1
j1 ...G

m
jm |uτ (x)|2

äëÿ Gm = G1 ⊗ ...⊗Gm. Òóò X∞([a, b]) = ∩
p>1,c∈P

AC∞([a, b], `p(c)),

AC∞([a, b], X) = {h ∈ C([a, b], X) : ∃ h′ ∈ L∞([a, b], X)} � ïðîñòið
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àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â äåÿêîìó áàíàõîâî-
ìó ïðîñòîði X. ×åðåç Lipr = Lipr(`m(a)), m > 2, r > 0 ïîçíà÷à¹òüñÿ
ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íàä `m(a), îñíàùåíèé íîðìîþ

‖f‖Lipr = sup
x∈`m(a)

|f(x)|
(1 + ‖x‖`m(a))r+1

+

+ sup
x,y∈`m(a)

|f(x)− f(y)|
‖x− y‖`m(a)(1 + ‖x‖`m(a) + ‖y‖`m(a))r

.

Òåîðåìà 3. (Òåîðåìà 3.19) Íåõàé F çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1), i íà-
áið âàã Θ = Θ1∪ ...∪Θn, n ∈ N ¹ êâàçi-ñòèñêàþ÷èì ç ïàðàìåòðîì κ,
òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî m = 2, ..., n òà ïàðè (p,G) ∈ Θm, äëÿ äîâiëüíèõ
i, j ∈ {1, ...,m}, i 6= j, iñíó¹ òàêà âàãà (p̃, G̃) ∈ Θm−1, ùî

∃ K : ∀ z ∈ R1
+ (1 + z)

κ+1
2 p̃(z) 6 Kp(z),

(Ĝ{i,j})` 6 K G̃`, ` = 1, ...,m− 1.

Òîäi ïiâãðóïà Pt (3) çáåðiãà¹ ïðîñòîðè CΘ,r, òîáòî ∀ t > 0 Pt : CΘ,r →
CΘ,r i ∃ K,M ∀ f ∈ CΘ,r : ‖Ptf ‖CΘ,r

6 KeMt ‖f ‖CΘ,r
.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ñïèðà¹òüñÿ íà íàñëiäîê íåëiíiéíî¨ îöiíêè
(11) òà Òåîðåìè 3.12, 3.13, 3.15 òà 3.16, â ÿêèõ ïîñëiäîâíî äîâîäèòüñÿ
ðîçâ'ÿçíiñòü âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü òà ¨õ íåïåðåðâíà çàëåæíiñòü i äèôå-
ðåíöiéîâíiñòü çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Êðiì òîãî, â öüîìó æ ðîçäiëi
äîâåäåíà Òåîðåìà 3.21 ïðî ùiëèíó ìiæ òîïîëîãiÿìè íåïåðåðâíîñòi òà
äèôåðåíöiéîâíîñòi òà òåîðåìà ïðî ðåãóëÿðíi âëàñòèâîñòi ïiâãðóïè (3)
ó âèïàäêó çìiííîãî äèôóçiéíîãî êîåôiöi¹íòà (Òåîðåìà 3.30).

Ó Ðîçäiëi 4 äîñëiäæóþòüñÿ ïîäàëüøi ïèòàííÿ ðåãóëÿðíîñòi åâî-
ëþöi¨ îïåðàòîðà Hµ, òîáòî ïiâãðóïè (3), çîêðåìà íà ïðåäìåò ïiäâè-
ùåííÿ ãëàäêîñòi. Îñíîâíîþ â äàíîìó ðîçäiëi ¹ Òåîðåìà 4.7.

Òåîðåìà 4. (Òåîðåìà 4.7) Íåõàé âèêîíàíi óìîâè Òåîðåìè 3.19
i íàáið âàã Θ ¹ êâàçi-ñòèñêàþ÷èì ç ïàðàìåòðîì κ. Ïîçíà÷èìî DΘ

çàìèêàííÿ â íîðìi CΘ,r ôóíêöié f ∈ P∞cyl(RZd) òàêèõ, ùî ‖f‖CΘ,r <
∞. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî m > 1, f ∈ DΘ òà t > 0 ìà¹ìî Ptf ∈ C(Θ)m,r,
i iñíóþòü òàêi ñòàëi KΘ,m, MΘ,m, ùî âèêîíàíà îöiíêà

‖Ptf‖C(Θ)m,r
6

1

tm/2
KΘ,me

MΘ,mt‖f‖CΘ,r
, t > 0. (12)
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Íàáið (Θ)m =
m
∪
i=0

T iκΘ, áóäó¹òüñÿ ïî íàáîðó Θ={(p,G1 ⊗ ... ⊗ Gs)},
äå (Θ)0 = Θ, i TκΘ = {

(
(1 + z)κ+1p(z), G1 ⊗ ...Gj ⊗ Aκ+2 ⊗ Gj+1 ⊗

...Gs
)
, j = 0, .., s}. Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ñïèðà¹òüñÿ íà ñïåöiàëü-

íó ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ âiíåðiâñüêèõ ôóíêöiîíàëiâ
(Òåîðåìà 4.3), ÿêà äîçâîëÿ¹ ðîçâèíóòè ìåòîä íåëiíiéíèõ îöiíîê i çà-
ñòîñóâàòè éîãî äëÿ äîñëiäæåííÿ ïèòàííÿ ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi.

Ó Ðîçäiëàõ 5 òà 6 äèñåðòàöi¨ äîñëiäæóþòüñÿ âiäïîâiäíî ïèòà-
ííÿ çáåðåæåííÿ òà ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi äëÿ îïåðàòîðiâ åâîëþöi¨
äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ íà íåêîìïàêòíèõ ðiìàíîâèõ ìíîãîâèäàõ. Ãîëîâ-
íà ñêëàäíiñòü, ÿêà òóò âèíèêà¹, ïîâ'ÿçàíà íå òiëüêè ç iñòîòíîþ íå-
ëiíiéíiñòþ êîåôiöi¹íòiâ äèôóçiéíîãî ðiâíÿííÿ, àëå i ç íåëiíiéíiñòþ
ïðîñòîðó, íàä ÿêèì öå ðiâíÿííÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ. Îñíîâíèì îá'¹êòîì
äîñëiäæåííÿ â äàíèõ ðîçäiëàõ ¹ íåëiíiéíå äèôóçiéíå ðiâíÿííÿ

δξxt = A0(ξxt )dt+

d∑
α=1

Aα(ξxt )δWα
t , ξx0 = x, (13)

ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ íà íåêîìïàêòíîìó îði¹íòîâàíîìó C∞-ãëàäêîìó
ïîâíîìó çâ'ÿçíîìó ðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi M áåç êðàþ. Âèùå δWα

ïîçíà÷àþòü äèôåðåíöiàëè Ñòðàòîíîâè÷à îäíîâèìiðíèõ íåçàëåæíèõ
âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ Wα

t , α = 1, ..., d. Ïèòàííÿ êîðåêòíîãî îçíà÷åí-
íÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (13) òà óìîâ éîãî iñíóâàííÿ äîñëiäæóâàëîñü
â ðîáîòàõ Ä. Åëâîðñi, Ï. Ìàëëÿâåíà, Þ. Ë. Äàëåöüêîãî, ß. I. Áiëî-
ïîëüñüêî¨ òà ií.

Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíiõ ðîçäiëiâ ïèòàííÿ ïðî ãëàäêi âëàñòèâî-
ñòi àñîöiéîâàíî¨ ç ðiâíÿííÿì (13) ïiâãðóïè çâîäèòüñÿ äî ïèòàííÿ ðå-
ãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêó âàðiàöiéíîãî ðiâíÿííÿ çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ.

Ïðè ñòàíäàðòíîìó ïiäõîäi äî çàäà÷i ðåãóëÿðíîñòi çà ïî÷àòêîâîþ
óìîâîþ ðîçâ'ÿçîê äèôóçiéíîãî ðiâíÿííÿ (13) ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê âè-
ïàäêîâå âiäîáðàæåííÿ: M 3 x → ξxt ∈ M , i ïîõiäíà âèñîêîãî ïî-
ðÿäêó çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ x ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ïðîöåñ dnxξ

x
t . Ïðè

öüîìó îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ d : TM → TM çàäà¹òüñÿ íà äî-
òè÷íîìó ïðîñòîði TM ìíîãîâèäó. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî îïåðàòîð d :
TM → TM ñïiâïàäà¹ ç ÷àñòèííîþ ïîõiäíîþ i ¹ òåíçîð-iíâàðiàíòíèì.
Íåiíâàðiàíòíiñòü ïîõiäíèõ âèùîãî ïîðÿäêó âèðiøó¹òüñÿ çà äîïîìî-
ãîþ ââåäåííÿ òàê çâàíèõ êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ. Ïðîòå, äëÿ òîãî,
ùîá çàñòîñóâàòè, ðîçâèíóòi â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ ìåòîäè, íåîáõiäíî
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ìàòè òàêîæ iíâàðiàíòíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ïîõiäíèõ ïiâãðóïè àíà-
ëîãi÷íå (5), ùî ¹ íåìîæëèâèì â òåðìiíàõ çâè÷àéíèõ êîâàðiàíòíèõ
ïîõiäíèõ. Òîìó â ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî íîâèé òèï iíâàðiàíòíèõ ïîõi-
äíèõ ∇∇(n)ξxt (âàðiàöié ïðîöåñó ξ

x
t çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ), â òåðìiíàõ

ÿêèõ ñïðàâåäëèâî iíâàðiàíòíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ êîâàðiàíòíèõ ïî-
õiäíèõ ïiâãðóïè Pt (Òåîðåìà 5.17):

∇xγPtf(x) =
∑

γ1∪...∪γs=γ
E
(
∇ξ{j1,...,js}f

)
(ξxt )∇∇γ1ξ

j1
t ...∇∇γsξ

js
t ,

äå âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ ∇xγ = ∇xk1
...∇xkn , γ = {k1, ..., kn} äëÿ êî-

âàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ.
Äëÿ ìíîæèíè iíäåêñiâ γ = {k1, ..., kn} âàðiàöi¹þ ïðîöåñó ξxt ïî-

ðÿäêó |γ| íàçèâà¹òüñÿ ïðîöåñ ∇∇γξxt , ÿêèé çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèìè ðå-
êóðåíòíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

∇∇k(ξxt )m =
∂(ξxt )m

∂xk
,

∇∇k(∇∇γ(ξxt )m) = ∇xk(∇∇γ(ξxt )m) + Γ m
p q(ξ

x
t )∇∇γ(ξxt )p

∂(ξxt )q

∂xk
,

(14)

äå ∇xk(∇∇γξm) ïîçíà÷à¹ êëàñè÷íó êîâàðiàíòíó ïîõiäíó ïî çìiííié x.
Ôàêòè÷íî, òàêèì ÷èíîì ââåäåíà âàðiàöiÿ ¹ âåêòîðíèì ïîëåì çà

çìiííîþ ξxt òà êîâåêòîðíèì ïîëåì |γ|-ãî ïîðÿäêó ïî çìiííié x:

∇∇(n)ξxt = {∇∇γ(ξxt )m}|γ|=n ∈ TξxtM ⊗ (T ∗xM)⊗n.

Öå äà¹ ìîæëèâiñòü ââåñòè âiäïîâiäíèé íåëiíiéíèé âèðàç:

rn(ξ, t) =

n∑
j=1

E pj(ρ
2(ξxt , o))‖∇∇

(j)ξxt ‖ q/j , (15)

äå o ∈M � äåÿêà ôiêñîâàíà òî÷êà ìíîãîâèäó, ρ(x, y) � ãåîäåçè÷íà âiä-
ñòàíü ìiæ òî÷êàìè x, y, i äîâåñòè äëÿ íüîãî íåëiíiéíó îöiíêó. Òàêèì
÷èíîì, ñòðîãèé àíàëiç âëàñòèâîñòåé ïiâãðóïè, àñîöiéîâàíî¨ ç äèôó-
çiéíèì ðiâíÿííÿì (13) çâîäèòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ââå-
äåíèõ âèùå âàðiàöié âiä éîãî ðîçâ'ÿçêiâ.

Íåõàé ~qκ = (q0, q1, ..., qn), qi > 1 ïîçíà÷à¹ íàáið ìîíîòîííèõ
ôóíêöié íà R+ ïîëiíîìiàëüíî¨ ïîâåäiíêè, ùî çàäîâîëüíÿþòü i¹ðàð-
õiþ

∀ i > 1 qi(z)(1 + z)κ/2 6 qi+1(z), z > 0. (16)
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Cn~q(κ)(M) ïðîñòið n-ðàçiâ íåïåðåðâíî äèôåðåí-
öiéîâíèõ ôóíêöié íà ìíîãîâèäi M , îñíàùåíèé íîðìîþ

‖f ‖Cn
~q(κ)

(M) = max
i=0,...,n

sup
x∈M

‖(∇x)if(x) ‖
qi(ρ2(x, o))

. (17)

Òåîðåìà 5. (Òåîðåìà 5.18) Ïðèïóñòèìî, ùî êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ
(13) çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè:
1.) ∀C ∈ IR+ ∃KC ∈ IR1, ùî ∀x ∈M

〈 Ã0(x),∇xρ2(o, x)〉+ C

d∑
α=1

‖Aα(x)‖2 6 KC(1 + ρ2(o, x));

2.) ∀C,C ′ ∈ IR+ ∃KC ∈ IR1 òàêà, ùî ∀x ∈M , ∀h ∈ TxM

〈∇Ã0(x)[h],h〉+ C

d∑
α=1

‖∇Aα(x)[h]‖2−

− C ′
d∑

α=1

〈Rx(Aα(x),h)Aα(x),h〉 6 KC‖h‖2,

äå [R(A, h)A]m = R m
p `qA

pA`hq ïîçíà÷à¹ îïåðàòîð êðèâèíè.
3.) äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N iñíóþ¹ òàêà ñòàëà κA, ùî äëÿ âñiõ j = 1, .., n

i x ∈M : ‖(∇)jA(x) ‖ 6 (1 + ρ(x, o))κA , äå A = Ã0(x), Aα(x) àáî R(x).
Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ïðîñòîðè Cn~q(κ)(M) çáåðiãà¹òüñÿ ïiä

äi¹þ ïiâãðóïè ∀ t > 0 Pt : Cn~q(κ)(M)→ Cn~q(κ)(M) òà ∃ K,M , òàêi, ùî

∀ f ∈ Cn~q (M) ‖Ptf ‖Cn
~q

(M) 6 KeMt ‖f ‖Cn
~q

(M).

Òåîðåìà 6. (Òåîðåìà 6.9) Íåõàé âèêîíàíi óìîâè Òåîðåìè 5.18 òà

íåõàé, êðiì òîãî, iñíó¹ òàêà ñòàëà κ1, ùî inf
‖Aσ(x)‖

(1 + ρ2(x, o))κ1
> 0. Òîäi

∃ K òà N , ùî äëÿ t > 0 Pt : Cn~q(κ)(M)→ Cn+m
~q(κ),qn+1(κ),...,qn+m(κ)(M), i

âèêîíàíà îöiíêà

‖Ptf‖Cn+m
~q(κ),qn+1(κ),...,qn+m(κ)

6
KeNt

tm/2
‖f‖Cn

~q(κ)
.
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Ðîçäië 7 ïðèñâÿ÷åíèé äîâåäåííþ ïðèíöèïó íàéìåíøî¨ äi¨ äëÿ íå-
ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ, ÿêå ¹ óçàãàëüíåííÿì òàê çâàíîãî ðiâíÿííÿ ïîðè-
ñòîãî ñåðåäîâèùà:

∂u

∂t
= ∆(‖u‖m−1u). (18)

Íà íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði äèôåîìîðôiçìiâ Dµ(M), ùî çáå-
ðiãàþòü îá'¹ì ìíîãîâèäó µ , ïðàâî-iíâàðiàíòíà ìåòðèêà â òî÷öi g ∈
Dµ çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì:

(
X,Y

)
=
∫
M
〈X(x), Y (x)〉xdµ(x), äå

X,Y ∈ TgDµ, 〈·, ·〉x � ìåòðèêà íà TxM ç âiäïîâiäíîþ íîðìîþ ‖ · ‖x.
Ìíîãîâèä, ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ â öüîìó ðîçäiëi, ¹ N -âèìiðíèì òîðîì
T, âiäïîâiäíî ìiðà dx ¹ íîðìîâàíîþ ìiðîþ Ëåáåãà íà òîði.

Äëÿ äåÿêîãî ãëàäêîãî áåçäèâåðãåíòíîãî çìiííîãî çà ÷àñîì âåê-
òîðíîãî ïîëÿ (t, x) 7→ vt(x) ∈ TxT ïîòiê et(v) ∈ Dµ(T), ãåíåðîâàíèé
v̇t, âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçîê çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿí-
íÿ:

det(v)

dt
= v̇t(et(v)), e0(v) = IIT. (19)

Äèôåîìîðôiçì et(v) ãðà¹ ðîëü çáóðåííÿ òîòîæíîãî âiäîáðàæåííÿ
ó ïðîñòîði Dµ(T). Ðîçâ'ÿçíiñòü ðiâíÿííÿ (19) âèïëèâà¹ ç êîìïàêò-
íîñòi T òà ãëàäêîñòi v. Äëÿ çàëåæíîãî âiä ÷àñó áåçäèâåðãåíòíîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ u îïåðàòîð L(ut) : C∞(T,RN )→ C∞(T,RN ) çàäàìî

ôîðìóëîþ: L(ut)f =
1

2
∆f + ut · ∇f. Òîäi äëÿ q > 1 ôóíêöiîíàëîì

q-åíåðãi¨ íàçèâà¹òüñÿ íàñòóïíà âåëè÷èíà:

Eq(u, v) =
1

q

T∫
0

∫
T

∥∥∥[(∂t + L(ut)
)
et(v)

]
(e−1
t (v)(x))

∥∥∥q dx dt,
äå e−1

t (v) � îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî äèôåîìîðôiçìà et(v) : T→ T.
Îçíà÷åííÿ 2. (Îçíà÷åííÿ 7.3) Ñêàæåìî, ùî u ¹ êðèòè÷íîþ òî÷-

êîþ ôóíêöiîíàëà Eq, ÿêùî äëÿ âñiõ áåçäèâåðãåíòíèõ, çìiííèõ ó ÷àñi
âåêòîðíèõ ïîëiâ v òàêèõ, ùî v0 = 0 i vT = 0, âèêîíàíî ñïiââiäíîøåí-
íÿ:

d

dε

∣∣∣
ε=0

Eq(u, εv) = 0.

Òåîðåìà 7. (Òåîðåìà 7.4) Áåçäèâåðãåíòíå âåêòîðíå ïîëå ut ¹ êðè-
òè÷íîþ òî÷êîþ ôóíêöiîíàëà Eq, q > 2 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹
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ôóíêöiÿ P (x) òàêà, ùî âèêîíàíî ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
=

(
−u · ∇+

1

2
∆

)(
‖u‖q−2u

)
+∇P. (20)

Ðiâíÿííÿ (20) â ëiòåðàòóði íàçèâà¹òüñÿ âàãîâèì ðiâíÿííÿì ïîðè-
ñòîãî ñåðåäîâèùà, i ¹ óçàãàëüíåííÿì ðiâíÿííÿ (18).

Â äàíîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ òàêîæ äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ iñíó-
âàííÿ óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âàðiàöiéíó çàäà÷ó
ç ôóíêöiîíàëîì óçàãàëüíåíî¨ q-åíåðãi¨.

Îçíà÷åííÿ 3. (Îçíà÷åííÿ 7.11) Ñêàæåìî, ùî áiëiíiéíå âiäîáðà-
æåííÿ Θt(·, ·) ¹ óçàãàëüíåíèì ïîòîêîì, ÿêùî êîæíié ïàði ϕ,ψ ∈
C∞(M) ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü íåïåðåðâíèé ïðîöåñ t 7→ Θt(ϕ,ψ),
âèçíà÷åíèé íà ñïiëüíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði ç ñïiëüíîþ äëÿ âñiõ
ϕ,ψ ôiëüòðàöi¹þ, i äëÿ ÿêîãî, êðiì òîãî, ∀ϕ,ψ, ϕ1, ψ1 ∈ C∞(M) âè-
êîíàíi íàñòóïíi óìîâè:

(1) Θt(ϕ, 1) ≡
∫
M

ϕ(x) dx,

(2) Θt(1, ψ) ≡
∫
M

ψ(x) dx, ì.â. äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ],

(3) Θ0(ϕ,ψ) = (ϕ,ψ)L2(M);

(4) äëÿ ϕ,ψ > 0 âèïëèâà¹ Θt(ϕ,ψ) > 0 ì.â.;

(5) |Θt(ϕ,ψ)| 6 ‖ϕ‖L2(M)‖ψ‖L2(M), ì.â. äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ];

(6) d [Θ(ϕ,ψ),Θ(ϕ1, ψ1)]t =
∑
i>1

Θt

(
ϕ, 〈∇ψ, σi〉

)
·Θt

(
ϕ1, 〈∇ψ1, σi〉

)
dt.

Ñêàæåìî, ùî óçàãàëüíåíèé ïîòiê Θt ìà¹ êîíôiãóðàöiþ η íà êií-

öÿõ, ÿêùî E [ΘT (ϕ,ψ)] =
∫
M×M ϕ(x)ψ(y) η(dx, dy). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

H′q(η) = H′q(σ, η, T ) ìíîæèíó ðîçïîäiëiâ óçàãàëüíåíèõ ïîòîêiâ Θt, ÿêi
ìàþòü êîíôiãóðàöiþ η â êiíöåâèõ òî÷êàõ òà ñêií÷åííó óçàãàëüíåíó

q-åíåðãiþ, òîáòî äëÿ ÿêèõ íàñòóïíèé ôóíêöiîíàë ¹ ñêií÷åííèì:

E′q(Θ) =
1

q
sup

ϕ,ψ,`,m

{
E

T∫
0

m∑
j=1

[∑̀
k=1

(
DΘ̃t(ϕj , ψk)

)2
Θt(ϕj , 1)α

]q/2
dt

}
,
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äå α =
2(q − 1)

q
, sup áåðåòüñÿ ïî âñiì âåêòîðàì ϕ = (ϕ1, ..., ϕm),

ψ = (ψ1, ..., ψ`) äëÿ áóäü-ÿêèõ m, ` > 1 òàêèì, ùî ϕj , ψk ∈ C∞(M),

ϕj > 0,
m∑
j=1

ϕj = 1, i
∑̀
k=1

〈∇ψk, v〉2 6 ||v||2 äëÿ âñiõ v ∈ TM . Äëÿ ϕ,ψ ∈

C2(M) Θ̃t(ϕ,ψ) := Θt(ϕ,ψ) − 1
2

∫ t
0

Θs(ϕ,∆ψ) ds, ∆ � îïåðàòîð Ëà-
ïëàñà. Ïîêëàäåìî E′q(η) = E′q(σ, η, T ) := inf

{
E′q(Θ), L(Θ) ∈ H′q(η)

}
,

äå çà îçíà÷åííÿì E′(η) = ∞, ÿêùî íå iñíó¹ óçàãàëüíåíèõ ïîòîêiâ ç
êîíôiãóðàöi¹þ η â êiíöåâèõ òî÷êàõ.

Òåîðåìà 8. (Òåîðåìà 7.19) ßêùî E′q(η) < ∞, òîäi iñíó¹ óçàãàëü-
íåíèé ïîòiê Θ ç ðîçïîäiëîì ç H′q(η) òàêèé, ùî E′q(Θ) = E′q(η).

Iíøèìè ñëîâàìè, iíôiìóì ôóíêöiîíàëà óçàãàëüíåíî¨ q-åíåðãi¨ ç
çàäàíîþ êîíôiãóðàöi¹þ η â êiíöåâèõ òî÷êàõ äîñÿãà¹òüñÿ íà åëåìåí-
òàõ ìíîæèíè H′q(η).

Ó Ðîçäiëi 8 âèâ÷à¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî àñèìïòîòè÷íå ïðåäñòàâëåí-
íÿ ðîçâ'ÿçêó ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i â îêîëi ñèíãóëÿðíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè
òèïó êàñïà. Öÿ çàäà÷à ñòàâèòüñÿ ó íàñòóïíîìó ñåíñi.

Íåõàé Fn ïîçíà÷à¹ äåÿêó ïîñëiäîâíiñòü ïiäïðîñòîðiâ äåÿêîãî ïðî-
ñòîðó F òàêó, ùî Fn+1 ⊂ Fn äëÿ áóäü-ÿêîãî n. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç F−∞
îá'¹äíàííÿ âñiõ Fn. Äëÿ äàíîãî f ∈ F−∞, ïiä àñèìïòîòè÷íèì ðîç-
êëàäîì åëåìåíòà f ðîçóìi¹òüñÿ ðÿä

f ∼
∞∑

n=nf

fn, fn ∈ Fn (21)

òàêèé, ùî f −
∑N
n=nf

fn ∈ FN+1 äëÿ áóäü-ÿêîãî N > nf .
Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïåðøà êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiä-

íîñòi
u′t − u′′x,x = f â G,

u = u0 íà ∂G \ Σ . (22)

â íåöèëiíäðè÷íié îáëàñòi G, äå Σ ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó õàðàêòåðèñòè÷-
íèõ òî÷îê ãðàíèöi ∂G. Ôóíêöi¨ f â G òà u0 íà ∂G\Σ ¹ äåÿêèìè ãëàäêè-
ìè ôóíêöiÿìè. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî îáëàñòü G â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè
çàäà¹òüñÿ íåðiâíiñòþ t > |x|p, äå p � äåÿêå ïîçèòèâíå äiéñíå ÷èñëî.
Îñíîâíà iäåÿ äîñëiäæåííÿ ïîëÿãà¹ â çàñòîñóâàííi òàê çâàíî¨ òåõíiêè
�ïiäðèâó ñèíãóëÿðíîñòi�, ÿêà ïîëÿãà¹ ó ââåäåíi íîâî¨ ñèñòåìè êîîðäè-
íàò (ω, r) çà äîïîìîãîþ ñïåöiàëüíî¨ çàìiíè çìiííèõ (x, t)→ (ω, r) ïðè
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ÿêié îñîáëèâà òî÷êà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ñåãìåíò. Ïðè öüîìó â îáëàñòi
çìiííèõ (ω, r) çàäà÷à (22) çâîäèòüñÿ äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ ç îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè:

rQ U ′r − U ′′ω,ω − rQ−1ω

p
U ′ω = rQF â (−1, 1)× (0, 1),

U = U0 íà {±1} × (0, 1),
(23)

äå U(ω, r) òà F (ω, r) � âiäïîâiäíi ôóíêöi¨, ÿêi îòðèìóþòüñÿ ç u(x, t) òà
f(x, t) ïðè êîîðäèíàòíîìó ïåðåòâîðåííi, Q = 2

p . Â Ðîçäiëi 8 äîâåäåíà
íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 9. (Òåîðåìà 8.1) Íåõàé p 6= 2. Òîäi äîâiëüíèé ðîçâ'ÿ-
çîê îäíîðiäíî¨ çàäà÷i (23) ìà¹ ôîðìàëüíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä
íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

U(ω, r) =

∞∑
n=1

cn
rQ/4

exp
(
λn

r1−Q

1−Q

) ∞∑
m=0

Vn,m(ω)

r(1−Q)m
, (24)

äå λn = −
(π

2
n
)2

� âëàñíi çíà÷åííÿ ñïåöiàëüíîãî ëàíöþãà çàäà÷

Øòóðìà-Ëióâiëëÿ.
Ó òåðìiíàõ âèõiäíèõ êîîðäèíàò (x, t) â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè ôîð-

ìàëüíèé ðîçêëàä ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (22) ìà¹ âèãëÿä:

u(x, t) =

∞∑
n=0

cn
tQ/4

exp
(
λn

t1−Q

1−Q

) ∞∑
m=0

Vn,m

( x

t1/p

)(1

t

)(1−Q)m

. (25)

Àáè äîñëiäèòè ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (23) òà äîâåñòè, ùî îòðèìàíèé
ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ àñèìïòîòè÷íèì ó ñåíñi îçíà÷åííÿ (21), çàäà-
÷à (23) çâîäèòüñÿ äî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç îïåðàòîðíî-çíà÷íèì

ñèìâîëîì çà äîïîìîãîþ òàêî¨ çàìiíè êîîðäèíàò s = δ(r), ùî rQ
d

dr
=

d

ds
. Ôóíêöiÿ δ âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî êîíñòàíòè ç

ðiâíÿííÿ: δ′(r) = r−Q i äà¹òüñÿ âèðàçîì:

δ(r) =
r1−Q

1−Q
(26)

äëÿ r > 0. Çàóâàæèìî, ùî δ(0+) = −∞. Òîäi çàäà÷à (23) ïåðåõîäèòü
â íàñòóïíó:

U ′s − U ′′ω,ω +
1

2−p
1

s
ωU ′ω = G â (−1, 1)× (−∞, δ(1)),

U = U0 ïðè {±1} × (−∞, δ(1)),
(27)
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äå G =
(δ(1)

s

) 2
2−p

F. Òàêèì ÷èíîì, ãðàíè÷íà çàäà÷à (22) çâîäèòüñÿ

äî ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (27) ç îïåðàòîðîì A(s)U = U ′s −U ′′ω,ω + 1
2−p

ω
s U
′
ω,

ùî äi¹ ó ïðîñòîði H1
0(−∞, δ(1)) ôóíêöié U òàêèõ, ùî U = U0 ïðè

ω = ±1, s ∈ (−∞, δ(1)) òà íàñòóïíà íîðìà ¹ ñêií÷åííîþ:

||U ||2H1
0(−∞,δ(1)) =

δ(1)∫
−∞

(
||U ′(s)||2L2(−1,1) + ||U(s)||2H2(−1,1)

)
|s|

3
p−2 dω ds.

Ôàêòè÷íî, äëÿ s < 0 îïåðàòîð ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (27) ¹ ïñåâäîäèôå-
ðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì AU (s) = 1

2π

∫∞
−∞ eısσa(s, σ)Û(σ)dσ ç ïîâiëü-

íî çìiííèì îïåðàòîðíèì ñèìâîëîì. Äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ îïå-
ðàòîðiâ ç ïîâiëüíî çìiííèì ñèìâîëîì â ðîáîòi Â. Ðàáiíîâè÷à, Í. Òàð-
õàíîâà òà Â.-Á. Øóëüöå 2000 ð. äîâåäåíî êðèòåðié ëîêàëüíî¨ ðîçâ'ÿ-
çíîñòi â îêîëi íåñêií÷åííî¨ òî÷êè, ïðîòå äàíèé êðèòåðié ñòîñó¹òüñÿ
îäíîðiäíîãî â êëàñè÷íîìó ñåíñi ñèìâîëó i íå ìîæå áóòè áåçïîñåðåä-
íüî çàñòîñîâàíèé äî çàäà÷i (27), ñèìâîë ÿêî¨ ¹ êâàçi-îäíîðiäíèì, òîá-
òî îäíîðiäíèì òiëüêè ïî ÷àñòèíi çìiííèõ.

Ó Ðîçäiëi 8 äîâåäåíî ëîêàëüíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (27) òà îòðèìà-
íî òåîðåìè ïðî àñèìïòîòè÷íiñòü âiäïîâiäíîãî ôîðìàëüíîãî ðîçêëà-
äó â ñåíñi ñïåöiàëüíîãî êëàñó ïðîñòîðiâ, ÿêi ¹ àíàëîãàìè ïðîñòîðiâ
Ñëîáîäåöüêîãî.

Ôîðìàëüíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä îäíîðiäíî¨ çàäà÷i äëÿ (23) â
íîâèõ êîîðäèíàòàõ (ω, s) îòðèìó¹òüñÿ ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè (26) â (24):

U(ω, s) =

∞∑
n=1

cn ((1−Q)s)
1
4

Q
Q−1 exp(λns)

∞∑
m=0

Vn,m(ω)

((1−Q)s)m
(28)

äëÿ s, ùî çíàõîäèòüñÿ â îêîëi òî÷êè −∞. Ïðè öüîìó λn = −
(π

2
n
)2

.

Ðîçâ'ÿçíiñòü òðàíñôîðìîâàíî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (27), äîâîäèòüñÿ
â øêàëi ïðîñòîðiâ Hk

γ,µ(−∞, T ) ôóíêöié, ÿêi ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â
ñòàíäàðòíîìó ïðîñòîði Ñîáîë¹âà H2k(−1, 1). Ôóíêöiÿ U çi çíà÷åííÿ-
ìè â ïðîñòîði H2k(−1, 1) íàëåæèòü ïðîñòîðó Hk

γ,µ(−∞, T ), T 6 ∞
äëÿ k ∈ N, γ 6 0 òà äåÿêîãî µ > µ0, µ0 = 3

2(p−2) ÿêùî íàñòóïíà
íîðìà ¹ ñêií÷åííîþ:

‖U‖Hk
γ,µ(−∞,T ) :=

( T∫
−∞

e−2γs s2µ
k∑
j=0

‖U (j)(s)‖2H2(k−j)(−1,1)ds
)1/2

.
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Ó ñïåöiàëüíîìó âèïàäêó, êîëè k = 1, γ = 0, µ = µ0 òà T = δ(1)
öi ïðîñòîðè ñïiâïàäàþòü ç ïðîñòîðîì H1

0(−∞, δ(1)). ßêùî k = 0 i
µ = 0, òî ïðîñòið H0

γ,0(−∞, T ) ïîçíà÷à¹òüñÿ L2
γ(−∞, T ). Îñíîâíèìè

ðåçóëüòàòàìè öüîãî ðîçäiëó ¹ íàñòóïíi òåîðåìè.
Òåîðåìà 10. (Òåîðåìà 8.2) Íåõàé γ < 0, γ 6= λn, n > 0, äå λn

� âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà ∆ â ïðîñòîði L2(−1, 1). Òîäi äëÿ áóäü-
ÿêîãî µ > −1 iñíó¹ òàêå T0(µ) ∈ R, ùî äëÿ âñiõ T < T0 îïåðàòîð A(s)
çàäà÷i (27), ùî äi¹ ó ïðîñòîðàõ A(s) : H1

γ,µ(−∞, T ) 7→ L2
γ(−∞, T ) ¹

îáîðîòíèì, i âèêîíàíà íàñòóïíà îöiíêà:

||U ||H1
γ,µ(−∞,T ) 6 C ||A(s)U ||L2

γ(−∞,T ).

Òåîðåìà 11. (Òåîðåìà 8.5) Ïðèïóñòèìî λn+1 < γ < λn. Òîäi
ïðåäñòàâëåííÿ (28) äiéñíîãî ðîçâ'ÿçêó U ∈ H1,γ(−∞, S) çàäà÷i (27)
¹ àñèìïòîòè÷íèì ðîçêëàäîì ó ñåíñi (21).

Îá'¹êòîì, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó Ðîçäiëi 9 ¹ äèíàìi÷íà ñèñòåìà
(Ω,A, µ, T ), äå Ω � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ÿêà iíòåðïðåòó-
¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà ñòàíiâ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè, A �σ-àëãåáðà íà Ω,
µ : A → [0, 1] � éìîâiðíiñíà ìiðà òà T : Ω → Ω ¹ A-A-âèìiðíå ïåðå-
òâîðåííÿ, ùî çáåðiãà¹ ìiðó, òîáòî µ(T−1(A)) = µ(A) äëÿ áóäü-ÿêîãî
A ∈ A. Ïðè öüîìó ìiðà µ íàçèâà¹òüñÿ T -iíâàðiàíòíîþ. Íà ïåðåòâî-
ðåííÿ T ðîáèòüñÿ äîäàòêîâå ïðèïóùåííÿ éîãî ðåãóëÿðíîñòi, ÿêå ïî-
ëÿãà¹ â òîìó, ùî T ¹ åðãîäè÷íèì ïî âiäíîøåííþ äî ìiðè µ, òîáòî
µ(A) ∈ {0, 1} äëÿ áóäü-ÿêîãî A ∈ A òàêîãî, ùî T−1(A) = A.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì äàíîãî ðîçäiëó ¹ Òåîðåìà 9.7, ùî äà¹ åêâi-
âàëåíòíèé ñïîñiá îá÷èñëåííÿ åíòðîïi¨ Êîëìîãîðîâà-Ñiíàÿ â òåðìiíàõ
âïîðÿäêîâàíèõ ðîçáèòòiâ.

Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ åíòðîïi¨ Êîëìîãîðîâà-Ñiíàÿ. Íåõàé q ∈ N
i P = {P1, ..., Pq} ⊂ A ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè Ω, òîáòî Ω =
q
∪
`=1

P`, P` 6= ∅ äëÿ ` = 1, ..., q, P`1 ∩ P`2 = ∅ äëÿ ðiçíèõ `1, `2 ∈
{1, ..., q} i íåõàé A = {1, ..., q} ïîçíà÷à¹ âiäïîâiäíèé àëôàâiò. Êîæíå
ñëîâî a1a2...at äîâæèíè t ∈ N âèçíà÷à¹ ìíîæèíó Pa1...at := {ω ∈ Ω :

(ω, T (ω), ..., T ◦t−1(ω) ∈ Pa1
× ...×Pat)}, äå T ◦t(ω) :=

t ðàçiâ︷ ︸︸ ︷
T ◦ T ◦ ... ◦ T (ω),

◦ ïîçíà÷à¹ ñóïåðïîçèöiþ. Íàáið íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí, îòðèìàíèõ
òàêèì ÷èíîì äëÿ ñëiâ äîâæèíè t, çàäà¹ ðîçáèòòÿ Pt ⊂ A ìíîæèíè
Ω. Çîêðåìà, P1 = P.
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Åíòðîïiéíèì ïîêàçíèêîì ïåðåòâîðåííÿ T ïî âiäíîøåííþ äî ðîç-

áèòòÿ P íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöÿ hµ(T,P) = lim
t→∞

1

t
Hµ(Pt), äå Hµ(C) ïî-

çíà÷à¹ åíòðîïiþ Øåííîíà ñêií÷åííîãî ðîçáèòòÿ C = {C1, ..., Cq} ⊂ A

ìíîæèíè Ω, q ∈ N: Hµ(C) = −
q∑̀
=1

µ(C`) lnµ(C`) ç âðàõóâàííÿì äî-

ìîâëåíîñòi 0 · ln 0 := 0. Òîäi åíòðîïiÿ Êîëìîãîðîâà-Ñiíàÿ çà îçíà÷å-
ííÿì äîðiâíþ¹: hKSµ (T ) = sup

P− ñêií÷åííå

ðîçáèòòÿ

hµ(T,P). Ó äàíîìó ðîçäiëi ïiä

ñïîñòåðåæóâàíèìè ðîçóìi¹òüñÿ íàáið ξ1, ξ2,. . .,ξn âèïàäêîâèõ R1-
çíà÷íèõ âåëè÷èí, çàäàíèõ íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (Ω,A, µ), ùî
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê âèïàäêîâèé âåêòîð Θ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) : Ω → Rn.
Äëÿ îäíi¹¨ ñïîñòåðåæóâàíî¨ ξ íà (Ω,A, µ, T ) òà äîâiëüíèõ s, t ∈ N
òàêèõ, ùî s < t ðîçãëÿíåìî ðîçáèòòÿ ìíîæèíè Ω íà äâi ïiäìíîæè-

íè, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ: Pξ,Ts,t =
{
ω ∈ Ω : ξ(T ◦s(ω)) < ξ(T ◦t(ω))

}
∪{

ω ∈ Ω : ξ(T ◦s(ω)) > ξ(T ◦t(ω))
}
. Òîäi äëÿ íàáîðó ñïîñòåðåæóâà-

íèõ Θ = (ξ1, ..., ξn) íàä (Ω,A, µ, T ) òà äîâiëüíîãî d ∈ N ðîçáèòòÿ
P

Θ,T
d =

∨n
i=1

∨
06s<t6d P

ξi,T
s,t íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíèì ðîçáèòòÿì

ïîðÿäêó d ìíîæèíè Ω, àñîöiéîâàíèì ç Θ. Çà îçíà÷åííÿì äëÿ äâîõ
äîâiëüíèõ ðîçáèòòiâ A = {Ai}i∈I òà B = {Bj}j∈J ìíîæèíè Ω óòâî-
ðåííÿ íîâîãî ðîçáèòòÿ çà äîïîìîãîþ îïåðàöi¨ ïîäðiáíåííÿ A∨B çà-
äà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: A ∨B = {Ai ∩Bj | Ai ∈ A, Bj ∈ B}.

Âðàõîâóþ÷è öi îçíà÷åííÿ âïîðÿäêîâàíà åíòðîïiÿ äèíàìi÷íî¨ ñè-
ñòåìè çàäà¹òüñÿ ÿê âåðõíÿ ãðàíèöÿ ïðè d → ∞ åíòðîïi¨ Øåííîíà,
ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ïî ïiäðîçáèòòþ P

Θ, T
d . Íåõàé σ

(
{Θ ◦ T k}k>0

)
� σ-

àëãåáðà ãåíåðîâàíà âèïàäêîâèì âåêòîðîì Θ òà éîãî �çñóâàìè�, ïiä
äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ T : Θ ◦ T,Θ ◦ T 2, . . .. Ïîçíà÷èìî T−1A ðîçáèòòÿ
ìíîæèíè Ω, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âñiõ ïðîîáðàçiâ åëåìåíòiâ ç íàáîðó
ìíîæèí A: T−1A = {T−1(A1), . . . , T−1(An)}. Äëÿ êîæíîãî k > 1
ðîçáèòòÿ τk(A) := A ∨ T−1A ∨ · · · T−(k−1)A.

Òåîðåìà 12. (Òåîðåìà 9.7) Íåõàé (Ω,F, µ) ïîçíà÷à¹ éìîâiðíi-
ñíèé ïðîñòið, T : Ω → Ω � âèìiðíå µ-iíâàðiàíòíå ïåðåòâîðåííÿ, i
Θ = (ξ1, . . . , ξn) : Ω → Rn � âèìiðíå âiäîáðàæåííÿ òàêå, ùî σ

(
{Θ ◦

T k}k>0

) ◦
= F. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíî îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ:

(a) T ¹ åðãîäè÷íèì, àáî
(b) T íå ¹ åðãîäè÷íèì, ïðîòå Ω ìîæå áóòè âêëàäåíèì â äåÿêèé
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êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið òàêèì ÷èíîì, ùî F = B(Ω).

Òîäi hKSµ (T ) = lim
d→∞

lim
k→∞

1

k
Hµ

(
τk(PΘ,T

d )
)
.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî íîâèé ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçàí-
íÿ çàäà÷i ðåãóëÿðíîñòi åâîëþöi¨ îïåðàòîðà åíåðãi¨ ñòîõàñòè÷íî¨ ìîäå-
ëi Içiíãà íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê ç íåîáìåæåíîþ âçà¹ìîäi¹þ,
à òàêîæ ðîçâèíóòî âàðiàöiéíi òà àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ
íåëiíiéíèõ äèôóçiéíèõ ðiâíÿíü òèïó ðiâíÿííÿ ïîðèñòîãî ñåðåäîâè-
ùà òà ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ç êàñïiäàëüíîþ îñîáëèâiñòþ íà ìå-
æi íåöèëiíäðè÷íî¨ îáëàñòi. Êðiì òîãî, â ðîáîòi âäîñêîíàëåíî ìåòîä
îá÷èñëåííÿ âïîðÿäêîâàíî¨ åíòðîïi¨ ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí, ùî ¹
îáðàçàìè âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ ïðè äi¨ âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çàäà¹ äè-
íàìi÷íó ñèñòåìó. Îòðèìàíî òàêi ðåçóëüòàòè:

1. Ðîçðîáëåíî ìåòîä íåëiíiéíèõ îöiíîê ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè ðå-
ãóëÿðíîñòi (çáåðåæåííÿ òà ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi) ïiâãðóïîþ îïåðà-
òîðiâ, ùî îïèñóþòü åâîëþöiþ ñòîõàñòè÷íî¨ ìîäåëi Içiíãà íåñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi ÷àñòèíîê.

2. Äîâåäåíî òåîðåìè ïðî ðåãóëÿðíiñòü åâîëþöi¨ ñèñòåìè íåñêií-
÷åííî¨ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê ó øêàëàõ ïðîñòîðiâ ôóíêöié íåñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi çìiííèõ ç òîïîëîãi¹þ, ùî çàäà¹òüñÿ ñóïðåìàëüíîþ íîðìîþ,
òà íîðìîþ äèôåðåíöiéîâíèõ ó ñåðåäíüî êâàäðàòè÷íîìó ôóíêöié.

3. Äîñëiäæåíî âïëèâ õàðàêòåðó íåëiíiéíîñòi âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷à-
ñòèíêàìè íà ñòðóêòóðó òîïîëîãié íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðiâ,
ùî çáåðiãàþòüñÿ ïiä äi¹þ ïiâãðóïè.

4. Ðîçðîáëåíî ãåîìåòðè÷íî-iíâàðiàíòíèé ïiäõiä äî çàäà÷i ðåãó-
ëÿðíîñòi çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ
äèôóçiéíèõ ðiâíÿíü íà ãëàäêîìó ðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi. Ïîáóäîâàíî
âiäïîâiäíèé àïàðàò òåíçîðíîãî ÷èñëåííÿ.

5. Âèäiëåíî ìiñöå òåíçîðà êðèâèíè ìíîãîâèäó â iíâàðiàíòíié ñòðóê-
òóði âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ. Âèÿâëåíî âïëèâ
òåíçîðà êðèâèíè íà ðåãóëÿðíiñòü áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó âiäïîâiäíî¨ ïiâ-
ãðóïè.

6. Îòðèìàíî óìîâè âiäñóòíîñòi âèáóõó äëÿ ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíîãî
ñòîõàñòè÷íîãî äèôóçiéíîãî ðiâíÿííÿ íà íåêîìïàêòíîìó ðiìàíîâîìó
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ìíîãîâèäi.
7. Âèÿâëåíî åôåêò íàÿâíîñòi ùiëèíè ìiæ òîïîëîãiÿìè îáìåæåíî-

ñòi òà íåïåðåðâíîñòi â çàäà÷àõ ðåãóëÿðíîñòi âèñîêîãî ïîðÿäêó íàä
íåñêií÷åííî-âèìiðíèìè ïðîñòîðàìè.

8. Äîâåäåíî íåñèíãóëÿðíå iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ íåëiíiéíî¨
íå ãëîáàëüíî ëiïøèöåâî¨ äèôóêöi¨, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî òà ìåòîäó
íåëiíiéíèõ îöiíîê äîâåäåíî òåîðåìè ïðî ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi ïiä
äi¹þ ïiâãðóïè íà íåêîìïàêòíîìó ðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi.

9. Äîâåäåíî ïðèíöèï íàéìåíøî¨ äi¨ äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ, ùî
îïèñó¹ äèôóçiþ ó ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi, òà îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè
iñíóâàííÿ óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i.

10. Îòðèìàíî ôîðìàëüíi àñèìïòîòè÷íi ðîçêëàäè äëÿ ðiâíÿííÿ
òåïëîïðîâiäíîñòi â íåöèëiíäðè÷íié îáëàñòi ç îñîáëèâiñòþ òèïó êàñïà
íà ìåæi îáëàñòi òà äîâåäåíî àñèìïòîòè÷íèé õàðàêòåð òàêèõ ðîçêëà-
äiâ ó ñïåöiàëüíèõ ïðîñòîðàõ, ùî çàëåæàòü âiä õàðàêòåðó äîòèêó ìåæi
îáëàñòi â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè.

11. Äîâåäåíî õàðàêòåðèçàöiþ åíòðîïi¨ Êîëìîãîðîâà-Ñiíàÿ â òåð-
ìiíàõ âïîðÿäêîâàíèõ ðîçáèòòiâ.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó i ãëèáîêó âäÿ÷íiñòü íàóêîâîìó êîíñóëü-
òàíòó ÷ëåíó-êîðåñïîíäåíòó ÍÀÍ Óêðà¨íè Àíàòîëiþ Íàóìîâè÷ó Êî-
÷óáåþ çà óâàãó äî ðîáîòè òà ïiäòðèìêó.
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Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ, ÿêi
âèíèêàþòü ó çâ'ÿçêó çi ñòðîãèì îïèñîì ìîäåëåé ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíi-
êè òà íåëiíiéíî¨ äèôóçi¨, à òàêîæ ìîäåëåé äèñêðåòíèõ ÷àñîâèõ ðÿäiâ,
ùî ¹ ðåçóëüòàòàìè çàïèñó ñèãíàëiâ åíöåôàëîãðàì òà êàðäiîãðàì. Â
ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî òà ðîçâèíóòî ìåòîä íåëiíiéíèõ îöiíîê íà âà-
ðiàöi¨ çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî äîñëiäæóþòüñÿ
ïèòàííÿ çáåðåæåííÿ òà ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi ïiä äi¹þ ïiâãðóïè, ùî
îïèñó¹ åâîëþöiþ ñòîõàñòè÷íî¨ ìîäåëi Içiíãà çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi âçà¹-
ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê. Ðîçðîáëåíî ãåîìåòðè÷íî-iíâàðiàíòíèé ïiäõiä äî
çàäà÷i ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôóçiéíèõ
ðiâíÿíü íà íåêîìïàêòíîìó ðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi. Äîâåäåíî ïðèí-
öèï íàéìåíøî¨ äi¨ äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà.
Îòðèìàíî àñèìïòîòè÷íi ðîçêëàäè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiä-
íîñòi â íåöèëiíäðè÷íié îáëàñòi â îêîëi òî÷êè, ÿêà ìà¹ îñîáëèâiñòü
òèïó êàñïó. Äîâåäåíî õàðàêòåðèçàöiþ åíòðîïi¨ Êîëìîãîðîâà-Ñiíàÿ â
òåðìiíàõ âïîðÿäêîâàíèõ ðîçáèòòiâ.
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Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ,
êîòîðûå âîçíèêàþò â ñâÿçè ñî ñòðîãèì îïèñàíèåì ìîäåëåé ñòàòèñòè-
÷åñêîé ìåõàíèêè è íåëèíåéíîé äèôôóçèè, à òàêæå ìîäåëåé äèñêðåò-
íûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòàìè çàïèñè ñèã-
íàëîâ êàðäèîãðàìì è ýíöåâàëîãðàìì. Â ðàáîòå ïðåäëîæåí è ðàçâèò
ìåòîä íåëèíåéíûõ îöåíîê íà âàðèàöèè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî èññëå-
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ïîëóãðóïïû, îïèñûâàþùåé ýâîëþöèþ ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè Èçèí-
ãà ñ÷åòíîãî ÷èñëà ÷àñòèö. Ðàçðàáîòàí ãåîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé
ïîäõîä ê çàäà÷å ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ
äèôôóçèîííûõ óðàâíåíèé íà íåêîìïàêòíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðà-
çèè. Äîêàçàíî ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ïîðè-
ñòîé ñðåäû. Ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â íåöèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè â îêðåñòíîñòè
òî÷êè êàñïèäàëüíîãî òèïà. Äîêàçàíà õàðàêòåðèçàöèÿ ýíòðîïèè Êîë-
ìîãîðîâà �Ñèíàÿ â òåðìèíàõ óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé.
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The thesis is dedicated to the investigation of mathematical objects
that arise due to the rigorous description of statistic mechanics mo-
dels, nonlinear di�usion and discrete time series which are the result of
recording EEG and ECG/EKG signals. In this manuscript it is proposed
and developed the method of nonlinear estimates on variations, which
is applied to the investigation of smoothness and raise of smoothness
properties for the semigroup, associated with the Ising stochastic model
of in�nite number of interacting particles. The geometric invariant ap-
proach to the regularity for the solutions of nonlinear di�usion equations
on noncompact Riemannian manifolds is developed. The Least Action
Principle for the weighted porous media equation is proved. It is ob-
tained the asymptotic expansion for the solution of the heat equation
in non-cylindric domain with cuspidal singularity on the boundary. The
Kolmogorov � Sinai entropy is characterized in terms of ordinal parti-
tions.

Key words: stochastic Ising model, Cauchy problem, di�erentiabi-
lity with respect to the initial data, noncompact Reiamannian manifold,
di�usion equation, porous medium equation, permutation entropy.
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