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Rn n-âèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið

Zd d-ìiðíà  ðàòêà, âóçëè ÿêî¨ çàäàþòüñÿ öiëî÷èñëîâèì âåêòî-

ðàìè

Z ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë

µΛ ãiááñîâi ðîçïîäiëè â ñêií÷åííèõ îá'¹ìàõ

C0,cyl(RZd) ïðîñòið íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâàíèõ öèëiíäðè÷íèõ ôóí-

êöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì

B(RΛ) ñèãìà-àëãåáðà áîðåëåâèõ ìíîæèí íàä ïðîñòîðîì RΛ

Hµ îïåðàòîð Äiðiõëå, àñîöiéîâàíèé ç ãiááñîâîþ ìiðîþ µ

P∞cyl(RZd) ìíîæèíà íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâàíèõ öèëiíäðè÷íèõ

ôóíêöié íå áiëüø íiæ ïîëiíîìiàëüíîãî ðîñòó ç óñiìà ñâî¨-

ìè ïîõiäíèìè

WΘ(µ) ïðîñòîðè L2-äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié íåñêií÷åííî¨

êiëüêîñòi çìiííèõ

κ ïàðàìåòð íåëiíiéíîñòi çàäà÷i

X∞([a, b]) ïðîñòið àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ íà [a, b] ôóíêöié çi çíà÷å-

ííÿì â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X

CΘ,r(`2(a)) ïðîñòið íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié íåñêií÷åí-

íî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ

8



ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ïðè âèâ÷åííi ìîäåëåé, ÿêi âèíèêàþòü â çàäà÷àõ

ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, âàæëèâèì ¹ ïèòàííÿ ñòðîãîãî àíàëiòè÷íîãî îïèñó

òàêèõ ìîäåëåé òà ðîçâèòêó àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ äëÿ ¨õ äîñëiäæåííÿ.

Äàíà äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà êîëó ïèòàíü, ïîâ'ÿçàíèõ ç àíàëi-

òè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè åâîëþöi¨ ñèñòåìè íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ÷àñòîê,

ùî âèíèêàþòü ó çàäà÷àõ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè, àñèìïòîòè÷íèõ ðîçêëà-

äiâ â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè íà ìåæi îáëàñòi òà âàðiàöiéíèõ ìåòîäiâ äëÿ

çàäà÷ íåëiíiéíî¨ äèôóçi¨, à òàêîæ ç àíàëiçîì òàêîãî ïîêàçíèêà ñêëàäíîñòi

äèñêðåòíîãî ñèãíàëó, ÿê åíòðîïiÿ.

Ïî÷èíàþ÷è ç ðîáiò Ìàêñâåëà, Áîëüöìàíà òà Ãiááñà ãîëîâíèì çàâäàí-

íÿì êëàñè÷íî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè áóëî ïîÿñíåííÿ åâîëþöi¨ ìàêðîñêî-

ïi÷íèõ ñèñòåì âèõîäÿ÷è ç ¨õ ìiêðîñêîïi÷íèõ õàðàêòåðèñòèê òà éìîâiðíi-

ñíèõ ïðèïóùåíü. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî íà ìàêðîñêîïi÷íîìó ðiâíi êîëåêòèâíà

ïîâåäiíêà òàêèõ ñèñòåì iñòîòíî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä iíäèâiäóàëüíî¨ ïîâåäií-

êè ¨¨ àòîìiâ. Áiëüø òîãî, ìàêðîñêîïi÷íi ÿâèùà íàáóâàþòü êîëåêòèâíèõ

âëàñòèâîñòåé, ùî âiäñóòíi àáî íå ñïîñòåðiãàþòüñÿ ïðè äîñëiäæåííi ïîâå-

äiíêè îêðåìèõ ÷àñòèíîê. Ñó÷àñíèé îãëÿä åâîëþöi¨ óÿâëåíü ïðî îñíîâ-

íi ïðèíöèïè êëàñè÷íî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè òà ïîðiâíÿííÿ ïiäõîäiâ

Áîëüöìàíà òà Ãiááñà ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, â [106,197]. Ìàòåìàòè÷-

íèé àïàðàò, ïðèñòîñîâàíèé äî ñòðîãîãî îïèñó ìîäåëåé ÿê ðiâíîâàæíî¨,

9
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òàê i íåðiâíîâàæíî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè ðîçðîáëÿâñÿ â ðîáîòàõ ðàäÿí-

ñüêèõ, çãîäîì � óêðà¨íñüêèõ òà ðîñiéñüêèõ àâòîðiâ, òàêèõ ÿê Ì. Ì. Áîãî-

ëþáîâ, Å. Ä. Áiëîêîëîñ, Â. I. Ãåðàñèìåíêî, Ð. Ë. Äîáðóøèí, Þ. Ã. Êîí-

äðàòüåâ, Â. À. Ìàëèøåâ, Ð. À. Ìiíëîñ, Ë. À. Ïàñòóð, Ä. ß. Ïåòðèíà,

Ñ. ß. Ïiðîãîâ, Î. Ë. Ðåáåíêî, ß. Ã. Ñiíàé, Â. I. Ñêðèïíèê òà ií., à òà-

êîæ çàðóáiæíèõ � Õ. Î. Ãåîðãi, Î. Ëåíôîðäà, Æ. Ëåáîâiöà, Å. Ïðåçóòòi,

Ä. Ðóåëÿ, Ò. Ñïåíñåðà, Ä. Ñòðóêà, Ô. Øïiòöåðà, É. Ôðüîëiõà, Ò. Å. Õàð-

ðiñà, Ð. Õîëëi, Ã. Øïîíà òà ií.

Ïðè äîñëiäæåííi áàãàòüîõ ôiçè÷íèõ ìîäåëåé, çîêðåìà, â ñòàòèñòè÷íié

ìåõàíiöi, âèíèêàþòü îïåðàòîðè íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ òà ïîâ'ÿ-

çàíi ç íèìè äèôóçiéíi ðiâíÿííÿ; âîíè ñòàíîâëÿòü áàçó äëÿ ðîçâèòêó âiä-

ïîâiäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ, ùî äîçâîëÿþòü îïèñàòè åâîëþöiþ òàêèõ

íåñêií÷åííèõ ñèñòåì.

Îñîáëèâîãî çíà÷åííÿ ó 20-òîìó ñòîëiòòi íàáóâ ðîçâèòîê êâàíòîâî¨ òå-

îði¨ ïîëÿ, ùî âèÿâèëà íåîáõiäíiñòü óçãîäæåííÿ êëàñè÷íèõ ìåõàíi÷íèõ

óÿâëåíü ïðî ïðèðîäó âñåñâiòó ç éîãî äèñêðåòíèìè êâàíòîâèìè õàðàêòå-

ðèñòèêàìè. Ó çâ'ÿçêó ç ðîçâèòêîì ó 60-õ ðîêàõ 20-ãî ñòîëiòòÿ ìàòåìà-

òè÷íèõ ìåòîäiâ êâàíòîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ ìîäåëi ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè íà-

áóâàþòü çíà÷åííÿ òàêîæ â ÿêîñòi íàáëèæåíü ìîäåëåé òåîði¨ ïîëÿ, íà ùî

íåîäíîðàçîâî âêàçóâàëîñÿ â ðîáîòàõ Á. Ñàéìîíà, Äæ. Ãëiììà, À. Äæàô-

ôå òà ií. (äèâ., íàïðèêëàä, [5, 26]).

Ïî÷èíàþ÷è ç ðîáiò Ð. Õîëëi, Ä. Ñòðóêà, Æ.-Ä. Äîéøåëÿ, Õ. Äîññà,

Ã. Ðîéåðà, Â. Ôàðèñà, Æ. Ôðèòöà, Õ. Ôüîëìåðà [90, 91, 95, 103, 104, 107,

120�129,183] iíòåíñèâíîãî ðîçâèòêó íàáóâà¹ äîñëiäæåííÿ òàê çâàíî¨ ñòî-

õàñòè÷íî¨ ìîäåëi Içiíãà òà ¨¨ áiëüø çàãàëüíèõ àíàëîãiâ ãëàóáåðîâî¨ àáî

ñòîõàñòè÷íî¨ äèíàìiêè, ùî âïåðøå áóëà çàïðîïîíîâàíà Ð. Ãëàóáåðîì ó
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1963 ð. [113]. Ïîäàëüøå äîñëiäæåííÿ òà ðîçâèòîê ìîäåëi ãëàóáåðîâî¨ àáî

ñòîõàñòè÷íî¨ äèíàìiêè ïðîâîäèëîñÿ â ðîáîòàõ Ñ. Àëüáåâåðiî, O.Þ. Äà-

ëåöüêîãî, Ì. Ðüîêíåðà, Þ. Ã. Êîíäðàòüåâà, Ä. Ñòðóêà, Á. Çåãàðëiíñüêîãî

òà ií. [32, 36,73,101,114,152,153,189,190,193�195].

Ó öèõ ðîáîòàõ äîñëiäæóâàëîñü äîñèòü øèðîêå êîëî ïèòàíü, âiä ïðîá-

ëåìè iñíóâàííÿ, ¹äèíîñòi òà ìàðêîâñüêèõ âëàñòèâîñòåé âiäïîâiäíèõ ñòî-

õàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ äî ïèòàíü ãëàäêîñòi ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé, ñàìî-

ñïðÿæåíîñòi ãåíåðàòîðà òà çáåðåæåííÿ i ïiäâèùåííÿ ñóìîâíîñòi â øêàëi

Lp-ïðîñòîðiâ ôóíêöié çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ ïiä äi¹þ àñîöiéîâàíî¨

ïiâãðóïè (òàê çâàíà ãiïåðñòèñêàþ÷à òà óëüòðàñòèñêàþ÷à âëàñòèâiñòü), à

òàêîæ çâ'ÿçîê öèõ âëàñòèâîñòåé ç ëîãàðèôìi÷íèìè íåðiâíîñòÿìè òèïó

Ñîáîë¹âà.

Ó òîé æå ÷àñ âëàñòèâîñòÿì åâîëþöi¨ òàêèõ ñèñòåì ó øêàëàõ ïðîñòî-

ðiâ äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié iíòåãðîâàíèõ çà ïåâíîþ ìiðîþ ÷è â ïðî-

ñòîðàõ ç òîïîëîãi¹þ ñóïðåìóìà, íå áóëî ïðèäiëåíî äîñòàòíüî¨ óâàãè. Ç

àíàëiòè÷íî¨ òî÷êè çîðó åâîëþöiÿ òàêèõ ñèñòåì çàäà¹òüñÿ ïiâãðóïîþ äå-

ÿêîãî íåîáìåæåíîãî îïåðàòîðà çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ. Ñêëàäíîñ-

òi, ùî âèíèêàþòü ïðè äîñëiäæåíi öi¹¨ çàäà÷i, ïîâ'ÿçàíi ïåðø çà âñå ç

íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ çìiííèõ òà ïðèíöèïîâié âiäñóòíîñòi òåîðåì ïðî

âêëàäåííÿ òèïó Ñîáîë¹âà, ùî íå äà¹ ìîæëèâîñòi îòðèìàòè ãëàäêi âëà-

ñòèâîñòi âiäïîâiäíèõ ïiâãðóï, âèêîðèñòîâóþ÷è ¨õ Lp-ãëàäêiñòü. Ç iíøîãî

áîêó íåðåôëåêñèâíiñòü ïðîñòîðiâ ç íîðìîþ ñóïðåìóìà ïðèâîäèòü äî íå-

îáìåæåíîñòi îïåðàòîðà âiäïîâiäíî¨ ïiâãðóïè, ùî ïîçáàâëÿ¹ ìîæëèâîñòi

çàñòîñóâàííÿ âiäîìèõ îïåðàòîðíèõ ìåòîäiâ äëÿ ¨¨ äîñëiäæåííÿ. Òàêèì

÷èíîì çàäà÷à ïðî ãëàäêi âëàñòèâîñòi ïiâãðóïè îïåðàòîðà, àñîöiéîâàíîãî

ç ïåâíîþ ìîäåëëþ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè, âèìàãà¹ ðîçðîáêè ïðèíöèïîâî
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íîâèõ ìåòîäiâ, ùî íå çàëåæàëè á âiä ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó òà âðàõîâó-

âàëè îñîáëèâîñòi çàäà÷i, ÿêi âèïëèâàþòü ç ôiçè÷íèõ ìiðêóâàíü, çîêðåìà

íåëiíiéíiñòü òà íåîáìåæåíiñòü êîåôiöi¹íòiâ âiäïîâiäíèõ äèôóçiéíèõ ðiâ-

íÿíü.

Ïåðøi øiñòü ðîçäiëiâ äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíi ñàìå öüîìó êîëó ïèòàíü.

Çîêðåìà, ó ðîçäiëàõ 2 � 4 ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïiâãðóïà îïåðàòîðà â ÷àñòèí-

íèõ ïîõiäíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ, ùî ïîâ'ÿ-

çàíèé ç åíåðãåòè÷íîþ ôîðìîþ, ãåíåðîâàíîþ ìiðîþ Ãiááñà. Â öèõ ðîç-

äiëàõ ôàêòè÷íî ðîçâ'ÿçóâàëîñÿ ïèòàííÿ ïðî çáåðåæåííÿ ïðîñòîðiâ L2-

äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié (ùî ¹ íåñêií÷åííîâèìiðíèìè àíàëîãàìè ïðî-

ñòîðiâ Ñîáîë¹âà) òà ïðîñòîðiâ äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié íåñêií÷åííî¨

êiëüêîñòi çìiííèõ ç ðiâíîìiðíîþ òîïîëîãi¹þ. Îñêiëüêè, ÿê çàçíà÷àëîñÿ

ðàíiøå, â òàêèõ ïðîñòîðàõ ñòàíäàðòíi îïåðàòîðíi ïiäõîäè íå ìîæóòü

áóòè çàñòîñîâàíi, áóâ ðîçðîáëåíèé àëüòåðíàòèâíèé ìåòîä äîñëiäæåííÿ

ãëàäêèõ âëàñòèâîñòåé, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà íåëiíiéíèõ êâàçiñòèñêàþ÷èõ

îöiíêàõ. Öåé ìåòîä äîçâîëèâ íå òiëüêè ïîáóäóâàòè ïðîñòîðè äèôåðåí-

öiéîâàíèõ ôóíêöié íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ, ÿêi çáåðiãàþòüñÿ ïiä

äi¹þ åâîëþöi¨ ñèñòåìè, àëå i äîâåñòè ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi â øêàëi òàêèõ

ïðîñòîðiâ ïiä äi¹þ åâîëþöi¨. Îñîáëèâà óâàãà áóëà ïðèäiëåíà âèÿâëåííþ

òî÷íîãî çâ'ÿçêó ìiæ ïîðÿäêîì íåëiíiéíîñòi ïîòåíöiàëiâ âçà¹ìîäi¨ âèõiäíî¨

ìîäåëi òà ñòðóêòóðîþ öèõ ïðîñòîðiâ.

Ó ðîçäiëàõ 5�6 äèñåðòàöi¨ ìåòîä íåëiíiéíèõ îöiíîê ïîøèðþ¹òüñÿ íà

ìîäåëi íåëiíiéíî¨ äèôóçi¨, íà íåêîìïàêòíîìó ðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi. Äëÿ

öüîãî âèïàäêó òàêîæ îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïðî çáåðåæåííÿ ïðîñòîðiâ ãëàä-

êèõ ôóíêöié òà ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi ïiä äi¹þ âiäïîâiäíî¨ ïiâãðóïè. Ïðè

öüîìó áóëî âèðiøåíî ðÿä ïðèíöèïîâèõ ñêëàäíîñòåé, ïîâ'ÿçàíèõ äîäàòêî-



13

âî ç íåëiíiéíiñòþ ñàìîãî ïðîñòîðó, íàä ÿêèì áóäó¹òüñÿ íåëiíiéíà äèôóçiÿ.

Ó ðîçäiëi 7 äèñåðòàöi¨ âèâîäèòüñÿ ïðèíöèï íàéìåíøî¨ äi¨ äëÿ íåëiíié-

íî¨ äèôóçi¨, ùî âiäáóâà¹òüñÿ â òàê çâàíîìó ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi.

Ïî÷èíàþ÷è ç ÷àñiâ Ëåéáíiöà, Ìîïåðòþ¨ òà Åéëåðà ñôîðìóâàëîñÿ ðîçó-

ìiííÿ òîãî, ùî âñi ôiçè÷íi ÿâèùà ìàþòü îïèñóâàòèñÿ âèõîäÿ÷è ç ïðèíöè-

ïó íàéìåíøî¨ äi¨ äëÿ äåÿêîãî ôóíêöiîíàëà åíåðãi¨. Â ðîáîòàõ Ëàãðàíæà

òà Ãàìiëüòîíà òàêèé ïiäõiä áóâ ðåàëiçîâàíèé äëÿ çàäà÷ êëàñè÷íî¨ ìåõàíi-

êè. Ïðîòå òiëüêè â 1966 Â.I. Àðíîëüä [69] âïåðøå ñôîðìóëþâàâ òà äîâiâ

ïðèíöèï íàéìåíøî¨ äi¨ äëÿ iäåàëüíî¨ ðiäèíè, ùî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

Åéëåðà. Ùîá öå çðîáèòè Â. I. Àðíîëüä ðîçøèðèâ ïðîñòið, íàä ÿêèì çà-

äà¹òüñÿ ôóíêöiîíàë åíåðãi¨, äî íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó � ãðóïè

äèôåîìîðôiçìiâ, ùî çáåðiãàþòü îá'¹ì ìíîãîâèäó. Âèÿâèëîñÿ, ùî ñàìå òà-

êèé ïðîñòið äèôåîìîðôiçìiâ ¹ ïðèéíÿòíèì êîíôiãóðàöiéíèì ïðîñòîðîì

äëÿ çàäà÷ ãiäðîäèíàìiêè íåñòèñíåíî¨ ðiäèíè. Â òàêîìó ïiäõîäi ðîçâ'ÿç-

êè ðiâíÿííÿ Åéëåðà ¹ ãåîäåçè÷íèìè êðèâèìè ïî âiäíîøåííþ äî äåÿêî¨

ïðàâî-iíâàðiàíòíî¨ ìåòðèêè íà ïðîñòîði äèôåîìîðôiçìiâ.

Ðîçâèâàþ÷è öþ iäåþ, Ä. Åáií òà Æ. Ìàðñäåí [96] ïîêàçàëè çâ'ÿçîê ìiæ

ïðîñòîðîì äèôåîìîðôiçìiâ, ùî çáåðiãàþòü îá'¹ì, òà êëàñè÷íèìè ðîçâ'ÿç-

êàìè ðiâíÿííÿ Íàâ'¹�Ñòîêñà. Âîíè çîêðåìà äîâåëè, ùî äëÿ ðiâíÿííÿ

Íàâ'¹�Ñòîêñà ïðè çàäàíié êiíöåâié êîíôiãóðàöi¨ ç äåÿêèìè äîäàòêîâèìè

óìîâàìè ãëàäêîñòi â øêàëi òèïó Ñîáîë¹âà iñíó¹ ¹äèíà ãåîäåçè÷íà, ÿêà ¹

ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ âiäïîâiäíîãî ôóíêöiîíàëà åíåðãi¨. Âçàãàëi

êàæó÷è iñíóþòü âèïàäêè, êîëè òàêi ãåîäåçè÷íi íå ¹ âèçíà÷åíèìè (äèâ.,

íàïðèêëàä, [31]). Ãîëîâíà ñêëàäíiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî òîïîëîãiÿ, iíäó-

êîâàíà ôóíêöiîíàëîì åíåðãi¨, ¹ çàíàäòî ñèëüíîþ äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè

ðåãóëÿðíiñòü âiäïîâiäíèõ âiäîáðàæåíü. Ç ìåòîþ óíèêíóòè öi¹¨ ñêëàäíîñòi
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ß. Áðåíü¹ [78] ââiâ ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ ïðèíöèïó íàé-

ìåíøî¨. Òàêi ðîçâ'ÿçêè ¹ éìîâiðíiñíèìè ìiðàìè, âèçíà÷åíèìè íà ìíîæèíi

ëàãðàíæåâèõ òðà¹êòîðié. Ïðè öüîìó êëàñè÷íi ðîçâ'ÿçêè òàêîæ áóäóòü i

óçàãàëüíåíèìè ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i, ïðîòå ìîæóòü iñíóâàòè òàêîæ i iíøi

ðîçâ'ÿçêè. Â ïîäàëüøîìó öåé ïiäõiä ðîçâèâàâñÿ â ðîáîòàõ Ì. Àðíàäîíà,

À. Á. Êðóçåéðî, Ò. Íàêàãîìi, Ô. Öiïðiàíî, Ê. ßñóå òà ií. [68,81,175,198].

Òàêîæ íåîáõiäíî çãàäàòè ïðàöi [83, 102] òà êíèãó Þ. �. Ãëiêëiõà [115],

â ÿêèõ ðîçâèâàëèñü iíøi ñòîõàñòè÷íi ïiäõîäè äî ïèòàííÿ õàðàêòåðèçàöi¨

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Íàâ'¹�Ñòîêñà.

Ðîçâèâàþ÷è öi iäå¨, ó ðîçäiëi 7 äèñåðòàöi¨ äîâîäèòüñÿ iñíóâàííÿ óçà-

ãàëüíåíèõ ïîòîêiâ, ÿêi ðåàëiçóþòü ìiíiìóì ôóíêöiîíàëà åíåðãi¨ äëÿ óçà-

ãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà. Öå ðiâíÿííÿ âïåðøå âèíèê-

ëî ïðè äîñëiäæåííi ãàçîâèõ ïîòîêiâ, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïîðèñòi ïîðî-

äè (äèâ., íàïðèêëàä, [174, Ãëàâà 3.4]), ïðîòå òàêîæ îïèñó¹ iíøi ïðîöå-

ñè, ùî âèíèêàþòü ó çàñòîñóâàííÿõ, çîêðåìà, ïðè ìîäåëþâàííi äèôóçi¨

åëåêòðîííî-iîííî¨ ïëàçìè [162], à òàêîæ äëÿ îïèñó äèíàìiêè áiîëîãi÷íî¨

ïîïóëÿöi¨, ÷èÿ ìîáiëüíiñòü çàëåæèòü âiä ùiëüíîñòi (äèâ. [118]). Çàóâàæè-

ìî, ùî ó ÷àñòèííîìó âèïàäêó, êîëè q = 2, óçàãàëüíåíå ðiâíÿííÿ ïîðèñ-

òîãî ñåðåäîâèùà ñïiâïàäà¹ ç ðiâíÿííÿì Íàâ'¹�Ñòîêñà.

Â îñòàííi ðîêè ó çâ'ÿçêó iç çàäà÷àìè, ùî âèíèêàþòü â ôiçèöi, õiìi¨

òà áiîëîãi¨, ïîæâàâèâñÿ iíòåðåñ äî ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷ ç ñèíãóëÿðíîþ

ìåæåþ, ùî âiäïîâiäàþòü ðiâíÿííþ äèôóçi¨ ç äåÿêèì òî÷êîâèì äæåðåëîì,

ðîçòàøîâàíèì íà ìåæi îáëàñòi. Òàêi çàäà÷i ïðèâîäÿòü äî ðiâíÿííÿ òèïó

òåïëîïðîâiäíîñòi â íåöèëiíäðè÷íié, çìiííié çà ÷àñîì, îáëàñòi, íà ìåæi

ÿêî¨ ðîçòàøîâàíà îñîáëèâà òî÷êà òèïó êàñïó.
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Âïåðøå iñíóâàííÿ êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíî-

ñòi â íåöèëiíäðè÷íié îáëàñòi áóëî äîñëiäæåíî Ì. Æåâðå [112], ÿêèé ðîç-

ãëÿäàâ îáëàñòi ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó ç ñïåöiàëüíèìè óìîâàìè ãëàäêîñòi

ìåæi îáëàñòi ç ïîêàçíèêîì Ãåëüäåðà áiëüøèì, íiæ 1/2. Ïiçíiøå áóëî ç'ÿ-

ñîâàíî, ùî íàâiòü çà óìîâ äîñòàòíüî¨ ãëàäêîñòi êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ òà

ìåæi îáëàñòi äëÿ äåÿêèõ òî÷îê ìåæi îáëàñòi ìîæå ïîðóøóâàòèñÿ óìîâà

ðåãóëÿðíîñòi, òîáòî ïîðóøóâàòèñÿ îäíîçíà÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü âiäïîâiäíî¨

êðàéîâî¨ çàäà÷i. Äëÿ ïàðàáîëi÷íî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i â ãëàäêié îáëàñòi òî÷-

êà ìåæi ìîæå íå áóòè ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî öÿ òî÷êà ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ

òî÷êîþ çàäà÷i, òîáòî äîòè÷íà äî ìåæi â äàíié òî÷öi ¹ îðòîãîíàëüíîþ

äî âiñi t. I.Ã. Ïåòðîâñüêèé â ðîáîòi [180] çíàéøîâ íåîáõiäíi i äîñòàòíi

óìîâè íà ïîâåäiíêó ìåæi îáëàñòi â îêîëi õàðàêòåðèñòè÷íî¨ òî÷êè, ùîá

çàäà÷à â îêîëi öi¹¨ òî÷êè áóëà êîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ. Öi óìîâè õàðàê-

òåðèçóþòüñÿ ïîðÿäêîì äîòèêó â öié òî÷öi õàðàêòåðèñòèêè ðiâíÿííÿ äî

ìåæi îáëàñòi. Ïðè öüîìó êðèòè÷íèé ïîðÿäîê äîòèêó çàëåæèòü âiä ïî-

ðÿäêó ãîëîâíî¨ ÷àñòèíè ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ. Òàêi çàäà÷i äîñèòü ðå-

òåëüíî áóëè äîñëiäæåíi â 60-òi ðîêè 20 ñòîëiòòÿ (äèâ., íàïðèêëàä, ðîáî-

òè [147, 151, 171, 172, 178, 188] òà ií.) ßêùî æ ïîðÿäîê äîòèêó ¹ áiëüøèì

çà ïîðÿäîê îïåðàòîðà, òî òàêi çàäà÷i ìîæóòü áóòè ðîçãëÿíóòi â ìåæàõ

àíàëiçó âèðîäæåíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü.

Â. Î. Êîíäðàòü¹â â ðîáîòi [151] ðîçãëÿíóâ ãðàíè÷íó çàäà÷ó äëÿ ïà-

ðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ â îáëàñòi, â ÿêié ïîðÿäîê äîòèêó õàðàêòåðèñòèêè

äî ìåæi îáëàñòi ñïiâïàä¹ ç ïîðÿäêîì ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ òàê çâàíî-

ìó âèïàäêó êîíi÷íèõ ñèíãóëÿðíîñòåé. Êðiì òîãî âií çàïðîïîíóâàâ ïiäõiä

äëÿ îòðèìàííÿ àñèìïòîòè÷íîãî ðîçêëàäó ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨ ãðàíè÷-

íî¨ çàäà÷i â îêîëi òàêî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè.
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Îñòàííiì ÷àñîì ó ðîáîòàõ Â. Í. Àðåôü¹âà, Ë. À. Áàãiðîâà, Â. Î. Ãà-

ëàêòiîíîâà, Â. Ã. Ìàçü¨ òà ií. [66, 67, 110, 111, 145, 181] ñïîñòåðiãà¹òüñÿ

íîâà õâèëÿ iíòåðåñó äî çàäà÷ ç îñîáëèâîñòÿìè òèïó êàñïó ó çâ'ÿçêó ç

ðîçâèòêîì àíàëiçó ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ç ïîâiëüíî çìií-

íèì ñèìâîëîì, à òàêîæ çàñòîñóâàííÿìè íåëiíiéíîãî àíàëiçó äî çàäà÷,

ùî âèíèêàþòü â ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi ïðè äîñëiäæåííi äèôóçi¨ ç äæå-

ðåëîì íà ìåæi îáëàñòi. Çîêðåìà â ðîáîòàõ [66, 67] ðîçãëÿäàëàñÿ çàäà÷à

òåïëîïðîâiäíîñòi â îáëàñòÿõ, ÿâíî çàäàíèõ çà äîïîìîãîþ êâàäðàòè÷íî¨

ôóíêöi¨. Ïðè öüîìó ìåòîäè, ùî ïîêëàäåíi â îñíîâó îòðèìàííÿ àñèìïòî-

òè÷íèõ ðîçêëàäiâ, iñòîòíèì ÷èíîì ñïèðàþòüñÿ íà ÿâíèé ñïîñiá çàäàííÿ

îáëàñòi. Â òîé æå ÷àñ ðîáîòè [110,111] ïðèñâÿ÷åíi áiëüø êëàñè÷íèì ïèòà-

ííÿì ðåãóëÿðíîñòi òî÷îê ìåæi îáëàñòi äëÿ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ.

Ïðîòå â çàãàëüíié ïîñòàíîâöi çàäà÷ó ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íèõ ðîçêëàäiâ

äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü â îêîëi êàñïiäàëüíî¨ òî÷êè ùå íå âèðiøåíî.

Ó ðîçäiëi 8 äèñåðòàöi¨ äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ùîäî ïîáóäîâè àñèìï-

òîòè÷íèõ ðîçêëàäiâ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â íåöèëií-

äðè÷íié îáëàñòi, çàäàíié ñòåïåíåâîþ ôóíêöi¹þ ç äîâiëüíèì ïîêàçíèêîì.

Ïðè öüîìó îñíîâíèì ïèòàííÿì ¹ îá ðóíòóâàííÿ àñèìïòîòè÷íîñòi òàêîãî

ðîçêëàäó, ùî âèìàãà¹ àäåêâàòíîãî ïiäáîðó âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ. Âèÿâ-

ëÿ¹òüñÿ, ùî ïðèðîäíiì äëÿ òàêî¨ çàäà÷i ¹ ïðîñòîðè òèïó Ñëîáîäåöüêî-

ãî [29], ïàðàìåòðè â ÿêèõ çàëåæàòü íå òiëüêè âiä ïîðÿäêó ðiâíÿííÿ, àëå

i âiä ïîðÿäêó äîòèêó õàðàêòåðèñòèêè äî ìåæi îáëàñòi, ùî âèÿâëÿ¹ âíóò-

ðiøíié çâ'ÿçîê ìiæ àíàëiòè÷íèìè òà ãåîìåòðè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè çà-

äà÷i.

Ùå îäíèì êëàñîì äîñëiäæóâàíèõ ó äèñåðòàöi¨ ìîäåëåé, ¹ ìîäåëi, ïî-

â'ÿçàíi ç ðîçâèòêîì ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ àíàëiçó äàíèõ, ùî âèíèêàþòü
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â ìåäèöèíi òà iíøèõ îáëàñòÿõ çíàíü, i ñòîñóþòüñÿ âëàñòèâîñòåé ïðîöåñiâ,

ùî âiäáóâàþòüñÿ â æèâèõ îðãàíiçìàõ. Òàê ç òî÷êè çîðó äiàãíîñòè÷íîãî

àíàëiçó åíöåôàëîãðàì òà êàðäiîãðàì îñîáëèâîãî çíà÷åííÿ íàáóâà¹ äî-

ñëiäæåííÿ äèñêðåòíèõ ÷àñîâèõ ðÿäiâ, ùî iíòåðïðåòóþòüñÿ ÿê íàáëèæå-

íèé îïèñ òàêèõ ñèãíàëiâ. Ïðè öüîìó äiàãíîñòè÷íîãî çíà÷åííÿ íàáóâàþòü

ñêëàäíiñòü, âàðiàòèâíiñòü, íåðåãóëÿðíiñòü òà iíøi õàðàêòåðèñòèêè òàêèõ

ïðîöåñiâ. Îäíèì ç òàêèõ äiàãíîñòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ ñêëàäíîñòi ñèãíàëó,

îòðèìàíîãî çà äîïîìîãîþ åíöåôàëîãðàôà àáî êàðäiîãðàôà, ââàæà¹òüñÿ

åíòðîïiÿ, çîêðåìà åíòðîïiÿ Êîëìîãîðîâà�Ñiíàÿ.

Ó 2002 äëÿ ñèãíàëiâ, ùî ìàþòü ôîðìó íåðåãóëÿðíèõ ãîñòðèõ çóáöiâ

ðiçíî¨ àìïëiòóäè òà ÷àñòîòè, Ê. Áàíäò i Á. Ïîìïå [71] çàïðîïîíóâàëè

îçíà÷åííÿ òàê çâàíî¨ åíòðîïi¨ ïåðåñòàíîâîê, îá÷èñëåííÿ ÿêî¨ ¹ äîáðå

ïðèñòîñîâàíèì äî òàêîãî òèïó îá'¹êòiâ i âèìàãà¹ ïåðåáîðó çíà÷íî ìåíøî¨

êiëüêîñòi ìíîæèí, íiæ êëàñè÷íå îçíà÷åííÿ, ùî ç òî÷êè çîðó çàñòîñóâàí-

íÿ êîìï'þòåðíèõ äiàãíîñòè÷íèõ ìåòîäiâ ¹ äóæå âàæëèâèì. Ó çâ'ÿçêó ç

öèì îñòàííiì ÷àñîì çðîñòà¹ iíòåðåñ äî ïèòàííÿ ïðî çâ'ÿçîê ìiæ öèìè

äâîìà îçíà÷åííÿìè åíòðîïi¨ òà óìîâ, çà ÿêèõ âîíè ñïiâïàäàþòü (äèâ.,

íàïðèêëàä, [38,39]).

Íà ñüîãîäíi âiäîìî [70], ùî åíòðîïiÿ ïåðåñòàíîâîê òà åíòðîïiÿ Êîë-

ìîãîðîâà�Ñiíàÿ ñïiâïàäàþòü äëÿ îäíîâèìiðíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ùî

çàäàþòüñÿ êóñêîâî-ìîíîòîííèì âiäîáðàæåííÿì, ïðîòå â áiëüø çàãàëüíî-

ìó âèïàäêó öå ïèòàííÿ çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì.

Ó ðîáîòàõ Ê. Êåëëåðà òà éîãî ó÷íiâ [141�144] â îñòàííi ðîêè ðîçâè-

âà¹òüñÿ ïiäõiä äî õàðàêòåðèçàöi¨ åíòðîïi¨ Êîëìîãîðîâà�Ñiíàÿ äëÿ äèñ-

êðåòíèõ ÷àñîâèõ ðÿäiâ íà îñíîâi òàê çâàíèõ âïîðÿäêîâàíèõ ðîçáèòòiâ

ïðîñòîðó ñòàíiâ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ùî áóäóþòüñÿ íàä ïðîñòîðîì âèïàä-
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êîâèõ ïðîöåñiâ. Òàêi ðîçáèòòÿ áóäóþòüñÿ íà îñíîâi äåÿêîãî âiäíîøåí-

íÿ ïîðÿäêó, ùî ââîäèòüñÿ â ïðîñòîði çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè òà ¨¨

îáðàçiâ ïiä äi¹þ âiäîáðàæåííÿ, ùî çàäà¹ äèíàìi÷íó ñèñòåìó. Â òàêîìó

ïiäõîäi âèïàäêîâà âåëè÷èíà òà ¨¨ îáðàçè iíòåðïðåòóþòüñÿ ÿê âèìiðþâàí-

íÿ ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí. Ó öèòîâàíèõ ðîáîòàõ îäíi¹þ ç ãîëîâíèõ

óìîâ ¹ ïðèíöèï ðîçäiëåííÿ òî÷îê ïðîñòîðó ñòàíiâ ïiä äi¹þ âiäîáðàæåííÿ

äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè. Â ðîçäiëi 9 äèñåðòàöi¨ öÿ óìîâà ðîçäiëåííÿ òî÷îê

ïîñëàáëþ¹òüñÿ i íàäà¹òüñÿ õàðàêòåðèçàöiÿ åíòðîïi¨ Êîëìîãîðîâà�Ñiíàÿ

øëÿõîì çâóæåííÿ σ-àëãåáðè ìíîæèí, â ñåíñi ÿêî¨ çàäà¹òüñÿ âiäïîâiäíå

ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó ñòàíiâ âiäïîâiäíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Ðî-

áîòà âèêîíàíà â Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè ó âiääiëi íåëiíié-

íîãî àíàëiçó çãiäíî iç çàãàëüíèì ïëàíîì äîñëiäæåíü â ðàìêàõ íàóêîâî-

äîñëiäíèõ òåì: �Ôóíêöiîíàëüíi i àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ íå-

ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü� 1996�2000 ð., íîìåð äåðæàâíî¨ ðå-

¹ñòðàöi¨ 0198U003052; �Ðîçðîáêà ìåòîäiâ íåëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî

àíàëiçó òà ¨õ çàñòîñóâàíü äî íåëiíiéíèõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè�

2001�2005 ð., íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0101U000623; �Ìåòîäè íåëi-

íiéíîãî àíàëiçó òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ äî òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i

çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè� 2006�2010 ð., íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨

0106U000513; �Íåëiíiéíi, íåàðõiìåäîâi òà ñïåêòðàëüíi çàäà÷i òåîði¨ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè� 2011�2015, íîìåð äåðæàâíî¨

ðå¹ñòðàöi¨ 0111U001011.

×àñòèíà äîñëiäæåíü ïðîâîäèëàñÿ â ðàìêàõ ìiæíàðîäíîãî ïðîåêòó çà

7-îþ Ðàìêîâîþ ïðîãðàìîþ �âðîïåéñüêîãî Ñîþçó �Marie Curie Actions�

International Research Sta� Exchange Scheme (IRSES) FP7-People-2011-
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IRSES�, ïðîåêò � 295164 (2012�2016), ïðîåêòó Íiìåöüêîãî äîñëiäíèöü-

êîãî òîâàðèñòâà (DFG) �Nichtlineare Di�erentialgleichungen mit kleinem

Parameter� (2010), ïðîåêòó �Asymptotic Properties of Solutions to Parabolic

Equations in a Bounded Domain� ó ðàìêàõ ñòèïåíäi¨ Ôîíäó iì. Àëåêñàí-

äðà ôîí Ãóìáîëüäòà (2012).

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Îòðèìàòè äîñòàòíi óìîâè ðåãóëÿðíî-

ñòi (ãëàäêîñòi) â ñåíñi iíòåãðîâíî¨ ïî ìiði òà ðiâíîìiðíî¨ òîïîëîãié, çà-

äàíèõ íà ïðîñòîðàõ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ, äëÿ åâîëþöi¨ ñèñòå-

ìè çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi ÷àñòîê. Îòðèìàòè óìîâè ðåãóëÿðíîñòi íåëiíiéíîãî

ïîòîêó íà íåêîìïàêòíîìó ðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi. Äîâåñòè ïðèíöèï ìà-

êñèìóìó äëÿ ðiâíÿííÿ ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà òà îòðèìàòè àñèìïòîòè÷íi

ðîçêëàäè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè

òèïó êàñïó íà ìåæi îáëàñòi. Îòðèìàòè õàðàêòåðèçàöiþ ïîêàçíèêà ñêëàä-

íîñòi äèñêðåòíîãî ÷àñîâîãî ðÿäêó � åíòðîïi¨ Êîëìîãîðîâà�Ñiíàÿ.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi òà ïîíÿòòÿ, ùî âèíèêàþòü

ó ñòàòèñòè÷íié ìåõàíiöi, íåëiíiéíié äèôóçi¨ òà òåîði¨ ñêëàäíîñòi äèñêðåò-

íèõ ÷àñîâèõ ðÿäiâ.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ. Ïiâãðóïè îïåðàòîðiâ òà àñîöiéîâàíi ç íèìè

íåëiíiéíi ïîòîêè â íåñêií÷åííî-âèìiðíèõ ïðîñòîðàõ òà íà íåêîìïàêòíèõ

ðiìàíîâèõ ìíîãîâèäàõ. Ëiíiéíi òà íåëiíiéíi ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ òà ïî-

â'ÿçàíi ç íèìè ôóíêöiîíàëè åíåðãi¨ òà àñèìïòîòè÷íi ðîçêëàäè. Åíòðîïiÿ

Êîëìîãîðîâà�Ñiíàÿ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Òåîðiÿ ïiâãðóï òà íåîáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ â

íåñêií÷åííîâèìiðíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, ìåòîäè íåëiíiéíîãî àíàëiçó,

çîêðåìà, âëàñòèâîñòi ìîíîòîííèõ âiäîáðàæåíü, ìåòîäè àñèìïòîòè÷íîãî

òà âàðiàöiéíîãî àíàëiçó, äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåîìåòði¨, òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ
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äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ùî

âèçíà÷àþòü íàóêîâó íîâèçíó äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ i âèíîñÿòüñÿ

íà çàõèñòè, ¹ òàêèìè:

� äîâåäåíî òåîðåìè ïðî ðåãóëÿðíiñòü åâîëþöi¨ ñèñòåìè íåñêií÷åííî¨ êiëü-

êîñòi ÷àñòîê ó øêàëàõ ïðîñòîðiâ ó ñåðåäíüî êâàäðàòè÷íîìó äèôåðåíöi-

éîâàíèõ ôóíêöié íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ;

� ðîçðîáëåíî ñõåìó äîñëiäæåííÿ ðåãóëÿðíîñòi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó äëÿ

íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ ç íåëiïøèöåâèìè êîå-

ôiöi¹íòàìè, ùî ñïèðà¹òüñÿ íà íîâi êëàñè íåëiíiéíèõ îöiíîê íà âàðiàöi¨;

� íà îñíîâi öüîãî äîâåäåíî çáåðåæåííÿ ïðîñòîðiâ ãëàäêèõ ôóíêöié ïiä äi-

¹þ åâîëþöi¨ ñèñòåìè íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ÷àñòîê òà äîñëiäæåíî âïëèâ

õàðàêòåðó íåëiíiéíîñòi âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòêàìè íà ñòðóêòóðó òîïîëîãié

â öèõ ïðîñòîðàõ;

� ðîçðîáëåíî ãåîìåòðè÷íî-iíâàðiàíòíèé ïiäõiä äî ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ

ðiâíÿíü äèôóçi¨ íà ðiìàíîâèõ ìíîãîâèäàõ çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ, ïîáó-

äîâàíî âiäïîâiäíèé àïàðàò òåíçîðíîãî ÷èñëåííÿ;

� äëÿ âèïàäêó íåêîìïàêòíîãî ðiìàíîâîãî ìíîãîâèäó çíàéäåíî àíàëîã

óìîâè ìîíîòîííîñòi êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ òà âèäiëåíî âïëèâ òåíçîðó

êðèâèíè íà ðåãóëÿðíiñòü âèñîêîãî ïîðÿäêó çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ äëÿ

íåëiíiéíîãî ïîòîêó íà ìíîãîâèäi;

� îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè âiäñóòíîñòi âèáóõó äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ

ðiâíÿíü äèôóçi¨ íà íåêîìïàêòíîìó ðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi;

� âèÿâëåíî åôåêò íàÿâíîñòi ùiëèíè ìiæ òîïîëîãiÿìè îáìåæåíîñòi i íå-

ïåðåðâíîñòi â íåëiíiéíèõ çàäà÷àõ ðåãóëÿðíîñòi âèñîêîãî ïîðÿäêó íàä íå-

ñêií÷åííîâèìiðíèì ïðîñòîðîì;
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� äîâåäåíî íåñèíãóëÿðíå iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ íå ãëîáàëüíî ëiï-

øèöåâî¨ äèôóçi¨, íà îñíîâi ÿêîãî òà ìåòîäó íåëiíiéíèõ îöiíîê îòðèìàíî

òåîðåìè ïðî ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi ïiä äi¹þ åâîëþöi¨ íåñêií÷åííî¨ ñèñòå-

ìè âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòîê;

� îòðèìàíî óìîâè ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi ïiä äi¹þ ïiâãðóïè, ïîâ'ÿçàíî¨ ç

íåëiíiéíîþ äèôóçi¹þ íà íåêîìïàêòíîìó ðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi;

� äîâåäåíî ïðèíöèï íàéìåíøî¨ äi¨ äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ, ùî îïèñó¹

äèôóçiþ ó ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi, òà îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ

óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i;

� îòðèìàíî ôîðìàëüíi àñèìïòîòè÷íi ðîçêëàäè äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðî-

âiäíîñòi â íåöèëiíäðè÷íié îáëàñòi ç îñîáëèâiñòþ òèïó êàñïó íà ìåæi îáëà-

ñòi òà äîâåäåíî àñèìïòîòè÷íèé õàðàêòåð òàêèõ ðîçêëàäiâ ó ñïåöiàëüíèõ

ïðîñòîðàõ, ùî çàëåæàòü âiä õàðàêòåðó äîòèêó ìåæi îáëàñòi â îêîëi îñîá-

ëèâî¨ òî÷êè;

� äîâåäåíî õàðàêòåðèçàöiþ åíòðîïi¨ Êîëìîãîðîâà�Ñiíàÿ â òåðìiíàõ âïî-

ðÿäêîâàíèõ ðîçáèòòiâ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiÿ íî-

ñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðè-

ñòàíi äëÿ ïîäàëüøî¨ ðîçðîáêè ÿêiñíî íîâèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ íåëiíié-

íèõ ðiâíÿíü â íåñêií÷åííîâèìiðíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ òà íà íåñêií÷åí-

íîâèìiðíèõ ìíîãîâèäàõ. Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 7 ðîçøèðþþòü ñïîñiá âèçíà-

÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ, ùî îïèñó¹ äèôóçiþ ó ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi.

Öå äà¹ ìîæëèâiñòü ðîçâèíóòè àëüòåðíàòèâíi ìåòîäè ïîøóêó ðîçâ'ÿçêiâ

òàêèõ ðiâíÿíü (ó òîìó ÷èñëi íå êëàñè÷íèõ). Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 8 äàþòü

íîâèé ïiäõiä äî ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íèõ ðîçêëàäiâ äëÿ ðiâíÿíü äèôó-

çi¨, ÿêi îïèñóþòü ïðîöåñè ç òî÷êîâèì äæåðåëîì íà ìåæi îáëàñòi, ùî äà¹
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ìîæëèâiñòü îòðèìàòè ÿêiñíi òà êiëüêiñíi õàðàêòåðèñòèêè íàáëèæåíü òà-

êèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ðåçóëüòàòè îñòàííüîãî ðîçäiëó ìîæóòü áóòè êîðèñíèìè ç

òî÷êè çîðó ðîçâèòêó êîìï'þòåðíèõ äiàãíîñòè÷íèõ ìåòîäiâ íà îñíîâi àíà-

ëiçó ñêëàäíîñòi ñèãíàëiâ, ùî çàäàþòüñÿ äèñêðåòíèìè ÷àñîâèìè ðÿäàìè

ç äîäàòêîâèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, õàðàêòåðíèìè äëÿ åíöåôàëîãðàì òà

êàðäiîãðàì.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó äîñëiäæåííÿ

òà ïîñòàíîâêà çàäà÷i ó ðîçäiëàõ 2�4 ïðîâîäèëèñü äèñåðòàíòîì ñïiëüíî

ç Î. Âàë. Àíòîíþêîì. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ ùîäî iíøèõ ðîçäiëiâ äèñåðòà-

öi¨ ïðîâîäèëàñü ñïiëüíî ç Ì. Àðíàäîíîì, À. Á. Êðóçåéðî, Ê. Êåëåðîì,

Ñ. I. Ìàêñèìåíêî òà Ì. Ì. Òàðõàíîâèì. Ç ðåçóëüòàòiâ, íàäðóêîâàíèõ ó

ñïiëüíèõ ç ñïiâàâòîðàìè ñòàòòÿõ, â îñíîâíó ÷àñòèíó äèñåðòàöi¨ ââiéøëè

òiëüêè òàêi, ùî îòðèìàíi çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî, çà âèíÿòêîì ðåçóëü-

òàòiâ ïóíêòiâ 3.2, 3.6, 3.8, 4.4, 5.1, 5.6, 6.3, 7.3, äå âêëàä ñïiâàâòîðiâ ¹

ðiâíîöiííèì. Ðåçóëüòàòè, âèêëàäåíi â äèñåðòàöi¨ ñïèðàþòüñÿ íà ìîíîãðà-

ôiþ [1] òà 23 ñòàòòi [2,41�47,49,50,52�54,56�65]. Óñi íàâåäåíi ó äèñåðòàöi¨

ðåçóëüòàòè îòðèìàíi àâòîðîì îñîáèñòî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïî-

âiäàëèñü i îáãîâîðþâàëèñü íà:

- çàñiäàííi Â÷åíî¨ ðàäè Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍÓêðà¨íè 04 áåðåçíÿ

2014 ð.;

- Êè¨âñüêîìó ìiñüêîìó ñåìiíàði ç íåëiíiéíîãî àíàëiçó ïðè Iíñòèòóòi

ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê ñåìiíàðó � àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè

I. Â. Ñêðèïíèê);

- Êè¨âñüêîìó ñåìiíàði ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ïðè Iíñòèòóòi ìàòå-

ìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê ñåìiíàðó ÷ëåí-êîðåñïîíäåíò ÍÀÍ Óêðà-
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¨íè Ì. Ë. Ãîðáà÷óê);

- Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �M�unchener Stochastic Tage�, Íiìå÷÷èíà, 24

� 27 áåðåçíÿ, 1998;

- International Conference �Nonlinear Partial Di�erential Equations�, dedi-

cated to J.P.Schauder, Ukraine, Lviv, August 23�29, 1999;

- �Mini-Workshop on Stochastic Analysis�, Friedrich Schilller University

of Jena, Faculty of Mathematics and Informatics, Institute of Stochastics,

January 18�19, 2002;

- Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Nonlinear Partial di�erential equations�, Óêðà-

¨íà, Àëóøòà, 15�21 âåðåñíÿ, 2003;

- Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Recent Trends in Kinetic Theory and its

Applications�, Óêðà¨íà, Êè¨â, 11�15 òðàâíÿ, 2004;

- Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Nonlinear Partial Di�erential Equations�,

Óêðà¨íà, Àëóøòà, 17�23 âåðåñíÿ, 2005 ð.;

- Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Statistical Physics 2005: Modern Problems

and New Applications�, Óêðà¨íà, Ëüâiâ, 28�30 ñåðïíÿ, 2005 ð.;

- Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ iì. Â. ß. Ñêîðîáàãàòüêà,

Óêðà¨íà, Äðîãîáè÷, 24�28 âåðåñíÿ 2007 ð.;

- Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Nonlinear Partial Di�erential Equations�,

ïðèñâÿ÷åíié ïàì'ÿòi I. Â. Ñêðèïíèêà, ßëòà, 10�15 âåðåñíÿ 2007 ð.;

- �33rd Conference on Stochastic Processes and Their Applications�, Berlin,

27�31 July, 2009;

- Conference ProbaGeo, France, Poitier/Futuroscope, 11�13 June, 2012;

- Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Third Conference Mathematics for Life Sci-

ences�, Ðiâíå, 15�19 âåðåñíÿ, 2015 ð.
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Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïðèëþäíåíi â ìîíîãðà-

ôi¨ [1] òà 23-õ ñòàòòÿõ [2, 41�44, 46, 47, 49, 50, 52�54, 56�65], òðè ç ÿêèõ

îïóáëiêîâàíi áåç ñïiâàâòîðiâ.

Ñòðóêòóðà äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç âñòóïó, äåâ'ÿòè

ðîçäiëiâ, ñåìè äîäàòêiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë. Ïå-

ðåëiê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë íàëi÷ó¹ [203] ïîñèëàííÿ. Çàãàëüíèé îáñÿã äè-

ñåðòàöi¨ ñêëàäà¹ 413 ñòîð. ç íèõ 318 ñòîðiíîê îñíîâíîãî òåêñòó.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi íàäàíî îãëÿä ðîáiò òà ïiäõîäiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç òåìîþ äèñåð-

òàöi¨, îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè, ñôîðìóëüîâàíî îñíîâíó ìåòó äî-

ñëiäæåíü òà ïîäàíî ñòèñëó àíîòàöiþ ðåçóëüòàòiâ.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ïîäà¹òüñÿ îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨

òà íàâîäÿòüñÿ áàçîâi ïîíÿòòÿ òà òåîðåìè, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â íà-

ñòóïíèõ ðîçäiëàõ. Òóò, çîêðåìà, ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ ãiááñîâî¨ ìiðè, ùî

îïèñó¹ ìîäåëü íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòîê, òà ââîäèòüñÿ

ïîíÿòòÿ îïåðàòîðà åíåðãi¨ òà åâîëþöi¨ òàêî¨ ñèñòåìè.

Íåõàé Zd ïîçíà÷à¹ d-ìiðíó  ðàòêó, âóçëè ÿêî¨ çàäàþòüñÿ öiëî÷èñëîâèì

âåêòîðàìè k = (k1, . . . , kd), ki ∈ Z. Ç êîæíèì òàêèì âóçëîì ïîâ'ÿçó¹òüñÿ

âiäïîâiäíèé îäíîâèìiðíèé ïðîñòið R1, ÿêèé iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê ñïiíîâèé

ïðîñòið k-î¨ ÷àñòêè. Ïiä ãiááñiâñüêîþ ìiðîþ ç ëîêàëüíèìè ðîçïîäiëàìè

{µΛ}Λ⊂Zd ðîçóìiþòü ìiðó µ íà òèõîíiâñüêié σ-àëãåáði FZd òàêó, ùî

∀ f ∈ C0,cyl(RZd) ∀Λ ⊂ Zd : µ(µ·Λ(f)) = µ(f),

äå âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ µ(f) =
∫

RZd
f dµ. Ïiä òèõîíiâñüêîþ σ-àëãåáðîþ

ðîçóìi¹òüñÿ ìiíiìàëüíà σ-àëãåáðà, ãåíåðîâàíà σ-àëãåáðîþ öèëiíäðè÷íèõ
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ìíîæèí FΛ = B(RΛ)×RZd\Λ,B(RΛ) � áîðåëåâà σ-àëãåáðà íàRΛ = ×
k∈Λ

R1.

Ïðè öüîìó ïiä ãiááñîâèì ðîçïîäiëîì â ñêií÷åííîìó îá'¹ìi Λ ⊂ Zd ç ôiê-

ñîâàíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè xΛc = {xk}k∈Λc, Λc = Zd\Λ ðîçóìi¹òüñÿ

ìiðà µΛ, ÿêà çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

µΛ(dxΛ|xΛc) =
1

ZΛ(xΛc)
exp(−UΛ(x) )

∏
k∈Λ

dxk

ç íîðìóþ÷èì ìíîæíèêîì ZΛ(xΛc) =
∫
RΛ

exp(−UΛ(x) )
∏
k∈Λ

dxk. dxk � ìiðà

Ëåáåãà íà ïðîñòîði R1, àñîöiéîâàíîìó ç âóçëîì k ∈ Zd. Â ðîáîòi ðîçãëÿ-

äàþòüñÿ òàê çâàíi ïîìiðíi ãiááñîâi ìiðè, òîáòî äëÿ ÿêèõ sup
k∈Zd

∫
RZd

x2n
k dµ(x)

¹ ñêií÷åííîþ âåëè÷èíîþ äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N. Ïîòåíöiàëîì, ãiááñî-

âî¨ ñèñòåìè íàçèâàþòü ôóíêöiþ UΛ =
∑
k∈Λ

Φ(xk) +
∑
k∈Λ

(Bx)kxk, äå ôóíê-

öiÿ Φ ∈ C∞(R1) çðîñòà¹ íà íåñêií÷åííîñòi ðàçîì ç ñâî¨ìè ïîõiäíèìè íå

øâèäøå ïîëiíîìà, B � ñêií÷åííî-äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ. Òàêi ïîòåíöiàëè

íàçèâàþòü ïîòåíöiàëàìè ñêií÷åííîãî ðàäióñó âçà¹ìîäi¨.

Îñíîâíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ïiâãðóïà îïåðàòîðà åíåðãi¨ ãiááñîâî¨

ñèñòåìè Hµ, ÿêèé áóäó¹òüñÿ ÿê çàìèêàííÿ äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó

Hµ =
1

2

∑
k∈Zd

{
−∆k +

[
F (xk) +

∑
j : |j−k|≤r0

b(j − k)xj
] ∂
∂xk

}
,

âèçíà÷åíîãî íà ïðîñòîði Cn
0,cyl(RZd) öèëiíäðè÷íèõ n-ðàç äèôåðåíöiéîâà-

íèõ ôóíêöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì. Ñåíñ òàêîìó îïåðàòîðó íàäà¹òüñÿ â

ðàìêàõ òåîði¨ ôîðì Äiðiõëå [74,89], ðîçâèíåíî¨ â ðîáîòàõ Ñ. Àëüáåâåðiî,

Þ. Ã. Êîíòðàòü¹âà, Ø. Êóñóîêè, Ø. Ìà, Ì. Ðüîêíåðà, Ì. Ôóêóøèìè,

Ð. Õîåã-Êðîíà, Ë. Øòðàéòà òà ií. [33�35, 37, 79, 108, 109, 130, 156, 165].

Âiäïîâiäíà ïiâãðóïà iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê îïåðàòîð åâîëþöi¨ íåñêií÷åííî¨

ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòîê. Âèùå F (xk) = ∂kΦ(xk).

Ó äèñåðòàöi¨ ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ôóíêöiÿ F (x) ¹ ãëàäêîþ ñèìåòðè÷íîþ
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ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ ç óìîâîþ F (0) = 0, ùî çðîñòà¹ íà

íåñêií÷åííîñòi íå øâèäøå ïîëiíîìà ðàçîì ç óñiìà ñâî¨ìè ïîõiäíèìè

∃ κ > 0: ∀ j ≥ 0 ∃ Cj : |F (j)(x)−F (j)(z)| ≤ Kj|x−z|(1+|x|+|z|)κ. (1)

Ñòàëà κ > 1 íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðîì íåëiíiéíîñòi ñèñòåìè i ãðà¹ êëþ-

÷îâó ðîëü ó ôîðìóëþâàííi îñíîâíèõ òåîðåì.

Äðóãèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî ãëàäêèì âëàñòèâîñòÿì åâî-

ëþöi¨ ãiááñîâî¨ ñèñòåìè â íåñêií÷åííîâèìiðíèõ àíàëîãàõ ïðîñòîðiâ Ñî-

áîë¹âà L2(RZd, µ)-äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî

ðîçäiëó ïîëÿãà¹ â ïîáóäîâi ïðîñòîðiâ WΘ(µ), ùî çáåðiãàþòüñÿ ïiä äi¹þ

ïiâãðóïè, ãåíåðîâàíî¨ îïåðàòîðîì åíåðãi¨ Hµ. Öå îçíà÷à¹ ïåâíó ãëàäêiñòü

åâîëþöi¨ ãiááñîâî¨ ñèñòåìè.

Ïðîñòîðè WΘ(µ) áóäóþòüñÿ ÿê çàìèêàííÿ ìíîæèíè P∞cyl(RZd) (íåñêií-

÷åííî äèôåðåíöiéîâàíèõ öèëiíäðè÷íèõ ôóíêöié íå áiëüø íiæ ïîëiíîìi-

àëüíîãî ðîñòó ç óñiìà ñâî¨ìè ïîõiäíèìè) ó íîðìi

‖f‖2
WΘ(µ) =

∑
(p,C )∈Θ

∫
RZd

p(z) 〈C ∂mf, ∂mf〉 dµ(x),

äå z =
∑
k∈Zd

ak(1 + x2
k),

∑
k∈Zd

ak = 1, {ak} ∈ P. Ñêií÷åííèé íàáið âàã Θ =

{(p,C )} ñêëàäà¹òüñÿ ç ìîíîòîííî çðîñòàþ÷î¨ ôóíêöi¨ p(z) íå áiëüø íiæ

ïîëiíîìiàëüíîãî ðîñòó ðàçîì ç äðóãîþ ïîõiäíîþ òà ìàòðè÷íî¨ ìóëüòè-

âàãè C = C1 ⊗ · · · ⊗ Cm, Cj ∈ P, ùî çàäà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê

〈C ∂mf, ∂mf〉 =
∑

k1,...,km∈Zd
C1
k1
· · ·Cm

km
|∂k1

. . . ∂kmf |2,

P ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó ïîñëiäîâíîñòåé c = {ck}k∈Zd, òàêèõ, ùî ck > 0 i

δc = sup
|k−j|=1

|ck/cj| < ∞. Äî íàáîðó Θ òàêîæ âõîäèòü âàãà (p0,∅), ÿêà

âiäïîâiäà¹ ÷ëåíó
∫
RZd

p0(z)|f(x)|2 dµ(x). (Îçíà÷åííÿ 2.2.)
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Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîçäiëó 2 ïîëÿãà¹ â íàñòóïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà 2.10. Íåõàé µ � ãiááñîâà ìiðà ïîìiðíîãî ðîñòó ç ñêií÷åííèì

ðàäióñîì âçà¹ìîäi¨, i âèêîíàíà óìîâà (1). Íåõàé, êðiì òîãî, íàáið âàã Θ

çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó óìîâó i¹ðàðõi¨: äëÿ áóäü-ÿêèõ (p,C ) ∈ Θ òà ïàðè

i, j ∈ {1, . . . ,m}, i < j iñíó¹ âàãà (p̃, C̃ ) ∈ Θ, ÿêà îöiíþ¹ çâåðõó âàãó

(zκ+1p(z), Ĉ
ij

), òîáòî iñíó¹ òàêà ñòàëà K, ùî

zκ+1p(z) ≤ K · p̃(z), z ≥ 1,

{Ĉ
ij
}` ≤ K C̃

`
, ` = 1, . . . ,m− 1, (2)

äå íåðiâíiñòü (2) ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ïîêîîðäèíàòíà íåðiâíiñòü ìiæ âåêòîðà-

ìè ç P. Ìàòðèöÿ {Ĉ
ij
}i<j∈{1,...,m} áóäó¹òüñÿ ïî ìàòðèöi C çà ïðàâèëîì

{Ĉ
ij
} = C1 ⊗ . . .

î
⊗(A)−(κ+1)C iCj

↑j
⊗ . . . ⊗ Cm. Ñêîðî÷åííÿ C1 ⊗ . . .

î
⊗Cs

îçíà÷à¹, ùî ó òåíçîðíîìó äîáóòêó i-òèé ìíîæíèê îïóùåíèé, à C1 ⊗

. . . ⊗ B
↑j
⊗ . . . ⊗ Cs îçíà÷à¹, ùî íà j-òîìó ìiñöi ó òåíçîðíîìó äîáóòêó

ñòî¨òü ìàòðèöÿ B. Ìàòðèöÿ A ¹ äiàãîíàëüíîþ ç åëåìåíòàìè {ak}k∈Zd,∑
k∈Zd ak = 1.

Òîäi çàìèêàííÿ îïåðàòîðà H̃µ

WΘ(µ)
ãåíåðó¹ ñèëüíî íåïåðåðâíó êâàçi-

ñòèñêàþ÷ó ïiâãðóïó ó ïðîñòîði WΘ(µ), i âèêîíàíà ðiâíîìiðíà îöiíêà:

∃ MΘ : ∀Q ⊆ Zd : ‖ exp(−tH̃Q

WΘ(µ)
) ‖L(WΘ(µ)) ≤ eMΘt.

Ïðèíöèïîâà ñêëàäíiñòü, ùî ìîæå âèíèêàòè ó âèïàäêó iñòîòíî íåëiíié-

íèõ çðîñòàþ÷èõ êîåôiöi¹íòiâ îïåðàòîðà åíåðãi¨ (ùî ¹ ïðèðîäíèì ç òî÷êè

çîðó ôiçè÷íèõ çàñòîñóâàíü), ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âiäïîâiäíà ïiâãðóïà ó

ïðîñòîði ç ðiâíîìiðíîþ òîïîëîãi¹þ, ìîæå íå áóòè ñèëüíî íåïåðåðâíîþ.

Âiäïîâiäíèé ïðèêëàä íàâåäåíî íà ïî÷àòêó ðîçäiëó 3. Ó òàêié ñèòóàöi¨

çàñòîñóâàííÿ ñòàíäàðòíî¨ òåîði¨ îïåðàòîðiâ òà òåîði¨ ñèëüíî íåïåðåðâíèõ

ïiâãðóï ñòà¹ íåìîæëèâèì.
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Ó ðîçäiëi 3 äèñåðòàöi¨ ðîçðîáëÿ¹òüñÿ ïiäõiä, ÿêèé äà¹ ìîæëèâiñòü äî-

ñëiäèòè ãëàäêi âëàñòèâîñòi ïiâãðóïè, ãåíåðîâàíî¨ îïåðàòîðîì Hµ, â ïðî-

ñòîðàõ ôóíêöié íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ ç ðiâíîìiðíîþ òîïîëîãi¹þ

íà ïîõiäíi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó. Öå ñòà¹ ìîæëèâèì â ïåðøó ÷åðãó çàâäÿ-

êè ìîæëèâîñòi ïîâ'ÿçàòè ïiâãðóïó, ãåíåðîâàíó îïåðàòîðîì Hµ, ç ôåëå-

ðiâñüêîþ ïiâãðóïîþ, àñîöiéîâàíîþ ç íåëiíiéíèì ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåí-

öiàëüíèì ðiâíÿííÿì â íåñêií÷åííî-âèìiðíîìó ïðîñòîði, çà ôîðìóëîþ:

(e−tHµf)(x) = Ef(ξxt ), (3)

äå ξxt = {ξk,t(x)}k∈Zd ¹ ðîçâ'ÿçêîì íåëiíiéíîãî ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöi-

àëüíîãî ðiâíÿííÿ

ξk,t = xk +Wk,t −
1

2

∫ t

0

{F (ξk,s) +
∑

j : |j−k|≤r0

b(j − k)ξj,s}ds. (4)

Òóò Wk,t ïîçíà÷àþòü êîïi¨ íåçàëåæíèõ îäíîâèìiðíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðî-

öåñiâ, E � ñåðåäí¹ ïî öèëiíäðè÷íié ìiði Âiíåðà WZd, çàäàíié íà öè-

ëiíäðè÷íîìó ïðîñòîði ΩZd = ×
k∈Zd

Ωk, Ωk = C0(R+,R), k ∈ Zd (äèâ.,

íàïðèêëàä, [87, 88]). Òàêîãî ðîäó ñòîõàñòè÷íi ðiâíÿííÿ âèâ÷àëèñÿ â ðî-

áîòàõ Þ.Ë. Äàëåöüêîãî, Äæ. Äà Ïðàòî, Æ.-Ä. Äîé÷åëÿ, Ê. Åëâîðñi,

ß. Çÿá÷èêà, Í.Â. Êðèëîâà, Å. Ïàðäó, Á.Ë. Ðîçîâñüêîãî, Ä. Ñòðóêà òà

ií. [10, 16, 25, 80, 86, 91, 95, 98, 179, 182] íà ïðåäìåò iñíóâàííÿ òà ¹äèíî-

ñòi ¨õíüîãî ðîçâ'ÿçêó. Ïðîòå ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ïèòàííÿ ïðî çáåðåæåííÿ

ïðîñòîðiâ äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié ïiä äi¹þ ïiâãðóïè, çàäàíî¨ çà äî-

ïîìîãîþ ðiâíîñòi (3), ç âðàõóâàííÿì ïðåäñòàâëåííÿ

∂(m)Ptf(x) =
m∑
`=1

∑
β1∪···∪β`={1,...,m}

E 〈 ∂(`)f(ξxt ), ξβ1
. . . ξβ` 〉, (5)

äëÿ ïîõiäíèõ ïiâãðóïè Ptf = e−tHµf , âèìàãà¹ áiëüø äåòàëüíîãî äîñëi-

äæåííÿ âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü (4), çîêðåìà, íà ïðåäìåò
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éîãî íåïåðåðâíîñòi òà äèôåðåíöiéîâàíîñòi çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ. Ñàìå

öèì ïèòàííÿì ïðèñâÿ÷åíà ÷àñòèíà ðîçäiëó 3. Òóò äîñëiäæóþòüñÿ âàði-

àöi¨ ξβ ïðîöåñó ξxt çà ïî÷àòêîâèì äàíèì x ç ìåòîþ îòðèìàòè êiëüêiñíi

îöiíêè íà ¨õ ïîâåäiíêó â ïåâíèõ ãëîáàëüíèõ íîðìàõ.

Äëÿ âèðiøåííÿ öüîãî êîëà çàäà÷ ó ðîçäiëi 3 äèñåðòàöi¨ çàïðîïîíîâà-

íî ïiäõiä íåëiíiéíèõ îöiíîê íà âàðiàöi¨ ξτ , τ = j1, . . . , jn, ji ∈ Zd ÿêèé

äîçâîëÿ¹ íå òiëüêè îòðèìàòè êiëüêiñíi îöiíêè íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ

âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü, àëå i ïiäêàçàòè ñïîñiá ïiäáîðó òîïîëîãié â ãëîáàëü-

íèõ ïðîñòîðàõ äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié, ÿêi çáåðiãàþòüñÿ ïiä äi¹þ ïiâ-

ãðóïè (3). Ïðè öüîìó âàðiàöiÿ ξτ = {ξk,τ}k∈Zd iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê ïîõiäíà

âèñîêîãî ïîðÿäêó ïðîöåñó ξx
0

t =: ξ0 çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ x0 = {x0
k}k∈Zd:

ξk,τ = ∂τξ
0
k(t, x

0) =
∂|τ |ξ0

k(t, x
0)

∂x0
jn
. . . ∂x0

j1

, τ = {j1, . . . , jn},

òîáòî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ:
dξk,τ
dt

= −F ′(ξ0
k)ξk,τ −

∑
j : |j−k|≤r0

b(k − j)ξj,τ − ϕk,τ ;

ξk,τ(0) = xk,τ .

(6)

Ãîëîâíà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (6) íåëiíiéíèì ÷èíîì çàëåæèòü âiä ðîçâ'ÿçêó

âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ ξ0, à íåîäíîðiäíà ÷àñòèíà ϕk,τ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

ϕk,τ(ξ
0, ξγ, γ ⊂ τ, γ 6= τ) =

∑
γ1∪···∪γ`=τ, `≥2

F (`)(ξ0)ξk,γ1
. . . ξk,γ`. (7)

Ñóìóâàííÿ â (7) âåäåòüñÿ ïî âñiì ìîæëèâèì ïiäðîçáèòòÿì ìíîæèíè τ =

{j1, . . . , jn}, ji ∈ Zd íà ïiäìíîæèíè, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ γ1, . . . , γ` ⊂ τ ,

|γ1|+ · · ·+ |γ`| = |τ |, ` ≥ 2, |γi| ≥ 1.

Ñèñòåìà (6) ¹ íåàâòîíîìíîþ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íå-

îáìåæåíèìè îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi íåëiíiéíèì ÷èíîì çàëå-

æàòü âiä ðîçâ'ÿçêó ξ0 âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ (4). Êðiì òîãî, íåàâòîíîìíà
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÷àñòèíà ñèñòåìè ðiâíÿíü (6) íåëiíiéíèì òà ìóëüòèïëiêàòèâíèì ÷èíîì çà-

ëåæèòü âiä âàðiàöié ìåíøèõ ïîðÿäêiâ i ìà¹ ìiñöå ïåâíà �ïðîïîðöiéíiñòü�

ìiæ ¨¨ ëiâîþ òà ïðàâîþ ÷àñòèíàìè, ÿêó íåôîðìàëüíî ìîæíà âèðàçèòè íà-

ñòóïíèì ÷èíîì: ‖ξ(1)
t ‖ ∼

n

√
‖ξ(n)

t ‖. Òàêå ñïîñòåðåæåííÿ ìîòèâó¹ ââåñòè

íåëiíiéíèé âèðàç, ùî âiäîáðàæà¹ öþ ñèìåòðiþ:

ρτ(ξ; t) = E
n∑
`=1

{
p`(zt)

∑
γ⊆τ, |γ|=`

‖ξγ ‖
mγ

`mγ (cγ)

}
,

äå τ = {j1, . . . , jn}, ji ∈ Zd, p` ¹ ïîëiíîìiàëüíèìè ôóíêöiÿìè, ùî çàëå-

æàòü âiä zt = ‖ξ0(t, x0) ‖2
`2(a) òà mγ = m1/|γ|, äå |γ| ïîçíà÷à¹ ÷èñëî òî÷îê

ìíîæèíè γ ⊂ Zd.

Òåîðåìà 3.7. (Íåëiíiéíà îöiíêà íà âàðiàöi¨) Íåõàé F çàäîâîëüíÿ¹ óìî-

âó (1) i ïðîöåñè ξ0, ξτ ¹ ñèëüíèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿíü (4), (6) ç ïî÷àòêî-

âèìè óìîâàìè x0 ∈ `2(κ+1)2(a) òà xγ ∈ `mγ
(dcγ), γ ⊆ τ äëÿ dk ≥ a

−κ
2m1

k ,

a, d ∈ P,
∑

k∈Zd ak = 1. Íåõàé m1 ≥ |τ | òà ∀ γ ⊆ τ , mγ = m1/|γ|. Ïðèïó-

ñòèìî, ùî

1. äëÿ âåêòîðiâ {cγ}γ⊆τ âèêîíàíà íàñòóïíà óìîâà: ∀ τ = {j1, . . . , jn}, ji ∈

Zd òà äëÿ äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ ìíîæèíè τ íà íåïóñòi ïiäìíîæèíè

γ1, . . . , γ`, ` ≥ 2, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, iñíó¹ òàêà ñòàëà Rτ,γ1,...,γ`, ùî

∀ k ∈ Zd : [ck,τ ]
|τ |a
−κ+1

2 m1

k ≤ Rτ,γ1,...,γ`[ck,γ1
]|γ1| . . . [ck,γ`]

|γ`|.

2. ìîíîòîííî çðîñòàþ÷i ôóíêöi¨ íå áiëüøå íiæ ïîëiíîìiàëüíîãî ðîñòó

pi(z), i = 1, . . . , n çàäîâîëüíÿþòü i¹ðàðõiþ: ∃ Kp ∀ j = 2, . . . , n,

∀ i1, . . . , i` : i1 + · · ·+ i` = j, ` ≥ 2:

[pj(z)]j(1 + z)
κ+1

2 m1 ≤ Kp[pi1(z)]i1 . . . [pi`(z)]i`.

Òîäi iñíó¹ òàêà ñòàëà M ∈ R1, ùî

ρτ(ξ; t) ≤ eMtρτ(ξ; 0). (8)
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Ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6) (îçíà÷åííÿ 3.6) ðîçóìi¹òüñÿ â ñòàí-

äàðòíîìó ñåíñi òåîði¨ Êàòî�Êüîìóðè (äèâ., íàïðèêëàä, [135]).

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ðîçäiëó 3 ¹ òåîðåìà 3.19 ïðî çáåðåæåííÿ ïðî-

ñòîðiâ äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié CΘ,r(`2(a)), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòó-

ïíèì ÷èíîì.

Îçíà÷åííÿ 3.17. Íåõàé r ≥ 0, n ≥ 1 i Θ = Θ1 ∪ · · · ∪ Θn � äåÿêèé

íàáið âàã. Ôóíêöiÿ f íàëåæèòü ïðîñòîðó íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíèõ

ôóíêöié CΘ,r, ÿêùî f ∈ Lipr i âèêîíàíi íàñòóïíi ïðèïóùåííÿ:

1.Ôóíêöiÿ f ìà¹ ÷àñòèííi ïîõiäíi {∂(1)f, . . . , ∂(n)f} äî ïîðÿäêó n ∂τf(x) =

{∂(m)f(x)}j1...jm τ = {j1, . . . , jm}, ji ∈ Zd, m = 1, . . . , n, ÿêi ¹ íåïåðåðâíè-

ìè, i äëÿ äîâiëüíî¨ h ∈ X∞([a, b]) ìàþòü ìiñöå iíòåãðàëüíi ñïiââiäíîøåí-

íÿ:

f(x0 + h(·))
b

a

=

∫ b

a

∑
k∈Zd

∂kf(x0 + h(s))h′k(s) ds,

∂τf(x0 + h(·))
b

a

=

∫ b

a

∑
k∈Zd

∂τ∪{k}f(x0 + h(s))h′k(s) ds, |τ | ≤ n− 1.

2. Íîðìà ¹ ñêií÷åííîþ:

‖f ‖CΘ,r
= ‖f ‖Lipr + max

m=1,...,n
‖∂(m)f ‖Θm <∞,

äå

‖u(m) ‖Θm = sup
x∈`2(a)

max
(pm,Gm)∈Θm

|||u(m)(x)|||Gm
pm( ‖x ‖2

`2(a))
,

|||u(m)(x)|||2Gm =
∑

τ={j1,...,jm}⊂Zd
G1
j1
. . . Gm

jm
|uτ(x)|2

äëÿ Gm = G1 ⊗ · · · ⊗Gm, X∞([a, b]) = ∩
p≥1,c∈P

AC∞([a, b], `p(c)),

AC∞([a, b], X) = {h ∈ C([a, b], X) : ∃ h′ ∈ L∞([a, b], X)} � ïðîñòið àá-

ñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â äåÿêîìó áàíàõîâîìó ïðî-

ñòîði X. ×åðåç Lipr = Lipr(`m(a)), m ≥ 2, r ≥ 0 ïîçíà÷à¹òüñÿ ïðîñòið
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íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íàä `m(a), îñíàùåíèé íîðìîþ

‖f‖Lipr = sup
x∈`m(a)

|f(x)|
(1 + ‖x‖`m(a))r+1

+

+ sup
x,y∈`m(a)

|f(x)− f(y)|
‖x− y‖`m(a)(1 + ‖x‖`m(a) + ‖y‖`m(a))r

.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ðîçäiëó ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà 3.19. Íåõàé F çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1), i íàáið âàã Θ = Θ1 ∪

· · · ∪ Θn, n ∈ N ¹ êâàçi-ñòèñêàþ÷èì ç ïàðàìåòðîì κ, òîáòî äëÿ áóäü-

ÿêîãî m = 2, . . . , n òà ïàðè (p,G) ∈ Θm, äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ {1, . . . ,m},

i 6= j, iñíó¹ òàêà âàãà (p̃, G̃) ∈ Θm−1, ùî

∃ K : ∀ z ∈ R1
+ (1 + z)

κ+1
2 p̃(z) ≤ Kp(z),

(Ĝ{i,j})` ≤ K G̃`, ` = 1, . . . ,m− 1.

Òîäi ïiâãðóïà Pt (3) çáåðiãà¹ ïðîñòîðè CΘ,r, òîáòî ∀ t ≥ 0 Pt : CΘ,r → CΘ,r,

i ∃ K,M ∀ f ∈ CΘ,r : ‖Ptf ‖CΘ,r
≤ KeMt ‖f ‖CΘ,r

.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ñïèðà¹òüñÿ íà íàñëiäîê íåëiíiéíî¨ îöiíêè (8) òà

Òåîðåìè 3.12, 3.13, 3.15 òà 3.16, â ÿêèõ ïîñëiäîâíî äîâîäèòüñÿ ðîçâ'ÿçíiñòü

âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü òà ¨õ íåïåðåðâíà çàëåæíiñòü i äèôåðåíöiéîâàíiñòü çà

ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ. Êðiì òîãî, â öüîìó æ ðîçäiëi äîâåäåíà òåîðåìà 3.21

ïðî ùiëèíó ìiæ òîïîëîãiÿìè íåïåðåðâíîñòi òà îáìåæåíîñòi ïîõiäíèõ ó

íåëiíiéíîìó âèïàäêó òà òåîðåìà ïðî ðåãóëÿðíi âëàñòèâîñòi ïiâãðóïè (3)

ó âèïàäêó çìiííîãî äèôóçiéíîãî êîåôiöi¹íòà (òåîðåìà 3.30).

Ó ðîçäiëi 4 äèñåðòàöi¨ äîñëiäæóþòüñÿ ïîäàëüøi ïèòàííÿ ðåãóëÿðíîñòi

åâîëþöi¨ îïåðàòîðà Hµ, òîáòî ïiâãðóïè (3), çîêðåìà íà ïðåäìåò ïiäâèùå-

ííÿ ãëàäêîñòi ïiä ¨¨ äi¹þ. Îñíîâíîþ â äàíîìó ðîçäiëi ¹ òåîðåìà 4.7.

Òåîðåìà 4.7. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè 3.19 i íàáið âàã Θ ¹ êâàçi-

ñòèñêàþ÷èì ç ïàðàìåòðîì κ. Ïîçíà÷èìî DΘ çàìèêàííÿ â íîðìi CΘ,r
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ôóíêöié f ∈ P∞cyl(RZd) òàêèõ, ùî ‖f‖CΘ,r
<∞. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãîm ≥ 1,

f ∈ DΘ òà t > 0 ìà¹ìî Ptf ∈ C(Θ)m,r, i iñíóþòü òàêi ñòàëi KΘ,m, MΘ,m,

ùî âèêîíàíà îöiíêà

‖Ptf‖C(Θ)m,r
≤ 1

tm/2
KΘ,me

MΘ,mt‖f‖CΘ,r
, t > 0.

Íàáið (Θ)m=
m
∪
i=0

T iκΘ, áóäó¹òüñÿ ïî Θ={(p,G1⊗ · · · ⊗Gs)}, äå (Θ)0 = Θ,

TκΘ = {
(

(1+z)κ+1p(z), G1⊗ . . . Gj⊗Aκ+2⊗Gj+1⊗ . . . Gs
)
, j = 0, . . . , s}.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ñïèðà¹òüñÿ íà ñïåöiàëüíó ôîðìóëó iíòåãðóâàí-

íÿ ÷àñòèíàìè äëÿ âiíåðiâñüêèõ ôóíêöiîíàëiâ (òåîðåìà 4.3). Öå äîçâîëÿ¹

ðîçâèíóòè ìåòîä íåëiíiéíèõ îöiíîê i çàñòîñóâàòè éîãî äëÿ äîñëiäæåííÿ

ïèòàííÿ ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi.

Òåîðåìà 4.3. Íåõàé âèêîíàíi ïîïåðåäíi óìîâè i ξ0(t, x0) ¹ óçàãàëüíå-

íèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4) ç ïî÷àòêîâèì äàíèì x0 ∈ `2(a). Äëÿ äåÿêîãî

âåêòîðà v ∈ RZd ç ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ íåíóëüîâèõ êîîðäèíàò ðîçãëÿ-

íåìî ïðîöåñ

Γtv = [Id+ t(F ′(ξ0(t, x0)) +B)]v,

ùî íàëåæèòü òàê çâàíîìó ïðîñòîðó ëîêàëüíèõ íàïðÿìêiâ Jcyl. Òîäi ñòî-

õàñòè÷íà ïîõiäíà ó íàïðÿìêó ut = Γtv ìà¹ âèãëÿä

DΓvξ
0(t, x0) = tv.

Êðiì òîãî, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè:

E 〈 ∂f(ξ0
t ), v 〉`2(1)Ψ =

1

t
E f(ξ0

t )
{

Ψ

∫ t

0

〈Γsv, dW (s) 〉`2(1) −DΓvΨ
}

äëÿ âñiõ Ft-âèìiðíèõ ñòîõàñòè÷íî äèôåðåíöiéîâàíèõ â íàïðÿìêàõ Jcyl

ôóíêöiîíàëiâ Ψ ∈ Dloc(Ω) òà ôóíêöié f ∈ P∞cyl(RZd), t > 0.

Ó ðîçäiëàõ 5 òà 6 äîñëiäæóþòüñÿ âiäïîâiäíî ïèòàííÿ çáåðåæåííÿ òà

ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi äëÿ îïåðàòîðiâ åâîëþöi¨ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ íà
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íåêîìïàêòíèõ ðiìàíîâèõ ìíîãîâèäàõ. Ãîëîâíà ñêëàäíiñòü, ÿêà òóò âè-

íèêà¹, ïîâ'ÿçàíà íå òiëüêè ç iñòîòíîþ íåëiíiéíiñòþ êîåôiöi¹íòiâ äèôó-

çiéíîãî ðiâíÿííÿ, àëå i ç íåëiíiéíiñòþ ïðîñòîðó, íàä ÿêèì öå ðiâíÿííÿ

ðîçãëÿäà¹òüñÿ. Îñíîâíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ â äàíèõ ðîçäiëàõ ¹ íåëi-

íiéíå äèôóçiéíå ðiâíÿííÿ

δξxt = A0(ξ
x
t )dt+

d∑
α=1

Aα(ξxt )δW α
t , ξx0 = x, (9)

ÿêå ðîçãëÿäà¹òüñÿ íà íåêîìïàêòíîìó ãëàäêîìó ïîâíîìó çâ'ÿçíîìó ði-

ìàíîâîìó ìíîãîâèäi M áåç êðàþ. Âèùå δW α ïîçíà÷à¹ äèôåðåíöiàëè

Ñòðàòîíîâè÷à îäíîâèìiðíèõ íåçàëåæíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâW α
t , α =

1, . . . , d. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (9) ðîçóìi¹òüñÿ ó ñòàíäàðòíîìó ñåíñi [97,99,

134]. Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíiõ ðîçäiëiâ ïèòàííÿ ïðî ãëàäêi âëàñòèâîñòi

àñîöiéîâàíî¨ ç ðiâíÿííÿì (9) ïiâãðóïè çâîäèòüñÿ äî ïèòàííÿ ðåãóëÿðíîñòi

ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ.

Ïðè ñòàíäàðòíîìó ïiäõîäi äî çàäà÷i ðåãóëÿðíîñòi çà ïî÷àòêîâîþ óìî-

âîþ ðîçâ'ÿçîê äèôóçiéíîãî ðiâíÿííÿ (9) ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê âèïàäêîâå âiä-

îáðàæåííÿ: M 3 x → ξxt ∈ M , i ïîõiäíà âèñîêîãî ïîðÿäêó çà ïî÷à-

òêîâîþ óìîâîþ x ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ïðîöåñ dnxξ
x
t . Ïðè öüîìó îïåðàòîð äè-

ôåðåíöiþâàííÿ d : TM → TM çàäà¹òüñÿ íà äîòè÷íîìó ïðîñòîði TM

ìíîãîâèäó. Ïðè öüîìó ñëiä çàçíà÷èòè, ùî äëÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó îïå-

ðàòîð d : TM → TM , ùî ñïiâïàäà¹ ç ÷àñòèííîþ ïîõiäíîþ, ¹ òåíçîð-

iíâàðiàíòíèì. Íåiíâàðiàíòíiñòü ïîõiäíèõ âèùîãî ïîðÿäêó âèðiøó¹òüñÿ çà

äîïîìîãîþ ââåäåííÿ òàê çâàíèõ êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ. Ïðîòå, äëÿ òî-

ãî, ùîá çàñòîñóâàòè, ðîçâèíóòi â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ ìåòîäè, íåîáõiäíî

ìàòè òàêîæ iíâàðiàíòíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ïîõiäíèõ ïiâãðóïè àíàëîãi÷íå

(5), ùî ¹ íåìîæëèâèì â òåðìiíàõ çâè÷àéíèõ êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ íà
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âàðiàöi¨. Òîìó â ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî íîâèé òèï iíâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ

∇∇(n)ξxt (âàðiàöié ïðîöåñó ξ
x
t çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ), â òåðìiíàõ ÿêèõ ìà¹

ìiñöå iíâàðiàíòíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ ïiâãðóïè Pt

(òåîðåìà 5.17):

∇x
γPtf(x) =

∑
γ1∪···∪γs=γ

E
(
∇ξ
{j1,...,js}f

)
(ξxt )∇∇γ1

ξj1t . . .∇∇γsξ
js
t .

Òóò âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ∇x
γ = ∇x

k1
. . .∇x

kn
, γ = {k1, . . . , kn} äëÿ ñòàí-

äàòíèõ êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ íà ìíîãîâèäi.

Äëÿ ìíîæèíè iíäåêñiâ γ = {k1, . . . , kn} âàðiàöi¹þ ïðîöåñó ξxt ïîðÿäêó

|γ| íàçèâà¹òüñÿ ïðîöåñ ∇∇γξ
x
t , ÿêèé çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèìè ðåêóðåíòíèìè

ñïiââiäíîøåííÿìè:
∇∇k(ξ

x
t )m =

∂(ξxt )m

∂xk
,

∇∇k(∇∇γ(ξ
x
t )m) = ∇x

k(∇∇γ(ξ
x
t )m) + Γ m

p q(ξ
x
t )∇∇γ(ξ

x
t )p

∂(ξxt )q

∂xk
,

äå ∇x
k(∇∇γξ

m) ïîçíà÷à¹ êëàñè÷íó êîâàðiàíòíó ïîõiäíó ïî çìiííié x.

Ôàêòè÷íî, òàêèì ÷èíîì ââåäåíà âàðiàöiÿ ¹ âåêòîðíèì ïîëåì çà çìií-

íîþ ξxt òà êîâåêòîðíèì ïîëåì ïîðÿäêó |γ| ïî çìiííié x:

∇∇(n)ξxt = {∇∇γ(ξ
x
t )m}|γ|=n ∈ TξxtM ⊗ (T ∗xM)⊗n.

Öå äà¹ ìîæëèâiñòü çàäàòè iíâàðiàíòíó íîðìó âàðiàöi¨:

‖∇∇(j)ξxt ‖2 = gmn(ξ
x
t )

[
j∏
s=1

gisks(x)

]
∇∇i1,...,ijξ

m
t · ∇∇k1,...,kjξ

n
t ,

äå gmn òà gik ïîçíà÷àþòü ìåòðè÷íèé i îáåðíåíèé ìåòðè÷íèé òåíçîðè ìíî-

ãîâèäó, i ââåñòè âiäïîâiäíèé íåëiíiéíèé âèðàç:

rn(ξ, t) =
n∑
j=1

E pj(ρ
2(ξxt , o))‖∇∇(j)ξxt ‖ q/j,

äå o ∈ M � äåÿêà ôiêñîâàíà òî÷êà ìíîãîâèäó, ρ(x, y) � ãåîäåçè÷íà âiä-

ñòàíü ìiæ òî÷êàìè x, y. Òàêèì ÷èíîì, ñòðîãèé àíàëiç âëàñòèâîñòåé ïiâ-
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ãðóïè, àñîöiéîâàíî¨ ç äèôóçiéíèì ðiâíÿííÿì (9), âèìàãà¹ äîñëiäæåííÿ

âëàñòèâîñòåé ââåäåíèõ âèùå âàðiàöié, ùî ïðîâåäåíî ó âiäïîâiäíèõ òåî-

ðåìàõ öèõ ðîçäiëiâ.

Íåõàé ~qκ = (q0, q1, . . . , qn), qi ≥ 1 ïîçíà÷à¹ íàáið ìîíîòîííèõ ôóíêöié

íà R+ ïîëiíîìiàëüíî¨ ïîâåäiíêè, ùî çàäîâîëüíÿþòü i¹ðàðõiþ

∀ i ≥ 1 qi(z)(1 + z)κ/2 ≤ qi+1(z), z ≥ 0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Cn
~q(κ)(M) ïðîñòið n-ðàç íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâà-

íèõ ôóíêöié íà ìíîãîâèäi M , îñíàùåíèé íîðìîþ

‖f ‖Cn~q(κ)(M) = max
i=0,...,n

sup
x∈M

‖(∇x)if(x) ‖
qi(ρ2(x, o))

.

Òåîðåìà 5.18.Ïðèïóñòèìî, ùî êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (9) çàäîâîëüíÿþòü

íàñòóïíi óìîâè:

1. ∀C ∈ R+ ∃ KC ∈ R1 ùî ∀x ∈M

〈 Ã0(x),∇xρ2(o, x)〉+ C
d∑

α=1

‖Aα(x)‖2 ≤ KC(1 + ρ2(o, x));

2. ∀C,C ′ ∈ R+ ∃ KC ∈ R1 òàêà, ùî ∀x ∈M , ∀h ∈ TxM

〈∇Ã0(x)[h],h〉+C
d∑

α=1

‖∇Aα(x)[h]‖2−C ′
d∑

α=1

〈Rx(Aα(x),h)Aα(x),h〉≤KC‖h‖2,

äå [R(A, h)A]m = R m
p `qA

pA`hq ïîçíà÷à¹ îïåðàòîð êðèâèíè.

3. äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N iñíóþòü òàêi ñòàëi κ0, κα, κR, ùî äëÿ âñiõ

j = 1, . . . , n i x ∈M :

‖(∇)jÃ0(x) ‖ ≤ (1 + ρ(x, o))κ0,

‖(∇)jAα(x) ‖ ≤ (1 + ρ(x, o))κα,

‖(∇)jR(x) ‖ ≤ (1 + ρ(x, o))κR.
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Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ïðîñòîðè Cn
~q(κ)(M) çáåðiãà¹òüñÿ ïiä äi¹þ ïiâ-

ãðóïè ∀ t ≥ 0 Pt : C
n
~q(κ)(M)→ Cn

~q(κ)(M) òà ∃ K,M òàêi, ùî

∀ f ∈ Cn
~q (M) ‖Ptf ‖Cn~q (M) ≤ KeMt ‖f ‖Cn~q (M).

Òåîðåìà 6.9. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè 5.18 òà íåõàé, êðiì òîãî,

iñíó¹ òàêà ñòàëà κ1, ùî inf
‖Aσ(x)‖

(1 + ρ2(x, o))κ1
> 0. Òîäi ∃ K òà N ∈ R1, ùî

äëÿ t > 0 Pt : C
n
~q(κ)(M)→ Cn+m

~q(κ),qn+1(κ),...,qn+m(κ)(M), i ìà¹ ìiñöå îöiíêà

‖Ptf‖Cn+m
~q(κ),qn+1(κ),...,qn+m(κ)

≤ KeNt

tm/2
‖f‖Cn~q(κ)

.

Ðîçäië 7 äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíèé äîâåäåííþ ïðèíöèïó íàéìåíøî¨ äi¨ äëÿ

íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ, ùî ¹ óçàãàëüíåííÿì òàê çâàíîãî ðiâíÿííÿ ïîðèñ-

òîãî ñåðåäîâèùà:
∂u

∂t
= ∆(‖u‖m−1u). (10)

ÍåõàéDµ(M) ïîçíà÷à¹ íåñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið äèôåîìîðôiçìiâ,

ùî çáåðiãàþòü îá'¹ì µ ìíîãîâèäó M . Ïðàâî-iíâàðiàíòíà ìåòðèêà íà Dµ

â òî÷öi g ∈ Dµ çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì:(
X, Y

)
=

∫
M

〈X(x), Y (x)〉xdµ(x),

äå X, Y ∈ TgDµ, 〈·, ·〉x � ìåòðèêà íà TxM ç âiäïîâiäíîþ íîðìîþ ‖ · ‖x.

Ìíîãîâèä, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ â öüîìó ðîçäiëi, ¹ N -âèìiðíèì òîðîì T,

N ∈ N, âiäïîâiäíî ìiðà dx ¹ íîðìîâàíîþ ìiðîþ Ëåáåãà íà òîði.

Äëÿ äåÿêîãî ãëàäêîãî áåçäèâåðãåíòíîãî çìiííîãî çà ÷àñîì âåêòîðíîãî

ïîëÿ (t, x) 7→ vt(x) ∈ TxT âèçíà÷èìî ïîòiê, ãåíåðîâàíèé v̇t: et(v) ∈ Dµ(T)

ÿê ðîçâ'ÿçîê çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ:

det(v)

dt
= v̇t(et(v)), e0(v) = IIT. (11)

Äèôåîìîðôiçì et(v) ãðà¹ ðîëü çáóðåííÿì òîòîæíîãî âiäîáðàæåííÿ ó

ïðîñòîðiDµ(T). Ðîçâ'ÿçíiñòü ðiâíÿííÿ (11) âèïëèâà¹ ç êîìïàêòíîñòi T òà
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ãëàäêîñòi v. Ðîçãëÿíåìî çàëåæíå âiä ÷àñó áåçäèâåðãåíòíå âåêòîðíå ïîëå

u, çàäàíå íà [0, T ]×T, òîáòî
∑N

j=1 ∂ju
j ≡ 0. Îïåðàòîð L(ut) : C∞(T,RN)→

C∞(T,RN) çàäàìî ôîðìóëîþ: L(ut)f =
1

2
∆f + ut · ∇f.

Íåõàé q > 1. Ôóíêöiîíàëîì q-åíåðãi¨ íàçèâà¹òüñÿ íàñòóïíà âåëè÷èíà:

Eq(u, v) =
1

q

∫ T

0

∫
T

∥∥∥[(∂t + L(ut)
)
et(v)

]
(e−1
t (v)(x))

∥∥∥q dx dt,
äå e−1

t (v) � îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî äèôåîìîðôiçìà et(v) : T→ T.

Îçíà÷åííÿ 7.3. Ñêàæåìî, ùî u ¹ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ ôóíêöiîíàëà

Eq, ÿêùî äëÿ âñiõ áåçäèâåðãåíòíèõ, çìiííèõ ó ÷àñi âåêòîðíèõ ïîëiâ v

òàêèõ, ùî v0 = 0 i vT = 0 ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ:

d

dε

∣∣∣
ε=0

Eq(u, εv) = 0.

Òåîðåìà 7.4. Áåçäèâåðãåíòíå âåêòîðíå ïîëå ut ¹ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ

ôóíêöiîíàëà Eq, q ≥ 2 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ ôóíêöiÿ P (x) òàêà,

ùî âèêîíàíî ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
=

(
−u · ∇+

1

2
∆

)(
‖u‖q−2u

)
+∇P. (12)

Ðiâíÿííÿ (12) â ëiòåðàòóði íàçèâà¹òüñÿ âàãîâèì ðiâíÿííÿì ïîðèñòîãî

ñåðåäîâèùà [94,163], i ¹ óçàãàëüíåííÿì ðiâíÿííÿ (10).

Êðiì òîãî, â äàíîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ iñíó-

âàííÿ óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âàðiàöiéíó çàäà÷ó ç

ôóíêöiîíàëîì óçàãàëüíåíî¨ q-åíåðãi¨.

Îçíà÷åííÿ 7.11. Ñêàæåìî, ùî áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ Θt(·, ·) ¹ óçà-

ãàëüíåíèì ïîòîêîì, ÿêùî êîæíié ïàði ϕ, ψ ∈ C∞(M) ñòàâèòüñÿ ó âiä-

ïîâiäíiñòü íåïåðåðâíèé ïðîöåñ t 7→ Θt(ϕ, ψ), âèçíà÷åíèé íà ñïiëüíîìó

éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði ç ñïiëüíîþ äëÿ âñiõ ϕ, ψ ôiëüòðàöi¹þ, i äëÿ ÿêî-
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ãî, êðiì òîãî, ∀ϕ, ψ, ϕ1, ψ1 ∈ C∞(M) âèêîíàíi íàñòóïíi óìîâè:

(1) Θt(ϕ, 1) ≡
∫
M

ϕ(x) dx,

(2) Θt(1, ψ) ≡
∫
M

ψ(x) dx, ì.â. äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ],

(3) Θ0(ϕ, ψ) = (ϕ, ψ)L2(M);

(4) äëÿ ϕ, ψ ≥ 0 âèïëèâà¹ Θt(ϕ, ψ) ≥ 0 ì.â.;

(5) |Θt(ϕ, ψ)| ≤ ‖ϕ‖L2(M)‖ψ‖L2(M), ì.â. äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ];

(6) d [Θ(ϕ, ψ),Θ(ϕ1, ψ1)]t =
∑
iκ1

Θt

(
ϕ, 〈∇ψ, σi〉

)
·Θt

(
ϕ1, 〈∇ψ1, σi〉

)
dt.

Ñêàæåìî, ùî óçàãàëüíåíèé ïîòiê Θt ìà¹ êîíôiãóðàöiþ η íà êiíöÿõ,

ÿêùî

E [ΘT (ϕ, ψ)] =

∫
M×M

ϕ(x)ψ(y) η(dx, dy).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç H′q(η) = H′q(σ, η, T ) ìíîæèíó ðîçïîäiëiâ óçàãàëüíåíèõ

ïîòîêiâ Θt, ÿêi ìàþòü êîíôiãóðàöiþ η â êiíöåâèõ òî÷êàõ òà ñêií÷åííó

óçàãàëüíåíó q-åíåðãiþ, òîáòî äëÿ ÿêèõ íàñòóïíèé ôóíêöiîíàë ¹ ñêií÷åí-

íèì:

E′q(Θ) =
1

q
sup

ϕ,ψ,`,m

{
E
∫ T

0

m∑
j=1

[∑̀
k=1

(
DΘ̃t(ϕj, ψk)

)2

Θt(ϕj, 1)α

]q/2
dt

}
,

äå α =
2(q − 1)

q
, sup áåðåòüñÿ ïî âñiì âåêòîðàì ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm), ψ =

(ψ1, . . . , ψ`) äëÿ áóäü-ÿêèõ m, ` ≥ 1 òàêèì, ùî ϕj, ψk ∈ C∞(M), ϕj ≥ 0,
m∑
j=1

ϕj = 1 i ψk òàêi, ùî äëÿ âñiõ v ∈ TM :
∑̀
k=1

〈∇ψk, v〉2 ≤ ||v||2, i äëÿ

ϕ, ψ ∈ C2(M) Θ̃t(ϕ, ψ) = Θt(ϕ, ψ) − 1
2

t∫
0

Θs(ϕ,∆ψ) ds, ∆ � îïåðàòîð

Ëàïëàñà. Ïîêëàäåìî

E′q(η) = E′q(σ, η, T ) := inf
{
E′q(Θ), L(Θ) ∈ H′q(η)

}
,
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äå çà îçíà÷åííÿì E′(η) = ∞, ÿêùî íå iñíó¹ óçàãàëüíåíèõ ïîòîêiâ ç êîí-

ôiãóðàöi¹þ η â êiíöåâèõ òî÷êàõ, L(Θ) � ðîçïîäië ïðîöåñó Θ.

Òåîðåìà 7.19. ßêùî E′q(η) < ∞, òîäi iñíó¹ óçàãàëüíåíèé ïîòiê Θ ç

ðîçïîäiëîì ç H′q(η) òàêèé, ùî E′q(Θ) = E′q(η).

Iíøèìè ñëîâàìè, iíôiìóì ôóíêöiîíàëà óçàãàëüíåíî¨ q-åíåðãi¨ ç çàäà-

íîþ êîíôiãóðàöi¹þ η â êiíöåâèõ òî÷êàõ äîñÿãà¹òüñÿ íà åëåìåíòàõ ìíî-

æèíè H′q(η).

Ó ðîçäiëi 8 âèâ÷à¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî àñèìïòîòè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ

ðîçâ'ÿçêó ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i â îêîëi ñèíãóëÿðíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè òèïó êà-

ñïó, ÿêå ñòàâèòüñÿ ó íàñòóïíîìó ñåíñi.

Íåõàé Fn ïîçíà÷à¹ äåÿêó ïîñëiäîâíiñòü ïiäïðîñòîðiâ äåÿêîãî ïðîñòîðó

F, äå iíäåêñ n ïðîáiãà¹ öiëi çíà÷åííÿ. Íåõàé Fn+1 ⊂ Fn äëÿ áóäü-ÿêîãî

n. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç F−∞ îá'¹äíàííÿ âñiõ Fn. Äëÿ äàíîãî f ∈ F−∞, ïiä

àñèìïòîòè÷íèì ðîçêëàäîì åëåìåíòà f ðîçóìi¹òüñÿ ðÿä

f ∼
∞∑

n=nf

fn, fn ∈ Fn (13)

òàêèé, ùî f −
N∑

n=nf

fn ∈ FN+1 äëÿ áóäü-ÿêîãî N ≥ nf .

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïåðøà êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

u′t − u′′x,x = f in G,

u = u0 at ∂G \ Σ .
(14)

â íåöèëiíäðè÷íié îáëàñòi G, äå Σ ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó õàðàêòåðèñòè÷íèõ

òî÷îê ãðàíèöi ∂G. Ôóíêöi¨ f â G òà u0 íà ∂G \ Σ ¹ äåÿêèìè ãëàäêèìè

ôóíêöiÿìè. Ç ëîêàëüíîãî ïðèíöèïó [186, 187] âèïëèâà¹, ùî âëàñòèâiñòü

ôðåäãîëüìà çàäà÷i (14) â íàëåæíîìó ôóíêöiîíàëüíîìó ïðîñòîði åêâiâà-

ëåíòíà ëîêàëüíié îáåðíåíîñòi çàäà÷i â êîæíié òî÷öi çàìèêàííÿ îáëàñòi G.
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Òîìó áåç ïîðóøåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî îñîáëèâà òî÷êà, â

îêîëi ÿêî¨ áóäå äîñëiäæóâàòèñÿ çàäà÷à (14), ñïiâïàäà¹ ç ïî÷àòêîì êîîð-

äèíàò: P = (0, 0). Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî îáëàñòü G â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè

çàäà¹òüñÿ íåðiâíiñòþ t > |x|p, äå p � äåÿêå ïîçèòèâíå äiéñíå ÷èñëî. Áåç

ïîðóøåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî |x| ≤ 1.

Îñíîâíà iäåÿ ïîëÿãà¹ â çàñòîñóâàííi òàê çâàíî¨ òåõíiêè �ïiäðèâó ñèí-

ãóëÿðíîñòi�, ÿêà ïîëÿãà¹ ó ââåäåíi íîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò (ω, r) çà äî-

ïîìîãîþ ñïåöiàëüíî¨ çàìiíè çìiííèõ (x, t) → (ω, r) ïðè ÿêié îñîáëèâà

òî÷êà P = (0, 0) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ñåãìåíò. Ïðè öüîìó â îáëàñòi çìiííèõ

(ω, r) çàäà÷à (14) çâîäèòüñÿ äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

çà çìiííîþ r ç îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè:

rQ U ′r − U ′′ω,ω − rQ−1ω

p
U ′ω = rQF in (−1, 1)× (0, 1),

U = U0 at {±1} × (0, 1),
(15)

äå U(ω, r) òà F (ω, r) � âiäïîâiäíi ôóíêöi¨, ÿêi îòðèìóþòüñÿ ç u(x, t)

òà f(x, t) ïðè âiäïîâiäíîìó êîîðäèíàòíîìó ïåðåòâîðåííi, Q = 2
p . Äëÿ

òîãî, ùîá âèçíà÷èòè ïðèäàòíi ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè, â ÿêèõ çàäà÷à

(15) ìàòèìå ôîðìàëüíi àñèìïòîòè÷íi ðîçêëàäè, ó ðîçäiëi 8 âèâ÷àëàñÿ

âiäïîâiäíà îäíîðiäíà êðàéîâà çàäà÷à i äîâåäåíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 8.1. Íåõàé p 6= 2. Òîäi äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ çàäà÷i

(15) ìà¹ ôîðìàëüíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

U(ω, r) =
∞∑
n=1

cn
rQ/4

exp
(
λn

r1−Q

1−Q

) ∞∑
m=0

Vn,m(ω)

r(1−Q)m
, (16)

äå λn = −
(π

2
n
)2

� âëàñíi çíà÷åííÿ ñïåöiàëüíîãî ëàíöþãà çàäà÷Øòóðìà�

Ëióâiëëÿ.
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Ó òåðìiíàõ âèõiäíèõ êîîðäèíàò (x, t) â îêîëi òî÷êè P = (0, 0) îáëàñòi

G ôîðìàëüíèé ðîçêëàä ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (14) ìà¹ âèãëÿä:

u(x, t) =
∞∑
n=0

cn
tQ/4

exp
(
λn

t1−Q

1−Q

) ∞∑
m=0

Vn,m

( x

t1/p

)(1

t

)(1−Q)m

.

Àáè äîñëiäèòè ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (15) òà äîâåñòè, ùî îòðèìàíèé ôîð-

ìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ àñèìïòîòè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ó ñåíñi îçíà÷åííÿ (13),

çàäà÷à (15) çâîäèòüñÿ äî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç îïåðàòîðíî-çíà÷íèì

ñèìâîëîì. Äëÿ öüîãî çíàéäåíî òàêó çàìiíó êîîðäèíàò s = δ(r) íà iíòåð-

âàëi (0, 1), ùî rQ
d

dr
=

d

ds
. Ôóíêöiÿ δ âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ

äî êîíñòàíòè ç ðiâíÿííÿ: δ′(r) = r−Q i äà¹òüñÿ âèðàçîì:

δ(r) =
r1−Q

1−Q
(17)

äëÿ r > 0. Çàóâàæèìî, ùî δ(0+) = −∞. Òîäi çàäà÷à (15) ïåðåõîäèòü â

íàñòóïíó:

U ′s − U ′′ω,ω +
1

2−p
1

s
ωU ′ω = G â (−1, 1)× (−∞, δ(1)),

U = U0 ïðè {±1} × (−∞, δ(1)),
(18)

äå G =
(δ(1)

s

) 2
2−p

F. Òàêèì ÷èíîì, ãðàíè÷íà çàäà÷à (14) çâîäèòüñÿ äî

ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (18) ç îïåðàòîðîì A(s)U = U ′s − U ′′ω,ω + 1
2−p

ω
s U

′
ω, ùî äi¹

ó ïðîñòîði H1
0(−∞, δ(1)) ôóíêöié U òàêèõ, ùî U = U0 ïðè ω = ±1,

s ∈ (−∞, δ(1)) òà

||U ||2H1
0(−∞,δ(1)) =

δ(1)∫
−∞

(
||U ′(s)||2L2(−1,1) + ||U(s)||2H2(−1,1)

)
|s|

3
p−2 dω ds <∞.

Ôàêòè÷íî, äëÿ s < 0 îïåðàòîð ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (18) ¹ ïñåâäîäèôåðåí-

öiàëüíèì îïåðàòîðîì AU (s) = 1
2π

∫∞
−∞ e

ısσa(s, σ)Û(σ)dσ ç ïîâiëüíî çìií-



43

íèì îïåðàòîðíèì ñèìâîëîì:

a(s, σ) =

ıσ − ( ∂

∂ω

)2

+ 1
2−p

1

s
ω
∂

∂ω
r′

 ,

ÿêèé ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â îïåðàòîðàõ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i Øòóðìà�Ëióâiëëÿ

íà iíòåðâàëi [−1, 1]. Òóò r′ ïîçíà÷à¹ çâóæåííÿ íà ïðîñòið ãðàíè÷íèõ óìîâ

äàíî¨ çàäà÷i, Û � ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ U ïî çìiííié s. Âàæëèâîþ

âëàñòèâiñòþ ñèìâîëó a(s, σ) ¹ òå, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî α ≥ 0 òà β ≥ 1 ïîõi-

äíi Dβ
sD

α
σa(s, σ) ïðÿìóþòü äî íóëÿ ó âiäïîâiäíèõ íîðìàõ, êîëè s→ −∞.

Äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ç ïîâiëüíî çìiííèì ñèìâîëîì â

òî÷öi s = −∞ â ðîáîòi [181] äîâåäåíî êðèòåðié ëîêàëüíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi â

òî÷öi −∞. Ïðîòå äàíèé êðèòåðié ñòîñó¹òüñÿ îäíîðiäíîãî â êëàñè÷íîìó

ñåíñi ñèìâîëó i íå ìîæå áóòè áåçïîñåðåäíüî çàñòîñîâàíèé äî çàäà÷i (18),

ñèìâîë ÿêî¨ ¹ êâàçi-îäíîðiäíèì, òîáòî îäíîðiäíèì òiëüêè ïî ÷àñòèíi çìií-

íèõ.

Ó ðîçäiëi 8 äèñåðòàöi¨ áóëà äîâåäåíà, çîêðåìà, òåîðåìà ïðî ëîêàëüíó

ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (18), òàêîæ îòðèìàíi òåîðåìè ïðî àñèìïòîòè÷íiñòü

âiäïîâiäíîãî ôîðìàëüíîãî ðîçêëàäó â ñåíñi ñïåöiàëüíîãî êëàñó ïðîñòî-

ðiâ, ÿêi ¹ àíàëîãàìè ïðîñòîðiâ Ñëîáîäåöüêîãî [29].

Ôîðìàëüíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä îäíîðiäíî¨ çàäà÷i äëÿ (15) â íî-

âèõ êîîðäèíàòàõ (ω, s) îòðèìó¹òüñÿ ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè (17) â (16):

U(ω, s) =
∞∑
n=1

cn ((1−Q)s)
1
4

Q
Q−1 exp(λns)

∞∑
m=0

Vn,m(ω)

((1−Q)s)m
(19)

äëÿ s, ùî çíàõîäèòüñÿ â îêîëi òî÷êè −∞. Ïðè öüîìó λn = −
(π

2
n
)2

.

Ðîçâ'ÿçíiñòü òðàíñôîðìîâàíî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (18), äîâîäèòüñÿ â øêà-

ëi ïðîñòîðiâ Hk
γ,µ(−∞, T ) ôóíêöié, ÿêi ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â ñòàíäàðò-

íîìó ïðîñòîði Ñîáîë¹âà H2k(−1, 1). Ôóíêöiÿ U çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði
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H2k(−1, 1) íàëåæèòü ïðîñòîðó Hk
γ,µ(−∞, T ), T ≤ ∞ äëÿ k ∈ N, γ ≤ 0 òà

äåÿêîãî µ > µ0, µ0 = 3
2(p−2) , ÿêùî íàñòóïíà íîðìà ¹ ñêií÷åííîþ:

‖U‖Hk
γ,µ(−∞,T ) :=

(∫ T

−∞
e−2γs s2µ

k∑
j=0

‖U (j)(s)‖2
H2(k−j)(−1,1)ds

)1/2

.

Ó ñïåöiàëüíîìó âèïàäêó, êîëè k = 1, γ = 0, µ = µ0 òà T = δ(1) öi

ïðîñòîðè ñïiâïàäàþòü ç ïðîñòîðîìH1
0(−∞, δ(1)). ßêùî k = 0 i µ = 0, òî

ïðîñòið H0
γ,0(−∞, T ) ïîçíà÷à¹òüñÿ L2

γ(−∞, T ). Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè

öüîãî ðîçäiëó ¹ íàñòóïíi òåîðåìè.

Òåîðåìà 8.2. Íåõàé γ < 0, γ 6= λn, n ≥ 0, äå λn � âëàñíi çíà÷åííÿ

îïåðàòîðà ∆ â ïðîñòîði L2(−1, 1). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî µ > −1 iñíó¹

òàêå T0(µ) ∈ R, ùî äëÿ âñiõ T < T0 îïåðàòîð A(s) çàäà÷i (18), ùî äi¹

ó ïðîñòîðàõ A(s) : H1
γ,µ(−∞, T ) 7→ L2

γ(−∞, T ) ¹ îáîðîòíèì, i âèêîíàíà

íàñòóïíà îöiíêà: ||U ||H1
γ,µ(−∞,T ) ≤ C ||A(s)U ||L2

γ(−∞,T ).

Òåîðåìà 8.5. Ïðèïóñòèìî λn+1 < γ < λn. Òîäi ïðåäñòàâëåííÿ (19)

äiéñíîãî ðîçâ'ÿçêó U ∈ H1,γ(−∞, S) çàäà÷i (18) ¹ àñèìïòîòè÷íèì ðîç-

êëàäîì ó ñåíñi (13).

Îá'¹êòîì, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó ðîçäiëi 9 ¹ äèíàìi÷íà ñèñòåìà (Ω,A, µ, T ),

äå Ω � íåïóñòà ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ÿêà iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà ñòà-

íiâ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè, A � σ-àëãåáðà íà Ω, µ : A→ [0, 1] � éìîâiðíiñíà

ìiðà òà T : Ω → Ω ¹ A-A-âèìiðíå ïåðåòâîðåííÿ, ùî çáåðiãà¹ ìiðó, òîáòî

µ(T−1(A)) = µ(A) äëÿ áóäü-ÿêîãî A ∈ A. Ïðè öüîìó ìiðà µ íàçèâà¹òüñÿ

T -iíâàðiàíòíîþ. Íà ïåðåòâîðåííÿ T ðîáèòüñÿ äîäàòêîâå ïðèïóùåííÿ ïðî

éîãî ðåãóëÿðíiñòü, ÿêå ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî T ¹ åðãîäè÷íèì ïî âiäíîøåí-

íþ äî ìiðè µ, òîáòî µ(A) ∈ {0, 1} äëÿ áóäü-ÿêîãî A ∈ A òàêîãî, ùî

T−1(A) = A.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì äàíîãî ðîçäiëó ¹ òåîðåìà 9.8, ùî äà¹ åêâiâà-
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ëåíòíèé ñïîñiá îá÷èñëåííÿ åíòðîïi¨ Êîëìîãîðîâà�Ñiíàÿ â òåðìiíàõ âïî-

ðÿäêîâàíèõ ðîçáèòòiâ.

Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ åíòðîïi¨ Êîëìîãîðîâà�Ñiíàÿ. Íåõàé q ∈ N i P =

{P1, . . . , Pq} ⊂ A ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè Ω, òîáòî Ω =
q
∪
`=1

P`, P` 6=

∅ äëÿ ` = 1, . . . , q, P`1∩P`2 = ∅ äëÿ ðiçíèõ `1, `2 ∈ {1, . . . , q}, i íåõàé A =

{1, . . . , q} ïîçíà÷à¹ âiäïîâiäíèé àëôàâiò. Êîæíå ñëîâî a1a2 . . . at äîâæè-

íè t ∈ N âèçíà÷à¹ ìíîæèíó Pa1...at := {ω ∈ Ω: (ω, T (ω), . . . , T ◦t−1(ω) ∈

Pa1
×· · ·×Pat)}, äå T ◦t(ω) :=

t ðàçiâ︷ ︸︸ ︷
T ◦ T ◦ · · · ◦ T (ω), ◦ ïîçíà÷à¹ ñóïåðïîçèöiþ.

Íàáið íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí, îòðèìàíèõ òàêèì ÷èíîì äëÿ ñëiâ äîâæèíè

t, çàäà¹ ðîçáèòòÿ Pt ⊂ A ìíîæèíè Ω. Çîêðåìà, P1 = P.

Åíòðîïiéíèì ïîêàçíèêîì ïåðåòâîðåííÿ T ïî âiäíîøåííþ äî ðîçáè-

òòÿ P íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöÿ hµ(T,P) = lim
t→∞

1

t
Hµ(Pt), äå Hµ(C) ïîçíà÷à¹

åíòðîïiþ Øåííîíà ñêií÷åííîãî ðîçáèòòÿ C = {C1, . . . , Cq} ⊂ A ìíîæè-

íè Ω, q ∈ N : Hµ(C) = −
q∑̀
=1

µ(C`) lnµ(C`) ç âðàõóâàííÿì äîìîâëåíîñòi

0 · ln 0 := 0. Òîäi åíòðîïiÿ Êîëìîãîðîâà�Ñiíàÿ çà îçíà÷åííÿì äîðiâíþ¹

hKSµ (T ) = sup
P� ñêií÷åííå

ðîçáèòòÿ

hµ(T,P).

Ó äàíîìó ðîçäiëi ïiä ñïîñòåðåæóâàíèìè ðîçóìi¹òüñÿ íàáið ξ1, ξ2, . . . , ξn

âèïàäêîâèõ R1-çíà÷íèõ âåëè÷èí, çàäàíèõ íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði

(Ω,A, µ). Öåé íàáið ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê âèïàäêîâèé âåêòîð

Θ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) : Ω→ Rn.

Äëÿ îäíi¹¨ ñïîñòåðåæóâàíî¨ ξ íà (Ω,A, µ, T ), äëÿ äîâiëüíèõ s, t ∈ N òà-

êèõ, ùî s < t ðîçãëÿíåìî ðîçáèòòÿ ìíîæèíè Ω íà äâi ïiäìíîæèíè, ùî

íå ïåðåòèíàþòüñÿ:

P
ξ,T
s,t =

{
ω ∈ Ω: ξ(T ◦s(ω)) < ξ(T ◦t(ω))

}
∪
{
ω ∈ Ω: ξ(T ◦s(ω)) ≥ ξ(T ◦t(ω))

}
.
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Òîäi äëÿ íàáîðó ñïîñòåðåæóâàíèõ Θ = (ξ1, . . . , ξn) íàä (Ω,A, µ, T ) òà

äîâiëüíîãî d ∈ N ðîçáèòòÿ P
Θ,T
d =

∨n
i=1

∨
0≤s<t≤d P

ξi,T
s,t íàçèâà¹òüñÿ âïî-

ðÿäêîâàíèì ðîçáèòòÿì ïîðÿäêó d ìíîæèíè Ω, àñîöiéîâàíèì ç Θ. Çà

îçíà÷åííÿì äëÿ äâîõ äîâiëüíèõ ðîçáèòòiâ A = {Ai}i∈I òà B = {Bj}j∈J
ìíîæèíè Ω óòâîðåííÿ íîâîãî ðîçáèòòÿ çà äîïîìîãîþ îïåðàöi¨ ïîäðiáíåí-

íÿ A∨B çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: A∨B = {Ai∩Bj | Ai ∈ A, Bj ∈ B}.

Âðàõîâóþ÷è öi îçíà÷åííÿ âïîðÿäêîâàíà åíòðîïiÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè

çàäà¹òüñÿ ÿê âåðõíÿ ãðàíèöÿ ïðè d → ∞ åíòðîïi¨ Øåííîíà, ùî âèçíà-

÷à¹òüñÿ ïî ïiäðîçáèòòþ P
Θ, T
d .

Ïîçíà÷èìî σ
(
{Θ◦T k}k≥0

)
σ-àëãåáðó ãåíåðîâàíó âèïàäêîâèì âåêòîðîì

Θ òà éîãî �çñóâàìè� ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ T : Θ◦T,Θ◦T 2, . . .. Ïîçíà÷èìî

T−1A ðîçáèòòÿ ìíîæèíè Ω, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âñiõ ïðîîáðàçiâ åëåìåíòiâ ç

íàáîðó ìíîæèí A: T−1A = {T−1(A1), . . . , T
−1(An)}. Äëÿ êîæíîãî k ≥ 1

îçíà÷èìî ðîçáèòòÿ τk(A) = A ∨ T−1A ∨ · · · T−(k−1)A.

ßêùî A,B ⊂ F � äâi ïiä-σ-àëãåáðè, áóäåìî ïèñàòè B
◦
⊂ A, ÿêùî äëÿ

êîæíîãî B ∈ B iñíó¹ òàêà ìíîæèíà A ∈ A, ùî µ(B4A) = 0. Âiäïîâiäíî

áóäåìî ïèñàòè B
◦
= A, ÿêùî A

◦
⊂ B i B

◦
⊂ A.

Òåîðåìà 9.8. Íåõàé (Ω,F, µ) ïîçíà÷à¹ éìîâiðíiñíèé ïðîñòið, T : Ω→

Ω � âèìiðíå µ-iíâàðiàíòíå ïåðåòâîðåííÿ, i Θ = (ξ1, . . . , ξn) : Ω → Rn �

âèìiðíå âiäîáðàæåííÿ òàêå, ùî σ
(
{Θ ◦ T k}k≥0

) ◦
= F. Ïðèïóñòèìî, ùî

âèêîíàíî îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ:

(a) T ¹ åðãîäè÷íèì, àáî

(b) T íå ¹ åðãîäè÷íèì, ïðîòå Ω ìîæå áóòè âêëàäåíèì â äåÿêèé êîìïà-

êòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið òàêèì ÷èíîì, ùî F = B(Ω).

Òîäi hKSµ (T ) = lim
d→∞

lim
k→∞

1

k
Hµ

(
τk(P

Θ,T
d )

)
.



ÐÎÇÄIË 1

ÏÎÏÅÐÅÄÍI ÂIÄÎÌÎÑÒI

1.1 Âiäîìîñòi ç òåîði¨ ãiááñîâèõ ìið òà ïîâ'ÿçàíèõ ç íèìè îïå-

ðàòîðiâ Äiðiõëå

Íåõàé Zd ïîçíà÷à¹ d-ìiðíó  ðàòêó, âóçëè ÿêî¨ çàäàþòüñÿ öiëî÷èñëîâèì

âåêòîðàìè k = (k1, . . . , kd), ki ∈ Z. Ç êîæíèì òàêèì âóçëîì ïîâ'ÿçó¹òüñÿ

âiäïîâiäíèé îäíîâèìiðíèé ïðîñòið R1, ÿêèé iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê ñïiíîâèé

ïðîñòið k-î¨ ÷àñòêè.

Äëÿ ñèñòåìè êëàñè÷íèõ ÷àñòîê, ùî íå âçà¹ìîäiþòü, ¨õ ñïiëüíèé ðîç-

ïîäië çàäà¹òüñÿ ÿê äîáóòîê
∏
k∈Zd

µk éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ dµk(xk) =

e−Φ(xk)dxk îêðåìèõ ÷àñòîê. Â òàêîìó âèïàäêó íåêîìïàêòíiñòü êîæíîãî

ñïiíîâîãî ïðîñòîðó i âèìîãà µk(R1) = 1 âèìàãàþòü çðîñòàííÿ îäíî÷à-

ñòèíêîâèõ ïîòåíöiàëiâ Φ(xk) íà íåñêií÷åííîñòi, íàïðèêëàä, ïîëiíîìiàëü-

íîãî òèïó.

Â ðîçäiëàõ 2 � 4 ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèñòåìà ÷àñòîê ç êâàäðàòè÷íîþ âçà¹-

ìîäi¹þ, ÿêà âiäïîâiäà¹ òàê çâàíié ãiááñîâié ìiði íàä ïðîñòîðîì RZd ôîð-

47



48

ìàëüíîãî âèãëÿäó:

dµ(x) =
1

Z
exp{−1

2

∑
i,j : |i−j|≤r0

b(i− j)xixj}
∏
k∈Zd

e−Φ(xk)dxk. (1.1)

Òàêà ìiðà îïèñó¹ ìîäåëü åíãàðìîíiéíîãî êðèñòàëó çi ñêií÷åíèì ðàäióñîì

r0 âçà¹ìîäi¨ ÷àñòîê. Ïðè öüîìó ÷àñòêè âçà¹ìîäiþòü ó âiäïîâiäíîñòi äî ëi-

íiéíîãî çàêîíó Ãóêà, à ÷èñëà b(i) ïîâ'ÿçàíi ç âiäïîâiäíèìè êîåôiöi¹íòàìè

ïðóæíîñòi.

Ìîäåëü (1.1) ç ðiçíèõ òî÷îê çîðó áóëà äîñëiäæåíà â ëiòåðàòóði íà ïðå-

äìåò iñíóâàííÿ, ¹äèíîñòi òà âëàñòèâîñòåé ãiááñîâî¨ ìiðè [5, 12, 14, 18, 22,

26, 88, 91, 124, 125, 129, 173, 184, 193, 194, 201, 202]. Êðiì òîãî, òàêà ìîäåëü

òàêîæ ðîçãëÿäàëàñÿ ÿê  ðàòêîâà àïðîêñèìàöiÿ ìîäåëi áàãàòîâèìiðíî¨ åâ-

êëiäîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ : P (φ)d : [5, 21, 26].

Êiíåòè÷íà åíåðãiÿ äîâiëüíîãî ãëàäêîãî ðîçïîäiëó u íàä ïðîñòîðîì RZd

çàäà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ Äiðiõëå (äèâ. [33�35, 37, 74, 79, 89, 108,

109,130,156,165]:

Eµ(u, u) =
1

2

∑
k∈Zd

∫
RZd

|∂u(x)

∂xk
|2dµ(x), (1.2)

à îïåðàòîð åíåðãi¨ Hµ, ïîâ'ÿçàíèé ç öi¹þ åíåðãåòè÷íîþ ôîðìîþ, çàäà¹-

òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì:

(Hµu, u)L2(RZd ,µ) = Eµ(u, u),

Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ìîæå áóòè âiäòâîðåíèé

ôîðìàëüíèé âèãëÿä îïåðàòîðà Hµ ÿê îïåðàòîðà çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi çìií-

íèõ, ùî çàäà¹òüñÿ âèðàçîì:

Hµ =
1

2

∑
k∈Zd
{−∆k + [F (xk) +

∑
j : |j−k|≤r0

b(j − k)xj]
∂

∂xk
}, (1.3)

äå F (xk) = ∂kΦ(xk).
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Ñòðîãèé îïèñ ìîäåëi, ùî çàäà¹òüñÿ îïåðàòîðîì (1.3) òà äîñëiäæåí-

íÿ âëàñòèâîñòåé éîãî ïiâ-ãðóïè (åâîëþöi¨, ãåíåðîâàíî¨ îïåðàòîðîì åíåð-

ãi¨ âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè ÷àñòîê), âèìàãà¹ ïåðø çà âñå âèâ÷åííÿ ðîçâ'ÿç-

êiâ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òà ïîáóäîâó âiäïîâiäíèõ

ïðîñòîðiâ, â ÿêèõ öi ðîçâ'ÿçêè ìîæóòü áóòè çàäàíi. Êðiì òîãî, â äàíîìó

ðîçäiëi ñòàâèòüñÿ çàâäàííÿ ïîáóäóâàòè íåñêií÷åííîâèìiðíi àíàëîãè ïðî-

ñòîðiâ Ñîáîë¹âà L2(RZd, µ)-äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié, ÿêi áóäóòü çáåði-

ãàòèñÿ ïiä äi¹þ ïiâãðóïè îïåðàòîðà (1.3).

Äëÿ òîãî, ùîá êîðåêòíî îçíà÷èòè îïåðàòîð Hµ (1.3) òà âiäïîâiäíi ïðî-

ñòîðè L2(RZd, µ)-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié, ââåäåìî äåêiëüêà íåîáõiäíèõ

ïîçíà÷åíü. Ðîçãëÿíåìî d-ìiðíó öiëî÷èñëîâó  ðàòêó Zd. Êîæíié òî÷öi

k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd, ki ∈ Z, ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ëiíiéíèé ïðîñòið

R1, ÿêèé íàçâåìî éîãî ñïiíîâèì ïðîñòîðîì k-î¨ ÷àñòêè. Äëÿ ñêií÷åííî¨

àáî íåñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè Λ ⊆ Zd, |Λ| ≤ ∞ ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

xΛ = {xk}k∈Λ, RΛ = ×
k∈Λ

R1.

Äëÿ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè Λ ⊂ Zd, |Λ| <∞, ââåäåìî òàê çâàíó σ-àëãåáðó

öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí FΛ:

FΛ = B(RΛ)× RZd\Λ,

äåB(RΛ) � áîðåëåâà σ-àëãåáðà íàRΛ. Äëÿ íåñêií÷åííî¨ ìíîæèíè |Λ| =∞

íåõàé FΛ = σ( ∪
Q⊂Λ, |Q|<∞

FQ) ïîçíà÷à¹ òèõîíiâñüêó σ-àëãåáðó, òîáòî ìiíi-

ìàëüíó σ-àëãåáðó, óòâîðåíó öèëiíäðè÷íèìè âèìiðíèìè ìíîæèíàìè.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ Cn
0,cyl(RZd) äëÿ êëàñó öèëiíäðè÷íèõ n-ðàç äèôå-

ðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié f ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì: äëÿ áóäü-ÿêî¨ f ∈ Cn
0,cyl(RZd)

iñíó¹ ñêií÷åííà ìíîæèíà Λf ⊂ Zd i ôóíêöiÿ gf ∈ Cn
0 (RΛf ) ç êîìïàêòíèì

íîñi¹ì, çàäàíà íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîðiRΛf , òàêà ùî f({xk}k∈Zd) =
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gf({xk}k∈Λf ). Ìiíiìàëüíà ìíîæèíà Λf , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ öié óìîâi â ïîäàëü-

øîìó íàçèâà¹òüñÿ íîñi¹ì öèëiíäðè÷íîñòi ôóíêöi¨ f :

suppcyl f = min{Λ ⊆ Zd : f ¹ FΛ-âèìiðíîþ}. (1.4)

Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ ïîòåíöiàëiâ {ΦA, A ⊂ Zd, |A| <∞} � ôóíêöié, ùî

çàëåæàòü âiä çìiííèõ, çàíóìåðîâàíèõ ñêií÷åííèìè ïiäìíîæèíàìè  ðàòêè

Zd, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi ïðèïóùåííÿ:

1) ñêií÷åííiñòü ðàäióñó âçà¹ìîäi¨:

iñíó¹ òàêå ÷èñëî r0, ùî ó ðàçi sup
k,j∈A

|k − j| > r0, òî ΦA ≡ 0;

2) ôóíêöiÿ ΦA ∈ C1(RA) íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà

òà çðîñòà¹ íå øâèäøå ïîëiíîìà íà íåñêií÷åííîñòi ðàçîì ç ïîõiäíîþ:

∃ C, n : max
(
|ΦA(xA)|, max

k∈A
|∂kΦA(xA)|

)
≤ C(1 +

∑
k∈A

|xk|)n. (1.5)

Ïîçíà÷èìî UΛ ïîâíèé ïîòåíöiàë â îá'¹ìi Λ ⊂ Zd:

UΛ(x) =
∑

A : A∩Λ 6=∅

ΦA(xA), (1.6)

òîáòî ñóìó ïîòåíöiàëiâ îáëàñòåé, ÿêi ìàþòü íåïîðîæíié ïåðåòèí ç Λ.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Ãiááñîâèì ðîçïîäiëîì â ñêií÷åííîìó îá'¹ìi Λ ⊂ Zd ç

ôiêñîâàíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè xΛc, Λc = Zd\Λ íàçèâà¹òüñÿ ìiðà µΛ,

ùî çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

µΛ(dxΛ|xΛc) =
1

ZΛ(xΛc)
exp(−UΛ(x) )

∏
k∈Λ

dxk (1.7)

ç íîðìóþ÷èì ìíîæíèêîì

ZΛ(xΛc) =

∫
RΛ

exp(−UΛ(x) )
∏
k∈Λ

dxk.
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Â îçíà÷åííi µΛ(dxΛ|xΛc) çìiííi x ∈ RZd ïîäiëåíi íà äâi ãðóïè: ïåð-

øà ÷àñòèíà ôîðìó¹òüñÿ çìiííèìè, ïî ÿêèì âåäåòüñÿ iíòåãðóâàííÿ xΛ =

{xk, k ∈ Λ} ïî ìiði µΛ, iíøà ÷àñòèíà xΛc = {xk, k ∈ Zd\Λ} âiäiãðà¹

ðîëü ôiêñîâàíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ ïîçà ìåæàìè ìíîæèíè Λ. Ç ñêií÷åííî-

ñòi ðàäióñó âçà¹ìîäi¨ (1.5) âèïëèâà¹, ùî ðåçóëüòàò iíòåãðóâàííÿ ïî ìiði

µΛ åôåêòèâíèì ÷èíîì çàëåæèòü òiëüêè âiä çìiííèõ â r0-îêîëi ìíîæèíè

Λ i iíòåðïðåòóþòüñÿ ÿê ãðàíè÷íi óìîâè.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïîòåíöiàëè {ΦA} òàêi, ùî

∀Λ ⊂ Zd, |Λ| <∞, ∀x ∈ RZd ZΛ(xΛc) <∞. (1.8)

Òîäi îçíà÷åííÿ ìiðè µΛ ñòà¹ êîðåêòíèì i ìîæíà âèçíà÷èòè iíòåãðàë

µxΛc

Λ (f) =

∫
RΛ

f(xΛ, xΛc)µΛ(dxΛ|xΛc), f ∈ C0,cyl(RZd) (1.9)

ç ôiêñîâàíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè xΛc.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Éìîâiðíiñíà ìiðà µ íà òèõîíiâñüêié σ-àëãåáði FZd íà-

çèâà¹òüñÿ ãiááñîâîþ ç ëîêàëüíèìè ðîçïîäiëàìè {µΛ}Λ⊂Zd, ÿêùî

∀ f ∈ C0,cyl(RZd) ∀Λ ⊂ Zd : µ(µ·Λ(f)) = µ(f). (1.10)

Ñêàæåìî, ùî ìiðà µ ¹ ïîìiðíîþ, ÿêùî

∀n ∈ N sup
k∈Zd

∫
RZd

x2n
k dµ(x) <∞. (1.11)

Âèùå áóëî âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ µ(f) =
∫

RZd
f dµ, òî÷êà â µ·Λ(f) îçíà-

÷à¹, ùî âiäáóâà¹òüñÿ iíòåãðóâàííÿ ïî âiäïîâiäíèì çìiííèì xΛc. Â ïîäàëü-

øîìó òàêîæ áóäå âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ G{µΛ} äëÿ âñiõ ïîìiðíèõ ãiáá-

ñîâèõ ìið ç ëîêàëüíèìè ðîçïîäiëàìè {µΛ}.
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Çàóâàæåííÿ 1.3. Ôàêòè÷íî ç îçíà÷åííÿ ãiááñîâî¨ ìiðè âèïëèâà¹, ùî

ìiðè µΛ ¹ óìîâíèìè ðîçïîäiëàìè ìiðè µ. Íàãàäà¹ìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè

íà ïðîñòîði ç ìiðîþ (X,P) çàäàíî äâi σ-àëãåáðè E ⊂ F, òî îïåðàòîð

óìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ F- âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ f âiäíîñíî σ-

àëãåáðè E òà ìiðè P ( ïîçíà÷åííÿ EP

(
f |E
)
) ¹ E-âèìiðíîþ òà iíòåãðîâíîþ

ôóíêöi¹þ, òàêîþ, ùî

∀A ∈ E :

∫
A

f dP =

∫
A

EP

(
f |E
)
dP.

Â ïîäàëüøîìó áóäå âèêîðèñòàíî íàñòóïíà âàæëèâà âëàñòèâiñòü óìîâ-

íîãî ñïîäiâàííÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [3, 19]):

EP

(
fg|E

)
= gEP

(
f |E
)

(1.12)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ E-âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ g.

Íåõàé Uk ïîçíà÷à¹ ïîâíèé ïîòåíöiàë âóçëà k ∈ Zd:

Uk =
∑

A : k∈A

ΦA. (1.13)

Äëÿ ñêií÷åííî¨ àáî íåñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè Q ⊂ Zd, |Q| ≤ ∞  ðàòêè

Zd ðîçãëÿíåìî ñiì'þ äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ

HQ =
∑
k∈Q

Hk, (1.14)

çàäàíèõ íà C2
0,cyl(RZd), äå

Hk = −1

2
∂2
k +

1

2
(∂kUk)∂k. (1.15)

Çà óìîâ (1.5) îïåðàòîðè {HQ, |Q| ≤ ∞} ¹ êîðåêòíî çàäàíèìè íà ìíî-

æèíi C2
0,cyl(RZd):

∀ f ∈ C2
0,cyl(RZd) ∀ Q ⊂ Zd, |Q| ≤ ∞ : HQf ∈ L2(RZd, µ)
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â ïðîñòîði êâàäðàòè÷íî-ñóìîâíèõ ôóíêöié âiäíîñíî ïîìiðíî¨ ãiááñîâî¨

ìiðè µ ∈ G{µΛ}. Êðiì òîãî, îïåðàòîðè HQ, |Q| ≤ ∞ ¹ ñèìåòðè÷íèìè â

ïðîñòîði L2(RZd, µ), ùî âèïëèâà¹ ç íàñòóïíî¨ ëåìè.

Â íàñòóïíié ëåìi îïèñàíî íîñié ãiááñîâî¨ ìiðè µ ïîìiðíîãî ðîñòó. �¨

äîâåäåííÿ ÷àñòêîâî íàñëiäó¹ ïiäõiä [28], ïðîòå ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìó-

ëè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ ãiááñîâî¨ ìiðè çàìiñòü âëàñòèâîñòi êâàçi-

iíâàðiàíòíîñòi ìiðè.

Ëåìà 1.4. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè (1.5) òà (1.8). Òîäi ãiááñîâi ðîçïîäiëè â

ñêií÷åíèõ îá'¹ìàõ çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü Äîáðóøèíà�Ëàíôîðäà�

Ðþåëÿ [12,14,158] :

∀Λ1 ⊂ Λ2 ⊂ Zd : |Λ2| <∞ ∀ f ∈ C0,cyl(RZd)

µ
xΛc2

Λ2
(µ·Λ1

(f)) = µ
xΛc2

Λ2
(f). (1.16)

Êðiì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîþ ïîìiðíî¨ ãiááñîâî¨ ìiðè µ ∈ G{µΛ} ç ëîêàëü-

íèìè ðîçïîäiëàìè {µΛ} ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè :∑
k∈Zd

∫
RZd

hk∂ku dµ =
∑
k∈Zd

∫
RZd

u{hk∂kUk − ∂khk} dµ (1.17)

äëÿ âñiõ u, hk ∈ C1
0,cyl(RZd), à îïåðàòîðè HQ, |Q| ≤ ∞ ¹ ñèìåòðè÷íèìè ó

ïðîñòîði L2(RZd, µ). Öi îïåðàòîðè ïîâ'ÿçàíi ç âiäïîâiäíèìè ëîêàëüíèìè

åíåðãåòè÷íèìè ôîðìàìè:

(HQu, v)L2(µ) =
1

2

∑
k∈Q

∫
RZd

∂ku · ∂kv dµ, u, v ∈ C2
0,cyl(RZd).

Çàóâàæèìî, ùî ç öi¹¨ ëåìè òàêîæ âèïëèâà¹, ùî ó ðàçi ñïiâïàäiííÿ ìíî-

æèíè Q ç Zd:

HQ = HZd = Hµ.

Äîâåäåííÿ äèâ. ëåìó A.1 ó äîäàòêó A.
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Çàóâàæåííÿ 1.5. Îñêiëüêè µΛ(g) = g ïðè suppcyl g∩Λ = ∅, óìîâà (1.10)

åêâiâàëåíòíà ïðèïóùåííþ, ùî ñiì'ÿ ìið {µΛ} ôîðìó¹ ìíîæèíó óìîâíèõ

ðîçïîäiëiâ äëÿ ìiðè µ âiäíîñíî σ-àëãåáð FΛc [12,14,22,158]. Ç ñêií÷åííîñòi

ðàäióñó âçà¹ìîäi¨ âèïëèâà¹, ùî áóäü-ÿêà ñëàáêà ãðàíèöÿ µ̃ = lim
Λ↗Zd

µΛ

çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü (1.10):

µ̃(µ·Λ1
(f)) = lim

Λ2↗Zd
µΛ2

(µ·Λ1
(f)) = lim

Λ2↗Zd
µΛ2

(f) = µ̃(f).

Òîìó ïèòàííÿ ïîáóäîâè ãiááñîâî¨ ìiðè â íåñêií÷åíîìó îá'¹ìi ÿê ãðàíèöi

ñêií÷åííî-âèìiðíèõ ãiááñîâèõ ðîçïîäiëiâ ðîçãëÿäàëîñÿ ÿê çàäà÷à îïèñó

ìiðè, ÿêà ìà¹ êîíêðåòíi óìîâíi ðîçïîäiëè â ñêií÷åííèõ îá'¹ìàõ, äèâ. [5,

18,22,26,173,184].

ßê âæå çàçíà÷àëîñÿ âèùå ïèòàííþ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ãiááñîâèõ

ìið ïðè ðiçíèõ óìîâàõ íà âçà¹ìîäiþ ìiæ ÷àñòêàìè ïðèñâÿ÷åíà çíà÷íà

êiëüêiñòü ðîáiò, ïî÷èíàþ÷è âiä êëàñè÷íèõ ðîáiò Ð.Ë. Äîáðóøèíà, Î.Å.

Ëàíôîðäà òà Ä. Ðþåëÿ äî ïèòàíü íå¹äèíîñòi ãiááñîâî¨ ìiðè, iñíóâàííÿ

ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ, øâèäêîãî ñïàäàííÿ êîðåëÿöié, äèôåðåíöiéîâàíîñòi

ôóíêöi¨ òèñêó òà ií. [12�14, 27, 92, 93, 100, 105, 116, 117, 146, 155, 158, 185].

Â îñíîâi êðèòåði¨ òèïó Äîáðóøèíà ëåæàòü ïåâíi âàðiàöiéíi îöiíêè íà

îäíîòî÷êîâi óìîâíi ñïîäiâàííÿ, íàñëiäêîì ÿêèõ ïðè çàñòîñóâàííi òåîðå-

ìè ïðî íåðóõîìó òî÷êó ¹ ¹äèíiñòü âiäïîâiäíî¨ ãëîáàëüíî¨ ãiááñîâî¨ ìiðè.

Ó âèïàäêó íåîáìåæåíîãî ñïiíîâîãî ïðîñòîðó äëÿ êîæíî¨ ÷àñòêè (íàïðè-

êëàä R1) òàêi òåîðåìè áóëè íàñëiäêîì ñóáãàóññiâñüêèõ îöiíîê, îòðèìàíèõ

Ä. Ðþåëåì â [184] i ñòîñóâàëèñÿ òàê çâàíî¨ ðåãóëÿðíî¨ ôóíêöi¨ âçà¹ìî-

äi¨ [100, 133, 160, 182, 184], êîëè ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ñèñòåìè äîïóñêà¹

êâàäðàòè÷íó îöiíêó. Íàïðèêëàä, äëÿ âèïàäêó äâîòî÷êîâî¨ âçà¹ìîäi¨ âiä-
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ïîâiäíèé ïîòåíöiàë ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

UZd(x) =
∑
k∈Zd

Φ(xk) + λ
∑
|k−j|≤r0

bk−jxkxj. (1.18)

Ç iíøîãî áîêó, áóëî ïîêàçàíî, ùî äëÿ øèðîêîãî êëàñó ìîäåëåé ç íåêâà-

äðàòè÷íîþ âçà¹ìîäi¹þ

UZd(x) =
∑
| k−j |=1

(xk − xj)2 + λ
∑
| k−j |=1

(xk − xj)4,

äëÿ äîâiëüíîãî λ > 0 åêñïîíåíöiéíå ñïàäàííÿ êîðåëÿöié i iñíóâàííÿ ¹äè-

íî¨ ãiááñîâî¨ ìiðè íå ìà¹ ìiñöÿ [159].

Òèì íå ìåíøå â ðîáîòi [53] ïîêàçàíî, ùî äëÿ ìîäåëåé ç ïîòåíöiàëîì

âèãëÿäó

UZd(x) =
∑
k∈Zd

Φ(xk) + λ
∑
k,j∈Zd

Gk−j(xk − xj) (1.19)

ìà¹ ìiñöå ÿê øâèäêå ñïàäàííÿ êîððåëÿöié òàê i ¹äèíiñòü âiäïîâiäíî¨ ãiáá-

ñîâî¨ ìiðè çà ïåâíèõ óìîâ íà ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ çðîñòàííÿì ïîòåíöiàëiâ

âçà¹ìîäi¨ {Gj} òà ïîòåíöiàëiâ ñàìîäi¨ {Φ}:

1. Φ ∈ C2(R1) ¹ ñèìåòðè÷íîþ îïóêëîþ ôóíêöi¹þ:

Φ(0) = 0, Φ(x) = Φ(−x), ∃ ε > 0 inf
x∈R

Φ′′(x) ≥ ε,

ùî ìà¹ íå áiëüøå, íiæ ïîëiíîìiàëüíèé ðiñò íà íåñêií÷åííîñòi:

∃ c, n : ∀x |Φ(x)|, |Φ′(x)|, |Φ′′(x)| ≤ c(1 + |x|)n.

2. Ôóíêöi¨ {Gj ∈ C2(R1)}j∈Zd\{0} ¹ îïóêëèìè ñèìåòðè÷íèìè

Gj(0) = 0, Gj(x) = Gj(−x), ∀ j ∈ Zd\{0} ∀ x ∈ R1 : G′′j (x) ≥ 0

òà ìàþòü ñêií÷åííèé ðàäióñ âçà¹ìîäi¨:

∃ r0 : ∀ j : |j| > r0 ⇒ Gj ≡ 0.
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3. ∀ k ∈ Zd |k| ≤ r0 : sup
xk,x0∈R1

|G′′k(xk − x0)|√
Φ′′(xk)

√
Φ′′(x0)

<∞.

Çàçíà÷èìî, ùî äîñëiäæåííÿ, ïðîâåäåíi â äèñåðòàöi¨ ñòîñóþòüñÿ âèïàä-

êó ñèñòåì ç êâàäðàòè÷íîþ âçà¹ìîäi¹þ.

1.2 Âiäîìîñòi ç òåîði¨ ñèëüíî íåïåðåðâíèõ ïiâãðóï

Äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ó ðîçäiëi 2 iñòîòíèì ÷èíîì âèêî-

ðèñòîâóþòüñÿ íàñòóïíi âiäîìîñòi ç òåîði¨ ñèëüíî íåïåðåðâíèõ ïiâãðóï â

áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ (äèâ., íàïðèêëàä, [6]).

Îçíà÷åííÿ 1.6. Ñèëüíî íåïåðåðâíîþ ïiâãðóïîþ {Pt}t≥0 â áàíàõîâîìó

ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ ñiì'ÿ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ {Pt ∈ L(X), t ≥ 0},

ùî çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1) P0 = 1 (1 � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ â ïðîñòîði X);

2) ïiâãðóïîâà âëàñòèâiñòü: ∀ t, s ∈ R1
+ Pt+s = PtPs;

3) ñèëüíà íåïåðåðâíiñòü: ∀x ∈ X âiäîáðàæåííÿ R1 3 t→ Ptx ∈ X ¹

íåïåðåðâíèì, òîáòî ‖Ps x− Pt x‖X → 0, ïðè s→ t.

Ïiâãðóïà Pt íàçèâà¹òüñÿ ñòèñêàþ÷îþ, ÿêùî ‖Pt‖L(X) ≤ 1, t ≥ 0 i êâàçi-

ñòèñêàþ÷îþ çi ñòàëîþ M ∈ R1, ÿêùî ‖Pt‖L(X) ≤ eMt, t ≥ 0.

Îçíà÷åííÿ 1.7. Ãåíåðàòîðîì H ñèëüíî íåïåðåðâíî¨ ïiâãðóïè {Pt}t≥0

íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèé îïåðàòîð, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ÿê ãðàíèöÿ:

Hx = − lim
t→0+

1

t
(Ptx− x) = −d

+

dt

∣∣∣
t=0
Ptx (1.20)

äëÿ òèõ x ∈ X, äëÿ ÿêèõ òàêà ãðàíèöÿ iñíó¹. Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ãåíå-

ðàòîðà H � öå ìíîæèíà âñiõ x ∈ X, äëÿ ÿêèõ ãðàíèöÿ (1.20) iñíó¹:

DX(H) = {x ∈ X : ∃ Hx ∈ X}.
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Îïåðàòîð H ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ DX(H) íàçèâà¹òüñÿ ùiëüíî çàäà-

íèì â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X, ÿêùî ‖ · ‖X-çàìèêàííÿ ëiíiéíî¨ îáîëîí-

êè D(H) ñïiâïàäà¹ ç ïðîñòîðîì X (ïîçíà÷åííÿ: D̃(H) = X). Îïåðàòîð

H íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíèì, ÿêùî ∀xn ∈ D(H) iç çáiæíîñòi xn → x òà

Hxn → y, âèïëèâà¹ x ∈ D(H) i Hx = y.

Òåîðåìà 1.8 (Õiëëå�Iîñiäè, [119,199]). Îïåðàòîð H ¹ ãåíåðàòîðîì ñèëü-

íî íåïåðåðâíî¨ êâàçi-ñòèñêàþ÷î¨ ïiâãðóïè Pt çi ñòàëîþ M òîäi i ëèøå

òîäi, êîëè H ¹ çàìêíåíèì, ùiëüíî çàäàíèì îïåðàòîðîì â X i ñïðàâåäëè-

âà íàñòóïíà îöiíêà:

∀λ > M ∃ (λ+H)−1 : X → D(H) i ‖(λ+H)−1‖L(X) ≤ 1/(λ−M).

Âèùå (λ+H)−1 ïîçíà÷à¹ ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà H.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó J(x) ñïðÿæåíèõ äî x

åëåìåíòiâ ïðîñòîðó X∗:

J(x) = {`x ∈ X∗ : ‖x‖2
X = ‖`x‖2

X∗ = 〈 `x, x 〉 }. (1.21)

Ç òåîðåìè Õàíà�Áàíàõà [11] âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà J(x) ¹ íåïîðîæíüîþ

äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X. Áóäü-ÿêèé ïåðåòèí j : X → X∗ áàãàòîçíà÷íîãî

âiäîáðàæåííÿ X 3 x→ J(x) ⊂ X∗ íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì äâî¨ñòî-

ñòi.

Îçíà÷åííÿ 1.9. ÎïåðàòîðH â äiéñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîðiX íàçèâà-

¹òüñÿ êâàçi-àêðåòèâíèì çi ñòàëîþ M âiäíîñíî âiäîáðàæåííÿ äâî¨ñòîñòi

j, ÿêùî ∃ M ∈ R1 òàêà, ùî

∀x ∈ D(H) : 〈 j(x), (H +M)x 〉 ≥ 0. (1.22)

Ó âèïàäêó ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·)H, óìî-
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âà (1.22) ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

∀x ∈ D(H)
(
x, (H +M)x

)
H
≥ 0.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ ÷àñòèíó òâåðäæåííÿ òåîðåìè Õiëëå�Iîñiäè â

ôîðìi Ëþìåðà�Ôiëëiïñà äëÿ âèïàäêó êâàçi-ñòèñêàþ÷èõ ïiâãðóï [164].

Òåîðåìà 1.10. Ãåíåðàòîð H ñèëüíî íåïåðåðâíî¨ êâàçi-ñòèñêàþ÷î¨ ïiâ-

ãðóïè Pt ¹ êâàçi-àêðåòèâíèì ïî âiäíîøåííþ äî áóäü-ÿêîãî ïåðåòèíó äâî-

¨ñòîñòi.

Ôàêòè÷íî, ç öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ íåîáõiäíà óìîâà òîãî, ùî â äåÿêî-

ìó ïðîñòîði X îïåðàòîð H áóäå ãåíåðàòîðîì ñèëüíî íåïåðåðâíî¨ êâàçi-

ñòèñêàþ÷î¨ ïiâãðóïè. Öå òâåðäæåííÿ â ïîäàëüøîìó äîñëiäæåííi ¹ îäíèì

ç êëþ÷îâèõ, îñêiëüêè äîçâîëÿ¹ ó ðîçäiëi 2 åôåêòèâíî âèáèðàòè êàíäèäà-

òiâ íà ïðîñòîðè, â ÿêèõ áóäóòü äîñëiäæåíi ãëàäêi âëàñòèâîñòi åâîëþöi¨

ãiááñîâî¨ ñèñòåìè.

Ëåìà 1.11. [85] Êâàçi-àêðåòèâíèé ùiëüíî çàäàíèé îïåðàòîð ìà¹ ¹äèíå

êâàçi-àêðåòèâíå çàìèêàííÿ.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùî çàìèêàííÿ îïåðàòîðà

H ç äåÿêî¨ ìíîæèíè D ⊂ D(H) ãåíåðó¹ ñèëüíî íåïåðåðâíó ïiâãðóïó.

Òåîðåìà 1.12. [24, òåîðåìà X.49] Íåõàé Pt ¹ ñèëüíî íåïåðåðâíîþ êâà-

çiñòèñêàþ÷îþ ïiâãðóïîþ â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X. Ïðèïóñòèìî, ùî äå-

ÿêèé ùiëüíèé ïiäïðîñòið D ⊂ X çáåðiãà¹òüñÿ öi¹þ ïiâãðóïîþ, òîáòî äëÿ

áóäü-ÿêîãî t ≥ 0 Pt : D → D i íà îáëàñòi D ïiâãðóïà ìà¹ ãåíåðàòîð A:

∀x ∈ D : ∃ d
+

dt

∣∣∣
t=0
Ptx = Ax.

Òîäi ãåíåðàòîð Pt ¹ çàìèêàííÿì îïåðàòîðà A ç îáëàñòi D(A) = D.
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Çàóâàæåííÿ 1.13. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.10 ðîçäiëó 2 ñïèðà¹òüñÿ íà òå-

îðåìó Äà Ïðàòî�Ãðiñâàðäà, ÿêà äà¹ äîñòàòíi óìîâè äëÿ ñêií÷åííî¨ ñóìè

íåïiäïîðÿäêîâàíèõ îïåðàòîðiâ óòâîðþâàòè ñèëüíî íåïåðåðâíó ïiâãðóïó

( [84,85], äèâ. òàêîæ [1, òåîðåìà 3.18]).

Òåîðåìà 1.14. (Äà Ïðàòî�Ãðiñâàðäà) Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið. Ïðè-

ïóñòèìî, ùî:

1. Îïåðàòîðè A1, . . . , Ap, B çàìêíåíi â X i ¨õ ðåçîëüâåíòè çàäîâîëüíÿ-

þòü îöiíêè

‖(λ+ Ai)
−1‖L(X) ≤ 1/(λ− αi), λ > αi,

‖(λ+B)−1‖L(X) ≤ 1/(λ− β), λ > β.
(1.23)

2. Iñíó¹ áàíàõiâ ïðîñòið Y , ùiëüíî òà íåïåðåðâíî âêëàäåíèé â X òàêèé,

ùî Y ⊂ D(B), i, êðiì òîãî, Y ùiëüíî i íåïåðåðâíî âêëàäåíèé âD(A2
i )

ç íîðìîþ ãðàôiêó â X:

∃ C ∀ y ∈ Y : ‖A2
iy‖X ≤ C‖y‖Y , i = 1, . . . , p.

3. Iñíóþòü ñòàëi γ1, . . . , γp, δ, òàêi, ùî çâóæåííÿ îïåðàòîðiâ Ai, B íà Y

çàäîâîëüíÿþòü îöiíêè:

‖(λ+ Ai �Y )−1‖L(Y ) ≤ 1/(λ− γi), λ > γi,

‖(λ+B �Y )−1‖L(Y ) ≤ 1/(λ− δ), λ > δ.

Òîäi îïåðàòîð L = A1 + · · ·+Ap+B ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D(L) = Y äî-

ïóñêà¹ çàìèêàííÿ L̃, ÿêå ãåíåðó¹ ñèëüíî íåïåðåðâíó ïiâãðóïó â ïðîñòîði

X çi ñòàëîþ êâàçiàêðåòèâíîñòi θ = α1 + · · ·+αp+β. Êðiì òîãî, ìà¹ ìiñöå

ìóëüòèïëiêàòèâíà ôîðìóëà:

e−tL̃x = X- lim
n→∞

(
e−

t
nA1 . . . e−

t
nApe−

t
nB
)n
x, x ∈ X (1.24)

ç ðiâíîìiðíîþ çáiæíiñòþ ïî t íà ñêií÷åííèõ iíòåðâàëàõ â [0, T ], T > 0.
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1.3 Âèñíîâêè ðîçäiëó 1

Ó äàíîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ íàâåäåíî êîðîòêèé îãëÿä ëiòåðàòóðè ç òåìè

òåîði¨ ãiááñîâèõ ìið òà àñîöiéîâàíèõ ç íèìè ôîðì Äiðiõëå. Êðiì òîãî,

ñôîðìóëüîâàíi îñíîâíi òâåðäæåííÿ òà îçíà÷åííÿ öi¹¨ òåîði¨ ñèëüíî íåïå-

ðåðâíèõ ïiâãðóï òà ¨õ êâàçi-àêðåòèâíèõ ãåíåðàòîðiâ, ùî áóäóòü âèêîðè-

ñòîâóâàòèñÿ â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.



ÐÎÇÄIË 2

L2 -ÃËÀÄÊI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÅÂÎËÞÖI� ÃIÁÁÑÎÂÎ�

ÑÈÑÒÅÌÈ

Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ îïåðàòîðiâ

HQ =
∑
k∈Q

Hk, Hk = −1

2

{
∂2
k + [F (xk) + (Bx)k]∂k

}
, (2.1)

äå ñóìà áåðåòüñÿ ïî ïiäìíîæèíi Q ⊆ Zd, |Q| ≤ ∞.

Òàêi îïåðàòîðè ìàþòü íåâiä'¹ìíó êâàäðàòè÷íó åíåðãåòè÷íó ôîðìó

(äèâ. [1, ðîçäië 2])

(HQu, u)L2(RZd ,µ) =
1

2

∑
k∈Q

∫
RZd

|∂ku|2dµ ≥ 0. (2.2)

Âîíè ïîâ'ÿçàíi ç ãiááñîâîþ ìiðîþ µ ∈ G{µΛ} ç ïîòåíöiàëîì âèãëÿäó

UΛ =
∑
k∈Λ

Uk, Uk = Φ(xk) +
∑
k∈Λ

(Bx)kxk, (2.3)

äå F = Φ′. Îïåðàòîðè òèïó HQ íàçèâàþòü îïåðàòîðàìè åíåðãi¨ ãiááñîâî¨

ñèñòåìè.

Íàäàëi ïðèïóñòèìî, ùî F (x) ¹ ãëàäêîþ ñèìåòðè÷íîþ ìîíîòîííî çðî-

ñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ F (0) = 0, ùî çðîñòà¹ íà íåñêií÷åííîñòi íå øâèäøå

ïîëiíîìà ðàçîì ç óñiìà ñâî¨ìè ïîõiäíèìè

∃ κ > 0: ∀ j ≥ 0 ∃ Cj : |F (j)(x)−F (j)(z)| ≤ Kj|x−z|(1+|x|+|z|)κ, (2.4)
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à ìàòðèöÿ Bkj = { b(k − j) }k,j∈Zd ¹ ñêií÷åííî-äiàãîíàëüíîþ, òîáòî

∃ r0 : ∀ k ∈ Zd : |k| > r0 ⇒ b(k) ≡ 0. (2.5)

Çà íàâåäåíèõ âèùå óìîâ ìíîæèíà ãiááñîâèõ ìið ïîìiðíîãî ðîñòó ¹

íåïóñòèì îïóêëèì êîìïàêòîì [12,14,158,160,184], ïðè÷îìó äëÿ äîñòàòíüî

ìàëèõ { b(j) } ìiðà µ ¹ ¹äèíîþ [100]. Çàóâàæèìî, ùî ïðè κ > 1 â (2.4)

ìiðà µ ∈ G{µΛ} íå ¹ ãàóññiâñüêîþ.

2.1 Ïðîñòîðè L2 -äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié çëi÷åííî¨ êiëü-

êîñòi çìiííèõ WΘ(µ)

Íåõàé P ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó ïîñëiäîâíîñòåé c = {ck}k∈Zd òàêèõ, ùî ck > 0

òà

δc = sup
|k−j|=1

|ck/cj| <∞. (2.6)

Çàôiêñó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü a = {ak}k∈Zd ∈ P,
∑
k∈Zd

ak = 1 i ðîçãëÿíåìî

ïðîñòîðè

`p(a) = {x ∈ RZd : ‖x ‖`p(a) =
(∑
k∈Zd

ak|xk|p
)1/p

<∞}, p ≥ 1. (2.7)

Ëåìà 2.1. [1, Ëåìà 3.10] Íåõàé µ ∈ G{µΛ} ãiááñîâà ìiðà ïîìiðíîãî

ðîñòó (1.10), (1.11). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî p ≥ 1 ïðîñòið `p(a) ¹ ïðîñòîðîì

ïîâíî¨ ìiðè: µ(`p(a)) = 1 i íîðìà ‖x ‖q`p(a) ¹ iíòåãðîâíîþ

∀ q, p ≥ 1

∫
RZd

‖x ‖q`p(a)dµ(x) <∞. (2.8)

Êðiì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ `2(a) äîâiëüíà êóëÿ

B(x, δ) = {y : ‖x− y ‖`2(a) < δ}

ìà¹ ñòðîãî äîäàòíó ìiðó µ.
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Äîâåäåííÿ. Ç íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà |
∑
xkyk| ≤ ‖x ‖`p1 ‖y ‖`p2 , 1/p1+1/p2 =

1 ç p1 = q/(q − p), p2 = q/p âèïëèâà¹

∀ q ≥ p ‖x ‖`p(a) = (
∑
k∈Zd

ak|xk|p)1/p = (
∑
k∈Zd

a
(q−p)/q
k a

p/q
k |xk|

p)1/p ≤

≤ (
∑
k∈Zd

ak)
(q−p)/qp(

∑
k∈Zd

ak|xk|q)1/q = ‖x ‖`q(a). (2.9)

Òîìó ìà¹ìî iíòåãðîâíiñòü íîðìè

∀ q ≥ p

∫
RZd

‖x ‖q`p(a)dµ(x) ≤
∫
RZd

‖x ‖q`q(a)dµ(x) =

=

∫
RZd

∑
k∈Zd

ak|xk|qdµ ≤ (
∑
k∈Zd

ak) sup
k∈Zd

∫
RZd

|xk|qdµ(x) <∞.

Ç íåðiâíîñòi

µ({x : ‖x ‖`p(a) ≥ N}) ≤ 1

N

∫
‖x ‖`p(a)≥N

‖x ‖`p(a)dµ(x) ≤ K

N
→ 0, N →∞

âèïëèâà¹, ùî ïðîñòið `p(a) ¹ ïðîñòîðîì ïîâíî¨ ìiðè.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ RZd
0 ⊂ RZd äëÿ ìíîæèíè âåêòîðiâ ç ñêií÷åííîþ

êiëüêiñòþ íåíóëüîâèõ êîîðäèíàò. Íåõàé supp (h) = {k ∈ Zd : hk 6= 0}

ïîçíà÷à¹ íîñié öèëiíäðè÷íîñòi âåêòîðà h ∈ RZd
0 .

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêî¨ êóëi ç öåíòîì x0 ∈ `2(a) ðàäióñà ε > 0

µ(B(x0, ε)) = 0. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ ϕ ∈ C∞(R1), òàêó, ùî

ϕ(x) =

 1, x ∈ [−ε/2, ε/2];

0, x 6∈ (−ε, ε),

ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â ïðîìiæêó [0, 1]. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

π(x) =

∫
RZd

ϕ( ‖y − x ‖2
`2(a)) dµ(y).

Îñêiëüêè 0 ≤ ϕ ≤ 1 i 0 ≤ π(x0) ≤ µ(B(x0, ε)) = 0, ìà¹ìî π(x0) = 0.
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Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü hj ∈ RZd
0 òàêà, ùî êóëi {B(x0 + hj, ε/2)}j≥1 óòâî-

ðþþòü ïîêðèòòÿ ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòîðó `2(a). Â òàêîìó âèïàäêó

1 ≤
∑
j≥1

ϕ
(
‖x− (x0 + hj) ‖2

`2(a)

)
.

Iíòåãðóþ÷è öþ íåðiâíiñòü, âðàõîâóþ÷è µ(`2(a)) = 1, îòðèìà¹ìî, ùî iñíó¹

âåêòîð h∗ ∈ {hj}j≥1, òàêèé, ùî π(x0 + h∗) > 0.

Ïiäðàõó¹ìî ïîõiäíó

d

dα
π(x0 + αh∗) =

d

dα

∫
RZd

ϕ( ‖y − (x0 + αh∗) ‖2
`2(a))dµ(y) =

=

∫
RZd

ϕ′
∑

k∈ supp (h∗)

[−2akh
∗
k(yk − x0

k − αh∗k)] dµ(y) =

= −
∫
RZd

∑
k∈ supp (h∗)

h∗k∂kϕdµ(y) = −
∫
RZd

[
∑

k∈ supp (h∗)

h∗k∂kUk]ϕdµ.

Íà îñòàííüîìó êðîöi áóëî çàñòîñîâàíî ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè

(1.17) ç ïîòåíöiàëàìè (2.3). Ç íàñòóïíîãî âêëàäåííÿ äëÿ α ∈ [0, 1]:

suppϕ( ‖ · −(x0 + αh∗) ‖2
`2(a)) ⊂ B(x0 + αh∗) ⊂

⊂ Γεx0,h∗ = {x ∈ RZd : |xk| ≤ |x0
k|+|h∗k|+

ε
√
ak

äëÿ k : dist (k, supp (h∗)) ≤ r0},

i ïðèïóùåíü (2.4), (2.5) âèïëèâà¹, ùî ñóïðåìóì ¹ ñêií÷åííèì

sup
x∈Γε

x0,h∗

∑
k∈ supp (h∗)

|h∗k| |∂kUk| ≤ K(x0, h∗, ε) <∞.

Òîìó

| d
dα
π(x0 + αh∗) | ≤

≤ sup
x∈B(x0+αh∗,ε)

∑
k∈ supp (h∗)

|h∗k| |∂kUk| ·
∫
RZd

ϕ( ‖y − (x0 + αh∗) ‖2
`2(a))dµ(x) ≤

≤ K(x0, h∗, ε)π(x0 + αh∗),
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ùî äà¹ äâîñòîðîííþ îöiíêó −Kπ(α) ≤ dπ

dα
≤ Kπ(α). Âðàõîâóþ÷è íåðiâ-

íîñòi

0 ≤ dπ

dα
+Kπ = e−Kα

d

dα
(eKαπ) òà

dπ

dα
−Kπ = eKα

d

dα
(e−Kαπ) ≤ 0

ìà¹ìî

e−Kαπ(0) ≤ π(α) ≤ eKαπ(0).

Òîìó

0 = π(x0) = π(x0 + αh∗)
∣∣∣
α=0
≥ e−K(x0,h∗,ε)π(x0 + αh∗)

∣∣∣
α=1

> 0,

ùî íåìîæëèâî i ñóïåðå÷èòü µ(B(x0, ε)) = 0.

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið P∞cyl(RZd) íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâàíèõ öèëiíäð-

è÷íèõ ôóíêöié íå áiëüø íiæ ïîëiíîìiàëüíîãî ðîñòó ç óñiìà ïîõiäíèìè,

òîáòî òàêèõ ôóíêöié f ∈ P∞cyl(RZd), ùî ¨õ íîñié öèëiíäðè÷íîñòi suppcylf ⊂

Zd ¹ ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ òà iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ gf ∈ C∞(Rsuppcyl f), ùî

f({xk}k∈Zd) = gf({xk}k∈ suppcyl f) äëÿ âñiõ x ∈ RZd. Ïðè÷îìó ôóíêöiÿ gf

òà ¨¨ ïîõiäíi çðîñòà¹ íà íåñêií÷åííîñòi íå øâèäøå ïîëiíîìà, òîáòî:

∃ {Kj, nj}j≥0 ∀ τ ⊂ (suppcyl f)j, |τ | = j

|∂τgf(x)| ≤ Kj(1 + ‖x ‖Rsuppcyl f )
nj , x ∈ Rsuppcyl f .

Ñèìâîë ∂τ = ∂k1
. . . ∂kn ïîçíà÷à¹ ÷àñòèííi ïîõiäíi â íàïðÿìêàõ τ =

{k1, . . . , kn}.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Ãiëüáåðòiâ ïðîñòið WΘ(µ) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê çàìèêàííÿ

ìíîæèíè P∞cyl(RZd) ó íîðìi

‖f‖2
WΘ(µ) =

∑
(p,C )∈Θ

∫
RZd

p(z) 〈C ∂mf, ∂mf〉 dµ(x), (2.10)
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äå z =
∑
k∈Zd

ak(1 + x2
k),

∑
k∈Zd

ak = 1, {ak} ∈ P. Ñêií÷åííèé íàáið âàã Θ =

{(p,C )} çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi âèìîãè:

1) êîæíà âàãà p(z) ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ íå áiëüø íiæ

ïîëiíîìiàëüíîãî ðîñòó

∃ ε,K > 0 òàêi, ùî ∀ z ∈ [1,∞)

p(z) ≥ ε òà (1 + z)
(
|p′(z)|+ |p′′(z)|

)
≤ K p(z); (2.11)

2) ìàòðè÷íà ìóëüòèâàãà C = C1⊗· · ·⊗Cm, Cj ∈ P, çàäà¹ ñêàëÿðíèé

äîáóòîê

〈C ∂mf, ∂mf〉 =
∑

k1,...,km∈Zd
C1
k1
. . . Cm

km
|∂k1

. . . ∂kmf |2, (2.12)

äå ∂k =
∂

∂xk
òà ∂mf = {∂k1

. . . ∂kmf}k1,...,km∈Zd ïîçíà÷à¹ ÷àñòèííó ïîõiäíó;

3) îäíà ç âàã â (2.10) ìà¹ âèãëÿä
∫
RZd

p0(z)|f(x)|2 dµ(x), òîáòî

(p0,∅) ∈ Θ.

Çàóâàæåííÿ 2.3. (Êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ.) Ç ëåìè 2.1 âèïëèâà¹, ùî

íîðìà ‖f ‖WΘ(µ) ñêií÷åííà äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ P∞cyl(RZd). Áiëüø òî-

ãî, íå ïîòðiáíî ïðîâîäèòè ïîïåðåäíþ ôàêòîðèçàöiþ P∞cyl(RZd) çà íîðìîþ

‖ · ‖WΘ(µ) â öüîìó îçíà÷åííi, îñêiëüêè äëÿ f ∈ P∞cyl(RZd) ç ‖f ‖WΘ(µ) = 0

âèïëèâà¹, ùî f ≡ 0. Äiéñíî, íåõàé f ∈ P∞cyl(RZd) íå äîðiâíþ¹ òîòîæíî íó-

ëþ i BEucl(x
0, δ) ïîçíà÷à¹ êóëþ ó ñêií÷åííî-âèìiðíîìó ïðîñòîði Rsuppcyl f ,

íà ÿêié |f | ≥ γ > 0. Îñêiëüêè ç íåðiâíîñòi ‖x− y ‖`2(a) ≤ β âèïëèâà¹:

∀ k ∈ Zd |xk − yk|2 ≤ β/ak,

òî ìíîæèíà BEucl(x
0, δ)× RZd\suppcylf ìiñòèòü `2(a)-êóëþ

B̃ = B`2(a)( (xsuppcylf , 0Zd\suppcylf
), δ(

∑
k∈suppcylf

1/ak)
−1).
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Ç ëåìè 2.1 âèïëèâà¹, ùî µ(B̃) > 0, i òîìó

‖f ‖2
WΘ(µ) ≥

∫
RZd

p0(z)|f |2dµ ≥ εp0

∫
RZd

|f |2dµ ≥ εp0
γ2µ(B̃) > 0.

Îòæå ôàêòîðèçàöiÿ íå ïîòðiáíà.

2.2 Êâàçi-àêðåòèâíiñòü îïåðàòîðiâ HQ â ïðîñòîðàõ WΘ(µ)

Äëÿ òîãî, ùîá ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíó òåîðåìó ââåäåìî äåÿêi ïîçíà÷å-

ííÿ. Íåõàé (p,C = C1 ⊗ · · · ⊗ Cm) ∈ Θ � äåÿêà âàãà, ùî âiäïîâiäà¹

ïîõiäíié m-ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f â îçíà÷åííi (2.10). Ââåäåìî ïîçíà÷åí-

íÿ {Ĉ
ij
}i<j∈{1,...,m} äëÿ ìàòðèöi, ùî âiäïîâiäà¹ (m− 1)-øié ïîõiäíié, ÿêà

áóäó¹òüñÿ ïî ìàòðèöi C çà íàñòóïíèì ïðàâèëîì:

{Ĉ
ij
} = C1 ⊗ . . .

î
⊗(A)−(κ+1)C iCj

↑j
⊗ · · · ⊗ Cm. (2.13)

Ñêîðî÷åííÿ C1 ⊗ . . .
î
⊗Cs îçíà÷à¹, ùî ó òåíçîðíîìó äîáóòêó i-òèé ìíî-

æíèê îïóùåíèé, à C1 ⊗ · · · ⊗ B
↑j
⊗ · · · ⊗ Cs îçíà÷à¹, ùî íà j-îìó ìiñöi

ó òåíçîðíîìó äîáóòêó ñòî¨òü ìàòðèöÿ B. Ìàòðèöÿ A ¹ äiàãîíàëüíîþ ç

åëåìåíòàìè {ak}k∈Zd.

Òåîðåìà 2.4. [54, òåîðåìà 3]Íåõàé ñêií÷åííèé íàáið âàã Θ òàêèé, ùî

äëÿ áóäü-ÿêî¨ âàãè (p,C ) ∈ Θ òà ïàðè i, j ∈ {1, . . . ,m}, i < j iñíó¹ âàãà

(p̃, C̃ ) ∈ Θ, ÿêà îöiíþ¹ çâåðõó âàãó (zκ+1p(z), Ĉ
ij

), òîáòî iñíó¹ òàêà ñòàëà

K, ùî

zκ+1p(z) ≤ K · p̃(z), z ≥ 1,

{Ĉ
ij
}` ≤ K C̃

`
, ` = 1, . . . ,m− 1, (2.14)

äå íåðiâíiñòü (2.14) ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ïîêîîðäèíàòíà íåðiâíiñòü ìiæ âåêòî-

ðàìè ç P.



68

Òîäi îïåðàòîðè {HQ} ðiâíîìiðíî ïî {Q ⊆ Zd, |Q| ≤ ∞} êâàçi-àêðåòèâíi

â ïðîñòîði WΘ(µ), òîáòî:

∃ MΘ ∀u ∈ P∞cyl(RZd) : (HQu, u)WΘ(µ) ≥ −MΘ‖u‖2
WΘ(µ). (2.15)

Äîâåäåííÿ. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði WΘ(µ) âiäíîâ-

ëþ¹òüñÿ ïî íîðìi (2.10), òîìó

(HQu, u)WΘ(µ) =
∑

(p,C )∈Θ

∫
RZd

p(z)〈C ∂mHQu, ∂
mu〉 dµ, u ∈ P∞cyl(RZd).

(2.16)

Äëÿ ïåðåâiðêè âëàñòèâîñòi (2.15) âiçüìåìî îäèí ç ÷ëåíiâ â (2.16), ùî

âiäïîâiäà¹ âàçi (p,C ), i ïåðåâiðèìî, ùî çàâäÿêè ñòðóêòóði íàáîðó Θ, êî-

æåí òàêèé ÷ëåí ìîæíà îöiíèòè çíèçó ÷èñëîì −MΘ‖u‖2
WΘ(µ). Iäå äîâåäåí-

íÿ ïîëÿãà¹ ó âèäiëåííi ïiâîáìåæåíî¨ çíèçó äiàãîíàëüíî¨ ÷àñòèíè â (2.16),

ïiñëÿ ÷îãî, ÷ëåíè ç ïîõiäíèìè ìåíøèõ ïîðÿäêiâ îöiíþþòüñÿ ç âèêîðè-

ñòàííÿì i¹ðàðõi¨ âàã ó íîðìi WΘ(µ) (2.14).

Ç ïðåäñòàâëåííÿ (2.1) îïåðàòîðà Hj âèïëèâà¹ íàñòóïíå êîìóòàöiéíå

ñïiââiäíîøåííÿ ∑
j∈Q

[∂k, Hj]u =
∑
j∈Q

Rkj∂ju

ç ìàòðèöåþ Rkj = δkjF
′
k + b(k − j), ÿêå çàïèøåìî â íàñòóïíié ôîðìi:

[∂,HQ]u = F ′IQ∂u+BIQ∂u. (2.17)

Òóò äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ IQ ìà¹ åëåìåíòè

{IQ}kk =

 1, k ∈ Q

0, k ∈ Zd\Q

à ìàòðèöÿ F ′IQ∂u òàêîæ ¹ äiàãîíàëüíîþ ç åëåìåíòàìè {F ′(xk)∂ku}k∈Q,

ùî äîðiâíþþòü íóëþ äëÿ k 6∈ Q.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.17), ïðåäñòàâèìî êîæåí ç ÷ëåíiâ â (2.16) ÿê ñóìó∫
RZd

p 〈C ∂mHQu, ∂
mu〉 dµ =

=

∫
p 〈CHQ∂

mu, ∂mu〉 dµ+ (2.18)

+
m−1∑
j=0

∫
p 〈C ∂j{BIQ∂m−ju}, ∂mu 〉 dµ+ (2.19)

+
m−1∑
j=0

∫
p 〈C ∂j{F ′IQ∂m−ju}, ∂mu 〉 dµ. (2.20)

Îöiíêà âèðàçó (2.18). Âèêîðèñòîâóþ÷è òîòîæíiñòü

2 〈C HQ∂
mu, ∂mu 〉 = HQ 〈C ∂mu, ∂mu 〉 + 〈

(
IQ ⊗C

)
∂[∂mu], ∂[∂mu] 〉

(2.21)

òà ñèìåòðè÷íiñòü îïåðàòîðiâ {HQ, |Q| ≤ ∞} :∫
p ·HQ 〈C ∂mu, ∂mu 〉 dµ =

∫
(HQ∩suppcyl up) 〈C ∂mu, ∂mu 〉 dµ, (2.22)

ïåðåòâîðèìî (2.18) äî âèãëÿäó

(2.18) =
1

4

∫
(HQp) 〈C ∂mu, ∂mu 〉 dµ+

+
1

2

∫
p 〈 (IQ ⊗C )∂∂mu, ∂∂mu 〉 dµ, (2.23)

äå âèðàç 〈 (IQ⊗C )∂∂mu, ∂∂mu 〉 ðîçóìi¹òüñÿ ó ñåíñi (2.12), ÿê ãåíåðîâà-

íèé íîâîþ ìàòðèöåþ C 1 = IQ⊗C = IQ⊗C1⊗· · ·⊗Cm. Çàóâàæèìî, ùî

äðóãèé äîäàíîê â (2.23) ¹ íåâiä'¹ìíèì. Äëÿ çàâåðøåííÿ îöiíêè âèðàçó

(2.18), çàñòîñó¹ìî íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 2.5. Íåõàé p ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ íå áiëüøå íiæ

ïîëiíîìiàëüíîãî ðîñòó (2.11). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî {ak} ∈ P,
∑
k∈Zd

ak = 1,
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iñíó¹ òàêà ñòàëà Mp, ùî ðiâíîìiðíî ïî Q ⊆ Zd, |Q| ≤ ∞ :

HQp(z) ≥ −Mpp(z), z =
∑
k∈Zd

ak(1 + x2
k).

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.5. Áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê äà¹

HQp(z) =
∑
k∈Q

{
− 1

2
∂2
k + [F (xk) + (Bx)k]∂k

}
p
(
1 +

∑
k∈Zd

akx
2
k

)
= (2.24)

=
∑
k∈Q

{
− 2a2

kx
2
kp
′′(z)− akp′(z) + 2ak[F (xk) + (Bx)k]xkp

′(z)
}
.

Ìîíîòîííiñòü p i F òà F (0) = 0 äàþòü F (xk)xkp
′(z) ≥ 0. Çàâäÿêè ñêií-

÷åííîñòi ðàäióñó âçà¹ìîäi¨ ìà¹ìî íàñòóïíó îöiíêó:∣∣∣∑
k∈Q

akxk(Bx)k

∣∣∣ =
∣∣∣ ∑
k∈Q,j∈Zd

akxkxjb(k − j)
∣∣∣ ≤

≤
∑

j,k∈Zd |j−k|≤r0

√
ak
√
aj
∣∣xkxjb(k − j)∣∣ δr0/2

a ≤

≤ max
|j|≤r0

|b(j)| δr0/2
a

∑
j,k∈Zd |j−k|≤r0

{akx2
k/2 + ajx

2
j/2} ≤

≤ max
|j|≤r0

|b(j)| δr0/2
a (2r0 + 1)dz = M ′z,

äå ÷èñëà δa ââåäåíi â (2.6). Âèùå òàêîæ áóëî âèêîðèñòàíî, ùî∑
k : |j−k|≤r0

1 = (2r0 + 1)d. (2.25)

Ç ïîëiíîìiàëüíèõ âëàñòèâîñòåé âàã p (2.11), îòðèìà¹ìî

HQp(z) ≥ −M ′zp′(z)−
(∑
k∈Zd

ak
)
p′(z)− 2(sup

k∈Zd
ak)z|p′′(z)|

≥ −(M ′ + 3)Kp(z),

äå òàêîæ âèêîðèñòàíî ak ≤
∑
k∈Zd

ak = 1. �

Òàêèì ÷èíîì, ç (2.23) i ëåìè 2.5 âèïëèâà¹,

(2.18) ≥ −1

4
M ‖u ‖2

WΘ(µ).
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Âèðàç (2.19) îöiíþ¹òüñÿ çâåðõó íàñòóïíèì ÷èíîì:∣∣∣ ∫ p 〈C ∂j(BIQ∂
m−ju), ∂mu 〉 dµ

∣∣∣ =

=
∣∣∣ ∫
RZd

p
∑

C1
k1
. . . Cm

km
b(a− kj+1)×

×
{

(∂k1
. . . ∂kj∂a∂kj+2

. . . ∂mu) · (∂k1
. . . ∂kmu)

}
dµ
∣∣∣ ≤

≤ sup
|j|≤r0

|b(j)|
∫
p
∑

C1
k1
. . . Cm

km
×

×
{1

2
|∂k1

. . . ∂kj∂a∂kj+2
. . . ∂kmu|2 +

1

2
|∂k1

. . . ∂kmu|2
}
dµ.

Âèùå ñóìà áåðåòüñÿ ïî âñiì ñêií÷åííèì ïiäìíîæèíàì  ðàòêè Zd íàñòóï-

íîãî âèãëÿäó:

{(k1, . . . , km, a) ∈ (Zd)m+1 : |a− kj+1| ≤ r0, kj+1 ∈ Zd, a ∈ Q}.

Âèêîíóþ÷è çàìiíó ó ïåðøîìó ÷ëåíi:

Cj+1
kj+1

=
Cj+1
kj+1

Cj+1
a

Cj+1
a ≤ δ

|kj+1−a|
Cj+1 Cj+1

a ≤ δr0

Cj+1C
j+1
a ,

ïiñëÿ ïåðåñóìóâàííÿ ïî iíäåêñàì a, kj+1 îòðèìà¹ìî

(2.19) ≤ 1

2
sup
|j|≤r0

|b(j)| (2r0 + 1)d(1 + δr0

Θ ) ‖u ‖2
WΘ(µ), (2.26)

äå

δΘ = sup
(p,C =C1⊗···⊗Cm)∈Θ

sup
j=1,...,m

δCj <∞. (2.27)

Äëÿ îöiíêè äîäàíêó (2.20) âèêîðèñòîâó¹òüñÿ i¹ðàðõiÿ âàã (2.14). Âèáå-

ðåìî îäèí ç äîäàíêiâ â (2.20) äëÿ j ∈ {1, . . . ,m−1} i çàñòîñó¹ìî äî íüîãî

ôîðìóëó Ëåéáíiöà, âèäiëèâøè îêðåìî ÷ëåí ç |α| = 0:

(2.20)j =

∫
p(z) < C (I ⊗ · · · ⊗ F ′IQ

↑(j+1)

⊗ · · · ⊗ I) ∂mu, ∂mu 〉 dµ+ (2.28)
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+
∑

α∪β={1,...,j}
α∩β=∅,|α|>0

∫
RZd

p(z) < C (∂αF ′IQ) · ∂β∂m−ju, ∂mu 〉 dµ, (2.29)

äå ∂β =
∏
s∈β

∂ks. Âèùå ñóìóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ ïî âñiì ïiäðîçáèòòÿì ìíî-

æèíè {1, . . . , j} íà äâi ïiäìíîæèíè, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ α ∩ β = ∅,

|α| > 0.

Ç ìîíîòîííîñòi F âèïëèâà¹ íåâiä'¹ìíiñòü äîäàíêó (2.28). Íåðiâíiñòü

Ãåëüäåðà i ñïiââiäíîøåííÿ ∂kF (m)(xj) = δkjF
(m+1)(xj) äàþòü

|(2.29)| ≤ ‖u‖WΘ(µ)

(∫
p(z) < Gα,β

F ∂β∂m−ju, ∂β∂m−ju 〉 dµ
)1/2

, (2.30)

äå

Gα,β
F = ⊗

s∈β
Cs ⊗ C{α}Cj+1|F (1+|α|)(xkj+1

)|2IQ ⊗ Cj+2 ⊗ · · · ⊗ Cm (2.31)

ç C{α} =
∏
r∈α

Cr. Ç (2.4) âèïëèâà¹, ùî ∀m ≥ 0

|F (m)(xk)|2 ≤ Dm(1 + x2
k)

κ+1 ≤ Dm
(ak(1 + x2

k) )κ+1

aκ+1
k

≤ Dm
zκ+1

aκ+1
k

,

òîìó ç z ≥ 1 i A−κ+1 ≥ I, âèïëèâà¹ íàñòóïíà íåðiâíiñòü, ÿêó ñëiä ðîçó-

ìiòè ÿê íåðiâíiñòü ìiæ äiàãîíàëüíèìè ìàòðèöÿ ìè:

|F (2+|α|)|2IQ ≤ D1+|α| z
|α|(κ+1)A−|α|(κ+1). (2.32)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.32), âèðàç (2.30) íàñòóïíèì ÷èíîì:

(2.30) ≤ ‖u‖WΘ(µ)

(∫
p(z)z|α|(κ+1)〈 Ĉ

α,β
∂β∂m−ju, ∂β∂m−ju 〉 dµ

)1/2

,

(2.33)

äå Ĉ
α,β

= ⊗
s∈β

Cs ⊗ (C{α}Cj+1A−|α|(κ+1))⊗ Cj+2 ⊗ · · · ⊗ Cm.

Ç ïðèïóùåíü (2.14) íà ñòðóêòóðó íàáîðó Θ, âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ïàðà

(q, C̃ ) ∈ Θ, ÿêà îöiíþ¹ ïàðó (z|α|(κ+1)p(z), Ĉ
α,β

), òîìó

(2.29) ≥ −K ′ ‖u ‖2
WΘ(µ).
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Îñòàòî÷íî, çáèðàþ÷è îöiíêè âèðàçiâ (2.18)�(2.20), îòðèìà¹ìî (2.15). Çà-

óâàæèìî, ùî ñêií÷åííiñòü âñiõ iíòåãðàëiâ âèïëèâà¹ ç (1.11) òà (2.8) äëÿ

u ∈ P∞cyl(RZd) i îöiíîê (2.11) íà ôóíêöi¨ ïîëiíîìiàëüíîãî ðîñòó p.

2.3 Ðîçáèòòÿ îïåðàòîðà HQ íà ñêií÷åííó ñóìó ëîêàëiçîâàíèõ

îïåðàòîðiâ

Ðîçãëÿíåìî êóá � = [1,n]d ∩ Zd ç n ∈ N, òàêèì, ùî n > 2r0, äå r0 �

ðàäióñ âçà¹ìîäi¨, îçíà÷åíèé â (2.5). Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ U(0) = U(0,...,0)

äëÿ ìíîæèíè

U(0) =
⋃

k∈(2nZ)d

τk�,

äå τk ïîçíà÷à¹ çñóâ íà âåêòîð k ∈ Zd : τkj = j + k.

Äëÿ íàáîðó i = (i1, . . . , id), is ∈ {0, 1}, s = 1, . . . , d ïîçíà÷èìî ÷åðåç

U(i) = U(i1,...,id) çñóâ ìíîæèíè U(0) íà âåêòîð (i1n, . . . , idn) ∈ Zd :

U(i) = τ(i1n,0,...,0) . . . τ(0,...,0,idn) U(0). (2.34)

Ìíîæèíè {U(i), i ∈ {0, 1}d} ôîðìóþòü ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ  ðàòêè Zd

íà íåñêií÷åííi ïiäìíîæèíè, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Òàêå ðîçáèòòÿ  ðà-

òêè Zd ïðèâîäèòü äî ïðåäñòàâëåííÿ îïåðàòîðà HQ ÿê ñêií÷åííî¨ ñóìè

�áëî÷íèõ� îïåðàòîðiâ HQ(i) :

HQ =
∑

i∈{0,1}d
HQ(i), (2.35)

äå

HQ(i) =
∑
k∈Q(i)

Hk, Q(i) = Q ∩ U(i). (2.36)

Ôîðìóëà (2.35) äà¹ ïðåäñòàâëåííÿ îïåðàòîðà çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi çìií-

íèõ HQ ÿê ñêií÷åííî¨ ñóìè îïåðàòîðiâ HQ(i) ç ðîçäiëåíèìè çìiííèìè: ç
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âëàñòèâîñòi [Hk, Hj] = 0, |k − j| > 2r0 âèïëèâà¹, ùî �áëî÷íi� ÷àñòèíè

(τk�) ∩Q êîæíîãî ç îïåðàòîðiâ HQ(i) êîìóòóþòü ìiæ ñîáîþ.

Ðîçãëÿíåìî îäèí ç îïåðàòîðiâ HQ(i), i ∈ {0, 1}d, íàïðèêëàä, íåõàé i =

(0) ∈ {0, 1}d. Éîìó âiäïîâiäà¹ íàñòóïíà ïàðàáîëi÷íà çàäà÷à Êîøi:
∂

∂t
ft(x) = −HQ(0)ft(x);

ft
∣∣
t=0

(x) = f(x) ∈ P∞cyl(RZd).
(2.37)

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ Λf = ∪
k∈S

τk� äëÿ ñêií÷åííîãî íàáîðó áëîêiâ ç Q(0),

ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ ç íîñi¹ì öèëiíäðè÷íîñòi ôóíêöi¨ f , äå

S = {k ∈ (2nZ)d : suppcylf ∩ τk� 6= ∅}.

Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó çàäà÷ó Êîøi
∂

∂t
gt(x) = −HQ∩Λfgt(x);

gt
∣∣
t=0

(x) = f(x)
(2.38)

ç äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì HQ∩Λf , ùî äi¹ ïî ñêií÷åííié êiëüêîñòi

çìiííèõ, îñêiëüêè |Λf | ≤ |suppcyl f | · |�|. Ç ñêií÷åííîñòi ðàäióñó çàëåæíî-

ñòi çìiííèõ r0 ó âèðàçi HQ∩Λf âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçîê gt çàäà÷i (2.38),

ÿêùî iñíó¹, áóäå öèëiíäðè÷íîþ ôóíêöi¹þ

suppcyl gt ⊆ Ωf := (Q ∩ Λf)r0
∪ suppcylf, (2.39)

äå äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè Ω:

(Ω)r0
= {k : dist (k,Ω) ≤ r0}.

Êðiì òîãî, ðîçâ'ÿçîê gt çàäà÷i (2.38) òàêîæ áóäå ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi

(2.37), òîìó ùî gt
∣∣∣
t=0

= f , à ÷àñòèíà îïåðàòîðà HQ çà ìåæàìè íîñiÿ

öèëiíäðè÷íîñòi ôóíêöi¨ gt íå äi¹: HQ∩(U(0)\Λf )gt = 0, äèâ. (2.39). Òîìó

∂

∂t
gt(x) = −HQ∩Λfgt = −HQ(0)gt, (2.40)
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i çàäà÷à (2.37) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ñêií÷åííîâèìiðíó çàäà÷ó Êîøi íàä ïðî-

ñòîðîì RΩf , ðîçìiðíiñòü ÿêîãî çàëåæèòü âiä íîñiÿ öèëiíäðè÷íîñòi ôóíê-

öi¨ f ∈ P∞cyl(RZd). Âðàõîâóþ÷è òàêó âëàñòèâiñòü îïåðàòîðiâ HQ(i) íàçâåìî

¨õ ëîêàëiçîâàíèìè îïåðàòîðàìè.

Ðiçíèìè ìåòîäàìè ìîæå áóòè ïåðåâiðåíî [7,8,10,30,131,157], ùî ðîçâ'ÿ-

çîê ñêií÷åííîâèìiðíî¨ çàäà÷i Êîøi ç îïåðàòîðîì
∑
i

{−∂2
i − (∂iΦ)∂i} äëÿ

ôóíêöi¨ Φ íå áiëüø íiæ ïîëiíîìiàëüíîãî ðîñòó ç óñiìà ïîõiäíèìè ¹ íå-

ñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ ft ∈ C∞([0,∞)×Rn) íå áiëüø íiæ

ïîëiíîìiàëüíîãî ðîñòó ðàçîì ç ïîõiäíèìè. Çîêðåìà ñïðàâåäëèâà íàñòó-

ïíà ëåìà.

Ëåìà 2.6. [54, Òâåðäæåííÿ 6] Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííî¨ àáî íåñêií÷åí-

íî¨ ìíîæèíè Q ⊆ Zd, |Q| ≤ ∞ òà (i) ∈ {0, 1}d çàäà÷à Êîøi (2.38)

äëÿ �áëî÷íèõ� îïåðàòîðiâ HQ(i) ãëàäêî ðîçâ'ÿçíà â P∞cyl(RZd), òîáòî äëÿ

ïî÷àòêîâîãî äàíîãî f ∈ P∞cyl(RZd) ðîçâ'ÿçîê gt(x) çàäà÷i (2.38) ¹ öè-

ëiíäðè÷íîþ C∞(R+,RZd)-ôóíêöi¹þ íå áiëüøå íiæ ïîëiíîìiàëüíîãî ðî-

ñòó: suppcyl gt ⊆ Ωf òà äëÿ áóäü-ÿêîãî m ≥ 0 iñíóþòü òàêi ñòàëi Kr =

Kr
m,f,Q, r = 1, 2, 3, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó k1, . . . , km ∈ Ωj

f

max
n,j∈{0,...,m}

|∂kn . . . ∂k1
[∂jt gt(x)] | ≤ K1e

tK2(1 +
∑
i∈Ωjf

x2
i )
K3. (2.41)

Çàóâàæåííÿ 2.7. Ç (2.38) âèïëèâà¹ ∂jt gt(x) = (−1)j[HQ∩Λf ]
jgt(x) ç ïî÷àò-

êîâîþ óìîâîþ ∂jt gt(x)
∣∣∣
t=0

= [−HQ∩Λf ]
jf . Òîìó ìà¹ìî ðåêóðåíòíå ñïiâ-

âiäíîøåííÿ Ωj
f = (Ωj−1

f )r0
òà Ω0

f = Ωf .
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2.4 Ðåãóëÿðíi âëàñòèâîñòi ëîêàëiçîâàíèõ ïiâãðóï ó øêàëi ïðî-

ñòîðiâ WΘ(µ)

Ïiâãðóïè îïåðàòîðiâ HQ(i) áóäóþòüñÿ ÿê çàìèêàííÿ â òîïîëîãiÿõ ïðîñòî-

ðiâ WΘ(µ) ñêií÷åííî-âèìiðíèõ ïiâãðóï, ùî âiäïîâiäàþòü çàäà÷àì Êîøi

òèïó (2.37). Ðåçóëüòàò ñïèðà¹òüñÿ íà òåîðåìó 1.12, ÿêà äà¹ äîñòàòíi óìî-

âè òîãî, ùî çàìèêàííÿ îïåðàòîðàH ç äåÿêî¨ ìíîæèíèD ⊂ D(H) ãåíåðó¹

ñèëüíî íåïåðåðâíó ïiâãðóïó.

Â íàñòóïíié òåîðåìi áóäóþòüñÿ ïiâãðóïè ëîêàëiçîâàíèõ îïåðàòîðiâHQ(i)

(2.36) â ïðîñòîðàõ WΘ(µ).

Òåîðåìà 2.8. [1, òåîðåìà 3.16] Äëÿ êîæíîãî i ∈ {0, 1}d òàQ ⊆ Zd, |Q| ≤

∞ çàìèêàííÿ ëîêàëiçîâàíîãî îïåðàòîðà H̃Q(i)

WΘ(µ)
ç îáëàñòþ âèçíà÷åí-

íÿ P∞cyl(RZd) ãåíåðó¹ ñèëüíî íåïåðåðâíó êâàçi-ñòèñêàþ÷ó ïiâãðóïó, i ìà¹

ìiñöå îöiíêà:

‖ exp(−tH̃Q(i)

WΘ(µ)
) ‖L(WΘ(µ)) ≤ eMΘt.

Êðiì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî ïiäïðîñòîðóWΘ2
(µ) ïðîñòîðóWΘ1

(µ) ìà¹ ìiñ-

öå óçãîäæåíiñòü ïiâãðóï:

exp(−tH̃Q(i)

WΘ1
(µ)

) �WΘ2
(µ)= exp(−tH̃Q(i)

WΘ2
(µ)

). (2.42)

Çàóâàæåííÿ 2.9. Âëàñòèâiñòü (2.42) ôàêòè÷íî îçíà÷à¹, ùî êîæíà ç ïiâ-

ãðóï exp(−tH̃Q(i)

WΘ(µ)
) çáåðiãà¹ ïiäïðîñòîðè, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç áiëüø

ãëàäêèõ â ñåíñi L2 ôóíêöié.

Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ äëÿ îïåðàòîðà HQ(0). Äëÿ âñiõ iíøèõ

âèïàäêiâ i ∈ {0, 1}d äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå. Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ îïåðàòîðiâ

Pt = P
Q(0)
t , t ≥ 0, çàäàíèõ íà ìíîæèíi P∞cyl(RZd) ôîðìóëîþ

P
Q(0)
t f = gt,
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äå gt ïîçíà÷à¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (2.38). Ç ëåìè 2.6 âèïëèâà¹:

P
Q(0)
t : P∞cyl(RZd)→ P∞cyl(RZd), t ≥ 0.

Êðiì òîãî, ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ: P0 = I, Pt+s = PtPs. Ç (2.38)

âèïëèâà¹ ∂tP
Q(0)
t f = −HQ(0)P

Q(0)
t f äëÿ f ∈ P∞cyl(RZd), òîìó ç òåîðåìè 2.4

ìà¹ìî

d

dt
‖PQ(0)

t f ‖2
WΘ(µ) = −2(HQ(0)Ptf, Ptf)WΘ(µ) ≤ 2MΘ ‖PQ(0)

t f ‖2
WΘ(µ).

Îòæå

‖PQ(0)
t ‖L(WΘ(µ)) ≤ eMΘt,

i iñíó¹ çàìèêàííÿ

P̃t := [P
Q(0)
t ]̃ WΘ(µ) (2.43)

ç ùiëüíî¨ â ïðîñòîði WΘ(µ) ìíîæèíè P∞cyl(RZd).

Öå çàìèêàííÿ òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ: P̃0 = I, P̃t+s = P̃tP̃s

i ìà¹ ìiñöå îöiíêà

‖P̃t ‖L(WΘ(µ)) ≤ eMΘt.

Çàñòîñîâóþ÷è (2.41), äëÿ gt := P
Q(0)
t f ìà¹ìî:

‖PQ(0)
t f−f ‖2

WΘ(µ) = ‖
t∫
0

∂gs
∂s

ds ‖2
WΘ(µ) ≤ t2 sup

s∈[0,t]

‖∂gs
∂s
‖2
WΘ(µ) =

= t2 sup
s∈[0,t]

∑
(p,C )∈Θ

∫
RZd

p(z)〈C ∂n
∂gs
∂s

, ∂n
∂gs
∂s
〉 dµ ≤

≤ t2KK1e2tK2

∫
RZd

(1 +
∑
i∈Ω1

f

x2
i )

2K3dµ ≤ t2K ′e2tK2, f ∈ P∞cyl(RZd).

(2.44)

Âèùå áóëî âèêîðèñòàíî, ùî â 〈C ·, · 〉 çíàõîäèòüñÿ ëèøå ñêií÷åííà êiëü-

êiñòü íåíóëüîâèõ ïîõiäíèõ, îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ Zd\Ω1
f : ∂kgt = 0
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òà ∂k(∂tgt) = 0. Òàêîæ áóëî çàñòîñîâàíî (2.8), (1.11), i â (2.41) îáðàíî m

ÿê íàéáiëüøèé ïîðÿäîê äèôåðåíöiþâàííÿ â WΘ(µ), ïiñëÿ ÷îãî çiáðàíî

êîìáiíàòîðíó ñòàëó K ′. Ç îöiíêè (2.44) âèïëèâà¹ ñèëüíà íåïåðåðâíiñòü

ïiâãðóïè ïî t íà ùiëüíié ìíîæèíi:

∀ f ∈ P∞cyl(RZd) : ‖P̃tf − f ‖WΘ(µ) → 0, t→ 0 + . (2.45)

Çà îçíà÷åííÿì WΘ(µ) = ˜P∞cyl(RZd)
‖· ‖WΘ(µ)

, òîìó (2.45) òàêîæ äà¹ ñèëüíó

íåïåðåðâíiñòü çàìèêàííÿ P̃t â WΘ(µ). Ç âëàñòèâîñòåé (2.38), (2.40) i òåî-

ðåìè 1.12, çàñòîñîâàíî¨ äî ñèëüíî íåïåðåðâíî¨ êâàçiñòèñêàþ÷î¨ ïiâãðóïè

P̃t ó ïðîñòîði WΘ(µ) ç îáëàñòþ D = P∞cyl(RZd) i îïåðàòîðîì A = HQ(0),

âèïëèâà¹, ùî ãåíåðàòîð P̃t äîðiâíþ¹ H̃Q(0)

WΘ(µ)
.

Âëàñòèâiñòü óçãîäæåíîñòi (2.42) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ïiâãðóïó P̃t ïîáó-

äîâàíî ÿê çàìèêàííÿ ç îáëàñòi P∞cyl(RZd).

2.5 Ðåãóëÿðíi âëàñòèâîñòi ãiááñîâî¨ åâîëþöi¨ â ïðîñòîðàõ L2 -

äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié

Iäå ïîáóäîâè ïiâãðóïè e−tH̃Q äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè Q ⊆ Zd ïîëÿãà¹ ó

âiäòâîðåííi ¨¨ çà äîïîìîãîþ ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ôîðìóëè äëÿ ïiâãðóïè,

ãåíåðîâàíî¨ ñêií÷åííîþ ñóìîþ ãåíåðàòîðiâ ïiâãðóï:

e−tH̃Q = lim
n→∞

( ∏
i∈{0,1}d

e−
t
nH̃Q∩U(i)

)n
, (2.46)

îñêiëüêè

HQ =
∑

i∈{0,1}d
HQ∩U(i).

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ðîçäiëó ïîëÿãà¹ â íàñòóïíié òåîðåìi, ÿêå â

ïåâíié ìiði ¹ óçàãàëüíåííÿì ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [52].
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Òåîðåìà 2.10. [54] Íåõàé µ � ãiááñîâà ìiðà ïîìiðíîãî ðîñòó µ ∈ G{µΛ}

ç ïîòåíöiàëàìè (2.4)�(2.5) òà ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ {HQ}|Q|≤∞ (2.1) îçíà÷åíà

íà ìíîæèíi D(HQ) = P∞cyl(RZd).

Ïðèïóñòèìî, ùî òîïîëîãi¨ ïðîñòîðiâ {WΘ(µ)} (2.10) çàäîâîëüíÿþòü

i¹ðàðõi¨ (2.14) ç íåëiíiéíèì ïàðàìåòðîì κ.

Òîäi çàìèêàííÿ îïåðàòîðà H̃Q

WΘ(µ)
ãåíåðó¹ ñèëüíî íåïåðåðâíó êâàçi-

ñòèñêàþ÷ó ïiâãðóïó ó ïðîñòîði WΘ(µ), i âèêîíàíà ðiâíîìiðíà îöiíêà:

∃ MΘ : ∀Q ⊆ Zd : ‖ exp(−tH̃Q

WΘ(µ)
) ‖L(WΘ(µ)) ≤ eMΘt.

Êðiì òîãî ìà¹ ìiñöå óçãîäæåíiñòü äi¨ ïiâãðóïè â ïðîñòîðàõ WΘ2
(µ) ⊂

WΘ1
(µ) :

exp(−tH̃Q

WΘ1
(µ)

) �WΘ2
(µ)= exp(−tH̃Q

WΘ2
(µ)

). (2.47)

Ç òåîðåìè 2.8 òà òåîðåìè Õiëëå �Iîñiäè 1.8 âèïëèâà¹, ùî ëîêàëiçîâàíi

îïåðàòîðè Ai = H̃
WΘ(µ)
Q(i) òà îïåðàòîð B = 0 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (1.23)

òåîðåìè Äà Ïðàòî �Ãðiñâàðäà (òåîðåìà 1.14) ó ïðîñòîði X = WΘ(µ),

µ ∈ G{µΛ}. Îòæå, çàëèøèëîñü ïîáóäóâàòè ïðîñòîðè Y ⊂ DX(A2
i ), ÿêi

âèáåðåìî ç øêàëè WΘ(µ).

Ëåìà 2.11. [54, Òâåðäæåííÿ 5] Äëÿ äîâiëüíî¨ âàãè Θ, ùî çàäîâîëüíÿ¹

i¹ðàðõiþ (2.14), iñíó¹ âàãà Θ′, ÿêà òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ öþ i¹ðàðõiþ, i ¹

òàêîþ, ùî WΘ′(µ) ⊂ DWΘ(µ)(HQ) ùiëüíî, íåïåðåðâíî i ðiâíîìiðíî ïî

Q ⊆ Zd, |Q| ≤ ∞, òîáòî iñíó¹ òàêà ñòàëà DΘ, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè

Q ⊆ Zd, |Q| ≤ ∞

∀ f ∈ P∞cyl(RZd) : ‖HQf‖WΘ(µ) ≤ DΘ‖f‖WΘ′(µ). (2.48)

Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè íàäàíî ïiñëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíî¨ òåîðåìè 2.10.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.10. Äâi÷i çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 2.11, îòðèìà¹ìî ïðî-

ñòið Y = WΘ′′(µ) ⊂ DWΘ(µ)(H
2
Q) ç ðiâíîìiðíîþ ñòàëîþ DΘDΘ′.
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Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó ìíîæèíó Q ⊆ Zd, |Q| ≤ ∞ i âèáåðåìî ó òåîðå-

ìi 1.14 îïåðàòîðè Ai = H̃
WΘ(µ)
Q(i) , i ∈ {0, 1}d, B = 0. Òîäi ïî òåîðåìi 2.8, ç

âðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòi óçãîäæåíîñòi (2.42) îïåðàòîðè Ai çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâè òåîðåìè 1.14 äëÿ X = WΘ(µ), Y = WΘ′′(µ). Òîìó îïåðàòîð

LΘ =
∑

i∈{0,1}d
Ai =

∑
i∈{0,1}d

H̃
WΘ(µ)
Q(i) , (2.49)

çàäàíèé íà îáëàñòi DWΘ(µ)(LΘ) = WΘ′′(µ), äîïóñêà¹ çàìèêàííÿ L̃Θ

WΘ(µ)
,

ùî ãåíåðó¹ ñèëüíî íåïåðåðâíó êâàçi-ñòèñêàþ÷ó ïiâãðóïó çi ñòàëîþ MΘ

(2.15) ó ïðîñòîði WΘ(µ). Öÿ ïiâãðóïà âiäòâîðþ¹òüñÿ ïî ìóëüòèïëiêàòèâ-

íié ôîðìóëi (1.24):

exp(−tL̃Θ

WΘ(µ)
)f = WΘ(µ) - lim

n→∞

( ∏
i∈{0,1}d

exp(− t
n
H̃

WΘ(µ)
Q(i) )

)n
f. (2.50)

Ðiâíiñòü (2.50) âèêîíó¹òüñÿ íà äîâiëüíié ôóíêöi¨ f ∈ WΘ(µ) ðiâíîìiðíî

ïî t ∈ [0, T ], T > 0. Çàóâàæèìî, ùî ç òåîðåìè 2.8 âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð

LΘ (2.49), çâóæåíèé íà îáëàñòü P∞cyl(RZd), äà¹ HQ :

LΘ �
P∞cyl(RZd)=

∑
i∈{0,1}d

H̃
WΘ(µ)
Q(i) �

P∞cyl(RZd)=
∑

i∈{0,1}d
HQ(i) = HQ. (2.51)

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.10 çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî ãå-

íåðàòîð L̃Θ

WΘ(µ)
ïiâãðóïè, ïîáóäîâàíî¨ â (2.50), ñïiâïàäà¹ iç çàìèêàííÿì

H̃Q

WΘ(µ)
îïåðàòîðà HQ, D(HQ) = P∞cyl(RZd) i ïðîäåìîíñòðóâàòè âëàñòè-

âiñòü óçãîäæåíîñòi (2.47).

Îñêiëüêè îïåðàòîðHQ ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿD(HQ) = P∞cyl(RZd) êâàçi-

àêðåòèâíèé çi ñòàëîþMΘ i ùiëüíî çàäàíèé íà ïðîñòîði WΘ(µ), òîìó [84,

85] (äèâ. òàêîæ ëåìó 1.11) âií ìà¹ ¹äèíå çàìèêàííÿ H̃Q

WΘ(µ)
. Çàëèøà¹òüñÿ

äîâåñòè, ùî äëÿ λ > MΘ

Ran (HQ + λ) ùiëüíî â WΘ(µ), (2.52)
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òîäi çàìèêàííÿ H̃Q

WΘ(µ)
áóäå ãåíåðàòîðîì ñèëüíî íåïåðåðâíî¨ ïiâãðóïè,

i ìàòèìå ìiñöå ðiâíiñòü L̃Θ

WΘ(µ)
= H̃Q

WΘ(µ)
.

Ïðèïóñòèìî, ùî âëàñòèâiñòü (2.52) íå âèêîíàíà, òîäi iñíó¹ íåíóëüîâèé

ôóíêöiîíàë ` ∈ (WΘ(µ))∗ = WΘ(µ), òàêèé, ùî

∀ p ∈ P∞cyl(RZd) : `
(

(HQ + λ)p
)

= 0. (2.53)

Çàïèøåìî (2.50) äëÿ äåÿêîãî p ∈ P∞cyl(RZd) i âèêîðèñòà¹ìî, ùî äëÿ òà-

êèõ p âiäïîâiäíi ïiâãðóïè ñïiâïàäàþòü ç ðîçâ'ÿçêàìè ëîêàëiçîâàíèõ çàäà÷

Êîøi (2.38):

exp
(
− tL̃Θ

WΘ(µ))
p = WΘ(µ) - lim

n→∞

( ∏
i∈{0,1}d

exp(− t
n
H̃

WΘ(µ)
Q(i) )

)n
p =

= WΘ(µ) - lim
n→∞

( ∏
i∈{0,1}d

P
Q(i)
t/n

)n
p. (2.54)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü (2.42) ïðîäîâæèìî öi ðiâíîñòi òà ïåðå-

éäåìî äî ëîêàëiçîâàíèõ ïiâãðóï ó äîâiëüíîìó ïiäïðîñòîðiWΘ′(µ) ⊂WΘ(µ) :

exp
(
− tL̃Θ

WΘ(µ)
)
p = WΘ(µ) - lim

n→∞

( ∏
i∈{0,1}d

P
Q(i)
t/n

)n
p =

= WΘ(µ) - lim
n→∞

( ∏
i∈{0,1}d

exp(− t
n
H̃

WΘ′(µ)
Q(i) )

)n
p =

= WΘ′(µ) - lim
n→∞

( ∏
i∈{0,1}d

exp(− t
n
H̃

WΘ′(µ)
Q(i) )

)n
p

= exp(−tL̃Θ′
WΘ′(µ)

)p. (2.55)

Âèùå îïåðàòîð L̃Θ′
WΘ′(µ)

ðîçóìi¹òüñÿ â ñåíñi (2.49) ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ

Y = WΘ′′(µ), ïðè öüîìó P∞cyl(RZd) ⊂ WΘ′′(µ). Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 2.11

âèáåðåìî Θ′ òàêèì, ùî WΘ′(µ) ⊂ DWΘ(µ)(HQ) òà

∀Q ⊆ Zd, |Q| ≤ ∞ ‖HQf‖WΘ(µ) ≤ DΘ‖f‖WΘ′(µ), f ∈ P∞cyl(RZd)
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ç äåÿêîþ ñòàëîþDΘ(µ). Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ãåíåðàòîðà, çáiæíiñòü

(2.55), ïðèïóùåííÿ (2.53), ïðåäñòàâëåííÿ (2.54), à òàêîæ ðiâíîìiðíó ïî

t ∈ [0, T ], T > 0 çáiæíiñòü ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷ Êîøi ó áiëüø ñèëüíié, íiæ

WΘ(µ), òîïîëîãi¨ WΘ′(µ) ⊂ DWΘ(µ)(HQ), ìà¹ìî:

d

dt
`
(

exp(−tL̃Θ

WΘ(µ)
)p
)

= −`
(
L̃Θ

WΘ(µ)
exp(−tL̃Θ

WΘ(µ)
)p
)

=

= −`
(
L̃Θ

WΘ(µ) [
WΘ′(µ) - lim

n→∞
(
∏

i∈{0,1}d
exp(− t

n
H̃

WΘ′(µ)
Q(i) ) )np

] )
=

= −`
(
L̃Θ

WΘ(µ) [
WΘ′(µ) - lim

n→∞
(
∏

i∈{0,1}d
P
Q(i)
t/n )np

] )
=

= − lim
n→∞

`
(
L̃Θ

WΘ(µ) [
(
∏

i∈{0,1}d
P
Q(i)
t/n )np

] )
=

= − lim
n→∞

`
(
HQ

[
(
∏

i∈{0,1}d
P
Q(i)
t/n )np

] )
=

= λ lim
n→∞

`
( [

(
∏

i∈{0,1}d
P
Q(i)
t/n )np

] )
= λ`

(
exp(−tL̃Θ

WΘ(µ)
)p
)
. (2.56)

Îòæå ìîæíà âèíåñòè ãðàíèöþ íàçîâíi òà çàìiíèòè (−HQ) íà λ íà öè-

ëiíäðè÷íié ôóíêöi¨ ϕ = (
∏

i∈{0,1}d
P
Q(i)
t/n )np ∈ P∞cyl(RZd) ç âðàõóâàííÿì, ùî

L̃Θ

WΘ(µ)
�
P∞cyl(RZd)= HQ, òà ïðèïóùåííÿ (2.53). Ç ôîðìóëè (2.56) âèïëèâà¹

òîòîæíiñòü `(exp(−tL̃Θ

WΘ(µ)
)p) = eλt`(p), à ç îöiíêè

∀ t ≥ 0 eλt|`(p)| = |`(exp(−tL̃WΘ(µ)
Θ )p)| ≤ ‖` ‖(WΘ(µ))∗ ‖p ‖WΘ(µ)e

MΘt,

òà óìîâè λ > MΘ, ñïðÿìîâóþ÷è t→∞, ìà¹ìî, ùî `(p) = 0. Ç ùiëüíîñòi

P∞cyl(RZd) ó ïðîñòîði WΘ(µ) âèïëèâà¹ ` = 0. Öå ïðèâîäèòü äî ïðîòèði÷÷ÿ

ç ïðèïóùåííÿì, ùî ôóíêöiîíàë ` ¹ íåíóëüîâèì.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ λ > MΘ ìíîæèíà Ran (HQ+λ) ¹ ùiëüíîþ âWΘ(µ) i

çàìèêàííÿ H̃WΘ(µ)
Q = L̃Θ

WΘ(µ)
ãåíåðó¹ ñèëüíî íåïåðåðâíó êâàçiñòèñêàþ÷ó

ïiâãðóïó. Íàðåøòi, âëàñòèâiñòü óçãîäæåíîñòi (2.47) âèïëèâà¹ ç (2.54) òà
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(2.55) ïiñëÿ çàìèêàííÿ ó âiäïîâiäíèõ òîïîëîãiÿõ iç çàìiíîþ L̃
WΘ(µ)
Θ íà

H̃
WΘ(µ)
Q .

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.11. Ââåäåìî äëÿ çðó÷íîñòi ïîçíà÷åííÿ

|∂mu|2C := 〈C ∂mu, ∂mu〉 (2.57)

äå ñêàëÿðíèé äîáóòîê îçíà÷åíèé â (2.12). Ùîá îòðèìàòè îöiíêó (2.48),

äîñòàòíüî îöiíèòè êîæåí äîäàíîê íîðìîþ ‖u‖2
WΘ′(µ) òà çàïðîïîíóâàòè

òî÷íó ïðîöåäóðó ïîáóäîâè âàã Θ′. Ç ñïiââiäíîøåííÿ (2.17) îòðèìà¹ìî∫
RZd

p
∣∣∂m(HQu)

∣∣2
C
dµ =

∫
p
∣∣HQ∂

mu+
m−1∑
j=0

∂j
[
(F ′IQ +BIQ)∂m−ju

]∣∣2
C
dµ ≤

≤ (2m+ 1)
{∫

p
∣∣HQ∂

mu
∣∣2
C
dµ+ (2.58)

+
m−1∑
j=0

∫
p
∣∣∣∂jBIQ∂m−ju∣∣∣2

C
dµ+ (2.59)

+
m−1∑
j=0

∫
p
∣∣∣∂j(F ′IQ∂m−ju)

∣∣∣2
C
dµ
}
. (2.60)

Ïîñëiäîâíî îöiíèìî âèðàçè (2.58)�(2.60). Ùîá îöiíèòè (2.58), çàñòîñó¹ìî

ïðåäñòàâëåííÿ (2.1) îïåðàòîðà HQ =
∑
k∈Q
{−1

2
∂2
k − [F (xk) + (Bx)k]∂k}.

Òîäi âèðàç (2.58) ìîæíà îöiíèòè íàñòóïíîþ ñóìîþ ÷ëåíiâ, ïîìíîæåíèõ

íà 3(2m+1) :
1

4

∫
p|
(∑
k∈Q

∂2
k

)
∂mu|2C dµ+ (2.61)

+

∫
p|
(∑
k∈Q

(Bx)k∂k
)
∂mu|2C dµ+ (2.62)

+

∫
p|
(∑
k∈Q

F ′(xk)∂k
)
∂mu|2C dµ. (2.63)
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Ç íåðiâíîñòi Êîøi�Áóíÿêîâñüêîãî âèïëèâà¹:

(2.61) ≤ (
∑
k∈Zd

1/dk)
2

∫
RZd

p〈(D ⊗D ⊗C ) ∂m+2u, ∂m+2u 〉 dµ, (2.64)

äå äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ D = {dk}k∈Zd ∈ P òàêà, ùî
∑
k∈Zd

1/dk <∞.

(2.62) =
∑

k1,...,km∈Zd
C1
k1
. . . Cm

km

∫
p
∣∣∑
j∈Q

(Bx)j ∂j∂k1
. . . ∂kmu

∣∣2dµ ≤
≤
(∑
j∈Zd

1

dj

) ∑
k1,...,km∈Zd

C1
k1
. . . Cm

km

∫
p
∑
j∈Zd

dj|(Bx)j ∂j∂k1
. . . ∂kmu|2dµ.

(2.65)

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë hj ìà¹ìî∑
j∈Zd

dj|(Bx)jhj|2 =
∑

j,k1,k2∈Zd
|ki−j|≤r0, i=1,2

djb(j − k1)b(j − k2)xk1
xk2
h2
j ≤

≤ sup
j∈Zd
|b(j)|2

∑
j,k1,k2∈Zd

|ki−j|≤r0, i=1,2

djh
2
j

(x2
k1

2
+
x2
k2

2

)
≤

≤ sup
j∈Zd
|b(j)|2

∑
j,k1,k2∈Zd

|ki−j|≤r0, i=1,2

djh
2
j

( z

2ak1

+
z

2ak2

)

≤ sup |b(j)|2 δ2r0
a

∑
j∈Zd

dj
aj
h2
j · z

äå z =
∑
k∈Zd

ak(1 + x2
k), òîìó äëÿ (2.62) ìà¹ ìiñöå:

(2.62) ≤MB

∫
RZd

p(z)z〈 (DA−1 ⊗C ) ∂∂mu, ∂∂mu 〉 dµ. (2.66)

Ùîá îöiíèòè (2.63), çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü, ÿêà âèïëèâà¹ ç (2.4):

|F (xk)|2 ≤ K ′2(1 + x2
k)

κ+1 = K ′2(1 + x2
k)

κ+1a
κ+1
k

aκ+1
k

≤ K ′2z
κ+1A−(κ+1)
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ç äåÿêîþ ñòàëîþ K ′1. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

(2.63) =

∫
p

∑
k1,...,km∈Zd

C1
k1
. . . Cm

km

∣∣∣∑
j∈Q

F (xj)∂j∂k1
. . . ∂kmu

∣∣∣2dµ ≤
≤ (
∑
k∈Zd

1

dk
)

∫
p 〈 (D ⊗C )(F∂)∂mu, (F∂)∂mu 〉 dµ ≤

≤ K ′2(
∑
k∈Zd

1

dk
)

∫
p zκ+1〈 (DA−(κ+1) ⊗C )∂m+1u, ∂m+1u 〉 dµ. (2.67)

Äëÿ îöiíêè âèðàçó (2.59) çàóâàæèìî, ùî ìàòðèöÿ B ìà¹ ñêií÷åííó

êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ äiàãîíàëåé òà âèêîíà¹ìî îöiíêó àíàëîãi÷íî (2.26):∫
p
∣∣∂jBIQ∂m−ju∣∣2C dµ =

=

∫
p

∑
k1,...,km∈Zd

C1
k1
. . . Cm

km

∣∣∂k1
. . . ∂kj

∑
i∈Q

|i−kj+1|≤r0

b(i− kj+1)∂i∂kj+2
. . . ∂kmu

∣∣2dµ ≤

≤ (2r0 + 1)d sup |b(j)|2
∫
p

∑
k1, ... ,km∈Zd

i∈Zd, |i−kj+1|≤r0

C1
k1
. . . Cj

kj

(
Cj+1
i

Cj+1
kj+1

Cj+1
i

)
Cj+2
kj+2

Cm
km
×

×
∣∣∂k1

. . . ∂kj∂i∂kj+2
. . . ∂kmu

∣∣2dµ ≤
≤ (2r0 + 1)2d‖b‖∞δ2r0

Θ

∫
p(z) 〈C ∂mu, ∂mu 〉 dµ (2.68)

Ðîçãëÿíåìî (2.60). Çà ïðàâèëîì Ëåéáíiöà ìà¹ìî∫
p |∂j(F ′IQ∂m−ju)|2C dµ =

=

∫
p

∑
k1,...,km∈Zd

C1
k1
. . . Cm

km

∣∣∂k1
. . . ∂kj(F

′(xkj+1
)∂kj+1

. . . ∂kmu)
∣∣2dµ =

=

∫
p
∣∣∣ ∑
α∪β={1,...,j}
α∩β=∅

(∂αF ′) · (∂β∂∂m−j−1u)
∣∣∣2
C
dµ ≤
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≤ 2m+1
∑

α∪β={1,...,j}
α∩β=∅

∫
p(z)

∣∣∂β∂m−ju∣∣2
C α,β
F
dµ, (2.69)

äå C α,β
F = ⊗

s∈β
Cs⊗ [C{α}Cj+1|F (1+|α|)(xkj+1

)|2IQ]⊗Cj+2⊗· · ·⊗Cm i C{α} =∏
t∈α

Ct. Âèùå òàêîæ áóëî âèêîðèñòàíî, ùî ∂kF (m)(xj) = δkjF
(m+1)(xj). Ç

óìîâè (2.4) ìà¹ìî

∃K ′m |F (1+|α|)(xk) |2 ≤ K ′m(1+x2
k)

κ+1a
κ+1
k

aκ+1
k

≤ K ′mz
κ+1A−(κ+1), ∀ |α| ≤ m,

òîìó êîæåí äîäàíîê â (2.69) îöiíþ¹òüñÿ çâåðõó íàñòóïíèì âèðàçîì:

(K ′m)2

∫
p(z) zκ+1

∣∣∂β∂{j+1,...,m}u
∣∣2
R
dµ. (2.70)

Íîðìà | · |R ïîáóäîâàíà ïî ìàòðèöi R, ùî ïîðîäæåíà ìàòðèöÿìè A òà

C1, . . . , Cm çà ôîðìóëîþ

R = ⊗
s∈β

Cs ⊗ [A−(κ+1)Cj+1C{α}]⊗ Cj+2 ⊗ · · · ⊗ Cm. (2.71)

Ñïîñiá ïîáóäîâè íàáîðó âàã Θ′. ßêùî âàãà (p, C1⊗· · ·⊗Cm) íàëåæèòü

Θ, òî íàñòóïíi âàãè ïîâèííi íàëåæàòè íàáîðó Θ′ :

(i) (2.64) ⇒ (p(z), D ⊗D ⊗ C1 ⊗ · · · ⊗ Cm) ∈ Θ′;

(ii) (2.66) ⇒ (p(z)z,DA−1 ⊗ C1 ⊗ · · · ⊗ Cm) ∈ Θ′;

(iii) (2.67) ⇒ (p(z)zκ+1, DA−(κ+1) ⊗ C1 ⊗ · · · ⊗ Cm) ∈ Θ′;

(iv) (2.68) ⇒ (p(z), C1 ⊗ · · · ⊗ Cm) ∈ Θ′;

(v) (2.70), (2.71) ⇒ ∀α, β, σ ⊂ {1, . . . ,m} : α ∪ β ∪ σ = {1, . . . ,m} :

σ � ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç âñiõ îñòàííiõ ií-

äåêñiâ, âçÿòèõ ïiäðÿä im ∈ σ, α∩β = ∅, β∩σ = ∅,

α∩σ = ∅, ïàðà (p(z)zκ+1, ⊗
s∈β

Cs⊗[A−(κ+1)Ct0Cα]⊗

{ ⊗
s∈σ\t0

Cs} ) ∈ Θ′, äå Cα =
∏
t∈α

Ct, t0 = inf σ.
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Âñi âàãè (p′,C ′), ïîáóäîâàíi çà öèìè ïðàâèëàìè ç íàáîðó Θ, ïîçíà÷èìî

Ψ0. Îñêiëüêè ç (iv) âèïëèâà¹ Ψ0 ⊃ Θ, ïðîñòið WΨ0
(µ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

ðiâíîìiðíîñòi âêëàäåííÿ (2.48).

Çàëèøà¹òüñÿ ðîçøèðèòè íàáið âàã Ψ0 äî êâàçi-ñòèñêàþ÷îãî íàáîðó.

Äëÿ öüîãî çàñòîñó¹ìî äî êîæíî¨ âàãè â Ψ0 ïðàâèëà (2.13) òà (2.14), òîáòî

äîáàâèìî äî íàáîðó Ψ0 âñi ìîæëèâi âàãè âèãëÿäó (zκ+1p(z), Ĉ
ij

) äëÿ âàã

(p,C ) ç íàáîðó Ψ0 i âñiõ i < j ∈ {1, . . . ,m}. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

íàáið âàã Ψ1. Ïðîäîâæóþ÷è ïîäiáíèì ÷èíîì, ïðèõîäèìî äî ïîñëiäîâíî-

ñòi íàáîðiâ âàã {Ψi}. Ïðîòå òàêà ïðîöåäóðà áóäå ñêií÷åííîþ, îñêiëüêè

íà êîæíîìó êðîöi çàñòîñóâàííÿ ïðàâèë (2.13), (2.14) ñêîðî÷ó¹ ïîðÿäîê

äèôåðåíöiþâàííÿ íà 1, à â îçíà÷åííi íîðìè (2.10) ìàêñèìàëüíèé ïîðÿ-

äîê äèôåðåíöiþâàííÿ ¹ ñêií÷åííèì. Òîìó äëÿ äîñèòü âåëèêîãî n0 ìà¹ìî

Ψn0
= Ψn0+1.

Ïîêëàäåìî Θ′ = Ψn0
, òîäi âiäïîâiäíèé ïðîñòið WΘ′(µ) çàäîâîëüíÿ¹

îäíî÷àñíî óìîâè ðiâíîìiðíî¨ çà Q ⊆ Zd, |Q| ≤ ∞ êâàçi-àêðåòèâíîñòi i

ðiâíîìiðíîñòi âêëàäåííÿ, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè 2.11.

2.6 Âèñíîâêè ðîçäiëó 2

Ó öüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ ïîáóäîâàíî ïiâãðóïó, ùî îïèñó¹ åâîëþöiþ

ãiááñîâî¨ ñèñòåìè íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ÷àñòîê òà ïðîñòîðè L2-äèôåðåí-

öiéîâàíèõ ôóíêöié çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ, â ÿêèõ òàêà ïiâãðóïà ¹

êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ. Äîâåäåíî çáåðåæåííÿ ïðîñòîðiâ, ùî ¹ íåñêií÷åííî-

âèìiðíèìè àíàëîãàìè ïðîñòîðiâ Ñîáîëåâà, ïiä äi¹þ ïiâãðóïè, ùî îïèñó¹

åâîëþöiþ ãiááñîâî¨ ñèñòåìè.



ÐÎÇÄIË 3

ÐÅÃÓËßÐÍI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÅÂÎËÞÖI� Â ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ

ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÎ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÉÎÂÀÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

Ïðèíöèïîâà ñêëàäíiñòü, ÿêà ìîæå âèíèêàòè ó âèïàäêó iñòîòíî íåëiíiéíèõ

êîåôiöi¹íòiâ ãåíåðàòîðà ïiâãðóïè (åâîëþöi¨ ñèñòåìè), ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ

ó ïðîñòîði ôóíêöié, íàäiëåíèõ ñóïðåìàëüíîþ íîðìîþ, ïîëÿãà¹ â òîìó,

ùî äëÿ òàêî¨ ïiâãðóïè ìîæå ïîðóøóâàòèñü âëàñòèâiñòü ñèëüíî¨ íåïåðåðâ-

íîñòi, ùî óíåìîæëèâëþ¹ çàñòîñóâàííÿ êëàñè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ.

Ïðîiëþñòðó¹ìî öþ ïðîáëåìó íà ïðèêëàäi ïiâãðóïè

(Ptf)(x) = f(yt(x)), (3.1)

ïîâ'ÿçàíî¨ iç çâè÷àéíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì

yt(x) = x−
∫ t

0

F (ys(x))ds (3.2)

ç íåëiíiéíèì ìîíîòîííèì âiäîáðàæåííÿì F : R1 → R1, F (0) = 0,

lim
|x|→∞

|F (x)| = ∞. Ïîòiê ðîçâ'ÿçêiâ x → yt(x) ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ çñóâ

ïî÷àòêîâîãî äàíîãî x äî íóëÿ ç òèì áiëüøîþ øâèäêiñòþ F (ys(x)), ÷èì

äàëi íà íåñêií÷åííîñòi çíàõîäèòüñÿ x. Âèáåðåìî ôóíêöiþ f(x) = sin(x) ∈

Cb(R1). Àñèìïòîòè÷íî |yt(x)− x| ≈ tF (x) ïðè t ≈ 0 i äëÿ çëi÷åííî¨ êiëü-

êîñòi òî÷îê {tn → 0+, xn → ∞}n≥1 çñóâ ïî÷àòêîâîãî äàíîãî ïîêðèâà¹

ïîëîâèíó ïåðiîäó ôóíêöi¨ sin, òîáòî f(xn) = 1 i f(ytn(xn)) = −1. Òîìó

88
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âåðõíÿ ãðàíèöÿ

lim
t→0+

‖Ptf − f ‖Cb(R1) = lim
t→0+

sup
x∈R1

|f(yt(x))− f(x)| = 2 (3.3)

âiäòâîðþ¹òüñÿ ïîâíèì êîëèâàííÿì ôóíêöi¨ sin, i, î÷åâèäíî, âëàñòèâiñòü

ñèëüíî¨ íåïåðåðâíîñòi Ptf → f, t → 0+ ïîðóøó¹òüñÿ íà ïåðiîäè÷íèõ

ôóíêöiÿõ ç ïðîñòîðó f ∈ Cb(R1).

Îñêiëüêè Hµ (1.3) ¹ îïåðàòîðîì äðóãîãî ïîðÿäêó, ïîâ'ÿçàíó ç íèì

ïiâãðóïó ìîæíà âiäòâîðèòè ÿê ôåëåðiâñüêó, àñîöiéîâàíó ç ðîçâ'ÿçêîì

ξxt = {ξkt (x)}k∈Zd íåëiíiéíîãî ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

ξkt = xk +W k
t −

1

2

∫ t

0

{F (ξks ) +
∑

j : |j−k|≤r0

b(j − k)ξjs}ds. (3.4)

çà ôîðìóëîþ:

(e−tHµf)(x) = Ef(ξxt ), (3.5)

äåW k
t ïîçíà÷àþòü êîïi¨ íåçàëåæíèõ îäíîâèìiðíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ,

E � ñåðåäí¹ ïî öèëiíäðè÷íié ìiði ÂiíåðàWZd, çàäàíié íà öèëiíäðè÷íîìó

ïðîñòîði ΩZd = ×
k∈Zd

Ωk, Ωk = C0(R+,R), k ∈ Zd (äèâ., íàïðèêëàä, [87,88]).

Êðiì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî p > 1 ïðîñòîðè

Ω`p(a) = C0(R+, `p(a)) ⊂ ΩZd,

äå a = {ak}k∈Zd ∈ P òàêi, ùî
∑
k∈Zd

ak = 1, ¹ ïðîñòîðàìè ïîâíî¨ ìiðè:

WZd(Ω`p(a)) = 1 [88, òåîðåìà 3.4].

Òàêi ðiâíÿííÿ âèâ÷àëèñÿ â ðîáîòàõ Þ. Ë. Äàëåöüêîãî, Äæ. Äà Ïðà-

òî, Æ.-Ä. Äîé÷åëÿ, Ê. Åëâîðñi, ß. Çÿá÷èêà, Í. Â. Êðèëîâà, Å. Ïàðäó,

Á. Ë. Ðîçîâñüêîãî, Ä. Ñòðóêà òà ií. [10, 16,25,80,86,91,95,98,179,182].
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3.1 Ïîáóäîâà ðîçâ'ÿçêó âèõiäíîãî íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òà çáå-

ðåæåííÿ ïðîñòîðiâ Lipr(`m(a)) ïiä äi¹þ ïiâãðóïè

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ (3.4) ó âèãëÿäi

ξ0(t, x0) = x+Wt −
t∫
0

{F (ξ0(t, x0)) +B ξ0(t, x0)}dt. (3.6)

ç âiäïîâiäíèì êîîðäèíàòíèì ïðåäñòàâëåííÿì ξ0(t, x0) = {ξ0
k(t, x

0)}k∈Zd :

ξ0
k(t, x

0) = x0
k+Wk(t)−

∫ t

0

{F (ξ0
k(s, x

0))+(B ξ0(s, x0))k}ds, k ∈ Zd. (3.7)

Âàæëèâîþ äëÿ íàñòóïíîãî äîñëiäæåííÿ âëàñòèâiñòþ ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî

ðiâíÿííÿ ¹ òå, ùî ïiñëÿ çàìiíè çìiííèõ ξxk (t) = ηxk(t) + Wk(t), k ∈ Zd,

ïðèõîäèìî äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

dηxk(t)

dt
= −[F ′ +B ](ηxt +Wt) (3.8)

ç ïîòðàåêòîðíî íåïåðåðâíèì óïðàâëiííÿì Wt � öèëiíäðè÷íèì âiíåðiâ-

ñüêèì ïðîöåñîì íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (Ω,F,Ft,P) çi çíà÷åííÿìè â

`2(a), äå Ω = Ω`2(a), à σ-àëãåáðà Ft ãåíåðîâàíà ìíîæèíàìè:

{ω ∈ Ω`2(a) : sup
s∈[0,t]

‖ω(s)− ω̃(s)‖`2(a) < C} äëÿ äåÿêîãî ω̃ ∈ Ω`2(a).

Ðîçâèâàþ÷è ðåçóëüòàòè [86,88], â ðîáîòi [57] òà ìîíîãðàôi¨ [1] öþ âëà-

ñòèâiñòü âèêîðèñòàíî äëÿ ïîòðàåêòîðíî¨ ïîáóäîâè i äîâåäåííÿ ïîòðàå-

êòîðíî¨ îöiíêè íà ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (3.6) ó äîâiëüíîìó ïðîñòîði `m(a),

m ≥ 2. Íåîáõiäíiñòü ïåðåíåñåííÿ ðåçóëüòàòiâ [86, 88] íà âèïàäîê m > 2

âèêëèêàíà òèì, ùî ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.15 íåîáõiäíî ðîçãëÿäàòè ïðî-

öåñ ξ0(t, x0) ó áiëüø âóçüêèõ ïðîñòîðàõ `mγ
(cγ), â ÿêèõ áóäóòü ðîçâ'ÿçíi

ðiâíÿííÿ íà ïåðøó òà âèùîãî ïîðÿäêó âàðiàöié âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ, ùî

âèíèêàþòü â íåëiíiéíié îöiíöi (3.25).
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Îçíà÷åííÿ 3.1. Ïîçíà÷èìî Lipr(`m(a)), m ≥ 2 ïðîñòið íåïåðåðâíèõ

ôóíêöié íàä `m(a), îñíàùåíèé íîðìîþ

‖f‖Lipr = sup
x∈`m(a)

|f(x)|
(1 + ‖x‖`m(a))r+1

+ (3.9)

+ sup
x,y∈`m(a)

|f(x)− f(y)|
‖x− y‖`m(a)(1 + ‖x‖`m(a) + ‖y‖`m(a))r

äëÿ äåÿêîãî r ≥ 0.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Ñèëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ξ0(t, x0) çàäà÷i (3.6) WZd-ì.â.

`m(a)-íåïåðåðâíèé ïî t ∈ [0, T ] Ft-àäàïòîâàíèé ïðîöåñ, ùî çàäîâîëüíÿ¹

ðiâíÿííÿ (3.6) ìàéæå âñþäè.

Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.6) x0 ∈ `m(a) íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöÿ

ñèëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξ0
t (xn) äëÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ xn → x0.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé a ∈ P,
∑
k∈Zd

ak = 1 i âèêîíàíi óìîâè (2.4), (2.5). Òîäi

äëÿ áóäü-ÿêîãî m ≥ 2 i äîâiëüíîãî x0 ∈ `(κ+1)2m(a) iñíó¹ ¹äèíèé ñèëüíèé

ðîçâ'ÿçîê ξ0(t, x0) çàäà÷i (3.6).

Äëÿ ïî÷àòêîâî¨ óìîâè x0 ∈ `m(a) iñíó¹ ¹äèíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê

ξ0
t (x

0) çàäà÷i (3.6), ùî ¹ ¹äèíîþ ãðàíèöåþ ñèëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξ0
t (xn) äëÿ

ïî÷àòêîâèõ óìîâ xn → x0, xn ∈ `(κ+1)2m(a).

Áiëüø òîãî, äëÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.6) âèêîíàíi íàñòóïíi

ïîòðàåêòîðíi îöiíêè:

1. ∃ Mm ∀x0, y0 ∈ `m(a) òà WZd-ìàéæå âñþäè

sup
t∈[0,T ]

‖ξ0(ω, t, x0)− ξ0(ω, t, y0) ‖`m(a) ≤ eMmT ‖x0 − y0 ‖`m(a). (3.10)

2. ∃ M ′
m ∀x0 ∈ `m(a) òà WZd-ìàéæå âñþäè

sup
t∈[0,T ]

‖ξ0(ω, t, x0) ‖`m(a) ≤ eM
′
mT ‖x0 ‖`m(a) +Km(ω, T ) (3.11)
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ç iíòåãðîâíîþ Km(·, T ) ∈ ∩
p≥1

Lp(Ω,WZd). Çîêðåìà,

∀ r ≥ 1 E sup
t∈[0,T ]

‖ξ0(ω, t, x0) ‖r`m(a) <∞. (3.12)

òà ïiâãðóïà

∀ t ≥ 0 (Ptf)(x) = E(f(ξ0(t, x0))), x0 ∈ `m(a) (3.13)

çáåðiãà¹ ïðîñòîðè Lipr(`m(a)).

Äîâåäåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó ïðèâåäåíî ó äîäàòêó B. Âîíî â öiëîìó

ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íîãî ðåçóëüòàòó ó âèïàäêó ãiëüáåðòîâîãî

ïðîñòîðó ç ðîáiò [87,88] àëå ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäiâ íåëiíiéíîãî àíàëiçó

â áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ [20].

3.2 Íåëiíiéíà îöiíêà íà âàðiàöi¨

Äëÿ òîãî, ùîá äîñëiäèòè ðåãóëÿðíi âëàñòèâîñòi ïiâãðóïè (3.13) ó íåñêií-

÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié, çàïèøåìî ïðåä-

ñòàâëåííÿ äëÿ ïîõiäíèõ ïiâãðóïè ∂τPtf , äå τ = {k1, . . . , km} ïîçíà÷à¹

ìíîæèíó iíäåêñiâ çìiííèõ i ∂τ = ∂|τ |/∂xk1
. . . ∂xkm. Ôîðìàëüíå äèôåðåí-

öiþâàííÿ âèðàçó (3.13) äà¹

∂τ(Ptf)(x0) =
m∑
`=1

∑
γ1∪···∪γ`=τ

E 〈 ∂(`)f(ξ0
t ), ξγ1

(t)⊗ · · · ⊗ ξγ`(t) 〉 , (3.14)

äå ∂(`)f = {∂γf}|γ|=` ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ `-ãî ïîðÿäêó

ôóíêöi¨ f , à òàêîæ âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ

〈 ∂(`)f(ξ0), ξγ1
⊗ · · · ⊗ ξγ` 〉 =

∑
j1,...,j`∈Zd

(∂{j1,...,j`}f)(ξ0) ξj1,γ1
. . . ξj`,γ`.

Òî÷íèé çìiñò ïðåäñòàâëåííþ (3.14) áóäå íàäàíî â òåîðåìi 3.19. Âåêòîð

ξτ = {ξk,τ}k∈Zd iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê ïîõiäíà âèñîêîãî ïîðÿäêó ïðîöåñó ξ0
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çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ x0 = {x0
k}k∈Zd :

ξk,τ = ∂τξ
0
k(t, x

0) =
∂|τ |ξ0

k(t, x
0)

∂x0
jn
. . . ∂x0

j1

, τ = {j1, . . . , jn}, (3.15)

òà íàäàëi áóäå íàçèâàòèñÿ âàðiàöi¹þ ïîðÿäêó τ ïðîöåñó ξ0 çà ïî÷àòêîâîþ

óìîâîþ.

Ðiâíÿííÿ íà âàðiàöiþ ξτ ìîæå áóòè îòðèìàíî ó ðåçóëüòàòi ïîñëiäîâ-

íîãî äèôåðåíöiþâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ (3.7) ïî x0 i ¹ çâè÷àéíèì

äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì
dξk,τ
dt

= −F ′(ξ0
k)ξk,τ −

∑
j : |j−k|≤r0

b(k − j)ξj,τ − ϕk,τ ;

ξk,τ(0) = xk,τ ,

(3.16)

ãîëîâíà ÷àñòèíà ÿêîãî íåëiíiéíèì ÷èíîì çàëåæèòü âiä ðîçâ'ÿçêó âèõi-

äíîãî ðiâíÿííÿ ξ0, à íåîäíîðiäíà ÷àñòèíà ϕk,τ çàäà¹òüñÿ íàñòóïíîþ ôîð-

ìóëîþ:

ϕk,τ(ξ
0, ξγ, γ ⊂ τ, γ 6= τ) =

∑
γ1∪···∪γ`=τ, `≥2

F (`)(ξ0)ξk,γ1
. . . ξk,γ`. (3.17)

Ñóìóâàííÿ
∑

γ1∪···∪γ`=τ, `≥2

â (3.17) âåäåòüñÿ ïî âñiì ìîæëèâèì ïiäðîçáèòòÿì

ìíîæèíè τ = {j1, . . . , jn}, ji ∈ Zd íà ïiäìíîæèíè, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ

γ1, . . . , γ` ⊂ τ ç |γ1|+ · · ·+ |γ`| = |τ |, ` ≥ 2, |γi| ≥ 1. Ôàêòè÷íî, ïiäðîçáè-

òòÿ ìíîæèíè τ ãåíåðó¹òüñÿ ïiäðîçáèòòÿì ìíîæèíè {1, . . . , n}.

Çàóâàæèìî, ùî â (3.17) íå âèìàãà¹òüñÿ, ùîá âñi òî÷êè ìíîæèíè τ áóëè

ðiçíèìè. Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî çíà÷åííÿ âèðàçó (3.15) ÿê ðîçâ'ÿçêó çà-

äà÷i (3.16) ìîæå áóòè íàäàíî ëèøå ïðè ñïåöiàëüíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ:

x̃k,τ =

 δkj, êîëè |τ | = 1, τ = {j} ⊂ Zd;

0, |τ | > 1,
(3.18)

îñêiëüêè â ïî÷àòêîâié òî÷öi
∂ξ0

j (t)

∂xk
t=0

= δkj, à ïîõiäíi áiëüø âèñîêèõ
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ïîðÿäêiâ äîðiâíþþòü íóëþ.

Òàêèì ÷èíîì, ïðåäñòàâëåííÿ (3.14) äà¹ çâ'ÿçîê ìiæ ÷àñòèííèìè ïîõi-

äíèìè ïiâãðóïè (3.13) òà âàðiàöiÿìè çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Îòæå, ùîá

îòðèìàòè çáåðåæåííÿ ïðîñòîðiâ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié

ïiä äi¹þ ïiâãðóïè Pt, íåîáõiäíî äîñëiäèòè äèôåðåíöiéîâíiñòü ðîçâ'ÿçêó

ξ0(t, x0) çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ x0, òà éîãî âàðiàöi¨.

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ñèñòåìà (3.16) ¹ íåàâòîíîìíîþ ñèñòåìîþ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi

íåëiíiéíèì ÷èíîì çàëåæàòü âiä ðîçâ'ÿçêó ξ0 âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ (3.6).

Êðiì òîãî, íåàâòîíîìíà ÷àñòèíà ñèñòåìè ðiâíÿíü (3.16) íåëiíiéíèì òà

ìóëüòèïëiêàòèâíèì ÷èíîì çàëåæèòü âiä âàðiàöié ìåíøèõ ïîðÿäêiâ i ìà¹

ìiñöå ïåâíà �ïðîïîðöiéíiñòü� ìiæ ¨¨ ëiâîþ òà ïðàâîþ ÷àñòèíàìè. Ôàêòè-

÷íî â ðiâíÿííi íà n-òó âàðiàöiþ ξ
(n)
t îäíî÷àñíî âèíèêàþòü ïåðøà âàðiàöi

â n-òîìó ñòóïåíi
[
ξ

(1)
t

]n
, à òàêîæ ÷ëåíè ç ïðîìiæíèìè ïîðÿäêàìè äèôå-

ðåíöiþâàííÿ ξ(k1)
t . . . ξ

(kj)
t òàêèìè, ùî k1 + · · ·+ kj = n. Íåôîðìàëüíî öþ

ñèìåòðiþ ìîæåìî âèðàçèòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

ξ
(k1)
t . . . ξ

(kj)
t ∼

[
ξ

(1)
t

]k1 . . .
[
ξ

(j)
t

]kj ∼ ξ(n) ∼
[
ξ(1)
]n
,

àáî

‖ξ(1)
t ‖ ∼

n

√
‖ξ(n)

t ‖. (3.19)

Òàêå ñïîñòåðåæåííÿ ìîòèâóâàëî ââåäåííÿ íåëiíiéíîãî îá'¹êòà, ùî âiä-

îáðàæà¹ öþ ñèìåòðiþ:

ρτ(ξ; t) = E
n∑
`=1

{
p`(zt)

∑
γ⊆τ, |γ|=`

‖ξγ ‖
mγ

`mγ (cγ)

}
, (3.20)

äå τ = {j1, . . . , jn}, ji ∈ Zd, p` ¹ ïîëiíîìiàëüíèìè ôóíêöiÿìè, ùî çàëå-

æàòü âiä zt = ‖ξ0(t, x0) ‖2
`2(a) òà mγ = m1/|γ|, äå |γ| ïîçíà÷à¹ ÷èñëî òî÷îê

ìíîæèíè γ ⊂ Zd.
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Ó ðîçäiëàõ 3�6 äèñåðòàöi¨ ðîçðîáëåíî ïiäõiä, ÿêèé îñíîâàíèé íà àïði-

îðíèõ îöiíêàõ íåëiíiéíîãî âèðàçó (3.20) òà ¨õ çàñòîñóâàííi äî äîâåäåííÿ

ãëàäêèõ âëàñòèâîñòåé ïiâãðóïè (3.13).

Óòî÷íèìî ñòðóêòóðó âàã cγ òà ïîëiíîìiâ pγ ó âèðàçi (3.20), çà ÿêèõ

ìàòèìå ìiñöå íåëiíiéíà îöiíêà íà âàðiàöi¨.

Îçíà÷åííÿ 3.4. Çàôiêñó¹ìîm1 > 1, a ∈ P,
∑
k∈Zd

ak = 1. Ñiì'ÿ {cτ}τ ⊂ P

âåêòîðiâ cτ = {ck,τ}k∈Zd çàíóìåðîâàíèõ ñêií÷åííèìè âïîðÿäêîâàíèìè íà-

áîðàìè τ = {j1, . . . , jn}, j` ∈ Zd, íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðíîþ âàãîþ ç ïàðà-

ìåòðîì κ, ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó:

∀ τ = {j1, . . . , jn}, ji ∈ Zd òà äëÿ äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ ìíîæèíè

τ íà íåïóñòi ïiäìíîæèíè γ1, . . . , γ`, ` ≥ 2, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ

τ = γ1 ∪ · · · ∪ γ`, |γ1|+ · · ·+ |γ`| = |τ |,

iñíó¹ òàêà ñòàëà Rτ,γ1,...,γ`, ùî ∀ k ∈ Zd

[ck,τ ]
|τ |a
−κ+1

2 m1

k ≤ Rτ,γ1,...,γ`[ck,γ1
]|γ1| . . . [ck,γ`]

|γ`|. (3.21)

Âåðõíi iíäåêñè ïîçíà÷àþòü ñòóïåíi, ïàðàìåòð κ áóëî ââåäåíî â (2.4) ÿê

ïîðÿäîê íåëiíiéíîñòi âiäîáðàæåííÿ F .

Çàóâàæåííÿ 3.5. Äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà {cτ}, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(3.21), òà äîâiëüíîãî d ∈ P âåêòîð {d · cτ} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.21).

Îçíà÷åííÿ 3.6. Íåõàé |τ | < m1. Ïðîöåñè

ξγ(ω, t, x
0), γ ⊆ τ = {j1, . . . , jn}, j` ∈ Zd

¹ ñèëüíèìè ðîçâ'ÿçêàìè âàðiàöiéíî¨ ñèñòåìè (3.16) ó øêàëi ïðîñòîðiâ

`mγ
(cγ), γ ⊆ τ , ÿêùî äëÿ âñiõ γ ⊆ τ òà ìàéæå âñiõ ω ∈ Ω âiäîáðàæåííÿ

[0, T ] 3 t→ ξγ(ω, t, x
0;xα, α ⊆ γ) ∈ `mγ

(cγ)
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¹ íåïåðåðâíèì çà Ëiïøèöåì òà çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìîâàì:

1. ξk,γ(ω, 0, x0;xα, α ⊆ γ) = xk,γ òà äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ [0, T ]

ξγ(ω, t, x
0;xα, α ⊆ γ) ∈ D`mγ (cγ)

(
F ′(ξ0(ω, t, x0)) +B

)
.

2. iñíó¹ ñèëüíà `mγ
(cγ)-ïîõiäíà

dξγ(ω, t, x
0)

dt
ìàéæå âñþäè íà [0, T ].

3. âàðiàöiéíi ðiâíÿííÿ (3.16) âèêîíóþòüñÿ ó øêàëi `mγ
(cγ), γ ⊆ τ , äëÿ

ìàéæå âñiõ [0, T ].

4. ïðîöåñè Ω × [0, T ] 3 (ω, t) → ξγ(ω, t, x
0;xα, α ⊆ γ) ∈ `mγ

(cγ) àäàïòî-

âàíi äî êàíîíi÷íîãî ïîòîêó σ-àëãåáð, ïîâ'ÿçàíîãî ç öèëiíäðè÷íèì

âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì.

5. äëÿ x0 ∈ `2(a) ∀ q ≥ 1 ∀T > 0 ∀ γ ⊆ τ

E sup
t∈[0,T ]

‖ξγ(t) ‖q`mγ (cγ) <∞, (3.22)

E sup
t∈[0,T ]

‖dξγ(t, x
0)

dt
‖q`mγ (cγ) <∞. (3.23)

Âèùå D`m(c)(A) ïîçíà÷à¹ îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà A â ïðîñòîði

`m(c).

Ó íàñòóïíié òåîðåìi äîâîäèòüñÿ îñíîâíèé ðåçóëüòàò äàíîãî ïàðàãðà-

ôó ïðî íåëiíiéíó îöiíêó íà íåëiíiéíèé âèðàç (3.20) â ïðèïóùåííÿõ, ùî

âiäïîâiäíi ïðîöåñè ξγ ¹ ñèëüíèìè ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè (3.16). Â íàñòó-

ïíèõ ðîçäiëàõ äèñåðòàöi¨ áóäå ïîêàçàíà ðîçâ'ÿçíiñòü ñèñòåìè (3.16) òà

äîâåäåíî, ùî ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ ñèñòåìè ïðè âèõiäíèõ äàíèõ (3.18) äiéñíî ¹

âàðiàöiÿìè âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ.

Òåîðåìà 3.7 (Íåëiíiéíà îöiíêà íà âàðiàöi¨). Íåõàé F,B çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè (2.4), (2.5) òà ïðîöåñè ξ0, ξτ ¹ ñèëüíèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿíü (3.6),

(3.16) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè x0 ∈ `2(κ+1)2(a) òà xγ ∈ `mγ
(dcγ), γ ⊆ τ
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äëÿ dk ≥ a
−κ

2m1

k . Íåõàé m1 ≥ |τ | òà ∀ γ ⊆ τ , mγ = m1/|γ|. Ïðèïóñòèìî,

ùî

1. {cγ}γ⊆τ ¹ âåêòîðíîþ âàãîþ ç ïàðàìåòðîì κ ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 3.4.

2. pi(z), i = 1, . . . , n â (3.20) ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷èìè ôóíêöiÿìè íå

áiëüøå íiæ ïîëiíîìiàëüíîãî ðîñòó (2.11), ùî çàäîâîëüíÿþòü íåëiíié-

íó i¹ðàðõiþ: ∃ Kp ∀ j = 2, . . . , n, ∀ i1, . . . , i` : i1 + · · ·+ i` = j, ` ≥ 2

[pj(z)]j(1 + z)
κ+1

2 m1 ≤ Kp[pi1(z)]i1 . . . [pi`(z)]i`. (3.24)

Òîäi iñíó¹ òàêà ñòàëà M ∈ R1, ùî

ρτ(ξ; t) ≤ eMtρτ(ξ; 0). (3.25)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

hiτ(ξ; t) =


0, i = 0;
i∑̀
=1

E
{
p`(zt)

∑
γ⊆τ, |γ|=`

‖ξγ ‖
mγ

`mγ (cγ)

}
, i ≥ 1,

äå zt = ‖ξ0(t, x0) ‖2
`2(a). Äëÿ |τ | = n ôóíêöiÿ hnτ (ξ; t) ñïiâïàäà¹ ç íåëiíié-

íèì âèðàçîì ρτ(ξ; t) (3.20). Êðiì òîãî,

hiτ(ξ; t) = hi−1
τ (ξ; t) +

∑
γ⊆τ, |γ|=i

gγ(t), (3.26)

äå

gγ(t) = E
[
pi(z) ‖ξγ(t) ‖

mγ

`mγ (cγ)

]
, |γ| = i.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî i = 0, . . . , n

∃ Mi ∈ R : hiτ(ξ; t) ≤ eMithiτ(ξ; 0), (3.27)

òîäi ó âèïàäêó i = n îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì iíäóêöi¨. Áàçà iíäóêöi¨ ïðè i = 0 î÷å-

âèäíà, îñêiëüêè h0
τ(ξ; t) ≡ 0 i M0 = 0.
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ßêùî äëÿ äîâiëüíîãî γ ⊆ τ, |γ| = i áóäå ïîêàçàíî, ùî

dgγ(t)

dt
≤ K1gγ(t) +K2h

i−1
τ (ξ; t), (3.28)

òî ç íåðiâíîñòi Ãðîíóîëëà�Áåëëìàíà âèëèâà¹ îöiíêà íà gγ(t) :

gγ(t) ≤ eK1tgγ(0) +K2

∫ t

0

eK1(t−s)hi−1
τ (ξ; s)ds. (3.29)

Çàñòîñîâóþ÷è iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ, ïðåäñòàâëåííÿ (3.26) òà îöiíêó

(3.29), îòðèìà¹ìî

hiτ(ξ; t) ≤eMi−1thi−1
τ (ξ; 0)+

+
∑

γ⊆τ, |γ|=i

{eK1tgγ(0) +K2

∫ t

0

eK1(t−s)eMi−1shi−1
τ (ξ; 0)ds} ≤

≤e(Mi−1+K1)t(1 + 2|τ |K2t)h
i
τ(ξ; 0) ≤ e(Mi−1+K1+2|τ |K2)thiτ(ξ; 0),

ùî äà¹ (3.27).

Çàëèøèëîñü äîâåñòè îöiíêó (3.28). Ïåðø çà âñå ïåðåâiðèìî äèôåðåí-

öiéîâíiñòü ôóíêöi¨ [0, T ] 3 t → gγ(t) ∈ R1, |γ| = i äëÿ ìàéæå âñiõ

t ∈ [0, T ] òà ïiäðàõó¹ìî ¨¨ ïîõiäíó.

Äëÿ öüîãî çàñòîñó¹ìî íàñòóïíèé ôàêò ç òåîði¨ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ

ôóíêöié [148�150] òà [72, ãëàâà 3, �1, ëåìà 2.1]: äëÿ äîâiëüíî¨ àáñîëþòíî

íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ u ∈ AC([0, T ], `p(c)) çi çíà÷åííÿìè â áàíàõîâîìó

ïðîñòîði `p(c) ¨¨ íîðìà äèôåðåíöiéîâíà ìàéæå âñþäè íà [0, T ] òà

d

dt
‖u(t) ‖p`p(c) = p 〈u#(t),

du(t)

dt
〉 . (3.30)

Âèùå äëÿ u ∈ `p(c) âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ äóàëüíîãî åëåìåíòà äî u :

u# = ‖u ‖p−2
`p(c)

j(u), ‖u# ‖`∗p(c) = ‖u ‖p−1
`p(c)

. (3.31)

Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ äóàëüíîñòi j â áàíàõîâîìó ïðîñòîði `p(c)
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(1.21) ìà¹ âèãëÿä:

[j(x)]k =
xk|xk|p−2

‖x ‖p−2
`p(c)

, j(x) ∈ `q(c), ïðè
1

p
+

1

q
= 1.

Ç îçíà÷åííÿ 3.6 ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, äëÿ ïðîöåñó ‖ξγ(t) ‖
mγ

`mγ (cγ) ñêií÷åííî¨

âàðiàöi¨ ìà¹ìî:

‖ξγ(t) ‖
mγ

`mγ (cγ) = ‖ξγ(0) ‖mγ

`mγ (cγ) +mγ

∫ t

0

〈 [ξγ(s)]#,
dξγ(s)

ds
〉`mγ (cγ)ds.

Âiäìiòèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ T > 0 òà r ≥ 1:

E sup
t∈[0,T ]

|HZdp|r(zt) <∞. (3.32)

Ùîá äîâåñòè öå, íàãàäà¹ìî, ùî îïåðàòîð HZd äi¹ íà ôóíêöiþ p íå áiëüøå

íiæ ïîëiíîìiàëüíîãî ðîñòó ïî ôîðìóëi (2.24).

Çàìiíþþ÷è â (2.24) z íà zt =
∑
k∈Zd

ak|ξ0
k|2, çàñòîñîâóþ÷è (2.4), óìîâó

(2.11) òà íåðiâíiñòü ‖x ‖`2(a) ≤ ‖x ‖`2(κ+1)(a) (2.9), îòðèìà¹ìî

|HZdp|(zt) ≤ Cp(zt)
[
M +K ‖ξ0(t) ‖2(κ+1)

`2(κ+1)(a)

]
. (3.33)

Îñòàòî÷íî âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ p òà îöiíêà (3.11) äëÿ x0 ∈ `2(κ+1)2(a) äà-

þòü (3.32). Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó Iòî äî ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, îòðèìà¹ìî

pi(zt) ‖ξγ(t) ‖
mγ

`mγ (cγ) = pi(z0) ‖ξγ(0) ‖mγ

`mγ (cγ)+

+ 2

∫ t

0

p′i(zs) ‖ξγ(t) ‖
mγ

`mγ (cγ) 〈 (ξ
0
s)

#, dWs 〉+ (3.34)

+

∫ t

0

{
pi(zs)mγ 〈 [ξγ(s)]#,

dξγ(s)

ds
〉`mγ (cγ) − ‖ξγ ‖

mγ

`mγ (cγ)(HZdpi)(zs)
}
ds.

Îöiíêè (3.12), (3.22), (3.23) i (3.32) äàþòü iíòåãðîâíiñòü âñiõ ôóíêöié â

(3.34) íà ìíîæèíi [0, T ]× Ω. ßê íàñëiäîê, ç òåîðåìè Ôóáiíi âèïëèâà¹

gγ(t) = E pi(zt) ‖ξγ(t) ‖
mγ

`mγ (cγ) = pi(z0) ‖xγ ‖
mγ

`mγ (cγ)+ (3.35)

+

∫ t

0

E{pi(zs)mγ 〈 [ξγ(s)]#,
dξγ(s)

ds
〉`mγ (cγ) − ‖ξγ(t) ‖

mγ

`mγ (cγ)(HZdpi)(zs)}ds.
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Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ gγ(t) äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi iíòåãðàëà

i âèÿâëÿ¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíîþ ìàéæå âñþäè íà [0, T ] ç ïîõiäíîþ

dgγ(t)

dt
=mγE{pi(zt) 〈 [ξγ(s)]#,

dξγ(s)

ds
〉`mγ (cγ)}− (3.36)

− E{ ‖ξγ(t) ‖
mγ ·
`mγ (cγ) · [HZdpi](zt)}.

Ùîá îòðèìàòè (3.28), îöiíèìî âèðàç (3.36). Ç ëåìè 2.5 âèïëèâà¹, ùî äðó-

ãèé äîäàíîê â (3.36) îöiíþ¹òüñÿ Mp · gγ(t).

Äëÿ îöiíêè ïåðøîãî äîäàíêó â (3.36) âèêîðèñòà¹ìî îçíà÷åííÿ 3.6 ñèëü-

íîãî ðîçâ'ÿçêó, âëàñòèâiñòü íåëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ: F ′′(x) ≥ 0, x ∈ R

òà îáìåæåíiñòü ñêií÷åííî-äiàãîíàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ B ó ïðîñòîðàõ

`p(c), p ≥ 1, c ∈ P :

‖B x ‖`p(c) =
(∑
k∈Zd

ck|
∑

j : |k−j|≤r0

b(k − j)xj|p
)1/p

= (3.37)

=
(∑
k∈Zd

ck|
∑
a∈Zd

b(a)xk−a|p
)1/p

≤
∑
a∈Zd
|b(a)| ·

(∑
k∈Zd

ck|xk−a|p
)1/p

=

=
∑
a∈Zd
|b(a)| ·

(∑
k∈Zd

ck
ck−a

ck−a|xk−a|p
)1/p ≤

∑
a∈Zd
|b(a)| · δ|a|/pc · ‖x ‖`p(c),

äå a = (a1, . . . , ad) ∈ Zd, |a| = |a1|+ · · ·+ |ad|, à ÷èñëà δc áóëè îçíà÷åíi â

(2.6).

Îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

mγ 〈 [ξγ(t)]#,
d

dt
ξγ(t) 〉`mγ (cγ) =

= −mγ

∑
k∈Zd

ck,γ|ξk,γ|mγ−2ξk,γ{F ′(ξ0
k)ξk,γ + (B ξγ)k + ϕk,γ} ≤

≤ mγ

(
‖B ‖L(`mγ (cγ)) + 0

)
‖ξγ ‖

mγ

`mγ (cγ) +mγ| 〈 [ξγ]#, ϕγ 〉 | (3.38)

äå

ϕk,γ =
∑

α1∪···∪α`=γ, `≥2

F (`)(ξ0
k)ξk,γ1

. . . ξk,γ`. (3.39)
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Ñóìóâàííÿ â (3.39) ïðîâîäèòüñÿ ïî äîâiëüíèì ïiäðîçáèòòÿì α1, . . . , α`,

` ≥ 2 ìíîæèíè γ, |γ| = i íà ïiäìíîæèíè, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

Ç (3.36) âèïëèâà¹

dgγ(t)

dt
≤mγ( ‖B ‖L(`mγ (cγ)) +Mpi)gγ(t)+

+mγE pi( ‖ξ0 ‖2
`2(a))| 〈 [ξγ]#, ϕγ 〉 |. (3.40)

ßêùî |γ| = 1, òî ϕγ = 0, i íåðiâíiñòü (3.28) ¹ äîâåäåíîþ. Ðîçãëÿíåìî

âèïàäîê |γ| 6= 1. Ç ïðåäñòàâëåííÿ (3.39) âèïëèâà¹

(3.40) ≤ mγE
[ ∑
α1∪···∪α`=γ, `≥2

pi( ‖ξ0 ‖2
`2(a)) · |〈[ξγ]#, F (`)(ξ0)ξα1

. . . ξα` 〉|
]
.

(3.41)

Çàñòîñîâóþ÷è (3.31) òà íåðiâíiñòü

| 〈 z, x# 〉 | ≤ ‖z ‖`m(c) ‖x# ‖`∗m(c) = (3.42)

= ‖z ‖`m(c) ‖x ‖m−1
`m(c) ≤

1

m
‖z ‖m`m(c) +

m− 1

m
‖x ‖m`m(c),

îòðèìà¹ìî îöiíêó íà êîæåí ç ÷ëåíiâ â (3.41):

mγE pi( ‖ξ0 ‖2
`2(a)) |〈 [ξγ]#, F (`)(ξ0)ξα1

. . . ξα` 〉| ≤ (mγ − 1)gγ(t)+

+ E pi( ‖ξ0 ‖2
`2(a)) ‖F (`)(ξ0)ξα1

. . . ξα` ‖
mγ

`mγ (cγ). (3.43)

Ç óìîâè (2.4) íà âiäîáðàæåííÿ F âèïëèâà¹

|F (`)(ξ0
k)| ≤ C`(1 + |ξ0

k|)κ+1 ≤ C`a
−κ+1

2

k (1 + ‖ξ0(t) ‖2
`2(a))

κ+1
2 .

Îòæå ìà¹ìî îöiíêó

(3.43) ≤C`E
∑
k∈Zd

[ ck,γa
−κ+1

2 mγ

k pi( ‖ξ0 ‖2
`2(a))×

× (1 + ‖ξ0 ‖2
`2(a))

κ+1
2 mγ |ξk,α1

|mγ . . . |ξk,α`|mγ ]. (3.44)

Îñêiëüêè mγ = mα · |α|/|γ|, ìà¹ìî

|ξk,α1
|mγ . . . |ξk,α`|mγ =

[
|ξk,α1

|mα1

]|α1|/|γ| . . .
[
|ξk,α`|mα`

]|α`|/|γ|.
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Îçíà÷åííÿ 3.4 òà i¹ðàðõi¨ íà ôóíêöi¨ pj (3.24) äàþòü íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

ck,γa
−κ+1

2 mγ

k ≤ Rγ,α1...α` [ck,α1
]|α1|/|γ| . . . [ck,α`]

|α`|/|γ|,

p|γ|(z)(1 + z)
κ+1

2 mγ ≤ Kp(p|α1|)
|α1|/|γ|(z) . . . (p|α`|)

|α`|/|γ|(z).

Òîìó

(3.44) ≤ KpC`Rγ,α1...α`E
∑
k∈Zd

∏̀
i=1

{p|αi|( ‖ξ
0 ‖2

`2(a))ck,αi|ξk,αi|mαi}|αi|/|γ|.

(3.45)

Íàðåøòi, çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü |x1 . . . x`| ≤ |x1|q1
q1

+ · · · + |x`|q`
q`

ç qj =

|γ|/|αj|, îòðèìà¹ìî

(3.45) ≤ KpC`Rγ,α1...α`E
∑̀
j=1

|αj|
|γ|

p|αj |( ‖ξ
0 ‖2

`2(a)) ‖ξαj ‖
mαj

`mαj (cαj )
≤

≤ KpC`Rγ,α1,...,α`h
i−1
τ (y; t). (3.46)

Âèùå âèêîðèñòàíî òå, ùî ïðè ` ≥ 2 äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè ó ïiäðîçáèòòi

α1 ∪ · · · ∪ α` = γ, äëÿ |γ| = i, ìà¹ìî |αj| ≤ i− 1.

Òàêèì ÷èíîì, íåðiâíiñòü (3.28) äîâåäåíî çi ñòàëîþ

K1 = 2Mpi + sup
γ⊆τ

(mγ ‖B ‖L(`mγ (cγ)) + (mγ − 1)2|γ|
2

), (3.47)

ùî ôîðìó¹òüñÿ ç ñòàëèõ â (3.36), ëåìi 2.5, (3.40) òà (3.43), i ñòàëîþ

K2 = Kp 2|τ |
2

max
α1∪···∪α`=γ, γ⊆τ

C`Rγ,α1...α`, (3.48)

ÿêà âèíèêà¹ ç (3.44) i (3.46).

Çàóâàæåííÿ 3.8. 1. Îöiíêà (3.25) ¹ ñóòò¹âî íåëiíiéíîþ, îñêiëüêè âèðàç

ρτ(y, t) ¹ ñóìîþ íîðì ó ðiçíèõ ñòóïåíÿõ (mγ = m1/|γ|) i íå ¹ íîðìîþ.

Êðiì òîãî, ÿêùî ôóíêöiÿ F ¹ ãëîáàëüíî ëiïøèöåâîþ ç óñiìà ïîõiäíèìè

(κ = 0 â (2.4)), òîäi äîñòàòíüî âèáðàòè pi ≡ 1. Ïðîòå òàêèé âèáið âàã

íåìîæëèâèé ïðè ñóòò¹âî íåëiíiéíié F .
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2. Äëÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ñïåöiàëüíîãî âèäó (3.18) íåëiíiéíà îöiíêà 3.25

ñïðîùó¹òüñÿ äî íàñòóïíî¨

ρ(ξ; t) ≤ KeMtp1( ‖x0 ‖2
`2(a)) (3.49)

ç K =
n∑
i=1

(cji,ji)
1/m1 äëÿ {j1, . . . , jn} = τ .

3. Âèùå îöiíêó (3.25) áóëî äîâåäåíî äëÿ ñèëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü

(3.6), (3.16), òîáòî äëÿ äîñèòü âóçüêîãî êëàñó ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Ó ïiä-

ðîçäiëi 3.3 áóäå äîêàçàíî íåïåðåðâíà çàëåæíiñòü âàðiàöié çà ïî÷àòêîâîþ

óìîâîþ x0 i îòðèìàíî îöiíêó 3.25 ó çàãàëüíîìó âèïàäêó.

3.3 Ïîáóäîâà ðîçâ'ÿçêiâ âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü

Çàïèøåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü íà âàðiàöi¨ (3.16) â êîîðäèíàòíié ôîðìi:
dξk,τ = −F ′(ξ0

k)ξk,τ −
∑

j : |j−k|≤r0

b(k − j)ξj,τ − ϕk,τ ;

ξk,τ(0) = xk,τ ,

(3.50)

äå íåîäíîðiäíà ÷àñòèíà äîðiâíþ¹

ϕk,τ = ϕk,τ(ξ
0, ξγ, γ ⊂ τ, γ 6= τ) =

∑
γ1∪···∪γ`=τ, `≥2

F (`)(ξ0
k)ξk,γ1

. . . ξk,γ`.

(3.51)

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî ðiâíÿííÿ íà âàðiàöi¨ ìåíøèõ ïîðÿäêiâ ξγ, γ ⊂

τ, γ 6= τ âæå ðîçâ'ÿçàíi, òî âàðiàöiÿ ξτ çàäîâîëüíÿ¹ íåëiíiéíå âiäíîñíî ξ0
t

íåàâòîíîìíå ðiâíÿííÿ ç íåîäíîðiäíîþ ÷àñòèíîþ ϕτ .

Äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü (3.50) áóäå çàñòîñîâàíî

ïiäõiä Êàòî [136�140], ÿêèé â ðiçíèõ ôîðìàõ, áiëüø ñó÷àñíèõ ôîðìàõ,

ìîæå áóòè çíàéäåíèé â [6,15,24,135].

Íåõàé X, Y ¹ ðåôëåêñèâíèìè áàíàõîâèìè ïðîñòîðàìè ç íåïåðåðâíèì
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ùiëüíèì âêëàäåííÿì Y ⊂ X. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi
d

dt
yt = −Atyt − ϕt, t ∈ [0, T ];

yt

∣∣∣
t=0

= y0.
(3.52)

Ïðèïóñòèìî, ùî

1. äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] îïåðàòîðè At ó ïðîñòîði X òà ¨õ çâóæåííÿ At �Y

ãåíåðóþòü ñèëüíî íåïåðåðâíi ïiâãðóïè âiäïîâiäíî ó ïðîñòîðàõ X i Y ,

ç ðiâíîìiðíèìè ñòàëèìè, òîáòî ∃ λX , λY ∀ s ≥ 0

sup
t∈[0,T ]

‖ exp(−sAt) ‖L(X) ≤ eλXs,

sup
t∈[0,T ]

‖ exp(−sAt �Y ) ‖L(Y ) ≤ eλY s. (3.53)

2. äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] ìà¹ ìiñöå âêëàäåííÿ Y ⊂ DX(At). Áiëüø òîãî,

âiäîáðàæåííÿ

[0, T ] 3 t→ At �Y∈ L(Y,X)

¹ íåïåðåðâíèì:

A· �Y∈ C([0, T ],L(Y,X)). (3.54)

3. ïî÷àòêîâà óìîâà â (3.52) y0 i íåîäíîðiäíà ÷àñòèíà ϕ çàäîâîëüíÿþòü:

y0 ∈ Y, ϕ ∈ C([0, T ], X) ∩ L∞([0, T ], Y ). (3.55)

Òåîðåìà 3.9. [135] Çà íàâåäåíèõ ïðèïóùåíü äëÿ çàäà÷i Êîøi (3.52)

iñíó¹ ¹äèíèé ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê

y ∈ C([0, T ], X) ∩ L∞([0, T ], Y ),

ÿêèé ìà¹ ñèëüíó X-ïîõiäíó
d

dt
yt i äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ [0, T ] çàäîâîëüíÿ¹

ðiâíÿííÿ (3.52). Êðiì òîãî, öåé ðîçâ'ÿçîê yt äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ

yt = Ut,0y0 −
t∫
0

Ut,sϕsds (3.56)
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ó òåðìiíàõ åâîëþöiéíî¨ ñèñòåìè Ut,s, ùî ðîçâ'ÿçó¹ (3.52) ïðè íåîäíîðiäíié

÷àñòèíi ϕt, ÿêà äîðiâíþ¹ íóëþ. Êðiì òîãî, åâîëþöiéíà ñèñòåìà Ut,s ìà¹

íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1) Ut,t = 1, Ut,rUr,s = Ut,s òà ‖Ut,s‖L(X) ≤ eλX(t−s);

2) Ut,s ñèëüíî íåïåðåðâíî äëÿ 0 ≤ s ≤ t ≤ T â X;

3) ∀ y ∈ Y Ut,sy ∈ Y òà ‖Ut,s �Y ‖L(Y ) ≤ eλY (t−s).

(3.57)

Òåîðåìà 3.10. [135] Íåõàé {At} i {Ãt} óòâîðþþòü äâi ñiì'¨ îïåðàòîðiâ,

ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 3.9. Òîäi àñîöiéîâàíi ç öèìè îïåðàòî-

ðàìè åâîëþöiéíi ñiì'¨ {Ut,s} i {Ũt,s} çàäîâîëüíÿþòü îöiíêó

‖Ut,s − Ũt,s ‖L(Y,X) ≤ |t− s|e(λX+λY )(t−s) sup
τ∈[s,t]

‖Aτ − Ãτ ‖L(Y,X). (3.58)

Äëÿ òîãî, ùîá çàñòîñóâàòè ðåçóëüòàòè òåîði¨ Êàòî äî ðîçâ'ÿçíîñòi âà-

ðiàöiéíèõ ðiâíÿíü (3.50) íåîáõiäíî äîâåñòè äîïîìiæíó òåõíi÷íó ëåìó.

Ëåìà 3.11. [1, òåîðåìà 4.15]Íåõàé a ∈ P,
∑
k∈Zd

ak = 1, τ � äåÿêèé íàáið

iíäåêñiâ, |τ | < m1, âåêòîðè {cγ}γ⊆τ çàäîâîëüíÿþòü i¹ðàðõiþ (3.21) i âàãà

d ∈ P, òàêà, ùî dk ≥ a
−κ+1

2 m1

k . Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Xγ = `mγ
(cγ), Yγ = `mγ

(dcγ), mγ = m1/|γ|, γ ⊆ τ.

Òîäi äëÿ ôóíêöi¨ Q íà äiéñíié âiñi R, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∃ K |Q(x)−Q(y)| ≤ K|x− y|
(
1 + |x|+ |y|

)κ
, ∀x, y ∈ R (3.59)

ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

1. Âiäîáðàæåííÿ `2(a) 3 ξ → Q(ξ) ∈ L(Yτ , Xτ), ÿêå ïîêîîðäèíàòíî çàäà-

íî ôîðìóëîþ [Q(ξ)u]k = Q(ξk)uk, ¹ íåïåðåðâíèì òà iñíó¹ òàêà ñòàëà C,

ùî äëÿ äîâiëüíèõ ξ, ζ ∈ `2(a) :

‖Q(ξ) ‖L(Yτ ,Xτ ) ≤ C(1 + ‖ξ ‖`2(a))
κ+1, (3.60)
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‖
[
Q(ξ)−Q(ζ)

]
u ‖Xτ

≤

≤ C ‖ξ − ζ ‖`2(a)(1 + ‖ξ ‖`2(a) + ‖ζ ‖`2(a))
κ ‖u ‖Yτ . (3.61)

‖
[
Q(ξ)−Q(ζ)

]
uγ1

. . . uγn ‖Xτ
≤ (3.62)

≤ C ‖ξ − ζ ‖`2(a)(1 + ‖ξ ‖`2(a) + ‖ζ ‖`2(a))
κ ‖uγ1

‖Xγ1
. . . ‖uγn ‖Xγn

.

2. Ðîçãëÿíåìî n-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ:

{Q(ξ0)ξγ1
. . . ξγn}k = Q(ξ0

k)ξk,γ1
. . . ξk,γn, k ∈ Zd

ïðè n ≥ 2, γ1∪· · ·∪γn = τ ç iíäóêîâàíîþ äi¹þ Q(ξ0)ξγ1
. . . ξγr ó ïðîñòîði

n
×

i=r+1
Xγi. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî r = 1, . . . , n ìóëüòèïëiêàòèâíå

âiäîáðàæåííÿ

`2(a)×
r
×
i=1

Xγi 3 (ξ0 , ξγ1
, . . . , ξγr)→ Q(ξ0)ξγ1

. . . ξγr ∈ L(
n
×

i=r+1
Xγi, Xτ)

¹ íåïåðåðâíèì i ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà îöiíêà ç äåÿêîþ ñòàëîþ K :

‖
[
Q(ξ0)ξγ1

. . . ξγr −Q(ζ0)ζγ1
. . . ζγr

]
uγr+1

. . . uγn ‖Xτ
≤

≤ K
(
1 + ‖ξ0 ‖`2(a) + ‖ζ0 ‖`2(a)

)κ r∏
i=1

(
1 + ‖ξγi ‖Xγi

+ ‖ζγi ‖Xγi

)
×

×
(
‖ξ0 − ζ0 ‖`2(a) +

r∑
i=1

‖ξγi − ζγi ‖Xγi

) n∏
i=r+1

‖uγi ‖Xγi
. (3.63)

Äîâåäåííÿ. Ç (2.4) âèïëèâà¹∑
k∈Zd

ck,τ |(Q(ξk)−Q(ζk))uk|mτ ≤

≤ C
∑
k

ck,τ
∣∣(ξk − ζk)(1 + |ξk|+ |ζk|)κuk

∣∣mτ ≤

≤ C
∑
k

ck,τ

(a
1/2
k a

κ/2
k )mτ

×

×
∣∣(ak(ξk − ζk)2)1/2 · (a1/2

k + (ak|ξk|2)1/2 + (ak|ζk|2)1/2)κuk
∣∣mτ ≤
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≤ C ‖ξ − ζ ‖mτ

`2(a)×

× (1 + ‖ξ ‖`2(a) + ‖ζ ‖`2(a))
κmτ

∑
k

ck,τa
−mτ (κ+1)/2
k |uk|mτ . (3.64)

Îòæå

‖(Q(ξ)−Q(ζ))u ‖`mτ (cτ ) ≤

≤ C ‖ξ − ζ ‖`2(a)(1 + ‖ξ ‖`2(a) + ‖ζ ‖`2(a))
κ ‖u ‖`mτ (cτa−mτ (κ+1)/2),

ùî äà¹ (3.61). Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè (3.60) òà (3.62), çàóâàæèìî:

‖
[
Q(ξ)−Q(ζ)

]
uγ1

. . . uγn ‖
mτ

`mτ (cτ ) =

=
∑
k∈Zd

ck,τ |Q(ξk)−Q(ζk)|mτ |uk,γ1
. . . uk,γn|mτ ≤

≤ C
∑
k∈Zd

ck,τ |ξk − ζk|mτ (1 + |ξk|+ |ζk|)mτκ|uk,γ1
. . . uk,γn|mτ =

= C
∑
k∈Zd

ck,τ

a
mτ/2
k a

mτκ/2
k

(ak|ξk − ζk|2)mτ/2×

× (a
1/2
k + (ak|ξk|2)1/2 + (ak|ζk|2)1/2)mτκ|uk,γ1

. . . uk,γn|mτ ≤

≤ C ‖ξ − ζ ‖mτ

`2(a)(1 + ‖ξ ‖`2(a) + ‖ζ ‖`2(a))
mτκ×

×
∑
k∈Zd

ck,τa
−κ+1

2 mτ

k |uk,γ1
. . . uk,γn|mτ .

Âðàõîâóþ÷è i¹ðàðõiþ (3.21) òà çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà ç qi =

|τ |/|γi|,
∑

1/qi = 1 ìà¹ìî∑
k∈Zd

ck,τa
−κ+1

2 mτ

k |uk,γ1
. . . uk,γn|mτ ≤

≤ R
∑
k∈Zd

[
ck,γ1

]|γ1|/|τ | . . .
[
ck,γn

]|γn|/|τ ||uk,γ1
. . . uk,γn|mτ =

= R
∑
k∈Zd

[
ck,γ1
|uk,γ1

|mγ1

]|γ1|/|τ | . . .
[
ck,γn|uk,γn|mγn

]|γn|/|τ | ≤
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≤ R
n∏
i=1

(∑
k∈Zd

ck,γi|uk,γi|mγi

)|γi|/|τ |
, (3.65)

ùî äîâîäèòü òâåðäæåííÿ.

Íåðiâíiñòü (3.63) âèïëèâàòèìå ç îöiíêè

‖Q(ξ0)ξγ1
. . . ξγn −Q(ζ0)ζγ1

. . . ζγn ‖`mτ (cτ ) ≤

≤ Cn(1 + ‖ξ0 ‖`2(a) + ‖ζ0 ‖`2(a))
κ+1×

×
{
‖ξ0 − ζ0 ‖`2(a)

n∏
i=1

(
‖ξγi ‖`mγi (cγi) + ‖ζγi ‖`mγi (cγi)

)
+ (3.66)

+ (1 + ‖ξ0 ‖`2(a) + ‖ζ0 ‖`2(a))
n∑
`=1

‖ξγ` − ζγ` ‖`mγ` (cγ`)
× (3.67)

×
n∏

i=1,i 6=`

( ‖ξγi ‖`mγi (cγi) + ‖ζγi ‖`mγi (cγi))
}
,

ÿêùî ïîêëàñòè ξγi = ζγi = uγi äëÿ i = r + 1, . . . , n â (3.66)�(3.67), ïi-

ñëÿ ÷îãî âiäîêðåìèòè äîáóòîê
n∏

i=r+1

(2 ‖uγi ‖`mγi (cγi)) òà ïîçíà÷èòè K =

2n−`C(1 + |Q(0)|).

Äîâåäåìî (3.66)�(3.67). Äîäàþ÷è òà âiäíiìàþ÷è ïðîìiæíi äîäàíêè,

îòðèìà¹ìî:

‖Q(ξ0)ξγ1
. . . ξγn −Q(ζ0)ζγ1

. . . ζγn ‖`mτ (cτ ) ≤

≤ ‖
(
Q(ξ0)−Q(ζ0)

)
ξγ1

. . . ξγn ‖`mτ (cτ )+ (3.68)

+
n∑
`=1

‖Q(ζ0)ζγ1
. . . ζγ`−1

(ξγ` − ζγ`)ξγ`+1
. . . ξγn ‖`mτ (cτ ). (3.69)

Âðàõîâóþ÷è (3.62) îòðèìà¹ìî

(3.68) = ‖(Q(ξ0)−Q(ζ0))ξγ1
. . . ξγn ‖`mτ (cτ ) ≤

≤ C ‖ξ0 − ζ0 ‖`2(a)(1 + ‖ξ0 ‖`2(a) + ‖ζ0 ‖`2(a))
κ×

× ‖ξγ1
‖`mγ1

(cγ1
) . . . ‖ξγn ‖`mγn (cγn) ≤
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≤ C ‖ξ0 − ζ0 ‖`2(a)(1 + ‖ξ0 ‖`2(a) + ‖ζ0 ‖`2(a))
κ×

×
n∏
i=1

( ‖ξγi ‖`mγi (cγi) + ‖ζγi ‖`mγi (cγi)), (3.70)

ùî äà¹ (3.66). Çàóâàæèìî, ùî êîæåí ç äîäàíêiâ â (3.69) ìà¹ àíàëîãi÷íó

(3.68) ñòðóêòóðó, ÿêùî çàìiñèòü âèðàçó Q(ξ0)−Q(ζ0) ïiäñòàâèòè Q(ζ0),

çìiííi ξγi äëÿ i = 1, . . . , `−1 çàìiíèòè íà ζγi, à çìiííó ξγ` çàìiíèòè íà (ξγ`−

ζγ`). Òîìó íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ òàêîæ ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi ùîá

îöiíèòè (3.69). Ïðè öüîìó ñëiä âèêîðèñòàòè:

|Q(ζ0
k)| ≤ |Q(0)|+ |Q(ζ0

k)−Q(0)| ≤

≤ |Q(0)|+ C|ζ0
k |(1 + |ζ0

k |)κ ≤ C(1 + |ζ0
k |)κ+1.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî ` = 1, . . . , n ìà¹ìî

(3.69)` = ‖Q(ζ0)ζγ1
. . . ζγ`−1

(ξγ` − ζγ`)ξγ`+1
. . . ξγn ‖`mτ (cτ ) ≤

≤ C(1 + ‖ζ0 ‖`2(a))
κ+1 · (

`−1∏
i=1

‖ζγi ‖`mγi (cγi))×

× ‖ξγ` − ζγ` ‖`mγ` (cγ`)
· (

n∏
i=`+1

‖ξγi ‖`mγi (cγi)),

ùî äà¹ (3.67).

Çàñòîñîâóþ÷è òåîðiþ Êàòî òà îòðèìàíi âèùå îöiíêè ïîáóäó¹ìî âàðià-

öiéíi ïðîöåñè ξτ .

Òåîðåìà 3.12. Íåõàé a ∈ P,
∑
k∈Zd

ak = 1, |τ | < m1, âåêòîðè {cτ} çàäî-

âîëüíÿþòü i¹ðàðõi¨ (3.21) òà âàãà d ∈ P, òàêà, ùî dk ≥ a
−κ+1

2 m1

k ≥ 1. Ââå-

äåìî ïîçíà÷åííÿ Xγ = `mγ
(cγ), Yγ = `mγ

(dcγ), mγ = m1/|γ|, γ ⊆ τ.

Òîäi äëÿ x0 ∈ `2(a) i xγ ∈ Yγ, γ ⊆ τ i äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè γ ⊆ τ

iñíó¹ ¹äèíèé Ft-àäàïòîâàíèé ïðîöåñ

ξγ(t) ∈ C([0, T ], Xγ) ∩ L∞([0, T ], Yγ), WZd -ì.â. ω ∈ Ω,
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ùî ¹ ñèëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3.16) íà âàðiàöiþ ξγ ó ïðîñòîði Xγ.

Êðiì òîãî, iñíó¹ K(·, τ, R) ∈ ∩
p≥1

Lp(Ω,WZd), òàêà, ùî

sup
t∈[0,T ]

‖ξγ(t, x0) ‖Yγ ≤ K(ω, τ, R) (3.71)

äëÿ R = max( ‖x0 ‖`2(a), ‖xγ ‖Yγ , γ ⊆ τ).

Äîâåäåííÿ. Ñèñòåìó (3.16) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñiì'þ íåàâòîíîìíèõ íå-

îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü, ïàðàìåòðèçîâàíèõ ω ∈ Ω:
dξτ
dt

= −A(t)ξτ − ϕτ ,

ξτ(0) = xτ

(3.72)

ç îïåðàòîðîì

A(t) = A(ω, t, x0) = F ′′(ξ0(ω, t, x0)) +B (3.73)

òà ôóíêöi¹þ ϕτ = ϕτ(ω, t, x
0), ââåäåíîþ â (3.17). Äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñî-

âàíèõ ω ∈ Ω, x0 ∈ `2(a) i t ∈ [0, T ] îïåðàòîð A(ω, t, x0) ïîðîäæó¹ ñèëüíî

íåïåðåðâíó ïiâãðóïó ó áóäü-ÿêîìó ïðîñòîði `p(c), c ∈ P, p ≥ 1 ç ðiâ-

íîìiðíîþ ïî ω ∈ Ω, x0 ∈ `2(a) ñòàëîþ λ = inf
t∈R1

F ′′(t) + ‖B ‖L(`p(c)) =

‖B ‖. Öå âèïëèâà¹ ç m-ìîíîòîííîñòi ëiíiéíîãî äiàãîíàëüíîãî îïåðàòîðà

F ′′(ξ)y = {F ′′(ξk)yk}k∈Zd ïðè äîâiëüíîìó ξ ∈ RZd òà îáìåæåíîñòi B â

øêàëi ïðîñòîðiâ `p(c), c ∈ P, p ≥ 1 [72, ñ.158].

Ç ïîòðàåêòîðíî¨ íåïåðåðâíîñòi ïðîöåñó ξ0
t i îöiíêè (3.61) ç Q(·) =

F ′′(·) + B , ξ = ξ0(t, x0), ζ = ξ0(s, x0) âèïëèâà¹ (3.54). Îòæå ñiì'ÿ îïå-

ðàòîðiâ A(ω, ·, x0) ∈ C([0, T ],L(Yτ , Xτ)) ïîðîäæó¹ åâîëþöiéíó ñèñòåìó

Uω
x0(t, s).

Äëÿ ïîáóäîâè ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.72) ïåðåâiðèìî óìîâó (3.55)

íà ϕτ . Ïåðåâiðêó áóäåìî ïðîâîäèòè ðåêóðåíòíî. Äëÿ |α| = 1, ϕα ≡ 0,

òîìó ïî òåîðåìi 3.9 iñíó¹ ¹äèíèé ïðîöåñ ñêií÷åííî¨ âàðiàöi¨

ξα(ω, t, x0;xα) ∈ C([0, T ], Xα) ∩ L∞([0, T ], Yα), |α| = 1, (3.74)
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ÿêèé ðîçâ'ÿçó¹ (3.72) òà äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ ξα(t, x0;xα) = Uω
x0(t, 0)xα,

|α| = 1.

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ (3.74) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñiõ α ⊂ τ , |α| ≤

n0 − 1. Òîäi äëÿ α ⊂ τ, |α| = n0 ç ðåêóðåíòíîãî ïðèïóùåííÿ, (3.11) òà

(3.10) ìà¹ìî ùî ϕα ∈ C([0, T ], Xα), îñêiëüêè ç (3.63) âèïëèâà¹:

‖ϕα(t1)−ϕα(t2) ‖Xα
≤

∑
γ1∪···∪γ`=α, `≥2

‖F (`)(ξ0(t1))ξγ1
(t1) . . . ξγ`(t1)−

− F (`)(ξ0(t2))ξγ1
(t2) . . . ξγ`(t2) ‖Xα

≤

≤ K
∑

γ1∪···∪γ`=α, `≥2

(1 + ‖ξ0(t1) ‖`2(a) + ‖ξ0(t2) ‖`2(a))
κ×

×
∏̀
i=1

(1 + ‖ξγi(t1) ‖Xγi
+ ‖ξγi(t2) ‖Xγi

)×

× {‖ξ0(t1)− ξ0(t2) ‖`2(a) +
∑̀
i=1

‖ξγi(t1)− ξγi(t2) ‖Xγi
},

äå ó ïðàâié ÷àñòèíi öi¹¨ íåðiâíîñòi âñi ïðîöåñè ¹ ïîòðàåêòîðíî íåïåðåðâ-

íèìè. Àíàëîãi÷íî îöiíêà (3.63) ç n = r = ` òà ζγ1
= · · · = ζγ` = 0 âåäå äî

îáìåæåíîñòi íåîäíîðiäíî¨ ÷àñòèíè ϕα ∈ L∞([0, T ], Yα) :

‖ϕα(ω, x0, t) ‖Yα ≤ K
∑

γi∪···∪γ`=α, `≥2

sup
t∈[0,T ]

(
1 + ‖ξ0(t, x0) ‖`2(a)

)κ× (3.75)

×
∏̀
i=1

(1 + ‖ξγi(t, x0) ‖Yγi)
(
‖ξ0(t, x0) ‖`2(a) +

∑̀
i=1

‖ξγi(t, x0) ‖Yγi
)
.

ßê íàñëiäîê òåîðåìè 3.9 äëÿ |α| = n0 ìà¹ìî ¹äèíèé ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ξα çàäà÷i (3.72), ùî çàäîâîëüíÿ¹ (3.74) i ìà¹ ïðåäñòàâëåííÿ

ξα(ω, t, x0;xγ, γ ⊆ α) = Uω
x0(t, 0)xα +

∫ t

0

Uω
x0(t, s)ϕα(s)ds. (3.76)

Ft-àäàïòîâíiñòü ξα(t) âèïëèâà¹ ç ïðåäñòàâëåííÿ (3.76) i Ft-àäàïòîâàíîñòi

ïðîöåñó Uω
x0(t, s)xγ äëÿ xγ ∈ Yγ, à òàêîæ (3.58) i (3.61) ç Q(·) = F ′(·)+B ,
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ξ = ξ0(ω, σ, x0), ζ = ξ0(ω̃, σ, x0) :

‖Uω
x0(t, s)xγ − U ω̃

x0(t, s)xγ ‖Xγ
≤ C |t− s| ‖xγ ‖Yγ×

× sup
σ∈[0,t]

‖ξ0(ω, σ)− ξ0(ω̃, σ) ‖`2(a) · (1 + ‖ξ0(ω, σ) ‖`2(a) + ‖ξ0(ω̃, σ) ‖`2(a))
κ.

Îöiíêà (3.71) âèïëèâà¹ ç ïðåäñòàâëåííÿ (3.76), iòåðàöi¨ íåðiâíîñòi (3.75)

iç çàñòîñóâàííÿì (3.11), (3.10) òà îöiíêè

‖ξα(ω, t, x0) ‖Yα ≤ eλT ‖xα ‖Yα + TeλT sup
t∈[0,T ]

‖ϕα(x0, t) ‖Yα. (3.77)

Íàðåøòi, âëàñòèâîñòi (3.22), (3.23) â îçíà÷åííi ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âè-

ïëèâàþòü ç (3.60), íåðiâíîñòi

‖dξγ(t, x
0)

dt
‖Xγ

= ‖ −
(
F ′(ξ0) +B

)
ξγ − ϕγ ‖Xγ

≤

≤ C(1 + ‖ξ0 ‖`2(a))
κ+1 ‖ξγ ‖Yγ + ‖ϕγ ‖Xγ

i îöiíîê (3.11), (3.71) òà (3.75).

3.4 Íåïåðåðâíiñòü âàðiàöié çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïðî íåïåðåðâíiñòü âàðiàöié ξτ(t, x0, xγ) çà ïî÷àòêî-

âîþ óìîâîþ x0 âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ äîâåäåííÿ C∞-äèôåðåíöiéîâíîñòi

ïðîöåñó ξ0(t, x0) ïî x0, à òàêîæ äëÿ ïåðåíåñåííÿ øëÿõîì çàìèêàííÿ íå-

ëiíiéíî¨ (3.25) ç ñèëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ξ0
t (x

0) ïðè ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ x0 ∈

`2(κ+1)2(a) äî óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïðè x0 ∈ `2(a).

Òåîðåìà 3.13. Çà óìîâ òåîðåìè 3.12, äëÿ x0, y0 ∈ `2(a), xγ ∈ Yγ ,γ ⊆ τ

iñíó¹ iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ K(·, τ, R) ∈ ∩
p≥1

Lp(Ω,WZd), òàêà, ùî ∀ γ ⊆ τ ,

|γ| ≤ m1

sup
t∈[0,T ]

‖ξτ(t, x0;xγ)− ξτ(t, y0;xγ) ‖Xτ
≤ K(ω, τ, R) ‖x0 − y0 ‖`2(a) (3.78)

äå R = max( ‖x0 ‖`2(a), ‖y0 ‖`2(a), ‖xγ ‖Yγ , γ ⊆ τ).
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Äîâåäåííÿ. Çàñòîñîâóþ÷è îöiíêè (3.58), (3.61) äî åâîëþöiéíî¨ ñiì'¨ Uω
x0(t, s),

ãåíåðîâàíî¨ îïåðàòîðîì (3.73), ìà¹ìî

sup
t,s∈[0,T ]

‖Uω
x0(t, s)− Uω

y0(t, s) ‖L(Yτ ,Xτ ) ≤

≤ Te2λT sup
s∈[0,T ]

‖F ′(ξ0(s, x0))− F ′(ξ0(s, y0)) ‖L(Yτ ,Xτ ) ≤ (3.79)

≤ C sup
s∈[0,T ]

‖ξ0(s, x0)− ξ0(s, y0)‖`2(a)

(
1 + ‖ξ0(s, x0)‖`2(a) + ‖ξ0(s, y0)‖`2(a)

)κ
≤

≤ C ′ ‖x0 − y0 ‖`2(a)

(
1 + ‖x0 ‖`2(a) + ‖y0 ‖`2(a) + 2K(ω)

)κ
,

äå K(·) ∈ ∩
p≥1

Lp(Ω,WZd), ùî âèïëèâà¹ ç (3.10) òà (3.11).

Ïðè |τ | = 1 ϕτ ≡ 0 i ç ïðåäñòàâëåííÿ (3.76) òà îöiíêè (3.79) îäåðæó¹ìî

òâåðäæåííÿ òåîðåìè:

‖ξτ(ω, t, x0)− ξτ(ω, t, y0) ‖Xτ
≤ K ′(ω,R) ‖xτ ‖Yτ · ‖x0 − y0 ‖`2(a).

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ âñiõ τ , òàêèõ, ùî |τ | ≤ n − 1 òâåðäæåííÿ òåîðåìè

âèêîíàíî. Âðàõîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ (3.76) ìà¹ìî:

‖ξτ(ω, t, x0)− ξτ(ω, t, y0) ‖Xτ
≤ ‖Uω

x0(t, 0)xτ − Uω
y0(t, 0)xτ ‖Xτ

+ (3.80)

+ T sup
s,t∈[0,T ]

‖{Uω
x0(t, s)− Uω

y0(t, s)}ϕτ(ω, s, x0) ‖Xτ
+ (3.81)

+ T sup
t∈[0,T ]

‖Uω
y0(t, s){ϕτ(ω, s, x0)− ϕτ(ω, s, y0)} ‖Xτ

. (3.82)

Âèðàçè (3.80) i (3.81) îöiíþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ (3.79), (3.75) i (3.71).

Êðiì òîãî, ç (3.17) i îöiíêè (3.63) ç Q(·) = F (`)(·) ìà¹ìî

(3.82) ≤ TeλT sup
t∈[0,T ]

‖ϕτ(ω, t, x0)− ϕτ(ω, t, y0) ‖Xτ
≤

≤ C ′
∑

γ1∪···∪γ`=τ
sup
t∈[0,T ]

(
1 + ‖ξ0(t, x0) ‖`2(a) + ‖ξ0(t, y0) ‖`2(a)

)κ×
×
∏̀
i=1

(1 + ‖ξγi(t, x0) ‖Xγi
+ ‖ξγi(t, y0) ‖Xγi

)× (3.83)
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×
(
‖ξ0(t, x0)− ξ0(t, y0) ‖`2(a) +

∑̀
i=1

‖ξγi(t, x0)− ξγi(t, y0) ‖Xγi

)
≤

≤ K ′(ω, τ, R) ‖x0 − y0 ‖`2(a),

ç K ′(·, τ, R) ∈ Lp(Ω,WZd), p ≥ 1. Âèùå áóëî âèêîðèñòàíî (3.10), (3.11),

(3.71), à òàêîæ ðåêóðåíòíå ïðèïóùåííÿ.

Íàñòóïíà ëåìà ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 3.13 ó âèïàäêó ñïåöiàëüíîãî âè-

áîðó ïî÷àòêîâèõ äàíèõ â ñèñòåìi íà âàðiàöi¨ (3.18). Öÿ ëåìà iñòîòíèì

÷èíîì áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ äëÿ äîâåäåííÿ ãëàä-

êèõ âëàñòèâîñòåé âàðiàöié òà ïiâãðóïè, îñêiëüêè ñàìå ïðè òàêîìó âèáîði

ïî÷àòêîâèõ óìîâ âàðiàöi¨ ξτ ìàþòü ñåíñ ïîõiäíèõ ïðîöåñó ξ0
t .

Ëåìà 3.14. [1, íàñëiäîê 4.19] Íåõàé âàãè a, ψ ∈ P,
∑
k∈Zd

ak = 1 i ξτ ¹

ñèëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.16) ïðè ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ x̃τ (3.18).

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî n ≥ 1 ∃ Kn(·, R, ψ) ∈ ∩
p≥1

Lp(Ω,WZd), òàêi, ùî äëÿ

áóäü-ÿêîãî íàáîðó τ òàêîãî, ùî |τ | ≤ n ìàþòü ìiñöå îöiíêè:

sup
t∈[0,T ]

|ξk,τ(t, x0)| ≤ Kn(ω,R, ψ)

a
κ+1

2 (|τ |−1)

k

∏
j∈τ

ψk−j
, (3.84)

sup
t∈[0,T ]

|ξk,τ(t, x0)− ξk,τ(t, y0)| ≤ Kn(ω,R, ψ)

a
κ+1

2 (|τ |−1)

k

∏
j∈τ

ψk−j
‖x0 − y0 ‖`2(a), (3.85)

ç R = max( ‖x0 ‖`2(a), ‖y0 ‖`2(a)).

Äîâåäåííÿ. Îöiíêè (3.84) i (3.85) ¹ íàñëiäêîì (3.71) i (3.78) ïðè ñïåöi-

àëüíîìó âèáîði ïðîñòîðiâ X̃τ = `mτ
(d−1c̃τ) i Ỹτ = `mτ

(c̃τ) ç âåêòîðàìè

dk = a
−κ+1

2 m1

k è c̃k,τ = a
κ+1

2 m1
|τ |−1
|τ |

k

∏
j∈τ

ψ
m1/|τ |
k−j äëÿ äåÿêîãî m1 ≥ n. Ïåðø

çà âñå çàóâàæèìî, ùî íàáið âàã {c̃τ} çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâîñòi (3.21) çi
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ñòàëîþ Rτ ;γ1...γ` = 1. Äiéñíî,

a
−κ+1

2 m1

k [c̃k,τ ]
|τ | = a

κ+1
2 m1(|τ |−2)

k

∏
j∈τ

ψm1

k−j ≤ a
κ+1

2 m1(|τ |−`)
k

∏
j∈τ

ψm1

k−j =

=
∏̀
i=1

[a
κ+1

2 m1
|γi|−1

|γi|
k

∏
b∈γi

ψ
m1/|γi|
k−b ]|γi| = [c̃k,γ1

]|γ1| . . . [c̃k,γ`]
|γ`|, (3.86)

äå τ = γ1 ∪ · · · ∪ γ`, |γ1|+ · · ·+ |γ`| = |τ |, ` ≥ 2.

Äîâåäåìî îöiíêó (3.84). Ïðè |τ | = 1 ϕτ ≡ 0 i ‖x̃τ ‖Ỹτ = ψ0, òîìó, ç

ïðåäñòàâëåííÿ (3.76), ìà¹ìî

sup
|τ |=1

sup
s,t∈[0,T ]

‖ξτ(t, x0, x̃τ) ‖Ỹτ ≤ eλT ‖x̃τ ‖Ỹτ = eλTψ0 (3.87)

ç ðiâíîìiðíîþ ïî τ , |τ | ≤ n, ñòàëîþ λ = λ(n) ≥ max
|τ |≤n

‖B ‖
L(Ỹτ ) :

∀x ∈ Ỹτ ‖B x ‖Ỹτ = (
∑
k∈Zd

c̃k,τ |
∑

j : |k−j|≤r0

b(k − j)xj|mτ )1/mτ =

= (
∑
k∈Zd

c̃k,τ |
∑
|i|≤r0

b(i)xk−i|mτ )1/mτ ≤
∑
|i|≤r0

|b(i)|(
∑
k∈Zd

c̃k,τ |xk−i|mτ )1/mτ =

=
∑
|i|≤r0

|b(i)|(
∑
k∈Zd

c̃k,τ
c̃k−i,τ

c̃k−i,τ |xk−i|mτ )1/mτ ≤
∑
|i|≤r0

|b(i)| δ|i|/mτ

c̃τ
‖x ‖Ỹτ ≤

≤
∑
|i|≤r0

|b(i)| δ
κ+1

2 |i|(n−1)
a δ

|i|
ψ ‖x ‖Ỹτ = λ ‖x ‖Ỹτ <∞, (3.88)

äå δψ = sup|k−j|=1 |ψk/ψj| < ∞ äëÿ ψ ∈ P. Äàëi äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ

ìåòîäîì iíäóêöi¨ ïî |τ |. Îñêiëüêè ‖x̃τ ‖Ỹτ = 0 ïðè |τ | ≥ 2, ç ïðåäñòàâ-

ëåííÿ (3.76), iíäóêòèâíîãî ïðèïóùåííÿ (3.87) i îöiíêè (3.75) îòðèìà¹ìî,

ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ (3.11), ùî ∃ Kn(·, R, ψ) ∀ |α| ≤ n :

sup
t∈[0,T ]

‖ξα(ω, t, x0) ‖Ỹα ≤ TeλT sup
t∈[0,T ]

‖ϕα(ω, t, x0) ‖Ỹα ≤

≤ Kn(ω,R, ψ). (3.89)

Êîîðäèíàòíà ôîðìà öi¹¨ íåðiâíîñòi äà¹ (3.84).
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Äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (3.85) ïðîâîäèòüñÿ ïî ñõåìi òåîðåìè 3.13. Âiäìi-

òèìî ëèøå ìiñöÿ, ÿêi äàþòü ðiâíîìiðíiñòü ïî τ : |τ | ≤ n ñòàëî¨Kn(ω,R, ψ).

Ç (3.88) òà àíàëîãi÷íî¨ îöiíêè ó ïðîñòîði X̃τ ìà¹ìî

sup
s,t∈[0,T ]

‖Uω
x0(t, s) ‖L(Ỹτ ), sup

s,t∈[0,T ]

‖Uω
x0(t, s) ‖L(X̃τ ) ≤ eλT , (3.90)

îòæå ñòàëà C ′ â (3.79) ¹ ðiâíîìiðíîþ. Àíàëîãi÷íî òåîðåìi 3.13, îöiíêà âè-

ðàçiâ (3.80)�(3.82) äîâîäèòüñÿ ìåòîäîì iíäóêöi¨ iç çàñòîñóâàííÿì (3.90),

(3.83), (3.89) à òàêîæ âëàñòèâîñòåé: ‖x̃τ ‖Ỹτ = ψ0 ïðè |τ | = 1, i ‖x̃τ ‖Ỹτ = 0

ïðè |τ | > 1, i Rτ ;γ1...γ` = 1. Çâiäñè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ Kn(·, R, ψ), òàêî¨,

ùî ∀ |α| ≤ n :

sup
t∈[0,T ]

‖ξα(ω, t, x0)− ξα(ω, t, y0) ‖X̃α
≤ Kn(ω,R, ψ) ‖x0 − y0 ‖`2(a)

i êîîðäèíàòíà ôîðìà ÿêî¨ äà¹ (3.85).

3.5 C∞-äèôåðåíöiéîâíiñòü âàðiàöié çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ X∞([a, b]) äëÿ ïðîñòîðó

X∞([a, b]) = ∩
p≥1,c∈P

AC∞([a, b], `p(c)), (3.91)

äå AC∞([a, b], X) = {h ∈ C([a, b], X) : ∃ h′ ∈ L∞([a, b], X)} � ïðîñòið

àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â äåÿêîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði X.

3.5.1 Ðåãóëÿðíiñòü ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Òåîðåìà 3.15. Íåõàé F , B çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (2.4)�(2.5). Òîäi äëÿ

âñiõ x0 ∈ `2(a) i h ∈ X∞([a, b]) òà WZd-ìàéæå âñiõ ω ∈ Ω, t ∈ [0, T ] :

χ0(·) := ξ0(t, x0 + h(·))− ξ0(t, x0 + h(a)) ∈ X∞([a, b]). (3.92)
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Çîêðåìà, ó áóäü-ÿêîìó ïðîñòîði `p(c), c ∈ P, p ≥ 1, ìà¹ ìiñöå iíòåãðàëüíå

ïðåäñòàâëåííÿ

ξ0(t, x0 + h(·))
b

a

=

∫ b

a

∑
j∈Zd

ξ{j}(t, x
0 + h(s))h′j(s)ds (3.93)

òà
d

ds
χ0(·) =

∑
j∈Zd

ξ{j}(t, x
0 + h(·))h′j(·) ∈ L∞([a, b], `p(c)). (3.94)

Ïðè öüîìó âàðiàöi¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó ξ{j} áóäóþòüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè

(3.16) ïðè ñïåöiàëüíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ (3.18).

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî (3.93) ïðè x0 ∈ `m1(κ+1)2(a) i h ∈ X∞([a, b])

ó ïðîñòîði X1 = `m1
(c1) ç âàãîþ c1 ∈ P, òàêîþ. ùî dkck,1 ≤ ak, dk ≥

a
−κ+1

2 m1

k . Ç îöiíîê (3.10), (3.11) âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ [0, T ] i

äëÿWZd ìàéæå âñiõ ω ∈ Ω, âiäîáðàæåííÿ [a, b] 3 s→ ξ0(ω, t, x0 +h(s)) ∈

`m1
(a) ¹ ëiïøèöåâèì â ïðîñòîði `m1

(a), à òîìó i â X1. Ç òåîði¨ àáñîëþòíî

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði [148�150] âèïëèâà¹ iñíóâà-

ííÿ äëÿ ìàéæå âñiõ s ∈ [a, b] ñèëüíî¨ X1-ïîõiäíî¨ X1
d

ds
òà iíòåãðàëüíå

ïðåäñòàâëåííÿ:

ξ0(t, x0 + h(·))
b

a

=

∫ b

a

X1
d

ds
ξ0(t, x0 + h(s)) ds.

Ùîá âiäòâîðèòè ñèëüíó X1-ïîõiäíó, äîâåäåìî íåðiâíiñòü

sup
t∈[0,T ]

‖∆∅(t, α) ‖X1
≤ eK

′T ( ‖∆∅(0, α) ‖X1
+ αT K(ω,R)), (3.95)

äå

∆k,∅(t) =
ξ0
k(t, y

α)− ξ0
k(t, y

0)

α
−
∑
j∈Zd

ξk,{j}(t, y
0)h′j (3.96)

ïðè yα = x0 + h(s+ α), h′ = h′(s) i K(·, R) ∈ Lp(Ω,WZd), ∀ p ≥ 1 ç

R = max( ‖x0 ‖`m1
(a), max

s∈[a,b]
{ ‖h(s) ‖`m1

(a), ‖h′(s) ‖`m1
(a)}).
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Ïîêàæåìî iñíóâàííÿ ñèëüíî¨ X1-ïîõiäíî¨ X1
d

dt
∆∅(t). Çàóâàæèìî, ùî

ïðåäñòàâëåííÿ

ξ0(t, yα)− ξ0(t, y0) = η0(t, yα)− η0(t, y0),

â òåðìiíàõ ïðîöåñó η0 çàäàíîãî â (3.8), äà¹ iñíóâàííÿ ñèëüíî¨X1-ïîõiäíî¨:

X1
d

dt

(ξ0
k(t, y

α)− ξ0
k(t, y

0)

α

)
.

Êðiì òîãî, ç òåîðåì 3.12, 3.9 äëÿ ñèëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ {ξ{j}}j∈Zd i v ∈

∩
p,c
`p(c) âèïëèâà¹ ïðåäñòàâëåííÿ

∑
j∈Zd

ξ{j}(t)vj =
∑
j∈Zd

x̃jvj −
∫ t

0

∑
j∈Zd

vj(F
′(ξ0) +B )Uω

x0(s, 0)x̃jds (3.97)

i îöiíêà íà ôóíêöiþ ïiä iíòåãðàëîì

‖
∑
j∈Zd

vj(F
′(ξ0) +B )Uω

x0(s, 0)x̃j ‖X1
≤

≤ K(1 + ‖ξ0 ‖`2(a))
κ+1

∑
j∈Zd
|vj| · ‖Uω

x0(s, 0)x̃j ‖`m1
(a) ≤

≤ KeλT (1 + sup
t∈[0,T ]

‖ξ0 ‖`2(a))
κ+1

∑
j∈Zd
|vj|aj.

Âèùå çàñòîñîâàíî ëåìó 3.11 (3.60) ç dkck,1 ≤ ak i âëàñòèâîñòi åâîëþöiéíî¨

ñiì'¨ Uω
x0. Òîìó ïðåäñòàâëåííÿ (3.97) äà¹ ñèëüíóX1-äèôåðåíöiéîâíiñòü ñó-

ìè
∑
j∈Zd

ξ{j}(t)vj ïî t ∈ [0, T ]. ßê íàñëiäîê, iñíó¹ ñèëüíà ïîõiäíàX1
d

dt
∆∅(t).

Òàêèì ÷èíîì, ÿê âèïëèâà¹ ç [148�150], äëÿ WZd ìàéæå âñiõ ω ∈ Ω,

t ∈ [0, T ] :

d

dt
‖∆∅(t) ‖m1

X1
= m1

∑
k∈Zd

ck,1∆
m1−1
k,∅ · {−F (ξ0

k(y
α))− F (ξ0

k(y
0))

α
+

+
∑
j∈Zd

F ′(ξ0
k)ξk,{j}h

′
j − (B∆∅)k} =
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= m1

∑
k∈Zd

ck,1∆
m1−1
k,∅ {−F

′(ξ0
k)∆k,∅ − (B∆∅)k−

−
∫ 1

0

[F ′(ζk,ε,α)− F ′(ξ0
k) ]

ξ0
k(y

α)− ξ0
k(y

0)

α
dε} ≤

≤ K ′ ‖∆∅(t) ‖m1

X1
+

∫ 1

0

‖[F ′(ζε,α)− F ′(ξ0)]
ξ0(yα)− ξ0(y0)

α
‖m1

X1
dε (3.98)

ç K ′ = m1 ‖B ‖L(X1) +m1 − 1. Âèùå âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ

ζε,α = ξ0(y0) + ε(ξ0(yα)− ξ0(y0)),

íåðiâíîñòi F ′ ≥ 0, |xym−1| ≤ 1
m|x|

m + m−1
m |y|

m i ôîðìóëà

f(y)−f(x) = f ′(x)(y−x)+

∫ 1

0

{f ′(x+ε(y−x))−f ′(x)}(y−x)dε, x, y ∈ R1.

Ç íåðiâíîñòi (3.98) âèïëèâà¹

d

dt
‖∆∅(t) ‖m1

X1
≤ K ′ ‖∆∅(t) ‖m1

X1
+ αm1K(ω,R), (3.99)

äå K(ω,R) âèíèêà¹ ç îöiíîê

‖ξ
0(yα)− ξ0(y0)

α
‖m1

Y1
≤ 1

α
‖ξ0(yα)−ξ0(y0) ‖m1

`m1
(a) ≤ eλTm1(max

s∈[a,b]
‖h′ ‖`m1

(a))
m1,

òà ∫ 1

0

‖F ′(ζε,α)− F ′(ξ0) ‖m1

L(Y1,X1)dε ≤

≤ C

∫ 1

0

‖ε(ζε,α − ξ0(y0)) ‖m1

`2(a)(1 + ‖ξ0 ‖`2(a) + ‖ζε,α ‖`2(a))
κm1dε ≤

≤ C ′(α max
s∈[a,b]

‖h′ ‖`2(a))
m1(1 + 2 ‖ξ0(y0) ‖`2(a) + α max

s∈[a,b]
‖h′ ‖`2(a))

κm1.

Âèùå òàêîæ áóëè çàñòîñîâàíi îöiíêà (3.10), äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóíêöi¨

h ∈ X∞([a, b]), îöiíêà (3.61) ç Y1 = `m1
(dc1), ïðèïóùåííÿ dc1 ≤ a, à

òàêîæ îöiíêà (3.11).

Ç íåðiâíîñòi (3.99) âèïëèâà¹ (3.95).
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Ç àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ h âèïëèâà¹ çáiæíiñòü

∆∅(0, α) =
h(s+ α)− h(s)

α
− h′(s)→ 0

ó ïðîñòîði X1 ïðè α → 0 äëÿ ìàéæå âñiõ s ∈ [a, b]. Îòæå, ìà¹ ìiñöå

iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ (3.93) ó ïðîñòîði `m1
(c1) äëÿ ïî÷àòêîâî¨ óìîâè

x0 ∈ `m1(κ+1)2(a). Ìîæëèâiñòü çàìèêàííÿ äî x0 ∈ `2(a) âèïëèâà¹ ç (3.10)

i îöiíêè

‖
∫ b

a

∑
j∈Zd
{ξ{j}(ω, t, x0

n + h(s))− ξ{j}(ω, t, x0 + h(s))}h′j(s) ‖X1
ds ≤

≤
∫ b

a

K1(ω,R, ψ) ‖x0
n − x0 ‖`2(a) ‖

∑
j∈Zd

1

ψ·−j
h′j(s) ‖`m1

(a−
κ+1

2 m1c1)
ds ≤

(3.100)

≤ K1(ω,R, ψ) ‖x0
n − x0 ‖`2(a)

∑
i∈Zd

(δ
κ+1

2 m1
a δc1)

i/m1

ψ(i)

∫ b

a

‖h′ ‖`m1
(a)ds,

äëÿ äîâåäåííÿ ÿêî¨ çàñòîñîâàíî ëåìó 3.14 (3.85) ïðè |τ | = 1 i (3.88) ç

b(i) = 1/ψi. Ïiäáèðàþ÷è âàãó ψ ∈ P ìîæíà çðîáèòè ñóìó çáiæíîþ, ùî

äîâîäèòü ïðåäñòàâëåííÿ (3.93) ó ïðîñòîði X1 = `m1
(c1) äëÿ x0 ∈ `2(a).

Íàðåøòi, ïðåäñòàâëåííÿ (3.93) i (3.94) ó äîâiëüíîìó ïðîñòîði `p(c) âè-

ïëèâàþòü iç âêëàäåííÿ

∀ p ≥ 1, c ∈ P
∑
j∈Zd

ξ{j}(ω, t, x
0 + h(·))h′j(·) ∈ L∞([a, b], `p(c))

i òåîði¨ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ó áàíàõîâîììó ïðîñòîðó [148�

150]. Ùîá îòðèìàòè îñòàíí¹ âêëàäåííÿ, íåîáõiäíî ïîâòîðèòè ìiðêóâàííÿ

(3.100), çàñòîñîâóþ÷è (3.84) ïðè |τ | = 1 i òå, ùî h ∈ X∞([a, b]).
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3.5.2 Ðåãóëÿðíiñòü âèñîêîãî ïîðÿäêó.

Òåîðåìà 3.16. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ F , B çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (2.4),

(2.5). Òîäi äëÿ x0 ∈ `2(a) i h ∈ X∞([a, b]) òà WZd-ìàéæå âñiõ ω ∈ Ω,

t ∈ [0, T ] ∀ k ∈ Zd ∀ τ :

d

ds
ξk,τ(t, x

0 +h(·)) =
∑
j∈Zd

ξk,τ∪{j}(t, x
0 +h(·))h′j(·) ∈ L∞([a, b],R1) (3.101)

òà

ξk,τ(t, x
0 + h(·))

b

a

=

∫ b

a

∑
j∈Zd

ξk,τ∪{j}(t, x
0 + h(s))h′j(s)ds. (3.102)

Ïðîöåñè ξτ ðîçóìiþòüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.16) ïðè ïî÷àòêîâèõ óìî-

âàõ (3.18).

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ Xn = `mn
(cn) äëÿ mn = m1/n ïðè äî-

ñèòü âåëèêîìó m1, ç âåêòîðàìè cn ∈ P, òàêèìè, ùî

∀ k ∈ Zd ck,1dk ≤ ak òà ∀n ∈ N ck,n+1dk ≤ ck,n,

dk ≥ a
−κ+1

2 m1

k , m1 ≥ 2. Âåêòîðè cτ = c|τ | çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (3.21) çi

ñòàëîþ Rτ ;γ1,...,γ` = 1, òîìó çà òåîðåìîþ 3.13 ïðè ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ x̃τ

(3.18) äëÿWZd-ìàéæå âñiõ ω ∈ Ω, h ∈ X∞([a, b]) i t ∈ [0, T ] âiäîáðàæåííÿ

[a, b] 3 s→ ξτ(ω, t, x
0 + h(s)) ∈ X|τ |

¹ ëiïøèöåâèì ó ïðîñòîði X|τ |.

Ç íåðiâíîñòåé ‖· ‖X|τ |+1
≤ const ‖· ‖X|τ |, ç âðàõóâàííÿì òåîði¨ àáñîëþòíî

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði [148�150] ìà¹ìî ïðåäñòàâ-

ëåííÿ ó ïðîñòîði X|τ |+1 :

ξτ(t, x
0 + h(·))

b

a

=

∫ b

a

X|τ |+1
d

ds
ξτ(t, x

0 + h(s)) ds (3.103)
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ç ñèëüíîþ ïîõiäíîþ X|τ |+1
d

ds
, ÿêà iñíó¹ äëÿ ìàéæå âñiõ s ∈ [a, b]

Äëÿ âiäòâîðåííÿ ñèëüíî¨ X|τ |+1-ïîõiäíî¨ äîâåäåìî ìåòîäîì iíäóêöi¨ τ,

|τ | ≥ 1, ùî

sup
t∈[0,T ]

‖∆τ(t, α) ‖X|τ |+1
≤ eKT max( ‖∆∅(0, α) ‖X1

, αK(ω, τ, R)), (3.104)

äå

∆k,τ(t, α) =
ξk,τ(t, y

α)− ξk,τ(t, y0)

α
−
∑
j∈Zd

ξk,τ∪{j}h
′
j, (3.105)

äå yα = x0 + h(s+ α), h′ = h′(s) i K(·, τ, R) ∈ Lp(Ω,WZd), ∀ p ≥ 1 i

R = max( ‖x0 ‖`m1
(a), max

s∈[a,b]
{ ‖h(s) ‖`m1

(a), ‖h′(s) ‖`m1
(a)}).

Ïåðåâiðèìî ñèëüíó X|τ |+1-äèôåðåíöiéîâíiñòü âèðàçó ∆τ(t, α) äëÿ ìàé-

æå âñiõ t ∈ [0, T ].

Ç îçíà÷åííÿ ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, âðàõîâóþ÷è (3.18) òà (3.76) ìà¹ìî, ùî

äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v ∈ ∩
p≥1,c∈P

`p(c) :

∑
j∈Zd

ξτ∪j(t)vj =−
∫ t

0

∑
j∈Zd

vj(F
′(ξ0) +B )

∫ s

0

Uω
x0(s, σ)ϕτ∪j(σ) dσ ds−

−
∫ t

0

∑
j∈Zd

vjϕτ∪j ds, |τ | ≥ 1. (3.106)

Êîìáiíóþ÷è (3.76), (3.75) ç Yn = `mn
(dcn), (3.11) i íåðiâíiñòü

‖x̃j ‖Y1
= (djcj,1)

1/m1 ≤ (tr a)1/m1 = 1,

ìà¹ìî sup
j∈Zd

sup
σ∈[0,T ]

‖ϕτ∪j(σ) ‖Y|τ |+1
<∞. Êðiì òîãî, ç íåðiâíîñòi

‖
∑
j∈Zd

vj(F
′(ξ0) +B )

∫ s

0

Uω
x0(s, σ)ϕτ∪j(σ) dσ ‖X|τ |+1

≤

≤ TeλT (1 + ‖ξ0 ‖`2(a))
κ+1

∑
j∈Zd
|vj| sup

σ∈[0,T ]

‖ϕτ∪j(σ) ‖Y|τ |+1
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âèïëèâà¹ îáìåæåíiñòü âèðàçiâ ïiä iíòåãðàëîì â (3.106). Ç öüîãî âèïëèâà¹

ñèëüíà äèôåðåíöiéîâíiñòü ïî t ∈ [0, T ] ñóìè
∑
j∈Zd

vjξτ∪j(t) i, ÿê íàñëiäîê,

âèðàçiâ ∆τ(t) ó ïðîñòîði X|τ |+1.

Ïðèïóñòèìî, ùî íåðiâíiñòü (3.104) âèêîíàíà äëÿ âñiõ τ , òàêèõ, ùî

|τ | ≤ n0 − 1. Îñêiëüêè äîâåäåííÿ áàçè iíäóêöi¨ ïðè |τ | = 1 ñïiâïàäà¹

ç äîâåäåííÿì êðîêó iíäóêöi¨ ïðè ϕτ = 0, |τ | = 1, îáèäâà äîâåäåííÿ

áóäóòü ïðîâåäåíi îäíî÷àñíî. Ç [148�150] âèïëèâà¹, ùî íàñòóïíà íîðìà

ìîæå áóòè ïðîäèôåðåíöiéîâàíà

d

dt
‖∆τ(t) ‖

m|τ |+1

X|τ |+1
= m|τ |+1

∑
k∈Zd

ck,|τ |+1∆
m|τ |+1−1

k,τ {−(B∆τ)k−

−
∑

γ1∪···∪γ`=τ, `≥1

1

α
F (`)(ξ0

k(·))ξk,γ1
(·) . . . ξk,γ`(·)

yα

y0

+

+
∑
j∈Zd

∑
α1∪···∪α`=τ∪{j}

`≥1

F (`)(ξ0
k(y

0))ξk,α1
(y0) . . . ξk,α`(y

0)h′j}. (3.107)

Ïåðåïîçíà÷àþ÷è iíäåêñè ñóìóâàííÿ ç âðàõóâàííÿì ξ∅ := ξ0, ïðèâîäè-

ìî îñòàííié äîäàíîê äî âèãëÿäó∑
j∈Zd

∑
α1∪···∪α`=τ∪{j}, `≥1

F (`)(ξ0
k(y

0))ξk,α1
(y0) . . . ξk,α`(y

0)h′j =

=
∑

γ1∪···∪γ`=τ, `≥1

{ ∑̀
q=1

F (`)(ξk,∅(y0))ξk,γ1
(y0) . . . (

∑
j∈Zd

ξk,γq∪{j}h
′
j) . . . ξk,γ`(y

0)+

+ F (`+1)(ξk,∅(y0))ξk,γ1
(y0) . . . ξk,γ`(y

0) (
∑
j∈Zd

ξk,{j}h
′
j)
}
.

Çàñòîñîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ ζε,α = ξ(y0) + ε(ξ(yα)− ξ(y0)) i ôîðìóëó

f(y0, . . . , y`)− f(x0, . . . , x`) =
∑̀
i=0

∂f

∂i
(~x)(yi − xi)+
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+
∑̀
i=0

∫ 1

0

{∂f
∂i

(~x+ ε(~y − ~x))− ∂f

∂i
(~x)}(yi − xi)dε,

ïåðåïèøåìî äâà îñòàííiõ ÷ëåíà â (3.107) ó âèãëÿäi∑
γ1∪···∪γ`=τ, `≥1

1

α
F (`)(ξ0

k(·))ξk,γ1
(·) . . . ξk,γ`(·)

yα

y0

−

−
∑
j∈Zd

∑
α1∪···∪α`=τ∪{j}, `≥1

F (`)(ξ0
k(y

0))ξk,α1
(y0) . . . ξk,α`(y

0)h′j =

= F ′(ξk,∅(y0))∆k,τ(t)+ (3.108)

+
∑

γ1∪···∪γ`=τ, `≥2

∑̀
q=1

F (`)(ξk,∅(y0))ξk,γ1
(y0) . . .∆k,γq . . . ξk,γ`(y

0)+ (3.109)

+
∑

γ1∪···∪γ`=τ, `≥1

F (`+1)(ξk,∅(y0))ξk,γ1
(y0) . . . ξk,γ`(y

0)∆k,∅+ (3.110)

+

∫ 1

0

dε
∑

γ1∪···∪γ`=τ, `≥1

∑̀
q=1

F (`)(zk,∅)zk,γ1
. . .

ξk,γq(y
α)− ξk,γq(y0)

α
. . . zk,γ`

z=ζε,α

z=ξ(y0)

+

(3.111)

+

∫ 1

0

dε
∑

γ1∪···∪γ`=τ, `≥1

F (`+1)(zk,∅)zk,γ1
. . . zk,γ`

z=ζε,α

z=ξ(y0)

ξk,∅(yα)− ξk,∅(y0)

α
.

(3.112)

Âèùå, äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè âèðàç (3.108), â ñóìi
∑

γ1∪···∪γ`=τ, `≥1

áóëî

âiäîêðåìëåíî ïåðøèé äîäàíîê ïðè ` = 1.

Çàñòîñîâóþ÷è F ′ ≥ 0, ïðîäîâæèìî (3.107):

d

dt
‖∆τ(t) ‖

m|τ |+1

X|τ |+1
= −m|τ |+1 〈∆#

τ , {F ′(ξ0) +B }∆τ(t) 〉X|τ |+1
−

−m|τ |+1 〈∆#
τ , (3.109) + (3.110) + (3.111) + (3.112) 〉 ≤

≤ (m|τ |+1 ‖B ‖L(X|τ |+1) + 4(m|τ |+1 − 1)) ‖∆τ(t) ‖
m|τ |+1

X|τ |+1
+

+ ‖(3.109) ‖m|τ |+1

X|τ |+1
+ ‖(3.110) ‖m|τ |+1

X|τ |+1
+ ‖(3.111) ‖m|τ |+1

X|τ |+1
+ ‖(3.112) ‖m|τ |+1

X|τ |+1
.

(3.113)
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Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâiñòü ∆τ(0) = 0, äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ îöiíêè

(3.104), çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî âñi ÷ëåíè â (3.113) îöiíþþòüñÿ çâåðõó

âèðàçîì max( ‖∆∅(0, α) ‖X1
, αK(ω, τ, R)) ç K(·, τ, R) ∈ Lp(Ω,WZd), p ≥

1. Äëÿ öüîãî çàñòîñó¹ìî îöiíêè îòðèìàíi â ëåìi 3.11.

Äëÿ îöiíêè ‖(3.109) ‖ çàñòîñó¹ìî (3.11), (3.71), iíäóêòèâíå ïðèïóùå-

ííÿ (3.104) i íåðiâíiñòü (3.63) ç n = r + 1 = `,Xγn = X|γq|+1, uγn =

∆γq , ξ
0 = ξ∅(y0) òà Xγi = X|γi|, ξγi = ξγi(y

0) ïðè i 6= q, i = 1, . . . , `, ζγ1
=

· · · = ζγ` = 0. Ìà¹ìî

‖(3.109) ‖X|τ |+1
≤

∑
γ1∪···∪γ`=τ, `≥2

∑̀
q=1

K(1 + ‖ξ∅(y0) ‖)κ
∏̀

i=1,i 6=q

(1+ ‖ξγi(y0) ‖X|γi|)×

× {‖ξ∅(y0) ‖`2(a) +
∑̀

i=1, i6=q

‖ξγi(y0) ‖X|γi|} · ‖∆γq ‖X|γq |+1
≤

≤ eKT max( ‖∆∅(0, α) ‖X1
, αK(ω, τ, R)).

Äîäàíîê ‖(3.110) ‖X|τ |+1
îöiíþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî, iç çàñòîñóâàííÿì îöiíêè

(3.95) i íåðiâíîñòi (3.63) ç n = r+1 = `+1, ξ0 = ξ∅(y0), Xγi = X|γi|, ξγi =

ξγi(y
0) äëÿ i = 1, . . . , `, Xγn = X1, uγn = ∆∅, ζγ1

= · · · = ζγ` = 0.

Äëÿ îöiíêè ‖(3.111)` ‖X|τ |+1
ïðè ` ≥ 2, âèêîðèñòà¹ìî âëàñòèâîñòi ïðî-

öåñó ξ0 (3.10), (3.11) i ïðîöåñó ξγ (3.71), íåðiâíiñòü supα∈(0,α0] ‖h(s+α)−

h(s) ‖`2(a) ≤ α0R, òåîðåìó 3.13 i îöiíêó (3.63) ç n = r + 1 = `, ξ0 =

ξ∅(y0), ζ0 = ζε,α,∅, Xγn = X|γq|+1, uγn = (ξγq(y
α)− ξγq(y0))/α òà

ïðè i = 1, . . . , q − 1 Xγi = X|γi|, ξγi = ξγi(y
0), ζγi = ζε,α,γi;

ïðè j = q, . . . , `− 1 Xγj = X|γj+1|, ξγi = ξγj+1
(y0), ζγj = ζε,α,γj+1

.

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ` ≥ 2:

‖(3.111)` ‖X|τ |+1
≤
∫ 1

0

∑̀
q=1

∑
γ1∪···∪γ`=τ

`≥1

K(1 + ‖ξ∅(y0) ‖`2(a) + ‖ζε,α,∅ ‖`2(a))
κ×
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×
∏̀

i=1,i 6=q

(1 + ‖ξγi(y0) ‖X|γi| + ‖ζε,α,γi ‖X|γi|) · ‖
ξγq(y

α)− ξγq(y0)

α
‖X|γq |+1

×

× (ε ‖ξ∅(y0)− ξ∅(yα) ‖`2(a) +
∑̀

i=1,i 6=q

ε ‖ξγi(y0)− ξγi(yα) ‖X|γi|) dε ≤

≤ eKT max( ‖∆∅(0, α) ‖X1
, αK(ω, τ, R)).

Ùîá îöiíèòè (3.111) ïðè ` = 1, çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 3.11 (3.61), i¹ðàðõiþ

dcn+1 ≤ cn i âëàñòèâiñòü ïðîöåñó ξτ (3.78) ó øêàëi `m|τ |+1
(dc|τ |+1) ç dk ≥

a
−κ+1

2 m1

k :

‖(3.111)`=1 ‖X|τ |+1
≤
∫ 1

0

dεK ‖ξ∅(y0)− ζε,α,∅ ‖`2(a)×

× (1 + ‖ξ∅(y0) ‖`2(a) + ‖ζε,α,∅ ‖`2(a))
κ · ‖ξk,τ(y

α)− ξk,τ(y0)

α
‖`m|τ |+1

(dc|τ |+1) ≤

≤ eKT max( ‖∆∅(0, α) ‖X1
, αK(ω, τ, R)).

Âèùå òàêîæ çàñòîñîâàíî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ íîðìàìè

‖ · ‖`m|τ |+1
(dc|τ |+1) ≤ const ‖ · ‖`m|τ |(c|τ |).

Íàðåøòi, ÷ëåí ‖(3.112) ‖X|τ |+1
ìîæíà îöiíèòè àíàëîãi÷íî, çàñòîñîâóþ÷è

1

α
‖ξ∅(yα)− ξ∅(y0) ‖X1

≤ 1

α
‖ξ0(yα)− ξ0(y0) ‖`2(a) ≤ eλTR

i íåðiâíiñòü (3.63) ïðè n = r + 1 = `+ 1, ξ0 = ξ∅(y0), ζ0 = ζε,α,∅, Xγn =

X1, uγn = 1
α(ξ∅(yα)− ξ∅(y0)), à òàêîæ ïðè i = 1, . . . , ` Xγi = X|γi|, ξγi =

ξγi(y
0), ζγi = ζε,α,γi. Òàêèì ÷èíîì, îöiíêó (3.104) äîâåäåíî. Ç àáñîëþòíî¨

íåïåðåðâíîñòi h ∈ X∞([a, b]) ìà¹ìî

∆∅(0, α) =
h(s+ α)− h(s)

α
− h′(s)→ 0

â X1 ïðè α→ 0 äëÿ ìàéæå âñiõ s ∈ [a, b]. Çâiäñè âèïëèâà¹ ïðåäñòàâëåííÿ

(3.103) äëÿ ïî÷àòêîâîãî äàíîãî x0 ∈ `m1(κ+1)2(a). Çîêðåìà, éîãî êîîðäè-
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íàòíà ôîðìà ìà¹ âèãëÿä:

∀ k ∈ Zd ξk,τ(t, x
0 + h(·))

b

a

=

∫ b

a

∑
j∈Zd

ξk,τ∪j(t, x
0 + h(s))h′j(s) ds.

Ìîæëèâiñòü çàìêíóòè äî x0 ∈ `2(a) âèïëèâà¹ ç h ∈ X∞([a, b]) i ëåìè 3.14

(3.85).

Îñòàòî÷íî, çà òåîði¹þ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði [148�150], ïðåäñòàâëåííÿ (3.101) i (3.102) ó äîâiëüíîìó ïðîñòîði

`p(c) âèïëèâàþòü ç

∀ p ≥ 1, c ∈ P
∑
j∈Zd

ξ·,τ∪{j}(ω, t, x
0 + h(·))h′j(·) ∈ L∞([a, b], `p(c)).

Ïåðåâiðêà öi¹¨ âëàñòèâîñòi ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî (3.100), iç çàñòîñóâà-

ííÿì (3.84) ïðè |τ | = 1 òà âëàñòèâiñòü h ∈ X∞([a, b]).

3.6 Çáåðåæåííÿ ïðîñòîðiâ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíê-

öié ïiä äi¹þ îïåðàòîðà åâîëþöi¨

Îçíà÷åííÿ ïðîñòîðó íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié íåñêií÷åííî¨

êiëüêîñòi çìiííèõ áóäå íàäàíî ç âèêîðèñòàííÿì íàáîðiâ âàã Θ = {(p,G)},

ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç ôóíêöi¨ p òà ìàòðè÷íî¨ âàãè G, i áóëè ââåäåíi â � 2.1.

Äëÿm ∈ N íåõàé Θm ïîçíà÷à¹ ñêií÷åííèé íàáið ïàð âàã {(p,G) : (p,G) ∈

Θm}, äå G = G1 ⊗ · · · ⊗ Gm ¹ òåíçîðîì m-ãî ïîðÿäêó, ïîáóäîâàíèì ïî

âåêòîðàì Gi ∈ P, i = 1, . . . ,m, òà p ¹ ôóíêöi¹þ íå áiëüøå íiæ ïîëiíîìi-

àëüíîãî ðîñòó (2.11).

Îçíà÷åííÿ 3.17. Íåõàé r ≥ 0, n ≥ 1 i Θ = Θ1∪· · ·∪Θn � äåÿêèé íàáið

âàã. Ôóíêöiÿ f íàëåæèòü ïðîñòîðó íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóí-

êöié CΘ,r(`2(a)), ÿêùî f ∈ Lipr(`2(a)) i âèêîíàíi íàñòóïíi ïðèïóùåííÿ:
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1. Ôóíêöiÿ f ìà¹ ÷àñòèííi ïîõiäíi {∂(1)f, . . . , ∂(n)f} äî ïîðÿäêó n. Òîáòî

äëÿ äîâiëüíîãî m ∈ {1, . . . , n} iñíóþòü ÷àñòèííi ïîõiäíi

{∂(m)f(x)}j1...jm = ∂τf(x)

â íàïðÿìêó τ = {j1, . . . , jm}, ji ∈ Zd, ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè â ñåíñi, ùî

∀ τ : |τ | ≤ n ∂τf ∈ C(`2(a),R1)

òà äëÿ áóäü-ÿêîãî x0 ∈ `2(a) i äëÿ äîâiëüíî¨ h ∈ X∞([a, b]) ìàþòü ìiñöå

iíòåãðàëüíi ñïiââiäíîøåííÿ:

f(x0 + h(·))
b

a

=

∫ b

a

∑
k∈Zd

∂kf(x0 + h(s))h′k(s) ds, (3.114)

∂τf(x0 + h(·))
b

a

=

∫ b

a

∑
k∈Zd

∂τ∪{k}f(x0 + h(s))h′k(s) ds, (3.115)

äëÿ τ : |τ | ≤ n− 1.

2. Íàñòóïíà íîðìà ¹ ñêií÷åííîþ:

‖f ‖CΘ,r
= ‖f ‖Lipr + max

m=1,n
‖∂(m)f ‖Θm <∞, (3.116)

äå

‖u(m) ‖Θm = sup
x∈`2(a)

max
(pm,Gm)∈Θm

|||u(m)(x)|||Gm
pm( ‖x ‖2

`2(a))
, (3.117)

|||u(m)(x)|||2Gm =
∑

τ={j1...jm}⊂Zd
G1
j1
. . . Gm

jm
|uτ(x)|2

äëÿ Gm = G1 ⊗ · · · ⊗Gm

Íàãàäà¹ìî, ùî ïðîñòiðX∞([a, b]) ââåäåíèé â (3.91), à ïðîñòið Lipr(`m(a)),

m ≥ 2 îçíà÷åíèé â (3.9).
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Îçíà÷åííÿ 3.18. Íàáið âàã Θ = Θ1 ∪ · · · ∪Θn, n ∈ N íàçâåìî êâàçi-

ñòèñêàþ÷èì ç ïàðàìåòðîì κ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî m = 2, . . . , n òà

ïàðè (p,G) ∈ Θm, äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ {1, . . . ,m}, i 6= j, iñíó¹ òàêà âàãà

(p̃, G̃) ∈ Θm−1, ùî

∃ K : ∀ z ∈ R1
+ (1 + z)

κ+1
2 p̃(z) ≤ Kp(z),

(Ĝ{i,j})` ≤ K G̃`, ` = 1, . . . ,m− 1, (3.118)

ç ìàòðèöåþ Ĝ{i,j} ïîáóäîâàíîþ ïî ìàòðèöi G çà ïðàâèëîì (2.13).

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ðîçäiëó ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà 3.19. Íåõàé F , B çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (2.4), (2.5), i íàáið

âàã Θ = Θ1 ∪ · · · ∪ Θn, n ∈ N ¹ êâàçi-ñòèñêàþ÷èì ç ïàðàìåòðîì κ. Òîäi

ïiâãðóïà Pt (3.13) çáåðiãà¹ ïðîñòîðè CΘ,r(`2(a)), r ≥ 0, òîáòî ∀ t ≥ 0

Pt : CΘ,r → CΘ,r i

∃ K,M ∀ f ∈ CΘ,r ‖Ptf ‖CΘ,r
≤ KeMt ‖f ‖CΘ,r

. (3.119)

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå ïîêàæåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ CΘ,r òà

áóäü-ÿêîãî ñêií÷åííîãî íàáîðó íàïðÿìêiâ |τ | ≤ n iñíóþòü ÷àñòèííi ïîõi-

äíi ïiâãðóïè ∂τPtf(·) ∈ C(`2(a),R1). Êðiì òîãî âîíè çàäîâîëüíÿþòü ií-

òåãðàëüíi ñïiââiäíîøåííÿ (3.114), (3.115) äëÿ áóäü-ÿêîãî h ∈ X∞([a, b]) :

(Ptf)(x+ h(·))
∣∣∣b
a

=

∫ b

a

∑
k∈Zd

∂kPtf(x+ h(s))h′k(s)ds; (3.120)

∂τPtf(x+ h(·))
∣∣∣b
a

=

∫ b

a

∑
k∈Zd

∂τ∪{k}Ptf(x+ h(s))h′k(s)ds, (3.121)

äëÿ |τ | ≤ n− 1.

Ðîçãëÿíåìî âèðàçè, ùî âèíèêàþòü ó ïðàâié ÷àñòèíi (3.14):

δτ(f, t, x) =
m∑
`=1

∑
γ1∪···∪γ`=τ

E 〈 ∂(`)f(ξ0
t (x)), ξγ1

(t, x)⊗· · ·⊗ξγ`(t, x) 〉. (3.122)
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Ùîá äîâåñòè, ùî öi âèðàçè óòâîðþþòü ÷àñòèííi ïîõiäíi ïiâãðóïè δτ =

∂τPtf ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 3.17, íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî:

1. δτ(f, t, ·) íåïåðåðâíà íà ïðîñòîði `2(a);

2. δτ(f, t, ·) ðåêóðåíòíî çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ:

Ptf(x0 + h(·))
∣∣∣b
a

=

b∫
a

∑
k∈Zd

h′k(s)δk(f, t, x
0 + h(s)) ds,

∂τPtf(x0 + h(·))
∣∣∣b
a

=

b∫
a

∑
k∈Zd

h′k(s)δτ∪k(f, t, x
0h(s)) ds, |τ | ≥ 1.

Ïîêàæåìî `2(a)-íåïåðåðâíiñòü δτ(f, t, ·). ëåìà 3.14 (3.85), ïðèïóùåííÿ

íåïåðåðâíîñòi ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ∂τf(·) ∈ C(`2(a),R1) (çà îçíà÷åííÿì

ïðîñòîðó CΘ,r) i (3.10) äàþòü äëÿ WZd-ìàéæå âñiõ ω ∈ Ω, t ∈ [0, T ]

íåïåðåðâíiñòü ïî x0 ∈ `2(a) âèðàçó

∂{j1...j`}f(ξ0(t, x0))ξj1,γ1
(t, x0) . . . ξj`,γ`(t, x

0). (3.123)

Íåïåðåðâíiñòü δτ(f, t, x) ïî x ∈ `2(a) âèïëèâà¹ ç îöiíêè

|∂j1...j`f(x)|2 ≤ 1

G1
j1
. . . G`

j`

p2
`( ‖x ‖2

`2(a)) ‖f ‖2
CΘ,r

,

ç âàãîþ (p`,G
` = G1⊗ · · · ⊗G`) ∈ Θ` ⊂ Θ, i íåðiâíîñòi (3.84) ç ψk = eM |k|

ïðè äîñèòü âåëèêîìó M . Âðàõîâóþ÷è (3.11), öå äà¹ ðiâíîìiðíó ïî x0 íà

êóëÿõ â `2(a), ñóìîâíó ïî j1, . . . , j` ∈ Zd i WZd-iíòåãðîâàíó ìàæîðàíòó

äëÿ âèðàçó (3.123). ßê íàñëiäîê δτ(f, t, ·) ∈ C(`2(a),R1).

Äîâåäåìî ðåêóðåíòíi iíòåãðàëüíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ôóíêöiÿìè δτ(f, t, ·).

Ç òåîðåìè 3.15 âèïëèâà¹, ùî êðèâà χ0(·) = ξ0(x0 + h(·)) − ξ0(x0 + h(a))

íàëåæèòü ïðîñòîðó X∞([a, b]) i äëÿ WZd-ìàéæå âñiõ ω ∈ Ω ìà¹ ïîõiäíó

(3.94). Îòæå, äëÿ f ∈ CΘ,r, ç ïðåäñòàâëåííÿ (3.13) òà îçíà÷åííÿ 3.17
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(3.114) ìà¹ìî:

(Ptf)(x0 + h(·))
b

a

= E[f(χ0(·) + ξ0(t, x0 + h(a)))]
b

a

=

= E

∫ b

a

∑
j∈Zd

∂jf(ξ0(t, x0 + h(a)) + χ0(s)) · (χ0
j)
′(s) ds =

= E

∫ b

a

∑
j∈Zd

∂jf(ξ0(t, x0 + h(s)))
∑
k∈Zd

ξj,{k}(t, x
0 + h(s))h′k(s) ds =

=

∫ b

a

∑
k∈Zd

h′k(s)E〈∂f(ξ0), ξ{k}〉 ds =

∫ b

a

∑
k∈Zd

δk(f, t, x
0 + h(s))h′k(s) ds.

Îöiíêà |∂jf(x)|2 ≤ (G1
j)
−1p2

1(‖x‖2
`2(a))‖f‖2

CΘ,r
ç äåÿêîþ âàãîþ (p1,G

1 =

G1) ∈ Θ1 ⊂ Θ, îöiíêà (3.84) ç ψk = eM |k| ïðè äîñòàòíüî âåëèêîìó M òà

âëàñòèâiñòü h′ ∈ ∩
p,c
`p(c) äàþòü âiäïîâiäíó ìàæîðàíòó òà âèïðàâäîâóþòü

çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè Ôóáiíi âèùå.

Ùîá îòðèìàòè àíàëîãi÷íi ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ïîõiäíèõ ïiâãðóïè âèùèõ

ïîðÿäêiâ, çàóâàæèìî, ùî ç (3.116) âèïëèâà¹, ùî äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ CΘ,r ìà¹

ìiñöå íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ: ∀ |τ | ≤ n− 1

∂τf(x0 + h(·))π(·)
b

a

=

∫ b

a

∑
k∈Zd

∂τ∪kf(x0 + h(s))h′k(s)π(s) ds+

+

∫ b

a

∂τf(x0 + h(s))π′(s) ds,

äå h ∈ X∞([a, b]) è π ∈ AC∞([a, b],R1). Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 3.16 (3.101)

òà

π(·) = {ξj1,γ1
. . . ξj`,γ`}(x0 + h(·)) ∈ AC∞([a, b],R1),

îòðèìà¹ìî:

(∂τPtf)(x0 + h(·))
b

a

=

=

|τ |∑
`=1

∑
γ1∪···∪γ`=τ

E
∑

j1...j`∈Zd

(
∂j1 . . . ∂j`f(ξ0)ξj1,γ1

. . . ξj`,γ`

)
(t, x0 + h(·))

b

a

=
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=

|τ |∑
`=1

∑
γ1∪···∪γ`=τ

E
∑

j1...j`∈Zd

∫ b

a

{∑
j∈Zd

∂j1...j`,jf(ξ0)
(∑
k∈Zd

ξj,{k}h
′
k

)
ξj1,γ1

. . . ξj`,γ`+

+
∑̀
q=1

∂j1...j`f(ξ0)ξj1,γ1
. . .
(∑
k∈Zd

ξjq,γq∪{k}h
′
k

)
. . . ξj`,γ`

}
(t, x0 + h(s)) ds =

(3.124)

=

∫ b

a

∑
k∈Zd

h′k(s)
{ ∑

γ1∪···∪γ`=τ
`=1,...,|τ |

E{
∑

j1...j`,j∈Zd
∂j1...j`,jf(ξ0)ξj1,γ1

. . . ξj`,γ`ξj,{k}}+

+
∑̀
q=1

E{
∑

i1...i`∈Zd
∂i1 . . . ∂i`f(ξ0)ξi1,γ1

. . . ξiq,γq∪{k} . . . ξi`,γ`}
}

(t, x0 + h(s)) ds =

=

∫ b

a

∑
k∈Zd

h′k(s)
∑

γ1∪···∪γ`=τ∪{k}
`=1,...,|τ |+1

[
E

∑
j1...j`∈Zd

∂j1...j`f(ξ0)ξj1,γ1
. . . ξj`,γ`

]
(x0 + h(s)) ds =

=

b∫
a

∑
k∈Zd

h′k(s)δτ∪k(f, t, x
0 + h(s))ds =

∫ b

a

∑
k∈Zd

h′k(s)∂τ∪kPtf(x0 + h(s)) ds,

ùî ôàêòè÷íî íàäà¹ òî÷íèé çìiñò ïðåäñòàâëåííþ (3.14) ïîõiäíèõ ïiâãðó-

ïè. Âèùå áóëè ïåðåïîçíà÷åíi iíäåêñè ñóìóâàííÿ òà âèêîðèñòàíà òåîðåìà

Ôóáiíi â (3.124). Íåîáõiäíà ìàæîðàíòà ìîæå áóòè îòðèìàíà ç (3.11), âëà-

ñòèâîñòi h′ ∈ ∩
p,c
`p(c), îöiíêè ç ðiâíîìiðíèìè ñòàëèìè (3.84) ïðè âèáîði

ψk = eM |k| ç äîñèòü âåëèêèì M , à òàêîæ îöiíêè

|∂j1...j`f(x)|2 ≤ (G1
j1
. . . G`

j`
)−1p2

`(‖x‖2
`2(a))‖f‖2

CΘ,r

äëÿ äåÿêèõ âàã (p`,G
` = G1 ⊗ · · · ⊗G`) ∈ Θ` ⊂ Θ.

Íàðåøòi, äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè îöiíêè (3.119) íà ïiâãðóïó ïåðø çà
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âñå çàóâàæèìî, ùî âàãè

p̃i = q(z)(1 + z)
κ+1

2 (m1/i−m1/|τ |),

c̃k,γ = a
κ+1

2 m1
|γ|−1
|γ|

k

∏
j∈τ

ψ
m1/|γ|
k−j , γ = {j1, . . . , j`}

(3.125)

çàäîâîëüíÿþòü i¹ðàðõi¨ (3.24) i (3.21) çi ñòàëèìè Kp = Rγ;α1,...α` = 1. Çà

òåîðåìîþ 3.13 i âëàñòèâiñòþ (3.10) ïðîöåñó ξ0, íåëiíiéíà îöiíêà (3.25)

çàìèêà¹òüñÿ äî x0 ∈ `2(a) ç óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì ξ0. Çàñòîñóâàííÿ

íåëiíiéíî¨ îöiíêè (òåîðåìà 3.7) äà¹

E
n∑
`=1

p̃`( ‖ξ0
t ‖2

`2(a))
∑

γ⊆τ, |γ|=`

‖ξγ ‖
mγ

`mγ (c̃γ) ≤ eMtp̃1( ‖x0 ‖2
`2(a))

n∑
`=1

‖x̃{i`} ‖
m1

`m1
(c̃{i`})

äëÿ τ = {i1, . . . , in}, |τ | = n. Âèùå âèêîðèñòàíî, ùî ‖x̃γ ‖`mγ (c̃γ) =

0, |γ| ≥ 2 äëÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ x̃τ (3.18). Ïiäñòàâëÿþ÷è ñþäè âèðàçè

p̃i i c̃γ, i îïóñêàþ÷è â ëiâié ÷àñòèíi ÷ëåíè ç ` < n, îòðèìà¹ìî êîîðäèíà-

òíó ôîðìó

E{q( ‖ξ0(t, x0) ‖2
`2(a)) |ξk,τ(t)|mτ} ≤

≤
K|τ |e

tM|τ |,ψ q( ‖x0 ‖2
`2(a))(1 + ‖x0 ‖2

`2(a))
κ+1

2 m1
|τ |−1
|τ |

a
κ+1

2 m1
|τ |−1
|τ |

k

∏
j∈τ

ψ
m1/|τ |
k−j

(3.126)

ç K|τ | = |τ |ψ. Ñòàëà M|τ |,ψ ¹ ðiâíîìiðíîþ ïî τ, |τ | ≤ n, îñêiëüêè íîð-

ìà ‖B ‖ (3.88) îöiíþ¹òüñÿ ðiâíîìiðíî i ó âèðàçàõ (3.47) i (3.48) Kp =

Rγ;α1,...,α` = 1.

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè (3.119), äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

Θm ⊂ Θ:

max
m=1,...,n

‖∂(m)Ptf ‖Θm ≤ KeMt ‖f ‖CΘ,r
. (3.127)

Ç óìîâè (3.118) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ âàãè (pm,G
m) ∈ Θm i ðîçáèòòÿ

β1 ∪ · · · ∪ β` = {1, . . . ,m}, ` ≤ m iñíó¹ âàãà (p`, G̃
` = G̃1 ⊗ · · · ⊗ G̃`) ∈ Θ`,
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òàêà, ùî

∀ ` < m p`(z)(1 + z)
κ+1

2 (m−`) ≤ Lpm(z), (3.128)

∀ k1, . . . , k` ∈ Zd
∏̀
i=1

a
−(κ+1)(|γi|−1)
ki

G
(βi)
ki
≤ L

∏̀
i=1

G̃i
ki
, (3.129)

äå âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ G(β)
k =

∏
i∈β

Gi
k, k ∈ Zd.

Ôóíêöiÿ ∂(m)Ptf(x0) = {∂k1...kmPtf(x0)}k1...km∈Zd ç êîîðäèíàòàìè (3.14)

ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ÿê ñêií÷åííà ñóìà

∂(m)Ptf(x0) =
m∑
`=1

∑
β1∪···∪β`={1,...,m}

E 〈 ∂(`)f(ξ0), ~ξβ1
. . . ~ξβ` 〉,

äå ôóíêöi¨ E 〈 ∂(`)f(ξ0), ~ξβ1
. . . ~ξβ` 〉, β1 ∪ · · · ∪ β` = {1, . . . ,m} ìàþòü êî-

îðäèíàòè:{
E 〈 ∂(`)f(ξ0), ~ξβ1

. . . ~ξβ` 〉
}
j1...jm∈Zd

= E 〈 ∂(`)f(ξ0), ξγ1
. . . ξγ` 〉 (3.130)

ç γi = {jt, t ∈ βi}, i = 1, . . . , `, äëÿ çàäàíèõ òî÷îê j1, . . . , jm ∈ Zd.

Òîäi äëÿ zt = ‖ξ0(t, x0) ‖2
`2(a), z0 = ‖x0 ‖2

`2(a) ìà¹ìî

|||∂(m)Ptf(x0)|||Gm
pm(z0)

=

=
1

pm(z0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ m∑
`=1

∑
β1∪···∪β`={1...m}

E
[ ∑
k1,...,ks∈Zd

(∂k1...k`f)(ξ0)~ξk1,β1
. . . ~ξk`,β`

]∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Gm
≤

≤
m∑
`=1

∑
β1∪···∪β`={1...m}

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∑
k1...k`∈Zd

~Bβ1,...,β`
k1,...,k`

(
E
|∂k1

. . . ∂k`f(ξ0)|2

p2
`(zt)

)1/2∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Gm
,

(3.131)

äå ôóíêöi¨ ~Bβ1,...,β`
k1,...,k`

:=
1

pm(z0)

(
E p2

`(zt)|~ξk1,β1
. . . ~ξk`,β`|2

)1/2

ìàþòü êîîðäè-

íàòè: äëÿ γi = {jt, t ∈ βi}

{ ~Bβ1,...,β`
k1,...,k`

}j1...jm∈Zd = Bγ1...γ`
k1...k`

=
1

pm(z0)

(
E p2

`(zt)|ξk1,γ1
. . . ξk`,γ`|2

)1/2

.
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Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà ç hi = p
2|γi|/m
` |ξki,γi|2, qi = m/|γi|,

i = 1, . . . , `,
∑̀
i=1

1/qi = 1 i íåëiíiéíó îöiíêó (3.126) ç q = p2
` , mγ = 2m/|γ|

òà m1 = mγ · |γ| = 2m, ìà¹ìî

Bγ1...γ`
k1...k`

≤ 1

pm(z0)

(
E p2

`(zt)|ξk1,γ1
|

2m
|γ1|
) |γ1|

2m . . .
(
E p2

`(zt)|ξk`,γ`|
2m
|γ`|
) |γ`|

2m ≤

≤ K
1/2
m e

1
2Mn,ψt

pm(z0)

∏̀
r=1

(p2
`(z0)(1 + z0)

κ+1
2 m1

|γr |−1
|γr |

a
κ+1

2 m1
|γr |−1
|γr |

kr

∏
j∈γr

ψ
m1/|γr|
kr−j

) |γr |
2m

=

= K1/2
m e

1
2Mn,ψt

p`(z0)(1 + z0)
(m−`)κ+1

2

pm(z0)
·
∏̀
r=1

(
a
−κ+1

2 (|γr|−1)

kr

∏
j∈γr

ψ−1
kr−j
)
≤

≤ LK1/2
m e

1
2Mn,ψt

∏̀
r=1

(a
−κ+1

2 (|γr|−1)

kr

∏
j∈γr

ψ−1
kr−j). (3.132)

Âèùå áóëî çàñòîñîâàíî i¹ðàðõiþ (3.128). Ïiäñòàâëÿþ÷è (3.132) â (3.131),

ìà¹ìî:

|||∂(m)Ptf(x0)|||Gm
pm(z0)

≤
m∑
`=1

∑
β1∪···∪β`={1,...,m}

LK1/2
m e

1
2Mn,ψt

[ ∑
j1,...,jm∈Zd

G1
j1
. . . Gm

jm
×

×
( ∑
k1,...,k`∈Zd

(
E
|∂k1

. . . ∂k`f(ξ0)|2

p2
`(zt)

)1/2
∏̀
`=1

(
a
−κ+1

2 (|γ`|−1)

k`

∏
j∈γ`

ψ−1
k`−j
))2 ]1/2

(3.133)

ç γr = {ji, i ∈ βr} i β1 ∪ · · · ∪ β` = {1, . . . ,m}.

Íàñòóïíà êîìáiíàòîðíà ëåìà äà¹ íåîáõiäíi îöiíêè íà çãîðòêè.

Ëåìà 3.20. Íåõàé δd
def
= sup
|k−j|=1

|dk/dj| i âàãà b ∈ P, òàêà, ùî |b(k)| ≤

1, k ∈ Zd. Ïðèïóñòèìî. ùî äëÿ d(i) ∈ P, i = 1, . . . , n

Cb(d) =
n∏
`=1

{1 +
∑
a∈Zd

ba|δd(`)||a|} <∞. (3.134)

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ β1 ∪ · · · ∪ β` = {1, . . . , n}, ` ≥ 1 âèêîíàíà
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íàñòóïíà íåðiâíiñòü( ∑
j1...jn∈Zd

d
(1)
j1
. . . d

(n)
jn

∣∣∣ ∑
k1...k`∈Zd

xk1...k`

∏̀
i=1

∏
r∈βi

bki−jr

∣∣∣2)1/2

≤ (3.135)

≤ Cb(d) ·
( ∑
k1...k`∈Zd

d
(β1)
k1

. . . d
(β`)
k`
|xk1...k`|2

)1/2

,

äå âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ d(β)
k :=

∏
i∈β

d
(i)
k .

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.20. . Íåõàé α(i) = min{m : m ∈ βi}, i = 1, . . . , `. Ââå-

äåìî íîâi iíäåêñè ñóìóâàííÿ ai = ki − jα(i), i = 1, . . . , `, i ïåðåïèøåìî

âèðàç 3.135 ó âèãëÿäi

(
∑

j1...jn∈Zd
d

(1)
j1
. . . d

(n)
jn

∣∣∣ ∑
k1...k`∈Zd

xk1...k`

∏̀
i=1

∏
r∈βi

bki−jr

∣∣∣2)1/2 =

= (
∑

j1...jn∈Zd
d

(1)
j1
. . . d

(n)
jn
|
∑

k1...k`∈Zd
xk1...k`

∏̀
i=1

bki−jα(i)

∏
r∈βi\α(i)

bki−jr |2)1/2 =

= (
∑

j1...jn∈Zd
d

(1)
j1
. . . d

(n)
jn
|
∑

a1...a`∈Zd
ba1

. . . ba`xa1+jα(1) ... a`+jα(`)

∏̀
i=1

∏
r∈βi\α(i)

bai+jα(i)−jr |
2)1/2 ≤

≤
∑

a1...a`∈Zd
ba1

. . . ba`(
∑

j1...jn∈Zd
d

(1)
j1
. . . d

(n)
jn
{
∏̀
i=1

∏
r∈βi\α(i)

b2
ai+jα(i)−jr)}|xa1+jα(1) ... a`+jα(`)

|2)1/2 =

=
∑

a1...a`∈Zd
ba1

. . . ba`(
∑

j1...jn∈Zd
[

∏
t = 1, . . . , n

t 6= α(i), i = 1, . . . , `

d
(t)
jt

]
n∏
i=1

d
(α(i))
jα(i)−ai×

×
∏̀
i=1

∏
r∈βi\α(i)

b2
jα(i)−jr |xjα(1)...jα(`)

|2)1/2. (3.136)

Äëÿ ïîäàëüøîãî îöiíþâàííÿ ïåðåïèøåìî êîåôiöi¹íò ó âèãëÿäi:

[
∏

t = 1, . . . , n

t 6= α(i), i = 1, . . . , `

d
(t)
jt

]
n∏
i=1

d
(α(i))
jα(i)−ai = d

(1)
j1
. . . d

(n)
jn

n∏
i=1

d
(α(i))
jα(i)−ai

d
(α(i))
jα(i)

,
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òîìó

(3.136) ≤
∑

a1...a`∈Zd
ba1

. . . ba`
∏̀
i=1

δ
|ai|
d(α(i))×

× (
∑

j1...jn∈Zd
d

(1)
j1
. . . d

(n)
jn

∏̀
i=1

∏
r∈βi\α(i)

b2
jα(i)−jr |xjα(1)...jα(`)

|2)1/2 =

=
∏̀
i=1

(
∑
a∈Zd

baδ
|a|
d(α(i)))×

× (
∑

j1...jn∈Zd
[
∏̀
i=1

∏
r∈βi

d
(r)
jα(i)

] · [
∏̀
i=1

∏
r∈βi\α(i)

d
(r)
jr

d
(r)
jα(i)

b2
jα(i)−jr ] |xjα(1)...jα(`)

|2)1/2 ≤

≤
∏̀
i=1

(
∑
a∈Zd

baδ
|a|
d(α(i))) ·

∏̀
i=1

∏
r∈βi\α(i)

(
∑
a∈Zd

δ
|a|
d(r)b

2
a)

1/2×

× (
∑

jα(1)...jα(`)∈Zd

∏̀
i=1

∏
r∈βi

d
(r)
jα(i)
|xjα(1)...jα(`)

|2)1/2. (3.137)

Âðàõîâóþ÷è (3.134), îñòàòî÷íî ïðèõîäèìî äî

(3.137) ≤ Cb(d)(
∑
k1...k`

d
(β1)
k1

. . . d
(β`)
k`
|xk1...k`|2)1/2.

Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 3.20 ç ba = ψ−1
a òà

xk1...k` =
∏̀
r=1

a
−κ+1

2 (|γr|−1)

kr

(
E
|∂k1...k`f(ξ0(t))|2

p2
`(zt)

)1/2

i ïiäáèðàþ÷è âàãó ψ ∈ P òàêèì ÷èíîì, ùîá

Kψ = sup
m=1,...,n

sup
(pm,Gm)∈Θm

sup
`=1,...,m

∑
a∈Zd

ψ−1
a [δG`]

|a| <∞,

îòðèìà¹ìî îöiíêó íà êîæåí äîäàíîê â (3.133):

(3.133)β1,...,β` ≤ LK1/2
m e

1
2Mn,ψt(1 +Kψ)m×
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×
{ ∑
k1...k`∈Zd

G
(γ1)
k1

. . . G
(γ`)
k`

∣∣∣ ∏̀
r=1

a
−κ+1

2 (|γr|−1)

kr

(
E
|∂k1...k`f(ξ0)|2

p2
`(zt)

)1/2
∣∣∣2}1/2

=

= KeMn t
(
E

∑
k1...k`∈Zd

∏̀
i=1

(
a
−(κ+1)(|γi|−1)
ki

G
(γi)
ki

) |∂k1...k`f(ξ0)|2

p2
`(zt)

)1/2

.

Çàñòîñîâóþ÷è i¹ðàðõiþ (3.129) ìà¹ìî

|||∂(m)Ptf(x0)|||Gm
pm(z)

≤ K ′eMnt
∑

β1∪···∪β`={1,...,m}
`=1,...,m

sup
ξ0

|||∂(`)f(ξ0)|||G`
p`( ‖ξ0 ‖2

`2(a))
,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

3.7 Ùiëèíà ìiæ òîïîëîãiÿìè îáìåæåíîñòi i íåïåðåðâíîñòi íà

ïîõiäíi íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïiâãðóï

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ f íàä áàíàõîâèì ïðîñòîðîì B0 ç íåïåðåðâíèìè ïî-

õiäíèìè Ôðåøå ∂(i)f , ÿêi îçíà÷åíi ó ïðîñòîðàõ Bi = L(B0,Bi−1), i ∈ N :

∀ i = 1, . . . , n ∀ x, y ∈ B0 :

‖∂(i)f(x)‖Bi ≤ K,

‖∂(i)f(x)− ∂(i)f(y)‖Bi ≤ K‖x− y‖B0
.

Òîäi, íàïðèêëàä, äëÿ ïiâãðóïè (Ptf)(x) = f(yt(x)), ãåíåðîâàíî¨ çâè÷àé-

íèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì yt(x) = x−
∫ t

0 F (ys(x))ds, ç ãëîáàëüíî

ëiïøèöåâèìè êîåôiöi¹íòàìè ç îáìåæåíèìè ïîõiäíèìè, ìàþòü ìiñöå íå-

ðiâíîñòi: ∃ M ∀ t ≥ 0 ∀ i = 1, . . . , n ∀x, y ∈ B0

‖∂(i)(Ptf)(x)‖Bi ≤ KeMt,

‖∂(i)(Ptf)(x)− ∂(i)(Ptf)(y)‖Bi ≤ KeMt‖x− y‖B0
.
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Iíàêøå êàæó÷è, ÿêùî ðîçãëÿíóòè íîðìó, ÿêà îäíî÷àñíî âðàõîâó¹ îáìå-

æåíiñòü òà íåïåðåðâíiñòü ïîõiäíèõ

‖f‖En = max
i=0,n

(sup
x∈B0

‖∂(i)f(x)‖Bi, sup
x,y∈B0

‖∂(i)f(x)− ∂(i)f(y)‖Bi
‖x− y‖B0

)

òî ìàòèìå ìiñöå êâàçiñòèñêàþ÷à âëàñòèâiñòü ïiâãðóïè â öüîìó ïðîñòîði:

∃ M ∀ f ∈ En ‖Ptf‖En ≤ eMt‖f‖En.

Â äàíîìó ïàðàãðàôi äèñåðòàöi¨ ïðîäåìîíñòðîâàíî, ùî ó íåëiíiéíîìó

âèïàäêó iñíó¹ ïåâíà ùiëèíà ìiæ òîïîëîãiÿìè îáìåæåíîñòi i íåïåðåðâíî-

ñòi, ÿêà ïîâ'ÿçàíà ç ïàðàìåòðîì íåëiíiéíîñòi çàäà÷i. À ñàìå, äëÿ òîãî,

ùîá ïðîñòîðè íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié:

‖f‖En = max
j=0,...,n

[sup
x

‖∂(j)f(x)‖Bj
qj(‖x‖)

, sup
x,y

‖∂(j)f(x)− ∂(j)f(y)‖
B̃j

‖x− y‖pj(‖x‖+ ‖y‖)
] (3.138)

çáåðiãàëèñü ïiä äi¹þ ïiâãðóïè:

∃ M = MEn ∀ f ∈ En ‖Ptf‖En ≤ eMt‖f‖En

ïîâèííi ìàòè ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ:

pj(z) = Polκ(z) · qj(z) B̃j = CκBj.

ç äåÿêîþ ïîëiíîìiàëüíîþ ôóíêöi¹þ Polκ òà ìàòðèöåþ Cκ, ÿêi çàëåæàòü

âiä ïàðàìåòðó íåëiíiéíîñòi κ âiäîáðàæåííÿ F .

Íåõàé ôóíêöi¨ pγ, qγ ∈ C∞(R+), γ ⊂ τ ¹ äîäàòíèìè ìîíîòîííèìè

ôóíêöiÿìè íå áiëüøå íiæ ïîëiíîìiàëüíîãî ðîñòó (2.11). Ðîçãëÿíåìî íå-

ëiíiéíèé âèðàç

ρτ(ξ
x, ξy; t) = ρbτ(ξ

x, ξy; t) + ρcτ(ξ
x, ξy; t),

ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí, ùî âiäïîâiäàþòü òîïîëîãi¨ îáìåæåíîñòi
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ρbτ òà íåïåðåðâíîñòi ρ
c
τ :

ρbτ(ξ
x, ξy; t) =

∑
γ⊂τ

E ‖ξx∅ − ξ
y
∅‖δ`2(a) pγ(n

x,y
t ){‖ξxγ‖

mγ

`mγ (cγ) + ‖ξyγ‖
mγ

`mγ (cγ)},

(3.139)

ρcτ(ξ
x, ξy; t) =

∑
γ⊂τ

E ‖ξx∅ − ξ
y
∅‖

δ−mγ

`2(a) qγ(n
x,y
t )‖ξxγ − ξyγ‖

mγ

`mγ (a
κ
2 mγ cγ)

. (3.140)

Âèùå âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ:

nx,yt = ‖ξx∅(t)‖2
`2(a) + ‖ξy∅(t)‖2

`2(a), (3.141)

âiäïîâiäíî nx,y0 = ‖x‖2
`2(a) + ‖y‖2

`2(a), i ξ
x
∅ = ξ0(t, x) � ðîçâ'ÿçîê âèõiäíîãî

ðiâíÿííÿ (3.6), ùî âiäïîâiäà¹ ïî÷àòêîâîìó äàíîìó x.

Òåîðåìà 3.21. [60, òåîðåìà 4]Íåõàé F , B çàäîâîëüíÿþòü (2.4), (2.5)

òà ξx∅, ξ
y
∅, ξ

x
γ , ξ

y
γ , γ ⊂ τ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿíü (3.6), (3.16) ç ïî÷àòêîâè-

ìè óìîâàìè x, y ∈ `2(a) i xγ, yγ ∈ `mγ
(dcγ), dk ≥ a

−κ+1
2 m1

k âiäïîâiäíî.

Ïðèïóñòèìî, ùî âàãè {cγ, γ ⊂ τ} çàäîâîëüíÿþòü i¹ðàðõi¨ (3.21), à ôóí-

êöi¨ {pγ, γ ⊂ τ} çàäîâîëüíÿþòü (2.11), (3.24) i {qγ, γ ⊂ τ} òàêi, ùî

qγ(z)(1 + z)κmγ/2 = pγ(z). Òîäi äëÿ δ ≥ m1 ≥ |τ | iñíó¹ òàêà ñòàëà Mτ , ùî

ρτ(ξ
x, ξy; t) ≤ eMτ tρτ(ξ

x, ξy; 0) (3.142)

Äîâåäåííÿ. öi¹¨ òåîðåìè ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî òåîðåìi 3.7 i ïîâíiñòþ

âèêëàäåíî â ðîáîòi [60]. Âîíî ñïèðà¹òüñÿ íà íåðiâíiñòü:

gγ(t) ≤ eC1tgγ(0) + C2

∫ t

0

eC1(t−s)hi−1
τ (ξx, ξy; s)ds, (3.143)

äå gγ(ξx, ξy; t) = gbγ(ξ
x, ξy; t) + gcγ(ξ

x, ξy; t) i

gbγ(t) = E ‖ξx∅ − ξ
y
∅‖δ`2(a)pγ(n

x,y
t ){‖ξxγ‖

mγ

`mγ (cγ) + ‖ξyγ‖
mγ

`mγ (cγ)}

gcγ(t) = E ‖ξx∅ − ξ
y
∅‖

δ−mγ

`2(a) qγ(n
x,y
t )‖ξxγ − ξyγ‖

mγ

`mγ (a
k+1

2 mγ cγ)

.
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Êðiì òîãî, äëÿ i = 1, . . . , |τ | hiτ(ξx, ξy; t) = hiτ,b(ξ
x, ξy; t) + hiτ,c(ξ

x, ξy; t), äå

hiτ,b(ξ
x, ξy; t) =


0, i = 0∑
γ⊂τ, |γ|≤i

gbγ(ξ
x, ξy; t), i ≥ 1;

hiτ,c(ξ
x, ξy; t) =


0, i = 0∑
γ⊂τ, |γ|≤i

gcγ(ξ
x, ξy; t), i ≥ 1.

Â ñâîþ ÷åðãó íåðiâíiñòü (3.143) âèïëèâà¹ ç îöiíîê:

gbγ(t) ≤ gbγ(0) + A1

∫ t

0

gbγ(s)ds+ A2

∫ t

0

hi−1
τ,b (s)ds, (3.144)

gcγ(t) ≤ gcγ(0) +B1

∫ t

0

gcγds+B2

∫ t

0

gbγds+B3

∫ t

0

hi−1
τ ds,

ç äåÿêèìè ñòàëèìè A1, Bi, ÿêi äîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî (3.29). Çàóâàæèìî,

ùî íåðiâíiñòü (3.144) ñïðàâåäëèâà äëÿ áóäü-ÿêîãî δ ≥ 0 (äèâ. [60]).

Òåîðåìà 3.21 ìà¹ íàñòóïíi âàæëèâi íàñëiäêè, ÿêi áóäóòü âèêîðèñòàíi

ïðè äîâåäåííi îñíîâíî¨ òåîðåìè 3.27 äàíîãî ïàðàãðàôó.

Íàñëiäîê 3.22. [42, íàñëiäîê 2] Íåõàé âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè 3.21.

Òîäi äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ξxτ , ξ
y
τ âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü (3.16) ç ïî÷àòêîâèìè äà-

íèìè (3.18), äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ Q(·) íå áiëüøå íiæ ïîëiíîìiàëüíîãî

çðîñòàííÿ i âåêòîðà ψ = {ψk}k∈Zd ∈ P iñíóþòü òàêi ñòàëi K1, K1 i M|τ |,

ùî ∀ δ ≥ 0 ∀ k ∈ Zd

E ‖ξx∅−ξ
y
∅‖δ`2(a)Q(nx,yt ){|ξxk,τ |mτ + |ξyk,τ |

mτ} ≤

≤
K1e

M|τ |t‖x− y‖δ`2(a)Q(nx,y0 )(1 + nx,y0 )
κ+1

2 mτ (|τ |−1)

a
κ+1

2 mτ (|τ |−1)

k

∏
j∈τ

ψmτ

k−j

. (3.145)

Äîâåäåííÿ. Îöiíêà (3.145) ¹ íàñëiäêîì íåðiâíîñòi

ρbτ(ξ
x, ξy; t) ≤ eMτ tρbτ(ξ

x, ξy; 0) (3.146)
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ÿêà âèïëèâà¹ ç (3.144), äå ρbτ ââåäåíi â (3.139). ßêùî â ëiâié ÷àñòèíi

(3.146) îïóñòèòè ÷ëåíè, ùî âiäïîâiäàþòü ìíîæèíàì γ ⊂ τ, |γ| < |τ | i

âèáðàòè pγ(z) = Q(z)(1 + z)
κ+1

2 (mγ−mτ ), γ ⊂ τ , îòðèìà¹ìî:

E ‖ξx∅ − ξ
y
∅‖δ`2(a)Q(nx,yt ){‖ξxτ ‖

mτ

`mτ (cτ ) + ‖ξyτ‖
mτ

`mτ (cτ )} ≤

≤ eMτ t‖x− y‖δ`2(a)Q(nx,y0 )(1 + nx,y0 )
κ+1

2 mτ (|τ |−1)2
∑
j∈τ
‖x̃{j}‖m1

`m1
(c{j})

,

îñêiëüêè â ïðàâié ÷àñòèíi, ç âðàõóâàííÿì ñïåöiàëüíîãî âèäó ïî÷àòêîâèõ

äàíèõ (3.18), çàëèøèòüñÿ òiëüêè ÷ëåí ç |γ| = 1 i mγ −mτ = m1 −mτ =

mτ(|τ | − 1). Âèáèðàþ÷è

ck,τ = a
κ+1

2 m1
|τ |−1
|τ |

k

∏
j∈τ

ψ
m1/|τ |
k−j , (3.147)

ùî çàäîâîëüíÿþòü i¹ðàðõiþ (3.21) ç ñòàëîþ Rτ,α = 1 (äèâ. (3.86)), îòðè-

ìà¹ìî îöiíêó (3.145).

Ëåìà 3.23. [42, ëåìà 4] Íåõàé âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè 3.21. Òîäi äëÿ

ðîçâ'ÿçêó ξxτ , âàðiàöiéíîãî ðiâíÿííÿ (3.16) ç ïî÷àòêîâèì äàíèì (3.18), äëÿ

äîâiëüíîãî q ≥ 0 ìà¹ ìiñöå îöiíêà:

E sup
σ∈[0,t]

‖ξxτ (σ)‖q`mτ (cτ ) ≤ Cτe
Mτ t(1 + ‖x‖2

`2(a))
κ+1

2 q(|τ |−1)
∑
j∈τ
‖x̃{j}‖

q|τ |
`m1

(c{j})
.

(3.148)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ τ = {j}, |τ | = 1 ç ïðåäñòàâëåííÿ (3.76), â êîìó ϕτ ≡ 0,

âèïëèâà¹

E sup
σ∈[0,t]

‖ξxτ (σ)‖q`m1
(c{j})

≤ eλqt‖x̃{j}‖q`m1
(c{j})

,

ùî äà¹ iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ.

Íåõàé îöiíêà (3.148) âèêîíàíà äëÿ áóäü-ÿêîãî γ ⊂ τ, |γ| < |τ |, òîäi

äëÿ τ : |τ | ≥ 2 ç (3.57) ìà¹ìî

E sup
[0,t]

‖ξxτ ‖
q
`mτ (cτ ) ≤ E

(
eλt‖x̃τ‖`mτ (cτ ) + teλt sup

[0,t]

‖ϕxτ‖`mτ (cτ )

)q
≤
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≤ tqeλqtE sup
[0,t]

‖ϕxτ‖
q
`mτ (cτ ), (3.149)

äå âèêîðèñòàíî, ùî ïðè âèõiäíèõ äàíèõ (3.18) x̃k,τ = 0 i ‖x̃τ‖`mτ (cτ ) = 0,

ÿêùî |τ | ≥ 2. Ç ïðåäñòàâëåííÿ (3.51) äëÿ ϕτ òà (3.62) âèïëèâà¹

E sup
[0,t]

‖ϕxτ‖
q
`mτ (cτ ) = E sup

[0,t]

‖
∑

γ1∪···∪γ`=τ, `≥2

F (`)(ξx∅)ξxγ1
. . . ξxγ`‖

q
`mτ (cτ ) ≤

≤ Cq,τ E sup
[0,t]

(1 + ‖ξx∅‖2
`2(a))

κ+1
2 q sup

γ1,...,γ`

∏̀
r=1

‖ξxγr‖
q
`mγr (cγr ) ≤

≤ Cq,τ
(
E sup

[0,t]

(1 + ‖ξx∅‖2
`2(a))

κ+1
2 q(`+1)

)1/(`+1)×

×
(

sup
γ1,...,γ`

∏̀
r=1

E sup
[0,t]

‖ξxγr‖
q(`+1)
`mγr (cγr )

)1/(`+1)
. (3.150)

Ç iíäóêòèâíîãî ïðèïóùåííÿ, îöiíêè (3.11), çàïèñàíî¨ â ôîðìi:

E sup
σ∈[0,T ]

(1 + ‖ξx∅(σ)‖2
`2(a) + ‖ξy∅(σ)‖2

`2(a))
q ≤ K eqMT (1 + ‖x‖2

`2(a) + ‖y‖2
`2(a))

q

(3.151)

òà íåðiâíîñòi
∑̀
r=1

(|γ`| − 1) + 1 ≤ |τ | − 1 äëÿ ` ≥ 2 âèïëèâà¹

E sup
[0,t]

‖ϕxτ‖
q
`mτ (cτ ) ≤

≤M1e
M2t(1 + ‖x‖2

`2(a))
κ+1

2 q(|τ |−1) sup
γ1,...,γ`

∏̀
r=1

(∑
j∈γr

‖x̃{j}‖
q(`+1)|γr|
`m1

(c{j})

)1/(`+1) ≤

≤M1e
M2t(1 + ‖x‖2

`2(a))
κ+1

2 q(|τ |−1) sup
γ1,...,γ`

∏̀
r=1

(∑
j∈τ
‖x̃{j}‖

q(`+1)|γr|
`m1

(c{j})

)1/(`+1)

Âèêîðèñòîâóþ÷è åêâiâàëåíòíiñòü íîðì â ïðîñòîði R|τ | :

∏̀
r=1

(∑
j∈τ
‖x̃{j}‖

q(`+1)|γr|
`m1

(c{j})

)1/(`+1) ≤ C|τ |
∑
j∈τ
‖x̃{j}‖

q
∑̀
r=1
|γr|

`m1
(c{j})

. (3.152)
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îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî:

E sup
[0,t]

‖ϕxτ‖
q
`mτ (cτ ) ≤ C|τ |M1e

M2t(1 + ‖x‖2
`2(a))

κ+1
2 q(|τ |−1)

∑
j∈τ
‖x̃{j}‖

q|τ |
`m1

(c{j})
,

(3.153)

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè.

Òåîðåìà 3.24. [42, òåîðåìà 5]Íåõàé âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè 3.21. Òîäi

äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ξxτ , ξ
y
τ âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü (3.16) ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè

(3.18), äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ Q(·) íå áiëüøå íiæ ïîëiíîìiàëüíîãî çðîñòà-

ííÿ äëÿ äîâiëüíîãî δ ≥ 0 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü:

∃ Mτ EQ(nx,yt ) sup
t∈[0,T ]

‖ξxτ − ξyτ‖
δmτ

`mτ (a
κ+1

2 mτ cτ )
≤

≤ eMτT‖x− y‖δmτ

`2(a)Q(nx,y0 )(1 + nx,y0 )δ(
κ+1

2 m1
|τ |−1
|τ | +κ

2mτ )
∑
j∈τ
‖x̃{j}‖δm1

`m1
(c{j})

.

(3.154)

Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ ìåòîäîì iíäóêöi¨. Äëÿ òîãî, ùîá îòðè-

ìàòè áàçó iíäóêöi¨ ïðè τ = {j}, mτ = m1 âèêîðèñòà¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ

(3.76) i îöiíêó (3.58), âðàõîâóþ÷è, ùî ϕτ ≡ 0 ïðè |τ | = 1

EQ(nx,yt ) sup
t∈[0,T ]

‖ξx{j} − ξ
y
{j}‖

δm1

`m1
(a

κ+1
2 m1c{j})

=

= EQ(nx,yt ) sup
t∈[0,T ]

‖Ux(t, 0)x̃{j} − U y(t, 0)x̃{j}‖δm1

`m1
(a

κ+1
2 m1c{j})

≤ (3.155)

≤ (Te2T (λ+λ̃))δm1EQ(nx,yt ) sup
σ,t∈[0,T ]

‖F ′(ξx∅)− F ′(ξy∅)‖δm1

L(Y{j},X{j})
‖x̃{j}‖δm1

Y{j}
,

(3.156)

äå X{j} = `m1
(a

κ+1
2 m1c{j}), Y{j} = `m1

(da
κ+1

2 m1c{j}) = `m1
(c{j}) ç âàãîþ

dk = a
−κ+1

2 m1

k i λ = ‖B ‖L(X{j}), λ̃ = ‖B ‖L(Y{j}). Çàñòîñîâóþ÷è (3.61) ç

âðàõóâàííÿ îçíà÷åííÿ nx,yt (3.141), îòðèìà¹ìî äëÿ u = x̃{j} ∈ Y{j} :

‖[F ′(ξx∅)− F ′(ξy∅)]u‖δm1

X{j}
≤ C ‖ξx∅ − ξ

y
∅‖δm1

`2(a)(1 + nx,yt )δm1κ/2‖u‖δm1

`m1
(c{j})

,
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ùî äà¹ îöiíêó

(3.156) ≤ C‖x̃{j}‖δm1

`m1
(c{j})

EQ(nx,yt ) sup
σ∈[0,T ]

‖ξx∅ − ξ
y
∅‖δm1

`2(a)(1 + nx,yt )δm1κ/2 ≤

≤ C ‖x̃{j}‖δm1

`m1
(c{j})

(
EQ3(nx,yt )

)1/3
E sup

σ∈[0,T ]

‖ξx∅ − ξ
y
∅‖3δm1

`2(a) )1/3×

× (E sup
σ∈[0,T ]

(1 + nx,yt )3δm1κ/2)1/3. (3.157)

Ôîðìóëà Iòî, çàñòîñîâàíà äî Q3(nx,yt ), òà íåðiâíiñòü:

Lx,yp(nx,yt ) ≥ −Mpp(n
x,y
t ) (3.158)

äëÿ äîâiëüíî¨ ïîëiíîìiàëüíî¨ ôóíêöi¨ (äèâ. ëåìó 2.5), äå

Lx,yp(nx,yt ) =− 2p′(nx,yt )
∑
k∈Zd

ak − 2p′′(nx,yt )
∑
k∈Zd

a2
k(xk + yk)

2+ (3.159)

+ 2p′(nx,yt ){〈x, F (x) +B x〉`2(a) + 〈y, F (y) +B y〉`2(a)}

äàþòü

EQ3(nx,yt ) = Q3(nx,y0 )− E

∫ t

0

Lx,yQ3(nx,yt )dt ≤

≤ Q3(nx,y0 ) +M

∫ t

0

EQ3(nx,yt )dt. (3.160)

Ç íåðiâíîñòi Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà âèïëèâà¹

EQ3(nx,yt ) ≤ eM tQ3(nx,y0 ). (3.161)

Òîìó, ç (3.10) òà (3.151) âèïëèâà¹

(3.157) ≤ KeM T‖x̃{j}‖δm1

`m1
(c{j})

Q(nx,y0 )‖x− y‖δm1

`2(a)(1 + nx,y0 )δm1κ/2,

ùî äà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè 3.24 ïðè τ = {j}.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ âñiõ ïiäìíîæèí γ ⊂ τ, |γ| < |τ | íåðiâíiñòü (3.154)

âèêîíàíà. Ïîçíà÷èìîXτ = `mτ
(c̃τ) äëÿ c̃τ = a

κ+1
2 mτcτ , òîäi Yτ = `mτ

(d c̃τ) =
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`mτ
(cτ) ç dk = a

−κ+1
2 mτ

k . Äëÿ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ x, y (3.18), âèêîðèñòîâó-

þ÷è ïðåäñòàâëåííÿ (3.76) òà âëàñòèâîñòi (3.57), (3.58) åâîëþöié Ux(t, s),

òà U y(t, s) îòðèìà¹ìî:

EQ(nx,yt ) sup
t∈[0,T ]

‖ξxτ − ξyτ‖
δmτ

Xτ
=

= EQ(nx,yt ) sup
t∈[0,T ]

‖
∫ t

0

(
Ux(t, σ)ϕxτ (σ)− U y(t, σ)ϕyτ(σ)

)
dσ‖δmτ

Xτ
≤

≤ C EQ(nx,yt ) sup
t,σ∈[0,T ]

‖
(
Ux(t, σ)− U y(t, σ)

)
ϕxτ (σ)‖δmτ

Xτ
+

+ C EQ(nx,yt ) sup
t,σ∈[0,T ]

‖U y(t, σ)
(
ϕxτ (σ)− ϕyτ(σ)

)
‖δmτ

Xτ
≤

≤ Ceδmτ (λ+λ̃)T EQ(nx,yt ) sup
t∈[0,T ]

‖F ′(ξx∅)− F ′(ξy∅)‖δmτ

L(Yτ ,Xτ )‖ϕτ‖
δmτ

Yτ
+

(3.162)

+ C eλδmτT EQ(nx,yt ) sup
t∈[0,T ]

‖ϕxτ − ϕyτ‖
δmτ

Xτ
. (3.163)

Äëÿ îöiíêè âèðàçó (3.162) çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü(
E sup

t∈[0,T ]

‖F ′(ξx∅)−F ′(ξy∅)‖3δmτ

L(Yτ ,Xτ )

)1/3

≤

≤ C ‖x− y‖δmτ

`2(a)(1 + nx,y0 )δmτκ/2, (3.164)

ÿêà âèïëèâà¹ ç (3.61), ëåìó 3.148, çîêðåìà îöiíêó (3.153) ç q = 3δmτ , à

òàêîæ (3.161). Âðàõîâóþ÷è, ùî 3δmτ |τ | = 3δm1, ìàòèìåìî:

(
E sup

t∈[0,T ]

‖ϕxτ‖
3δmτ

`mτ (cτ )

)1/3 ≤M1e
M2T (1+‖x‖2

`2(a))
δmτ

κ+1
2 (|τ |−1)

∑
j∈τ
‖x̃{j}‖δm1

`m1
(c{j})

,

ùî äàñòü îöiíêó íà (3.162)

(3.162) ≤ CeM T‖x−y‖δmτ

`2(a)Q(nx,y0 )(1+nx,y0 )δmτ
κ+1

2 (|τ |−1)+δmτ
κ
2

∑
j∈τ
‖x̃{j}‖δm1

`m1
(c{j})

.

(3.165)
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Îöiíêà âèðàçó (3.163) ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî ç âðàõóâàííÿì ïðåä-

ñòàâëåííÿ

‖ϕxτ − ϕyτ‖
δmτ

Xτ
≤C

∑
γ1∪···∪γ`=τ, `≥2

{
‖
[
F (`)(ξx∅)− F (`)(ξy∅)

]
ξyγ1

. . . ξyγ`‖
δmτ

`mτ (c̃τ )+

+
∑̀
i=1

‖F (`)(ξx∅)ξyγ1
. . . ξyγi−1

(ξxγi − ξ
y
γi

)ξxγi+1
. . . ξxγ`‖

δmτ

`mτ (c̃τ )

}
,

îöiíêè

‖
[
F (`)(ξx∅)− F (`)(ξy∅)

]
ξyγ1

. . . ξyγ`‖
δmτ

`mτ (c̃τ ) ≤

≤ C ‖ξx∅ − ξ
y
∅‖δmτ

`2(a)(1 + nx,yt )δmτκ/2
∏̀
i=1

‖ξyγi‖
δmτ

`mγi (c̃γi)
,

ÿêà âèïëèâà¹ ç (3.62), òà iíäóêòèâíîãî ïðèïóùåííÿ.

Íàñëiäîê 3.25. [42, íàñëiäîê 6] Íåõàé âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè 3.21.

Òîäi äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ξxτ , ξ
y
τ âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü (3.16) ç ïî÷àòêîâèìè äà-

íèìè (3.18), äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ Q(·) íå áiëüøå íiæ ïîëiíîìiàëüíîãî

çðîñòàííÿ äëÿ äîâiëüíîãî δ ≥ 0 ìà¹ ìiñöå îöiíêà:

EQ(nx,yt )|ξxk,τ − ξ
y
k,τ |

mτ ≤

≤
K eM|τ |t‖x− y‖mτ

`2(a)Q(nx,y0 )(1 + nx,y0 )
κ+1

2 m1
|τ |−1
|τ | +κmτ/2

a
κ+1

2 m1/|τ |
k a

κ+1
2 m1

|τ |−1
|τ |

k

∏
a∈τ

ψ
m1/|τ |
k−a

. (3.166)

Äîâåäåííÿ. Îöiíêà (3.166) ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 3.24 (3.154), ÿêùî âåêòî-

ðà cτ âèáðàòè ÿê â (3.147).

Äëÿ n ∈ N ðîçãëÿíåìî íàáið Θ = Θ1∪· · ·∪Θn ïàð âàã {(qm,Gm) ∈ Θm},

äå qm ¹ ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ ïîëiíîìiàëüíî¨ ïîâåäiíêè, òîáòî çàäîâîëüíÿ¹

(2.11), i Gm = G1⊗· · ·⊗Gm ¹ ìàòðèöåþ, ïîáóäîâàíîþ ïî âåêòîðàìGi ∈ P,

i = 1, . . . ,m.

Íåõàé Lipr(`2(a)) ïîçíà÷à¹ áàíàõiâ ïðîñòið, îñíàùåíèé íîðìîþ (3.9).
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Îçíà÷åííÿ 3.26. Áàíàõiâ ïðîñòið EΘ,r(`2(a)), Θ = Θb∪Θc ñêëàäà¹òüñÿ

ç ôóíêöié f ∈ Lipr(`2(a)), ùî ìàþòü ÷àñòèííi ïîõiäíi äî n-òîãî ïîðÿä-

êó {∂(1)f, . . . , ∂(n)f}, {∂(m)f}k1,...,km = ∂{k1,...,km}f(x) i íàñòóïíà íîðìà ¹

ñêií÷åííîþ:

‖f‖EΘ,r
= ‖f‖Lipr + max

m=1,...,n
(‖∂(m)f‖Θm

b
, ‖∂(m)f‖Θm

c
) <∞.

Òóò âiäïîâiäíi ïiâíîðìè íà îáìåæåíiñòü òà íåïåðåðâíiñòü ïîõiäíèõ ìàþòü

âèãëÿä:

‖∂(m)f‖Θm
b

= max
(qm,Gm)∈Θm

b

sup
x∈`2(a)

|||∂(m)f(x)|||Gm
qm(‖x‖2

`2(a))
, (3.167)

‖∂(m)f‖Θm
c

= max
(qm,Hm)∈Θm

c

sup
x,y∈`2(a)

|||∂(m)f(x)− ∂(m)f(y)|||Cm
‖x− y‖`2(a)qm(nx,y0 )(1 + nx,y0 )κ/2

, (3.168)

|||∂(m)f |||2Gm =
∑

τ={j1,...,jm}⊂Zd
G1
j1
. . . Gm

jm
|∂τf(x)|2,

äëÿ Gm = G1 ⊗ · · · ⊗Gm, Cm = C1 ⊗ · · · ⊗ Cm, Gi, Ci ∈ P.

×àñòèííi ïîõiäíi {∂(1)f, . . . , ∂(n)f} ôóíêöi¨ f ∈ EΘ,r ðîçóìiþòüñÿ ó

ñåíñi òîòîæíîñòåé: ∀x ∈ `2(a) ∀h ∈ X∞([a, b]) = ∩
p≥1, c∈P

AC∞([a, b], `p(c))

f(x+ h(·))
∣∣∣b
a

=

∫ b

a

∑
k∈Zd

∂kf(x+ h(s))h′k(s) ds, (3.169)

∂τf(x+ h(·))
∣∣∣b
a

=

∫ b

a

∑
k∈Zd

∂τ∪{k}f(x+ h(s))h′k(s) ds (3.170)

äëÿ |τ | ≤ n− 1.

Âèùå ïðîñòið AC∞([a, b], X) ââåäåíèé â (3.91).

Òåîðåìà 3.27. [42, òåîðåìà 3] Íåõàé F , B çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (2.4),

(2.5). Íåõàé Θ = Θb ∪Θc, äå íàáið âàã Θc = {(q,C)} ¹ êâàçi-ñòèñêàþ÷èì,

à íàáið Θb ãåíåðó¹òüñÿ ïî íàáîðó Θc íàñòóïíèì ÷èíîì:

Θm
b = { (qm,G

m
j )mj=1, äå Gmj = C1 ⊗ · · · ⊗ A−(κ+1)Cj ⊗ · · · ⊗ Cm
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äëÿ (qm,C
m = C1 ⊗ · · · ⊗ Cm) ∈ Θm

c }. (3.171)

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî t ≥ 0 Pt : EΘ,r → EΘ,r, òîáòî iñíóþòü òàêi ñòàëi

KΘ,r,MΘ,r, ùî

∀ f ∈ EΘ,r ‖Ptf‖EΘ,r
≤ KΘ,re

MΘ,rt‖f‖EΘ,r
. (3.172)

Çàóâàæåííÿ 3.28. ßêùî íàáið Θc ¹ êâàçi-ñòèñêàþ÷èì ç ïàðàìåòðîì κ,

òî âiäïîâiäíèé éîìó íàáið Θb = Θ1
b ∪ · · · ∪Θn

b , ãåíåðîâàíèé çà ïðàâèëîì

(3.171), òàêîæ áóäå êâàçi-ñòèñêàþ÷èì ç òèì ñàìèì ïàðàìåòðîì κ.

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ íîðìè â EΘ,r âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ f ∈ EΘ,r

ìà¹ íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi ∂τf ∈ C(`2(a),R1), |τ | ≤ n. Â òåîðå-

ìi 3.19 áóëî äîâåäåíî, ùî ïðîñòîðè CΘ,r çáåðiãàþòüñÿ ïiä äi¹þ ïiâãðóïè

i ìà¹ ìiñöå îöiíêà (3.119). Êðiì òîãî, äëÿ f ∈ CΘ,r ÷àñòèííi ïîõiäíi

∂τPtf ∈ C(`2(a),R1) çàäîâîëüíÿþòü (3.114), (3.115) òà ìà¹ ìiñöå ïðåä-

ñòàâëåííÿ (3.14). Îñêiëüêè EΘ,r ⊂ CΘ,r, òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè

äîñòàòíüî îòðèìàòè îöiíêó (3.172), ÿêà çàâäÿêè (3.119), âèïëèâàòèìå ç

íåðiâíîñòi

max
m=1,...,n

‖∂(m)Ptf‖Θm
c
≤ KΘe

MΘt max
m=1,...,n

(‖∂(m)f‖Θm
b
, ‖∂(m)f‖Θm

c
). (3.173)

Ùîá äîâåñòè (3.173) ñêîðèñòà¹ìîñü ïðåäñòàâëåííÿì ïîõiäíèõ ïiâãðóïè

∂(m)Ptf(x) = {∂k1
. . . ∂kmPtf(x)}k1,...,km (3.14) â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

∂(m)Ptf(x) =
m∑
`=1

∑
β1∪···∪β`={1,...,m}

E 〈∂(`)f(ξx∅), ~ξxβ1
. . . ~ξxβ`〉,

äå äëÿ ôiêñîâàíîãî íàáîðó {j1, . . . , jm} ⊂ Zd ðîçáèòòÿ γ1 ∪ · · · ∪ γ` =

{j1, . . . , jm} ãåíåðó¹òüñÿ ðîçáèòòÿì ìíîæèíè {1, . . . ,m} íà ïiäìíîæèíè:

β1 ∪ · · · ∪ β` = {1, . . . ,m}. Âiäïîâiäíî áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíó

iäåíòèôiêàöiþ: γi = {jr, r ∈ βi} òà {~ξxβ`}j1,...,jm = ξxγr , r = 1, . . . , `.



150

Çàôiêñó¹ìî ïàðó (qm,C
m = C1⊗ · · · ⊗Cm) ∈ Θm

c ó âèðàçi (3.168) îçíà-

÷åííÿ ïiâíîðìè ‖∂(m)Ptf‖Θm
c
. Äîäàâøè òà âiäíÿâøè ïðîìiæíi äîäàíêè,

ìàòèìåìî:

|||∂(m)Ptf(x)− ∂(m)Ptf(y)|||Cm
‖x− y‖`2(a)qm(nx,y0 )(1 + nx,y0 )κ/2

≤

≤
m∑
`=1

∑
β1∪···∪β`

{|||E ∑
k1,...,k`

[
∂k1

. . . ∂k`f(ξx∅)− ∂k1
. . . ∂k`f(ξy∅)

]
~ξxk1,β1

. . . ~ξxk`,β` |||Cm

‖x− y‖`2(a)qm(nx,y0 )(1 + nx,y0 )κ/2
+

(3.174)

+
∑̀
j=1

|||E
∑

k1,...,k`

∂k1
. . . ∂k`f(ξy∅)~ξxk1,β1

. . . ~ξxkj−1,βj−1
(~ξxkj ,βj−~ξ

y
kj ,βj

)~ξykj+1,βj+1
. . . ~ξyk`,β`|||Cm

‖x− y‖`2(a)qm(nx,y0 )(1 + nx,y0 )κ/2

}
,

(3.175)

äå ñóìà
∑

k1,...,k`

áåðåòüñÿ ïî âñiì k1, . . . , k` ∈ Zd, a
∑

β1∪···∪β`
ïî âñiì ðîçáèòòÿì

β1 ∪ · · · ∪ β` = {1, . . . ,m}.

Ùîá îöiíèòè âèðàç (3.174) çàñòîñó¹ìî íàñëiäîê 3.22. Äëÿ ôiêñîâàíîãî

` ∈ {1, . . . ,m} òà ðîçáèòòÿ β1 ∪ · · · ∪ β` = {1, . . . ,m} ïîìíîæèìî òà

ïîäiëèìî êîæåí ç äîäàíêiâ â (3.174) íà ‖ξx∅− ξ
y
∅‖2

`2(a)q
2
` (n

x,y
t )(1 +nx,yt )κ, â

ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî:

(3.174) ≤
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∑
k1,...,k`∈Zd

~Bβ1,...,β`
k1,...,k`

(
E
|∂k1

. . . ∂k`f(ξx∅)− ∂k1
. . . ∂k`f(ξy∅)|2

‖ξx∅ − ξ
y
∅‖2

`2(a)q
2
` (n

x,y
t )(1 + nx,yt )κ

)1/2∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Cm
,

(3.176)

äå âèðàç ~Bβ1,...,β`
k1,...,k`

ìà¹ êîîðäèíàòè: { ~Bβ1,...,β`
k1,...,k`

}j1,...,jm∈Zd = Bγ1,...,γ`
k1,...,k`

äëÿ γi =

{jr, r ∈ βi} òà

Bγ1,...,γ`
k1,...,k`

:=

(
E ‖ξx∅ − ξ

y
∅‖2

`2(a)q
2
` (n

x,y
t )(1 + nx,yt )κ|ξxk1,γ1

. . . ξxk`,γ`|
2
)1/2

‖x− y‖`2(a) qm(nx,y0 )(1 + nx,y0 )κ/2
≤

≤

∏̀
r=1

(
E ‖ξx∅ − ξ

y
∅‖2

`2(a)q
2
` (n

x,y
t )(1 + nx,yt )κ|ξxkr,γr |

2m/|γr|
)|γr|/2m

‖x− y‖`2(a) qm(nx,y0 )(1 + nx,y0 )κ/2
.
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Âèùå áóëî âèêîðèñòàíî íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà ç

xi = ‖ξx∅ − ξ
y
∅‖

2|γi|/m
`2(a) q

2|γi|/m
` (nx,yt )(1 + nx,yt )κ|γi|/m|ξxki,γi|

2,

âðàõîâóþ÷è, ùî
∑̀
i=1

|γi|/m = 1. Âèáèðàþ÷è â (3.145) δ = 2, Q(z) =

q2
` (z)(1 + z)κ, m1 = 2m i çàìiíþþ÷è mτ íà 2m/|γr| îòðèìà¹ìî:

Bγ1,...,γ`
k1,...,k`

≤

∏̀
r=1

(
K1e

Mmt‖x− y‖2
`2(a)q

2
` (n

x,y
0 )(1 + nx,y0 )κ+κ+1

2 m1
|γr |−1
|γr |

)|γr|/2m
‖x− y‖`2(a) qm(nx,y0 )(1 + nx,y0 )κ/2

∏̀
r=1

(
a

κ+1
2 m1

|γr |−1
|γr |

kr

∏
j∈γr

ψ
m1/|γr|
kr−j

)|γr|/2m =

= K
1/2
1 eMmt/2

q`(n
x,y
0 )(1 + nx,y0 )

κ+1
2 (m−`)

qm(nx,y0 )

∏̀
r=1

(a
−κ+1

2 (|γr|−1)

kr

∏
j∈γr

ψ−1
kr−j),

(3.177)

îñêiëüêè ∑̀
r=1

(
κ +

κ + 1

2
m1
|γr| − 1

|γr|
) |γr|

2m
=

κ
2

+
κ + 1

2
(m− `).

Ç âëàñòèâîñòi (3.118) íàáîðó Θc âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïàðè (qm,C
m) ∈

Θm
c òà ` ≤ m äëÿ äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ β1 ∪ · · · ∪ β` = {1, . . . ,m} iñíó¹

ïàðà (q`, C̃
` = C̃1 ⊗ · · · ⊗ C̃`) ∈ Θ`

c òàêà, ùî

q`(z)(1 + z)
κ+1

2 (m−`) ≤ Km−`qm(z). (3.178)

Îòæå

Bγ1,...,γ`
k1,...,k`

≤ Km−`K
1/2
1 eMmt/2

∏̀
r=1

(a
−κ+1

2 (|γr|−1)

kr

∏
j∈γr

ψ−1
kr−j). (3.179)

Ïiäñòàâëÿþ÷è öå â (3.176) ìà¹ìî:

(3.174) ≤K

[ ∑
j1,...,jm∈Zd

C1
j1
. . . Cm

jm

{ ∑
k1,...,k`∈Zd

( ∏̀
r=1

a
−κ+1

2 (|γr|−1)

kr

∏
j∈γr

ψ−1
kr−j
)

(
E
|∂k1

. . . ∂k`f(ξx∅)− ∂k1
. . . ∂k`f(ξy∅)|2

‖ξx∅ − ξ
y
∅‖2

`2(a)q
2
` (n

x,y
t )(1 + nx,yt )κ

)1/2
}2
]1/2

. (3.180)
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Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 3.20 ç ba = ψ−1
a ,

xk1,...,k` =
∏̀
r=1

a
−κ+1

2 (|γr|−1)

kr

(
E
|∂k1

. . . ∂k`f(ξx∅)− ∂k1
. . . ∂k`f(ξy∅)|2

‖ξx∅ − ξ
y
∅‖`2(a)

2
q2
` (n

x,y
t )(1 + nx,yt )κ

)1/2

òà âåêòîðîì ψ ∈ P âèáðàíèì òàêèì ÷èíîì, ùî

Kψ = max
m=1,...,n

max
(qm,Cm)∈Θm

max
`=1,...,m

∑
a∈Zd

ψ−1
a [δC`]

|a| <∞,

îòðèìà¹ìî

(3.180) ≤K ′ψ
{ ∑
k1,...,k`∈Zd

C
(γ1)
k1

. . . C
(γ`)
k`

[ ∏̀
r=1

a
−κ+1

2 (|γr|−1)

kr

(
E
|∂k1

. . . ∂k`f(ξx∅)− ∂k1
. . . ∂k`f(ξy∅)|2

‖ξx∅ − ξ
y
∅‖2

`2(a)q
2
` (n

x,y
t )(1 + nx,yt )κ

)1/2]2}1/2

(3.181)

ç C(γ)
k =

∏
j∈γ

Cj
k. Âèêîðèñòîâóþ÷è íàñòóïíèé íàñëiäîê âëàñòèâîñòi (3.118)

íàáîðó Θc = {(qm,Cm),m = 1, . . . , n} :

∀ k1, . . . , k` ∈ Zd
∏̀
i=1

a
−(κ+1)(|βi|−1)
ki

C
(βi)
ki
≤ Km−`

∏̀
i=1

C̃ i
ki

(3.182)

îñòàòî÷íî ìà¹ìî

(3.181) ≤ K1 max
m=1,...,n

‖∂(m)f‖Θm
c
. (3.183)

Îöiíêà âèðàçó (3.175) âèêîíó¹òüñÿ àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ç âèêîðèñòàí-

íÿì òåîðåìè 3.24 òà ¨¨ íàñëiäêó 3.25.

3.8 Ðåãóëÿðíi âëàñòèâîñòi ïiâãðóï ó âèïàäêó çìiííîãî äèôó-

çiéíîãî êîåôiöi¹íòà

Â äàíîìó ïàðàãðàôi ðîçâèâà¹òüñÿ ïiäõiä íåëiíiéíèõ îöiíîê íà âèïàäîê

çàãàëüíîãî íåëiíiéíîãî ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ó íå-

ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði çi çìiííèì äèôóçiéíèì êîåôiöi¹íòîì. Òàêi
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ðiâíÿííÿ ¹ ïðèðîäíiì óçàãàëüíåííÿì ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü, ùî âèíèêàëè ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ.

Â äàíîìó ïàðàãðàôi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâ-

íÿííÿ

ξ0(t, x0) = x0 −
∫ t

0

[
F (ξ0(s)) +B ξ0(s)

]
ds+

∫ t

0

G(ξ0(s))dW (s), (3.184)

ç íåëiíiéíèìè êîåôiöi¹íòàìè F , G, ÿêi ¹ äiàãîíàëüíèìè âiäîáðàæåííÿìè

â ïðîñòîði RZd

RZd 3 x = {xk}k∈Zd −→ G(x) = {G(xk)}k∈Zd ∈ RZd

RZd 3 x = {xk}k∈Zd −→ F (x) = {F (xk)}k∈Zd ∈ RZd,

ùî ãåíåðîâàíi C∞-ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè G,F ∈ C∞(R1) ïîëiíîìiàëüíî¨

ïîâåäiíêè ðàçîì ç ïîõiäíèìè. Ëiíiéíå ñêií÷åííî-äiàãîíàëüíå âiäîáðàæå-

ííÿ B : RZd → RZd ìà¹ âèãëÿä

∃ r0 : (B x)k =
∑

j : |j−k|≤r0

b(k − j)xj, k ∈ Zd.

ßê i ðàíiøå öèëiíäðè÷íèé ïðîöåñ Âiíåðà W = {Wk(t)}k∈Zd çi çíà÷åí-

íÿìè â ïðîñòîði `2(a),
∑
k∈Zd

ak = 1, a ∈ P êàíîíi÷íî ðåàëiçîâàíèé íà

âèìiðíîìó ïðîñòîði (Ω = C0([0, T ], `2(a)),F,Ft,P) ç êàíîíi÷íîþ ôiëü-

òðàöi¹þ Ft = σ{W (s)|0 ≤ s ≤ t} òà öèëiíäðè÷íîþ ìiðîþ Âiíåðà P. Ïðî-

öåñè Wk, k ∈ Zd ¹ íåçàëåæíèìè R1-çíà÷íèìè âiíåðiâñüêèìè ïðîöåñàìè,

E ïîçíà÷à¹ ñïîäiâàííÿ ïî ìiði P.

Íàäàëi ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî êîåôiöi¹íòè {F,G} ðiâíÿííÿ (3.184) çàäî-

âîëüíÿþòü íàñòóïíi âèìîãè:

1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî M iñíóþòü òàêi ñòàëi KM , K1, K2, ùî

(x− y)(F (x)− F (y))−M(G(x)−G (y))2 ≥ KM(x− y)2, (3.185)
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xF (x)−M G 2(x) ≥ −K1x
2 −K2. (3.186)

2. Ôóíêöi¨ F : R1 → R1, G : R1 → R1 ¹ ìîíîòîííèìè i òàêèìè, ùî iñíóþòü

äåÿêi ñòàëi κF ≥ 0, κG ≥ 0, 2κG ≤ κF òàêi, ùî äëÿ êîæíî¨ ç ôóíêöié F ,

G âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.4), òîáòî ∀n ∈ N ∃ Cn ∀ i = 0, . . . , n ∀x, y ∈ R1

|F (i)(x)− F (i)(y)| ≤ Cn|x− y|(1 + |x|+ |y|)κF , (3.187)

|G(i)(x)−G(i)(y)| ≤ Cn|x− y|(1 + |x|+ |y|)κG. (3.188)

Çàóâàæèìî, ùî ç íåðiâíîñòi (3.185) çîêðåìà âèïëèâà¹:

∀M ∃ KM − F ′(x) +M [G′(x)]2 ≤ KM . (3.189)

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ óòî÷íåííÿì âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ ñòîñîâíî ðîçâ'ÿ-

çíîñòi íåëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â íåñêií÷åííî-

âèìiðíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, äèâ., íàïðèêëàä, [16, 86, 179]. Óòî÷íåííÿ

ïîëÿãà¹ ó äîâåäåííi îöiíîê íà ðîçâ'ÿçîê, ùî êîíòðîëþþòü çàëåæíiñòü âiä

ïî÷àòêîâî¨ óìîâè.

Òåîðåìà 3.29. [63, òåîðåìà 5] Íåõàé êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (3.184) F,G,B

çàäîâîëüíÿþòü (3.185)-(3.188) i (2.5). Òîäi äëÿ x0 ∈ `p(κF+1)2+ε(a), ε >

0, p ≥ 2 öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ¹äèíèé ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê, òîáòî Ft-àäàïòîâíèé

íåïåðåðâíèé `p(a)-çíà÷íèé ïðîöåñ ξ0, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (3.184) â ñåíñi òî-

ïîëîãi¨ (E sup
t∈[0,T ]

‖ · ‖q`p(a))
1/q, q ≥ 2.

Öåé ðîçâ'ÿçîê äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ ÿê ñóìà `p(a)-çíà÷íîãî íåïå-

ðåðâíîãî ìàðòèíãàëó M0(t) =
∫ t

0 G(ξ0(s))dW (s) òà `p(a)-çíà÷íîãî ïðî-

öåñó ñêií÷åííî¨ âàðiàöi¨ V0(t) = −
∫ t

0 (F (ξ0(s)) + Bξ0(s))ds i çàäîâîëüíÿ¹

îöiíêó

∀ q ≥ 2 sup
t∈[0,T ]

E‖ξ0(t, x0)‖q`p(κF+1)(a) <∞. (3.190)



155

Äëÿ x0 ∈ `p(a) iñíó¹ ¹äèíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ξ0(t, x0) ðiâíÿííÿ

(3.184), òîáòî ( sup
t∈[0,T ]

E‖ · ‖q`p(a))
1/q-ãðàíèöÿ ñèëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, q ≥ 2, i

âèêîíàíà íàñòóïíà îöiíêà:

∃ Cq,p, Dq,p sup
t∈[0,T ]

E‖ξ0(t, x0)‖q`p(a) ≤ eCq,pT (‖x0‖q`p(a) +Dq,p) (3.191)

Êðiì òîãî, iñíó¹ òàêà ñòàëà C ′q,p, ùî ∀x0, y0 ∈ `p(a)

sup
t∈[0,T ]

E‖ξ0(t, x0)− ξ0(t, y0)‖q`p(a) ≤ eC
′
q,pT‖x0 − y0‖q`p(a). (3.192)

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò äàíîãî ïàðàãðàôó ïîëÿãà¹ â íàñòóïíié òåîðåìi

ïðî çáåðåæåííÿ ïðîñòîðiâ ãëàäêèõ ôóíêöié CΘ,r(`2(a)) (îçíà÷åííÿ 3.17)

ïiä äi¹þ ïiâãðóïè

(Ptf)(x) = E f(ξ0(t, x0)), (3.193)

ãåíåðîâàíî¨ ðîçâ'ÿçêîì ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (3.184).

Òåîðåìà 3.30. [63, òåîðåìà 1] Íåõàé êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (3.184) F,G,B

çàäîâîëüíÿþòü (3.185)-(3.188) i (2.5). Ïðèïóñòèìî, ùî íàáið âàã Θ =

Θ1 ∪ · · · ∪ Θn, n ∈ N, ¹ êâàçi-ñòèñêàþ÷èì ç ïàðàìåòðîì κF i 2κG ≤ κF .

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî t ≥ 0 ïiâãðóïà Pt çáåðiãà¹ ïðîñòîðè CΘ,r(`2(a)), r ≥ 0

(îçíà÷åííÿ 3.17), òîáòî iñíóþòü òàêi ñòàëi KΘ,r, MΘ,r, ùî

∀ f ∈ CΘ,r(`2(a)) : ‖Ptf‖CΘ,r
≤ KΘ,re

MΘ,rt‖f‖CΘ,r
. (3.194)

Äîâåäåííÿ ñïèðà¹òüñÿ íà òåîðåìó ïðî íåëiíiéíó îöiíêó äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ

âiäïîâiäíèõ âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü.

Íåõàé τ = {j1, . . . , jn}, j` ∈ Zd, ÿê i ðàíiøå, ïîçíà÷à¹ äåÿêèé íàáið

òî÷îê ç Zd. Ç ìíîæèíîþ τ àñîöiéîâàíî ïðîöåñ ξτ = {ξk,τ}k∈Zd, ùî çà-

äîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ, îòðèìàíå ç (3.184) øëÿõîì äèôåðåíöiþâàííÿ éîãî

êîåôiöi¹íòiâ ïî çìiííèì {x0
jn
, . . . , x0

j1
} :

ξk,τ(s) = x̃k,τ +

∫ t

0

(
G′(ξ0

k(s))ξk,τ(s) + ϕGk,τ(s)
)
dWk(s)− (3.195)



156

−
∫ t

0

(
F ′(ξ0

k(s))ξk,τ(s) + (Bξτ)k(s) + ϕFk,τ(s)
)
ds, k ∈ Zd.

Íåîäíîðiäíi ÷àñòèíè ϕGτ òà ϕFτ áóäóþòüñÿ ïî G òà F çà íàñòóïíèì ïðà-

âèëîì:

ϕDk,τ =
∑

γ1∪···∪γ`=τ, `≥2

D(`)(ξ0
k)ξk,γ1

. . . ξk,γ`, (3.196)

äå ξγ1
, . . . , ξγ` � ðîçâ'ÿçêè âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü íèæ÷èõ ïîðÿäêiâ.

Ñóìóâàííÿ â (3.196) ïðîâîäèòüñÿ ïî âñiì ìîæëèâèì ðîçáèòòÿì ìíîæè-

íè τ = {j1, . . . , jn} íà ïiäìíîæèíè γ1, . . . , γ` ⊂ τ , ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ

|γ1| + · · · + |γ`| = |τ |, ` ≥ 2, |γi| ≥ 1. Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçîê ξτ áóäå

ìàòè ñåíñ ïîõiäíî¨ çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ (3.184):

ξk,τ = ∂τξ
0
k, ó âèïàäêó ñïåöiàëüíîãî âèäó âèõiäíèõ äàíèõ (3.18).

Çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü (3.195) âiä ïî÷àòêîâîãî äà-

íîãî âèõiäíîãî íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ âñòàíîâëþ¹òüñÿ â íàñòóïíèõ òåîðå-

ìàõ. Îòðèìàíi îöiíêè ¹ êëþ÷îâèìè ïðè äîâåäåííi ãëàäêèõ âëàñòèâîñòåé

ïiâãðóïè.

Òåîðåìà 3.31. [63, òåîðåìà 6] Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíi óìîâè òåî-

ðåìè 3.29. Íåõàé m1 > |τ |, mγ = m1/|γ| i {cτ} ⊂ P ¹ âåêòîðíîþ âà-

ãîþ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ i¹ðàðõiþ (3.21) ç ïàðàìåòðîì κF . Òîäi äëÿ áóäü-

ÿêîãî x0 ∈ `2(a) i ïî÷àòêîâèõ óìîâ x̃γ (3.18) ðiâíÿííÿ (3.195) ìà¹ ¹äèíèé

ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê ξτ ó ïðîñòîði `mτ
(cτ), òîáòî Ft-àäàïòîâàíèé `mτ

(cτ)-

çíà÷íèé íåïåðåðâíèé ïðîöåñ ξτ(t, x0), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3.195)

â òîïîëîãi¨
(
E sup

t∈[0,T ]

‖ · ‖q`mτ (cτ )

)1/q
, q ≥ mτ .

Öåé ïðîöåñ ìà¹ ïðåäñòàâëåííÿ ÿê ñóìà `mτ
(cτ)-íåïåðåðâíîãî ìàðòèíãà-

ëó Mτ(t) =
∫ t

0

(
G′(ξ0(s))ξτ(s) + ϕGτ (s)

)
dW (s) i `mτ

(cτ)-íåïåðåðâíîãî ïðî-

öåñó ñêií÷åííî¨ âàðiàöi¨ V0(t) = −
∫ t

0

(
F ′(ξ0(s))ξτ(s) +Bξτ(s) +ϕFτ (s)

)
ds.
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Êðiì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî q ≥ mτ iñíó¹ òàêà ñòàëà Kτ(R), ùî

sup
t∈[0,T ]

E ‖ξτ(t, x0)‖q`mτ (cτ ) ≤ Kτ(R), (3.197)

äå R = max(‖x0‖`2(a); ‖x̃γ‖`mγ (cγ), γ ⊂ τ).

Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ïðîâîäèòüñÿ ìåòîäîì iíäóêöi¨ ïî êiëüêîñòi òî-

÷îê â ìíîæèíi τ i âèêîðèñòîâó¹ ëiïøèöåâó àïðîêñèìàöiþ êîåôiöi¹íòiâ

ðiâíÿííÿ (3.195). Âàæëèâèì ìîìåíòîì äîâåäåííÿ âèÿâëÿ¹òüñÿ òå, ùî ðiâ-

íÿííÿ(3.195) ¹, ôàêòè÷íî, ëiíiéíèì ïî âiäíîøåííþ äî çìiííî¨ ξτ . Äåòàëü-

íå äîâåäåííÿ òåîðåìè âèêëàäåíî â ðîáîòi [63].

Òåîðåìà 3.32. [63, òåîðåìà 8] Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíi óìîâè òåî-

ðåìè 3.29. Íåõàé m1 > |τ |, mγ = m1/|γ| i {cτ} ⊂ P ¹ âåêòîðíîþ âà-

ãîþ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ i¹ðàðõiþ (3.21) ç ïàðàìåòðîì κF . Òîäi äëÿ ïî÷àòêî-

âèõ äàíèõ x̃γ (3.18) äëÿ áóäü-ÿêîãî q ≥ mτ iñíó¹ òàêà ñòàëà Kτ(R), ùî

∀x0, y0 ∈ `2(a) :

sup
t∈[0,T ]

E‖ξτ(t, x0)− ξτ(t, y0)‖q`mτ (cτ ) ≤ Kτ(R)‖x0 − y0‖q`2(a), (3.198)

äå R = max(‖x0‖`2(a), ‖y0‖`2(a), ‖x̃γ‖`mγ (dcγ)) i dk ≥ a
−κF+1

2 m1

k , k ∈ Zd.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ϕGτ = ϕFτ = 0 ïðè |τ | = 1 òîìó äîâåäåííÿ áàçè

iíäóêöi¨ ¹ ÷àñòèíîþ äîâåäåííÿì êðîêó iíäóêöi¨ ïî êiëüêîñòi òî÷îê â τ .

Ç ôîðìóëè Iòî äëÿ ξx
0

τ := ξτ(t, x
0; x̃γ) òà ξy

0

τ := ξτ(t, y
0; x̃γ) ìà¹ìî

h(t) := E‖ξx0

τ − ξy
0

τ ‖
q
`mτ (cτ ) =

= −q
∫ t

0

E‖ξx0

τ − ξy
0

τ ‖
q−mτ

`mτ (cτ )〈 (ξ
x0

τ − ξy
0

τ )#, (ξx
0

τ − ξy
0

τ ){B(ξx
0

τ − ξy
0

τ )+

+ F ′(ξ0(x0))ξx
0

τ − F ′(ξ0(y0))ξy
0

τ + ϕFτ (x0)− ϕFτ (y0)} 〉ds+

+
q(mτ − 1)

2

∫ t

0

E‖ξx0

τ − ξy
0

τ ‖
q−mτ

`mτ (cτ )〈 (ξ
x0

τ − ξy
0

τ )#,
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{G′(ξ0(x0))ξx
0

τ −G′(ξ0(y0))ξy
0

τ + ϕGτ (x0)− ϕGτ (y0)}2 〉ds+

+
q(q −mτ)

2

∫ t

0

E‖ξx0

τ − ξy
0

τ ‖
q−2mτ

`mτ (cτ )

∑
k∈Zd

c2
k,τ |ξx

0

k,τ − ξ
y0

k,τ |
2(mτ−1)·

· {G′(ξ0
k(x

0))ξx
0

k,τ −G′(ξ0
k(y

0))ξy
0

k,τ + ϕGk,τ(x
0)− ϕGk,τ(y0)}2ds.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

F ′(ξ0(x0))ξx
0

τ − F ′(ξ0(y0))ξy
0

τ = (3.199)

= F ′(ξ0(x0))(ξx
0

τ − ξy
0

τ ) + [F ′(ξ0(x0))− F ′(ξ0(y0))]ξy
0

τ ,

G′(ξ0(x0))ξx
0

τ −G′(ξ0(y0))ξy
0

τ =

= G′(ξ0(x0))(ξx
0

τ − ξy
0

τ ) + [G′(ξ0(x0))−G′(ξ0(y0))]ξy
0

τ

òà íåðiâíîñòi

|x|m−p|y|p ≤ m− p
m
|x|m +

p

m
|y|m, (3.200)

(a+ b+ c)2 ≤ 3a2 + 3b2 + 3c2

îòðèìà¹ìî

h(t) ≤
(
q‖B‖+

(q − 1)(3q − 4)

2

)∫ t

0

h(s)ds+

+ q

∫ t

0

E‖ξx0

τ − ξy
0

τ ‖
q−mτ

`mτ (cτ )〈 (ξ
x0

τ − ξy
0

τ )#, (ξx
0

τ − ξy
0

τ )2·

· {−F ′(ξ0(x0)) +
3(q − 1)

2
[G′(ξ0(x0))]2} 〉`mτ (cτ )ds+

+

∫ t

0

E‖{F ′(ξ0(x0))− F ′(ξ0(y0))}ξy0

τ ‖
q
`mτ (cτ )ds+ (3.201)

+ 3(q − 1)

∫ t

0

E‖{G′(ξ0(x0))−G′(ξ0(y0))}ξy0

τ ‖
q
`mτ (cτ )ds+ (3.202)

+

∫ t

0

E‖ϕFτ (x0)− ϕFτ (y0)‖q`mτ (cτ )ds (3.203)

+ 3(q − 1)

∫ t

0

E‖ϕGτ (x0)− ϕGτ (y0)‖q`mτ (cτ )ds+ (3.204)
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Ïðîâåäåìî îöiíêó âèðàçiâ (3.201) i (3.203). ×ëåíè (3.202) òà (3.204) îöi-

íþþòüñÿ àíàëîãi÷íî. Ç (3.61) ìà¹ìî

E‖ [F ′(ξ0(x0))− F ′(ξ0(y0))]ξy
0

τ ‖
q
`mτ (cτ ) ≤ C E{‖ξ0(x0)− ξ0(y0)‖q`2(a)·

· (1 + ‖ξ0(x0)‖`2(a) + ‖ξ0(y0)‖`2(a))
κF q ‖ξy0

τ ‖
q
`mτ (dcτ )} ≤ (3.205)

≤ K1(R)‖x0 − y0‖q`2(a), (3.206)

äå áóëî âèêîðèñòàíî (3.191), (3.192), (3.197) â ïðîñòîði `mτ
(dcτ) òà íåðiâ-

íiñòü Ãåëüäåðà. Çàñòîñîâóþ÷è (3.62) äî (3.203), îòðèìà¹ìî

E ‖ϕFτ (x0)− ϕFτ (y0)‖q`mτ (cτ ) ≤

≤ K
∑

γ1...γs,s≥2

E‖F (s)(ξ0(x0))ξx
0

γ1
. . . ξx

0

γs
− F (s)(ξ0(y0))ξy

0

γ1
. . . ξy

0

γs
‖q`mτ (cτ ) ≤

≤ K
∑

γ1...γs,s≥2

E(1 + ‖ξ0(x0)‖`2(a) + ‖ξ0(y0)‖`2(a))
κF q·

·
s∏
i=1

(1 + ‖ξx0

γi
‖`mγi (cγi) + ‖ξy0

γi
‖`mγi (cγi))

q· (3.207)

· { ‖ξ0(x0)− ξ0(y0)‖`2(a) +
s∑
i=1

‖ξx0

γi
− ξy0

γi
‖`mγi (cγi)}

q ≤

≤ K2(R)‖x0 − y0‖q`2(a).

Âèùå áóëî âèêîðèñòàíî iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ:

∀ γ ⊂ τ, γ 6= τ sup
t∈[0,T ]

E‖ξx0

γ − ξy
0

γ ‖
q
`mγ (cγ) ≤ Kγ(R)‖x0 − y0‖q`2(a),

îöiíêè (3.191), (3.192), (3.197) â `mτ
(cτ) òà íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà.

Çàñòîñóâàííÿ (3.189) îñòàòî÷íî äà¹

h(t) ≤ (q‖B‖+K ′q)

∫ t

0

h(s)ds+ K̃(R)‖x0 − y0‖q`2(a). (3.208)

i íåðiâíiñòü Ãðîíóîëëà�Áåëëìàíà çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
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Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíiõ ðîçäiëiâ ââåäåìî íåëiíiéíèé âèðàç:

ρτ(ξ; t) = E
n∑
i=1

pi(zt)
∑

γ⊂τ, |γ|=i

‖ξγ‖
mγ

`mγ (cγ),

äå zt = 1 + ‖ξ0(t, x0)‖2
`2(a) i mγ = m1/|γ|.

Ïðèíöèïîâèì iíñòðóìåíòîì, ùî áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ ïðè äîâåäåí-

íi îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó öüîãî ïàðàãðàôó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.33. [63, òåîðåìà 2] Íåõàé F , G òà B çàäîâîëüíÿþòü âèìî-

ãè (3.185)-(3.188) òà (2.5), i ïðîöåñè ξ0, ξτ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿíü (3.184),

(3.195) äëÿ x0 ∈ `2(a) òà x̃τ (3.18). Íåõàé m1 ≥ |τ | i κF ≥ 2κG. Ïðèïóñòè-

ìî, ùî {cγ}γ⊆τ ¹ âåêòîðíîþ âàãîþ ç ïàðàìåòðîì κF ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 3.4,

à ìîíîòîííî çðîñòàþ÷i ôóíêöi¨ pi(z), i = 1, . . . , n íå áiëüøå íiæ ïîëiíîìi-

àëüíîãî ðîñòó (2.11) çàäîâîëüíÿþòü íåëiíiéíó i¹ðàðõiþ (3.24). Òîäi iñíó¹

òàêà ñòàëà M ∈ R1, ùî

ρτ(ξ; t) ≤ eMtρτ(ξ; 0). (3.209)

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî x0 ∈ `2(κF+1)2+ε(a), ε > 0. Äëÿ òàêèõ

ïî÷àòêîâèõ äàíèõ ïðîöåñ ξ0 ¹ ñèëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3.184) â ñåíñi

òåîðåìè 3.29. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

hiτ(ξ; t) =


0, i = 0

E
i∑̀
=1

[
p`(zt)

∑
γ⊂τ, |γ|=`

‖ξγ‖
mγ

`mγ (cγ)

]
, i = 1, . . . , |τ |

i äîâåäåìî ìåòîäîì iíäóêöi¨, ùî

∀ i ≤ n ∃ Mi hiτ(ξ; t) ≤ eMithiτ(ξ; 0). (3.210)

Ïðè i = n = |τ | öå äàñòü òâåðäæåííÿ òåîðåìè. Áàçà iíäóêöi¨ ïðè i = 0 ¹

òðèâiàëüíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ i ∈ {0, . . . , n0 − 1} ìà¹ ìiñöå (3.210).
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Çàóâàæèìî, ùî

hiτ(ξ; t) = hi−1
τ (ξ; t) +

∑
γ⊂τ, |γ|=i

gγ(t), (3.211)

äå

gγ(t) = E pi(zt)‖ξγ(t)‖
mγ

`mγ (cγ), |γ| = i. (3.212)

Îòæå äîñòàòíüî äîâåñòè:

gγ(t) ≤ eD1tgγ(0) +D2

∫ t

0

eD1(t−s)hi−1
τ (ξ; s)ds, (3.213)

ùî ðàçîì ç (3.211) òà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì äàñòü òâåðäæåííÿ òåî-

ðåìè. Äîâåäåìî íåðiâíiñòü (3.213). Ç ôîðìóëè Iòî âèïëèâà¹

gγ(t) = gγ(0)−
∫ t

0

E ‖ξγ‖
mγ

`mγ (cγ)(H
F,Gpi)(zs)ds−

−mγ

∫ t

0

E pi(zs)〈 ξ#
γ , ξγ[F

′(ξ0)ξγ +Bξγ + ϕFγ ] 〉`mγ (cγ)ds+

+
mτ(mτ − 1)

2

∫ t

0

E pi(zs)〈 ξ#
γ , [G

′(ξ0)ξγ + ϕGγ ]2〉`mγ (cγ)ds+

+ 2mγ

∫ t

0

E p′i(zs)
∑
k∈Zd

akck,γ ξ
0
k G(ξ0

k)|ξk,γ|mγ−2ξk,γ{G′(ξ0
k)ξk,γ + ϕGk,γ}ds.

Îïåðàòîð HF,G äi¹ íà ãëàäêié ôóíêöi¨ f(·) çà ïðàâèëîì:

(HF,Gf)(x) =
∑
k∈Zd
{−1

2
G2(xk)

∂2

∂x2
k

+ (F (xk) + (Bx)k)
∂

∂xk
}f(x).

Àíàëîãi÷íî ëåìi 2.5 äëÿ ôóíêöi¨ p, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (2.11) ìà¹ìî

∃ C1 ∈ R HF,Gp(z) ≥ −C1p(z), (3.214)

äå z = 1 + ‖x‖2
`2(a). Äiéñíî,

HF,Gp(z) =
∑
k∈Zd

ak{2F (xk)xk −G2(xk)− 2(Bx)kxk}p′(z)−

−
∑
k∈Zd

2a2
kG

2(xk)x
2
kp
′′
i (z) ≥
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≥ −C ‖B‖L(`2(a))zp
′(z)+

+
∑
k∈Zd

ak{2F (xk)xk −G2(xk)}p′(z)− 2z|p′′i (z)|
∑
k∈Zd

akG
2(xk) ≥

≥ −C ′ ‖B‖ p(z) +
∑
k∈Zd

ak{2F (xk)xk − (1 + 2C)G2(xk)}p′(z) ≥

≥ −C ′‖B‖ p(z) +
∑
k∈Zd

ak{−K1x
2
k −K2}p′(z) ≥

≥ −(C ′‖B‖+ (K1 +K2)C
′′)p(z) ≡ −C1p(z),

äå áóëî âèêîðèñòàíî
∑
|ukvk| ≤

∑
|uk|

∑
|vk|, (2.11), (3.186) òà âëàñòè-

âiñòü
∑
ak = 1. Çàñòîñîâóþ÷è (3.200) òà (3.214) ìà¹ìî

gγ(t) ≤ gγ(0) + (C1 +mγ‖B‖+ (mγ − 1)2)

∫ t

0

gγ(s)ds+

+mγ

∫ t

0

E pi(zs)〈 ξ#
γ , ξ

2
γ{−F ′(ξ0

k) + (mγ − 1)[G′(ξ0
k)]

2} 〉`mγ (cγ)ds+

+

∫ t

0

E pi(zs)‖ϕFγ ‖
mγ

`mγ (cγ)ds+ 2(mγ − 1)

∫ t

0

E pi(zs)‖ϕGγ ‖
mγ

`mγ (cγ)ds+

+ 2mγK4

∫ t

0

E zsp
′
i(zs) 〈ξ#

γ , (1 + [G′(ξ0)]2)ξ2
γ〉`mγ (cγ)ds+

+ 2mγK3

∫ t

0

E zsp
′
i(zs) 〈 ξ#

γ , (1 + |G′(ξ0)|)ξγϕGγ 〉`mγ (cγ)ds.

Ïðèïóùåííÿ (2.11) òà (3.189) äàþòü

gγ(t) ≤ gγ(0) + (K ′ +mγ‖B‖)
∫ t

0

gγ(s)ds+

∫ t

0

E pi(zs)‖ϕFγ ‖
mγ

`mγ (cγ)ds+

+ 2(mγ − 1)

∫ t

0

E pi(zs)‖ϕGγ ‖
mγ

`mγ (cγ)ds+ (3.215)

+ 2K3C

∫ t

0

E pi(zs)‖(1 + |G′(ξ0)|)ϕGγ ‖
mγ

`mγ (cγ)ds

Âñi äîäàíêè â (3.215), êðiì äâîõ ïåðøèõ, ìàþòü îäíàêîâó ñòðóêòóðó:∫ t

0

E pi(zs)‖
∑

α1∪···∪α`=γ, `≥2

D`(ξ0)ξα1
. . . ξα`‖

mγ

`mγ (cγ)ds, (3.216)
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äå D`(·) = F (`)(·), G(`)(·) àáî (1 + |G′(·)|)G(`)(·). Ç óìîâ (3.187)-(3.188) òà

âëàñòèâîñòi 2κG ≤ κF âèïëèâà¹:

(3.216) ≤ K1

∑
α1∪···∪α`=γ, `≥2

∫ t

0

E pi(zs)×

×
∑
k∈Zd

ck,γ[D
`(ξ0

k)]
mγ |ξk,α1

|mγ . . . |ξk,γ`|mγds ≤

≤ K1

∑
...

∫ t

0

E pi(zs)×

×
∑
k∈Zd

ck,γa
−κF+1

2 mγ

k (ak + ak|ξ0
k|2)

κF+1

2 mγ |ξk,α1
|mγ . . . |ξk,αs|mγds ≤

≤ K1

∑
α1∪···∪α`=γ, `≥2

∫ t

0

E pi(zs)z
κF+1

2 mγ
s ×

×
∑
k∈Zd

ck,γa
−κF+1

2 mγ

k |ξk,α1
|mγ . . . |ξk,α`|mγds. (3.217)

Âðàõîâóþ÷è i¹ðàðõi¨ (3.21) òà (3.24) îòðèìà¹ìî:

(3.217) ≤ K ′1
∑

α1∪···∪α`=γ, `≥2

R1/|γ|
α1,...,α`;γ

∫ t

0

E
∑
k∈Zd
{p|αi|(zs)ck,αi|ξk,αi|

mαi}|αi|/|γ|ds ≤

≤ K ′1
∑
...

R1/|γ|
α1,...,α`;γ

∑̀
i=1

E

∫ t

0

p|αi|(zs)‖ξαi‖
mαi

`mαi (cαi)
ds ≤

≤ K max
α1∪···∪α`=γ⊂τ

R
1/|γ|
α1∪···∪α`;γ h

i−1
τ (ξ; t).

Âèùå áóëî âèêîðèñòàíî, ùî äëÿ i = 1, . . . , `, |αi| < |γ|, à òàêîæ íåðiâíiñòü

|x1 . . . x`| ≤ |x1|q1/q1 + · · ·+ |x`|q`/q` ç qj = |γ|/|αj|. Îñòàòî÷íî ìà¹ìî

gγ(t) ≤ gγ(0) +D1

∫ t

0

gγ(s)ds+D2

∫ t

0

hi−1(ξ; s)ds

ç äåÿêèìè ñòàëèìèD1,D2. Çàñòîñóâàííÿ íåðiâíîñòi Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà

òà çàìèêàííÿ äî ïî÷àòêîâèõ äàíèõ ç x0 ∈ `2(a) çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåî-

ðåìè.
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.30. Àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 3.19 ñïåðøó çà-

óâàæèìî, ùî ÷àñòèííi ïîõiäíi ∂τPtf(x), ÿêi îòðèìàíi øëÿõîì ôîðìàëü-

íîãî äèôåðåíöiþâàííÿ âèðàçó (3.193) çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ x0 ∈ `2(a),

çàäàþòüñÿ âèðàçàìè:

∂τPtf(x0) =

|τ |∑
`=1

∑
γ1∪···∪γ`=τ

E 〈∂(`)f(ξ0(t, x0)), ξγ1
(t, x0)⊗ · · · ⊗ ξγ`(t, x0) 〉,

(3.218)

äå

〈∂(`)f(ξ0(t, x0)), ξγ1
(t, x0)⊗ · · · ⊗ ξγ`(t, x0) 〉 =

=
∑

j1,...,j`∈Zd
∂{j1,...,j`}f(ξ0(t, x0))ξj1,γ1

(t, x0) . . . ξj`,γ`(t, x
0).

Àíàëîãi÷íî òåîðåìi 3.19 äîâîäèòüñÿ, ùî ïðàâà ÷àñòèíà (3.218) çàäîâîëü-

íÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (3.114) òà (3.115). Öå âèïëèâà¹ ç ïðåäñòàâëåíü, àíà-

ëîãi÷íèõ (3.93), (3.102) äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (3.184) òà (3.195) òà ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (3.114) äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ CΘ,r [63, òåîðåìà 10, 12].

Òàêèì ÷èíîì, çàëèøèëîñü äîâåñòè îöiíêó (3.194). Ç òåîðåìè 3.29 òà

íåðiâíîñòåé

|(Ptf)(x)| = |E f(ξ0(t, x))

(1 + ‖ξ0(t, x)‖2
`2(a))

r+1
(1 + ‖ξ(t, x)‖`2(a))

r+1| ≤

≤ CT,r‖f‖CΘ,r
(1 + ‖x‖`2(a))

r+1;

|Ptf(x)− Ptf(x)| = |E{f(ξ0(t, x))− f(ξ0(t, y)}| ≤

≤ ‖f‖CΘ,r
E{‖ξ0(x)− ξ0(y)‖`2(a)(1 + ‖ξ0(x)‖`2(a) + ‖ξ0(y)‖`2(a))

r} ≤

≤ C ′T,r‖f‖CΘ,r
‖x− y‖`2(a)(1 + ‖x‖`2(a) + ‖y‖`2(a))

r

âèïëèâà¹ çáåðåæåííÿ ïðîñòîðiâ Lipr(`2(a)) ïiä äi¹þ ïiâãðóïè Pt. Äëÿ òî-

ãî, ùîá îòðèìàòè (3.194) äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî Θm ⊂ Θ

max
m=1,...,n

‖∂(m)Ptf‖Θm ≤ KeMt‖f‖CΘ,r
. (3.219)
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Ç íåëiíiéíî¨ îöiíêè (3.209) äëÿ äåÿêîãî τ ⊂ Zd ïðè ñïåöiàëüíîìó âèáî-

ði ôóíêöié p̃i(z) = q(z)(1 + z)
κF+1

2 (m1/i−m1/|τ |) òà âàãàìè c̃γ (3.147) ïðè

ïî÷àòêîâèõ äàíèõ x̃γ (3.18), àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíiì ðîçäiëàì, ìà¹ìî

E{q(‖ξ0(t, x0)‖2
`2(a)) |ξk,τ(t)|mτ} ≤ (3.220)

≤
K|τ |,ψe

tM|τ |,ψq(‖x0‖2
`2(a))(1 + ‖x0‖2

`2(a))
κF+1

2 m1
|τ |−1
|τ |

a
κF+1

2 m1
|τ |−1
|τ |

k

∏
j∈τ

ψk−j

.

Äëÿ zt = ‖ξ0(t, x0)‖2
`2(a), z0 = ‖x0‖2

`2(a) âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ

(3.218) îòðèìà¹ìî äëÿ äåÿêîãî (pm,G
m) ∈ Θm ⊂ Θ:

|||∂(m)Ptf(x0)|||Gm
pm(z0)

≤ (3.221)

≤
m∑
`=1

∑
β1∪···∪β`={1,...,m}

|||
∑

k1,...,k`∈Zd

~Bβ1,...,β`
k1,...,k`

E(
|∂k1...k`f(ξ0)|2

p2
`(zt)

)1/2|||Gm,

äå äëÿ γi = {jr, r ∈ βi}

{ ~Bβ1,...,β`
k1,...,k`

}j1,...,jm∈Zd := Bγ1,...,γ`
k1,...,k`

=
1

pm(z0)
(Ep2

`(zt)|ξk1,γ1
. . . ξk`,γ`|2)1/2 ≤

≤ 1

pm(z0)

∏̀
i=1

(Ep2
`(zt)|ξki,γi|2m/|γi|)|γi|/2m ≤

≤ K
1/2
m,ψe

Mm,ψt/2
p`(z0)(1 + z0)

(m−`)κF+1

2

pm(z0)

∏̀
`=1

(a
−κF+1

2 (|γ`|−1)

k`

∏
j∈γ`

ψ
−|γ`|/2m
k`−j ) ≤

≤ Km−`K
1/2
m,ψe

Mm,ψt/2
∏̀
`=1

(a
−κF+1

2 (|γ`|−1)

k`

∏
j∈γ`

ψ
−|γ`|/2m
k`−j ) (3.222)

äå áóëî âèêîðèñòàíî íàñëiäîê (3.220) íåëiíiéíî¨ îöiíêè (3.209) ç q(·) =

p2
`(·), mγ = 2m/|γ| òà m1 = 2m, íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà òà âëàñòèâîñòi

íàáîðó Θ, ç ÿêèõ âèïëèâà¹, ùî ∃ (ps,Gs) ∈ Θs ⊂ Θ òàêèé, ùî

ps(z)(1 + z)
κF+1

2 (m−s) ≤ Km−spm(z).
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Ïiäñòàâëÿþ÷è (3.222) â (3.221) ìà¹ìî äëÿ γ` = {jt, t ∈ β`} äëÿ ôiêñî-

âàíèõ j1, . . . , jm ∈ Zd :

|||∂(m)Ptf(x0)|||Gm
pm(z0)

≤
m∑
`=1

∑
β1∪···∪β`={1,...,m}

Km−`K
1/2
m,ψe

Mm,ψt/2[
∑

j1,...,jm∈Zd
G1
j1
. . . Gm

jm

· (
∑

k1,...,k`∈Zd
(E
|∂k1...k`f(ξ0)|2

p2
`(zt)

)1/2
∏̀
`=1

{a−
κF+1

2 (|γ`|−1)

k`

∏
j∈γ`

ψ
−|γ`|/2m
k`−j })2]1/2 ≤

≤
m∑
`=1

∑
β1∪···∪β`={1,...,m}

Km−`K
1/2
m,ψe

Mm,ψt/2(1 +Kψ)m

· (E
∑

k1,...,k`∈Zd

∏̀
i=1

{a(κF+1)(|γi|−1)
ki

G
(βi)
ki
}|∂k1...k`f(ξ0)|2

p2
`(zt)

)1/2 ≤

≤ K3m/2K
1/2
m,ψe

Mm,ψt/2(1 +Kψ)m
m∑
`=1

∑
β1∪···∪β`={1,...,m}

sup
ξ0

|||∂(`)f(ξ0)|||
G̃`

p`(‖ξ0‖2
`2(a))

,

äå áóëî çàñòîñîâàíî ëåìó 3.20 ç

ba = 1/ψ|γ`|/2m; xk1,...,k` =
∏̀
`=1

a
−κF+1

2 (|γ`|−1)

k`
(E
|∂k1...k`f(ξ0)|2

p2
`(zt)

)1/2

òà ψ ∈ P òàêèìè, ùî Kψ = sup
m=1,...,n

sup
(p,G)∈Θm

sup
`=1,...,m

∑
a∈Zd

(δG`)
|a|

ψa
< ∞. Îñòà-

òî÷íî, âèêîðèñòàííÿ âëàñòèâîñòi íàáîðó Θ: ïðî iñíóâàííÿ âàãè (p`, G̃
` =

G̃1 ⊗ · · · ⊗ G̃`) ∈ Θ` ⊂ Θ òàêî¨, ùî

∀ k1, . . . , k` ∈ Zd
∏̀
i=1

a
−(κF+1)(|γ`|−1)
ki

G
(γi)
ki
≤ Km−`

∏̀
i=1

G̃i
ki
,

çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

3.9 Âèñíîâêè ðîçäiëó 3

Ó äàíîìó ðîçäiëi âèêîðèñòàíî çâ'ÿçîê ìiæ òåîði¹þ ïiâãðóï íåîáìåæåíèõ

îïåðàòîðiâ òà òåîði¹þ íåëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôóçiéíèõ ðiâíÿíü. Ââå-

äåíî îñíîâíi âiäîìîñòi ç òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,
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ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó öüîìó òà íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ, à òàêîæ ñôîðìó-

ëüîâàíi òåîðåìè ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü, íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü òà äèôåðåíöi-

éîâàíiñòü çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, àñîöiéîâàíèõ ç ãiááñîâèìè ìîäåëÿìè. Äîâåäåíî

îñíîâíèé iíñòðóìåíò ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü � íåëiíiéíó îöiíêó íà âà-

ðiàöi¨ òàêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ðiâíÿíü; òàêîæ äîâåäåíà ðîçâ'ÿçíiñòü ðiâíÿíü

íà âàðiàöi¨ áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó òà ¨õíÿ íåïåðåðâíiñòü i äèôåðåíöiéîâíiñòü

çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ âèõiäíîãî ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ. Íà îñíîâi öèõ

òâåðäæåíü äîâåäåíî çáåðåæåííÿ ïiä äi¹þ ïiâãðóïè, ùî îïèñó¹ åâîëþöiþ

ãiááñîâî¨ ñèñòåìè, ñïåöiàëüíèì ÷èíîì âèçíà÷åíèõ ïðîñòîðiâ äèôåðåíöi-

éîâàíèõ â sup-òîïîëîãi¨ ôóíêöié íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ; äîâå-

äåíî iñíóâàííÿ ùiëèíè ìiæ òîïîëîãiÿìè îáìåæåíîñòi i íåïåðåðâíîñòi íà

ïîõiäíi ãiááñîâî¨ ïiâãðóïè. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê

çìiííîãî äèôóçiéíîãî êîåôiöi¹íòà íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ñòîõàñòè÷íîãî

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.



ÐÎÇÄIË 4

ÏIÄÂÈÙÅÍÍß ÃËÀÄÊÎÑÒI ÏIÄ ÄI�Þ ÅÂÎËÞÖI�

Â äàíîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîñëiäæóþòüñÿ ïèòàííÿ ïiäâèùåííÿ ãëàä-

êîñòi ôóíêöi¨ ïiä äi¹þ ïiâãðóïè, ãåíåðîâàíî¨ ðîçâ'ÿçêîì ñòîõàñòè÷íîãî

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Ïðè öüîìó âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè ÷èñëå-

ííÿ Ìàëëÿâåíà, àáî ñòîõàñòè÷íîãî àíàëiçó íà ïðîñòîði Âiíåðà, ÿêi ïîëÿ-

ãàþòü â äîñëiäæåííi ãëàäêî¨ çàëåæíîñòi ðîçâ'ÿçêó ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿ-

ííÿ ξ0(t, x0, ω) âiä âèïàäêîâîãî ïàðàìåòðà ω ∈ Ω.

4.1 Ñòîõàñòè÷íi âàðiàöi¨ òà ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè

Ââåäåìî ìíîæèíó, òàê çâàíèõ, ëîêàëüíèõ íàïðÿìêiâ Jcyl, Ft-àäàïòîâà-

íèõ ïîòðàåêòîðíî íåïåðåðâíèõ iíòåãðîâíèõ ïðîöåñiâ ut = {ut,k}k∈Zd òà-

êèõ, ùî ∃ Λu ⊂ Zd, |Λu| <∞: ∀ k 6∈ Λu ut,k ≡ 0, t ∈ [0, T ] òà

∀ k ∈ Λu ∀T > 0, p ≥ 1: E

∫ T

0

|ut,k|pdt <∞. (4.1)

Îçíà÷åííÿ 4.1. Ñêàæåìî, ùî âèìiðíà ôóíêöiÿ G íà ïðîñòîði Ω ¹ äè-

ôåðåíöiéîâíîþ â íàïðÿìêó u ∈ Jcyl i ìà¹ ïîõiäíó DuG, ÿêùî

1. ∃ ε0 > 0 ∀ |ε| ≤ ε0 ôóíêöiÿ G(ω· + ε
∫ ·

0 usds) íàëåæèòü ∩p≥1
Lp(Ω,P);

168
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2. iñíó¹ âèìiðíà ôóíêöiÿ DuG ∈ ∩
p≥1

Lp(Ω,P) òàêà, ùî

∀ p ≥ 1 lim
|ε|→0

E
∣∣∣G(ω· + ε

∫ ·
0 usds)−G(ω)

ε
−DuG(ω)

∣∣∣p = 0. (4.2)

ßêùî êðiì òîãî,

3. äëÿ áóäü-ÿêîãî j ∈ Zd iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ DjG ∈ ∩
p≥1

Lp(Ω,P,H)

òàêå, ùî ∀u ∈ Jcyl iñíó¹ ñòîõàñòè÷íà ïîõiäíà ïî íàïðÿìêó DuG, ÿêà

äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ

DuG =
∑
j∈Λu

〈DjG,

∫ ·

0

us,jds 〉H, (4.3)

òîäi êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ G íà âiíåðiâñüêîìó ïðîñòîði ñòîõàñòè÷íî äè-

ôåðåíöiîâíà â íàïðÿìêàõ Jcyl. Ïîçíà÷åííÿ G ∈ Dloc(Ω).

Âèùå H ïîçíà÷à¹ ïðîñòið Êàìåðîíà�Ìàðòiíà àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ

ôóíêöié γ : [0, T ]→ R1, γ(0) = 0, îñíàùåíèé ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

〈 γ, γ 〉H =

∫ T

0

|
·
γ (s)|2ds, äå

·
γ (s) =

dγ(s)

ds
.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨ Du ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi

âëàñòèâîñòi, äîâåäåííÿ ÿêèõ ¹ íåçíà÷íîþ ìîäèôiêàöi¹þ âiäïîâiäíèõ âëà-

ñòèâîñòåé ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨ â ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði [75, 76,

166�169,176,177,191,200].

1◦. Ëàíöþãîâå ïðàâèëî. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ f ∈ C∞(Rn,R1) ïîëiíîìiàëü-

íîãî ðîñòó ðàçîì ç ïîõiäíèìè íà íåñêií÷åííîñòi òà áóäü-ÿêèõG1, . . . , Gn ∈

Dloc(Ω) ìà¹ìî f(G1, . . . , Gn) ∈ Dloc(Ω) òà

Duf(G1, . . . , Gn) =
n∑
i=1

[∂if ◦ (G1, . . . , Gn)]DuGi, u ∈ Jcyl. (4.4)

2◦. Äëÿ áóäü-ÿêèõ äiéñíî çíà÷íèõ Ft-àäàïòîâàíèõ íåïåðåðâíèõ ïðî-
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öåñiâ Ht ∈ Dloc(Ω), t ∈ [0, T ] òàêèõ, ùî

E

∫ T

0

|Hs|pds <∞ i ∀ j ∈ Zd E

∫ T

0

‖DjHs‖pH ds <∞, ∀ p ≥ 1,

ìà¹ìî

∀ t ∈ [0, T ] ∀ k ∈ Zd
∫ t

0

Hsds ∈ Dloc(Ω),

∫ t

0

HsdWk(s) ∈ Dloc(Ω)

i äëÿ áóäü-ÿêîãî u ∈ Jcyl

Du

∫ t

0

Hsds =

∫ t

0

DuHsds

Du

∫ t

0

HsdWk(s) =

∫ t

0

Hsus,kds+

∫ t

0

DuHs dWk(s). (4.5)

3◦. Ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ Ft-âèìiðíî¨

ôóíêöi¨ Ψ ∈ Dloc(Ω) òà ëîêàëüíîãî íàïðÿìêó u ∈ Jcyl ìà¹ìî

EDuΨ = E
∑
j∈Λu

〈DjΨ,

∫ ·

0

us,jds 〉H = E Ψ

t∫
0

∑
k∈Zd

ukdWk. (4.6)

Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ ìîæå áóòè îòðèìàíî ÿê çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè iíòå-

ãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè â [177, òåîðåìà 3.1] äî ïðîåêöi¨ íà
∏
k∈Λu

C0([0, T ],R1)

ïðîäàêò-ìiðè P ç íàñòóïíèì iíòåãðóâàííÿì ïî ωk, k 6∈ Λu. Ïðè öüî-

ìó ñëiä âêàçàòè íà ëîêàëüíó äèôåðåíöiéîâíiñòü òà iñíóâàííÿ ïîõiäíèõ

DjΨ ∈ H çãiäíî [82,177].

Ó íàñòóïíié òåîðåìi ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íà äèôåðåíöiéîâíiñòü ïðî-

öåñó ξ0
t (3.7). Öÿ âëàñòèâiñòü íåîáõiäíà äëÿ äîâåäåííÿ íåñèíãóëÿðíî¨ ôîð-

ìóëè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè íà íàñòóïíîìó ïàðàãðàôi.

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè 3.3. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî

ïî÷àòêîâîãî äàíîãî x0 ∈ `2(a) óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ξ0(t, x0) çàäà÷i

(3.6) ìà¹ ñòîõàñòè÷íî äèôåðåíöiéîâíi êîîðäèíàòè ξ0
k(t, x

0) ∈ Dloc(Ω),

k ∈ Zd, t ∈ [0, T ].
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Êðiì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî íàïðÿìêó u ∈ Jcyl ïîõiäíàDuξ
0
k(t, x

0), k ∈ Zd

óòâîðþ¹ ¹äèíèé ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

Duξ
0
k(t, x

0) =

∫ t

0

us,kds−
∫ t

0

{[F ′(ξ0(s, x0)) +B]Duξ
0(s, x0)}kds, k ∈ Zd.

(4.7)

Ïiä ñèëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (4.7) ðîçóìi¹òüñÿ Ft-àäàïòîâíèé `2(a)-

íåïåðåðâíèé ïðîöåñ

[0, T ]→ Duξ
0(t, x0) ∈ D`2(a)(F

′(ξ0(t, x0)) +B),

ÿêèé P-ìàéæå âñþäè çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (4.7) ó ïðîñòîði `2(a) òà iñíó¹

òàêà ñòàëà M , ùî

sup
t∈[0,T ]

‖Duξ
0(t, x0)‖2

`2(a) ≤ eMT

∫ T

0

‖us‖2
`2(a)ds.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ïðîâåäåíî â äîäàòêó C. Ó ëåìàõ C.1 òà C.2 áó-

äóþòüñÿ ïðîöåñè ξ0(t, x0, ω· + ε
∫ ·

0 usds) òà Duξ
0(t, x0) ÿê ðîçâ'ÿçêè ñòî-

õàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà äîâîäèòüñÿ ¨õ íåïåðåðâíiñòü çà

ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ x0 ∈ `2(a) i âiäíîñíî íàïðÿìêó u ∈ Jcyl. Â ëåìi C.3

íàäà¹òüñÿ òî÷íèé çìiñò Duξ
0(t, x0) â ÿêîñòi ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨ ïðîöå-

ñó ξ0
t â íàïðÿìêó u ∈ Jcyl. Îñòàòî÷íî ïåðåâiðêà âëàñòèâîñòi ξ0

k ∈ Dloc(Ω)

ïðîâåäåíà â ëåìi C.4.

4.2 Íåñèíãóëÿðíå iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ íå ãëîáàëüíî

ëiïøèöåâî¨ äèôóçi¨

Íàãàäà¹ìî, ùî P∞cyl(RZd) ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó C∞-ãëàäêèõ öèëiíäðè÷íèõ

ôóíêöié ïîëiíîìiàëüíîãî ðîñòó ç óñiìà ïîõiäíèìè íà íåñêií÷åííîñòi, òîá-

òî äëÿ áóäü-ÿêî¨ f ∈ P∞cyl(RZd) iñíó¹ òàêå ÷èñëî mf i ìíîæèíà Λ =

suppcylf ⊂ Zd, |Λ| <∞, ùî ôóíêöiÿ f çàëåæèòü âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi
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çìiííèõ: ∀x ∈ `2(a) : f(x) = h({xk, k ∈ Λ}) äëÿ äåÿêî¨ h ∈ C∞(RΛ).

Êðiì òîãî, äëÿ τ ⊂ Zd :

|∂τf(x)| ≤ constτ (1 +
∑
i∈Λ

x2
i )
mf . (4.8)

Òåîðåìà 4.3. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè 3.3 i ξ0(t, x0) ¹ óçàãàëüíå-

íèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3.7) ç ïî÷àòêîâèì äàíèì x0 ∈ `2(a). Ðîçãëÿíå-

ìî ïðîöåñ

Γtv = [Id+ t(F ′(ξ0(t, x0)) +B)]v ∈ Jcyl (4.9)

äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà v ∈ RZd ç ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ íåíóëüîâèõ êîîðäè-

íàò. Òîäi ñòîõàñòè÷íà ïîõiäíà ó íàïðÿìêó ut = Γtv ìà¹ âèãëÿä

DΓvξ
0(t, x0) = tv. (4.10)

Êðiì òîãî, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè:

E 〈 ∂f(ξ0
t ), v 〉`2(1)Ψ =

1

t
E f(ξ0

t ){Ψ
∫ t

0

〈Γsv, dW (s) 〉`2(1) −DΓvΨ} (4.11)

äëÿ âñiõ Ft-âèìiðíèõ Ψ ∈ Dloc(Ω), f ∈ P∞cyl(RZd), t > 0.

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâîñòi óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ξ0(t, x0) (òåîðåìà 4.2),

âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåííÿ F òà ñêií÷åííiñòü ðàäióñó âçà¹ìîäi¨ âiäîáðàæå-

ííÿ B äàþòü, ùî Γtv ∈ Jcyl äëÿ âåêòîðó v ∈ RZd ç ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ

íåíóëüîâèõ êîîðäèíàò. Ç òåîðåìè 4.2 âèïëèâà¹, ùî ïðîöåñ DΓvξ
0
k(t, x

0)

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

DΓvξ
0
k(t, x

0) =

∫ t

0

{Γsv}kds−
∫ t

0

[{F ′(ξ0(s, x0)) +B}DΓvξ
0(s, x0)]kds.

(4.12)

Ïiäñòàíîâêà DΓvξ
0
k(t, x

0) = tvk â (4.12) ïåðåòâîðþ¹ éîãî â òîòîæíiñòü.

Ç ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ (4.10). Äëÿ Ft-âèìiðíîãî

Ψ ∈ Dloc(Ω) òà f ∈ P∞cyl(RZd) ç òåîðåìè 4.2 òà ëàíöþãîâîãî ïðàâèëà (4.4)
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îòðèìà¹ìî âëàñòèâiñòü f(ξ0(t, x0))Ψ ∈ Dloc(Ω). Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó

iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè (4.6) òà ëàíöþãîâå ïðàâèëî (4.4) ìà¹ìî

Ef(ξ0(t, x0))Ψ

∫ t

0

〈Γsv, dW (s) 〉`2(1) =

= E
∑
j∈Λu

〈Dj{f(ξ0(t, x0))Ψ},
∫ ·

0

{Γsv}jds 〉H = EDΓv[f(ξ0(t, x0))Ψ] =

= tE 〈 ∂f(ξ0(t, x0)), v 〉`2(1)Ψ + Ef(ξ0(t, x0))DΓvΨ,

ùî äà¹ (4.11).

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî âëàñòèâiñòü (4.3) ôóíêöié, ÿêi íàëåæàòü Dloc(Ω), ç

âðàõóâàííÿì [177, òåîðåìà 3.1], ìîæíà çàìêíóòè ç îáìåæåíèõ öèëiíäðè-

÷íîçíà÷íèõ Ft-àäàïòîâàíèõ íåïåðåðâíèõ ïðîöåñiâ ut äî Lp(Ω × [0, T ])-

ñóìîâíèõ ïðîöåñiâ.

4.3 Ñèìåòði¨ ñòîõàñòè÷íèõ âàðiàöié òà ïîáóäîâà ñòîõàñòè÷íèõ

ïîõiäíèõ âàðiàöiéíèõ ïðîöåñiâ ξτ

Â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ îòðèìàíà âèùå ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè

(òåîðåìà 4.3) áóäå çàñòîñîâàíà äî îá÷èñëåííÿ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïiâãðó-

ïè ∂τPtf (3.14) i äàñòü ìîæëèâiñòü îòðèìàòè ïðåäñòàâëåííÿ ç ïîõiäíèìè

ìåíøîãî ïîðÿäêó â ïðàâié ÷àñòèíi. Äiéñíî, ÿêùî ââåñòè ïîçíà÷åííÿ

IDk = DΓek (4.13)

äëÿ ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨ ïî íàïðÿìêó, ãåíåðîâàíîìó ïðîöåñîì Γtek (4.9),

äå ek = (. . . , 0, 1k, 0, . . . ) ∈ RZd, òîäi ç ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíà-

ìè (4.11) âèïëèâà¹, ùî äëÿ Ft-âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ Ψ ∈ Dloc(Ω) òà f ∈

P∞cyl(RZd) :

E ∂kf(ξ0
t )Ψ =

1

t
Ef(ξ0

t )ID
∗
kΨ, (4.14)
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äå

ID∗kΨ = Ψ

∫ t

0

〈Γsek, dW (s) 〉`2(1) − IDkΨ. (4.15)

Òîìó ïðåäñòàâëåííÿ (3.14) ïîõiäíèõ ïiâãðóïè ìîæå ìîæå áóòè çàïèñà-

íî â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

∂τPtf(x) =

|τ |∑
`=1

∑
γ1∪···∪γ`=τ

∑
j1,...,j`∈Zd

Ef(ξ0
t )
ID∗j1 . . . ID

∗
j`

(ξj1,γ1
. . . ξj`,γ`)

t`
.

(4.16)

Îòæå ïèòàííÿ ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi ïiä äi¹þ ïiâãðóïè Pt çâîäèòüñÿ äî

ïèòàííÿ äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ñòîõàñòè÷íèõ ïîõiäíèõ âiä ðîçâ'ÿçêiâ

ξγ âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü (3.16):

IDβξτ = IDj1 . . . IDj`ξτ , β = {j1, . . . , j`}.

Â íàñòóïíié òåîðåìi äîâîäèòüñÿ ñòîõàñòè÷íà äèôåðåíöiéîâíiñòü âàði-

àöiéíîãî ïðîöåñó ξτ .

Òåîðåìà 4.4. Çà óìîâ òåîðåìè 3.3:

1. Äëÿ ïî÷àòêîâîãî äàíîãî x0 ∈ `2(a) âàðiàöi¨ ξτ(t, x0) (3.16) ìàþòü

ñòîõàñòè÷íî äèôåðåíöiéîâàíi êîîðäèíàòè:

∀ k ∈ Zd : ξk,τ(t, x
0) ∈ Dloc(Ω).

Êðiì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïiäìíîæèíè β ⊂ Zd, |β| ≥ 1 iñíó¹ IDβξk,τ ∈

Dloc(Ω).

2. Ñòîõàñòè÷íi âàðiàöi¨ IDβξk,τ ¹ ñèëüíèìè ðîçâ'ÿçêàìè â ïðîñòîðàõ

`mτ
(cτ,β), mτ = m1/|τ |, âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü:

IDβξk,τ(t) = x̃k;τ,β −
∫ t

0

[(F ′(ξ0) +B)IDβξτ ]kds−
∫ t

0

ϕk;τ,β(s)ds, (4.17)

äå x̃τ,β = 0, |β| ≥ 1, x̃τ,∅ = x̃τ � ïî÷àòêîâi óìîâè çàäàíi â (3.18), à
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íåîäíîðiäíi ÷àñòèíè ìàþòü âèãëÿä:

ϕk;τ,β(t) =
∑

γ1∪···∪γ`=τ
|γi|≥1, `≥1

∑
σ0∪···∪σ`=β
|σ0|≥2−`, |σi|≥0

t|σ0|δσ0

k F
(`+|σ0|)(ξ0

k) ID
σ1ξk,γ1

. . . IDσ`ξk,γ`.

(4.18)

Âåêòîðè cτ,β ∈ P, ùî çàäàþòü ïðîñòîðè `mτ
(cτ,β) çàäîâîëüíÿþòü i¹ðàðõiþ:

∃ Kc δσ0

k [ck; τ,β]|τ |a
−κ+1

2 m1

k ≤ Kc[ck; γ1,σ1
]|γ1| . . . [ck; γ`,σ`]

|γ`|, k ∈ Zd. (4.19)

Âèùå δβj =
∏
i∈β

δij ¹ äîáóòêîì âiäïîâiäíèõ ñèìâîëiâ Êðîíåêåðà, à ñóìó-

âàííÿ âåäåòüñÿ ïî âñiì ìîæëèâèì ðîçáèòòÿì ìíîæèí τ = γ1 ∪ · · · ∪ γ`,

β = σ0 ∪ · · · ∪ σ`, 1 ≤ ` ≤ |τ | òàêèì, ùî ïðè ` = 1, òî |σ0| ≥ 1, à ÿêùî

` ≥ 2, òî |σ0| ≥ 0.

3. Êðiì òîãî, ñòîõàñòè÷íi ïîõiäíi çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíó îöiíêó: ∃KR ∈

∩
p≥1

Lp(Ω,P) òàêà, ùî

∀ |β| ≥ 1 ‖IDβξτ(t, x
0)‖`mτ (cτ,β) ≤ t|β|+1KR(ω), t ∈ [0, T ] (4.20)

äå max(‖x0‖`2(a), ‖x̃γ,∅‖`mγ (cγ,∅), γ ⊆ τ) ≤ R.

Â òåîðåìi 4.4 ïiä ñèëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.17) ðîçóìi¹òüñÿ Ft-

àäàïòîâàíèé `mτ
(cτ,β)-íåïåðåðâíèé ïðîöåñ ñêií÷åííî¨ âàðiàöi¨

[0, T ] 3 t→ IDβξτ(t, x
0) ∈ D`mτ (cτ,β)(F

′(ξ0(t, x0)) +B), |β| ≥ 0, |τ | ≥ 1,

ÿêèé äëÿ P-ìàéæå âñiõ ω ∈ Ω çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (4.17) â ïðîñòîði

`mτ
(cτ,β) äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ [0, T ].

Äîâåäåííÿ. öi¹¨ òåîðåìè ïðîâîäèòüñÿ ó âèãëÿäi ïîñëiäîâíîñòi ëåì â äîäàò-

êó C, äå ïåðåâiðÿ¹òüñÿ îçíà÷åííÿ 4.1 ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨ IDβξτ(t, x
0)

âiä âàðiàöi¨. Ó ëåìàõ C.6 òà C.7 ïðîöåñè IDβξτ(t, x
0, ω· + ε

∫ ·
0 usds) òà
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DuID
βξτ(t, x

0) áóäóþòüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíèõ íåàâòîíîìíèõ ñòîõà-

ñòè÷íèõ ðiâíÿíü òà ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ¨õ íåïåðåðâíiñòü ïî ïî÷àòêîâîìó äàíî-

ìó x0 ∈ `2(a) òà íàïðÿìêó u ∈ Jcyl. Â ëåìi C.8 íàäà¹òüñÿ çìiñò DuID
βξτ

ÿê ïîõiäíié â íàïðÿìêó u ∈ Jcyl, à â ëåìi C.9 äîâîäèòüñÿ, ùî ID
βξk,τ ∈

Dloc(Ω) i âñòàíîâëþ¹òüñÿ, ùî ïîõiäíà ïî ñòîõàñòè÷íîìó íàïðÿìêó âiä

ðîçâ'ÿçêó âàðiàöiéíîãî ðiâíÿííÿ ñïiâïàäà¹ ç ðîçâ'ÿçêîì âiäïîâiäíîãî âà-

ðiàöiéíîãî ðiâíÿííÿ áiëüø âèñîêîãî ïîðÿäêó: DΓejID
βξk,τ = IDβ∪{j}ξk,τ ,

êðiì òîãî, äîâîäÿòüñÿ îöiíêè (4.20).

4.4 Íåëiíiéíà îöiíêà íà ñòîõàñòè÷íi âàðiàöi¨

Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ (4.17) ìîæóòü áóòè îòðèìàíi øëÿ-

õîì ôîðìàëüíîãî çàñòîñóâàííÿ îïåðàöi¨ ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiþâàííÿ

IDβ äî ðiâíÿííÿ (3.16). Öå âèïëèâà¹ ç (4.10), ëàíöþãîâîãî ïðàâèëà (4.4)

òà íàñòóïíîãî ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ F , ùî çàäîâîëüíÿ¹ (2.4):

IDβF (`)(ξ0
j (t, x

0)) = δβj t
|β|F (`+|β|)(ξ0

j (t, x
0)).

Ç âðàõóâàííÿì öüîãî ñïîñòåðåæåííÿ, àíàëîãi÷íî äî ìiðêóâàíü ðîçäiëó 3,

ââåäåìî íàñòóïíèé íåëiíiéíèé âèðàç

ρτ,β(t) =
∑

γ⊆τ, σ⊆β, γ 6=∅

Epγ,σ(zt)‖
IDσξγ
t|σ|
‖mγ

`mγ (cγ,σ) (4.21)

äå mγ = m1/|γ|, zt = ‖ξ0(t, x0)‖2
`2(a).

Â ï. 4.5 âëàñòèâîñòi öüîãî âèðàçó áóäóòü âèêîðèñòàíi äëÿ äîâåäåííÿ

ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi ïiä äi¹þ ïiâãðóïè.

Òåîðåìà 4.5. [1, 55] Íåõàé F çàäîâîëüíÿ¹ (2.4), x0 ∈ `2(a) i âåêòîðè

cγ,σ ∈ P çàäîâîëüíÿþòü i¹ðàðõiþ (4.19).
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Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöi¨ pγ,σ ∈ C2(R1
+), ¹ ìîíîòîííèìè ôóíêöiÿìè íå

áiëüø íiæ ïîëiíîìiàëüíîãî ðîñòó (2.11), äëÿ ÿêèõ âèêîíàíà i¹ðàðõiÿ

[pτ,β]|τ |(1 + z)
κ+1

2 m1 ≤ Kp[pγ1,σ1
]|γ1| . . . [pγ`,σ`]

|γ`| (4.22)

äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçáèòòÿ τ = γ1 ∪ · · · ∪ γ`, β = σ0 ∪ · · · ∪ σ` ç |σ0| ≥ 2− `.

Òîäi iñíó¹ òàêà ñòàëà M = Mτ,β ∈ R1, ùî ìà¹ ìiñöå íåëiíiéíà îöiíêà

ρτ,β(t) ≤ eMtρτ,β(0). (4.23)

Ãðàíèöÿ â ïðàâié ÷àñòèíi ïðè t = 0 ðîçóìi¹òüñÿ âèõîäÿ÷è ç îöiíêè (4.20)

òà âëàñòèâîñòi (3.16).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x0 ∈ `2(κ+1)2(a). Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ τ = {k1, . . . , kn},

β = {j1, . . . , jm} òà ôóíêöiþ

hi(t) =
i∑

`=0

∑
σ⊆β
|σ|=`

∑
γ⊆τ
γ 6=∅

Epγ,σ(zt)‖
IDσξγ
t|σ|
‖mγ

`mγ (cγ,σ).

Ïîêàæåìî ìåòîäîì iíäóêöi¨, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ {0, . . . ,m}

hi(t) ≤ eMithi(0). (4.24)

Òîäi ïðè i = m ìàòèìåìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè. Áàçà iíäóêöi¨ ïðè i = 0

(òîáòî ïðè β = ∅) áóëà äîâåäåíà â òåîðåìi 3.7.

Çàóâàæèìî, ùî

hi(t) = hi−1(t) +
∑

σ⊆β, |σ|=i

gσ(t), (4.25)

äå

gσ(t) =
∑

γ⊆τ,γ 6=∅

Epγ,σ(zt)‖
IDσξγ
t|σ|
‖mγ

`mγ (cγ,σ).
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Òîìó, ùîá îòðèìàòè (4.24), äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî σ ⊆ β,

|σ| = i ìà¹ ìiñöå îöiíêà

gσ(t) ≤ eK1tgσ(0) +K2

∫ t

0

eK1(t−s)hi−1(s)ds. (4.26)

Òîäi ç iíäóêòèâíîãî ïðèïóùåííÿ òà ïðåäñòàâëåííÿ (4.25) ìà¹ìî

hi(t) ≤ eMi−1thi−1(0)+

+
∑

σ⊆β; |σ|=i

{eK1tgσ(0) +K2hi−1(0)

∫ t

0

eK1(t−s)eMi−1sds} ≤

≤ e(Mi−1+K1)t{1 +K2t}hi(0) ≤ e(Mi−1+K1+K2)thi(0).

Îòæå çàëèøèëîñü äîâåñòè (4.26). Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ Xγ,σ = `mγ
(cγ,σ),

ηt =
IDσξγ
t|σ|

, äå IDσξγ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (4.17). Ç âëàñòèâîñòi âëàñòè-

âîñòi (4.20) âèïëèâà¹ ‖η0‖ = 0. Ç ôîðìóëè Iòî äëÿ zt = ‖ξ0
t ‖2

`2(a) ìà¹ìî

pγ,σ(zt)‖ηt‖
mγ

Xγ,σ
= pγ,σ(z0)‖η0‖

mγ

Xγ,σ
+ 2

∫ t

0

p′γ,σ(zs)‖ηs‖
mγ

Xγ,σ
(ξ0(s), dW (s))`2(a)+

+mγ

∫ t

0

{pγ,σ(zs) 〈 η#
s ,
dηs
ds
〉Xγ,σ − ‖ηs‖

mγ

Xγ,σ
[HZdpγ,σ](zs)}ds =

= pγ,σ(z0)‖η0‖
mγ

Xγ,σ
+ 2

∫ t

0

p′γ,σ(zs)‖ηs‖
mγ

Xγ,σ
(ξ0(s), dW (s))`2(a)+

+mγ

∫ t

0

pγ,σ(zs){
1

s|σ|
〈η#,

d

ds
IDσξγ〉 −

|σ|
s
‖ηs‖

mγ

Xγ,σ
}ds− (4.27)

−mγ

∫ t

0

‖ηs‖
mγ

Xγ,σ
(HZdpγ,σ)(zs)ds,

äå îïåðàòîð HZd âèíèêà¹ àíàëîãi÷íî(3.35).

Îöiíêè (3.10), (3.11), (4.20) òà íåðiâíiñòü (3.33) ãàðàíòóþòü iíòåãðîâ-

íiñòü âñiõ âèðàçiâ â ôîðìóëi Iòî. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî iíòåãðàëüíå ïðåä-

ñòàâëåííÿ:

Epγ,σ(zt)‖ηt‖
mγ

Xγ,σ
= Epγ,σ(z0)‖η0‖

mγ

Xγ,σ
−mγ

∫ t

0

E‖ηs‖
mγ

Xγ,σ
[HZdpγ,σ](zs)ds+
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+mγ

∫ t

0

E pγ,σ(zs)
[ 1

s|σ|
〈 η#,

d

ds
IDσξγ〉 −

|σ|
s
‖ηs‖

mγ

Xγ,σ

]
ds.

Ç íåðiâíîñòiHZdpγ,σ(z) ≥ Kγ,σpγ,σ(z), z ∈ R+ (äèâ. ëåìó 2.5) òà −1/s ≤ 0

ìà¹ìî

gσ(t) ≤ gσ(0) +K ′σ

∫ t

0

gσ(s)ds+

+
∑

γ⊆τ, γ 6=∅

mγ

∫ t

0

E pγ,σ(zs)
1

s|σ|
〈 η#,

d

ds
IDσξγ 〉ds. (4.28)

Çàëèøèëîñü îöiíèòè ÷ëåíè â (4.28). Ïðîöåñ IDσξγ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

(4.17), îòæå

(4.28) = −
∑

γ⊆τ, γ 6=∅

mγ

∫ t

0

E pγ,σ(zs) 〈 (F ′ +B)
IDσξγ
s|σ|

, η#
s 〉Xγ,σ

−

−
∑

γ⊆τ, γ 6=∅

mγ

∫ t

0

E pγ,σ(zs) 〈 η#,
ϕγ,σ
s|σ|
〉Xγ,σ

≤

≤ (Kτ,σ +K ′τ,σ)

∫ t

0

gσ(s)ds+
∑

γ⊆τ, γ 6=∅

∑
α1∪···∪α`=γ
|αi|≥1, `≥1

∑
π0∪···∪π`=σ
|π0|≥2−`, |πi|≥0∫ t

0

Epγ,σ(zs)‖
s|π0|δπ0F (`+|π0|)(ξ0)IDπ1ξα1

. . . IDπ`ξα`
s|σ|

‖mγ

`mγ (cγ,σ)ds (4.29)

äå Kτ,σ =
∑
γ⊆τ

mτ‖B‖L(Xγ,σ). Âèùå áóëî âèêîðèñòàíî âëàñòèâiñòü F ′(z) ≥

0, z ∈ R1, ïðåäñòàâëåííÿ (4.18) äëÿ ϕγ,σ òà íåðiâíiñòü (3.42). Çàñòîñîâó-

þ÷è òîòîæíiñòü |σ| − |π0| = |π1|+ · · ·+ |π`|, îòðèìà¹ìî

s|π0|ID
π1ξα1

. . . IDπ`ξα`
s|σ|

=
IDπ1ξα1

s|π1|
. . .

IDπ`ξα`
s|π`|

. (4.30)

Êðiì òîãî, ç (2.4) âèïëèâà¹

|F (`+|π0|)(x0
k)| ≤ C(1 + |x0

k|)κ+1 ≤ Ca
−κ+1

2

k (1 + ‖x0‖2
`2(a))

κ+1
2 . (4.31)
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Çàñòîñîâóþ÷è (4.30), (4.31), i¹ðàðõiþ (4.19) òà âëàñòèâiñòü (2.11), ìà¹ìî

îöiíêó äëÿ êîæíîãî äîäàíêó â (4.29):

Epγ,σ(zs)
∑
k∈Zd

ck;γ,σδ
π0

k |F
(`+|π0|)(ξ0

k)
IDπ1ξk,α1

s|π1|
. . .

IDπ`ξk,α`
s|π`|

|mγ ≤

≤ CmγK1/mγ
c K1/mγ

p E
∑
k∈Zd

∏̀
j=1

{pαj ,πj(zt)ck;αj ,πj |
IDπjξk,αj
s|πj |

|mαj}|αj |/|γ| ≤

≤ K2E
∑̀
j=1

|αj|
|γ|

pαj ,πj(zs)‖
IDπjξαj
s|πj |

‖
mαj

Xαj,πj
. (4.32)

Âèùå òàêî áóëî âèêîðèñòàíî íåðiâíiñòü |x1 . . . x`| ≤
|x1|q1

q1
+ · · ·+ |x`|

q`

q`
ç

qj = |γ|/|αj|.

Íàðåøòi çàóâàæèìî, ÿêùî ` = 1, òî π0 6= ∅ è äëÿ ïiäðîçáèòòÿ σ =

π0 ∪ π1 ìà¹ìî |π0|, |π1| ≤ |σ| − 1. Îòæå, äî (4.32) ìîæåìî çàñòîñóâàòè

iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ (4.26). ßêùî ` = 2, òî íàâiòü ó âèïàäêó π0 = ∅

iñíó¹ ÿê ìiíiìóì äâi ïiäìíîæèíè π1 ∪ π2 = σ, äëÿ ÿêèõ |πj| ≤ |σ| −

1. Îòæå, iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ òàêîæ ìîæå áóòè çàñòîñîâàíî. Òàêèì

÷èíîì, ïðèõîäèìî äî íåðiâíîñòi (4.32) ≤ K2 hi−1(t). Ç âðàõóâàííÿì (4.28)

òà (4.29) ç öüîãî âèïëèâà¹

gσ(t) ≤ gσ(0) +K1

∫ t

0

gσ(s)ds+K2

∫ t

0

hi−1(s)ds.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ (4.26) ç K1 = K ′σ + Kτ,σ + K ′τ,σ, ùî çà-

âåðøó¹ äîâåäåííÿ íåëiíiéíî¨ îöiíêè (4.23) ïðè x0 ∈ `2(κ+1)2(a). Çàìèêà-

ííÿ äî x0 ∈ `2(a) ¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì ëåì C.1 (C.2) òà C.6 (C.26) ç

u1 = u2 = 0.

Ëåìà 4.6. Íåõàé F çàäîâîëüíÿ¹ (2.4), âàãà ψ ∈ P i ôóíêöi¨ Q ∈ C2(R1)

çàäîâîëüíÿþòü âëàñòèâiñòü (2.11). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N iñíó¹ òàêà

ñòàëà ∃ M = Mn(ψ,Q), ÿêà íå çàëåæèòü âiä |τ |, |τ | ≤ m1, ùî âèêîíàíà
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îöiíêà

∀ t ∈ [0, T ] EQ(‖ξ0(t, x0)‖2
`2(a))|ID

βξk,τ |mτ ≤

≤
t|β|mτeMt|τ |ψ0Q(‖x0‖2

`2(a))(1 + ‖x0‖2
`2(a))

κ+1
2 mτ (|τ |+|β|−1)

a
κ+1

2 mτ (|τ |−1)

k

∏
i∈β

a
κ+1

2 mτ

i

∏
j∈τ

ψ
m1/|τ |
k−j

(4.33)

äëÿ áóäü-ÿêîãî 1 ≤ m1 ≤ n, {k, τ, β} ⊂ Zd, |β| ≤ n i mτ = m1/|τ |.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ôiêñîâàíèõ τ, β ââåäåìî âàãè

p̃γ,σ(z) = Q(z)(1 + z)
κ+1

2 m1( |β|−1
|τ | −

|σ|−1
|γ| ), γ ⊆ τ, σ ⊆ β, (4.34)

c̃k;γ,σ = (
∏
i∈σ

a
κ+1

2
m1
|γ|

i )a
κ+1

2 m1
|γ|−1
|γ|

k

∏
j∈γ

ψ
m1/|γ|
k−j , ψ ∈ P. (4.35)

Öi âàãè çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (4.19), (4.22) çi ñòàëèìèKc̃ = Kp̃ = 1. Äié-

ñíî, äëÿ γ = α1 ∪ · · · ∪ α` è σ = π0 ∪ · · · ∪ π` ìà¹ìî

(1 + z)
κ+1

2 m1( |β|−1
|τ | −

|σ|−1
|γ| )|γ|(1 + z)

κ+1
2 m1 ≤ (1 + z)

κ+1
2 m1

∑̀
j=1

( |β|−1
|τ | −

|πj |−1

|αj |
)|αj |

,

àáî 2− ` ≤ |π0|, ùî âèïëèâà¹ ç i¹ðàðõi¨ (4.22). Ïiäñòàâëÿþ÷è c̃γ,σ â (4.19),

îòðèìà¹ìî

δπ0

k (
∏
i∈σ

a
κ+1

2 m1

i )a
κ+1

2 m1(|γ|−1)

k

∏
j∈γ

ψm1

k−j · a
−κ+1

2 m1

k ≤

≤
∏̀
q=1

{ (
∏
i∈πq

a
κ+1

2 m1

i )a
κ+1

2 m1(|αq|−1)

k

∏
j∈αq

ψm1

k−j}.

Îñêiëüêè |γ| = |α1|+ · · ·+ |α`|, öÿ íåðiâíiñòü åêâiâàëåíòíà íàñòóïíié:

δπ0

k

∏
j∈π0

a
κ+1

2 m1

j · a
κ+1

2 m1(`−2)

k ≤ 1. (4.36)

Âðàõîâóþ÷è ak ≤ tr a = 1 íåðiâíiñòü (4.36) î÷åâèäíà ïðè ` ≥ 2. ßêùî

` = 1, ìíîæèíà π0 6= ∅, òîìó ìîæåìî ïåðåïèñàòè ëiâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi
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(4.36) ó âèãëÿäi

δπ0

k

∏
j∈π0

a
κ+1

2 m1

j =


a

κ+1
2 m1

k δ
π0\{k}
k

∏
j∈π0\{k}

a
κ+1

2 m1

j , k ∈ π0,

0, k 6∈ π0,

Îòæå, óìîâà (4.36) âèêîíàíà.

Îñêiëüêè äëÿ γ = τ, σ = β âàãà p̃τ,β(z) = Q(z), à äëÿ |γ| = 1, σ = ∅

âàãà ìà¹ âèãëÿä p̃γ,∅(z) = Q(z)(1 + z)
κ+1

2 mτ (|τ |+|β|−1), çàñòîñóâàííÿ òåîðå-

ìè 4.5 äà¹

EQ(‖ξ0(t, x0)‖2
`2(a))‖

IDβξτ
t|β|
‖mτ

`mτ (c̃τ,β) ≤ ρτ,β(t) ≤ eMtρτ,β(0) =

= |τ |ψ0e
MtQ(‖x0‖2

`2(a))(1 + ‖x0‖2
`2(a))

κ+1
2 mτ (|τ |+|β|−1), (4.37)

äå áóëà çàñòîñîâàíà íåðiâíiñòü (4.20). Êðiì òîãî, áóëî âèêîðèñòàíî, ùî

äëÿ âèðîäæåíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ (3.18) íîðìà ‖x̃j‖`m1
(c{j},∅) = ψ0. Êîîð-

äèíàòíà ôîðìà íåðiâíîñòi (4.37) äà¹ (4.33). Ðiâíîìiðíiñòü ñòàëî¨ M ïî

|τ |, |β| ≤ n âèïëèâà¹ ç Kp̃ = Kc̃ = 1, ðiâíîìiðíîñòi Kγ,α è ñêií÷åííîñòi

íîðìè ‖B‖L(`mτ (cτ,β)) (3.88).

4.5 Ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi ïiä äi¹þ ãiááñîâèõ ïiâãðóï â ïðî-

ñòîðàõ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ñòîõàñòè÷íèõ ïîõiäíèõ IDβξγ ó ñïåöiàëüíèõ

íàïðÿìêàõ Γtv (4.9) i òåîðåìó 4.3 ïðî iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, â öüîìó

ïóíêòi ïîêàçàíî, ùî ïiâãðóïà ãåíåðîâàíà îïåðàòîðîì åíåðãi¨ ãiááñîâî¨

ìiðè Pt (3.13) ïiäâèùó¹ ãëàäêiñòü ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ â øêàëi ïðîñòîðiâ

CΘ,r(`2(a)) íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié (îçíà÷åííÿ 3.17).

Ïî íàáîðó âàã Θ = {(p,G = G1 ⊗ · · · ⊗ Gs)} ââåäåìî íîâèé íàáið âàã
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TκΘ çà ïðàâèëîì:

TκΘ = {
(

(1+z)κ+1p(z), G1⊗ . . . Gj⊗Aκ+2⊗Gj+1⊗ . . . Gs
)
, j = 0, . . . , s},

(4.38)

òîáòî íà êîæíå ìiñöå â äîáóòêó G = G1 ⊗ · · · ⊗ Gs âñòàâëåíà äîäàòêîâà

âàãà Aκ+2, ïðè öüîìó ïîëiíîìiàëüíà âàãà äîìíîæó¹òüñÿ íà (1 + z)κ+1.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ (Θ)m =
m
∪
i=0

T iκΘ, (Θ)0 = Θ. Çàóâàæèìî, ùî ó ðà-

çi, ÿêùî íàáið âàã Θ ¹ êâàçi-ñòèñêàþ÷èì ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 3.18, òîáòî

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (3.118), òî âiäïîâiäíèé íàáið âàã (Θ)m òàêîæ ¹ êâàçi-

ñòèñêàþ÷èì. Öå âèïëèâà¹ ç ïðåäñòàâëåííÿ (Θ)i = (Θ)i−1 ∪ Tκ(Θ)i−1, à

òàêîæ óìîâè (3.118). Ïîçíà÷èìî DΘ çàìèêàííÿ â íîðìi CΘ,r ôóíêöié

f ∈ P∞cyl(RZd) òàêèõ, ùî ‖f‖CΘ,r
<∞.

Òåîðåìà 4.7. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè 3.19 i íàáið âàã Θ ¹ êâàçi-

ñòèñêàþ÷èì ç ïàðàìåòðîì κ. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî m ≥ 1, f ∈ DΘ òà

t > 0 ìà¹ìî Ptf ∈ C(Θ)m,r, i iñíóþòü òàêi ñòàëi KΘ,m, MΘ,m, ùî âèêîíàíà

îöiíêà

‖Ptf‖C(Θ)m,r
≤ 1

tm/2
KΘ,me

MΘ,mt‖f‖CΘ,r
, t > 0. (4.39)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé íàáið âàã Θ = Θ1∪· · ·∪Θn çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.118).

Ðîçãëÿíåìî f ∈ P∞cyl(RZd) òàêó, ùî ‖f‖CΘ,r
< ∞. Ç öèëiíäðè÷íîñòi ôóí-

êöi¨ f òà âëàñòèâîñòi (4.8) âèïëèâà¹, ùî íîðìà ‖f‖C(Θ)m,r
, m ≥ 1 ¹ ñêií-

÷åííîþ. Òîìó ç òåîðåìè 3.19 ìà¹ìî Ptf ∈ C(Θ)m,r i ‖Ptf‖C(Θ)m,r
<∞.

Äëÿ äîâåäåííÿ îöiíêè (4.39) äîñòàòíüî îòðèìàòè îöiíêó äëÿ ïîõiäíèõ

ïåðøîãî ïîðÿäêó ïiâãðóïè:

∀ f ∈ P∞cyl(RZd) ∀ t > 0 ‖Ptf‖C(Θ)1,r
≤ 1√

t
KeMt‖f‖CΘ,r

. (4.40)

Òîäi (4.39) âèïëèâàòèìå ç ïðåäñòàâëåííÿ Ptf = Pt/m . . . Pt/mf äëÿ f ∈

P∞cyl(RZd), îöiíêè (4.40) i âëàñòèâîñòi (Θ)i = (Θ)i−1 ∪ Tκ(Θ)i−1. Äîâåäåìî
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(4.40). Ç îçíà÷åííÿ 3.17 (3.116) âèïëèâà¹

‖Ptf‖C(Θ)1,r
= max( ‖Ptf‖CΘ,r

, max
i=1,...,n

‖∂(i+1)Ptf‖TκΘi
).

Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 3.19, îöiíêà (4.40) ìàòèìå ìiñöå, ÿêùî áóäå äîâåäå-

íî, ùî äëÿ êîæíîãî Θi, i ∈ {1, . . . , n} ç íàáîðó Θ = Θ1 ∪ · · · ∪Θn :

‖∂(i+1)Ptf‖TκΘi
≤ 1√

t
KeMt‖f‖CΘ,r

, t > 0. (4.41)

Ïîêàæåìî ìåòîäîì iíäóêöi¨, ùî (4.41) âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi:

‖∂(i+1)Ptf‖TκΘi
≤ KeMt{ 1√

t
‖∂(i)f‖Θi

+ max
`=1,...,i

(‖∂(`)f‖Θ`
, ‖∂(`)f‖TκΘ`−1

)}.

(4.42)

Áàçó iíäóêöi¨ îòðèìà¹ìî ç (4.42) ïðè i = 1. Íåõàé ïðè i ≤ i0 îöiíêà (4.41)

ìà¹ ìiñöå. Âðàõîâóþ÷è Ptf = Pt/2Pt/2f i (4.42), îòðèìà¹ìî

‖∂(i0+2)Ptf‖TκΘi0+1
= ‖∂(i0+2)Pt/2Pt/2f‖TκΘi0+1

≤

≤ KeMt/2{
√

2√
t
‖∂(i0+1)Pt/2f‖Θi0+1

+

+ max
`=1,...,i0+1

(‖∂(`)Pt/2f‖Θ`
, ‖∂(`)Pt/2f‖TκΘ`−1

)} ≤ K ′eM
′t

√
t
‖f‖CΘ,r

.

Âèùå áóëà âèêîðèñòàíà îöiíêà (3.119), iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ (4.41) òà

ñòðóêòóðà ïiâíîðì â ïðîñòîði CΘ,r. Îòæå, (4.41) i (4.40) ìàþòü ìiñöå,

ÿêùî âèêîíàíî (4.42). Äîâåäåìî îöiíêó (4.42). Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåä-

ñòàâëåííÿ (3.14) ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ {∂(i+1)Ptf}k1,...,ki+1
= ∂ki+1

. . . ∂k1
Ptf

òà çàñòîñîâóþ÷è iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè (4.14) äî ÷ëåíiâ ïðè ` = i + 1

îòðèìà¹ìî:

∂ki+1
. . . ∂k1

Ptf =
i∑

`=1

∑
γ1∪···∪γ`={k1,...,ki+1}

E 〈 ∂(`)f(ξ0), ξγ1
⊗ · · · ⊗ ξγ` 〉+

(4.43)



185

+
1

t

∑
j1,...,ji+1∈Zd

E ∂ji . . . ∂j1f(ξ0)ξj1,k1
. . . ξji+1,ki+1

∫ t

0

〈Γseji+1
, dW (s) 〉`2(1)−

(4.44)

− 1

t

i+1∑
`=1

∑
j1,...,ji+1∈Zd

E ∂ji . . . ∂j1f(ξ0)ξj1,k1
. . . IDji+1ξj`,k` . . . ξji+1,ki+1

. (4.45)

Îöiíèìî âèðàçè (4.43)�( 4.45). Â òåîðåìi 3.19 áóëî äîâåäåíî, ùî äëÿ

áóäü-ÿêîãî êâàçi-ñòèñêàþ÷îãî íàáîðó âàã Ψ = Ψ1∪· · ·∪Ψn äëÿ äîâiëüíîãî

` ≤ i ∈ {1, . . . , n} òà |γ1|+ · · ·+ |γ`| = i :

‖
∑

γ1∪···∪γ`

E 〈 ∂(`)f(ξ0), ξγ1
⊗ · · · ⊗ ξγ` 〉 ‖Ψi

≤ KeMt‖∂(`)f‖Ψ`
.

Äëÿ êâàçi-ñòèñêàþ÷îãî íàáîðó âàã Θ = Θ1 ∪ · · · ∪ Θn íàáið âàã TκΘi ¹

ïiäìíîæèíîþ êâàçi-ñòèñêàþ÷îãî íàáîðó (Θ)1 = Θ∪TκΘ = Ψ0∪· · ·∪Ψn+1,

äå Ψ1 = Θ1, Ψn+1 = TκΘn i Ψ` = Θ` ∪ TκΘ`−1, ` = 2, . . . , n. Òîìó äëÿ

áóäü-ÿêîãî i ∈ {1, . . . , n} :

‖(4.43)‖TκΘi
≤ KeMt max

`=1,...,i
(‖∂(`)f‖Θ`

, ‖∂(`)f‖TκΘ`−1
),

äå TκΘ0 = ∅. Îòæå, äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ îöiíêè (4.42) äîñèòü

ïîêàçàòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî (p,G) ∈ Θi :

‖(4.44)‖Tκ(p,G) ≤
1√
t
KeMt‖∂(i)f‖Θi

, (4.46)

‖(4.45)‖Tκ(p,G) ≤ KeMt‖∂(i)f‖Θi
(4.47)

ç Tκ(p,G) = ( (1 + z)κ+1p(z),G⊗ Aκ+2), äèâ. (4.38).

Äîâåäåìî îöiíêó (4.46). Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, ìà¹ìî

‖(4.44)‖Tκ(p,G) ≤
|||

∑
j1,...,ji+1∈Zd

(
E
|∂ji . . . ∂j1f(ξ0)|2

p(zt)

)1/2

Aj1,...,ji+1
|||G⊗Aκ+2

t (1 + ‖x0‖2
`2(a))

κ+1
2

√
p(‖x0‖2

`2(a))
,

(4.48)
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äå Ak1,...,ki+1

j1,...,ji+1
=
(
Ep(zt) |ξj1,k1

. . . ξji+1,ki+1

∫ t
0 〈Γseji+1

, dW (s) 〉`2(1)|2
)1/2

i zt =

‖ξ0(t, x0)‖2
`2(a). Ïðîñòèé íàñëiäîê ñêií÷åííîâèìiðíî¨ ôîðìóëè Iòî:

∀ v ∈ Jcyl(Ω) E
(∫ t

0

〈 vs, dW (s) 〉`2(1)

)2n

≤ (n(2n−1))ntn−1E

∫ t

0

‖vs‖2n
`2(1)ds

äà¹(
E(

∫ t

0

〈Γseji+1
, dW (s) 〉`2(1))

2(i+2)
)1/2(i+2)

≤ KeMt
√
ta
−κ+1

2

ji+1
(1+‖x0‖2

`2(a))
κ+1

2

(4.49)

ç Γs, îçíà÷åíèì â (4.9). Òóò òàêîæ áóëî âèêîðèñòàíî ‖B‖L(`2(1)) < ∞,

âëàñòèâîñòi (3.10), (3.11) ïðîöåñà ξ0(t, x0) i îöiíêó

|F ′(ξ0
j )| ≤ C(1 + |ξ0

j |)κ+1 ≤ Ca
−κ+1

2

j (1 + ‖ξ0‖2
`2(a))

κ+1
2 .

Ïîñëiäîâíå çàñòîñóâàííÿ íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà ç q` = 1/(i + 2), (4.49) i

íåëiíiéíî¨ îöiíêè (4.33) ç |β| = 0, τ = {j}, äà¹

A
k1,...,ki+1

j1,...,ji+1
≤

i+1∏
`=1

(
Ep

i+2
i+1 |ξj`,k`|2(i+2)

)1/2(i+2){
E(

∫ t

0

〈Γseji+1
, dW >)2(i+2)

}1/2(i+2)

≤

≤ KeMt
√
t(1 + ‖x0‖2

`2(a))
κ+1

2

√
p(‖x0‖2

`2(a))
a
−κ+1

2

ji+1

i+1∏̀
=1

ψj`−k`

. (4.50)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (4.50) â (4.48), îòðèìà¹ìî

‖(4.44)‖Tκ(p,G) ≤
KeMt

√
t

( ∑
k1,...,ki+1

G1
k1
. . . Gi

ki
aκ+2
ki+1
×

× |
∑

j1,...,ji+1

(E
|∂ji . . . ∂j1f(ξ0)|2

p(zt)
)1/2

a
−κ+1

2

ji+1

i+1∏̀
=1

ψj`−k`

|2
)1/2

≤

≤ KeMt

√
t

(
∑

ak)
1/2
∑
j∈Zd

δ
κ+1

2 |j|
a

ψj

( ∑
k1,...,ki

G1
k1
. . . Gi

ki
×
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× |
∑
j1,...,ji

(E
|∂ji . . . ∂j1f(ξ0)|2

p(zt)
)1/2

i∏
`=1

1

ψj`−k`
|2
)1/2

≤

≤ K ′eMt

√
t
KG,ψ‖∂(i)f‖(p,G) ≤

K ′eMt

√
t
KG,ψ‖∂(i)f‖Θi

. (4.51)

Âèùå áóëà âèêîðèñòàíà íåðiâíiñòü a
−κ+1

2

ji+1
≤ δ

κ+1
2 |ji+1−ki+1|

a a
−κ+1

2

ki+1
ç δa =

sup|k−j|=1 |ak/aj| i ëåìà 3.20 ç xj1...ji = (E
|∂ji . . . ∂j1f(ξ0)|2

p(zt)
)1/2 è b(k) =

1/ψk. Âåêòîð ψ ∈ P âèáèðà¹òüñÿ òàêèì, ùîá ñòàëàKG,ψ =
i∏̀
=1

(
∑
k∈Zd

δ
|k|/2
G`

/ψk)

â ëåìi 3.20 i ñóìà
∑
k∈Zd

δ
κ+1

2 |k|
a /ψk áóëè ñêií÷åííi. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ

íåðiâíîñòi (4.46). Îöiíêà (4.47) äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî ç âèêîðèñòàííÿì

íåëiíiéíî¨ îöiíêè (4.33) ïðè |β| ∈ {0, 1}, τ = {j} :

‖(4.45)‖Tκ(p,G) ≤
i∑

`=1

|||
∑

j1,...,ji+1∈Zd
(E
|∂ji . . . ∂j1f(ξ0)|2

p(zt)
)1/2B`

j1,...,ji+1
|||G⊗Aκ+2

t (1 + ‖x0‖2
`2(a))

κ+1
2

√
p(‖x0‖2

`2(a))

ç âèêîðèñòàííÿì

B
`;k1,...,ki+1

j1,...,ji+1
=
(
E {

i+1∏
m=1,m 6=`

p1/(i+1)(zt)|ξjm,km|2}p1/(i+1)(zt)|IDji+1ξj`,k`|2
)1/2

≤

≤
i+1∏

m=1,m6=`

(Ep(zt)|ξjm,km|2(i+1))1/2(i+1) · (Ep(zt)|IDji+1ξj`,k`|2(i+1))1/2(i+1) ≤

≤ KeMtt(1 + ‖x0‖2
`2(a))

κ+1
2

√
p(‖x0‖2

`2(a))
a
−κ+1

2

ji+1

i+1∏̀
=1

ψj`−k`

. (4.52)

Îñêiëüêè âèðàç (4.52) ç òî÷íiñòþ äî ìíîæíèêà
√
t ñïiâïàäà¹ ç (4.50),

òî çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî (4.51), ùî äîâîäèòü

(4.47).



188

4.6 Âèñíîâêè ðîçäiëó 4

Â äàíîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ ìåòîä íåëiíiéíî¨ îöiíêè çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ

äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòi ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi ïiä äi¹þ ïiâãðóïè, ùî îïè-

ñó¹ åâîëþöiþ ãiááñîâî¨ ñèñòåìè. Êðiì ìåòîäà íåëiíiéíî¨ îöiíêè äëÿ îòðè-

ìàííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñïåöiàëüíà ôîðìóëà iíòåãðó-

âàííÿ ÷àñòèíàìè, ùî äîâîäèòüñÿ â òåðìiíàõ òàê çâàíî¨ ñòîõàñòè÷íî¨ ïî-

õiäíî¨ â ìåæàõ ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà äëÿ ôóíêöiîíàëiâ íàä ïðîñòîðîì

Âiíåðà. Çàïðîïîíîâàíèé â äèñåðòàöi¨ ìåòîä îòðèìàííÿ òàêî¨ ôîðìóëè

iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äîçâîëÿ¹ ïîçáóòèñÿ ñèíãóëÿðíîñòi, ùî âèíèêà¹

â ÷èñëåííi Ìàëëÿâåíà, ÿêùî ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ìà¹

ïðèíöèïîâî íåîáìåæåíi êîåôiöi¹íòè, ùî çðîñòàþòü íà íåñêií÷åííîñòi. Íà

îñíîâi öèõ ðåçóëüòàòiâ äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi ïiä

äi¹þ ãiááñîâî¨ ïiâãðóïè â øêàëi ïðîñòîðiâ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíèõ

ôóíêöié, ùî áóëè ââåäåíi ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi. Äëÿ ðåàëiçàöi¨ öi¹¨

ïðîãðàìè òàêîæ äîâåäåíî ïðîìiæíi ðåçóëüòàòè ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü òà íå-

ïåðåðâíiñòü çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ñòîõàñòè÷íèõ ïîõiäíèõ âiä ðîçâ'ÿçêó

âèõiäíîãî ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ, à òàêîæ îòðèìàíî îöiíêè íà ñòîõàñòè-

÷íi ïîõiäíi âiä âàðiàöié çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ. Ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi ïiä

äi¹þ ãiááñîâî¨ ïiâãðóïè îòðèìàíî íà îñíîâi íåëiíiéíî¨ îöiíêè äëÿ âèðàçó,

ùî ïî¹äíó¹ ñòîõàñòè÷íi ïîõiäíi òà âàðiàöi¨ çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ.



ÐÎÇÄIË 5

ÐÅÃÓËßÐÍIÑÒÜ ÍÅËIÍIÉÍÈÕ ÏÎÒÎÊIÂ ÍÀ

ÍÅÊÎÌÏÀÊÒÍÈÕ ÐIÌÀÍÎÂÈÕ ÌÍÎÃÎÂÈÄÀÕ

Â äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ íåëiíiéíå äèôóçiéíå ðiâíÿííÿ

δξxt = A0(ξ
x
t )dt+

d∑
α=1

Aα(ξxt )δW α
t , ξx0 = x (5.1)

íà íåêîìïàêòíîìó îði¹íòîâàíîìó C∞-ãëàäêîìó ïîâíîìó çâ'ÿçíîìó ði-

ìàíîâîìó ìíîãîâèäi M áåç êðàþ. Âèùå δW α ïîçíà÷à¹ äèôåðåíöiàëè

Ñòðàòîíîâè÷à îäíîâèìiðíèõ íåçàëåæíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâW α
t , α =

1, . . . , d. Ãåíåðàòîðîì òàêîãî ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

âèñòóïà¹ îïåðàòîð äðóãîãî ïîðÿäêó

Lf =
1

2

d∑
α=1

Aα(Aαf) + A0f, (5.2)

ó ÿêîãî êîåôiöi¹íòè A0, Aα ¹ ãëîáàëüíî îçíà÷åíi C∞-ãëàäêi âåêòîðíi ïîëÿ

íàä M . Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.1) ðîçóìi¹òüñÿ ó ñòàíäàðòíîìó ñåíñi [97,

99,134].

Îçíà÷åííÿ 5.1. Íåïåðåðâíèé àäàïòîâàíèé ëîêàëüíî iíòåãðîâàíèé ïðî-

öåñ ξxt íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (Ω,F,Ft,P) íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì ðiâ-

íÿííÿ (5.1), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì
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f ∈ C∞0 (M) ìàéæå âñþäè âèêîíàíà òîòîæíiñòü:

f(ξxt ) = f(x) +

∫ t

0

d∑
α=1

(Aαf)(ξxs )δW α
s +

∫ t

0

(Ã0f)(ξxs )ds, (5.3)

äå Ã0 = A0 + 1
2

d∑
α=1
∇AαAα. Äëÿ òîãî, ùîá äîñëiäèòè ïèòàííÿ ùîäî çáå-

ðåæåííÿ òà ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi ïiä äi¹þ ïiâãðóïè ç ãåíåðàòîðîì L,

íåîáõiäíî äîâåñòè àíàëîã ïðåäñòàâëåííÿ (3.14) íà ìíîãîâèäi M . Öå, â

ñâîþ ÷åðãó, âèìàãà¹ ãåîìåòðè÷íî iíâàðiàíòíîãî (òîáòî iíâàðiàíòíîãî âiä-

íîñíî çàìiíè êîîðäèíàò â áóäü-ÿêié ëîêàëüíié êàðòi) îçíà÷åííÿ âàðiàöi¨

çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ òà ¨¨ íîðìè.

Ïðè ñòàíäàðòíîìó ïiäõîäi äî çàäà÷i ðåãóëÿðíîñòi çà ïî÷àòêîâîþ óìî-

âîþ ðîçâ'ÿçîê äèôóçiéíîãî ðiâíÿííÿ (5.1) ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê âèïàäêîâå

âiäîáðàæåííÿ: M 3 x → ξxt ∈ M , i ïîõiäíà âèñîêîãî ïîðÿäêó çà ïî-

÷àòêîâîþ óìîâîþ x ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ïðîöåñ dnxξ
x
t . Ïðè öüîìó îïåðàòîð

äèôåðåíöiþâàííÿ d : TM → TM çàäà¹òüñÿ íà äîòè÷íîìó ïðîñòîði TM

ìíîãîâèäó íàñòóïíèì ÷èíîì: äëÿ äîâiëüíî¨ ãëàäêî¨ êðèâî¨ z : [−ε, ε)→

M, z(0) = x, òà âiäîáðàæåííÿ f : M → M ìà¹ áóòè âèêîíàíà ðiâíiñòü
df(z(ε))

dε

∣∣∣
ε=0

= dfz(0)[z
′(0)].

Ïðè òàêîìó ïiäõîäi âàðiàöiéíi ïðîöåñè âèñîêîãî ïîðÿäêó çàäàþòüñÿ

ó äîòè÷íèõ ïðîñòîðàõ âèùîãî ïîðÿäêó T nxM, T nξxtM â ñåíñi íàñòóïíî¨

êîìóòàòèâíî¨ äiàãðàìè

Mx
T−→ TxM

T−→ T 2
xM

T−→ . . .
T−→ T nxM

↓ ξt ↓ dξt ↓ d2ξt ↓ dnξt

Mξxt

T−→ TξxtM
T−→ T 2

ξxt
M

T−→ . . .
T−→ T nξxtM

Ïðîòå íåîáõiäíî çàóâàæèòè, ùî ëèøå äëÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó äîòè÷íèé

îïåðàòîð d : TM → TM , ÿêèé ñïiâïàäà¹ ç ÷àñòèííîþ ïîõiäíîþ, ¹ òåíçîð-
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iíâàðiàíòíèì. Äëÿ âèùîãî ïîðÿäêó íåîáõiäíî ââîäèòè òàê çâàíi êîâàði-

àíòíi ïîõiäíi äëÿ çáåðåæåííÿ iíâàðiàíòíîñòi.

Äîäàòêîâi ñêëàäíîñòi âèíèêàþòü ó âèïàäêó ñòîõàñòè÷íèõ äèôóçiéíèõ

ðiâíÿíü, ðîçâ'ÿçêè ÿêèõ ïðèíöèïîâî íå ìîæóòü áóòè êóñêîâî- ãëàäêèìè

âiäîáðàæåííÿìè. Äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü áóëè çàïðîïîíîâàíi ðiçíié ïiäõîäè

êîðåêòíîãî îçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçiâ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿííÿ íà ìíîãîâèäi, òà

îçíà÷åííÿ ¨õ âàðiàöié çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Çîêðåìà, ç îäíîãî áîêó

áóëè çàïðîïîíîâàíi ñïåöiàëüíi òàê çâàíi ðîçøàðóâàííÿ Iòî, òàêîæ âèêî-

ðèñòîâóâàëîñü ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ â òåðìiíàõ iíòåãðàëà

Ñòðàòîíîâè÷à [9, 97].

Ó âiäîìèõ ïiäõîäàõ äî çàäà÷i ãëàäêîñòi ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíî-

ãî ðiâíÿííÿ çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ [4,9,132,192] ïðèïóñêàëàñÿ êîìïàêò-

íiñòü ìíîãîâèäó àáî iñíóâàííÿ ðiâíîìiðíîãî åêñïîíåíöiéíîãî àòëàñó, ó

ëîêàëüíèõ êîîðäèíàòíèõ îêîëàõ ÿêîãî çàäà÷ó ðåãóëÿðíîñòi ìîæíà çâå-

ñòè äî ëîêàëüííèõ îöiíîê íà ðiçíèöåâèé âèðàç äëÿ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

∂
(n)
x ξx+εh

t − ∂(n)
x ξxt

ε
−

dimM∑
i=1

hi
∂(∂

(n)
x ξxt )

∂xi
. (5.4)

Ïðîòå òàêèé ïiäõiä ¹ ãåîìåòðè÷íî íåiíâàðiàíòíèì i ïðèâîäèòü äî óìîâ

ãëîáàëüíî¨ îáìåæåíîñòi ãåîìåòði¨ ìíîãîâèäó àáî êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ.

Îòðèìàíi ó òàêèé ñïîñiá óìîâè ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêó çà ïî÷àòêîâîþ

óìîâîþ ïîëÿãàþòü ó ãëîáàëüíî ëiïøèöåâèõ ïðèïóùåííÿõ íà êîåôiöi¹íòè

ðiâíÿííÿ A0, Aα òà ðiâíîìiðíèõ îöiíêàõ íà êðèâèíó ìíîãîâèäó ç îäíî÷à-

ñíîþ îáìåæåíiñòþ âñiõ ¨õ ïîõiäíèõ.

Îêðåìî ñëiä ñêàçàòè ïðî äîñëiäæåííÿ Õ. Êóíiòè [154], ÿêi ìàþòü ãåî-

ìåòðè÷íî iíâàðiàíòíèé õàðàêòåð, ïðîòå äàþòü ëèøå ÿêiñíó âiäïîâiäü ïðî

ãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêó ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ çà ïî÷àò-
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êîâîþ óìîâîþ i íå äàþòü ìîæëèâîñòi âèïèñàòè êiëüêiñíi îöiíêè íà âàði-

àöi¨ âèñîêèõ ïîðÿäêiâ, ÿêi á â ïîäàëüøîìó ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè

äîñëiäæåííi ãëàäêèõ âëàñòèâîñòåé àñîöiéîâàíî¨ ç ñòîõàñòè÷íèì ðiâíÿí-

íÿì ïiâãðóïè.

Â öüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîâåäåíî ñïiââiäíîøåííÿ, ùî ïîâ'ÿçóþòü

êîâàðiàíòíi ïîõiäíi ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ òà ïiâãðóïè, ùî äi¹ íà íå¨. Â

ðåçóëüòàòi âèíèêàþòü íîâi ãåîìåòðè÷íi îá'¹êòè ∇∇(n)ξxt , ÿêi âêëþ÷àþòü

â ñåáå âàðiàöi¨ âèñîêîãî ïîðÿäêó çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ x ïðîöåñó ξxt i

îäíî÷àñíî ìàþòü iíâàðiàíòíó òåíçîðíó âëàñòèâiñòü.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âèêîðèñòàííÿ òàêîãî îçíà÷åííÿ âàðiàöié i ââåäåííÿ

ïîíÿòòÿ çìiøàíîãî òåíçîðà çà çìiííèìè (x, ξxt ) äîçâîëÿ¹ â iíâàðiàíòíié

ôîðìi âèïèñàòè âàðiàöiéíi ðiâíÿííÿ äëÿ ïðîöåñó ξxt i âèçíà÷èòè ìiñöå

êðèâèíè ìíîãîâèäó â êîåôiöi¹íòàõ âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü. Êðiì òîãî, ïî-

íÿòòÿ çìiøàíîãî òåíçîðà ïðèðîäíèì ÷èíîì ïðèâîäèòü äî âèçíà÷åííÿ ií-

âàðiàíòíî¨ íîðìè âàðiàöi¨ i äà¹ ìîæëèâiñòü îòðèìóâàòè íåîáõiäíi îöiíêè

íà ¨õ ïîâåäiíêó ó âèïàäêó, êîëè ìíîãîâèä íå ¹ êîìïàêòíèì.

Ïðîòå íàéâàæëèâiøèì íàñëiäêîì ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ çìiøàíîãî òåíçîðà

òà∇∇(n)-âàðiàöié ïðîöåñó ξxt ¹ iíâàðiàíòíå ïðåäñòàâëåííÿ ïîõiäíèõ ïiâãðó-

ïè Pt àñîöiéîâàíî¨ ç íåëiíiéíèì ðiâíÿííÿì (5.1):

(Ptf)(x) = Ef(ξxt ). (5.5)

Äiéñíî, çàñòîñóâàííÿ êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó äî (5.5) äà¹

∇kPtf(x) =
∂

∂xk
Ef(ξxt ) = E

∂f(ξxt )

∂ξm
∂(ξxt )m

∂xk
. (5.6)

Öå ïðåäñòàâëåííÿ ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ëîêàëüíî¨ çàìiíè êîîðäèíàò,

îñêiëüêè â (5.6) âàðiàöi¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó
∂(ξxt )m

∂xk
çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

¹ êîâåêòîðíèì ïîëåì çà iíäåêñîì k âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ ïåðåòâîðåíü
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(x)→ (x′) â îêîëi ïî÷àòêîâîãî äàíîãî x òà âåêòîðíèì ïîëåì çà iíäåêñîì

m âiäíîñíî çàìiíè ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò (ξ) → (ξ′) â îêîëi �êiíöåâî¨�

òî÷êè, â ÿêié çíàõîäèòüñÿ ïðîöåñ ξxt , ùî ñòàðòó¹ ç x.

Ùîá çíàéòè iíâàðiàíòíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ïîõiäíèõ ïiâãðóï âèñîêèõ

ïîðÿäêiâ, ñïî÷àòêó îáðàõó¹ìî êîâàðiàíòíó ïîõiäíó äðóãîãî ïîðÿäêó

∇k∇jPtf(x) = { ∂

∂xk
∂

∂xj
− Γ h

k j(x)
∂

∂xh
}Ptf(x) =

= E{ ∂

∂xk
∂

∂xj
− Γ h

k j(x)
∂

∂xh
}f(ξxt ) =

= E{∂f(ξ)

∂ξm
∂2ξm

∂xk∂xj
+
∂2f(ξ)

∂ξm∂ξn
∂ξm

∂xk
∂ξn

∂ξj
− Γ h

k j(x)
∂f(ξ)

∂ξm
∂ξm

∂xh
},

(5.7)

äå Γ h
k j ïîçíà÷à¹ ñèìâîë Êðèñòîôåëÿ ðiìàíîâî¨ çâ'ÿçíîñòi. Ñôîðìóâàâøè

êîâàðiàíòíi ïîõiäíi f ó ïðàâié ÷àñòèíi (5.7), âèêîðèñòîâóþ÷è

∇ξ
`f(ξ) =

∂

∂ξ`
f(ξ),

∇ξ
m∇ξ

nf(ξ) =
∂

∂ξm
∂

∂ξn
f(ξ)− Γ `

m n(ξ)
∂

∂ξ`
f(ξ)

ïåðåïèøåìî (5.7) ó âèãëÿäi:

∇k∇jPtf(x) = E
{(
∇ξ
m∇ξ

nf(ξ) + Γ `
m n(ξ)∇

ξ
`f(ξ)

) ∂ξm
∂xk

∂ξm

∂xj
+

+∇ξ
mf(ξ)(

∂2ξm

∂xk∂xj
− Γ h

k j(x)
∂ξm

∂xh
)
}

= (5.8)

= E
{
∇ξ
m∇ξ

nf(ξ)
∂ξm

∂xk
∂ξn

∂xj
+

+∇ξ
mf(ξ)

( ∂2ξm

∂xk∂xj
− Γ h

k j(x)
∂ξm

∂xh
+ Γ m

` n(ξ)
∂ξ`

∂xk
∂ξn

∂xj

)}
.

(5.9)

Ïåðøèé äîäàíîê∇ξ∇ξf · ∂ξ
∂x

∂ξ

∂x
, î÷åâèäíî, ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ïå-

ðåòâîðåíü êîîðäèíàò (x)→ (x′) òà (ξ)→ (ξ′). ßêùî çãðóïóâàòè ïåðøèé
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i äðóãèé äîäàíîê ó äóæêàõ â ôîðìóëi (5.9), òî âií ìàòèìå âèãëÿä:

∇x
k(
∂ξm

∂xj
) + Γ m

` h(ξ)
∂ξ`

∂xk
∂ξh

∂xj
. (5.10)

â òåðìiíàõ êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨ ïî çìiííié x i, î÷åâèäíî, áóäå iíâàði-

àíòíèì âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü (x)→ (x′) ïðè áóäü-ÿêîìó ôiêñîâàíîìó ξ.

ßêùî çãðóïóâàòè ïåðøèé i òðåòié äîäàíîê ó äóæêàõ ó ôîðìóëi (5.9), i

âèêîðèñòàòè, ùî
∂

∂xk
=
∂ξ`

∂xk
∂

∂ξ`
, òî öåé âèðàç íàáóäå íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

∂

∂xk
(
∂ξm

∂xj
)− Γ h

k j(x)
∂ξm

∂xh
+ Γ m

` h(ξ)
∂ξ`

∂xk
∂ξn

∂xj
=

=
∂ξ`

∂xk
∂

∂ξ`
(
∂ξm

∂xj
)− Γ h

k j(x)
∂ξm

∂xh
+ Γ m

` h(ξ)
∂ξ`

∂xk
∂ξn

∂xj
=

=
∂ξ`

∂xk
∇ξ
`(
∂ξm

∂xj
)− Γ h

k j(x)
∂ξm

∂xh
, (5.11)

i î÷åâèäíî, ùî âií ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ ïåðåòâîðåíü

(ξ)→ (ξ′) ïðè ôiêñîâàíîìó x. Ïðîòå âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âèðàç â äóæêàõ â

(5.9) áóäå iíâàðiàíòíèì òåíçîðîì, ÿêùî ðîçãëÿäàòè îäíî÷àñíî ïåðåòâî-

ðåííÿ âiäíîñíî x òà ξ êîîðäèíàò, òîìó ¹ ïiäñòàâè ââåñòè íîâèé îá'¹êò,

ÿêèé ìîæíà íàçâàòè âàðiàöi¹þ ïðîöåñó ξxt .

Äëÿ ìíîæèíè iíäåêñiâ γ = {k1, . . . , kn} âàðiàöi¹þ ïðîöåñó ξxt ïîðÿäêó

|γ| íàçèâà¹òüñÿ ïðîöåñ ∇∇γξ
x
t , ÿêèé çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèìè ðåêóðåíòíèìè

ñïiââiäíîøåííÿìè [61, îçíà÷åííÿ 1]:
∇∇k(ξ

x
t )m =

∂(ξxt )m

∂xk
,

∇∇k(∇∇γ(ξ
x
t )m) = ∇x

k(∇∇γ(ξ
x
t )m) + Γ m

p q(ξ
x
t )∇∇γ(ξ

x
t )p

∂(ξxt )q

∂xk
,

(5.12)

äå ∇x
k(∇∇γξ

m) ïîçíà÷à¹ êëàñè÷íó êîâàðiàíòíó ïîõiäíó ïî çìiííié x

∇x
k(∇∇γξ

m) = ∂xk (∇∇γξ
m)−

∑
j∈γ

Γ h
k j(x)∇∇γ|j=hξ

m (5.13)

òà ∇∇γ|j=hξ
m îçíà÷à¹ çàìiíó iíäåêñó j ó íàáîði iíäåêñiâ γ íà h. Iíäåêñè

m, p, q âiäíîñÿòüñÿ äî êîîðäèíàòíèõ îêîëiâ òî÷êè, äå çíàõîäèòüñÿ ïðîöåñ
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ξxt , à iíäåêñè k, j, h äî êîîðäèíàòíèõ îêîëiâ ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè x. Òåíçîðíà

iíâàðiàíòíiñòü öüîãî îá'¹êòà áóëà äîâåäåíà â [48].

Ôàêòè÷íî, òàêèì ÷èíîì ââåäåíà âàðiàöiÿ ¹ âåêòîðíèì ïîëåì çà çìií-

íîþ ξxt òà êîâåêòîðíèì ïîëåì |γ|-ãî ïîðÿäêó ïî çìiííié x :

∇∇(n)ξxt = {∇∇γ(ξ
x
t )m}|γ|=n ∈ TξxtM ⊗ (T ∗xM)⊗n.

Çàïðîïîíîâàíèé ïiäõiä äà¹ ìîæëèâiñòü äàòè iíâàðiàíòíå îçíà÷åííÿ

íîðìè òàêî¨ âàðiàöi¨ íàñòóïíèì ÷èíîì:

‖∇∇(j)ξxt ‖2 = gmn(ξ
x
t )

[
j∏
s=1

gisks(x)

]
∇∇i1,...,ijξ

m
t · ∇∇k1,...,kjξ

n
t , (5.14)

äå gmn òà gik ïîçíà÷àþòü âiäïîâiäíî ìåòðè÷íèé i îáåðíåíèé ìåòðè÷íèé

òåíçîðè ìíîãîâèäó. Ââåäåííÿ òàêî¨ íîðìè äîçâîëÿ¹ êîðåêòíî ñòàâèòè çà-

äà÷ó ïðî îöiíêè òà ïîâåäiíêó âàðiàöié i âèêîðèñòîâóâàòè ¨õ ïðè äîâåäåííi

ãëàäêèõ âëàñòèâîñòåé àñîöiéîâàíî¨ ç ïðîöåñîì ξxt ïiâãðóïè.

Âèêîðèñòàííÿ âàðiàöié ∇∇γξ
x
t äà¹ ìîæëèâiñòü îòðèìàòè íàñòóïíi iíâà-

ðiàíòíi ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ñòàíäàðòíèõ êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ ïiâãðóïè

(äèâ. òåîðåìó 5.17):

∇x
γPtf(x) =

∑
γ1∪···∪γs=γ

E
(
∇ξ
{j1,...,js}f

)
(ξxt )∇∇γ1

ξj1t . . .∇∇γsξ
js
t , (5.15)

äå âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ ∇x
γ = ∇x

k1
. . .∇x

kn
äëÿ γ = {k1, . . . , kn} äëÿ

êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ.

Òàêèì ÷èíîì, ñòðîãèé àíàëiç âëàñòèâîñòåé ïiâãðóïè âèõiäíîãî ñòîõà-

ñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (5.1) âèìàãà¹ äîñëiäæåííÿ âëàñòè-

âîñòåé ââåäåíèõ âèùå âàðiàöié âiä éîãî ðîçâ'ÿçêiâ.
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5.1 Òåíçîðè âiä çìiøàíèõ êîîðäèíàò (x, ξxt ) òà ðåêóðåíòíà

ôîðìà âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü âèñîêèõ ïîðÿäêiâ

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè ðiâíÿííÿ, ÿêèì ìàþòü çàäîâîëüíÿòè âàðiàöi¨ âè-

ñîêèõ ïîðÿäêiâ íåîáõiäíî ââåñòè äåêiëüêà îçíà÷åíü.

Îçíà÷åííÿ 5.2. Ñêàæåìî, ùî îá'¹êò u(i/α)
(j/β) ¹ çìiøàíèì òåíçîðîì âiä-

íîñíî êîîðäèíàòíèõ ïåðåòâîðåíü (x) → (x′) i (φ) → (φ′), ÿêùî éîãî

êîîðäèíàòè

u
(i/α)
(j/β) = u

i1...ip/α1...αr
j1...jq/β1...βs

óòâîðþþòü T p,qx M òåíçîð çà ìóëüòè-iíäåêñàìè (i) = (i1, . . . , ip) òà (j) =

(j1, . . . , jq) âiäíîñíî ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò (xk) òà óòâîðþþòü T r,sM òåí-

çîð çà ìóëüòè-iíäåêñàìè (α), (β) âiäíîñíî ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò (φm).

Òîáòî ïðè îäíî÷àñíié çàìiíi ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò (xk)→ (xk
′
) i (φm)→

(φm
′
) ìà¹ìî íàñòóïíèé çàêîí ïåðåòâîðåííÿ:

u
(i/α)
(j/β) =

∂x(i)

∂x(i′)

∂x(j′)

∂x(j)

∂φ(α)

∂φ(α′)

∂φ(β′)

∂φ(β)
u

(i′/α′)
(j′/β′) (5.16)

ç âiäïîâiäíèìè ÿêîáiàíàìè
∂x(i)

∂x(i′)
=
∂xi1

∂xi
′
1
. . .

∂xip

∂xi
′
p
,
∂φ(α)

∂φ(α′)
=
∂φα1

∂φα
′
1
. . .

∂φαs

∂φα′s
.

Íàäàëi áåç ñïåöiàëüíîãî çàóâàæåííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñòàíäàðòíà â

äèôåðåíöiàëüíié ãåîìåòði¨ äîìîâëåíiñòü ïðî ñóìóâàííÿ ïî âåðõíiì òà

íèæíiì iíäåêñàì, ùî ñïiâïàäàþòü.

Ïðîñòèì ïðèêëàäîì çìiøàíîãî òåíçîðà ¹ äîáóòîê äâîõ òåíçîðiâ

u
(α)
(β)(ξ

x
t )v

(i)
(j)(x), ÿêi çàäàíi â îêîëàõ òî÷îê (x) i (ξxt ) âiäïîâiäíî. Iíøèì

ïðèêëàäîì òàêèõ òåíçîðiâ áóäóòü äàþòü âàðiàöi¨ ∇∇j1 . . .∇∇jk(ξ
x
t )m.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî (φm)-êîîðäèíàòè çìiøàíîãî òåíçîðà åôåêòèâ-

íèì ÷èíîì çàëåæàòü âiä êîîðäèíàò (xk). Òîäi ìîæíà ââåñòè àíàëîã êî-

âàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨ çìiøàíîãî òåíçîðà çà çìiííîþ x.
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Îçíà÷åííÿ 5.3. ∇∇-ïîõiäíà çìiøàíîãî òåíçîðà çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì

÷èíîì:

∇∇ku
(i/α)
(j/β) =

∂

∂xk
u

(i/α)
(j/β) +

∑
s∈(i)

Γ s
k h(x)u

(i/α)|s=h
(j/β) −

∑
s∈(j)

Γ h
k s(x)u

(i/α)
(j/β)|s=h+

(5.17)

+
∑
ρ∈(α)

Γ ρ
σ δ(φ(x))u

(i/α)|ρ=σ
(j/β)

∂φδ

∂xk
−
∑
ρ∈(β)

Γ σ
ρ δ(φ(x))u

(i/α)
(j/β)|ρ=σ

∂φδ

∂xk
. (5.18)

Âèùå (i/a)|ρ=σ îçíà÷à¹, ùî â ìóëòè-iíäåêñi (a) = (a1, . . . , a`) çàìiñòü

îäíîãî ç iíäåêñiâ âñòàâëåíî iíäåêñ σ òà âèêîðèñòàíà ñòàíäàðòíà äîìîâ-

ëåíiñòü ïðî ñóìóâàííÿ ïî íèæíiì òà âåðõíiì iíäåêñàì.

Ðÿäîê (5.17) â öüîìó îçíà÷åííi ñïiâïàäà¹ ç îçíà÷åííÿì êîâàðiàíòíî¨

ïîõiäíî¨ òåíçîðà çà êîîðäèíàòàìè (xk), ðÿäîê (5.18), ôàêòè÷íî, âiäïîâi-

äà¹ çà òå, ùî âèðàç â öiëîìó ¹ òåíçîðîì âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò

(φm). Òåíçîðíèé õàðàêòåð ∇∇-ïîõiäíî¨ ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíiì ïiä-

ðàõóíêîì. Ïðè öüîìó ∇∇-ïîõiäíà çàäà¹ òåíçîð áiëüøî¨ âàëåíòíîñòi i ìà¹

ìiñöå íàñòóïíèé çàêîí ïåðåòâîðåííÿ:

∇∇ku
(i/α)
(j/β) =

∂xk
′

∂xk
∂x(i)

∂x(i′)

∂x(j′)

∂x(j)

∂φ(α)

∂φ(α′)

∂φ(β′)

∂φ(β)
∇∇k′u

(i′/α′)
(j′/β′).

Öÿ âëàñòèâiñòü ¹ íàñëiäêîì çàêîíó ïåðåòâîðåííÿ êîåôiöi¹íòiâ ðiìàíîâî¨

çâ'ÿçíîñòi [48]. Âàæëèâà â ïîäàëüøîìó âëàñòèâiñòü ∇∇-ïîõiäíî¨ ïîëÿãà¹

ó íàñòóïíîìó çàêîíi ñóïåðïîçèöi¨: ÿêùî u(α)
(β) ¹ çâè÷àéíèì òåíçîðîì íà

ìíîãîâèäi M , òî

∇∇ku
(α)
(β)(φ(x)) = (∇`u

(α)
(β))(φ(x))

∂φ`

∂xk
. (5.19)

Öÿ âëàñòèâiñòü òàêîæ ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì. Çàñòî-

ñó¹ìî ¨¨ äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè âèãëÿä ðiâíÿííÿ, ÿêîìó ìàþòü çàäî-

âîëüíÿòè âàðiàöi¨ âèñîêèõ ïîðÿäêiâ. Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ðiâíÿííÿ (5.1)
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ïî ïî÷àòêîâié óìîâi x :

δ(
∂ξmt
∂xk

) = (
∂

∂xk
Am
α (ξt))δW

α
t + (

∂

∂xk
Am

0 (ξt))dt. (5.20)

Äîäàþ÷è òà âiäíiìàþ÷è íåîáõiäíi ÷ëåíè ç êîåôiöi¹íòàìè çâ'ÿçíîñòi Γ(ξ)

ó ðiâíÿííi (5.20) òà âiäîêðåìëþþ÷è ÷ëåíè ç∇∇-ïîõiäíîþ âåêòîðíèõ ïîëiâ

A0(ξ
x
t ), Aα(ξxt ), îòðèìà¹ìî:

δ(
∂ξm

∂xk
) = (∇∇kA

m
α (ξ)−Γ m

p q(ξ)A
p
α

∂ξq

∂xk
)δW α+(∇∇kA

m
0 (ξ)−Γ m

p q(ξ)A
p
0

∂ξq

∂xk
)dt.

Ïiñëÿ çãðóïóâàííÿ ÷ëåíiâ ç êîåôiöi¹íòàìè çâ'ÿçíîñòi òà âèêîðèñòàííÿ ¨¨

ñèìåòðè÷íîñòi Γ m
p q = Γ m

q p, îòðèìà¹ìî:

δ(
∂ξmt
∂xk

) = −Γ m
p q(ξt)

∂ξpt
∂xk

δξqt +∇∇k(A
m
α (ξt))δW

α
t +∇∇k(A

m
0 (ξt))dt, (5.21)

îñêiëüêè ñàì ïðîöåñ ξxt çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (5.1). Òàêèì ÷èíîì, ç òî÷-

íiñòþ äî ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó (ÿêèé çàäà¹òüñÿ âèðàçîì, ùî ìiñòèòü

êîåôiöi¹íòè çâ'ÿçíîñòi) ðiâíÿííÿ íà âàðiàöiþ ïåðøîãî ïîðÿäêó çàäà¹òüñÿ

ðiâíÿííÿì, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî óòâîðåíi ÿê ∇∇-ïîõiäíi âiä êîåôiöi¹íòiâ âè-

õiäíîãî ðiâíÿííÿ. Öå ñïîñòåðåæåííÿ áóäå âèêîðèñòàíî â ïîäàëüøîìó äëÿ

îá÷èñëåííÿ âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü âèñîêèõ ïîðÿäêiâ.

Òåîðåìà 5.4. [61, òåîðåìà 7] Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíÿííÿ íà ∇∇-âàðiàöiþ

∇∇γξ
m, |γ| ≥ 1 ìà¹ âèãëÿä

δ(∇∇γξ
m) = −Γ m

p q(∇∇γξ
p)δξq +M m

γ iδW
i +Nm

γ dt. (5.22)

Òîäi âàðiàöiÿ íàñòóïíîãî ïîðÿäêó ∇∇k∇∇γξ
m = ∇∇x

γ∪{k}ξ
m çàäîâîëüíÿ¹ ðiâ-

íÿííÿ:

δ(∇∇γ∪{k}ξ
m) =− Γ m

p q(∇∇γ∪{k}ξ
p)δξq +R m

p `q(∇∇γξ
p)
∂ξ`

∂xk
δξq+

+ (∇∇kM
m
γ i)δW

i + (∇∇kN
m
γ )dt. (5.23)
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Òîáòî êîåôiöi¹íòè âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü ðåêóðåíòíî ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíî-

øåííÿìè: 
M m

γ∪{k} i = ∇∇kM
m
γ i +R m

p `q(∇∇γξ
p)
∂ξ`

∂xk
Aq
i ;

Nm
γ∪{k} = ∇∇kN

m
γ +R m

p `q(∇∇γξ
p)
∂ξ`

∂xk
Aq

0,

(5.24)

äå R ïîçíà÷à¹ òåíçîð ðiìàíîâî¨ êðèâèíè ìíîãîâèäó:

R j
i kl =

∂Γ j
i k

∂xl
−
∂Γ j

i l

∂xk
+ Γ p

i kΓ
j
p l − Γ p

i lΓ
j
p k. (5.25)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü íèæ÷å íå áóäå âêàçóâàòèñü çàëå-

æíiñòü êîåôiöi¹íòiâ çâ'ÿçíîñòi Γ âiä çìiííî¨ ξxt , ïðîòå çàëåæíiñòü âiä çìií-

íî¨ x âêàçó¹òüñÿ çàâæäè. Âèêîðèñòà¹ìî îçíà÷åííÿ ∇∇-ïîõiäíî¨∫
δ(∇∇k∇∇γξ

m) =

∫
δ{ ∂xk∇∇γξ

m+Γ m
p q(ξ)

∂ξp

∂xk
∇∇γξ

q−
∑
s∈γ

Γ h
k s(x)∇∇γ|s=hξ

m}.

(5.26)

Äî ïåðøîãî äîäàíêó â (5.26) çàñòîñó¹ìî ïðèïóùåííÿ (5.22), òîäi çàñòî-

ñîâóþ÷è âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Ñòðàòîíîâè÷à∫
X δ(

∫
Y δZ) =

∫
XY δZ, (5.27)

îòðèìà¹ìî

(5.26)1 =

∫
δ(∂xk

∫
{−Γ m

p q(∇∇γξ
p)δξq +M m

γ iδW
i +Nm

γ dt}) =

= −
∫
∂Γ m

p q

∂ξ`
∂ξ`

∂xk
(∇∇γξ

p)δξq −
∫

Γ m
p q(∇∇γξ

p)δ(
∂ξq

∂xk
)− (5.28)

−
∫

Γ m
p q(∂

x
k∇∇γξ

p)δξq +

∫
{∂xkM m

γ iδW
i + ∂xkN

m
γ dt}. (5.29)

Äðóãèé äîäàíîê â (5.26) ïåðåïèøåìî âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Ñòðà-

òîíîâè÷à-Iòî, ïðèïóùåííÿ (5.22) òà âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà, â ðåçóëüòàòi

îòðèìà¹ìî:

(5.26)2 =

∫
Γ m
p q

∂ξp

∂xk
δ(∇∇γξ

q) +

∫
Γ m
p q(∇∇γξ

q)δ(
∂ξp

∂xk
)+
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+

∫
∂ξp

∂xk
(∇∇γξ

q)δΓ m
p q(ξ) =

=

∫
Γ m
p q

∂ξp

∂xk
{−Γ q

` s(∇∇γξ
`)δξs +M m

γ iδW
i +N q

γdt}+ (5.30)

+

∫
Γ m
p q(∇∇γξ

q)δ(
∂ξp

∂xk
) +

∫
∂ξp

∂xk
(∇∇γξ

q)
∂Γ m

p q

∂ξ`
δξ`. (5.31)

Äî îñòàííüîãî äîäàíêó â (5.26) òàêîæ çàñòîñó¹ìî ïðèïóùåííÿ (5.22):

(5.26)3 = −
∑
s∈γ

∫
Γ h
k s(x){−Γ m

p q(ξ)(∇∇γ|s=hξ
p)δξq+M m

γ|s=h iδW
i+Nm

γ|s=hdt}.

(5.32)

Ïåðåòâîðèìî ïåðøèé âèðàç â (5.29) âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ∇∇-ïîõiäíî¨:

(5.29)1 = −
∫

Γ m
p q(∂

x
k∇∇γξ

p)δξq = −
∫

Γ m
p q(∇∇k∇∇γξ

p)δξq+

+

∫
Γ m
p qΓ

p
` n

∂ξ`

∂xk
(∇∇γξ

n)δξq −
∑
s∈γ

∫
Γ m
p q(ξ)Γ

h
k s(x)(∇∇γ|s=hξ

p)δξq. (5.33)

Çàóâàæèìî, ùî äðóãèé âèðàç â (5.28) ñêîðî÷ó¹òüñÿ ç ïåðøèì âèðàçîì

â (5.31), òðåòié âèðàç â (5.33) ñêîðî÷ó¹òüñÿ ç ïåðøèì âèðàçîì â (5.32),

à äðóãèé i òðåòié äîäàíêè â (5.29), (5.30) òà (5.32) çàäàþòü ∇∇-ïîõiäíi

êîåôiöi¹íòiâ M i N . Ïåðåïîçíà÷àþ÷è iíäåêñè ñóìóâàííÿ ó äîäàíêàõ, ùî

çàëèøèëèñÿ, òà çáèðàþ÷è ðàçîì ÷ëåíè ç êîåôiöi¹íòàìè çâ'ÿçíîñòi, îòðè-

ìà¹ìî:

(5.26) = −
∫

Γ m
p q(∇∇k∇∇γξ

p)δξq +

∫
{∇∇kM

m
γ iδW

i +∇∇kN
m
γ dt}+

+

∫
∂ξ`

∂xk
(∇∇γξ

p)δξq{
∂Γ m

` p(ξ)

∂ξq
−
∂Γ m

p q(ξ)

∂ξ`
+ Γ m

s q(ξ)Γ
s
` p(ξ)− Γ m

` s(ξ)Γ
s
p q(ξ)},

ùî äîâîäèòü òâåðäæåííÿ òåîðåìè.
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5.2 Ïîáóäîâà ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ äèôóçiéíèõ ðiâíÿíü íà ìíî-

ãîâèäàõ

Ïåðø íiæ äîñëiäèòè ðåãóëÿðíi âëàñòèâîñòi âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü, íåîáõi-

äíî îòðèìàòè äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ

(5.1) çàäàíîãî íà íåêîìïàêòíîìó ðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi. Ó ïîðiâíÿííi ç

âèïàäêîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó îñíîâíà ñêëàäíiñòü ïîëÿãà¹ ó âiäñóòíîñòi

ãëîáàëüíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Òîìó ðîçâ'ÿçêè òàêèõ ðiâíÿíü áóäóþòüñÿ

çà äîïîìîãîþ ïðîöåäóðè ñêëåþâàííÿ ëîêàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäàíèõ â êî-

îðäèíàòíèõ îêîëàõ U ìíîãîâèäó çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü íà

âèïàäêîâèõ iíòåðâàëàõ: t ∈ (τin, τout) ξit∧τout(x) = ξiτin(x) +
t∧τout∫
τin

Ai
0(ξ

x
s )ds+

d∑
α=1

t∧τout∫
τin

Aα(ξxs )δW α
s ,

ξx0 = x,

(5.34)

äå τin, τout ïîçíà÷àþòü ìîìåíò âõîäæåííÿ ïðîöåñó ξxt â îêië U òà âè-

õîäó ç íüîãî. Îòðèìàíèé òàêèì ÷èíîì ðîçâ'ÿçîê îçíà÷åíèé íà äåÿêîìó

âèïàäêîâîìó iíòåðâàëi [0, τ∞(ω)), ïðîòå íå îáîâ'ÿçêîâî äëÿ âñiõ t ≥ 0.

Âçàãàëi êàæó÷è, îñêiëüêè íåêîìïàêòíèé ìíîãîâèä ïîêðèâà¹òüñÿ íåñêií-

÷åííîþ êiëüêiñòþ êîîðäèíàòíèõ îêîëiâ, ìîæå âèíèêíóòè ñèòóàöiÿ êîëè

ïðîöåñ ξxt ïîêèäà¹ äîâiëüíèé îáìåæåíèé îêië U ìíîãîâèäó â ñêií÷åííèé

ìîìåíò ÷àñó τ∞ : ∀U⊂M ξxτ∞ 6∈ U . Â òàêîìó âèïàäêó ðîçâ'ÿçîê ξxt ìîæå

áóòè îçíà÷åíèé ëèøå äî ìîìåíòó âèáóõó τ∞.

Â äàíîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ óìîâè íà êîåôiöi¹íòè âèõiäíîãî ðiâ-

íÿííÿ (5.1), çà ÿêèõ ïðîöåñ ξxt íå âèáóõà¹.

Íåõàé o ∈M ïîçíà÷à¹ äîâiëüíó ôiêñîâàíó òî÷êîþ ìíîãîâèäó, à ρ(o, x)
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� äîâæèíó íàéêîðîòøî¨ ãåîäåçè÷íî¨ z ìiæ òî÷êàìè o òà x.

ρ2(o, x) = inf{
1∫
0

|ż(`)|2d`, z(0) = o, z(1) = x}, (5.35)

äå ż(`) =
∂

∂`
z(`). Íàäàëi ïðèïóñòèìî, ùî êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (5.1) çà-

äîâîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè:

1. ∀C ∈ R+ ∃ KC ∈ R1 ùî ∀x ∈M

〈 Ã0(x),∇xρ2(o, x)〉+ C
d∑

α=1

‖Aα(x)‖2 ≤ KC(1 + ρ2(o, x)); (5.36)

2. ∀C,C ′ ∈ R+ ∃ KC ∈ R1 òàêà, ùî ∀x ∈M , ∀h ∈ TxM

〈∇Ã0(x)[h], h 〉+ C

d∑
α=1

‖∇Aα(x)[h]‖2−

− C ′
d∑

α=1

〈Rx(Aα(x), h)Aα(x), h 〉 ≤ KC‖h‖2, (5.37)

äå [R(A, h)A]m = R m
p `qA

pA`hq ïîçíà÷à¹ îïåðàòîð êðèâèíè, ïîáóäîâà-

íèé ïî òåíçîðó êðèâèíè (5.25). Ïîçíà÷åííÿ ∇H[h] âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

äëÿ êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨ ó íàïðÿìêó h, ùî çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

(∇H(x)[h])i = ∇jH
i(x)hj. (5.38)

Çàóâàæåííÿ 5.5. 1. Äëÿ M = Rn ç ãëîáàëüíîþ åâêëiäîâîþ ñèñòåìîþ

êîîðäèíàò (xi)ni=1 îïåðàòîð êðèâèíè âiäñóòíié. Ó öüîìó âèïàäêó ρ(x, y) =

‖x− y ‖ i ìîæíà âèáðàòè òî÷êó o = 0. Òîäi óìîâè (5.36)-(5.37) çâîäÿòüñÿ

äî êëàñè÷íèõ óìîâ [17,179]

êîåðöèòèâíîñòi: 〈 Ã0(x), x 〉+ C

d∑
α=1

‖Aα(x) ‖2 ≤ KC(1 + ‖x‖2);

òà äèñèïàòèâíîñòi: 〈∇Ã0[h], h 〉+ C
d∑

α=1

‖∇Aα[h] ‖2 ≤ KC ‖h‖2.
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Ó öüîìó ñåíñi íàâåäåíi âèùå óìîâè ¹ óçàãàëüíåííÿì íà âèïàäîê ìíî-

ãîâèäó ñòàíäàðòíèõ óìîâ äëÿ íåëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü, îòðèìàíèõ â [16,17,179].

Òåîðåìà 5.6. [62, òåîðåìà 1] Íåõàé âèêîíàíi óìîâè (5.36)�(5.37), à òà-

êîæ äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N iñíóþòü òàêi ñòàëi κ0, κα, κR, ùî äëÿ âñiõ

j = 1, . . . , n i x ∈M :

‖(∇)jÃ0(x) ‖ ≤ (1 + ρ(x, o))κ0,

‖(∇)jAα(x) ‖ ≤ (1 + ρ(x, o))κα, (5.39)

‖(∇)jR(x) ‖ ≤ (1 + ρ(x, o))κR.

Òîäi ðiâíÿííÿ (5.1) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ùî íå âèáóõà¹ ó ñêií÷åííèé

ìîìåíò ÷àñó òà çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó:

E ρ2(o, ξxt ) ≤ eKt(1 + ρ2(o, x)). (5.40)

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ëîêàëiçó¹ìî ðiâíÿííÿ (5.1). Äëÿ öüîãî äëÿ äîâiëü-

íî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U⊂M ç êîìïàêòíèì çàìèêàííÿì U òà ôóíêöi¨

ζU ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì òàêî¨, ùî
√
ζU ∈ C∞0 (M, [0, 1]) i ζU(z) = 1 äëÿ

z ∈ U òà 0 ≤ ζU < 1 ççîâíi çàìèêàííÿ U , ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð

LUf = ζULf =

=
1

2

d∑
α=1

√
ζUAα(

√
ζUAαf) + ζUA0f −

1

2

d∑
α=1

√
ζU(Aα

√
ζU)Aαf,

ùî âiäïîâiäà¹ ëîêàëiçîâàíîìó äèôóçiéíîìó ðiâíÿííþ:

δξUt (x) =
(
ζUA0 −

1

2

d∑
α=1

√
ζU(Aα

√
ζU)Aα

)
(ξxs )ds+

+
d∑

α=1

√
ζU(ξxt )Aα(ξxt )δW α

t , ξx0 = x. (5.41)
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Ðiâíÿííÿ (5.41) ìà¹ ãëîáàëüíî ëiïøèöåâi êîåôiöi¹íòè ç óñiìà îáìåæåíèìè

ïîõiäíèìè, îòæå ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ùî ¹ C∞-ðåãóëÿðíèì çà ïî÷àòêî-

âîþ óìîâîþ x [4, 132, 154, 192]. Îñêiëüêè äëÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ x ççîâíi

íîñiÿ ζU ìà¹ìî ξUt (x) = x äëÿ âñiõ t ≥ 0, ïiâãðóïà (PU
t f)(x) = Ef(ξUt (x)),

àñîöiéîâàíà ç ðiâíÿííÿì (5.41), çáåðiãà¹ ïðîñòið C∞0,+(M) íåâiä'¹ìíèõ

C∞ � ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.6 íåîáõiäíî äåêiëüêà äîïîìiæíèõ òâåðäæåíü.

Ëåìà 5.7. ∃ K ∀ ζU ∈ C∞0 (M, [0, 1]), ζU

U

= 1 ∀ϕ ∈ C∞0,+(M)

∫
M

([LU ]∗ϕ)ρ2(o, x)dσ(x) ≤ K

∫
M

ϕ(x)(1 + ρ2(o, x))dσ(x), (5.42)

äå dσ ïîçíà÷à¹ ðiìàíîâó ìiðó íà M , à [LU ]∗ � ñïðÿæåíèé îïåðàòîð.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè [LU ]∗ = [ζUL]∗ = L∗ζU , îöiíêà (5.42) âèïëèâàòèìå

ç ñëàáêî¨ îöiíêè íà îïåðàòîð L : ∃ K ∀ψ ∈ C∞0,+(M)∫
M

(L∗ψ(x))ρ2(o, x)dσ(x) ≤ K

∫
M

ψ(x)(1 + ρ2(o, x))dσ(x) (5.43)

ÿêùî âèáðàòè ψ = ζUϕ i âèêîðèñòàòè, ùî 0 ≤ ζU ≤ 1. Âèùå L∗ =

1
2

d∑
α=1

[A∗α]2 + A∗0, äå X
∗ � ñïðÿæåíå âåêòîðíå ïîëå äî âåêòîðíîãî ïîëÿ X

îçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: X∗f = −(divX)f −Xf .

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ zε äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ïîòîêó âçäîâæ ïîëÿX :

zε = z +
∫ ε

0 X(zs)ds. Ùîá äîâåñòè (5.43) ñïåðøó çàóâàæèìî, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X, çàäàíîãî ó îêîëi äåÿêî¨ òî÷êè z

ìíîãîâèäó N òà ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ f íà N ìàþòü ìiñöå ïðåäñòàâëåííÿ

Xf(z) = lim
ε→0

1

ε

∫ ε

0

Xf(zs)ds = lim
ε→0

1

ε

∫ ε

0

d

ds
f(zs)ds = lim

ε→0

f(zε)− f(z)

ε
,

X(Xf)(z) = lim
ε→0

1

ε2

∫ ε

0

ds

∫ s

−s
X(Xf)(z`)d` = (5.44)
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= lim
ε→0

1

ε2

∫ ε

0

ds

∫ s

−s

d

d`
(Xf)(z`)d` = lim

ε→0

1

ε2

∫ ε

0

{(Xf)(zs)− (Xf)(z−s)}ds =

= lim
ε→0

1

ε2

∫ ε

0

d

ds
{f(zs) + f(z−s)}ds = lim

ε→0

f(zε) + f(z−ε)− 2f(z)

ε2
.

Òîìó ç êîìïàêòíîñòi íîñiÿ ôóíêöi¨ ψ â (5.43) âèïëèâà¹ íàñòóïíå ïðåä-

ñòàâëåííÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè â (5.43):∫
M

(L∗ψ(x))ρ2(o, x)dσ(x) = lim
ε→0+

∫
M

ψ(x)

{
ρ2(o, zε0(x))− ρ2(o, z0

0(x))

ε
+

+
1

2

d∑
α=1

ρ2(o, zεα(x)) + ρ2(o, z−εα (x))− 2ρ2(o, z0
α(x))

ε2

}
dσ(x), (5.45)

äå zε0(x), zεα(x) ïîçíà÷àþòü çñóâ âçäîâæ âåêòîðíèõ ïîëiâ A0, Aα ç ïî÷àò-

êîâèìè óìîâàìè z0
0(x) = x, z0

α(x) = x.

Ïðåäñòàâëåííÿ (5.45) âèïëèâà¹ ç (5.44) òà ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ñïðÿæå-

íîãî ïîëÿ X∗, îñêiëüêè çãiäíî ôîðìóëè Ñòîêñà
∫
∂DX · dS =

∫
D divX dσ

ïðèðiñò ðiìàíîâîãî îá'¹ìó âçäîâæ ïîëÿ X äîðiâíþ¹
d

dε
ε=0

dσ(zεX(x))

dσ(x)
=

(divX)(x). Îòæå, äëÿ ϕ, ψ ∈ C∞0 (M) ìà¹ìî∫
M

(L∗ψ)ϕdσ =

∫
M

ψ(Lϕ) dσ =

= lim
ε→0+

∫
M

ψ(x)

{
ϕ(zε0(x))− ϕ(z0

0(x))

ε
−

− 1

2

d∑
α=1

ϕ(zεα(x)) + ϕ(z−εα (x))− 2ϕ(z0
α(x))

ε2

}
dσ(x) =

= lim
ε→0+

∫
M

dσ(x) · ϕ(x)

{
1

ε

[
ψ(z−ε0 (x))

dσ(z−ε0 (x))

dσ(x)
− ψ(x)

]
+ (5.46)

+
1

2ε2

d∑
α=1

[
ψ(z−εα (x))

dσ(z−εα (x))

dσ(x)
+ ψ(zεα(x))

dσ(zεα(x))

dσ(x)
−

−2ψ(z0
α(x))

dσ(z0
α(x))

dσ(x)

]}
.
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Íà îñòàííüîìó êðîöi áóëî âèêîðèñòàíî çâîðîòíié çñóâ âçäîâæ âåêòîðíèõ

ïîëiâ {−A0,−Aα}. ßêùî ψ ∈ C∞0 (M) i âåêòîðíi ïîëÿ A0, Aα ¹ ãëàäêèìè,

òî âèðàç ó ôiãóðíèõ äóæêàõ â (5.46) çáiãà¹òüñÿ äî L∗ψ ðiâíîìiðíî íà

M . Ç ùiëüíîñòi ìíîæèíè ôóíêöié ψ âèïëèâà¹, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (5.46)

ìîæå áóòè çàìêíåíî, çîêðåìà, äî ôóíêöié òàêîãî æ êëàñó ãëàäêîñòi, äî

ÿêîãî íàëåæèòü ρ2(o, x). Âèêîíóþ÷è îáåðíåíèé çñóâ âçäîâæ ïîëiâ A0, Aα,

îòðèìà¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ (5.45).

Îöiíèìî ïðàâó ÷àñòèíó (5.45). Â îêîëi ãåîäåçè÷íî¨ γ(`), ` ∈ [0, 1] ç

γ(0) = o äî γ(1) = x, ùî ìiíiìiçó¹ (5.35), ðîçãëÿíåìî ãëàäêå âåêòîðíå

ïîëåH. Ââåäåìî ñiì'þ êðèâèõ [0, 1]×(−δ, δ) 3 (`, s)→ γ(`, s) ∈M òàêèõ,

ùî ïðè s = 0 êðèâà γ(`, s)
s=0

= γ(`) äà¹ ãåîäåçè÷íó γ ç ïî÷àòêîì â òî÷öi

o òà êiíöåâîþ òî÷êîþ x, ïàðàìåòð s âiäïîâiäà¹ åâîëþöi¨ âçäîâæ ïîëÿ H :

∂

∂s
γ(`, s) = H(γ(`, s)). (5.47)

Çàóâàæèìî, ùî íà âiäìiíó âiä êëàñè÷íèõ ôîðìóë äåâiàöié ãåîäåçè÷íèõ

äëÿ s 6= 0 êðèâi {γ(`, s), ` ∈ [0, 1]} íå ïîâèííi áóòè ãåîäåçè÷íèìè. Ïi-

çíiøå ïîëå H áóäå âèáðàíî òàêèì ÷èíîì, ùî H(`, s) = `2A0(γ(`, s)) àáî

H(`, s) = `Aα(γ(`, s)) äëÿ ðiçíèöåâèõ âèðàçiâ ïåðøîãî i äðóãîãî ïîðÿäêó

â (5.45) âiäïîâiäíî.

Ëåìà 5.8. [62, ëåìà 1]. Ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi îöiíêè

ρ2(γ(0, ε), γ(1, ε))− ρ2(o, x)

ε
≤

≤
∫ 1

0

∂

∂s

∣∣∣
s=0
|γ̇(`, s)|2d`+

∫ ε

0

∫ 1

0

∣∣∣ ∂2

∂s2
|γ̇(`, s)|2

∣∣∣d` ds, (5.48)

ρ2(γ(0, ε), γ(1, ε)) + ρ2(γ(0, ε), γ(1,−ε))− 2ρ2(o, x)

ε2
≤

≤
1∫
0

∂2

∂s2

∣∣∣
s=0
|γ̇(`, s)|2d`+

1

2

∫ ε

0

∫ 1

0

∣∣∣ ∂3

∂s3
|γ̇(`, s)|2

∣∣∣d` ds, (5.49)
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äå âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ γ̇(`, s) =
∂

∂`
γ(`, s). ×ëåíè ó ïðàâié ÷àñòèíi

(5.48)-(5.49) ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä ó òåðìiíàõ ïîëÿ H :

∂

∂s
|γ̇(`, s)|2 = 2 〈 γ̇,∇H[γ̇]〉, (5.50)

1

2

∂2

∂s2
|γ̇(`, ε)|2 = |∇H[γ̇] |2 − 〈 γ̇, R(H, γ̇)H〉+ 〈 γ̇,∇(∇HH)[γ̇]〉, (5.51)

Òðåòÿ ïîõiäíà ìà¹ ïðåäñòàâëåííÿ
∂3

∂s3
|γ̇(`, s)|2 = 〈 γ̇,D[γ̇]〉 ç âèðàçîì

D, ùî çàëåæèòü âiä ïîëÿ H, éîãî òðåòüî¨ êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨ òà âiä

òåíçîðà êðèâèíè i éîãî êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨.

Äîâåäåííÿ ëåìè 5.8 ïðèâåäåíî ó äîäàòêó D, (äèâ. ëåìó D.1). Çàñòîñó¹-

ìî ëåìó 5.8 äëÿ îöiíþâàííÿ ðiçíèöåâèõ âèðàçiâ (5.45). ÂèáåðåìîH0(`, s) =

`2A0(γ0(`, s)) òà Hα(`, s) = `Aα(γα(`, s)) â ç γ0(`, s), γα(`, s), ãåíåðîâà-

íèìè âåêòîðíèìè ïîëÿìè H0, Hα. Òîäi, îñêiëüêè H(0, s) = 0, òî÷êà

γ(0, s) = o äëÿ âñiõ s ∈ [−ε, ε], îòæå îòðèìà¹ìî

ρ2(o, γ0(1, ε))− ρ2(o, x)

ε
+

+
1

2

d∑
α=1

ρ2(o, γα(1, ε)) + ρ2(o, γα(1,−ε))− 2ρ2(o, x)

ε2
≤ (5.52)

≤
∫ 1

0

I(γ̇(`, 0))d`+

∫ ε

0

∫ 1

0

J(γ̇(`, s))d` ds, (5.53)

äå

I(γ̇) = 2 〈∇
(
`2A0 +

1

2

d∑
α=1

∇`Aα[`Aα]
)

[γ̇], γ̇ 〉+

+
d∑

α=1

{
|∇(`Aα)[γ̇] |2 − 〈R(`Aα, γ̇)`Aα, γ̇ 〉

}
,

J(γ̇(`, s)) = | ∂
2

∂s2
|γ̇0(`, s)|2|+

1

2

d∑
α=1

| ∂
3

∂s3
|γ̇(`, s)|2|.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ∇`[γ̇] =
∂`

∂`
= 1 òà ∇Aα` =

∂`

∂s
= 0, ìà¹ìî

∇(∇`Aα[`Aα])[γ̇] = ∇γ̇(`
2∇AαAα) = `2∇(∇AαAα)[γ̇] + 2`∇AαAα,

îòæå

I(γ̇) = 2`2 〈∇A0[γ̇], γ̇ 〉+ 4` 〈A0, γ̇ 〉+

+
d∑

α=1

{
`2|∇Aα[γ̇] |2 + 2` 〈Aα,∇Aα[γ̇] 〉+ |Aα|2

− `2 〈R(Aα, γ̇)Aα, γ̇ 〉+ `2 〈∇(∇AαAα)[γ̇], γ̇ 〉+

+ 2` 〈∇AαAα, γ̇ 〉
}
. (5.54)

Çàñòîñîâóþ÷è îöiíêó

| 〈∇Aα[γ̇], Aα 〉| ≤
`

2
|∇Aα[γ̇] |2 +

1

2`
|Aα|2

ìà¹ìî

I(γ̇) ≤ `2
(

2 〈∇Ã0[γ̇], γ̇ 〉+ 2
d∑

α=1

|∇Aα[γ̇] |2 −
d∑

α=1

〈R(Aα, γ̇)Aα, γ̇ 〉
)

+

+ 4` 〈 Ã0(γ), γ̇ 〉+ 2
d∑

α=1

|Aα|2. (5.55)

Îñêiëüêè

∇γ(`)ρ2(o, γ(`)) = 2ρ(o, γ(`))∇γ(`)ρ(o, γ(`)) = 2`ρ(o, x)
γ̇(`)

ρ(o, x)
= 2`γ̇,

òîìó

2` 〈 Ã0(γ), γ̇ 〉 = 〈 Ã0(γ),∇γ(`)ρ2(o, γ(`)) 〉.

Íàðåøòi, çàñòîñóâàííÿ óìîâ (5.36)�(5.37) äî (5.55), äà¹

1∫
0

I(γ̇)d` ≤
∫ 1

0

{
2KC`

2|γ̇|2 +KC ′(1 + ρ2(o, γ(`)))
}
d` ≤ K(1 + ρ2(o, x)),

(5.56)
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äå òàêîæ âèêîðèñòàíî, ùî êðèâà γ(`, 0) = γ(`) ¹ ãåîäåçè÷íîþ ìiæ o òà

x. Çàñòîñîâóþ÷è (5.50), (5.51) òà àíàëîãi÷íå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ òðåòüî¨

ïîõiäíî¨, äîäàíîê J(γ̇) â (5.53) îöiíþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

J(γ̇) ≤ T0 |γ̇0(`, s)|2 +
d∑

α=1

Tα |γ̇α(`, s)|2,

äå T0, Tα � äåÿêi âèðàçè, ùî çàëåæàòü âiä êîåôiöi¹íòiâ âèõiäíîãî ðiâíÿ-

ííÿ òà ¨õ êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ äî òðåòüîãî ïîðÿäêó. Îñêiëüêè â (5.45)

íîñié ôóíêöi¨ ψ ¹ êîìïàêòíèì, à ãðàíèöÿ áåðåòüñÿ â äåÿêîìó îêîëi òî-

÷êè x, òîìó áåç ïîðóøåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî êðèâà γ(`, s)

íàëåæèòü îáìåæåíié ìíîæèíi

Zψ,o,δ = {y ∈M : y íàëåæèòü äåÿêié ãåîäåçè÷íié, ùî ïî¹äíó¹ (5.57)

òî÷êè o òà x ∈ B(suppψ, δ) }.

Îòæå∫ 1

0

J(γ̇)d` ≤ sup
z∈Zψ,o,δ

|{T0, Tα}(z)|·

(∫ 1

0

|γ̇0(`, s)|2d`+
d∑

α=1

∫ 1

0

|γ̇α(`, s)|2d`

)
.

Ç âðàõóâàííÿì (5.50) iíòåãðàë vs =
∫ 1

0 |γ̇(`, s)|2d` îöiíþ¹òüñÿ íàñòóïíèì

÷èíîì

vs ≤ v0 +

∫ s

0

v′τdτ = ρ2(o, x) +

∫ s

0

∫ 1

0

〈∇H[γ̇(`, τ)], γ̇(`, τ) 〉 d` dτ ≤

≤ ρ2(o, x) + sup
y∈Zψ,o,δ

|∇H(y)| ·
∫ s

o

vτdτ,

ùî äà¹

vs ≤ ρ2(o, x) exp{s sup
y∈Zψ,o,δ

|∇H|(y)}.

Îòæå ìà¹ìî ∫ ε

0

∫ 1

0

J(γ̇)d` ds ≤ εCρ2(o, x)·
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ç äåÿêîþ ñòàëîþ C, ùî çàëåæèòü âiä A0, Aα, R òà ¨õ ïîõiäíèõ. Îá'¹äíó-

þ÷è öþ îöiíêó ç (5.56) i (5.45), òà ïðÿìóþ÷è ε → 0+ îòðèìà¹ìî (5.43),

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè 5.7.

Äëÿ òîãî, ùîá çàâåðøèòè äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.6, íåîáõiäíî íàãàäàòè

ùå îäíå îçíà÷åííÿ ç òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ i äîâåñòè íàñòóïíó ëåìó.

Ïðîöåñ Xt íàçèâà¹òüñÿ ñóïåðìàðòèíãàëîì ïî âiäíîøåííþ äî ïîòîêó

σ-àëãåáð Ft, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî 0 ≤ s ≤ t âií çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

E(Xt|Fs) ≤ Xs, äå E(·|Fs) ïîçíà÷à¹ óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ïî

âiäíîøåííþ äî σ-àëãåáðè Fs.

Ëåìà 5.9. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè êîåðöèòèâíîñòi i äèñèïàòèâíîñòi (5.36)-

(5.37) òà (5.39), òîäi iñíó¹ íåçàëåæíà âiä áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè U⊂M ñòàëà

K òàêà, ùî ïðîöåñ

[1 + ρ2(o, ξUt (x))]−K
∫ t

0

[1 + ρ2(o, ξUs (x))]ds (5.58)

¹ iíòåãðîâàíèì ñóïåðìàðòèíãàëîì ïî âiäíîøåííþ äî êàíîíi÷íîãî ïîòîêó

σ-àëãåáð Ft, ïîâ'ÿçàíîãî ç d-ìiðíèì âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì W α
t , α =

1, . . . , d â (5.1).

Äîâåäåííÿ ëåìè 5.9. Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî ïiâãðóïà PU
t ãåíåðîâàíà

ïðîöåñîì ξUt (x) (5.41), çáåðiãà¹ ïðîñòîðè C∞0,+(M) äîäàòíèõ íåïåðåâíî-

äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì. Îòæå íàñòóïíi iíòå-

ãðàëüíi âèðàçè ¹ îáìåæåíèìè, i ç îöiíêè (5.43) âèïëèâà¹: ∀ϕ ∈ C∞0,+(M)

d

dt

∫
M

ϕ(x)
{
PU
t (1 + ρ2(o, ·))

}
(x)dσ(x) =

d

dt

∫
M

{
[PU
t ]∗ϕ

}
(x)(1 + ρ2(o, x))dσ(x) =

=

∫
M

[LU ]∗
{

[PU
t ]∗ϕ

}
(x) · (1 + ρ2(o, x))dσ(x) =
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=

∫
M

[L]∗
(
ζU(x)

{
[PU
t ]∗ϕ

}
(x)
)
· (1 + ρ2(o, x))dσ(x) ≤

≤ K

∫
M

{
[PU
t ]∗ϕ

}
(x) · (1 + ρ2(o, x))dσ(x) =

= K

∫
M

ϕ(x)
{
PU
t (1 + ρ2(o, ·))

}
(x)dσ(x).

Âèùå òàêîæ áóëî âèêîðèñòàíî êîìïàêòíiñòü íîñiÿ ôóíêöi¨ ζU ≥ 0, íå-

ðiâíiñòü ζU ≤ 1, âëàñòèâiñòü L1 = 0, à òàêîæ òå, ùî ôóíêöiÿ ψ =

ζU(x)
{

[PU
t ]∗ϕ

}
íàëåæèòü ïðîñòîðó C∞0,+(M). Îòæå äëÿ áóäü-ÿêî¨ ϕ ∈

C∞0,+(M) ìà¹ìî∫
M

ϕ(x) ·
[
PU
t (1 + ρ2(o, ·))

]
(x)dσ(x) ≤

≤
∫
M

ϕ(x) ·
(

(1 + ρ2(o, x)) +K

∫ t

0

[
PU
s (1 + ρ2(o, ·))

]
(x)ds

)
dσ(x),

àáî éîãî ïîòî÷êîâèé íàñëiäîê:[
PU
t (1+ρ2(o, ·))

]
(x) ≤ (1+ρ2(o, x))+K

∫ t

0

[
PU
s (1+ρ2(o, ·))

]
(x)ds. (5.59)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìàðêiâñüêó âëàñòèâiñòü ïðîöåñó ξUt (x), ÿêà äà¹

(PU
t f)(ξUs (x)) = E(f(ξUt+s(x)) |Fs), t, s ≥ 0, (5.60)

äëÿ ôóíêöi¨ h(x) = 1 + ρ2(o, x) ç (5.60) ìà¹ìî:

E
(
h(ξUt+τ(x))

∣∣Fτ) = (PU
t h)(ξUτ (x)) ≤ h(ξUτ (x)) +K

∫ t

0

{
PU
s h
}

(ξUτ (x))ds =

= h(ξUτ (x)) +K E(

∫ t+τ

τ

h(ξUs (x))ds |Fτ). (5.61)

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî ïðîöåñ (5.58) ¹ ñóïåðìàðòèíãàëîì, îñêiëü-

êè ñóïåðìàðòèíãàëüíà âëàñòèâiñòü:

E
(
h(ξUt+τ(x))−K

∫ t+τ

0

h(ξUs (x))ds
∣∣Fτ ) ≤ h(ξUτ (x))−K

∫ τ

0

h(ξUs (x))ds

ñïiâïàäà¹ ç (5.61). Iíòåãðîâíiñòü ïðîöåñó (5.58) âèïëèâà¹ ç êîìïàêòíîñòi

çàìèêàííÿ ìíîæèíè {x : ζU(x) > 0}.
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Çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.6. Ïðèïóñòèìî, ùî x ∈ U . Ââåäåìî

ìîìåíò çóïèíêè τU(ω) = inf{t ≥ 0: ξxt 6∈ U}. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëà-

ñòèâiñòü ñóïåðìàðòèíãàëà E (XT |FS) ≤ XS äëÿ ñêií÷åííèõ ìîìåíòiâ çó-

ïèíêè S = 0 òà T = t ∧ τU (äèâ., íàïðèêëàä, [19, ðîçäië VI, �2]) äî

ñóïåðìàðòèíãàëà (5.58), âðàõîâóþ÷è, ùî E(·|F0) = E(·) ìà¹ìî

mt = E(1 + ρ2(o, ξUt∧τU (x))) ≤ (1 + ρ2(o, x))+

+KE

∫ t∧τU

0

(1 + ρ2(o, ξUs (x)))ds ≤

≤ m0 +KE

∫ t

0

(1 + ρ2(o, ξUs∧τU (x)))ds = m0 +K

∫ t

0

msds,

äå ξUs∧τU (x) = ξUτU (x) äëÿ s ≥ τU , ùî îçíà÷à¹, ùî ïðîöåñ çóïèíÿ¹òüñÿ íà

ãðàíèöi ìíîæèíè U , òîìó ìîæíà ïiäâèùèòè âåðõíþ ãðàíèöþ iíòåãðàëà.

Ç íåðiâíîñòi Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà âèïëèâà¹:

E(1 + ρ2(o, ξUt∧τU (x))) ≤ eKt(1 + ρ2(o, x)). (5.62)

Âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü êóëü Un = {z ∈ M : ρ(o, z) < n}. Ïiñëÿ äåÿêîãî

íîìåðà n0 òàêîãî, ùî ρ(o, x) > n0, ïîñëiäîâíiñòü ìîìåíòiâ çóïèíêè τUn ¹

ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ. Ç (5.62) âèïëèâà¹:

E 1{ω : t≥τUn(ω)}·(1+ρ2(o, ξUt∧τU (x))) ≤ E(1+ρ2(o, ξUt∧τU (x))) ≤ eKt(1+ρ2(o, x)),

äå 1A ïîçíà÷à¹ õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ ìíîæèíè A. Îñêiëüêè äëÿ t ≥

τUn ìà¹ìî ρ(o, ξxt ) = n, òîìó

E 1{ω : t≥τUn(ω)} ≤
eKt(1 + ρ2(o, x))

1 + n2
→ 0, n→∞

i ìàéæå âñþäè

τ∞ = lim
n→∞

τUn =∞. (5.63)
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Îñêiëüêè ζU
∣∣
U

= 1, ïðîöåñè ξUnt (x) òà ξUmt (x) ñïiâïàäàþòü äî ìîìåíòó

ïåðøîãî âèõîäó ç îêîëó Un∧m. Îòæå ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ξxt ðiâíÿííÿ (5.1)

ñïiâïàäà¹ ç ðîçâ'ÿçêîì ξUnt (x) äî ìîìåíòó ïåðøîãî âèõîäó t ≤ τUn. Ç

âëàñòèâîñòi (5.63) âèïëèâà¹, ùî ãðàíè÷íèé ïðîöåñ ξxt = lim
n→∞

ξUnt (x) âè-

çíà÷åíèé äëÿ âñiõ t ≥ 0, ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (5.1). Çîêðåìà âií

íå âèáóõà¹ ó ñêií÷åíèé ìîìåíò ÷àñó, ùî äîâîäèòü òåîðåìó 5.6.

Ìà¹ ìiñöå óçàãàëüíåííÿ ëåìè 5.9 íà áóäü-ÿêó ôóíêöiþ ïîëiíîìiàëüíî¨

ïîâåäiíêè âiä ìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨.

Ëåìà 5.10. [62, òåîðåìà 2]. Íåõàé P ¹ äîäàòíîþ ìîíîòîííîþ ïîëiíî-

ìiàëüíîþ ôóíêöi¹þ íà ïiâîñi R+, òàêîþ, ùî

∃ C ∀ z ≥ 0 (1 + z)P ′(z) ≤ C P (z), (1 + z)|P ′′(z)| ≤ C P ′(z).

Íåõàé âèêîíàíi óìîâè (5.36)-(5.37) òà (5.39), òîäi iñíó¹ òàêà ñòàëà KP ,

ùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U ïðîöåñ

P (ρ2(o, ξUt (x)))−KP

∫ t

0

P (ρ2(o, ξUs (x)))ds

¹ iíòåãðîâàíèì ñóïåðìàðòiíãàëîì. Áiëüø òîãî, äëÿ ðîçâ'ÿçêó ξxt çàäà÷i

(5.1) ìà¹ ìiñöå îöiíêà:

EP (ρ2(o, ξxt )) ≤ eKP tP (ρ2(o, x)) (5.64)

i ïðîöåñ

P (ρ2(o, ξxt ))−KP

∫ t

0

P (ρ2(o, ξxs ))ds (5.65)

¹ ñóïåðìàðòèíãàëîì.

Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó çíàõîäèòüñÿ ó äîäàòêó D (ëåìà D.2).
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5.3 Íåïåðåðâíiñòü çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ðîçâ'ÿçêó ñòîõàñòè-

÷íîãî ðiâíÿííÿ íà íåêîìïàêòíîìó ìíîãîâèäi

Â öüîìó ðîçäiëi âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ñëàáêèõ îöiíîê íà ãåíåðàòîð (ëå-

ìà 5.7) äîâåäåíî íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêó âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ

(5.1) çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè, òîáòî îöiíêè âèãëÿäó

∃ K : E ρ2(ξxt , ξ
y
t ) ≤ eK tρ2(x, y). (5.66)

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ïiäðîçäiëó ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà 5.11. [64, òåîðåìà 6]Íåõàé âèêîíàíi óìîâè (5.36)-(5.37) òà

(5.39). Òîäi äëÿ íåâiä'¹ìíî¨ ìîíîòîííî¨ ôóíêöi¨ Q ïîëiíîìiàëüíî¨ ïîâå-

äiíêè, òîáòî òàêî¨, ùî

∃ C ∀ z ≥ 0 z Q′(z) ≤ C Q(z), z |Q′′(z)| ≤ C Q′(z),

iñíó¹ òàêà ñòàëà KQ, ùî ðiâíîìiðíî ïî U ïðîöåñ

Q(ρ2(ξUt (x, y)))−KQ

∫ t

0

Q(ρ2(ξUs (x, y)))ds

¹ iíòåãðîâàíèì ñóïåðìàðòèíãàëîì. Êðiì òîãî, äëÿ ðîçâ'ÿçêó ξxt çàäà÷i

(5.1) ìà¹ ìiñöå îöiíêà

EQ(ρ2(ξxt , ξ
y
t )) ≤ eKQtQ(ρ2(x, y)). (5.67)

Äîâåäåííÿöüîãî ôàêòó â öiëîìó ïîâòîðþ¹ ñõåìó äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.6

i ïåðåäáà÷à¹ îòðèìàííÿ àíàëîãiâ ëåìè 5.7 òà ëåìè 5.9 äëÿ îïåðàòîðà L,

ùî äi¹ ïî äâîì çìiííèì. Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íàâåäåíî ó äîäàòêó D.



215

5.4 Íåëiíiéíà àïðiîðíà îöiíêà íà âàðiàöi¨ íà ìíîãîâèäàõ ç

ãëàäêîþ ìåòðè÷íîþ ôóíêöi¹þ

Ïðîäîâæóþ÷è ïiäõiä íåëiíiéíèõ îöiíîê, ðîçâèíóòèé â ïîïåðåäíiõ ðîçäi-

ëàõ äèñåðòàöi¨, ââåäåìî íåëiíiéíèé âèðàç:

rn(ξ, t) =
n∑
j=1

E pj(ρ
2(ξxt , o))‖∇∇(j)ξxt ‖ q/j, (5.68)

ÿêèé ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïåâíó íåëiíiéíó íîðìó ãëàäêîñòi ïðîöåñó ξxt

çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ. Âèùå ∇∇(j)ξxt âèêîðèñòàíî ÿê óìîâíå ïîçíà÷åí-

íÿ ðîçâ'ÿçêó âàðiàöiéíîãî ðiâíÿííÿ j-ãî ïîðÿäêó çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

(5.23), o ∈ M � äåÿêà ôiêñîâàíà òî÷êà ìíîãîâèäó, ρ(x, y) � ãåîäåçè÷íà

âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè x, y, îçíà÷åííÿ íîðìè âàðiàöi¨ äàíî â (5.14).

Äëÿ ìíîãîâèäiâ ç ãëàäêèìè ìåòðè÷íèìè ñòðóêòóðàìè, çîêðåìà ç ãëàä-

êîþ ìåòðè÷íîþ ôóíêöi¹þ, ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà íåëiíiéíà àïðiîðíà îöií-

êà íà âàðiàöi¨.

Òåîðåìà 5.12. [61, òåîðåìà 11] Íåõàé âèêîíàíi óìîâè (5.36)-(5.37) òà

(5.39). Ïðèïóñòèìî, ùî ρ2(x, o) ¹ C∞-ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ. Íåõàé ìîíî-

òîííi çðîñòàþ÷i ôóíêöi¨ ïîëiíîìiàëüíî¨ ïîâåäiíêè pj ≥ 1, (òîáòî òàêi,

ùî ∃ C : p′′j (u)u ≤ Cp′j(u)) ó íåëiíiéíîìó âèðàçi (5.68) çàäîâîëüíÿþòü

i¹ðàðõiþ:

∀ j1+· · ·+js = i ≤ n [ pi(u)]i(1+|u|2)κq ≤ [ pj1(u)]j1 . . . [ pjs(u)]js, (5.69)

Òîäi ìà¹ ìiñöå íåëiíiéíà îöiíêà:

∃ K ∀ t ≥ 0 rn(ξ, t) ≤ eKtrn(ξ, 0). (5.70)

Äîâåäåííÿ. Òèì÷àñîâî ïîêëàäåìî 2q = m/i. Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó Iòî

äî îäíîãî ç äîäàíêiâ ó âèðàçi (5.68) ìà¹ìî:

h(t) = E pi (ρ
2(ξxt , o))‖∇∇(i)ξxt ‖ 2q = h(0)+
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+ E

∫ t

0

{
pi (ρ

2(ξxτ , o)) d ‖∇∇(i)ξxτ ‖ 2q + ‖∇∇(i)ξxτ ‖2qdpi (ρ
2(ξxτ , o))+

+
1

2
d [ pi (ρ

2(ξxτ , o)), ‖∇∇(i)ξxτ ‖2q]
}

=

= h(0) +

∫ t

0

E pi (ρ
2(ξxτ , o)) 2q ‖∇∇(i)ξxτ ‖2(q−1)d ‖∇∇(i)ξxτ ‖2+ (5.71)

+ q(q − 1)

∫ t

0

E ‖∇∇(i)ξxτ ‖2(q−2)d [ ‖∇∇(i)ξxτ ‖2, ‖∇∇(i)ξxτ ‖2]+ (5.72)

+

∫ t

0

E ‖∇∇(i)ξxτ ‖2q p′i(ρ
2(ξxτ , o) dρ

2(ξxτ , o)+ (5.73)

+
1

2

∫ t

0

E p′′i (ρ
2(ξxτ , o)) d [ρ2(ξxτ , o), ρ

2(ξxτ , o)]+ (5.74)

+
1

2

∫ t

0

E p′i(ρ
2(ξxτ , o)) ‖∇∇(i)ξxτ ‖2(q−1) d [ρ2(ξxτ , o), ‖∇∇(i)ξxτ ‖2], (5.75)

äå [X, Y ] ïîçíà÷à¹ êâàäðàòè÷íó âàðiàöiþ ïðîöåñiâ X òà Y . Çíàéäåìî ðå-

êóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ äèôåðåíöiàëiâ íîðì ‖∇∇(j)ξxt ‖2, îçíà÷åíèõ

â (5.14). Íàãàäà¹ìî, ùî çãiäíî òåîðåìè 5.4 ðiâíÿííÿ íà âàðiàöi¨ ìàþòü

íàñòóïíèé âèãëÿä

δ(Xm
γ ) = −Γ m

p qX
p
γδξ

q +M m
γ αδW

α +Nm
γ dt, (5.76)

äå êîåôiöi¹íòèM m
γ α,N

m
γ ïîâ'ÿçàíi ðåêóðåíòíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè (5.24).

Ââåäåìî äîïîìiæíi ïîçíà÷åííÿ:

δXm
∅ = −Γ m

p qX
p
∅δξ

q + Am
α δW

α + Am
0 dt,

Mm
∅ α = Am

α (ξxt ), Nm
∅ = Am

0 (ξxt ). (5.77)

Òîäi ñïiââiäíîøåííÿ (5.24), ÿêi ïîâ'ÿçóþòü êîåôiöi¹íòè âàðiàöiéíèõ ðiâ-

íÿíü (5.21), (5.23), ìàòèìóòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

M m
γ∪{k} α =

 ∇∇kM
m

∅ α, äëÿ γ = ∅;

∇∇kM
m
γ α +R m

p `qX
p
γ(∇∇kξ

`)Aq
α, äëÿ γ 6= ∅;

(5.78)
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Nm
γ∪{k} =

 ∇∇kN
m
∅ , äëÿ γ = ∅;

∇∇kN
m
γ +R m

p `qX
p
γ(∇∇kξ

`)Aq
0, äëÿ γ 6= ∅.

(5.79)

Äëÿ ïîäàëüøèõ ðîçðàõóíêiâ âèêîðèñòà¹ìî ëåìó, ÿêà áóëà äîâåäåíà â [40].

(Äèâ. òàêîæ ëåìó D.6).

Ëåìà 5.13. [40] Iòî äèôåðåíöiàë íîðìè ïðîöåñó Xm
γ , ùî çàäà¹òüñÿ

ðiâíÿííÿì (5.76), ìà¹ âèãëÿä:

d ‖X ‖2 = gγε(x) { gmn(Xm
γ M

n
ε α +Xn

εM
m
γ α)dW α+

+ gmn(X
m
γ N

n
ε +Xn

εN
m
γ +M m

γ αM
n
ε α)dt+

+
1

2
gmn(X

m
γ P

n
ε +Xn

ε P
m
γ )dt }, (5.80)

äå âèðàçè Pm
γ ðåêóðåíòíî ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè:

Pm
k = ∇∇k(∇AαA

m
α ) +R m

p `qA
p
αA

q
α(∇∇kξ

`); (5.81)

Pm
γ∪{k} = ∇∇kP

m
γ + 2R m

p `qM
p
γ α(∇∇kξ

`)Aq
α+ (5.82)

+ (∇sR
m
p `q)X

p
γ(∇∇kξ

`)Aq
αA

s
α +R m

p `qX
p
γ(∇∇kA

`
α)Aq

α+ (5.83)

+R m
p `qX

p
γ(∇∇kξ

`)(∇AαAα).

Çàñòîñó¹ìî ëåìó 5.13, ùîá âèäiëèòè óìîâó äèñèïàòèâíîñòi (5.37) â ãî-

ëîâíié ÷àñòèíi âèðàçó (5.71)�(5.75). Äëÿ i = 1 òà Xm
k = ∇∇kξ

m, çãiäíî

(5.81) i (5.19), ìà¹ìî:

Pm
k = ∇∇k(∇AαA

m
α (ξ)) +R m

p `qA
p
αA

q
α∇∇kξ

` =

= ∇ξ
`∇AαA

m
α · ∇∇kξ

` +R(Aα,∇∇kξ)Aα.

Äëÿ |γ| ≥ 2, îñêiëüêè â (5.83) Pm
γ∪{k} = ∇∇kP

m
γ + . . . , êîåôiöi¹íòè âàðià-

öiéíèõ ðiâíÿíü âèñîêèõ ïîðÿäêiâ äîïóñêàþòü ïðåäñòàâëåííÿ:

Pm
γ = ∇`∇AαA

m
α ·∇∇γξ

`+R(Aα,∇∇γξ)Aα+
∑

β1∪···∪βs=γ, s≥2

Kβ1,...,βs∇∇β1
ξ . . .∇∇βsξ,
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äå Kβ1,...,βs çàëåæàòü âiä A0, Aα, R òà ¨õ êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ. Ç ñïiââiä-

íîøåíü (5.24) âèïëèâà¹:

M m
k α = ∇∇kA

m
α (ξ) = ∇ξ

`A
m
α (ξ) · ∇∇kξ

`, N m
k = ∇∇kA

m
0 (ξ) = ∇ξ

`A
m
0 (ξ) · ∇∇kξ

`

M m
γ α = ∇ξ

`A
m
α [∇∇γξ

`] +
∑

β1∪···∪βs=γ, s≥2

K ′β1,...,βs
∇∇β1

ξ . . .∇∇βsξ;

N m
γ = ∇ξ

`A
0
α[∇∇γξ

`] +
∑

β1∪···∪βs=γ, s≥2

K ′′β1,...,βs
∇∇β1

ξ . . .∇∇βsξ (5.84)

äå K ′, K ′′ ìàþòü ïîëiíîìiàëüíèé ïîðÿäîê ïîâåäiíêè çà A0, Aα, R òà ¨õ

êîâàðiàíòíèìè ïîõiäíèìè. Îòæå, ç (5.80) ìà¹ìî:

d ‖∇∇(i)ξxt ‖2 = 2 〈∇∇(i)ξt,∇ξ
`Aα[∇∇(i)ξ`t ] 〉dW α

t +

+
{

2 〈∇∇(i)ξt,∇ξ
`Ã0[∇∇(i)ξ`t ] 〉+ (5.85)

+
d∑

α=1

‖∇Aα[∇∇iξt] ‖2 +
d∑

α=1

〈R(Aα,∇∇(i)ξt)Aα,∇∇(i)ξt 〉
}
dt+

+
d∑

α=1

∑
j1+···+js=i, s≥2

K1
j1,...,js,α

〈∇∇(i)ξt, ∇∇(j1)ξt . . .∇∇(js)ξt 〉 dW α
t +

+
∑

j1+···+js=i, s≥2

K2
j1,...,js

〈∇∇(i)ξt,∇∇(j1)ξt . . .∇∇(js)ξt 〉 dt. (5.86)

Òàêèì ÷èíîì, â ôiãóðíèõ äóæêàõ â (5.85) âèíèêà¹ ëiâà ÷àñòèíà óìîâè

äèñèïàòèâíîñòi (5.37). Çàóâàæèìî, ùî ç âðàõóâàííÿì (5.81), (5.83) êîåôi-

öi¹íòè K1, K2 ìàþòü ïîëiíîìiàëüíèé ïîðÿäîê ïîâåäiíêè (1 + ρ2(x, o))κ,

äå κ âèíèêà¹ ÿê 2 max(κ0,κα,κR) â (5.39).

Ïåðåéäåìî äî îöiíîê âèðàçiâ (5.71)�(5.75). Ç ïðåäñòàâëåííÿ (5.86) òà

óìîâè (5.37) âèïëèâà¹:

(5.71) + (5.72) ≤ KC E

∫ t

0

pi (ρ
2(ξxτ , o)) ‖∇∇(i)ξxτ ‖2(q−1)‖∇∇(i)ξxτ ‖2dτ+

+
∑

j1+···+js=i, s≥2

E

∫ t

0

pi (ρ
2(ξxτ , o)) ‖∇∇(i)ξxτ ‖2(q−1)·
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· K3
j1,...,js

〈∇∇(i)ξτ ,∇∇(j1)ξτ . . .∇∇(js)ξτ 〉 dτ. (5.87)

Äëÿ îöiíêè äîäàíêiâ (5.73), (5.74) çàñòîñó¹ìî âëàñòèâîñòi ìîíîòîííî¨

çðîñòàþ÷î¨ ôóíêöi¨ pi ïîëiíîìiàëüíî¨ ïîâåäiíêè
(
∃ C : p′′j (u)u ≤ Cp′j(u)

)
,

à òàêîæ íàñëiäîê ôîðìóëè Iòî äëÿ ôóíêöi¨ f(ξxt ) = ρ2(ξxt , o) :

ρ2(ξxt , o) = ρ2(x, o) +
d∑

σ=1

∫ t

0

A1
σρ

2(ξxτ , o) dW
σ
τ +

+

∫ t

0

{A1
0 +

1

2

d∑
α=1

(A1
α)2}ρ2(ξxτ , o)dτ, (5.88)

äå âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ A1 äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ A, ùî äi¹ íà ïåðøó

çìiííó x ôóíêöi¨ ρ(x, o) : A1ρ2(x, o) = 〈A(x),∇x〉ρ2(x, o). Îòæå ìà¹ìî

(5.73) + (5.74) =

t∫
0

E
{
‖∇∇(i)ξxτ ‖2q p′i(ρ

2(ξxτ , o)dρ
2(ξxτ , o)+

+
1

2
p′′i (ρ

2(ξxτ , o))d [ρ2(ξxτ , o), ρ
2(ξxτ , o)] )

}
=

=

∫ t

0

E ‖∇∇(i)ξτ ‖2q
{
p′i(ρ

2(ξτ , o))L
1ρ2(ξτ , o)+

+
1

2
p′′i (ρ

2(ξτ , o))ρ
2(ξτ , o)

1

ρ2(ξτ , o)

d∑
α=1

(A1
αρ

2(ξτ , o))
2
}
dτ ≤

≤
∫ t

0

E ‖∇∇(i)ξτ‖2qp′i(ρ
2(ξτ , o))

{
L1ρ2(ξτ , o)+

+
C

ρ2(ξτ , o)

d∑
α=1

(A1
αρ

2(ξτ , o) )2
}
dτ. (5.89)

Äëÿ ïðîâåäåííÿ ïîäàëüøèõ îöiíîê áóäå çàñòîñó¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.14. [51] Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíi óìîâè (5.36)-(5.37) i ìåò-

ðè÷íà âiäñòàíü ρ(x, y) ¹ C2-äèôåðåíöiéîâíîþ. Òîäi iñíó¹ òàêà ñòàëà K,



220

ùî

L1ρ2(x, o) ≤ K(1 + ρ2(x, o)). (5.90)

Êðiì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêî¨ C iñíó¹ òàêà ñòàëà KC , ùî

L1ρ2(x, o) + C
d∑

α=1

(A1
αρ

2(x, o))2

ρ2(x, o)
≤ KC(1 + ρ2(x, o)). (5.91)

Âðàõîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ (5.86) òà íåðiâíiñòü 2a‖x‖ ‖y‖ ≤ a2‖x‖2
ρ2 +

‖y‖2ρ2, ìà¹ìî:

(5.75) =
1

2

∫ t

0

E |p′i(ρ2) ‖∇∇(i)ξτ ‖2(q−1)d [ρ2, ‖∇∇(i)ξτ‖2] | =

≤ 1

2

∫ t

0

E p′i(ρ
2) ‖∇∇(i)ξτ ‖2q

d∑
α=1

(A1
αρ

2)2

ρ2
+ p′i(ρ

2)ρ2 ‖∇∇(i)ξτ ‖2(q−1)·

· ‖∇Aα[∇∇(i)ξτ ] +
∑

j1+···+js, s≥2

K ′j1,...,js∇∇
(j1)ξτ . . .∇∇(js)ξτ ‖2dτ. (5.92)

Ïåðøèé äîäàíîê îöiíþ¹òüñÿ ðàçîì ç (5.89) ç âèêîðèñòàííÿì (5.91). Äðó-

ãèé äîäàíîê ìà¹ ñòðóêòóðó, àíàëîãi÷íó (5.71), (5.87). Òàêèì ÷èíîì, ç

âðàõóâàííÿì óìîâ (5.36)�(5.37) ìà¹ìî îöiíêó

h(t) = Epi(ρ
2(ξxt , o)) ‖∇∇(i)ξxt ‖2q ≤ h(0) + C

∫ t

0

h(τ)dτ+

+
∑

j1+···+js=i

∫ t

0

E pi(ρ
2(ξτ , o)) ‖∇∇(i)ξτ ‖2(q−1)K5

j1,...,js
‖∇∇(j1)ξτ . . .∇∇(js)ξτ‖2dτ.

Ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ ïðîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 3.7. Ç

âðàõóâàííÿì (5.39) òà íåðiâíîñòi |xq−1y| ≤ |x|q/q + (q − 1)|y|q/q ìà¹ìî

E pi(ρ
2) ‖∇∇(i)ξ ‖2(q−1)K5

j1,...,js
‖∇∇(j1)ξ . . .∇∇(js)ξ‖2 ≤

≤ E pi(ρ
2)(1 + ρ2)κ ‖∇∇(i)ξ ‖2(q−1) ‖∇∇(j1)ξ ‖2 . . . ‖∇∇(js)ξ ‖2 ≤

≤ CEpi ‖∇∇(i)ξ ‖2q + C ′Epi(ρ
2)(1 + ρ2)2qκ ‖∇∇(j1)ξ ‖2q . . . ‖∇∇(js)ξ ‖2q.
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Ïåðøèé äîäàíîê âæå ìà¹ íåîáõiäíó ôîðìó. Äëÿ òîãî, ùîá îöiíèòè

äðóãèé äîäàíîê íàãàäà¹ìî, ùî 2q = m/i (5.68), òîìó

‖xj1 ‖m/i . . . ‖xjs ‖m/i = ( ‖xj1 ‖m/j1)j1/i . . . ( ‖xjs ‖m/js)js/i.

Âèêîðèñòîâóþ÷è i¹ðàðõi¨ ïîëiíîìiàëüíèõ âàã (5.69) ìà¹ìî

pi(ρ
2)(1 + ρ2)κm/i ‖∇∇(j1)ξ ‖m/i . . . ‖∇∇(js)ξ ‖m/i ≤

≤ (pj1(ρ
2) ‖∇∇(j1)ξ ‖m/j1)j1/i . . . (pjs(ρ2) ‖∇∇(js)ξ ‖m/js)js/i ≤

≤ j1

i
pj1(ρ

2) ‖∇∇(j1)ξ ‖m/j1 + · · ·+ js
i
pjs(ρ

2) ‖∇∇(js)ξ ‖m/js.

Îñòàòî÷íî

hi(t) = E pi(ρ
2) ‖∇∇(i)ξ ‖q/i ≤ hi(0) + C

∫ t

0

rn(ξ, τ)dτ,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.12.

5.5 Äèôåðåíöiéîâíiñòü ïðîöåñó ξxt çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

Âiäîìî, ùî çà óìîâ ãëîáàëüíî¨ ëiïøèöåâîñòi êîåôiöi¹íòiâ òà îáìåæåíîñòi

ãåîìåòði¨ ìíîãîâèäó äèôóçiéíèé ïðîöåñ ξxt ¹ äèôåðåíöiéîâíèì çà ïî÷à-

òêîâîþ óìîâîþ, òîáòî iñíó¹ éîãî ïåðøà âàðiàöiÿ
∂ξxt
∂x

[9, ðîçä.4, �3], [97,

ðîçä.VIII]. Ïðîòå âiäïîâiäíi ìåòîäè äîâåäåííÿ ¹ ëîêàëüíèìè i âèêîðèñòî-

âóþòü ñóïðåìàëüíi îöiíêè íà âèðàçè äëÿ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

ξx+εh
t − ξxt

ε
− ∂ξxt
∂x

[h]. (5.93)

Ïiäõiä äàíîãî ðîçäiëó ñïèðà¹òüñÿ íà ìåòîäè òåîði¨ àáñîëþòíî íåïå-

ðåðâíèõ ôóíêöié, à òàêîæ ïiäõiä íåëiíiéíèõ îöiíîê, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî,

çîêðåìà, ìîæíà îòðèìàòè îöiíêè òèïó (5.66).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lip([a, b],M) ïðîñòið ëiïøèöåâèõ êðèâèõ íà âiäðiçêó

[a, b] çi çíà÷åííÿìè â M . Öåé ïðîñòið ñêëàäà¹òüñÿ ç íåïåðåðâíèõ êðè-

âèõ h ∈ C([a, b],M), äëÿ ÿêèõ iñíó¹ òàêà ñòàëà Kh, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ
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c, d ∈ [a, b] ìà¹ ìiñöå îöiíêà ρ(h(c), h(d)) ≤ Kh|c − d|. Çîêðåìà, ç òå-

îði¨ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié âèïëèâà¹ ‖h′ ‖ ∈ L∞([a, b], TM) i

Kh = sup
z∈[a,b]

‖h′(z) ‖Th(z)M .

Çàóâàæèìî, ùî âàðiàöiéíi ðiâíÿííÿ (5.23), ç âèêîðèñòàííÿì ïîçíà÷åíü

ξ
(n)
t,x äëÿ ∇∇γξ

x
t ≡ ∇∇(n)ξxt ïðè |γ| = n, ìîæóòü áóòè ïåðåïèñàíi â íàñòóï-

íîìó âèãëÿäi:

δ[ ξ
(n)
t,x ] =− Γξxt ( ξ

(n)
t,x , δξ

x
t ) +

{
∇Aα[ξ

(n)
t,x ] + ϕ(n)

α (Aα, R, { ξ(i)
t,x }i=1,...,n−1)

}
δW α

t +

+
{
∇A0[ξ

(n)
t,x ] + ϕ

(n)
0 (A0, R, { ξ(i)

t,x }i=1,...,n−1)
}
dt, (5.94)

ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè ξ(1)
0,x = Idx, ξ

(i)
0,x = 0, i ≥ 2, äå [Γ(u, v)]m = Γ m

p qu
pvq

i [∇A[H] ]m = Hp∇pA
m � êîâàðiàíòíà ïîõiäíà â íàïðÿìêó âåêòîðíîãî

ïîëÿ H, à íåîäíîðiäíi ÷àñòèíè ϕ(n)
0 , ϕ(n)

α ðiâíÿíü (5.94) ìàþòü ðåêóðåíòíå

ïðåäñòàâëåííÿ:

ϕ(1)
α = ϕ

(1)
0 = 0,

ϕ(n+1)
α = ∇∇Aα[ξ

(n)
t,x , ξ

(1)
t,x ] +∇∇ϕ(n)

α +R(ξ
(n)
t,x , Aα)ξ

(1)
t,x , (5.95)

ϕ
(n+1)
0 = ∇∇A0[ξ

(n)
t,x , ξ

(1)
t,x ] +∇∇ϕ(n)

α +R(ξ
(n)
t,x , A0)ξ

(1)
t,x .

Ëåìà 5.15. Çà óìîâ (5.36), (5.37), (5.39) êîæíå âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ

(5.23) ìà¹ ¹äèíèé ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê, i öåé ðîçâ'ÿçîê çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

∀n ∈ N ∃ Mn E ‖∇∇(n)ξxt ‖2q ≤ e2qMnt(1 + ρ2(x, o))q(n−1)κ. (5.96)

Ïðè öüîìó ïiä ñèëüíèì ðîçâ'ÿçêîì (5.23) ðîçóìi¹òüñÿ íåïåðåðâíèé àäàï-

òîâàíèé iíòåãðîâàíèé ïðîöåñ

R+ ×M 3 (t, x) −→ ηt(x) ∈ TξxtM ⊗ T
0,n
x M

òàêèé, ùî

∀T > 0, p ≥ 1 E sup
t∈[0,T ]

||ηt||pTξxtM⊗T
0,n
x M

<∞ (5.97)
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i äëÿ áóäü-ÿêî¨ f ∈ C∞0 (M) íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ âèêîíàíî ìàéæå

âñþäè

〈∇f(ξxt ), ηt 〉TξxtM = 〈∇f(x), η0 〉TxM+

+

∫ t

0

{ 〈∇(Aαf)(ξxτ ), ητ(x) 〉+ 〈∇f(ξxτ ), ϕα(τ) 〉 } δW α
τ + (5.98)

+

∫ t

0

{
〈∇(Ã0f)(ξxτ ), ητ(x) 〉+ 〈∇f(ξxτ ), ϕ0(τ) 〉

}
dτ. (5.99)

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî òåîðåìè 5.4 âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ (5.23) âiäíîñíî ïðî-

öåñó ∇∇(i)ξxt ¹ ëiíiéíèì íåàâòîíîìíèì íåîäíîðiäíèì ðiâíÿííÿì, ÿêùî âà-

ðiàöi¨ ìåíøèõ ïîðÿäêiâ ∇∇(j)ξxt , j < i ðîçãëÿäàòè ÿê âiäîìi ïðîöåñè. Äëÿ

òàêîãî òèïó ðiâíÿíü ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìîæå áóòè ïîáóäîâàíèé ñòàíäàðò-

íèì ÷èíîì çà äîïîìîãîþ çêëåþâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü,

ëîêàëiçîâàíèõ ó ðiçíèõ êîîðäèíàòíèõ îêîëàõ ìíîãîâèäó (äèâ., íàïðè-

êëàä, [154]), àáî, âèêîðèñòîâóþ÷è ëiïøèöåâi àïðîêñèìàöi¨ êîåôiöi¹íòiâ

ðiâíÿííÿ (5.1), ÿê â [58, ëåìà 3.1]. Ç (5.85)-(5.86) òà óìîâè äèñèïàòèâíî-

ñòi (5.37) ìà¹ìî

h(t) = E ‖∇∇(i)ξxτ ‖2q ≤ h(0) +K

∫ t

o

h(τ) dτ+

+
∑

j1+···+js=i, s≥2

E

∫ t

0

‖∇∇(i)ξxτ ‖2(q−1) 〈∇∇(i)ξτ , Kj1,...,js∇∇(j1)ξτ . . .∇∇(js)ξτ 〉dτ.

(5.100)

Ç íåðiâíîñòi |xq−1y| ≤ |x|q/q + (q − 1)|y|q/q òà óìîâè (5.39) âèïëèâà¹:

E ‖∇∇(i)ξτ ‖2(q−1)
∣∣Kj1,...,js 〈∇∇(j1)ξτ ,∇∇(i)ξτ . . .∇∇(js)ξτ 〉

∣∣ ≤
≤ E(1 + ρ2(o, ξxτ ))κ/2 ‖∇∇(i)ξτ ‖2q−1 ‖∇∇(j1)ξτ ‖ . . . ‖∇∇(js)ξτ ‖ ≤

≤ CE ‖∇∇(i)ξτ ‖2q + C ′E(1 + ρ2(o, ξxτ ))qκ ‖∇∇(j1)ξτ ‖2q . . . ‖∇∇(js)ξτ ‖2q.

Äëÿ ïåðåòâîðåííÿ îñòàííüîãî äîäàíêó çàñòîñó¹ìî iíäóêòèâíå ïðèïó-

ùåííÿ (5.96) äëÿ âàðiàöié íèæ÷èõ ïîðÿäêiâ. Àíàëîãi÷íî ìiðêóâàííÿì
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òåîðåìè 5.12 ç (5.100) òà òåîðåìè 5.10 âèïëèâà¹

h(t) ≤ eCth(0) +
∑

j1+···+js=i, s≥2

C ′
∫ t

0

eC(t−τ)E (1 + ρ2(ξxτ , o))
qκ·

· ‖∇∇(j1)ξxτ ‖2q · · · · · ‖∇∇(js)ξxτ ‖2qdτ ≤

≤ eCth(0) +
∑

j1+···+js=i, s≥2

e(C+C ′)t sup
τ∈[0,t]

E (1 + ρ2(ξxτ , o))
qκ·

· sup
τ∈[0,t]

s∏
p=1

(
E ‖∇∇(jp)ξxτ ‖2qjp

)1/jp
≤

≤ e(C+C ′+2qM)t
∑

j1+···+js=i, s≥2

(1 + ρ2(x, o))qκ
s∏

p=1

(1 + ρ2(x, o))q(jp−1)κ ≤

≤ e2qM ′t(1 + ρ2(x, o))q(i−1)κ,

ùî äà¹ (5.96).

Òåîðåìà 5.16. [64, òåîðåìà 8] Çà óìîâ (5.36)-(5.37) òà (5.39) ðîçâ'ÿ-

çîê ξxt ðiâíÿííÿ (5.1) ¹ äèôåðåíöiéîâíèì çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ x ∈ M .

Ïðè öüîìó éîãî ïîõiäíà ξ(1)
t (x) =

∂ξxt
∂x

¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì âàðiàöiéíîãî

ðiâíÿííÿ, ùî ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä ó ëîêàëüíèõ êîîðäèíàòàõ

δ[ξ
(1)
t (x)]mk =− Γ m

p q(ξ
x
t ) [ξ

(1)
t (x)]pk δ(ξ

x
t )q+

+∇pA
m
α (ξxt )[ξ

(1)
t (x)]pkδW

α
t +∇pA

m
0 (ξxt )[ξ

(1)
t (x)]pkdt (5.101)

i ïî÷àòêîâó óìîâó ξ(1)
0 (x) = I.

Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíî¨ êðèâî¨ h ∈ Lip([a, b],M) òà ôóíêöi¨ f ∈

C∞0 (M) ìàéæå âñþäè ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ:

f(ξ
h(b)
t )− f(ξ

h(a)
t ) =

∫ b

a

〈∇f(ξ
h(z)
t ), ξ

(1)
t (h(z))[h′(z)] 〉T

ξ
h(z)
t

dz. (5.102)

Ïiä ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (5.101) ðîçóìi¹òüñÿ íåïåðåðâíèé àäàïòîâàíèé

iíòåãðîâàíèé ïðîöåñ

R+ ×M 3 (t, x) → ξ
(1)
t (x) ∈ L∞([0, T ], Lp(Ω, TξxtM ⊗ T

∗
xM)),
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T > 0, p > 1, òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíèõ f ∈ C∞0 (M), h ∈ TxM

〈∇f(ξxt ), ξ
(1)
t (x)[h] 〉TξxtM = 〈∇f(x), ξ

(1)
0 (x)[h] 〉TxM+

+

∫ t

0

〈∇(Aαf)(ξxτ ), ξ(1)
τ (x)[h] 〉 δW α

τ +

∫ t

0

〈∇(Ã0f)(ξxτ ), ξ(1)
τ (x)[h] 〉 dτ.

(5.103)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ãëàäêó êðèâó h ∈ C∞([a, b],M) ç ïî÷à-

òêîì â òî÷öi x = h(a). Ôîðìàëüíå äèôåðåíöiþâàííÿ (5.3) äà¹ ðiâíÿííÿ

íà ïåðøó âàðiàöiþ ξ
(1)
t (x)[h′(a)] =

d

du
u=0

ξ
h(u)
t :

〈∇f(ξxt ), ξ
(1)
t (x)[h′(a)] 〉 = 〈∇f(x), h′(a) 〉+

+
∑
α

∫ t

0

〈∇(Aαf)(ξxτ ), ξ(1)
τ (x)[h′(a)] 〉δW α

τ +

+

∫ t

0

〈∇(Ã0f)(ξxτ ), ξ(1)
τ (x)[h′(a)] 〉dτ. (5.104)

Âiäïîâiäíî â ëîêàëüíèõ êîîðäèíàòàõ öå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä:

δ[ξ
(1)
t (x)]mj =− Γ m

p q(ξ
x
t )[ξ

(1)
t (x)]pjδ(ξ

x
t )q +

∑
α

∇pA
m
α (ξxt )[ξ

(1)
t (x)]pjδW

α
t +

+∇pA
m
0 (ξxt )[ξ

(1)
t (x)]pjdt. (5.105)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ξ
(1)
0 = I.

Ñïåðøó äîâåäåìî òîòîæíiñòü (5.102) äëÿ ôóíêöié f ç äîñèòü ìàëèì

íîñi¹ì, ïiñëÿ ÷îãî âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçáèòòÿ îäèíèöi ìàòèìåìî (5.102)

äëÿ äîâiëüíî¨ f ∈ C∞0 (M).

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè o ∈ M iñíó¹ äîñèòü ìàëèé îêië

U = U(o) 3 o i òî÷êè çîâíi öüîãî îêîëó oi = oi(o) 6∈ U, i = 1, . . . , dimM

òàêi, ùî âîíè ãåíåðóþòü ãëàäêó ëîêàëüíó êîîðäèíàòíó ñèñòåìó â U

θ(x) = (θi(x))dimM
i=1 : U → RdimM çà ïðàâèëîì θi(x) = ρ(oi, x).
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Âèùå θi(x) = ρ(oi, x) ïîçíà÷à¹ ãåîäåçè÷íó âiäñòàíü âiä x ∈ U äî òî÷êè

oi, i = 1, . . . , dimM . Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ θi(ξxt ) = ρ(oi, ξ
x
t ), òîäi ç íåðiâ-

íîñòi òðèêóòíèêà

|ρ(oi, x)− ρ(oi, z)| ≤ ρ(x, z),

òà (5.67) äëÿ äîâiëüíèõ p ≥ 1 òà T > 0 ìà¹ìî

sup
t∈[0,T ]

E|θi(ξxt )− θi(ξzt )|p ≤ sup
t∈[0,T ]

E[ρ(ξxt , ξ
z
t )]

p ≤ eKpTρp(x, z).

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ [a, b] ∈ z → θi(ξ
h(z)
t ) ∈ L∞([0, T ], Lp(Ω,W)) ¹ ëi-

ïøèöåâèì, ÿêùî êðèâà h ∈ Lip([a, b],M), ùî òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

Ëiïøèöÿ:

∀ c, d ∈ [a, b] sup
t∈[0,T ]

E|θi(ξh(c)
t )− θi(ξh(d)

t )|p ≤ |c− d|peKpT · ‖h′ ‖pL∞([a,b],TM).

Ç òåîði¨ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié âèïëèâà¹, ùî

dθi(ξ
h(z)
t )

dz
∈ L∞([a, b]× [0, T ], Lp(Ω,W) )

sup
z∈[a,b],t∈[0,T ]

E ‖dθ
i(ξ

h(z)
t )

dz
‖pT

ξ
h(z)
t

M⊗T ∗h(z)M
≤ eKpT · ‖h′ ‖pL∞([a,b],TM), (5.106)

òà ìàéæå âñþäè ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

θi(ξ
h(b)
t )− θi(ξh(a)

t ) =

∫ b

a

dθi(ξ
h(z)
t )

dz
dz. (5.107)

Äëÿ äîâiëüíî¨ f ∈ C∞0 (U) ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì â U iñíó¹ ãëàäêà ôóíê-

öiÿ f̄ ∈ C∞0 (RdimM) òàêà, ùî

f(x) = 1U(x)f̄(θ(x)), (5.108)

äå 1U(x) ïîçíà÷à¹ õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ ìíîæèíè U . Íàïðèêëàä,

ôóíêöiþ f̄ ìîæíà çàäàòè ÿê êîîðäèíàòíó âåðñiþ f â êîîðäèíàòàõ θ, ïi-

ñëÿ ÷îãî ãëàäêèì ÷èíîì ïðîäîâæèòè íà âåñü ïðîñòið RdimM íóëåì çîâíi
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äåÿêîãî îêîëó âiäêðèòî¨ ìíîæèíè θ(U). Äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ C∞0 (U) ç êîì-

ïàêòíèì íîñi¹ì â U ìà¹ìî:

(Af)(x) = (∇Af)(x) = 1U(x)
dimM∑
j=1

∂j f̄(θ(x))∇Aθ
j(x) =

= 1U(x)
dimM∑
j=1

(Āj∂j f̄)(θ(x)) = 1U(x) (Āf̄)(θ(x)),

äå Āj ïîçíà÷à¹ ëîêàëüíi êîîðäèíàòè Āj(θ(x)) = Aθj(x) âåêòîðíîãî ïîëÿ

A â îêîëi U . Äëÿ ñóïåðïîçèöi¨ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì òà

ëiïøèöåâî¨ ôóíêöi¨, âðàõîâóþ÷è (5.107), ìà¹ìî:

f(ξ
h(b)
t )− f(ξ

h(a)
t ) = 1U(ξ

h(z)
t )f̄(θ(ξ

h(z)
t ))

z=b

z=a

=

=

∫ b

a

1U(ξ
h(z)
t )

dimM∑
j=1

∂j f̄(θ(ξ
h(z)
t ))

dθj(ξ
h(z)
t )

dz
dz. (5.109)

Ç iíøîãî áîêó, ç îçíà÷åííÿ (5.3) ðîçâ'ÿçêó ξxt âèïëèâà¹:

f(ξ
h(b)
t )− f(ξ

h(a)
t ) = f(h(b))− f(h(a))+

+
∑
α

∫ t

0

[
(Aαf)(ξh(b)

τ )− (Aαf)(ξh(a)
τ )

]
δW α

τ +

+

∫ t

0

[
(Ã0f)(ξh(b)

τ )− (Ã0f)(ξh(a)
τ )

]
dτ =

= 1U(h(b))f̄(θ(h(b)))− 1U(h(a))f̄(θ(h(b)))+

+
∑
α

∫ t

0

[
1U(ξh(b)

τ ) (Āαf̄)(θ(ξh(b)
τ ))− 1U(ξh(a)

τ ) (Āαf̄)(θ(ξh(a)
τ ))

]
δW α

τ +

+

∫ t

0

[
1U(ξh(b)

τ ) (
¯̃
A0f̄)(θ(ξh(b)

τ ))− 1U(ξh(a)
τ ) (

¯̃
A0f̄)(θ(ξh(a)

τ ))
]
dτ. (5.110)

Çàñòîñîâóþ÷è çíîâ, ùî ñóïåðïîçèöiÿ ãëàäêîãî Ā·f̄ ∈ C∞0 (Rd) òà ëiïøè-

öåâîãî âiäîáðàæåííÿ [a, b] → θi(ξ
h(z)
τ ) ¹ íåïåðåðâíèì çà Ëiïøèöåì, âðà-
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õîâóþ÷è (5.109) òà (5.110), îòðèìà¹ìî:∫ b

a

1U(ξ
h(z)
t )

dimM∑
j=1

∂j f̄(θ(ξ
h(z)
t ))

dθj(ξ
h(z)
t )

dz
dz =

=

∫ b

a

1U(h(z))
dimM∑
j=1

∂j f̄(θ(h(z)))
dθj(h(z))

dz
dz+

+
∑
α

∫ t

0

[∫ b

a

1U(ξh(z)
τ )

dimM∑
j=1

(∂jĀαf̄)(θ(ξh(z)
τ ))

dθj(ξ
h(z)
τ )

dz
dz

]
δW α

τ +

+

∫ t

0

[∫ b

a

1U(ξh(z)
τ )

dimM∑
j=1

(∂j
¯̃
A0f̄)(θ(ξh(z)

τ ))
dθj(ξ

h(z)
τ )

dz
dz

]
dτ.

Ç (5.96) òà (5.106) âèïëèâà¹, ùî äîäàíêè ïiä iíòåãðàëàìè íàëåæàòü ïðî-

ñòîðó L∞([a, b]× [0, T ], Lp(Ω,W) ), p ≥ 1, T > 0, îòæå ïîðÿäîê iíòåãðóâà-

ííÿ ìîæíà çìiíèòè. Îñêiëüêè h ∈ Lip([a, b],M) òà [a, b] áóëè äîâiëüíèìè,

÷ëåíè ïiä iíòåãðàëîì
∫ b
a ñïiâïàäàþòü äëÿ ìàéæå âñiõ z ∈ [a, b] :

1U(ξ
h(z)
t )

dimM∑
j=1

∂j f̄(θ(ξ
h(z)
t ))

dθj(ξ
h(z)
t )

dz
=

= 1U(h(z))
dimM∑
j=1

∂j f̄(θ(h(z)))
dθj(h(z))

dz
+

+
∑
α

∫ t

0

[
1U(ξh(z)

τ )
dimM∑
j=1

∂jĀαf̄)(θ(ξh(z)
τ ))

dθj(ξ
h(z)
τ )

dz

]
δW α

τ +

+

∫ t

0

[
1U(ξh(z)

τ )
dimM∑
j=1

∂j
¯̃
A0f̄)(θ(ξh(z)

τ ))
dθj(ξ

h(z)
τ )

dz

]
dτ.

Îòæå, â òåðìiíàõ iíâàðiàíòíèõ ïîçíà÷åíü äëÿ ïîëiâ íà M , ìà¹ìî

〈∇f(ξ
h(z)
t ),

dξ
h(z)
t

dz
〉 = 〈∇f(h(z)),

dh(z)

dz
〉+ (5.111)

+
∑
α

∫ t

0

〈∇(Aαf)(ξh(z)
τ ),

dξ
h(z)
τ

dz
〉δW α

τ +

∫ t

0

〈∇(Ã0f)(ξh(z)
τ ),

dξ
h(z)
τ

dz
〉dτ.
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Âèùå òàêîæ áóëî âèêîðèñòàíî, ùî, êîëè ξh(z)
τ ∈ U , âñi äîäàíêè ç iíäåêñîì

j ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ êîîðäèíàòè âiäïîâiäíèõ òåíçîð-iíâàðiàíòíèõ îá'-

¹êòiâ. Ç iíøîãî áîêó, êîëè ξh(z)
τ 6∈ U , ÷ëåíè ç iíäåêñîì j âæå íå ¹ êîîðäè-

íàòàìè, ïðîòå 1U(ξ
h(z)
τ ) = 0, à íîñi¨ f, Aαf, A0f ëåæàòü â U .

Íàðåøòi çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ (5.111) òà (5.104) ìàþòü îäíàêîâó

ñòðóêòóðó. Òîìó ïðè ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ, ùî ñïiâïàäàþòü,
dθj(h(z))

dz
=

[h′(z)]j ç ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (5.104) âèïëèâà¹: ξ(1)
t (h(z))[h′(z)] =

dξ
h(z)
t

dz
. Îñòàòî÷íî ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè â ðiâíÿííÿ (5.109) ìà¹ìî (5.102).

5.6 Çáåðåæåííÿ ãëàäêîñòi ïiä äi¹þ ïiâãðóïè íà íåêîìïàêòíî-

ìó ðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi

Íåõàé ~qκ = (q0, q1, . . . , qn), qi ≥ 1 ïîçíà÷à¹ íàáið ìîíîòîííèõ ôóíêöié íà

R+ ïîëiíîìiàëüíî¨ ïîâåäiíêè, ùî çàäîâîëüíÿþòü i¹ðàðõiþ

∀ i ≥ 1 qi(z)(1 + z)κ/2 ≤ qi+1(z), z ≥ 0. (5.112)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Cn
~q(κ)(M) ïðîñòið n-ðàçiâ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâà-

íèõ ôóíêöié íà ìíîãîâèäi M , îñíàùåíèé íîðìîþ

‖f ‖Cn~q(κ)(M) = max
i=0,...,n

sup
x∈M

‖(∇x)if(x) ‖
qi(ρ2(x, o))

. (5.113)

Òåîðåìà 5.17. [61, òåîðåìà 2]Çà óìîâ (5.36), (5.37), (5.39) äëÿ äîâiëüíî¨

f ∈ Cn
~q (M) ïiâãðóïà Ptf(x), àñîöiéîâàíà ç ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåíöiàëü-

íèì ðiâíÿííÿì (5.1), ¹ n-ðàçiâ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíîþ ïî x ∈ M

äëÿ áóäü-ÿêîãî t ≥ 0. Êðiì òîãî, ¨¨ êîâàðiàíòíi ïîõiäíi çàäàþòüñÿ íàñòó-

ïíèì ÷èíîì:

∇(n)
x Ptf(x) =

∑
j1+···+j`=n,`≥1

E 〈∇(`)
ξxt
f(ξxt ),∇∇(j1)ξxt ⊗ · · · ⊗ ∇∇(j`)ξxt 〉T 0,`

ξxt
M .

(5.114)
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Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ìiñòèòüñÿ ó äîäàòêó E (òåîðåìà E.4).

Òåîðåìà 5.18. [61, òåîðåìà 17] Çà óìîâ (5.36), (5.37), (5.39) äëÿ äî-

âiëüíîãî n ∈ N ïðîñòið Cn
~q(κ)(M) çáåðiãà¹òüñÿ ïiä äi¹þ ïiâãðóïè ∀ t ≥

0 Pt : C
n
~q(κ)(M)→ Cn

~q(κ)(M) òà iñíóþòü ñòàëi K,M , òàêi, ùî

∀ f ∈ Cn
~q (M) ‖Ptf ‖Cn~q (M) ≤ KeMt ‖f ‖Cn~q (M). (5.115)

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî (5.96) i (5.40), ùîá îöiíèòè âiäïîâiäíi ïiâíîðìè

‖(∇x)iPtf(x) ‖
T

(0,i)
x

qi(ρ2(x, o))
≤

≤
∑

j1+···+j`, `≥1

‖E 〈 (∇ξ)`f(ξxt ) ,∇∇(j1)ξxt ⊗ · · · ⊗ ∇∇(j`)ξxt 〉T (0,i)
ξ
‖
T

(0,i)
x

qi(ρ2(x, o))
≤

≤
∑

j1+···+j`, `≥1

(
sup
ξxt ∈M

‖(∇ξ)`f(ξxt ) ‖
T

(0,`)
ξ

q`(ρ2(ξxt , o))

)Eq`(ρ
2(ξxt , o)) ‖∇∇(j1)ξxt ‖ . . . ‖∇∇(j`)ξxt ‖

qi(ρ2(x, o))
≤

≤ ‖f ‖Cn~q
∑

j1+···+j`, `≥1

(
Eq`+1

` (ρ2(ξxt , o))
)1/(`+1) ∏̀

m=1

(
E ‖∇∇(jm)ξxt ‖`+1

)1/(`+1)

qi(ρ2(x, o))
≤

≤ K2eM
′t ‖f ‖Cn~q

∑
j1+···+j`, `≥1

q`(ρ
2(x, o))

∏̀
m=1

(1 + ρ2(x, o))κ(jm−1)/2

qi(ρ2(x, o))
≤

≤ K2eM
′t ‖f ‖Cn~q

∑
j1+···+j`, `≥1

q`(ρ
2(x, o))(1 + ρ2(x, o))κ(i−`)/2

qi(ρ2(x, o))
.

Îñòàííié ðÿäîê ïðèâîäèòü äî i¹ðàðõi¨ âàã (5.112). Âèùå òàêîæ áóëî âèêî-

ðèñòàíî, ùî äëÿ ôóíêöi¨ qi ≥ 1 ïîëiíîìiàëüíî¨ ïîâåäiíêè iñíó¹ òàêà ñòàëà

K, ùî 1
K (1 + b)deg(qi) ≤ qi(b) ≤ K(1 + b)deg(qi), òîìó ç (5.40) âèïëèâà¹

E
[
qi(ρ

2(o, ξxt ))
]n ≤ KnE

[
1 + ρ2(o, ξxt )

]n·deg(qi) ≤

≤ Knen·deg(qi)Mt
[
1 + ρ2(o.x)

]n·deg(qi) ≤ K2nen·deg(qi)Mtqi(ρ
2(o, x)).
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5.7 Âèñíîâêè ðîçäiëó 5

Ó öüîìó ðîçäiëi ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè ïåðåíîñÿòüñÿ íà âèïàäîê äèôóçié-

íèõ ðiâíÿíü íà íåêîìïàêòíîìó ãëàäêîìó ðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi. Ç öi¹þ

ìåòîþ âèðiøó¹òüñÿ ïðîáëåìà ãåîìåòðè÷íî-iíâàðiàíòíîãî ïðåäñòàâëåííÿ

ïîõiäíèõ ïiâãðóïè, àñîöiéîâàíî¨ ç äåÿêèì ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåíöiàëü-

íèì ðiâíÿííÿì íà ìíîãîâèäi. Äëÿ öüîãî ââîäèòüñÿ íîâå îçíà÷åííÿ âàðià-

öié íà ìíîãîâèäi, ùî ìàþòü òåíçîðíèé õàðàêòåð. Çà äîïîìîãîþ òàêèõ âà-

ðiàöié êîâàðiàíòíi ïîõiäíi ïiâãðóïè â iíâàðiàíòíèé ñïîñiá ïîâ'ÿçóþòüñÿ ç

êîâàðiàíòíèìè ïîõiäíèìè ôóíêöi¨, íà ÿêó öÿ ïiâãðóïà äi¹. Öå äà¹ ìîæëè-

âiñòü çàñòîñóâàòè ìåòîä íåëiíiéíî¨ îöiíêè òà äîâåñòè ðåçóëüòàò ïðî çáå-

ðåæåííÿ ïðîñòîðiâ äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié ç sup-òîïîëîãi¹þ ïiä äi¹þ

ïiâãðóïè íà íåêîìïàêíîìó ðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi. Ç ìåòîþ ðåàëiçàöi¨ öi-

¹¨ ïðîãðàìè äîñëiäæóþòüñÿ âëàñòèâîñòi íîâèõ âàðiàöié òà äîâîäèòüñÿ ¨õ

íåïåðåðâíiñòü çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ âèõiäíîãî ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ.

Êðiì òîãî, ó äàíîìó ðîçäiëi äîâîäèòüñÿ ðåçóëüòàòè ïðî âiäñóòíiñòü âèáó-

õó äëÿ ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíîãî ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

íà íåêîìïàêòíîìó ðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi.



ÐÎÇÄIË 6

ÏIÄÂÈÙÅÍÍß ÃËÀÄÊÎÑÒI ÏIÄ ÄI�Þ ÅÂÎËÞÖI� ÍÀ

ÍÅÊÎÌÏÀÊÒÍÎÌÓ ÐIÌÀÍÎÂÎÌÓ ÌÍÎÃÎÂÈÄI

Íàñòóïíå îçíà÷åííÿ óçàãàëüíþ¹ ïîíÿòòÿ âèñîêîãî ïîðÿäêó êëàñè÷íî¨ êî-

âàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨ ∇x
k òà ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨ Dz äëÿ çìiøàíîãî òåíçî-

ðà â ñåíñi îçíà÷åíü ðîçäiëó 5. Íàãàäà¹ìî, ùî âèïàäêîâà ôóíêöiÿ F (ω),

âèçíà÷åíà íà âiíåðiâñüêîìó ïðîñòîði ω ∈ C0(R+,Rd), íàçèâà¹òüñÿ ñòîõà-

ñòè÷íî äèôåðåíöiéîâàíîþ [77, 169] â íàïðÿìêó, ÿêèé çàäà¹òüñÿ îáìåæå-

íèì íåïåðåðâíèì àäàïòîâàíèì ïî âiäíîøåííþ äî êàíîíi÷íî¨ ôiëüòðàöi¨

ïðîöåñîì zt(ω) ∈ IRd, ÿêùî äëÿ ìíîæèíè ïîâíî¨ ìiðè iñíó¹ ïîõiäíà:

DzF (ω) =
d

dε

∣∣∣
ε=0
F ({ωt + ε

∫ t

0

zsds}t∈R+) (6.1)

Îçíà÷åííÿ 6.1. Iíâàðiàíòíà ñòîõàñòè÷íà ïîõiäíà IDz çìiøàíîãî òåí-

çîðà u(i/a)
(j/b) çàäà¹òüñÿ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

IDzu
(i/a)
(j/b) = Dzu

(i/a)
(j/b) +

∑
ρ∈(a)

Γ ρ
σ δ(φ(x))u

(i/a)|ρ=σ
(j/b) Dzφ

δ

−
∑
ρ∈(b)

Γ σ
ρ δ(φ(x))u

(i/a)
(j/b)|ρ=σDzφ

δ. (6.2)

Âèùå, ÿê â îçíà÷åííi 5.3, (i/a)|ρ=σ îçíà÷à¹, ùî â ìóëüòè-iíäåêñi (a) =

(a1, . . . , a`) çàìiñòü îäíîãî ç iíäåêñiâ ρ ∈ {a1, . . . , a`} ïiäñòàâëåíî iíäåêñ
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σ, ïî ÿêîìó ïðîâîäèòüñÿ ñóìóâàííÿ çà ñòàíäàðòíîþ äîìîâëåíiñòþ ïðî

ñóìóâàííÿ ïî íèæíiì òà âåðõíiì iíäåêñàì.

IDzu
(i/a)
(j/b) =

∂x(i)

∂x(i′)

∂x(j′)

∂x(j)

∂φ(a)

∂φ(a′)

∂φ(b′)

∂φ(b)
IDzu

(i′/a′)
(j′/b′)

6.1 Ðåêóðåíòíå ïðåäñòàâëåííÿ âèñîêîãî ïîðÿäêó ñòîõàñòè÷íèõ

ïîõiäíèõ

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨ (6.1) [77,169]:

Dz(f ◦ (F1, . . . , Fn)) =
n∑
j=1

(∂jf ◦ (F1, . . . , Fn))DzFj,

Dz

∫ t

0

u(τ)dτ =

∫ t

0

Dzu(τ) dτ,

Dz

∫ t

0

uσ(τ)δW σ
τ =

∫ t

0

(Dzuσ)δW σ
τ +

∫ t

0

uσ(τ)zστ dτ

çàïèøåìî ðiâíÿííÿ íà ïåðøó ñòîõàñòè÷íó ïîõiäíó ðîçâ'ÿçêó âèõiäíîãî

ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (5.1) ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

δ(Dzξ
m
t ) = (DzA

m
0 (ξt) + Am

σ (ξt)z
σ)dt+DzA

m
σ (ξt) δW

σ
t =

= (IDzA
m
0 (ξt)− Γ m

p q(ξt)Dzξ
p
tA

q
0 + Am

σ (ξt)z
σ)dt+

+ (IDzA
m
σ (ξt)− Γ m

p q(ξt)Dzξ
p
tA

q
σ) δW σ

t = (6.3)

= (IDzA
m
0 (ξt) + Am

σ (ξt)z
σ)dt+ IDzA

m
σ (ξt) δW

σ
t − Γ m

p qIDzξ
p
t δξ

q
t ,

äå áóëî äîäàíî òà âiäíÿòî ÷ëåíè çi çâ'ÿçíiñòþ, ùîá ñôîðìóâàòè iíâàði-

àíòíi ñòîõàñòè÷íi ïîõiäíi iç îçíà÷åííÿ 6.1 òà âèäiëåíî äèôåðåíöiàë δξt.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ Xm
γ äëÿ çìiøàíèõ ID òà ∇∇ ïîõiäíèõ ïðîöåñó ξt

ïîðÿäêó |γ| :

Xm
γ = IDγξ

m, IDγ = IDkn . . . IDk1
äå γ = {k1, . . . , kn}, (6.4)
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IDk = ∇∇k, àáî IDzk. (6.5)

Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíÿííÿ íà ïðîöåñ Xm
γ ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

δ(Xm
γ ) = −Γ m

p q(ξ)X
p
γδξ

q +M m
γ σ δW

σ +Nm
γ dt (6.6)

ç äåÿêèìè êîåôiöi¹íòàìè M m
γ σ, N

m
γ , i ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ X∅ äëÿ ïðî-

öåñó

δXm
∅ = −Γ m

p q(ξt)X
p
∅ δξ

q
t + Am

σ (ξt) δW
σ
t + Am

0 (ξt) dt,

ÿêèé ôîðìàëüíî âiäïîâiäà¹ iíäåêñó γ = ∅ â (6.6).

Òåîðåìà 6.2. Êîåôiöi¹íòè Mm
γ σ, N

m
γ ðiâíÿííÿ (6.6) íà Xm

γ ïîâ'ÿçàíi

íàñòóïíèìè ðåêóðåíòíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

Mm
∅ σ = Am

σ (ξxt ), Nm
∅ = Am

0 (ξxt ) (6.7)

M m
γ∪{k} σ =

 IDkM
m

∅ σ, äëÿ γ = ∅

IDkM
m
γ σ +R m

p `qX
p
γ(IDkξ

`)Aq
σ, äëÿ γ 6= ∅

(6.8)

Nm
γ∪{k} =

 IDkN
m
∅ + λAm

σ z
σ
k , äëÿ γ = ∅

IDkN
m
γ + λM m

γ σz
σ
k +R m

p `qX
p
γ(IDkξ

`)Aq
σ, äëÿ γ 6= ∅.

(6.9)

Â (6.9) ñòàëà λ = 0, ÿêùî ïîõiäíà IDk ¹ ∇∇k-ïîõiäíîþ (òîáòî, ÿêùî

Xγ∪{k} = ∇∇kXγ) i äîðiâíþ¹ 1, ÿêùî IDk ¹ ñòîõàñòè÷íîþ ïîõiäíîþ (òîáòî

Xγ∪{k} = IDzkXγ).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.2 íàâåäåíî ó äîäàòêó E.

Íàñëiäîê 6.3. Êîåôiöi¹íòè Mm
γ σ òà N

m
γ ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

M m
k σ = IDkA

m
σ (ξ) = ∇ξ

`A
m
σ (ξ) · IDkξ

`;

N m
k = IDkA

m
0 (ξ) + λAm

σ z
σ
k ;

M m
γ σ = ∇ξ

`A
m
σ [IDγξ

`] +
∑

β1∪···∪βs=γ, s≥2

L1
β1,...,βs

· IDβ1
ξ . . . IDβsξ; (6.10)
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N m
γ = ∇ξ

`A
m
0 [IDγξ

`] +
∑

β1∪···∪βs=γ, s≥2

L2
β1,...,βs

· IDβ1
ξ . . . IDβsξ+

+ λ
∑

β1∪···∪βa∪ε1∪···∪εb=γ

Kβ1,...,βa,ε1,...,εb · IDβ1
ξ . . . IDβaξ · IDε1\k1

zk1
. . . IDεb\kbzkb.

(6.11)

Ñóìóâàííÿ â (6.10) âiäáóâà¹òüñÿ ïî âñiì ìîæëèâèì ïiäðîçáèòòÿì ìíî-

æèíè iíäåêñiâ γ íà ïiäìíîæèíè β1 ∪ · · · ∪ βa ∪ ε1 ∪ · · · ∪ εb = γ, ùî íå

ïåðåòèíàþòüñÿ. Ôóíêöi¨ L1, L2 òà K çàëåæàòü âiä êîåôiöi¹íòiâ A0, Aσ

âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ (5.1) òà êðèâèíè ìíîãîâèäó R, à òàêîæ ¨õ ïîõiäíèõ

ïîðÿäêó íå âèùå |γ|. Â (6.11) ìíîæíèê IDε\kzk âèíèêà¹ òiëüêè, ÿêùî

iíäåêñ k âiäïîâiäà¹ ñòîõàñòè÷íié ïîõiäíié. Â òàêîìó âèïàäêó λ = 1 i ïî-

çíà÷åííÿ ε\k îçíà÷à¹, ùî ç ìíîæèíè ε = {k1, . . . , k|ε|} îäèí ç iíäåêñiâ

k ∈ ε âèäàëåíèé. ßêùî ìíîæèíà ε ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè k, òîäi ïî-

õiäíà IDε\k çàìiíþ¹òüñÿ íà ìíîæíèê zk. ßêùî iíäåêñiâ, ùî âiäïîâiäàþòü

ñòîõàñòè÷íié ïîõiäíié â ìíîæèíi γ íåìà¹, òîäi λ = 0.

6.2 Ïðåäñòàâëåííÿ ïîõiäíèõ ïiâãðóïè â òåðìiíàõ âèõiäíî¨ ôóíê-

öi¨

Íàãàäà¹ìî, ùî ó ðîçäiëi 5 áóëî äîâåäåíî íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ ïîõi-

äíèõ ïiâãðóïè:

(∇x)iPtf(x) =
∑

i1+···+is=i, s=1,...,i

E 〈(∇ξ)sf(ξxt ), (∇∇x)i1ξxt ⊗ · · · ⊗ (∇∇x)isξxt 〉.

(6.12)

Ùîá îòðèìàòè ïðåäñòàâëåííÿ, ÿêå äîçâîëèòü äîâåñòè âëàñòèâiñòü ïiä-

âèùåííÿ ãëàäêîñòi äëÿ ïiâãðóïè Pt, çàóâàæèìî, ùî ãîëîâíi ÷àñòèíè ðiâ-

íÿíü íà çâè÷àéíó òà ñòîõàñòè÷íó ïîõiäíó (5.21) òà (6.3) ñïiâïàäàþòü, ùî

äà¹ ìîæëèâiñòü çíàéòè òàêèé ñïåöiàëüíèé ñòîõàñòè÷íèé íàïðÿìîê z̃k,
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äëÿ ÿêîãî ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ:

Dz̃kξ
m
t = t∇∇kξ

m
t . (6.13)

Ç âëàñòèâîñòåé äèôåðåíöiàëà Ñòðàòîíîâè÷à òà ðiâíÿííÿ (5.21) ìà¹ìî:

δ(t
∂ξmt
∂xk

) =
∂ξmt
∂xk

dt− t{Γ m
p q

∂ξp

∂xk
δξq +∇∇kA

m
σ (ξ)δW σ +∇∇kA

m
0 (ξ)dt}. (6.14)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (6.13), ç ÿêîãî âèïëèâà¹ IDz̃kA
m
σ (ξxt ) = t∇∇kA

m
σ (ξxt ), ðiâ-

íÿííÿ (6.14) ìîæíà òðàíñôîðìóâàòè â (6.3), ÿêùî z̃t âèáðàòè òàêèì, ùî:

∂ξmt
∂xk

= Am
σ (ξxt )z̃σk (t). (6.15)

Íàäàëi ñïåöiàëüíèé íàïðÿìîê, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (6.15)

áóäåìî ïîçíà÷àòè z̃k. Òàêèì ÷èíîì, àíàëîãi÷íî ðîçäiëó 4, (6.13) äà¹ ìî-

æëèâiñòü îòðèìàòè íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ:

∇kPtf(x) = E∇ξ
mf(ξxt ) · ∂ξ

m
t

∂xk
=

=
1

t
E∇ξ

mf(ξxt ) ·D z̃kξ
m
t =

1

t
ED z̃kf(ξxt ) =

=
1

t
E f(ξxt )

∫ t

0

d∑
σ=1

z̃ σk dW
σ. (6.16)

Âèùå áóëî âèêîðèñòàíî õàðàêòåðèçàöiþ ìiðè Âiíåðà â òåðìiíàõ iíòåãðó-

âàííÿ ÷àñòèíàìè [77,169], (äèâ. òàêîæ [200]):

EDzF = EF

∫ t

0

d∑
σ=1

zσ(τ)dW σ
τ .

Òåîðåìà 6.4. Äëÿ çìiøàíèõ òåíçîðiâ F (a)
(b) òà G(b)

(a) (äèâ. îçíà÷åííÿ 5.2),

ùî çàëåæàòü âiä ξxt , ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíà-

ìè:

E(IDzF
(a)
(b) )G

(b)
(a) = −EF

(a)
(b) IDzG

(b)
(a) + EF

(a)
(b) G

(b)
(a)

∫ t

0

d∑
σ=1

zσdW σ (6.17)
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Âèùå ðîçóìi¹òüñÿ äîìîâëåíiñòü ïðî ñóìóâàííÿ ïî âåðõíiì òà íèæíiì

iíäåêñàì, ùî ñïiâïàäàþòü.

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ 6.1 âèïëèâà¹:

E(IDzF
(a)
(b) )G

(b)
(a) =

= E
{
DzF

(a)
(b) +

∑
s∈(a)

Γ s
p q(Dzξ

q)F
(a)|s=p
(β) −

∑
s∈(b)

Γ p
s q(Dzξ

q)F
(a)
(b)|s=p

}
G

(b)
(a) =

= E
{
− F (a)

(b) DzG
(b)
(a) + F

(a)
(b) G

(b)
(a)

∫ t

0

d∑
σ=1

zσdW σ+

+
∑
s∈(a)

Γ p
s q(Dzξ

q)F
(a)
(b) G

(b)
(a)|s=p −

∑
s∈(b)

Γ s
p q(Dzξ

q)F
(a)
(b) G

(b)|s=p
(a)

}
,

ùî äà¹ (6.17). Âèùå áóëî âèêîðèñòàíî ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè

äëÿ ìiðè Âiíåðà òà ïåðåïîçíà÷åíî iíäåêñè p òà s.

Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ: Yk = t∇∇x
k − ĨDk +

∫ t
0

d∑
σ=1

z̃ σk dW
σ äå

ĨDk = IDz̃k (6.18)

� iíâàðiàíòíà ñòîõàñòè÷íà ïîõiäíà â ñïåöiàëüíîìó íàïðÿìêó z̃k, ÿêèé

âèáðàíî âiäïîâiäíî äî (6.15).

Òåîðåìà 6.5. Âèñîêîãî ïîðÿäêó ïîõiäíi ïiâãðóïè Pt äîïóñêàþòü ïðåä-

ñòàâëåííÿ:

∇x
γPtf(x) =

1

t|γ|
Ef(ξxt )Yγ 1, (6.19)

äå Yγ = Ykn . . . Yk1
äëÿ ìíîæèíè γ = {k1, . . . , kn}.

Äîâåäåííÿ. Áàçîþ iíäóêöi¨ äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ (6.19) ¹ ñòàíäàðòíå ïðåä-

ñòàâëåííÿ ïiãðóïè: Ptf(x) = Ef(ξxt ). Ïðèïóñòèìî, ùî (6.19) âèêîíàíî

äëÿ äåÿêîãî γ = {k1, . . . , kn}, òîäi äëÿ íàñòóïíîãî ïîðÿäêó ïîõiäíî¨ âè-
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êîíàíî:

∇k∇γPtf(x) = ∂k∇γPtf −
∑
j∈γ

Γ h
j k(x)∇γ|j=hPtf =

= ∂k(
1

t|γ|
EfYγ1)− 1

t|γ|

∑
j∈γ

Γ h
k j(x)EfYγ|j=h =

=
1

t|γ|
Ef{∂kYγ1−

∑
j∈γ

Γ h
k j(x)Yγ|j=h}+

1

t|γ|
E∂xkf(ξ) · Yγ1 =

=
1

t|γ|+1
Ef(ξxt ){t∇k −Dz̃k +

∫ t

0

z̃εkdW
ε}Yγ1.

Çàëèøèëîñü âèäiëèòè iíâàðiàíòíi ïîõiäíi òà âèêîðèñòàòè, ùî ç (6.15):

tΓ m
p q(ξ)X

p
γ

∂ξq

∂xk
= Γ m

p q(ξ)X
p
γDkξ

q.

6.3 Íåëiíiéíà îöiíêà íà çìiøàíi âàðiàöi¨

Íàäàëi ñèìâîëîì IDk áóäåìî ïîçíà÷àòè ∇∇k-ïîõiäíó, ÿêùî iíäåêñ k âiäïî-

âiäà¹ �çâè÷àéíié� ïîõiäíié â ñåíñi îçíà÷åííÿ 5.3 i áóäå îçíà÷àòè ĨDk, ÿêùî

iíäåêñ k âiäïîâiäà¹ iíâàðiàíòíié ñòîõàñòè÷íié ïîõiäíié â ñåíñi îçíà÷åí-

íÿ 6.1. Ïðè öüîìó ĨDk � ñòîõàñòè÷íà ïîõiäíà â ñïåöiàëüíîìó íàïðÿìêó

z̃k (6.15). Êðiì òîãî, ñèìâîë IDα∪βξxt îçíà÷àòèìå, ùî âiä ïðîöåñó ξ
x
t âçÿòî

|α| �çâè÷àéíèõ� ∇∇-ïîõiäíèõ òà |β| iíâàðiàíòíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîõiäíèõ, i

ìíîæèíà α∪β = {1, . . . , i} óòâîðþ¹ äåÿêó ìíîæèíó iíäåêñiâ, ÿêi íóìåðó-

þòü íàïðÿìêè äèôåðåíöiþâàííÿ. Ïðîäîâæóþ÷è ìåòîäîëîãiþ íåëiíiéíèõ

îöiíîê, ðîçðîáëåíó â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, ðîçãëÿíåìî íåëiíiéíèé âèðàç:

Qn′

n (ξ, t) =
∑

α∪β={1,...,i},|α|≤n,|β|≤n′
E pi(ρ

2(ξxt , o)) ‖
1

t|β|
IDα∪βξxt ‖r/i, r ≥ 2(n+n′).

(6.20)
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Òåîðåìà 6.6. [59]Íåõàé âèêîíàíi óìîâè (5.36)-(5.37) òà (5.39). Ïðèïó-

ñòèìî, ùî ρ2(x, o) ¹ C∞-ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ. Íåõàé ìîíîòîííi çðîñòàþ-

÷i ôóíêöi¨ ïîëiíîìiàëüíî¨ ïîâåäiíêè pj ≥ 1 (òîáòî òàêi, ùî iñíó¹ ñòàëà

C : p′′j (u)u ≤ Cp′j(u)) çàäîâîëüíÿþòü i¹ðàðõiþ:

∀ j1 + · · ·+ js = i ≤ n [pi(| · |2)]i(1 + | · |2)rκ ≤ [pj1(| · |2)]j1 . . . [pjs(| · |2)]js.

(6.21)

Íåõàé, êðiì òîãî, iñíó¹ òàêà ñòàëà κ1, ùî

inf
‖Aσ(x)‖

(1 + ρ2(x, o))κ1
> 0. (6.22)

Òîäi ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà íåëiíiéíà îöiíêà:

∃ K ∀ t ≥ 0 Qn′

n (ξ, t) ≤ eKtQ0
n+n′(ξ, 0). (6.23)

Öåé ðåçóëüòàò ¹ óçàãàëüíåííÿì ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [58].

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî îäèí ç äîäàíêiâ ó âèðàçi (6.20), ùî âiäïîâiäà¹

ìíîæèíi α ∪ β = {1, . . . , i} i íå ìà¹ ìíîæíèêà 1
t|β|
. Ïîêëàäåìî äëÿ çðó-

÷íîñòi
r

i
= 2q i áóäåìî íàäàëi âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ ρ(ξts) çàìiñòü

ρ(ξst , o). Ç ôîðìóëè Iòî âèïëèâà¹:

h(t) = Epi(ρ
2(ξxt ))‖IDα∪βξxt ‖2q = h(0)+

+ E

∫ t

0

pi(ρ
2(ξxt )) d‖IDα∪βξxt ‖2q+ (6.24)

+ E

∫ t

0

‖IDα∪βξxt ‖2qdpi(ρ
2(ξxt ))+ (6.25)

+
1

2
E

∫ t

0

d[pi(ρ
2(ξxt )), ‖IDα∪βξxt ‖2q]. (6.26)

Âèðàç [X, Y ] ïîçíà÷à¹ êâàäðàòè÷íó âàðiàöiþ ïðîöåñiâ X òà Y . Ïðîäîâ-

æóþ÷è äàëi, ìà¹ìî:

(6.24) = q

t∫
0

Epi(ρ
2(ξxt ))‖IDα∪βξxt ‖2(q−1)d‖IDα∪βξxt ‖2+
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+
1

2
q(q − 1)

∫ t

0

Epi(ρ
2(ξxt ))‖IDα∪βξxt ‖2(q−2)d[‖IDα∪βξxt ‖2, ‖IDα∪βξxt ‖2];

(6.27)

(6.25) =

∫ t

0

E‖IDα∪βξxt ‖2qp′i(ρ
2(ξxt ))dρ2(ξxt )+

+
1

2

∫ t

0

E‖IDα∪βξxt ‖2qp′′i (ρ
2(ξxt ))d[ ρ2(ξxt ), ρ2(ξxt ) ]; (6.28)

(6.26) =
1

2

∫ t

0

Ep′i(ρ
2(ξxt ))‖IDα∪βξxt ‖2(q−1)d[ρ2(ξxt ), ‖IDα∪βξxt ‖2]. (6.29)

Äëÿ îöiíêè âèðàçó (6.24) âèêîðèñòà¹ìî íàñòóïíó ëåìó, ÿêà äîâîäèòüñÿ

àíàëîãi÷íî ëåìi D.6 (äèâ. äîäàòîê D).

Ëåìà 6.7. Äèôåðåíöiàë íîðìè ïðîöåñó Xm
γ (6.6) ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä

d‖Xm
γ ‖2 = gγε(x) { gmn(Xm

γ M
n
ε σ +Xn

εM
m
γ σ)dW σ+

+ gmn(X
m
γ N

n
ε +Xn

εN
m
γ +M m

γ σM
n
ε σ)dt+

1

2
gmn(X

m
γ P

n
ε +Xn

ε P
m
γ )dt },

(6.30)

äå âèðàçè Pm
γ çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ:

Pm
k = IDk(∇AσA

m
σ ) +R m

p `qA
p
σA

q
σ(IDkξ

`) (6.31)

Pm
γ∪{k} = IDkP

m
γ + 2R m

p `qM
p
γ σ(IDkξ

`)Aq
σ + (∇sR

m
p `q)X

p
γ(IDkξ

`)Aq
σA

s
σ+

+R m
p `qX

p
γ(IDkA

`
σ)Aq

σ +R m
p `qX

p
γ(IDkξ

`)(∇AσAσ) (6.32)

Ç íàñëiäêó 6.3 âèïëèâà¹ íàñòóïíà ñòðóêòóðà êîåôiöi¹íòiâ Pm
γ :

Pm
k = ∇ξ

`∇AσA
m
σ · IDkξ

` +R(Aσ, IDkξ)Aσ;

Pγ = ∇`∇AσAσ · IDγξ
` +R(Aσ, IDγξ)Aσ +

∑
δ1∪···∪δs=γ, s≥2

Lδ1,...,δs · IDδ1ξ . . . IDδsξ

äå Lδ1,...,δs çàëåæàòü âiä A0, Aσ, R òà ¨õ êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ. Ïiäñòàâ-

ëÿþ÷è â (6.30) ìà¹ìî:

d‖IDα∪βξxt ‖2 = 2 〈 IDα∪βξ,∇ξ
`Aσ[IDα∪βξ`] 〉

T
(0,i)
x ⊗Tξ

dW σ+ (6.33)
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+ 2 〈 IDα∪βξ,∇ξ
`Ã0[ID

α∪βξ`] 〉
T

(0,i)
x ⊗Tξ

dt+ (6.34)

+
d∑

σ=1

‖∇Aσ[IDα∪βξ] ‖2

T
(0,i)
x ⊗Tξ

dt+ (6.35)

+
d∑

σ=1

〈R(Aσ, ID
α∪βξ)Aσ, ID

α∪βξ 〉
T

(0,i)
x ⊗Tξ

dt+ (6.36)

+
∑

δ1+···+δs=α∪β, s≥2

L3
δ1,...,δs,σ

〈 IDα∪βξ, IDδ1ξ . . . IDδsξ 〉dW σ+ (6.37)

+
∑

δ1+···+δs=α∪β, s≥2

L4
δ1,...,δs,σ

〈 IDα∪βξ, IDδ1ξ . . . IDδsξ 〉dt+ (6.38)

+ λ
∑

β1,...,βa,ε1,...,εb

K1
β1,...,βa,ε1,...,εb

×

× 〈 IDα∪βξ, IDβ1ξ . . . IDβaξ · IDε1\k1 z̃k1
. . . IDεb\kb z̃kb 〉dt. (6.39)

Â ðÿäêàõ (6.37) òà (6.38) ìíîæèíè δ ìiñòÿòü iíäåêñè, ÿêi âiäïîâiäàþòü ÿê

�çâè÷àéíèì� ∇∇ òàê i iíâàðiàíòíèì ñòîõàñòè÷íèì ïîõiäíèì. Ñóìóâàííÿ â

(6.39) ïðîâîäèòüñÿ ïî âñiì ðîçáèòòÿì ìíîæèíè {1, . . . , i} íà ïiäìíîæèíè

β1 ∪ · · · ∪ βa ∪ ε1 ∪ · · · ∪ εb = {1, . . . , i}, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ç (6.33) òà

(6.37) âèïëèâà¹, ùî âèðàçè ‖IDα∪βξxt ‖2 îöiíþþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

d [ ‖IDα∪βξxt ‖2, ‖IDα∪βξxt ‖2 ] ≤ 4‖IDα∪βξxt ‖2 ·
d∑

σ=1

‖∇ξAσ[IDα∪βξxt ]‖2dt+

(6.40)

+
∑

δ1+···+δs=α∪β,s≥2

L5
δ1,...,δs,σ

‖IDα∪βξxt ‖2 · ‖ 〈 IDα∪βξxt , ID
δ1ξxt . . . ID

δsξxt 〉‖ dt+

(6.41)

+
∑

δ1+···+δs=α∪β,s≥2

L6
δ1,...,δs,σ

‖ 〈 IDα∪βξxt , ID
δ1ξxt . . . ID

δsξxt 〉‖2dt (6.42)

Çáèðàþ÷è ðàçîì ÷ëåíè, ÿêi âèíèêàþòü ç (6.34), (6.35), (6.36) òà (6.40),
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ìà¹ìî:

(6.24) ≤ 4q

∫ t

0

Epi(ρ
2(ξxt ))‖IDα∪βξxt ‖2(q−1) 〈 IDα∪βξ,∇ξ

`Ã0[ID
α∪βξ`] 〉dt+

(6.43)

+ (2q + 4)

∫ t

0

Epi(ρ
2(ξxt ))‖IDα∪βξxt ‖2(q−1)

d∑
σ=1

‖∇Aσ[IDα∪βξ] ‖2dt+ (6.44)

+ 2q

∫ t

0

Epi(ρ
2(ξxt ))‖IDα∪βξxt ‖2(q−1)

d∑
σ=1

〈R(Aσ, ID
α∪βξ)Aσ, ID

α∪βξ 〉dt+

(6.45)

+ I1 + I2 + I3, (6.46)

äå

I1 =
1

2
q(q + 1)

∫ t

o

∑
δ1...δs

EL7
δ1,...,δs

pi(ρ
2(ξxt ))×

× ‖IDα∪βξxt ‖2q−1‖IDδ1ξxt . . . ID
δsξxt ‖ dt; (6.47)

I2 = λq

∫ t

0

∑
β1...βa,ε1...εb

EK1
β1,...,βa,ε1,...,εb

pi(ρ
2(ξxt ))‖IDα∪βξxt ‖2q−1×

× ‖IDβ1ξxt . . . ID
βaξxt · IDε1\k1 z̃k1

. . . IDεb\kb z̃kb‖ dt; (6.48)

I3 =
1

2
q(q − 1)

∫ t

0

∑
δ1...δs

EL6
δ1,...,δs,σ

pi(ρ
2(ξxt ))×

× ‖IDα∪βξxt ‖2q−2‖IDδ1ξxt . . . ID
δsξxt ‖2dt. (6.49)

Âèðàçè (6.28) òà (6.29) îöiíþþòüñÿ àíàëîãi÷íèì ÷èíîì. Çàñòîñîâóþ÷è

ôîðìóëó Iòî äî ρ2(ξxt ) òà ìîíîòîííiñòü ïîëiíîìiàëüíèõ ôóíêöié pi(·),

ìà¹ìî:

(6.28) =

∫ t

0

E‖IDα∪βξxt ‖2q
{
p′i(ρ

2(ξxt ))Lρ2(ξxt )+

+
1

2
p′′i (ρ

2(ξxt ))ρ2(ξxt )
1

ρ2(ξxt )

d∑
σ=1

(Aσρ
2(ξxt ))2

}
dt ≤
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≤
∫ t

0

E‖IDα∪βξxt ‖2qp′i(ρ
2(ξxt ))

{
Lρ2(ξxt ) +

C

ρ2(ξxt )

d∑
σ=1

‖Aσρ
2(ξxt )‖2

}
dt.

(6.50)

Âðàõîâóþ÷è (6.33)�(6.39), ìà¹ìî:

d[ρ2(ξxt ), ‖IDα∪βξxt ‖2] = 2
d∑

σ=1

Aσρ
2(ξxt ) 〈 IDα∪βξxt , {∇Aσ[IDα∪βξxt ]+

+
∑
δ1,...,δs

L3
δ1,...,δs,σ

IDδ1ξxt . . . ID
δsξxt } 〉dt.

Çàñòîñóâàííÿ íåðiâíîñòi 2a‖x‖ ‖y‖ ≤ a2‖x‖2
ρ2 + ‖y‖2ρ2 äà¹ îöiíêó:

(6.29) ≤
∫ t

0

E p′i(ρ
2(ξxt )) ‖IDα∪βξxt ‖2(q−1)×

× |
d∑

σ=1

Aσρ
2(ξxt ) · 〈 IDα∪βξxt ,∇Aσ[IDα∪βξxt ] 〉 | dt+ (6.51)

+

∫ t

0

E p′i(ρ
2(ξxt )) ‖IDα∪βξxt ‖2(q−1)× (6.52)

× |
d∑

σ=1

Aσρ
2(ξxt )

∑
δ1...δs

L3
δ1,...,δs

〈 IDα∪βξxt , ID
δ1ξxt . . . ID

δsξxt 〉 dt ≤ (6.53)

≤ C

∫ t

0

E p′i(ρ
2(ξxt ))‖IDα∪βξxt ‖2q

d∑
σ=1

‖Aσρ
2(ξxt )‖2

ρ2(ξxt )
dt+ (6.54)

+ C

∫ t

0

Ep′i(ρ
2(ξxt ))ρ2(ξxt )‖IDα∪βξxt ‖2(q−1)‖∇Aσ[IDα∪βξxt ] ‖2+ (6.55)

+ C

∫ t

0

Ep′i(ρ
2(ξxt ))ρ2(ξxt )‖IDα∪βξxt ‖2(q−1)

∑
δ1...δs

L3
δ1,...,δs

‖IDδ1ξxt . . . ID
δsξxt ‖2dt.

(6.56)

×ëåí (6.54) ðàçîì ç (6.50) îöiíþ¹òüñÿ
∫ t

0 h(τ)dτ ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ òåî-

ðåìè 5.14. ×ëåí (6.55) ðàçîì ç (6.44) ç âðàõóâàííÿì (6.43) � (6.45) ïðè-

âîäèòü äî óìîâè êîåðöèòèâíîñòi çi ñòàëîþ KC . Äëÿ òîãî, ùîá âðàõóâàòè

ìíîæíèê 1/t2q|β| â Qn(t) íåîáõiäíà íàñòóïíà ëåìà.
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Ëåìà 6.8. [58] Íåõàé h0 = 0 i

ht ≤M

∫ t

0

htdt+

∫ t

0

[Lt + h
1−1/α
t Kt ] dt (6.57)

ç Lt, Kt ≥ 0 òàêèìè, ùî∫ t

0

Ls
sα
ds <∞ òà sup

s∈[0,t]

Ks <∞

Òîäi

sup
s∈[0,t]

hs
sα
≤ ceMt

∫ t

0

Ls
sα
ds+

eαMt

αα
sup
s∈[0,t]

Kα
s (6.58)

Äîâåäåííÿ. Ç ïðèïóùåííÿ (6.57) äëÿ ψt = Lt + h
1−1/q
t Kt âèïëèâà¹, ùî

eMt d

dt
(e−Mt

t∫
0

htdt) ≤
t∫

0

ψtdt.

Öå äà¹
t∫

0

htdt ≤
t∫

0

eM(t−s)
s∫

0

ψσdσds ≤
eMt − 1

M

t∫
0

ψsds

Ïiäñòàâëÿþ÷è öþ íåðiâíiñòü â (6.57) ìà¹ìî

ht ≤ eMt(

t∫
0

Ltdt+

t∫
0

h
1−1/q
t Ktdt).

Îòæå

at = sup
s∈[0,t]

hs
sq
≤

≤ sup
s∈[0,t]

eMs

sq
(

s∫
0

Lσ
σq
σqdσ +

s∫
0

(
hσ
σq

)1−1/qσq−1Kσdσ) ≤ (6.59)

≤ eMt

t∫
0

Lσ
σq
dσ + eMta

1−1/q
t sup

σ∈[0,t]

Kσ sup
s∈[0,t]

1

sq

s∫
0

σq−1dσ. (6.60)
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Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü x1−1/qy ≤ (1− 1/q)x+ yq/q äî äðóãîãî ÷ëåíà â

(6.60) ìà¹ìî

at ≤ eMt

t∫
0

Ls
sq
ds+ (1− 1/q)at +

(eMt sup
s∈[0,t]

Ks/q)
q

q
,

ùî äà¹ (6.58).

Çàóâàæèìî, ùî ç (5.39) âèïëèâà¹, ùî íàéâèùèé ïîðÿäîê ïîâåäiíêè

ôóíêöié L7, K1, L6 òà L3 â I1, I2, I3 òà (6.56) ¹ (1 +ρ2(ξxt ))κ
′
ç äåÿêèì κ′.

Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü

Epx2q−1y ≤
(
Epx2q

)1−1/2q(
E pξ2q

)1/2q

îöiíèìî I2 íàñòóïíèì ÷èíîì:

I2 ≤ C1

∫ t

0

∑
β1,...,βa,ε1,...,εb

(
E pi(ρ

2)‖IDα∪βξxt ‖2q
)1−1/2q(

E pi(ρ
2)(1 + ρ2)2qκ·

· ‖IDβ1ξxt . . . ID
βaξxt ID

ε1\k1 z̃k1
. . . IDεb\kb z̃kb‖2q

)1/2q

. (6.61)

Ùîá îòðèìàòè ôîðìó (6.57) îöiíèìî I1, I3 òà (6.56) âèêîðèñòîâóþ÷è íå-

ðiâíiñòü xm−nξn ≤ m−n
m xm + n

mξ
m ç m = 2q òà n = 1 àáî 2. Â ðåçóëüòàòi

îòðèìà¹ìî:

h(t) ≤ C1

∫ t

0

h(τ)dτ + C2

∫ t

0

Lτdτ + C3

∫ t

0

h(τ)1−1/2qKτdτ,

äå

Lt =
∑
δ1,...,δs

Epi(1 + ρ2)2qκ‖IDδ1ξxt . . . ID
δsξxt ‖2q; (6.62)

Kt =
∑

β1,...,βa,ε1,...,εb

(
E pi(ρ

2)(1 + ρ2)2qκ×

× ‖IDβ1ξxt . . . ID
βaξxt ID

ε1\k1 z̃k1
. . . IDεb\kb z̃kb‖2q

)1/2q
. (6.63)
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Ùîá çàñòîñóâàòè ëåìó 6.8 çàëèøèëîñü îöiíèòè âèðàçè Lτ òà Kτ . Äëÿ

îöiíêè Lτ âèêîðèñòà¹ìî íåðiâíiñòü

‖xδ1 . . . xδs‖m/i ≤ (‖xδ1‖m/|δ1|)|δ1|/i . . . (‖xδs‖m/|δs|)|δs|/i.

Îñêiëüêè 2q = m/i i δ1 ∪ · · · ∪ δs = {1, . . . , i} ìà¹ìî

1

τ 2q|β|Lτ ≤
∑
δ1,...,δs

E pi(ρ
2)(1 + ρ2)κm/i‖ 1

τ |δ
′
1|
IDδ1ξxt ‖m/i . . . ‖

1

τ |δ′s|
IDδsξxt ‖m/i ≤

≤
∑
δ1,...,δs

E
(
p|δ1|(ρ

2) ‖ 1

τ |δ
′
1|
IDδ1ξxt ‖m/|δ1|

)|δ1|/i
. . .
(
p|δs|(ρ

2) ‖ 1

τ |δ′s|
IDδsξxt ‖m/|δs|

)|δs|/i
≤

≤
∑

δ1,...,δs,s≥2

E
(|δ1|
i
p|δ1|(ρ

2) ‖ 1

τ |δ
′
1|
IDδ1ξxt ‖m/|δ1| + . . .

+
|δs|
i
p|δs|(ρ

2) ‖ 1

τ |δ′s|
IDδsξxt ‖m/|δs|

)
, (6.64)

äå δ′ ïîçíà÷à¹ �ñòîõàñòè÷íó� ÷àñòèíó iíäåêñiâ â ìíîæèíi δ. Âèùå áóëî

âèêîðèñòàíî óìîâó i¹ðàðõi¨ ïîëiíîìiàëüíèõ âàã (6.21), à òàêîæ íåðiâíiñòü

|z1 . . . zn| ≤ |z1|q1/q1 + · · ·+ |zn|qn/qn ç 1/q1 + · · ·+ 1/qn = 1. Îòæå ìà¹ìî:

Lτ
τ 2q|β| ≤ (6.64) ≤ CQn′

n−1(ξ, τ) + C ′Qn′−1
n (ξ, τ). (6.65)

Ùîá îöiíèòè (6.63) çàóâàæèìî:

Kτ ≤
∑
β,ε

(
E pi(1 + ρ2)2qκ′

a∏
j=1

‖IDβjξxt ‖2q ·
b∏

j=1

‖IDεj\kj z̃kj‖2q
)1/2q

. (6.66)

Ðîçãëÿíåìî îäèí ç ÷ëåíiâ â (6.66) âèãëÿäó ‖IDεj\kj z̃kj‖2q. Ç (6.15) âèïëè-

âà¹:

z̃σk = [A−1(ξxt )]σp
∂ξp

∂xk
(6.67)

Òîìó

IDε\kz̃k = IDε\k
[
(A−1)

∂ξ

∂xk

]
=
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=
∑

µ1∪···∪µ`=ε\k,|µ1|≥0

(A−1)`IDµ1
∂ξ

∂xk
· IDµ2ξxt . . . ID

µ`ξxt . (6.68)

Âèùå ñóìóâàííÿ ïðîõîäèòü ïî âñiì ðîçáèòòÿì ìíîæèíè ε\k íà ïiäìíî-

æèíè, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ: µ1 ∪ · · · ∪ µ` = ε\k, äå ` = 1, . . . , |ε\k|, i

ìíîæèíà µ1 ìîæå áóòè ïîðîæíüîþ. Çàñòîñîâóþ÷è (6.22) ìà¹ìî
b∏

j=1

‖IDεj\kj z̃kj‖2q ≤
b∏

j=1

∑
µ1∪···∪µ`=εj\kj ,|µ1|≥0

(1 + ρ2(ξxt ))2qκ1`·

· ‖IDµ1
∂ξ

∂xkj
‖2q . . . ‖IDµ`ξ‖2q = (6.69)

=
∑

ν1∪···∪ν`=
b
∪
j=1

(εj\kj)

(1 + ρ(ξxt ))
2qκ1(

b∑
j=1

|εj |−b)
·

· ‖IDν1
∂ξ

∂xk1
‖2q . . . ‖IDνb ∂ξ

∂xkb
‖2q‖IDνb+1ξ‖2q . . . ‖IDν`ξ‖2q

Â (6.69) iíäåêñ ` çìiíþ¹òüñÿ âiä 1 äî
b∑

j=1

|εj\kj| =
b∑

j=1

|εj| − b, i äëÿ

ïåðøèõ b ÷ëåíiâ ó äîáóòêó ìíîæèíè ν1, . . . , ν` ìîæóòü áóòè ïîðîæíi-

ìè: |ν1|, . . . , |νb| ≥ 0. Äëÿ iíøèõ |νb+1|, . . . , |ν`| ≥ 1. Çàñòîñîâóþ÷è (6.69)

ïðîäîâæèìî îöiíêó (6.66) âèðàçiâ Kτ :

Kτ ≤
∑

β1∪···∪βa∪ε1∪···∪εb={1,...,i}

[
E pi(1 + ρ2(ξxt ))2qκ′

a∏
j=1

‖IDβjξ‖2q×

×
∑

ν1∪···∪ν`=
b
∪
j=1

(εj\kj)

(1 + ρ2(ξxt ))
2qκ1(

b∑
j=1

|εj |−b)
×

× ‖IDν1
∂ξ

∂xk1
‖2q . . . ‖IDνb ∂ξ

∂xkb
‖2q‖IDνb+1ξ‖2q . . . ‖IDν`ξ‖2q

]1/2q

. (6.70)

Âèáåðåìî κ = max
(
κ′,κ1(

b∑
j=1

|εj| − b)
)
i ïðîäîâæèìî

(6.70) =
∑

β1∪···∪βa∪ε1∪···∪εb={1,...,i}

[
E pi(1 + ρ(ξxt ))2qκ×
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×
∑

ν1∪···∪ν`=∪(εj\kj)

‖IDβ1ξ‖2q . . . ‖IDβaξ‖2q×

× ‖IDν1
∂ξ

∂xk1
‖2q . . . ‖IDνb ∂ξ

∂xkb
‖2q · ‖IDνb+1ξ‖2q . . . ‖IDν`ξ‖2q

]1/2q

≤

≤ C
∑

β1∪···∪βa∪ε1∪···∪εb={1,...,i}

∑
ν1∪···∪ν`=

b
∪
j=1

(εj\kj)

[
E pi(1 + ρ2(ξxt ))2qκ×

× ‖IDβ1ξ‖2q . . . ‖IDβaξ‖2q×

× ‖IDν1
∂ξ

∂xk1
‖2q . . . ‖IDνb ∂ξ

∂xkb
‖2q‖IDνb+1ξ‖2q . . . ‖IDν`ξ‖2q

]1/2q

. (6.71)

Îñêiëüêè
b
∪
j=1

(εj\kj) = {1, . . . , i}\
(
β1∪· · ·∪βa∪{k1, . . . , kb}

)
ïåðåïèøåìî

ñóìóâàííÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:∑
β1∪···∪βa∪ε1∪...εb={1,...,i}

∑
ν1∪···∪ν`=

b
∪
j=1

(εj\kj)

=

=
∑

β1∪···∪βa∪ν1∪···∪ν`={1,...,i}\{k1,...,kb}

=
∑

µ1∪···∪µ`={1,...,i}\{k1,...,kb}

Îñòàíí¹ ñóìóâàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ ïî âñiì ðîçáèòòÿì ìíîæèíè

{1, . . . , i}\{k1, . . . , kb} íà ïiäìíîæèíè µ1, . . . , µ`, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ,

òàêi, ùî |µ1|, . . . , |µb| ≥ 0 i |µb+1|, . . . , |µ`| ≥ 1. Îòæå ìà¹ìî

(6.71) ≤
∑

µ1∪···∪µ`={1,...,i}\{k1,...,kb}

[
E pi(1 + ρ2(ξxt ))2qκ× (6.72)

× ‖IDµ1
∂ξ

∂xk1
‖2q . . . ‖IDµb ∂ξ

∂xkb
‖2q · ‖IDµb+1ξ‖2q . . . ‖IDµ`ξ‖2q

]1/2q

.

Òàêèì ÷èíîì, çàãàëüíà êiëüêiñòü ñòîõàñòè÷íèõ ïîõiäíèõ â (6.72) çìåíøå-

íà íà âåëè÷èíó b, îñêiëüêè âëàñòèâiñòü (6.67) äà¹ ìîæëèâiñòü çàìiíèòè

ñòîõàñòè÷íó ïîõiäíó ç iíäåêñîì k ó íàïðÿìêó z̃k íà çâè÷àéíó ïîõiäíó.

Îòæå, äàëi ìîæíà ìiðêóâàòè àíàëîãi÷íî îöiíöi âèðàçó (6.64), âèêîðèñòî-

âóþ÷è ïðè öüîìó i¹ðàðõi¨ ïîëiíîìiàëüíèõ âàã (6.21) òà âðàõîâóþ÷è, ùî
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|µ1|+ · · ·+ |µ`| = i− b, ìà¹ìî

(6.72) ≤
∑
µ1...µ`

[
E pi(1 + ρ2(ξxt ))2qκ‖ 1

τ |µ
′
1|
IDµ1

∂ξ

∂xk1
‖2q . . . ‖ 1

τ |µ
′
`|
IDµ`ξ‖2q

]1/2q

≤

≤ eM t
∑

µ1,...,µ`

[ (
E p|µ1|+1‖

1

τ |µ
′
1|
IDµ1

∂ξ

∂xk1
‖m/(|µ1|+1)

)(|µ1|+1)/i

· · · · ·

·
(
E p|µb|+1‖

1

τ |µ
′
b|
IDµb ∂ξ

∂xkb
‖m/(|µb|+1)

)(|µb|+1)/i

·

·
(
E p|µb+1|‖

1

τ |µ
′
b+1|

IDµb+1ξ‖m/|µb+1|
)|µb+1|/i

. . .
(
E p|µ`|‖

1

τ |µ
′
`|
IDµ`ξ‖m/|µ`|

)|µ`|/i]1/2q

≤

≤ eM t
∑

µ1,...,µ`

[
E
(|µ1|+ 1

i
p|µ1|+1‖

1

τ |µ
′
1|
IDµ1

∂ξ

∂xk1
‖m/(|µ1|+1) + · · ·+

+
|µ`|
i
p|µ`|‖

1

τ |µ
′
`|
IDµ`ξ‖m/|µ`|

) ]1/2q

≤

≤ CeM t(
b∑

π=1

Qn′−π
n+π (ξ, τ) )1/2q (6.73)

Âèùå áóëî òàêîæ âèêîðèñòàíî, ùî τ i−b ≤ e(i−b)τ . Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

îöiíêó íà êîæåí ç ÷ëåíiâ ó âèðàçi Qn′
n (6.20):

sup
s∈[0,t]

E pi‖
1

s|β|
IDα∪βξxs ‖m/i ≤ Ce(M+1)t sup

s∈[0,t]

(Qn′

n−1(s)+Q
n′−1
n (s)+

b∑
π=1

Qn′−π
n+π (s)),

äå áóëî çàñòîñîâàíî îöiíêè (6.65) òà (6.73) íà âèðàçè Lτ , Kτ â (6.58).

Îòæå

sup
s∈[0,t]

Qn′

n (s) ≤ C ′eM
′t sup
s∈[0,t]

(Qn′

n−1(s) +Qn′−1
n (s) +

b∑
π=1

Qn′−π
n+π (s)).

Iòåðàöiÿ öi¹¨ îöiíêè ïðîâîäèòü äî

sup
s∈[0,t]

Qn′

n (s) ≤ KeM t sup
s∈[0,t]

Q0
n+n′(s).

Çàóâàæèìî, ùî âèðàç Q0
n+n′ âæå íå ìiñòèòü �ñòîõàñòè÷íèõ� ïîõiäíèõ, òî-

ìó ìîæåìî çàñòîñóâàòè çâè÷àéíó íåëiíiéíó îöiíêó íà âàðiàöi¨: Qm(s) ≤

eM sQm(0), ùî îñòàòî÷íî äîâîäèòü òâåðäæåííÿ òåîðåìè.
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6.4 Ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi ïiä äi¹þ ïiâãðóïè ó âèïàäêó íåêîì-

ïàêòíîãî ìíîãîâèäó

Ââåäåìî ïðîñòîðè äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié Cn
~q(κ)(M), îñíàùåíi íîð-

ìîþ

‖f‖Cn~q(κ)
= max

i=0,...,n
sup
x∈M

‖(∇x)if(x)‖
qi(ρ2(x, o))

,

äå ìîíîòîííi äîäàòíi âàãè qi ìàþòü ïîëiíîìiàëüíó ïîâåäiíêó òà çàäî-

âîëüíÿþòü i¹ðàðõiþ:

∃ κ ∀ i = 1, . . . , n qi+1(u) ≥ (1 + |u|)κqi(u), u ≥ 0. (6.74)

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò äàíîãî ðîçäiëó ïîëÿãà¹ â íàñòóïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà 6.9. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè (5.36)-(5.37), (5.39) òà (6.22). Òîäi

iñíóþòü òàêi ñòàëi K òà N , ùî

∀ t > 0 Pt : C
n
~q(κ)(M)→ Cn+m

~q(κ),qn+1(κ),...,qn+m(κ)(M)

i âèêîíàíà îöiíêà:

‖Ptf‖Cn+m
~q(κ),qn+1(κ),...,qn+m(κ)

≤ KeNt

tm/2
‖f‖Cn~q(κ)

. (6.75)

Äîâåäåííÿ. Ç ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ âëàñòèâîñòi ïiâãðóïè Pt = (Pt/m)m òà

íåðiâíîñòi

‖Ptf‖Cn+m = ‖(Pt/m)mf‖Cn+m ≤ K ′eN
′t

√
t
‖(Pt/m)m−1f‖Cn+m−1 ≤

≤ K ′K ′′e(N ′+N ′′)t

t
‖(Pt/m)m−2f‖Cn+m−2 ≤ · · · ≤ KeNt

tm/2
‖f‖Cn

âèïëèâà¹, ùî äîñòàòíüî îòðèìàòè îöiíêó (6.75) òiëüêè äëÿ m = 1.

Ðîçãëÿíåìî ïðåäñòàâëåííÿ (6.12) i ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî éîãî îäèí ðàç:

∇x(∇x)iPtf(x) =
∑

j1+···+js=i+1, s≥1

E 〈 (∇ξ)sf(ξxt ), (∇∇x)j1ξxt ⊗ · · · ⊗ (∇∇x)jsξxt 〉 =
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= E 〈 (∇ξ)i+1f(ξxt ),∇∇xξxt ⊗ · · · ⊗ ∇∇xξxt 〉+ {÷ëåíè ç s ≥ 2}. (6.76)

Âðàõîâóþ÷è (6.13)

(∇ξ)i+1f(ξxt )∇∇xξxt = ∇∇x(∇ξ)if(ξxt ) =
1

t
ĨD(∇ξ)if(ξxt )

àíàëîãi÷íî (6.15)-(6.19) iç çàñòîñóâàííÿì iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè (6.17),

ìà¹ìî:

∇x(∇x)iPtf(x) =

= E 〈 (∇ξ)if(ξxt ), (
1

t
ĨD +

1

t

∫ t

0

z̃σdW σ)(∇∇xξxt ⊗ . . . .⊗∇∇xξxt ) 〉+ (6.77)

+
∑

j1+···+js=i+1, s≥2

E 〈 (∇ξ)sf(ξxt ), (∇∇x)j1ξxt ⊗ · · · ⊗ (∇∇x)jsξxt 〉 (6.78)

Âèáåðåìî âàãè pj(u) = P (u)(1 + |u|)mκ(1/j−1/i). Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî

âîíè çàäîâîëüíÿþòü i¹ðàðõiþ (6.21). Îòæå, ç íåëiíiéíî¨ îöiíêè (6.23) âè-

ïëèâà¹:

EP (ρ2(ξxt , o)) ‖
1

t|β|
(ID)iξxt ‖q/i ≤ KeNtQ0

i (ξ, 0) =

= KeNtP (ρ2(x, o))(1 + ρ2(x, o))κq(i−1)/i. (6.79)

Çàóâàæèìî, ùî âñi ÷ëåíè â (6.77)�(6.78) ìàþòü âèãëÿä:

E 〈 (∇ξ)sf(ξxt ), η(j1) ⊗ (∇∇x)j2ξxt ⊗ · · · ⊗ (∇∇x)jsξxt 〉, (6.80)

äå η(j1) âiäïîâiäà¹ (∇∇x)j1ξxt äëÿ ((6.78) òà
1

t
ĨDξxt àáî

∫ t
0 z̃

σdW σ äëÿ (6.77).

Çàñòîñó¹ìî (6.79), ùîá îöiíèòè (6.80) â íîðìi ïðîñòîðó Cn
~q (M) :

‖(∇x)i+1Ptf(x)‖
T

(0,i+1)
x

qi+1(ρ2(x, o))
≤

≤
∑ ‖E 〈 (∇ξ)sf(ξxt ) , η(j1) ⊗ (∇∇x)j2ξxt ⊗ · · · ⊗ (∇∇x)jsξxt > ‖

qi+1(ρ2(x, o))
≤

≤
∑ sup

ξxt ∈M

‖(∇ξ)sf(ξxt )‖
T

(0,s)
ξ

qs(ρ2(ξxs , o))

 ·
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· Eqs(ρ
2(ξxs , o))‖η(j1)‖ ‖(∇∇x)j2ξxt ‖ . . . ‖(∇∇x)jsξxt ‖

qi+1(ρ2(x, o))
≤

≤
∑
‖f‖Cn~q

(Eqs(ρ
2(ξxs , o))‖η(j1)‖i/j1)j1/i

qi+1(ρ2(x, o))
·

·
s∏
`=2

(Eqs(ρ
2(ξxs , o))‖(∇∇x)j`ξxt ‖i/j`)j`/i. (6.81)

Îöiíêà òàêèõ ÷ëåíiâ ó âèïàäêó, êîëè η(j) ïðåäñòàâëåíi �çâè÷àéíîþ� ∇∇

àáî ñòîõàñòè÷íîþ ïîõiäíîþ âiä âàðiàöi¨ ç ìíîæíèêîì 1/t, ìîæå áóòè âè-

êîíàíà ç âèêîðèñòàííÿì íåëiíiéíî¨ îöiíêè (6.79). ßêùî η(j) ïðåäñòàâëåíi

ñòîõàñòè÷íèìè iíòåãðàëàìè, òîäi äîäàòêîâî íåîáõiäíî âèêîðèñòàòè ñòàí-

äàðòíó îöiíêó

E(

∫ t

0

z̃σs dW
σ
s )2q ≤ Kqt

q−1E

∫ t

0

‖z̃s‖2qds, (6.82)

à òàêîæ ïðåäñòàâëåííÿ (6.15) òà óìîâó (6.22), ùîá îòðèìàòè:

(6.82) ≤ Kqt
q−1E

∫ t

0

(1+ρ2(ξxs , o))
2qκ1 ‖∇∇xξxt ‖2qds ≤ K tqeNt(1+ρ2(x, o))2qκ1.

Òàêèì ÷èíîì îñòàòî÷íî ìà¹ìî:

1

qi+1(ρ2(x, o))
(Eqs(ρ

2(ξxs , o))‖η(j1)‖i/j1)j1/i
s∏
`=2

(Eqi(ρ
2(ξxs , o))‖(∇∇x)j`ξxt ‖i/j`)j`/i ≤

=
const√

t
eNt

qs(ρ
2(x, o))(1 + ρ2(x, o))κ1+κ(i+1−s)

qi+1(ρ2(x, o))
≤ K eNt√

t
,

äå áóëî âèêîðèñòàíî i¹ðàðõiþ (6.74) ç äåÿêîþ ñòàëîþ κ̃ = κ + κ1 äëÿ

ïîðÿäêó äèôåðåíöiþâàííÿ n + 1, à òàêîæ (6.79) ç q = i, n = j` òà j1 +

· · ·+ js = i+ 1 â ïîçíà÷åííÿõ (6.20).

6.5 Âèñíîâêè ðîçäiëó 6

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò äàíîãî ðîçäiëó ïîëÿãà¹ â äîâåäåííi òåîðåìè ïðî

ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi ïiä äi¹þ ïiâãðóïè íà íåêîìïàêòíîìó ðiìàíîâîìó
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ìíîãîâèäi. Öi ðåçóëüòàòè îòðèìàíi íà îñíîâi ìåòîäó íåëiíiéíî¨ îöiíêè,

çàñòîñîâàíî¨ äî ñïåöiàëüíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîõiäíèõ, ùî óçàãàëüíþþòü

âiäïîâiäíi ïîõiäíi ç ïîïåðåäíiõ ðîçäiëiâ. Êðiì òîãî â äàíîìó ðîçäiëi äî-

âîäèòüñÿ ãåîìåòðè÷íî-iíâàðiàíòíå ïðåäñòàâëåííÿ êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ

ïiâãðóïè ÷åðåç êîâàðiàíòíi ïîõiäíi âèõiäíî¨ ôóíêöi¨ ìåíøèõ ïîðÿäêiâ.

Öå ïðåäñòàâëåííÿ âèïèñó¹òüñÿ â òåðìiíàõ ñïåöiàëüíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïî-

õiäíèõ íà ìíîãîâèäi, à òàêîæ iíâàðiàíòíèõ âàðiàöié, ââåäåíèõ â ïîïåðå-

äíiõ ðîçäiëàõ.



ÐÎÇÄIË 7

ÏÐÈÍÖÈÏ ÍÀÉÌÅÍØÎ� ÄI� ÄËß ÍÅËIÍIÉÍÎ�

ÄÈÔÓÇI�

Ïî÷èíàþ÷è ç ÷àñiâ Ëåéáíiöà, Ìîïåðòþ¨ òà Åéëåðà ñôîðìóâàëîñÿ ðîçóìi-

ííÿ òîãî, ùî âñi ôiçè÷íi ÿâèùà ìàþòü îïèñóâàòèñÿ âèõîäÿ÷è ç ïðèíöèïó

íàéìåíøî¨ äi¨ äëÿ äåÿêîãî ôóíêöiîíàëà åíåðãi¨. Â ðîáîòàõ Ëàãðàíæà òà

Ãàìiëüòîíà òàêèé ïiäõiä áóâ ðåàëiçîâàíèé äëÿ çàäà÷ êëàñè÷íî¨ ìåõàíi-

êè. Ïðîòå òiëüêè â 1966 Â.I. Àðíîëüä [69] âïåðøå ñôîðìóëþâàâ òà äîâiâ

ïðèíöèï íàéìåíøî¨ äi¨ äëÿ iäåàëüíî¨ ðiäèíè, ùî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

Åéëåðà.

Ùîá öå çðîáèòè Àðíîëüä ðîçøèðèâ ïðîñòið, íàä ÿêèì çàäà¹òüñÿ ôóíê-

öiîíàë åíåðãi¨, äî íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó � ãðóïè äèôåîìîðôi-

çìiâ, ùî çáåðiãàþòü îá'¹ì Dµ(M) ìíîãîâèäó M . Òóò µ ïîçíà÷à¹ ìiðó,

àáî åëåìåíò îá'¹ìó, íà ìíîãîâèäi M . Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ñàìå öåé ïðîñòið

äèôåîìîðôiçìiâ ¹ ïðèéíÿòíèì êîíôiãóðàöiéíèì ïðîñòîðîì äëÿ çàäà÷ ãi-

äðîäèíàìiêè íåñòèñêàþ÷î¨ ðiäèíè. Â òàêîìó ïiäõîäi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

Åéëåðà ¹ ãåîäåçè÷íèìè êðèâèìè ïî âiäíîøåííþ äî ïðàâî-iíâàðiàíòíî¨

ìåòðèêè íà Dµ, ÿêà â òî÷öi g ∈ Dµ çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì:(
X, Y

)
=

∫
M

〈X(x), Y (x)〉xdµ(x), (7.1)

äå X, Y ∈ TgDµ, 〈·, ·〉x � ìåòðèêà íà TxM ç âiäïîâiäíîþ íîðìîþ ‖ · ‖x,

254
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i µ � åëåìåíò îá'¹ìó M , ãåíåðîâàíèé ìåòðèêîþ íà Ì. Çâ'ÿçîê ìiæ ãåî-

äåçè÷íèìè íà Dµ òà ðiâíÿííÿì Åéëåðà â ïîäàëüøîìó áóëè äîñëiäæåíi

Åáiíîì i Ìàðñäåíîì â [96]. Êîðîòêî òàêèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìîæå áóòè îïè-

ñàíèé íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé t 7→ gt ∈ Dµ ¹ ãåîäåçè÷íà ïî âiäíîøåííþ

äî ïðàâî-iíâàðiàíòíî¨ ìåòðèêè (·, ·) (7.1). Íåõàé vt = d
dtgt � âiäïîâiäíà

øâèäêiñòü, i ut = vt ◦ g−1
t � çìiííå â ÷àñi âåêòîðíå ïîëå íà M . Òóò ◦ ïî-

çíà÷à¹ ñóïåðïîçèöiþ. Òîäi ut ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Åéëåðà äëÿ iäåàëüíî¨

ðiäèíè: 
∂ut
∂t

+∇utut = ∇pt,

div ut = 0, ut|t=0 = 0,
(7.2)

äå pt : M 7→ R � ôóíêöiÿ òèñêó, à ∇ � êîâàðiàíòíà ïîõiäíà. Êðiì òîãî,

âiäîáðàæåííÿ t 7→ gt âèçíà÷åíî íà äåÿêîìó iíòåðâàëi [0, T ] i ìiíiìiçó¹

ôóíêöiîíàë åíåðãi¨:

S(g) =
1

2

∫ T

0

(∫
M

∥∥dgt
dt

∥∥2

x
dµ(x)

)
dt,

à ðiâíÿííÿ Åéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ öüîãî ôóíêöiîíàëó � öå i ¹ ðiâíÿííÿ

Åéëåðà iäåàëüíî¨ ðiäèíè.

Òàêèé ïiäõiä îòðèìàâ ñâié ðîçâèòîê â ðîáîòàõ [68], [81], äå ìåòîäàìè

ñòîõàñòè÷íîãî àíàëiçó áóëî ïîêàçàíî, ùî íåñòèñêàþ÷èé ñòîõàñòè÷íèé ïî-

òiê gt(u) ç ãåíåðàòîðîì
1

2
∆ + ut ¹ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ äëÿ äåÿêîãî ñòîõà-

ñòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó åíåðãi¨

g 7→ 1

2
E
[∫ T

0

∫
T
‖Dg(t, x)(ω)‖2 dµ(x) dt

]
, äå Dg(t, x)(ω) = u(t, g(t, x)(ω))

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè u ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Íàâüå-Ñòîêñà, ùî îïèñó¹

â'ÿçêó íåñòèñêàþ÷ó ðiäèíó, òîáòî iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ P (x), ùî

∂u

∂t
= −u · ∇+

1

2
∆u+∇P.
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Òàêîæ íåîáõiäíî çãàäàòè ðîáîòè [83, 102] òà [115], â ÿêèõ ðîçâèâàëèñü

iíøi ñòîõàñòè÷íi ïiäõîäè äî ïèòàííÿ õàðàêòåðèçàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü

Íàâüå-Ñòîêñà.

Öåé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíèé äîâåäåííþ ñòîõàñòè÷íîãî ïðèíöè-

ïó íàéìåíøî¨ äi¨ äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ, ÿêå ¹ óçàãàëüíåííÿì òàê çâà-

íîãî ðiâíÿííÿ ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà:

∂u

∂t
= ∆(‖u‖m−1u). (7.3)

Ðiâíÿííÿ (7.3) âïåðøå âèíèêëî ïðè äîñëiäæåííi ãàçîâèõ ïîòîêiâ, ÿêi ïðî-

õîäÿòü ÷åðåç ïîðèñòi ïîðîäè (äèâ., íàïðèêëàä, [174, Ãëàâà 3.4]). Öå ðiâ-

íÿííÿ òàêîæ îïèñó¹ iíøi ïðîöåñè, íåîáõiäíi ó çàñòîñóâàííÿõ, çîêðåìà,

âîíî âèíèêà¹ ïðè ìîäåëþâàííi äèôóçi¨ åëåêòðîííî-iîííî¨ ïëàçìè [162], à

òàêîæ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îïèñó äèíàìiêè áiîëîãi÷íî¨ ïîïóëÿöi¨, ÷èÿ

ìîáiëüíiñòü çàëåæèòü âiä ùiëüíîñòi (äèâ. [118]). Â îñòàííié ÷àñ â ëiòå-

ðàòóði òàêîæ ç'ÿâèëèñÿ äîñëiäæåííÿ, ïðèñâÿ÷åíi òàê çâàíîìó âàãîâîìó

ðiâíÿííþ ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà [94], [163], ÿêå ¹ óçàãàëüíåííÿì ðiâíÿííÿ

(7.3):
∂u

∂t
=

(
−u · ∇+

1

2
∆

)(
‖u‖q−2u

)
+∇P. (7.4)

Â äàíîìó ðîçäiëi äîâîäèòüñÿ, ùî öå ðiâíÿííÿ òàêîæ ìîæå áóòè îòðè-

ìàíî ç ïðèíöèïó íàéìåíøî¨ äi¨. Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè q = 2,

ðiâíÿííÿ (7.4) ¹ ðiâíÿííÿì Íàâüå-Ñòîêñà.

7.1 Îïåðàòîðíå ôîðìóëþâàííÿ ïðèíöèïó íàéìåíøî¨ äi¨

Äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäîê â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìíîãîâèä, ÿêèé

¹ N -âèìiðíèì òîðîì T. Íàäàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ dx

äëÿ iíòåãðóâàííÿ ïî íîðìîâàíié ìiði Ëåáåãà íà òîði.
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Îçíà÷åííÿ 7.1. Äëÿ äåÿêîãî ãëàäêîãî áåçäèâåðãåíòíîãî çìiííîãî çà ÷à-

ñîì âåêòîðíîãî ïîëÿ (t, x) 7→ vt(x) ∈ TxT âèçíà÷èìî ïîòiê, ãåíåðîâàíèé

v̇t : et(v) ∈ Dµ(T) ÿê ðîçâ'ÿçîê çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ:

det(v)

dt
= v̇t(et(v)), e0(v) = IIT. (7.5)

Çàóâàæèìî, ùî â äåÿêîìó ñåíñi et(v) ¹ çáóðåííÿì òîòîæíîãî âiäîáðà-

æåííÿ ó ïðîñòîðiDµ(T). Ðîçâ'ÿçíiñòü ðiâíÿííÿ (7.5) âèïëèâà¹ ç êîìïàêò-

íîñòi T òà ãëàäêîñòi v.

Ðîçãëÿíåìî çàëåæíå âiä ÷àñó áåçäèâåðãåíòíå âåêòîðíå ïîëå u, çàäàíå

íà [0, T ]×T. Îòæå u ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â äîòè÷íîìó ðîçøàðóâàííi òîðó T,

ÿêå â êîæíié òî÷öi ìîæå áóòè îòîòîæíåíî ç RN . Áåçäèâåðãåíòíiñòü îçíà-

÷à¹, ùî
∑N

j=1 ∂ju
j ≡ 0. Çàäàìî îïåðàòîð L(ut) : C∞(T,RN)→ C∞(T,RN)

ôîðìóëîþ: L(ut)f =
1

2
∆f + ut · ∇f.

Îçíà÷åííÿ 7.2. Ôóíêöiîíàëîì q-åíåðãi¨ äëÿ q > 1 íàçèâà¹òüñÿ íàñòóï-

íà âåëè÷èíà:

Eq(u, v) =
1

q

∫ T

0

∫
T

∥∥∥[(∂t + L(ut)
)
et(v)

]
(e−1
t (v)(x))

∥∥∥q dx dt, (7.6)

äå e−1
t (v) � îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî äèôåîìîðôiçìà et(v) : T→ T.

Îçíà÷åííÿ 7.3. Ñêàæåìî, ùî u ¹ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ ôóíêöiîíàëà Eq,

ÿêùî äëÿ âñiõ áåçäèâåðãåíòíèõ çìiííèõ ó ÷àñi âåêòîðíèõ ïîëiâ v òàêèõ,

ùî v0 = 0 i vT = 0 ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ:

d

dε

∣∣∣
ε=0

Eq(u, εv) = 0.

Òåîðåìà 7.4. Áåçäèâåðãåíòíå âåêòîðíå ïîëå ut ¹ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ

ôóíêöiîíàëà Eq, q ≥ 2 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ ôóíêöiÿ P (x) òà-

êà, ùî âèêîíàíî ðiâíÿííÿ (7.4).
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ et(εv)∗
(
ut
)
(x) = Te−1

t (εv)(x)et(εv)
(
ut
(
e−1
t (εv)(x)

))
, îáðà-

õó¹ìî:[(
∂t + L(ut)

)
et(εv)

](
e−1
t (εv)(x)

)
=

= εv̇(t, e−1
t (εv)(x)) + et(εv)∗

(
ut
)
(x) +

1

2

(
∆et(εv)

)(
e−1
t (εv)(x)

)
,

äå Tyet(εv)(·) ïîçíà÷à¹ äîòè÷íå âiäîáðàæåííÿ äî et(εv) â òî÷öi y. Ìà¹ìî:

d

dε

∣∣∣
ε=0

[(
∂t + L(ut)

)
et(εv)

](
e−1
t (εv)(x)

)
= v̇t(x) + [ut, vt](x) +

1

2
∆vt(x).

Îñêiëüêè ut =
(
∂t + L(ut)

)
(II), äëÿ òîòîæíîãî âiäîáðàæåííÿ

II = et(0) : T→ T,

òîìó

d

dε

∣∣∣
ε=0

Eq(u, εv) =

=

T∫
0

∫
T

‖
(
∂t + L(ut)

)
(id)‖q−2〈v̇t + [ut, vt] +

1

2
∆vt, ut〉dx dt =

=

T∫
0

∫
T

‖ut‖q−2〈v̇t + [ut, vt] +
1

2
∆vt, ut〉 dx dt.

Ç iíøîãî áîêó

0 =

∫
T

‖uT‖q−2〈uT , vT 〉dx =

T∫
0

∫
T

{
‖ut‖q−2〈ut, v̇t〉+

+ 〈‖ut‖q−4(q − 2)〈u̇t, ut〉ut + ‖ut‖q−2u̇t, vt〉
}
dx dt.

Îòæå, ïiäñòàâëÿþ÷è u = ut òà v = vt, ìà¹ìî:

0 =
d

dε

∣∣∣
ε=0

Eq(u, εv) +

T∫
0

∫
T

{
‖u‖q−2

(
〈u̇, v〉 − 〈[u, v], u〉 − 〈∆v, u〉

2

)
+
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+ (q − 2)‖u‖q−4〈u̇, u〉〈u, v〉
}
dx dt.

Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ∫
T

‖u‖q−2〈∇vu, u〉dx =
1

q

∫
T

〈∇‖u‖q, v〉dx =

= −1

q

∫
T

‖u‖q div v dx = 0

äëÿ div v = 0, òà âèêîðèñòîâóþ÷è, ùî [u, v] = ∇uv −∇vu, îòðèìà¹ìî:

− d

dε

∣∣∣
ε=0

Eq

(
u, (εv)

)
=

T∫
0

∫
T

{
− ‖u‖q−2〈∇uv, u〉 −

1

2
〈v,∆

(
‖u‖q−2u

)
〉+

+ (q − 2)‖u‖q−4〈u̇, u〉〈u, v〉+ ‖u‖q−2〈u̇, v〉
}
dx dt =

=

T∫
0

∫
T

〈∇u

(
‖u‖q−2u

)
− 1

2
∆
(
‖u‖q−2u

)
+

+ (q − 2)‖u‖q−4〈u̇, u〉u+ ‖u‖q−2u̇, v〉 dx dt =

=

T∫
0

∫
T

〈
(
∂t + u · ∇ − 1

2
∆
)
‖u‖q−2u, v〉 dx dt.

Ùîá îòðèìàòè äðóãó ðiâíiñòü áóëî âèêîðèñòàíî:∫
T
u
(
〈v, ‖u‖q−2〉

)
dx =

∫
T
div u〈v, ‖u‖q−2〉dx = 0.

Îñêiëüêè öå ñïðàâåäëèâî äëÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî áåçäèâåðãåíòíîãî ïîëÿ v,

ìà¹ìî äîâåäåíèì òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

7.2 Ñòîõàñòè÷íèé âàðiàöiéíèé ïðèíöèï äëÿ íåëiíiéíî¨ äèôóçi¨

Íåõàé M � äåÿêèé êîìïàêòíèé îði¹íòîâàíèé ðiìàíiâ ìíîãîâèä áåç ãðà-

íèöi ðîçìiðíîñòi N ≥ 2. Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ dx äëÿ ií-



260

òåãðóâàííÿ ïî íîðìîâàíié ìiði Ëåáåãà, ùî âiäïîâiäà¹ ðiìàíîâîìó îá'¹ìó

íà M . Íåõàé H � äåÿêèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið.

Îçíà÷åííÿ 7.5. Ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê Iòî gt(x)(ω) íà ìíîãîâèäi M ,

x ∈ M , t ∈ [0, T ], T > 0 îçíà÷èìî ÿê ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ, ÿêèé çàäî-

âîëüíÿ¹:

1. g0(x)(ω) = x;

2. gt(x)(ω) çàäîâîëüíÿ¹ ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ Iòî:

dgt(x)(ω) = σ(gt(x)(ω))dWt + ut(gt(x)(ω), ω) dt, (7.7)

äå σ ∈ Γ(Hom(H, TM)) � C2-âiäîáðàæåííÿ, äëÿ ÿêîãî ∀x ∈ M

(σσ∗)(x) = IITxM ; Wt � öèëiíäðè÷íèé âiíåðiâ ïðîöåñ â ãiëüáåðòîâîìó

ïðîñòîði H, i (t, x, ω) → ut(x, ω) ∈ TxM � äåÿêå çìiííå ó ÷àñi âåê-

òîðíå ïîëå ç ëîêàëüíî îáìåæåíîþ âàðiàöi¹þ ïî çìiííié x.

Íàäàëi áóäåìî îïóñêàòè âèïàäêîâèé ïàðàìåòð. Çàóâàæèìî, ùî äèôó-

çiéíèé ïðîöåñ {gt(u)(x)}tκ0 ìà¹ ãåíåðàòîð L(ut) = 1
2∆ + ut.

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó P (g(x))t : TxM → Tg(t)(x)M

âçäîâæ ïîëÿ gt(x) ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ:

dgt(x) = P (g(x))td

(∫ ·
0

P (g(x))−1
s ◦ dgs(x)

)
t

.

Çàóâàæèìî, ùî íà äàíîìó åòàïi ìè íå âèìàãà¹ìî áóäü-ÿêî¨ äîäàòêîâî¨

ãëàäêîñòi ut(x, ω). Âçàãàëi êàæó÷è ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (7.7) ìîæå áóòè

íå ¹äèíèì, ïðîòå äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî x ∈ M ïðîöåñ ut(gt(x), ω)

âèçíà÷à¹òüñÿ ïî gt(x)(ω) îäíîçíà÷íî.

Ñêàæåìî, ùî ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê Iòî gt(u)(x)(ω) ¹ íåñòèñêàþ÷èì, ÿêùî

äëÿ ì.â. ω òà áóäü-ÿêîãî t ≥ 0 âiäîáðàæåííÿ x 7→ gt(u)(x)(ω) ¹ äèôåî-

ìîðôiçìîì, ùî çáåðiãà¹ îá'¹ì íà M .
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Òâåðäæåííÿ 7.6. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíi íàñòóïíi óìîâè:

(i) ut(x, ω) ¹ íåïåðåðâíîþ îäíî÷àñíî ïî t òà x i ¹ C2 ïî x ç ðiâíîìiðíî

ì.â. îáìåæåíèìè ïî ω ïîõiäíèìè;

(ii) äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] : div ut(·, ω) = 0 ì.â.;

(iii) tr ∇σ(·)σ(·) = 0;

(iv) äëÿ âñiõ v ∈ H : divσ(v)(·) = 0.

Òîäi ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê Iòî gt ¹ íåñòèñêàþ÷èì, òîáòî äëÿ ω ì.â.

äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ], òà âñiõ f ∈ C(M)∫
M

f
(
gt(x)(ω)

)
dx =

∫
M

f(x) dx. (7.8)

Ñòîñîâíî óìîâ (i) òà (ii) íà ðåãóëÿðíiñòü u íåîáõiäíî çãàäàòè [161], äå

âêàçàíi áiëüø çàãàëüíi âèìîãè, àëå â çãàäàíié ðîáîòi u íå çàëåæèòü âiä

ω.

Äîâåäåííÿ. Ïðè âêàçàíèõ âèùå óìîâàõ äëÿ ì.â. t âiäîáðàæåííÿ x 7→

gt(x)(ω) ¹ äèôåîìîðôiçìîì M . Îòæå äëÿ f ∈ C(M)∫
M

f
(
gt(x)(ω)

)
dx =

∫
M

f(y)| detTyg
−1
t (·)(ω)| dy, (7.9)

äå Tyg−1
t (·)(ω) ïîçíà÷à¹ äîòè÷íå âiäîáðàæåííÿ äî y 7→ g−1

t (y)(ω). Ç iíøî-

ãî áîêó ç óìîâè (iii) âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿííÿ (7.7) åêâiâàëåíòíî ðiâíÿííþ

Ñòðàòîíîâè÷à:

dgt(x)(ω) = σ(gt(x)(ω))δWt + ut(gt(x)(ω), ω) dt. (7.10)

Áåðó÷è ïîõiäíó çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ, îòðèìà¹ìî:

d
(
P (g(x))−1

t Txgt
)

= P (g(x))−1
t (∇Txgtσ δWt +∇Txgtut dt) , (7.11)
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äå P (g(x))t ïîçíà÷à¹ ïàðàëåëüíèé ïåðåíîñ âçäîâæ gt(x). Âèêîðèñòîâóþ-

÷è ôàêò, ùî

Tgt(x)g
−1
t P (g(x))tP (g(x))−1

t Txgt ≡ IITxM

îòðèìà¹ìî:

d
(
Tgt(x)g

−1
t P (g(x))t

)
= (7.12)

= Tgt(x)g
−1
t P (g(x))tP (g(x))−1

t

(
−∇P (g(x))tσ δWt −∇P (g(x))tut dt

)
,

ùî äà¹:

d
(
detTgt(x)g

−1
t P (g(x))t

)
=

= detTgt(x)g
−1
t P (g(x))t tr

{
P (g(x))−1

t

(
−∇P (g(x))tσ δWt −∇P (g(x))tut dt

)}
=

= detTgt(x)g
−1
t P (g(x))t (− divσ(gt(x))) δWt − divut(gt(x))) dt) =

= 0. (7.13)

Ç ïî÷àòêîâî¨ óìîâè detTxg
−1
0 P (g(x))0 = 1 òà âëàñòèâîñòi detP (g(x))t ≡ 1

ìà¹ìî

detTgt(x)g
−1
t (·)(ω) ≡ 1 (7.14)

ì.â. äëÿ âñiõ t òà x ∈M . Ïðîòå ì.â. âiäîáðàæåííÿ x 7→ gt(x)(ω) ¹ äèôå-

îìîðôiçìîì M , îòæå ì.â. äëÿ âñiõ t òà y ∈M

detTyg
−1
t (·)(ω) ≡ 1. (7.15)

ßê íàñëiäîê ìà¹ìî: ∫
M

f
(
gt(x)(ω)

)
dx =

∫
M

f(y) dy.

Iíøi ïðèêëàäè íåñòèñêàþ÷èõ ïîòîêiâ ìîæóòü áóòè çíàéäåíi â [81]. Çà-

óâàæèìî, ùî íåîáõiäíîþ óìîâîþ äëÿ öüîãî ¹ divut = 0.
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Îçíà÷åííÿ 7.7. Äëÿ ñòîõàñòè÷íîãî ïîòîêó Iòî gt (7.7) âèçíà÷èìî éîãî

ïîõiäíó çà ÷àñîì ÿê êîåôiöi¹íò çñóâó äëÿ ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (7.7):

Dgt(ω) := ut(gt, ω), òîäi äëÿ q > 1 âiäïîâiäíèé ôóíêöiîíàë q-åíåðãi¨

âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

Eq(g) :=
1

q
E
[∫ T

0

∫
M

‖Dgt(x)(ω)‖q dx dt
]
. (7.16)

Çáóðåííÿ ôóíêöiîíàëó ó ïðîñòîði äèôåîìîðôiçìiâ, ôàêòè÷íî, ¹ çñó-

âîì ïî âiäíîøåííþ äî îïåðàöi¨ êîíâîëþöi¨, òîáòî: gvt (u) = et(v) ◦ gt(u),

äå v � ãëàäêå áåçäèâåðãåíòíå çìiííå ó ÷àñi âåêòîðíå ïîëå, à et(v) çàäàíî

â (7.5).

Îçíà÷åííÿ 7.8. Ñêàæåìî, ùî gt(u) � êðèòè÷íà òî÷êà ôóíêöiîíàëó

q-åíåðãi¨ Eq, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî çìiííîãî ó ÷àñi áåçäèâåðãåíòíîãî âå-

êòîðíîãî ïîëÿ v íà TM òàêîãî, ùî v0 = vT = 0, ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåí-

íÿ:
d

dε

∣∣∣
ε=0

Eq(g
εv(u)) = 0.

Òåîðåìà 7.9. Íåõàé q ≥ 2, M = T. Íåñòèñêàþ÷èé ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê

Iòî gt(u) ç ãåíåðàòîðîì L(ut) ¹ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ ôóíêöiîíàëà q-åíåðãi¨

Eq òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ ôóíêöiÿ P (x) òàêà, ùî ut çàäîâîëüíÿ¹

ðiâíÿííÿ (7.4).

Äîâåäåííÿ. Ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè Iòî, ìà¹ìî:

Dgεvt (u)(x) =
[

(∂t + L(ut)) (et(εv))
] (
et(εv)−1(gεvt (u)(x))

)
,

îòæå

Eq(g
εv(u)) =

1

q
E

T∫
0

∫
T

∥∥∥[ (∂t + L(ut)) (et(εv))
] (
et(εv)−1(gεvt (u)(x))

)∥∥∥q dx dt.
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Âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ ì.â. ω i äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] âiäîáðàæåííÿ x 7→

gεvt (u)(x)(ω) çáåðiãà¹ ìiðó. Îòæå, âèêîíóþ÷è çàìiíó çìiííèõ gεvt (u)(x)(ω) =

y ìà¹ìî Eq(g
εv(u)) = Eq(u, εv). Çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðå-

ìè 7.4.

7.3 Óçàãàëüíåíi ñòîõàñòè÷íi ïîòîêè

Äëÿ íåñòèñêàþ÷îãî ïîòîêó Iòî gt(x), ðîçãëÿíåìî áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

Θg
t , ÿêå äâîì äîâiëüíèì åëåìåíòàì ϕ, ψ ∈ L2(M) ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü

ïðîöåñ:

Θg
t (ϕ, ψ) =

∫
M

ϕ(x)ψ
(
gt(x)

)
dx. (7.17)

Îçíà÷åííÿ 7.10. Ñêàæåìî, ùî òàêå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ Θg
t ¹ g-

ïîòîêîì, àñîöiéîâàíèì ç ñòîõàñòè÷íèì ïîòîêîì Iòî gt.

Äëÿ ôiêñîâàíèõ ϕ, ψ ∈ C∞(M) ïîòiê Θg
t ¹ äiéñíî-çíà÷íèì ñòîõàñòè-

÷íèì ïðîöåñîì, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ:

Θg
t (ϕ, ψ) = (ϕ, ψ)L2(M) +

∞∑
i=1

t∫
0

Θg
s

(
ϕ, 〈∇ψ, σi〉

)
dW i

s + (7.18)

+

t∫
0

Θg
s

(
ϕ, 〈∇ψ, us(·, ω)〉

)
ds+

1

2

t∫
0

Θg
s

(
ϕ,∆ψ

)
ds.

Âèùå äëÿ ôiêñîâàíîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ei, i ≥ 1 âH âèêîðèñòàíî

ïîçíà÷åííÿ W i
s = 〈Ws, ei〉 òà σi = σ(ei).

ßêùî gt ¹ ïîòîêîì äèôåîìîðôiçìiâ, òîäi

Θg
t (ϕ, ψ) = (θϕ(t, ·), ψ)L2(M), (7.19)

äå x 7→ θϕ(t, x)(ω) � ôóíêöiÿ M → R îçíà÷åíà ðiâíiñòþ:

θϕ(t, x) = ϕ
(
(g(t)(·)(ω))−1(x)

)
. (7.20)
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Çàóâàæèìî, ùî äëÿ áîðåë¹âî¨ ìíîæèíèA âM òà ϕ = 1A ìà¹ìî: θϕ(t, x) =

1g(t)(A)(x).

Îçíà÷åííÿ 7.11. Ñêàæåìî, ùî áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ Θt(·, ·) ¹ óçà-

ãàëüíåíèì ïîòîêîì, ÿêùî êîæíié ïàði ϕ, ψ ∈ C∞(M) ñòàâèòüñÿ ó âiäïî-

âiäíiñòü íåïåðåðâíèé ñåìiìàðòèíãàë t 7→ Θt(ϕ, ψ), âèçíà÷åíèé íà ñïiëü-

íîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði ç ñïiëüíîþ äëÿ âñiõ ϕ, ψ ôiëüòðàöi¹þ, i äëÿ

ÿêîãî, êðiì òîãî, äëÿ âñiõ ϕ, ψ, ϕ1, ψ1 ∈ C∞(M) âèêîíàíi íàñòóïíi óìîâè:

(1) Θt(ϕ, 1) ≡
∫
M

ϕ(x) dx,

(2) Θt(1, ψ) ≡
∫
M

ψ(x) dx, ì.â. äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ],

(3) Θ0(ϕ, ψ) = (ϕ, ψ)L2(M);

(4) äëÿ ϕ, ψ ≥ 0 âèïëèâà¹ Θt(ϕ, ψ) ≥ 0 ì.â.;

(5) |Θt(ϕ, ψ)| ≤ ‖ϕ‖L2(M)‖ψ‖L2(M), ì.â. äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ];

(6) d [Θ(ϕ, ψ),Θ(ϕ1, ψ1)]t =
∑
iκ1

Θt

(
ϕ, 〈∇ψ, σi〉

)
·Θt

(
ϕ1, 〈∇ψ1, σi〉

)
dt.

Çàóâàæèìî, ùî ç (5) òà (6) âèïëèâà¹:

d [Θ(ϕ, ψ),Θ(ϕ, ψ)]t ≤ ‖ϕ‖
2
L2(M) · ‖∇ψ‖

2
L2(M) dt. (7.21)

Äëÿ ϕ, ψ ∈ C2(M) ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Θ̃t(ϕ, ψ) = Θt(ϕ, ψ)− 1

2

t∫
0

Θs(ϕ,∆ψ) ds. (7.22)

ßêùî ïðîöåñ Θ̃t(ϕ, ψ) ¹ ñåìiìàðòèíãàëîì, òîáòî ìîæå áóòè ïðåäñòàâ-

ëåíèé ÿê ñóìà ìàðòèíãàëà i ïðîöåñà îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨, i ìà¹ àáñîëþ-

òíî íåïåðåðâíó ÷àñòèíó (òîáòî ÷àñòèíó îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨), ïîçíà÷èìî

DΘ̃(ϕ, ψ) éîãî êîåôiöi¹íò çñóâó â ïðåäñòàâëåííi (7.7).
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Îçíà÷åííÿ 7.12. Íåõàé q > 1. Ñêàæåìî, ùî óçàãàëüíåíèé ïîòiê Θt(·, ·)

ìà¹ ñêií÷åííó óçàãàëüíåíó q-åíåðãiþ, ÿêùî

(i) ñåìiìàðòèíãàë Θ̃t(ϕ, ψ) ìà¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíó ÷àñòèíó;

(ii) íàñòóïíèé ôóíêöiîíàë ¹ ñêií÷åííèì:

E′q(Θ) =
1

q
sup

ϕ,ψ,`,m

{
E
∫ T

0

m∑
j=1

[∑̀
k=1

(
DΘ̃t(ϕj, ψk)

)2

Θt(ϕj, 1)α

]q/2
dt

}
, (7.23)

äå α =
2(q − 1)

q
, sup áåðåòüñÿ ïî âñiì âåêòîðàì ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm),

ψ = (ψ1, . . . , ψ`) äëÿ áóäü-ÿêèõ m, ` ≥ 1 òàêèì, ùî ϕj, ψk ∈ C∞(M),

ϕj ≥ 0,
m∑
j=1

ϕj = 1 i ψk òàêi, ùî äëÿ âñiõ v ∈ TM :
∑̀
k=1

〈∇ψk, v〉2 ≤ ||v||2.

Ôóíêöiîíàë E′q(Θ) íàçâåìî óçàãàëüíåíîþ q-åíåðãi¹þ óçàãàëüíåíîãî ïîòî-

êó Θt(·, ·).

Íåõàé η � éìîâiðíiñíà ìiðà íà M × M ç ìàðãiíàëüíèìè ðîçïîäiëà-

ìè, ùî äîðiâíþþòü dx. Çîêðåìà ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ η(dx, dx) =

dx ηx(dy).

Îçíà÷åííÿ 7.13. Ñêàæåìî, ùî óçàãàëüíåíèé ïîòiê Θt ìà¹ êîíôiãóðàöiþ

η íà êiíöÿõ, ÿêùî

E [ΘT (ϕ, ψ)] =

∫
M×M

ϕ(x)ψ(y) η(dx, dy). (7.24)

Òâåðäæåííÿ 7.14. Íåõàé gt(x) � íåñòèñêàþ÷èé ïîòiê Iòî íà M , ùî

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Òâåðäæåííÿ 7.6 i äëÿ êîæíîãî x ∈ M gT (x) ìà¹

ðîçïîäië ηx. Òîäi g-ïîòiê Θg
t , àñîöiéîâàíèé ç ñòîõàñòè÷íèì ïîòîêîì

Iòî gt çãiäíî ôîðìóëè (7.17), ¹ óçàãàëüíåíèì ïîòîêîì ç êîíôiãóðàöi¹þ

η íà êiíöÿõ.
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ ïåðåâiðêè äàíîãî òâåðäæåííÿ íåîáõiäíî ïåðåâiðèòè âè-

êîíàííÿ óìîâ îçíà÷åíü 7.11 òà 7.13. Óìîâè (1)-(5) ïåðåâiðÿþòüñÿ òðèâi-

àëüíî. Òàê, íàïðèêëàä, äëÿ äîâåäåííÿ (2) äîñòàòíüî çàóâàæèòè, ùî

Θg
t (1, ψ) =

∫
M

ψ(gt(x)) dx =

∫
M

ψ(x) dx.

Âëàñòèâiñòü (6) âèïëèâà¹ ç (7.18). Îñòàòî÷íî (7.24) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî

gT (x) ìà¹ ðîçïîäië ηx.

Ëåìà 7.15. Äëÿ óçàãàëüíåíîãî ïîòîêó Θt ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà îöiíêà:

E
∫ T

0

∣∣∣DΘ̃t(ϕ, ψ)
∣∣∣q dt ≤ 2qq E′q(Θ)‖ϕ‖qL∞(M) ‖∇ψ‖

q
L∞(M) .

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ‖ϕ‖∞ > 0 (iíàêøå ëiâà ÷àñòèíà äîðiâíþ¹

òîòîæíî íóëþ). Ïðèïóñòèìî, ùî ϕ ≥ 0. Òîäi
∫
M ϕ > 0, îòæå

E
∫ T

0

|DΘ̃t(ϕ, ψ)|qdt =

= ‖ϕ‖q∞ · ‖∇ψ‖q∞ ·
(∫

M

ϕ(x)

‖ϕ‖∞
dx

)αq/2
· E

T∫
0

∣∣∣DΘ̃
(

ϕ
‖ϕ‖∞ ,

ψ
‖∇ψ‖∞

)∣∣∣q(∫
M

ϕ
‖ϕ‖∞

)αq/2 dt

≤ ‖ϕ‖q∞ · ‖∇ψ‖q∞ · q E′q(Θ)

çà îçíà÷åííÿì E′q(Θ). Äëÿ çàãàëüíî¨ ϕ âèêîðèñòà¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ ϕ =

ϕ+ − ϕ− ÷åðåç ¨¨ ïîçèòèâíó i íåãàòèâíó ÷àñòèíè. Òîäi ìàòèìåìî:

|DΘ̃t(ϕ, ψ)|q = |DΘ̃t(ϕ+, ψ)−DΘ̃t(ϕ−, ψ)|q

≤ 2q−1
(
|DΘ̃t(ϕ+, ψ)|q + |DΘ̃t(ϕ−, ψ)|q

)
ïiñëÿ ÷îãî çàëèøèëîñü çàñòîñóâàòè ïåðøó ÷àñòèíó äîâåäåííÿ, âèêîðè-

ñòîâóþ÷è, ùî ‖ϕ+‖∞ ≤ ‖ϕ‖∞ òà ‖ϕ−‖∞ ≤ ‖ϕ‖∞.
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Òåîðåìà 7.16. Íåõàé q > 1 i gt � ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê Iòî. Äëÿ ôóíêöiî-

íàëiâ åíåðãi¨ E′q(Θ
g) òà Eq(g) ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà íåðiâíiñòü:

E′q(Θ
g) ≤ Eq(g). (7.25)

Äîâåäåííÿ. ßêùî Eq(g) =∞ òî äàíå òâåðäæåííÿ ¹ î÷åâèäíèì i äîâåäå-

ííÿ íå âèìàãà¹. Ïðèïóñòèìî, ùî Eq(g) < ∞. Ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíèé

ïîòiê Θg
t , ùî âiäïîâiäà¹ çâè÷àéíîìó ïîòîêó g â ñåíñi (7.17), òîäi

DΘ̃g
t (ϕj, ψk) =

∫
M

ϕj(x)
〈
ut
(
gt(x)

)
,∇ψk

(
gt(x)

)〉
TxM

dx =:

∫
M

ϕjbkdx,

äå

bk := bk(t, x) =
〈
ut
(
gt(x)

)
,∇ψk

(
gt(x)

)〉
TxM

. (7.26)

Â öèõ ïîçíà÷åííÿõ ïåðåïèøåìî ôóíêöiîíàë êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ E′q(Θ
g) ó

âèãëÿäi:

E′q(Θ
g) =

1

q
sup

ϕ,ψ,`,m

{
E
∫ T

0

m∑
j=1

[∑̀
k=1

( ∫
M

ϕj(x)bk(x)dx
)2

( ∫
M

ϕj(x)dx
)α ]q/2}

i ïîçíà÷èìî ÷åðåç E ′q(Θ
g) âèðàç ïiä ñóïðåìóìîì. Òîäi

E ′q(Θ
g) ≤ E

∫ T

0

m∑
j=1

[∑̀
k=1

(∫
M

ϕj(x)dx
)(1−α)

∫
M

ϕj(x)b2
k(x)dx

]q/2
dt.

Âèùå, äëÿ r = 2, áóëà âèêîðèñòàíà íåðiâíiñòü(∫
M

ϕjbkdx
)r
≤
(∫
M

ϕj dx
)r−1

∫
M

ϕjb
r
kdx. (7.27)

Âðàõîâóþ÷è, ùî ψk ¹ òàêèìè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî u ∈ TM :∑̀
k=1

〈∇ψk, u〉2 = :
∑̀
k=1

b2
k ≤ ||u||2,

ìà¹ìî:

E ′q(Θ
g) ≤ E

∫ T

0

m∑
j=1

[( ∫
M

ϕjdx
)(1−α)

∫
M

ϕj||u||2dx
]q/2

dt ≤
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≤ E
∫ T

0

m∑
j=1

[( ∫
M

ϕjdx
)(1−α)q/2(∫

M

ϕjdx
)q/2−1

∫
M

ϕj||u||qdx
]q/2

dt.

Âèùå òàêîæ áóëà çàñòîñîâàíà íåðiâíiñòü (7.27) ç r = q/2 äî îñòàííüîãî

ìíîæíèêà ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ:
∫
M

ϕj||u||2dx. Îñêiëüêè äëÿ α = 2(q−1)
q

ìà¹ìî (1−α)q
2 + q

2 − 1 = 0 îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ (7.25).

Íàñëiäîê 7.17. Çà óìîâ Òâåðäæåííÿ 7.14, ÿêùî ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê

Iòî gt ìà¹ ñêií÷åííó q-åíåðãiþ Eq(g), òîäi àñîöiéîâàíèé g-ïîòiê Θg
t òàêîæ

ìà¹ ñêií÷åííó óçàãàëüíåíó q-åíåðãiþ E′q(Θ
g).

Òåîðåìà 7.18. Íåõàé q > 1 i gt � ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê Iòî.

Òîäi E′q(Θ
g) = Eq(g).

Äîâåäåííÿ. Ç âðàõóâàííÿì ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî

E′q(Θ
g) ≥ Eq(g). Äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ìîæíà âèáðàòè ôóíêöi¨ ϕε1, . . . , ϕ

ε
mε

òàêi, ùî
m∑
j=1

ϕj(x) = 1 òà M , supp (ϕεj) ⊂ B(xj, ε) i äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâà-

íîãî δ, ùî íå çàëåæèòü âiä ε òà j :∫
M

ϕεj(x)dx ≥ δεd. (7.28)

Âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (7.26) òà b = (b1, . . . , b`) ∈ R`, ‖b‖ := ‖b‖R`

ìà¹ìî:

0 ≤ Eq(g)− E′q(Θ
g) ≤ 1

q
E

T∫
0

{∫
M

∣∣∣∣b(y)
∣∣∣∣qdy − m∑

j=1

∣∣∣∣ ∫
M

ϕj(x)b(x)dx
∣∣∣∣q( ∫

M

ϕj(x)dx
)q−1

}
dt =

=
1

q
E

T∫
0

∫
M

m∑
j=1

ϕj(y)

{∣∣∣∣b(y)
∣∣∣∣q −

∣∣∣∣ ∫
M

ϕj(x)b(x)dx
∣∣∣∣q( ∫

M

ϕj(x)dx
)q

}
dy dt ≤

= E
T∫

0

∫
M

m∑
j=1

ϕj(y)
∣∣∣∣b(y)

∣∣∣∣q−2〈
b(y), b(y)−

∫
M

ϕj(x)b(x)dx∫
M

ϕj(x)dx

〉
dy dt. (7.29)
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Âèùå áóëà âèêîðèñòàíà âëàñòèâiñòü îïóêëîñòi ôóíêöi¨ f(x) = xq i çà-

ñòîñîâàíà íåðiâíiñòü: f(x) − f(x0) ≤ 〈f ′(x), x − x0〉. Âèêîíóþ÷è çàìiíó

çìiííèõ, ìà¹ìî

(7.29) = E
T∫

0

m∑
j=1

1∫
M

ϕjdx

∫
M

ϕj(y)
∣∣∣∣b(y)

∣∣∣∣q−2·

·
〈
b(y),

∫
M

b(y)ϕj(x)dx−
∫
M

ϕj(x)b(x)dx
〉
dy dt =

= E
T∫

0

m∑
j=1

1∫
M

ϕjdx

∫
M×M

ϕj(y)
∣∣∣∣b(y)

∣∣∣∣q−2〈
b(y), b(y)ϕj(x)−ϕj(x)b(x)

〉
dx dy dt =

= E
T∫

0

m∑
j=1

1∫
M

ϕjdx

∫
B(0,ε)

∫
M

ϕj(y)
∣∣∣∣b(y)

∣∣∣∣q−2·

·
〈
b(y), ϕj(y+r)

(
b(y)−b(y+r)

)〉
dy dr dt ≤

≤ 1

δεd

∫
B(0,ε)

m∑
j=1

E
T∫

0

∫
M

ϕj(y)
∣∣∣∣b(y)

∣∣∣∣q−1∣∣∣∣b(y)− b(y + r)
∣∣∣∣dy dt dr ≤

≤ 1

δεd

∫
B(0,ε)

(
E

T∫
0

∫
M

∣∣∣∣b(y)
∣∣∣∣qdy dt) q−1

q

·

(
E

T∫
0

∫
M

∣∣∣∣b(y)− b(y + r)
∣∣∣∣qdy dt)1/q

dr ≤

≤ Vol (B(0, ε))

δεd
q
q−1
q E(g)

q−1
q sup

r∈B(0,ε)

∣∣∣∣τrb− b∣∣∣∣q,
äå
∣∣∣∣ · ∣∣∣∣

q
ïîçíà÷à¹ Lq-íîðìó íà M , τab(y) := b(y − a). Âèùå òàêîæ áóëî

âèêîðèñòàíî âëàñòèâiñòü (7.28) ôóíêöié ϕj. Ç íåïåðåðâíîñòi â ïðîñòîði

Lq(M
`) âiäîáðàæåííÿ a 7→ τab äëÿ b ∈ Lq(M `) âèïëèâà¹, ùî âèðàç âèùå

ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè ε→ 0, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
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7.4 Iñíóâàííÿ óçàãàëüíåíèõ ïîòîêiâ, ùî ìiíiìiçóþòü åíåðãiþ

Öåé ïàðàãðàô ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ óìîâ, çà ÿêèõ iñíó¹ óçàãàëü-

íåíèé ïîòiê Θt, ÿêèé ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë åíåðãi¨ E′q(Θ), âèçíà÷åíèé â

(7.23). Äëÿ q > 1 íåõàé Hq(η) = Hq(σ, η, T ) ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó ðîçïîäi-

ëiâ íåñòèñêàþ÷èõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ Iòî gt, ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿ-

ííÿ (7.7), ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Òâåðäæåííÿ 7.6 i ìàþòü ñêií÷åííó

q-åíåðãiþ Eq(g) òà êîíôiãóðàöiþ η â êiíöåâèõ òî÷êàõ. Ïîêëàäåìî

Eq(η) = Eq(σ, η, T ) := inf {Eq(g), L(g) ∈ Hq(η)} , (7.30)

äå çà îçíà÷åííÿì Eq(η) =∞, ÿêùî Hq(η) ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ, L(g)

ïîçíà÷à¹ ðîçïîäië g. Êðiì òîãî, ïîçíà÷èìî ÷åðåç H′q(η) = H′q(σ, η, T )

ìíîæèíó ðîçïîäiëiâ óçàãàëüíåíèõ ïîòîêiâ Θt çàäàíèõ â îçíà÷åííi 7.11,

ÿêi ìàþòü ñêií÷åííó óçàãàëüíåíó q-åíåðãiþ (7.23) òà êîíôiãóðàöiþ η â

êiíöåâèõ òî÷êàõ. Ïîêëàäåìî

E′q(η) = E′q(σ, η, T ) := inf
{
E′q(Θ), L(Θ) ∈ H′q(η)

}
, (7.31)

äå çà îçíà÷åííÿì E′(η) = ∞, ÿêùî íå iñíó¹ óçàãàëüíåíèõ ïîòîêiâ ç êîí-

ôiãóðàöi¹þ η â êiíöåâèõ òî÷êàõ. Çàóâàæèìî, ùî ç Òâåðäæåííÿ 7.14 òà

òåîðåìè 7.18 âèïëèâà¹

E′q(η) ≤ Eq(η). (7.32)

Òåîðåìà 7.19. ßêùî E′q(η) < ∞, òîäi iñíó¹ óçàãàëüíåíèé ïîòiê Θ ç

ðîçïîäiëîì ç H′q(η) òàêèé, ùî E′q(Θ) = E′q(η).

Iíøèìè ñëîâàìè, iíôiìóì ôóíêöiîíàëà óçàãàëüíåíî¨ q-åíåðãi¨ ç çàäà-

íîþ êîíôiãóðàöi¹þ η â êiíöåâèõ òî÷êàõ äîñÿãà¹òüñÿ íà åëåìåíòàõ ìíî-

æèíè H′q(η).
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Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî E′q(η) <∞. Íåõàé {Θn}n≥1 � ïîñëiäîâíiñòü ðîç-

ïîäiëiâ óçàãàëüíåíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ â H′q(η), åíåðãiÿ ÿêèõ çáiãà-

¹òüñÿ äî ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ ïðè çàäàíié êîíôiãóðàöi¨ η ó êiíöåâèõ

òî÷êàõ:

lim
n→∞

E′q(Θ
n) = E′q(η). (7.33)

Ðîçãëÿíåìî äâi ïîñëiäîâíîñòi Φ = {Φj}j≥1, Ψ = {Ψk}k≥1 åëåìåíòiâ ç

C∞(M), äå ïîñëiäîâíiñòü Φ � ùiëüíà â òîïîëîãi¨ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi,

à Ψ � ùiëüíà â òîïîëîãi¨ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ðàçîì ç ïåðøîþ i äðó-

ãîþ ïîõiäíèìè. Äîâåäåìî, ùî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {Θn`}`≥1 óçàãàëü-

íåíèõ ïîòîêiâ òàêà, ùî ñiì'ÿ ñåìiìàðòèíãàëiâ
{

Θn`
t (Φj,Ψk)

}
j,k≥1

çáiãà¹-

òüñÿ ïðè ` → ∞ äî äåÿêî¨ ñiì'¨ ñåìiìàðòèíãàëiâ
{

Θt(Φ
j,Ψk)

}
j,k≥1

, i âñi

Θt(Φ
j,Ψk), j, k ≥ 1 âèçíà÷åíi íà òîìó ñàìîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði.

Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ ôiêñîâàíèõ j, k ≥ 1 òà Φj ∈

Φ, Ψk ∈ Ψ ñiì'ÿ ñåìiìàðòèíãàëiâ
{

Θn
t (Φ

j,Ψk)
}
n≥1

¹ C-ùiëüíîþ â ñåíñi

îçíà÷åííÿ ðîáîòè [203], ùî âèìàãà¹ ïåðåâiðêè óìîâ òåîðåìè 3 ç [203],

ïiñëÿ ÷îãî ìåòîä äiàãîíàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi äà¹ íåîáõiäíèé ðåçóëüòàò.

Ùîá ïåðåâiðèòè óìîâè òåîðåìè 3 ç [203], äëÿ ôiêñîâàíîãî n ∈ N îçíà-

÷èìî {Y n
i }i∈N ÿê ïîñëiäîâíiñòü âñiõ Θ̃n(Φj,Ψk) òà

1

2

∫ ·
0

Θn
s (Φ

j,∆Ψk) ds,

äëÿ j, k ≥ 1 òà ¨õ êîâàðiàöié çàíóìåðîâàíèõ äåÿêèì ÷èíîì. Öå ¹ ìîæëè-

âèì, âðàõîâóþ÷è çëi÷åííiñòü öi¹¨ ìíîæèíè. Ç ëåìè 7.15 ìà¹ìî:

E
∫ T

0

∣∣∣DΘ̃n
t (Φ

j,Ψk)
∣∣∣q dt ≤ q2q

∥∥Φj
∥∥q
L∞(M)

∥∥∇Ψk
∥∥q
L∞(M)

E′q(Θ
n)

≤ q2q
∥∥Φj

∥∥q
L∞(M)

∥∥∇Ψk
∥∥q
L∞(M)

(E′q(η) + 1)

(7.34)

äëÿ äîñèòü âåëèêîãî n. Êðiì òîãî, ç îçíà÷åííÿ 7.11 ìà¹ìî:

E
[∫ T

0

∣∣Θn
s (Φ

j,∆Ψk)
∣∣2 ds] ≤ T ‖Φj‖2

L2(M)

∥∥∆Ψk
∥∥2

L2(M)
. (7.35)
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Ç iíøîãîá áîêó, ç (7.21) âèïëèâà¹, ùî êîâàðiàöi¨ ïðîöåñiâ Θ̃n
t (Φ

j,Ψk) çà-

äîâîëüíÿþòü:

d
[
Θ̃n(Φj,Ψk), Θ̃n(Φj,Ψk)

]
t
≤ ‖Φj‖2

L2(M)

∥∥∇Ψk
∥∥2

L2(M)
dt. (7.36)

Îòæå, ïîõiäíi öèõ êîâàðiàöié ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíèìè.

Ç (7.34), (7.35) òà (7.36) ïî òåîðåìi 3 â [203] âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-

ÿêîãî ôiêñîâàíîãî d ∈ N iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü n 7→ γd(n) òàêà, ùî

ïîñëiäîâíiñòü âåêòîðiâ
{

(Y
γd(n)
i )1≤i≤d

}
n∈N

çáiãà¹òüñÿ â ñåíñi ðîçïîäiëiâ äî

âåêòîðà (Y d
i )1≤i≤d. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä äiàãîíàëüíî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi

òà òåîðåìó Êîëìîãîðîâà ìîæåìî îòðèìàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü n 7→ γ(n)

òà íàáið âèïàäêîâèõ âåëè÷èí (Yi)1≤i≤d,d ∈ N òàêèé, ùî ïîñëiäîâíiñòü

ñêií÷åííèõ âåêòîðiâ
{

(Y
γ(n)
i )1≤i≤d

}
n∈N

çáiãà¹òüñÿ äî âåêòîðà (Yi)1≤i≤d.

Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîäàëüøèõ âèêëàäîê ïåðåïîçíà÷èìî Y γ(n)
i ÷åðåç Y n

i .

Êðiì òîãî,

Θ̃t(Φ
j,Ψk) := L- lim

n→∞
Θ̃n
t (Φ

j,Ψk) (7.37)

At(Φ
j,Ψk) := L- lim

n→∞

1

2

∫ t

0

Θn
s (Φ

j,∆Ψk) ds, (7.38)

äå L- lim ïîçíà÷à¹ ãðàíèöþ â ñåíñi ðîçïîäiëiâ. Òîäi ïðîöåñ

Θt(Φ
j,Ψk) := Θ̃t(Φ

j,Ψk) + At(Φ
j,Ψk) (7.39)

¹ øóêàíèì ãðàíè÷íèì ïðîöåñîì. Äîâåäåìî, ùî ïðîöåñ Θt ìîæå áóòè

ïîäîâæåíèé äî óçàãàëüíåíîãî ïîòîêó â ñåíñi îçíà÷åííÿ 7.11, ÿêèé ìà¹

êîíôiãóðàöiþ η ó êiíöåâèõ òî÷êàõ i ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë óçàãàëüíå-

íî¨ q-åíåðãi¨ E′q(Θ). Ç íàâåäåíî¨ âèùå ïðîöåäóðè ïîáóäîâè ïîñëiäîâíîñòi

Y n
i := Y

γ(n)
i âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî d ëiíiéíà êîìái-

íàöiÿ ïðîöåñiâ Y n
i , 1 ≤ i ≤ d çáiãà¹òüñÿ äî òàêî¨ æ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨



274

ïðîöåñiâ Yi, 1 ≤ i ≤ d, îñêiëüêè ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ ôóí-

êöi¹þ âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ. Çàóâàæèìî, ùî

Θ̃0(Φ
j,Ψk) = (Φj,Ψk)L2(M). (7.40)

Ç òåîðåìè 10 â [170] (ÿêà âñòàíîâëåíà äëÿ q = 2, àëå ëåãêî ïðîäîâæó¹òüñÿ

äî áóäü-ÿêîãî q > 1 çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà) ìà¹ìî:

E
[∫ T

0

dt
(
DΘ̃t(Φ

j,Ψk)
)q]
≤ lim sup

n→∞
E
[∫ T

0

dt
(
DΘ̃n

t (Φ
j,Ψk)

)q]
.

(7.41)

Ç öi¹¨ íåðiâíîñòi òà ëåìè 7.15 âèïëèâà¹:

E
[∫ T

0

dt
(
DΘ̃t(Φ

j,Ψk)
)q]
≤ q2q

∥∥Φj
∥∥q
L∞(M)

∥∥∇Ψk
∥∥q
L∞(M)

(E′q(η) + 1).

(7.42)

Òîìó, ç òåîðåìè 3 â [203] ìà¹ìî, ùî êîâàðiàöi¨ ïðîöåñiâ Y n
i òà Y n

j çáiãàþ-

òüñÿ äî êîâàðiàöi¨ Yi òà Yj. Îòæå, íåðiâíiñòü (7.36) ìîæå áóòè ïðîäîâæåíà

íà ãðàíè÷íèé ïðîöåñ:

d
[
Θ̃(Φj,Ψk), Θ̃(Φj,Ψk)

]
t
≤ ‖Φj‖2

L2(M)

∥∥∇Ψk
∥∥2

L2(M)
dt. (7.43)

Âðàõîâóþ÷è áiëiíiéñíiñòü Θ̃n
t , òâåðäæåííÿ (7.40), (7.42) òà (7.43) çàëèøà-

þòüñÿ ñïðàâåäëèâèìè äëÿ ôóíêöié ϕ òà ψ, ÿêi ¹ ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè

Φj òà Ψk. Ïðè öüîìó ãðàíèöÿ Θ̃t òàêîæ ¹ áiëiíiéíîþ äëÿ öèõ êîìáiíàöié.

Òàêèì ÷èíîì (7.39) âèçíà÷à¹ Θt(Φ
j,Ψk) äëÿ ìíîæèí {Φj}j≥1 òà {Ψk}k≥1,

ÿêi ¹ ùiëüíèìè â C∞(M) ó âiäïîâiäíèõ òîïîëîãiÿõ. Äëÿ òîãî, ùîá âèçíà-

÷èòè Θt(ϕ, ψ) íà áóäü-ÿêèõ ϕ, ψ ∈ C∞(M), çàóâàæèìî, ùî äëÿ âñiõ j, k

Θt(Φ
j,Ψk) âèçíà÷åíi íà îäíîìó ôiëüòðîâàíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði,

íà ÿêîìó òàêîæ áóäå âèçíà÷åíèé Θt(ϕ, ψ).

Äëÿ ϕ, ψ ∈ C∞(M) iñíóþòü ïiäïîñëiäîâíîñòi {Φj`}`≥1 òà {Ψk`}`≥1, ÿêi

çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî äî ϕ òà ψ ó âiäïîâiäíié òîïîëîãi¨. Ç (7.40), (7.42),
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òà (7.43), à òàêîæ áiëiíiéíîñòi Θ̃t âèïëèâà¹, ùî Θ̃t(Φ
j`,Ψk`) çáiãà¹òüñÿ äî

ñåìiìàðòèíãàëà Θ̃(ϕ, ψ) íåçàëåæíî âiä âèáîðó ïiäïîñëiäîâíîñòåé {Φj`}`κ1

i {Ψk`}`κ1. Íåâàæêî òàêîæ ïåðåâiðèòè, ùî (ϕ, ψ) 7→ Θ̃t(ϕ, ψ) ¹ áiëiíiéíèì

âiäîáðàæåííÿì, i ùî äëÿ âñiõ ϕ, ψ ∈ C∞(M) ïðîöåñ Θ̃t(ϕ, ψ) ¹ ãðàíèöåþ

{Θ̃n
t (ϕ, ψ)}n≥1 â ñåíñi çáiæíîñòi âiäïîâiäíèõ ðîçïîäiëiâ. Îñòàíí¹ òâåðäæå-

ííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî îöiíêè â ïðàâié ÷àñòèíi (7.34) òà (7.36)

íå çàëåæàòü âiä n, ùî äà¹ ìîæëèâiñòü iäåíòèôiêóâàòè ãðàíèöþ ïiäïîñëi-

äîâíîñòi {Θ̃n
t (ϕ, ψ)}n≥1 ç Θ̃t(ϕ, ψ)).

Àíàëîãi÷íî, äëÿ ϕ1, ψ1, ϕ2, ψ2 ∈ C∞(M) ïðîöåñ [Θ̃(ϕ1, ψ1), Θ̃(ϕ2, ψ2)]t

¹ ãðàíèöåþ ïðîöåñiâ {[Θ̃n(ϕ1, ψ1), Θ̃
n(ϕ2, ψ2)]t}n≥1 â ñåíñi çáiæíîñòi âiä-

ïîâiäíèõ ðîçïîäiëiâ.

Ç (7.38) ç âðàõóâàííÿì áiëiíiéíîñòi Θn
t òà (7.35) ìà¹ìî, iç çàñòîñóâàí-

íÿì àíàëîãi÷íî¨ ïðîöåäóðè âèáîðó ïiäïîñëiäîâíîñòi, ùî äëÿ âñiõ ϕ, ψ ∈

C∞(M) :

At(ϕ, ψ) = L- lim
n→∞

1

2

∫ t

0

Θn
s (ϕ,∆ψ). (7.44)

Öå ðàçîì ç (7.37) äà¹:

Θt(ϕ, ψ) = L- lim
n→∞

Θn
t (ϕ, ψ), (7.45)

çîêðåìà:

Θt(ϕ,∆ψ) = L- lim
n→∞

Θn
t (ϕ,∆ψ). (7.46)

Iíòåãðóþ÷è, ìà¹ìî:∫ t

0

Θs(ϕ,∆ψ) = L- lim
n→∞

∫ t

0

Θn
s (ϕ,∆ψ). (7.47)

Îñòàòî÷íî, îòîòîæíþþ÷è ãðàíèöi â (7.44) òà (7.47), ìà¹ìî:

At(ϕ, ψ) =
1

2

∫ t

0

Θs(ϕ,∆ψ) ds. (7.48)
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Òàêèì ÷èíîì äëÿ ϕ, ψ ∈ C∞(M)

Θt(ϕ, ψ) = Θ̃t(ϕ, ψ) +
1

2

∫ t

0

Θ(ϕ,∆ψ) ds. (7.49)

Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî ðîçïîäië ïðîöåñó Θt íàëåæèòü ïðîñòîðó H′(η) i

E′q(Θ) ≤ E′q(η). (7.50)

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi â (1)-(6) â îçíà÷åííi 7.11, îòðèìà¹ìî öi òâåðäæå-

ííÿ äëÿ Θt. Çàëèøèëîñü äîâåñòè (7.50). Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè

(7.42). Äëÿ ` ≥ 1, ϕ, ψ1, . . . , ψ` ∈ C∞(M), ψ = (ψ1, . . . , ψ`) ïîêëàäåìî

|DΘ̃n
t (ϕ, ψ)| :=

(∑̀
k=1

DΘ̃n
t (ϕ, ψk)

2

)1/2

.

Ç òåîðåìè 10 â [170] (ïðîäîâæåíî¨ äî áóäü-ÿêîãî q > 1) âèïëèâà¹, ùî äëÿ

áóäü-ÿêèõ ϕ, ψ ∈ C∞(M) òà äîâiëüíîãî K > 0, ÿêùî äëÿ âñiõ n ≥ 1

E
[∫ T

0

∣∣∣DΘ̃n
t (ϕ, ψ)

∣∣∣q dt] ≤ K,

òîäi

E
[∫ T

0

∣∣∣DΘ̃t(ϕ, ψ)
∣∣∣q dt] ≤ K.

Íåõàé

K = lim inf
n→∞

E
[∫ T

0

∣∣∣DΘ̃n
t (ϕ, ψ)

∣∣∣q dt] .
Ðîçãëÿíåìî ïiäïîñëiäîâíiñòü Θn` òàêó, ùî

lim
`→∞

E
[∫ T

0

∣∣∣DΘ̃n`
t (ϕ, ψ)

∣∣∣q dt] = K.

Çàôiêñó¹ìî ε > 0 òà çàñòîñó¹ìî îòðèìàíi âèùå ðåçóëüòàòè äî ïîñëiäîâ-

íîñòi Θ̃n`, òîäi äëÿ äîñèòü âåëèêîãî ` ìà¹ìî:

E
[∫ T

0

∣∣∣DΘ̃t(ϕ, ψ)
∣∣∣q dt] ≤ K + ε.
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Ïðÿìóþ÷è ε→ 0 îòðèìà¹ìî:

E
[∫ T

0

∣∣∣DΘ̃t(ϕ, ψ)
∣∣∣q dt] ≤ lim inf

n→∞
E
[∫ T

0

∣∣∣DΘ̃n
t (ϕ, ψ)

∣∣∣q dt] . (7.51)

Âèáèðàþ÷è ϕj, ψk ÿê â (7.23) ç ψ = (ψ1, . . . , ψ`), ìà¹ìî:

m∑
j=1

E

∫ T

0

∣∣∣DΘ̃t(ϕ
j, ψ)

∣∣∣q
Θt(ϕj, 1)α

dt

 ≤ m∑
j=1

lim inf
n→∞

E

∫ T

0

∣∣∣DΘ̃n
t (ϕ

j, ψ)
∣∣∣q

Θn
t (ϕ

j, 1)α
dt


≤ lim inf

n→∞

m∑
j=1

E

∫ T

0

∣∣∣DΘ̃n
t (ϕ

j, ψ)
∣∣∣q

Θn
t (ϕ

j, 1)α
dt

 ≤ E′q(η).

Îñòàòî÷íî, áåðó÷è ñóïðåìóì â ëiâié ÷àñòèíi ìíîæèíi, ÿê â (7.23), îòðè-

ìà¹ìî:

E′q(Θ) ≤ E′q(η), (7.52)

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

7.5 Âèñíîâêè ðîçäiëó 7

Â äàíîìó îá ðóíòîâàíî ìåòîä íàéìåíøî¨ äi¨ äëÿ ðiâíÿííÿ ïîðèñòîãî ñå-

ðåäîâèùà, òîáòî äîâåäåíî, ùî ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ êðèòè÷íèìè

òî÷êàìè ïåâíîãî íåêâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëà åíåðãi¨. Êðiì òîãî äîâå-

äåíî ñòîõàñòè÷íèé âàðiàöiéíèõ ïðèíöèï äëÿ âiäïîâiäíî¨ íåëiíiéíî¨ äè-

ôóçi¨ i ââåäåíî ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ, ùî ðîçøè-

ðþþòü êëàñ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà. Íà-

âåäåíi äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ óçàãàëüíåíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ, ùî

ìiíiìiçóþòü âiäïîâiäíèé ôóíêöiîíàë åíåðãi¨.



ÐÎÇÄIË 8

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍI ÐÎÇÂ'ßÇÊÈ ÐIÂÍßÍÍß

ÒÅÏËÎÏÐÎÂIÄÍÎÑÒI Ç ÊÀÑÏIÄÀËÜÍÎÞ

ÎÑÎÁËÈÂIÑÒÞ ÍÀ ÌÅÆI ÎÁËÀÑÒI

Âïåðøå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â íåöèëiíäðè÷íié ìíîæèíi áóëî äî-

ñëiäæåíî â 1913 ð. â ðîáîòi Ì. Æåâðå, ÿêèé îòðèìàâ óìîâè ðåãóëÿðíîñòi

îñîáëèâî¨ òî÷êè ãðàíèöi äëÿ îáëàñòi ç ðåãóëÿðíîþ ìåæåþ. Ïiçíiøå, â

1934 ðîöi I. Ã. Ïåòðîâñüêèé ñôîðìóëþâàâ íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó

ðåãóëÿðíîñòi ãðàíè÷íî¨ òî÷êè äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, ÿêà ôîðìó-

ëþâàëàñÿ â òåðìiíàõ ïîðÿäêó äîòèêó ãðàíèöi îáëàñòi äî õàðàêòåðèñòèêè

ðiâíÿííÿ. Òàêi çàäà÷i iíòåíñèâíî äîñëiäæóâàëèñÿ 60-òi ðîêè 20 ñòîði÷-

÷ÿ â ðîáîòàõ Î. À. Îë¹éíèê, É. Êîíà, Â. Î. Êîíäðàòü¹âà, Â. Ã. Ìàçü¨,

Â. Ï. Ìèõàéëîâà, Ë. Íiðåíáåðãà, Î. À. Îë¹éíèê, Â. Î. Ñîëîííiêîâà òà

iíøèõ.

Êîíäðàòü¹â Â. À. â 1966 ðîçi ðîçãëÿíóâ ãðàíè÷íó çàäà÷ó äëÿ çàãàëü-

íîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ â îáëàñòi, â ÿêié ïîðÿäîê äîòèêó õàðàêòå-

ðèñòèêè äî ãðàíèöi îáëàñòi ñïiâïàäà¹ ç ãîëîâíèì ïîðÿäêîì ðiâíÿííÿ, ùî

âiäïîâiäà¹ òàê çâàíîìó âèïàäêó êîíi÷íèõ ñèíãóëÿðíîñòåé. Â öié ðîáîòi

âií òàêîæ çàïðîïîíóâàâ ïiäõiä äëÿ îòðèìàííÿ àñèìïòîòè÷íîãî ðîçêëàäó

ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i â îêîëi îñîáëèâî¨ êîíi÷íî¨ òî÷êè.
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ßêùî ïîðÿäîê äîòèêó ¹ áiëüøèì ïîðÿäêó îïåðàòîðà, òî òàêà çàäà÷à

âiäïîâiäà¹ âèïàäêó ñèíãóëÿðíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè i ìîæå áóòè ðîçãëÿíóòà â

ìåæàõ àíàëiçó âèðîäæåíèõ ïàðàáîëi÷íèõ (åëiïòè÷íèõ) ðiâíÿíü, àáî àíà-

ëiçó ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ç ïîâiëüíî çìiííèì ñèìâîëîì.

Îñòàííiì ÷àñîì â ëiòåðàòóði îñîáëèâà óâàãà çâåðòà¹òüñÿ ñàìå íà òàêi

çàäà÷i, êîëè íà ãðàíèöi çíàõîäèòüñÿ ñèíãóëÿðíà îñîáëèâà òî÷êà òèïó êà-

ñïó. Çîêðåìà, â ðîáîòàõ Ì. Ì. Òàðõàíîâà, Â. Ðàáiíîâè÷à, Á.-Â. Øóëüöå,

Â. Î. Ãàëàêòiîíîâà, Â. Ã. Ìàçü¨ áóëè äîñëiäæåíi óìîâè iñíóâàííÿ i ¹äèíî-

ñòi êëàñè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ åëiïòè÷íèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ òà ïîäiáíèõ

äî íèõ ðiâíÿíü ç ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèìè îïåðàòîðàìè.

Â äàíîìó ðîçäiëi îòðèìàíi àñèìïòîòè÷íi ðîçêëàäè äëÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâ-

íÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â îêîëi êàñïiäàëüíî¨ òî÷êè òà çàïðîïîíîâàíî

øêàëó ïðîñòîðiâ, â ñåíñi ÿêèõ öi ðîçêëàäè ¹ àñèìïòîòè÷íèìè.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â îáìå-

æåíié íåöèëiíäðè÷íié îáëàñòi G ⊂ R2. Ãðàíèöÿ îáëàñòi G ïðèïóñêà¹òüñÿ

ãëàäêîþ çà âèêëþ÷åííÿì îäíi¹¨ òî÷êè, ÿêà ìà¹ ñèíãóëÿðíó îñîáëèâiñòü

òèïó êàñïó. Íà ðèñ. 8.1 ïðèáëèçíî çîáðàæåíî òèïîâèé âèãëÿä òàêî¨ îáëà-

ñòi â îêîëi ñèíãóëÿðíî¨ òî÷êè. Â äàíîìó âèïàäêó � öå òî÷êà (0,0).

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ñòðóêòóðà àñèìïòîòè÷íîãî ðîçêëàäó â îêîëi êî-

íi÷íî¨ òî÷êè ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñïåêòðîì ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i ç ïîñòié-

íèì çàìîðîæåíèì â îñîáëèâié òî÷öi êîåôiöi¹íòîì. Òàê âëàñíîìó çíà-

÷åííþ λn êðàòíîñòi µn âiäïîâiäà¹ âëàñíi ôóíêöi¨ |x|−ıλn(log |x|)j äëÿ j =

0, 1, . . . , µn−1. Ïðè öüîìó êîæíà ãîðèçîíòàëüíà ñìóãà â êîìïëåêñíié ïëî-

ùèíi λ ìiñòèòü ñêií÷åíó êiëüêiñòü çíà÷åíü λn. Ðîçêëàäè äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ

çàãàëüíî¨ çàäà÷i ïî öèì âëàñíèì ôóíêöiÿì, ÿê ïðàâèëî, ðîçáiæíi â îêîëi

ñèíãóëÿðíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè, òîìó äîâîäèòüñÿ ñòàâèòè ïèòàííÿ ïðî ïî-



280

Ðèñ. 8.1: Îñîáëèâà òî÷êà ó âèãëÿäi êàñïó.

áóäîâó àñèìïòîòè÷íèõ ðîçêëàäiâ. Êðiì òîãî, âiäñóòíiñòü òåîðåì âêëàäå-

ííÿ â äàíîìó âèïàäêó, ÿêi á ìîãëè äàâàòè ïîòî÷êîâó ãëàäêiñòü âiäïîâiä-

íîãî ðîçâ'ÿçêó, óíåìîæëèâëþ¹ ïîñòàíîâêó ïèòàííÿ ïðî àñèìïòîòè÷íèé

ðîçêëàä ó êëàñè÷íîìó ñåíñi Ïóàíêàðå. Òîìó ïèòàííÿ ïðî àñèìïòîòè÷íå

ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i â îêîëi ñèíãóëÿðíî¨ îñîáëèâî¨

òî÷êè ïðèðîäíiøå ñòàâèòè ó íàñòóïíîìó ñåíñi.

Íåõàé Fn ïîçíà÷à¹ äåÿêó ïîñëiäîâíiñòü ïiäïðîñòîðiâ äåÿêîãî ïðîñòîðó

F, äå iíäåêñ n ïðîáiãà¹ öiëi çíà÷åííÿ. Íåõàé Fn+1 ⊂ Fn äëÿ áóäü-ÿêîãî

n. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç F−∞ îá'¹äíàííÿ âñiõ Fn. Äëÿ äàíîãî f ∈ F−∞, ïiä

àñèìïòîòè÷íèì ðîçêëàäîì åëåìåíòà f ðîçóìi¹òüñÿ ðÿä

f ∼
∞∑

n=nf

fn, fn ∈ Fn (8.1)

òàêèé, ùî f −
N∑

n=nf

fn ∈ FN+1 äëÿ áóäü-ÿêîãî N ≥ nf .

Ðîçãëÿíåìî ïåðøó ãðàíè÷íó çàäà÷ó Äiðiõëå â îáìåæåíié îáëàñòi G ⊂

R2. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ãðàíèöÿ îáëàñòi G ¹ ãëàäêîþ çà âèêëþ÷åííÿì

êií÷åíî¨ êiëüêîñòi ñèíãóëÿðíèõ òî÷îê. Çãiäíî ïðèíöèïó ëîêàëüíîñòi Ñè-
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ìîíåíêà [186,187] äîñòàòíüî âèâ÷àòè äàíó çàäà÷ó â äîñèòü ìàëîìó îêîëi

áóäü-ÿêî¨ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ (ñèíãóëÿðíî¨) òî÷êè. Ïðèïóñòèìî, ùî îáëàñòü

G îáìåæåíà çâåðõó êðèâîþ t = |x|p ç äåÿêèì äiéñíèì p > 0, à çíèçó �

ãîðèçîíòàëüíèì âiäðiçêîì [−1, 1].

Òîäi ó âèïàäêó p > 2 ïî÷àòîê êîîðäèíàò áóäå õàðàêòåðèñòè÷íîþ òî-

÷êîþ ãðàíèöi, à äëÿ 0 < p ≤ 2 � ñèíãóëÿðíîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ. Ïðè-

÷îìó ïðè p = 2 äàíà îñîáëèâiñòü áóäå êîíi÷íîãî òèïó, à ïðè p < 2 �

êàñïiäàëüíîãî. ßê çàçíà÷àëîñÿ âèùå ñõåìà äîñëiäæåííÿ âèïàäêó p ≥ 2

áóëà ðîçðîáëåíà â [151] ôàêòè÷íî íà îñíîâi âèêîðèñòàííÿ òàê çâàíèõ

îïåðàòîðiâ Ôóõñà.

Ñó÷àñíèé ïiäõiä äî âèâ÷åííÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ç êàñïiäàëüíèìè îñî-

áëèâîñòÿìè íà ãðàíèöi ïîëÿãà¹ â âèêîðèñòàííi òàê çâàíî¨ òåõíiêè �ïiäðè-

âó ñèíãóëÿðíîñòi� (äèâ. [181]). Öåé ïiäõiä äà¹ ìîæëèâiñòü íàäàòè ïîâíó

õàðàêòåðèçàöiþ óìîâ ôðåäãîëüìîâîñòi çàäà÷i, ïðîòå íå äà¹ ìîæëèâîñòi

çàïèñàòè òà äîâåñòè iñíóâàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ðîçêëàäiâ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ

â îêîëi ñèíãóëÿðíî¨ òî÷êè.

Â äàíîìó ðîçäiëi ðîçâèíóòî ïiäõiä, ÿêèé äîçâîëèâ íå òiëüêè ïîáó-

äóâàòè ôîðìàëüíi àñèìïòîòè÷íi ðîçêëàäè ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ïàðàáîëi÷íî-

ãî ðiâíÿííÿ òèïó òåïëîïðîâiäíîñòi òà ðiâíÿíü áiëüø âèñîêîãî ïîðÿäêó

ïîõiäíèõ çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè, àëå i äîâåñòè, ùî öi ðîçêëàäè íà-

ñïðàâäi ¹ àñèìïòîòè÷íèìè ó ñåíñi (8.1). Ïðè öüîìó â ðîëi àñèìïòîòè÷íèõ

ïðîñòîðiâ ç'ÿâëÿþòüñÿ ïðîñòîðè òèïó Ñëîáîäåöüêîãî [29].
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8.1 Ôîðìàëüíi àñèìïòîòè÷íi ðîçêëàäè äëÿ îäíîðiäíî¨ çàäà÷i

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïåðøà êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

u′t − u′′x,x = f in G,

u = u0 at ∂G \ Σ .
(8.2)

â îáëàñòi G, äå Σ ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó õàðàêòåðèñòè÷íèõ òî÷îê ãðàíèöi

∂G. Ôóíêöi¨ f â G òà u0 íà ∂G \ Σ ¹ äåÿêèìè ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè.

Ç ëîêàëüíîãî ïðèíöèïó Ñèìîíåíêà [186,187] âèïëèâà¹, ùî âëàñòèâiñòü

ôðåäãîëüìà çàäà÷i (8.2) â íàëåæíîìó ôóíêöiîíàëüíîìó ïðîñòîði åêâiâà-

ëåíòíà ëîêàëüíié îáåðíåíîñòi çàäà÷i â êîæíié òî÷öi çàìèêàííÿ îáëàñòi

G. Òîìó áåç ïîðóøåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî îñîáëèâà òî÷êà,

â îêîëi ÿêî¨ áóäå äîñëiäæóâàòèñÿ çàäà÷à (8.2) ñïiâïàäà¹ ç ïî÷àòêîì êî-

îðäèíàò: P = (0, 0). Ïðèïóñòèìî, ùî îáëàñòü G â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè

çàäà¹òüñÿ íåðiâíiñòþ

t > |x|p, (8.3)

äå p � äåÿêå ïîçèòèâíå äiéñíå ÷èñëî. Áåç ïîðóøåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæåìî

ââàæàòè, ùî |x| ≤ 1.

Îñíîâíà iäåÿ ïîëÿãà¹ ó ââåäåííi íîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò (ω, r) çà äî-

ïîìîãîþ çàìiíè çìiííèõ:

x = r1/p ω,

t = r,
(8.4)

äå |ω| < 1 i r ∈ (0, 1). Òàêèì ÷èíîì â íîâèõ êîîðäèíàòàõ îñîáëèâà òî÷êà

P = (0, 0) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â öiëèé ñåãìåíò [−1, 1] íà îñi ω . Ïðè öüîìó

â îáëàñòi çìiííèõ (ω, r) çàäà÷à (8.2) çâîäèòüñÿ äî çâè÷àéíîãî äèôåðåí-

öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ çà çìiííîþ r ç îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Áiëüø

òî÷íî, ïðè ïåðåòâîðåííÿõ (8.4) ïîõiäíi ïî çìiííèì t òà x ïåðåòâîðþþòüñÿ
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íàñòóïíèì ÷èíîì:

∂u

∂t
=

∂u

∂r
− 1

r

ω

p

∂u

∂ω
,

∂u

∂x
=

1

r1/p

∂u

∂ω
,

i ðiâíÿííÿ (8.2) ïåðåõîäèòü â:

rQ U ′r − U ′′ω,ω − rQ−1ω

p
U ′ω = rQF in (−1, 1)× (0, 1),

U = U0 at {±1} × (0, 1),
(8.5)

äå U(ω, r) òà F (ω, r) � âiäïîâiäíi ôóíêöi¨, ÿêi îòðèìóþòüñÿ ç u(x, t) òà

f(x, t) ïðè ïåðåòâîðåííi (8.4), i Q = 2
p .

Äëÿ òîãî, ùîá âèçíà÷èòè ïðèäàòíi ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè, â ÿêèõ

çàäà÷à (8.5) ìà¹ ðîçãëÿäàòèñÿ òà ïîáóäóâàòè ôîðìàëüíi àñèìïòîòè÷íi

ðîçêëàäè, ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíó êðàéîâó çàäà÷ó íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

rQ U ′r − U ′′ω,ω − rQ−1ω

p
U ′ω = 0 â (−1, 1)× (0,∞),

U(±1, r) = 0 íà (0,∞).
(8.6)

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê p 6= 2. Áóäåìî øóêàòè ôîðìàëüíi ðîçâ'ÿçêè (8.6)

ó âèãëÿäi:

U(ω, r) = eS(r) V (ω, r), (8.7)

äå S � äåÿêà äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ âiä r > 0 i V ðîçêëàäà¹òüñÿ â

ðÿäè Ïü¹çî ç íåòðèâiàëüíîþ ãîëîâíîþ ÷àñòèíîþ

V (ω, r) =
1

rκN

∞∑
j=0

Vj(ω) rκj.

Ïîêàçíèêè N òà κ ìàþòü áóòè âèçíà÷åíi â ïîäàëüøîìó. Ïiäñòàâëÿþ÷è

(8.7) â (8.6) ìà¹ìî:

rQ (S ′V + V ′r )− V ′′ω,ω − rQ−1ω

p
V ′ω = 0 â (−1, 1)× (0,∞),

V (±1, r) = 0 íà (0,∞).
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Äëÿ òîãî, ùîá çâåñòè ãðàíè÷íó çàäà÷ó äî çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ

áóäåìî âèìàãàòè, ùîá ôóíêöiÿ S çàäîâîëüíÿëà ðiâíÿííÿ rQS ′ = λ ç

äåÿêîþ ñòàëîþ λ. ßêùî Q 6= 1, òîáòî p 6= 2, ìà¹ìî:

S(r) = λ
r1−Q

1−Q

ç òî÷íiñòþ äî äåÿêî¨ ñòàëî¨, ùî âêëþ÷åíà ÿê ìíîæíèê â expS. Òàêèì

÷èíîì çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíî¨:

rQ V ′r − V ′′ω,ω − rQ−1ω

p
V ′ω = −λV â (−1, 1)× (0,∞),

V (±1, r) = 0 íà (0,∞).
(8.8)

ßêùî κ =
Q− 1

k
äëÿ äåÿêîãî äiéñíîãî k, òîäi

rQ V ′r =
∞∑
j=k

κ(j −N − k)Vj−kr
κ(j−N),

V ′′ω,ω =
∞∑
j=0

V ′′j r
κ(j−N),

rQ−1 V ′ω =
∞∑
j=k

V ′j−kr
κ(j−N).

Ïiäñòàâëÿþ÷è öi âèðàçè â (8.8) òà ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè ç îäíàêîâè-

ìè ñòåïåíÿìè r îòðèìà¹ìî íèçêó çàäà÷ Øòóðìà�Ëióâiëëÿ:

−V ′′j + λVj = 0 â (−1, 1),

Vj = 0 ïðè ∓1,
(8.9)

äëÿ j = 0, 1, . . . , k − 1, òà

−V ′′j + λVj =
ω

p
V ′j−k − κ(j −N − k)Vj−k â (−1, 1),

Vj = 0 ïðè ∓1,
(8.10)

äëÿ j = mk,mk + 1, . . . ,mk + (k − 1), äå m ïðèéìà¹ öiëi çíà÷åííÿ.
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Äëÿ áóäü-ÿêîãî j = 0, 1, . . . , k − 1, çàäà÷à Øòóðìà-Ëióâiëëÿ (8.9),

ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ â ïðîñòîði L2(−1, 1) ìà¹ ïðîñòi âëàñíi çíà÷åííÿ λn =

−
(
π
2n
)2

äëÿ n ≥ 1 òà âiäïîâiäíi íåíóëüîâi âëàñíi ôóíêöi¨ sin
π

2
n(ω + 1).

Òîìó

Vn,j(ω) = cn,j sin
π

2
n(ω + 1), (8.11)

äëÿ j = 0, 1, . . . , k − 1, äå cn,j � äåÿêi ñòàëi. Áåç ïîðóøåííÿ çàãàëüíîñòi

ìîæíà ââàæàòè, ùî ïåðøèé êîåôiöi¹íò Vn,0 â ðîçêëàäi Ïü¹çî ôóíêöi¨ V

¹ âiäìiííèì âiä íóëÿ. Îòæå, Vn,j = cn,jVn,0 äëÿ j = 1, . . . , k − 1.

Âèçíà÷èâøè ôóíêöi¨ Vn,0, . . . , Vn,k−1, ùî íàëåæàòü ïðîñòîðàì Ñîáîë¹âà

H2(−1, 1), ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (8.10) äëÿ j = k, . . . , 2k − 1. Ïîêëàäåìî

fn,j =
ω

p
V ′n,j−k − κ(j −N − k)Vn,j−k.

Äëÿ òîãî, ùîá íåîäíîðiäíà çàäà÷à (8.10) ìàëà íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê Vn,j

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ïðàâà ÷àñòèíà fn,j áóëà îðòîãîíàëüíîþ âñiì

ðîçâ'ÿçêàì âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ çàäà÷i, òîáòî Vn,0. Îòæå â ñåíñi L2(−1, 1)

ìà¹ìî: (
fn,j, Vn,0

)
= 0, äëÿ j = k, . . . , 2k − 1.

Âèçíà÷èìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê (fn,j, Vn,0) äëÿ j = k, . . . , 2k − 1. Îòðèìà-

¹ìî:

(fn,j, Vn,0) = cn,j−k

(1

p
(ωV ′n,0, Vn,0)− κ(j −N − k) (Vn,0, Vn,0)

)
,

îòæå

(ωV ′n,0, Vn,0) = ω |Vn,0|2
∣∣∣ 1

−1
− (Vn,0, Vn,0)− (Vn,0, ωV

′
n,0)

= −(Vn,0, Vn,0)− (ωV ′n,0, Vn,0).

Îñòàííÿ òîòîæíiñòü îòðèìàíà ç âðàõóâàííÿì òîãî, ùî Vn,0 ¹ äiéñíî-
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çíà÷íèìè ôóíêöiÿìè, ÿêi çàíóëÿþòüñÿ ïðè ±1. Òîìó

(ωV ′n,0, Vn,0) = −1

2
(Vn,0, Vn,0)

i

(fn,j, Vn,0) = −cn,j−k
( 1

2p
+ κ(j −N − k)

)
(Vn,0, Vn,0) (8.12)

äëÿ j = k, . . . , 2k − 1.

Îñêiëüêè Vn,0 6= 0, óìîâà (fn,j, Vn,0) = 0 âèêîíó¹òüñÿ äëÿ j = k òîäi i

ëèøå òîäi, êîëè

κN =
1

2p
. (8.13)

Çà òàêî¨ óìîâè çàäà÷à (8.10) ïðè j = k ¹ ðîçâ'ÿçíîþ, i ¨¨ óçàãàëüíåíèé

ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä:

Vn,k = Wn,k + cn,kVn,0 ∈ H2(−1, 1)

äå Wn,k � äåÿêèé ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (8.10) iç äîâiëüíèìè ñòàëè-

ìè cn,k. Áiëüøå òîãî, äëÿ òîãî, ùîá ðiâíiñòü (fn,j, Vn,0) = 0 âèêîíóâàëàñü

äëÿ j = k+1, . . . , 2k−1 íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá cn,1 = . . . = cn,k−1 = 0,

òîáòî âñi Vn,1, . . . , Vn,k−1 òîòîæíî äîðiâíþþòü íóëþ. Ç öüîãî, â ñâîþ ÷åð-

ãó, âèïëèâà¹, ùî fn,k+1 = . . . = fn,2k−1 = 0, äå Vn,j = cn,jVn,0 äëÿ

âñiõ j = k + 1, . . . , 2k − 1, äå cn,j � äîâiëüíi ñòàëi. Âèáåðåìî ñòàëi

cn,k+1, . . . , cn,2k−1 òàêèì ÷èíîì, ùîá áóëà âèêîíàíà óìîâà ðîçâ'ÿçíîñòi

íàñòóïíèõ k ðiâíÿíü. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (8.10) äëÿ j = 2k. Âiäïîâiäíà

ïðàâà ÷àñòèíà äîðiâíþ¹:

fn,2k =
(ω
p
W ′

n,k − κ(k −N)Wn,k

)
+ cn,k

(ω
p
V ′n,0 − κ(k −N)Vn,0

)
=
(ω
p
W ′

n,k − κ(k −N)Wn,k

)
+ cn,k

(
fn,k − κk Vn,0

)
.

Êîìáiíóþ÷è (8.12) òà (8.13), ìà¹ìî:

(fn,k − κk Vn,0, Vn,0) = −κk (Vn,0, Vn,0)
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= (1−Q) (Vn,0, Vn,0)

¹ âiäìiííèì âiä íóëÿ. Îòæå, ñòàëà cn,k ìîæå áóòè âèçíà÷åíà òàêèì ÷èíîì,

ùî (fn,2k, Vn,0) = 0. Áiëüø òîãî, ôóíêöi¨ fn,2k+1, . . . , fn,3k−1 ¹ îðòîãîíàëü-

íèìè äî Vn,0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè cn,k+1 = . . . = cn,2k−1 = 0. Ç öüîãî

âèïëèâà¹, ùî Vn,j òîòîæíî äîðiâíþþòü íóëþ ïðè j = k + 1, . . . , 2k − 1.

Ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

Vn,j ∈ H2(−1, 1), äëÿ j = 0, 1, . . ., ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (8.9) òà

(8.10). Ôóíêöi¨ Vn,j(ω) âèçíà÷åíi îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî ñïiëüíîãî ñòà-

ëîãî ìíîæíèêà cn,0 = cn. Êðiì òîãî, Vn,j òîòîæíî äîðiâíþþòü íóëþ êðiì

çíà÷åíü j = mk, äå m = 0, 1, . . .. Îòæå

Vn(ω, r) =
1

rκN

∞∑
m=0

Vn,mk(ω) rκmk

=
1

rQ/4

∞∑
m=0

Vn,mk(ω) r(Q−1)m (8.14)

¹ ¹äèíèì ç òî÷íiñòþ äî ïîñòiéíîãî ìíîæíèêà ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (8.8), ùî

âiäïîâiäà¹ λ = λn.

Ç (8.14) âèäíî, ùî ôîðìàëüíèé ðîçêëàä íå çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà

k, à âiäïîâiäíi ôóíêöi¨ Vn,mk(ω) âiäòâîðþþòüñÿ ç ñèñòåìè (8.9) ç ïðàâîþ

÷àñòèíîþ, ÿêà çàëåæèòü âiä ôóíêöi¨ Vn,m(k−1). Òîìó, áåç âòðàòè çàãàëü-

íîñòi, ìîæåìî ïîêëàñòè k = 1 i çàïèñàòè ôîðìàëüíèé àñèìïòîòè÷íèé

ðîçêëàä ó âèãëÿäi:

Vn(ω, r) =
1

rQ/4

∞∑
m=0

Vn,m(ω) r(Q−1)m.

Êðiì òîãî, âðàõîâóþ÷è (8.10), ìà¹ìî íàñòóïíi ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ
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äëÿ ôóíêöié Vn,m :

−V ′′n,0 + λn Vn,0 = 0 â (−1, 1),

Vn,0 = 0 ïðè ∓1,
(8.15)

i

−V ′′n,m + λn Vn,m =
ω

p
V ′n,m−1 +

(Q
4

+ (m− 1)(1−Q)
)
Vn,m−1 â (−1, 1),

Vn,m = 0 ïðè ∓1,

(8.16)

äëÿ m ≥ 1.

Òåîðåìà 8.1. Íåõàé p 6= 2. Òîäi äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ çàäà÷i

(8.6) ìà¹ ôîðìàëüíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

U(ω, r) =
∞∑
n=1

cn
rQ/4

exp
(
λn

r1−Q

1−Q

) ∞∑
m=0

Vn,m(ω)

r(1−Q)m
,

äå λn = −
(π

2
n
)2

� âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i Øòóðìà�Ëióâiëëÿ (8.9).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç âèêëàäåíîãî âèùå.

Â òåðìiíàõ âèõiäíèõ êîîðäèíàò (x, t) â îêîëi òî÷êè P = (0, 0) îáëàñòi

G ôîðìàëüíèé ðîçêëàä ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (8.2) ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

u(x, t) =
∞∑
n=0

cn
tQ/4

exp
(
λn

t1−Q

1−Q

) ∞∑
m=0

Vn,m

( x

t1/p

)(1

t

)(1−Q)m

. (8.17)

Äëÿ ïîâíîòè äîñëiäæåííÿ îñîáëèâèé âèïàäîê àñèìïòîòè÷íîãî ðîçêëà-

äó ïðè p = 2, ùî âiäïîâiäà¹ òàê çâàíèì êîíi÷íié ñèíãóëÿðíié òî÷öi, ðîç-

ãëÿíóòî ó äîäàòêó F.

8.2 Ôðåäãîëüìîâiñòü ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i

Íàäàëi áóäåìî ïðèïóñêàòè 0 < p < 2, òîáòî Q = 2/p áiëüøå çà 1, ùî

âiäïîâiäà¹ îñîáëèâié òî÷öi òèïó êàñïó.
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Äëÿ òîãî, ùîá ðîçãëÿíóòè ïèòàííÿ ïðî ëîêàëüíó ðîçâ'ÿçíiñòü âèõiäíî¨

çàäà÷i (8.5) â îêîëi r = 0, íåîáõiäíî íàëåæíèì ÷èíîì ïiäiáðàòè ïðîñòîðè

ôóíêöié, â ÿêèõ öÿ çàäà÷à ðîçãëÿäàòèìåòüñÿ. Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî âèêî-

íàòè äåÿêi äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ, à ñàìå ðîçãëÿíåìî çàìiíó êîîðäèíàò

s = δ(r) íà iíòåðâàëi (0, 1) òàêó, ùî

rQ
d

dr
=

d

ds
.

Âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ δ âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ñòàëî¨ ç íàñòóïíî¨ ðiâ-

íîñòi δ′(r) = r−Q i çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì:

δ(r) =
r1−Q

1−Q
(8.18)

äëÿ r > 0. Çàóâàæèìî, ùî δ(0+) = −∞. Òîäi çàäà÷à (8.5) íàáóâà¹ âè-

ãëÿäó:

U ′s − U ′′ω,ω +
1

2−p
1

s
ωU ′ω =

(δ(1)

s

) 2
2−p

F â (−1, 1)× (−∞, δ(1)),

U = U0 ïðè {±1} × (−∞, δ(1)),

(8.19)

äå ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òå ñàìå ïîçíà÷åííÿ U äëÿ îáðàçó ôóíêöi¨ U ïðè

ïåðåòâîðåííi s = δ(r), òà àíàëîãi÷íî äëÿ F . Âèùå δ(1) = 1
1−Q < 0.

Òàêèì ÷èíîì, ãðàíè÷íà çàäà÷à (8.2) çâåäåíà äî ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (8.19)

ç îïåðàòîðîì

A(s)U = U ′s − U ′′ω,ω +
1

2−p
ω

s
U ′ω, (8.20)

ùî äi¹ ó ïðîñòîðiH1
0(−∞, δ(1)) ôóíêöié U òàêèõ, ùî U = U0 ïðè ω = ±1,

s ∈ (−∞, δ(1)) òà

||U ||2H1
0(−∞,δ(1)) =

δ(1)∫
−∞

(
||U ′(s)||2L2(−1,1) + ||U(s)||2H2(−1,1)

)
|s|

3
p−2 dω ds <∞.

(8.21)
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Ìíîæíèê s3/(p−2) âèíèêà¹ â ðåçóëüòàòi çàìiíè ìiðè Ëåáåãà dx dt, ïî ÿêié

áóäó¹òüñÿ ñòàíäàðòíèé ïðîñòið Ñîáîëåâà, ïðè ïåðåòâîðåííi êîîðäèíàò

(8.4), (8.18).

Çàïèøåìî ôîðìàëüíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä çàäà÷i (8.6) â íîâèõ

êîîðäèíàòàõ (ω, s). Ïiäñòàâëÿþ÷è (8.18) â òåîðåìó 8.1, îòðèìà¹ìî:

U(ω, s) =
∞∑
n=1

cn ((1−Q)s)
1
4

Q
Q−1 exp(λns)

∞∑
m=0

Vn,m(ω)

((1−Q)s)m
(8.22)

äëÿ s, ùî çíàõîäèòüñÿ â îêîëi òî÷êè −∞. Ïðè öüîìó λn = −
(π

2
n
)2

.

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ðîçâ'ÿçíiñòü òðàíñôîðìîâàíî¨ ãðàíè÷íî¨ çà-

äà÷i (8.19), ââåäåìî øêàëó ïðîñòîðiâ Hk
γ,µ(−∞, T ) ôóíêöié, ÿêi ïðèéìà-

þòü çíà÷åííÿ â ñòàíäàðòíîìó ïðîñòîði Ñîáîë¹âà H2k(−1, 1). Ñêàæåìî,

ùî ôóíêöiÿ U çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði H2k(−1, 1) íàëåæèòü ïðîñòîðó

Hk
γ,µ(−∞, T ), T ≤ ∞ äëÿ k ∈ N, γ ≤ 0 òà äåÿêîãî µ > µ0, µ0 = 3

2(p−2)

ÿêùî íàñòóïíà íîðìà ¹ ñêií÷åííîþ:

‖U‖Hk
γ,µ(−∞,T ) :=

(∫ T

−∞
e−2γs s2µ

k∑
j=0

‖U (j)(s)‖2
H2(k−j)(−1,1)ds

)1/2

. (8.23)

Ó ñïåöiàëüíîìó âèïàäêó, êîëè k = 1, γ = 0, µ = µ0 òà T = δ(1) öi

ïðîñòîðè ñïiâïàäàþòü ç ïðîñòîðîì H1
0(−∞, δ(1)), ââåäåíèì âèùå, òàêèì

÷èíîì H1
0(−∞, δ(1)) = H1

0,µ0
(−∞, δ(1)). ßêùî k = 0 i µ = 0, ïîçíà÷èìî

ïðîñòiðH0
γ,0(−∞, T ) ÷åðåç L2

γ(−∞, T ). Ãîëîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ïóíêòó

ïîëÿãà¹ â íàñòóïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà 8.2. Íåõàé γ < 0, γ 6= λn, n ≥ 0, äå λn � âëàñíi çíà÷åííÿ

îïåðàòîðà ∆ â ïðîñòîði L2(−1, 1). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî µ > −1 iñíó¹ òàêå

T0(µ) ∈ R, ùî äëÿ âñiõ T < T0 îïåðàòîð (8.20) çàäà÷i (8.19), ùî äi¹ ó

ïðîñòîði

A(s) : H1
γ,µ(−∞, T ) 7→ L2

γ(−∞, T ) (8.24)



291

¹ îáåðíåíèì, i âèêîíàíà íàñòóïíà îöiíêà:

||U ||H1
γ,µ(−∞,T ) ≤ C ||A(s)U ||L2

γ(−∞,T ). (8.25)

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ðîçáèòî íà äåêiëüêà ëåì.

Ëåìà 8.3. Íåõàé γ < 0, γ 6= λn, n ≥ 0, µ ∈ R i T < 0. Òîäi îïåðàòîð

(∂s −∆)−1 : L2
γ(−∞, T ) 7→ H1

γ,µ(−∞, T )

¹ îáìåæåíèì i âèêîíàíà íàñòóïíà îöiíêà:

||U ||H1
γ,µ(−∞,T ) ≤ C ||F ||L2

γ(−∞,T ), (8.26)

U(s) =
1

2π

∫
=mσ=γ

eiσs(−iσ −∆)−1F̂ (σ) dσ. (8.27)

Òâåðäæåííÿ öi¹¨ ëåìè òàêîæ ¹ ñïðàâåäëèâèì ïðè γ = 0. Â öüîìó âèïàäêó

µ ïîâèííî áóòè ìåíøå, íiæ −1
2 .

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî F ∈ L2
γ(−∞, T ). Äëÿ |s| > |T | ïðîäîâæèìî ôóí-

êöiþ F íóëåì, òîäi F ∈ L2
γ(R). Çàñòîñîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ïî

çìiííié s äî ðiâíÿííÿ

∂sU(s)−∆U(s) = F (s), (8.28)

îòðèìà¹ìî:

− iσÛ −∆Û = F̂ . (8.29)

Îñêiëüêè ïðÿìà =mσ = γ äëÿ γ 6= λn ñêëàäà¹òüñÿ ç ðåãóëÿðíèõ òî÷îê

îïåðàòîðà ∆ i F̂ ∈ L2(−1, 1), ìà¹ìî, ùî îïåðàòîð

(−iσ −∆)−1 : L2(−1, 1) 7→ H2(−1, 1) ¹ îáìåæåíèì, (8.30)

i äëÿ áóäü-ÿêîãî v ∈ L2(−1, 1) :

|σ| · ||(iσ + ∆)−1v||L2(−1,1) ≤ C ′||v||L2(−1,1), (8.31)
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ç ñòàëîþ C ′, ùî íå çàëåæèòü âiä σ. Òîìó ðîçâ'ÿçîê Û ðiâíÿííÿ (8.29)

çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: Û =
(
− iσ −∆

)−1
F̂ ∈ H2(−1, 1). Çàñòîñî-

âóþ÷è îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ äî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (8.28), ìà¹ìî

ïðåäñòàâëåííÿ (8.27).

Ïîçíà÷èìî H1 = H2(−1, 1) i H0 = L2(−1, 1). Äëÿ γ < 0 ìà¹ìî:

||U ||2H1
γ,µ(−∞,T ) =

1

2π

T∫
−∞

e−2γs s2µ
∥∥ ∫
=mσ=γ

(iσ) eiσs(−iσ −∆)−1F̂ (σ)dσ
∥∥2

H0
ds+

+
1

2π

T∫
−∞

e−2γs s2µ
∥∥ ∫
=mσ=γ

eiσs(−iσ −∆)−1F̂ (σ)dσ
∥∥2

H1
ds ≤

≤ 1

2π

T∫
−∞

e−4γs s2µ

∫
=mσ=γ

|σ|2
∥∥(iσ + ∆)−1F̂ (σ)

∥∥2

H0
dσ ds+

+
1

2π

T∫
−∞

e−4γs s2µ

∫
=mσ=γ

∥∥(iσ + ∆)−1F̂ (σ)
∥∥2

H1
dσ ds. (8.32)

Ç (8.30), (8.31) òà òåîðåìè Ïàðñåâàëÿ:

||F ||2L2
γ(R) = 2π

∫
=mσ=γ

||F̂ (σ)||2L2(−1,1) dσ

ìà¹ìî:

||U ||2H1
γ,µ(−∞,T ) ≤ C

T∫
−∞

e−4γs s2µ

∫
=mσ=γ

∥∥F̂ (σ)
∥∥2

H0
dσ ds = (8.33)

= C ′
T∫

−∞

e−4γs s2µ ‖F‖2
L2
γ(R)ds = C ′′ ‖F‖2

L2
γ(−∞,T ).

Ùîá îöiíèòè âèðàç â (8.32) ó âèïàäêó γ = 0, íåîáõiäíî çàóâàæèòè, ùî

îïåðàòîð ∆ ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè Äiðiõëå íå ìà¹ âëàñíèõ ôóíêöié, ùî

âiäïîâiäàþòü íóëüîâîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ, à îòæå äîïóñêà¹ îáåðíåííÿ.
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Òîìó îöiíêà (8.34) òàêîæ âèêîíàíà äëÿ γ = 0. Â öüîìó âèïàäêó µ ïîâèííà

áóòè ìåíøîþ çà −1
2 , ùîá iíòåãðàë âèùå çáiãàâñÿ.

Ëåìà 8.4. Íåõàé T < 0 � ôiêñîâàíî. Òîäi äëÿ âñiõ γ ≤ 0, γ 6= λn, n ≥ 0

òà µ > −1 îïåðàòîð

B(s) =
1

2− p
ω

s

∂

∂ω
: H1

γ,µ(−∞, T ) 7→ L2
γ(−∞, T )

¹ îáìåæåíèì, i äëÿ âñiõ ϕ ∈ H1
γ,µ(−∞, T )

||B(·)ϕ||L2
γ(−∞,T ) ≤

C

|T |µ+1
||ϕ||H1

γ,µ(−∞,T ). (8.34)

Äîâåäåííÿ. ßê ó ëåìi 8.3 ïîêëàäåìî H1 = H2(−1, 1) i H0 = L2(−1, 1).

Äëÿ ϕ ∈ H1
γ,µ(−∞, T ) ìà¹ìî

‖B(·)ϕ‖2
L2
γ(−∞,T ) =

T∫
−∞

e−2γs ‖B(s)ϕ(s)‖2
H0
ds =

= C

T∫
−∞

e−2γs s−2
∥∥ω∂ϕ(s)

∂ω

∥∥2

H0
ds ≤

≤ C

T∫
−∞

e−2γs s−2
(
‖ϕ′s‖2

H0
+ ‖ϕ‖2

H1

)
ds =

= C

T∫
−∞

e−2γs s2µ

s2(µ+1)

(
‖ϕ′s‖2

H0
+ ‖ϕ‖2

H1

)
ds ≤

≤ C

|T |2(µ+1)

T∫
−∞

e−2γs s2µ
(
‖ϕ′s‖2

H0
+ ‖ϕ‖2

H1

)
ds =

=
C

|T |2(µ+1)
‖ϕ‖2

H1
γ,µ
,

îñêiëüêè |s| > |T |.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 8.2. Äëÿ F ∈ L2
γ(−∞, T ) ïðåäñòàâèìî çàäà÷ó

A(s) ≡ ∂sU −∆U +B(s)U = F
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ó âèãëÿäi:

U − (∂s −∆)−1B(s)U = (∂s −∆)−1F. (8.35)

Çàñòîñîâóþ÷è ëåìè 8.3 òà 8.4, ìîæåìî ãàðàíòóâàòè, ùî äëÿ µ > −1 iñíó¹

òàêå T0, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî T > T0 íîðìà îïåðàòîðà

(∂s −∆)−1B(s) : H1
γ,µ(−∞, T ) 7→ H1

γ,µ(−∞, T )

áóäå ìåíøîþ, íiæ äåÿêå δ < 1:

||(∂s −∆)−1B(s)||H1
γ,µ(−∞,T )→H1

γ,µ(−∞,T ) < δ. (8.36)

Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿííÿ (8.35) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ F ∈

L2
γ(−∞, T ), ùî äîâîäèòü òåîðåìó 8.2.

Çàóâàæèìî, ùî âèêîíóþ÷è çàìiíó êîîðäèíàò

ω =
x

t1/p
,

s =
t1−Q

1−Q
,

i âèêîíóþ÷è ïåðåõiä âiä ïðîñòîðó H1
γ,µ(−∞, δ(1)) äî âèõiäíî¨ îáëàñòi G

îòðèìà¹ìî, ùî òåîðåìà 8.2 äà¹ óìîâè äëÿ ëîêàëüíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i

(8.2) â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè ( [47]).

8.3 Àñèìïòîòè÷íà âëàñòèâiñòü ôîðìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó

Â öüîìó ïóíêòi äîâîäèòüñÿ àñèìïòîòè÷íà âëàñòèâiñòü ðîçâ'ÿçêó ïåðøî¨

êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè

òèïó êàñïó. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hk
γ,m(−∞, T ) ïðîñòið Hk

γ,µ äëÿ µ = µ0 +m,

m ∈ N, µ0 = 3
2(p−2) i Hk

γ,µ0
äëÿ m = 0. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ

k,m ≥ 1, γ ∈ R, T < δ(1)

Hk
γ,m+1(−∞, T ) ⊂ Hk

γ,m(−∞, T ) ⊂ H1
0(−∞, δ(1)) ≡ H1

0,µ0
(−∞, δ(1)).
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Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ïóíêòó ïîëÿãà¹ â íàñòóïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà 8.5. Ïðèïóñòèìî, ùî λK+1 < γ < λK . Òîäi ôîðìàëüíèé ðîç-

êëàä (8.22) ðîçâ'ÿçêó U ∈ H1
0(−∞, δ(1)) çàäà÷i (8.19) ¹ àñèìïòîòè÷íèì

ðîçêëàäîì â ñåíñi îçíà÷åííÿ (8.1).

Äîâåäåííÿ. Ç (8.22) âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i

(8.19) â ïðîñòîði H1
0(−∞, δ(1)) ìà¹ âèãëÿä:

U(ω, s) =
∞∑
n=1

Un(ω, s), (8.37)

äå

Un(ω, s) = cn,Q s
1
4

Q
Q−1 exp (λns)

∞∑
m=0

Vn,m(ω)

((1−Q)s)m

i λn = −
(
n
π

2

)
, cn,Q = cn(1−Q)

1
4

Q
Q−1 .

Äëÿ M ≥ 0 i K ≥ 0 ââåäåìî ôóíêöiþ

UK,M(ω, s) =
K∑
n=0

cn,Q s
1
4

Q
Q−1 exp (λns)

M∑
m=0

Vn,m(ω)

(1−Q)msm

íà (−1, 1)× (−∞, S). Ïðÿìi îá÷èñëåííÿ äàþòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ñêií-

÷åííîãî K öi ôóíêöi¨ íàëåæàòü ïðîñòîðó H1
γ,M(−∞, S) äëÿ M > µ0.

Çàôiêñó¹ìî öiëi M òà K i ïîêëàäåìî

RK+1,M+1(ω, s) = U(ω, s)−
K∑
n=0

cn,Q s
1
4

Q
Q−1eλns

M∑
m=0

Vn,m(ω)

(1−Q)msm

äëÿ (ω, s) ∈ [−1, 1]× (−∞, S). Òîäi ìà¹ìî:

U(ω, s) = UK,M(ω, s) +RK+1,M+1(ω, s).

Ç òåîðåìè 8.2 âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçîê U çàäà÷i (8.19) íàëåæèòü ïðîñòîðó

H1
γ,M , îòæå RK+1,M+1 ∈ H1

γ,M òàêîæ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 8.5 áóäå çàâåð-

øåíî, ÿêùî áóäå âñòàíîâëåíî, ùî RK+1,M+1(ω, s) ∈ H1
γ,M+1.
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Îáðàõó¹ìî äiþ îïåðàòîðà A(s) íà ôóíêöi¨ UK,M . Ìà¹ìî:

(
UK,M(ω, s)

)′
s

=
K∑
n=0

cn,Q s
1
4

Q
Q−1eλns

(
M∑
m=0

λnVn,m(ω)

(1−Q)msm
−

−
M+1∑
m=1

(Q
4

+ (m− 1)(Q− 1)
) Vm−1,n(ω)

(1−Q)msm

)
;

(
UK,M(ω, s)

)′′
ωω

=
K∑
n=0

cn,Q s
1
4

Q
Q−1eλns

M∑
m=0

V ′′n,m(ω)

(1−Q)msm
;

1

2− p
ω

s

(
UK,M(ω, s)

)′
ω

=
K∑
n=0

cn,Q
2− p

s
1
4

Q
Q−1eλns

M∑
m=0

ωV ′n,m(ω)

(1−Q)msm+1
=

= −
K∑
n=0

cn,Q s
1
4

Q
Q−1eλns

M+1∑
m=1

ω

p

V ′m−1,n(ω)

(1−Q)msm
,

äå áóëî âèêîðèñòàíî, ùî 1−Q
2−p = −1

p . Îòæå äëÿ îïåðàòîðà A(s) (8.20)

ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (8.19) ìà¹ìî

A(s)UK,M =
K∑
n=0

cn,Q s
1
4

Q
Q−1eλns ·

(
M∑
m=0

−V ′′n,m + λnVn,m

(1−Q)msm
− (8.38)

−
M+1∑
m=1

ωV ′n,m−1

p
+
(Q

4
+ (m−1)(1−Q)

)
Vn,m−1

(1−Q)msm

)
=

= −
K∑
n=0

cn,Q s
1
4

Q
Q−1eλns

ω

p
V ′n,M +

(Q
4

+M(1−Q)
)
Vn,M

(1−Q)M+1sM+1
.

Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ XK+1,M+1(ω, s) ç ðiâíîñòi

RK+1,M+1(ω, s) = cK,Q s
1
4

Q
Q−1eλKs

XK+1,M+1(ω, s)

(1−Q)M+1sM+1
. (8.39)

Ìà¹ìî

A(s)RK+1,M+1 =
cK,Q s

1
4

Q
Q−1eλKs

(1−Q)M+1sM+1
YK+1,M+1(ω, s), (8.40)
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äå

YK+1,M+1(ω, s) = XK+1,M+1

)′′
ωω
− 1

2− p
ω

s

(
XK+1,M+1

)′
ω

+

+
(
λK −

(
M + 1− 1

4

Q

Q− 1

)1

s

)
XK+1,M+1.

Îòæå äëÿ îäíîðiäíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (8.19), ç âðàõóâàííÿì (8.39), ìà¹ìî

A(s)U = A(s)UK,M + A(s)RK+1,M+1 =

= −
K∑
n=0

cn,Q s
1
4

Q
Q−1eλns

(1−Q)M+1sM+1

(ω
p
V ′n,M +

(Q
4

+M(1−Q)
)
Vn,M

)
+

+
cK,Q s

1
4

Q
Q−1eλKs

(1−Q)M+1sM+1
YK+1,M+1(ω, s) = 0.

Òîìó

YK+1,M+1(ω, s) =
K∑
n=0

c′n,Qe
(λn−λK)s

(ω
p
V ′n,M +

(Q
4

+M(1−Q)
)
Vn,M

)
=

(8.16)
=

K∑
n=0

c′n,Qe
(λn−λK)s

(
− V ′′n,M+1 + λnVn,M+1

)
.

Îñêiëüêè Vn,M+1 ∈ H2(−1, 1), ìà¹ìî, ùî YK+1,M+1 ∈ H0
0,µ0

(−∞, T ). Òîìó,

ç ïðåäñòàâëåííÿ (8.40) ëåãêî îòðèìàòè, ùî

A(s)RK+1,M+1 ∈ H0
γ,M+1(−∞, T ) ⊂ L2

γ(−∞, T ). (8.41)

Äiéñíî, ç ïðåäñòàâëåííÿ (8.40) âèïëèâà¹

A(s)RK+1,M+1 = C sαeλKsYK+1,M+1,

äå α =
1

4

Q

Q− 1
−(M+1). Çà îçíà÷åííÿì ïðîñòîðóH0

γ,M+1(−∞, T ) ìà¹ìî

‖A(s)RK+1,M+1‖H0
γ,M+1(−∞,T ) =

=
( T∫
−∞

e−2γss2(µ0+M+1)‖A(s)RK+1,M+1‖2
L2(−1,1)ds

)1/2
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= C
( T∫
−∞

e−2s(γ−λK)s2(µ0+M+1)s2α‖YK+1,M+1‖2
L2(−1,1)ds

)1/2

.

Îñòàííié iíòåãðàë ¹ ñêií÷åííèì äëÿ γ < λK , ç ÷îãî âèïëèâà¹ (8.41).

Îòæå, çà òåîðåìîþ 8.2, iñíó¹ T0 = T0(M + 1) òàêå, ùî RK+1,M+1 ∈

H1
γ,M+1, ÿê âèìàãàëîñü, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

8.4 Âèñíîâêè ðîçäiëó 8

Â äàíîìó ðîçäiëi äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â íåöèëiíäðè÷íié îáëà-

ñòi ç êàñïiäàëüíîþ îñîáëèâiñòþþ íà ¨¨ ìåæi ïîáóäîâàíî ôîðìàëüíèé

àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä äëÿ ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i â îêî-

ëi îñîáëèâî¨ òî÷êè. Äîâåäåíî, ùî öåé ðîçêëàä ¹ àñèìïòîòè÷íèì â ñåíñi

øêàëè ïðîñòîðiâ òèïó Ñëîáîäåöüêîãî, ïàðàìåòðè ÿêîãî âèçíà÷àþòüÿ ãåî-

ìåòði¹þ îáëàñòi òà ïîðÿäêîì äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà çàäà÷i.



ÐÎÇÄIË 9

ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÍß ÅÍÒÐÎÏI� ÄÈÑÊÐÅÒÍÈÕ ÑÈÃÍÀËIÂ

Â ÒÅÐÌIÍÀÕ ÂÏÎÐßÄÊÎÂÀÍÈÕ ÐÎÇÁÈÒÒIÂ

Îñíîâíèì îá'¹êòîì, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ â äàíîìó ðîçäiëi ¹ äèíàìi÷íà

ñèñòåìà (Ω,A, µ, T ), äå Ω � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ÿêà iíòåð-

ïðåòó¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà ñòàíiâ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè, A-σ-àëãåáðà íà Ω,

µ : A→ [0, 1] � éìîâiðíiñíà ìiðà òà T : Ω→ Ω ¹ A−A-âèìiðíå ïåðåòâî-

ðåííÿ, ùî çáåðiãà¹ ìiðó, òîáòî µ(T−1(A)) = µ(A) äëÿ áóäü-ÿêîãî A ∈ A.

Ïðè öüîìó ìiðà µ íàçèâà¹òüñÿ T -iíâàðiàíòíîþ.

Íà ïåðåòâîðåííÿ T ðîáèòüñÿ äîäàòêîâå ïðèïóùåííÿ éîãî ðåãóëÿðíî-

ñòi, ÿêå ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî T ¹ åðãîäè÷íèì ïî âiäíîøåííþ äî ìiðè µ,

òîáòî µ(A) ∈ {0, 1} äëÿ áóäü-ÿêîãî A ∈ A òàêîãî, ùî T−1(A) = A. Êðiì

òîãî, ïðè äîâåäåííi äåÿêèõ òâåðäæåíü ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ìíîæèíà Ω ìî-

æå áóòè âêëàäåíà â äåÿêèé êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið òàêèì ÷èíîì,

ùî A = B(Ω), äå B(Ω) ïîçíà÷à¹ áîðåë¹âó σ-àëãåáðó íà Ω.

Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ åíòðîïi¨ Êîëìîãîðîâà�Ñiíàÿ. Íåõàé q ∈ N i P =

{P1, . . . , Pq} ⊂ A ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè Ω, òîáòî Ω =
q
∪
`=1

P`, P` 6=

∅ äëÿ ` = 1, . . . , q, P`1 ∩ P`2 = ∅ äëÿ ðiçíèõ `1, `2 ∈ {1, . . . , q} i íåõàé

A = {1, . . . , q} ïîçíà÷à¹ âiäïîâiäíèé àëôàâiò. Êîæíå ñëîâî a1a2 . . . at
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äîâæèíè t ∈ N âèçíà÷à¹ ìíîæèíó

Pa1...at := {ω ∈ Ω: (ω, T (ω), . . . , T ◦t−1(ω) ∈ Pa1
× · · · × Pat)},

äå T ◦t(ω) :=

t ðàçiâ︷ ︸︸ ︷
T ◦ T ◦ · · · ◦ T (ω) i ◦ ïîçíà÷à¹ ñóïåðïîçèöiþ. Íàáið íåïóñòèõ

ïiäìíîæèí, îòðèìàíèõ òàêèì ÷èíîì äëÿ ñëiâ äîâæèíè t, çàäà¹ ðîçáèòòÿ

Pt ⊂ A ìíîæèíè Ω. Çîêðåìà, P1 = P.

Åíòðîïiéíèé ïîêàçíèê ïåðåòâîðåííÿ T ïî âiäíîøåííþ äî ðîçáèòòÿ

P çàäà¹òüñÿ ÿê ãðàíèöÿ hµ(T,P) = lim
t→∞

1

t
Hµ(Pt), äå Hµ(C) ïîçíà÷à¹ åí-

òðîïiþ Øåííîíà ñêií÷åííîãî ðîçáèòòÿ C = {C1, . . . , Cq} ⊂ A ìíîæè-

íè Ω, q ∈ N : Hµ(C) = −
q∑̀
=1

µ(C`) lnµ(C`) ç âðàõóâàííÿì äîìîâëåíîñòi

0 · ln 0 := 0.

Åíòðîïiÿ Êîëìîãîðîâà�Ñiíàÿ çà îçíà÷åííÿì äîðiâíþ¹

hKSµ (T ) = sup
P− ñêií÷åííå

ðîçáèòòÿ

hµ(T,P),

Â äåÿêèõ âèïàäêàõ åíòðîïiþ Êîëìîãîðîâà�Ñiíàÿ ìîæíà îçíà÷èòè ÷å-

ðåç òàê çâàíi ãåíåðóþ÷i ðîçáèòòÿ ìíîæèíè Ω (äèâ., íàïðèêëàä, [196]),

ïðîòå â çàãàëüíîìó âèïàäêó äëÿ ¨¨ îá÷èñëåííÿ íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè

íåçëi÷åíi íàáîðè ñêií÷åííèõ ðîçáèòòiâ. Òîìó âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî çâó-

æåííÿ ìîæëèâèõ êëàñiâ ïiäìíîæèí, ïî ÿêèì ìîæå âiäáóâàòèñÿ ðîçáèòòÿ

ìíîæèíè ñòàíiâ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè, òàêèì ÷èíîì, ùîá òèì íå ìåíøå íå

âòðàòèòè iíôîðìàöiþ ùîäî åíòðîïi¨ ñèñòåìè.

Âïîðÿäêîâàíi ðîçáèòòÿ. Â äàíîìó ðîçäiëi ïiä ñïîñòåðåæóâàíèìè ðî-

çóìi¹òüñÿ íàáið ξ1, ξ2, . . . , ξn âèïàäêîâèõ R1-çíà÷íèõ âåëè÷èí, çàäàíèõ

íàäî éìîâiðíiñíèì ïðîñòîðîì (Ω,A, µ). Òàêèì ÷èíîì çàäàíèé äåÿêèé

âèïàäêîâèé âåêòîð

Θ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) : Ω→ Rn.



301

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä îäíi¹¨ ñïîñòåðåæóâàíî¨ ξ íà (Ω,A, µ, T ). Äëÿ äî-

âiëüíèõ s, t ∈ N òàêèõ, ùî s < t ðîçãëÿíåìî ðîçáèòòÿ ìíîæèíè Ω íà äâi

ìíîæèíè:

P
ξ,T
s,t =

{
{ω ∈ Ω: ξ(T ◦s(ω)) < ξ(T ◦t(ω))},

{ω ∈ Ω: ξ(T ◦s(ω)) ≥ ξ(T ◦t(ω))}
}

Òîäi äëÿ íàáîðó ñïîñòåðåæóâàíèõ Θ = (ξ1, . . . , ξn) íàä (Ω,A, µ, T ) òà

äîâiëüíîãî d ∈ N ðîçáèòòÿ

P
Θ,T
d =

n∨
i=1

∨
0≤s<t≤d

P
ξi,T
s,t (9.1)

íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíèì ðîçáèòòÿì ïîðÿäêó d ìíîæèíè Ω, àñîöi-

éîâàíèì ç Θ.

Çà îçíà÷åííÿì äëÿ äâîõ äîâiëüíèõ ðîçáèòòiâ A = {Ai}i∈I òà B = {Bj}j∈J
ìíîæèíè Ω óòâîðåííÿ íîâîãî ðîçáèòòÿ çà äîïîìîãîþ îïåðàöi¨ ïîäðiáíå-

ííÿ A ∨B çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

A ∨B = {Ai ∩Bj | Ai ∈ A, Bj ∈ B}.

Âðàõîâóþ÷è öi îçíà÷åííÿ âïîðÿäêîâàíà åíòðîïiÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè

çàäà¹òüñÿ ÿê âåðõíÿ ãðàíèöÿ ïðè d → ∞ åíòðîïi¨ Øåííîíà, ùî âèçíà-

÷à¹òüñÿ ïî ïiäðîçáèòòþ P
Θ, T
d .

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì äàíîãî ðîçäiëó ¹ òåîðåìà ïðî òå, ùî áåç äîäàò-

êîâîãî ïðèïóùåííÿ íà ïåðåòâîðåííÿ T ùîäî ðîçäiëåííÿ òî÷îê ïðîñòîðó

ñòàíiâ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè åíòðîïiÿ Êîëìîãîðîâà�Ñiíàÿ ìîæå áóòè îáðà-

õîâàíà íàñòóïíèì ÷èíîì:

hKSµ (T ) = lim
d→∞

hµ(T,PΘ, T
d ). (9.2)

Ç öüîãî, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî âïîðÿäêîâàíà åíòðîïiÿ ñèñòåìè ¹ íå ìåí-

øîþ, íiæ åíòðîïiÿ Êîëìîãîðîâà�Ñiíàÿ, à òàêîæ òå, ùî ïèòàííÿ ïðî åêâi-
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âàëåíòíiñòü äâîõ îçíà÷åíü çâîäèòüñÿ äî ïåâíî¨ êîìáiíàòîðíî¨ ïðîáëåìè

ñïiâïàäiííÿ âïîðÿäêîâàíî¨ åíòðîïi¨ òà ïðàâî¨ ÷àñòèíè (9.2) (äèâ. [144]).

Îñíîâíîþ ñêëàäîâîþ òâåðäæåííÿ (9.2) ¹ åêâiâàëåíòíiñòü äâîõ σ-àëãåáð

ïî âiäíîøåííþ äî ìiðè µ ó âèïàäêó, ÿêùî ïåðåòâîðåííÿ T ¹ åðãîäè÷íèì:

ΣΘ, T ◦
= F, (9.3)

äå ΣΘ, T � σ-àëãåáðà ãåíåðîâàíà
⋃∞
d=1 P

Θ, T
d . Äëÿ òîãî, ùîá ïîÿñíèòè

îñíîâíi àðãóìåíòè, ââåäåìî σ-àëãåáðó σ
(
{Θ◦T k}k≥0

)
, ãåíåðîâàíó âèïàä-

êîâèì âåêòîðîì Θ òà éîãî �çñóâàìè� Θ◦T,Θ◦T 2, . . .. Îñíîâíå òâåðäæåííÿ

öüîãî ðîçäiëó ïîëÿãàþ â òîìó, ùî äëÿ åðãîäè÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ T

σ
(
{Θ ◦ T k}k≥0

) ◦
⊂ ΣΘ, T . (9.4)

Îñêiëüêè

ΣΘ, T ⊂ σ
(
{Θ ◦ T k}k≥0

)
, (9.5)

ùî ìîæå áóòè ïåðåâiðåíî ç âèêîðèñòàííÿì ñòàíäàðòíèõ àðãóìåíòiâ, ç

öüîãî âèïëèâà¹, ùî äëÿ åðãîäè÷íîãî T

σ
(
{Θ ◦ T k}k≥0

) ◦
= F (9.6)

¹ åêâiâàëåíòíèì (9.3), à îòæå i (9.2). Íàñòóïíà ñêëàäîâà äîâåäåííÿ òâåð-

äæåííÿ (9.2) � öå ðîçêëàä íà åðãîäè÷íi ñêëàäîâi.

Çàóâàæèìî, ùî óìîâè (9.6) ¹ çíà÷íî ñëàáêiøèìè, íiæ âiäïîâiäíi óìîâè

ðîáîòè [141].

9.1 Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòó

9.1.1 Åíòðîïiÿ Êîëìîãîðîâà�Ñiíàÿ

Íåõàé Ω � äåÿêà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Äëÿ ñiì'¨ ïiäìíîæèíA = {Ai}i∈I ⊂

Ω ïîçíà÷èìî σ(A) σ-àëãåáðó ãåíåðîâàíó A.
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ßêùî Θ: Ω → X ¹ âiäîáðàæåííÿì â äåÿêèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið

X, òî σ(Θ) ïîçíà÷à¹ σ-àëãåáðó íà Ω ãåíåðîâàíó ïðîîáðàçàìè σ-àëãåáðè

B(X) áîðåëåâèõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X ïðè âiäîáðàæåííi Θ.

ßêùî A = {Ai}i∈I i B = {Bj}j∈J � äâà ðîçáèòòÿ ìíîæèíè Ω, òîäi

íîâå ðîçáèòòÿ A ∨B ìíîæèíè Ω çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

A ∨B = {Ai ∩Bj | Ai ∈ A, Bj ∈ B}.

Áóäåìî ïèñàòè

A ≺ B,

ÿêùî êîæåí åëåìåíò A ∈ A ¹ îá'¹äíàííÿì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ

ç B.

Íåõàé F ïîçíà÷à¹ σ-àëãåáðó ïiäìíîæèí Ω i çàäàíà äåÿêà ìiðà µ íà F.

Ïîçíà÷èìî Π(F) ìíîæèíó âñiõ ñêií÷åííèõ ðîçáèòòiâ A = {A1, . . . , An}

ìíîæèíè Ω òàêèõ, ùî Ai ∈ F äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . .n. Òîäi åíòðîïiÿ,

ùî âiäïîâiäà¹ íàáîðó A ∈ Π(F) ïî âiäíîøåííþ äî ìiðè µ âèçíà÷à¹òüñÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì:

Hµ(A) = −
n∑
i=1

µ(Ai) log µ(Ai).

Íåõàé T : Ω → Ω � äåÿêå âèìiðíå ïåðåòâîðåííÿ. Ïîçíà÷èìî T−1A ðîç-

áèòòÿ ìíîæèíè Ω, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âñiõ ïðîîáðàçiâ åëåìåíòiâ ç íàáîðó

ìíîæèí A :

T−1A = {T−1(A1), . . . , T
−1(An)}.

Äëÿ êîæíîãî k ≥ 1 îçíà÷èìî ðîçáèòòÿ

τk(A) = A ∨ T−1A ∨ · · · T−(k−1)A.

Î÷åâèäíî,

τ1(τk(A)) = τk+1(A).
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Îçíà÷åííÿ 9.1. Íåõàé T : Ω→ Ω � âèìiðíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi åíòðî-

ïiÿ Êîëìîãîðîâà�Ñiíàÿ îçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

hKSµ (T ) = sup
A∈Π(F)

lim
k→∞

1

k
Hµ(τk(A)).

Çàóâàæèìî, ùî îçíà÷åííÿ åíòðîïi¨ Êîëìîãîðîâà�Ñiíàÿ âèìàãà¹ âðà-

õóâàííÿ âñiõ ñêií÷åííèõ ïiäðîçáèòòiâ ìíîæèíè Ω, ùî íàëåæàòü Π(F).

Ïðîòå, íàñòóïíà ëåìà âêàçó¹ íà òå, ùî äëÿ îáðàõóíêó äîñòàòíüî âèêîðè-

ñòàòè ïåâíó çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü ñêií÷åííèõ ïiäðîçáèòòiâ.

Ëåìà 9.2. [196, ëåìà 4.2] Íåõàé {Ad}d≥1 � ïîñëiäîâíiñòü ñêií÷åííèõ

ðîçáèòòiâ ç F òàêà, ùî

A1 ≺ A2 ≺ · · · ≺ Ad ≺ · · ·

i σ ({Ad}∞d=1)
◦
= F. Òîäi hKSµ (T ) = lim

d→∞
lim
k→∞

1
kHµ(τk(Ad)).

Îçíà÷åííÿ 9.3. ßêùî A,B ⊂ F � äâi ïiä-σ-àëãåáðè, áóäåìî ïèñàòè

B
◦
⊂ A, ÿêùî äëÿ êîæíîãî B ∈ B iñíó¹ òàêà ìíîæèíà A ∈ A, ùî µ(B4

A) = 0. Âiäïîâiäíî áóäåìî ïèñàòè B
◦
= A, ÿêùî A

◦
⊂ B i B

◦
⊂ A.

9.1.2 Âïîðÿäêîâàíå ðîçáèòòÿ Od ìíîæèíè Rd+1

Äëÿ ïåðåñòàíîâêè π = (i0, . . . , id) ìíîæèíè {0, . . . , d} îçíà÷èìî ìíîæèíó

Oπ of Rd çà íàñòóïíèì ïðàâèëîì: òî÷êà (x0, . . . , xd) ∈ Rd+1 íàëåæèòü

ìíîæèíi Oi0,...,id, ÿêùî

xi0 ≥ xi1 ≥ · · · ≥ xid,

i ó ðàçi xiτ = xiτ+1
äëÿ äåÿêîãî τ ∈ {0, . . . , d− 1}, òî

iτ > iτ+1.
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Çàóâàæåííÿ 9.4. Çàóâàæèìî, ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð x = (x0, . . . , xd) ∈

Rd+1 ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê íàáið (d+ 1) ïàð(
(x0, 0), (x1, 1), . . . , (xd, d)

)
. (9.7)

Ïðè öüîìó öåé íàáið ¹ ëåêñèêîãðàôi÷íî âïîðÿäêîâàíèì ñïàäàþ÷èì ÷è-

íîì: ñïî÷àòêó öåé íàáið ¹ âïîðÿäêîâàíèé çà ñïàäàííÿì ïî çíà÷åííÿì xi,

ïiñëÿ ÷îãî âií âïîðÿäêîâàíèé çà iíäåêñàìè i. Òàêèì ÷èíîì ç êîæíîþ òî-

÷êîþ x ∈ Rd+1 ìîæå áóòè ¹äèíèì ñïîñîáîì àñîöiéîâàíà ïåðåñòàíîâêà π

iíäåêñiâ {0, . . . , d}, ÿêà ñîðòó¹ âêàçàíèì âèùå ÷èíîì ïàðè (9.7).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Oπ ìíîæèíó âñiõ x ∈ Rd+1, ÿêi ìîæóòü áóòè âiäñîð-

òîâàíi îäíi¹þ ïåðåñòàíîâêîþ π.

Î÷åâèäíî, ùî íàáið ìíîæèí

Od = {Oπ | π = (i0, . . . , id) is a permutation of {0, . . . , d}}

¹ ðîçáèòòÿì Rd+1.

9.1.3 Âïîðÿäêîâàíå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè Ω

Íåõàé Ω � äåÿêà ìíîæèíà, T : Ω → Ω � ïåðåòâîðåííÿ i ξ : Ω → R �

äåÿêà ôóíêöiÿ. Äëÿ êîæíîãî d ∈ N îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

Λd = (ξ, ξ ◦ T, . . . , ξ ◦ T d) : Ω→ Rd+1

i ðîçáèòòÿ P
ξ, T
d = {P ξ, T

π } ìíîæèíè Ω, äå

P ξ, T
π = Λ−1

d (Oπ),

i π ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæèíè {0, . . . , d}. Òîäi Pξ, Td �

öå ïðîîáðàç ðîçáèòòÿ Od ìíîæèíè Rd+1 ïðè âiäîáðàæåííi Λd.
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Çàóâàæåííÿ 9.5. Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ìíîæèíà P ξ, T
π , π = (i0, . . . , id)

ñêëàäà¹òüñÿ ç âñiõ ω ∈ Ω òàêèõ, ùî

ξ ◦ T i0(ω) ≥ ξ ◦ T i1(ω) ≥ · · · ≥ ξ ◦ T id(ω),

i ó ðàçi ξ ◦ T iτ (ω) = ξ ◦ T iτ+1(ω), òî iτ > iτ+1.

Çàóâàæåííÿ 9.6. Ðîçáèòòÿ P
ξ, T
d òàêîæ ìîæå áóòè îïèñàíî íàñòóïíèì

÷èíîì. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïàðè (i, j) òàêî¨, ùî 0 ≤ i < j ≤ d îçíà÷èìî

ðîçáèòòÿ ìíîæèíè Ω íà äâi ïiäìíîæèíè:

Ri,j
d = {ω ∈ Ω | ξ ◦ T i(ω) < ξ ◦ T j(ω)},

Rj,i
d = {ω ∈ Ω | ξ ◦ T i(ω) ≥ ξ ◦ T j(ω)}.

(9.8)

Òîäi

P
ξ, T
d =

∨
i6=j∈{0,...,d}

Ri,j
d . (9.9)

Îçíà÷åííÿ 9.7. Âïîðÿäêîâàíîþ σ-àëãåáðîþ, ïîáóäîâàíîþ ïî ïàði (ξ, T ),

íàçèâà¹òüñÿ σ-àëãåáðà

Σξ, T = σ
({

P
ξ, T
d

}∞
d=1

)
íà ìíîæèíi Ω.

Â áiëüø çàãàëüíié ñèòóàöi¨, íåõàé Θ = (ξ1, . . . , ξn) : Ω → Rn � äåÿêå

âiäîáðàæåííÿ. Îçíà÷èìî ðîçáèòòÿ

P
Θ,T
d =

n∨
i=1

P ξi, T
d , d ≥ 1.

Òîäi σ-àëãåáðà íà Ω

ΣΘ, T := σ
({

P
Θ,T
d

}∞
d=1

)
= σ

({
Σξi, T

}n
i=1

)
,

íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíîþ σ-àëãåáðîþ, ïîáóäîâàíîþ ïî (Θ, T ).
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Ïðèïóñòèìî, ùî F � äåÿêà σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí Ω òàêà, ùî ïåðå-

òâîðåííÿ T : Ω → Ω ¹ F-F-âèìiðíèì i Θ: Ω → Rn ¹ F-B(Rn)-âèìiðíèì.

Òîäi

ΣΘ, T ⊂ F.

Êðiì òîãî, ç (9.8) i (9.9) âèïëèâà¹:

ΣΘ, T ⊂ σ
(
{Θ ◦ T k}k≥0

)
. (9.10)

9.1.4 Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîçäiëó

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ äîñòàòíi óìîâè ñïðàâåäëèâîñòi òâåðäæåííÿ (9.2).

Íàãàäà¹ìî, ùî âèçíà÷åííÿ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòiA
◦
= B ìiæ äâîìà

σ-àëãåáðàìè A òà B äàíî â îçíà÷åííi 9.3.

Òåîðåìà 9.8. Íåõàé (Ω,F, µ) ïîçíà÷à¹ éìîâiðíiñíèé ïðîñòið, T : Ω→ Ω

� âèìiðíå µ-iíâàðiàíòíå ïåðåòâîðåííÿ, i Θ = (ξ1, . . . , ξn) : Ω → Rn �

âèìiðíå âiäîáðàæåííÿ òàêå, ùî σ
(
{Θ ◦ T k}k≥0

) ◦
= F. Ïðèïóñòèìî, ùî

âèêîíàíî îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ:

(a) T ¹ åðãîäè÷íèì, àáî

(b) T íå ¹ åðãîäè÷íèì, ïðîòå Ω ìîæå áóòè âêëàäåíèì â äåÿêèé êîìïà-

êòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið òàêèì ÷èíîì, ùî F = B(Ω).

Òîäi

hKSµ (T ) = lim
d→∞

lim
k→∞

1

k
Hµ

(
τk(P

Θ,T
d )

)
.
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9.2 Åêâiâàëåíòíiñòü σ-àëãåáð

9.2.1 Âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó

Íåõàé (Ω,F, µ) � éìîâiðíiñíèé ïðîñòið i ξ : Ω → R � âèìiðíà ôóíêöiÿ.

Íåõàé òàêîæ F : R→ [0, 1] ïîçíà÷à¹ ôóíêöiþ ðîçïîäiëó äëÿ ξ, òîáòî

F (a) = µ{ω | ξ(ω) ≤ a} = µ
(
ξ−1(−∞, a]

)
Äîáðå âiäîìî, F ¹ íåñïàäàþ÷îþ, íåïåðåðâíîþ ñïðàâà i òàêîþ, ùî

lim
a→−∞

F (a) = 0, lim
a→+∞

F (a) = 1.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà äiàãðàìà

Ω
ξ //

F◦ξ !!

R

F}}

[0, 1]

(9.11)

ç ÿêî¨, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî F ◦ξ ¹ F-B(R)-âèìiðíîþ, à îòæå σ(F ◦ξ) ⊂

F. Äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ R ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

q∗ = inf(F−1F (a)), q∗ = sup(F−1F (a)), Ca = (−∞, a).

Ëåìà 9.9. Äëÿ a ∈ R ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

(1) F−1F (a) ñïiâïàäà¹ àáî ç [q∗, q
∗) àáî ç [q∗, q

∗].

(2) F−1F (Cq∗) = Cq∗.

(3) ßêùî q∗ < a, òî F−1F (Ca) = Cq∗∪F−1F (a), îòæå F−1F (Ca) äîðiâíþ¹

àáî (−∞, q∗) àáî (−∞, q∗]. Êðiì òîãî, íåõàé Z = F−1F (Ca)\Ca. Òîäi

µ(ξ−1(Z)) = 0.

Äîâåäåííÿ. (1) Î÷åâèäíî, ùî F−1F (a) ⊂ [q∗, q
∗]. Äîâåäåìî, ùî [q∗, q

∗) ⊂

F−1F (a). Çà îçíà÷åííÿì iíôiìóìó òà ñóïðåìóìó ìíîæèíè F−1F (a) iñíó-
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þòü äâi ïîñëiäîâíîñòi {xi}, {yi} ⊂ F−1F (a) òàêi, ùî

q∗ ≤ · · · ≤ xi+1 ≤ xi ≤ · · · ≤ x1 ≤ y1 ≤ · · · ≤ yi ≤ yi+1 ≤ · · · ≤ q∗,

lim
i→∞

xi = q∗ i lim
i→∞

yi = q∗. Îñêiëüêè F ¹ íåñïàäàþ÷îþ i F (xi) = F (yi) =

F (a) äëÿ áóäü-ÿêîãî i, ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî F ¹ ñòàëîþ íà êîæíîìó

ñåãìåíòi [xi, yi], îòæå (q∗, q
∗) =

⋃
i [xi, yi] ⊂ F−1F (a). Êðiì òîãî, ç

íåïåðåðâíîñòi F ç ïðàâà âèïëèâà¹, ùî F (q∗) = lim
i→∞

F (xi) = F (a), òîìó

[q∗, q
∗) ⊆ F−1F (a).

(2) Âêëàäåííÿ Cq∗ ⊂ F−1F (Cq∗) ¹ î÷åâèäíèì. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹

äåÿêèé t ∈ F−1F (Cq∗) \ Cq∗. Öå îçíà÷à¹, ùî

(i) t ≥ q∗, i

(ii) F (t) ∈ F (Cq∗), òîáòî F (t) = F (s) äëÿ äåÿêîãî s < q∗,

Îòæå s < q∗ ≤ t. Îñêiëüêè F ¹ íåñïàäàþ÷îþ, F (s) = F (q∗)
(1)
= F (a) =

F (t), òîáòî s ∈ F−1F (a), îòæå q∗ ≤ s, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Òîìó

F−1F (Cq∗) = Cq∗.

(3) Îñêiëüêè q∗ < a, F (q∗) = F (a), i F ¹ íåñïàäàþ÷îþ, ç öüîãî âèïëè-

âà¹, ùî

F (Ca) = F ((−∞, q∗)) ∪ F ([q∗, a)) = F (Cq∗) ∪ {F (a)},

òîìó

F−1F (Ca) = F−1
(
F (Cq∗) ∪ {F (a)}

)
= F−1F (Cq∗) ∪ F−1F (a)

(2)
= Cq∗ ∪ F−1F (a).

Òîìó Z äîðiâíþ¹ [a, q∗] àáî [a, q∗). Ïðèïóñòèìî Z = [a, q∗], òîäi

µ(ξ−1(Z)) = µ(ξ−1[a, q∗]) = µ(ξ−1(−∞, q∗])− µ(ξ−1(−∞, a))
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= F (q∗)− lim
t→a

t∈(q∗,a)

µ(ξ−1(−∞, t])

= F (a)− lim
t→a

t∈(q∗,a)

F (t) = F (a)− lim
t→a

t∈(q∗,a)

F (a) = 0

Íåõàé Z = [a, q∗). Òîäi àíàëîãi÷íî

µ(ξ−1(Z)) = µ(ξ−1[a, q∗)) = µ(ξ−1(−∞, q∗))− µ(ξ−1(−∞, a))

= lim
s→q∗

s∈(q∗,q
∗)

µ(ξ−1(−∞, s])− lim
t→a

t∈(q∗,a)

µ(ξ−1(−∞, t])

= lim
s→q∗

s∈(q∗,q
∗)

F (s)− lim
t→a

t∈(q∗,a)

F (t) = lim
s→q∗

s∈(q∗,q
∗)

F (a)− lim
t→a

t∈(q∗,a)

F (a) = 0,

ùî äîâîäèòü ëåìó.

Ëåìà 9.10. σ(F ◦ ξ) ◦= σ(ξ).

Äîâåäåííÿ. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî σ(F ◦ ξ) ⊂ σ(ξ). Äiéñíî, íåõàé A ∈

σ(F ◦ ξ), òîìó A = (F ◦ ξ)−1(B) = ξ−1F−1(B) äëÿ äåÿêîãî B ∈ B([0, 1]).

Àëå F−1(B) ∈ B(R), îòæå A ∈ σ(ξ).

Ïîêàæåìî, ùî σ(F ◦ ξ)
◦
⊃ σ(ξ). Äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ R íåõàé Pa =

ξ−1(Ca). Òîäi σ(ξ) ãåíåðîâàíà ìíîæèíàìè Pa, îòæå äîñòàòíüî äîâåñòè,

ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ R iñíó¹ äåÿêà ìíîæèíà Qa ∈ σ(F ◦ ξ) òàêà,

ùî µ(Qa 4 Pa) = 0. Ïîêëàäåìî Qa = ξ−1F−1F (Ca) = (F ◦ ξ)−1F (Ca).

Îñêiëüêè F ¹ íåñïàäíîþ, òî F (Cq∗) ¹ áîðåëåâîþ ïiäìíîæèíîþ [0, 1], îòæå

Qq∗ ∈ σ(F ◦ ξ). Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî µ(Qa 4 Pa) = 0 äëÿ êîæíîãî

a ∈ R.

Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî a = q∗. Òîäi ç (2) ó ëåìi 9.9 âèïëèâà¹

Pa = Pq∗ = ξ−1(Cq∗)
(2)
== ξ−1F−1F (Cq∗) = Qq∗ = Qa,

òîìó Qa4 Pa = ∅, à îòæå µ(Qa4 Pa) = 0.
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Ïðèïóñòèìî, ùî q∗ < a. Òîäi äëÿ Z = F−1F (Ca) \ Ca âèêîíàíî

Qa = ξ−1F−1F (Ca) = ξ−1(Ca) ∪ ξ−1(Z) = Pa ∪ ξ−1(Z),

Îòæå, ç (4) âèïëèâà¹ µ(Qa 4 Pa) = µ(Qa \ Pa) = µ(ξ−1(Z)) = 0, ùî

äîâîäèòü ëåìó.

9.2.2 Åðãîäè÷íiñòü òà ¨¨ íàñëiäêè

Íåõàé T : Ω→ Ω � âèìiðíå ïåðåòâîðåííÿ. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ Id : Ω→

R íàñòóïíèì ÷èíîì:

Id(ω) = #{r = 1, . . . , d− 1 | ξ ◦ T r(ω) ≤ ξ(ω)}.

Òàêèì ÷èíîì Id(ω) � öå ÷èñëî òî÷îê ñåðåä ïåðøèõ d− 1 òî÷êè T -îðáiòè

òî÷êè ω, â ÿêié ξ ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ íå áiëüøi, íiæ ξ(ω).

Òåîðåìà 9.11. ßêùî T � åðãîäè÷íå ïåðåòâîðåííÿ i çáåðiãà¹ ìiðó µ, òîäi

F ◦ ξ(ω) = lim
d→∞

Id(ω)

d
for a.e. ω ∈ Ω. (9.12)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ R ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

Ka = ξ−1(−∞, a].

Çà îçíà÷åííÿì

F (a) = µ(Ka) = µ(ω ∈ Ω | ξ(ω) ≤ a).

Êðiì òîãî, îñêiëüêè T � åðãîäè÷íå ïåðåòâîðåííÿ, òî ç òåîðåìè Áiðêãîôà

âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ïiäìíîæèíà Ωa ⊂ Ω òàêà, ùî µ(Ωa) = 1, i äëÿ áóäü-

ÿêîãî ω̄ ∈ Ωa

µ(Ka) = lim
d→∞

1

d
#{r < d | T r(ω̄) ∈ Ka}

= lim
d→∞

1

d
#{r < d | ξ ◦ T r(ω̄) ≤ a}.
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Âiçüìåìî äîâiëüíó çàëi÷åíó ùiëüíó ïiäìíîæèíó S ⊂ R, ùî ìiñòèòü âñi

òî÷êè íå íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ F i ïîêëàäåìî

Ω̄ =
⋂
a∈S

Ωa.

Òîäi äëÿ êîæíîãî a ∈ S i ω̄ ∈ Ω̄ ìà¹ìî

µ(Ka) = lim
d→∞

1

d
#{r < d | ξ ◦ T r(ω̄) ≤ a}.

Çîêðåìà, ÿêùî ω̄ ∈ Ω̄ òàêå, ùî a = ξ(ω̄) ∈ S, òî

F (ξ(ω̄)) = F (a) = µ(Ka) = µ(Kξ(ω̄)) =

= lim
d→∞

1

d
#{r < d | ξ ◦ T r(ω̄) ≤ ξ(ω̄)} = lim

d→∞

Id(ω̄)

d
.

Îòæå
Id
d
çáiãà¹òüñÿ äî F ◦ξ íà ìíîæèíi ξ−1(S)∩Ω̄. Ïîêàæåìî, ùî ç öüîãî

âèïëèâà¹ çáiæíiñòü äî F ◦ ξ íà Ω̄.

Íåõàé ω̄ ∈ Ω̄ òàêå, ùî a = ξ(ω̄) ∈ R \ S. Îòæå, F ¹ íåïåðåðâíîþ â a.

Âèáåðåìî äâi ïîñëiäîâíîñòi

{bi}i∈N ⊂ S ∩ (−∞, a), {ci}i∈N ⊂ S ∩ (a,+∞),

ùî çáiãàþòüñÿ äî a. Òîäi çà êîíñòðóêöi¹þ Ω̄ äëÿ êîæíîãî i ∈ N ìà¹ìî

F (bi) = µ(Kbi) = lim
d→∞

1

d
#{r < d | ξ ◦ T r(ω̄) ≤ bi},

F (ci) = µ(Kci) = lim
d→∞

1

d
#{r < d | ξ ◦ T r(ω̄) ≤ ci}.

Îñêiëüêè bi < a < ci, òî

#{r < d | ξ ◦ T r(ω̄) ≤ bi} ≤ Id(ω̄) ≤ #{r < d | ξ ◦ T r(ω̄) ≤ ci}.

Hence

F (a) = lim
i→∞

F (bi) ≤ lim
i→∞

Id(ω̄) ≤ lim
i→∞

Id(ω̄) ≤ lim
i→∞

F (ci) = F (a).
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Îòæå lim
d→∞

Id(ω̄)

d
iñíó¹ i ñïiâïàäà¹ ç F (a) = F (ξ(ω̄)), ùî äîâîäèòü ëåìó.

Íàñëiäîê 9.12. Íåõàé (Ω,F, µ) � âèìiðíèé ïðîñòið, T : Ω→ Ω i

Θ = (ξ1, . . . , ξn) : Ω→ Rn

� âèìiðíå âiäîáðàæåííÿ. ßêùî T � åðãîäè÷íå i çáåðiãà¹ ìiðó µ, òî

σ(Θ)
◦
⊂ ΣΘ, T .

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî n = 1, òîäi Θ = ξ : Ω→ R ¹ ôóíêöi¹þ. Îòæå çà

ëåìîþ 9.10 σ(ξ)
◦
= σ(F ◦ ξ). Çàóâàæèìî, ùî Id

d ¹ Σξ, T -B([0, 1])-âèìiðíèì

äëÿ êîæíîãî d, i ç ëåìè 9.11 âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü Id
d çáiãà¹òüñÿ

ì.â. äî F ◦ ξ. Îòæå F ◦ ξ ¹ òàêîæ F-B([0, 1])-âèìiðíîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî

σ(ξ)
◦
= σ(F ◦ ξ)

◦
⊂ Σξ, T .

ßêùî n ≥ 2, òî äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , n ìàæìî âêëàäåííÿ:

σ(ξi)
◦
⊂ Σξi, T .

Îñêiëüêè ΣΘ, T ãåíåðîâàíà Σξi, T , òî äëÿ âñiõ i = 1, . . . , n ìà¹ìî σ(Θ)
◦
⊂

ΣΘ, T .

Íàñëiäîê 9.13. Íåõàé (Ω,F, µ) � éìîâiðíiñíèé ïðîñòið, T : Ω → Ω i

Θ = (ξ1, . . . , ξn) : Ω→ Rn âèìiðíå âiäîáðàæåííÿ. ßêùî T ¹ åðãîäè÷íèì i

çáåðiãà¹ ìiðó µ, òî

σ
(
{Θ ◦ T k}k≥0

) ◦
= ΣΘ, T . (9.13)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ΣΘ, T ⊂ σ
(
{Θ ◦ T k}k≥0

)
, äèâ. (9.10), äîñòàòíüî äî-

âåñòè, ùî

σ
(
{Θ ◦ T k}k≥0

) ◦
⊂ ΣΘ, T . (9.14)
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Àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ íàñëiäêó 9.12, ìîæåìî ðîçãëÿíóòè òiëüêè âèïàäîê

n = 1 ç Θ = ξ : Ω→ R, îñêiëüêè ΣΘ, T ãåíåðîâàíà Σξi, T , i = 1, . . . , n.

Ïîêàæåìî, ùî

Σξ◦T k, T ⊂ Σξ, T , k ≥ 1. (9.15)

Òîäi ç íàñëiäêó 9.12 ìàòèìåìî

σ(ξ ◦ T k)
◦
⊂ Σξ◦T k, T (9.15)

⊂ Σξ, T ,

ùî äà¹ (9.14) ç Θ = ξ : Ω→ R.

Ùîá äîâåñòè (9.15) äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ðîçáèòòÿ Pξ, Td+1 ¹ äðiáíiøèì,

íiæ P
ξ◦T, T
d äëÿ áóäü-ÿêîãî d ≥ 1:

P
ξ◦T, T
d ≺ P

ξ, T
d+1, d ≥ 1.

Íåõàé π = (i0, . . . , id) � ïåðåñòàíîâêà ìíîæèíè {0, . . . , d} i P ξ◦T, T
π �

âiäïîâiäíèé åëåìåíò ðîçáèòòÿ Pξ◦T, Td , îòæå P ξ, T
π ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ω ∈ Ω

òàêèõ, ùî

ξ ◦ T ◦ T i0(ω) ≥ ξ ◦ T ◦ T i1(ω) ≥ · · · ≥ ξ ◦ T ◦ T id(ω),

i, ÿêùî ξ ◦ T ◦ T iτ (ω) = ξ ◦ T ◦ T iτ+1(ω), òî iτ > iτ+1.

Iíøèìè ñëîâàìè, ω ∈ P ξ◦T, T
π òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

ξ ◦ T i0+1(ω) ≥ ξ ◦ T i1+1(ω) ≥ · · · ≥ ξ ◦ T id+1(ω), (9.16)

i ÿê òiëüêè ξ◦T iτ+1(ω) = ξ◦T iτ+1+1(ω), òî iτ > iτ+1 äëÿ τ ∈ {0, . . . , d−1}.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ïåðåñòàíîâêó ìíîæèíè {0, . . . , d+ 1} :

α0 = (0, i0 + 1, i1 + 1, . . . , id + 1),

α1 = (i0 + 1, 0, i1 + 1, . . . , id + 1),

· · · · · · · · · · · ·

αd+1 = (i0 + 1, i1 + 1, . . . , id + 1, 0),
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Äîâåäåìî, ùî

P ξ◦T, T
π = P ξ, T

α0
∪ P ξ, T

α1
∪ · · · ∪ P ξ, T

αd+1
, (9.17)

ùî äîâîäèòü, ùî ðîçáèòòÿ P
ξ, T
d+1 ¹ äðiáíiøèì, íiæ P

ξ◦T, T
d .

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ω ∈
d+1⋃
j=0

P ξ, T
αj

âèêîíàíà óìîâà (9.16) òîáòî

ω ∈ P ξ◦T, T
π .

Ïîêëàäåìî ω ∈ P ξ◦T, T
π . ßêùî ξ(ω) > ξ ◦ T i0+1(ω), òî ω ∈ P ξ, T

α0
. Ç

iíøîãî áîêó, ïîêëàäåìî τ = max{b ∈ {0, . . . , d} | ξ ◦ T ib+1(ω) ≥ ξ(ω)}.

Òîäi ω ∈ P ξ, T
ατ

, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ (9.14).

9.2.3 Äîâåäåííÿ òåîðåìè 9.8

Íåõàé (Ω,F, µ) � éìîâiðíiñíèé ïðîñòið, T : Ω → Ω � âèìiðíå ïåðåòâî-

ðåííÿ, ùî çáåðiãà¹ ìiðó µ, i Θ: Ω → Rn âèìiðíå âiäîáðàæåííÿ òàêå, ùî

σ
(
{Θ ◦ T k}k≥0

) ◦
= F. Ïîêàæåìî, ùî

hKSµ (T ) = lim
d→∞

lim
k→∞

1

k
Hµ

(
τk(P

Θ, T
d )

)
, (9.18)

ÿêùî

(a) T ¹ åðãîäè÷íèì, àáî

(b) T íå ¹ åðãîäè÷íèì, ïðîòå Ω ìîæå áóòè âêëàäåíèì â äåÿêèé êîìïà-

êòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið òàêèì ÷èíîì, ùî F = B(Ω).

Âèïàäîê (a) âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 9.13 i íàâåäåíîãî ïðèïóùåííÿ:

ΣΘ, T ◦
= F,

ç ÿêîãî, çãiäíî ëåìè 9.2, âèïëèâà¹ (9.18).

Ó âèïàäêó (b) ðiâíiñòü (9.18) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè ïðî åðãîäè÷íèé ðîç-

êëàä òà àðãóìåíòiâ äîâåäåííÿ [141, Theorem 2.1].
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9.3 Âèñíîâêè ðîçäiëó 9

Äîâåäåíî õàðàêòåðèçàöiþ åíòðîïi¨ Êîëìîãîðîâà�Ñiíàÿ â òåðìiíàõ âïî-

ðÿäêîâàíèõ ðîçáèòòiâ.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî íîâèé ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçàííÿ çà-

äà÷i ðåãóëÿðíîñòi åâîëþöi¨ îïåðàòîðà åíåðãi¨ ñòîõàñòè÷íî¨ ìîäåëi Içiíãà

íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ÷àñòîê ç íåîáìåæåíîþ âçà¹ìîäi¹þ, à òàêîæ ðîçâè-

íóòî âàðiàöiéíi òà àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ íåëiíiéíèõ äèôó-

çiéíèõ ðiâíÿíü òèïó ðiâíÿííÿ ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà òà ðiâíÿííÿ òåïëî-

ïðîâiäíîñòi ç êàñïiäàëüíîþ îñîáëèâiñòþ íà ìåæi íåöèëiíäðè÷íî¨ îáëàñòi.

Êðiì òîãî, â ðîáîòi âäîñêîíàëåíî ìåòîä îá÷èñëåííÿ âïîðÿäêîâàíî¨ åíòðî-

ïi¨ ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí, ùî ¹ îáðàçàìè âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ ïðè äi¨

âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çàäà¹ äèíàìi÷íó ñèñòåìó. Îòðèìàíî òàêi ðåçóëüòàòè:

1. Ðîçðîáëåíî ìåòîä íåëiíiéíèõ îöiíîê ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè ðåãóëÿð-

íîñòi (çáåðåæåííÿ òà ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi) ïiâãðóïîþ îïåðàòîðiâ,

ùî îïèñóþòü åâîëþöiþ ñòîõàñòè÷íî¨ ìîäåëi Içiíãà íåñêií÷åííî¨ êiëü-

êîñòi ÷àñòîê.

2. Äîâåäåíî òåîðåìè ïðî ðåãóëÿðíiñòü åâîëþöi¨ ñèñòåìè íåñêií÷åííî¨

êiëüêîñòi ÷àñòîê ó øêàëàõ ïðîñòîðiâ ôóíêöié íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi

çìiííèõ ç òîïîëîãi¹þ, ùî çàäà¹òüñÿ ñóïðåìàëüíîþ íîðìîþ, òà íîð-

ìîþ äèôåðåíöiéîâàíèõ ó ñåðåäíüî êâàäðàòè÷íîìó ôóíêöié.

3. Äîñëiäæåíî âïëèâ õàðàêòåðó íåëiíiéíîñòi âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòêàìè íà

ñòðóêòóðó òîïîëîãié íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðiâ, ùî çáåðiãàþ-

òüñÿ ïiä äi¹þ ïiâãðóïè.

4. Ðîçðîáëåíî ãåîìåòðè÷íî-iíâàðiàíòíèé ïiäõiä äî çàäà÷i ðåãóëÿðíîñòi

çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôóçié-

íèõ ðiâíÿíü íà ãëàäêîìó ðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi. Ïîáóäîâàíî âiäïî-

âiäíèé àïàðàò òåíçîðíîãî ÷èñëåííÿ.
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5. Âèäiëåíî ìiñöå òåíçîðà êðèâèíè ìíîãîâèäó â iíâàðiàíòíié ñòðóêòóði

âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ. Âèÿâëåíî âïëèâ òåíçîðà

êðèâèíè íà ðåãóëÿðíiñòü áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó âiäïîâiäíî¨ ïiâãðóïè.

6. Îòðèìàíî óìîâè âiäñóòíîñòi âèáóõó äëÿ ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíîãî ñòîõà-

ñòè÷íîãî äèôóçiéíîãî ðiâíÿííÿ íà íåêîìïàêòíîìó ðiìàíîâîìó ìíî-

ãîâèäi.

7. Âèÿâëåíî åôåêò íàÿâíîñòi ùiëèíè ìiæ òîïîëîãiÿìè îáìåæåíîñòi òà

íåïåðåðâíîñòi â çàäà÷àõ ðåãóëÿðíîñòi âèñîêîãî ïîðÿäêó íàä íåñêií÷åí-

íî-âèìiðíèìè ïðîñòîðàìè.

8. Äîâåäåíî íåñèíãóëÿðíå iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ íåëiíiéíî¨ íå

ãëîáàëüíî ëiïøèöåâî¨ äèôóêöi¨, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî òà ìåòîäó íåëi-

íiéíèõ îöiíîê äîâåäåíî òåîðåìè ïðî ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi ïiä äi¹þ

ïiâãðóïè íà íåêîìïàêòíîìó ðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi.

9. Äîâåäåíî ïðèíöèï íàéìåíøî¨ äi¨ äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ, ùî îïè-

ñó¹ äèôóçiþ ó ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi òà îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè

iñíóâàííÿ óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i.

10. Îòðèìàíî ôîðìàëüíi àñèìïòîòè÷íi ðîçêëàäè äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëî-

ïðîâiäíîñòi â íåöèëiíäðè÷íié îáëàñòi ç îñîáëèâiñòþ òèïó êàñïó íà

ìåæi îáëàñòi òà äîâåäåíî àñèìïòîòè÷íèé õàðàêòåð òàêèõ ðîçêëàäiâ

ó ñïåöiàëüíèõ ïðîñòîðàõ, ùî çàëåæàòü âiä õàðàêòåðó äîòèêó ìåæi

îáëàñòi â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè.

11. Äîâåäåíî õàðàêòåðèçàöiþ åíòðîïi¨ Êîëìîãîðîâà�Ñiíàÿ â òåðìiíàõ

âïîðÿäêîâàíèõ ðîçáèòòiâ.
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Äîäàòîê A

ÄÎÂÅÄÅÍÍß ÎÊÐÅÌÈÕ ÒÂÅÐÄÆÅÍÜ ÐÎÇÄIËÓ 1

Ëåìà A.1 (ëåìà 1.4). Íåõàé âèêîíàíi óìîâè (1.5) òà (1.8). Òîäi ãiááñîâi

ðîçïîäiëè â ñêií÷åíèõ îá'¹ìàõ çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü Äîáðóøè-

íà�Ëàíôîðäà�Ðþåëÿ [12,14,158] :

∀Λ1 ⊂ Λ2 ⊂ Zd : |Λ2| <∞ ∀ f ∈ C0,cyl(RZd)

µ
xΛc2

Λ2
(µ·Λ1

(f)) = µ
xΛc2

Λ2
(f). (A.1)

Êðiì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîþ ïîìiðíî¨ ãiááñîâî¨ ìiðè µ ∈ G{µΛ} ç ëîêàëü-

íèìè ðîçïîäiëàìè {µΛ} ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè :∑
k∈Zd

∫
RZd

hk∂ku dµ =
∑
k∈Zd

∫
RZd

u{hk∂kUk − ∂khk} dµ (A.2)

äëÿ âñiõ u, hk ∈ C1
0,cyl(RZd), à îïåðàòîðè HQ, |Q| ≤ ∞ ¹ ñèìåòðè÷íèìè ó

ïðîñòîði L2(RZd, µ). Öi îïåðàòîðè ïîâ'ÿçàíi ç âiäïîâiäíèìè ëîêàëüíèìè

åíåðãåòè÷íèìè ôîðìàìè:

(HQu, v)L2(µ) =
1

2

∑
k∈Q

∫
RZd

∂ku · ∂kv dµ, u, v ∈ C2
0,cyl(RZd).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé µ ∈ G{µΛ} i ôóíêöi¨ f, g ∈ C0,cyl(RZd), ïðè öüîìó g

¹ FZd\Λ2
-âèìiðíîþ. Ç îçíà÷åííÿ 1.2 äëÿ Λ1 ⊂ Λ2 âèïëèâà¹ µ(µ·Λ2

(fg)) =

µ(µ·Λ1
(fg)). Êîðèñòóþ÷èñü âëàñòèâîñòÿìè óìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïî-
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äiâàííÿ (1.12) òà FZd\Λ2
-âèìiðíiñòþ ôóíêöi¨ g îòðèìà¹ìî:

µ(g µ·Λ2
(f)) = µ(µ·Λ2

(fg)) = µ(µ·Λ1
(fg)) = µ(g µ·Λ1

(f)).

Êîðèñòóþ÷èñü ïîâòîðíî îçíà÷åííÿì (1.10) ç µΛ2
ïiñëÿ ïîâòîðíî¨ ïåðå-

ñòàíîâêè ôóíêöi¨ g ìà¹ìî

µ(g µ·Λ2
(f)) = µ(g µ·Λ2

(µ·Λ1
(f))).

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ g áóëà îáðàíà äîâiëüíîþ, ïðèõîäèìî äî ðiâíÿííÿ (A.1).

Ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè (A.2) âèïëèâà¹ ç ôîðìóëè iíòåãðó-

âàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ ëîêàëüíèõ ìið {µΛ}. Äiéñíî, äëÿ ìiðè

µk(dxk|yZd\k) =
1

Zk(yZd\k)
exp(−Uk(xk, yZd\k) ) dxk

ïðîñòèì îá÷èñëåííÿì îòðèìó¹òüñÿ íàñòóïíà ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷à-

ñòèíàìè:

µ
yZd\k
k [hk∂ku] = µ

yZd\k
k [u{hk ∂kUk − ∂khk} ].

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ãiááñîâî¨ ìiðè, ïðèõîäèìî äî

µ( hk∂ku ) = µ(µ·k[ hk∂ku] ) = µ(u{hk∂kUk − ∂khk} ).

Îñòàòî÷íî ñóìóâàííÿ k ∈ Zd äà¹ (A.2).

Ïiäñòàâëÿþ÷è hk = ∂kv îòðèìà¹ìî∫
RZd

∂ku ∂kv dµ =

∫
RZd

v{−∂2
ku+ (∂kUk)∂ku} dµ.

Îòæå êîæåí îïåðàòîð {HQ, |Q| ≤ ∞} ¹ ñèìåòðè÷íèì â ïðîñòîði L2(RZd, µ).

Çàóâàæèìî, ùî âñi iíòåãðàëè â (A.2) ¹ ñêií÷åíèìè, ùî âèïëèâà¹ ç ïîìið-

íîñòi ìiðè µ ∈ G{µΛ} òà öèëiíäðè÷íîñòi ôóíêöié u, hk ∈ C1
0,cyl(RZd).

Òåîðåìà A.2 (òåîðåìà 1.10). Ãåíåðàòîð H ñèëüíî íåïåðåðâíî¨ êâàçi-

ñòèñêàþ÷î¨ ïiâãðóïè Pt ¹ êâàçi-àêðåòèâíèì ïî âiäíîøåííþ äî áóäü-ÿêîãî

ïåðåòèíó äâî¨ñòîñòi.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïiâãðóïà Pt ¹ êâàçi-ñòèñêàþ÷îþ, ç âðàõóâàííÿì (1.21)

ìà¹ìî

|〈 j(x), Ptx 〉 | ≤ ‖Ptx‖X‖j(x)‖X∗ ≤ eMt‖x‖2.

Òîìó

∀x ∈ X 〈 j(x), eMtx− Ptx 〉 ≥ 0.

Âèáèðàþ÷è x ∈ D(H), îòðèìà¹ìî

〈 j(x), (H +M)x 〉 = lim
t→0+
〈 j(x),

eMtx− x
t

− Ptx− x
t

〉 ≥ 0,

Îòæå, îïåðàòîð H ¹ êâàçi-àêðåòèâíèì çi ñòàëîþ M .

Ëåìà A.3 (ëåìà 1.11). Êâàçi-àêðåòèâíèé ùiëüíî çàäàíèé îïåðàòîð ìà¹

¹äèíå êâàçi-àêðåòèâíå çàìèêàííÿ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî âñòàíîâèòè, ùî iç çáiæíîñòi â ïðî-

ñòîði X ïîñëiäîâíîñòåé xn → 0 òà Hxn → v âèïëèâà¹ v = 0. Êâàçi-

àêðåòèâíiñòü îïåðàòîðà H äà¹ iñíóâàííÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ θ, òàêî¨ ùî äëÿ

äîâiëüíîãî y ∈ D(L) : 〈 j(x), (H + θ)y 〉X ≥ 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî âiäîáðàæå-

ííÿ äâî¨ñòîñòi j : X → X∗. Òîìó

‖y‖2
X = 〈 j(y), y 〉 ≤ 〈j(y), y + α(H + θ)y 〉 ≤ ‖y + α(H + θ)y‖X‖y‖X ,

îòæå äëÿ äîâiëüíîãî α > 0

∀ y ∈ Y : ‖y‖X ≤ ‖
[
1 + α(H + θ)

]
y‖X . (A.3)

Âèáåðåìî â (A.3) y = xn + αz, z ∈ D(H), òîäi

‖xn + αz‖X ≤ ‖xn + αz + α(H + θ)
[
xn + αz

]
‖X .

Ïðÿìóþ÷è n→∞, îòðèìà¹ìî

α‖z‖X ≤ ‖αv + α{z + α(H + θ)z} ‖X
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àáî, ïiñëÿ äiëåííÿ íà α òà ïðÿìóþ÷è α→ 0+, ìà¹ìî

‖z‖X ≤ ‖v + z‖X ∀ z ∈ D(H).

Ùiëüíiñòü îáëàñòi âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà D(H) â X äà¹ v = 0 â X, i ÿê

íàñëiäîê ¹äèíiñòü êâàçi-àêðåòèâíîãî çàìèêàííÿ H̃.



Äîäàòîê B

ÄÎÂÅÄÅÍÍß ÒÅÎÐÅÌÈ 3.3

B.1 Ïîáóäîâà ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ξ0
t (x

0) ïðè x0 ∈ `m(κ+1)2(a)

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (3.6). Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî çâóæåííÿ âiäîáðà-

æåííÿ

RZd 3 x = {xk}Zd −→ F (x) = {F (xk)}Zd ∈ RZd

íà áóäü-ÿêèé ïðîñòið `p(c) ⊂ RZd ¹ ìàêñèìàëüíî ìîíîòîííèì. Ïðîñòîþ

ïåðåâiðêîþ íå âàæêî ïåðåñâiä÷èòèñÿ, ùî F ¹ ìîíîòîííèì âiäîáðàæåí-

íÿì:

〈F (x)− F (y), j(x− y) 〉`p(c) =

∑
k∈Zd

ck(F (xk)− F (yk))(xk − yk)p−1

‖x− y‖p−2
`p(c)

≥ 0.

Âðàõîâóþ÷è, ùî F (0) = 0 òà ìîíîòîííiñòü êîîðäèíàòíèõ âiäîáðàæåíü

F (xk), îòðèìà¹ìî:

∀ y ∈ `p(c) x+F (x) = y ⇔ xk+F (xk) = yk ⇒ |xk| ≤ |yk| ⇒ x ∈ `p(c).

Îòæå Ran (1 + F ) = `p(c) âiäîáðàæåííÿ F ¹ ìàêñèìàëüíî ìîíîòîííèì.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ, ùî àïðîêñèìó¹ ðiâíÿííÿ (3.6):

ξλ(t, x0) = x0 +W (t)−
t∫

0

{Fλ(ξλ(s, x0)) +Bξλ(s, x0)}ds, (B.1)

äå

Fλ(x) = (F ◦Rλ)(x) = F ((1 + λF )inv(x)), (B.2)

349
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Rλ = (1 + λF )inv � ïîçíà÷à¹ òàê çâàíó íåëiíiéíó ðåçîëüâåíòó, ÿêà îçíà-

÷à¹òüñÿ â òåðìiíàõ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ inv. Âiäîáðàæåííÿ Fλ íàçè-

âà¹òüñÿ àïðîêñèìàöi¹þ Iîñiäè i ìà¹ äåÿêi ñïåöiàëüíi âëàñòèâîñòi, çîêðåìà

âîíî ¹ ëiïøèöåâèì (äèâ., íàïðèêëàä, [20]). Îòæå, ðiâíÿííÿ (B.1) ¹ ðiâíÿ-

ííÿì ç ëiïøèöåâèìè êîåôiöi¹íòàìè i ìà¹ íàñòóïíó êîîðäèíàòíó ôîðìó:

ξλk (t, x0) = x0
k +Wk(t)−

t∫
0

{Fλ(ξλk (s, x0)) + (Bξλ(t, x0))k}ds. (B.3)

Ââåäåííÿ íîâî¨ çìiííî¨ ξλt (x0, ω) = ηλt (x0, ω) + Wt(ω) äà¹ ìîæëèâiñòü

çâåñòè ðiâíÿííÿ (B.1) äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç êåðó-

âàííÿì Wt :

ηλ(t, ω) = x0−
∫ t

0

{Fλ(ηλ(s, x0)+Wt(ω))+B[ηλ(t, x0)+Wt(ω)] }ds. (B.4)

Ïðîöåñ Wt ¹ WZd-ì.â. íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ â ïðîñòîði `p(a) ïðè p >

1, òîìó iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (B.4). Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.6)

áóäó¹òüñÿ ÿê ãðàíèöÿ ïðîöåñó ξλ(t, ω) = ηλ(t, ω) +W (t, ω) ïðè λ→ 0+.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî äëÿ P-ì.â. ω ∈ Ω i ïî÷àòêîâèõ äàíèõ x0 ∈ `p(a)

ìà¹ìî:

sup
t∈[0,T ]

‖ηλt (x0, ω)‖`p(a) ≤ K(ω) (B.5)

ç ðiâíîìiðíîþ ïî λ ≥ 0 ôóíêöi¹þ K(ω) ∈ ∩p≥1 L
p(Ω,P). Ç (3.30) âèïëè-

âà¹, ùî

d

dt
‖ηλt (x0, ω)‖p`p(a) = p 〈 dη

λ
t

dt
, [ηλt ]#〉 =

= p
∑
k∈Zd

ak|ηλt,k|p−2(−Fλ(ηλk +Wk)− [B(ηλ +W )]k)η
λ
k ≤

≤ K ‖ηλt ‖
p
`p(a) + ‖Fλ(Wt)‖p`p(a) + ‖B‖ ‖Wt‖p`p(a), (B.6)

äå K = 2p − 2 + ‖B‖L(`p(a)). Âèùå áóëî äîäàíî òà âiäíÿòî ÷ëåí Fλ(Wt),

çàñòîñîâàíà ìîíîòîííiñòü âiäîáðàæåííÿ Fλ òà âèêîðèñòàíà íåðiâíiñòü

|xq−pyp| ≤ q−p
q |x|

q + p
q |y|

q.
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Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü ∀x ∈ D(F ) : ‖Fλ(x)‖X ≤ ‖F (x)‖ [20] òà (2.4)

ìà¹ìî:

sup
t∈[0,T ]

‖Fλ(Wt)‖`p(a) ≤ sup
t∈[0,T ]

‖F (Wt)‖`p(a) ≤ C1(1 + sup
t∈[0,T ]

‖Wt‖`p(κ+1)(a))
κ+1.

Îòæå, ç (B.6) îòðèìà¹ìî

‖ηλt (x0, ω)‖p`p(a) ≤ eKt‖x0‖p`p(a)+

+ teKt[1 + sup
s∈[0,t]

‖Ws‖p(κ+1)
`p(κ+1)(a) + ‖B‖ sup

s∈[0,t]

‖Ws‖p`p(a)]. (B.7)

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó, çîêðåìà:

EWZd
sup
τ∈[0,t]

‖W (τ)‖q`p(a) ≤ Cq|t|q/2, (B.8)

EWZd
sup
τ∈[0,t]

‖W (τ)−W (s)‖q`p(a) ≤ Cq|t− s|q/2, (B.9)

ìà¹ìî iíòåãðîâíiñòü ÷ëåíiâ ‖Ws‖ â (B.7), ùî äà¹ (B.5). Çîêðåìà ìà¹ìî

ðiâíîìiðíó ïî λ ≥ 0 îöiíêó

sup
t∈[0,T ]

‖ξλt ‖`p(a) ≤ sup
t∈[0,T ]

‖ηλt ‖`p(a) + sup
t∈[0,T ]

‖Wt‖`p(a) ≤ K ′(ω). (B.10)

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ P-ì.â. ω ∈ Ω i ïî÷àòêîâîãî äàíîãî x0 ∈ `m(κ+1)2(a)

ìà¹ìî

sup
t∈[0,T ]

‖ξλt − ξδt ‖`m(a) ≤ (λ+ δ)K ′′(ω) (B.11)

ç K ′′ ∈ ∩p≥1 L
p(Ω,P).

Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è (3.30), (B.2) òà âëàñòèâiñòü x = Rλ(x)+λFλ(x),

òàêîæ òå, ùî ξλ − ξδ = ηλ − ηδ, ìà¹ìî:
1

m

d

dt
‖ηλt−ηδt ‖m`m(a) = −‖ηλ−ηδ‖m−2 〈Fλ(ξλ)−Fδ(ξδ)+B(ξλ−ξδ), j(ξλ−ξδ)〉 =

= −‖ηλ − ηδ‖m−2·

· 〈F (Rλ(ξ
λ))∓ F (ξλ)∓ F (ξδ)− F (Rδ(ξ

δ)) +B(ξλ − ξδ), j(ξλ − ξδ)〉 ≤
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≤ ‖B‖ ‖ηλ − ηδ‖m+

+ ‖ηλ − ηδ‖m−1{‖F (Rλ(ξ
λ))− F (ξλ)‖+ ‖F (Rδ(ξ

δ))− F (ξδ)‖}.

Îáèäâà äîäàíêè îöiíþþòüñÿ ç âðàõóâàííÿì (2.4), ñòèñêàþ÷î¨ âëàñòèâîñòi

âiäîáðàæåííÿ Rλ òà Rλ(0) = 0

‖F (Rλ(ξ
λ))− F (ξλ)‖`m(a) ≤ C0‖Rλ(ξ

λ)− ξλ‖`m(κ+1)(a)×

× (1 + ‖Rλ(ξ
λ)‖`m(κ+1)(a) + ‖ξλ‖`m(κ+1)(a))

κ ≤

≤ λC0‖Fλ(ξλ)‖`m(κ+1)(a)(1 + 2‖ξλ‖`m(κ+1)(a))
κ ≤ λC2

0(1 + 2‖ξλ‖`m(κ+1)2(a))
2κ+1,

äå òàêîæ áóëî çàñòîñîâàíî: ∀ c ∈ X

‖Fλ(x)‖ ≤ ‖F (x)‖ (B.12)

. Íàðåøòi, ç âðàõóâàííÿì (B.10), â ÿêîìó ïîêëàäåíî p = m(κ + 1)2, òà

ηλ − ηδ
∣∣∣
t=0

= 0, îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ (B.11):

sup
t∈[0,T ]

‖ξλt − ξδt ‖m`m(a) = sup
t∈[0,T ]

‖ηλt − ηδt ‖m`m(a) ≤

≤ (λ+ δ)eKTK ′
T∫

0

{‖ξλt ‖
m(2κ+1)
`m(κ+1)2(a) + ‖ξδt ‖

m(2κ+1)
`m(κ+1)2(a)}dt ≤ (λ+ δ)K ′′(ω).

Ïîáóäîâà ðîçâ'ÿçêó ξ0
t . Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî äëÿ ïðîñòîðiâ

Y = L∞([0, T ], `m(κ+1)2(a)) ⊂ X = L∞([0, T ], `m(a))

ìà¹ ìiñöå âëàñòèâiñòü çàìêíóòîñòi êóëi, òîáòî áóäü-ÿêà îáìåæåíà â Y

ïîñëiäîâíiñòü, ùî çáiãà¹òüñÿ â X, ìà¹ ãðàíè÷íó òî÷êó â Y : ∀xn ∈ Y

òàêî¨, ùî ∃ K ‖xn‖Y ≤ K i ∃ x# ∈ X : lim
n→∞

‖xn − x#‖X = 0, âèïëèâà¹

x# ∈ Y i ‖x#‖Y ≤ K. Òîìó iç çáiæíîñòi (B.11) i îáìåæåíîñòi (B.10)

âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ X-ãðàíèöi lim
λ→0+

ξλ = ξ0 :

sup
t∈[0,T ]

‖ξλt − ξ0
t ‖`m(a) ≤ λK ′′(ω)→ 0, λ→ 0+, (B.13)
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ÿêà ìà¹ âëàñòèâiñòü

sup
t∈[0,T ]

‖ξ0
t ‖`m(κ+1)2(a) ≤ K ′(ω). (B.14)

Ïåðåâiðèìî, ùî ξ0
t ¹ ñèëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.6). Âðàõîâóþ÷è, ùî

x = Rλ(x) + λFλ(x), (B.12) òà (2.4) ìà¹ìî

‖ξλ −Rλ(ξ
λ)‖`m(a) ≤ λ‖Fλ(ξλ)‖`m(a) ≤

≤ λ‖F (ξλ)‖`m(a) ≤ λC1(1 + ‖ξλ‖`m(κ+1)(a))
κ+1.

Ç (B.13) âèïëèâà¹ ñèëüíà `m(a)-çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi Rλ(ξ
λ) äî ξ0 ïðè

λ→ 0 + :

sup
t∈[0,T ]

‖Rλ(ξ
λ)− ξ0‖`m(a) ≤ λK ′′′(ω)→ 0. (B.15)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü:

‖Fλ(ξλ)‖`m(a) ≤ ‖F (ξλ)‖`m(a) ≤ C1(1 + ‖ξλ‖`m(κ+1)(a))
κ+1,

(B.10) òà ñëàáêó êîìïàêòíiñòü îäèíè÷íî¨ êóëi â `m(a), m > 1, îòðèìà¹ìî

ñëàáêó çáiæíiñòü Fλ(ξλt ) → vt äëÿ P-ì.â. ω ∈ Ω òà âñiõ t ∈ [0, T ]. Ïðåä-

ñòàâëåííÿ Fλ(ξλ) = F (Rλ(ξ
λ)), ñèëüíà çáiæíiñòü (B.15) òà ñèëüíî-ñëàáêà

çàìêíåíiñòü ãðàôiêó ìàêñèìàëüíî ìîíîòîííîãî âiäîáðàæåííÿ F äàþòü

ξ0
t ∈ D`m(a)(F ) òà w − lim

λ→0+
Fλ(ξ

λ) = vt = F (ξ0
t ). (B.16)

Íàðåøòi, îöiíêà (B.11) òà ñëàáêà çáiæíiñòü (B.16) äîçâîëÿþòü çàìêíóòè

(B.1) i îòðèìàòè ñëàáêå ïðåäñòàâëåííÿ ó ïðîñòîði `m(a) äëÿ ïî÷àòêîâîãî

äàíîãî x0 ∈ `m(κ+1)2(a) :

ξ0(t, x0)
w
= x0 +W (t)−

∫ t

0

[vt +Bξ0
t ]dt

w
=

w
= x0 +W (t)−

∫ t

0

[F (ξ0
t ) +Bξ0

t ]dt. (B.17)
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Ç iíøîãî áîêó, äëÿ x0 ∈ `m(κ+1)2(a) îöiíêà (B.14) äà¹ iíòåãðîâàíó ìàæî-

ðàíòó

sup
t∈[0,T ]

‖F (ξ0
t )‖`m(a) ≤ C1(1 + sup

t∈[0,T ]

‖ξ0
t ‖`m(κ+1)(a))

κ+1 ≤ C1(1 +K ′(ω)),

(B.18)

òîìó ÷ëåíè â (B.17) ¹ ñèëüíî iíòåãðîâàíèìè i ñëàáêà òîòîæíiñòü (B.17)

ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó ñèëüíó, ùî äà¹ ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.6) ïðè x0 ∈

`m(κ+1)2(a).

B.2 Ïîáóäîâà óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ξ0
t (x

0) äëÿ ïî÷àòêîâîãî

äàíîãî ξ0
t (x

0)

Ðîçãëÿíåìî x0 ∈ `m(κ+1)2(a). Ùîéíî áóëî äîâåäåíî, ùî ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ξ0(t, x0) çàäà÷i (3.6) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi:

ξ0(ω, t, x0) = η0(ω, t, x0) +W (ω, t), (B.19)

äå η0(ω, t, x0) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

η0(ω, t, x0) = x0 −
∫ t

0

(F +B)(ξ0(ω, s, x0))ds. (B.20)

Ç (B.14) òà (B.18) ìà¹ìî, ùî äëÿ WZd-ì.â. ω ∈ Ω:

(F +B)(ξ0(ω, · , x0)) ∈ L∞([0, T ], `m(a)). (B.21)

Ç ïðåäñòàâëåííÿ (B.20) âèïëèâà¹, ùî äëÿWZd-ì.â. ω ∈ Ω ôóíêöiÿ η0(ω, t, x0)

¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ ïî t ∈ [0, T ] :

η0(ω, · , x0) ∈ AC([0, T ], `m(a)),

îòæå, âðàõîâóþ÷è (3.30), äèôåðåíöiþâàííÿ, ùî âèêîíó¹òüñÿ íèæ÷å ¹ êî-

ðåêòíèì.
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Ùîá îòðèìàòè (3.10), çàïèøåìî äëÿ x0, y0 ∈ `2(κ+1)2(a) :

d

dt
‖ξ0(t, x0)− ξ0(t, y0)‖m`m(a) =

d

dt
‖η0(t, x0)− η0(t, y0)‖m`m(a) ≤

≤ −m 〈 (F +B)(η0(x0) +W )− (F +B)(η0(y0) +W ), [η0(x0)− η0(y0)]#〉 ≤

≤ m‖B‖L(`m(a))‖η0(t, x0)− η0(t, y0)‖m`m(a) = Mm‖ξ0(t, x0)− ξ0(t, y0)‖m`m(a),

ùî äà¹ (3.10) äëÿ x0, y0 ∈ `m(κ+1)2(a). Âèêîíóþ÷è çàìèêàííÿ x0
n → x0 â

`m(a) äëÿ x0
n ∈ `m(κ+1)2(a) òà âèêîðèñòîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ïî t ∈ [0, T ]

ðîçâ'ÿçêó ξ0(t, x0
n) ïðè x

0
n ∈ `m(κ+1)2(a), ìà¹ìî íåïåðåðâíiñòü óçàãàëüíå-

íîãî ðîçâ'ÿçêó ξ0(t, x0) i îöiíêó (3.10) äëÿ x0, y0 ∈ `m(a). Âèùå òàêîæ âè-

êîðèñòîâóâàëàñü îáìåæåíiñòü îïåðàòîðà B â ïðîñòîði `p(c), c ∈ P, p > 1,

ùî âèïëèâà¹ ç îöiíêè (3.37).

Ùîá îòðèìàòè (3.11), ðîçãëÿíåìî x0 ∈ `m(κ+1)2(a), òîäi äëÿ WZd-ì.â.

ω ∈ Ω ìà¹ìî

d

dt
‖η0(ω, t, x0)‖m`m(a) = −m 〈 (F +B)(η0

t +Wt), [η
0
t ]

#〉 =

= −m 〈 (F +B)(η0
t +Wt)− (F +B)(Wt), [η

0
t ]

#〉−

−m 〈 (F +B)(Wt), [η
0
t ]

#〉 ≤ m‖B‖L(`m(a))‖η0
t ‖m`m(a)+

+ (m− 1)‖η0
t ‖m`m(a) + ‖(F +B)(Wt(ω))‖m`m(a).

Îòæå

‖η0
t ‖m`m(a) ≤ eCt‖x0‖m`m(a) +

∫ t

0

eC(t−s)‖(F +B)(W (s))‖m`m(a)ds.

Íàðåøòi, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ (B.19), ìà¹ìî

sup
t∈[0,T ]

‖ξ0(t, x0)‖`m(a) ≤ eM
′
mT‖x0‖`m(a) + sup

t∈[0,T ]

‖W (t)‖`m(a)+

+ eM
′
mT (

∫ T

0

‖(F +B)(W (t))‖m`m(a)ds)
1/m ≤ eM

′
mT‖x0‖`m(a) +Km(ω, T )
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ç ôóíêöi¹þ

Km(ω, T ) = (1 + eM
′
mTT 1/m‖B‖L(`m(a))) sup

t∈[0,T ]

‖W (ω, t)‖`m(a)+

+ eM
′
mTT 1/m sup

t∈[0,T ]

‖F (W (ω, t))‖`m(a).

Âðàõîâóþ÷è (2.4), ìà¹ìî

‖F (Wt)‖`m(a) ≤ C(1 + ‖Wt‖κ+1
`m(κ+1)(a)).

Îòæå, ç (B.8) òà (B.9) îòðèìà¹ìî iíòåãðîâàíiñòü Km( · , T ). Çàìèêàííÿ

x0
n → x0 ∈ `m(a), x0

n ∈ `m(κ+1)2(a) i çàñòîñóâàííÿ îöiíêè (3.10) çàâåðøó¹

äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3.



Äîäàòîê C

ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÀ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÉÎÂÀÍIÑÒÜ ÏÐÎÖÅÑÓ

ξ0
t (x, ω) ÒÀ ÉÎÃÎ ÂÀÐIÀÖIÉ

Â öüîìó äîäàòêó äîâîäèòüñÿ òåîðåìà 4.2, ÿêié ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íà

äèôåðåíöiéîâàíiñòü ïåðøîãî ïîðÿäêó ïðîöåñó ξ0
t (x, ω), ùî çàäîâîëüíÿ¹

ðiâíÿííÿ (3.6). Öåé ðåçóëüòàò áóëî âèêîðèñòàíî äëÿ äîâåäåííÿ ôîðìó-

ëè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè â ïðîñòîði Âiíåðà ó ðîçäiëi 4. Ôàêòè÷íî â

�C.1��C.4 ïîñëiäîâíî ïåðåâiðÿþòüñÿ âèìîãè îçíà÷åííÿ ñòîõàñòè÷íî¨ äè-

ôåðåíöiéîâàíîñòi â îçíà÷åííi 4.1.

C.1 Çáóðåííÿ âèõiäíîãî ïðîöåñó â ïðîñòîði Âiíåðà.

Â öüîìó ïàðàãðàôi äîñëiäæó¹òüñÿ çñóâè ïðîöåñó ξ0
t ïî ïðîñòîðó Âiíåðà

i ïåðåâiðÿ¹òüñÿ âëàñòèâiñòü 1 â îçíà÷åííi 4.1. Öåé ðåçóëüòàò ¹ óçàãàëü-

íåííÿì òåîðåìè 3.3 íà âèïàäîê çñóâiâ ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íèõ ðiâíÿíü â

ëîêàëüíèõ íàïðÿìêàõ u ∈ Jcyl, âèçíà÷åíèõ â (4.1).

Ëåìà C.1. Äëÿ ïî÷àòêîâîãî äàíîãî x0 ∈ `2(κ+1)2(a) òà ëîêàëüíîãî íà-

ïðÿìêó u ∈ Jcyl ïðîöåñ

ξε(t, x0, u, ω) = ξ0(t, x0, ω· + ε

∫ ·

0

usds)
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¹ ¹äèíèì ñèëüíèé ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

ξεk(t, x
0, u) = x0

k +Wk(t) + ε

∫ t

0

us,kds−

−
∫ t

0

[F (ξεk(s, x
0, u)) + {Bξε(s, x0, u)}k]ds, (C.1)

òîáòî ¹ `2(a)-íåïåðåðâíèì Ft-àäàïòîâàíèì ïðîöåñîì ξε(t, x0) ∈ D`2(a)(F ),

t ∈ [0, T ], äëÿ P-ìàéæå âñiõ ω ∈ Ω, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (C.1) â

ïðîñòîði `2(a) P-ìàéæå âñþäè.

Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî x0 ∈ `2(a) iñíó¹ ¹äèíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿ-

çîê ξε(t, x0, u) ðiâíÿííÿ (C.1), ÿêèé ¹ ðiâíîìiðíîþ ïî [0, T ], P-ì.â. ãðàíè-

öåþ ñèëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, i äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿçêó âèêîíàíi íàñòóïíi îöiíêè:

∃ M ∀x0, y0 ∈ `2(a), u1, u2 ∈ Jcyl

sup
|ε|≤ε0

sup
t∈[0,T ]

‖ξεt (x0, u1)− ξεt (y0, u2)‖2
`2(a) ≤ (C.2)

≤ eMT
(
‖x0 − y0‖2

`2(a) + ε2
0

∫ T

0

‖u1
s − u2

s‖2
`2(a)ds

)
,

sup
|ε|≤ε0

sup
t∈[0,T ]

‖ξεt (x0, u)‖2
`2(a) ≤ (C.3)

≤ K(ω) + eMT
(
‖x0‖2

`2(a) + ε2
0

∫ T

0

‖us‖2
`2(a)ds

)
,

äå K ∈ ∩
p≥1

Lp(Ω,P).

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 3.3, â ñèëó ïðåäñòàâëåííÿ

ξεk(t, x
0, u) = ηεk(t, x

0, u) +Wk(t) + ε

∫ t

0

us,kds (C.4)

ñèëüíà ðîçâ'ÿçíiñòü ðiâíÿííÿ (C.1) åêâiâàëåíòíà ðîçâ'ÿçíîñòi ðiâíÿííÿ

ηεk(t) = x0
k −

∫ t

0

[
(F +B)

(
ηε(s) +W (s) + ε

∫ s

0

uτdτ
)]

k
ds. (C.5)

Äëÿ u ∈ Jcyl ïðîöåñ
∫ s

0 uτdτ ¹ `p(a)-íåïåðåðâíèì äëÿ äîâiëüíîãî p ≥ 1.

Ç `p(a)-íåïåðåðâíîñòi ïðîöåñó W (s), ÿê â òåîðåìi 3.3, âèïëèâà¹, ùî äëÿ
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x0 ∈ `2(κ+1)2(a) ðiâíÿííÿ (C.5) ¹ ñèëüíî ðîçâ'ÿçíèì â ïðîñòîði `2(a), i éîãî

ðîçâ'ÿçîê ηε(t) ¹ `2(κ+1)2(a)-çíà÷íèì ðiâíîìiðíî ïî t ∈ [0, T ] îáìåæåíèì

ïðîöåñîì ñêií÷åííî¨ âàðiàöi¨. Êðiì òîãî, äëÿ P-ìàéæå âñiõ ω ∈ Ω ìà¹ìî(
F +B

)(
ηε(·) +W (·) + ε

∫ ·

0

uτdτ
)
∈ L∞([0, T ], `2(a)).

Ç ïðåäñòàâëåííÿ (C.5) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ [0, T ] 3 t → ηε(t, x0, u)

¹ P-ìàéæå âñþäè àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ ó ïðîñòîði `2(a) i, ÿê íàñëi-

äîê, ìàéæå âñþäè äèôåðåíöiéîâàíîþ ïî t ∈ [0, T ]. Öå îá ðóíòîâó¹ êîðå-

êòíiñòü íàñòóïíèõ äèôåðåíöiþâàíü.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ ξε1 = ξε(t, x0, u1), ξε2 = ξε(t, y0, u2) äëÿ x0, y0 ∈

`2(κ+1)2(a) i u1, u2 ∈ Jcyl, òîäi

d

dt
‖ξε1 − ξε2‖2

`2(a) =
d

dt
‖ηεt (x0, u1)− ηεt (y0, u2) + ε

∫ t

0

(u1
s − u2

s)ds‖2
`2(a) =

= −2 〈 ξε1 − ξε2, [F (ξε1)− F (ξε2)] +B(ξε1 − ξε2) + ε(u1
t − u2

t ) 〉 ≤

≤ (2‖B‖+ 1)‖ξε1 − ξε2‖2
`2(a) + ε2‖u1

t − u2
t‖2
`2(a).

Âèùå áóëî âèêîðèñòàíî ìîíîòîííiñòü âiäîáðàæåííÿ F : `2(a) → `2(a).

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü äà¹ (C.2) äëÿ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ x0, y0 ∈ `2(κ+1)2(a).

Âèáèðàþ÷è y0 = x0 i u2 ≡ 0, ìà¹ìî, ÿê íàñëiäîê (C.2), ùî

sup
t∈[0,T ]

‖ξεt (x0, u1)− ξ0
t (x

0)‖2
`2(a) ≤ ε2eMT

∫ T

0

‖us‖2
`2(a)ds.

Âðàõîâóþ÷è (3.10) i (3.11), îòðèìà¹ìî îöiíêó (C.3). Çàìèêàííÿ îöiíîê

(C.2) i (C.3) äî x0, y0 ∈ `2(a) çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

C.2 Ðiâíÿííÿ íà ñòîõàñòè÷íi ïîõiäíi â ëîêàëüíèõ íàïðÿìêàõ.

Â íàñòóïíié ëåìi ïåðåâiðÿ¹òüñÿ âëàñòèâiñòü 2 îçíà÷åííÿ 4.1 äëÿ ïðîöåñó

ξ0
t , i áóäó¹òüñÿ éîãî ïåðøà ñòîõàñòè÷íà ïîõiäíà â ëîêàëüíîìó íàïðÿìêó

u ∈ Jcyl.
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Ëåìà C.2. Äëÿ x0 ∈ `2(a), u ∈ Jcyl ðiâíÿííÿ íà ñòîõàñòè÷íó ïîõiäíó ïî

íàïðÿìêó u ∈ Jcyl

Duξ
0
k(t, x

0) =

∫ t

0

us,kds−
∫ t

0

{[
F ′(ξ0(s, x0)) +B

]
Duξ

0(s, x0)
}
k
ds (C.6)

ìà¹ ¹äèíèé ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê â ïðîñòîði `2(a). Êðiì òîãî, âèêîíàíi íà-

ñòóïíi îöiíêè

sup
t∈[0,T ]

‖Duξ
0(t, x0)‖2

`2(a) ≤ eMT

∫ T

0

‖us‖2
`2(a)ds, (C.7)

sup
t∈[0,T ]

‖Duξ
0(t, x0)−Duξ

0(t, y0)‖2
`2(aκ+2) ≤

≤ eMTKR(ω)‖x0 − y0‖2
`2(a)

∫ T

0

‖us‖2
`2(a)ds (C.8)

äå KR ∈ ∩
p≥1

Lp(Ω,P), R = max(‖x0‖`2(a), ‖y0‖`2(a)).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî u ∈ Jcyl íåîäíîðiäíà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (C.6)

¹ íåïåðåðâíîþ u· ∈ C([0, T ], `2(c)) äëÿ P-ìàéæå âñiõ ω ∈ Ω i äëÿ áóäü-

ÿêîãî c ∈ P. Ìiðêóþ÷è ÿê â äîâåäåííi òåîðåìè 3.12, ìà¹ìî, ùî ëiíiéíå íå-

àâòîíîìíå ðiâíÿííÿ (C.6) ìà¹ ¹äèíèé `2(a)-íåïåðåðâíèé Ft-àäàïòîâàíèé

ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê Duξ
0(t, x0) ∈ D`2(a)(F

′(ξ0(t, x0))) P-ì.â. Öåé ðîçâ'ÿçîê

ìà¹ ñèëüíó `2(a)-ïîõiäíó
d

dt
Duξ

0(t, x0) i äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ, àíàëî-

ãi÷íå (3.76):

Duξ
0(t, x0, ω) =

∫ t

0

Uω
x0(t, s)usds (C.9)

ç Ft-àäàïòîâàíîþ ñèëüíî íåïåðåðâíîþ â `2(a) åâîëiöi¹þ {Uω
x0(t, s), 0 ≤ s ≤ t},

ùî ïîðîäæåíà ñiì'¹þ îïåðàòîðiâ A(t, x0, ω) = F ′(ξ0(t, x0)) +B.

Íåðiâíiñòü (C.7) âèïëèâà¹ ç Duξ
0(0, x0) = 0 i îöiíêè

d

dt
‖Duξ

0
t (x

0)‖2
`2(a) = 2 〈Duξ

0
t (x

0), ut − (F ′(ξ0) +B)Duξ
0
t 〉 ≤

≤ (2‖B‖L(`2(a)) + 1)‖Duξ
0
t (x

0)‖2
`2(a) + ‖ut‖2

`2(a).



361

Ùîá îòðèìàòè (C.8), çàïèøåìî

d

dt
‖Duξ

0
t (x

0)−Duξ
0
t (y

0)‖2
`2(aκ+2) =

= −2 〈Duξ
0(x0)−Duξ

0(y0), B[Duξ
0(x0)−Duξ

0(y0)] 〉−

− 2 〈Duξ
0(x0)−Duξ

0(y0), F ′(ξ0(x0))Duξ
0(x0)− F ′(ξ0(y0))Duξ

0(y0) 〉`2(aκ+2) ≤

≤ (2‖B‖+ 1)‖Duξ
0(x0)−Duξ

0(y0)‖2
`2(aκ+2)+

+ ‖[F ′(ξ0(x0))− F ′(ξ0(y0))]Duξ
0(x0)‖2

`2(aκ+2) ≤

≤M‖Duξ
0(x0)−Duξ

0(y0)‖2
`2(aκ+2)+

+K(1 + ‖ξ0(x0)‖`2(a) + ‖ξ0(y0)‖`2(a))
2κ‖ξ0(x0)− ξ0(y0)‖2

`2(a)‖Duξ
0
t (x

0)‖2
`2(a).

(C.10)

Âèùå áóëî âèêîðèñòàíî âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåííÿ F i íàñòóïíà íåðiâ-

íiñòü äëÿ c ∈ P :

‖[F ′(ξ)− F ′(ζ)]y‖2
`2(c) ≤ K2

∑
k∈Zd

ck|(ξk − ζk)(1 + |ξk|+ |ζk|)κyk|2 ≤

≤ K2
∑
k∈Zd

ck

aκ+1
k

|yk|2 · ‖ξ − ζ‖2
`2(a)(1 + ‖ξ‖`2(a) + ‖ζ‖`2(a))

2κ ≤

≤ K2‖ξ − ζ‖2
`2(a)(1 + ‖ξ‖`2(a) + ‖ζ‖`2(a))

2κ‖y‖2
`2(dc) (C.11)

ç dk ≥ a−κ+1
k . Âëàñòèâîñòi (3.10), (3.11) ïðîöåñó ξ0 i îöiíêè (C.10), (C.7)

äàþòü (C.8).

C.3 Ñòîõàñòè÷íà äèôåðåíöiéîâàíiñòü ïåðøîãî ïîðÿäêó ïðî-

öåñó ξ0
t íàä ïðîñòîðîì Âiíåðà

Â äàíîìó ïàðàãðàôi ïåðåâiðÿ¹òüñÿ âëàñòèâiñòü 3 îçíà÷åííÿ 4.1 äëÿ ïðî-

öåñó ξ0
t .

Ëåìà C.3. Äëÿ áóäü-ÿêîãî u ∈ Jcyl ðîçâ'ÿçêè ξε òà Duξ
0 ðiâíÿíü (C.1),

(C.6) çàäîâîëüíÿþòü îöiíêó: ∀R > 0 ∃ Ku,R ∈ ∩
p≥1

Lp(Ω,P) òàêà, ùî
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∀ ‖x0‖`2(a) ≤ R

sup
|ε|≤ε0

sup
t∈[0,T ]

‖ξ
ε
t (x

0, u)− ξ0
t (x

0)

ε
−Duξ

0
t (x

0)‖`2(aκ+2) ≤ ε0Ku,R(ω). (C.12)

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ ∆∅(t) =
ξεt (x

0, u)− ξ0
t (x

0)

ε
− Duξ

0
t (x

0).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ (C.4), âëàñòèâîñòi ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó

Duξ
0
t (x

0) ðiâíÿííÿ (C.6), òîòîæíiñòü

f(y)− f(x) = f ′(y − x) +

∫ 1

0

[f ′(x+ λ(y − x))− f ′(x)](y − x)dλ,

ç ζλ = ξ0+λ(ξε−ξ0) òà ìîíîòîííiñòü âiäîáðàæåííÿ F : F ′(z) ≥ 0, z ∈ R1,

îòðèìà¹ìî

d

dt
‖∆∅‖2

`2(aκ+2) = −2 〈∆∅, B∆∅ 〉`2(aκ+2)−

− 2 〈∆∅, F (ξε)− F (ξ0) + ut − ut − F ′Duξ
0
t 〉`2(aκ+2) ≤

≤ (2‖B‖+ 1)‖∆∅‖2
`2(aκ+2) − 2

∫ 1

0

∥∥∥[F ′(ζλ)− F ′(ξ0)]
ξε − ξ0

ε

∥∥∥2

`2(aκ+2)
dλ ≤

≤ K‖∆∅‖2
`2(aκ+2)

+ 2

1∫
0

K ′(1 + ‖ξ0‖`2(a) + ‖ζλ‖`2(a))
2κ‖ξ0 − ζλ‖2

`2(a) ‖
ξε − ξ0

ε
‖2
`2(a) dλ ≤

≤ K‖∆∅‖2 + ε2K ′′u(‖x0‖2
`2(a)). (C.13)

Âèùå áóëè âèêîðèñòàíi îöiíêè (C.11), (3.10), (3.11) i âëàñòèâîñòi ïðîöåñiâ

ξ0 òà ξε, ùî áóëè îòðèìàíi ó ëåìi C.1. Îñêiëüêè ∆∅(0) = 0, à òàêîæ âðà-

õîâóþ÷è îöiíêè (C.13), ìà¹ìî (C.12) ïðè x0 ∈ `2(κ+1)2(a). Çàñòîñóâàííÿ

(C.2) i (C.8) äîçâîëÿ¹ çàìêíóòè öþ îöiíêó äî x0 ∈ `2(a) äëÿ P-ìàéæå

âñiõ ω ∈ Ω.
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C.4 Âëàñòèâiñòü ξ0
t ∈ Dloc

Çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè äëÿ ïðîöåñó ξ0
t âëàñòèâiñòü 4 â îçíà÷åííi 4.1.

Ëåìà C.4. Äëÿ x0 ∈ `2(a) i u ∈ Jcyl êîîðäèíàòè ïðîöåñó ξ0 ¹ ñòîõàñòè÷íî

äèôåðåíöiéîâàíèìè ξ0
k(t, x

0) ∈ Dloc(Ω) äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ], k ∈ Zd.

Äîâåäåííÿ. Ç îöiíêè (C.12) âèïëèâà¹: ∀x0 ∈ `2(a), u ∈ Jcyl, k ∈ Zd

lim
|ε|→0

E sup
t∈[0,T ]

|ξ
ε
k(t, x

0, u)− ξ0
k(t, x

0)

ε
−Duξ

0
k(t, x

0)|p = 0, ∀ p ≥ 1. (C.14)

Ç íåðiâíîñòåé (C.3) i (C.7) âèïëèâà¹, ùî ïðîöåñ Duξ
0
k(t, x

0) ¹ ïîõiäíîþ

ïðîöåñó ξ0
k(t, x

0) â ñåíñi îçíà÷åííÿ 4.1. Ç ïðåäñòàâëåííÿ (C.9) âèïëèâà¹

âëàñòèâiñòü (4.3) â îçíà÷åííi ñòîõàñòè÷íî¨ äèôåðåíöiéîâàíîñòi: ∀u ∈ Jcyl

Duξ
0
k(t, x

0) =

∫ t

0

∑
j∈Zd

[Uω
x0(t, s)]kjus,jds =

∑
j∈Λu

〈Djξ
0
k(t, x

0),

∫ ·

0

us,jds 〉H

ç Ft-àäàïòîâíèì ïðîöåñîì Djξ
0
k(t, x

0) =
∫ ·

0 χs≤t[U
ω
x0(t, s)]kjds ∈ H. Ç îöií-

êè (C.7)äëÿ P-ìàéæå âñiõ ω ∈ Ω ìà¹ìî:

∀u ∈ Jcyl |Duξ
0
k(t, x

0)|2 ≤ 1

ak
eMt

∫ t

0

‖us‖2
`2(a)ds,

òîìó ∫ t

0

‖ [Uω
x0(t, s)]k·‖2

`2(a−1)ds ≤
1

ak
eMt.

Îòæå

‖Djξ
0
k(t, x

0)‖2
H =

∫ t

0

| [Uω
x0(t, s)]k,j|2ds ≤

aj
ak
eMt

i Djξ
0
k(t, x

0) ∈ ∩
p≥1

Lp(Ω,P,H).

C.5 Äîïîìiæíi ëåìè

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.4 íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè ñòîõàñòè÷íi âàðiàöi¨

IDβξk,τ òà äîâåñòè ¨õ ðåãóëÿðíiñòü â ñåíñi ïðîñòîðiâ Âiíåðà. Â äàíîìó
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ïàðàãðàôi îòðèìàíî îñíîâíèé iíñòðóìåíò, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðè

âèâ÷åííi ñòîõàñòè÷íèõ âàðiàöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (4.17). Âií

¹ àíàëîãîì ëåìè 3.11.

Ëåìà C.5. Íåõàé âåêòîðè {cγ,σ}γ⊆τ,σ⊆β çàäîâîëüíÿþòü i¹ðàðõiþ (4.19)

i ôóíêöiÿ Q òàêà, ùî ∃ K > 0

∀x, y ∈ R1 : |Q(x)−Q(y)| ≤ K|x− y|(1 + |x|+ |y|)κ.

Íåõàé dk = a
−κ+1

2 m1

k . Òîäi

∃ C ∀x, y ∈ `2(a) ‖Q(y)‖L(`mτ (dcτ,β),`mτ (cτ,β)) ≤ C(1 + ‖y‖`2(a))
κ+1, (C.15)

‖ [Q(y)−Q(x)]u‖`mτ (cτ,β) ≤ C‖y−x‖`2(a)(1+‖y‖`2(a)+‖x‖`2(a))
κ‖u‖`mτ (dcτ,β),

(C.16)

äå äiàãîíàëüíå âiäîáðàæåííÿ Q çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ [Q(y)u]k = Q(yk)uk

i mτ = m1/|τ | ≥ 1.

Íåõàé τ = γ1∪· · ·∪γ`, β = σ0∪· · ·∪σ` ñ |σ0| ≥ 2−` è |γi| ≥ 1, |σi| ≥ 0

äëÿ i = 1, . . . , `, ` ≥ 1. Òîäi ∃ K ∀n = 1, . . . , `

‖δσ0[Q(y0)yγ1,σ1
. . . yγn,σn−Q(x0)xγ1,σ1

. . . xγn,σn]uγn+1,σn+1
. . . uγ`,σ`‖`mτ (cτ,β) ≤

≤ K(1+‖y0‖`2(a)+‖x0‖`2(a))
κ+1

n∏
j=1

(1+‖yγj ,σj‖`mγj (cγj,σj )
+‖xγj ,σj‖`mγj (cγj,σj )

)×

×
{
‖y0 − x0‖`2(a) +

n∑
j=1

‖yγj ,σj − xγj ,σj‖`mγj (cγj,σj )

} ∏̀
j=n+1

‖uγj ,σj‖`mγj (cγj,σj )
,

(C.17)

äå δσ0

k =
∏

j∈σ0
δjk � äîáóòîê ñèìâîëiâ Êðîíåêåðà i êîîðäèíàòè âåêòîðà

çàäàþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

[δσ0Q(y0)yγ1,σ1
. . . yγn,σnuγn+1,σn+1

. . . uγ`,σ`]k =

= δσ0

k Q(y0
k)yk;γ1,σ1

. . . yk;γn,σnuk;γn+1,σn+1
. . . uk;γ`,σ`.
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Äîâåäåííÿ. Íåðiâíîñòi (C.15) i (C.16) âèïëèâàþòü ç îöiíêè

‖ [Q(y)−Q(x)]u‖m`m(c) ≤ Km
∑
k∈Zd

ck|(yk − xk)(1 + |yk|+ |xk|)κuk|m ≤

≤ Km(
∑
k∈Zd

ck

a
κ+1

2 m

k

|uk|m) ‖y − x‖m`2(a)(1 + ‖y‖`2(a) + ‖x‖`2(a))
mκ.

Ùîá äîâåñòè (C.17), çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî

‖δσ0Q(y0)yγ1,σ1
. . . yγ`,σ` − δσ0Q(x0)xγ1,σ1

. . . xγ`,σ`‖`mτ (cτ,β) ≤

≤ ‖δσ0[Q(y0)−Q(x0)]yγ1,σ1
. . . yγ`,σ`‖`mτ (cτ,β)+ (C.18)

+
∑̀
j=1

‖δσ0Q(x0)xγ1,σ1
. . . xγj−1,σj−1

(yγj ,σj − xγj ,σj)yγj+1,σj+1
. . . yγ`,σ`‖`mτ (cτ,β).

(C.19)

Âèêîðèñòîâóþ÷è i¹ðàðõiþ (4.19), îöiíþ¹ìî (C.18):

(C.18)mτ = ‖δσ0[Q(y0)−Q(x0)]yγ1,σ1
. . . yγ`,σ`‖

mτ

`mτ (cτ,β) ≤

≤ Kmτ

∑
k∈Zd

δσ0

k ck;τ,β|(y0
k − x0

k)(1 + |y0
k|+ |x0

k|)κyk;γ1,σ1
. . . yk;γ`,σ`|mτ ≤

≤ Kmτ‖y0 − x0‖mτ

`2(a)(1 + ‖y0‖`2(a) + ‖x0‖`2(a))
κmτ×

×
∑
k∈Zd

δσ0

k ck;τ,βa
−κ+1

2 mτ

k

∏̀
j=1

(|yk;γj ,σj |
mγj )|γj |/|τ | ≤

≤ KmτK1/|τ |
c ‖y0 − x0‖mτ

`2(a)(1 + ‖y0‖`2(a) + ‖x0‖`2(a))
κmτ×

×
∑
k∈Zd

∏̀
j=1

(ck;γj ,σj |yk;γj ,σj |
mγj )|γj |/|τ | ≤

≤ KmτK1/|τ |
c ‖y0 − x0‖mτ

`2(a)(1 + ‖y0‖`2(a) + ‖x0‖`2(a))
κmτ

∏̀
j=1

‖yγj ,σj‖
mτ

`mγj (cγj,σj )
.

(C.20)

Àíàëîãi÷íî îòðèìà¹ìî

(C.19)mτ = ‖δσ0Q(x0)xγ1,σ1
. . . xγj−1,σj−1

(yγj ,σj − xγj ,σj)yγj+1,σj+1
. . . yγ`,σ`‖

mτ

`mτ (cτ,β) ≤
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≤ Kmτ (1 + |Q(0)|)mτK1/|τ |
c (1 + ‖x0‖`2(a))

(κ+1)mτ‖yγj ,σj − xγj ,σj‖
mτ

`mγj (cγj,σj )
×

× (

j−1∏
i=1

‖xγi,σi‖
mτ

`mγi (cγi,σi)
)(
∏̀
i=j+1

‖yγi,σi‖
mτ

`mγi (cγi,σi)
). (C.21)

Îöiíêà (C.17) âèïëèâà¹ ç (C.20) òà (C.21), äå yγj ,σj = xγj ,σj = uγj ,σj äëÿ

j = n+ 1, . . . , `.

C.6 Ïîáóäîâà ñòîõàñòè÷íèõ âàðiàöié

Â íàñòóïíié ëåìi ïåðåâiðÿ¹òüñÿ âèìîãà 1 îçíà÷åííÿ 4.1 äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ

âàðiàöié âèõiäíîãî ïðîöåñó.

Ëåìà C.6. Íåõàé âåêòîðè {cτ,β} ⊂ P çàäîâîëüíÿþòü i¹ðàðõiþ (4.19).

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ x0 ∈ `2(a) i u ∈ Jcyl ∀ ε ∈ R1, ∀ β, |β| ≥ 0, iñíó¹

¹äèíèé ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê IDβξετ(t, x
0, u) çàäà÷i

IDβξεk,τ(t) = x̃k;τ,β −
∫ t

0

{(F ′(ξε∅) +B)IDβξετ}kds−
∫ t

0

ϕεk;τ,β(s)ds (C.22)

â øêàëi ïðîñòîðiâ {`mγ
(cγ,σ)}γ⊆τ,σ⊆β, mγ = m1/|γ|. Âèõiäíi äàíi x̃τ,β ≡

0, |β| ≥ 1, x̃τ,∅ = x̃τ áóëè îçíà÷åíi â (3.18), à çáóðåíèé ïðîöåñ ξε∅
df
=

ξε(t, x0, u) � â (C.1). Íåîäíîðiäíà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (C.22) ìà¹ âèãëÿä:

ϕεk;τ,β(t) =
∑

γ1∪···∪γ`=τ
|γi|≥1, `≥1

∑
σ0∪···∪σ`=β
|σ0|≥2−`, |σi|≥0

t|σ0|δσ0

k F
(`+|σ0|)(ξεk,∅)IDσ1ξεk,γ1

. . . IDσ`ξεk,γ`.

(C.23)

Çîêðåìà, ïðè ε = 0 ïðîöåñ IDβξετ(t, x
0, u)|ε=0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì IDβξτ(t, x

0)

çàäà÷i (4.17), i âèêîíàíî íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ

IDβξετ(t, x
0, u, ω) = IDβξτ(t, x

0, ω· + ε

∫ ·

0

usds). (C.24)



367

Êðiì òîãî, ∀R > 0 iñíóþòü KR ∈ ∩p≥1 L
p(Ω,P) i äåÿêèé ïîëiíîì P òàêi,

ùî ÷òî äëÿ äîâiëüíèõ x0, y0 ∈ `2(a), u1, u2 ∈ Jcyl ìàþòü ìiñöå îöiíêè:

sup
|ε|≤ε0

sup
t∈[0,T ]

‖IDβξετ(t, x
0, u)‖`mτ (cτ,β) ≤ KR(ω)P (ε0

∫ T

0

‖us‖2
`2(a)ds), (C.25)

sup
|ε|≤ε0

sup
t∈[0,T ]

‖IDβξετ(x
0, u1)− IDβξετ(y

0, u2)‖
`mτ (a

κ+1
2 m1cτ,β)

≤

≤ KR(ω)(‖x0 − y0‖2
`2(a)+

+ ε2
0

∫ T

0

‖u1
s − u2

s‖2
`2(a)ds)

1/2P (ε0

∫ T

0

‖u1
s‖2
`2(a) + ‖u2

s‖2
`2(a)ds), (C.26)

ðiâíîìiðíî ïî max(‖x0‖`2(a), ‖y0‖`2(a), ‖x̃γ,∅‖`mγ (cγ,∅), γ ⊆ τ) ≤ R.

Äîâåäåííÿ. Ñèëüíà ðîçâ'ÿçíiñòü ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ (C.22) ïðè ïî÷àòêî-

âié óìîâi x̃τ,β ∈ ∩
p≥1,c∈P

`p(c) ìîæå áóòè ëåãêî îòðèìàíà ÿê íàñëiäîê òåîði¨

Êàòî (§ 3.3) àíàëîãi÷íî äî òåîðåìè 3.12. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè,

ùî íåîäíîðiäíà ÷àñòèíà

ϕετ,β ∈ C([0, T ], `mτ
(cτ,β)) ∩ L∞([0, T ], `mτ

(dcτ,β)) äëÿ dk = a
−κ+1

2 m1

k .

Öå òâåðäæåííÿ äîâîäèòüñÿ ïî iíäóêöi¨ iç çàñòîñóâàííÿì ïîòðàåêòîðíî¨

íåïåðåðâíîñòi ïðîöåñó ξε(t, x0, u) (ëåìà C.1) i ëåìè C.5 çàìiñòü ëåìè 3.11.

ßê íàñëiäîê, äëÿ P-ì.â. ω ∈ Ω ðîçâ'ÿçîê IDβξετ ñèñòåìè (C.22) çàäîâîëü-

íÿ¹

IDβξετ ∈ C([0, T ], `mτ
(cτ,β)) ∩ L∞([0, T ], `mτ

(dcτ,β)), (C.27)

iìà¹ ñèëüíó `mτ
(cτ,β)-ïîõiäíó

d

dt
IDβξετ(t, x

0) ì.â. íà [0, T ] i äîïóñêà¹ ïðåä-

ñòàâëåííÿ (3.76):

IDβξτ(t, x
0) = −

∫ t

0

Uω
x0(t, s)ϕτ,β(s)ds (C.28)

â òåðìiíàõ Ft-àäàïòîâàíî¨ åâîëþöiéíîãî ñiì'¨ îïåðàòîðiâ Uω
x0(t, s), 0 ≤
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s ≤ t, ïîðîäæåíî¨ F ′(ξ0(t, x0, ω)) +B. Êðiì òîãî, ìà¹ ìiñöå îöiíêà

sup
t∈[0,T ]

‖Uω
x0(t, s)‖L(`p(c)) ≤ exp(T‖B‖L(`p(c))). (C.29)

Îöiíêà (C.25) äîâîäèòüñÿ ìåòîäîì iíäóêöi¨. Âðàõîâóþ÷è, ùî F ′ ≥ 0, i

íåðiâíiñòü (3.42) ìà¹ìî:

d

dt
‖IDβξετ(t)‖

mτ

`mτ (cτ,β) = mτ 〈
d

dt
IDβξετ , (ID

βξετ)
# 〉`mτ (cτ,β) ≤

≤ (mτ‖B‖+mτ − 1)‖IDβξετ(t)‖
mτ

`mτ (cτ,β) + ‖ϕετ,β‖
mτ

`mτ (cτ,β). (C.30)

Ç ïðåäñòàâëåííÿ (C.23) äëÿ ϕετ,β âèïëèâà¹:

‖ϕετ,β‖`mτ (cτ,β) ≤
∑
{γ,σ}

t|σ0|‖δσ0F (`+|σ0|)(ξε∅)IDσ1ξεγ1
. . . IDσ`ξεγ`‖`mτ (cτ,β) ≤

≤ K
∑
{γ,σ}

t|σ0|(1 + ‖ξε∅‖`2(a))
κ+1
∏̀
j=1

(1 + ‖IDσjξεγj‖`mγj (cγj,σj )
), (C.31)

äå áóëà âèêîðèñòàíà ëåìà C.5, íåðiâíiñòü (C.17). Iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ

i âëàñòèâiñòü (C.3) ïðîöåñó ξεt , çàñòîñîâàíi äî (C.30) òà (C.31), äàþòü

íåîáõiäíó îöiíêó (C.25). Òàêîæ áóëî âèêîðèñòàíî, ùî IDβξετ(0) = x̃τ,β

(C.22), i äëÿ áàçè iíäóêöi¨ ϕε{j},∅ ≡ 0.

Äëÿ òîãî, ùîá îöiíèòè (C.26) ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ ξ1
τ = ξετ(x

0, u1), ξ2
τ =

ξετ(y
0, u2). Àíàëîãi÷íî (C.30) äëÿ x0, y0 ∈ `2(a) i u1, u2 ∈ Jcyl ìà¹ìî:

d

dt
‖IDβξ1

τ − IDβξ2
τ‖

mτ

`mτ (d−1cτ,β) ≤ mτ‖B‖L(`mτ (d−1cτ,β))‖IDβξ1
τ − IDβξ2

τ‖
mτ

`mτ (d−1cτ,β)−

−mτ 〈 (IDβξ1
τ − IDβξ2

τ )
#, F ′(ξ1

∅)IDβξ1
τ − F ′(ξ2

∅)IDβξ2
τ 〉`mτ (d−1cτ,β)−

−mτ 〈 (IDβξ1
τ − IDβξ2

τ )
#, ϕετ,β(x0, u1)− ϕετ,β(y0, u2) 〉`mτ (d−1cτ,β) ≤

≤ (mτ‖B‖+ 2(mτ − 1))‖IDβξ1
τ − IDβξ2

τ‖
mτ

`mτ (d−1cτ,β)+

+ ‖{F ′(ξ1
∅)− F ′(ξ2

∅)}IDβξ1
τ‖mτ + ‖ϕετ,β(x0, u1)− ϕετ,β(y0, u2)‖mτ , (C.32)
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äå áóëî äîäàíî òà âiäíÿòî ÷ëåí F ′(ξ2
∅)IDβξ1

τ i âèêîðèñòàíî âëàñòèâiñòü

F ′ ≥ 0 òà íåðiâíiñòü (3.42).

Ïåðøèé ÷ëåí â (C.32) îöiíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ëåìè C.5, îöiíêà (C.16):

‖{F ′(ξ1
∅)− F ′(ξ2

∅)}IDβξ1
τ‖`mτ (d−1cτ,β) ≤ K‖ξ1

∅ − ξ2
∅‖`2(a)×

× (1 + ‖ξ1
∅‖`2(a) + ‖ξ2

∅‖`2(a))
κ‖IDβξ1

τ‖`mτ (cτ,β). (C.33)

ëåìà C.32, (C.17) äà¹ ìîæëèâiñòü îöiíèòè äðóãèé ÷ëåí â (C.32):

‖ϕετ,β(x0, u1)− ϕετ,β(y0, u2)‖`mτ (d−1cτ,β) ≤
∑

γ1∪···∪γ`=τ
|γi|≥1, `≥1

∑
σ0∪···∪σ`=β
|σ0|≥2−`, |σi|≥0

t|σ0|×

× ‖δσ0F (`+|σ0|)(ξ1
∅)IDσ1ξ1

γ1
. . . IDσ`ξ1

γ`
− δσ0F (`+|σ0|)(ξ2

∅)IDσ1ξ2
γ1
. . . IDσ`ξ2

γ`
‖ ≤

≤ K
∑
γ,σ

{‖ξ1
∅ − ξ2

∅‖`2(a) +
∑̀
j=1

‖IDσjξ1
γj
− IDσjξ2

γj
‖`mγj (cγj,σj )

}×

× (1 + ‖ξ1
∅‖`2(a) + ‖ξ2

∅‖`2(a))
κ ·
∏̀
j=1

(1 + ‖IDσjξ1
γj
‖`mγj (cγj,σj )

+ ‖IDσjξ2
γj
‖`mγj (cγj,σj )

),

(C.34)

äå òàêîæ áóëî âèêîðèñòàíî íåðiâíiñòü ìiæ íîðìàìè ‖·‖`mτ (d−1cτ,β) ≤ ‖·‖`mτ (cτ,β).

Ïiäñòàâëÿþ÷è (C.33) i (C.34) â (C.32), âèêîðèñòîâóþ÷è iíäóêòèâíå

ïðèïóùåííÿ i âëàñòèâîñòi (C.25), (C.2), (C.3), à òàêîæ òîòîæíiñòü (IDβξ1
τ−

IDβξ2
τ )|t=0 = 0, îòðèìà¹ìî îöiíêó (C.26).

Íàðåøòi âëàñòèâiñòü (C.24) ¹ íàñëiäêîì ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (C.22)

i çâ'ÿçêó ìiæ ξε(t, x0, u) òà ξ0(t, x0).

C.7 Iñíóâàííÿ òà âëàñòèâîñòi ïîõiäíî¨ ñòîõàñòè÷íèõ âàðiàöié

Â íàñòóïíié ëåìi ïåðåâiðÿ¹òüñÿ âèìîãà 1 îçíà÷åííÿ 4.1 ñòîõàñòè÷íî¨ âàði-

àöi¨ äëÿ ïðîöåñó ξτ , òîáòî áóäó¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íà ïîõiäíà ïðîöåñó ID
βξτ(t, x

0)
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ïî ëîêàëüíîìó íàïðÿìêó u ∈ Jcyl.

Ëåìà C.7. Íåõàé x0 ∈ `2(a), âåêòîðè {cτ,β} ⊂ P çàäîâîëüíÿþòü i¹ðàð-

õiþ (4.19) i IDβξτ ïîçíà÷à¹ ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (C.22) â ïðîñòîði

`mτ
(cτ,β) ïðè ε = 0. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî u ∈ Jcyl i áóäü-ÿêîãî β, |β| ≥ 0,

iñíó¹ ¹äèíèé ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê DuID
βξτ(t, x

0) ðiâíÿííÿ

DuID
βξk,τ(t) = −

∫ t

0

[(F ′(ξ0
k) +B)DuID

βξτ ]k −
∫ t

0

ψuk;τ,β(s)ds (C.35)

â øêàëi ïðîñòîðiâ `mτ
(a

κ+2
2 m1cτ,β). Âèùå

ψuk;τ,β = F ′′(ξ0
k)Duξ

0
kID

βξk,τ+

+
∑
{γ,σ}

t|σ0|δσ0

k F
(`+|σ0|+1)(ξ0

k)Duξ
0
k ID

σ1ξk,γ1
. . . IDσ`ξk,γ`+ (C.36)

+
∑
{γ,σ}

∑̀
j=1

t|σ0|δσ0F (`+|σ0|)(ξ0
k)ID

σ1ξk,γ1
. . . (DuID

σjξk,γj) . . . ID
σ`ξk,γ`,

à ñóìóâàííÿ
∑
{γ,σ}

âèçíà÷åíî â (C.23).

Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî R > 0 ∃ KR ∈ ∩
p≥1

Lp(Ω,P), òàêà, ùî ìà¹

ìiñöå íàñòóïíà ïîòðàåêòîðíà îöiíêà

sup
t∈[0,T ]

‖DuID
βξτ(t, x

0)‖
`mτ (a

κ+2
2 m1cτ,β)

≤ KR(ω)(

∫ T

0

‖us‖2
`2(a)ds)

1/2 (C.37)

ðiâíîìiðíî ïî max(‖x0‖`2(a), ‖x̃γ,∅‖`mγ (cγ,∅), γ ⊆ τ) ≤ R.

Äîâåäåííÿ. Ñèëüíà ðîçâ'ÿçíiñòü ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ (C.35) âèïëèâà¹ ç òå-

îði¨ Êàòî àíàëîãi÷íî § 3.3. Ïîäiáíî äî ëåìè C.6 òà òåîðåìè 3.12, äîñòàòíüî

äîâåñòè, ùî íåîäíîðiäíà ÷àñòèíà

ψuτ,β ∈ C([0, T ], `mτ
(a

κ+2
2 m1cτ,β)) ∩ L∞([0, T ], `mτ

(am1/2cτ,β)). (C.38)

ßê íàñëiäîê áóäåìî ìàòè iñíóâàííÿ ¹äèíîãî Ft -àäàïòîâàíîãî ñèëüíî-

ãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (C.35) â ïðîñòîði `mτ
(a

κ+2
2 m1cτ,β), ÿêèé P-ìàéæå
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âñþäè çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü

DuID
βξτ ∈ C([0, T ], `mτ

(a
κ+2

2 m1cτ,β)) ∩ L∞([0, T ], `mτ
(am1/2cτ,β)), (C.39)

ìà¹ ñèëüíó `mτ
(a

κ+2
2 m1cτ,β)-ïîõiäíó

d

dt
DuID

βξτ ìàéæå âñþäè íà [0, T ] i ìà¹

ïðåäñòàâëåííÿ âèãëÿäó (3.76):

DuID
βξτ(t, x

0, ω) = −
∫ t

0

Uω
x0(t, s)ψuτ,β(s, x0)ds (C.40)

â òåðìiíàõ Ft -àäàïòîâàíî¨ åâîëþöiéíî¨ ñiì'¨ Uω
x0(t, s), 0 ≤ s ≤ t, ïîðî-

äæåíî¨ îïåðàòîðîì F ′(ξ0(t, x0, ω)) +B.

Âëàñòèâiñòü ψuτ,β ∈ L∞ (C.38) äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî òåîðåìi 3.12 ìå-

òîäîì iíäóêöi¨ ç âèêîðèñòàííÿì íåðiâíîñòi

∀ k ∈ Zd |Duξ
0
k(t, x

0)| ≤ 1
√
ak
‖Duξ

0(t, x0)‖`2(a) (C.41)

òà ïîòðàåêòîðíî¨ íåïåðåðâíîñòi ïðîöåñó Duξ
0 (ëåìà C.2). Äiéñíî, äëÿ

ïåðøîãî ÷ëåíó â (C.36) ìà¹ìî:

sup
t∈[0,T ]

‖F ′′(ξ0)Duξ
0IDβξτ‖`mτ (am1/2cτ,β) ≤

≤ sup
t∈[0,T ]

‖Duξ
0‖`2(a)‖F ′′(ξ0)IDβξτ‖`mτ (cτ,β) ≤

≤ K sup
t∈[0,T ]

‖Duξ
0(t)‖`2(a)(1 + ‖ξ0(t)‖`2(a))

κ+1‖IDβξτ(t)‖`mτ (dcτ,β) <∞,

(C.42)

äå áóëî âèêîðèñòàíî íåðiâíiñòü (C.41), ëåìó C.5, (C.15), âëàñòèâiñòü (C.27)

ç dk = a
−κ+1

2 m1

k , à òàêîæ ïîòðàåêòîðíó íåïåðåðâíiñòü ïðîöåñiâ ξ0, Duξ
0.

Âëàñòèâiñòü ψuτ,β ∈ C (C.38) âèïëèâà¹ ç (C.42) òà àíàëîãi÷íî¨ îöiíêè

íà äðóãèé òà òðåòié ÷ëåíè â (C.36), äå òàêîæ çàñòîñîâóþòüñÿ ëåìà C.5,

(C.17) òà iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ (C.40) íà DuID
σξγ, σ ⊆ β, γ ⊆ τ .

Ìîäèôiêàöiÿ îöiíêè (C.42) ç âèêîðèñòàííÿì íåðiâíîñòi

∀ k ∈ Zd |Duξ
0
k(t)−Duξ

0
k(s)| ≤

1
√
ak
‖Duξ

0(t)−Duξ
0(s)‖`2(a)
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òà ïîòðàåêòîðíî¨ íåïåðåðâíîñòi ïðîöåñóDuξ
0 (ëåìà C.2) äàþòü íåïåðåðâ-

íiñòü ψuτ,β (C.38) i çàâåðøóþòü äîâåäåííÿ ïî iíäóêöi¨ âëàñòèâîñòi (C.38),

îñêiëüêè äëÿ áàçè iíäóêöi¨ ψu{j},∅ ≡ 0.

Îöiíêà (C.37) äîâîäèòüñÿ ìåòîäîì iíäóêöi¨ ïî ïîðÿäêó äèôåðåíöiþâàí-

íÿ β :

d

dt
‖DuID

βξτ‖mτ

`mτ (a
κ+2

2 m1cτ,β)
= mτ 〈

d

dt
DuID

βξτ , (DuID
βξτ)

#〉 ≤

≤ (mτ‖B‖+K|τ |,|β|)‖DuID
βξτ‖mτ

`mτ (a
κ+2

2 m1cτ,β)
+

+ ‖F ′′(ξ0)Duξ
0 IDβξτ‖mτ

`mτ (a
κ+2

2 m1cτ,β)
+ (C.43)

+
∑
{γ,σ}

t|σ0|mτ‖δσ0F (`+|σ0|+1)(ξ0)Duξ
0IDσ1ξγ1

. . . IDσ`ξγ`‖
mτ

`mτ (a
κ+2

2 m1cτ,β)
+

(C.44)

+
∑
{γ,σ}

∑̀
j=1

t|σ0|mτ‖δσ0F (`+|σ0|)(ξ0)IDσ1ξγ1
. . . (DuID

σjξγj) . . . ID
σ`ξγ`‖

mτ

`mτ (a
κ+2

2 m1cτ,β)
,

(C.45)

äå áóëî âèêîðèñòàíî ìîíîòîííiñòü F òà íåðiâíiñòü (3.42).

Äëÿ òîãî, ùîá îöiíèòè âèðàç (C.43) çàóâàæèìî, ùî ç âëàñòèâîñòi (C.7)

âèïëèâà¹:

∀ k ∈ Zd sup
t∈[0,T ]

|Duξ
0
k(t, x

0)| ≤ 1
√
ak
eMT/2(

∫ T

0

‖us‖2
`2(a)ds)

1/2. (C.46)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (C.46), ëåìó C.5 (C.15) òà (C.3), (C.25) ïðè ε0 = 0,

îòðèìà¹ìî

sup
t∈[0,T ]

‖F ′′(ξ0(t))Duξ
0(t)IDβξτ(t)‖`mτ (a

κ+2
2 m1cτ,β)

≤

≤ eMT/2(

∫ T

0

‖us‖2
`2(a)ds)

1/2‖F ′′(ξ0)IDβξτ‖`mτ (a
κ+1

2 m1cτ,β)
≤

≤ KeMT/2(

∫ T

0

‖us‖2
`2(a)ds)

1/2(1 + ‖ξ0‖`2(a))
κ+1‖IDβξτ‖`mτ (cτ,β) ≤
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≤ KR(ω)(

∫ T

0

‖us‖2
`2(a)ds)

1/2.

Âèðàçè (C.44), (C.45) îöiíþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ (C.46), ëåìè C.5, (C.17),

iíäóêòèâíîãî ïðèïóùåííÿ (C.37) òà (C.3), (C.25) ïðè ε0 = 0.

Îñòàòî÷íî, îöiíêè (C.43)�(C.45) ìàþòü âèãëÿä

d

dt
‖DuID

βξτ‖mτ ≤ K ′‖DuID
βξτ‖mτ +KR(ω)(

∫ T

0

‖us‖2
`2(a)ds)

mτ/2,

ùî, â ñèëó, DuID
βξτ |t=0 = 0, ïðèâîäÿòü äî (C.37). Áàçà iíäóêöi¨ îòðèìó-

¹òüñÿ ç âðàõóâàííÿì òîãî, ùî ψu{j},∅ ≡ 0.

Â íàñòóïíié ëåìi ïåðåâiðÿ¹òüñÿ âëàñòèâiñòü 2 îçíà÷åííÿ 4.1 ñòîõàñòè-

÷íî¨ ïîõiäíî¨, òîáòî ïîêàçó¹òüñÿ, ùî ïðîöåñ DuID
βξτ , ïîáóäîâàíèé ó ëå-

ìi C.7, ¹ ñòîõàñòè÷íîþ ïîõiäíîþ ïî íàïðÿìêó u âiä IDβξτ .

Ëåìà C.8. Íåõàé âåêòîðè {cτ,β} ⊂ P çàäîâîëüíÿþòü i¹ðàðõiþ (4.19).

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî u ∈ Jcyl ðîçâ'ÿçêè IDβξετ , DuID
βξτ ðiâíÿíü (C.22),

(C.35) çàäîâîëüíÿþòü îöiíöi: ∀R > 0 ∃ Ku,R ∈ ∩
p≥1

Lp(Ω,P) :

sup
|ε|≤ε0

sup
t∈[0,T ]

‖ID
βξετ − IDβξτ

ε
−DuID

βξτ‖`mτ (a
2κ+3

2 m1cτ,β)
≤ ε0Ku,R(ω) (C.47)

ðiâíîìiðíî ïî max(‖x0‖`2(a), ‖x̃γ,∅‖`mγ (cγ,∅), γ ⊆ τ) ≤ R.

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ ξ∅ = ξ0(t, x0), ξε∅ = ξε(t, x0, u) i

∆τ,β(t) =
IDβξετ − IDβξτ

ε
−DuID

βξτ .

Ìà¹ìî:

d

dt
‖∆τ,β(t)‖mτ

`mτ (a
2κ+3

2 m1cτ,β)
= mτ 〈

d

dt
∆τ,β,∆

#
τ,β 〉`mτ (a

2κ+3
2 m1cτ,β)

≤

≤ mτ‖B‖ · ‖∆τ,β‖mτ

`mτ (a
2κ+3

2 m1cτ,β)
−mτ 〈Υ,∆#

τ,β 〉`mτ (a
2κ+3

2 m1cτ,β)
, (C.48)
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äå

Υ =
1

ε
F ′(ξ·∅)IDβξ·τ

ε

0

− F ′(ξ∅)DuID
βξτ − F ′′(ξ∅)Duξ∅ID

βξτ+

+
∑
γ,σ

t|σ0|δσ0{1
ε
F (`+|σ0|)(ξ·∅)IDσ1ζ ·γ1

. . . IDσ`ζ ·γ`

ε

0

−

− F (`+|σ0|+1)(ξ∅)Duξ∅ID
σ1ξγ1

. . . IDσ`ξγ`−

−
∑̀
j=1

F (`+|σ0|)(ξ∅)IDσ1ξγ1
. . . (DuID

σjξγj) . . . ID
σ`ξγ`}

i ñóìóâàííÿ
∑

γ,σ ââåäåíî â (C.23). Çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó

f(y0, . . . , y`)− f(x0, . . . , x`) =
∑̀
j=0

∂jf(~x)(yi − xi)+

+
∑̀
j=0

∫ 1

0

[∂if(~x+ λ(~y − ~x))− ∂jf(~x)](yi − xi)dλ

i ïîçíà÷åííÿ ζλτ = ξτ + λ(ξετ − ξτ) ç âiäïîâiäíèì çìiñòîì ïîõiäíèõ IDβζλτ .

Çàïèøåìî âèðàç Υ ó âèãëÿäi:

Υ = F ′(ξ∅)∆τ,β + F ′′(ξ∅)∆∅,∅ID
βξτ+ (C.49)

+

∫ 1

0

F ′′(ζ ·∅)IDβζ ·τ

λ

0

ξε∅ − ξ∅
ε

dλ+

∫ 1

0

F ′(ζ ·∅)
λ

0

IDβξετ − IDβξτ
ε

dλ+

(C.50)

+
∑
γ,σ

t|σ0|δσ0F (`+|σ0|+1)(ξ∅)∆∅,∅ID
σ1ξγ1

. . . IDσ`ξγ`+ (C.51)

+
∑
γ,σ

∑̀
j=1

F (`+|σ0|)(ξ∅)IDσ1ξγ1
. . . (∆γj ,σj) . . . ID

σ`ξγ`+ (C.52)

+
∑
γ,σ

∫ 1

0

F (`+|σ0|+1)(ζ ·∅)IDσ1ζ ·γ1
. . . IDσ`ζ ·γ`

λ

0

ξε∅ − ξ∅
ε

dλ+ (C.53)
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+
∑
γ,σ

∑̀
j=1

∫ 1

0

F (`+|σ0|)(ζ ·∅)IDσ1ζ ·γ1
. . . (

IDσjξεγj − ID
σjξγj

ε
) . . . IDσ`ζ ·γ`

λ

0

dλ.

(C.54)

Çàñòîñîâóþ÷è ìîíîòîííiñòü âiäîáðàæåííÿ F : F ′ ≥ 0, îòðèìà¹ìî îöiíêó

íà (C.48):

d

dt
‖∆τ,β(t)‖mτ

`mτ (a
2κ+3

2 m1cτ,β)
≤
(
mτ‖B‖+ const

)
‖∆τ,β(t)‖mτ

`mτ (a
2κ+3

2 m1cτ,β)
+

+ ‖(C.49)2‖mτ

`mτ (a
2κ+3

2 m1cτ,β)
+ · · ·+ ‖(C.54)‖mτ

`mτ (a
2κ+3

2 m1cτ,β)
, (C.55)

äå äëÿ äðóãîãî ÷ëåíà â (C.49) âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ (C.49)2.

Îöiíèìî ïîñëiäîâíî âñi âèðàçè â (C.55). Äëÿ òîãî, ùîá îöiíèòè (C.49)2,

çàñòîñó¹ìî êîîðäèíàòíó ôîðìó íåðiâíîñòi (C.12):

∀ k ∈ Zd sup
|ε|≤ε0

sup
t∈[0,T ]

|∆k,∅,∅(t)| ≤ ε0a
−κ+2

2

k Ku,R(ω) (C.56)

i ëåìó C.5, (C.15):

‖(C.49)2‖ = ‖F ′′(ξ∅)∆∅,∅ID
βξτ‖`mτ (a

2κ+3
2 m1cτ,β)

≤

≤ ε0Ku,R(ω)‖F ′′(ξ∅)IDβξτ‖`mτ (a
κ+1

2 m1cτ,β)
≤ (C.57)

≤ ε0K
′
u,R(ω)(1 + ‖ξ∅‖`2(a))

κ+1‖IDβξτ‖`mτ (cτ,β) ≤ ε0Ku,R(ω). (C.58)

Íà îñòàííüîìó êðîöi òàêîæ âèêîðèñòàíî (C.3) i (C.25) ïðè ε0 = 0.

Îöiíêà âèðàçó (C.50)1 ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî ç âèêîðèñòàííÿì êîîð-

äèíàòíî¨ ôîðìè íåðiâíîñòi (C.2) ç x0 = y0 i u2 = 0:

‖(C.50)1‖ ≤ sup
λ∈[0,1]

‖F ′′(ζ ·)IDβζ ·τ

λ

0

ξε∅ − ξ∅
ε
‖
`mτ (a

2κ+3
2 m1cτ,β)

≤

≤ eMT/2(

∫ T

0

‖us‖2
`2(a)ds)

1/2‖F ′′(ζ ·∅)IDβζ ·τ

λ

0

‖`mτ (a(κ+1)m1cτ,β) ≤

≤ KeMT/2(

∫ T

0

‖us‖2
`2(a)ds)

1/2(1 + ‖ξ∅‖`2(a) + ‖ζλ∅‖`2(a))
κ+1×
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× (1 + ‖IDβξτ‖`mτ (a
κ+1

2 m1cτ,β)
+ ‖IDβζλτ ‖`mτ (a

κ+1
2 m1cτ,β)

)×

× {‖ζλ∅ − ξ∅‖`2(a) + ‖IDβζλτ − IDβξτ‖`mτ (a
κ+1

2 m1cτ,β)
} ≤ ε0Ku,R(ω). (C.59)

Âèùå áóëè âèêîðèñòàíi ëåìà C.5, (C.15), (C.16), îöiíêè (C.2), (C.3) i

âëàñòèâîñòi (C.25), (C.26) ç x0 = y0.

Îöiíêà âèðàçó (C.50)2 âèïëèâà¹ ç ëåìè C.5, (C.15):

‖(C.50)2‖ ≤ sup
λ∈[0,1]

‖F ′(ζ ·∅)
λ

0

IDβξετ − IDβξτ
ε

‖
`mτ (a

2κ+3
2 m1cτ,β)

≤

≤ sup
λ∈[0,1]

K‖ζλ∅ − ξ∅‖`2(a)(1 + ‖ζλ∅‖`2(a) + ‖ξ∅‖`2(a))
κ×

× ‖ID
βξετ − IDβξτ

ε
‖
`mτ (a

κ+1
2 m1cτ,β)

≤ ε0Ku,R(ω), (C.60)

äå íà îñòàííüîìó êðîöi çàñòîñîâàíî (C.2), (C.3) i (C.26) ç x0 = y0. Äëÿ

îöiíêè êîæíîãî ç ÷ëåíiâ â (C.51) çàñòîñó¹ìî ëåìó C.5, (C.17) i (C.56):

‖(C.51)‖ = ‖δσ0F (`+|σ0|+1)(ξ∅)∆∅,∅ID
σ1ξγ1

. . . IDσ`ξγ`‖`mτ (a
2κ+3

2 m1cτ,β)
≤

≤ ε0Ku,R(ω)‖δσ0F (`+|σ0|+1)(ξ∅)IDσ1ξγ1
. . . IDσ`ξγ`‖`mτ (a

κ+1
2 m1cτ,β)

≤

≤ ε0Ku,R(ω)(1 + ‖ξ∅‖`2(a))
κ+1
∏̀
j=1

(1 + ‖IDσjξγj‖`mγj (cγj,σj )
) ≤ ε0K

′
u,R(ω).

(C.61)

Âèùå áóëî âèêîðèñòàíî (3.10), (3.11), (C.25), íåðiâíiñòü ìiæ íîðìàìè

‖ · ‖
`mτ (a

κ+1
2 m1cτ,β)

≤ ‖ · ‖`mγj (cγj,σj )
, i òå, ùî âàãà {aκ+1

2 m1cγ,σ}γ⊆τ,σ⊆β çàäî-

âîëüíÿ¹ i¹ðàðõiþ (4.19).

Îöiíêà âèðàçó (C.52) ïðîâîäèòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì ëåìè C.5, (C.17)

òà iíäóêòèâíîãî ïðèïóùåííÿ (C.47) äëÿ {γ, σ} ⊆ {τ, β} :

‖(C.52)‖ = ‖F (`+|σ0|)(ξ∅)IDσ1ξγ1
. . . (∆γj ,σj) . . . ID

σ`ξγ`‖`mτ (a
2κ+3

2 m1cτ,β)
≤

≤ K(1 + ‖ξ∅‖)κ+1‖∆γj ,σj‖`mγj (a
2κ+3

2 m1cγj,σj )
×
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×
∏̀

i=1,i 6=j

(1 + ‖IDσiξγi‖`mγi (a
2κ+3

2 m1cγi,σi)
) ≤ ε0Ku,R(ω). (C.62)

Âèùå òàêîæ áóëî çàñòîñîâàíî (3.10), (3.11) i (C.25).

Âèðàç (C.53) îöiíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ëåìè C.5, (C.17) ç âèêîðèñòàí-

íÿì êîîðäèíàòíî¨ ôîðìè íåðiâíîñòi (C.2) ïðè x0 = y0, u2 = 0:

‖(C.53)‖ ≤ sup
λ∈[0,1]

‖F (`+|σ0|+1)(ζ ·∅)IDσ1ζ ·γ1
. . . IDσ`ζ ·γ`

λ

0

ξε∅ − ξ∅
ε
‖
`mτ (a

2κ+3
2 m1cτ,β)

≤

≤ eMT/2(

∫ T

0

‖us‖2
`2(a)ds)

1/2 sup
λ∈[0,1]

‖F (`+|σ0|+1)(ζ ·∅)×

× IDσ1ζ ·γ1
. . . IDσ`ξ·γ`

λ

0

‖`mτ (a(κ+1)m1cτ,β) ≤

≤ KeMT/2(

T∫
0

‖us‖2
`2(a)ds)

1/2 sup
λ∈[0,1]

(1 + ‖ζλ∅‖`2(a) + ‖ξ∅‖`2(a))
κ×

×
∏̀
j=1

(1 + ‖IDσjξγj‖`mγj (a(κ+1)m1cγj,σj )
+ ‖IDσjζγj‖`mγj (a(κ+1)m1cγj,σj )

)×

× {‖ζλ∅ − ξ∅‖`2(a) +
∑̀
j=1

‖IDσjξγj − IDσjζλγj‖`mγj (a(κ+1)m1cγj,σj )
} ≤ ε0Ku,R(ω).

(C.63)

Âèùå áóëî âèêîðèñòàíî (C.2), (C.3), (C.25), (C.26) i íåðiâíiñòü ìiæ íîð-

ìàìè ‖ · ‖`mγ (a(κ+1)m1cγ,σ) ≤ ‖ · ‖`mγ (a
κ+1

2 m1cγ,σ)
.

Íàðåøòi, îöiíêà âèðàçó (C.54) âèïëèâà¹ ç ëåìè C.5, (C.17) i íåðiâíîñòi

(C.26) ç x0 = y0 è u2 = 0:

‖(C.54)‖ ≤

≤ sup
λ∈[0,1]

‖F (`+|σ0|)(ζ ·∅)IDσ1ζ ·γ1
. . .

IDσjξεγj − ID
σjξγj

ε
. . . IDσ`ζ ·γ`

λ

0

‖
`mτ (a

2κ+3
2 m1cτ,β)

≤

≤ K sup
λ∈[0,1]

(1 + ‖ζλ∅‖`2(a) + ‖ξ∅‖`2(a))
κ+1×
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×
∏̀

i=1,i 6=j

(1 + ‖IDσiζλγi‖`mγi (a
2κ+3

2 m1cγi,σi)
+ ‖IDσiξγi‖`mγi (a

2κ+3
2 m1cγi,σi)

)×

× {‖ζλ∅ − ξ∅‖`2(a) +
∑̀

i=1,i 6=j

‖IDσiζλγi − ID
σiξγi‖`mγi (a

2κ+3
2 m1cγi,σi)

}×

× ‖
IDσjξεγj − ID

σjξγj

ε
‖
`mγj (a

2κ+3
2 m1cγj,σj )

≤ ε0Ku,R(ω), (C.64)

äå íà îñòàííüîìó êðîöi áóëî âèêîðèñòàíî (C.2), (C.3) i (C.25), (C.26).

Ïiäñòàâëÿþ÷è îöiíêè (C.58)�(C.64) â (C.55) i çàñòîñîâóþ÷è ∆τ,β|t=0 = 0,

îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî (C.47.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.4 çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè óìîâó

3 â îçíà÷åííi 4.1 ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨ òà äîâåñòè îöiíêó (4.20).

Ëåìà C.9. ∀x0 ∈ `2(a) ∀u ∈ Jcyl ∀ k ∈ Zd, τ, β ⊂ Zd êîîðäèíàòè ðîçâ'ÿç-

êiâ ðiâíÿííÿ (C.22) çàäîâîëüíÿþòü âëàñòèâiñòü

IDβξk,τ(t, x
0) ∈ Dloc(Ω), ∀ |β| ≥ 0, |τ | ≥ 1, t ∈ [0, T ].

Êðiì òîãî, ∀ j ∈ Zd ïîõiäíà DΓejID
βξk,τ â íàïðÿìêó Γej (4.13) ñïiâïàäà¹

ç êîîðäèíàòîþ ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó IDβ∪{j}ξk,τ ðiâíÿííÿ (C.22) i âèêîíàíà

îöiíêà (4.20).

Äîâåäåííÿ. Ç (C.47) âèïëèâà¹

lim
|ε|→0

E sup
t∈[0,T ]

|
IDβξεk,τ − ID

βξk,τ

ε
−DuID

βξk,τ |p = 0, ∀ p ≥ 1, k ∈ Zd.

(C.65)

Âèêîðèñòîâóþ÷è êîîðäèíàòíó ôîðìó íåðiâíîñòåé (C.25) i (C.37), ÿêi çà-

áåçïå÷óþòü íàëåæíiñòü âñiõ îá'¹êòiâ äî ∩p≥1 L
p(Ω,P), îòðèìà¹ìî, ùî

DuID
βξk,τ(t, x

0) ¹ ïîõiäíîþ IDβξk,τ(t, x
0) â ñåíñi îçíà÷åííÿ 4.1 ïðè u ∈ Jcyl.
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Ïðåäñòàâëåííÿ (C.9), (C.36) òà iíäóêòèâíå çàñòîñóâàííÿ ïðåäñòàâëåí-

íÿ (C.40) äàþòü

DuID
βξk,τ(t, x

0, ω) =

∫ t

0

∑
j∈Zd

[V τ,β
x0 (t, s)]kjuj,sds

ç äåÿêîþ Ft-àäàïòîâàíîþ ôóíêöi¹þ [V τ,β
x0 (t, s)]kj, 0 ≤ s ≤ t. Êîîðäèíàòíà

ôîðìà îöiíêè (C.37)

∀u ∈ Jcyl |DuID
βξk,τ(t, x

0)| ≤ KR(ω)

a
κ+2

2 |τ |
k c

1/mτ

k;τ,β

(

∫ t

0

‖us‖2
`2(a)ds)

1/2

îçíà÷à¹, ùî ∫ t

0

‖ [V τ,β
x0 (t, s)]k·‖2

`2(a−1)ds ≤
KR(ω)

a
κ+2

2 |τ |
k c

1/mτ

τ,β

.

Òîìó, äëÿ DjID
βξk,τ(t, x

0)
df
=
∫ ·

0 χs≤t[V
τ,β
x0 (t, s)]kjds ìà¹ìî

‖DjID
βξk,τ(t, x

0)‖2
H =

∫ t

0

| [V τ,β
x0 (t, s)]kj|2ds ≤

ajKR(ω)

a
κ+2

2 |τ |
k c

1/mτ

k;τ,β

,

ùî äà¹ ïðåäñòàâëåííÿ (4.3) â ôîðìi

DuID
βξk,τ(t, x

0) =
∑
j∈Λu

〈DjID
βξk,τ(t, x

0),

∫ ·

0

us,jds 〉H

ç DjID
βξk,τ(t, x

0) ∈ ∩p≥1 L
p(Ω,P,H). Ç öüîãî âèïëèâà¹ IDβξk,τ ∈ Dloc(Ω).

Âèáèðàþ÷è u = Γej ∈ Jcyl â (C.65) i çàñòîñîâóþ÷è Duξ
0
k(t, x

0) = tδjk

(4.10) äî êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ (C.35), îòðèìà¹ìî âëàñòèâiñòüDΓejID
βξk,τ =

IDβ∪{j}ξk,τ . Ïðè öüîìó ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê (C.22) ðîçóìi¹òüñÿ â äîâiëüíî-

ìó ïðîñòîði `mτ
(zncτ,β), n ∈ N, ïðè zk = a

κ+1
2 m1

k , îñêiëüêè ïî÷àòêîâi äàíi

x̃τ,β ∈ ∩
p≥1,c∈P

`p(c).

Ùîá îòðèìàòè îöiíêó (4.20), âèêîðèñòà¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ (C.28), âëà-

ñòèâiñòü (C.29) i ëåìó C.5 (C.17):

‖IDβξτ(t, x
0)‖`mτ (cτ,β) ≤ teMt sup

s∈[0,T ]

‖ϕτ,β(s, x0)‖`mτ (cτ,β) ≤
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≤ eMt
∑
γ,σ

t|σ0|+1‖δσ0F (`+|σ0|)(ξ0)IDσ1ξγ1
. . . IDσ`ξγ`‖`mτ (cτ,β) ≤

≤ KeMt
∑
γ,σ

t|σ0|+1(1 + ‖ξ0‖`2(a))
κ+1
∏̀
j=1

(1 + ‖IDσjξγj‖`mγj (cγj,σj )
), (C.66)

äå ñóìóâàííÿ
∑
γ,σ

áóëî ââåäåíî â (4.18).

Iíäóêòèâíà ïåðåâiðêà (C.66). Ïðèïóñòèìî, ùî ∀σ ⊂ β, |σ| < |β| íå-

ðiâíiñòü (4.20) äîâåäåíà. Òîäi â ñèëó (3.10), (3.11) òà iíäóêòèâíîãî ïðè-

ïóùåííÿ ìà¹ìî:

∀ t ∈ [0, T ] (C.66) ≤ eMtKR(ω)
∑
γ,σ

t|σ0|+1 t
∑`
j=1(|σj |+1) ≤ eMtKR(ω)t|β|+1,

îñêiëüêè |σ0|+
∑̀
j=1

|σj| = |β|.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ íåîáõiäíî ïåðåâiðèòè áàçó iíäóêöi¨ ïðè

|β| = 1. Ïî ëåìi C.5, (C.15) îòðèìà¹ìî

‖IDkξτ(t)‖`mτ (cτ,{k}) ≤ teMt sup
s∈[0,T ]

‖ϕτ,{k}(s)‖`mτ (cτ,{k}) ≤

≤ teMt sup
s∈[0,T ]

‖
∑

γ1∪···∪γ`=τ,`≥2

sδ{k}F (`+1)(ξ0)ξγ1
. . . ξγ` + sδ{k}F ′′(ξ0)ξτ+

+
∑

γ1∪···∪γ`=τ,`≥2

∑̀
j=1

F (`)(ξ0)ξγ1
. . . (IDkξγj) . . . ξγ`‖`mτ (cτ,{k}) ≤

≤ t2KR(ω)
∑
γ⊆τ
‖ξγ‖`mγ (cγ,∅) + tKR(ω)

∑
γ⊆τ,γ 6=τ

‖IDkξγ‖`mγ (cγ,{k}). (C.67)

Ïðè τ = {j}, j ∈ Zd, òîáòî |τ | = 1, i ç (C.67) ìà¹ìî

‖IDkξ{j}(t, x
0)‖`m1

(c{j},{k}) ≤ t2KR(ω).

Iòåðóþ÷è (C.67) ïî |τ | ≥ 1, îòðèìà¹ìî áàçó iíäóêöi¨ (4.20) ïðè |β| =

1.



Äîäàòîê D

ÄÎÏÎÌIÆÍI ËÅÌÈ ÄÎ ÐÎÇÄIËÓ 5

Ëåìà D.1 (ëåìà 5.8). Ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi îöiíêè

ρ2(γ(0, ε), γ(1, ε))− ρ2(o, x)

ε
≤

≤
∫ 1

0

∂

∂s

∣∣∣
s=0
|γ̇(`, s)|2d`+

∫ ε

0

∫ 1

0

∣∣∣ ∂2

∂s2
|γ̇(`, s)|2

∣∣∣d` ds, (D.1)

ρ2(γ(0, ε), γ(1, ε)) + ρ2(γ(0, ε), γ(1,−ε))− 2ρ2(o, x)

ε2
≤

≤
1∫
0

∂2

∂s2

∣∣∣
s=0
|γ̇(`, s)|2d`+

1

2

∫ ε

0

∫ 1

0

∣∣∣ ∂3

∂s3
|γ̇(`, s)|2

∣∣∣d` ds, (D.2)

äå âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ γ̇(`, s) =
∂

∂`
γ(`, s).

×ëåíè ó ïðàâié ÷àñòèíi (D.1)-(D.2) ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä ó òåðìiíàõ

ïîëÿ H :

∂

∂s
|γ̇(`, s)|2 = 2 〈 γ̇,∇H[γ̇]〉, (D.3)

1

2

∂2

∂s2
|γ̇(`, s)|2 = |∇H[γ̇] |2 − 〈 γ̇, R(H, γ̇)H〉+ 〈 γ̇,∇(∇HH)[γ̇]〉, (D.4)

Òðåòÿ ïîõiäíà ìà¹ ïðåäñòàâëåííÿ
∂3

∂s3
|γ̇(`, s)|2 = 〈 γ̇,D[γ̇]〉 ç âèðàçîì

D, ùî çàëåæèòü âiä ïîëÿ H, éîãî òðåòüî¨ êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨ òà âiä

òåíçîðà êðèâèíè i éîãî êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨.
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Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî (5.44) ç N = M ×M , X = HI ⊗HII òà ôóíêöi¹þ

f(z) = ρ(o, x), çàñòîñîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ z = (o, x). Âèêîðèñòîâóþ÷è

âëàñòèâiñòü ìiíiìàëüíîñòi ãåîäåçè÷íî¨, òîáòî òå, ùî êðèâà γ(`, s) äîâøà

çà ãåîäåçè÷íó ç γ(0, s) äî γ(1, s), îöiíèìî âèðàçè â (5.45) çâåðõó

ρ2(γ(0, ε), γ(1, ε))− ρ2(o, x)

ε
≤
∫ 1

0 |γ̇(`, ε)|2d`−
∫ 1

0 |γ̇(`, 0)|2d`
ε

, (D.5)

ρ2(γ(0, ε), γ(1, ε)) + ρ2(γ(0, ε), γ(1,−ε))− 2ρ2(o, x)

ε2
≤

≤
∫ 1

0 |γ̇(`, ε)|2d`+
∫ 1

0 |γ̇(`,−ε)|2d`− 2
∫ 1

0 |γ̇(`, 0)|2d`
ε2

. (D.6)

Íåõàé h(s) =
∫ 1

0 |γ̇(`, s)|2d`, òîäi ç îöiíîê

h(ε)− h(0) =

∫ ε

0

h′(s)ds = εh′(0) +

∫ ε

0

[h′(s)− h′(0)]ds =

= εh′(0) +

∫ ε

0

∫ s

0

h′′(τ) dτ ds = εh′(0) +

∫ ε

0

∫ ε

ε−τ
h′′(τ)ds dτ =

= εh′(0) +

∫ ε

0

τh′′(τ)dτ ≤ ε(h′(0) +

∫ ε

0

|h′′(τ)|dτ),

h(s) + h(−s)− 2h(0) =

∫ ε

0

h′(s)ds−
∫ 0

−ε
h′(s)ds =

∫ ε

0

(h′(s)− h′(−s))ds =

=

∫ ε

0

[

∫ s

−s
h′′(τ)dτ ]ds = ε2h′′(0) +

∫ ε

0

(

∫ s

−s
[h′′(τ)− h′′(0)]dτ)ds ≤

≤ εh′′(0) +

∫ ε

0

(

∫ s

−s
{
∫ τ

0

|h′′′(δ)|dδ}dτ)ds ≤ ε2(h′′(0) +
1

2

∫ ε

0

|h′′′(δ)|dδ),

âðàõîâóþ÷è (D.5)-(D.6) ìà¹ìî (D.1)-(D.2). Îá÷èñëèìî âèðàçè
∂m

∂sm
|γ̇(`, s)|2

â (D.1) òà (D.2). Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî äëÿ äî-

âiëüíîãî ` i äîñèòü ìàëèõ δ(`) êðèâà {γ(`, z)}z∈(−δ(`),δ(`)) ïîâíiñòþ ëåæèòü

ó äåÿêîìó êîîðäèíàòíîìó îêîëi U â ÿêîìó âèáðàíi ëîêàëüíi êîîðäèíàòè

(xi). Â öèõ êîîðäèíàòàõ ñïiââiäíîøåííÿ (5.47) ìà¹ iíòåãðàëüíó ôîðìó

γi(`, s) = γi(`) +

∫ s

0

H i(γ(`, z))dz (D.7)
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ç ïî÷àòêîâîþ òî÷êîþ γ(`) íà ãåîäåçè÷íié, ÿêà âèõîäèòü ç o i â x. Òîìó

γ̇i(`, s) = γ̇i(`) +

∫ s

0

∂kH
i(γ(`, z))γ̇k(`, z)dz

∂

∂s
γ̇i(`, s) = ∂kH

i(γ(`, s))γ̇k(`, s) = (∇kH
i − Γ i

k hH
h)γ̇k(`, s). (D.8)

Âðàõîâóþ÷è öå, ôîðìóëó (5.47) òà ñïiââiäíîøåííÿ

∂

∂s

∂

∂`
γi(`, s) =

∂

∂`

∂

∂s
γi(`, s),

à òàêîæ àâòîïàðàëåëüíó âëàñòèâiñòü ðiìàíîâî¨ çâ'ÿçíîñòi:

∂kgmn(x) = ghnΓ
h
k m + gmhΓ

h
k n (D.9)

ìà¹ìî (D.3):

∂

∂s
|γ̇(`, s)|2 =

∂

∂s
[gij(γ(`, s))γ̇i(`, s)γ̇j(`, s)] =

= ∂kgij
∂

∂s
γk · γ̇iγ̇j + 2gijγ̇

i ∂

∂s
γ̇j =

= 2gijγ̇
i(∇kH

j)γ̇k = 2 〈 γ̇,∇H[γ̇] 〉.

Àíàëîãi÷íî

1

2

∂2

∂s2
|γ̇(`, s)|2 =

∂

∂s
〈 γ̇(`, s),∇H[γ̇(`, s)] 〉 =

∂

∂s
{ gij(γ)γ̇i[∇kH

j(γ)]γ̇k } =

= ∂mgij(γ)Hmγ̇i[∇kH
j(γ)]γ̇k + gij{ (∇mH

i − Γ i
m h)γ̇

m }[∇kH
j(γ)]γ̇k+

+ gijγ̇
i[∂m∇kH

j(γ) ·Hm(γ)]γ̇k + gij(γ)γ̇i[∇kH
j(γ)]{ (∇mH

k − Γ k
m h)γ̇

m },

äå, ïiñëÿ äèôåðåíöiþâàííÿ äîáóòêó, ïiäñòàâëåíî ñïiââiäíîøåííÿ (5.47) òà

(D.8). Çàñòîñîâóþ÷è âëàñòèâiñòü (D.9), ïåðåòâîðþþ÷è ÷àñòèííó ïîõiäíó

∂m∇kH
j ó êîâàðiàíòíó ∇m∇kH

j òà ñêîðî÷óþ÷è äîäàíêè çi çâ'ÿçíiñòþ Γ,

îòðèìà¹ìî

1

2

∂2

∂s2
|γ̇(`, s)|2 = gij(∇mH

i)γ̇m(∇kH
j)γ̇k+

+ gijγ̇
i(∇m∇kH

j)Hmγ̇k + gij(γ)γ̇i(∇kH
j)(∇mH

k)γ̇m.
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Ïiñëÿ êîìóòàöi¨ êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ ó äðóãîìó äîäàíêó ∇m∇kH
j =

∇k∇mH
j +R j

h kmH
h îòðèìà¹ìî:

1

2

∂2

∂s2
|γ̇(`, s)|2 = |∇H[γ̇] |2 + gijγ̇

i(∇k∇mH
j +R j

h kmH
h)Hmγ̇k+

+ gijγ̇
i(∇kH

j)(∇mH
k)γ̇m = |∇H[γ̇] |2 − 〈 γ̇, R(H, γ̇)H 〉+

+ gijγ̇
i(∇k∇mH

j)Hmγ̇k + gijγ̇
i(∇kH

j)(∇mH
k)γ̇m

ç îïåðàòîðîì êðèâèíè R(H, γ̇). Îñêiëüêè òðåòié òà ÷åòâåðòèé äîäàíêè

äîðiâíþþòü

gijγ̇
i(∇m∇kH

j)Hkγ̇m+gijγ̇
i(∇kH

j)(∇mH
k)γ̇m = gijγ̇

i(∇m{Hk∇kH
j})γ̇m,

öå ïðèâîäèòü äî (D.4). Âèêîíóþ÷è àíàëîãi÷íi îá÷èñëåííÿ äëÿ ïîõiäíèõ

òðåòüîãî ïîðÿäêó
∂3

∂s3
|γ̇(`, s)|2 ìàòèìåìî, ùî âîíè çàëåæàòü âiä ïîëÿH òà

éîãî êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ äî òðåòüîãî ïîðÿäêó òà âiä òåíçîðó êðèâèíè

R i éîãî êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨.

Ëåìà D.2. (ëåìà 5.10.) Íåõàé P ¹ äîäàòíîþ ìîíîòîííîþ ïîëiíîìiàëü-

íîþ ôóíêöi¹þ íà ïiâîñi R+, òàêîþ, ùî

∃ C ∀ z ≥ 0 (1 + z)P ′(z) ≤ C P (z), (1 + z)|P ′′(z)| ≤ C P ′(z).

Çà óìîâ (5.36)�(5.37) iñíó¹ òàêà ñòàëà KP , ùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U

ïðîöåñ

P (ρ2(o, ξUt (x)))−KP

∫ t

0

P (ρ2(o, ξUs (x)))ds (D.10)

¹ iíòåãðîâàíèì ñóïåðìàðòèíãàëîì. Áiëüø òîãî, äëÿ ðîçâ'ÿçêó ξxt çàäà÷i

(5.1) ìà¹ ìiñöå îöiíêà

EP (ρ2(o, ξxt )) ≤ eKP tP (ρ2(o, x)) (D.11)

i ïðîöåñ

P (ρ2(o, ξxt ))−KP

∫ t

0

P (ρ2(o, ξxs ))ds (D.12)
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¹ ñóïåðìàðòèíãàëîì.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî òåîðåìi 5.6

ç âèêîðèñòàííÿì íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü, ùî çàìiíþþòüñÿ îöiíêè (D.1) òà

(D.2):

P (ρ2(γ(0, ε), γ(1, ε)))− P (ρ2(o, x))

ε
≤
P (
∫ 1

0 |γ̇(`, ε)|2d`)− P (
∫ 1

0 |γ̇(`, 0)|2d`)
ε

≤

≤ ∂

∂s

∣∣∣
s=0
P (

∫ 1

0

|γ̇(`, s)|2d`) +

∫ ε

0

∣∣ ∂2

∂s2
P
( ∫ 1

0

|γ̇(`, s)|2d`
) ∣∣ ds =

= P ′(ρ2(o, x))

∫ 1

0

∂

∂s

∣∣∣
s=0
|γ̇(`, s)|2d`+

∫ ε

0

JP (γ̇s)ds, (D.13)

äå JP (γ̇s) =
∣∣ ∂2

∂s2
P
( ∫ 1

0 |γ̇(`, s)|2d`
) ∣∣. Àíàëîãi÷íî

P
(
ρ2(γ(0, ε), γ(1, ε))

)
+ P

(
ρ2(γ(0, ε), γ(1,−ε))

)
− 2P (ρ2(o, x))

ε2
≤

≤
P
( ∫ 1

0 |γ̇(`, ε)|2d`
)

+ P
( ∫ 1

0 |γ̇(`,−ε)|2d`
)
− 2P

( ∫ 1

0 |γ̇(`, 0)|2d`
)

ε2
≤

≤ ∂2

∂s2

∣∣∣
s=0
P
( ∫ 1

0

|γ̇(`, s)|2d`
)

+
1

2

∫ ε

0

∣∣ ∂3

∂s3
P (

∫ 1

0

|γ̇(`, s)|2d`)
∣∣ ds =

= P ′(ρ2(o, x))

∫ 1

0

∂2

∂s2

∣∣∣
s=0
|γ̇(`, s)|2d`+

+ P ′′(ρ2(o, x))
[ ∫ 1

0

∂

∂s

∣∣∣
s=0
|γ̇(`, s)|2d`

]2

+

∫ ε

0

1

2

∣∣ ∂3

∂s3
P
( ∫ 1

0

|γ̇(`, s)|2d`
) ∣∣ ds,
(D.14)

Ïî âiäíîøåííþ äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.6, äèâ. (5.49), âèíèêà¹ äîäàòêî-

âèé ÷ëåí ç ìíîæíèêîì P ′′. Äëÿ éîãî îöiíþâàííÿ âèêîðèñòà¹ìî íàñòóïíó

íåðiâíiñòü:∫ 1

0

∂

∂s

∣∣∣
s=0
|γ̇(`, s)|2d` = 2

∫ 1

0

〈∇(`Aα)[γ̇], γ̇ 〉 d` =

= 2

∫ 1

0

〈Aα + `∇Aα[γ̇], γ̇ 〉 d` ≤ 2
(∫ 1

0

∣∣Aα + `∇Aα[γ̇]
∣∣2d`)1/2(∫ 1

0

|γ̇|2d`
)1/2

.



386

Êðiì òîãî, â ñèëó
∫ 1

0 |γ̇(`, o)|2d` = ρ2(o, x), ìà¹ìî:

P ′′(ρ2(o, x))
[ ∫ 1

0

∂

∂s

∣∣∣
s=0
|γ̇(`, s)|2d`

]2

≤

≤ 4
∣∣P ′′(ρ2(o, x))

∣∣ ρ2(o, x)

∫ 1

0

∣∣Aα + `∇Aα[γ̇]
∣∣2d` ≤

≤ 8C P ′(ρ2(o, x))

∫ 1

0

(
|Aα|2 + `2|∇Aα[γ̇] |2

)
d`.

Çàñòîñóâàííÿ, ÿê ðàíiøå, óìîâ êîåðöèòèâíîñòi òà äèñèïàòèâíîñòi (5.36)-

(5.37) äà¹ ìîæëèâiñòü îöiíèòè âèðàçè (D.13) òà (D.14):

(D.13) + (D.14) ≤ P ′(ρ2(o, x)) ·K(1 + ρ2(o, x)) +

∫ ε

0

{JP (γ̇s) +NP (γ̇s)}ds ≤

≤ KC P (ρ2(o, x)) +

∫ ε

0

{JP (γ̇s) +NP (γ̇s)}ds,

äå Np(γ̇s) = 1
2

∣∣ ∂3

∂s3
P
( ∫ 1

0 |γ̇(`, s)|2d`
) ∣∣. Îòæå (5.53) íàáóâà¹ âèãëÿäó:{P (ρ2(o, γ0(1, ε)))− P (ρ2(o, x))

ε
+

+
1

2

d∑
α=1

P (ρ2(o, γα(1, ε))) + P (ρ2(o, γα(1,−ε)))− 2P (ρ2(o, x))

ε2

}
≤

≤ KC P (ρ2(o, x)) + ε sup
γs⊂Zψ,o,δ

{JP (γ̇s) +NP (γ̇s)}. (D.15)

Àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ëåìè 5.7, ïðÿìóþ÷è ε→ 0+ îòðèìà¹ìî îöiíêó:∫
M

(L∗ψ(x))P (ρ2(o, x))dσ(x) ≤ KP

∫
M

ψ(x)P (ρ2(o, x))dσ(x). (D.16)

Ïðîäîâæóþ÷è äàëi ìiðêóâàííÿ ÿê ó ëåìi 5.9, îòðèìà¹ìî, ùî ïðîöåñ

(D.10) ¹ ñóïåðìàðòèíãàëîì, çîêðåìà ìà¹ ìiñöå îöiíêà:

EP (ρ2(o, yUt∧τU (x))) ≤ eKP tP (ρ2(o, x)). (D.17)

Ðîçãëÿíåìî âèìiðíó ìíîæèíó Vn(t) = {ω : ∀ s ∈ [0, t] ξxt (ω) ∈ Un }. Òîäi

ξxt (ω) = ξUn
t∧τUn(x, ω) äëÿ âñiõ ω ∈ Vn(t), i ç (D.17) âèïëèâà¹:

E 1Vn(t)P (ρ2(o, ξxt (x))) ≤ EP (ρ2(o, ξUn
t∧τUn(x))) ≤ eKP tP (ρ2(o, x)). (D.18)
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Îñêiëüêè lim
n→∞

τUn(ω) = ∞, äèâ. (5.63), ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí Vn(t) ¹

çðîñòàþ÷îþ i âè÷åðïó¹ âåñü éìîâiðíiñíèé ïðîñòið, îòæå lim
n→∞

1Vn(t)(ω) = 1

ì.â. Çàñòîñóâàííÿ ëåìè Ôàòó äî ëiâî¨ ÷àñòèíè (D.18) äà¹:

EP (ρ2(o, ξxt (x))) ≤ lim
n→∞

EP (ρ2(o, ξUn
t∧τUn(x))) ≤ eKP tP (ρ2(o, x)),

ùî ïðèâîäèòü äî îöiíêè (D.11). Ùîá ïåðåâiðèòè, ùî ïðîöåñ (D.12) ¹ ñó-

ïåðìàðòèíãàëîì, íåîáõiäíî çàñòîñóâàòè ñóïåðìàðòèíãàëüíó âëàñòèâiñòü

äëÿ ñêií÷åííèõ ìîìåíòiâ çóïèíêè S = s ∧ τU and T = t ∧ τU (äèâ., íà-

ïðèêëàä, [19, ðîçäië VI, �2 ]) äî ñóïåðìàðòèíãàëó (D.10). Îòðèìà¹ìî, ùî

ïðîöåñ

θnt = P (ρ2(o, ξUn
t∧τUn))−KP

∫ t∧τUn

0

P (ρ2(o, ξUn
s∧τUn))ds

¹ ñóïåðìàðòèíãàëîì, òîáòî äëÿ âñiõ 0 ≤ s ≤ t òà A ∈ Fs

E θnt 1A ≤ E θns 1A. (D.19)

Îñêiëüêè äëÿ âñiõ ω ∈ Vn(t) òà s ∈ [0, t] ïðîöåñ θnt ñïiâïàäà¹ ç ãðàíè÷íèì

ïðîöåñîì

θns (ω) = θ∞s (ω)
def
= P (ρ2(o, ξxt (ω)))−KP

∫ s

0

P (ρ2(o, ξxs (ω)))ds,

ìîæåìî çàìiíèòè θns íà θ
∞
s , s ∈ [0, t], íà ìíîæèíi Vn(t) â íàñòóïíèõ ìið-

êóâàííÿõ:

E
(
1Vn(t)θ

∞
t + (1− 1Vn(t))θ

n
t

)
1A = Eθnt 1A ≤ Eθns 1A =

= E
(
1Vn(t)θ

∞
s + (1− 1Vn(t))θ

n
s

)
1A, (D.20)

äå òàêîæ áóëî çàñòîñîâàíî (D.19). Êðiì òîãî, çàóâàæèìî, ùî â ñèëó

(D.17) çàñòîñîâàíîþ äî ôóíêöi¨ P 2 çàìiñòü P , ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà îöiíêà,

ùî íå çàëåæèòü âiä n :

sup
n≥1

sup
s∈[0,t]

E[θns ]2 <∞
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Îñêiëüêè (1− 1Vn(t))1A → 1A ì.â. ïðè n→∞, ÷ëåí ç (1− 1Vn(t)) â (D.20)

ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Ç îöiíêè (D.11) âèïëèâà¹, ùî ïðîöåñ |θ∞s | ¹ iíòåãðîâíèì

sup
s∈[0,t]

E|θ∞s | <∞ i äà¹ iíòåãðîâíó ìàæîðàíòó äëÿ 1Vn(t)θ
∞
s 1A ïðè s ∈ [0.t].

Âèêîðèñòîâóþ÷è, ùî 1Vn(t) → 1 ì.â., ìîæåìî ïåðåéòè äî ãðàíèöi â (D.20)

i îòðèìàòè ñóïåðìàðòèíãàëüíó âëàñòèâiñòü E θ∞t 1A ≤ E θ∞s 1A, 0 ≤ s ≤ t

äëÿ ïðîöåñó θ∞t (D.12).

Òåîðåìà D.3. (òåîðåìà 5.11) Íåõàé âèêîíàíi óìîâè (5.36)-(5.37) òà (5.39)

Òîäi äëÿ íåâiä'¹ìíî¨ ìîíîòîííî¨ ôóíêöi¨ Q ïîëiíîìiàëüíî¨ ïîâåäiíêè,

òîáòî òàêî¨, ùî

∃ C ∀ z ≥ 0 z Q′(z) ≤ C Q(z), z |Q′′(z)| ≤ C Q′(z),

iñíó¹ òàêà ñòàëà KQ, ùî ðiâíîìiðíî ïî U ïðîöåñ

Q(ρ2(ξUt (x, y)))−KQ

∫ t

0

Q(ρ2(ξUs (x, y)))ds

¹ iíòåãðîâàíèì ñóïåðìàðòèíãàëîì. Êðiì òîãî, äëÿ ðîçâ'ÿçêó ξxt çàäà÷i

(5.1) ìà¹ ìiñöå îöiíêà

EQ(ρ2(ξxt , ξ
y
t )) ≤ eKQtQ(ρ2(x, y)). (D.21)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòó ìíîæèíó U⊂M ç êîìïàêòíèì çàìèêà-

ííÿì U òà ôóíêöiþ ζU òàêó, ùî
√
ζU ∈ C∞0 (M, [0, 1]) i ζU(z) = 1 äëÿ

âñiõ z ∈ U i 0 ≤ ζU < 1 ó iíøèõ âèïàäêàõ. Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíèé

îïåðàòîð

LUf(x, y) = ζU(x)ζU(y)Lf(x, y),

ÿêèé âiäïîâiäà¹ íàñòóïíîìó ëîêàëiçîâàíîìó äèôóçiéíîìó ïðîöåñó ξUt (x, y)

íà äîáóòêó M ×M :

δξUt (x, y) =
d∑

α=1

√
ζU(ξI,Ut )

√
ζU(ξII,Ut )

{
AI
α(ξI,Ut ) + AII

α (ξII,Ut )
}
δW α+
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+ ζU(ξII,Ut )
{
ζU(ξI,Ut )AI

0(ξI,Ut )− 1

2

√
ζU(ξI,Ut )

d∑
α=1

(Aα

√
ζU)(ξI,Ut )AI

α(ξI,Ut )
}
dt+

+ ζU(ξI,Ut )
{
ζU(ξII,Ut )AII

0 (ξII,Ut )− (D.22)

− 1

2

√
ζU(ξII,Ut )

d∑
α=1

(Aα

√
ζU)(ξII,Ut )AII

α (ξII,Ut )
}
dt,

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ξU0 (x, y) = (x, y), äå ξI,Ut i ξII,Ut ¹ âiäïîâiäíî ïåðøîþ

òà äðóãîþ êîìïîíåíòàìè ïðîöåñó ξUt = (ξI,Ut , ξII,Ut ) íà äîáóòêó M ×M .

Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè ζU
∣∣
U

= 1, äëÿ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ x, y ∈ U , òîìó

ïðîöåñ ξUt (x, y) ñïiâïàäà¹ ç ïðîöåñîì (ξxt , ξ
y
t ) äî ïåðøîãî ìîìåíòó âèõîäó

t ≤ τ(ω) = inf{t : ξxt (ω) 6∈ U àáî ξyt (ω) 6∈ U}.

Ðiâíÿííÿ (D.22) ìà¹ ãëîáàëüíî ëiïøèöåâi êîåôiöi¹íòè ç óñiìà îáìåæå-

íèìè ïîõiäíèìè. Òîìó âîíî ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ùî C∞-ðåãóëÿðíî çà-

ëåæèòü âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ x [4,132,154,192]. Éîãî ïiâãðóïà (PU
t f)(x) =

Ef(ξUt (x, y)) çáåðiãà¹ ïðîñòið C∞0,+(M×M) íåâiä'¹ìíèõ C∞-ãëàäêèõ ôóíê-

öié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì.

Ëåìà D.4. [64, òåîðåìà 2] Çà óìîâ (5.36)-(5.37) òà (5.39) iñíó¹ òàêà ñòàëà

K, ùî ∀ ζU ∈ C∞0 (M, [0, 1]) ç ζU
∣∣
U

= 1 òà ∀ϕ ∈ C∞0,+(M ×M)∫
M×M

(
[LU ]∗ϕ

)
ρ2(x, y)dσ(x)dσ(y) ≤ K

∫
M×M

ϕ(x, y)ρ2(x, y)dσ(x)dσ(y).

(D.23)

Äîâåäåííÿ. öüîãî ôàêòó àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ëåìè 5.7. Çîêðåìà, âàæ-

ëèâi ìîìåíòè äîâåäåííÿ ïîëÿãàþòü ó íàñòóïíèõ êðîêàõ. Îñêiëüêè [LU ]∗ =

[ζU(x)ζU(y)L]∗ = L∗ζU(x)ζU(y), îöiíêà (D.23) áóäå âèïëèâàòè ç ñëàáêî¨



390

îöiíêè íà îïåðàòîð L íàñòóïíîãî âèãëÿäó: ∃ K ∀ψ ∈ C∞0,+(M ×M)∫
M×M

(
L∗ψ(x, y)

)
ρ2(x, y)dσ(x)dσ(y) ≤ K

∫
M×M

ψ(x, y)ρ2(x, y)dσ(x)dσ(y).

(D.24)

Àíàëîãi÷íî äî (5.45) ìà¹ìî íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè (D.24):∫
M×M

(
L∗ψ(x, y)

)
ρ2(x, y)dσ(x)dσ(y) =

= lim
ε→0+

∫
M×M

ψ(x, y)
{ρ2(ηε0(x), ηε0(y))− ρ2(x, y)

ε
+ (D.25)

+
1

2

d∑
α=1

ρ2(ηεα(x), ηεα(y)) + ρ2(η−εα (x), η−εα (y))− 2ρ2(x, y)

ε2

}
dσ(x)dσ(y),

äå ηε0, η
ε
α ïîçíà÷àþòüñÿ çñóâè âçäîâæ âåêòîðíèõ ïîëiâ A0, Aα âiäïîâiäíî,

ïðè öüîìó η0
0(x) = x, η0

α(x) = x.

Äëÿ òîãî, ùîá îöiíèòè âèðàçè â ïðàâié ÷àñòèíi (D.25) ó îêîëi ãåîäå-

çè÷íî¨ γ(`), ` ∈ [0, 1] ç γ(0) = x äî γ(1) = y, ùî ìiíiìiçó¹ (5.35), ðîç-

ãëÿíåìî ãëàäêå âåêòîðíå ïîëå H. Ââåäåìî ñiì'þ êðèâèõ [0, 1]× (−δ, δ) 3

(`, s)→ γ(`, s) ∈M òàêèõ, ùî ïðè s = 0 êðèâà γ(`, s)
∣∣
s=0

= γ(`) äà¹ öþ

ãåîäåçè÷íó, à ïàðàìåòð s âiäïîâiäà¹ åâîëþöi¨ âçäîâæ ïîëÿ H :

∂

∂s
γ(`, s) = H(γ(`, s)).

Àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ëåìè 5.7 âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ëåìà 5.8, ùîá îòðè-

ìàòè ñëàáêó îöiíêó (D.24) íà îïåðàòîð L. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëå-

ìè D.4. Íà âiäìiíó âiä ëåìè 5.7 â ÿêîñòi âåêòîðíîãî ïîëÿ H âèáèðàþòüñÿ

H(γ(`, s)) = A0(γ(`, s)) àáî H(γ(`, s)) = Aα(γ(`, s)) äëÿ ðiçíèöü ïåðøîãî

i äðóãîãî ïîðÿäêó â (D.25).

Ëåìà D.5. Çà óìîâ êîåðöèòèâíîñòi i äèñèïàòèâíîñòi (5.36)-(5.37) iñíó¹
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íåçàëåæíà âiä áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè U⊂M ñòàëà K òàêà, ùî ïðîöåñ

ρ2(ξUt (x, y))−K
∫ t

0

ρ2(ξUs (x, y))ds (D.26)

¹ iíòåãðîâàíèì ñóïåðìàðòèíãàëîì ïî âiäíîøåííþ äî êàíîíi÷íîãî ïîòî-

êó σ-àëãåáð Ft, ïîâ'ÿçàíîãî ç d-ìiðíèì âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì W α
t , α =

1, . . . , d â (5.1). Ïîçíà÷åííÿ ρ2(ξUt (x, y)) îçíà÷à¹ êâàäðàò ãåîäåçè÷íî¨ âiä-

ñòàíi ìiæ ïåðøîþ òà äðóãîþ êîìïîíåíòàìè ïðîöåñó ξUt (x, y) (5.41).

Áiëüø òîãî, ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.1) íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä ïî÷àò-

êîâîãî äàíîãî i âèêîíàíà îöiíêà (5.66).

Äîâåäåííÿ. ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî ëåìi 5.9. Âêàæåìî òiëüêè ïðèíöè-

ïîâi ìîìåíòè öüîãî äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî ïiâãðóïà PU
t , ãåíåðîâàíà

ëîêàëiçîâàíèì ïðîöåñîì ξUt (x, y) (D.22), çáåðiãà¹ ïðîñòîðè C∞0,+(M ×M)

ãëàäêèõ äîäàòíèõ ôóíêöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, îòæå âñi iíòåãðàëüíi

âèðàçè íèæ÷å ¹ îáìåæåíèìè. Çàñòîñóâàííÿ ñëàáêî¨ îöiíêè (D.24) äà¹:

∀ϕ ∈ C∞0,+(M ×M) :

d

dt

∫
M×M

ϕ(x, y)
{
PU
t ρ

2(·, ·)
}

(x, y) dσ(x) dσ(y) =

=
d

dt

∫
M×M

{
[PU
t ]∗ϕ

}
(x, y)ρ2(x, y) dσ(x)dσ(y) =

=

∫
M×M

[LU ]∗
{

[PU
t ]∗ϕ

}
(x, y) · ρ2(x, y) dσ(x)dσ(y) =

=

∫
M×M

[L]∗
(
ζU(x)ζU(y)

{
[PU
t ]∗ϕ

}
(x, y)

)
· ρ2(x, y) dσ(x)dσ(y) ≤

≤ K

∫
M×M

{
[PU
t ]∗ϕ

}
(x, y) · ρ2(x, y) dσ(x)dσ(y) =

= K

∫
M×M

ϕ(x, y)
{
PU
t ρ

2(·, ·))
}

(x, y) dσ(x)dσ(y),

äå áóëî âèêîðèñòàíî, ùî L1 = 0 òà ζU ≤ 1, êîìïàêòíiñòü íîñiÿ ôóíêöi¨

ζU ≥ 0, ç ÷îãî âèïëèâà¹, ùî âèðàç ψ = ζU(x)ζU(y)
{

[PU
t ]∗ϕ

}
íàëåæèòü
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ïðîñòîðó C∞0,+(M ×M).

Îòæå, äëÿ áóäü ÿêî¨ ϕ ∈ C∞0,+(M ×M) ìà¹ ìiñöå îöiíêà:∫
M×M

ϕ(x, y) ·
{
PU
t ρ

2(·, ·)
}

(x, y)dσ(x)dσ(y) ≤

≤
∫
M×M

ϕ(x, y) ·
(
ρ2(x, y) +K

∫ t

0

{
PU
s ρ

2(·, ·)
}

(x, y)ds
)
dσ(x)dσ(y),

àáî ¨¨ ïîòî÷êîâèé íàñëiäîê{
PU
t ρ

2(·, ·)
}

(x, y) ≤ ρ2(x, y) +K

∫ t

0

{
PU
s ρ

2(·, ·)
}

(x, y)ds.

Ç ìàðêîâîñòi ïðîöåñó ξUt (x, y) âèïëèâà¹

(PU
t f)(ξUs (x, y)) = E(f(ξUt+s(x, y)) |Fs), t, s ≥ 0,

ùî äà¹

E
(
ρ2(ξUt+τ(x, y))|Fτ

)
=
(
PU
t ρ

2(·, ·)
)(
ξUτ (x, y)

)
≤

≤ ρ2
(
ξUτ (x, y)

)
+K

∫ t

0

{
PU
s ρ

2(·, ·)
} (
ξUτ (x, y)

)
ds = (D.27)

= ρ2(ξUτ (x, y)) +K E
(∫ t+τ

τ

ρ2
(
ξUs (x, y)

)
ds
∣∣Fτ). (D.28)

Öå îçíà÷à¹, ùî ïðîöåñ (D.26) ¹ ñóïåðìàðòèíãàëîì, îñêiëüêè ñóïåðìàð-

òèíãàëüíà âëàñòèâiñòü:

E
(
ρ2(ξUt+τ(x, y))−K

∫ t+τ

0

ρ2(ξUs (x, y))ds |Fτ
)
≤

≤ ρ2(ξUτ (x, y))−K
∫ τ

0

ρ2(ξUs (x, y))ds

ñïiâïàäà¹ ç (D.28).

Íàäàëi ïðèïóñòèìî, ùî ïî÷àòêîâi äàíi x, y ∈ U . Ââåäåìî ìîìåíò çó-

ïèíêè

τU(ω) = inf{t ≥ 0: ξUt (x, y) 6∈ U × U}.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ìîìåíòiâ çóïèíêè S, T

òàêèõ, ùî 0 ≤ S ≤ T , äëÿ ñóïåðìàðòèíãàëó Xt ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà íå-

ðiâíiñòü E (XT |FS) ≤ XS (äèâ., íàïðèêëàä, [19, Ch.VI,�2]). Çàñòîñó¹ìî

öå äëÿ S = 0 òà T = t ∧ τU äî ñóïåðìàðòèíãàëó (D.26), âðàõîâóþ÷è, ùî

E (·|F0) = E(·), îòðèìà¹ìî:

mt = E ρ2(ξUt∧τU (x, y)) ≤ ρ2(x, y) +K E

∫ t∧τU

0

ρ2(ξUs (x, y))ds ≤

≤ m0 +K E

∫ t

0

ρ2(ξUs∧τU (x, y))ds = m0 +K

∫ t

0

msds,

äå ξUs∧τU (x, y) = ξUτU (x, y) äëÿ s ≥ τU ¹ ïðîöåñîì, ùî çóïèíåíèé íà ãðàíèöi

U , öå äà¹ ìîæëèâiñòü çáiëüøèòè âåðõíié ëiìiò iíòåãðàëó. Ç íåðiâíîñòi

Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà âèïëèâà¹:

E ρ2(ξUt∧τU (x, y)) ≤ eKtρ2(x, y). (D.29)

Íåõàé Un ïîçíà÷àþòü âiäêðèòi øàðè íàâêîëî òî÷êè o ðàäióñó n, òîäi

äëÿ äîñòàòíüî âåëèêîãî n òî÷êè x, y ∈ Un. Ðîçãëÿíåìî âèìiðíi ìíîæèíè

Vn(t) = {ω : ∀ s ∈ [0, t] ξxt (ω) ∈ Un òà ξyt (ω) ∈ Un }, ùî âiäïîâiäàþòü

òîìó, ùî ïðîöåñè ξxt (ω) òà ξyt (ω) çíàõîäÿòüñÿ â Un äî ìîìåíòó t. Òîäi

(ξxt (ω), ξyt (ω)) = ξUn
t∧τUn(x, y, ω) ì.â. äëÿ ω ∈ Vn(t), i ç (D.29) âèïëèâà¹:

E 1Vn(t)ρ
2(ξxt , ξ

y
t ) = E 1Vn(t)ρ

2(ξUn
t∧τUn(x, y)) ≤

≤ Eρ2(ξUn
t∧τUn(x, y)) ≤ eKtρ2(x, y), (D.30)

äå 1Vn(t) ïîçíà÷à¹ õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ ìíîæèíè Vn(t).

Îñêiëüêè ïðîöåñ ξxt íå âèáóõà¹ lim
n→∞

τUn(ω) = ∞ ì.â., ïîñëiäîâíiñòü

ìíîæèí ¹ çðîñòàþ÷îþ i lim
n→∞

1Vn(t)(ω) = 1 ì.â. Çàñòîñóâàííÿ ëåìè Ôàòó

äî ëiâî¨ ÷àñòèíè (D.30) äà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè:

E ρ2(ξxt , ξ
y
t ) ≤ lim

n→∞
Eρ2(ξUn

t∧τUn(x, y)) ≤ eKtρ2(x, y). (D.31)
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Çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè D.3 ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî ëåìi D.2,

iç âèêîðèñòàííÿì ïðåäñòàâëåííÿ (D.14).

Ëåìà D.6. [40]. Äèôåðåíöiàë íîðìè ïðîöåñó Xm
γ , ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíÿ-

ííÿì (5.76), ìà¹ âèãëÿä:

d ‖X ‖2 = gγε(x) { gmn(Xm
γ M

n
ε α +Xn

εM
m
γ α)dW α+

+ gmn(X
m
γ N

n
ε +Xn

εN
m
γ +M m

γ αM
n
ε α)dt+

1

2
gmn(X

m
γ P

n
ε +Xn

ε P
m
γ )dt },

(D.32)

äå âèðàçè Pm
γ ðåêóðåíòíî ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè:

Pm
k = ∇∇k(∇AαA

m
α ) +R m

p `qA
p
αA

q
α(∇∇kξ

`); (D.33)

Pm
γ∪{k} = ∇∇kP

m
γ + 2R m

p `qM
p
γ α(∇∇kξ

`)Aq
α+

+ (∇sR
m
p `q)X

p
γ(∇∇kξ

`)Aq
αA

s
α +R m

p `qX
p
γ(∇∇kA

`
α)Aq

α+ (D.34)

+R m
p `qX

p
γ(∇∇kξ

`)(∇AαAα).

Äîâåäåííÿ. Äåòàëüíå äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ìiñòèòüñÿ â [40]. Íèæ÷å âè-

êëàäåíî îñíîâíó iäåþ. Äëÿ äèôåðåíöiàëà Ñòðàòîíîâè÷à ìà¹ìî:

δ‖X‖2 = δ(gmn(ξ)g
γε(x)Xm

γ X
n
ε ) =

= gγε(x)
(
Xm
γ X

n
ε δgmn(ξ) + gmn(X

m
γ δX

n
ε +Xn

ε δX
m
γ )
)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ∇`gmn = 0 â ôîðìi:

δgmn(ξ) =
∂gmn
∂ξ`

δξ` = (ghnΓ
h
k m + gmhΓ

h
k n) δξ

`

ç âðàõóâàííÿì (5.76) ìà¹ìî

δ‖X‖2 = gγε(x){gmn(Xm
γ M

n
ε α +Xn

εM
m
γ α)δW α + gmn(X

m
γ N

n
ε +Xn

εN
m
γ )dt} =

= gγε(x)
{
gmn(X

m
γ M

n
ε α +Xn

εM
m
γ α)dW α + gmn(X

m
γ N

n
ε +Xn

εN
m
γ )dt+
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+
1

2
d [gmn(X

m
γ M

n
ε α +Xn

εM
m
γ α),W α]

}
, (D.35)

äå áóëî âèêîíàíî ïåðåõiä âiä äèôåðåíöiàëà Ñòðàòîíîâè÷à ê äèôåðåíöià-

ëó Iòî, i [X, Y ] ïîçíà÷à¹ êâàäðàòè÷íó âàðiàöiþ ïðîöåñiâ X òà Y .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ∇` gmn = 0 òà (5.76), îáðàõó¹ìî êâàäðàòè÷íó âàðià-

öiþ â (D.35):

d [gmn(X
m
γ M

n
ε α +Xn

εM
m
γ α),W α] = (Xm

γ M
n
ε α +Xn

εM
m
γ α)d [gmn(ξ),W

α]+

+ gmn(X
m
γ d [M n

ε α,W
α] +Xn

ε d [M m
γ α,W

α])+

+ gmn(M
n
ε αd [Xm

γ ,W
α] +M m

γ αd [Xn
ε ,W

α]) =

= (Xm
γ M

n
ε α +Xn

εM
m
γ α)
(
ghnΓ

h
k m + gmhΓ

h
k n

)
A`
αdt+

+ gmn(X
m
γ d [M n

ε α,W
α] +Xn

ε d [M m
γ α,W

α])+

+ gmnM
n
ε α(−Γ m

p qX
p
γA

q
α +M m

γ α) dt+

+ gmnM
m
γ α(−Γ n

p qX
p
εA

q
α +M n

ε α) dt =

= 2gmnM
m
γ αM

n
ε αdt+

+ gmnX
n
ε ( d [M m

γ α,W
α] + Γ m

p qM
p
γ αA

q
αdt )+ (D.36)

+ gmnX
m
γ ( d [M n

ε α,W
α] + Γ n

p qM
p
ε αA

q
αdt )

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ âèðàçó â êðóãëèõ äóæêàõ â (D.36):

Pm
γ dt = d [M m

γ α,W
α] + Γ m

p qM
p
γ αA

q
αdt (D.37)

òà çíàéäåìî äëÿ Pm
γ ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ. Çãiäíî (5.78) ìà¹ìî:

Pm
γ∪{k}dt = d [M m

γ∪{k} α,W
α] + Γ m

p qM
p
γ∪{k} αA

q
αdt =

= d [∇∇kM
m
γ α,W

α] + Γ m
p q(∇∇kM

p
γ α)Aq

αdt+ (D.38)

+ d [R m
p `qX

p
γ(∇∇kξ

`)Aq
α,W

α] + Γ m
p q(R

p
i `jX

i
γ(∇∇kξ

`)Aj
α)Aq

αdt.

(D.39)
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Çàóâàæèìî, ùî ðÿäîê (D.39) âèíèêà¹ òiëüêè äëÿ γ 6= ∅. Îáðàõó¹ìî âèðàç

(D.38), âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ 5.3 ∇∇-ïîõiäíî¨:

(D.38) = d [∂xkM
m
γ α + Γ m

p qM
p
γ α∇∇kξ

q −
∑
s∈γ

Γ h
k s(x)M m

γ|s=h α,W
α]+ (D.40)

+ Γ m
p q(∂

x
kM

m
γ α + Γ p

i jM
m
γ α(∇∇kξ

j)−
∑
s∈γ

Γ h
k s(x)M p

γ|s=h α)Aq
αdt. (D.41)

Äëÿ ïåðøîãî ÷ëåíà â (D.40) ìà¹ìî:

d [∂xkM
m
γ α,W

α] = ∂xk (d [M m
γ α,W

α]) =

= ∇∇k(d [M m
γ α,W

α])− Γ m
p qd [M p

γ α,W
α]∇∇kξ

q +
∑
s∈γ

Γ h
k s(x)d [M m

γ|s=h α,W
α]

(D.42)

Äðóãèé òà òðåòié ÷ëåíè â (D.40) îáðàõîâóþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

(D.40)2+3 = M p
γ α(∇∇kξ

q)d [Γ m
p q,W

α] + Γ m
p qM

p
γ αd [∇∇kξ

q,W α]+

+ Γ m
p q(∇∇kξ

q)d [M p
γ α,W

α]−
∑
s∈γ

Γ h
k s(x)d [M m

γ|s=h α,W
α]. (D.43)

Çàóâàæèìî, ùî äâà ÷ëåíè â ðÿäêó (D.43) êîìïåíñóþòüñÿ âiäïîâiäíèìè

÷ëåíàìè â (D.42). Îòæå, ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç äëÿ äèôåðåíöiàëà ∇∇kξ
q ç

(5.76) ìà¹ìî:

(D.40) = (D.42) + (D.43) = ∇∇k(d [M m
γ α,W

α])+ (D.44)

+M p
γ α(∇∇kξ

q)
∂Γ m

p q

∂ξ`
A`
αdt+ Γ m

p qM
p
γ α(−Γ q

i j(∇∇kξ
j)Ai

α +M q
k α)dt. (D.45)

Ïåðøèé ÷ëåí â (D.41) ïåðåòâîðèìî íàñòóïíèì ÷èíîì:

(D.41)1 = ∂xk (Γ m
p qM

p
γ αA

q
α)dt− [∂xkΓ m

p q(ξ)]M
p
γ αA

q
αdt−

− Γ m
p qM

p
γ α(∂xkA

q
α)dt = ∇∇k(Γ

m
p qM

p
γ αA

q
α)dt−

− Γ m
h `(Γ

h
p qM

p
γ αA

q
α)∇∇kξ

`dt+
∑
s∈γ

Γ h
k s(x)(Γ m

p qM
p
γ|s=h αA

q
α)dt−

(D.46)
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−
∂Γ m

p q

∂ξ`
(∇∇kξ

`)M p
γ αA

q
αdt− Γ m

p qM
p
γ α(∂xkA

q
α)dt. (D.47)

Çàóâàæèìî, ùî ïåðøèé ÷ëåí â (D.41)3 êîìïåíñó¹òüñÿ âèðàçîì (D.46)2, à

â ñèëó (5.78):

M q
k α = ∇∇kA

q
α(ξ) = ∂xkA

q
α(ξ) + Γ q

i jA
i
α(∇∇kξ

j),

îòæå (D.45)2+(D.45)3 êîìïåíñóþòü (D.47)2. Çáèðàþ÷è âñi ÷ëåíè, ùî çà-

ëèøèëèñÿ, ìà¹ìî:

(D.38) = (D.40) + (D.41) = ∇∇kP
m
γ dt+

+ {
∂Γ m

p `

∂ξq
−
∂Γ m

p q

∂ξ`
+ Γ m

h qΓ
h
p ` − Γ m

h `Γ
h
p q}M p

γ α(∇∇kξ
`)Aq

αdt = (D.48)

= {∇∇kP
m
γ +R m

p `qM
p
γ α(∇∇kξ

`)Aq
α}dt, (D.49)

äå ÷ëåíè â ðÿäêó (D.48) âèíèêàþòü ç (D.45)1, (D.47)1, (D.41)2 òà (D.46)1,

ùî äîâîäèòü (D.33) ïðè γ = ∅, îñêiëüêè ç (5.77) òà (D.37) âèïëèâà¹

Pm
∅ dt = d [Am

α (ξ),W α] + Γ m
` hA

`
αA

h
αdt =

= [
∂Am

α

∂ξ`
+ Γ m

` hA
h
α]A`

αdt = (∇`A
m
α ) · A`

αdt = (∇AαA
m
α )dt.

Îá÷èñëèìî âèðàç (D.39). Äëÿ ïåðøîãî ÷ëåíà â (D.39) ìà¹ìî:

(D.39)1 = d [R m
p `qX

p
γ(∇∇kξ

`)Aq
α,W

α] =

=
∂R m

p `q

∂ξs
Xp
γ(∇∇kξ

`)Aq
αA

s
αdt+R m

p `q(∇∇kξ
`)Aq

αd [Xp
γ ,W

α]+

+R m
p `qX

p
γA

q
αd [∇∇kξ

`,W α] +R m
p `qX

p
γ(∇∇kξ

`)
∂Aq

α

∂ξs
As
αdt =

=
∂R m

p `q

∂ξs
Xp
γ(∇∇kξ

`)Aq
αA

s
αdt+ (D.50)

+R m
p `q(∇∇kξ

`)Aq
α[−Γ p

i jX
i
γA

j
α +M p

γ α]dt+ (D.51)

+R m
p `qX

p
γA

q
α[−Γ `

i j(∇∇kξ
i)Aj

α +M `
k α]dt+ (D.52)
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+R m
p `qX

p
γ(∇∇kξ

`)[∇sA
q
α − Γ q

s hA
h
α]As

αdt. (D.53)

Çáèðàþ÷è ðàçîì âèðàçè âèùå òà (D.39)2, ìà¹ìî:

(D.39) = {
∂R m

p `q

∂ξs
− Γ h

p sR
m
h `q + Γ m

h sR
h
p `q− (D.54)

− Γ h
` sR

m
p hq − Γ h

q sR
m
p `h}Xp

γ(∇∇kξ
`)Aq

αA
s
αdt+ (D.55)

+R m
p `qM

p
γ α(∇∇kξ

`)Aq
αdt+R m

p `qX
p
γ(∇∇kA

`
α)Aq

αdt+ (D.56)

+R m
p `qX

p
γ(∇∇kξ

`)(∇sA
q
α)As

αdt. (D.57)

Òóò (D.56)1 =(D.51)2, (D.56)2 =(D.52)2 i (D.57)=(D.53)1. Âèðàçè â äóæ-

êàõ â (D.54)-(D.55) âèíèêàþòü ç (D.50), (D.51)1, (D.39)2, (D.52)1, (D.53)2

òà êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨ òåíçîðà êðèâèíè. Òàêèì ÷èíîì Pm
γ∪{k} â (D.39)

ìà¹ âèãëÿä

Pm
γ∪{k} = (∇sR

m
p `q)X

p
γ(∇∇kξ

`)Aq
αA

s
α +R m

p `qM
p
γ α(∇∇kξ

`)Aq
α+

+R m
p `qX

p
γ(∇∇kA

`
α)Aq

α +R m
p `qX

p
γ(∇∇kξ

`)(∇AαA
q
α),

ùî ðàçîì ç (D.49) äà¹ (D.34).



Äîäàòîê E

ÄÎÂÅÄÅÍÍß ÒÅÎÐÅÌ 5.17 ÒÀ 6.2.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.17 âèìàãà¹ ââåäåííÿ äîäàòêîâèõ ïîíÿòü, ïàðàëåëü-

íîãî ïåðåíîñó TTb
a äëÿ âèñîêîãî ïîðÿäêó âàðiàöié òà àíàëîãà àáñîëþòíî¨

ïîõiäíî¨, äèâ., íàïðèêëàä, [23, �96]. Öi êîíñòðóêöi¨ ïðèçíà÷åíi äëÿ çáåðå-

æåííÿ òåíçîðíîãî õàðàêòåðó ïåðåòâîðåíü äëÿ çìiøàíèõ T 1,0

ξ
h(z)
t

M⊗T 0,n
h(z)M -

òåíçîðiâ ïðè ïåðåíîñi âçäîâæ êðèâî¨ [a, b] 3 z → (h(z), ξ
h(z)
t ) ∈M ×M .

Îçíà÷åííÿ E.1. Ïàðàëåëüíèé ïåðåíîñ Ψ(z) òåíçîðà u
(h(a),ξ

h(a)
t )
∈ T p,qh(a)M⊗

T r,s
ξ
h(a)
t

M ç òî÷êè (h(a), ξ
h(a)
t ) âçäîâæ êðèâî¨ (h(·), ξh(·)

t ) ∈ Lip([a, b],M)

ïðåäñòàâëÿ¹ ñîîáîþ T p,qh(z)M ⊗ T r,s
ξ
h(z)
t

M çìiøàíèé òåíçîð â êîæíié òî÷öi

(h(z), ξ
h(z)
t ), z ∈ [a, b] öi¹¨ êðèâî¨ i ïîçíà÷à¹òüñÿ TT

(h(z),ξ
h(z)
t )

(h(a),ξ
h(a)
t )

u
(h(a),ξ

h(a)
t )

=:

Ψ(z), àáî ñêîðî÷åíî TTz
auh(a). Êðiì òîãî, äëÿ éîãî àáñîëþòíî¨ ïîõiäíî¨:

ID

IDz
Ψ

(i/α)
(j/β)(z)

def
=

∂

∂z
Ψ

(i/α)
(j/β)(z) +

i∑
s=1

Γ is
k `(h(z)) Ψ

i1,...,is−1,k,is+1,...,ip/α

(j/β) (z)[h′(z)]`−

−
j∑
s=1

Γ k
js `

(h(z)) Ψ
(i/α)
j1,...,js−1,k,js+1,.,jq/β

(z)+

+
r∑
`=1

Γ α`
m n(ξ

h(z)
t )Ψ

(i/α1,...,α`−1,m,α`+1,...,αr)
(j/β) (z)

∂(ξ
h(z)
t )n

∂h(z)k
[h′(z)]k−

−
s∑
`=1

Γ m
β` n

(ξ
h(z)
t )Ψ

(i/α)
(j/β1,...,β`−1,m,β`+1,...,βs)

(z)
∂(ξ

h(z)
t )n

∂h(z)k
[h′(z)]k,
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íîðìà || ID
IDz

Ψ(z)||T p,qh(z)M⊗T
r,s

ξ
h(z)
t

M = 0 â L∞([a, b]) äëÿ ì.â. ω ∈ Ω.

Çàóâàæåííÿ E.2. Ïåðøi äâà ðÿäêè â îçíà÷åííÿ àáñîëþòíî¨ ïîõiäíî¨
ID

IDz
Ψ

(i/α)
(j/β)(z) âçäîâæ êðèâî¨ {h(z), ξ

h(z)
t }z∈[a,b] âiäïîâiäàþòü êëàñè÷íîìó

îçíà÷åííþ àáñîëþòíî¨ ïîõiäíî¨
D

Dz
Ψ

(i/α)
(j/β)(z) âçäîâæ äåÿêî¨ êðèâî¨ {h(z)}z∈[a,b].

Îñòàííi äâà ðÿäêè âiäïîâiäàþòü âèðàçàì, ÿêi ãàðàíòóþòüñÿ iíâàðiàí-

òíiñòü çìiøàíîãî òåíçîðà ïðè éîãî ïàðàëåëüíîìó ïåðåíîñi.

Çàñòîñîâóþ÷è àâòîïàðàëåëüíó âëàñòèâiñòü ðiìàíîâî¨ çâ'ÿçíîñòi:

∂kgij(x) = Γ `
k i(x)g`j(x) + Γ `

k j(x)gi`(x), (E.1)

ïîõiäíà ñêàëÿðíîãî äîáóòêó â T p,qx M⊗T r,sξxt M çìiøàíèõ òåíçîðiâ âèðàæà-

¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì â òåðìiíàõ àáñîëþòíî¨ ïîõiäíî¨, çàäàíî¨ â îçíà-

÷åííi E.1:

d

dz
〈u(h(z)), v(h(z))〉T p,qh(z)M⊗T

r,s

ξ
h(z)
t

M = (E.2)

= 〈 ID
IDz

u(h(z)), v(h(z))〉T p,qh(z)M⊗T
r,s

ξ
h(z)
t

M + 〈u(h(z)),
ID

IDz
v(h(z))〉T p,qh(z)M⊗T

r,s

ξ
h(z)
t

M .

Ðîçãëÿíåìî çìiøàíèé òåíçîð ψh(a) ∈ T p,qh(a) ⊗ T
r,s

ξ
h(a)
t

â òî÷öi (h(a), ξ
h(a)
t ) :

d

dz
〈ψh(a),TT

a
zuh(z)〉T p,qh(a)⊗T

r,s

ξ
h(a)
t

=
d

dz
〈TTz

aψh(a), uh(z)〉T p,qh(z)⊗T
r,s

ξ
h(a)
t

=

= 〈TTz
aψh(a),

ID

IDz
uh(z)〉T p,qh(z)⊗T

r,s

ξ
h(a)
t

= 〈ψh(a),TT
a
z

[ ID
IDz

uh(z)

]
〉T p,qh(a)⊗T

r,s

ξ
h(a)
t

.

Âèùå áóëî âèêîðèñòàíî, ùî ïîõiäíà âiä ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó äîðiâíþ¹

íóëþ:
ID

IDz
TTz

aψh(a) = 0. Iíòåãðóþ÷è çà çìiííîþ z ∈ [a, b] îòðèìà¹ìî:

〈ψh(a),

∫ b

a

TTa
z

[ ID
IDz

uh(z)

]
dz〉 =

∫ b

a

d

dz
〈ψh(a),TT

a
zuh(z)〉dz =

= 〈ψh(a),TT
a
zuh(z)〉

∣∣∣z=b
z=a

= 〈ψh(a),TT
a
buh(b) − uh(a)〉.
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Îñêiëüêè ψh(a) áóâ äîâiëüíèì, îòðèìà¹ìî íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ ïðè-

ðîñòó çìiøàíîãî òåíçîðà âçäîâæ êðèâî¨

TTa
buh(b) − uh(a) =

∫ b

a

TTa
z

[
IDuh(z)

IDz

]
dz. (E.3)

Çàóâàæèìî, ùî âàðiàöi¨ âèñîêèõ ïîðÿäêiâ ∇∇(n)ξxt ¹ ÷àñòêîâèì âèïàä-

êîì çìiøàíèõ òåíçîðiâ, òîìó äëÿ íèõ ìàþòü ìiñöå ïðåäñòàâëåííÿ (E.3).

Ëåìà E.3. Çà óìîâ òåîðåìè 5.17 äëÿ n ∈ N i äîâiëüíî¨ h ∈ Lip([a, b],M)

ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ:

∇∇(n)ξ
h(b)
t −TTb

a

[
∇∇(n)ξ

h(a)
t

]
=

∫ b

a

TTb
z

[ (
∇∇(n+1)ξ

h(z)
t

)
[h′(z)]

]
dz. (E.4)

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî ìiðêóâàííÿì òåîðåìè 5.4 ìîæíà äîâåñòè, ùî ðiâ-

íÿííÿ äëÿ ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó Ψn(z) = TTz
aξ

(n)
t,h(a) ìà¹ àíàëîãi÷íèé

(5.22) âèãëÿä:

δ [Ψn(z)] = −Γ
(

Ψn(z), δξ
h(b)
t

)
+
∑
α

K(n)
α (z)δW α + L(n)(z)dt. (E.5)

Ïðè öüîìó âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè:
ID

IDz
K

(1)
α (z) = R(Ψ1(z), Aα(ξ

h(z)
t ))ξ

(1)
t,h(z)[h

′(z)],

ID

IDz
L(1)(z) = R(Ψ1(z), A0(ξ

h(z)
t ))ξ

(1)
t,h(z)[h

′(z)],

(E.6)


K

(n)
α (z) = TTz

aM
(n)
α +

z∫
a

TTz
u

{
R
ξ
h(u)
t

(
Ψn(u), Aα(ξ

h(u)
t )

)
ξ

(1)
t,h(u)[h

′(u)]
}
du;

L(n)(z) = TTz
aN

(n) +
z∫
a

TTz
u

{
R
ξ
h(u)
t

(
Ψn(u), A0(ξ

h(u)
t )

)
ξ

(1)
t,h(u)[h

′(u)]
}
du,

(E.7)

äå K(n)
α (a) = M

(n)
α , L(n)(a) = N (n) îçíà÷åíi â (5.78), (5.79) ç âðàõóâàí-

íÿì TTa
a = Id. Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåñâiä÷èòèñÿ, íåîáõiäíî ðîçãëÿíóòè iíòå-

ãðàëüíó ôîðìó ðiâíÿííÿ íà ïàðàëåëüíèé ïåðåíîñ:
ID

IDz
(TTz

aξ
(n)
t,h(a)) = 0, ùî
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äîçâîëèòü îòðèìàòè ïðåäñòàâëåííÿ âèðàçó
∂

∂z
(TTz

aξ
(n)
t,h(a)) â òåðìiíàõ êîå-

ôiöi¹íòiâ çâ'ÿçíîñòi. Íàñòóïíå çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè Íüþòîíà-Ëåéáíiöà

äàñòü ìîæëèâiñòü ïðåäñòàâèòè ëîêàëüíi ïðèðîñòè TTz
aξ

(n)
t,h(a)−ξ

(n)
t,h(a) â ÿêî-

ñòi iíòåãðàëiâ íà [a, z]. Íàðåøòi çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè Ñòðàòîíîâè÷à i

ïîðiâíÿííÿ ç ïðåäñòàâëåííÿì (E.5) äîçâîëèòü îòðèìàòè ïðåäñòàâëåííÿ

(E.6), (E.7).

Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ñõåìè ðîçäiëó 3 êëþ÷îâèì ìîìåíòîì äîâåäåííÿ

ïðåäñòàâëåííÿ òèïó (E.4) ¹ íàñòóïíi îöiíêè, ÿêi ìàþòü áóòè âèêîíàíi äëÿ

áóäü-ÿêîãî h ∈ Lip([a, b],M) :

E ‖ ξ(n)
t,h(b) −TTb

a ξ
(n)
t,h(a) ‖

p

T 1,0

ξ
h(b)
t

⊗T 0,n
h(b)

≤ (E.8)

≤ |b− a|p‖h′‖pL∞([a,b],TM)e
Kp,ntPκ,n (1 + ρ(h(a), o) + |b− a| · ‖h′‖) ;

E ‖ ξ(n)
t,h(b) −TTb

a ξ
(n)
t,h(a) − ξ

(n+1)
t,h(b)

[ ∫ b

a

h

T
b
z h
′(z)dz

]
‖p
T 1,0

ξ
h(b)
t

⊗T 0,n
h(b)

≤ (E.9)

≤ |b− a|p‖h′‖pL∞([a,b],TM)e
Kp,ntPκ,n (1 + ρ(h(a), o) + |b− a| · ‖h′‖)

ç äåÿêèì ïîëiíîìîì Pκ,n (·),
h

T b
z ïîçíà÷à¹ êëàñè÷íèé ïàðàëåëüíèé ïåðå-

íîñ òåíçîðà âçäîâæ êðèâî¨ h ç òî÷êè h(z) â h(b). Òîäi ç òåîði¨ àáñîëþòíî

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié âèïëèâàòèìå, ùî îöiíêà (E.8) äà¹ iñíóâàííÿ ïîõi-

äíî¨
ID

IDz
TTb

zξ
(n)
t,h(z), à ç îöiíêè (E.9) âèïëèâàòèìå ïðåäñòàâëåííÿ (E.4).

Ùîá îòðèìàòè (E.8), çàóâàæèìî, ùî ç (5.84) âèïëèâà¹:

M m
γ α(b)−TTb

aM
m
γ α(a) =

= ∇ξ
`A

m
α (ξ

h(b)
t )[∇∇γξ

h(b)
t ]` −TTb

a

(
∇ξ
`A

m
α (ξ

h(a)
t )[∇∇γξ

h(a)
t ]`

)
+

+
∑
β1...βs

{
K
′,h(b)
β1,...,βs

∇∇β1
ξ
h(b)
t . . .∇∇βsξ

h(b)
t −TTb

aK
′,h(a)
β1,...,βs

∇∇β1
ξ
h(a)
t . . .∇∇βsξ

h(a)
t

}
=

= ∇ξ
`A

m
α (ξ

h(b)
t )

[
[∇∇γξ

h(b)
t ]` −TTb

a[∇∇γξ
h(a)
t ]`

]
+



403

+
{
∇ξ
`A

m
α (ξ

h(b)
t )−TTb

a∇
ξ
`A

m
α (ξ

h(a)
t )

}
TTb

a[∇∇γξ
h(a)
t ]`+ (E.10)

+
∑

β1...βs=γ

{
K
′,h(b)
β1,...,βs

−TTb
aK
′,h(a)
β1,...,βs

}
∇∇β1

ξ
h(b)
t . . .∇∇βsξ

h(b)
t + (E.11)

+
∑
β1...βs

s∑
j=1

[TTb
aK
′,h(a)
β1,...,βs

]TTb
a∇∇β1

ξ
h(a)
t . . .TTb

a∇∇βj−1
ξ
h(a)
t · (E.12)

·
(
∇∇βjξ

h(b)
t −TTb

a∇∇βjξ
h(a)
t

)
∇∇βj+1

ξ
h(b)
t . . .∇∇βsξ

h(b)
t .

Ç (E.3) âèïëèâà¹, ùî âèðàçè (E.10), (E.11), (E.12) ìîæóòü áóòè ïðåä-

ñòàâëåíi ÿê iíòåãðàëè íà [a, b]. Îòæå, ç âðàõóâàííÿì (E.5) òà (E.7) äëÿ

ε
(n)
t =

[
ξ
h(b)
t

](n) −TTb
a

[
ξ
h(a)
t

](n)
ìà¹ìî:

δε
(n)
t = −Γ(ε

(n)
t , δξ

h(b)
t )+

+
∑
α

{
∇Aα[ε

(n)
t ] + S(n)

α (Aα, R, ε
(1)
t , . . . , ε

(n−1)
t )

}
δW α

t +

+
{
∇A0[ε

(n)
t ] + S(n)

α (Aα, R,A0 ε
(1)
t , . . . , ε

(n−1)
t )

}
dt,

ç âèðàçàìè S(n)
α , S

(n)
0 , ùî çàëåæàòü ïîëiíîìiàëüíèì ÷èíîì âiä Aα, A0 òà

êðèâèíè R. Ïðîäîâæóþ÷è ìiðêóâàííÿ àíàëîãi÷íî îöiíöi âèðàçó (5.86)

ç âèêîðèñòàííÿì óìîâè äèñèïàòèâíîñòi, òà óìîâè ε(n)
0 = 0 îöiíêà (E.8)

îòðèìó¹òüñÿ ìåòîäîì iíäóêöi¨. Àíàëîãi÷íi àðãóìåíòè, çàñòîñîâàíi äî âè-

ðàçó ∆
(n)
t =

[
ξ
h(b)
t

](n) − TTb
a

[
ξ
h(a)
t

](n) −
[
ξ
h(b)
t

](n+1)
[∫ b

a

h

T b
z h
′(z)dz

]
ïðèâî-

äÿòü äî íàñòóïíèõ ðiâíÿíü:

δ(∆
(n)
t ) = −Γ(∆

(n)
t , δξ

h(b)
t )+

+
∑
α

{
∇Aα[∆

(n)
t ] +Q(n)

α (Aα, R, ∆
(1)
t , . . . ,∆

(n−1)
t )

}
δW α

t +

+
{
∇A0[∆

(n)
t ] +Q(n)

α (Aα, R,A0 ∆
(1)
t , . . . ,∆

(n−1)
t )

}
dt.

Ïîâòîðþþ÷è ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ ç âðàõóâàííÿì ∆
(n)
0 = 0 ìàòèìåìî

(E.9).
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Òåîðåìà E.4 (òåîðåìà 5.17). Äëÿ äîâiëüíî¨ f ∈ Cn
~q (M) ïiâãðóïà Ptf(x),

àñîöiéîâàíà ç ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì (5.1), ¹ n-ðàçiâ

íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíîþ ïî x ∈ M äëÿ áóäü-ÿêîãî t ≥ 0. Êðiì

òîãî, ¨¨ êîâàðiàíòíi ïîõiäíi çàäàþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

∇(n)
x Ptf(x) =

∑
j1+···+j`=n,`≥1

E 〈∇(`)
ξxt
f(ξxt ),∇∇(j1)ξxt ⊗ · · · ⊗ ∇∇(j`)ξxt 〉T 0,`

ξxt
M .

(E.13)

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

δm(f, x, t) =
∑

j1+···+j`=m,`≥1

E 〈∇(`)
ξxt
f(ξxt ),∇∇(j1)ξxt ⊗ · · · ⊗ ∇∇(j`)ξxt 〉T 0,`

ξxt
M

(E.14)

äëÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè (E.13). Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî äëÿ f ∈ Cn
~q (M) âè-

ðàçè δm(f, x, t) ∈ T 0,m
x M ¹ íåïåðåðâíèìè ïî x ∈ M äëÿ êîæíîãî m =

1, . . . , n, t ≥ 0.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ëiïøèöåâó êðèâó h ∈ Lip([a, b],M). Ç âëàñòèâîñòi

(5.102) òà ‖∇xρ(x, o) ‖ ≤ 1 âèïëèâà¹:

ρ(o, ξ
h(z)
t ) ≤ ρ(o, ξ

h(a)
t ) +

∫ z

a

‖∇
ξ
h(θ)
t
ρ(o, ξ

h(θ)
t ) ‖ · ‖dξ

h(θ)
t

dθ
‖ dθ ≤

≤ ρ(o, ξ
h(a)
t ) +

∫ b

a

‖∇∇(1)ξ
h(θ)
t ‖ · ‖h′(θ) ‖ dθ.

Îñêiëüêè f ∈ Cn
~q (M), ìà¹ìî

‖∇(`)f(ξ
h(z)
t ) ‖ ≤ ‖f ‖Cn~q q`(ρ

2(o, ξ
h(z)
t )) ≤ Kq` ‖f ‖Cn~q

(
1 + ρ(o, ξ

h(z)
t )

)2 dq` ≤

≤ Kq` ‖f ‖Cn~q
(

1 + ρ(o, ξ
h(a)
t ) + ‖h′ ‖L∞[a,b]

∫ b

a

‖∇∇(1)ξ
h(θ)
t ‖dθ

)2 dq`
, (E.15)

ùî äà¹ ðiâíîìiðíó ïî z ∈ [a, b] iíòåãðîâíó ïî Ω ìàæîðàíòó, âiäïîâiäíî

äî (5.96) òà (5.40). Âèùå dq` ïîçíà÷à¹ ñòóïiíü ïîëiíîìà q`. Àíàëîãi÷íèì

÷èíîì, âèêîðèñòîâóþ÷è (E.4), çíàéäåìî ìàæîðàíòó äëÿ âàðiàöiéíèõ ïðî-
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öåñiâ â (E.14):

‖∇∇(j)ξ
h(z)
t ‖ ≤ ‖∇∇(j)ξ

h(a)
t ‖+ ‖h′ ‖L∞[a,b]

∫ b

a

‖∇∇(`+1)ξ
h(θ)
t ‖ dθ, (E.16)

äå íîðìè ðîçóìiþòüñÿ â ñåíñi (5.14). Ïðàâà ÷àñòèíà (E.16) ¹ iíòåãðîâíîþ

ó äîâiëüíîìó ñòóïåíi, ùî âèïëèâà¹ ç (5.96).

Òàêèì ÷èíîì, ç âëàñòèâîñòi (E.4), âðàõîâóþ÷è ìàæîðàíòè, îòðèìàíi

ç (E.15),(E.16), âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü ì.â. çà ïàðàìåòðîì z ∈ [a, b] âè-

ðàçiâ ïiä E â δm(f, h(z), t), m = 0, . . . , n. Çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè Ëåáåãà

îñòàòî÷íî äà¹ íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåíü

[a, b] 3 z → δm(f, h(z), t), m = 0, . . . , n,

äëÿ äîâiëüíî¨ ëiïøèöåâî¨ êðèâî¨ h ∈ Lip([a, b],M) òà f ∈ Cn
~q (M), à îòæå

i íåïåðåðâíiñòü M 3 x→ δm(f, x, t) ∈ T 0,mM .

Îòðèìà¹ìî ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ∇(m)Ptf(x) = δm(f, x, t).

Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî ç (5.102) âèïëèâà¹
dξ

h(z)
t

dz
= ∇∇(1)ξ

h(z)
t [h′(z)].

Êðiì òîãî, ç ñïiââiäíîøåíü (E.4), ÿêi âèêîíàíi ì.â., ìà¹ìî:

∇(`)f(ξ
h(b)
t )−TTb

a

[
∇(`)f(ξ

h(a)
t )

]
=

=

∫ b

a

TTb
z

(
∇(`+1)f(ξ

h(z)
t )

[
∇∇(1)ξ

h(z)
t [h′(z)]

])
dz (E.17)

äëÿ äîâiëüíî¨ f ∈ Cn
0 (M), h ∈ Lip([a, b],M) òà ` = 0, . . . , n − 1. Ïðåä-

ñòàâëåííÿ (E.17) äîïóñêà¹ çàìèêàííÿ äî f ∈ Cn
~q (M).

Çàñòîñîâóþ÷è (E.17) ïðè ` = 0 äî Ptf(x) = Ef(ξxt ), ìà¹ìî:

Ptf(h(b))− Ptf(h(a)) = E
[
f(ξ

h(b)
t )− f(ξ

h(a)
t )

]
=

= E

∫ b

a

〈∇f(ξ
h(z)
t ),∇∇(1)ξ

h(z)
t [h′(z)] 〉 dz =

=

∫ b

a

E 〈∇f(ξ
h(z)
t ),∇∇(1)ξ

h(z)
t [h′(z)] 〉 dz,
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äå áóëî âèêîðèñòàíî iñíóâàííÿ âiäïîâiäíèõ ìàæîðàíò (E.15), (E.16) äëÿ

çìiíè ïîðÿäêó iíòåãðóâàííÿ. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíî¨ h ∈ Lip([a, b],M),

îòðèìà¹ìî:

Ptf(h(b))− Ptf(h(a)) =

∫ b

a

E 〈∇f(ξ
h(z)
t ),∇∇(1)ξ

h(z)
t [h′(z)] 〉 dz,

ç ÷îãî, çà òåîði¹þ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ

ïîõiäíî¨

dPtf(h(z))

dz
= E 〈∇f(ξ

h(z)
t ),∇∇(1)ξ

h(z)
t [h′(z)] 〉 = 〈 δ1(f, h(z), t), h′(z) 〉 .

Îñêiëüêè âèðàç δ1(f, x, t) ¹ íåïåðåðâíèì ïî çìiííié x, îòðèìà¹ìî iñíó-

âàííÿ íåïåðåðâíî¨ ïåðøî¨ ïîõiäíî¨ ∇Ptf(x) òà òîòîæíiñòü ∇xPtf(x) =

δ1(f, x, t).

Ïðèïóñòèìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ ∇(`)
x Ptf(x) = δ`(f, x, t) âæå äîâåäåíî

äëÿ äîâiëüíîãî ` = 0, . . . ,m < n. Ïîêàæåìî éîãî äëÿ m+ 1. Ðîçãëÿíåìî

âiäïîâiäíó ðiçíèöþ

∇(m)Ptf(h(b))−TTb
a

[
∇(m)Ptf(h(a))

]
=

= E
∑

j1+···+j`=m, `≥1

[
〈∇(`)f(ξ

h(b)
t ),∇∇(j1)ξ

h(b)
t ⊗ · · · ⊗ ∇∇(j`)ξ

h(b)
t 〉T 0,`

ξ
h(b)
t

−

−TTb
a 〈∇(`)f(ξ

h(a)
t ),∇∇(j1)ξ

h(a)
t ⊗ · · · ⊗ ∇∇(j`)ξ

h(a)
t 〉T 0,`

ξ
h(a)
t

]
.

Ç (E.17) i (E.4) âèïëèâà¹:∑
j1...j`

[
〈∇(`)f(ξ

h(b)
t ),∇∇(j1)ξ

h(b)
t ⊗ · · · ⊗ ∇∇(j`)ξ

h(b)
t 〉−

−TTb
a 〈∇(`)f(ξ

h(a)
t ),∇∇(j1)ξ

h(a)
t ⊗ · · · ⊗ ∇∇(j`)ξ

h(a)
t 〉

]
=

=

∫ b

a

∑
j1...j`

TTb
z

[
〈∇(`)f(ξ

h(z)
t ),∇∇(j1)ξ

h(z)
t ⊗ . . . · · · ⊗ ∇∇(j`)ξ

h(z)
t 〉 [h′(z)]

]
dz,
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òîáòî âiäòâîðþþòü ñòðóêòóðó ÷ëåíiâ ïiä iíòåãðàëîì â (E.14). Iñíóâàííÿ

ìàæîðàíò (E.15) i (E.16) äîçâîëÿ¹ çìiíèòè ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ i ìàòå-

ìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ, ùî äà¹

∇(m)Ptf(h(b))−TTb
a

[
∇(m)Ptf(h(a))

]
=

∫ b

a

TTb
z [δm+1(f, h(z), t)[h′(z)]] dz.

Òîìó âiäîáðàæåííÿ [a, b] 3 z → TTb
z

[
∇(m)Ptf(h(z))

]
¹ àáñîëþòíî íåïå-

ðåðâíèì ç ïîõiäíîþ

dTTb
z

[
∇(m)Ptf(h(z))

]
dz

= TTb
z [δm+1(f, h(z), t)[h′(z)]] .

Îñêiëüêè δm+1(f, x, t) íåïåðåðâíi ïî x, ìà¹ìî, ùî ïîõiäíà (m+ 1)-ãî ïî-

ðÿäêó ïiâãðóïè ñïiâïàäà¹ ç δm+1(f, x, t).

Ñôîðìóëþ¹ìî òà äîâåäåìî òåîðåìó 6.2.

Òåîðåìà E.5 (òåîðåìà 6.2). Êîåôiöi¹íòèMm
γ σ, N

m
γ ðiâíÿííÿ (6.6) íàXm

γ

ïîâ'ÿçàíi íàñòóïíèìè ðåêóðåíòíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

Mm
∅ σ = Am

σ (ξxt ), Nm
∅ = Am

0 (ξxt ) (E.18)

M m
γ∪{k} σ =

 IDkM
m

∅ σ, äëÿ γ = ∅

IDkM
m
γ σ +R m

p `qX
p
γ(IDkξ

`)Aq
σ, äëÿ γ 6= ∅

(E.19)

Nm
γ∪{k} =

 IDkN
m
∅ + λAm

σ z
σ
k , äëÿ γ = ∅

IDkN
m
γ + λM m

γ σz
σ
k +R m

p `qX
p
γ(IDkξ

`)Aq
σ, äëÿ γ 6= ∅.

(E.20)

Â (E.20) ñòàëà λ = 0, ÿêùî ïîõiäíà IDk ¹ ∇∇k-ïîõiäíîþ (òîáòî, ÿêùî

Xγ∪{k} = ∇∇kXγ) i äîðiâíþ¹ 1, ÿêùî IDk ¹ ñòîõàñòè÷íîþ ïîõiäíîþ (òîáòî

Xγ∪{k} = IDzkXγ).

Äîâåäåííÿ. Áàçà iíäóêöi¨ ïðè γ = ∅, ôàêòè÷íî, âèïëèâà¹ ç (5.21) òà (6.3).

Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè iíäóêòèâíèé êðîê. Îòðèìà¹ìî âiäïîâiäíi ïðåä-

ñòàâëåííÿ äëÿ ñòîõàñòè÷íîãî IDz òà çâè÷àéíîãî ∇∇ âèïàäêiâ îêðåìî.
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Äëÿ ñêîðî÷åííÿ ïîçíà÷åíü íèæ÷å áóäåìî îïóñêàòè çàëåæíiñòü êîåôi-

öi¹íòiâ çâ'ÿçíîñòi Γ âiä çìiííî¨ ξ â òîé æå ÷àñ çàëåæíiñòü âiä x çàâæäè

áóäå âêàçàíà.

Ïiäñòàâëÿþ÷è îçíà÷åííÿ ∇∇-ïîõiäíî¨ â ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë, ìà¹ìî:∫ t

0

δ(∇∇kX
m
γ ) =

∫ t

0

δ{ ∂xkXm
γ + Γ m

p q(ξ)
∂ξp

∂xk
Xq
γ −

∑
s∈γ

Γ h
k s(x)Xm

γ|s=h} (E.21)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Ñòðàòîíîâè÷à∫ t

0

X δ(

∫ t

0

Y δZ) =

∫ t

0

XY δZ,

∂x
∫ t

0

MδN =

∫ t

0

(∂xM)δN +

∫ t

0

Mδ(∂xN), (E.22)

äëÿ ïåðøîãî ÷ëåíà â (E.21) ç âðàõóâàííÿì iíäóêòèâíîãî ïðèïóùåííÿ

(6.6) îòðèìà¹ìî:

(E.21)1 =

∫ t

0

δ(∂xk

∫ t

0

{−Γ m
p qX

p
γ δξ

q +M m
γ σδW

σ +Nm
γ dt}) =

= −
∫ t

0

∂Γ m
p q

∂ξ`
∂ξ`

∂xk
Xp
γ δξ

q −
∫ t

0

Γ m
p qX

p
γ δ(

∂ξq

∂xk
)− (E.23)

−
∫ t

0

Γ m
p q(∂

x
kX

p
γ)δξq +

∫ t

0

{∂xkM m
γ σδW

σ + ∂xkN
m
γ dt} (E.24)

Ïåðåïèøåìî äðóãèé ÷ëåí â (E.21) âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Iòî�Ñòðàòîíîâè÷à:

δ
(
XY Z

)
= Y ZδX +XZδY +XY δX,

iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ (6.6) òà âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Ñòðàòîíîâè÷à (E.22):

(E.21)2 =

∫ t

0

Γ m
p q

∂ξp

∂xk
δ(Xq

γ) +

∫ t

0

Γ m
p qX

q
γ δ(

∂ξp

∂xk
) +

∫ t

0

∂ξp

∂xk
Xq
γ δΓ

m
p q(ξ) =

=

∫ t

0

Γ m
p q

∂ξp

∂xk
{−Γ q

` sX
`
γ δξ

s +M q
γ σδW

σ +N q
γdt}+ (E.25)

+

∫ t

0

Γ m
p qX

q
γ δ(

∂ξp

∂xk
) +

∫ t

0

∂ξp

∂xk
Xq
γ

∂Γ m
p q

∂ξ`
δξ`. (E.26)



409

Äî îñòàííüîãî ÷ëåíà â (E.21) çíîâ çàñòîñó¹ìî iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ

(6.6), â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî:

(E.21)3 = −
∑
s∈γ

∫ t

0

Γ h
k s(x){−Γ m

p q(ξ)X
p
γ|s=h δξ

q +M m
γ|s=h σδW

σ +Nm
γ|s=hdt}

(E.27)

Êðiì òîãî, ïåðåïèøåìî ïåðøèé âèðàç â (E.24) â òåðìiíàõ iíâàðiàíòíî¨

ïîõiäíî¨ ∇∇ :

(E.24)1 = −
∫ t

0

Γ m
p q∇∇kX

p
γδξ

q+

+

∫ t

0

Γ m
p qΓ

p
` n

∂ξ`

∂xk
Xn
γ δξ

q −
∑
s∈γ

∫ t

0

Γ m
p q(ξ)Γ

h
k s(x)Xp

γ|s=h δξ
q (E.28)

Ñêîðî÷óþ÷è äðóãèé âèðàç â (E.23) ç ïåðøèì âèðàçîì â (E.26), äðóãèé

âèðàç â (E.28) ç ïåðøèì âèðàçîì â (E.27) òà ôîðìóþ÷è ç äðóãîãî òà

òðåòüîãî ÷ëåíiâ â (E.24), (E.25) òà (E.27) ∇∇-ïîõiäíó êîåôiöi¹íòiâ M òà

N , äëÿ ÷ëåíiâ, ùî çàëèøèëèñü, ìà¹ìî:

(E.21) = −
∫ t

0

Γ m
p q∇∇kX

p
γ δξ

q +

∫ t

0

{∇∇kM
m
γ σδW

σ +∇∇kN
m
γ dt}+

+

∫ t

0

∂ξ`

∂xk
Xp
γ δξ

q
{∂Γ m

` p(ξ)

∂ξq
−
∂Γ m

p q(ξ)

∂ξ`
+ Γ m

s q(ξ)Γ
s
` p(ξ)− Γ m

` s(ξ)Γ
s
p q(ξ)

}
.

(E.29)

×ëåíè â ôiãóðíèõ äóæêàõ â (E.29) âèíèêàþòü âiäïîâiäíî ç äðóãîãî ÷ëåíà

â (E.26), ïåðøîãî ÷ëåíà â (E.23), ïåðøîãî ÷ëåíà â (E.28) òà ïåðøîãî ÷ëåíà

â (E.25). Çàóâàæèìî, ùî âèðàç â äóæêàõ â (E.29) ¹ êðèâèíîþ â òî÷öi ξxt ,

îòæå ìà¹ìî:∫ t

0

δ(∇∇kX
m
γ ) =

∫ t

0

{
− Γ m

p q(∇∇kX
p
γ)δξq +R m

p `qX
p
γ

∂ξ`

∂xk
δξq+

+∇∇kM
m
γ σδW

σ +∇∇kN
m
γ dt

}
,

ùî äîâîäèòü iíäóêòèâíèé êðîê ó âèïàäêó ∇∇-ïîõiäíî¨.
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Ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨ îòðèìà¹ìî àíàëîãi÷íèì ÷è-

íîì. Ïiäñòàâëÿþ÷è iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ òà îçíà÷åííÿ iíâàðiàíòíî¨

ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨ IDz, îòðèìà¹ìî:

δ(IDzX
m
γ ) = δ[DzX

m
γ + Γ m

p qX
p
γDzξ

q] =

= δ(Dz[−
∫ t

0

Γ m
p qX

p
γδξ

q +M m
γ σδW

σ +Nm
γ dt]) + δ(Γ m

p qX
p
γDzξ

q) =

= −Γ m
p qDzX

p
γδξ

q − Γ m
p qX

p
γδ(Dzξ

q)−
∂Γ m

p q(ξ)

∂ξ`
Dzξ

`Xp
γδξ

q+ (E.30)

+ (DzM
m
γ σ)δW σ + (M m

γ σz
σ +DzN

m
γ )dt+

+
∂Γ m

p q(ξ)

∂ξ`
Xp
γDzξ

qδξ` + Γ m
p qX

p
γδ(Dzξ

q) + Γ m
p qDzξ

qδ(Xp
γ). (E.31)

Âèùå áóëî çàñòîñîâàíî âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Ñòðîòîíîâè÷à (E.22), çîêðå-

ìà:

Dz

∫ t

0

MδN =

∫ t

0

(DzM)δN +

∫ t

0

Mδ(DzN).

Ñêîðî÷óþ÷è âiäïîâiäíi ÷ëåíè â (E.30) òà (E.31), âèêîíóþ÷è ïåðåõiä âiä

Dz äî iíâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨ IDz òà çàñòîñîâóþ÷è iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ

(6.6) äî òðåòüîãî ÷ëåíà â (E.31), îòðèìà¹ìî:

δ(IDzX
m
γ ) = −Γ m

p q(IDzX
p
γ − Γ p

i jX
i
γDzξ

j)δξq + (
∂Γ m

p `

∂ξq
−
∂Γ m

p q

∂ξ`
)Xp

γDzξ
`δξq+

+ (IDzM
m
γ σ − Γ m

i jM
i
γ σDzξ

j)δW σ + (IDzN
m
γ − Γ m

i jN
i
γDzξ

j)dt+

+M m
γ σz

σdt+ Γ m
p qDzξ

q[−Γ p
i jDzξ

iδξj +M p
γ σδW

σ +Np
γdt] =

= −Γ m
p qIDzX

p
γδξ

q + IDzM
m
γ σδW

σ+

+ (IDzN
m
γ +M m

γ σz
σ)dt+R m

p `qX
p
γDzξ

`δξq.



Äîäàòîê F

ÎÑÎÁËÈÂÈÉ ÂÈÏÀÄÎÊ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍÎÃÎ

ÐÎÇÊËÀÄÓ

Â öüîìó ðîçäiëi áóäó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

òåïëîïðîâiäíîñòi â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè ïðè p = 2, ùî âiäïîâiäà¹ âè-

ïàäêó òàê çâàíî¨ êîíi÷íî¨ ñèíãóëÿðíîñòi.

Äëÿ p = 2 çàäà÷à (8.6) ìà¹ âèãëÿä

r U ′r − U ′′ω,ω −
ω

2
U ′ω = 0 â (−1, 1)× (0,∞),

U(±1, r) = 0 íà (0,∞).
(F.1)

ßê ó ðîçäiëi 8 ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (F.1) øóêà¹òüñÿ ó âèãëÿäi:

U(ω, r) = eS(r) V (ω, r), òîäi ðiâíÿííÿ åéêîíàëà rS ′ = λ äà¹ S(r) = λ ln r,

îòæå eS(r) = rλ, ç äåÿêîþ ñòàëîþ λ. Â òàêîìó âèïàäêó íå ìà¹ ïiäñòàâ

øóêàòè ðîçêëàä äëÿ V (ω, r) ó âèãëÿäi ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ïü¹çî ç äðî-

áîâèì ñòóïåíåì âiä r. Â äàíîìó âèïàäêó áiëüø ïðèäàòíèì ¹ ðîçêëàä çà

ñòóïåíÿìè ôóíêöi¨ 1/ ln r. Îòæå ôóíêöiÿ V

V (ω, r) =
∞∑
j=0

Vj(ω)
( 1

ln r

)j−N
.

ìà¹ áóòè ôîðìàëüíèì ðîçêëàäîì ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i:

r V ′r − V ′′ω,ω −
ω

2
V ′ω = −λV â (−1, 1)× (0,∞),

V (±1, r) = 0 íà (0,∞),
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N � öiëå ÷èñëî. Ïiäñòàâëÿþ÷è ðîçêëàä äëÿ V (ω, r) â öi ðiâíÿííÿ i ïðè-

ðiâíþþ÷è âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ ln r, îòðèìà¹ìî

íàñòóïíó íèçêó çàäà÷ Øòóðìà�Ëióâiëëÿ:

−V ′′0 −
ω

2
V ′0 + λV0 = 0 â (−1, 1),

V0 = 0 íà ∓1,
(F.2)

äëÿ j = 0, i

−V ′′j −
ω

2
V ′j + λVj = (j−N−1)Vj−1 â (−1, 1),

Vj = 0 ïðè ∓1,
(F.3)

äëÿ j ≥ 1.

Çàäà÷à (F.2) ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè V0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè λ ¹ âëà-

ñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà Lv = v′′ + 1
2ω v

′ ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ, ÿêi

ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié v ç ïðîñòîðó Ñîáîë¹âà H2(−1, 1), ùî çàíóëÿþ-

òüñÿ ïðè ∓1. Ðiâíÿííÿ (F.3) äëÿ j = 1, . . . , N îçíà÷àþòü, ùî V1, . . . , VN ,

ôàêòè÷íî, ¹ êîðiííèìè ôóíêöiÿìè îïåðàòîðà, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíî-

ìó çíà÷åííþ λ. Iíøèìè ñëîâàìè, Vn,0, . . . , Vn,N � öå Æîðäàíiâ ëàíöþã

äîâæèíè N + 1, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ λn. Çàóâàæèìî, ùî

äëÿ j = N + 1 ïðàâà ÷àñòèíà (F.3) çíèêà¹. Öå îçíà÷à¹, ùî ïî÷èíàþ÷è ç

j = N + 1 Æîðäàíiâ ëàíöþã ïåðåðèâà¹òüñÿ.

Ç òåîði¨ çàäà÷ Øòóðìà-Ëiâóâiëëÿ âèïëèâà¹, ùî çàäà÷à (F.2) ìà¹ äèñ-

êðåòíèé ñïåêòð {λn}n=1,2,..., ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äiéñíèõ çíà÷åíü.

ßêùî

−v′′ − 1

2
ω v′ + λv = 0

íà (−1, 1) äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ v ∈ H2(−1, 1), ùî çàíóëÿ¹òüñÿ ïðè ∓1, òîäi

‖v′‖2 + λ‖v‖2 =
1

2
(ωv′, v), (F.4)
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äå ñêàëÿðíèé äîáóòîê ðîçóìi¹òüñÿ â ñåíñi ïðîñòîðó L2(−1, 1). Âèêîðè-

ñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Øâàðöà, ìà¹ìî: |(ωv′, v)| ≤ ‖v′‖ ‖v‖. Îñêiëüêè

‖v′‖2 + λ‖v‖2 =
1

2
‖v′‖ ‖v‖+

(
‖v′‖ − 1

4
‖v‖
)2

+
(
λ− 1

16

)
‖v‖2

≥ 1

2
‖v′‖ ‖v‖+

(
λ− 1

16

)
‖v‖2.

Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà äiéòè âèñíîâêó, ùî ðiâíiñòü (F.4) âèêîíàíà òiëüêè

äëÿ ôóíêöi¨ v = 0 çà âèêëþ÷åííÿì âèïàäêó, êîëè λ ≤ 1/16. Îòæå, λn ≤
1
16 äëÿ âñiõ n = 1, 2, . . ..

Òåîðåìà F.1. Ïðèïóñòèìî, ùî p = 2. Òîäi ðîçêëàä ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨

çàäà÷i (8.6) ìà¹ âèãëÿä: U(ω, r) =
∞∑
n=1

rλn Vn,0(ω), äå λn � âëàñíi çíà÷åííÿ

çàäà÷i (F.2).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç íàâåäåíèõ âèùå ìiðêó-

âàíü.

Ó âèõiäíèõ êîîðäèíàòàõ (x, t) â îêîëi òî÷êè P = (0, 0) â G ôîðìàëüíèé

ðîçêëàä ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

u(x, t) =
∞∑
n=1

cn t
λn Vn,0

( x

t1/2

)
.
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