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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Робота присвячена дослiдженню неперервних функцiй з сингу-
лярними та фрактальними властивостями, якi означенi в термiнах
наперед заданого трисимвольного зображення дiйсних чисел вiдрiз-
ка [0; 1] з самоподiбною геометрiєю, а саме: Q3 – зображення чисел.

Актуальнiсть теми. Метричний простiр C[0;1] неперервних
функцiй з рiвномiрною метрикою багатий функцiями зi складною
локальною структурою i «масивними» множинами рiзних особли-
востей. До таких вiдносяться неперервнi нiде не монотоннi, звиви-
стi, недиференцiйовнi функцiї (вiдомi теореми Банаха-Мазуркевича
(1931 р.) i Козирєва (1983 р.) констатують топологiчне багатство їх
сiмей — це множини другої категорiї Бера), а також сингулярнi фун-
кцiї (неперервна функцiя, вiдмiнна вiд константи, називається син-
гулярною, якщо її похiдна рiвна нулю майже скрiзь у розумiннi мiри
Лебега). Топологiчно масивною є i множина всiх сингулярних фун-
кцiй, про що свiдчить теорема Замфiреску (1981 р.): сингулярнi фун-
кцiї у метричному просторi всiх неперервних монотонних функцiй з
супремум-метрикою утворюють множину другої категорiї Бера.

Добре вiдома теорема Лебега стверджує, що кожна дiйсна фун-
кцiя дiйсної змiнної обмеженої варiацiї є або функцiєю стрибкiв, або
абсолютно неперервною функцiєю, або сингулярною, або нетривi-
альною сумiшшю попереднiх трьох чистих лебегiвських типiв. При
цьому кожна неперервна функцiя є або абсолютно неперервною, або
сингулярною, або їх сумiшшю. Серед чистих лебегiвських типiв син-
гулярнi функцiї представляють найменш вивчений клас, хоча є окре-
мим предметом дослiдження вже бiльше 100 рокiв. Їх першi при-
клади належать видатним математикам: Г. Кантору, Е. Хелiнгеру,
В. Серпiнському, Г. Мiнковському та iн.. Запропонованi ними кон-
струкцiї стосувались функцiй монотонних i навiть строго зростаючих
(за виключенням функцiї Кантора — неспадної функцiї «рiвномiрно-
го» розподiлу ймовiрностей на множинi Кантора, яка зростає виклю-
чно у точках цiєї множини). Складається враження, що тривалий
час вiдбувалось неоголошене змагання на побудову найпростiшого
прикладу строго зростаючої сингулярної функцiї. I дехто вважав,
що таким є приклад Р. Салема (1943 р.). Але, на наш погляд, бiльш
простим прикладом є iнверсор цифр Q2 – зображення дробової ча-
стини дiйсного числа, аналог якого ми дослiджуємо у данiй роботi.
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Монотоннi сингулярнi функцiї тiсно пов’язанi з сингулярними
розподiлами ймовiрностей (це розподiли, зосередженi на нуль-множи-
нах Лебега). Домiнування таких розподiлiв переконливо доведено у
рiзних класах випадкових величин, цифри зображення яких у тiй чи
iншiй системi кодування чисел є незалежними.

На основi загального iнтересу до сингулярних функцiй виникає
природний iнтерес до немонотонних сингулярних функцiй та нетри-
вiальних сумiшей сингулярних i абсолютно неперервних функцiй.
Легко будуються приклади немонотонних сингулярних функцiй кан-
торiвського типу (функцiй, промiжки сталостi яких утворюють мно-
жину повної мiри). Першi приклади нiде не монотонних сингулярних
функцiй були побудованi у 50-х роках ХХ столiття iндiйськими мате-
матиками (Shukla U. K., Gard K. M.). Нескладнi приклади сингуляр-
них нiде не монотонних функцiй фiгурують i у роботах М. В. Пра-
цьовитого, А. Н. Агаджанова. Iснує лише кiлька робiт, присвяче-
них таким функцiям. Сумiшi сингулярних та абсолютно неперервних
функцiй до цих пiр не стали предметом серйозного вивчення. Логi-
чним є запитання: в яких «вiдносно простих» класах такi функцiї є
домiнуючими? I де вони природнiм чином «з’являються»?

Iснує ряд проблем, пов’язаних з сингулярними функцiями, однiєю
з яких є проблема ефективних способiв їх задання та дослiдження. В
останнiй час з цiєю метою використовуються рiзнi системи зображе-
ння дiйсних чисел як зi скiнченним, так i нескiнченним алфавiтом,
однiєю з таких є Q – зображення чисел, вперше введене у 1986 роцi
М. В. Працьовитим. Воно використовувалось для дослiдження син-
гулярних функцiй розподiлу. Ми ж використовуємо Q – зображення
чисел для дослiдження немонотонних кусково-сингулярних функцiй.
Нас цiкавить, зокрема фрактальний аспект дослiдження.

Фрактальна геометрiя з групової точки зору є теорiєю iнварiантiв
групи перетворень метричного простору, якi зберiгають фрактальну
розмiрнiсть, зокрема Гаусдорфа-Безиковича. Її плiдними iдеями є
iдеї самоподiбностi, самоафiнностi, автомодельностi тощо. Графiки
функцiй зi складною локальною будовою як множини простору R2

потенцiйно мають фрактальнi властивостi.
У дисертацiї дослiджується нескiнченний клас неперервних фун-

кцiй, якi, взагалi кажучи, є сумiшами кусково-сингулярних та кус-
ково-лiнiйних функцiй, i для цього використовуємо полiосновне Q3

– зображення чисел, яке є узагальненням класичного трiйкового.
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Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Робота виконана у рамках дослiджень об’єктiв математичного
аналiзу зi складною локальною будовою i автомодельними властиво-
стями, що проводяться на кафедрi вищої математики Нацiонально-
го педагогiчного унiверситету iменi М. П. Драгоманова та у вiддiлi
фрактального аналiзу Iнституту математики НАН України. Дослi-
дження здiйснювалось у рамках науково-дослiдних тем:

— «Дослiдження еволюцiйних детермiнованих та стохастичних
систем складної тополого-метричної структури. Фрактальнi
властивостi, керованiсть» (№ держ. реєстрацiї 0115U000557);

— «Фрактальний аналiз неперервних функцiй i мiр» (№ держав-
ної реєстрацiї 0111U000053);

— «Системи кодування дiйсних чисел з нескiнченним алфавiтом
i фрактали» (№ державної реєстрацiї 0113U003009).

Об’єкт дослiдження. Основними об’єктами дослiдження є:
1) неперервнi функцiї, якi зберiгають цифру 1 (без її «примножен-

ня») у заданому Q3 – зображеннi чисел;
2) модифiкацiя Q3 – зображення чисел, яка ґрунтується на пере-

кодуваннi числа засобами нескiнченного алфавiту.
Предмет дослiдження.
1. Локальнi та глобальнi структурнi, самоафiннi, автомодельнi та

фрактальнi, варiацiйнi, диференцiальнi та iнтегральнi властивостi
функцiй, що зберiгають цифру 1 у Q3 – зображеннi чисел;

2. Геометрiя модифiкованогоQ3 – зображення чисел, його тополо-
го-метричнi властивостi.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйного до-
слiдження є опис властивостей класу функцiй, що зберiгають цифру
1 у Q3 – зображеннi чисел, i розгорнутий аналiз властивостей його
окремих представникiв; обґрунтування модифiкацiї Q3 – зображен-
ня чисел засобами нескiнченного алфавiту, дослiдження специфiки
та властивостей останньої.

Його основнi завдання полягають у наступному:
— встановити масивнiсть множини функцiй, що зберiгають ци-

фру 1 у Q3 – зображеннi аргумента, та її пiдмножин:
• неперервних функцiй;
• неперервних функцiй з нескiнченними рiвнями;
• неперервних функцiй з одним та двома нескiнченними

рiвнями;
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— для найпростiших «модельних» представникiв класу непе-
рервних функцiй, що зберiгають цифру 1 у Q3 – зображеннi
чисел, знайти «аналiтичне задання» i детально вивчити вла-
стивостi, включаючи лебегiвську структуру (вмiст абсолютно
неперервної та сингулярної компонент);

— для вибраних представникiв знайти функцiональнi спiввiдно-
шення та еквiвалентнi означення у термiнах розв’язкiв систем
функцiональних рiвнянь;

— побудувати модифiкацiю класичного трiйкового та його уза-
гальнення — Q3 – зображення числа, використовуючи нескiн-
ченний алфавiт Z0; обґрунтувати його коректнiсть, встанови-
ти геометричний змiст символiв, властивостi цилiндрiв та на-
пiвцилiндрiв, розв’язати деякi метричнi та позицiйнi задачi;

— вивчити властивостi множин чисел з фiксованими символами
3 – та Q3 – зображення.

Методи дослiдження. У роботi використовувалися методи ма-
тематичного аналiзу, функцiонального аналiзу, теорiї функцiй дiй-
сної змiнної, теорiї мiри, метричної теорiї чисел. Використовувалась
методологiя дослiдження структури локальних та фрактальних вла-
стивостей функцiй, розроблена М. В. Працьовитим та його учнями.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi науковi
результати, що виносяться на захист:

— доведено, що клас P функцiй, якi зберiгають цифру 1 у зада-
ному полiосновному Q3 – зображеннi чисел, є континуальним,
а його пiдклас Pc неперервних функцiй є злiченним;

— функцiї класу Pc не можуть мати бiльше двох нескiнченних
рiвнiв, причому сiм’ї P1 i P2 функцiй, що мають один нескiн-
ченний рiвень та два нескiнченних рiвнi вiдповiдно, також є
злiченними;

— встановлено, що у класi Pc iснує лише два бiєктивних вi-
дображення вiдрiзка [0; 1] на себе, це тотожне перетворення
та iнверсор цифр зображення;

— детально вивчено властивостi iнверсора цифр Q3 – зображен-
ня чисел, зокрема: доведено, що iнверсор є лiнiйною функцi-
єю при q0 = q2 i сингулярною при q0 ̸= q2, описано диферен-
цiальнi, iнтегральнi, автомодельнi та фрактальнi властивостi
i встановлено ряд функцiональних спiввiдношень;



5

— доведено, що при q0 ̸= q2 кожна функцiя з класу Pc, за ви-
ключенням тотожного перетворення, має сингулярнi власти-
востi, а саме: є сингулярною на кожному промiжку спадання
i лiнiйною на промiжку зростання;

— для найпростiших представникiв f1 i g класiв P1 i P2 вiд-
повiдно, якi задовольняють певнi умови симетрiй, описано
тополого-метричнi, диференцiальнi, iнтегральнi, варiацiйнi,
самоафiннi та фрактальнi, локальнi та глобальнi властиво-
стi;

— запропоновано нове несамоподiбне нескiнченно-символьне зо-
браження дiйсних чисел, яке є модифiкацiєю полiосновного
трисимвольного Q3 – зображення, i вивчено його геометрiю
(тополого-метричнi властивостi цилiндрiв та напiвцилiндрiв);

— описано метричнi властивостi множин чисел, визначених умо-
вами на їх модифiковане Q3 – зображення.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота має
теоретичний характер. Отриманi результати є певним внеском у тео-
рiю функцiй дiйсної змiнної та метричну теорiю чисел, зокрема у тео-
рiю функцiй з сингулярними властивостями. Запропонованi у дисер-
тацiї прийоми та методи можуть бути використанi при дослiдженнi
функцiй з нетривiальною локальною будовою i фрактальними вла-
стивостями, визначених iншими iнварiантами зображень.

Особистий внесок здобувача. Всi результати, що виносяться
на захист, отриманi автором самостiйно. Зi статей, опублiкованих у
спiвавторствi, до дисертацiї включенi лише тi, що належать автору.
У спiльних з Працьовитим М. В. публiкацiях спiвавтору належить
постановка окремих задач, перевiрка отриманих результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiй-
ного дослiдження доповiдались на конференцiях рiзного рiвня:

— International conference on algebra dedicated to 100th anniversa-
ry of S. M. Chernikov. August 20-26, 2012, Dragomanov National
Pedagogical University, Kyiv, Ukraine;

— International conference modern stochastics: theory and appli-
cation III dedicated to 100th anniversary of B. V. Gnedenko and
80th anniversary of M. I. Yadrenko. 2012, Kyiv, Ukraine;

— Мiжнародна наукова конференцiя «Асимптотичнi методи в
теорiї диференцiальних рiвнянь», присвячена 80-рiччю проф.
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М. I. Шкiля. 13-14 грудня 2012 року, Київ, Україна;
— Мiжнародна математична конференцiя «Боголюбовськi чита-

ння DIF-2013. Диференцiальнi рiвняння, теорiя функцiй та їх
застосування» з нагоди 75-рiччя з дня народження А. М. Са-
мойленка. 23-30 червня 2013 р., Севастополь, Україна;

— The 9-th International Algebraic Conference in Ukraine. July 08-
13, 2013, L’viv, Ukraine;

— Fifth International Conference on Analytic Number Theory and
Spatial Tessellations. September 16-20, 2013, Institute of Mathe-
matics of NASU & Institute of Physics and Mathematics of the
National Pedagogical Dragomanov University, Kyiv, Ukraine;

— Мiжнародна математична конференцiя «Диференцiальнi рiв-
няння, обчислювальна математика, теорiя функцiй та мате-
матичнi методи механiки» до 100-лiття вiд дня народження
Г. М. Положого. 23-24 квiтня 2014 р., м. Київ, Україна;

— П’ятнадцята мiжнародна наукова конференцiя iм. акад. Ми-
хайла Кравчука. 15-17 травня, 2014 р., Київ, Україна;

— Мiжнародна Ганська конференцiя, присвячена 135 рiчницi вiд
дня народження Ганса Гана. 30 червня - 5 липня 2014 р., Чер-
нiвецький нацiональний унiверситет, Чернiвцi, Україна;

— International conference «Probability, Reliability and Stochastic
Optimization». April 7-10, 2015, Kyiv, Ukraine;

та наукових семiнарах:
— семiнар з фрактального аналiзу Iнституту математики НАН

України та НПУ iменi М. П. Драгоманова (керiвник: доктор
фiз.-мат. наук, професор М. В. Працьовитий);

— семiнар вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань
Iнституту математики НАН України (керiвник: доктор фiз.-
мат. наук, професор, академiк НАНУ А. М. Самойленко);

— семiнар вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН
України (керiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор А. С. Ро-
манюк);

— семiнар кафедри математичного аналiзу та диференцiальних
рiвнянь НПУ iменi М. П. Драгоманова (керiвник: доктор фiз.-
мат. наук, професор Г. М. Торбiн);

— семiнар кафедри математичного аналiзу Київського нацiо-
нального унiверситету iменi Тараса Шевченка (керiвник: до-
ктор фiз.-мат. наук, професор I. О. Шевчук).
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Публiкацiї. Основнi результати роботи викладено у 5 науко-
вих статтях [1–5], опублiкованих у виданнях, що внесенi до перелiку
наукових фахових видань України, з них 2 статтi у наукових видан-
нях, що входять до наукометричних баз даних (Scopus, Zentralblatt
MATH), та додатково вiдображено у матерiалах конференцiй [6–15].

Структура та обсяг роботи. Робота складається зi вступу,
чотирьох роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, висновкiв до кожного роз-
дiлу та загальних висновкiв, списку використаних джерел та списку
публiкацiй автора, перелiку умовних позначень та скорочень. Список
використаних джерел нараховує 134 найменувань, список публiкацiй
автора — 18. Обсяг дисертацiї становить 147 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть дослiдження, проведено огляд
лiтератури, описано об’єкт, предмет, мету i завдання, анонсовано
основнi результати дослiдження, якi виносяться на захист.

Роздiл 1 ”Концептуальнi засади дослiдження” носить всту-
пний характер. У ньому описано Q3 – представлення та Q3 – зо-
браження дiйсних чисел та їхнi властивостi, викладено теоретичнi
основи тополого-метричної та фрактальної теорiї чисел у цьому зо-
браженнi, необхiднi для подальшого конструювання та дослiдження
функцiй.

Нехай A3 = {0, 1, 2} — алфавiт, L = A3 × A3 × A3 × ... — про-
стiр послiдовностей елементiв алфавiту, Q3 = {q0, q1, q2} — фiксова-
на множина додатних дiйсних чисел, причому q0 + q1 + q2 = 1.

Вiдомо, що для довiльного x ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть (αn) ∈ L,
такa, що

x = βα1 +
∞∑
k=2

βαk

k−1∏
j=1

qαj

 ≡ ∆Q3
α1α2...αn..., (1.2.1)

де β0 = 0, β1 = q0, β2 = q0 + q1.
Ряд (1.2.1) називається Q3 – представленням числа x, а скоро-

чений (символiчний) запис x = ∆Q3
α1α2...αn... — його Q3 – зображе-

нням. Перiод у Q3 – зображеннi числа (якщо вiн iснує) познача-
ють у круглих дужках. Iснують числа, якi мають два Q3 – зобра-
ження. Це числа з перiодом (0) або (2), причому ∆Q3

c1...cm−1cm(0) =
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∆Q3

c1...cm−1[cm−1](2). Вони називаються Q3 – рацiональними, їх множи-
на є злiченною. Решту чисел називають Q3 – iррацiональними.

Частотою цифри i в Q3 – зображеннi числа x називається число
νQ3

i (x), яке є границею (якщо вона iснує) lim
k→∞

Ni(x,k)
k , де Ni(x, k) –

кiлькiсть цифр i в зображеннi x до k-го мiсця включно.

У другому роздiлi ”Iнверсор цифр Q3 – зображення дробо-
вої частини дiйсного числа” введено у розгляд континуальний
клас P визначених на [0; 1] функцiй, якi зберiгають цифру 1 у напе-
ред заданому полiосновному Q3 – зображеннi дiйсних чисел.

Розглядається фiксоване Q3 – зображення чисел вiдрiзка [0; 1] i
дiйснi функцiї f дiйсної змiнної x, визначенi на [0; 1] умовами на Q3

– зображення їх значень:
y = f(∆Q3

α1α2...αn...) = ∆Q3
γ1γ2...γn..., де γn = γn(y) = φn(α1, α2, . . . , αn).

Означення 2.1.1. Кажуть, що функцiя f зберiгає цифру 1 у
Q3 – зображеннi чисел, якщо для будь-якого x ∈ [0; 1] цифра 1 у
Q3 – зображеннях чисел x = ∆Q3

α1α2...αn... i y = f(x) = ∆Q3
γ1γ2...γn...

знаходиться на тих самих мiсцях, тобто γn = 1 тодi i тiльки
тодi, коли αn = 1.

Теорема 2.1.1. Множина P всiх функцiй, якi зберiгають цифру
1 у Q3 – зображеннi чисел, є континуальною.

Основна увага у цьому роздiлi придiляється ґрунтовному вивчен-
ню властивостей iнверсора цифр Q3 – зображення дробової частини
дiйсного числа — єдинiй неперервнiй строго спаднiй функцiї I(x) з
класу P , яка означується рiвнiстю:

I(∆Q3
α1α2...αn...) = ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αn]...
, (αn) ∈ L,

i має нетривiальнi локальнi диференцiальнi властивостi. Ця функцiя
залежна вiд двох параметрiв q0 i q1, тому дослiдження цього роздiлу
стосується континуальної сiм’ї функцiй.

Теорема 2.2.1. Для iнверсора I цифр Q3 – зображення чисел
вiдрiзка [0, 1] має мiсце рiвнiсть

I(∆Q3
α1α2...αn...) = 1−∆

Q′
3

α1α2...αn...,
де Q′

3 = {q′0, q′1, q′2} i q′0 = q2, q
′
1 = q1, q

′
2 = q0.

Пункт 2.3 присвячений доведенням неперервностi та монотонно-
стi iнверсора I(x), а п. 2.4 — доведенню критерiю його сингулярностi:

Теорема 2.4.1. Якщо q0 ̸= q2, то iнверсор I є сингулярною фун-
кцiєю.
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У пiдроздiлi 2.5 вивчаються локальнi диференцiальнi властивостi
функцiї I(x).

Теорема 2.5.1. При q0 ̸= q2 похiдна I ′(x0) не iснує, якщо:
1) Q3 – зображення числа x0 має простий перiод (i) або
2) iснують частоти ν0(x0) i ν2(x0) цифр 0 та 2 у Q3 – зображен-

нi числа x0 i при цьому виконується (ν2(x0)− ν0(x0))(q0 − q2) < 0.

Фрактальнi (самоподiбнi, самоафiннi та автомодельнi) властиво-
стi iнверсора I(x) висвiтлюють наступнi теореми.

Теорема 2.6.1. Iнверсор I зберiгає розмiрнiсть Гаусдорфа-Бези-
ковича, тобто довiльна борелiвська множина i її образ мають одна-
кову розмiрнiсть, тодi i тiльки тодi, коли q0 = q2.

Теорема 2.6.2. Якщо q0 ̸= q2 i H− множина точок x, в яких не
iснує скiнченної похiдної I ′(x), то її розмiрнiсть Гаусдорфа-Безико-
вича задовольняє нерiвнiсть α0(H) > −2 logq0q2 2.

Теорема 2.7.1. Графiк ΓI = {(x, I(x)) : x ∈ [0; 1]} функцiї I

є самоафiнною множиною, а саме: ΓI =
2∪
i=0

ϕi(ΓI), де ϕi — афiннi

перетворення, якi задаються формулами

ϕi :

{
x′ = qix+ βi,

y′ = −q[2−i]y + β[3−i], i ∈ A3.

Наслiдком самоафiнних властивостей графiка iнверсора є насту-
пна iнтегральна властивiсть.

Теорема 2.8.1. Має мiсце рiвнiсть
1∫
0

I(x) dx =
2q0q1 + q20

1− 2q0q1 − q21
.

Розглядається чотири набори дiйсних чисел qi, βi, bi та di, де

i = 0, 1, 2, таких, що qi > 0, q0 + q1 + q2 = 1, β0 = 0, βk =
k−1∑
i=0

qi,

|di| < 1, 0 6 bi < 1; i система трьох функцiональних рiвнянь

f(βi + qix) = b[2−i] + d[2−i]f(x), i = 0, 1, 2. (2.9.1)

Лема 2.9.1. Для того, щоб система (2.9.1) мала розв’язки у
класi визначених i обмежених на [0; 1] функцiй, необхiдно i доста-
тньо, щоб {

b1 − b2 +
b2d1
1−d2 − b0d2

1−d0 = 0,

b0 − b1 +
b2d0
1−d2 − b0d1

1−d0 = 0.
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Теорема 2.9.1. Якщо для системи (2.9.1) одночасно виконую-
ться умови: 

d0 + d1 + d2 = 1,

max
i

|di| < 1,

b0 = 0, bk =
k−1∑
i=0

di > 0,

(2.9.5)

то у класi обмежених i визначених на [0; 1] функцiй вона має єди-
ний розв’язок — неперервну на [0; 1] функцiю f , визначену рiвнiстю

f(∆Q3
α1α2...αn...) = b[2−α1] +

∞∑
k=2

[
b[2−αk]

k−1∏
j=1

d[2−αj ]

]
.

При виконаннi (2.9.5), для рiзних значень di та bi, i = {0, 1, 2}
описано структуру функцiї f .

Теорема 2.9.3. Єдиним розв’язком системи функцiональних рiв-
нянь

f(βi + qix) = β[2−i] + q[2−i]f(x), i = 0, 1, 2,
у класi обмежених i визначених у кожнiй точцi [0; 1] функцiй є
iнверсор I.

У пiдроздiлi 2.10 виписано рiзнi функцiональнi спiввiдношення,
якi задовольняє iнверсор I(x).

Основним у дисертацiйному дослiдженнi є роздiл 3 ”Неперервнi
функцiї, що зберiгають цифру 1 у Q3 – зображеннi чисел”.
Вiн присвячений неперервним функцiям з класу P , якi при q0 ̸= q2,
за виключенням iнверсора та тотожного перетворення, є нетривiаль-
ними сумiшами абсолютно неперервних та сингулярних функцiй.

У пiдроздiлi 3.1 доведено, що множина Pc всiх неперервних фун-
кцiй з класу P є злiченною. Встановлено, що множина функцiй з
Pc, у яких n-та цифра Q3 – зображення значення функцiї залежить
лише вiд n-ї цифри Q3 – зображення аргумента x, вичерпується то-
тожним перетворенням та iнверсором.

У пiдроздiлi 3.2 дослiджується один з найпростiших представни-
кiв класу функцiй f1 ∈ Pc з одним нескiнченним рiвнем (множиною
рiвня y0 функцiї f називається множина f−1(y0) = {x : f(x) = y0}).

Лема 3.2.4. У класi Pc функцiональне рiвняння
f(x) = f(I(x)), x ∈ [0; 1],

при умовi f(∆Q3

(0)) = ∆Q3

(02) має єдиний розв’язок — функцiю f1.
Властивостi цiєї функцiї описано у наступних теоремах.



11

Теорема 3.2.1. Функцiя f1 є:
1) лiнiйною зростаючою на цилiндрах виду
∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
, ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n+1

2
, ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n+2

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
, ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2
та ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n+2

0
,

де i ∈ {0, 2}, n > 0, n, k ∈ N ;
2) монотонно спадною на цилiндрах виду
∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2
, ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

2
, ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
, ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2
та ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n+1

0
,

де i ∈ {0, 2}, n > 0, n, k ∈ N . Причому сингулярною при q0 ̸= q2 i
лiнiйною при q0 = q2;

3) набуває свого глобального максимуму в точцi x = ∆Q3

(1) та

глобального мiнiмуму у точках x = ∆Q3

i(1), причому f1(∆
Q3

(1)) =
q0

1−q1 i

f1(∆
Q3

i(1)) =
q20

1−q1 , локальних максимумiв у точках виду x∗ = ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+2

(1)
,

a локальних мiнiмумiв у x∗ = ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
, де i ∈ A3 \ {1}, 0 6 m ∈ N .

Крiм того
f1(x

∗) = (q0 + q1)
q0(1−qm0 q

m
2 )

1−q0q2 +
qm+2
0 qm+1

2

1−q1 ,

f1(x∗) = (q0 + q1)
q0(1−(q0q2)

m−1)
1−q0q2 +

qm+2
0 qm2
1−q1 .

Для f1 встановлено ряд функцiональних спiввiдношень (лема 3.2.1).
Теорема 3.2.2. Функцiя f1 має
1) наступнi «симетрiї» графiка:

Γf1(1) ≡{(x; y) :x∈ [0;∆Q3

(1) ], y=f1(x)}∼
A

Γf1(1,2n) ≡{(x; f1(x)) :x∈ [0;∆Q3

0...0︸︷︷︸
2n

(1)
]},

Γf1(2) ≡{(x; y) :x∈(∆Q3

(1) ; 1], y=f1(x)}∼
A

Γf1(2,2n) ≡{(x; f1(x)) :x∈(∆Q3

2...2︸︷︷︸
2n

(1)
; 1]},

де ∼A — знак афiнної еквiвалентностi фiгур;
2) обмежену варiацiю Vf1 , а саме:

Vf1 =
2q0(1− q0 + q2(1− q2))

(1− q0q2)(q0 + q2)
.
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Теорема 3.2.3. Для функцiї f1 має мiсце рiвнiсть
1∫
0

f1(x)dx = q20I0 + q21I1 + q2q0I2 + q0q1,

I0 = 1
1−q30q2

(
1+q20+q

2
1

2 +
q30q

2
2(2q1+q0)

1−2q0q1−q21
+q20q1q2 + q21(I01 + q0q2I1)

)
;

I1 = q0(2q1+q0)
1−q21

(
1
2 + q2

1−2q0q1−q21

)
;

I2 =
q1(q0(1−q1)+q1(I01+q22I1))

1−q0q32
+ q0q2(2q1+q0)

1−q0q32

(
q2
2 + q0

1−2q0q1−q21

)
;

I01 =
q0+q1(1−q1)+ 1

2 q2
1−q21

+
q20q2(2q1+q0)

(1−q21)(1−2q0q1−q21)
.

У пiдроздiлi 3.3 дослiджується клас S ⊂ Pc функцiй, якi задо-
вольняють умову γn(c1, c2, . . . , cn) = γn(2− c1, 2− c2, . . . , 2− cn) для
довiльного набору цифр (c1, c2, . . . , cn), n ∈ N. Встановлено, що клас
функцiй S є злiченним, причому вiн мiстить злiченну пiдмножину
P1 функцiй, що мають один нескiнченний рiвень.

У пунктi 3.4 дослiджується одна з найпростiших функцiй g пiд-
множини P2 — всiх функцiй з Pc, якi мають два нескiнченнi рiвнi.
Цю функцiю можна означити наступним чином.

Лема 3.4.2. У класi Pc функцiональне рiвняння
f(I(x)) = I(f(x)), x ∈ [0; 1],

за умов f(∆Q3

(0)) = ∆Q3

(02) i f(∆Q3

(2)) = ∆Q3

(20) має єдиний розв’язок —
функцiю g.

Теорема 3.4.1. Функцiя g має властивостi:
1) нескiнченну множину промiжкiв зростання та спадання;
2) при q0 = q2 є кусково-лiнiйною, а при q0 ̸= q2 — сумiшшю

сингулярної i кусково-лiнiйної;
3) графiк функцiї g складається з афiнно-еквiвалентних мно-

жин точок i є «симетрично-подiбним» вiдносно точки (∆Q3

(1);∆
Q3

(1));

4) має два нескiнченнi рiвнi: y0 = ∆Q3

(02) та y′0 = ∆Q3

(20).
Теорема 3.5.1. В класi Pc iснує злiченна пiдмножина P2 фун-

кцiй, якi мають два нескiнченнi рiвнi. Не iснує функцiй з класу Pc,
якi мають бiльше, нiж два нескiнченнi рiвнi.

Роздiл 4 ”Нескiнченно-символьнi кодування дiйсних чи-
сел, що є модифiкацiєю трисимвольних” присвячений деякому
способу перекодуванняQ3 – зображення чисел засобами нескiнченно-
символьного алфавiту та дослiдженню його «геометрiї».
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Означення 4.2.1. Зображення ∆
Q3

a1a2...an... дiйсного числа
x = ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
a3

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a3n−2

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a3n−1

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
a3n

...
, Z0 ∋ an — це «довжи-

на» серiї однакових послiдовних Q3 – цифр, називатимемо Q3 – зо-
браженням числа x.

Для коректностi означення Q3 – зображення накладено умови:
а) у Q3 – зображеннi дiйсного числа не може стояти пiдряд

бiльше двох нулiв, тобто anan+1an+2 ̸= 000, n ∈ N ;
б) не використовувати Q3 – зображення з перiодом (2);

в) число x = ∆Q3

...(i) записувати ∆
Q3

...1001001001..., де i = {0, 1};
г) два нулi пiдряд для Q3 – зображення числа вживати у ви-

ключних випадках, а саме: якщо x = ∆Q3

2α2α3...
, тодi x = ∆

Q3

00a3..., де
a3 > 0, або число має простий перiод (i), про яке згадувалось у в).

У лемах 4.1.1 i 4.2.1 розкриваються властивостi цилiндричних

множин ∆
Q3

c1c2...cm та основнi метричнi вiдношення:

λ(∆
Q3

c1c2...cmc)

λ(∆
Q3

c1c2...cm)
=
qci (1− qi)

(1− qj)
при cm · c ̸= 0,

λ(∆
Q3

c1c2...cm0)

λ(∆
Q3

c1c2...cm)
=

qi+1

1− qj
при cm ̸= 0,

λ(∆
Q3

c1c2...cm−10c)

λ(∆
Q3

c1c2...cm−10)
= qc−1

i (1− qi) при c ̸= 0,

де i ≡ m(mod 3), j ≡ m− 1(mod 3), m ∈ N.
У п. 4.2 розв’язуються метричнi задачi, що пов’язанi з множина-

ми чисел, визначеними певними умовами на їх Q3 – зображення.
Теорема 4.2.1. Мiра Лебега множини ∆

k1k2...km
c1c2...cm = {x : aki(x) =

ci, i = 1,m} обчислюється за формулою:

λ(∆
k1k2...km
c1c2...cm )=

qcmαr (1−qαr)
ψ(cm)

q
ψ(cm)−1
αt

∑
(a1,...,ak1−1,...,akm−1)

ai∈Z0
16i6km−1

i ̸=k1,i ̸=k2,...,i̸=km−1

q

∑
i∈(3n−2)

ai

0 ·q

∑
i∈(3n−1)

ai

1 ·q

∑
i∈(3n)

ai

2 ,

де αr ≡ km − 1(mod 3), αt ≡ km(mod 3) i ψ(cm) =

{
1, якщо cm ∈ N,
0, якщо cm = 0.
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Теорема 4.2.2. Мiра Лебега множини

∆
k1k2...km...

c1c2...cm... = {x : x = ∆
Q3

a1a2...am..., akm(x) = cm,m ∈ N}
чисел з послiдовнiстю фiксованих Q3 – символiв рiвна нулю.

ВИСНОВКИ

Функцiї зi складною локальною будовою i фрактальними вла-
стивостями, зокрема сингулярнi та «кусково-сингулярнi» функцiї, є
актуальним об’єктом сучасних дослiджень. Але їх загальна теорiя
мало розвинена, її розвиток реалiзується в основному за рахунок iн-
дивiдуальних теорiй (окремих функцiй та сiмей функцiй, залежних
вiд набору параметрiв). Ця проблема пов’язана з пошуком ефектив-
них засобiв їх задання та вивчення.

В останнi роки для вирiшення цiєї проблеми все частiше викори-
стовують рiзнi системи кодування дiйсних чисел зi скiнченним та не-
скiнченним, сталим та змiнним алфавiтами. До них належить i кла-
сичне трiйкове зображення чисел, i його узагальнення — полiосновне
Q3 – зображення чисел, яке теж має самоподiбну геометрiю, але його
цифри втрачають роль чисел i виступають лише в ролi iндексiв. Са-
ме це зображення ми використовували для задання (конструювання)
функцiй з нетривiальною множиною особливостей диференцiального
характеру, їх ґрунтовного вивчення та побудови нового нескiнченно-
символьного зображення з несамоподiбною геометрiєю.

У дисертацiйнiй роботi отримано такi результати:
— введено у розгляд клас P функцiй, якi зберiгають цифру 1 у

заданому полiосновному Q3 – зображеннi чисел, i доведено,
що вiн є континуальним;

— доведено, що клас Pc неперервних функцiй з класу P є злi-
ченним; функцiї цього класу не можуть мати бiльше двох не-
скiнченних рiвнiв, причому сiм’ї P1 i P2 функцiй, що мають
один нескiнченний рiвень та два нескiнченних рiвнi вiдповiд-
но, також є злiченними;

— встановлено, що у класi Pc iснує лише два бiєктивних вiдо-
браження вiдрiзка [0; 1] на себе, це тотожне перетворення та
iнверсор цифр;

— детально вивчено властивостi iнверсора цифр числа, а саме:
доведено, що ця функцiя є лiнiйною при q0 = q2 i сингуляр-
ною при q0 ̸= q2, описано диференцiальнi, iнтегральнi, авто-
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модельнi та фрактальнi властивостi i встановлено ряд фун-
кцiональних спiввiдношень;

— доведено, що при q0 ̸= q2 кожна функцiя з класу Pc, за ви-
ключенням тотожного перетворення, має сингулярнi власти-
востi, а саме: є сингулярною на кожному промiжку спадання
i лiнiйною на промiжку зростання;

— для найпростiших представникiв f1 i g класiв P1 i P2 вiдповiд-
но, визначених умовами симетрiй, описано тополого-метричнi,
диференцiальнi, iнтегральнi, варiацiйнi, самоафiннi та фра-
ктальнi, локальнi та глобальнi властивостi;

— сконструйовано та вивчено несамоподiбне нескiнченно-симво-
льне зображення чисел, яке є модифiкацiєю трисимвольного
Q3 – зображення, описано його геометрiю (тополого-метричнi
властивостi цилiндрiв та напiвцилiндрiв);

— розв’язано кiлька метричних задач стосовно множин канто-
рiвського типу чисел, визначених умовами на їх зображення.

Проведенi дослiдження лежать у руслi сучасних математичних
дослiджень об’єктiв зi складною локальною структурою (поведiн-
кою), пов’язаних з сингулярними та кусково-сингулярними функцiя-
ми, сингулярними розподiлами ймовiрностей, скiнченно-символьни-
ми системами кодування дiйсних чисел, iнтерес до яких зростає.

Отриманi результати та запропонованi методи можуть бути кори-
сними при розв’язаннi задач теорiї функцiй, метричної теорiї чисел
та теорiї сингулярних розподiлiв випадкових величин.
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АНОТАЦIЇ

Замрiй I. В. Фрактальнi властивостi функцiй, пов’язаних
з трисимвольними системами кодування дiйсних чисел та їх
модифiкацiями. — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-ма-
тематичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — математичний аналiз. —
Iнститут математики НАН України, Київ, 2016.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню неперервних на
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вiдрiзку сингулярних та кусково-сингулярних функцiй, означених у
термiнах наперед заданого полiосновного трисимвольного Q3 – зо-
браження чисел, що залежить вiд трьох параметрiв i є узагальнен-
ням класичного трiйкового зображення; вивченню їхнiх локальних
та глобальних властивостей: структурних, варiацiйних, екстремаль-
них, диференцiальних, iнтегральних, фрактальних тощо. У нiй до-
слiджується сiм’я неперервних функцiй, якi зберiгають цифру 1 у Q3

– зображеннi чисел. Доведено, що серед функцiй цього класу немає
функцiй з континуальними рiвнями i те, що функцiя може мати не
бiльше двох нескiнченних рiвнiв. Особливу роль у цiй сiм’ї вiдiграє
єдина строго спадна у переважнiй бiльшостi сингулярна функцiя,
названа iнверсором цифр Q3 – зображення, детальний опис власти-
востей якої здiйснено у роботi. Також проведено ґрунтовне дослi-
дження властивостей модельних представникiв злiченних пiдкласiв
функцiй з одним та двома нескiнченними рiвнями вiдповiдно, якi,
взагалi кажучи, є кусково-сингулярними. Для них знайдено еквiва-
лентнi означення.

Введено у розгляд та вивчено несамоподiбне нескiнченно-симво-
льне зображення чисел, яке є модифiкацiєю Q3 – зображення, опи-
сано його геометрiю i розв’язано ряд метричних задач стосовно мно-
жин чисел, визначених умовами на вживання символiв зображення.

Ключовi слова: сингулярна функцiя, iнверсор цифр Q3 – зобра-
ження числа, самоафiнна множина, розмiрнiсть Гаусдорфа-Безико-
вича, множина рiвня функцiї.

Замрий И. В. Фрактальные свойства функций, связан-
ных с трисимвольными системами кодирования действитель-
ных чисел и их модификациями. — Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-ма-
тематических наук по специальности 01.01.01 — математический ана-
лиз. — Институт математики НАН Украины, Киев, 2016.

Диссертационная работа посвящена исследованию непрерывных
на отрезке сингулярных и кусочно-сингулярных функций, опреде-
ленных в терминах заранее заданного полиосновного трисимвольно-
го Q3 – изображения чисел, которое зависит от трех параметров и
является обобщением классического троичного изображения; изуче-
нию их локальных и глобальных свойств: структурных, вариацион-
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ных, экстремальных, дифференциальных, интегральных, фракталь-
ных и т.п.

Исследуемые функции определяются в терминах Q3 – представ-
ления (Q3 – изображения чисел), а именно:

[0, 1] ∋ x = βα1(x) +
∞∑
k=2

[
βαk(x)

k−1∏
j=1

qαj(x)

]
≡ ∆Q3

α1α2...αn...,

где (q0, q1, q2) – заранее заданный набор положительных чисел таких,
что q0 + q1 + q2 = 1, β0 = 0, β1 = q0, β2 = q0 + q1, αn(x) ∈ {0, 1, 2}.

Основным объектом исследования есть непрерывная функция f ,
удовлетворяющая условиям

f(∆Q3
α1α2...αn...) = ∆Q3

γ1γ2...γn... и γn =

{
γn(y)= γn(α1, α2, ..., αn),

γn = 1 ⇔ αn = 1.

Доказано, что в этой семье функций не существует функций с конти-
нуальными уровнями и то, что не существует функций, которые име-
ют больше двух бесконечных уровней. Особенную роль в этой семье
играет единственная строго убывающая сингулярная (при q0 ̸= q2)
функция, определенная равенством

I(∆Q3
α1α2...αn...) = ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αn]...
,

названная инверсором цифр Q3 – изображения, подробное описание
свойств которой осуществлено в работе. Функция I может быть опре-
делена как единственное решение системы функциональных уравне-
ний:

f(βi + qix) = β[2−i] + q[2−i]f(x), i = 0, 1, 2,
в классе непрерывных функций.

Также исследованы свойства модельных представителей счетных
классов функций с одним и двумя бесконечными уровнями соответ-
ственно. А именно: функций f и g, которые являются единственным
решением в классе непрерывных функций систем уравнений{

f(x) = f(I(x)),

f(∆Q3

(0)) = ∆Q3

(02)

и


g(I(x)) = I(g(x)),

g(∆Q3

(0)) = ∆Q3

(02),

g(∆Q3

(2)) = ∆Q3

(20).

Введено в рассмотрение и изучено несамоподобное бесконечно-
символьное изображение чисел, которое является модификацией Q3

– изображения, описано его геометрию и решено ряд метрических
задач относительно множеств чисел, определенных условиями на
использование символов изображения.
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representation of real numbers, which is a modification of Q3 – repre-
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