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СПИСОК ОСНОВНИХ УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N — множина натуральних чисел;

Z0 — множина невiд’ємних цiлих чисел;

R — множина дiйсних чисел;

C[0;1] — множина неперервних на вiдрiзку [0; 1] функцiй;

A3 ≡ {0, 1, 2} — алфавiт трисимвольної системи;

λ(W ) — мiра Лебега множини W ;

∆3
α1α2...αk...

— трiйкове зображення числа x =
∞∑
k=1

αk

3k
;

∆Q3
α1α2...αk...

— Q3 – зображення числа x = βα1
+

∞∑
k=2

[
βαk

k−1∏
j=1

qαj

]
;

∆
3
a1a2...ak...

— 3 – зображення числа x;

∆
Q3

a1a2...ak...
— Q3 – зображення числа x;

∆c1c2...cn — цилiндр рангу n з основою c1c2 . . . cn;

∆k1k2...kn
c1c2...cn

— напiвцилiндр з основою

 k1k2 . . . km

c1c2 . . . cm

 .;

Ni(x, k) — кiлькiсть цифр i ∈ A3 в зображеннi числа x до k - го мiсця

включно;

νi(x) — частота цифри i ∈ A3 в зображеннi числа x;

I(x) — iнверсор цифр Q3 – зображення числа x;

P — клас функцiй, якi зберiгають цифру 1 у Q3 – зображеннi чисел;

Pc — клас неперервних на [0; 1] функцiй, якi зберiгають цифру 1 у Q3 –

зображеннi чисел;

f1 — функцiя з Pc, яка має один нескiнченний рiвень;

g — функцiя з Pc, яка має два нескiнченних рiвня.
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ВСТУП

Робота присвячена дослiдженню неперервних функцiй з сингулярними

та фрактальними властивостями, якi означенi в термiнах наперед заданого

трисимвольного зображення дiйсних чисел вiдрiзка [0; 1] з самоподiбною

геометрiєю, а саме: Q3 – зображення чисел.

Актуальнiсть. Метричний простiр C[0;1] неперервних функцiй з рiв-

номiрною метрикою багатий функцiями зi складною локальною структу-

рою i «масивними» множинами рiзних особливостей. До таких вiдносяться

неперервнi нiде не монотоннi, звивистi, недиференцiйовнi функцiї (вiдомi

теореми Банаха-Мазуркевича i Козирєва [34] констатують топологiчне ба-

гатство їх сiмей — це множини другої категорiї Бера), а також сингулярнi

функцiї (неперервна функцiя, вiдмiнна вiд константи, називається сингу-

лярною, якщо її похiдна рiвна нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега).

Топологiчно масивною є i множина всiх сингулярних функцiй, про що свiд-

чить теорема Замфiреску [134]: сингулярнi функцiї у метричному просторi

всiх неперервних монотонних функцiй з супремум-метрикою утворюють

множину другої категорiї Бера.

Добре вiдома теорема Лебега [51, ст. 248] стверджує, що кожна дiйсна

функцiя дiйсної змiнної обмеженої варiацiї, взагалi кажучи, є або фун-

кцiєю стрибкiв, або абсолютно неперервною функцiєю, або сингулярною,

або нетривiальною сумiшшю попереднiх трьох чистих лебегiвських типiв.

При цьому кожна неперервна функцiя є або абсолютно неперервною, або

сингулярною, або їх сумою (сумiшшю). Серед чистих лебегiвських типiв

сингулярнi функцiї представляють найменш вивчений клас. Разом з цим

сингулярнi функцiї є окремим предметом дослiдження вже бiльше 100 ро-
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кiв. Їх першi приклади належать видатним математикам: Г. Кантору [40],

Е. Хелiнгеру [111], В. Серпiнському [83, 129], Г. Мiнковському [121] та iн.

Запропонованi ними конструкцiї стосувались функцiй монотонних i навiть

строго зростаючих (за виключенням функцiї Кантора — неспадної функцiї

«рiвномiрного» розподiлу ймовiрностей на множинi Кантора, яка зростає

виключно у точках цiєї множини). Складається враження, що тривалий

час вiдбувалось неоголошене змагання на побудову найпростiшого прикла-

ду сингулярної функцiї. I дехто вважав [17], що таким є приклад Р. Сале-

ма [126] (1943 р.). Але, на наш погляд, бiльш простим прикладом є iнверсор

Q2 – зображення [77], аналог якого ми дослiджуємо у данiй роботi.

Монотоннi сингулярнi функцiї тiсно пов’язанi з сингулярними розподi-

лами ймовiрностей (це розподiли, зосередженi на нуль-множинах Лебега),

а саме: вони виступають в ролi функцiй розподiлу випадкових величин. До-

мiнування таких розподiлiв переконливо доведено в рiзних класах випад-

кових величин, цифри зображення яких в тiй чи iншiй системi кодування

числа є незалежними [76, 5].

На основi загального iнтересу до сингулярних функцiй виникає при-

родний iнтерес до немонотонних сингулярних функцiй та нетривiальних

сумiшей сингулярних i абсолютно неперервних функцiй. Легко будуються

приклади немонотонних сингулярних функцiй канторiвського типу (фун-

кцiй, промiжки сталостi яких утворюють множину повної мiри). Як зазна-

чається в роботi 2014 року А. Н. Агаджанова [1], першi приклади нiде не

монотонних сингулярних функцiй були побудованi у 50-х роках ХХ сто-

лiття iндiйськими математиками (Shukla U. K., Gard K. M.). Зазначимо,

що нескладнi приклади сингулярних нiде не монотонних функцiй побудо-

ванi у роботi М. В. Працьовитого [69]. На даний момент iснує лише кiлька

робiт, присвячених таким функцiям. Сумiшi сингулярних та абсолютно не-

перервних функцiй до цих пiр не стали предметом самостiйного серйозно-

го вивчення. В цьому вiдношеннi логiчним є запитання: в яких «вiдносно
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простих» класах такi функцiї є домiнуючими? I де вони природнiм чином

з’являються?

Iснує ряд проблем, повязаних з сингулярними функцiями, однiєю з яких

є проблема ефективних способiв їх задання та дослiдження. В останнiй час

з цiєю метою використовуються рiзнi системи зображення (кодування) дiй-

сних чисел як зi скiнченним так i нескiнченним алфавiтом, однiєю з таких

є Q – зображення чисел, вперше введене у 1986 роцi М. В. Працьовитим.

Воно використовувалось для дослiдження сингулярних функцiй, але мо-

нотонних. Ми ж використовуємо Q – зображення чисел для дослiдження

немонотонних кусково-сингулярних функцiй. Нас цiкавить, зокрема фра-

ктальний аспект дослiдження.

Фрактальна геометрiя з групової точки зору є теорiєю iнварiантiв гру-

пи перетворень метричного простору, якi зберiгають фрактальну розмiр-

нiсть (Гаусдорфа-Безиковича, ентропiйну, пакувальну, клiтинкову та iншi).

Її плiдними iдеями є iдеї самоподiбностi, самоафiнностi, автомодельностi,

а важливою методологiчною проблемою — наявнiсть ефективних засобiв

для аналiтичного задання та дослiдження об’єктiв. Графiки функцiй зi

складною локальною будовою як множини простору R2 потенцiйно мають

фрактальнi властивостi.

У дисертацiї дослiджується нескiнченний клас неперервних функцiй,

якi при заданих початкових умовах на зображення є кусково-сингулярними

i для цього використовуємо трисимвольне Q3 – зображення чисел, яке є

узагальненням класичного трiйкового зображення.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Робота виконана у рамках дослiджень об’єктiв математичного аналiзу зi

складною локальною будовою i автомодельними властивостями, що про-

водяться на кафедрi вищої математики Нацiонального педагогiчного унi-

верситету iменi М. П. Драгоманова та у вiддiлi фрактального аналiзу Iн-
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ституту математики НАН України. Дослiдження здiйснювалось у рамках

науково-дослiдних тем:

— «Дослiдження еволюцiйних детермiнованих та стохастичних систем

складної тополого-метричної структури. Фрактальнi властивостi,

керованiсть» (№ державної реєстрацiї 0115U000557);

— «Фрактальний аналiз неперервних функцiй i мiр» (№ державної ре-

єстрацiї 0111U000053);

— «Системи кодування дiйсних чисел з нескiнченним алфавiтом i фра-

ктали» (№ державної реєстрацiї 0113U003009).

Об’єкт дослiдження. Основними об’єктами дослiдження є:

1) неперервнi функцiї, якi зберiгають цифру 1 (без її «примноження»)

у заданому Q3 – зображеннi чисел;

2) модифiкацiя Q3 – зображення чисел, яка ґрунтується на перекоду-

ваннi числа засобами нескiнченного алфавiту.

Предмет дослiдження.

1. Локальнi та глобальнi структурнi, самоафiннi, автомодельнi та фра-

ктальнi, варiацiйнi, диференцiальнi та iнтегральнi властивостi функцiй, що

зберiгають цифру 1 у Q3 – зображеннi чисел;

2. Геометрiя модифiкованого Q3 – зображення чисел, його тополого-

метричнi властивостi.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйного дослiдже-

ння є опис властивостей класу функцiй, що зберiгають цифру 1 у Q3 –

зображеннi чисел, i розгорнутий аналiз властивостей його окремих пред-

ставникiв; обґрунтування модифiкацiї Q3 – зображення чисел засобами не-

скiнченного алфавiту, дослiдження специфiки та властивостей останньої.

Його основнi завдання полягають у наступному:

— встановити масивнiсть множини функцiй, що зберiгають цифру 1 у

Q3 – зображеннi аргумента, та її пiдмножин:
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• неперервних функцiй;

• неперервних функцiй з нескiнченними рiвнями;

• неперервних функцiй з одним та двома нескiнченними рiвнями;

— для найпростiших «модельних» представникiв класу неперервних

функцiй, що зберiгають цифру 1 у Q3 – зображеннi чисел, знайти

«аналiтичне задання» i детально вивчити властивостi, включаючи

лебегiвську структуру (вмiст абсолютно неперервної та сингулярної

компонент);

— для вибраних представникiв знайти функцiональнi спiввiдношення

та еквiвалентнi означення у термiнах розв’язкiв систем функцiо-

нальних рiвнянь;

— побудувати модифiкацiю класичного трiйкового та його узагальнен-

ня —Q3 – зображення числа, використовуючи нескiнченний алфавiт

Z0; обґрунтувати його коректнiсть, встановити геометричний змiст

символiв, властивостi цилiндрiв та напiвцилiндрiв, розв’язати деякi

метричнi та позицiйнi задачi;

— вивчити властивостi множин чисел з фiксованими символами 3 – та

Q3 – зображення.

Методи дослiдження. У роботi використовувалися методи математи-

чного аналiзу, функцiонального аналiзу, теорiї функцiй дiйсної змiнної, те-

орiї мiри, метричної теорiї чисел. Використовувалась методологiя дослi-

дження структури локальних та фрактальних властивостей функцiй, роз-

роблена М. В. Працьовитим та його учнями.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi науковi ре-

зультати, що виносяться на захист:

— доведено, що клас P функцiй, якi зберiгають цифру 1 у задано-

му полiосновному Q3 – зображеннi чисел, є континуальним, а його

пiдклас Pc неперервних функцiй є злiченним;
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— функцiї класу Pc не можуть мати бiльше двох нескiнченних рiвнiв,

причому сiм’ї P1 i P2 функцiй, що мають один нескiнченний рiвень

та два нескiнченних рiвнi вiдповiдно, також є злiченними;

— встановлено, що у класi Pc iснує лише два бiєктивних вiдображення

вiдрiзка [0; 1] на себе, це тотожне перетворення та iнверсор цифр

зображення;

— детально вивчено властивостi iнверсора цифр Q3 – зображення чи-

сел, зокрема: доведено, що iнверсор є лiнiйною функцiєю при q0 = q2

i сингулярною при q0 ̸= q2, описано диференцiальнi, iнтегральнi, ав-

томодельнi та фрактальнi властивостi i встановлено ряд функцiо-

нальних спiввiдношень;

— доведено, що при q0 ̸= q2 кожна функцiя з класу Pc, за виключенням

тотожного перетворення, має сингулярнi властивостi, а саме: є син-

гулярною на кожному промiжку спадання i лiнiйною на промiжку

зростання;

— для найпростiших представникiв f1 i g класiв P1 i P2 вiдповiдно, якi

задовольняють певнi умови симетрiй, описано тополого-метричнi,

диференцiальнi, iнтегральнi, варiацiйнi, самоафiннi та фрактальнi,

локальнi та глобальнi властивостi;

— запропоновано нове несамоподiбне нескiнченно-символьне зображення

дiйсних чисел, яке є модифiкацiєю полiосновного трисимвольного

Q3 – зображення, i вивчено його геометрiю (тополого-метричнi вла-

стивостi цилiндрiв та напiвцилiндрiв);

— описано метричнi властивостi множин чисел, визначених умовами

на їх модифiковане Q3 – зображення.

Одержанi результати є новими, строго i повно обґрунтованими.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота має теоре-

тичний характер. Отриманi результати є певним внеском у теорiю фун-
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кцiй дiйсної змiнної та метричну теорiю чисел, зокрема у теорiю функцiй з

сингулярними властивостями. Запропонованi у дисертацiї прийоми та ме-

тоди можуть бути використанi при дослiдженнi функцiй з нетривiальною

локальною будовою i фрактальними властивостями, визначених iншими

iнварiантами зображень.

Особистий внесок здобувача. Всi результати, що виносяться на

захист, отриманi автором самостiйно. Зi статей, опублiкованих у спiвав-

торствi, до дисертацiї включенi лише тi, що належать автору. У спiльних з

Працьовитим М. В. публiкацiях спiвавтору належить постановка окремих

задач, перевiрка отриманих результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйного до-

слiдження доповiдались на конференцiях рiзного рiвня:

— International conference on algebra dedicated to 100th anniversary of

S. M. Chernikov. August 20-26, 2012, Dragomanov National Pedagogi-

cal University, Kyiv, Ukraine;

— International conference modern stochastics: theory and application III

dedicated to 100th anniversary of B. V. Gnedenko and 80th anniversary

of M. I. Yadrenko. September 10-14, 2012, Kyiv, Ukraine;

— Мiжнародна наукова конференцiя «Асимптотичнi методи в теорiї

диференцiальних рiвнянь», присвячена 80-рiччю проф. М. I. Шкiля.

13-14 грудня 2012 року, Київ, Україна;

— Єднiсть навчання i наукових дослiджень — головний принцип унi-

верситету. Звiтно-науковa конференцiя викладачiв унiверситету за

2012 рiк. 9-10 лютого 2013 року, НПУ iменi М. П. Драгоманова,

Київ, Україна;

— Всеукраїнська науково-методична конференцiя «Сучаснi науково-

методичнi проблеми математики у вищiй школi». 26-27 червня 2013р.,

НУХТ, Київ, Україна;
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— Мiжнародна математична конференцiя «Боголюбовськi читання

DIF-2013. Диференцiальнi рiвняння, теорiя функцiй та їх застосу-

вання» з нагоди 75-рiччя з дня народження А. М. Самойленка. 23-

30 червня 2013 р., Севастополь, Україна;

— The 9-th International Algebraic Conference in Ukraine. July 08-13,

2013, Lviv, Ukraine;

— Fifth International Conference on Analytic Number Theory and Spatial

Tessellations. September 16-20, 2013, Institute of Mathematics of NASU

& Institute of Physics and Mathematics of the National Pedagogical

Dragomanov University, Kyiv, Ukraine;

— Мiжнародна математична конференцiя «Диференцiальнi рiвняння,

обчислювальна математика, теорiя функцiй та математичнi методи

механiки» до 100-лiття вiд дня народження Г. М. Положого. 23-

24 квiтня 2014 р., м. Київ, Україна;

— П’ятнадцята мiжнародна наукова конференцiя iм. акад. Михайла

Кравчука. 15-17 травня, 2014 р., Київ, Україна;

— Мiжнародна Ганська конференцiя, присвячена 135 рiчницi вiд дня

народження Ганса Гана. 30 червня - 5 липня 2014 р., Чернiвецький

нацiональний унiверситет, Чернiвцi, Україна;

— International conference «Probability, Reliability and Stochastic Opti-

mization». April 7-10, 2015, Kyiv, Ukraine;

— Четверта всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з ма-

тематики та фiзики. 23-25 квiтня 2015 р., Київ, Україна;

та наукових семiнарах:

— семiнар з фрактального аналiзу Iнституту математики НАН Укра-

їни та НПУ iменi М. П. Драгоманова (керiвник: доктор фiз.-мат.

наук, професор М. В. Працьовитий);

— семiнар вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань Iнсти-

туту математики НАН України (керiвник: академiк НАН України
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А. М. Самойленко);

— семiнар вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН України

(керiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор А. С. Романюк);

— семiнар кафедри математичного аналiзу та диференцiальних рiв-

нянь Нацiонального педагогiчного унiверситету iменi М. П. Драго-

манова ( керiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор Г. М. Торбiн);

— семiнар кафедри математичного аналiзу Київського нацiонального

унiверситету iменi Тараса Шевченка (керiвник: доктор фiз.-мат. на-

ук, професор I. О. Шевчук).

Публiкацiї. Основнi результати роботи викладено у 5 наукових стат-

тях [1a]—[5a] опублiкованих у виданнях, що внесенi до перелiку наукових

фахових видань України, з них 2 статтi у наукових виданнях, що входять

до наукометричних баз даних (Scopus, Zentralblatt MATH), та додатково

вiдображено у матерiалах конференцiй [6a]—[18a].

Структура та обсяг дисертацiї. Робота складається зi вступу, чо-

тирьох роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, висновкiв до кожного роздiлу та

загальних висновкiв, списку використаних джерел та списку публiкацiй

автора, перелiку умовних позначень та скорочень. Список використаних

джерел нараховує 134 найменувань, список публiкацiй автора — 18. Обсяг

дисертацiї становить 147 сторiнок.

Основний змiст роботи. У вступi обґрунтовано актуальнiсть до-

слiдження, проведено огляд лiтератури, описано об’єкт, предмет, мету i

завдання, анонсовано основнi результати дослiдження, якi виносяться на

захист.

Роздiл 1 ”Концептуальнi засади дослiдження” носить вступний

характер. У ньому описано Q3 – представлення та Q3 – зображення дiйсних

чисел та їхнi властивостi, викладено теоретичнi основи тополого-метричної

та фрактальної теорiї чисел у цьому зображеннi, необхiднi для подальшого
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конструювання та дослiдження функцiй.

Нехай A3 = {0, 1, 2} — алфавiт, L = A3 × A3 × A3 × ... — простiр

послiдовностей елементiв алфавiту, Q3 = {q0, q1, q2} — фiксована множина

додатних дiйсних чисел, причому q0 + q1 + q2 = 1.

Вiдомо, що для довiльного x ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть (αn) ∈ L, такa,

що

x = βα1
+

∞∑
k=2

[
βαk

k−1∏
j=1

qαj

]
≡ ∆Q3

α1α2...αn...
, (1.2.1)

де β0 = 0, β1 = q0, β2 = q0 + q1.

Ряд (1.2.1) називається Q3 – представленням числа x, а скорочений

(символiчний) запис x = ∆Q3
α1α2...αn...

— його Q3 – зображенням. Перiод у

Q3 – зображеннi числа (якщо вiн iснує) позначають у круглих дужках.

Iснують числа, якi мають два Q3 – зображення. Це числа з перiодом (0)

або (2), причому

∆Q3

c1...cm−1cm(0) = ∆Q3

c1...cm−1[cm−1](2).

Вони називаються Q3 – рацiональними, їх множина є злiченною. Решту

чисел називають Q3 – iррацiональними.

Частотою цифри i в Q3 – зображеннi числа x називається число νQ3

i (x),

яке є границею (якщо вона iснує) lim
k→∞

Ni(x,k)
k , де Ni(x, k) – кiлькiсть цифр

i в зображеннi x до k-го мiсця включно.

У другому роздiлi ”Iнверсор цифр Q3 – зображення дробової ча-

стини дiйсного числа” введено у розгляд континуальний клас P ви-

значених на [0; 1] функцiй, якi зберiгають цифру 1 у наперед заданому

полiосновному Q3 – зображеннi дiйсних чисел.

Розглядається фiксоване Q3 – зображення чисел вiдрiзка [0; 1] i дiйснi

функцiї f дiйсної змiнної x, визначенi на [0; 1] умовами на Q3 – зображення

їх значень:

y = f(∆Q3
α1α2...αn...

) = ∆Q3
γ1γ2...γn...

, де γn = γn(y) = φn(α1, α2, . . . , αn).



16

Означення 2.1.1. Кажуть, що функцiя f зберiгає цифру 1 у Q3 –

зображеннi чисел, якщо для будь-якого x ∈ [0; 1] цифра 1 у Q3 – зобра-

женнях чисел x = ∆Q3
α1α2...αn...

i y = f(x) = ∆Q3
γ1γ2...γn...

знаходиться на тих

самих мiсцях, тобто γn = 1 тодi i тiльки тодi, коли αn = 1.

Теорема 2.1.1. Множина P всiх функцiй, якi зберiгають цифру 1 у

Q3 – зображеннi чисел, є континуальною.

Основна увага у цьому роздiлi придiляється ґрунтовному вивченню вла-

стивостей iнверсора цифр Q3 – зображення дробової частини дiйсного чи-

сла — єдинiй неперервнiй строго спаднiй функцiї I(x) з класу P , яка озна-

чується рiвнiстю:

I(∆Q3
α1α2...αn...

) = ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αn]...
, (αn) ∈ L,

i має нетривiальнi локальнi диференцiальнi властивостi. Ця функцiя зале-

жна вiд двох параметрiв q0 i q1, тому дослiдження цього роздiлу стосується

континуальної сiм’ї функцiй.

Теорема 2.2.1. Для iнверсора I цифр Q3 – зображення чисел вiдрiзка

[0, 1] має мiсце рiвнiсть

I(∆Q3
α1α2...αn...

) = 1 − ∆Q′
3

α1α2...αn...
,

де Q′
3 = {q′0, q′1, q′2} i q′0 = q2, q

′
1 = q1, q

′
2 = q0.

Пункт 2.3 присвячений доведенням неперервностi та монотонностi iн-

версора I(x), а п. 2.4 — доведенню критерiю його сингулярностi:

Теорема 2.4.1. Якщо q0 ̸= q2, то iнверсор I є сингулярною функцiєю.

У пiдроздiлi 2.5 вивчаються локальнi диференцiальнi властивостi фун-

кцiї I(x).

Теорема 2.5.1. При q0 ̸= q2 похiдна I ′(x0) не iснує, якщо:

1) Q3 – зображення числа x0 має простий перiод (i) або

2) iснують частоти ν0(x0) i ν2(x0) цифр 0 та 2 у Q3 – зображеннi

числа x0 i при цьому виконується (ν2(x0) − ν0(x0))(q0 − q2) < 0.
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Фрактальнi (самоподiбнi, самоафiннi та автомодельнi) властивостi iн-

версора I(x) висвiтлюють наступнi теореми.

Теорема 2.6.1. Iнверсор I зберiгає розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича,

тобто довiльна борелiвська множина i її образ мають однакову розмiр-

нiсть, тодi i тiльки тодi, коли q0 = q2.

Теорема 2.6.2. Якщо q0 ̸= q2 i H− множина точок x, в яких не

iснує скiнченної похiдної I ′(x), то її розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича

задовольняє нерiвнiсть

α0(H) > −2 logq0q2 2.

Теорема 2.7.1. Графiк ΓI = {(x, I(x)) : x ∈ [0, 1]} функцiї I є самоа-

фiнною множиною, а саме: ΓI =
2∪
i=0

ϕi(ΓI), де ϕi — афiннi перетворення,

якi задаються формулами

ϕi :

x
′ = qix+ βi,

y′ = −q[2−i]y + β[3−i], i ∈ A3.

Наслiдком самоафiнних властивостей графiка iнверсора є наступна iн-

тегральна властивiсть.

Теорема 2.8.1. Має мiсце рiвнiсть

1∫
0

I(x) dx =
2q0q1 + q20

1 − 2q0q1 − q21
.

У пунктi 2.9 знайдено еквiвалентне означення iнверсора як неперервно-

го розв’язку системи трьох функцiональних рiвнянь.

Розглядається чотири набори дiйсних чисел qi, βi, bi та di, де i = 0, 1, 2,

таких, що qi > 0, q0 + q1 + q2 = 1, β0 = 0, βk =
k−1∑
i=0

qi, |di| < 1, 0 6 bi < 1; i

система трьох функцiональних рiвнянь

f(βi + qix) = b[2−i] + d[2−i]f(x), i = 0, 1, 2. (2.9.1)
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Лема 2.9.1. Для того, щоб система (2.9.1) мала розв’язки у класi

визначених i обмежених на [0, 1] функцiй, необхiдно i достатньо, щоб
b1 − b2 +

b2d1
1 − d2

− b0d2
1 − d0

= 0,

b0 − b1 +
b2d0

1 − d2
− b0d1

1 − d0
= 0.

Теорема 2.9.1. Якщо для системи (2.9.1) одночасно виконуються

умови: 
d0 + d1 + d2 = 1,

max
i

|di| < 1,

b0 = 0, bk =
k−1∑
i=0

di > 0,

(2.9.5)

то у класi обмежених i визначених на [0, 1] функцiй вона має єдиний

розв’язок — неперервну на [0, 1] функцiю f , визначену рiвнiстю

f(∆Q3
α1α2...αn...

) = b[2−α1] +
∞∑
k=2

[
b[2−αk]

k−1∏
j=1

d[2−αj ]

]
.

При виконаннi (2.9.5), для рiзних значень di та bi, i = {0, 1, 2} описано

структуру функцiї f .

Теорема 2.9.3. Єдиним розв’язком системи функцiональних рiвнянь

f(βi + qix) = β[2−i] + q[2−i]f(x), i = 0, 1, 2,

у класi обмежених i визначених у кожнiй точцi [0, 1] функцiй є iнверсор.

У пiдроздiлi 2.10 виписано рiзнi функцiональнi спiввiдношення, якi за-

довольняє iнверсор I(x).

Основним у дисертацiйному дослiдженнi є роздiл 3 ”Неперервнi фун-

кцiї, що зберiгають цифру 1 у Q3 – зображеннi чисел”. Вiн присвя-

чений неперервним функцiям з класу P , якi при q0 ̸= q2, за виключенням

iнверсора та тотожного перетворення, є нетривiальними сумiшами абсолю-

тно неперервних та сингулярних функцiй.
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У пiдроздiлi 3.1 доведено, що множина Pc всiх неперервних функцiй з

класу P є злiченною. Встановлено, що множина функцiй з Pc, у яких n-та

цифра Q3 – зображення значення функцiї залежить лише вiд n-ї цифри

Q3 – зображення аргумента x, вичерпується тотожним перетворенням та

iнверсором.

У пiдроздiлi 3.2 дослiджується один з найпростiших представникiв кла-

су функцiй f1 ∈ Pc з одним нескiнченним рiвнем (множиною рiвня y0 фун-

кцiї f називається множина f−1(y0) = {x : f(x) = y0}).
Лема 3.2.4. У класi Pc функцiональне рiвняння

f(x) = f(I(x)), x ∈ [0; 1],

при умовi f(∆Q3

(0)) = ∆Q3

(02) має єдиний розв’язок — функцiю f1.

Властивостi цiєї функцiї описано у наступних теоремах.

Теорема 3.2.1. Функцiя f1 є:

1) лiнiйною зростаючою на цилiндрах виду

∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
, ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n+1

2
, ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n+2

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
, ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2
та ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n+2

0
,

де i ∈ {0, 2}, n > 0, n, k ∈ N ;

2) монотонно спадною на цилiндрах виду

∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2
, ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

2
, ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
, ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2
та ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n+1

0
,

де i ∈ {0, 2}, n > 0, n, k ∈ N . Причому сингулярною при q0 ̸= q2 i лiнiйною

при q0 = q2;

3) набуває свого глобального максимуму в точцi x = ∆Q3

(1) та глобаль-

ного мiнiмуму у точках x = ∆Q3

i(1), причому f1(∆Q3

(1)) =
q0

1 − q1
i f1(∆Q3

i(1)) =

=
q20

1 − q1
, локальних максимумiв у точках виду x∗ = ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+2

(1)
, a локаль-

них мiнiмумiв у x∗ = ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
, де i ∈ A3 \ {1}, 0 6 m ∈ N . Крiм того

f1(x
∗) = (q0 + q1)

q0(1 − qm0 q
m
2 )

1 − q0q2
+
qm+2
0 qm+1

2

1 − q1
,
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f1(x∗) = (q0 + q1)
q0(1 − (q0q2)

m−1)

1 − q0q2
+
qm+2
0 qm2
1 − q1

.

Для f1 встановлено ряд функцiональних спiввiдношень (лема 3.2.1).

Теорема 3.2.2. Функцiя f1 має

1) наступнi «симетрiї» графiка:

Γf1(1)≡{(x; y) :x∈ [0; ∆Q3

(1)], y=f1(x)} ∼A Γf1(1,2n)≡{(x; f1(x)) :x∈ [0; ∆Q3

0...0︸︷︷︸
2n

(1)
]},

Γf1(2)≡{(x; y) :x∈(∆Q3

(1); 1], y=f1(x)} ∼A Γf1(2,2n)≡{(x; f1(x)) :x∈(∆Q3

2...2︸︷︷︸
2n

(1)
; 1]},

де ∼A — знак афiнної еквiвалентностi фiгур;

2) обмежену варiацiю Vf1, а саме:

Vf1 =
2q0(1 − q0 + q2(1 − q2))

(1 − q0q2)(q0 + q2)
.

Теорема 3.2.3. Для функцiї f1 має мiсце рiвнiсть

1∫
0

f1(x)dx = q20I0 + q21I1 + q2q0I2 + q0q1,

I0 =
1

1 − q30q2

(
1 + q20 + q21

2
+
q30q

2
2(2q1 + q0)

1 − 2q0q1 − q21
+ q20q1q2 + q21(I01 + q0q2I1)

)
;

I1 =
q0(2q1 + q0)

1 − q21

(
1

2
+

q2
1 − 2q0q1 − q21

)
;

I2 =
q1
(
q0(1 − q1) + q1(I01 + q22I1)

)
1 − q0q32

+
q0q2(2q1 + q0)

1 − q0q32

(
q2
2

+
q0

1 − 2q0q1 − q21

)
;

I01 =
q0 + q1(1 − q1) + 1

2q2

1 − q21
+

q20q2(2q1 + q0)

(1 − q21)(1 − 2q0q1 − q21)
.

У пiдроздiлi 3.3 дослiджується клас S ⊂ Pc функцiй, якi задовольня-

ють умову γn(c1, c2, . . . , cn) = γn(2 − c1, 2 − c2, . . . , 2 − cn) для довiльного

набору цифр (c1, c2, . . . , cn), n ∈ N. Встановлено, що клас функцiй S є злi-

ченним, причому вiн мiстить злiченну пiдмножину P1 функцiй, що мають

один нескiнченний рiвень.
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У пунктi 3.4 дослiджується одна з найпростiших функцiй g пiдмножини

P2 — всiх функцiй з Pc, якi мають два нескiнченнi рiвнi. Цю функцiю можна

означити наступним чином.

Лема 3.4.2. У класi Pc функцiональне рiвняння

f(I(x)) = I(f(x)), x ∈ [0; 1],

за умов f(∆Q3

(0)) = ∆Q3

(02) i f(∆Q3

(2)) = ∆Q3

(20) має єдиний розв’язок — функцiю

g(x).

Теорема 3.4.1. Функцiя g має властивостi:

1) нескiнченну множину промiжкiв зростання та спадання;

2) при q0 = q2 є кусково-лiнiйною, а при q0 ̸= q2 — сумiшшю сингуляр-

ної i кусково-лiнiйної;

3) графiк функцiї g складається з афiнно-еквiвалентних множин то-

чок i є «симетрично-подiбним» вiдносно точки (∆Q3

(1); ∆Q3

(1));

4) має два нескiнченнi рiвнi: y0 = ∆Q3

(02) та y′0 = ∆Q3

(20).

Теорема 3.5.1. В класi Pc iснує злiченна пiдмножина P2 функцiй,

якi мають два нескiнченнi рiвнi. Не iснує функцiй з класу Pc, якi мають

бiльше, нiж два нескiнченнi рiвнi.

Роздiл 4 ”Нескiнченно-символьнi кодування дiйсних чисел, що

є модифiкацiєю трисимвольних” присвячений деякому способу пере-

кодування Q3 – зображення чисел засобами нескiнченносимвольного алфа-

вiту та дослiдженню його «геометрiї».

Означення 4.2.1. Зображення ∆
Q3

a1a2...an...
дiйсного числа

x = ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
a3

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a3n−2

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a3n−1

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
a3n

...
,

Z0 ∋ an — це «довжина» серiї однакових послiдовних Q3 – цифр, назива-

тимемо Q3 – зображенням числа x.

Для коректностi означення Q3 – зображення накладено умови:
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а) у Q3 – зображеннi дiйсного числа не може стояти пiдряд бiльше

двох нулiв, тобто anan+1an+2 ̸= 000, n ∈ N ;

б) використовувати лише одне з двох зображень Q3 – рацiональних

чисел, а саме з перiодом (0);

в) число x = ∆Q3

...(i) записувати ∆
Q3

...1001001001..., де i = {0, 1};
г) два нулi пiдряд для Q3 – зображення числа вживати у виключних

випадках, а саме: якщо x = ∆Q3

2α2α3...
, тодi x = ∆

Q3

00a3...
, де a3 > 0, або число

має простий перiод (i), про яке згадувалось у в).

У лемах 4.1.1 i 4.2.1 розкриваються властивостi цилiндричних множин

∆
Q3

c1c2...cm
та основнi метричнi вiдношення:

λ(∆
Q3

c1c2...cmc
)

λ(∆
Q3

c1c2...cm
)

=
qci (1 − qi)

(1 − qj)
при cm · c ̸= 0,

λ(∆
Q3

c1c2...cm0)

λ(∆
Q3

c1c2...cm
)

=
qi+1

1 − qj
при cm ̸= 0,

λ(∆
Q3

c1c2...cm−10c
)

λ(∆
Q3

c1c2...cm−10
)

= qc−1
i (1 − qi) при c ̸= 0,

де i ≡ m(mod 3), j ≡ m− 1(mod 3), m ∈ N.

У п. 4.2 розв’язуються метричнi задачi, що пов’язанi з множинами чи-

сел, визначеними певними умовами на їх Q3 – зображення.

Теорема 4.2.1. Мiра Лебега множини

∆
k1k2...km
c1c2...cm

= {x : aki(x) = ci, i = 1,m}

обчислюється за формулою:

λ(∆
k1k2...km
c1c2...cm

)=
qcmαr

(1−qαr
)ψ(cm)

q
ψ(cm)−1
αt

∑
(a1,...,ak1−1,ak1+1,...,akm−1)

ai∈Z0
16i6km−1

i̸=k1,i ̸=k2,...,i̸=km−1

q

∑
i∈(3n−2)

ai

0 ·q

∑
i∈(3n−1)

ai

1 ·q

∑
i∈(3n)

ai

2 ,
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де αr ≡ km − 1(mod 3), αt ≡ km(mod 3) i ψ(cm) =

 1, якщо cm ∈ N,

0, якщо cm = 0.

Теорема 4.2.2. Мiра Лебега множини

∆
k1k2...km...
c1c2...cm...

= {x : x = ∆
Q3

a1a2...am...
, akm(x) = cm,m ∈ N}

чисел з послiдовнiстю фiксованих Q3 – символiв рiвна нулю.

Подяка. Автор висловлює вдячнiсть науковому керiвнику професо-

ру А. М. Самойленку та науковому консультанту М. В. Працьовитому за

постановку задач, постiйну увагу до даної роботи, пiдтримку та допомогу.
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РОЗДIЛ 1

КОНЦЕПТУАЛЬНI ЗАСАДИ ДОСЛIДЖЕННЯ

Цей роздiл має вступний характер. В ньому ми систематизуємо вiдомо-

стi, що стосуються «геометрiї» класичного трiйкового зображення дiйсних

чисел та його узагальнення — Q3 – зображення чисел. Вказанi зображе-

ння ми використовуємо для конструювання та дослiдження сингулярних

функцiй та нових зображень. Крiм того, розглянуто факти необхiднi для

подальшого дослiдження об’єктiв зi складною локальною будовою.

1.1. Класична трiйкова система кодування дiйсних чисел

Добре вiдомi три класичнi змiстовнi теорiї дiйсних чисел, запропонованi

нiмецькими математиками К.Вейєрштрассом, Г.Кантором i Р. Дедекiндом

у другiй половинi XIX ст. Пiзнiше була створена загальна аксiоматична

теорiя дiйсних чисел. Цiкавою є теорiя, на рiвнi iдей запропонована Кол-

могоровим А. М. [36], а реалiзована Кавун Н. I. [25], яка, як i теорiя Вейєр-

штрасса, не передбачає наперед створеної теорiї рацiональних чисел. Пов-

не усвiдомлення того, що таких теорiй можна побудувати багато, прийшло

вiдносно недавно.

Iснують рiзнi способи кодування (зображення) дiйсних чисел з викори-

станням скiнченного алфавiту {0, 1, . . . , s − 1} ≡ As, 1 < s ∈ N. В силу

рiзних причин двосимвольне кодування заслуговує окремої уваги. Само-

стiйної уваги заслуговує i трiйкова система, оскiльки вона є найбiльш еко-

номною в певному сенсi.

Кодуванням чисел з [0, 1] засобами алфавiту A (скiнченного або нескiн-



25

ченного) називається сюр’єктивне вiдображення

φ : A× A× . . .× A× . . . ≡ L→ [0, 1].

При цьому символiчний запис числа x = φ((an)), що є образом послiдов-

ностi (an), у формi ∆φ
a1a2...an...

називається його φ – зображенням (або φ –

кодом).

Одним з найпростiших способiв кодування чисел x ∈ [0, 1] засобами

алфавiту As, 2 6 s ∈ N , є s – кове зображення числа:

x =
α1

s
+
α2

s2
+ . . .+

αn
sn

+ . . . ≡ ∆s
α1α2...αn...

.

У традицiйному розумiннi геометрiя чисел займаєтьcя розв’язанням

тео-ретико-числових проблем iз використанням геометричних засобiв. В

останнi роки з’явилась нова вiтка дослiжень — геометрiя рiзних зобра-

жень дiйсних чисел, яка займається вивченням геометричного змiсту цифр,

метричними спiввiдношеннями, тополого-метричними властивостями мно-

жин чисел, визначених умовами на їх зображення тощо та застосуваннями

до конструювання рiзних математичних об’єктiв зi складною (неоднорi-

дною) локальною структурою [123].

Означення 1.1.1. Нехай (c1, c2, . . . , cm) – фiксований впорядкований

набiр елементiв алфавiту A. Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm у

кодуваннi φ називається множина ∆φ
c1c2...cm

всiх чисел x ∈ [0, 1], якi мають

наступне φ-зображення

x = ∆φ
c1c2...cmαm+1...αm+k...

, αm+i ∈ A.

Сам вiдрiзок [0, 1] називається цилiндром нульового рангу i позначає-

ться ∆.

Безпосередньо з даного означення випливають наступнi властивостi ци-

лiндрiв:
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1)∆φ
c1c2...cm

=
∪
i∈A

∆φ
c1c2...cmi

;

2)∆ =
∪
i1∈A

∪
i2∈A

. . .
∪
in∈A

∆φ
i1i2...in

для довiльного n.

Для s – кового зображення чисел цилiндрами є вiдрiзки, а саме:

∆s
c1c2...cm

=

[
m∑
i=1

ci
si

;
1

sm
+

∞∑
n=m+1

cn
sn

]
.

Кажуть, що система кодування має нульову надлишковiсть, якщо всi

числа або переважна бiльшiсть чисел, за виключенням злiченної множини,

мають єдине зображення.

Прикладами кодування чисел засобами нескiнченного алфавiту є L−,

E− та S− зображення, якi ґрунтуються на розкладах чисел у знакододатнi

ряди Люрота, Енгеля, Сильвестера вiдповiдно. Як i s – кове зображення

всi вони мають нульову надлишковiсть, оскiльки кожне число з (0, 1] має

єдине L−, E− та S− зображення.

Кодування називається неперервним, якщо цилiндр є промiжком (вiд-

рiзком, пiввiдрiзком або пiвiнтервалом) i при цьому для будь-якої послi-

довностi (an), an ∈ A, перерiз
∞∩
m=1

∆φ
a1a2...am

≡ ∆φ
a1a2...am...

є числом (точкою),

причому

∆φ
a1a2...am...

= x→ x′ = ∆φ
a′1a

′
2...a

′
m...

(m→ ∞),

де am ̸= a′m, але ai = a′i при i < m.

При s = 3 отримаємо класичну трiйкову систему кодування. Тобто для

будь-якого x ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть (αn), αn ∈ A3, така, що

x =
∞∑
k=1

αk
3k

≡ ∆3
α1α2...αk...

.

1.2. Q3 – зображення дiйсного числа як узагальнення

класичного трiйкового

Неперервне φ – зображення називається Q – зображенням, якщо алфа-

вiт A є скiнченним i для кожного i ∈ A ≡ As виконується sup ∆Q
c1c2...cmi

=
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= inf ∆Q
c1c2...cm[i+1] i метричне вiдношення

|∆Q
c1c2...cmi

|
|∆Q

c1c2...cm|
≡ qi = const,

яке називається основним (найважливiшим у метричнiй теорiї).

Вiдомо [76], що Q3 = {q0, q1, q2} — фiксована множина додатних дiй-

сних чисел, при чому q0 + q1 + q2 = 1, i для довiльного x ∈ [0, 1] iснує

послiдовнiсть (αn), αn ∈ A3 = {0, 1, 2}, такa, що

x = βα1
+

∞∑
k=2

[
βαk

k−1∏
j=1

qαj

]
= ∆Q3

α1α2...αn...
, (1.2.1)

де β0 = 0, β1 = q0, β2 = q0 + q1.

Тодi, вираз x = βα1
+

∞∑
k=2

[
βαk

k−1∏
j=1

qαj

]
називається Q3 – представленням

дiйсного числа x ∈ [0, 1], а скорочений (символiчний) запис ∆Q3
α1α2...αk...

—

його Q3 – зображенням.

Перiод у Q3 – зображеннi числа (якщо вiн iснує) позначають у круглих

дужках. Вiдомо [76], що для довiльного x ∈ [0, 1] має мiсце рiвнiсть

∆Q3

c1...cm−1cm(0) = ∆Q3

c1...cm−1[cm−1](2).

Число x ∈ [0, 1] називають Q3 – рацiональним, якщо iснує його Q3

– зображення, яке мiстить перiод (0) або (2). Всi решта чисел x ∈ [0, 1]

називають Q3 – iррацiональними.

Остання рiвнiсть дає пiдстави розглядати Q3 – цифри числа як функцiї

числа, що зображається. Очевидно, що вони є не коректно визначеними для

частини цифр Q3 – рацiональних чисел. Але можна домовитися за необхi-

дностi не вживати те зображення Q3 – рацiонального числа, яке мiстить

перiод (2).

Цилiндри, крiм вище вказаних, мають властивостi:

1) ∆Q3
c1c2...cm

= [a, b], де a = ∆Q3

c1c2...cm(0) = βc1 +
m∑
k=2

(βck
k−1∏
j=1

qcj),

b = ∆Q3

c1c2...cm(2) = a+
m∏
i=1

qci;
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2) |∆Q3
c1c2...cm

| =
m∏
i=1

qci.

1.3. Частота вживання символа i в Q3 – зображеннi числа

Нехай Ni(x, k) – кiлькiсть символiв i в Q3 – зображеннi x до k-го мiсця

включно. Тодi границя (якщо вона iснує)

lim
k→∞

Ni(x, k)

k
= νQ3

i (x)

називається частотою вживання символа i в Q3 – зображеннi x.

Лема 1.3.1. Якщо в Q3 – зображеннi числа x iснують νQ3

i1
(x) i νQ3

i2
(x),

де i1 ̸= i2 та i1, i2 ∈ {0, 1, 2}, то iснує νQ3

1−i1−i2(x).

Доведення.

N0(x, k) +N1(x, k) +N2(x, k) = k,

N0(x, k)

k
+
N1(x, k)

k
+
N2(x, k)

k
= 1,

Ni1(x, k)

k
+
Ni2(x, k)

k
= 1 − N1−i1−i2(x, k)

k
,

lim
n→∞

Ni1(x, k)

k
+ lim

n→∞

Ni2(x, k)

k
= lim

n→∞

(
1 − N1−i1−i2(x, k)

k

)
,

νQ3

i1
(x) + νQ3

i2
(x) = 1 − νQ3

1−i1−i2(x).

Лема 1.3.2. Якщо в Q3 – зображеннi числа x є перiод, то це число

має частоту трьох цифр.

Доведення. Очевидно, що iснування частоти цифр i її значення не за-

лежить вiд довiльної скiнченної кiлькостi початкових цифр. Тодi доведен-

ня можна провести для чисто перiодичного зображення: x = ∆Q3

(s1s2...sm) =

∆Q3
s1s2...sms1s2...sm...

, де (s1s2 . . . sm) – перiод, m0 – кiлькiсть нулiв, m1 – кiль-

кiсть одиниць, m2 – кiлькiсть двiйок.
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Розглянемо двi послiдовностi, якi прямують до нескiнченностi, а саме:

bn = n · m i an = bn − m = (n − 1) · m. Для них: N0(x, bn) = n · m0,

N1(x, bn) = n ·m1, N2(x, bn) = n ·m2, N0(x, an) = (n− 1) ·m0. Тодi

N0(x, bn)

bn
=
n ·m0

n ·m
=
m0

m
i
N0(x, an)

an
=

(n− 1) ·m0

(n− 1) ·m
=
m0

m
.

Для довiльного k ∈ N iснує nk = n(k) такий, що ank 6 k 6 bnk.

Тодi справедливi нерiвностi:

N0(x, ank)

k
6 N0(x, k)

k
6 N0(x, bnk)

k
,

N0(x, ank)

bnk
6 N0(x, k)

k
6 N0(x, bnk)

ank
,

(nk − 1) ·m0

nk ·m
6 N0(x, k)

k
6 nk ·m0

(nk − 1) ·m
,

m0

m
lim
n→∞

nk − 1

nk
6 lim

n→∞

N0(x, k)

k
6 m0

m
lim
n→∞

nk
nk − 1

.

Отже, νQ3

0 (x) = m0

m .

Аналогiчним чином νQ3

1 (x) = m1

m , νQ3

2 (x) = m2

m .

Наслiдок 1.3.1. Якщо Q3 – зображення числа x має перiод (s1s2 . . . sm),

причому (s1s2 . . . sm) має mi цифр i, то iснує частота цифр i:

νQ3

i (x) =
mi

m
.

Наслiдок 1.3.2. Кожне Q3 – рацiональне число x з вiдрiзка [0, 1] має

частоту трьох цифр.

1.4. Нормальнiсть чисел в Q3 – зображеннi

Властивiсть Φ елемента x з множини K називається нормальною, якщо

переважна бiльшiсть елементiв цiєї множини («майже всi») нею володiють

(її мають).
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Такi поняття як потужнiсть, мiра, розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича,

категорiї Бера та iн. [76], дозволяють однозначно трактувати слова «майже

всi».

Означення 1.4.1. Число x = ∆Q3
α1...αk...

, для частот якого мають мiсце

рiвностi:

νQ3

0 (x) = q0, ν
Q3

1 (x) = q1, ν
Q3

2 (x) = q2,

називається Q3 – нормальним.

Теорема 1.4.1. Мiра Лебега множини всiх Q3 – нормальних чисел

вiдрiзка [0, 1] дорiвнює 1.

Доведення. Доведемо, що для майже всiх (в розумiннi мiри Лебега)

точок x ∈ [0, 1]
Ni(x, k)

k
→ qi при k → ∞, (1.4.1)

тобто множина всiх x, для яких умова (1.4.1) не виконується, має мiру

Лебега рiвну нулю.

Нехай i — фiксований символ, i ∈ {0, 1, 2}. Розглянемо функцiю f(x),

таку, що

x = ∆Q3
α1...αk...

f(x)−−→ ∆
Q′

2

α1,i(x)...αk,i(x)...
, де αk,i(x) =

0, якщо αk ̸= i;

1, якщо αk = i,

i Q′
2 = {q′0, q′1}, q′1 = qi, q′0 = qj + qk, j ̸= i ̸= k.

Тодi, очевидно, що Ni(x, k) =
k∑
j=1

αj,i(x). Тому умова (1.4.1) записується

у виглядi 1
k lim
k→∞

k∑
j=1

αj,i(x) = qi. Розглянемо iнтеграл

I ik =
1∫
0

(
1
k

k∑
j=1

αj,i(x) − qi

)2

dx = 1
k2

1∫
0

k∑
j=1

(αj,i(x) − qi)
2dx.

Пiднесемо суму, що стоїть пiд iнтегралом, до квадрату i проiнтегрує-

мо кожен доданок. Враховуючи, що αj,i(x) = α2
j,i(x), бо αj,i(x) ∈ {0, 1},

отримаємо iнтеграли двох видiв:

1)
1∫
0

(αj,i(x)− qi)2dx =
1∫
0

(αj,i(x)(1−2qi)+ q2i )dx = (1−2qi)
1∫
0

αj,i(x)dx+ q2i =
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= (1 − 2qi)λ({x : αj,i(x) = i}) + q2i = (1 − 2qi)qi + q2i = qi(1 − qi).

Кiлькiсть таких iнтегралiв буде k.

Розглянемо iнтеграли другого типу, враховуючи, що j ̸= t:

2)
1∫
0

(αj,i(x) − qi)(αt,i(x) − qi)dx = 0.

Оскiльки
1∫
0

αj,i(x)αt,i(x)dx = q2i , то I ik =
qi(1 − qi)

k
.

Отже, lim
k→∞

I ik = 0, тобто 1
k

k∑
j=1

αj,i(x) збiгається до qi в середньому ква-

дратичному, але зауважимо, що iз збiжностi в середньому квадратичному

не випливає збiжнiсть «майже скрiзь».

Вiзьмемо тепер довiльне досить мале додатне число ε i позначимо через

F i
k(ε) множину чисел вiдрiзка [0, 1], для яких∣∣∣∣∣

k∑
j=1

αj,i(x)k − qi

∣∣∣∣∣ > ε. (1.4.2)

Оцiнимо останнiй iнтеграл

I ik =
1∫
0

(
1
k

k∑
j=1

αj,i(x) − qi

)2

dx >
∫

F i
k(ε)

(
1
k

k∑
j=1

αj,i(x) − qi

)2

dx >

>
∫

F i
k(ε)

ε2dx = ε2λ[F i
k(ε)],

тодi отримаємо

λ[F i
k(ε)] 6

I ik
ε2

=
qi(1 − qi)

k2ε2
. (1.4.3)

Таким чином, якщо ε — фiксоване i k необмежено зростає, то мiра мно-

жини точок, для яких має мiсце (1.4.2), прямує до нуля. Але з цього безпо-

середньо ще не випливає, що для майже всiх x ∈ [0, 1] буде 1
k

k∑
j=1

αj,i(x) → qi

(k → ∞).

Розглянемо послiдовнiсть множин F i
1(ε), F

i
4(ε), F

i
9(ε), . . . , F

i
n2(ε), . . . i по-

значимо через Gi
k(ε) множину чисел, що належить хоча б однiй з множин

F i
k2(ε), F

i
(k+1)2(ε), . . ..

Тодi з (1.4.3) отримаємо
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λ[Gi
k(ε)] = λ

[
F i
k2(ε)

∪
F i
(k+1)2(ε)

∪
. . .
]
6

2∑
i=0

λ
[
F i
(k+i)2(ε)

]
6

6 qi(1 − qi)

k2ε2

2∑
i=0

1

(k + i)2
→ 0 при (k → ∞).

Враховуючи, що Gi
k+1(ε) ⊂ Gi

k(ε) для кожного k ∈ N, то, оскiльки мiра

Лебега множини Gi
k(ε) прямує до нуля при k → ∞, спiльна частина всiх

цих множин має мiру нуль. Тодi всi числа, крiм чисел з множини мiри нуль,

можуть належати лише скiнченному об’єднанню цих множин. Але якщо то-

чка x належить лише скiнченнiй кiлькостi множин Gi
k(ε), то при достатньо

великому k вона не належить множинi Gi
k(ε), а отже, не належить кожнiй

з множин F i
k2(ε), F

i
(k+1)2(ε), . . .. Тому для такого числа при k, бiльшому де-

якого k0, маємо

∣∣∣∣∣ 1k2 k2∑
j=1

αj,i(x) − qi

∣∣∣∣∣ 6 ε. Mайже всi числа, яким би не було

ε, володiють цiєю властивiстю. Тодi, 1
k2

k2∑
j=1

αj,i(x) → qi при k → ∞.

Таким чином, твердження доведено при умовi, що числа k ростуть по

повних квадратах. Якщо ж k росте як завгодно, то можна знайти таке

число t, що

t2 6 k 6 (t+ 1)2, 0 6 k − t2 6 2t+ 1.

Тому
1

k

k∑
j=1

αj,i(x)=
1

k

(
t2∑
i=1

αj,i(x)+
k∑

i=t2+1

αj,i(x)

)
=

1

t2

t2∑
j=1

αj,i(x)
t2

k
+

1

k

k∑
j=t2+1

αj,i(x).

За доведеним, майже скрiзь 1
t2

t2∑
j=1

αj,i(x) → qi при k → ∞ i всюди t2

(t+1)2 <

t2

k 6 1, тому 1
k

k∑
j=t2+1

αj,i(x) 6 k−t2
k < 2t+1

t2 . Тодi при k → ∞ отримаємо

t2

k → 1 i 1
k

k∑
j=t2+1

αj,i(x) → 0.

Отже, майже скрiзь 1
k

k∑
j=1

αj,i(x) → qi при k → ∞, тобто величина

1
k

k∑
j=1

αj,i(x) − qi майже всюди є нескiнченно малою величиною для довiль-

ного i.
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Теорема 1.4.2. Майже всi числа вiдрiзка [0, 1] є нормальними в ко-

жному Q3 – зображеннi з рацiональними q0 ∈ (0, 1).

Доведення. Нехай (q0, q1, q2) — довiльний набiр додатних рацiональних

чисел, сума яких дорiвнює 1. Згiдно з теоремою 1.4.1 в системi Q3 – зобра-

ження всi дiйснi числа з вiдрiзка [0, 1], за виключенням деякої множини

мiри нуль, є нормальним, тобто для майже всiх x ∈ [0, 1] частота Q3 –

символа i дорiвнює qi.

Позначимо через E(q0,q1,q2) ту нульмiрну множину, для точок якої ця

умова не виконується. Тодi множина E =
∪

(q0,q1,q2)

E(q0,q1,q2), де об’єднання бе-

реться за всеможливими наборами додатних рацiональних чисел (q0, q1, q2),

сума яких дорiвнює 1, є множиною нульової мiри Лебега, як об’єднання зчи-

сленної кiлькостi множин мiри нуль. Кожне дiйсне число, яке множинi E

не належить, має властивiсть: в якому б Q3 – зображеннi з рацiональними

qi ми його не записали, частота символа i дорiвнює qi. Отже, майже всi

числа з [0; 1] є нормальнми для кожного набору рацiональних qi.

1.5. Оператор лiвостороннього зсуву цифр Q3 – зображення

дiйсного числа.

У множинi всiх зображень дiйсних чисел з вiдрiзка [0; 1] розглянемо

оператор ω̂1 зсуву цифр, який послiдовностi (α1, α2, . . . , αn, . . .) ставить у

вiдповiднiсть (вiдображає) послiдовнiсть (α2, α3, . . . , αn, . . .).

Пiсля домовленостi не використовувати Q3 – зображення дiйсних чисел

iз [0; 1) з перiодом (2) оператор ω̂1 породжує функцiю, означену рiвнiстю

ω1(∆
Q3
α1α2...αn...

) = ∆Q3
α2α3...αn...

.

Оператор ω̂1 i функцiю ω1 називають oператором лiвостороннього зсу-

ву цифр Q3 – зображення дiйсного числа.

Очевидно, що даний оператор має рiвно три iнварiантнi точки: ∆Q3

(0),
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∆Q3

(1) i ∆Q3

(2). Вiн володiє властивiстю сюр’єктивностi, але не є iн’єктивним,

бо прообразом точки, що має зображення ∆Q3
c1c2...cn...

є три точки ∆Q3

0c1c2...cn...
,

∆Q3

1c1c2...cn...
i ∆Q3

2c1c2...cn...
.

Лема 1.5.1. Функцiя ω1(x):

1) є кусково-лiнiйною, причому лiнiйною на цилiндричних iнтервалах

першого рангу:

ω1(x) =



x

q0
при 0 6 x < q0,

x− q0
q1

при q0 6 x < q0 + q1,

x− q0 − q1
q2

при q0 + q1 6 x < 1;

2) в точках x = q0 i x = q0 + q1 має розриви першого роду зi стрибком

1, причому lim
x→q0−0

ω1(x) = 1 i lim
x→q0+q1−0

ω1(x) = 1.

Доведення. Очевидно, що ω1(q0) = ω1(∆
Q3

1(0)) = ∆Q3

(0) = 0 = ω1(0).

Нехай x ∈ ∆Q3

i , тобто

x = ∆Q3

iα2α3...αn...
= βi + βα2

qi + βα3
qiqα2

+ . . .+ βαn
qi
n−1∏
j=2

qαj
+ . . . =

= βi + qi

(
βα2

+ βα3
qα2

+ . . .+ βαn

n−1∏
j=2

qαj
+ . . .

)
.

Тодi x = βi + qiω1(x).

Звiдки

ω1(x) =
x− βi
qi

=



x

q0
, якщо i = 0,

x− q0
q1

, якщо i = 1,

x− q0 − q1
q2

, якщо i = 2.

Дослiдимо поведiнку функцiї ω1(x) в лiвому ε-пiвоколi точки x = q0.

Якщо x ∈ (q0 − ε; q0), то вiдповiдно x = ∆Q3

02 . . . 2︸ ︷︷ ︸
k

αk+2αk+3...αk+n...
i ω1(x) =

∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
k

αk+1αk+2...αk+n−1...
. Умова x → q0 − 0 рiвносильна умовi k → ∞, тому

lim
x→q0−0

ω1(x) = ∆Q3

222...2... = 1.
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Аналогiчно доводиться твердження для точки x = q0 + q1.

Пiсля n-кратного застосування оператора лiвостороннього зсуву цифр,

отримаємо

ω
(n)
1 (∆Q3

α1α2...αnαn+1αn+2...
) = ∆Q3

αn+1αn+2...αn+k...
.

Оскiльки

x = βα1
+ βα2

qα1
+ . . .+ βαn

n−1∏
j=1

qαj
+

n∏
j=1

qαj

(
βαn+1

+ βαn+2
qαn+1

+ . . .
)

=

= βα1
+ βα2

qα1
+ . . .+ βαn

n−1∏
j=1

qαj
+ ω

(n)
1 (x)

n∏
j=1

qαj
.

Отже,

ω
(n)
1 (x) =

x−

(
βα1

+ βα2
qα1

+ . . .+ βαn

n−1∏
j=1

qαj

)
n∏
j=1

qαj

.

1.6. Оператор правостороннього зсуву цифр Q3 – зображення

дiйсного числа

Нехай задано: елемент i алфавiту A3 = {0, 1, 2} та натуральне число n.

У просторi послiдовностей L(3) розглядається оператор δ̂i, який послi-

довностi (α1, α2, . . . , αn, . . .) ставить у вiдповiднiсть (вiдображає) послiдов-

нiсть (i, α1, α2, . . . , αn, . . .).

Пiсля домовленостi не використовувати Q3 – зображення дiйсних чисел

iз [0; 1) з перiодом (2) оператор δ̂i породжує функцiю

δi(∆
Q3
α1α2...αn...

) = ∆Q3

iα1α2...αn...
.

Оператор δ̂i i функцiю δi називатимемо оператором правостороннього

зсуву цифр Q3 – зображення дiйсного числа з параметром i.

Очевидно, що δi має три iнварiантних точки, це точки виду: ∆Q3

(i) .

Лема 1.6.1. Функцiя δi(x) має вираз

δi(x) = βi + qix,



36

є лiнiйною i набуває значень з [βi; βi+1).

Доведення. Дiйсно,

δi(x) = βi + βα1(x)qi + βα2(x)qiqα1(x) + . . .+ βαn(x)qi
n−1∏
j=1

qαj(x) + . . . =

= βi + qi(βα1(x) + βα2(x)qα1(x) + . . .) = βi + qix.

Оскiльки x пробiгає промiжок [0; 1), то оператор δi(x) набуває значень

з [βi; βi+1).

Наслiдок 1.6.1. Оператор δi(x) правостороннього зсуву цифр Q3 –

зображення чисел з параметром i є стискуючим вiдображенням з коефi-

цiєнтом qi.

1.7. Самоподiбнi, самоафiннi та автомодельнi множини

Вiдображення g метричного простору (M,ρ) на себе, при якому вiдстанi

мiж точками змiнюються в одному i тому ж вiдношеннi k > 0, називається

перетворенням подiбностi. Число k називають при цьому коефiцiєнтом

подiбностi. Кажуть, що множина E ⊂ M подiбна множинi E ′ ⊂ M з ко-

ефiцiєнтом подiбностi k > 0, якщо iснує вiдображення g : E → E ′ таке,

що
ρ(g(x1), g(x2))

ρ(x1, x2)
= k для всiх x1, x2 ∈ E.

Перетворення g : Rn → Rn є перетворенням подiбностi тодi i тiльки

тодi, коли g є композицiєю гомотетiї h з тим самим коефiцiєнтом k i руху

f , тобто g = f ◦ h.

Непорожня обмежена множина E метричного простору (M,ρ) називає-

ться самоподiбною, якщо її можна подати у виглядi скiнченного об’єднання

своїх пiдмножин Ei, якi подiбнi E (кожна зi своїм коефiцiєнтом подiбностi

ki), причому розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича перерiзу довiльних двох

таких пiдмножин менша, нiж розмiрнiсть самої множини E, тобто
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1)E = E1

∪
E2

∪
. . .
∪
En, n > 1;

2)Ei
ki∼ E, i = 1, n;

3)α0(Ei

∩
Ej) < α0(E), для всiх i ̸= j.

Додатне число αs(E), яке є розв’язком рiвняння kx1 + kx2 + . . .+ kxn = 1

називається самоподiбною розмiрнiстю множини E.

Перетворення простору R2 називається афiнним, якщо воно зберiгає

колiнеарнiсть точок. Афiннi перетворення R2 утворюють групу вiдносно

операцiї суперпозицiя перетворень, головним iнварiантом якої є збережен-

ня простого вiдношення трьох точок.

Множина E простору R2 називається самоафiнною, якщо iснує набiр

φ1, φ2, . . . , φn, n > 1, афiнних перетворень R2 таких, що

E = φ1(E)
∪

φ2(E)
∪

. . .
∪

φn(E),

де φi(E) ̸= φj(E) при i ̸= j.

Кожне афiнне перетворення φi задається формуламиx
′ = a

(i)
11x+ a

(i)
12y + x0,

y′ = a
(i)
21x+ a

(i)
22y + y0,

причому a(i)11a
(i)
22 − a

(i)
12a

(i)
21 ̸= 0.

Самоафiнною розмiрнiстю самоафiнної множини називається число,

яке є розв’язком рiвняння
n∑
i=1

∥∥∥∥∥∥a
(i)
11 a

(i)
12

a
(i)
21 a

(i)
22

∥∥∥∥∥∥
x

2

= 1.

Самоафiнна розмiрнiсть є числом, яке не менше нiж розмiрнiсть Гаус-

дорфа-Безиковича. Якщо самоафiнна множина є самоподiбною, то її само-

афiнна розмiрнiсть дорiвнює самоподiбнiй розмiрностi.

Непорожня обмежена множина E метричного простору (M,ρ) назива-

ється автомодельною, якщо вона є самоподiбною та самоафiнною одноча-

сно.
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1.8. Мiра Гаусдорфа та розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича

Нехай (M,ρ) – метричний простiр, E – деяка обмежена його пiдмно-

жина, d(E) – дiаметр E, h(t) – неперервна зростаюча функцiя, задана на

пiвосi t > 0 i така, що h(0) = 0 (клас таких функцiй позначатимемо H0),

FM – сiм’я пiдмножин простору M така, що ∀ E ⊂ M i ∀ ε > 0 iснує не

бiльш нiж зчисленне ε-покриття {Gi}, Gi ∈ FM , множини E (тобто iснує

{Gi}, Gi ∈ FM , E ⊂
∪
i

Gi, d(Gi) 6 ε). Для заданих E, h i будь-якого ε

означимо функцiю

mε
h(E) = inf

d(Gi)6ε

{∑
i

h[d(Gi)] : E ⊂
∪
i

Gi

}
,

де нижня грань береться за всеможливими, не бiльш нiж зчисленними ε-

покриттями {Gi}, Gi ∈ FM , множини E.

Означення 1.8.1. [76] Число

Hh(E) = lim
ε↓0

mε
h(E) = sup

ε>0
mε
h(E)

називається зовнiшньою h-мiрою Гаусдорфа множини E. При цьому фун-

кцiя h називається вимiрюючою, а зовнiшня мiра mε
h(E) – наближаючою

мiрою порядку ε.

Функцiя h ∈ H0 називається розмiрнiсною функцiєю Гаусдорфа мно-

жини E, якщо 0 < Hh(E) < ∞. Для довiльної випуклої функцiї h ∈ H0

такої, що
h(t)

t
→ ∞ коли t → 0, iснує множина E ⊂ R1, для якої h є роз-

мiрнiсною функцiєю. Конструктивне доведення цього факту можна знайти

в [110] чи [87].

Якщо 0 < Hα(E) <∞, то число α називається розмiрнiстю Гаусдорфа

множини E.

Означення 1.8.2. [76] Число α0 = α0(E), визначене рiвнiстю

α0(E) = sup{α : Hα(E) ̸= 0} = inf{α : Hα(E) = 0},
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називається розмiрнiстю Гаусдорфа-Безиковича множини E.

Розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множини E ⊂ M визначається по-

ведiнкою Hα(E) не як функцiї вiд E, а як функцiї вiд α. Коректнiсть остан-

нього означення пiдтверджують наступнi властивостi Hα-мiри [87, 110]:

1) якщо Hα1
(E) <∞, то Hα2

(E) = 0 для α1 < α2;

2) якщо Hα2
(E) ̸= 0, то Hα1

(E) = ∞ для α1 < α2.

З означення випливає, що для даної множини E або Hα(E) = 0 для

будь-якого α > 0, тодi α0(E) = 0 за означенням, або iснує точка «переско-

ку» α0, така, що Hα(E) = ∞ для α < α0 i Hα(E) = 0 для α > α0. Таке

число α0 i називають розмiрнiстю Гаусдорфа-Безиковича.

Мiра Hα0
(E), взагалi кажучи, може бути нулем, нескiнченнiстю або до-

датним числом. Крiм того, розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича має наступнi

властивостi:

1. Якщо E1 i E2 – геометрично подiбнi, то α0(E1) = α0(E2);

2. α0(E) = 0 для довiльної не бiльш нiж зчисленної множини E;

3. α0(E1) 6 α0(E2), якщо E1 ⊂ E2;

4. α0(
∪
n
En) = sup

n
α0(En).

Фракталом називається континуальна обмежена множина, яка має три-

вiальну (рiвну 0 або ∞) Hα-мiру Гаусдорфа, порядок α якої рiвний топо-

логiчнiй розмiрностi.

Фрактали, розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича яких рiвна розмiрностi

простору, називаються суперфракталами, а тi, розмiрнiсть яких додатна i

на одиницю менша розмiрностi простору — гiперфракталами. Континуаль-

нi множини, розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича i топологiчна розмiрнiсть

яких рiвна нулю, називаються аномально фрактальними [64, 66].
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1.9. Лебегiвська структура неперервних функцiй обмеженої

варiацiї

Нехай на вiдрiзку [a; b] задана скiнченна функцiя f(x). Розкладемо [a; b]

на частини точками x0 = a < x1 < . . . < xn = b i обчислимо суму

V =
n−1∑
k=0

|f(xk+1) − f(xk)|.

Означення 1.9.1. [51] Точна верхня границя множини всеможливих

сум V назавається повною варiацiєю функцiї f(x) на вiдрiзку [a; b] i по-

значається через
b

V
a

(f). Якщо
b

V
a

(f) < +∞, то кажуть, що f(x) є функцiєю

обмеженої (скiнченної) варiацiї на [a; b].

Очевидно, що кожна монотонна функцiя є функцiєю обмеженої варiацiї.

Нагадаємо [51], що абсолютно неперервною на вiдрiзку [a; b] називає-

ться функцiя, така що для будь-якого ε > 0 iснує δ > 0 i системи взаємно

неперетинних iнтервалiв (a1; b1), . . . (an; bn), причому
n∑
k=1

(bk − ak) < δ, має

мiсце
n∑
k=1

|f(bk) − f(ak)| < ε.

Означення 1.9.2. Вiдмiнна вiд сталої неперервна функцiя обмеженої

варiацiї, похiдна якої майже скрiзь (у розумiннi мiри Лебега) дорiвнює ну-

лю, називається сингулярною.

Для будь-якої неперервної функцiї обмеженої варiацiї f(x) вiдома тео-

рема Лебега [51, ст. 248] констатує iснування та єдинiсть розкладу

f(x) = φ(x) + r(x), (1.9.1)

де φ(x) — це абсолютно неперервна функцiя i φ(a) = f(a), а r(x) — сингу-

лярна функцiя.

Рiвнiсть (1.9.1) називається лебегiвською структурою неперервної фун-

кцiї f(x) обмеженої варiацiї.
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Якщо функцiя r(x) тотожно рiвна нулю, то кажуть, що функцiя f(x)

є чисто абсолютно неперервною, а коли φ(x) є тотожно рiвною нулю, але

f(x) ̸= φ(x), то f(x) називають чисто сингулярною. Якщо функцiї φ(x)

i r(x) одночасно вiдмiннi вiд константи, то кажуть, що функцiя f(x) є

нетривiальною сумiшшю абсолютно неперервної та сингулярної компонент.

Задача встановлення лебегiвської структури заданої функцiї полягає в

знаходженнi її компонент (абсолютно неперервної та сингулярної), що рiв-

носильно встановленню її лебегiвської чистоти, а у випадку нетривiальної

сумiшi — знаходженню однiєї з її компонент.

1.10. Огляд лiтератури

На початку ХХ столiття сингулярнi функцiї були нетривiальним, екзо-

тичним i навiть «паталогiчним» об’єктом дослiдження. Першими прикла-

дами таких функцiй є:

— функцiя Мiнковського [121] — сингулярна строго зростаюча фун-

кцiя розподiлу ймовiрностей на вiдрiзку [0; 1], яка геометрично була

побудована у 1904;

— функцiя Серпiнського [83, 129] — один з елементарних прикладiв

зростаючої сингулярної функцiї, побудованої в 1916;

— функцiя Кантора — неперервна функцiя розподiлу ймовiрностей на

вiдрiзку [0; 1], яка зростає в точках класичної множини Кантора i

є постiйною на iнтервалах, сумiжних з нею. Вона дослiджується у

роботi [40];

— функцiя Салема [126] — функцiя розподiлу випадкової величини з

незалежними однаково розподiленими, але рiзноймовiрними двiйко-

вими цифрами, побудована у 1943 роцi.

Хоча Мiнковський є одним iз першовiдкривачiв таких функцiй, основ-

на мета, яку вiн переслiдував — це перерахунок iррацiональних квадра-
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тичних [120]. Її сингулярнiсть було доведено набагато пiзнiше A. Denjoy у

1932 роцi [104, 105], хоча в деякiй лiтературi зазначається, що це зробив Са-

лем. Функцiя Мiнковського була ретельно вивчена i узагальнена A. Denjoy,

R. F. Tichy та J. Uitz, G. Ramharter, R. Girgensohn та iншими.

В 1952 роцi Riesz та Sz.–Nґagy, опублiкувавши роботу [125], популяри-

зували сiмейство строго зростаючих сингулярних функцiй, якi залежнi вiд

параметра 0 < t < 1. Хоча вони розглядалися i значно ранiше у доктор-

ськiй дисертацiї E. Hellinger в 1907 роцi [111]. Пiзнiше сiмество таких фун-

кцiй дослiджували P. Billingsley, G. de Rham, S. Reese, i навiть узагальнили

результати: R. Salem, E. Hewitt i K. Stromberg та iншi.

Довгий час вважалось, що сингулярнi функцiї є достатньо «нетривiаль-

ним» об’єктом дослiдження. Хоча у 1981 роцi Т. Замфiреску [134] довiв, що

«бiльшiсть» в топологiчному сенсi неперервних монотонних функцiй є син-

гулярними, бо сингулярнi функцiї в метричному просторi всiх неперервних

монотонних функцiй з супремум-метрикою утворюють множину другої ка-

тегорiї Бера. За останнє столiття теорiя сингулярних функцiй розвивалась

за рахунок iндивiдуальних теорiй та конкретних прикладiв. Загальна ж

теорiя сингулярних функцiй є досi не достатньо розвинутою, вона мiстить

лише незначну кiлькiсть рiзних фактiв. Зокрема Працьовитий М.В. i Тор-

бiн Г.М. довели iснування строго зростаючих сингулярних функцiй, якi не

зберiгають фрактальну розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича.

За останнє столiття iнтерес до сингулярних функцiй значно зрiс. Їм

присвячено роботи Шварца Л., Вiнера Н., Вiнтнера А., Джессена В. разом

з Вiнтнером А., Круглова В. М. та Золотарьова В. М., Працьовитого М. В.,

Виннишина Я. Ф. та багатьох iнших математикiв.
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Висновки до роздiлу 1

Цей роздiл має вступний характер. У ньому наведено означення вiдомих

ключових понять:

— Q3 – зображення дробової частини дiйсного числа;

— частоти цифр Q3 – зображення числа;

— нормальнiсть числа у Q3 – зображеннi;

— оператори лiвостороннього та правостороннього зсуву цифр;

— самоподiбнiсть, самоафiннiсть та автомодельнiсть множин;

— фрактальна розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича;

— лебегiвська структура неперерервної функцiї обмеженої варiацiї (вмiст

сингулярної та абсолютно неперервної компонент);

сформульованi необхiднi факти, якi будуть використовуватись у наступних

роздiлах, а також проведено огляд лiтератури з тематики дослiдження.

Оскiльки Q3 – зображення числа є базовим поняттям даного дослiдження,

то наведений у роздiлi 1 фактичний матерiал стосується в першу чергу

цього поняття, його геометрiї i застосувань.

У цьому роздiлi дано лише одне доведення (теореми про нормальнiсть

чисел у Q3 – зображеннi).

Цей роздiл не мiстить результатiв, якi виносяться на захист.



44

РОЗДIЛ 2

IНВЕРСОР ЦИФР Q3 – ЗОБРАЖЕННЯ ДРОБОВОЇ

ЧАСТИНИ ДIЙСНОГО ЧИСЛА

Цей роздiл присвячений в основному однiй неперервнiй строго спаднiй

сингулярнiй функцiї, яка називається iнверсором цифр Q3 – зображення

числа i є «модельним» прикладом в сiм’ї функцiй, iнварiантом яких є ци-

фра 1 у Q3 – зображеннi аргумента. Ми вивчаємо структурнi, глобальнi

та локальнi, диференцiальнi та iнтегральнi, автомодельнi та фрактальнi

властивостi цiєї функцiї.

2.1. Функцiї, якi зберiгають цифру 1 у Q3 – зображеннi чисел

Означення 2.1.1. Якщо у Q3 – зображеннi (зокрема класичному трiй-

ковому) аргумента x = ∆Q3
α1α2...αn...

i Q3 – зображеннi значення функцiї

y = f(x) = f(∆Q3
α1α2...αn...

) = ∆Q3
γ1γ2...γn...

(2.1.1)

цифра 1 знаходиться на тих самих мiсцях, тобто γn = 1 тодi i тiльки то-

дi, коли αn = 1, то казатимемо, що функцiя f зберiгає цифру 1 у Q3 –

зображеннi чисел вiдрiзка [0; 1].

За для коректностi означення функцiй, визначених в термiнах Q3 –

зображення чисел, домовимось для зображення Q3 – рацiональних чисел

не використовувати в цьому пунктi зображення з перiодом (2).

Прикладом функцiї, яка задовольняє означення (2.1.1), є функцiя ви-

значена рiвнiстю (2.1.1), де γ1 = α1, γn = 1 ⇔ αn = 1,

γn =

0, якщо αn−1 · αn = 0,

2, якщо αn−1 · αn ∈ {2, 4}, n ∈ N.
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Теорема 2.1.1. Множина P всiх функцiй, якi зберiгають цифру 1 у

Q3 – зображеннi чисел, є континуальною.

Доведення. Нехай функцiї δ та ρ визначенi на алфавiтi A3 рiвностями

δ(c) =

1, якщо c = 1,

0, якщо c ̸= 1;
ρ(c) =

1, якщо c = 1,

2, якщо c ̸= 1.

Нехай B = {δ, ρ}, L = B ×B ×B × . . .. Очевидно, що простiр L послi-

довностей функцiй δ та ρ є континуальним.

Розглянемо двi послiдовностi (γn) ∈ L, (τn) ∈ L, (γn) ̸= (τn) i їм вiдпо-

вiднi функцiї f i φ, означенi рiвностями

f(∆Q3
α1α2...αn...

) = ∆Q3

γ1(α1)γ2(α2)...γn(αn)...
,

φ(∆Q3
α1α2...αn...

) = ∆Q3

τ1(α1)τ2(α2)...τn(αn)...
.

(2.1.2)

Доведемо, що цi функцiї не є тотожно рiвними.

Оскiльки (γn) ̸= (τn), то iснує m ∈ N , таке що γm ̸= τm. Тодi

|γm(αm) − τm(αm)| = 2.

А тому f(∆Q3

(02)) ̸= φ(∆Q3

(02)).

Таким чином, клас функцiй, визначених рiвностями (2.1.2) є контину-

альним, а вiн є пiдкласом класу P . Отже, останнiй є принаймнi теж кон-

тинуальним.

Множина всiх функцiй, що зберiгають цифру 1 уQ3 – зображеннi чисел,

є замкненою вiдносно операцiї суперпозицiї (композицiї).

Далi нас цiкавитимуть лише неперервнi на вiдрiзку [0; 1] функцiї з класу

P i їх сiм’ю позначатимемо через Pc.

Тривiальним прикладом неперервної функцiї, що задовольняє означен-

ня (2.1.1) є тотожне перетворення вiдрiзка [0; 1], тобто функцiя e(x) = x.
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2.2. Означення та найпростiшi властивостi iнверсора цифр

Q3 – зображення чисел

Розглянемо нетривiальний приклад функцiї з класу Pc.

Означення 2.2.1. Iнверсором цифрQ3 – зображення числа ∆Q3
α1α2...αn...

=

x ∈ [0, 1] (далi iнверсором) називають функцiю I, визначену на [0, 1] рiвнi-

стю

I(∆Q3
α1α2...αn...

) = ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αn]...
.

Прикладами обчислення значень iнверсора є:

1) якщо x = ∆Q3

1(2) = q0 + q1, то I(∆Q3

1(2)) = ∆Q3

1(0) = q0;

2) якщо x = ∆Q3

0122(0) = β1q0+β2q0q1+β2q0q1q2 = q20 +(q0+q1)q0q1(1+q2),

то I(∆Q3

0122(0)) = ∆Q3

2100(2) = β2 + β1q2 + β2q
2
0q1q2 + β2q

2
0q1q

2
2 + . . . = β2 + β1q2+

+
β2q

2
0q1q2

1 − q2
= q0(1 + q2) + q1 + q20q1q2.

Iнверсор I тiсно пов’язаний з функцiєю розподiлу випадкової величини

з незалежними однаково розподiленими цифрами Q3 – зображення, а са-

ме: I(x) = 1 − Fξ(x), де Fξ(x) — функцiя розподiлу випадкової величини

ξ = ∆Q3

ξ1ξ2...ξn...
, Q3 – цифри ξ1, ξ2, ..., ξn, ... якої утворюють послiдовнiсть не-

залежних однаково розподiлених випадкових величин, якi набувають зна-

чень 0, 1, 2 з ймовiрностями q2, q1, q0 вiдповiдно [62, 63, 65].

Оскiльки Q3 – рацiональнi числа мають по два зображення, то вини-

кає необхiднiсть обґрунтування коректностi означення iнверсора в таких

точках.

Розглянемо два рiзних зображення Q3 – рацiонального числа x, тобто

x ≡ ∆Q3

α1α2...αk−1αk(0)
= ∆Q3

α1α2...αk−1[αk−1](2) ≡ x′, αk ̸= 0,

i перевiримо виконання рiвностi I(x) = I(x′). Для цього розглянемо рiзни-

цю

I(x) − I(x′) = ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αk](2)
− ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[3−αk](0)
=
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=

(
β[2−αk] +

β2q[2−αk]

1 − q2
− β[3−αk]

) k−1∏
i=1

q[2−αi].

Якщо αk = 1, то β1 + β2q1
1−q2 − β2 = q0 + (q0+q1)q1

q0+q1
− q0 − q1 = 0.

Якщо αk = 2, то β0 + β2q0
1−q2 − β1 = (q0+q1)q0

q0+q1
− q0 = 0.

Таким чином, для довiльного Q3 – рацiонального числа виконується

I(x) = I(x′). А отже, iнверсор цифр Q3 – зображення числа є коректно

визначеною функцiєю.

Впорядкованi множини додатних дiйсних чисел Q3 = {q0; q1; q2} i Q′
3 =

{q′0; q′1; q′2} називатимемо спряженими, якщо q′0 = q2, q
′
1 = q1, q

′
2 = q0.

Теорема 2.2.1. Для iнверсора I цифр Q3 – зображення чисел вiдрiзка

[0, 1] має мiсце рiвнiсть

I(∆Q3
α1α2...αn...

) = 1 − ∆Q′
3

α1α2...αn...
, (2.2.1)

де впорядкована множина Q′
3 — спряжена до Q3.

Доведення. Нехай x = ∆Q3
α1α2...αn...

— довiльне число з iнтервалу (0; 1).

Тодi 1 − x = x′.

Легко бачити, що має мiсце рiвнiсть: ∆Q3
c1c2...cm

≡ ∆
Q′

3

c′1c
′
2...c

′
m
, де c′i = 2 − ci.

Справдi, оскiльки x належить системi вкладених цилiндрiв ∆Q3
α1

, ∆Q3
α1α2

, . . .,

∆Q3
α1α2...αn

, . . . , то x′ = 1 − x належить системi вкладених цилiндрiв ∆
Q′

3

α′
1
,

∆
Q′

3

α′
1α

′
2
, . . ., ∆

Q′
3

α′
1α

′
2...α

′
n
, . . .. Тому,

x′ =
∞∩
n=1

∆
Q′

3

α′
1α

′
2...α

′
n

=
∞∩
n=1

∆
Q′

3

[2−α1][2−α2]...[2−αn]
.

З x+ x′ = 1 випливає рiвнiсть ∆Q3
α1α2...αn...

+ ∆
Q′

3

[2−α1][2−α2]...[2−αn]...
= 1, яка

рiвносильна рiвностi I(∆Q3
α1α2...αn...

) = 1 − ∆
Q′

3
α1α2...αn....

Наслiдок 2.2.1. I(x) = 1 − x для всiх x ∈ [0, 1], тодi i тiльки тодi,

коли q0 = q2.

Доведення. Справдi, якщо q0 = q2, то Q3 = Q′
3 i ∆

Q′
3

α1α2...αn... = ∆Q3
α1α2...αn...

,

а отже, I(∆Q3

α1(x)α2(x)...αn(x)...
) = 1 − ∆

Q′
3

α1(x)α2(x)...αn(x)...
= 1 − x.
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Якщо ж q0 ̸= q2, то розглянемо число x = ∆Q3

1(0) i

I(x) = I(∆Q3

1(0)) = β1 + β2q1 + β2q1q2 + . . . = β1 +
β2q1

1 − q2
=

= q0 +
(q0 + q1)q0
q0 + q1

= q0 + q1,

1 − x = 1 − ∆Q3

1(0) = 1 − q0 = q1 + q2 ̸= I(x).

Отримане протирiччя доводить твердження.

2.3. Неперервнiсть i монотоннiсть iнверсора

Лема 2.3.1. Для приросту µI(∆Q3
c1c2...cn

) ≡ I(∆Q3

c1c2...cn(2)
) − I(∆Q3

c1c2...cn(0)
)

функцiї I на цилiндрi ∆Q3
c1c2...cn

= [∆Q3

c1c2...cn(0)
; ∆Q3

c1c2...cn(2)
] має мiсце рiвнiсть

µI(∆
Q3
c1c2...cn

) = −
n∏
j=1

q[2−cj ] = −qN2(x,n)
0 q

N1(x,n)
1 q

N0(x,n)
2 ,

де Ni(x, n) = ♯{j : cj = i, j 6 n}.

Доведення.

µI(∆
Q3
c1c2...cn−1cn

) = I(∆Q3

c1c2...cn−1cn(2)
) − I(∆Q3

c1c2...cn−1cn(0)
) =

= ∆Q3

[2−c1][2−c2]...[2−cn−1][2−cn](0) − ∆Q3

[2−c1][2−c2]...[2−cn−1][2−cn](2) =

= β[2−c1] + . . .+ β[2−cn]

n∏
j=1

q[2−cj ] − β[2−c1] − . . .− β[2−cn]

n∏
j=1

q[2−cj ]−

−β2
n∏
j=1

q[2−cj ] · (1 + q2 + . . .+ qk2 + . . .) = − β2
1 − q2

n∏
j=1

q[2−cj ] = −
n∏
j=1

q[2−cj ].

Вiдомо, що у Q3 – зображеннi числа x до n-го мiсця включно кiлькiсть

цифр i дорiвнює Ni(x, n), де i ∈ A3. Оскiльки iнверсор I дiє таким чи-

ном, що: 0 →I 2, 1 →I 1,2 →I 0, то очевидно, що кiлькiсть символiв i у Q3 –

зображеннi I(x) до n-го мiсця включно дорiвнює N[2−i](x, n). Тобто,

µI(∆
Q3
c1c2...cn

) = −qN2(x,n)
0 q

N1(x,n)
1 q

N0(x,n)
2 .

Твердження доведено.
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Наслiдок 2.3.1. Якщо q0 = q1 = q2, то µI(∆Q3
c1c2...cn

) = − 1

3n
.

Теорема 2.3.1. Iнверсор I цифр Q3 – зображення чисел [0, 1] є непе-

рервною строго спадною на вiдрiзку [0; 1] функцiєю.

Доведення. Нехай x0 — довiльна точка з [0; 1]. Для доведення неперерв-

ностi iнверсора I в точцi x0 досить показати, що lim
x→x0

|I(x) − I(x0)| = 0.

Розглянемо випадок, коли x0 є Q3 – iррацiональною точкою. Тодi для

довiльного числа x ∈ [0; 1], x ̸= x0 iснує такий номер k = k(x), що αi(x) =

αi(x0) при i = 1, k − 1 i αk(x) ̸= αk(x0). Оскiльки умова x→ x0 рiвносильна

k → ∞, то

|I(x)−I(x0)|= |∆Q3

[2−α1(x)]...[2−αk−1(x)][2−αk(x)]...
−∆Q3

[2−α1(x0)]...[2−αk−1(x0)][2−αk(x0)]...
|=

=

∣∣∣∣∣
∞∑
i=k

β[2−αi(x)]

i−1∏
j=1

q[2−αj(x)] −
∞∑
i=k

β[2−αi(x0)]

i−1∏
j=1

q[2−αj(x0)]

∣∣∣∣∣ 6
6

k−1∏
j=1

q[2−αj ] 6 (max{q0, q1, q2})k−1 → 0 при k → ∞.

Отже, iнверсор I є неперервною функцiєю в Q3 – iррацiональних то-

чках.

Нехай x0 є Q3 – рацiональною точкою, тобто

x0 = ∆Q3

α1α2...αk(0)
≡ ∆Q3

α1α2...[αk−1](2).

Для доведення неперервностi функцiї I в точцi x0 злiва досить використати

Q3 – зображення точки, що мiстить перiод (0), тобто x0 = ∆Q3

α1α2...αk(0)
, а

справа — Q3 – зображення точки, що мiстить перiод (2), застосувавши

аналогiчнi мiркування, що i для Q3 – iррацiональних точок.

Тепер доведемо, що функцiя є монотонно спадною на вiдрiзку [0; 1].

Розглянемо довiльнi два числа x1 = ∆Q3

α
(1)
1 α

(1)
2 ...α

(1)
n ...

та x2 = ∆Q3

α
(2)
1 α

(2)
2 ...α

(2)
n ...

,

такi, що x1 < x2. Тодi, iснує таке натуральне число k, що:

α
(1)
1 = α

(2)
1 = α1, α

(1)
2 = α

(2)
2 = α2, . . . , α

(1)
k−1 = α

(2)
k−1 = αk−1,
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але α(1)
k < α

(2)
k . Тодi 2 − α

(1)
k > 2 − α

(2)
k i

I(x1)−I(x2) = ∆Q3

[2−α1]...[2−αk−1][2−α(1)
k ][2−α(1)

k+1]...
−∆Q3

[2−α1]...[2−αk−1][2−α(2)
k ][2−α(2)

k+1]...
=

=
k−1∏
j=1

q[2−αj ]

(
β
[2−α(1)

k ]
+β

[2−α(1)
k+1]

q
[2−α(1)

k ]
+ . . .−β

[2−α(2)
k ]

−β
[2−α(2)

k+1]
q
[2−α(2)

k ]
−. . .

)
=

=
(
β
[2−α(1)

k ]
− β

[2−α(2)
k ]

) k−1∏
j=1

q[2−αj ]+

+
(
β
[2−α(1)

k+1]
q
[2−α(1)

k ]
− β

[2−α(2)
k+1]

q
[2−α(2)

k ]

) k−1∏
j=1

q[2−αj ] + . . . > 0.

Отже, якщо x1 < x2, то I(x1) > I(x2), тобто iнверсор I цифр Q3 –

зображення є строго спадною функцiєю на вiдрiзку [0; 1].

Наслiдок 2.3.2. Єдиним розв’язком рiвняння I(x) = x є Q3 – iррацiо-

нальна точка x = ∆Q3

(1).

2.4. Лебегiвська структура iнверсора

Лема 2.4.1. Якщо I ′(x) iснує, то

I ′(x) = lim
n→∞

µI

(
∆Q3

α1(x)α2(x)...αn(x)

)
|∆Q3

α1(x)α2(x)...αn(x)
|

= − lim
n→∞

((
q0
q2

)N2(x,n)
n −N0(x,n)

n

)n

. (2.4.1)

Доведення. Oчевидним є, що похiдна дорiвнює

I ′(x) = lim
n→∞

µI

(
∆Q3

α1(x)α2(x)...αn(x)

)
|∆Q3

α1(x)α2(x)...αn(x)
|
.

Зважаючи на лему 2.3.1 та властивостi цилiндричних множин, отримаємо

I ′(x) = lim
n→∞

−
n∏
i=1

q[2−αi]

n∏
i=1

qαi

= − lim
n→∞

q
N2(x,n)
0 q

N1(x,n)
1 q

N0(x,n)
2

q
N0(x,n)
0 q

N1(x,n)
1 q

N2(x,n)
2

=
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= − lim
n→∞

(
q0
q2

)N2(x,n)−N0(x,n)

= − lim
n→∞

((
q0
q2

)N2(x,n)−N0(x,n)
n

)n

.

Що i треба було довести.

Теорема 2.4.1. Якщо q0 ̸= q2, то iнверсор I є сингулярною функцiєю.

Доведення. Оскiльки функцiя I є неперервною i спадною, то згiдно з

вiдомою теоремою Лебега вона має майже скрiзь (у розумiннi мiри Лебега

λ) скiнченну похiдну. Нехай A− множина точок x ∈ [0, 1] таких, що iснує

I ′(x), B− множина нормальних чисел у Q3 – зображеннi. Оскiльки мiра

Лебега λ(A) = λ(B) = 1, то λ(A
∩
B) = 1. Покажемо, що I ′(x) = 0 для

будь-якого x = ∆Q3
α1α2...αn...

∈ A
∩
B. Оскiльки x ∈ B, то ν0(x) = q0, ν1(x) =

q1, ν2(x) = q2.

Беручи до уваги (2.4.1), обчислимо похiдну

I ′(∆Q3
α1α2...αn...

) = − lim
n→∞

((
q0
q2

)N2(x,n)
n −N0(x,n)

n

)n

= − lim
n→∞

((
q0
q2

)ν2(x)−ν0(x))n

=

= − lim
n→∞

((
q0
q2

)q2−q0)n

.

Оцiнимо значення виразу
(
q0
q2

)q2−q0
.

Якщо q0 < q2, то
q0
q2
< 1, q2 − q0 > 0 i

(
q0
q2

)q2−q0
< 1.

Якщо q0 > q2, то
q0
q2
> 1, q2 − q0 < 0 i

(
q0
q2

)q2−q0
< 1. Тодi

I ′(∆Q3
α1α2...αn...

) = − lim
n→∞

((
q0
q2

)q2−q0)n

= 0. (2.4.2)

Отже, похiдна функцiї I на вiдрiзку [0; 1] при q0 ̸= q2 дорiвнює нулю

майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега, тобто вона є сингулярною функцiєю.
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2.5. Диференцiальнi властивостi iнверсора Q3 – цифр

Теорема 2.5.1. При q0 ̸= q2 похiдна I ′(x0) не iснує, якщо:

1) Q3 – зображення числа x0 має простий перiод (i) або

2) iснують частоти ν0(x0) i ν2(x0) цифр 0 та 2 у Q3 – зображеннi

числа x0 i при цьому виконується

(ν2(x0) − ν0(x0))(q0 − q2) < 0.

Доведення. 1) Доведемо спочатку виконання умов теореми для Q3 –

рацiональних точок. Розглянемо Q3 – рацiональну точку x0 з вiдрiзка [0; 1]:

x0 = ∆Q3

α1α2...[αn−1](2) ≡ ∆Q3

α1α2...αn(0)
= x′0, αn ̸= 0.

Виберемо послiдовнiсть (xm) таку, що xm = ∆Q3

α1α2...[αn−1]2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
m

(0)
. Оче-

видно, що xm → x0 при m→ ∞. Тодi

lim
m→∞

I(x0)−I(xm)

x0 − xm
= lim
m→∞

∆Q3

[2−α1][2−α2]...[3−αn](0)
− ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[3−αn]0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

(2)

q[αn−1]q
m
2

n−1∏
i=1

qαi
(β2 + . . .+ β2qk2 + . . .)

=

= lim
m→∞

q[3−αn]q
m
0

n−1∏
i=1

q[2−αi](−β2 − . . .− β2q
k
2 − . . .)

β2
1−q2q[3−αn]q

m
2

n−1∏
i=1

qαi

=

= − lim
m→∞

q[3−αn]

q[αn−1]

(
q0
q2

)m n−1∏
i=1

q[2−αi]

qαi

= z.

Виберемо послiдовнiсть (x′m) таку, що x′m = ∆Q3

α1α2...αn 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

(2)
. Очеви-

дно, що x′m → x′0 при m→ ∞ i

lim
m→∞

I(x′0) − I(x′m)

x′0 − x′m
= lim

m→∞

qm2
n∏
i=1

q[2−αi](β2 + . . .+ β2q
k
2 + . . .)

qm0
n∏
i=1

qαi
(−β2 − . . .− β2qk2 − . . .)

=
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= − lim
m→∞

(
q2
q0

)m n∏
i=1

q[2−αi]

qαi

= z1.

Якщо q0q−1
2 < 1, то z = 0, a z1 = ∞. Якщо q0q−1

2 > 1, то навпаки: z = ∞
i z1 = 0.

Оскiльки x′0 = x0, то не iснує похiдної I ′(x0) в жоднiй Q3 – рацiональнiй

точцi.

Покажемо, що при q0 ̸= q2 не iснує похiдної I ′(x0) в точках Q3 – зобра-

ження яких мiстить простий перiод (1), тобто x0 = ∆Q3

α1α2...αn(1)
.

Нехай xk = ∆Q3

α1α2...αn 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

(0)
, yk = ∆Q3

α1α2...αn 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

(2)
, тодi

lim
k→∞

I(x0) − I(xk)

x0 − xk
= lim

k→∞

∆Q3

[2−α1]...[2−αn](1)
− ∆Q3

[2−α1]...[2−αn]1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

(2)

∆Q3

α1α2...αn(1)
− ∆Q3

α1α2...αn 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

(0)

=

= lim
k→∞

(β1 + q1β1 + q21β1 + . . .) − (β2 + q2β2 + q22β2 + . . .)

(β1 + q1β1 + q21β1 + . . .)
·
qk1

n∏
i=1

q[2−αi]

qk1
n∏
i=1

qαi

=

= lim
k→∞

q0
1−q1 −

q0+q1
1−q2

q0
1−q1

n∏
i=1

q[2−αi]

qαi

= − lim
k→∞

(
q2
q0

) n∏
i=1

q[2−αi]

qαi

. (2.5.1)

З iншого боку,

lim
k→∞

I(x0) − I(yk)

x0 − yk
= lim

k→∞

∆Q3

[2−α1]...[2−αn](1)
− ∆Q3

[2−α1]...[2−αn]1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

(0)

∆Q3

α1α2...αn(1)
− ∆Q3

α1α2...αn 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

(2)

=

= lim
k→∞

(β1 + q1β1 + q21β1 + . . .)

(β1 + q1β1 + q21β1 + . . .) − (β2 + q2β2 + q22β2 + . . .)
·
qk1

n∏
i=1

q[2−αi]

qk1
n∏
i=1

qαi

=

= lim
k→∞

q0
1−q1

q0
1−q1 −

q0+q1
1−q2

n∏
i=1

q[2−αi]

qαi

= − lim
k→∞

(
q0
q2

) n∏
i=1

q[2−αi]

qαi

. (2.5.2)

Зважаючи на (2.5.1) i (2.5.2) очевидно, що при q0 ̸= q2 не iснує I ′(x0).
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2) Припустимо, що похiдна I ′(x0) в точцi x0 = ∆Q3
α1α2...αn...

iснує. Тодi

враховуючи лему 2.4.1, маємо

I ′(x0) = lim
n→∞

((
q0
q2

)N2(x0,n)
n −N0(x0,n)

n

)n

= lim
n→∞

((
q0
q2

)ν2(x0)−ν0(x0))n

= ∞,

oскiльки з умови (ν2(x0)−ν0(x0))(q0−q2) < 0 випливає
(
q0
q2

)ν2(x0)−ν0(x0)
> 1.

Отже, скiнченної похiдної в точцi x0 функцiя I не має.

2.6. Фрактальнi властивостi функцiї

Теорема 2.6.1. Iнверсор I зберiгає розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича,

тобто довiльна борелiвська множина i її образ мають однакову розмiр-

нiсть, тодi i тiльки тодi, коли q0 = q2.

Доведення. Оскiльки при q0 = q2 має мiсце I(x) = 1 − x, то очевидно,

що у цьому випадку iнверсор I зберiгає розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича.

Розглянемо множину Безиковича-Егглстона [76]

E[ν0, ν1, ν2] = {x : νQ3

0 (x) = ν0, ν
Q3

1 (x) = ν1, ν
Q3

2 (x) = ν2}

при ν0 ̸= ν2. В роботi [76] доведено, що її розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковичa

дорiвнює

α0(E) =
ln νν00 ν

ν1
1 ν

ν2
2

ln qν00 q
ν1
1 q

ν2
2

.

Образом E[ν0, ν1, ν2] пiд дiєю iнверсора I є множина E ′[ν2, ν1, ν0], розмiр-

нiсть якої

α0(E
′) =

ln νν22 ν
ν1
1 ν

ν0
0

ln qν20 q
ν1
1 q

ν0
2

.

Очевидно, що α0(E) = α0(E
′), коли ln qν00 q

ν1
1 q

ν2
2 = ln qν20 q

ν1
1 q

ν0
2 , що рiвносиль-

но

1 =
qν00 q

ν2
2

qν20 q
ν0
2

=

(
q0
q2

)ν0−ν2
.

Отже, iнверсор I зберiгає фрактальну розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича

тодi i тiльки тодi, коли q0 = q2.
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Теорема 2.6.2. Якщо q0 ̸= q2 i H− множина точок x, в яких не

iснує скiнченної похiдної I ′(x), то її розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича

задовольняє нерiвнiсть

α0(H) > −2 logq0q2 2.

Доведення. Нехай q0 > q2. Згiдно з теоремою 2.5.1 множина Безиковича-

ЕгглстонаE
[
1
2 − ε; 0; 1

2 + ε
]
належить множинiH недиференцiйовностi фун-

кцiї I при довiльному 0 < ε < 1
2 . Тодi згiдно з властивостями монотонностi

та стабiльної злiченностi розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича [76], маємо

α0(H) > sup
ε
α0

(
E

[
1

2
− ε; 0;

1

2
+ ε

])
=

= sup
ε

ln
(
1
2 − ε

)( 12−ε) · 00 ·
(
1
2 + ε

)( 12+ε)
ln q

( 12−ε)
0 q01q

( 12+ε)
2

=
2 ln 1

2

ln q0q2
= −2 logq0q2 2.

Якщо q0 < q2, то згiдно теореми 2.5.1 множина Безиковича-Егглстона

E
[
1
2 + ε; 0; 1

2 − ε
]

належить множинi H недиференцiйовностi функцiї I при

довiльному 0 < ε < 1
2 i

α0(H) > sup
ε
α0

(
E

[
1

2
+ ε; 0;

1

2
− ε

])
=

= sup
ε

ln
(
1
2 + ε

)( 12+ε) · 00 ·
(
1
2 − ε

)( 12−ε)
ln q

( 12+ε)
0 q01q

(12−ε)
2

= −2 logq0q2 2.

Що i треба було довести.

2.7. Самоафiннiсть графiка

Згiдно з теоремою 2.2.1, має мiсце ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αn]...
= 1 − ∆

Q′
3

α1α2...αn....

Розглянемо функцiю-перетворювач цифр ϱ(∆Q3
α1α2...αn...

) = ∆
Q′

3
α1α2...αn..., де

αn(x) — це n-та трiйкова цифра числа x, а множина Q′
3 спряжена до Q3.

Лема 2.7.1. Графiк Γϱ = {(x, ϱ(x)) : x ∈ [0, 1]} функцiї ϱ є самоафiн-

ною множиною.
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Доведення. Розглянемо наступнi афiннi перетворення:

φ0 :

x
′ = q0x,

y′ = q2y;
φ1 :

x
′ = q1x+ q0,

y′ = q1y + q2;
φ2 :

x
′ = q2x+ q0 + q1,

y′ = q0y + q1 + q2.

Нехай Φ ≡ φ0(Γϱ) ∪ φ1(Γϱ) ∪ φ2(Γϱ). Покажемо, що Φ ⊂ Γϱ. Для довiльної

точки M(x′M , y
′
M) ∈ Φ iснує таке i, що M ∈ φi(Γϱ), тобтоx

′ = qix+ βi,

y′ = q[2−i]y + 1 − β[3−i],

де i ∈ A3, β3 = 1. Легко бачити, що y′M = ϱ(x′M).

Покажемо, що Γϱ ⊂ Φ. Нехай M(x, ϱ(x)) ∈ Γϱ, то xM = ∆Q3
α1α2...αn...

=

qix+ βi, тобто ϱ(x) = y, а отже M ∈ Φ.

Очевидно, що Φ = Γϱ i графiк функцiї Γϱ є самоафiнною множиною.

Теорема 2.7.1. Графiк ΓI = {(x, I(x)) : x ∈ [0, 1]} функцiї I є самоа-

фiнною множиною, а саме: ΓI =
2∪
i=0

ϕi(ΓI), де ϕi — афiннi перетворення,

якi задаються формулами

ϕi :

x
′ = qix+ βi,

y′ = −q[2−i]y + β[3−i], i ∈ A3.

Доведення. Для доведення теореми побудуємо множину ϕ = {ϕ0, ϕ1, ϕ2},
яка складається з трьох афiнних перетворень i ϕ(ΓI) = ΓI . Зважаючи на

лему 2.7.1 очевидно, що цими афiнними перетвореннями є

ϕ0 :

x
′ = q0x,

y′ = 1 − q2y;
ϕ1 :

x
′ = q1x+ q0,

y′ = 1 − q1y − q2;
ϕ2 :

x
′ = q2x+ q0 + q1,

y′ = 1 − q0y − q1 − q2.

Нехай Ψ ≡ ϕ0(ΓI)∪ϕ1(ΓI)∪ϕ2(ΓI). Для довiльної точки M(x′M , y
′
M) ∈ Ψ

iснує таке i, що M ∈ ϕi(ΓI), i ∈ A3. Очевидно, що y′M = I(x′M).
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НехайM(x, I(x)) ∈ ΓI , то xM = ∆Q3
α1α2...αn...

= qix+βi, а I(x) = −q[2−i]y+

β[3−i] = yM . Тодi M ∈ Ψ.

Очевидно, що ΓI = ϕ0(ΓI)∪ ϕ1(ΓI)∪ ϕ2(ΓI), тобто графiк функцiї ΓI =

{(x, I(x)) : x ∈ [0, 1]} є самоафiнною множиною.

2.8. Iнтегральнi властивостi

Теорема 2.8.1. Має мiсце рiвнiсть

1∫
0

I(x) dx =
2q0q1 + q20

1 − 2q0q1 − q21
.

Доведення. В силу теореми 2.2.1, маємо

1∫
0

I(x)dx = 1 −
1∫

0

∆Q′
3

α1α2...αn...
dx = 1 −

1∫
0

ϱ(x) dx. (2.8.1)

Iз адитивної властивостi iнтеграла Лебега, самоафiнних властивостей

функцiї i леми 2.7.1, маємо

1∫
0

ϱ(x) dx =

q0∫
0

ϱ(x) dx+

q0+q1∫
q0

ϱ(x) dx+

1∫
q0+q1

ϱ(x) dx =

=

1∫
0

q2ϱ(x)d(q0x)+

1∫
0

(q2+q1ϱ(x))d(q1x+q0)+

1∫
0

(q2+q1+q0ϱ(x))d(q2x+q0+q1)=

= q0q2

1∫
0

ϱ(x) dx+ q1q2 + q21

1∫
0

ϱ(x) dx+ q22 + q1q2 + q0q2

1∫
0

ϱ(x) dx,

(1 − 2q0q2 − q21)

1∫
0

ϱ(x) dx = 2q1q2 + q22,

1∫
0

ϱ(x) dx =
2q1q2 + q22

1 − 2q0q2 − q21
.
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Повернувшись до рiвностi (2.8.1), отримаємо

1∫
0

I(x) dx = 1 − 2q1q2 + q22
1 − 2q0q2 − q21

=
1 − 2q0q2 − (q1 + q2)

2

1 − 2q0q1 − q21
=

=
1 − 2q0(1 − q0 − q1) − (q1 + 1 − q0 − q1)

2

1 − 2q0q1 − q21
=

2q0q1 + q20
1 − 2q0q1 − q21

.

Що i треба було довести.

2.9. Iнверсор цифр Q3 – зображення дробової частини

дiйсного числа як розв’язок системи трьох

функцiональних рiвнянь

Умови iснування розв’язку системи трьох функцiональних рiв-

нянь. Нехай задано чотири набори дiйсних чисел qi, βi, bi та di, де i =

0, 1, 2, причому 

qi > 0,

q0 + q1 + q2 = 1,

β0 = 0, βk =
k−1∑
i=0

qi,

|di| < 1,

0 6 bi < 1.

Для x ∈ [0, 1] розглядається система трьох функцiональних рiвнянь

f(βi + qix) = b[2−i] + d[2−i]f(x), i = 0, 1, 2. (2.9.1)

Спочатку зауважимо, що коли ∆Q3
c1c2...cn...

— Q3 – зображення числа u,

cn = cn(u), то βi + qiu = ∆Q3

ic1c2...cn...
. Тому систему (2.9.1) можна записати у

формi

f(∆Q3

iα1α2...αn...
) = b[2−i] + d[2−i]f(∆Q3

α1α2...αn...
), i = 0, 1, 2, (2.9.2)
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або

f(∆Q3
α1α2...αn...

) = b[2−α1]+d[2−α1]f(∆Q3
α2α3...αn...

) ∀ (αn) ∈ L ≡ A3×A3×...×A3×...,

якi рiвносильнi початковiй системi лише при додаткових умовах, що сто-

суються рiзних зображень Q3 – рацiональних чисел, а саме: якщо x =

∆Q3

c1c2...cn(0)
= ∆Q3

c1c2...[cn−1](2), то рiвностi (2.9.2) мають мiсце як для першого,

так i для другого Q3 – зображення.

Зупинемося на кiлькох часткових випадках.

Випадок 1. Нехай d0 = d1 = d2 = 0, тодi система (2.9.1) набуде вигляду

f(βi + qix) = b[2−i], i = 0, 1, 2.

Очевидно, що остання система має розв’язки в класi обмежених i визна-

чених на [0, 1] функцiй, якщо функцiя f є коректно визначеною в Q3 – ра-

цiональних точках, зокрема f(β0+q0∆
Q3

(2)) = f(β1+q1∆
Q3

(0)) i f(β1+q1∆
Q3

(2)) =

f(β2 + q2∆
Q3

(0)). А це можливо тодi i тiльки тодi, коли b0 = b1 = b2.

В цьому випадку розв’язком системи є функцiя f(x) = const = b0.

Випадок 2. Нехай di = dj = 0 i dk ̸= 0, де {i, j, k} = {0, 1, 2}, тодi

система (2.9.1) набуде виглядуf(βk + qkx) = b[2−k] + d[2−k]f(x),

f(βm + qmx) = b[2−m], де m ∈ {i, j}.

Розглянемо випадок, коли d0 = d1 = 0 i d2 ̸= 0. Мiркуючи аналогiчно до

пункту 1, маємо вiдпповiдно f(β0+q0∆
Q3

(2)) = f(β1+q1∆
Q3

(0)) i f(β1+q1∆
Q3

(2)) =

f(β2 + q2∆
Q3

(0)), а це можливо тодi i тiльки тодi, колиb2 + d2b0 = b1,

b1 = b0,
⇔

b2 = b0(1 − d2),

b1 = b0.
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Для двох iнших випадкiв, при d0 = d2 = 0 i d1 ̸= 0 або d1 = d2 = 0 i

d0 ̸= 0 вiдповiдно мають мiсцеb1 = b0(1 − d1),

b2 = b0;
або

b0 = b2(1 − d0),

b1 = b2.

У цьому випадку система (2.9.2) є коректно визначеною тодi i тiльки

тодi, коли bk = bj(1 − dk),

bi = bj.

Випадок 3. Нехай di = 0 та dj ̸= 0 ̸= dk, де {i, j, k} = {0, 1, 2}. Тодi

система (2.9.1) запишеться у виглядif(βm + qmx) = b[2−m] + d[2−m]f(x), де m ∈ {i, j},

f(βk + qkx) = b[2−k].

Детально розглянемо лише випадок, коли d0 = 0 i d1 ̸= 0 ̸= d2. Вико-

ристовуючи аналогiчнi мiркування до попереднiх випадкiв (прирiвнюємо

значення функцiї для двох рiзних Q3 – зображень в Q3 – рацiональних

точках) та рiвностi системи (2.9.1) n разiв, отримаємо наступну системуb2 + d2b0 = b1 + d1

(
b2 + d2b2 + d22b2 + . . .+ dn−1

2 b2 + dn−1
2 f

(
∆Q3

(2)

))
,

b1 + d1b0 = b0.

Очевидно, що dn−1
2 f

(
∆Q3

(2)

)
→ 0 при n→ ∞, тодi сума виразу b2+d2b2+

d22b2 + . . .+ dn−1
2 b2 + dn−1

2 f
(

∆Q3

(2)

)
прямує до

b2
1 − d2

, отже,


b2 + d2b0 = b1 + d1

b2
1 − d2

,

b1 = b0(1 − d1),

⇔


b2 = b0(1 − d2),

b1 = b0(1 − d1);

d1 + d2 = 1.
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Для двох iнших випадкiв при d1 = 0 або d2 = 0, отримаємо вiдповiдно

b1 = b0

1

1 − d0
,

b2 = b0
1 − d2
1 − d0

;

d0 + d2 = 1.

або



b1 = b0

1 − d1
1 − d0

,

b2 = b0
1

1 − d0
;

d0 + d1 = 1.

Система (2.9.1) у випадку 3 є коректно визначеною тодi i тiльки тодi,

коли 

b1 = b0

1 − d1
1 − d0

,

b2 = b0
1 − d2
1 − d0

;

d0 + d1 + d2 = 1.

Тепер проведемо загальнi мiркування.

Лема 2.9.1. Для того, щоб система (2.9.1) мала розв’язки в класi

визначених i обмежених на [0, 1] функцiй, необхiдно i достатньо, щоб
b1 − b2 +

b2d1
1 − d2

− b0d2
1 − d0

= 0,

b0 − b1 +
b2d0

1 − d2
− b0d1

1 − d0
= 0.

(2.9.3)

Доведення. При умовi (припущеннi) iснування розв’язку системи (2.9.1)

знайдемо його форму.

Застосувавши рiвностi системи (2.9.1) n разiв, отримаємо

f(∆Q3
α1α2...αn...

) = b[2−α1] +
n∑
k=2

[
b[2−αk]

n−1∏
j=1

d[2−αj ]

]
+

+

(
n∏
j=1

d[2−αj ]

)
f(∆Q3

αn+1αn+2...αn+k...
).

Оскiльки функцiя визначена в кожнiй точцi вiдрiзка [0, 1], то цей про-

цес можна продовжувати до нескiнченностi i вiн є збiжним, оскiльки за-

лишковий член

(
n∏
j=1

d[2−αj ]

)
f(∆Q3

αn+1αn+2...αn+k...
) прямує до нуля, завдяки
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тому, що f — обмежена, а

(
n∏
j=1

d[2−αj ]

)
→ 0 (n → ∞). Отже, розв’язок

системи (2.9.1), у випадку його iснування, має вигляд

f(∆Q3
α1α2...αn...

) = b[2−α1] +
∞∑
k=2

[
b[2−αk]

k−1∏
j=1

d[2−αj ]

]
. (2.9.4)

Чи визначає рiвнiсть (2.9.4) функцiю?

Якщо число x є Q3 – iррацiональним числом, а отже, має єдине Q3 –

зображення, то очевидно, що так. Залишається перевiрити чи рiвнi зна-

чення виразу (2.9.4) для двох рiзних зображень Q3 – рацiональної точки:

x = ∆Q3

α1α2...αn−1αn(0)
≡ ∆Q3

α1α2...αn−1[αn−1](2), де αn ̸= 0. З цiєю метою виразимо

рiзницю:

δ ≡ f
(

∆Q3

α1α2...αn−1αn(0)

)
− f

(
∆Q3

α1α2...αn−1[αn−1](2)

)
=

=
n−1∏
k=1

d[2−αk]

(
b[2−αn] − b[3−αn] + d[2−αn]f

(
∆Q3

(0)

)
− d[3−αn]f

(
∆Q3

(2)

))
=

=

(
n−1∏
i=1

d[2−αi]

)(
b[2−αn] − b[3−αn] +

b2d[2−αn]

1 − d2
−
b0d[3−αn]

1 − d0

)
.

Для того, щоб δ = 0 (значення для двох рiзних Q3 – зображень кожної

Q3 – рацiональної точки спiвпадали), необхiдно i достатньо, щоб

ραn
≡
(
b[2−αn] − b[3−αn] +

b2d[2−αn]

1 − d2
−
b0d[3−αn]

1 − d0

)
= 0,

як при αn = 1, так i при αn = 2, тобто, щоб мала мiсце система (2.9.3).

Н е о б х i д н i с т ь. Оскiльки система (2.9.3) має розв’язки, то кожен

з них має форму (2.9.4), а рiвнiсть (2.9.4) коректно визначає функцiю, тодi

i тiльки тодi, коли має мiсце система (2.9.3).

Д о с т а т н i с т ь. З того, що має мiсце система (2.9.3) випливає

коректнiсть визначення функцiї f рiвнiстю (2.9.4), яка задовольняє систему

функцiональних рiвнянь (2.9.1), а отже, є її розв’язком.
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Наслiдок 2.9.1. Якщо b0 = 0, b1 = d0, b2 = d0+d1, то система (2.9.1)

у класi обмежених i визначених на [0, 1] функцiй має єдиний розв’язок —

функцiю, визначену рiвнiстю (2.9.4).

Лема 2.9.2. Якщо b0 = 0, b1 = d0, b2 = d0 + d1, то iз системи (2.9.3)

випливає, що

d0 + d1 + d2 = 1 або d0 = 0 = d1.

Доведення. Якщо b0 = 0, b1 = d0, b2 = d0 + d1, то система (2.9.3) запи-

сується у виглядi
d0 − d0 − d1 +

(d0 + d1)d1
1 − d2

− 0 · d2
1 − d0

= 0,

0 − d0 +
(d0 + d1)d0

1 − d2
− 0 · d1

1 − d0
= 0,

тобто 
d1(−1 + d0 + d1 + d2)

1 − d2
= 0,

d0(−1 + d0 + d1 + d2)

1 − d2
= 0,

⇔

 d0 + d1 + d2 = 1,

d0 = 0 = d1.

Умови неперервностi функцiї як розв’язку системи трьох функ-

цiональних рiвнянь.

Теорема 2.9.1. Якщо для системи (2.9.1) одночасно виконуються умо-

ви: 
d0 + d1 + d2 = 1,

max
i

|di| < 1,

b0 = 0, bk =
k−1∑
i=0

di > 0,

(2.9.5)

то функцiя f визначена рiвнiстю (2.9.4) є неперервною на вiдрiзку [0, 1].

Доведення. Нехай задано число x та x0 ∈ [0, 1], причому αi(x) = αi(x0)

для всiх i < n та αn(x) ̸= αn(x0). Розглянемо рiзницю

f(x) − f(x0) =
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=
n−1∏
i=1

d[2−αi]

(
f
(

∆Q3

αn(x)αn+1(x)...αn+k(x)...

)
− f

(
∆Q3

αn(x0)αn+1(x0)...αn+k(x0)...

))
.

Число x0 може бути Q3 – рацiональним або Q3 – iррацiональним, тому

необхiдно розглянути два випадки.

Нехай x0 — Q3 – iррацiональне число, тодi умова x → x0 рiвносильна

умовi n→ ∞ i зокрема

|f(x) − f(x0)| 6
n−1∏
i=1

d[2−αi] 6 (max{|d0|, |d1|, |d2|})n−1 → 0 (n→ ∞),

тобто lim
x→x0

f(x) = f(x0). Отже, функцiя f(x) неперервна в точцi x0.

Якщо x0 — Q3 – рацiональне число, тобто має два рiзних Q3 – зображе-

ння, то неперервнiсть доводиться аналогiчними мiркуваннями з використа-

нням означення неперервностi та виразу функцiї f . Але, коли x прямує до

x0 злiва необхiдно використати зображення ∆Q3

α1(x0)α2(x0)...[αn−1](x0)(2)
, а коли

x прямує до x0 справа — ∆Q3

α1(x0)α2(x0)...αn(x0)(0)
.

Лема 2.9.3. Для приросту µf(∆Q3
c1c2...cn

) ≡ f
(

∆Q3

c1c2...cn(2)

)
−f
(

∆Q3

c1c2...cn(0)

)
функцiї f на цилiндрi ∆Q3

c1c2...cn
≡
[
∆Q3

c1c2...cn(0)
; ∆Q3

c1c2...cn(2)

]
має мiсце рiвнiсть

µf(∆
Q3
c1c2...cn

) = −
n−1∏
j=1

d[2−cj ].

Доведення. Використовуючи, вираз (2.9.4) для значення функцiї f , отри-

муємо

f
(

∆Q3

c1c2...cn(2)

)
− f

(
∆Q3

c1c2...cn(0)

)
=

n−1∏
j=1

d[2−cj ]

(
f
(

∆Q3

(2)

)
− f

(
∆Q3

(0)

))
=

=
n−1∏
j=1

d[2−cj ]

(
b0

1 − d0
− b2

1 − d2

)
= −

n−1∏
j=1

d[2−cj ].

Теорема 2.9.2. Якщо для системи (2.9.1) виконуються умови (2.9.5),

то функцiя є:
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1) монотонною i набуває невiд’ємних значень, якщо всi di > 0, i = 0, 2,

зокрема строго монотонною, якщо всi di > 0;

2) сталою на цилiндрi ∆Q3
c1c2...cm

, якщо iснує dck = 0 при k < m;

3) нiде не монотонною, якщо всi di ̸= 0 та iснує хоча б одне dk < 0,

k = {1, 2}.

Доведення. Твердження 1) i 2) випливають з попередньої леми.

Твердження 3) доведемо методом вiд супротивного. Припустимо, що

умова 3) виконується i знайдеться iнтервал монотонностi функцiї f . Оче-

видно, що iснує цилiндр ∆Q3
c1c2...cn

, який повнiстю належить цьому iнтервалу

монотонностi, а отже, є промiжком монотонностi функцiї f .

Зважаючи на те, що всi di ̸= 0 та iснує хоча б одне di < 0, i = 0, 2, та

попередню лему, маємо µf(∆Q3
c1c2...cn

) ̸= 0 i µf(∆Q3

c1c2...cn0
) · µf(∆Q3

c1c2...cni
) < 0.

Тобто на одному з цилiндрiв ∆Q3

c1c2...cn0
чи ∆Q3

c1c2...cni
функцiя має додатнiй

прирiст, а на iншому – вiд’ємний, що суперечить монотонностi функцiї f

на цилiндрi ∆Q3
c1c2...cn

i доводить останнє твердження та всю теорему.

Наслiдок 2.9.2. Якщо виконуються умови (2.9.5) i di = 0, то f є

сингулярною функцiєю канторiвського типу.

Iнверсор як розв’язок системи трьох функцiональних рiвнянь.

Нехай bi = βi та di = qi, i = 0, 2. Тодi система трьох функцiональних

рiвнянь набуде вигляду

f(βi + qix) = β[2−i] + q[2−i]f(x), i = 0, 1, 2, (2.9.6)

де x ∈ [0, 1], яка для класичного трiйкового зображення має вигляд

f

(
i+ x

3

)
=

2 − i+ f(x)

3
,

єдиним розв’язком останньої є функцiя f(x) = 1 − x.

Теорема 2.9.3. Єдиним розв’язком системи функцiональних рiвнянь

(2.9.6) в класi обмежених i визначених в кожнiй точцi [0, 1] функцiй є

iнверсор I.
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Доведення. Зважаючи на те, що bi = βi та di = qi для всiх i = 0, 2, фун-

кцiя f є коректно визначеною (оскiльки виконуються умови (2.9.3) i (2.9.5)),

то рiвнiсть (2.9.4) переписується у формi

f(∆Q3
α1α2...αn...

) = β[2−α1] +
∞∑
k=2

(
β[2−αk]

k−1∏
j=1

q[2−αj ]

)
≡ I(∆Q3

α1α2...αn...
). (2.9.7)

Тобто, єдиним розв’язком є функцiя I.

Зауваження 2.9.1. Система (2.9.6) задає систему iтерованих функцiй,

для яких атрактором буде деяка компактна множина в R2. Але висновок

про те, що цiєю множиною буде графiк неперервої функцiї на [0, 1], взагалi

кажучи, є нетривiальним.

2.10. Функцiональнi спiввiдношення

Лема 2.10.1. Для iнверсора I мають мiсце наступнi функцiональнi

спiввiдношення:

I(βi + qix) = β[2−i] + q[2−i]I(x), i = 0, 1, 2; (2.10.1)

I(x) = β[2−α1] + q[2−α1]I(ω1(x)), α1 ∈ A3; (2.10.2)

I(δi(x)) = β[2−i] + q[2−i]I(x), i = 0, 1, 2; (2.10.3)

I(βi + qix) = β[3−i] − q[2−i]ϱ(x), i = 0, 1, 2; (2.10.4)

I(x) = β[3−α1] − q[2−α1]ϱ(ω1(x)), α1 ∈ A3, (2.10.5)

I(δi(x)) = β[3−i] − q[2−i]ϱ(x), i = 0, 1, 2; (2.10.6)

де ω1(∆
Q3
α1α2...αn...

) = ∆Q3
α2α3...αn...

– оператор лiвостороннього зсуву цифр

Q3 – зображення числа x, δi(∆Q3
α1α2...αn...

) = ∆Q3

iα1α2...αn...
– оператор пра-

востороннього зсуву цифр Q3 – зображення числа x з параметром i,

ϱ(∆Q3
α1α2...αn...

) = ∆
Q′

3
α1α2...αn... i множина Q′

3 спряжена до Q3.
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Доведення. Система (2.10.1) випливає iз твердження теореми 2.9.3.

Доведемо, що має мiсце система (2.10.4). Для цього використаємо рiв-

нiсть (2.2.1) i розглянемо спочатку функцiю ϱ(x) визначену рiвнiстю

ϱ(∆Q3
α1α2...αn...

) = ∆Q′
3

α1α2...αn...
.

Очевидно, що ϱ(∆Q3

iα1α2...αn...
) = ϱ(βi + qi∆

Q3
α1α2...αn...

) i ϱ(∆Q3

iα1α2...αn...
) =

= ∆
Q′

3

iα1α2...αn...
= β′

i + q′i∆
Q′

3
α1α2...αn... = β′

i + q′iϱ(∆Q3
α1α2...αn...

) = β′
i + q′iϱ(x). Тодi у

випадку, якщо:

1) i = 0, то β′
0 + q′0ϱ(x) = 0 + q2ϱ(x) = 1 − β3 + q2ϱ(x);

2) i = 1, то β′
1 + q′1ϱ(x) = q′0 + q′1ϱ(x) = q2 + q1ϱ(x) = 1 − β2 + q1ϱ(x);

3) i = 2, то β′
2+q′2ϱ(x)=q′0+q′1+q′2ϱ(x)=q2+q1+q0ϱ(x)=1−β1+q0ϱ(x).

Тому має мiсце

ϱ(βi + qix) = 1 − β[3−i] + q[2−i]ϱ(x).

Зважаючи на останню рiвнiсть та рiвнiсть (2.2.1), маємо

I(βi + qix) = 1 − ϱ(βi + qix) = 1 −
(
1 − β[3−i] + q[2−i]ϱ(x)

)
,

тобто

I(βi + qix) = β[3−i] − q[2−i]ϱ(x).

Якщо додатково ввести функцiю, яку називають оператором лiвосто-

роннього зсуву цифр числа x, для якої має мiсце рiвнiсть

ω1(∆
Q3
α1α2...αn...

) = ∆Q3
α2α3...αn...

,

то систему рiвнянь (2.10.1) можна переписати у виглядi (2.10.2), а систе-

му (2.10.4) можна переписати у виглядi (2.10.5).

Очевидно, що для оператора правостороннього зсуву має мiсце

δi(∆
Q3
α1α2...αn...

) = ∆Q3

iα1α2α3...αn...
= βi + qi∆

Q3
α1α2α3...αn...

= βi + qix.

Тобто, системи рiвностей (2.10.1) i (2.10.4) можна переписати у виглядi

систем (2.10.3) та (2.10.6).
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Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi введено в розгляд континуальний клас P визначених

на [0; 1] функцiй, якi зберiгають цифру 1 у полiосновному Q3 – зображеннi

дiйсних чисел. Основна увага придiляється ґрунтовному вивченню власти-

востей iнверсора I(x) — єдинiй неперервнiй строго спаднiй функцiї з класу

P , яка має нетривiальнi локальнi властивостi.

Основними результатами цього роздiлу є доведення наступних власти-

востей iнверсора:

— неперервнiсть та монотоннiсть (теорема 2.3.1);

— критерiй сингулярностi iнверсора (теорема 2.4.1);

— поточковий опис диференцiальних властивостей (теорема 2.5.1);

— самоафiннiсть графiка функцiї (теорема 2.7.1);

— трансформацiї розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича борелiвських мно-

жин пiд дiєю iнверсора (теореми 2.6.1 та 2.6.2);

— обґрунтування iнтегральних властивостей, зокрема, обчислено iн-

теграл
1∫
0

I(x)dx (теорема 2.8.1);

Встановлено ряд функцiональних спiввiдношень, якi задовольняє iнвер-

сор, та знайдено його еквiвалентне означення через систему функцiональ-

них рiвнянь (пiдроздiл 2.9 та 2.10).

Результати цього роздiлу опублiкованi у роботах [3a, 4a, 5a] i доповiда-

лись на конференцiях [14a, 16a, 17a].
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РОЗДIЛ 3

НЕПЕРЕРВНI ФУНКЦIЇ, ЩО ЗБЕРIГАЮТЬ ЦИФРУ 1 У Q3 –

ЗОБРАЖЕННI ЧИСЕЛ

У цьому роздiлi розглядається масивнiсть множини неперервних фун-

кцiй, якi зберiгають цифру 1 у Q3 – зображеннi чисел, та її пiдмножин.

Вивчаються локальнi, фрактальнi, структурнi, варiацiйнi, iнтегральнi вла-

стивостi двох «яскравих» представникiв з рiзних пiдкласiв вище вказаної

множини.

3.1. Клас неперервних функцiй, що зберiгають цифру 1

Розглядаються неперервнi на вiдрiзку [0; 1] функцiї f , визначенi рiвнi-

стю

y = f(x) = f(∆Q3
α1α2...αn...

) = ∆Q3
γ1γ2...γn...

,

де цифрa γn Q3 – зображення числа y задовольняє умови:

1) γn = 1 ⇔ αn = 1;

2) якщо цифра γn вiдмiнна вiд 1, то вона залежить вiд перших n цифр

Q3 – зображення аргумента x, тобто

γn = γn(x) = ϕn(α1(x), . . . , αn(x)), n ∈ N.

Очевидно, що множина всiх функцiй з C[0;1], якi задовольняють умови

1), 2) спiвпадає з Pc.

Введемо позначення: �d1...dm
c1...cm

≡ ∆Q3
c1...cm

× ∆Q3

d1...dm
;

Γfc1...cm ≡ {(x, y) : x ∈ ∆Q3
c1...cm

, y = f(x)}.
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Лема 3.1.1. Якщо f ∈ Pc i при цьому цифра γn залежить лише вiд

значення αn(x), тобто є функцiєю n- ої цифри числа x, то f є або тото-

жним перетворенням вiдрiзка [0; 1] або iнверсором I.

Доведення. Oскiльки Γf1 ∈ �1
1, то, враховуючи неперервнiсть f , можемо

стверджувати, що Γf0 ∈ �0
0,

Γf2 ∈ �2
2,

або

Γf0 ∈ �2
0,

Γf2 ∈ �0
2,

тобто γn = αn або γn = 2 − αn.

Справдi, припустивши, що

γn(0) = γn(2) = c ∈ {0, 2},
матимемо розриви у точках x1 = ∆Q3

1(0) та x2 = ∆Q3

2(0), оскiльки в першому

випадку:

Γf02 ∈ �00
02, a �00

02 ∩�1
1 = ∅,

Γf20 ∈ �00
20, a �00

20 ∩�1
1 = ∅,

a в другому:

Γf02 ∈ �22
02, a �22

02 ∩�1
1 = ∅,

Γf20 ∈ �22
20, a �22

20 ∩�1
1 = ∅,

що суперечить неперервностi функцiї f .

Отже, γn(0) ̸= γn(2). А тому можливi два випадки γn(0) = 0 i γn(0) = 2

для довiльного n ∈ N , тобто f — тотожне перетворення вiдрiзка [0; 1] або

iнверсор.

А тепер задамось питанням: чи iснують функцiї f з класу Pc, для яких

має мiсце рiвнiсть γn = γn(αn−1, αn), тобто γn є функцiєю цифр αn−1 i αn,

вiдмiннi вiд f(x) = I i f(x) = x?

Лема 3.1.2. Окрiм тотожного перетворення та iнверсора у сiм’ї Pc
не iснує функцiї f , цифри γn значення y = f(x) якої однозначно визнача-

ються парою цифр αn−1(x) i αn(x) аргумента.
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Доведення. Скористаємось методом вiд супротивного. Припустимо, що

iснує неперервна функцiя f , вiдмiнна вiд тотожного перетворення та iн-

версора, яка задовольняє вказанi в лемi 3 умови i при цьому γ1 = γ1(α1),

γn = φ(αn−1, αn) для всiх n ∈ N , де φ – проста функцiя двох змiнних, ви-

значена на множинi пар цифр: {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 0),

(2, 1), (2, 2)}.
Оскiльки γ1(1) = 1, то перша цифра γ1 числа y = f(x) однозначно

довизначається одним з чотирьох способiв:

γ1(0) = i та γ1(2) = j, де i, j ∈ {0, 2}.
Оскiльки γ2 = 1 ⇔ α2 = 1, то γ2 = φ(0, 1) = φ(1, 1) = φ(2, 1) = 1.

Розглянемо всеможливi доозначення цифри γ2.

1) Нехай i = j, то γ1(0) = γ1(2). Враховуючи неперервнiсть функцiї f ,

маємо 
φ(1, i) = φ(1, 2 − i) = i,

φ(i, 2 − i) = φ(2 − i, i) = 2 − i,

φ(i, i) ∈ {i, 2 − i} ∋ φ(2 − i, 2 − i).

(3.1.1)

Цифра γ3 = φ(α2(x), α3(x)) однозначно визначається рiвностями (3.1.1).

Розглянемо «сумiжнi» двовимiрнi цилiндри 3-го рангу: �i1i
012 i �i[2−i][2−i]

020 ,

�i1i
210 i �i[2−i][2−i]

202 . Для них

�i1i
012 ∩�i[2−i][2−i]

020 = ∅,

�i1i
210 ∩�i[2−i][2−i]

202 = ∅,

тобто для всiх i ∈ {0, 2} функцiї мають розриви в точках x = ∆Q3

02(0) i ∆Q3

21(0),

що суперечить неперервностi функцiї.

Отже, для випадку i = j не iснує функцiї, у якої цифра γn однозначно

визначається парою цифр αn−1(x) i αn(x).

2) Якщо i ̸= j, тодi враховуючи неперервнiсть функцiї, цифра γ2 одно-
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значно визначається системами рiвностей:


φ(i, j) = φ(1, j) = j,

φ(j, i) = φ(1, i) = i,

φ(i, i) ∈ {i, j} ∋ φ(j, j),
φ(i, j) = φ(1, j) = i,

φ(j, i) = φ(1, i) = j,

φ(i, i) ∈ {i, j} ∋ φ(j, j).

(3.1.2)

Тодi цифра γ3 = φ(α2(x), α3(x)) однозначно визначається рiвностя-

ми (3.1.2). Розглянемо «сумiжнi» двовимiрнi цилiндри 3-го рангу: �ijk
022 i

�1ik
100, �1jk

122 i �jik
200, де k ∈ {i, j}. Для них�ijk

022 ∩�1ik
100 ̸= ∅,

�1jk
122 ∩�jik

200 ̸= ∅
⇔

 γn = αn,

γn = 2 − αn.

Отже, при i ̸= j неперервними функцiями, якi задовольняють вказанi умо-

ви є лише тотожне перетворення та iнверсор. Для всiх iнших випадкiв не

iснує неперервних функцiй у яких цифра γn однозначно визначається па-

рою цифр αn−1(x) та αn(x).

Теорема 3.1.1. Множина Pc є злiченною.

Доведення. Iснує чотири варiанти однозначного довизначення першої

цифри Q3 – зображення числа y = f(x), а саме:

γ1 =

 0 при α1 = 0,

2 при α1 = 2;
γ1 =

 2 при α1 = 0,

0 при α1 = 2;

γ1 =

 0 при α1 = 0,

0 при α1 = 2;
γ1 =

 2 при α1 = 0,

2 при α1 = 2.

Визначивши однозначно цифру γ1 iснує лише чотири можливостi для одно-

значного довизначення цифри γ2. А це значення для двох пар (α1, α2) =
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(0, 0) i (α1, α2) = (2, 2), оскiльки для решти пар однозначний вибiр цифри

γ2 диктується неперервнiстю.

Здiйснивши однозначний вибiр цифри γ2, для однозначного визначення

цифри γ3 iснує чотири варiанти. Вони дозволяють вiльно вибрати значення

для наборiв (α1, α2, α3) = (0, 0, 0) i (α1, α2, α3) = (2, 2, 2), а для решти

вони диктуються неперервнiстю i т.д. Таким чином, iснує злiченна множина

можливостей однозначного довизначення всiх цифр числа y = f(x).

Перейдемо до вивчення окремих представникiв класу Pc, вiдмiнних вiд

тотожного перетворення та iнверсора.

Найпростiшим з них є функцiя:

f(x) =


x, якщо x ∈ [0; ∆Q3

(1) =
q0

q0 + q2
],

I(x), якщо x ∈ (∆Q3

(1) =
q0

q0 + q2
; 1],

яка при q0 ̸= q2 є нетривiальною сумiшшю абсолютно неперервної та син-

гулярної монотонних функцiй.

3.2. Властивостi однiєї неперервної функцiї з одним

нескiнченним рiвнем

Розглянемо функцiю y = f1(∆
Q3
α1α2...αn...

) = ∆Q3
γ1γ2...γn...

.

Покладемо γ1 = 0 при α1 ̸= 1 i

f1(∆
Q3

(0)) = f1(∆
Q3

(2)) = ∆Q3

(02) =
q0(1 − q2)

1 − q0q2
.

Уточнимо довизначення решти цифр γn = ϕn(α1, . . . , αn) числа y = f1(x).

1. Якщо зображення числа починається цифрою 1, то для всiх n > m,

де α1 = α2 = . . . = αm = 1, але αm+1 ̸= 1,

γn =

αn, якщо αm+1 = 0,

2 − αn, якщо αm+1 = 2, n ∈ N.
2. Якщо зображення числа починається цифрою 0 i α1 = α2 = . . . =

αm = 0, але αm+1 ̸= 0, то при αm+1 = 2 та всiх j ∈ N
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γm+j =

αm+j, коли m– непарне,

2 − αm+j, коли m– парне,
разом з цим  γ1 = γ3 = . . . = γ2k−1 = 0,

γ2 = γ4 = . . . = γ2k−2 = 2,

де 2k − 1 6 m < 2k + 1.

Якщо ж αm+1 = 1 = αm+2 = . . . = αm+r, але αm+r+1 ̸= 1, то

γm+r+j =


αm+r+j⇔

αm+r+1 = 0 i m = 2k,

αm+r+1 = 2 i m = 2k+1,

2 − αm+r+j⇔

αm+r+1 = 0 i m = 2k+1,

αm+r+1 = 2 i m = 2k.

3. Якщо зображення числа починається цифрою 2 i α1 = α2 = . . . =

αm = 2, але αm+1 ̸= 2, то при αm+1 = 0 та всiх j ∈ N

γm+j =

αm+j, коли m– парне,

2 − αm+j, коли m– непарне.
Якщо ж αm+1 = 1 = αm+2 = . . . = αm+r, але αm+r+1 ̸= 1, то

γm+r+j =


αm+r+j⇔

αm+r+1 = 0 i m = 2k,

αm+r+1 = 2 i m = 2k + 1,

2−αm+r+j⇔

αm+r+1 = 0 i m = 2k+1,

αm+r+1 = 2 i m = 2k.

Перевiримо коректнiсть задання функцiї f1.

Очевидно, що в Q3 – iррацiональних точках функцiя є коректно визна-

ченою. Залишається перевiрити в Q3 – рацiональних точках, тобто точках

виду ∆Q3

α1α2...αn−1αn(0)
≡ ∆Q3

α1α2...αn−1[αn−1](2), де αn ̸= 0.

Розглянемо можливi випадки.

1. Якщо α1 = α2 = . . . = αk−1 = 1 i αk ̸= 1, k < n, то

f1(∆
Q3

1...1αk...αn(0)
) =

∆Q3

1...1αk...αn(0)
при αk = 0,

∆Q3

1...1[2−αk]...[2−αn](2)
при αk = 2;
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f1(∆
Q3

1...1αk...[αn−1](2)) =

∆Q3

1...1αk...[αn−1](0) при αk = 0,

∆Q3

1...1[2−αk]...[3−αn](2)
при αk = 2.

2. Якщо α1 = α2 = . . . = αk−1 = 0, αk ̸= 2 i (k − 1) – непарне, то

коректнiсть задання функцiї очевидна. Якщо ж (k − 1) – парне, то

f1(∆
Q3

0...02αk+1...αn(0)
) = ∆Q3

02...02[2−αk+1]...[2−αn](2)
≡

≡ ∆Q3

02...02[2−αk+1]...[3−αn](0)
= f1(∆

Q3

0...02αk+1...[αn−1](2)).

Якщо αk = ... = αk+r = 1, то для випадку αk+r+1 = 0 i парного (k − 1) та

для — αk+r+1 = 2 i непарного (k−1), коректнiсть очевидна. При αk+r+1 = 0

i непарному (k − 1)

f1(∆
Q3

0...01...10αk+r+2...αn(0)
) = ∆Q3

02...201...12[2−αk+r+2]...[2−αn](2)
≡

≡ ∆Q3

02...201...12[2−αk+r+2]...[3−αn](0)
= f1(∆

Q3

0...01...10αk+r+2...[αn−1](2));

при (k − 1) – парному i αk+r+1 = 2

f1(∆
Q3

0...01...12αk+r+2...αn(0)
) = ∆Q3

02...021...10[2−αk+r+2]...[2−αn](2)
≡

≡ ∆Q3

02...021...10[2−αk+r+2]...[3−αn](0)
= f1(∆

Q3

0...01...12αk+r+2...[αn−1](2)).

3. α1 = α2 = . . . = αn−1 = 2. Якщо αk = 0 i (n − 1) – парне, то

коректнiсть очевидна. Якщо αk = 0 i (n− 1) – непарне, то

f1(∆
Q3

2...20αk+1...αn(0)
) = ∆Q3

02...202[2−αk+1]...[2−αn](2)
≡

≡ ∆Q3

02...202[2−αk+1]...[3−αn](0)
= f1(∆

Q3

2...20αk+1...[αn−1](2)).

Якщо αk = ... = αk+r = 1, то для випадку αk+r+1 = 0 i парного (k − 1) та

для — αk+r+1 = 2 i непарного (k−1), коректнiсть очевидна. При αk+r+1 = 0

i непарному (k − 1)

f1(∆
Q3

0...01...10αk+r+2...αn(0)
) = ∆Q3

02...201...12[2−αk+r+2]...[2−αn](2)
≡

≡ ∆Q3

02...201...12[2−αk+r+2]...[3−αn](0)
= f1(∆

Q3

0...01...10αk+r+2...[αn−1](2));

при парному (k − 1) i αk+r+1 = 2

f1(∆
Q3

0...01...12αk+r+2...αn(0)
) = ∆Q3

02...021...10[2−αk+r+2]...[2−αn](2)
≡

≡ ∆Q3

02...021...10[2−αk+r+2]...[3−αn](0)
= f1(∆

Q3

0...01...12αk+r+2...[αn−1](2)).

Отже, функцiя f1 є коректно визначеною в Q3 – рацiональних точках i

взагалi кажучи.
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Очевидно, що f1 ∈ P . Перевiримо чи є вона неперервною.

Нехай x0 ∈ [0; 1] є Q3 – iррацiональною точкою. Тодi для довiльного

числа x ∈ [0; 1] iснує такий номер k = k(x), що αi(x) = αi(x0) при i < k i

αk(x) ̸= αk(x0).

Оскiльки умова x→ x0 рiвносильна умовi k → ∞, то

|f1(x) − f1(x0)| = |∆Q3

γ1(x)...γk−1(x)γk(x)...
− ∆Q3

γ1(x0)...γk−1(x0)γk(x0)...
| =

=

∣∣∣∣∣
∞∑
i=k

βγi(x)

i−1∏
j=1

qγj(x) −
∞∑
i=k

βγi(x0)

i−1∏
j=1

qγj(x0)

∣∣∣∣∣ 6
k−1∏
j=1

qγj 6

6 (max{q0, q1, q2})k−1 → 0 (k → ∞).

Нехай x0 єQ3 – рацiональною точкою, тодi для доведення неперервностi

функцiї f1 злiва треба використати Q3 – зображення точки, що мiстить

перiод (2), тобто x0 = ∆Q3

α1α2...αk(2)
, а справа — Q3 – зображення точки,

що мiстить перiод (0), застосувавши аналогiчнi мiркування, що i для Q3 –

iррацiональних точок.

Отже, функцiя f1 ∈ Pc.

Покладемо i, j ∈ {0, 2}. Безпосередньо з означення функцiї f1 виплива-

ють наступнi спiввiдношення:

f1(∆
Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

jαn+2αn+3...
) = ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

(0)
+ qn1 q0∆

Q3[
j+(−1)[

j
2 ]αn+2

][
j+(−1)[

j
2 ]αn+3

]
...

,

f1(∆
Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n

jα2n+2α2n+3...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+qn+1

0 qn2∆Q3[
j+(−1)[

j
2 ]α2n+2

][
j+(−1)[

j
2 ]α2n+3

]
...

,

f1(∆
Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n+1

jα2n+3α2n+4...
) = ∆Q3

02 . . . 20︸ ︷︷ ︸
2n+1

2(0)
+

+ qn+1
0 qn+1

2 ∆Q3[
j+(−1)[

j
2 ]α2n+3

][
j+(−1)[

j
2 ]α2n+4

]
...

, (3.2.1)

f1(∆
Q3

i...i︸︷︷︸
2n

1...1︸︷︷︸
k

jαr1
αr2

...
) = ∆Q3

02...02︸ ︷︷ ︸
2n

1...1︸︷︷︸
k

(0)
+ qn+1

0 qk1q
n
2∆Q3[

j+(−1)[
j
2 ]αr1

][
j+(−1)[

j
2 ]αr2

]
...

,

f1(∆
Q3

i...i︸︷︷︸
2n+1

1...1︸︷︷︸
k

jαr1
αr2

...
)=∆Q3

02...20︸ ︷︷ ︸
2n+1

1...1︸︷︷︸
k

2(0)
+qn+1

0 qk1q
n+1
2 ∆Q3[

j+(−1)[
j
2 ]αr1

][
j+(−1)[

j
2 ]αr2

]
...

.
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Теорема 3.2.1. Функцiя f1 є:

1) лiнiйною зростаючою на цилiндрах виду

∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
,∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n+1

2
,∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n+2

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
,∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2
та ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n+2

0
,

де i ∈ {0, 2}, n > 0, n, k ∈ N ;

2) монотонно спадною на цилiндрах виду

∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2
,∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

2
,∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
,∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2
та ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n+1

0
,

де i ∈ {0, 2}, n > 0, n, k ∈ N . Причому сингулярною при q0 ̸= q2 i лiнiйною

при q0 = q2;

3) набуває свого глобального максимуму в точцi x = ∆Q3

(1) та глобаль-

ного мiнiмуму у точках x = ∆Q3

i(1), причому f1(∆Q3

(1)) =
q0

1 − q1
i f1(∆Q3

i(1)) =

=
q20

1 − q1
, локальних максимумiв у точках виду x∗ = ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+2

(1)
, a локаль-

них мiнiмумiв у x∗ = ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
, де i ∈ A3 \ {1}, 0 6 m ∈ N . Крiм того

f1(x
∗) = (q0 + q1)

q0(1 − qm0 q
m
2 )

1 − q0q2
+
qm+2
0 qm+1

2

1 − q1
,

f1(x∗) = (q0 + q1)
q0(1 − (q0q2)

m−1)

1 − q0q2
+
qm+2
0 qm2
1 − q1

.

Доведення. 1) Iз спiввiдношень (3.2.1), що випливають безпосередньо

з означення, розлянемо тi у яких у зображеннi аргумента x та значення

функцiї y = f1(x) починаючи з деякого мiсця n ∈ N виконується умова:

αk(x) = γk(y) для всiх k > n, k, n ∈ N .

Розглянемо перше з них, а саме

f1(∆
Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

0αn+2αn+3...
) = ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

(0)
+ qn1 q0∆

Q3
αn+2αn+3...

.

Очевидно, що x ∈
[
∆Q3

1(0); ∆Q3

(1)

]
∋ f1(x). Для функцiї f1 має мiсце рiвнiсть
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f1(∆
Q3
α1α2...αk...

) = βγ1 + qγ1f1(∆
Q3
α2α3...αk...

),

застосувавши її n+ 1 раз отримаємо

f1(∆
Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

0αn+2αn+3...
) = β1 + q1f1(∆

Q3
α2α3...

) = β1 + β1q1 + q21f1(∆
Q3
α3α4...

) = . . .

= β1 + . . .+ β1q
n−1
1 + β0q

n
1 + qn1 q0f1(∆

Q3
αn+2αn+3...

).

За властивостями цилiндричних множин ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

(0)
= β1 + . . . + β1q

n−1
1 .

Тобто, для всiх x ∈ ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

0
функцiя f1(x) = x. Отже, f1 — лiнiйна i

очевидно, що зростаюча.

Розглянемо наступну рiвнiсть

f1(∆
Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

0α2n+2α2n+3...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+ qn+1

0 qn2∆Q3
α2n+2α2n+3...

.

Зрозумiло, що x ∈ ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

0
i f1(x) ∈ ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

0
. Лiву частину рiвностi

можна переписати у виглядi

f1(∆
Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

0α2n+2α2n+3...
) = β0 + β2q0 + . . .+ β0q

n
0 q

n
2 + qn+1

0 qn2f1(∆
Q3
α2n+2α2n+3...

).

З останнiх двох рiвностей випливає, що для всiх чисел з цилiндра ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

0

має мiсце f1(x) = x.

Iз системи рiвностей (3.2.1), а саме:

f1(∆
Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n+1

2α2n+3α2n+4...
) = ∆Q3

02 . . . 020︸ ︷︷ ︸
2n+1

2(0)
+ qn+1

0 qn+1
2 ∆Q3

α2n+3α2n+4...
,

f1(∆
Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0αr1
αr2

...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

(0)
+ qn+1

0 qk1q
n
2∆Q3

αr1
αr2

...,

f1(∆
Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2αr1
αr2

...
) = ∆Q3

02 . . . 20︸ ︷︷ ︸
2n+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2(0)
+ qn+1

0 qk1q
n+1
2 ∆Q3

αr1
αr2

...,

використовуючи аналогiчнi мiркування, отримаємо, що функцiя f1 — лi-

нiйна зростаюча для всiх x з вiдповiдної цилiндричної множини: ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n+1

2
,

∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
i ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2
.

2) Розлянемо решту рiвностей iз системи (3.2.1). Для



79

f1(∆
Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

2αn+2αn+3...
) = ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

(0)
+ qn1 q0∆

Q3

[2−αn+2][2−αn+3]...

аргумент x ∈ ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

2
i використовучи аналогiчнi мiркування, що й у

випадку 1), маємо

f1(∆
Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

2αn+2αn+3...
) = β1 + . . .+ β1q

n−1
1 + β0q

n
1 + qn1 q0f1(∆

Q3
αn+2αn+3...

).

Порiвняємо правi частини останнiх двох рiвностей, отримаємо

C + qn1 q0f1(∆
Q3
αn+2αn+3...

) = C + qn1 q0∆
Q3

[2−αn+2][2−αn+3]...
,

де C = β1+. . .+β1q
n−1
1 . Зважаючи на означення 2.2.1 iнверсора I, очевидно,

що qn1 q0f1(∆
Q3
αn+2αn+3...

) = qn1 q0I(∆Q3
αn+2αn+3...

). Оскiльки у роздiлi 2 вивчено

властивостi iнверсора I, то можна стверджувати, що при x ∈ ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

2

функцiя f1(x) є монотонно спадною, крiм того сингулярною при q0 ̸= q2

або ж лiнiйною при q0 = q2.

Використовуючи аналогiчнi мiркування, iз рiвностей

f1(∆
Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

2α2n+2α2n+3...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+ qn+1

0 qn2∆Q3

[2−α2n+2][2−α2n+3]...
,

f1(∆
Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n+1

0α2n+3α2n+4...
) = ∆Q3

02 . . . 20︸ ︷︷ ︸
2n+1

2(0)
+ qn+1

0 qn+1
2 ∆Q3

[2−α2n+3][2−α2n+4]...
,

f1(∆
Q3

i...i︸︷︷︸
2n

1...1︸︷︷︸
k

2αr1
αr2

...
) = ∆Q3

02...02︸ ︷︷ ︸
2n

1...1︸︷︷︸
k

(0)
+ qn+1

0 qk1q
n
2∆Q3

[2−αr1
][2−αr2

]...,

f1(∆
Q3

i...i︸︷︷︸
2n+1

1...1︸︷︷︸
k

0αr1
αr2

...
) = ∆Q3

02...20︸ ︷︷ ︸
2n+1

1...1︸︷︷︸
k

2(0)
+ qn+1

0 qk1q
n+1
2 ∆Q3

[2−αr1
][2−αr2

]...,

отримаємо, що функцiя f1 монотонно спадна на цилiндрах виду: ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

2
,

∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n+1

0
, ∆Q3

i...i︸︷︷︸
2n

1...1︸︷︷︸
k

2
, ∆Q3

i...i︸︷︷︸
2n+1

1...1︸︷︷︸
k

0
; i сингулярна при q0 ̸= q2 або ж лiнiйна

при q0 = q2.

3) Розглянемо числа x = ∆Q3
α
1
α
2
...αnαn+1...

та x0 = ∆Q3

α
1
α
2
...αnα′

n+1α
′
n+2...

, де

αi ̸= α′
i для всiх i > n, причому x > x0.

1. Нехай α1 = 1, тобто x ∈ [q0; q0 + q1].

Розглянемо рiзницю
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f1(x) − f1(x0) = ∆Q3

γ
1
(x)...γn(x)γn+1(x)...

− ∆Q3

γ
1
(x0)...γn(x0)γ′n+1(x0)γ

′
n+2(x0)...

.

Тодi можливi випадки

α1 = . . . = αk = 1, αk+1 = 0,

α1 = . . . = αk = 1, αk+1 = 2, k ∈ N.

Нехай k < n, то для всiх k, j ∈ N маємо γk+j = αk+j, γ
′
k+j = α′

k+j,

γk+j = 2 − αk+j, γ
′
k+j = 2 − α′

k+j.

Оскiльки x > x0, тобто αn+1(x) > α′
n+1(x0), то

f1(x) − f1(x0) > 0, якщо x ∈ ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
,

f1(x) − f1(x0) < 0, якщо x ∈ ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2
.

Тому f1(x) — зростає при x ∈
[
q0;

q0
1−q1

]
, f1(x) — спадає при x ∈

[
q0

1−q1 ; q0 + q1

]
,

де ∆Q3

(1) =
q0

1 − q1
. Звiдки випливає, що f1

(
∆Q3

(1)

)
=

q0
1 − q1

— точка макси-

муму на вiдрiзку [q0; q0 + q1].

Якщо k > n, то αn = 1 i α′
n = 0. Тому γn = 1, . . . , γk = 1, γk+j = αk+j

або γk+j = 2 − αk+j, а γ′n = 0 i γ′n+j = α′
n+j. Очевидно, що функцiя f1(x) —

зростає.

2. Якщо α1 = 0, то згiдно з означенням можливо:

a) α1 = . . . = αk = 0, αk+1 = 2;

b) α1 = ... = αk = 0, αk+1 = ... = αk+r = 1, αk+r+1 = 0;

c) α1 = ... = αk = 0, αk+1 = ... = αk+r = 1, αk+r+1 = 2, k, r ∈ N.

Необхiдно розглянути випадок k < n, k + r < n та k, r, j ∈ N .

Iз тверджень 1) i 2) цiєї ж теореми 3.2.1, рiзниця f1(x) − f1(x0) > 0

тодi i тiльки тодi, коли x ∈ ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

2
, ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
r

2
або ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
r

0
. Та

f1(x) − f1(x0) < 0 тодi i тiльки тодi, коли x ∈ ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

2
, ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
r

0
або

∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
r

2
. Тобто, f1(x) спадає при x ∈

∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

1(0)
; ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)

 або
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0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

(1)
; ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

1(2)

, f1(x) — зростає при x ∈

∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
; ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

1(2)


або

∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

1(0)
; ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

(1)

. Тодi точки виду x∗ = ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
є локальмими

мiнiмумами, а точки виду x∗ = ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

(1)
— локальними максимумами.

Причому,

f1(x∗) = ∆Q3

02 . . . 020︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
= β0+β2q0+ ...+β0q

m
0 q

m
2 + β1q

m+1
0 qm2 + ... =

= β2
q0(1 − (q0q2)

m−1)

1 − q0q2
+ β1

qm+1
0 qm2
1 − q1

= (q0 + q1)
q0(1 − qm−1

0 qm−1
2 )

1 − q0q2
+
qm+2
0 qm2
1 − q1

;

f1(x
∗) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2m+2

(1)
= β2

q0(1 − qm0 q
m
2 )

1 − q0q2
+ β1

qm+1
0 qm+1

2

1 − q1
=

= (q0 + q1)
q0(1 − qm0 q

m
2 )

1 − q0q2
+
qm+2
0 qm+1

2

1 − q1
,

зокрема f1(∆Q3

0(1)) = f1(∆
Q3

2(1)) =
q20

1 − q1
— глобальний мiнiмум i f1(∆Q3

(1)) =

q0
1 − q1

— глобальний максимум функцiї.

Якщо k + r > n, то 0 ̸= αn+1 = 1, крiм того зважаючи на умову

x > x0, маємо α′
n+1 = 0. Тодi γi випливають iз означення, а γ′n+j = α′

n+j

або γ′n+j = 2 − α′
n+j. Тодi, якщо n – непарне, то функцiя f1(x) спадає для

всiх чисел x, якщо n – парне, то f1(x) — зростає для всiх x.

3. Нехай α1 = 2. То використовуючи означення й твердження 1) i 2),

маємо рiзниця f1(x) − f1(x0) > 0 тодi i тiльки тодi, коли x ∈ ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m

0
,

∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
r

2
або ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
r

0
. А f1(x) − f1(x0) < 0 тодi i тiльки тодi,

коли x ∈ ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+1

0
, ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
r

0
або ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
r

2
.

Тобто точки виду x∗ = ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
є локальними мiнiмумами, а точки

виду x∗ = ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+2

(1)
— локальними максимумами, крiм того функцiя в

цих точках набуває значень, рiвних значенням функцiї у вiдповiдних до
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випадку 3) 2 точках.

Функцiональнi спiввiдношення

Лема 3.2.1. Для всiх x ∈ [0; 1] мають мiсце рiвностi:

f1(β1q
2n
0 + q2n0 q1x) = A+ β1q

n
0 q

n
2 + qn0 q

n
2 q1f1(x),

f1(β2q
2n+1
0 + q2n+1

0 q2x) = A+ β0q
n
0 q

n
2 + β2q

n+1
0 qn2 + qn+1

0 qn+1
2 f1(x),

f1(β1q
2n+1
0 + q2n+1

0 q1x) = A+ β0q
n
0 q

n
2 + β1q

n+1
0 qn2 + qn+1

0 qn2 q1f1(x),

f1(β2q
2n+2
0 + q2n+2

0 q2x) = A+ β0q
n
0 q

n
2 + β2q

n+1
0 qn2+

+β0q
n+1
0 qn+1

2 + qn+2
0 qn+1

2 f1(x),

f1(B + β1q
2n
2 + q2n2 q1x) = A+ β1q

n
0 q

n
2 + qn0 q

n
2 q1f1(x), (3.2.2)

f1(B + β2q
2n
2 + β0q

2n+1
2 + q2n+1

2 q0x) = A+ β0q
n
0 q

n
2 + β2q

n+1
0 qn2 + qn+1

0 qn+1
2 f1(x),

f1(B + β2q
2n
2 + β1q

2n+1
2 + q2n+1

2 q1x) = A+ β0q
n
0 q

n
2 + β1q

n+1
0 qn2 + qn+1

0 qn2 q1f1(x),

f1(B + β2q
2n
2 + β2q

2n+1
2 + β0q

2n+2
2 + q2n+2

2 q0x) = A+ β0q
n
0 q

n
2+

+β2q
n+1
0 qn2 + β0q

n+1
0 qn+1

2 + qn+2
0 qn+1

2 f1(x),

де вiдповiдно A =
q0(q0 + q1)(1 − (q0q2)

n−1)

1 − q0q2
i B =

(q0 + q1)(1 − q2n−1
2 )

1 − q2
.

Доведення. Iз рiвностей (3.2.1) та теореми 3.2.1 для i, j ∈ {0, 2} випли-

вають наступнi спiввiдношення:

f1(∆
Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n

1α1α2...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+ qn0 q

n
2f1(∆

Q3

1α1α2...
),

f1(∆
Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n

ijα1α2...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+ qn0 q

n
2f1(∆

Q3

ijα1α2...
), (3.2.3)

f1(∆
Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n

i1α1α2...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+ qn0 q

n
2f1(∆

Q3

i1α1α2...
),

f1(∆
Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n

iijα1α2...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+ qn0 q

n
2f1(∆

Q3

iijα1α2...
).
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Число ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
= β0 + β2q0 + β0q0q2 + . . .+ β2q

n
0 q

n−1
2 + β0q

n
0 q

n
2 + . . . =

=
q0(q0 + q1)(1 − (q0q2)

n−1)

1 − q0q2
= A.

Нехай x = ∆Q3
α1α2...αk...

. Розглянемо перше спiввiдношення iз системи (3.2.3)

для i = 0. Очевидно, що

∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

1α1α2...
= β0 + . . .+ β0q

2n−1
0 + β1q

2n
0 + q2n0 q1∆

Q3
α1α2...

= β1q
2n
0 + q2n0 q1x.

Тобто, f1(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

1α1α2...
) = f1(β1q

2n
0 + q2n0 q1x). Крiм того легко бачити, що

f1(∆
Q3

1α1α2...αk...
) = β1 + q1f1(∆

Q3
α1α2...αk...

) = β1 + q1f1(x). Тому перше спiввiд-

ношення iз системи (3.2.3) можна переписати у виглядi:

f1(β1q
2n
0 + q2n0 q1x) = A+ β1q

n
0 q

n
2 + qn0 q

n
2 q1f1(x).

Розглянувши друге спiввiдношення iз системи (3.2.3) при i = 0, отри-

маємо

f1(∆
Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

02α1α2...
) = f1(β0 + . . .+ β0q

2n
0 + β2q

2n+1
0 + q2n+1

0 ∆Q3
α1α2...

) =

= f1(β2q
2n+1
0 + q2n+1

0 x).

Тодi f1(∆Q3

02α1α2...
) = β0 + β2q0 + q0q2f1(∆

Q3
α1α2...

), тобто

f1(β2q
2n+1
0 + q2n+1

0 q2x) = A+ β0q
n
0 q

n
2 + β2q

n+1
0 qn2 + qn+1

0 qn+1
2 f1(x).

Решта спiввiдношень доводяться аналогiчним способом, враховуючи що

B = ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
=

(q0 + q1)(1 − q2n−1
2 )

1 − q2
.

Таким чином отримаємо систему рiвностей (3.2.2).

Симетрiї графiка функцiї

Лема 3.2.2. Для всiх чисел x з вiдрiзка [0; 1] має мiсце рiвнiсть

f1(x) = f1(I(x)),

де I(x) = ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αn]...
— iнверсор.

Доведення. Згiдно з означенням функцiї f1, γ1 = 1 при α1 = 1 i γ1 = 0

при α1 ̸= 1, тобто γ1(α1) = γ1(2 − α1).

Нехай f1(∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αn]...
) = ∆Q3

γ′1γ
′
2...γ

′
n...
.
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1. Якщо α1 = α2 = . . . = αm = 1, але αm+1 ̸= 1, m < n, то згiдно з озна-

ченням функцiї γ′1 = γ′2 = . . . = γ′m = 1 i γ′n =

αn, якщо 2 − αm+1 = 0,

2 − αn, якщо 2 − αm+1=2,

тобто для цього випадку γ1 = γ′1, . . . , γm = γ′m, γm+1 = γ′m+1, . . ..

2. Якщо α1 = α2 = . . . = αm = 0, але αm+1 ̸= 0, то при

a) αm+1 = 2 таm – парному: f1(∆Q3

0...0︸︷︷︸
m

2αm+2αm+3...
) = ∆Q3

02...0[2−αm+2][2−αm+3]...
,

a f1(I(x)) = f1(∆
Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
m

0[2−αm+2][2−αm+3]...
) = ∆Q3

02...020[2−αm+2][2−αm+3]...
;

b) αm+1 = 2 таm – непарному: f1(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

2αm+2αm+3...
) = ∆Q3

02...022αm+2αm+3...
,

a f1(I(x)) = f1(∆
Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
m

0[2−αm+2][2−αm+3]...
) = ∆Q3

02...022αm+2αm+3...
;

с) αm+1 = . . . = αm+r та m – парному, то γ′1 = γ′3 = . . . = γ′m−1 = 0,

γ′2 = . . . = γ′m = 2, γ′m+1 = . . . = γ′m+r = 1 i

γ′n =

 2 − αn, якщо 2 − αm+1 = 0,

αn, якщо 2 − αm+1 = 2, n > m+ r,

або αm+1 = . . . = αm+r та m – непарному, то

γ′n =

αn, якщо 2 − αm+1 = 0,

2 − αn, якщо 2 − αm+1 = 2, n > m+ r.

Доведення випадку 3 аналогiчне доведенню, проведеному у випадку 2.

Таким чином, f1(x) = f1(I(x)).

Наслiдок 3.2.1. Якщо q0 = q2, то графiк Γf1 функцiї f1 «симетрично-

подiбний» вiдносно прямої x = ∆Q3

(1).

Лема 3.2.3. Функцiональне рiвняння

f(x) = f(I(x)), x ∈ [0; 1]

у класi функцiй Pc має безлiч розв’язкiв.

Доведення. Нехай k – довiльне натуральне число, тодi функцiя
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f(x) =



σ1(x), якщо x ∈ [0; ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

(1)
],

x, якщо x ∈ [∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

(1)
; ∆Q3

(1)],

I(x), якщо x ∈ [∆Q3

(1); ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
k

(1)
],

σ2(x), якщо x ∈ [∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
k

(1)
; 1],

де σ1(∆Q3
α1α2...αkαk+1...

) = ∆Q3

α1α2...αk[2−αk+1]...[2−αk+t]...
,

σ2(∆
Q3
α1α2...αkαk+1...

) = ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αk]αk+1...αk+t...
.

Нехай x належить першому промiжку, тодi x = ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

αk+1...αk+t...
.

f(I(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

αk+1...αk+t...
)) = f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
k

[2−αk+1]...[2−αk+t]...
) =

= σ2(∆
Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
k

[2−αk+1]...[2−αk+t]...
)) = ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

[2−αk+1]...[2−αk+t]...
,

f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

αk+1...αk+t...
) = σ1(∆

Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

αk+1...αk+t...
) = ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

[2−αk+1]...[2−αk+t]...
.

Якщо x ∈ [∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

(1)
; ∆Q3

(1)], то x = ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
l

αl+1...αl+t...
, де l < k або x =

∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p−1

0αp+1...αp+t...
i f(x) = x, a f(I(x)) = f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
l

[2−αl+1]...[2−αl+t]...
) =

= I(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
l

[2−αl+1]...[2−αl+t]...
) = ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
l

αl+1...αl+t...
= x,

f(I(x)) = f(∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p−1

2[2−αp+1]...[2−αp+t]...
) = I(∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p−1

2[2−αp+1]...[2−αp+t]...
) =

= ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p−1

0αp+1...αp+t...
= x.

Нехай x ∈ [∆Q3

(1); ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
k

(1)
], тодi x = ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
l

αl+1...αl+t...
, де l < k або

x = ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p

2αp+2...αp+t...
i f(x) = I(x). З iншого боку

f(I(∆Q3

2...2︸︷︷︸
l

αl+1...αl+t...
))=f(∆Q3

0...0︸︷︷︸
l

[2−αl+1]...[2−αl+t]...
)=∆Q3

0...0︸︷︷︸
l

[2−αl+1]...[2−αl+t]...
=I(x),

f(I(∆Q3

1...1︸︷︷︸
p

2αp+2...αp+t...
))=f(∆Q3

1...1︸︷︷︸
p

0[2−αp+2]...[2−αp+t]...
)=∆Q3

1...1︸︷︷︸
p

0[2−αp+2]...[2−αp+t]...
=I(x).
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Для x ∈ [∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
k

(1)
; 1], очевидно, що x = ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
k

αk+1...αk+t...
.

f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
k

αk+1...αk+t...
) = σ2(∆

Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
k

αk+1...αk+t...
) = ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

αk+1...αk+t...
,

f(I(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
k

αk+1...αk+t...
)) = f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

[2−αk+1]...[2−αk+t]...
) =

= σ1(∆
Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

[2−αk+1]...[2−αk+t]...
) = ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

αk+1...αk+t...
.

Отже, f є розв’язком функцiонального рiвняння f(x) = f(I(x)).

Oскiльки k – довiльне натуральне число, то очевидно, що дане фун-

кцiональне рiвняння має безлiч розв’язкiв.

Зауваження 3.2.1. Функцiя σ1 має аналiтичний вираз

σ1(x) = qk0I
(
x
qk0

)
.

Зауваження 3.2.2. Функцiя σ2 є лiнiйною на цилiндрах k-го рангу, при-

чому

σ2(x) = D
D0

(x−B) + A,

де D =
k∏
j=1

q[2−αj ], D0 =
k∏
j=1

qαj
, B = βα1

+ βα2
qα1

+ . . .+ βαk

k−1∏
j=1

qαj
,

A = β[2−α1] + β[2−α2]q[2−α1] + . . .+ β[2−αk]

k−1∏
j=1

q[2−αj ].

Лема 3.2.4. У класi Pc функцiональне рiвняння

f(x) = f(I(x)), x ∈ [0; 1], (3.2.4)

при умовi

f(∆Q3

(0)) = ∆Q3

(02) (3.2.5)

має єдиний розв’язок — функцiю f1.

Доведення. Графiк кожної функцiї, яка зберiгає цифру 1 у Q3 – зобра-

женнi чисел, проходить через точку M0(∆
Q3

(1); ∆Q3

(1)). Якщо f ∈ Pc i викону-

ється умова (3.2.5), то f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

(1)
) =


∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
k

(1)
при k = 2m,

∆Q3

02 . . . 20︸ ︷︷ ︸
k

(1)
при k = 2m+ 1.
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В силу рiвностi (3.2.4) достатньо показати, що функцiя f , яка задо-

вольняє умови леми, однозначно визначена на вiдрiзку [0; ∆Q3

(1)]. Для цього

покажемо, що функцiя f однозначно визначається на кожному з вiдрiзкiв

виду [∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

(1)
; ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k−1

(1)
], k ∈ N . Бiльше того, вона є лiнiйною, коли k —

непарне, i

f(x) = q
k
2
0 q

k−2
2

2 I

(
x

qk−1
0

)
+ ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
k−2

(0)
,

коли k — парне.

Нехай k = 1. Оскiльки (3.2.5), то ϕ1(0) = 0. Тодi f(∆Q3

0(1)) = ∆Q3

0(1).

Iз-за неперервностi функцiї ϕ2(0, 2) = 2 i ϕ2(1, 0) = 0. Тому очевидно,

що f(∆Q3

02(1)) = ∆Q3

02(1) i f(∆Q3

10(1)) = ∆Q3

10(1).

Враховуючи неперервнiсть функцiї, маємо ϕ3(0, 2, 0) = 0, ϕ3(0, 2, 2) = 2

i тому f(∆Q3

020(1)) = ∆Q3

020(1), f(∆Q3

022(1)) = ∆Q3

022(1). Крiм того ϕ3(1, 0, 0) = 0,

ϕ3(1, 0, 2) = 2 i f(∆Q3

100(1)) = ∆Q3

100(1), f(∆Q3

102(1)) = ∆Q3

102(1) i т.д.

Iз-за неперервностi функцiї i того, що вона зберiгає цифру 1 у Q3 –

зображеннi чисел, кожна з точок ∆Q3

10c3...cn(1)
, ∆Q3

02c3...cn(1)
, ∆Q3

01...1︸︷︷︸
t

2ct+3...ct+n(1)
,

∆Q3

1...1︸︷︷︸
t

0ct+2...ct+n(1)
є iнварiантиними при довiльних n, t ∈ N , j ∈ {1, 2}, ci ∈

A3. Оскiльки ж множина таких точок є всюди щiльною, то f(x) = x при

x ∈ [∆Q3

0(1); ∆Q3

(1)].

Нехай k = 2. З умови (3.2.5) випливає, що f(∆Q3

00(1)) = ∆Q3

02(1) i цифри

ϕ3(0, 0, 2) = 0, ϕ3(0, 1, 0) = 2 однозначно визначаються, за рахунок непе-

рервностi, тобто: f(∆Q3

002(1)) = ∆Q3

020(1) i f(∆Q3

010(1)) = ∆Q3

012(1).

Оскiльки f ∈ Pc, то має мiсце f(∆Q3

002α4...αn...
) = ∆Q3

020[2−α4]...[2−αn]...
,

f(∆Q3

010α4...αn...
)=∆Q3

012[2−α4]...[2−αn]...
, f(∆Q3

001...1︸︷︷︸
k

2αk+4...αn...
)=∆Q3

021...1︸︷︷︸
k

0[2−αk+4]...[2−αn]...
,

f(∆Q3

01...1︸︷︷︸
k

0αk+3...αn...
) = ∆Q3

01...1︸︷︷︸
k

2[2−αk+3]...[2−αn]...
для всiх αi ∈ A3, k, n ∈ N .

Тобто, для x ∈ [∆Q3

00(1); ∆Q3

0(1)]

f(∆Q3

0α2α3...αn...
) = ∆Q3

0[2−α2][2−α3]...[2−αn]...
= β0 + q0∆

Q3

[2−α2][2−α3]...[2−αn]...
.
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З iншого боку x = ∆Q3

0α2α3...αn...
= β0 + q0∆

Q3
α2α3...αn...

, тобто ∆Q3
α2α3...αn...

=
x

q0
.

Тодi

I

(
x

q0

)
= I(∆Q3

α2α3...αn...
) = ∆Q3

[2−α2][2−α3]...[2−αn]...
.

Таким чином f(x) = q0I

(
x

q0

)
+ ∆Q3

(0).

Припустимо, що нашi мiркування справедливi при k = 2m. Тобто, для

всiх x ∈ [∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m−1

(1)
; ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m−2

(1)
] функцiя f — лiнiйна, отже її можна подати

у виглядi

f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m−2

α2m−1...α2m+n...
) = a∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m−2

α2m−1...α2m+n...
+ b,

де a > 0, a, b — дiйснi числа. А на вiдрiзку [∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

(1)
; ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m−1

(1)
] має мiсце

рiвнiсть

f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m−1

α2m...α2m+n...
) = qm0 q

m−1
2 I


∆

Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m−1

α2m...α2m+n...

q2m−1
0

+ ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2m−2

(0)
.

Перевiримо, чи виконується вище сказане при k = 2m+1 та k = 2m+2.

Нехай k = 2m+ 1, тодi

f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

α2m+1...α2m+n+2...
) = β0 + β2q0 + q0q2f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m−2

α2m−1...α2m+n...
).

Застосувавши припущення, отримаємо

f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

α2m+1...α2m+n+2...
) = q0q2a∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m−2

α2m−1...α2m+n...
+ (b+ q0(q0 + q1)).

Не порушуючи загальностi, виконаємо перетворення

f(∆Q3

0...0︸︷︷︸
2m

α2m+1...α2m+n+2...
)=

aq2
q0

(β0+β0q0+q
2
0∆

Q3

0...0︸︷︷︸
2m−2

α2m−1...α2m+n...
)+(b+q0(q0+q1))=

=
aq2
q0

∆Q3

0...0︸︷︷︸
2m

α2m+1...α2m+n+2...
+ (b+ q0(q0 + q1)).

Тобто, f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

α2m+1...α2m+n+2...
) = a∗∆

Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

α2m+1...α2m+n+2...
+ b∗, де a∗ =

aq2
q0

i b∗ = (b+ q0(q0 + q1)) — дiйснi числа, бо qi — додатнi дiйснi.

Нехай k = 2m+ 2. Тодi
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f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

α2m+2...α2m+n+2...
) = β0 + β2q0 + q0q2f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m−1

α2m...α2m+n...
).

Застосуємо припущення для k = 2m, отримаємо f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

α2m+2...α2m+n+2...
) =

= β0 + β2q0 + q0q2q
m
0 q

m−1
2 I


∆

Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m−1

α2m...α2m+n...

q2m−1
0

+ ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2m−2

(0)
. Тодi

f(∆Q3

0...0︸︷︷︸
2m+1

α2m+2...α2m+n+2...
)=qm+1

0 qm2 I


β0+β0q0+q

2
0∆

Q3

0...0︸︷︷︸
2m−1

α2m...α2m+n...

q2m+1
0

+∆Q3

02...02︸ ︷︷ ︸
2m

(0)
,

f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

α2m+2...α2m+n+2...
) = qm+1

0 qm2 I


∆

Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

α2m...α2m+n...

q2m+1
0

+∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2m

(0)
.

Отже, рiвностi справедливi при k = 2m+ 1 та k = 2m+ 2.

Таким чином, використавши метод математичної iндукцiї, ми довели,

що функцiя, яка задовольняє умови леми однозначно визначається на ко-

жному з вiдрiзкiв [∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

(1)
; ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k−1

(1)
], k ∈ N та вказали промiжки зро-

стання i спадання функцiї.

В силу однозначностi визначення очевидно, що функцiональне рiвня-

ння (3.2.4) для всiх x ∈ [0; 1] при початковiй умовi (3.2.5) в класi Pc має

єдиний розв’язок, причому це — функцiя f1.

Теорема 3.2.2. Функцiя f1 має

1) наступнi «симетрiї» графiка:

Γf1(1)≡{(x; y) :x∈ [0; ∆Q3

(1)], y=f1(x)} ∼A Γf1(1,2n)≡{(x; f1(x)) :x∈ [0; ∆Q3

0...0︸︷︷︸
2n

(1)
]},

Γf1(2)≡{(x; y) :x∈(∆Q3

(1); 1], y=f1(x)} ∼A Γf1(2,2n)≡{(x; f1(x)) :x∈(∆Q3

2...2︸︷︷︸
2n

(1)
; 1]},

де ∼A — знак афiнної еквiвалентностi фiгур;
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2) обмежену варiацiю Vf1, а саме:

Vf1 =
2q0(1 − q0 + q2(1 − q2))

(1 − q0q2)(q0 + q2)
.

Доведення. 1) Розглянемо рiвностi системи (3.2.3) при i = 0. Iз першої

з них, а саме:

f1(∆
Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

1α1α2...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+ qn0 q

n
2f1(∆

Q3

1α1α2...
)

випливає, що iснує таке афiнне перетворення ψ1, що є композицiєю стиску

та паралельного перенесення, таке що: ψ1

(
�1

1

)
= �02 ... 02 1

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

1
. Тодi очевидно,

що Γf11
ψ1−→ Γf10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

2n

1
.

З наступної рiвностi системи (3.2.3), а саме:

f1(∆
Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

02α1α2...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+ qn0 q

n
2f1(∆

Q3

02α1α2...
)

випливає, що iснує афiнне перетворення ψ2, що є композицiєю стиску та па-

ралельного перенесення, таке, що ψ2

(
�02

02

)
= �02 ... 02 02

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

02
i Γf102

ψ2−→ Γf10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

02
.

З f1(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

01α1α2...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+qn0 q

n
2f1(∆

Q3

01α1α2...
) аналогiчними мiр-

куваннями знайдеться таке ψ3, що: ψ3

(
�01

01

)
= �02 ... 02 01

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

01
i вiдповiдно —

Γf101
ψ3−→ Γf10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

2n

01
.

З f1(∆
Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

002α1α2...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+ qn0 q

n
2f1(∆

Q3

002α1α2...
) отримаємо ψ4

таке, що: ψ4

(
�020

002

)
= �02 ... 02 020

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

002
i Γf1002

ψ4−→ Γf10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

002
.

Очевидно, що множину точок Γf1(1) = {(x; f1(x)) : x ∈ [0; ∆Q3

(1)]} можна

подати у виглядi

Γf1(1) = Γf110
∞∪
n=0

Γf10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

1

∞∪
n=0

Γf10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

02

∞∪
n=0

Γf10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

01

∞∪
n=0

Γf10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

002
.

Тодi з афiнної еквiвалентностi вiдповiдних двовимiрних цилiндрiв (i ча-
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стин графiка функцiї f1) випливає

Γf1(1)≡{(x; y) :x∈ [0; ∆Q3

(1)], y=f1(x)} ∼A Γf1(1,2n)≡{(x; f1(x)) :x∈ [0; ∆Q3

0...0︸︷︷︸
2n

(1)
]}.

Iз системи (3.2.3) при i = 2 знайдуться такi ψi, що:

ψ5

(
�1

1

)
= �02 ... 02 1

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

1
i Γf11

ψ5−→ Γf12 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

1
,

ψ6

(
�02

20

)
= �02 ... 02 02

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

20
i Γf120

ψ6−→ Γf12 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

20
,

ψ7

(
�01

21

)
= �02 ... 02 01

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

21
i Γf121

ψ7−→ Γf12 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

21
,

ψ8

(
�020

220

)
= �02 ... 02 020

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

220
i Γf1220

ψ8−→ Γf12 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

220
.

Множину точок Γf1(2) = {(x; f1(x)) : x ∈ (∆Q3

(1); 1]} можна подати у

виглядi

Γf1(2) = Γf112
∞∪
n=0

Γf12 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

1

∞∪
n=0

Γf12 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

20

∞∪
n=0

Γf12 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

21

∞∪
n=0

Γf12 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

220
.

З афiнної еквiвалентностi вiдповiдних двовимiрних цилiндрiв маємо

Γf1(2)≡{(x; y) :x∈(∆Q3

(1); 1], y=f1(x)} ∼A Γf1(2,2n)≡{(x; f1(x)) :x∈(∆Q3

2...2︸︷︷︸
2n

(1)
; 1]}.

2) Зважаючи на лему 3.2.2, очевидно, що варiацiя на множинах Γf1(1) i

Γf1(2) набуватиме однакових значень, тобто Vf1 = V1 + V2 = 2V1, де V1 — це

варiацiя на вiдрiзку
[
0;

q0
1 − q1

]
, а V2 — варiацiя на вiдрiзку

[
q0

1 − q1
; 1

]
.

Обчислимо V1 беручи до уваги твердження 1) теореми 3.2.2 та твердже-

ння 3) теореми 3.2.1:

V1 = K1max −K1min +K2max −K1min + q0q2V1,

де K1max, K1min — це глобальнi максимум та мiнiмум, а K2max – локальний

максимум на цилiндрi ∆Q3

0 , тобто

K2max = ∆Q3

02(1) = q0

(
1 − q2 +

q0q2
1 − q1

)
.

Тодi

(1 − q0q2)V1 =
q0

1 − q1
+ q0

(
1 − q2 +

q0q2
1 − q1

)
− 2

q20
1 − q1

,
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V1 = q0
1 + 1 − q2 − q1 + q1q2 + q0q2 − 2q0

(1 − q0q2)(1 − q1)
=

q0
1 − q0q2

· 1 − q0 + q2(1 − q2)

q0 + q2
.

Таким чином

Vf1 =
2q0(1 − q0 + q2(1 − q2))

(1 − q0q2)(q0 + q2)
.

Iнтегральнi властивостi функцiї

Теорема 3.2.3. Для функцiї f1 має мiсце рiвнiсть

1∫
0

f1(x)dx = q20I0 + q21I1 + q2q0I2 + q0q1,

I0 =
1

1 − q30q2

(
1 + q20 + q21

2
+
q30q

2
2(2q1 + q0)

1 − 2q0q1 − q21
+ q20q1q2 + q21(I01 + q0q2I1)

)
;

I1 =
q0(2q1 + q0)

1 − q21

(
1

2
+

q2
1 − 2q0q1 − q21

)
;

I2 =
q1
(
q0(1 − q1) + q1(I01 + q22I1)

)
1 − q0q32

+
q0q2(2q1 + q0)

1 − q0q32

(
q2
2

+
q0

1 − 2q0q1 − q21

)
;

I01 =
q0 + q1(1 − q1) + 1

2q2

1 − q21
+

q20q2(2q1 + q0)

(1 − q21)(1 − 2q0q1 − q21)
.

Доведення. Беручи до уваги теорему 3.2.2, очевидно, що

1∫
0

f1(x)dx = q20

q0∫
0

f1(x)dx+ q21

q0+q1∫
q0

f1(x)dx+ q2q0

1∫
q0+q1

f1(x)dx+ q0q1.

Для обчислення iнтеграла скористаємось властивiстю афiнної еквiва-

лентностi частин графiка Γf1 функцiї f1 i розглянемо наступнi множини

точок:

Γf11 = {(x; y) : x ∈ [q0; q0 + q1], y = f1(x)},

Γf10 = {(x; y) : x ∈ [0; q0], y = f1(x)},

Γf101 = {(x; y) : x ∈ [q20; q0(q0 + q1)], y = f1(x)},

Γf12 = {(x; y) : x ∈ [q0 + q1; 1], y = f1(x)}.
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Обчислимо iнтеграли на вказаних множинах точок, а саме:
q0+q1∫
q0

f1(x)dx = q1q0 +
1

2
q20 + q0q2

2q0q1 + q20
1 − 2q0q1 − q21

+ q21

q0+q1∫
q0

f1(x)dx,

Позначимо
q0+q1∫
q0

f1(x)dx ≡ I1, тодi

I1=
q0

1 − q21

(
q1+

1

2
q0+

q0q2(2q1 + q0)

1 − 2q0q1 − q21

)
=
q0(2q1 + q0)

1 − q21

(
1

2
+

q2
1 − 2q0q1 − q21

)
.

Нехай I01 ≡
q0(q0+q1)∫

q20

f1(x)dx, тодi

I01 = q0(q0 + q1 + q2) + q1(q0 + q2) + q0q2
q0(2q1 + q0)

1 − 2q0q1 − q21
+

1

2
q22 + q21I01,

(1 − q21)I01 = q0 + q1(1 − q1) + 0, 5q2 + q20q2
2q1 + q0

1 − 2q0q1 − q21
,

I01 =
q0 + q1(1 − q1) + 1

2q2

1 − q21
+

q20q2(2q1 + q0)

(1 − q21)(1 − 2q0q1 − q21)
.

Нехай I0 ≡
q0∫
0

f1(x)dx, тодi

I0 = q0(q0 + q1 + q2) + q1(q0 + q2) + 0, 5q22 + q21I01 + q20q1q2+

+q20q
2
2

(2q1 + q0)q0
1 − 2q0q1 − q21

+ q0q
2
1q2I1 + q30q2I0,

(1 − q30q2)I0 = q0 + q1(1 − q1) +
1

2
(1 − q0 − q1)

2 + q21 + q20q1q2+

+q21(I01 + q0q2I1) +
q30q

2
2(2q1 + q0)

1 − 2q0q1 − q21
,

I0 =
1

1 − q30q2

(
1 + q20 + q21

2
+
q30q

2
2(2q1 + q0)

1 − 2q0q1 − q21

)
+
q20q1q2 + q21(I01 + q0q2I1)

1 − q30q2
.

Позначимо I2 ≡
1∫

q0+q1

f1(x)dx.

I2 = q0(q0 + q1 + q2) + q1(q0 + q2) + q21I21 +
q2q

2
0(2q1 + q0)

1 − 2q0q1 − q21
+
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+
q20q

2
2

2
+ q0q1q

2
2 + q22q

2
1I1 + q0q

3
2I2,

(1− q0q
3
2)I2 = q0q1(1− q1) + q21(I21 + q22I1) + q0q

2
2(0, 5q0 + q1) +

q20q2(2q1 + q0)

1 − 2q0q1 − q21
,

I2=
q1

1 − q0q32

(
q0(1−q1) + q1(I21+q22I1)

)
+
q0q2(2q1+q0)

1−q0q32

(
q2
2

+
q0

1−2q0q1−q21

)
.

де очевидно, що I01 ≡ I21, тодi

I2=
q1

1 − q0q32

(
q0(1−q1) + q1(I01+q22I1)

)
+
q0q2(2q1+q0)

1−q0q32

(
q2
2

+
q0

1−2q0q1−q21

)
.

Тодi
1∫

0

f1(x)dx = q20I0 + q21I1 + q2q0I2 + q0q1.

Що i треба було довести.

Наслiдок 3.2.2. При q0 = q2 для функцiї f1 має мiсце рiвнiсть

1∫
0

f1(x)dx =
q0(1 − q0)(1 + q40)

1 − q40
+

(1 − q0)
2

1 + q20

(
1

1 − q20
+
q21(1 + q0)

2(1 + q1)

)
.

Наслiдок 3.2.3. Якщо q0 = q2 = 1
3, то для функцiї f1 має мiсце рiв-

нiсть
1∫
0

f1(x)dx = 3
10 .

Властивостi множин рiвнiв функцiї

Означення 3.2.1. Множиною рiвня y0 функцiї f називається множина

f−1(y0) = {x : f(x) = y0}.

Лема 3.2.5. Множина f−1
1 (y0) є:

1) злiченною, якщо y0 = ∆Q3

(02);

2) скiнченною, якщо y0 ̸= ∆Q3

(02).
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Доведення. Дiйсно, використовуючи означення функцiї f1 очевидно, що

x1 = ∆Q3

(02) → ∆Q3

(02) = y0, x2 = ∆Q3

0(02) → ∆Q3

(02) = y0, x3 = ∆Q3

00(02) → ∆Q3

(02) =

y0, ..., xk+1 = ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

(02)
→ ∆Q3

(02) = y0 i т.д..

Оскiльки k довiльне натуральне число, то очевидно, що множина рiвня

y0 = ∆Q3

(02) функцiї f1 є злiченною.

Для значень y0 ̸= ∆Q3

(02) твердження 2) є очевидним, оскiльки ∆Q3

(02) =

f1(∆
Q3

(0)) = f1(∆
Q3

(2)), а для значення аргумента ∆Q3

(0) ̸= x ̸= ∆Q3

(2) «стабi-

лiзацiя» визначення цифр вiдбувається за рахунок неперервностi функцiї

f1.

Наслiдок 3.2.4. Множина f−1
1 (y0) є:

а) порожньою, якщо y0 ∈ [0; ∆Q3

0(1)) ∪ (∆Q3

(1); 1];

b) одноточковою, якщо y0 = ∆Q3

(1);

c) скiнченною i складається бiльше нiж з однiєї точки, якщо

y0 ∈ [∆Q3

0(1); ∆Q3

(02)) ∪ (∆Q3

(02); ∆Q3

(1)).

Доведення. Випадки а), b) i с) випливають з леми 3.2.5 та теореми 3.2.1.

3.3. Функцiї з одним нескiнченним рiвнем

Очевидно, що функцiя f1 ∈ P1s ⊂ Pc, де P1s — клас функцiй, якi за-

довольняють умову 3) γn(c1, c2, . . . , cn) = γn(2 − c1, 2 − c2, . . . , 2 − cn) для

довiльного набору цифр (c1, c2, . . . , cn), n ∈ N.

Теорема 3.3.1. Клас функцiй P1s є злiченним, причому його пiдмно-

жина функцiй, якi мають лише один нескiнченний рiвень теж злiченна.

Доведення. Вкажемо нескiнченну пiдмножину функцiй з класу Pc, для

яких має мiсце рiвнiсть 3). Тобто це функцiї для яких має мiсце рiвнiсть

f(x) = f(I(x)). Очевидно, що γ1 = 1 ⇔ α1 = 1 i γ1(0) = γ1(2) = i ∈ {0, 2}.
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Тодi друга цифра може бути довизначена чотирма рiзними способами, а

саме:

γ2 =



1 ⇔ α2 = 1,

ϕ2(0, 0) = ϕ2(2, 2) =

 i,
2 − i,

ϕ2(0, 2) = ϕ2(2, 0) = i,

ϕ2(1, 0) = ϕ2(1, 2) = 2 − i,ϕ2(0, 2) = ϕ2(2, 0) = 2 − i,

ϕ2(1, 0) = ϕ2(1, 2) = i.

Як i при доведеннi теореми 3.1.1 очевидно, що вибiр цифри γ3 ди-

ктується неперервнiстю функцiї f i є варiанти для вибору лише набо-

рiв ϕ3(0, 0, 0) i ϕ3(2, 2, 2), якi в даному випадку рiвнi, тобто ϕ3(0, 0, 0) =

ϕ3(2, 2, 2) = i ∈ {0, 2}. Тому цифру γ3 можна однозначно довизначити 8

рiзними способами i т.д..

Тодi цифру γn можна довизначити 2n способами, де n ∈ N , тому мно-

жина функцiй з класу P1s є злiченною.

Доведемо, що функцiї f ∈ P1s мають не бiльше одного нескiнченного

рiвня.

Зважаючи на вище сказане, розглянемо ϕn(0, . . . , 0) = ϕn(2, . . . , 2) = i,

де i ∈ {0, 2}. Тодi можливi випадки:

а) якщо має мiсце ϕ2(0, 0) = ϕ3(0, 0, 0) = . . . = ϕn(0, . . . , 0) = . . . = i, то

f є «лiнiйно-iнверсною» (а саме: при i = 0 на вiдрiзку [0,∆Q3

(1)] функцiя f

є лiнiйною, а на вiдрiзку [∆Q3

(1), 1] — f є «iнверсною»; при i = 2 навпаки),

тобто множина f−1(y0) складається не бiльш нiж з двох точок для всiх y0;

б) якщо мають мiсце наступнi рiвностi ϕ2(0, 0) = ϕ3(0, 0, 0) = . . . =

ϕk−1(0, . . . , 0) = i i ϕk(0, . . . , 0) = . . . = ϕk+j(0, . . . , 0) = . . . = 2 − i, то

функцiя f є на двох вiдрiзках лiнiйною i на двох — «iнверсною». В цьому

випадку множина f−1(y0) складається не бiльш нiж з чотирьох точок для
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всiх y0;

в) якщо на скiнченнiй кiлькостi мiсць у довiльному порядку для наборiв

(0, . . . , 0) виконується γk(0, . . . , 0) = i, а всi решта — γj(0, . . . , 0) = 2 − i,

де k ̸= j, k, j ∈ N , то очевидно, що довiльний рiвень функцiї f є скiнчен-

ним, бо вона буде складатися iз скiнченної кiлькостi промiжкiв зростання

i скiнченної кiлькостi промiжкiв спадання;

г) нехай цифри γ1, γ2, ... , γk−1 для наборiв (0, . . . , 0) i (2, . . . , 2) визна-

ченi, а решта визначаються рiвностями:

ϕk(0, ..., 0) = . . . = ϕk+2j(0, ..., 0) = . . . = i,

ϕk+1(0, . . . , 0) = . . . = ϕk+2j+1(0, . . . , 0) = . . . = 2 − i, де j ∈ N.

Тодi при k = 1 та i = 0 отримаємо вище дослiджену функцiю f1, яка

має один нескiнченний рiвень y0 = ∆Q3

(02). Якщо k = 1 та i = 2, то отрима-

ємо функцiю графiк якої симетричний до графiка вище вивченої функцiї

вiдносно прямої y = ∆Q3

(1), тобто один нескiнченний рiвень буде знаходитись

у точцi y0 = ∆Q3

(20).

Очевидно, що для k > 1 функцiї також матимуть лише по одному не-

скiнченному рiвню у точках виду: y0 = ∆Q3

γ1γ2...γk−1(02)
або y0 = ∆Q3

γ1γ2...γk−1(20)
,

де γt ∈ {0, 2}, t = 1, k − 1.

А оскiльки k ∈ N та вибiр перших наборiв γt(0, . . . , 0) = γt(2, . . . , 2) ∈
{0, 2}, де t = 1, k − 1, довiльний, то множина всiх функцiй, якi мають один

нескiнченний рiвень є злiченною.

Зауважимо, що iснують функцiї f з класу Pc, якi не належать P1s i ма-

ють один нескiнченний рiвень. Це функцiї, у яких для наборiв (0, 0), . . . ,

(0, . . . , 0) виконується випадок г), а для наборiв (2, 2), . . . , (2, . . . , 2) вико-

нується один з випадкiв а)-в) або навпаки. Очевидно, що клас P1 ⊂ Pc

функцiй, якi мають один нескiнченний рiвень, теж злiченний.



98

3.4. Властивостi «модельної» функцiї з двома нескiнченними

рiвнями

Розглянемо ще один приклад — функцiю g.

Доозначимо цифри γn функцiї g наступним чином. Нехай {0, 2} ∋ i —

фiксований параметр. Покладемо:

1) γ1 = α1, причому якщо α1 = 1, то γ1+r = α1+r, r ∈ N i

g(∆Q3

(0)) = ∆Q3

(02) та g(∆Q3

(2)) = ∆Q3

(20);

2) якщо α1 = . . . = αm = i i αm+1 = 2 − i, то

γm+1+r =

αm+1+r, якщо m− непарне,

2 − αm+1+r, якщо m− парне;

3) якщо α1 = ... = αm = i, αm+1 = ... = αm+k = 1 i αm+k+1 = 2 − i, то

γm+k+1+r =

αm+k+1+r при m = 2t+ 1,

2 − αm+k+1+r при m = 2t;
якщо ж αm+k+1 = i, то

γm+k+1+r =

 2 − αm+k+1+r при m = 2t+ 1,

αm+k+1+r при m = 2t,

де m, k, r, t ∈ N.

Перевiримо коректнiсть задання функцiї g. Очевидно, що функцiя g

коректно визначена в Q3 – iррацiональних точках, залишається перевiрити

в Q3 – рацiональних точках, тобто точках, що мають по два зображення.

Розглянемо випадок 1). Тодi

g(∆Q3

1α2...αn(0)
) = ∆Q3

1α2α...αn(0)
≡ ∆Q3

1α2...[αn−1](2) = g(∆Q3

1α2...[αn−1](2)).

У випадку 2) очевидно, що x ∈ ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
k

[2−i], тодi

g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2k+1

[2−i]α2k+3...αn(0)
) = ∆Q3

i[2 − i] . . . [2 − 1]i︸ ︷︷ ︸
2k+1

[2−i]α2k+3...αn(0)
≡

≡ ∆Q3

i[2 − i] . . . [2 − 1]i︸ ︷︷ ︸
2k+1

[2−i]α2k+3...[αn−1](2)
= g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2k+1

[2−i]α2k+3...[αn−1](2)
),

g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2k

[2−i]α2k+2...αn(0)
) = ∆Q3

i[2 − i] . . . i[2 − 1]︸ ︷︷ ︸
2k

i[2−α2k+2]...[2−αn](2)
≡
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≡ ∆Q3

i[2 − i] . . . i[2 − 1]︸ ︷︷ ︸
2k

i[2−α2k+2]...[3−αn](0)
= g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2k

[2−i]α2k+2...[αn−1](2)
).

У випадку 3) x ∈ ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
k

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
t

j
та

g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2k+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
t

[2−i]αr1
...αn(0)

) = ∆Q3

i[2 − i] . . . [2 − 1]i︸ ︷︷ ︸
2k+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
t

[2−i]αr1
...αn(0)

≡

≡ ∆Q3

i[2 − i] . . . [2 − 1]i︸ ︷︷ ︸
2k+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
t

[2−i]αr1
...[αn−1](2)

= g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2k+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
t

[2−i]αr1
...[αn−1](2)

),

g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2k

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
t

[2−i]αr1
...αn(0)

) = ∆Q3

i[2 − i] . . . i[2 − 1]︸ ︷︷ ︸
2k

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
t

i[2−αr1
]...[2−αn](2)

≡

≡ ∆Q3

i[2 − i] . . . i[2 − 1]︸ ︷︷ ︸
2k

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
t

i[2−αr1
]...[3−αn](0)

= g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2k

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
t

[2−i]αr1
...[αn−1](2)

).

З iншого боку

g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2k+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
t

iαr1
...αn(0)

) = ∆Q3

i[2 − i] . . . [2 − 1]i︸ ︷︷ ︸
2k+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
t

[2−i][2−αr1
]...[2−αn](2)

≡

≡ ∆Q3

i[2 − i] . . . [2 − 1]i︸ ︷︷ ︸
2k+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
t

[2−i][2−αr1
]...[3−αn](0)

= g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2k+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
t

iαr1
...[αn−1](2)

),

g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2k

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
t

iαr1
...αn(0)

) = ∆Q3

i[2 − i] . . . i[2 − 1]︸ ︷︷ ︸
2k

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
t

iαr1
...αn(0)

≡

≡ ∆Q3

i[2 − i] . . . i[2 − 1]︸ ︷︷ ︸
2k

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
t

iαr1
...[αn−1](2)

= g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2k

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
t

iαr1
...[αn−1](2)

).

Отже, функцiя g коректно задана.

Очевидно, що g ∈ P . Перевiримо чи g ∈ Pc.

Нехай x0 ∈ [0; 1] є Q3 – iррацiональною точкою. Тодi для довiльного

числа x ∈ [0; 1] iснує такий номер k = k(x), що αi(x) = αi(x0) при i < k i

αk(x) ̸= αk(x0).

Оскiльки умова x→ x0 рiвносильна умовi k → ∞, то

|g(x) − g(x0)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
i=k

βγi(x)

i−1∏
j=1

qγj(x) −
∞∑
i=k

βγi(x0)

i−1∏
j=1

qγj(x0)

∣∣∣∣∣ 6
k−1∏
j=1

qγj 6

6 (max{q0, q1, q2})k−1 → 0 (k → ∞).

Неперервнiсть в Q3 – рацiональних точках доводиться аналогiчним чином.
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Лема 3.4.1. Для так означеної функцiї g має мiсце рiвнiсть

g(I(x)) = I(g(x)).

Доведення. Iз означення функцiї g для i, j ∈ {0, 2} випливають насту-

пнi спiввiдношення:

g(∆Q3

1α1...αn...
) = ∆Q3

1α1...αn...
,

g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

[2−i]α2m+3...α2m+3+n...
) = ∆Q3

i[2 − i] . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

[2−i]α2m+3...α2m+3+n...
,

g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m

[2−i]α2m+2...α2m+2+n...
) = ∆Q3

i[2 − i] . . . i[2 − i]︸ ︷︷ ︸
2m

i[2−α2m+2]...[2−α2m+2+n]...
,

(3.4.1)

g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

jαr1
...αrn ...

) = ∆Q3

i[2 − i] . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

[2−i]
[
j+(−1)[

j
2 ]αr1

]
...

[
j+(−1)[

j
2 ]αrn

]
...

,

g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

jαr1
...αrn ...

) = ∆Q3

i[2−i]...[2−i]︸ ︷︷ ︸
2m

1...1︸︷︷︸
k

i

[
j+(−1)[

j
2 ]αr1

]
...

[
j+(−1)[

j
2 ]αrn

]
...

.

Перевiримо, чи виконується рiвнiсть g(I(x)) = I(g(x)) для всiх вище

вказаних п’яти спiввiдношень:

g(I(∆Q3

1α1...αn...
)) = g(∆Q3

1[2−α1]...[2−αn]...
) = ∆Q3

1[2−α1]...[2−αn]...
,

I(g(∆Q3

1α1...αn...
)) = ∆Q3

1[2−α1]...[2−αn]...
;

g(I(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

[2−i]α2m+3...α2m+3+n...
)) = g(∆Q3

[2−i]...[2−i]︸ ︷︷ ︸
2m+1

i[2−α2m+3]...[2−α2m+3+n]...
) =

= ∆Q3

[2 − i]i . . . [2 − i]︸ ︷︷ ︸
2m+1

i[2−α2m+3]...[2−α2m+3+n]...
,

I(g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

[2−i]α2m+3...α2m+3+n...
)) = I(∆Q3

i[2 − i] . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

[2−i]α2m+3...α2m+3+n...
) =

= ∆Q3

[2 − i]i . . . [2 − i]︸ ︷︷ ︸
2m+1

i[2−α2m+3]...[2−α2m+3+n]...
;

g(I(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m

[2−i]α2m+2...α2m+2+n...
)) = g(∆Q3

[2 − i] . . . [2 − i]︸ ︷︷ ︸
2m

i[2−α2m+2]...[2−α2m+2+n]...
) =

= ∆Q3

[2 − i]i . . . [2 − i]i︸ ︷︷ ︸
2m

[2−i]α2m+2...α2m+2+n...
,
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I(g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m

[2−i]α2m+2...α2m+2+n...
)) = I(∆Q3

i[2−i] . . . i[2−i]︸ ︷︷ ︸
2m

i[2−α2m+2]...[2−α2m+2+n]...
) =

= ∆Q3

[2 − i]i . . . [2 − i]i︸ ︷︷ ︸
2m

[2−i]α2m+2...α2m+2+n...
;

g(I(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

jαr1
...αrn ...

)) = g(∆Q3

[2−i] . . . [2−i]︸ ︷︷ ︸
2m+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

[2−j][2−αr1
]...[2−αrn ]...

) =

= ∆Q3

[2 − i]i . . . [2 − i]︸ ︷︷ ︸
2m+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

i

[
j+(−1)[

j
2 ][2−αr1

]

]
...

[
j+(−1)[

j
2 ][2−αrn ]

]
...

,

I(∆Q3

i[2 − i]...i︸ ︷︷ ︸
2m+1

1...1︸︷︷︸
k

[2−i]
[
j+(−1)[

j
2 ]αr1

]
...

[
j+(−1)[

j
2 ]αrn

]
...

) =

= ∆Q3

[2 − i]i...[2 − i]︸ ︷︷ ︸
2m+1

1...1︸︷︷︸
k

i

[
2−j−(−1)[

j
2 ]αr1

]
...

[
2−j−(−1)[

j
2 ]αrn

]
...

,

причому j + (−1)[
j
2 ][2 − αrn] − 2 + j + (−1)[

j
2 ]αrn = 2(j + (−1)[

j
2 ] − 1) = 0,

бо j ∈ {0, 2}, тобто j + (−1)[
j
2 ][2 − αrn] = 2 − j − (−1)[

j
2 ]αrn. Тодi

g(I(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

jαr1
...αrn ...

)) = g(∆Q3

[2−i] . . . [2−i]︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

[2−j][2−αr1
]...[2−αrn ]...

) =

= ∆Q3

[2 − i]i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

[2−i]
[
j+(−1)[

j
2 ][2−αr1

]

]
...

[
j+(−1)[

j
2 ][2−αrn ]

]
...

,

I(∆Q3

i[2 − i] . . . [2 − i]︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

i

[
j+(−1)[

j
2 ]αr1

]
...

[
j+(−1)[

j
2 ]αrn

]
...

) =

= ∆Q3

[2 − i]i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

[2−i]
[
2−j−(−1)[

j
2 ]αr1

]
...

[
2−j−(−1)[

j
2 ]αrn

]
...

.

Отже, для всiх чисел з [0; 1] має мiсце рiвнiсть g(I(x)) = I(g(x)).

Наслiдок 3.4.1. Якщо q0 = q2 = 1
3, то

1∫
0

g(x)dx = 1
2 .

Лема 3.4.2. У класi Pc функцiональне рiвняння

f(I(x)) = I(f(x)), x ∈ [0; 1],

за умов f(∆Q3

(0))=∆Q3

(02) i f(∆Q3

(2))=∆Q3

(20) має єдиний розв’язок—функцiю g.

Доведення. Зважаючи на лему 3.4.1 та задання функцiї g очевидно, що

вона є розв’язком.
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Припустимо, що в множинi Pc iснує функцiя ψ вiдмiнна вiд g, яка за-

довольняє умови твердження. Тобто iснують такi точки x0 = ∆Q3
c1c2...cn...

, що

y0 = ψ(x0) ̸= g(x0) = y1. Тодi для кожного такого числа x0 iснує наймен-

ше натуральне k таке, що h = αk(y0) ̸= αk(y1) = l, причому h ̸= 1 ̸= l,

h, l ∈ {0, 2} i αj(y0) = αj(y1) при j < k. Виберемо серед них таке x0, для

якого k є найменшим. Якщо таких є не одне x0, то вiзьмемо те з них, для

якого число h буде найменшим.

З того, що αj(y0) = αj(y1) при j < k випливає, що y0 та y1 належать

деякому цилiндру ∆Q3

c′1c
′
2...c

′
k−1

.

Нехай h < l. Зi сказаного вище випливає, що h = 0, l = 2. Тодi iснує то-

чка x1 < x0, тобто x1 ∈ ∆Q3

c1c2...ck−1[ck−1]. Враховуючи попереднi мiркування,

розглянемо рiзнi Q3 – рацiональнi значення:

x0 ≡ ∆Q3

c1c2...ck−1ck(0)
= ∆Q3

c1c2...ck−1[ck−1](2) ≡ x1.

При доведеннi коректностi задання функцiї g було показано її непе-

рервнiсть в Q3 – рацiональних точках. Функцiя ψ в точках x0 i x1 набуває

значень:

y0 = ψ(x0) = ∆Q3

c′1c
′
2...c

′
k−1hτ1τ2...τn...

= ∆Q3

c′1c
′
2...c

′
k−10τ1τ2...τn...

,

y∗0 = ψ(x1) = ∆Q3

c′1c
′
2...c

′
k−1ds1s2...sn...

,

де d ∈ A3, a τi, si ∈ {0, 2}, i ∈ N . Якщо для всiх i виконуються умови

τi = 2, si = 0 i d = 1, то функцiя ψ спiвпадає з g, що суперечить припу-

щенню. Якщо послiдовностi (τn) та (sn) довiльнi вiдмiннi вiд попереднього

випадку або d ̸= 1, то функцiя ψ — розривна. Тому ψ ̸∈ Pc, що суперечить

припущенню.

Якщо h > l, тобто h = 2 i l = 0. То числа y0 i y∗0 рiвнi тодi i тiльки

тодi, коли для всiх i виконуються умови τi = 0, si = 2 та d = 1. В цьому

випадку ψ спiвпадає з g, що суперечить припущенню. Для решти значень

d, (τn), (sn) отримаємо розривну функцiю, тобто ψ ̸∈ Pc.

Отриманi протирiччя доводять твердження.
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Теорема 3.4.1. Функцiя g має властивостi:

1) нескiнченну множину промiжкiв зростання та спадання;

2) при q0 = q2 є кусково-лiнiйною, а при q0 ̸= q2 — сумiшшю сингуляр-

ної i кусково-лiнiйної;

3) графiк функцiї g складається з афiнно-еквiвалентних множин то-

чок i є «симетрично-подiбним» вiдносно точки (∆Q3

(1); ∆Q3

(1));

4) має два нескiнченнi рiвнi: y0 = ∆Q3

(02) та y′0 = ∆Q3

(20).

Доведення. 1) Розглянемо рiвностi системи (3.4.1). З першої рiвностi

очевидно, що при α1 = 1 всi цифри γi однозначно визначаються, причому

γi = αi, i ∈ N . Тобто на вiдрiзку [∆Q3

1(0); ∆Q3

1(2)] функцiя g лiнiйна зростаюча.

Iз рiвностей

g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

[2−i]α2m+3...α2m+3+n...
) = ∆Q3

i[2 − i] . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

[2−i]α2m+3...α2m+3+n...
,

g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

[2−i]αr1
...αrn ...

) = ∆Q3

i[2 − i] . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

[2−i]αr1
...αrn ...

,

g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

iαr1
...αrn ...

) = ∆Q3

i[2 − i] . . . i︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

iαr1
...αrn ...

,

випливає, що функцiя g лiнiйна на цилiндрах виду: ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

2
, ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+1

0
,

∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2
, ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
, ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
та ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2
, тобто на

вiдрiзках [∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
; ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

(1)
] та [∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m

(1)
; ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
], де 0 6 m ∈ N .

Оскiльки m — довiльне невiд’ємне число, то g має нескiнченну кiлькiсть

промiжкiв зростання.

Iз рiвностей системи (3.4.1), а саме:

g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m

[2−i]α2m+2...α2m+2+n...
) = ∆Q3

i[2 − i] . . . i[2 − i]︸ ︷︷ ︸
2m

i[2−α2m+2]...[2−α2m+2+n]...
,

g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

[2−i]αr1
...αrn ...

) = ∆Q3

i[2 − i] . . . i[2 − i]︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

i[2−αr1
]...[2−αrn ]...

,

g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

iαr1
...αrn ...

) = ∆Q3

i[2−i]...[2−i]i︸ ︷︷ ︸
2m+1

1...1︸︷︷︸
k

[2−i][2−αr1
]...[2−αrn ]...

,
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випливає, що на цилiндрах ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

2
, ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m

0
, ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2
, ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
,

∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
, ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2
вiдбувається iнверсiя цифр Q3 – зображен-

ня аргумента. Тобто на [∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+2

(1)
; ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
] та [∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
; ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+2

(1)
], де

0 6 m ∈ N , для i ∈ {0, 2} мають мiсце рiвностi

g(∆Q3

i...i︸︷︷︸
2m+1

α2m+2...α2m+n...
) = qm+1

i qm[2−i]I


∆Q3

i...i︸︷︷︸
2m+1

α2m...α2m+n...

q2m+1
i

+∆Q3

i[2−i]...[2−i]i︸ ︷︷ ︸
2m+1

(0)
,

(3.4.2)

звiдки випливає, що g — монотонно спадна на вказаних вiдрiзках.

Оскiльки m — довiльне невiд’ємне число, то g має нескiнченну множину

промiжкiв спадання.

2) Зважаючи на доведення пункту 1) теореми 3.4.1 та властивостi iн-

версора I(x) (в роздiлi 2 було доведено, що це монотонно спадна, крiм того

сингулярна при q0 ̸= q2 i лiнiйна при q0 = q2 функцiя), можна зробити

висновок, що при q0 = q2 функцiя g є нескiнченно кусково-лiнiйною, а при

q0 ̸= q2 — сумiшшю сингулярної та кусково-лiйної.

3) Iз доведення пункту 1) теореми 3.4.1 випливає афiнна еквiвалентнiсть

множин точок, а саме:

ψ1

(
�i[2−i]
i[2−i]

)
= �i[2−i]...i[2−i]

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

[2−i] ⇒ Γgi[2−i] ∼
A

Γgi . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

[2−i],

ψ2

(
�i[2−i]i
ii[2−i]

)
= �i[2−i]...[2−i]i

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m

[2−i] ⇒ Γgii[2−i] ∼
A

Γgi . . . i︸ ︷︷ ︸
2m

[2−i],

ψ3

�
i1...1︸︷︷︸

k

[2−i]

i1...1︸︷︷︸
k

[2−i]

 = �
i[2−i]...i1...1︸︷︷︸

k

[2−i]

i...i︸︷︷︸
2m+1

1...1︸︷︷︸
k

[2−i] ⇒ Γg
i1...1︸︷︷︸

k

[2−i] ∼
A

Γgi...i︸︷︷︸
2m+1

1...1︸︷︷︸
k

[2−i],

ψ4

�
i[2−i]1...1︸︷︷︸

k

i

ii1...1︸︷︷︸
k

[2−i]

 = �
i[2−i]...i[2−i]1...1︸︷︷︸

k

i

i...i︸︷︷︸
2m

1...1︸︷︷︸
k

[2−i] ⇒ Γg
ii1...1︸︷︷︸

k

[2−i] ∼
A

Γgi...i︸︷︷︸
2m

1...1︸︷︷︸
k

[2−i],
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ψ5

�
i1...1︸︷︷︸

k

[2−i]

i1...1︸︷︷︸
k

i

 = �
i[2−i]...i1...1︸︷︷︸

k

[2−i]

i...i︸︷︷︸
2m+1

1...1︸︷︷︸
k

i
⇒ Γg

i1...1︸︷︷︸
k

i
∼A Γgi...i︸︷︷︸

2m+1

1...1︸︷︷︸
k

i
,

ψ6

�
i[2−i]1...1︸︷︷︸

k

i

ii1...1︸︷︷︸
k

i

 = �
i[2−i]...i[2−i]1...1︸︷︷︸

k

i

i...i︸︷︷︸
2m

1...1︸︷︷︸
k

i
⇒ Γg

ii1...1︸︷︷︸
k

i
∼A Γgi...i︸︷︷︸

2m

1...1︸︷︷︸
k

i
,

де Γgc1...cn — графiк функцiї g на цилiндрi ∆Q3
c1...cn

, ∼A — знак афiнної еквiва-

лентностi, ψi — деякi афiннi перетворення.

4) Нехай i ∈ {0, 2}. Oчевидно, що x1 = ∆Q3

(i[2−i]) → ∆Q3

(i[2−i]) = y0, x2 =

∆Q3

ii(i[2−i]) → ∆Q3

(i[2−i]) = y0, ..., xn = ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n−1

(i[2−i]) → ∆Q3

(i[2−i]) = y0 i т.д..

Оскiльки n довiльне натуральне число, то множини рiвнiв y0 = ∆Q3

(02) i

y′0 = ∆Q3

(20) функцiї g є нескiнченними.

Виходячи з означення функцiї g множина f−1(y0) при умовах y0 ̸= ∆Q3

(02)

i y0 ̸= ∆Q3

(20) є скiнченною.

Наслiдок 3.4.2. Функцiя g лiнiйна на вiдрiзках [∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
; ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

(1)
]

та [∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m

(1)
; ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
], де 0 6 m ∈ N , а на [∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+2

(1)
; ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
] та

[∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
; ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+2

(1)
] — монотонно спадна i має аналiтичний вираз (3.4.2).

3.5. Функцiї з двома нескiнченними рiвнями

Теорема 3.5.1. В класi Pc iснує злiченна пiдмножина P2 функцiй, якi

мають два нескiнченнi рiвнi. Не iснує функцiй з класу Pc, якi мають

бiльше нiж два нескiнченнi рiвнi.

Доведення. Оскiльки γ1 = 1 ⇔ α1 = 1, то як зазначалось при доведен-

нi теореми 3.1.1, γ1 може бути довизначена 4 рiзними способами, а саме:

можливi чотири випадки локальної структури графiка (малюнок 1).

Поведiнка функцiї на цилiндрах ∆Q3

02 , ∆Q3

20 , ∆Q3

10 i ∆Q3

12 детермiнована

неперернiстю функцiї та умовою 1). Тому «степiнь свободи» для визначе-

ння γ2 iснує на цилiндрах ∆Q3

00 i ∆Q3

22 . Аналогiчно для цифри γ3 — «степiнь
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0 1

1

2 7

2, 0

2

2, 3

x

y

0 1

1

3 7

0, 2

3

0, 1

свободи» iснує на цилiндрах ∆Q3

000 i ∆Q3

222 i т.д.

Використовуючи мiркування, як i при доведеннi теореми 3.3.1, можемо

стверджувати, що у випадку, коли графiк функцiї f мiстить фрагменти

Γ1, Γ2 або скiнченну кiлькiсть фрагментiв Γ0, Γ3 («на n – кроцi наближе-

ння до графiка функцiї»), то множина f−1(y0) є скiнченною для всiх y0. I

лише у випадку, коли починаючи з деякого номера для наборiв (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

),

(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k+1

), ... i (2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
t

), (2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
t+1

), ... (k ̸= t або k = t i iснує номер l < k,

l < t такий, що γl(0, . . . , 0) ̸= γl(2, . . . , 2)) нескiнченну кiлькiсть разiв чер-

гуються фрагменти Γ0 i Γ3, то графiк функцiї має два нескiнченнi рiвнi.

Друга частина твердження є наслiдком того, що нескiнченний рiвень

можна отримати лише для значень y0 ≡ f(0) i y1 ≡ f(1), оскiльки для

iнших значень x визначення цифр значення функцiї f детермiноване її

неперервнiстю.
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Висновки до роздiлу 3

Цей роздiл присвячений класу Pc ⊂ P неперервних функцiй на [0; 1], що

зберiгають цифру 1 у Q3 – зображеннi чисел. У ньому встановлено масив-

нiсть окремих класiв неперервних функцiй з Pc. У п. 3.1 доведено, що клас

Pc неперервних функцiй є злiченним, а в ньому iснує лише двi строго мо-

нотоннi функцiї, якi є бiєктивними вiдображеннями (перетвореннями [0; 1]

на себе) — це тотожне перетворення та iнверсор. Доведено, що злiченними

є також множини:

— неперервних функцiй, всi рiвнi яких скiнченнi;

— неперервних функцiй з одним нескiнченним рiвнем;

— неперервних функцiй з двома нескiнченними рiвнями.

Доведено, що не iснує функцiй, якi мають бiльше двох нескiнченних рiвнiв.

Основна увага в цьому роздiлi придiлена двом модельним представни-

кам класу Pc, що мають один та два нескiнченнi рiвнi вiдповiдно.

Пiдроздiл 3.2 присвячений функцiї f1 з класу Pc, яка при заданому Q3

– зображеннi з умовою q0 ̸= q2 є сумiшшю сингулярної та кусково-лiнiйної,

«симетрично-подiбною» i має один нескiнченний рiвень. Її лебегiвськi та

екстремальнi властивостi розкриває теорема 3.2.1, структурнi та варiацiйнi

— теорема 3.2.2, iнтегральнi — теорема 3.2.3. Факт «симетрично-подiбностi»

функцiї f1 є наслiдком рiвностi f1(x) = f1(I(x)), де I(x) – iнверсор цифр

Q3 – зображення числа.

Пункт 3.4 присвячений модельному прикладу функцiї g класу Pc з дво-

ма нескiнченними рiвнями, яка задовольняє рiвнiсть g(I(x)) = I(g(x)).

Тут доведено, що при q0 ̸= q2 вона є сингулярною на промiжках спадання

i лiнiйною на промiжках зростання.

Результати цього роздiлу опублiковано у роботi [5a] i доповiдались на

конференцiях [14a, 16a, 17a].
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РОЗДIЛ 4

НЕСКIНЧЕННО-СИМВОЛЬНI КОДУВАННЯ ДIЙСНИХ

ЧИСЕЛ, ЩО Є МОДИФIКАЦIЯМИ ТРИСИМВОЛЬНИХ

У роботах Працьовитого М. В. [81], Гончаренко Я. В. та Лисенко I. М. [21]

розглядається наступний спосiб перекодування двосимвольного зображен-

ня дробової частини дiйсного числа (а саме: класичного двiйкового та Q2

– зображення числа):

[x] = ∆Q2

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a1

01 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

01 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a3

0...
= ∆q∞0

a1a2a3...
, an ∈ Z0,

засобами нескiнченно-символьного алфавiту A = Z0, яке називається q∞0

– зображенням. Воно, залишившись за змiстом Q2 – представленням, за

формою є нескiнченно-символьним зображенням. Вказане перекодування

встановлює тiсний зв’язок систем зображення чисел зi скiнченними та не-

скiнченними алфавiтами. Кожне число x ∈ [0; 1) має єдине q∞0 – зображе-

ння ∆
q∞0
a1a2...an.... q∞0 – зображення має N – самоподiбну геометрiю (тодi як

геометрiя Q2 – зображення — самоподiбна), що розширює арсенал засобiв

аналiтичного задання та дослiдження математичних об’єктiв зi структурно

складними, зокрема, фрактальними властивостями.

Формально перенести цей метод на iншi не двосимвольнi кодування чи-

сел не вдається, в силу рiзних причин. Разом з цим може бути використана

iдея кодувати числа символами, якi виражають довжини серiй послiдовних

однакових цифр.

У цьому роздiлi ми робимо спробу реалiзувати вказану iдею для пере-

кодування трисимвольного Q3 – зображення дiйсних чисел (зокрема, кла-

сичного трiйкового зображення) використанням нескiнченного алфавiту.
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4.1. Модифiкацiя трiйкового зображення дiйсних чисел

4.1.1. Означення.

Означення 4.1.1. Зображення

∆
3
a1a2...an...

(4.1.1)

дiйсного числа

x = ∆3
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

a1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
a3

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a3n−2

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a3n−1

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
a3n

...
, an ∈ Z0,

де an — це «довжина» серiї однакових послiдовних трiйкових цифр, нази-

ватимемо 3 – зображенням числа x.

Очевидно, що 3 – зображення є лише модифiкацiєю класичного трiйко-

вого зображення, а по сутi — його перекодуванням засобами нескiнченного

алфавiту A = Z0.

З означення зрозумiло, що у 3 – зображеннi дiйсного числа не може

стояти пiдряд бiльше двох нулiв, тобто anan+1an+2 ̸= 000, n ∈ N . Крiм

того, навiть домовившись використовувати лише одне з двох зображень

трiйково-рацiональних чисел, а саме з перiдом (0) iснують проблеми з ко-

ректнiстю даного означення (яких не було при модифiкацiї Q2 – зобра-

ження). Вони пов’язанi як з переходом вiд трiйкового зображення до 3 –

зображення, так i «навпаки». Остання проблема пов’язана з тим, що не

кожна послiдовнiсть (an) цiлих невiд’ємних чисел визначає 3 – зображення

∆
3
a1a2...an...

. Наприклад, як трактувати запис ∆
3
123(400)? Iнша проблема пов’я-

зана з тим як записувати число, трiйкове зображення якого має простий

перiод (i)?

Вирiшуються цi проблеми наступними домовленостями.

З метою забезпечення кожного числа єдиним 3 – зображенням, яке

не допускає двозначних трактувань (тлумачень) домовимось:

а) число x = ∆3
...(i) записувати ∆

3
...1001001001..., де i = {0, 1};
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б) два нулi пiдряд для 3 – зображення числа вживати у виключних ви-

падках, а саме: якщо трiйкове зображення числа x починається цифрою

2, тобто x = ∆3
2α2α3...

, тодi x = ∆
3
00a3...

, де a3 > 0, або число має простий

перiод (i), про яке згадувалось в а).

Пiсля введення цих вимог довiльне число x ∈ [0, 1) має єдине 3 – зо-

браження.

Визначимо перехiд вiд класичного трiйкового до 3 – зображення, тобто

вiд послiдовностi (αn) до (an), де αn ∈ {0, 1, 2}, an ∈ Z0. В силу однозна-

чностi 3 – зображення ak(x) – функцiя числа, яка визначає довжину k-тої

серiї однакових трiйкових символiв (включаючи серiї нульової довжини).

Очевидно, що для всiх n ∈ N мають мiсце рiвностi:

a1 =

0, якщо α1 ̸= 0,

n, якщоαn+1 ̸= 0, алеαj = 0, j 6 n;

a2 =

0, якщо αa1+1 = 2,

n, якщоαa1+1 = ... = αa1+n = 1, алеαa1+n+1 ̸= 1;

a3 =

0, якщо αa1+a2+1 ̸= 2, але a2 ̸= 0,

n, якщоαa1+a2+1 = ... = αa1+a2+n = 2, алеαa1+a2+n+1 ̸= 2;

. . .

a3k−i =

0, якщо αt+1 ̸= 2 − i, але a3k−i−1 ̸= 0,

n, якщоαt+1 = ... = αt+n = 2 − i, алеαt+n+1 ̸= 2 − i,

де
3k−i−1∑
j=1

aj = t, i = {0, 1, 2}.

Перехiд вiд 3 – зображення до трiйкового (вiд послiдовностi символiв

(an) до послiдовностi символiв (αn)), також є цiлком очевидним i визнача-

ється наступними рiвностями:

α1 = 0, α2 = 0, . . . αa1 = 0,

αa1+1 = 1, αa1+2 = 1, . . . αa1+a2 = 1,



111

αa1+a2+1 = 2, . . . αa1+a2+a3 = 2,

. . .

αa1+a2+...+a3k+1 = 0, . . . , αa1+a2+...+a3k+a3k+1
= 0,

αa1+a2+...+a3k+1+1 = 1, . . . , αa1+a2+...+a3k+1+a3k+2
= 1,

αa1+a2+...+a3k+2+1 = 2, . . . , αa1+a2+...+a3k+2+a3k+3
= 2, . . . .

4.1.2. Геометрiя 3 – зображення. Нехай (c1, c2, . . . , cm) – фiксова-

ний впорядкований набiр елементiв алфавiту Z0, для якого виконуються

вище вказанi умови. Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm у 3 – зо-

браженнi чисел називатимемо множину ∆
3
c1c2...cm

всiх чисел x ∈ [0, 1), якi

мають наступне 3 – зображення

x = ∆
3
c1c2...cmam+1...am+k...

, am+i ∈ Z0.

Внутрiшнiсть цилiндра ∆
3
c1c2...cm

позначатимемо ∇3
c1c2...cm

.

Лема 4.1.1. Цилiндричнi множини мають наступнi властивостi:

1) якщо cm ̸= 0, то

∆
3
c1c2...cm

= ∆3
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm

β

∪
∆3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm

γ
,

де α ≡ m− 1(mod 3), β ≡ m(mod 3), γ ≡ m+ 1(mod 3);

якщо cm = 0, то

∆
3
c1c2...cm−10

= ∆3
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm−1

γ
,

де α ≡ m− 2(mod 3), γ ≡ m(mod 3);

2) якщо cm ̸= 0, то ∆
3
c1c2...cm

= ∆
3
c1c2...cm1

∪
∆

3
c1c2...cm01 i якщо cm = 0, то

∆
3
c1c2...cm−10

= ∆
3
c1c2...cm−101

;

3) ∆
3
c1c2...cm

= ∆
3
s1s2...sk

, тодi i тiльки тодi, коли всi ci = si, m, k ∈ N;

4) ∇3
c1c2...cm

̸= ∇3
s1s2...sk

, якщо хоча б одне з ci ̸= si, m, k ∈ N;

5) для мiри Лебега має мiсце рiвнiсть

λ(∆
3
c1c2...cm

) = 2ψ(cm)·
(

1

3

) m∑
i=1

ci+1

,
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де ψ(cm) =

 1, якщо cm ̸= 0,

0, якщо cm = 0;

6) λ(∆
3
c1c2...cm

) → 0 (m→ ∞) для (cn) ∈ A∞;

7)
∞∩
m=1

∆
3
c1c2...cm

≡ ∆
3
c1c2...cm...

= x ∈ [0, 1);

8) основне метричне вiдношення має наступний вигляд

λ(∆
3
c1c2...cmc

)

λ(∆
3
c1c2...cm

)
=

2ψ
∗(cm,c)

3c
, де ψ∗(cm, c) =


0, якщо cm · c ̸= 0,

− 1, якщо c = 0,

1, якщо cm = 0;

9) дiаметр цилiндра визначається за формулою

diam(∆
3
c1c2...cm

) =


2

3
·
(

1

3

) m∑
i=1

ci

,m ∈ (3k − 2) або m ∈ (3k),

(
1

3

) m∑
i=1

ci

,m ∈ (3k − 1)

при cm ̸= 0,

diam(∆
3
c1c2...cm−10

) = λ(∆
3
c1c2...cm−10

) =

(
1

3

) m∑
i=1

ci+1

;

10) diam(∆
3
c1c2...cm

) > λ(∆
3
c1c2...cm

).

Доведення. Властивiсть 1) випливає безпосередньо з означення 3 – зо-

браження та умов, що на нього накладаються. А саме, якщо x ∈ ∆
3
c1c2...cm

, то

згiдно з означенням x ∈ ∆3
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm

, де α ≡ m−1(mod 3). Оскiль-

ки у модифiкованому зображеннi враховується повнота серiй однакових

цифр, то очевидно, що при cm ̸= 0 трiйкова цифра на (
m∑
i=1

ci + 1) мiсцi вiд-

мiнна вiд α, тому x ∈ ∆3
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm

β
i x ∈ ∆3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm

γ
,

причому α+1 ≡ β(mod 3) i α+2 ≡ γ(mod 3). Якщо cm = 0, тодi отримаємо

x ∈ ∆3
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm−1

β . . . β︸ ︷︷ ︸
cm=0

γ
≡ ∆3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm−1

γ
, де α ̸= γ ̸= β,

a α ≡ m− 2(mod 3) i γ ≡ m(mod 3).
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Властивiсть 2) випливає iз властивостi 1). Бо якщо x ∈ ∆
3
c1c2...cm

i cm ̸= 0,

то x ∈ ∆3
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm

β
≡ ∆

3
c1c2...cm1 i x ∈ ∆3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm

γ
≡

≡ ∆
3
c1c2...cm01, тобто ∆

3
c1c2...cm

= ∆
3
c1c2...cm1

∪
∆

3
c1c2...cm01. Якщо cm = 0, то x ∈

∆3
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm−1

γ
≡ ∆

3
c1c2...cm01 i α + 2 ≡ γ(mod 3).

Властивостi 3) i 4) випливають iз єдиностi 3 – зображення довiльного

дiйсного числа x з [0, 1).

Iз властивостi 1) видно, що цилiндр в 3 – зображеннi є об’єднанням двох

трiйкових цилiндрiв при cm ̸= 0, тобто мiра Лебега λ(∆
3
c1c2...cm

) визначається

як сума довжин цилiндрiв ∆3
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm

β
i ∆3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm

γ
,

а саме

λ(∆
3
c1c2...cm

) = λ(∆3
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm

β
) + λ(∆3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm

γ
) =

=

(
1

3

) m∑
i=1

ci+1

+

(
1

3

) m∑
i=1

ci+1

= 2

(
1

3

) m∑
i=1

ci+1

.

Якщо cm = 0, то

λ(∆
3
c1c2...cm−10

) = λ(∆3
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm−1

γ
) =

(
1

3

) m∑
i=1

ci+1

.

Властивiсть 6) випливає з 5) при m→ ∞.

Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm є послiдовнiсть вкладених ком-

пактiв, а їх перетин визначає єдину точку x ∈ [0, 1) (властивiсть 7)). Основ-

не метричне вiдношення отримаємо пiдставивши значення мiри Лебега при

фiксованому значеннi m та враховуючи, яких значень набувають цифри cm
i c у 3 – зображеннi числа. Властивiсть 9) випливає з 1) i 5), а 10) випливає

з 5) i 9).

4.1.3. Напiвцилiндри. Суттєво важливими задачами метричної тео-

рiї 3 – зображення чисел є задачi про мiру множин чисел з фiксованими

3 – цифрами на певних мiсцях, а також множин чисел, де забороняється
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вживання якоїсь з 3 – цифр.

Нехай ∆
k1
c1

– множина всiх чисел, якi на k1 – ому мiсцi 3 – зображення

мають фiксовану цифру c1, тобто ∆
k1
c1
≡ {x : ak1(x) = c1}.

Якщо k1 = 1, то множина ∆
k1
c1

є цилiндром ∆
3
c1

.

Якщо k1 = 2, то множина ∆
k1
c1

= ∆
2
c1

=
∪

a1∈Z0

∆
3
a1c1

, а її мiра Лебега

λ(∆
2
c1

) = λ(∆
3
0c1

) + λ(∆
3
1c1

) + λ(∆
3
2c1

) + . . .+ λ(∆
3
tc1

) + . . . =

=
2ψ(c1)

3c1+1
+

2ψ(c1)

3c1+2
+

2ψ(c1)

3c1+3
+ . . .+

2ψ(c1)

3c1+t+1
+ . . . =

2ψ(c1)

3c1+1
· 1

1 − 1
3

=
2ψ(c1)

2 · 3c1
,

де ψ(c1) =

 1, якщо c1 ̸= 0,

0, якщо c1 = 0.

Очевидно, що множина ∆
k1
c1

чисел з [0, 1), для яких k1 – ша цифра має

конкретне значення c1, є об’єднанням цилiндричних множин:

∆
k1
c1

=
∪

(a1,...,ak1−1)
ai∈Z0

∆
3
a1...ak1−1c1

.

Тому мiра Лебега визначається як сума довжин цих цилiндрiв, тобто

λ(∆
k1
c1

) =
∑

(a1,...,ak1−1)
ai∈Z0

λ
(

∆
3
a1...ak1−1c1

)
.

Зауважимо, що у випадку, коли c1 = 0, то при k1 > 3 вiдповiдно до

умов, якi накладаються на «нулi» в модифiкованому зображеннi, цифра

ak1−1 ̸= 0 i пiдряд не може бути двох i бiльше нулiв, за виключенням цифр

a1 i a2.

Оскiльки не всi цифри у 3 – зображеннi є незалежними однаково розпо-

дiленими, через накладенi на них умови а) i б), то при k1 > 3 розв’язання

задачi знаходження мiри Лебега напiвцилiндра значно ускладнюється.

Лема 4.1.2. Множина ∆
k1
c1

має мiру Лебега, яка визначається з рiв-

ностi:

λ(∆
k1
c1

) =
∞∑
i=0

sk1i · 2ψ(c1)

3tk1+c1+i+1
,
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де ψ(c1) =

 1, якщо c1 ̸= 0,

0, якщо c1 = 0,
число tk1 = min

 ∑
(a1,...,ak1−1)

ai∈Z0

ai

, sk1i — кiль-

кiсть всеможливих наборiв a1, a2, . . . , ak1−1 таких, що сума всiх цифр в

наборi дорiвнює tk1 + i, i ∈ Z0.

Доведення. Через умови накладенi на 3 – зображення, виникають про-

блеми вживання цифри «0» для набору a1, a2, . . . , ak1−1 при k1 > 3. Тому

введемо параметр tk1 такий, що вiдповiдає набору a1, a2, . . . , ak1−1, в яко-

му мiститься максимальна кiлькiсть нулiв, а на вiдмiнних вiд нуля мiсцях

стоять одиницi i виконуються умови накладенi на 3 – зображення, тобто

tk1 = min

 ∑
(a1,...,ak1−1)

ai∈Z0

ai

. Очевидно, що такиий набiр не єдиний, тому кiль-

кiсть цилiндрiв для рiзних наборiв a1, a2, . . . , ak1−1, де сума цифр в наборi

дорiвнює tk1 позначимо sk10. Тодi мiра Лебега множини таких цилiндрiв

згiдно властивостi 5) леми 4.1.1 дорiвнює
sk10 · 2ψ(c1)

3tk1+c1+1 .

Очевидно, що далi необхiдно розглянути всеможливi набори a1, a2, . . .,

ak1−1, якi вiдповiдатимуть числу tk1 + 1 i їх кiлькiсть позначимо sk11. Тодi,

мiра Лебега множини цилiндрiв з основою a1a2 . . . ak1−1c1 таких, що має

мiсце
∑

(a1,...,ak1−1)
ai∈Z0

ai = tk1 + 1, дорiвнює вiдповiдно
sk11 · 2ψ(c1)

3tk1+1+c1+1 .

Продовживши цей процес далi, очевидно, що для tk1 + i та sk1i мiра

Лебега об’єднання всеможливих 3 – цилiндрiв дорiвнює
sk1i · 2ψ(c1)

3tk1+i+c1+1
.

Легко бачити, що λ(∆
k1
c1

) є сумою довжин всеможливих трiйкових ци-

лiндрiв ∆3
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

a1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
ak1

−1

β . . . β︸ ︷︷ ︸
c1

γ
, де γ ̸= β i набуває двох значень при

c1 ̸= 0 або єдиного при c1 = 0, рангу tk1+c1+1, tk1+c1+2, ..., tk1+c1+i+1,...,

тобто

λ(∆
k1
c1

) =
∞∑
i=0

sk1i · 2ψ(c1)

3tk1+c1+i+1
.
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Узагальнимо нашi мiркування.

Означення 4.1.2. Множина ∆
k1k2...km
c1c2...cm

= {x : aki(x) = ci, i = 1,m}

називається напiвцилiндром з основою

 k1k2 . . . km

c1c2 . . . cm

 .

Для довiльного набору c1, c2, . . . , cm, ci ∈ Z0 iз означення напiвцилiндра

випливає

∆
k1k2...km
c1c2...cm

=
∪

(a1,...,ak1−1,...,aki+1,...,aki+1−1,...,akm−1)

ai∈Z0

∆
3
a1...ak1−1c1ak1+1...aki+1−1ci+1aki+1+1...akm−1cm

та має мiсце рiвнiсть ∆
k1k2...km
c1c2...cm

= ∆
k1
c1
∩ ∆

k2
c2
∩ . . . ∩ ∆

km
cm
.

Теорема 4.1.1. Мiра Лебега напiвцилiндра ∆
k1k2...km
c1c2...cm

обчислюється за

формулою:

λ(∆
k1k2...km
c1c2...cm

) =
∞∑
i=0

skmi · 2ψ(cm)

3tkm+c1+c2+...+cm+i+1
,

tkm =min

 ∑
(a1,...,ak1−1,...,aki+1,...,aki+1−1,...,akm−1+1,...,akm−1)

ai∈Z0

ai

,ψ(cm)=

 1 при cm ̸=0,

0 при cm=0,

skmi — кiлькiсть всеможливих рiзних наборiв a1, . . . , ak1−1, ak1+1, . . . , ak2−1,

..., aki+1, . . . , aki+1−1, ..., akm−1+1, . . . , akm−1 при умовi, що сума всiх цифр в

наборi дорiвнює tkm + i, i ∈ Z0.

Доведення. Використаємо мiркування, що й при доведеннi леми 4.1.2.

Введемо параметр tkm, який дорiвнює сумi цифр в наборi a1, . . . , ak1−1,

ak1+1, . . . , ak2−1, ..., aki+1, . . . , aki+1−1, ..., akm−1+1, . . . , akm−1, де з урахуванням

всiх умов накладених на 3 – зображення мiститься максимальна кiлькiсть

нулiв, а на вiдмiнних вiд нуля мiсцях стоять одиницi. Тобто

tkm =min

 ∑
(a1,...,ak1−1,...,aki+1,...,aki+1−1,...,akm−1+1,...,akm−1)

ai∈Z0

ai

 .

Оскiльки iснує не єдиний такий набiр, то кiлькiсть рiзних цилiндрiв

∆
3
a1...ak1−1c1ak1+1...aki+1−1ci+1aki+1+1...akm−1cm

, таких що сума цифр на вiдмiнних вiд
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k1, k2, ..., km мiсцях дорiвнює tkm, позначимо skm0. Мiра Лебега множини

таких цилiндрiв згiдно властивостi 5) леми 4.1.1 дорiвнює
skm0 · 2ψ(cm)

3tkm+c1+c2+...cm+1
.

Мiра Лебега множини цилiндрiв, що вiдповiдають значенням tkm + i та

skmi, дорiвнює
skmi · 2ψ(cm)

3tkm+c1+c2+...cm+i+1
.

Легко бачити, що

λ(∆
k1k2...km
c1c2...cm

)=
∑

(a1,...,ak1−1,...,aki+1,...,aki+1−1,...,akm−1)

ai∈Z0

λ(∆
3
a1...ak1−1c1ak1+1...aki+1−1ci+1aki+1+1...akm−1cm

),

тому

λ(∆
k1k2...km
c1c2...cm

) =
∞∑
i=0

skmi · 2ψ(cm)

3tkm+c1+c2+...+cm+i+1
.

Що i треба було довести.

4.1.4. Множини чисел з обмеженнями на вживання 3 – сим-

волiв. Тепер дослiдимо множини чисел iз забороною вживання заданої

комбiнацiї 3 – цифр.

Розглянемо деяку множину H, яка має вигляд:

H = H[3,Z0 \ {s}] = {x : x = ∆
3
a1a2...an...

, де ak ̸= s ∀ k ∈ N}.

Якщо скористатись переходом вiд 3 – зображення до класичного трiй-

кового, то множину H можна подати у виглядi:

H[3, i...i︸︷︷︸
s

]={x : x=∆3
α1α2...αn...

, деαk...αk+s ̸= i...i︸︷︷︸
s

, αk−1 ̸= i ̸=αk+s+1 ∀ k ∈ N}.

Теорема 4.1.2. Множина H[3,Z0 \ {s}] є нiде не щiльною нуль-мно-

жиною Лебега.

Доведення. Доведемо, що H[3,Z0 \ {s}] є нiде не щiльною.

Нехай (a, b) – довiльний iнтервал, що належить [0, 1). Легко вказати

цилiндр, який мiститься в ньому ∆
3
c1c2...cn

⊂ (a, b). Тодi iнтервал int∆3
c1c2...cns

не мiстить жодної точки множиниH[3,Z0\{s}]. Таким чином,H[3,Z0\{s}]

– нiде не щiльна.
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Покажемо, що мiра Лебега множини H[3,Z0 \ {s}] рiвна нулю.

Нехай U0 = (0, 1), Un – об’єднання цилiндрiв рангу n, якi мiстять точки

множини H[3,Z0 \ {s}],

Un+1 = Un\Un+1. (4.1.2)

З властивостей цилiндрiв випливає Un ⊃ Un+1 ⊃ H[3,Z0 \ {s}] для всiх

n ∈ N ,

H[3,Z0 \ {s}] =
∞∩
n=1

Un = lim
n→∞

Un.

Тодi згiдно з неперервнiстю мiри Лебега зверху маємо:

λ(H[3,Z0 \ {s}]) = lim
n→∞

λ(Un).

Отже,

λ(H[3,Z0 \ {s}]) = lim
n→∞

[
λ(Un)

λ(Un−1)
· λ(Un−1)

λ(Un−2)
· . . . · λ(U1)

λ(U0)

]
=

= lim
n→∞

n∏
k=1

λ(Uk)

λ(Uk−1)
=

∞∏
k=1

λ(Uk)

λ(Uk−1)
. (4.1.3)

З ( 4.1.2) випливає

λ(H[3,Z0 \ {s}]) =
∞∏
k=1

(
1 − λ(Uk+1)

λ(Uk)

)
. (4.1.4)

Останнiй нескiнченний добуток збiгається до нуля тодi i тiльки тодi,

коли
∞∑
k=1

λ(Uk+1)λ(Uk) = ∞.

Нехай ∆
3
c1c2...ck

– цилiндр з Uk, тодi можливо, що або ck = s

λ(∆
3
c1c2...ck−1s

)

λ(∆
3
c1c2...ck−1

)
=

2ψ(ck−1)

3s
, де ψ(ck−1) =

 0, якщо ck−1 ̸= 0,

1, якщо ck−1 = 0,

або ck ̸= s i

λ(∆
3
c1c2...ck−1ck

)

λ(∆
3
c1c2...ck−1

)
=

2ψ
∗(ck−1,ck)

3ck
, де ψ∗(ck−1, ck) =


0, якщо ck−1 · ck ̸= 0,

1, якщо ck−1 = 0,

− 1, ck = 0.

Якщо ck < s, то
2ψ

∗(ck−1,ck)

3ck
>

2ψ(ck−1)

3s
; якщо ck > s, то

2ψ
∗(ck−1,ck)

3ck
<

2ψ(ck−1)

3s
.
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Враховуючи це, маємо
λ(Uk+1)

λ(Uk)
6 2

3s
.

Отже, ряд
∞∑
k=1

λ(Uk+1)λ(Uk) розбiгається i λ(H[3,Z0 \ {s}]) = 0.

Наслiдок 4.1.1. Множина чисел

H[3,Z0 \ {s1, s2, ..., sn}] = {x : x = ∆
3
a1a2...an...

, де ak ̸= si, ∀ k ∈ N, i = 1, n}
є нiде не щiльною множиною.

4.2. Q3 – зображення дiйсних чисел

4.2.1. Означення та властивостi цилiндричних множин.

Означення 4.2.1. Зображення

∆
Q3

a1a2...an...
(4.2.1)

дiйсного числа

x = ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
a3

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a3n−2

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a3n−1

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
a3n

...
, an ∈ Z0,

де an — це «довжина» серiї однакових послiдовних Q3 – цифр, називати-

мемо Q3– зображенням числа x.

Для усунення некоректностей (неоднозначностей) в модифiкованомуQ3

– зображеннi введемо такi самi вимоги, як i в 3 – зображеннi, пiсля введення

яких довiльне число x ∈ [0, 1) має єдине Q3 – зображення.

Оскiльки Q3 – зображення є узагальненням класичного трiйкового зо-

браження, то його геометрiя подiбна до геометрiї трiйкового зображення,

але воно породжує складнiшi метричнi вiдношення. Очевидно, що Q3 –

зображення є узагальненням 3 – зображення i успадковує всi його власти-

востi.

Властивостi цилiндричних множин

Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm у Q3 – зображеннi чисел нази-

ватимемо множину ∆
Q3

c1c2...cm
всiх чисел x ∈ [0, 1), якi мають наступне Q3 –
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зображення

x = ∆
Q3

c1c2...cmam+1...am+k...
, am+i ∈ Z0.

Очевидно, що властивостi 1), 2), 3), 4),6), 7) та 10) cформульованi у

лемi 4.1.1 переносяться на Q3 – зображення, в силу того, що Q3 – зобра-

ження дiйсних чисел є узагальненням класичного трiйкового. Залишається

дослiдити лише «метричнi» властивостi.

Лема 4.2.1. Цилiндри мають наступнi властивостi:

a) для мiри Лебега мають мiсце рiвностi:

якщо cm ̸= 0, то

λ(∆
Q3

c1c2...cm
) =



q

∑
i∈(3k−2)
i6m

ci

0 · q

∑
i∈(3k−1)
i6m−2

ci

1 · q

∑
i∈(3k)
i6m−1

ci

2 · (1 − q0), m ∈ (3k − 2),

q

∑
i∈(3k−2)
i6m−1

ci

0 · q

∑
i∈(3k−1)
i6m

ci

1 · q

∑
i∈(3k)
i6m−2

ci

2 · (1 − q1), m ∈ (3k − 1),

q

∑
i∈(3k−2)
i6m−2

ci

0 · q

∑
i∈(3k−1)
i6m−1

ci

1 · q

∑
i∈(3k)
i6m

ci

2 · (1 − q2), m ∈ (3k),

якщо cm = 0, то

λ(∆
Q3

c1c2...cm−10
) =



q2 · q

∑
i∈(3k−2)
i6m−1

ci

0 · q

∑
i∈(3k−1)
i6m−3

ci

1 · q

∑
i∈(3k)
i6m−2

ci

2 , m− 1 ∈ (3k − 2),

q0 · q

∑
i∈(3k−2)
i6m−2

ci

0 · q

∑
i∈(3k−1)
i6m−1

ci

1 · q

∑
i∈(3k)
i6m−3

ci

2 , m− 1 ∈ (3k − 1),

q1 · q

∑
i∈(3k−2)
i6m−3

ci

0 · q

∑
i∈(3k−1)
i6m−2

ci

1 · q

∑
i∈(3k)
i6m−1

ci

2 , m− 1 ∈ (3k);

b) основне метричне вiдношення має наступний вигляд

λ(∆
Q3

c1c2...cmc
)

λ(∆
Q3

c1c2...cm
)

=
qci (1 − qi)

(1 − qj)
при cm · c ̸= 0,

λ(∆
Q3

c1c2...cm0)

λ(∆
Q3

c1c2...cm
)

=
qi+1

1 − qj
при cm ̸= 0,
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λ(∆
Q3

c1c2...cm−10c
)

λ(∆
Q3

c1c2...cm−10
)

= qc−1
i (1 − qi),

де i ≡ m(mod 3), j ≡ m− 1(mod 3), m, k ∈ N;

c) дiаметр цилiндра визначається за формулою

diam(∆
Q3

c1c2...cm
) =



q

∑
i∈(3k−2)
i6m

ci

0 · q

∑
i∈(3k−1)
i6m−2

ci

1 · q

∑
i∈(3k)
i6m−1

ci

2 · (1 − q0), m ∈ (3k − 2),

q

∑
i∈(3k−2)
i6m−1

ci

0 · q

∑
i∈(3k−1)
i6m

ci

1 · q

∑
i∈(3k)
i6m−2

ci

2 , m ∈ (3k − 1),

q

∑
i∈(3k−2)
i6m−2

ci

0 · q

∑
i∈(3k−1)
i6m−1

ci

1 · q

∑
i∈(3k)
i6m

ci

2 · (1 − q2), m ∈ (3k)

при cm ̸= 0 i при cm = 0

diam(∆
Q3

c1c2...cm−10
) = λ(∆

Q3

c1c2...cm−10
).

Доведення. а) Оскiльки властивiсть 1) леми 4.1.1 переноситься анало-

гiчним чином на Q3 – зображення, тобто при cm ̸= 0

∆
Q3

c1c2...cm
= ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm

β

∪
∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm

γ
,

де α ≡ m− 1(mod 3), β ≡ m(mod 3), γ ≡ m+ 1(mod 3) i

∆
Q3

c1c2...cm−10
= ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm−1

γ
,

де α ≡ m− 2(mod 3), γ ≡ m(mod 3).

Розглянемо випадок, коли cm ̸= 0. Нехай m ∈ (3k − 2), тодi

λ(∆
Q3

c1c2...cm
) = λ(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
cm

1
) + λ(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
cm

2
) =

= q1 · q

∑
i∈(3k−2)
i6m

ci

0 · q

∑
i∈(3k−1)
i6m−2

ci

1 · q

∑
i∈(3k)
i6m−1

ci

2 + q2 · q

∑
i∈(3k−2)
i6m

ci

0 · q

∑
i∈(3k−1)
i6m−2

ci

1 · q

∑
i∈(3k)
i6m−1

ci

2 =

= (1 − q0)q

∑
i∈(3k−2)
i6m

ci

0 · q

∑
i∈(3k−1)
i6m−2

ci

1 · q

∑
i∈(3k)
i6m−1

ci

2 .

Якщо m ∈ (3k − 1) i m ∈ (3k), то

λ(∆
Q3

c1c2...cm
) = λ(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
cm

0
) + λ(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
cm

2
) =
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=(q0+q2)·q

∑
i∈(3k−2)
i6m−1

ci

0 · q

∑
i∈(3k−1)
i6m

ci

1 · q

∑
i∈(3k)
i6m−2

ci

2 =(1−q1)q

∑
i∈(3k−2)
i6m−1

ci

0 · q

∑
i∈(3k−1)
i6m

ci

1 · q

∑
i∈(3k)
i6m−2

ci

2 ,

λ(∆
Q3

c1c2...cm
) = λ(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
cm

0
) + λ(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
cm

1
) =

= (q0+q1)·q

∑
i∈(3k−2)
i6m−2

ci

0 · q

∑
i∈(3k−1)
i6m−1

ci

1 · q

∑
i∈(3k)
i6m

ci

2 = (1−q2)q

∑
i∈(3k−2)
i6m−2

ci

0 · q

∑
i∈(3k−1)
i6m−1

ci

1 · q

∑
i∈(3k)
i6m

ci

2 .

Якщо cm = 0, то необхiдно розглянути три випадки, коли m − 1 ∈
(3k − 1), (3k − 1) або (3k), тобто

λ(∆
Q3

c1c2...cm−10
) = λ(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
cm−1

2
) = q2·q

∑
i∈(3k−2)
i6m−1

ci

0 · q

∑
i∈(3k−1)
i6m−3

ci

1 · q

∑
i∈(3k)
i6m−2

ci

2 ,

λ(∆
Q3

c1c2...cm−10
) = λ(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
cm−1

0
) = q0·q

∑
i∈(3k−2)
i6m−2

ci

0 · q

∑
i∈(3k−1)
i6m−1

ci

1 · q

∑
i∈(3k)
i6m−3

ci

2 ,

λ(∆
Q3

c1c2...cm−10
) = λ(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
cm−1

1
) = q1·q

∑
i∈(3k−2)
i6m−3

ci

0 · q

∑
i∈(3k−1)
i6m−2

ci

1 · q

∑
i∈(3k)
i6m−1

ci

2 .

b) Нехай cm ̸= 0 ̸= c. Зважаючи на властивiсть а) леми 4.2.1 при m ∈
(3k − 2), маємо

λ(∆
Q3

c1c2...cmc
)

λ(∆
Q3

c1c2...cm
)

= (1−q1)qc1·q

∑
i∈(3k−2)
i6m

ci

0 ·q

∑
i∈(3k−1)
i6m−2

ci

1 ·q

∑
i∈(3k)
i6m−1

ci

2

(1−q0)q

∑
i∈(3k−2)
i6m

ci

0 ·q

∑
i∈(3k−1)
i6m−2

ci

1 ·q

∑
i∈(3k)
i6m−1

ci

2

=
qc1(1 − q1)

(1 − q0)
,

при m ∈ (3k − 1)

λ(∆
Q3

c1c2...cmc
)

λ(∆
Q3

c1c2...cm
)

= (1−q2)qc2·q

∑
i∈(3k−2)
i6m−1

ci

0 ·q

∑
i∈(3k−1)
i6m

ci

1 ·q

∑
i∈(3k)
i6m−2

ci

2

(1−q1)q

∑
i∈(3k−2)
i6m−1

ci

0 ·q

∑
i∈(3k−1)
i6m

ci

1 ·q

∑
i∈(3k)
i6m−2

ci

2

=
qc2(1 − q2)

(1 − q1)
,

при m ∈ (3k)

λ(∆
Q3

c1c2...cmc
)

λ(∆
Q3

c1c2...cm
)

= (1−q0)qc0·q

∑
i∈(3k−2)
i6m−2

ci

0 ·q

∑
i∈(3k−1)
i6m−1

ci

1 ·q

∑
i∈(3k)
i6m

ci

2

(1−q2)q

∑
i∈(3k−2)
i6m−2

ci

0 ·q

∑
i∈(3k−1)
i6m−1

ci

1 ·q

∑
i∈(3k)
i6m

ci

2

=
qc0(1 − q0)

(1 − q2)
.

Нехай c = 0 i cm ̸= 0, то
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λ(∆
Q3

c1c2...cmc
)

λ(∆
Q3

c1c2...cm
)

= q2·q

∑
i∈(3k−2)
i6m

ci

0 ·q

∑
i∈(3k−1)
i6m−2

ci

1 ·q

∑
i∈(3k)
i6m−1

ci

2

(1−q0)q

∑
i∈(3k−2)
i6m

ci

0 ·q

∑
i∈(3k−1)
i6m−2

ci

1 ·q

∑
i∈(3k)
i6m−1

ci

2

=
q2

(1 − q0)
приm ∈ (3k − 2),

λ(∆
Q3

c1c2...cmc
)

λ(∆
Q3

c1c2...cm
)

= q0·q

∑
i∈(3k−2)
i6m−1

ci

0 ·q

∑
i∈(3k−1)
i6m

ci

1 ·q

∑
i∈(3k)
i6m−2

ci

2

(1−q1)q

∑
i∈(3k−2)
i6m−1

ci

0 ·q

∑
i∈(3k−1)
i6m

ci

1 ·q

∑
i∈(3k)
i6m−2

ci

2

=
q0

(1 − q1)
приm ∈ (3k − 1),

λ(∆
Q3

c1c2...cmc
)

λ(∆
Q3

c1c2...cm
)

= q1·q

∑
i∈(3k−2)
i6m−2

ci

0 ·q

∑
i∈(3k−1)
i6m−1

ci

1 ·q

∑
i∈(3k)
i6m

ci

2

(1−q2)q

∑
i∈(3k−2)
i6m−2

ci

0 ·q

∑
i∈(3k−1)
i6m−1

ci

1 ·q

∑
i∈(3k)
i6m

ci

2

=
q1

(1 − q2)
приm ∈ (3k).

Нехай cm = 0 i c ̸= 0, то

λ(∆
Q3

c1c2...cmc
)

λ(∆
Q3

c1c2...cm
)

= (1−q1)qc1·q

∑
i∈(3k−2)
i6m

ci

0 ·q

∑
i∈(3k−1)
i6m−2

ci

1 ·q

∑
i∈(3k)
i6m−1

ci

2

q1q

∑
i∈(3k−2)
i6m−3

ci

0 ·q

∑
i∈(3k−1)
i6m−2

ci

1 ·q

∑
i∈(3k)
i6m−1

ci

2

=
qc1(1 − q1)

q1
, m ∈ (3k−2),

λ(∆
Q3

c1c2...cmc
)

λ(∆
Q3

c1c2...cm
)

= (1−q2)qc2·q

∑
i∈(3k−2)
i6m−1

ci

0 ·q

∑
i∈(3k−1)
i6m

ci

1 ·q

∑
i∈(3k)
i6m−2

ci

2

q2q

∑
i∈(3k−2)
i6m−1

ci

0 ·q

∑
i∈(3k−1)
i6m−3

ci

1 ·q

∑
i∈(3k)
i6m−2

ci

2

=
qc2(1 − q2)

q2
, m ∈ (3k−1),

λ(∆
Q3

c1c2...cmc
)

λ(∆
Q3

c1c2...cm
)

= (1−q0)qc0·q

∑
i∈(3k−2)
i6m−2

ci

0 ·q

∑
i∈(3k−1)
i6m−1

ci

1 ·q

∑
i∈(3k)
i6m

ci

2

q0q

∑
i∈(3k−2)
i6m−2

ci

0 ·q

∑
i∈(3k−1)
i6m−1

ci

1 ·q

∑
i∈(3k)
i6m−3

ci

2

=
qc0(1 − q0)

q0
, m ∈ (3k).

Властивiсть с) випливає з властивостi а) леми 4.2.1 та «геометрiї» Q3 –

зображення чисел.

4.2.2. Метричнi задачi. Напiвцилiндри.

Лема 4.2.2. Для мiри Лебега множини ∆
k1
c1

має мiсце:

λ(∆
k1
c1

) =
qc1αr

(1 − qαr
)ψ(c1)

q
ψ(c1)−1
αt

∑
(a1,...,ak1−1)

ai∈Z0
16i6k1−1

q

∑
i∈(3n−2)

ai

0 · q

∑
i∈(3n−1)

ai

1 · q

∑
i∈(3n)

ai

2 , (4.2.2)

де αr ≡ k1 − 1(mod 3), αt ≡ k1(mod 3) i ψ(c1) =

 1 при c1 ̸= 0,

0 при c1 = 0.
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Доведення. Очевидно, що

λ(∆
k1
c1

) =
∑

(a1,...,ak1−1)
ai∈Z0

16i6k1−1

λ(∆
Q3

a1a2...ak1−1c1
).

Згiдно з властивiстю а) леми 4.2.1 при c1 ̸= 0, отримаємо

λ(∆
k1
c1

) = qc1αr
(1 − qαr

)
∑

(a1,...,ak1−1)
ai∈Z0

16i6k1−1

q

∑
i∈(3n−2)

ai

0 · q

∑
i∈(3n−1)

ai

1 · q

∑
i∈(3n)

ai

2 ,

де αr ≡ k1 − 1(mod 3).

Згiдно з властивiстю а) леми 4.2.1 при c1 = 0, отримаємо

λ(∆
k1
c1

) = qαt

∑
(a1,...,ak1−1)

ai∈Z0
16i6k1−1

q

∑
i∈(3n−2)

ai

0 · q

∑
i∈(3n−1)

ai

1 · q

∑
i∈(3n)

ai

2 ,

де αt ≡ k1(mod 3).

Об’єднавши два розглянутi випадки, отримаємо рiвнiсть (4.2.2).

Провiвши аналогiю можна узагальнити результат для множини ∆
k1k2...km
c1c2...cm

.

Теорема 4.2.1. Мiра Лебега напiвцилiндра ∆
k1k2...km
c1c2...cm

обчислюється за

формулою:

λ(∆
k1k2...km
c1c2...cm

) =
qcmαr

(1 − qαr
)ψ(cm)

q
ψ(cm)−1
αt

∑
(a1,...,ak1−1,ak1+1,...,akm−1)

ai∈Z0
16i6km−1

i̸=k1,i̸=k2,...,i̸=km−1

q

∑
i∈(3n−2)

ai

0 ·q

∑
i∈(3n−1)

ai

1 ·q

∑
i∈(3n)

ai

2 ,

де αr ≡ km − 1(mod 3), αt ≡ km(mod 3) i ψ(cm) =

 1, якщо cm ∈ N,

0, якщо cm = 0.

Доведення. Очевидно, що

λ(∆
k1k2...km
c1c2...cm

) =
∑

(a1,...,ak1−1,...,akj−1+1,...,akj−1,...,akm−1+1,...,akm−1)

ai∈Z0
16i6km−1

i ̸=k1,i ̸=k2,...,i̸=km

λ(∆
Q3

a1...ak1−1c1ak1+1...akm−1cm
).

Далi доведення аналогiчне до доведення леми 4.2.2.
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Узагальнимо попередню задачу.

Множина чисел з послiдовнiстю фiксованих Q3 – символiв.

Означення 4.2.2. Нехай (cm) – задана послiдовнiсть цiлих невiд’єм-

них чисел. Множиною чисел з послiдовнiстю фiксованих Q3 – символiв

називають множину виду:

∆
k1k2...km...
c1c2...cm...

= {x : x = ∆
Q3

a1a2...am...
, akm(x) = cm,m ∈ N}.

Iз властивостей напiвцилiндрiв випливає ∆
k1k2...km...
c1c2...cm...

=
∞∩
m=1

∆
k1k2...km
c1c2...cm

.

Теорема 4.2.2. Мiра Лебега множини ∆
k1k2...km...
c1c2...cm...

чисел з послiдовнi-

стю фiксованих Q3 – символiв рiвна нулю, тобто

λ(∆
k1k2...km...
c1c2...cm...

) = 0.

Доведення. Нехай ∆
k1k2...km...
c1c2...cm...

= K i
m∩
i=1

∆
k1k2...ki
c1c2...ci

= Km. Тодi очевидно,

що K1 ⊃ K2 ⊃ K3 ⊃ . . . ⊃ Km ⊃ . . . ⊃ K, тобто K ⊂ Km i λ(K) 6 λ(Km)

для всiх m ∈ N. Маємo λ(∆
k1k2...km...
c1c2...cm...

) 6 λ(
m∩
i=1

∆
k1k2...ki
c1c2...ci

) → 0.

Oтже, λ(∆
k1k2...km...
c1c2...cm...

) = 0. Що i треба було довести.

Теорема 4.2.3. Множина ∆
k1k2...km...
c1c2...cm...

чисел з послiдовнiстю фiксованих

Q3 – символiв є:

1) точкою ∆
Q3

c1c2...cm...
, якщо km − km−1 = 1, m ∈ N для всiх m i k1 = 1;

2) нiде не щiльною множиною при km − km−1 > 1, m ∈ N.

Доведення. 1) Якщо k1 = 1 i km − km−1 = 1 для довiльного m ∈ N,

то напiвцилiндр ∆
k1k2...km
c1c2...cm

= ∆c1c2...cm... y Q3 – зображеннi при всiх m ∈ N.

Тому множина ∆
k1k2...km...
c1c2...cm...

є точкою.

2) Якщо km− km−1 = 1 починаючи з деякого номера p > 1, то множина

∆
k1k2...km...
c1c2...cm...

є злiченною.

У випадку km − km−1 > 1 для нескiнченної множини номерiв m, мно-

жина iз послiдовнiстю фiксованих Q3 – символiв є континуальною. Тобто
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при km − km−1 > 1, m ∈ N довiльну кiлькiсть разiв, множина ∆
k1k2...km...
c1c2...cm...

є

нiде не щiльною.

Множина чисел з обмеженнями на вживання Q3 – символiв.

Теорема 4.2.4. Множина чисел

C[Q3, V ] = {x : x = ∆
3
a1a2...an...

, an ∈ V ⊆ N0}

з обмеженнями на вживання Q3 – символiв є:

1) пiввiдрiзком [0, 1), якщо V = N0;

2) нiде не щiльною, якщо V ̸= N0 i n – нескiнченна множина значень.

Доведення. 1) Якщо V = N0, то множина

C[Q3, V ] =
∪
an∈V

∆
Q3

a1a2...an...
= [0, 1).

Для доведення 2) достатньо показати, що C[Q3,N0 \{c}] є нiде не щiль-

ною. Доведення цього факту аналогiчне до доведення теореми 4.1.2.

Теорема 4.2.5. Мiра Лебега множини C[Q3, V ] обчислюється за однi-

єю iз формул

λ(C[Q3, V ]) =
∞∏
k=1

(
1 − λ(Uk)

λ(Uk−1)

)

або λ(C[Q3, V ]) =
∞∏
k=1

λ(Uk)

λ(Uk−1)
,

де U0 = [0, 1), Uk – об’єднання цилiндрiв рангу k, серед внутрiшнiх точок

яких є точки множини C, Uk = Uk−1\Uk.

Доведення. У доведеннi теореми 4.1.2 цi формули були вже виведенi та

позначенi вiдповiдно ( 4.1.3) i ( 4.1.4).
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Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi дослiджувалось нескiнченно-символьне кодування (на-

зване Q3 – зображенням) чисел пiввiдрiзка [0; 1), що є модифiкацiєю (пе-

рекодуванням) вiдомого трисимвольного полiосновного Q3 – зображення

дiйсних чисел, включаючи класичне трiйкове.

Iнтерес до Q3 – зображення дiйсних чисел ми мотивуємо наступними

аргументами:

1) дане перекодування встановлює мiсток мiж зображеннями дiйсних

чисел зi скiнченним та нескiнченним алфавiтами;

2) геометрiя Q3 – зображення, на вiдмiну вiд Q3 – зображення, несамо-

подiбна;

3) цилiндр Q3 – зображення, взагалi кажучи, не є промiжком, що є

принциповою вiдмiннiстю вiд Q3 – зображення.

Основними результатами цього роздiлу є:

— опис властивостей цилiндричних множин для 3 – та його узагальне-

нняQ3 – зображення дiйсних чисeл (пункти 4.1.2 i 4.2.1, вiдповiдно);

— опис властивостей напiвцилiндричних множин, зокрема вираз їх мi-

ри Лебега, Q3 – зображеннях чисел (пункт 4.2.2);

— опис тополого-метричних властивостей множин канторiвського ти-

пу (пункти 4.1.4 та 4.2.2).

Результати цього роздiлу висвiтлювались у публiкацiях [1a, 2a] та допо-

вiдались на конференцiях [6a, 7a, 8a, 9a, 10a].
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ВИСНОВКИ

Функцiї зi складною локальною будовою i фрактальними властивостя-

ми, зокрема сингулярнi (сингулярнi монотоннi, сингулярнi немонотоннi,

сингулярнi нiде не монотоннi) та «кусково-сингулярнi» функцiї, є акту-

альним об’єктом сучасних дослiджень. Але їх загальна теорiя мало роз-

винена, її розвиток реалiзується в основному за рахунок iндивiдуальних

теорiй (окремих функцiй та сiмей функцiй, залежних вiд скiнченної кiль-

костi параметрiв). Ця проблема пов’язана з пошуком ефективних засобiв

їх задання та вивчення.

В останнi роки для вирiшення цiєї проблеми все частiше використову-

ють рiзнi системи кодування дiйсних чисел зi скiнченним та нескiнченним,

сталим та змiнним алфавiтами. До них належить i класичне трiйкове зобра-

ження чисел, i його узагальнення — полiосновнеQ3 – зображення чисел, яке

також має самоподiбну геометрiю, але його цифри втрачають роль чисел i

виступають лише в ролi iндексiв. Саме це зображення ми використовували

для задання (конструювання, моделювання) функцiй з нетривiальною мно-

жиною особливостей диференцiального характеру, їх ґрунтовного вивчення

та побудови нового нескiнченно-символьного зображення з несамоподiбною

геометрiєю.

В дисертацiйнiй роботi отримано такi результати:

— введено в розгляд клас P функцiй, якi зберiгають цифру 1 у за-

даному полiосновному Q3 – зображеннi чисел, i доведено, що вiн є

континуальним;

— доведено, що клас Pc неперервних функцiй з класу P є злiченним;

функцiї цього класу не можуть мати бiльше двох нескiнченних рiв-

нiв, причому сiм’ї P1 i P2 функцiй, що мають один нескiнченний
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рiвень та два нескiнченних рiвнi вiдповiдно, також є злiченними;

— встановлено, що у класi Pc iснує лише два бiєктивних вiдображення

вiдрiзка [0; 1] на себе, це тотожне перетворення та iнверсор цифр;

— детально вивчено властивостi iнверсора цифр числа, а саме: доведе-

но, що ця функцiя є лiнiйною при q0 = q2 i сингулярною при q0 ̸= q2,

описано диференцiальнi, iнтегральнi, автомодельнi та фрактальнi

властивостi i встановлено ряд функцiональних спiввiдношень;

— доведено, що при q0 ̸= q2 кожна функцiя з класу Pc, за виключенням

тотожного перетворення, має сингулярнi властивостi, а саме: є син-

гулярною на кожному промiжку спадання i лiнiйною на промiжку

зростання;

— для найпростiших представникiв f1 i g класiв P1 i P2 вiдповiдно, ви-

значених умовами симетрiй, описано тополого-метричнi, диферен-

цiальнi, iнтегральнi, варiацiйнi, самоафiннi та фрактальнi, локальнi

та глобальнi властивостi;

— сконструйовано та вивчено несамоподiбне нескiнченно-символьне зо-

браження чисел, яке є модифiкацiєю трисимвольного Q3 – зображе-

ння, описано його геометрiю (тополого-метричнi властивостi цилiн-

дрiв та напiвцилiндрiв);

— розв’язано кiлька метричних задач стосовно множин канторiвського

типу чисел, визначених умовами на їх зображення.

Проведенi дослiдження лежать в руслi сучасних математичних дослi-

джень об’єктiв зi складною локальною структурою (поведiнкою), пов’яза-

них з сингулярними та кусково-сингулярними функцiями, сингулярними

розподiлами ймовiрностей, скiнченно-символьними системами кодування

(зображення) дiйсних чисел, iнтерес до яких постiйно зростає.

Отриманi результати та запропонованi методи можуть бути корисними

при розв’язаннi задач теорiї неперервних функцiй дiйсної змiнної, метри-

чної теорiї чисел та теорiї сингулярних розподiлiв випадкових величин.
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