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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Множиною пiдсум або неповних сум за-
даного числового ряду

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + ...+ an + ... = Sn + (an+1 + an+2 + ...) = Sn + rn

називається множина

E{an} ≡

{
x : x = x(M) =

∑
n∈M⊂N

an, M ∈ 2N

}
,

а кожен її елемент – пiдсумою або неповною сумою даного ряду.
Поняття множини неповних сум ряду не є ключовим поняттям

класичної (традицiйної) теорiї рядiв. Але воно iстотно вiдображає
геометричнi властивостi ряду, тому його вивчення дозволяє суттєво
збагатити теорiю рядiв (у напрямi дослiдження “Геометрiя числових
рядiв”). Разом з цим воно тiсно пов’язане з рiзними об’єктами суча-
сної математики. Згадаємо лише окремi з них.

Множина пiдсум ряду, будучи об’єктом метричного простору R1,
потенцiйно є лiнiйним фракталом або множиною з фрактальними
локальними властивостями. Тому вона є об’єктом, цiкавим для теорiї
фракталiв (фрактальної геометрiї та фрактального аналiзу).

У теорiї ймовiрностей (а саме: теорiї розподiлiв випадкових вели-
чин та теорiї випадкових процесiв) множини неповних сум виступа-
ють у ролi спектрiв та носiїв розподiлiв (у першу чергу сингулярних
та нетривiальних сумiшей сингулярних й абсолютно неперервних).
Особливу роль i значення множини неповних сум рядiв мають у тео-
рiї нескiнченних згорток Бернуллi (симетричних та несиметричних)
– багатiй теорiї, яка майже столiття невпинно розвивається. Зазна-
чимо, що стосовно нескiнченних згорток Бернуллi iснує ряд скла-
дних ймовiрнiсних проблем, пов’язаних з їх лебегiвською структу-
рою, тополого-метричними й фрактальними властивостями носiїв,
зокрема, суттєвих носiїв щiльностi тощо.

Множини неповних сум рядiв вiдiграють важливу роль у метри-
чнiй та ймовiрнiснiй теорiях чисел, якi ґрунтуються на двосимволь-
них системах кодування дiйсних чисел з допомогою рядiв.
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Теорiя неперервних функцiй зi складними локальними власти-
востями (сингулярних, нiде не монотонних, звивистих та недифе-
ренцiйовних) вимагає дослiджень досконалих множин, якi часто є
множинами неповних сум збiжних рядiв.

Це далеко не повний перелiк напрямiв сучасних дослiджень, у
яких фiгурують множини неповних сум рядiв i вiдiграють там не-
тривiальну роль. Як окремий об’єкт вивчення множина пiдсум абсо-
лютно збiжного ряду фiгурує у дослiдженнях з 1914 року, коли була
опублiкована пiонерська робота “Про неповнi суми нескiнченних ря-
дiв” японського математика Соiчi Какея, основним результатом якої
є наступне твердження.

Теорема 0.1. Множина неповних сум E{an} абсолютно збi-
жного ряду

∑∞
n=1 an є:

1) досконалою множиною;
2) скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв тодi й лише тодi, коли

|an| 6 |an+1|+ |an+2|+ |an+3|+ ...

для всiх n, починаючи з деякого номеру (E{an} – вiдрiзок тодi й
лише тодi, коли an 6 rn для всiх n ∈ N);

3) гомеоморфною класичнiй множинi Кантора, якщо

|an| > |an+1|+ |an+2|+ |an+3|+ ...

для всiх достатньо великих n.
Цi ж результати в 1941 роцi були перевiдкритi Г. Горничем та

П. Кесава Меноном.
С. Какея висунув припущення, що необхiдною i достатньою умо-

вою нiде не щiльностi множини E{an} є iснування злiченної кiлькостi
членiв ряду, для яких an > rn. Перший контрприклад (без обґрунту-
вання) до цiєї гiпотези навели в 1980 р. А. Вайнштейн i Б. Шапiро.
Ф. Прус-Вiшньовський, визнаючи спростування гiпотези Какея цими
авторами, зазначає, що їх робота мiстить i хибнi твердження.

У 1984 р. Ц. Ференс навiв iнший приклад з нетривiальним дове-
денням. Бiльш простий приклад у 1988 р. представили Дж. Ґатрi та
Дж. Нiман:

3
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3
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43
+

2

43
+ ... . (1)
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Для цього ряду, як i у прикладах вище згаданих дослiдникiв,
нерiвностi an > rn i an < rn виконуються нескiнченну кiлькiсть
разiв, а множина T неповних сум ряду (1) мiстить вiдрiзок [ 34 , 1] i не
є скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв.

Завершальними у напрямi класифiкацiї iснуючих “топологiчних
типiв” множин неповних сум абсолютно збiжних рядiв є роботи
Дж. Ґатрi, Дж. Нiмана та Р. Сеiнза, де доведено наступний факт.

Теорема 0.2. Множина E{an} неповних сум збiжного знакодо-
датного ряду

∑∞
n=1 an є однiєю з наступних:

1) скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв;
2) гомеоморфною множинi Кантора;
3) гомеоморфною множинi T неповних сум ряду (1).
Починаючи з 1941 року, паралельно з дослiдженнями топологi-

чних властивостей множин неповних сум велись дослiдження їх ме-
тричних властивостей. Окремої актуальностi метричнi задачi (задачi
про мiру Лебега) набувають у випадку, коли множина неповних сум
ряду є нiде не щiльною.

Дещо пiзнiше коло метричних задач було розширене задачами
про фрактальнi властивостi множин неповних сум, про їхнi фра-
ктальнi розмiрностi (розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича, Гаусдорфа-
Бiллiнгслi тощо). Першими вагомими дослiдженнями в цьому напря-
мi були роботи Т. Шалата.

Незважаючи на те, що в останнiй час акцентовано ведуться дослi-
дження (М. Працьовитий, Г. Торбiн, Т. Банах, О. Барановський, А.
Бартошевiч, Н. Василенко, Я. Виннишин, С. Гломб, Я. Гончаренко,
Р. Джонс, Е. Шимонiк, Д. Карвацький, В. Коваленко, Н. Корсунь,
М. Купер, М. Моран, З. Нiтецкiй, Ю. Перес, Ф. Прус-Вiшньовський,
Б. Солом’як, Ю. Фещенко, М. Фiлiпчак та iн.) властивостей мно-
жини неповних сум збiжного ряду (в основному це розгляд окремих
випадкiв, коли члени ряду утворюють послiдовнiсть, яка володiє де-
якою властивiстю однорiдностi по n) i на те, що за столiтнiй перiод
розвитку цiєї теорiї науковцями було отримано ряд загальних ре-
зультатiв, повний опис тополого-метричних властивостей множини
E{an} залишається ще далеким до завершення.

Сьогоднi стосовно множини пiдсум збiжного ряду все ще у загаль-
нiй постановцi залишаються вiдкритими проблеми: 1) про необхiднi i
достатнi умови її нiде не щiльностi; 2) про необхiднi i достатнi умови
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її нуль-мiрностi (у розумiннi мiри Лебега). Ще бiльш складною про-
блемою у загальнiй постановцi є задача про фрактальнi властивостi
множини E{an}, хоча для деяких класiв рядiв це успiшно зроблено.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Робота виконана в рамках дослiдження математичних об’єктiв
зi складною локальною будовою i фрактальними властивостями, що
проводиться на кафедрi вищої математики НПУ iменi М.П. Драгома-
нова та у вiддiлi фрактального аналiзу Iнституту математики НАН
України. Дослiдження проводилось у рамках науково-дослiдних тем:
– двiйкове кодування дiйсних чисел i фрактали (№ державної реє-
страцiї 0110U001279);
– фрактальний аналiз неперервних функцiй i мiр (№ державної реє-
страцiї 0111U000053).

Об’єкт дослiдження. Множина неповних сум збiжного зна-
кододатного ряду, який володiє деякою властивiстю однорiдностi (є
збуреним геометричним рядом; сумою кiлькох геометричних рядiв;
рядом, визначеним рекурентним спiввiдношенням мiж членами та
залишками ряду).

Предмет дослiдження. Тополого-метричнi та фрактальнi вла-
стивостi множин неповних сум вказаних рядiв та розподiли випадко-
вих неповних сум, зосереджених на множинах пiдсум заданих рядiв.

Метою дослiдження є опис структурних, топологiчних, метри-
чних i фрактальних властивостей, пов’язаних з фрактальною роз-
мiрнiстю Гаусдорфа-Безиковича, множин неповних сум декiлькох
класiв збiжних рядiв, якi мають властивостi однорiдностi.

Основними завданнями дослiдження є вивчення властивостей
множин неповних сум:

— збуреного геометричного ряду;
— рекурентних рядiв трипараметричної сiм’ї;
— одного класу рядiв з нелiнiйною властивiстю однорiдностi та

властивостей розподiлiв випадкових пiдсум таких рядiв;
— рядiв, якi є сумами геометричних рядiв з одним i тим же пара-

метром, зокрема рядiв, множиною значень яких є канторвал;
та знаходження умов (необхiдних, достатнiх, необхiдних i достатнiх)
аномальної фрактальностi (суперфрактальностi) множин неповних
сум окремих класiв рядiв.
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Методи дослiдження. У роботi використовувались прийоми
та методи математичного аналiзу, теорiї функцiй, функцiонального
аналiзу, метричної теорiї чисел, теорiї ймовiрностей, фрактального
аналiзу та фрактальної геометрїї.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi резуль-
тати, що визначають наукову новизну дисертацiйного дослiдження i
виносяться на захист, є такими:

— вивчено властивостi множини неповних сум збуреного геоме-
тричного ряду

∑∞
n=1 f(n)λ

n, де f(n) – функцiя, для якої

lim
n→∞

f(n+ 1)f−1(n) = 1;

встановлено, що розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича множин
пiдсум рядiв

∑∞
n=1 λ

n i
∑∞
n=1 f(n)λ

n спiвпадають при кожно-
му λ ∈ (0, 1);

— дослiджено властивостi множин пiдсум рекурентних рядiв
однiєї трипараметричної сiм’ї, а саме рядiв

∑∞
n=1 an, члени

яких задовольняють лiнiйне рекурентне спiввiдношення

an = an+1 + an+2 + an+3, n = 1, 2, 3, ... ;

— встановлено лебегiвський тип, тополого-метричнi та фракталь-
нi властивостi спектра випадкової величини ξ =

∑∞
n=1 anξn,

де
∑∞
n=1 an – збiжний знакододатний ряд, який має власти-

вiсть rn+1 = an+1an для всiх n ∈ N, (ξn) – послiдовнiсть неза-
лежних випадкових величин, якi набувають значень 0 та 1 з
ймовiрностями p0n та p1n вiдповiдно. У випадку дискретностi
описано точковий спектр, у випадку неперервностi доведено,
що розподiл є сингулярним розподiлом канторiвського типу
з аномально фрактальним спектром. Доведено, що n-кратна
згортка розподiлу випадкової величини ξ має аномально фра-
ктальний розподiл;

— дослiджено властивостi множин пiдсум рядiв, якi є сумами
геометричних рядiв з одним i тим же параметром, множиною
значень яких є канторвал;

— обчислено розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича множин пiдсум
спецiальних рядiв, для яких нерiвностi an > rn i an < rn вико-
нуються для нескiнченних множин значень iндекса n (рядiв
з суттєвими перекриттями цилiндричних множин);
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— дослiджено ряд
∑∞
n=1 an, для якого виконується рiвнiсть

lim
n→∞

sup
an
rn

= +∞,

а множина його неповних сум є суперфрактальною.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiя
має в основному теоретичний характер, хоча отриманi в нiй результа-
ти можуть бути застосованi в теорiї розподiлiв випадкових величин,
при фрактальному аналiзi неперервних функцiй та мiр, у метричнiй
та ймовiрнiснiй теорiї чисел.

Особистий внесок здобувача. Усi положення i результати,
якi виносяться на захист, належать автору i отриманi самостiйно. У
спiльних з науковим керiвником публiкацiях М. В. Працьовитому на-
лежить загальна постановка задач, деякi iдеї доведень та перевiрка
отриманих результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiй-
ного дослiдження доповiдались на наступних конференцiях :
– Друга мiжунiверситетська наукова конференцiя молодих вчених з
математики та фiзики (Київ, 2011);
– Чотирнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi акад. Ми-
хайла Кравчука (Київ, 2012);
–International Conference on Algebra dedicated to 100th anniversary of
S. M. Chernikov (Київ, 2012);
– Мiжнародна наукова конференцiя “Асимптотичнi методи в теорiї
диференцiальних рiвнянь”, присвячена 80-рiччю доктора фiз.-мат.
наук, професора М. I. Шкiля (Київ, 2012);
– Всеукраїнська наукова конференцiя “Сучаснi проблеми теорiї ймо-
вiрностей та математичного аналiзу” (Ворохта, 2013);
– Третя мiжунiверситетська наукова конференцiя молодих вчених з
математики та фiзики (Київ, 2013);
– Мiжнародна наукова конференцiя Боголюбiвськi читання DIF-2013
“Диференцiальнi рiвняння, теорiя функцiй та їх застосування” (Се-
вастополь, 2013);
– The 9-th International Algebraic Conference (Львiв, 2013);
– Мiжнародна наукова конференцiя, присвячена пам’ятi Георгiя
Вороного “Fifth International Conference On Analytic Number Theory



7

And Spatial Tessellations” (Київ, 2013);
– Мiжнародна наукова конференцiя “КРОМШ 2013” (Судак, 2013);
– Мiжнародна математична конференцiя “Диференцiальнi рiвняння,
обчислювальна математика, теорiя функцiй та математичнi мето-
ди механiки” до 100-рiччя вiд дня народження члена-кореспондента
НАН України Г. М. Положого (Київ, 2014);
– П’ятнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi акад. Михай-
ла Кравчука (Київ, 2014);
– Четверта Мiжнародна Ганська конференцiя (Чернiвцi, 2014);
– Мiжнародна науково-методична конференцiя “Сучаснi науково-методичнi
проблеми математики у вищiй школi” (Київ, 2015);
– Четверта всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з ма-
тематики та фiзики (Київ, 2015);
– Мiжнародна конференцiя молодих математикiв “International Conference
of Young Mathematicians” (Київ, 2015).

Результати дослiдження доповiдались на наукових семiнарах :
— семiнар вiддiлу фрактального аналiзу Iнституту математики

НАН України та НПУ iменi М. П. Драгоманова (керiвник: доктор
фiз.-мат. наук, професор М. В. Працьовитий);

— семiнар вiддiлу топологiї Iнституту математики НАН України
(керiвник: доктор фiз.-мат. наук С. I. Максименко);

— семiнар вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН
України (керiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор А. С. Романюк);

— семiнар кафедри математичного аналiзу та диференцiальних
рiвнянь НПУ iменi М. П. Драгоманова (керiвник: доктор фiз.-мат.
наук, професор Г. М. Торбiн).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї викладено у 6 стат-
тях [17–22], опублiкованих у виданнях, внесених до перелiку науко-
вих фахових видань України, та вiдображено у матерiалах конфе-
ренцiй [1–16]. Статтi [20, 21] оприлюдненi у виданнях, якi включенi
до мiжнародних наукометричних баз Zentralblatt MATH та Scopus.

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, трьох
роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, який нараховує
100 найменувань, списку публiкацiй автора, списку умовних позна-
чень. Загальний обсяг роботи – 120 сторiнок.
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ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовується актуальнiсть дослiдження, вказується
зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами, зазна-
чено мету та задачi дослiдження, його об’єкт та предмет, методи
дослiдження, наукову новизну одержаних результатiв та їх практи-
чне значення, особистий внесок здобувача, представлено список його
публiкацiй, а також структуру дисертацiї.

Перший роздiл “Огляд лiтератури та концептуальнi заса-
ди дослiдження” носить вступний характер i присвячений огляду
основних результатiв та лiтератури за темою дисертацiї. Розкрито
iсторiю питань, пов’язаних з тематикою роботи, доведено деякi до-
помiжнi твердження, наведено огляд основних праць з теми дослi-
дження. Також наведено стислий огляд тих результатiв, якi викори-
стовуються у роботi.

Другий роздiл “Множини неповних сум деяких класiв
рядiв” присвячений дослiдженню множин неповних сум деяких кла-
сiв рядiв та розподiлiв випадкових неповних сум, зосереджених на
цих множинах.

У пiдроздiлi 2.1 дослiджено множину Ef пiдсум збуреного гео-
метричного ряду

∑∞
n=1 f(n)λ

n, де λ – фiксоване дiйсне число з (0, 1),
f(n) – функцiя, яка задовольняє умову

lim
n→∞

f(n+ 1)

f(n)
= 1.

Теорема 2.3. Множина Ef є
1) нiде не щiльною нуль-множиною Лебега при λ ∈ (0, 12 ), роз-

мiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича якої обчислюється за формулою

α0(Ef ) = − logλ 2;

2) об’єднанням вiдрiзкiв при λ ∈ [ 12 , 1).
Наслiдок 2.2. Розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича множин не-

повних сум рядiв
∑∞
n=1 f(n)λ

n та
∑∞
n=1 λ

n спiвпадають при кожно-
му фiксованому значеннi λ ∈ (0, 1).
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У пiдроздiлi 2.2 розглянуто трипараметричну сiм’ю рядiв, якi
задовольняють лiнiйну властивiсть однорiдностi

an = an+1 + an+2 + an+3, ∀n ∈ N. (2)

Отримано вираз загального члена ряду та дослiджено його мно-
жину неповних сум.

Лема 2.4. Загальний член послiдовностi (an) дiйсних чисел, яка
володiє властивiстю (2), має вигляд

an = (a1 − p)λn−1 + %n−1 ·
√
p2 + s2 sin (ϕ(n− 1) + θ),

де

λ =
1

3
(17 + 3

√
33)

1
3 − 2

3(17 + 3
√
33)

1
3

− 1

3
≈ 0.5436890125,

cosϕ =
a

%
, sinϕ =

b

%
, % =

√
a2 + b2,

a = −1

6
(17 + 3

√
33)

1
3 +

1

3(17 + 3
√
33)

1
3

− 1

3
, cos θ =

s√
p2 + s2

,

b =

√
3

2

(
1

3
(17 + 3

√
33)

1
3 +

2

3(17 + 3
√
33)

1
3

)
, sin θ =

p√
p2 + s2

.

p =
a1λ

2 − a3
(a− λ)2 + b2

, s =
a2 − a1λ− p(a− λ)

b
.

Лема 2.3. Для того, щоб послiдовнiсть (an) дiйсних чисел, яка
володiє властивiстю (2), була знакододатною, необхiдно i доста-
тньо щоб її першi три члени задовольняли умови

a2
a1

=
a3
a2

= λ i a1 > 0.

Теорема 2.4. Множина неповних сум знакододатного ряду
∑∞
n=1 an,

який володiє властивiстю (2), є вiдрiзком [0, a1
1−λ ].
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Пiдроздiл 2.3 присвячений встановленню лебегiвської структу-
ри (вмiсту дискретної, абсолютно неперервної та сингулярно непе-
рервної компоненти), тополого-метричних i фрактальних властиво-
стей спектра розподiлу випадкової величини ξ =

∑∞
n=1 anξn, де

r0 =

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + ...+ an + rn (3)

— збiжний знакододатний ряд, який має властивiсть

rn+1 = an+1an, ∀n ∈ N, (4)

(ξn) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин з розподiлами:

P{ξn = 0} = p0n > 0, P{ξn = 1} = p1n > 0, p0n + p1n = 1.

У випадку дискретностi описано точковий спектр розподiлу, а у
випадку неперервностi доведено, що вiн є сингулярним розподiлом
канторiвського типу з аномально фрактальним спектром. Бiльше то-
го, доведено, що s-кратна автозгортка ψs = ξ(1) + ξ(2) + ... + ξ(s),
неперервного розподiлу випадкової величини ξ має аномально фра-
ктальний розподiл при будь-якому натуральному значеннi s.

Лема 2.4. Якщо a1, a2 — додатнi дiйснi числа, то двопараме-
трична послiдовнiсть

an+2 =
an+1

1 + an+1
an, n = 1, 2, 3, ... (5)

є нескiнченно малою, а вiдповiдний їй ряд
∑∞
n=1 an — збiжний.

Теорема 2.5. Для того, щоб ряд (3) задовольняв умову однорi-
дностi (4), необхiдно i достатньо, щоб для його членiв виконувалась
рiвнiсть (5).

Лема 2.11. Для членiв ряду (3), що задовольняє умову однорi-
дностi (4), мають мiсце рiвностi

lim
n→∞

an+1

an
= 0, lim

n→∞

an
qn

= 0, lim
n→∞

ann! = 0,

де q — довiльне дiйсне число з (0, 1).
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Теорема 2.6 Розподiл випадкової величини ξ є дискретним тодi
й лише тодi, коли L =

∏∞
n=1 pcnn > 0. У випадку дискретностi,

якщо для ряду (3) виконується умова an > rn для всiх n ∈ N, то
точковий спектр Dξ складається з точки x0 такої, що

x0 =

∞∑
n=1

cnan, де pcnn = max{p0n, p1n},

i всiх точок x таких, що

x =

m∑
n=1

εnan +

∞∑
n=m+1

cnan,

де εn ∈ {0, 1}, pεnn 6= 0 при n 6 m.
Теорема 2.7. Множина неповних сум ряду (3), що задовольняє

умову однорiдностi (4), є нiде не щiльною множиною нульової мiри
Лебега i нульової розмiрнiстi Гаусдорфа-Безиковича.

Теорема 2.8. У випадку неперервностi (L = 0) розподiл випад-
кової величини ξ є сингулярним розподiлом канторiвського типу з
аномально фрактальним спектром.

Теорема 2.9. У випадку неперервностi випадкової величини ξ
(L = 0) розподiл випадкової величини ψs, для будь-якого натураль-
ного s > 2 є сингулярним розподiлом канторiвського типу з ано-
мально фрактальним спектром.

Пiдроздiл 2.4 присвячений дослiдженню тополого-метричних i
фрактальних властивостей множини

CAS

λ =

{
x : x =

∞∑
n=1

anλ
n, an ∈ As

}
,

де λ — задане дiйсне число з (0, 1), As ≡ {0, a1, a2, ..., as−1} ⊂ R,
0 < a1 < a2 < ... < as−1, 2 6 s — фiксоване натуральне число.

Основним об’єктом є множина CA3

λ , що є узагальненням множини
неповних сум геометричного ряду.

Теорема 2.12. Якщо λ = a1
a2
∈ (0, 3−

√
5

2 ), то множина CA3

λ

є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега, розмiрнiсть
Гаусдорфа-Безиковича якої дорiвнює α0(C

A3

λ ) = log a2
a1

3+
√
5

2 .
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Третiй роздiл “Множини неповних сум рядiв з суттєви-
ми перекриттями цилiндричних множин” присвячений дослi-
дженню трьох класiв рядiв, для яких нерiвностi an > rn та an < rn
виконуються для нескiнченних множин значень iндекса n. Даний ви-
падок є найменш вивченим. Множина пiдсум ряду, що володiє такою
властивiстю є: або нiде не щiльною множиною, або симетричним кан-
торвалом (об’єднанням нiде не щiльної множини i множини, яка є
нескiнченним об’єднанням вiдрiзкiв).

Основною задачею пiдроздiлу 3.1 є дослiдження властивостей
множини пiдсум ряду

a1 + a2 + a1λ+ a2λ+ a1λ
2 + a2λ

2 + ... =
a1 + a2
1− λ

,

де a1, a2 — дiйснi числа, a1 > a2 > 0 i λ ∈ (0, 1).
Множину неповних сум останнього ряду можна подати у виглядi

Eλ =

{
x : x =

∞∑
n=1

ηnλ
n−1, ηn ∈ {0, a1, a2, a1 + a2}

}
.

Множина Eλ дослiджувалась у роботах Б. Солом’яка, у яких
стверджується, що для майже всiх значень λ > 1

4 вона матиме до-
датну мiру Лебега. Також було встановлено iснування такої щiльної
нуль-множини M0 значень λ > 1

4 , що при кожному з них множина
Eλ має нульову мiру Лебега, але не було явно вказано цих значень.

Основним результатом даного пiдроздiлу є теорема 3.2, яка дає
повний опис тополого-метричних i фрактальних властивостей мно-
жини Eλ неповних сум ряду при конкретному фiксованому значеннi
λ = a1−a2

a1+a2
≡ q, яке може бути бiльшим за 1

4 i належить M0. Основ-
ний акцент зроблено на вивченнi її фрактальних властивостей, чого
не було зроблено вище згаданими дослiдниками.

Теорема 3.2. Множина Eq неповних сум ряду
∑∞
n=1 an є

1) вiдрiзком [0, (a1+a2)
2

2a2
], якщо a2

a1
∈ (0, 1√

3
];

2) нiде не щiльною нуль-множиною Лебега, розмiрнiсть Гаусдорфа-
Безиковича якої дорiвнює

α0(Eq) = log a1+a2
a1−a2

(2 +
√
3),

якщо a2
a1
∈ ( 1√

3
, 1).
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У пiдроздiлi 3.2 побудовано ряд
∑∞
n=1 an, який володiє власти-

вiстю
lim
n→∞

sup
an
rn

= +∞,

а множина його неповних сум має додатну розмiрнiсть Гаусдорфа–
Безиковича. Це ряд виду

r0 =

∞∑
k=1

bk = c1 + c2 + c2︸ ︷︷ ︸
2

+ c3 + c3 + c3 + c3︸ ︷︷ ︸
4

+...+ cn + ...+ cn︸ ︷︷ ︸
2n−1

+...,

для якого виконується рiвнiсть

ck
r̃k

= k + 1, k = 2n − 1, n = 1, 2, 3, ... ,

r̃k = r2n−1 =

∞∑
k=2n

bk = cn+1 + ...+ cn+1︸ ︷︷ ︸
2n

+ cn+2 + ...+ cn+2︸ ︷︷ ︸
2n+1

+... =

= 2ncn+1 + 2n+1cn+2 + 2n+2cn+3 + ... ,

cn = b2n−1 = b2n−1+1 = b2n−1+2 = ... = b2n−1.

Теорема 3.3. Множина E{bn} є суперфрактальною множиною,
тобто нуль-множиною Лебега, розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича,
рiвної 1.

У пiдроздiлi 3.3 дослiджується множинаDλ неповних сум одно-
параметричної сiм’ї рядiв

∞∑
n=1

dn = 8λ+4λ+3λ+2λ+8λ2+4λ2+3λ2+2λ2+...+8λk+4λk+3λk+2λk+... ,

де λ – дiйсне число з (0, 1).
Теорема 3.4. Множина Dλ неповних сум ряду

∑∞
n=1 dn є

1) нуль-множиною Лебега при λ ∈
(
0, 1

16

)
;

2) вiдрiзком [0, 17λ
1−λ ] при λ ∈

[
2
19 , 1

)
;

3) множиною додатної мiри Лебега при майже всiх (вiдносно
мiри Лебега) значеннях λ ∈

[
1
16 ,

2
19

)
;

4) симетричним канторвалом при λ ∈
[

1
14 ,

2
19

)
.
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ВИСНОВКИ

Розпочате у 1914 роцi вивчення геометрiї числових рядiв (у першу
чергу, тополого-метричних i фрактальних властивостей їх множин
неповних сум) сьогоднi стало серйозним напрямом сучасних мате-
матичних дослiджень, якi ведуться на межi математичного аналiзу,
топологiї, фрактальної геометрiї, теорiї мiри та теорiї ймовiрностей.

На фонi загальних фундаментальних результатiв топологiчного
характеру, отриманих вiдносно недавно, сьогоднi геометрiя числових
рядiв в основному збагачується за рахунок розвитку iндивiдуальних
теорiй, а саме: вивчення класiв рядiв, якi володiють певними власти-
востями однорiдностi i залежать вiд скiнченної кiлькостi параметрiв.
Разом з цим чекають на вирiшення багато рiзноаспектних проблем
у загальнiй постановцi.

У данiй роботi ми зосередили свою увагу на вивченнi структур-
них властивостей множин неповних сум рядiв, якi мають рiзнi вла-
стивостi однорiдностi, зокрема рядiв, для яких нерiвностi an > rn
i an < rn виконуються для нескiнченних множин значень iндекса
n. Множини неповних сум абсолютно збiжних рядiв є спектрами
нескiнченних згорток Бернуллi. Тому проблеми тополого-метричної
теорiї числових рядiв тiсно переплiтаються з теорiєю розподiлiв ви-
падкових величин з фрактальними властивостями.

Отримано такi результати:
1) детально описано властивостi множин неповних сум збуреного

геометричного ряду та рядiв, визначених рекурентними спiввiдно-
шеннями мiж їх членами та залишками;

2) дослiджено фрактальнi властивостi несамоподiбних множин
неповних сум рядiв “з суттєвими перекриттями цилiндричних вiд-
рiзкiв”, зокрема обчислено їх розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича;

3) вивчено тополого-метричнi властивостi множин неповних сум
рядiв, що є сумами чотирьох геометричних рядiв з одним i тим же
параметром, множиною значень яких є симетричний канторвал;

4) знайдено ряд з необмеженою послiдовнiстю вiдношень його
членiв та залишкiв, множина пiдсум якого є суперфрактальною;

5) вивчено структуру, тополого-метричнi та фрактальнi власти-
востi розподiлу випадкової неповної суми збiжного ряду з нелiйною
властивiстю однорiдностi, з незалежними випадковими доданками.
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АНОТАЦIЇ

Савченко I. О. Фрактальний аналiз множин неповних
сум числових рядiв.—Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-ма-
тематичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — математичний аналiз.
Iнститут математики НАН України, Київ, 2016.

Дисертацiя присвячена дослiдженню тополого-метричних i фра-
ктальних властивостей множин неповних сум числових рядiв. Дослi-
джується кiлька класiв збiжних рядiв, множини неповних сум (пiд-
сум) яких є: нiде не щiльними множинами (нульової або додатної
мiри Лебега), об’єднаннями вiдрiзкiв, канторвалами (сумiш нiде не
щiльної множини i множини, яка є нескiнченним об’єднанням вiд-
рiзкiв). Це збiжнi знакододатнi ряди, якi мають певну властивiсть
однорiдностi (є збуреним геометричним рядом; сумою кiлькох гео-
метричних рядiв; рядом, визначеним рекурентним спiввiдношенням
мiж членами та залишками ряду тощо).

У роботi встановлюється топологiчний тип множини неповних
сум дослiджуваного ряду i розв’язуються метричнi задачi. У випадку
нiде не щiльностi множини пiдсум ряду розв’язується задача про її
мiру Лебега, у випадку нуль-мiрностi – задача про її фрактальну
розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича.

Вказуються застосування отриманих результатiв у теорiї розпо-
дiлiв випадкових величин, що є випадковими пiдсумами рядiв з нелi-
нiйними властивостями однорiдностi. Їх розподiли є нескiнченними
згортками Бернуллi, керованими заданим рядом. Спектр розподiлу
такої випадкової величин спiвпадає з множиною неповних сум дано-
го ряду. Знайдено критерiї дискретностi та неперервностi розподiлу
i умови сингулярностi у випадку його канторовостi.

Ключовi слова: неповна сума (пiдсума) ряду, множина непов-
них сум (пiдсум) ряду, нiде не щiльна множина, мiра Лебега, розмiр-
нiсть Гаусдорфа-Безиковича, фрактал, канторвал, нескiнченнi згор-
тки Бернуллi.
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Savchenko I. O. The Fractal Analysis of the Sets of Subsums
of Numerical Series. — Manuscript.

Thesis for a Candidate Degree in Physics and Mathematics. Special-
ity 01.01.01 — Mathematical Analysis. Institute of Mathematics, Na-
tional Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2016.

The thesis is devoted to topological, metric and fractal properties of
the sets of subsums of numerical series. We study some classes of series
such that sets of their subsums are perfect and either nowhere dense sets
of zero (positive) Lebesgue measure or unions of nowhere dense set and
infinite union of intervals.

Hausdorff-Besicovitch dimension of the set of subsums of the series
is found if its Lebesgue measure is equal to zero.

We consider the random variable ξ defined by the series with one
nonlinear property of homogeneity. The spectrum of distribution of this
random variable coincides with the set of subsums of the given series. The
criterium of discreteness (continuity) of distribution and the conditions
for ξ to be singular random variable of Cantor type are found. We also
study the series such that sets of their subsums are Cantorvals.

Key words: incomplete sum (subsum) of series, set of incomplete
sums (subsums) of a series, nowhere dense set, Lebesgue measure, Hausdorff-
Besicovitch dimension, fractal, Cantorval, Bernoulli convolutions.

Савченко И. А. Фрактальный анализ множеств неполных
сумм числовых рядов.—Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-ма-
тематических наук по специальности 01.01.01 — математический ана-
лиз. Институт математики НАН Украины, Киев, 2016.

Диссертация посвящена исследованию тополого-метрических и
фрактальных свойств множеств неполных сумм числовых рядов. Ис-
следуется несколько классов рядов, множества неполных сумм (под-
сумм) которых являются: нигде не плотными множествами (нулевой
или положительной меры Лебега), объединениями отрезков, кантор-
валами (смесь нигде не плотного множества и множества, которое
есть бесконечным объединением отрезков). Это сходящиеся ряды,
которые владеют некоторым свойством однородности (являются во-
змущенным геометрическим рядом; суммой нескольких геометриче-
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ских рядов; рядом, определенным рекуррентным соотношением ме-
жду членами и остатками ряда и т.п.).

В работе устанавливается топологический тип множества непол-
ных сумм исследуемого ряда и решаются метрические задачи. В слу-
чае нигде не плотности множества подсумм ряда решается задача о
его мере Лебега, в случае нуль-мерности — задачи о его фрактальной
размерности Хаусдорфа-Безиковича.

Указывается применение полученных результатов в теории рас-
пределений случайных величин, которые есть случайными подсум-
мами рядов с нелинейным свойством однородности. Их распределе-
ния есть бесконечными свертками Бернулли, управляемыми задан-
ным рядом. Спектр распределения такой случайной величины сов-
падает с множеством неполных сумм ряда. Найдено критерии дис-
кретности и непрерывности распределения и условия сингулярности
в случае его канторовости.

Ключевые слова: неполная сумма (подсумма) ряда, множество
неполных сумм (подсумм) ряда, нигде не плотное множество, ме-
ра Лебега, рaзмeрнoсть Хаусдорфа-Безиковича, фрактал, канторвал,
свертки Бернулли.
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