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СПИСОК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N — множина натуральних чисел

Z0 — множина цiлих невiд’ємних чисел

R — множина дiйсних чисел

E{an} — множина неповних сум (всiх пiдсум) заданого ряду
∑∞

n=1 an

(an) (або {an}) — послiдовнiсть iз загальним членом an

λ(E) (або L(E)) — мiра Лебега множини E

Hα(E) — α-вимiрна мiра Гаусдорфа (або Hα-мiра Гаусдорфа) множини E

α0(E) — розмiрнiсть Гаусдорфа–Безиковича множини E

E
k∼ E ′ — множина E геометрично подiбна множинi E ′ з коефiцiєнтом k

d(E) — дiаметр мнижини E

|E| — дiаметр лiнiйної мнижини E, який є рiзницею supE − inf E

∆c1c2...cn — цилiндрична множина (цилiндр) рангу n з основою c1c2 . . . cn

∇c1c2...cn — iнтервал з такими кiнцями, що й ∆c1c2...cn

|∆c1c2...cn| — довжина цилiндричного вiдрiзка

2X — множина всiх пiдмножин множини X

A⊕B — арифметична (векторна) сума множин A i B

Sξ — спектр розподiлу випадкової величини ξ (мiнiмальний замкнений но-

сiй)

P{E} — ймовiрнiсть подiї (множини) E

� — кiнець доведення твердження
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ВСТУП

Робота присвячена дослiдженню тополого-метричних i фрактальних вла-

стивостей множин неповних сум (те ж саме: множин пiдсум) збiжних зна-

кододатних числових рядiв з дiйсними членами.

Актуальнiсть теми. Множиною пiдсум або неповних сум заданого

числового ряду

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + ...+ an + ... = Sn + (an+1 + an+2 + ...) = Sn + rn

називається множина

E{an} ≡

{
x : x = x(M) =

∑
n∈M⊂N

an, M ∈ 2N

}
,

а кожен її елемент – пiдсумою або неповною сумою даного ряду.

Поняття множини неповних сум ряду не є ключовим поняттям класи-

чної (традицiйної) теорiї рядiв. Але воно iстотно вiдображає геометричнi

властивостi ряду, тому його вивчення дозволяє суттєво збагатити теорiю

рядiв (у напрямi дослiдження “Геометрiя числових рядiв”). Разом з цим

воно тiсно пов’язане з рiзними об’єктами сучасної математики. Згадаємо

лише окремi з них.

Множина пiдсум ряду, будучи об’єктом метричного простору R1, потен-

цiйно є лiнiйним фракталом або множиною з фрактальними локальними

властивостями. Тому вона є об’єктом, цiкавим для теорiї фракталiв (фра-

ктальної геометрiї та фрактального аналiзу).

У теорiї ймовiрностей (а саме: теорiї розподiлiв випадкових величин

та теорiї випадкових процесiв) множини неповних сум виступають у ролi

спектрiв та носiїв розподiлiв (у першу чергу сингулярних та нетривiальних
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сумiшей сингулярних й абсолютно неперервних). Особливу роль i значення

множини неповних сум рядiв мають у теорiї нескiнченних згорток Бернуллi

(симетричних та несиметричних) – багатiй теорiї, яка майже столiття нев-

пинно розвивається. Зазначимо, що стосовно нескiнченних згорток Бернул-

лi iснує ряд складних ймовiрнiсних проблем, пов’язаних з їх лебегiвською

структурою, тополого-метричними й фрактальними властивостями носiїв,

зокрема, суттєвих носiїв щiльностi тощо [10,20,45,88].

Множини неповних сум рядiв вiдiграють важливу роль у метричнiй та

ймовiрнiснiй теорiях чисел, якi ґрунтуються на двосимвольних системах

кодування дiйсних чисел з допомогою рядiв.

Теорiя неперервних функцiй зi складними локальними властивостями

(сингулярних, нiде не монотонних, звивистих та недиференцiйовних) вима-

гає дослiджень досконалих множин, якi часто є множинами неповних сум

збiжних рядiв.

Це далеко не повний перелiк напрямiв сучасних дослiджень, у яких фi-

гурують множини неповних сум рядiв i вiдiграють там нетривiальну роль.

Як окремий об’єкт вивчення множина пiдсум абсолютно збiжного ряду

фiгурує в дослiдженнях з 1914 року, коли була опублiкована пiонерська

робота японського математика Соiчi Какея [75] (“Про неповнi суми нескiн-

ченних рядiв”), основним результатом якої була є наступне твердження.

Теорема 0.1. Множина неповних сум E{an} абсолютно збiжного ря-

ду
∑∞

n=1 an є:

1) досконалою множиною;

2) скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв тодi й лише тодi, коли

|an| 6 |an+1|+ |an+2|+ |an+3|+ ...

для всiх n, починаючи з деякого номеру (E{an} – вiдрiзок тодi й лише

тодi, коли an 6 rn для всiх n ∈ N);
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3) гомеоморфною класичнiй множинi Кантора, якщо

|an| > |an+1|+ |an+2|+ |an+3|+ ...

для всiх достатньо великих n.

Цi ж результати були перевiдкритi в 1941 роцi Г. Горничем [72] та в 1948

роцi П. Кесава Меноном [81].

У згаданiй роботi [75] С. Какея висунув припущення, що необхiдною i

достатньою умовою нiде не щiльностi множини E{an} є iснування злiченної

кiлькостi членiв ряду, для яких ai > ri. Перший контрприклад (без обґрун-

тування) до цiєї гiпотези навели в 1980 р. А. Вайнштейн i Б. Шапiро [5].

У роботi [92] Ф. Пруш-Вiшньовський, визнаючи спростування гiпотези Ка-

кея цими авторами, зазначає, що їх робота мiстить i хибнi твердження (це

теореми 2 i 5).

У 1984 р. Ц. Ференс [68] навiв iнший приклад з нетривiальним дове-

денням. Бiльш простий приклад у 1988 р. представили Дж. Ґатрi i Дж.

Нiман [69]:
3

4
+

2

4
+

3

42
+

2

42
+

3

43
+

2

43
+ ... . (1)

Для цього ряду, як i у прикладах вище згаданих дослiдникiв, нерiвностi

an > rn i an < rn виконуються нескiнченну кiлькiсть разiв, а множина T

неповних сум ряду (1) мiстить вiдрiзок [3
4 , 1] i не є скiнченним об’єднанням

вiдрiзкiв.

Завершальними у напрямi класифiкацiї iснуючих “топологiчних типiв”

множин неповних сум абсолютно збiжних рядiв є роботи [69, 85], де дове-

дено наступний факт.

Теорема 0.2. Множина E{an} неповних сум збiжного знакододатно-

го ряду
∑∞

n=1 an є однiєю з наступних:

1) скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв;

2) гомеоморфною множинi Кантора;
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3) гомеоморфною множинi T неповних сум ряду (1).

Починаючи з 1941 року, паралельно з дослiдженнями топологiчних вла-

стивостей множин неповних сум велись дослiдження їх метричних власти-

востей. Окремої актуальностi метричнi задачi (задачi про мiру Лебега) на-

бувають у випадку, коли множина неповних сум ряду є нiде не щiльною.

Дещо пiзнiше коло метричних задач було розширене задачами про фра-

ктальнi властивостi множин неповних сум, про їхнi фрактальнi розмiрностi

(розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича, Гаусдорфа-Бiллiнгслi тощо). Перши-

ми вагомими дослiдженнями в цьому напрямi були роботи Т. Шалата.

Незважаючи на те, що в останнiй час акцентовано ведуться дослiджен-

ня (М. Працьовитий, Г. Торбiн, Т. Банах, О. Барановський, А. Бартошевiч,

Н. Василенко, Я. Виннишин, С. Гломб, Я. Гончаренко, Р. Джонс, Е. Ши-

монiк, Д. Карвацький, В. Коваленко, Н. Корсунь, М. Купер, М. Моран,

З. Нiтецкiй, Ю. Перес, Ф. Прус-Вiшньовський, Б. Солом’як, Ю. Фещенко,

М. Фiлiпчак та iн.) властивостей множини неповних сум збiжного ряду (в

основному це розгляд окремих випадкiв, коли члени ряду утворюють послi-

довнiсть, яка володiє деякою властивiстю однорiдностi по n) i на те, що за

столiтнiй перiод розвитку цiєї теорiї науковцями було отримано ряд загаль-

них результатiв, повний опис тополого-метричних властивостей множини

E{an} залишається ще далеким до завершення.

Сьогоднi стосовно множини пiдсум збiжного ряду все ще у загальнiй

постановцi залишаються вiдкритими проблеми: 1) про необхiднi i достатнi

умови її нiде не щiльностi; 2) про необхiднi i достатнi умови її нуль-мiрностi

(у розумiннi мiри Лебега). Ще бiльш складною проблемою у загальнiй по-

становцi є задача про фрактальнi властивостi множини E{an}, хоча для

деяких класiв рядiв це успiшно зроблено (див. наприклад [10, 35, 37, 47, 53,

94,96]).
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Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Робота виконана в рамках дослiдження математичних об’єктiв зi скла-

дною локальною будовою i фрактальними властивостями, що проводиться

на кафедрi вищої математики НПУ iменi М. П. Драгоманова та у вiддiлi

фрактального аналiзу Iнституту математики НАН України. Дослiдження

проводилось у рамках науково-дослiдних тем:

– двiйкове кодування дiйсних чисел i фрактали (№ державної реєстрацiї

0110U001279);

– фрактальний аналiз неперервних функцiй i мiр (№ державної реєстрацiї

0111U000053).

Об’єкт дослiдження. Множина неповних сум збiжного знакодода-

тного ряду, який володiє деякою властивiстю однорiдностi (є збуреним гео-

метричним рядом; сумою кiлькох геометричних рядiв; рядом, визначеним

рекурентним спiввiдношенням мiж членами та залишками ряду).

Предмет дослiдження. Тополого-метричнi та фрактальнi власти-

востi множин неповних сум вказаних рядiв та розподiли випадкових не-

повних сум, зосереджених на множинах пiдсум заданих рядiв.

Метою дослiдження є опис структурних, топологiчних, метричних i

фрактальних властивостей, пов’язаних з фрактальною розмiрнiстю Гаусдорфа-

Безиковича, множин неповних сум декiлькох класiв збiжних рядiв, якi ма-

ють властивостi однорiдностi.

Основними завданнями дослiдження є вивчення властивостей мно-

жин неповних сум:

— збуреного геометричного ряду;

— рекурентних рядiв трипараметричної сiм’ї;

— одного двопараметричного класу рядiв з нелiнiйною властивiстю

однорiдностi та властивостей розподiлiв випадкових пiдсум таких

рядiв;
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— рядiв, якi є сумами геометричних рядiв з одним i тим же параме-

тром, зокрема рядiв, множиною значень яких є канторвал;

та знаходження умов (необхiдних, достатнiх, необхiдних i достатнiх) ано-

мальної фрактальностi (суперфрактальностi) множин неповних сум окре-

мих класiв рядiв.

Методи дослiдження. У роботi використовувались прийоми та ме-

тоди математичного аналiзу, теорiї функцiй, функцiонального аналiзу, ме-

тричної теорiї чисел, теорiї ймовiрностей, фрактального аналiзу та фра-

ктальної геометрїї.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати,

що визначають наукову новизну дисертацiйного дослiдження i виносяться

на захист, є такими:

— вивчено властивостi множини неповних сум збуреного геометрично-

го ряду
∑∞

n=1 f(n)λn, де f(n) – функцiя, для якої

lim
n→∞

f(n+ 1)f−1(n) = 1;

встановлено, що розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича множин пiдсум

рядiв
∑∞

n=1 λ
n i
∑∞

n=1 f(n)λn спiвпадають при кожному λ ∈ (0, 1);

— дослiджено властивостi множин пiдсум рекурентних рядiв однiєї

трипараметричної сiм’ї, а саме рядiв
∑∞

n=1 an, члени яких задоволь-

няють лiнiйне рекурентне спiввiдношення

an = an+1 + an+2 + an+3, n = 1, 2, 3, ... ;

— встановлено лебегiвський тип, тополого-метричнi та фрактальнi вла-

стивостi спектра випадкової величини ξ =
∑∞

n=1 anξn, де
∑∞

n=1 an –

збiжний знакододатний ряд, який має властивiсть rn+1 = an+1an для

всiх n ∈ N, (ξn) – послiдовнiсть незалежних випадкових величин,

якi набувають значень 0 та 1 з ймовiрностями p0n та p1n вiдповiдно.
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У випадку дискретностi описано точковий спектр, у випадку непе-

рервностi доведено, що розподiл є сингулярним розподiлом канто-

рiвського типу з аномально фрактальним спектром. Доведено, що

n-кратна згортка розподiлу випадкової величини ξ має аномально

фрактальний розподiл;

— дослiджено властивостi множин пiдсум рядiв, якi є сумами геоме-

тричних рядiв з одним i тим же параметром, множиною значень

яких є канторвал;

— обчислено розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича множин пiдсум спе-

цiальних рядiв, для яких нерiвностi an > rn i an < rn виконуються

для нескiнченних множин значень iндекса n (рядiв з суттєвими пе-

рекриттями цилiндричних множин);

— дослiджено ряд
∑∞

n=1 an, для якого виконується рiвнiсть

lim
n→∞

sup
an
rn

= +∞,

а множина його неповних сум є суперфрактальною.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiя має в

основному теоретичний характер, хоча отриманi в нiй результати можуть

бути застосованi в теорiї розподiлiв випадкових величин, при фрактально-

му аналiзi неперервних функцiй та мiр, у метричнiй та ймовiрнiснiй теорiї

чисел.

Особистий внесок здобувача. Усi положення i результати, якi ви-

носяться на захист, належать автору i отриманi самостiйно. У спiльних з

науковим керiвником публiкацiях М. В. Працьовитому належить загальна

постановка задач, деякi iдеї доведень та перевiрка отриманих результатiв.
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Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйного до-

слiдження доповiдались на наступних конференцiях :

– Друга мiжунiверситетська наукова конференцiя молодих вчених з ма-

тематики та фiзики (Київ, 2011);

– Чотирнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi акад. Михайла

Кравчука (Київ, 2012);

–International Conference on Algebra dedicated to 100th anniversary of S.

M. Chernikov (Київ, 2012);

– Мiжнародна наукова конференцiя “Асимптотичнi методи в теорiї ди-

ференцiальних рiвнянь”, присвячена 80-рiччю доктора фiз.-мат. наук, про-

фесора М. I. Шкiля (Київ, 2012);

– Всеукраїнська наукова конференцiя “Сучаснi проблеми теорiї ймовiр-

ностей та математичного аналiзу” (Ворохта, 2013);

– Третя мiжунiверситетська наукова конференцiя молодих вчених з ма-

тематики та фiзики (Київ, 2013);

– Мiжнародна наукова конференцiя Боголюбiвськi читання DIF-2013

“Диференцiальнi рiвняння, теорiя функцiй та їх застосування” (Севасто-

поль, 2013);

– The 9-th International Algebraic Conference (Львiв, 2013);

– Мiжнародна наукова конференцiя, присвячена пам’ятi Георгiя Воро-

ного “Fifth International Conference On Analytic Number Theory And Spatial

Tessellations” (Київ, 2013);

– Мiжнародна наукова конференцiя “КРОМШ 2013” (Судак, 2013);

– Мiжнародна математична конференцiя “Диференцiальнi рiвняння, об-

числювальна математика, теорiя функцiй та математичнi методи механiки”

до 100-рiччя вiд дня народження члена-кореспондента НАН України Г. М.

Положого (Київ, 2014);

– П’ятнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi акад. Михайла

Кравчука (Київ, 2014);
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– Четверта Мiжнародна Ганська конференцiя (Чернiвцi, 2014);

– Мiжнародна науково-методична конференцiя “Сучаснi науково-методичнi

проблеми математики у вищiй школi” (Київ, 2015);

– Четверта всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з мате-

матики та фiзики (Київ, 2015);

– Мiжнародна конференцiя молодих математикiв “International Conference

of Young Mathematicians” (Київ, 2015).

Результати дослiдження доповiдались на наукових семiнарах :

— семiнар вiддiлу фрактального аналiзу Iнституту математики НАН

України та НПУ iменi М. П. Драгоманова (керiвник: доктор фiз.-мат. наук,

професор М. В. Працьовитий);

— семiнар вiддiлу топологiї Iнституту математики НАН України (ке-

рiвник: доктор фiз.-мат. наук С. I. Максименко);

— семiнар вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН України

(керiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор А. С. Романюк);

— семiнар кафедри математичного аналiзу та диференцiальних рiвнянь

НПУ iменi М. П. Драгоманова (керiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор

Г. М. Торбiн).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї викладено у шести стат-

тях [17–22], опублiкованих у виданнях, внесених до перелiку наукових фа-

хових видань України, та вiдображено у матерiалах конференцiй [1–16].

Статтi [20,21] оприлюдненi у виданнях, якi включенi до мiжнародних нау-

кометричних баз Zentralblatt MATH та Scopus.

Структура роботи. Дисертацiя складається iз вступу, трьох роздi-

лiв, висновкiв, списку використаних джерел, який нараховує 100 найме-

нувань, списку публiкацiй автора, списку умовних позначень. Загальний

обсяг роботи – 120 сторiнок.
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Основний змiст роботи. У вступi обґрунтовується актуальнiсть

дослiдження, вказується зв’язок роботи з науковими програмами, плана-

ми, темами, зазначено мету та задачi дослiдження, його об’єкт та предмет,

методи дослiдження, наукову новизну одержаних результатiв та їх пра-

ктичне значення, особистий внесок здобувача, представлено список його

публiкацiй, а також структуру дисертацiї.

Перший роздiл “Огляд лiтератури та концептуальнi засади до-

слiдження” носить вступний характер i присвячений огляду основних

результатiв та лiтератури за темою дисертацiї. Розкрито iсторiю питань,

пов’язаних з тематикою роботи, доведено деякi допомiжнi твердження, на-

ведено огляд основних праць з теми дослiдження. Також наведено стислий

огляд тих результатiв, якi використовуються у роботi.

Другий роздiл “Множини неповних сум деяких класiв рядiв”

присвячений дослiдженню множин неповних сум деяких класiв рядiв та

розподiлiв випадкових неповних сум, зосереджених на цих множинах.

У пiдроздiлi 2.1 дослiджено множину Ef пiдсум збуреного геометри-

чного ряду
∑∞

n=1 f(n)λn, де λ – фiксоване дiйсне число з (0, 1), f(n) –

функцiя, яка задовольняє умову

lim
n→∞

f(n+ 1)

f(n)
= 1.

Теорема 2.3. Множина Ef є

1) нiде не щiльною нуль-множиною Лебега при λ ∈ (0, 1
2), розмiрнiсть

Гаусдорфа-Безиковича якої обчислюється за формулою

α0(Ef) = − logλ 2;

2) об’єднанням вiдрiзкiв при λ ∈ [1
2 , 1).

Наслiдок 2.2. Розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича множин неповних

сум рядiв
∑∞

n=1 f(n)λn та
∑∞

n=1 λ
n спiвпадають при кожному фiксовано-

му значеннi λ ∈ (0, 1).
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У пiдроздiлi 2.2 розглянуто трипараметричну сiм’ю рядiв, якi задо-

вольняють лiнiйну властивiсть однорiдностi

an = an+1 + an+2 + an+3, ∀n ∈ N. (2)

Отримано вираз загального члена ряду та дослiджено його множину

неповних сум.

Лема 2.4. Загальний член послiдовностi (an) дiйсних чисел, яка воло-

дiє властивiстю (2), має вигляд

an = (a1 − p)λn−1 + %n−1 ·
√
p2 + s2 sin (ϕ(n− 1) + θ),

де

λ =
1

3
(17 + 3

√
33)

1
3 − 2

3(17 + 3
√

33)
1
3

− 1

3
≈ 0.5436890125,

cosϕ =
a

%
, sinϕ =

b

%
, % =

√
a2 + b2,

a = −1

6
(17 + 3

√
33)

1
3 +

1

3(17 + 3
√

33)
1
3

− 1

3
, cos θ =

s√
p2 + s2

,

b =

√
3

2

(
1

3
(17 + 3

√
33)

1
3 +

2

3(17 + 3
√

33)
1
3

)
, sin θ =

p√
p2 + s2

.

p =
a1λ

2 − a3

(a− λ)2 + b2
, s =

a2 − a1λ− p(a− λ)

b
.

Лема 2.3. Для того, щоб послiдовнiсть (an) дiйсних чисел, яка воло-

дiє властивiстю (2), була знакододатною, необхiдно i достатньо щоб її

першi три члени задовольняли умови

a2

a1
=
a3

a2
= λ i a1 > 0.

Теорема 2.4. Множина неповних сум знакододатного ряду
∑∞

n=1 an,

який володiє властивiстю (2), є вiдрiзком [0, a1
1−λ ].
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Пiдроздiл 2.3 присвячений встановленню лебегiвської структури (вмi-

сту дискретної, абсолютно неперервної та сингулярно неперервної компо-

ненти), тополого-метричних i фрактальних властивостей спектра розподiлу

випадкової величини ξ =
∑∞

n=1 anξn, де

r0 =
∞∑
n=1

an = a1 + a2 + ...+ an + rn (3)

— збiжний знакододатний ряд, який має властивiсть

rn+1 = an+1an, ∀n ∈ N, (4)

(ξn) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин з розподiлами:

P{ξn = 0} = p0n > 0, P{ξn = 1} = p1n > 0, p0n + p1n = 1.

У випадку дискретностi описано точковий спектр розподiлу, а у випадку

неперервностi доведено, що вiн є сингулярним розподiлом канторiвського

типу з аномально фрактальним спектром. Бiльше того, доведено, що s-

кратна автозгортка ψs = ξ(1) + ξ(2) + ... + ξ(s), неперервного розподiлу ви-

падкової величини ξ має аномально фрактальний розподiл при будь-якому

натуральному значеннi s.

Лема 2.4. Якщо a1, a2 — додатнi дiйснi числа, то двопараметрична

послiдовнiсть

an+2 =
an+1

1 + an+1
an, n = 1, 2, 3, ... (5)

є нескiнченно малою, а вiдповiдний їй ряд
∑∞

n=1 an — збiжний.

Теорема 2.5. Для того, щоб ряд (3) задовольняв умову (4), необхiдно

i достатньо, щоб для його членiв виконувалась рiвнiсть (5).

Лема 2.11. Для членiв ряду (3), що задовольняє умову однорiдностi

(4), мають мiсце рiвностi

lim
n→∞

an+1

an
= 0, lim

n→∞

an
qn

= 0, lim
n→∞

ann! = 0,

де q — довiльне дiйсне число з (0, 1).
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Теорема 2.6. Розподiл випадкової величини ξ є дискретним тодi й

лише тодi, коли L =
∏∞

n=1 pcnn > 0. У випадку дискретностi, якщо для

ряду (3) виконується умова an > rn для всiх n ∈ N, то точковий спектр

Dξ складається з точки x0 такої, що

x0 =
∞∑
n=1

cnan, де pcnn = max{p0n, p1n},

i всiх точок x таких, що

x =
m∑
n=1

εnan +
∞∑

n=m+1

cnan,

де εn ∈ {0, 1}, pεnn 6= 0 при n 6 m.

Теорема 2.7. Множина неповних сум ряду (3), що задовольняє умо-

ву однорiдностi (4), нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега i

нульової розмiрнiстi Гаусдорфа-Безиковича.

Теорема 2.8. У випадку неперервностi (L = 0) розподiл випадкової

величини ξ є сингулярним розподiлом канторiвського типу з аномально

фрактальним спектром.

Теорема 2.9. У випадку неперервностi випадкової величини ξ (L = 0)

розподiл випадкової величини ψs, для будь-якого натурального s > 2 є

сингулярним розподiлом канторiвського типу з аномально фрактальним

спектром.

Пiдроздiл 2.4 присвячений дослiдженню тополого-метричних i фра-

ктальних властивостей множини

CAS
λ =

{
x : x =

∞∑
n=1

anλ
n, an ∈ As

}
,

де λ — задане дiйсне число з (0, 1), As ≡ {0, a1, a2, ..., as−1} ⊂ R,

0 < a1 < a2 < ... < as−1, 2 6 s — фiксоване натуральне число.

Основним об’єктом є множина CA3

λ , що є узагальненням множини не-

повних сум геометричного ряду.
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Теорема 2.12. Якщо λ = a1
a2
∈ (0, 3−

√
5

2 ), то множина CA3

λ є нiде не

щiльною множиною нульової мiри Лебега, розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича

якої дорiвнює α0(C
A3

λ ) = log a2
a1

3+
√

5
2 .

Третiй роздiл “Множини неповних сум рядiв з суттєвими пе-

рекриттями цилiндричних множин” присвячений дослiдженню трьох

класiв рядiв, для яких нерiвностi an > rn та an < rn виконуються для

нескiнченних множин значень iндекса n. Даний випадок є найменш вивче-

ним. Множина пiдсум ряду, що володiє такою властивiстю є: або нiде не

щiльною множиною, або симетричним канторвалом (об’єднанням нiде не

щiльної множини i множини, яка є нескiнченним об’єднанням вiдрiзкiв).

Основною задачею пiдроздiлу 3.1 є дослiдження властивостей мно-

жини пiдсум ряду

a1 + a2 + a1λ+ a2λ+ a1λ
2 + a2λ

2 + ... =
a1 + a2

1− λ
,

де a1, a2 — дiйснi числа, a1 > a2 > 0 i λ ∈ (0, 1).

Множину неповних сум останнього ряду можна подати у виглядi

Eλ =

{
x : x =

∞∑
n=1

ηnλ
n−1, ηn ∈ {0, a1, a2, a1 + a2}

}
.

Множина Eλ дослiджувалась у роботах Б. Солом’яка, у яких стверджу-

ється, що для майже всiх значень λ > 1
4 вона матиме додатну мiру Лебега.

Також було встановлено iснування такої щiльної нуль-множиниM0 значень

λ > 1
4 , що при кожному з них множина Eλ має нульову мiру Лебега, але не

було явно вказано цих значень.

Основним результатом даного пiдроздiлу є теорема 3.2, яка дає пов-

ний опис тополого-метричних i фрактальних властивостей множини Eλ

неповних сум ряду при конкретному фiксованому значеннi λ = a1−a2
a1+a2

≡ q,

яке може бути бiльшим за 1
4 i належить M0. Основний акцент зроблено на

вивченнi її фрактальних властивостей, чого не було зроблено вище згада-

ними дослiдниками.
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Теорема 3.2. Множина Eq неповних сум ряду
∑∞

n=1 an є

1) вiдрiзком [0, (a1+a2)2

2a2
], якщо a2

a1
∈ (0, 1√

3
];

2) нiде не щiльною нуль-множиною Лебега, розмiрнiсть Гаусдорфа-

Безиковича якої дорiвнює

α0(Eq) = log a1+a2
a1−a2

(2 +
√

3),

якщо a2
a1
∈ ( 1√

3
, 1).

У пiдроздiлi 3.2 побудовано ряд
∑∞

n=1 an, який володiє властивiстю

lim
n→∞

sup
an
rn

= +∞,

а множина його неповних сум має додатну розмiрнiсть Гаусдорфа–Безиковича.

Це ряд виду

r0 =
∞∑
k=1

bk = c1 + c2 + c2︸ ︷︷ ︸
2

+ c3 + c3 + c3 + c3︸ ︷︷ ︸
4

+...+ cn + ...+ cn︸ ︷︷ ︸
2n−1

+...,

для якого виконується рiвнiсть

ck
r̃k

= k + 1, k = 2n − 1, n = 1, 2, 3, ... ,

r̃k = r2n−1 =
∞∑

k=2n

bk = cn+1 + ...+ cn+1︸ ︷︷ ︸
2n

+ cn+2 + ...+ cn+2︸ ︷︷ ︸
2n+1

+... =

= 2ncn+1 + 2n+1cn+2 + 2n+2cn+3 + ... ,

cn = b2n−1 = b2n−1+1 = b2n−1+2 = ... = b2n−1.

Теорема 3.3. Множина E{bn} є суперфрактальною множиною, тоб-

то нуль-множиною Лебега, розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича, рiвної 1.

У пiдроздiлi 3.3 дослiджується множина Dλ неповних сум однопара-

метричної сiм’ї рядiв
∞∑
n=1

dn = 8λ+4λ+3λ+2λ+8λ2+4λ2+3λ2+2λ2+...+8λk+4λk+3λk+2λk+... ,

де λ – дiйсне число з (0, 1).
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Теорема 3.4. Множина Dλ неповних сум ряду
∑∞

n=1 dn є

1) нуль-множиною Лебега при λ ∈
(
0, 1

16

)
;

2) вiдрiзком [0, 17λ
1−λ ] при λ ∈

[
2
19 , 1

)
;

3) множиною додатної мiри Лебега при майже всiх (вiдносно мiри

Лебега) значеннях λ ∈
[

1
16 ,

2
19

)
;

4) симетричним канторвалом при λ ∈
[

1
14 ,

2
19

)
.

Подяка. Автор щиро вдячний науковому керiвнику професору Миколi

Вiкторовичу Працьовитому за постановку задач, за допомогу, пiдтримку i

терпiння.

Присвячується свiтлiй пам’ятi моєї матерi

Савченко Оленi Василiвнi
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА КОНЦЕПТУАЛЬНI ЗАСАДИ

ДОСЛIДЖЕННЯ

У цьому роздiлi розглядаються деякi загальнi властивостi множин не-

повних сум числових рядiв.

1.1. Неповна сума (пiдсума) ряду та множина його пiдсум

Розглядається числовий ряд
∞∑
n=1

an = a1 + a2 + ...+ an + ... . (1.1)

НехайM — довiльна пiдмножина множини натуральних чисел N. Число

x = x(M) =
∑

n∈M⊂N

an =
∞∑
n=1

anεn, де εn =

 1, якщо n ∈M,

0, якщо n /∈M,

називається неповною сумою (пiдсумою) ряду (1.1), а кожен ряд виду∑
n∈M⊂N

an назвемо пiдрядом ряду (1.1).

Множину всiх неповних сум ряду (1.1) позначатимемо через E{an},
тобто

E{an} ≡

{
x : x =

∑
n∈M

an, M ∈ 2N

}
=

=

{
x : x =

∞∑
n=1

εnan, (εn) ∈ A∞, A = {0, 1}

}
,

i називатимемо множиною неповних сум (множиною пiдсум) ряду (1.1).

Зрозумiло, що всi частиннi суми Sn ≡
∑n

k=1 ak i залишки rn ≡
∑∞

k=n+1 ak

ряду (1.1) є його неповними сумами. Якщо ряд (1.1) є збiжним знакодода-

тним, то E{an} ⊆ [0, r0].
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Приклад 1.1. Множина неповних сум ряду
∑∞

n=1
1
2n є вiдрiзком [0, 1],

тобто E{2−n} = [0, 1].

Приклад 1.2. Множина пiдсум ряду
∑∞

n=1
2
3n є класичною множиною

Кантора, тобто E{2·3−n} = C0, оскiльки кожне число y ∈ C0 можна подати

у виглядi трiйкового ряду iз забороною на вживання цифри “1”:

y =
α1

3
+
α2

32
+...+

αn
3n

+... =
2ε1

3
+

2ε2

32
+...+

2εn
3n

+..., αn ∈ {0, 2}, εn ∈ {0, 1}.

Приклад 1.3. Множина неповних сум ряду iз загальним членом

an = 1
2n + 1

10n є нiде не щiльною множиною додатної мiри Лебега.

Наведенi приклади мотивують наше дослiдження. Суттєва топологiчна

вiдмiннiсть мiж множинами неповних сум перших двох рядiв наштовхує

на природнi запитання. Якими ще можуть бути множини пiдсум рядiв? I

якi властивостi послiдовностей членiв рядiв роблять їх множини неповних

сум такими рiзними?

1.2. Множина неповних сум абсолютно збiжного ряду

Якщо ряд (1.1) є абсолюно збiжним, то його множина неповних сум –

досконала i може бути як нуль-множиною Лебега, так i множиною додатної

мiри, а тому вона є потенцiйно лiнiним фракталом. Встановимо зв’язок

мiж множиною неповних сум абсолютно збiжного ряду (1.1) та множиною

E{|an|} пiдсум ряду

∞∑
n=1

|an| = |a1|+ |a2|+ ...+ |an|+ ... . (1.2)

Лема 1.1. Якщо ряд (1.1) є абсолютно збiжним, то множини пiдсум

E{an} i E{|an|} – iзоморфнi.

Доведення. Нехай α =
∑∞

n=1 αn – сума всiх вiд’ємних членiв ряду (1.1),

а β =
∑∞

n=1 βn – сума всiх його додатних членiв.
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Покажемо, що iснує рух, який переводить множину E{an} в множину

E{|an|}. Нехай

M− ≡ {n ∈ N : an < 0}, M+ ≡ {n ∈ N : an > 0}

— множини iндексiв, якi вiдповiдають вiд’ємним i додатним членам ряду.

Для довiльної пiдсуми x0 =
∑

n∈M0⊂N
an ∈ E{an} означимо множини

M−
0 ≡ {n ∈M0 : an < 0}, M+

0 ≡ {n ∈M0 : an > 0}.

Доведемо спочатку, що число x0 + |α| є пiдсумою ряду (1.2). Маємо

x0−α =
∑
n∈M−0

an+
∑
n∈M+

0

an+
∑
n∈M−

|an| =
∑

n∈(M−\M−0 )

|an|+
∑
n∈M+

0

|an| ∈ E{|an|}.

Нехай y0 =
∑

n∈M0⊂N
|an| ∈ E{|an|} – деяка пiдсума ряду (1.2). Покажемо

тепер, що число y0 − |α| є пiдсумою ряду (2.6). Маємо

y0 + α =
∑
n∈M−0

|an|+
∑
n∈M+

0

|an|+
∑
n∈M−

an =
∑

n∈(M−\M−0 )

an +
∑
n∈M+

0

an ∈ E{an}.

Лему доведено.

Зауваження 1.1. Оскiльки, множини неповних сум абсолютно збiжного

ряду i ряду, утвореного iз модулiв його членiв, – iзометричнi, то надалi нас

цiкавитимуть в основному збiжнi знакододатнi ряди.

1.3. Тополого-метричний аналiз множин неповних сум

1.3.1. Огляд основних результатiв. Тополого-метричнi властиво-

стi множини неповних сум ряду суттєво залежать вiд його властивостей,

зокрема, “швидкостi збiжностi”. Наступнi три факти про множину E{an}
неповних сум ряду (1.1), у якого an > an+1 > 0 для всiх n ∈ N встановили

С. Какея [75] в 1914 роцi (i незалежно Г. Горнич [72] в 1941 р. та П. Кесава

Менон [81] в 1948 р.).
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Теорема 1.1 (Какея). Множина неповних сум E{an} збiжного зна-

кододатного ряду
∑∞

n=1 an є:

1) досконалою множиною;

2) скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв тодi й лише тодi, коли

an 6 an+1 + an+2 + an+3 + ...

для всiх n, починаючи з деякого номеру (E{an} – вiдрiзок тодi й лише

тодi, коли an 6 rn для всiх n ∈ N);

3) гомеоморфною класичнiй множинi Кантора, якщо

an > an+1 + an+2 + an+3 + ...

для всiх достатньо великих n.

Зауваження 1.2. Наведене твердження не можна застосувати до до-

слiдження топологiчних властивостей множин неповних сум рядiв, у яких

послiдовнiсть членiв (an) не є монотонно незростаючою, тобто умова

an > an+1 > 0, ∀n ∈ N (1.3)

не виконується для всiх n ∈ N.

Приклад 1.4. Для ряду

1

4
+

2

4
+

1

42
+

2

42
+ ...+

1

4k
+

2

4k
+ ...

нерiвнiсть an > rn виконується для всiх парних номерiв n. А множина пiд-

сум даного ряду є вiдрiзком [0, 1], оскiльки кожне число x, що є пiдсумою

даного ряду, можна подати у виглядi четвiркового ряду:

x =
α1

4
+
α2

42
+ ...+

αk
4k

+ ..., αk ∈ {0, 1, 2, 3}.

Приклад 1.5. Для ряду

1

2!
+

1

1!
+

1

4!
+

1

3!
+ ...+

1

(k + 1)!
+

1

k!
+ ...
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нерiвнiсть an > rn виконується для всiх парних номерiв, а нерiвнiсть an <

rn – для всiх непарних. I тому теорема 1 (без врахування умови монотонно-

стi членiв ряду) не дає достатньої iнформацiї про множину пiдсум даного

ряду. Проте, пiсля упорядкування членiв ряду, нерiвнiсть an > rn викону-

ватиметься для всiх n ∈ N. Тому множина його пiдсум є нiде не щiльною.

Зауваження 1.3. Оскiльки ряд (1.1) є абсолютно збiжним, то вiд пе-

рестановки членiв даного ряду множина його неповних сум не змiниться.

Тому надалi вважатимемо (без втрати загальностi), що для членiв ряду

(1.1) виконується умова (1.3).

У вище згаданiй роботi [75] С. Какея висунув припущення, що необхi-

дною i достатньою умовою нiде не щiльностi множини E{an} є iснування

злiченної кiлькостi членiв ряду, для яких an > rn. Перший контрприклад

до цiєї гiпотези навели в 1980 р. А. Вайнштейн i Б. Шапiро [5], розглянувши

ряд

1 =
10

3

∞∑
n=1

an = 8 · 1

10
+ 7 · 1

10
+ 6 · 1

10
+ 5 · 1

10
+ 4 · 1

10
+

+8 · 1

102
+ 7 · 1

102
+ 6 · 1

102
+ 5 · 1

102
+ 4 · 1

102
+

8 · 1

103
+ 7 · 1

103
+ ...,

тобто bn = 3
10 · (9−m) · 10−k, k ∈ N, m ∈ {1, 2, 3, 4, 5} i n = 5(k − 1) +m.

Для цього ряду

b5k+1 = 0, 24·10−k, b5k+2 = 0, 21·10−k, b5k+3 = 0, 18·10−k, b5k+4 = 0, 15·10−k,

b5k+5 = 0, 12 · 10−k > r5k+5 = 0, 1 · 10−k, k = 0, 1, 2, ... .

Множина E{bn} пiдсум даного ряду мiстить вiдрiзок [2/15, 13/15] (автори

написали, що нескладно це показати). Ф. Прус-Вiшньовський [92] зазначає,

що крiм цього правильного твердження у роботi мiстяться хибнi твердже-

ння (теореми 2 i 5).
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У 1984 р. Ц. Ференс [68] опублiкував з нетривiальним доведенням iнший

приклад ряду, множина пiдсум якого є канторвалом. Вiн розглянув ряд iз

загальним членом

an =
1

2
(8−m) ·

(
2

27

)k
,

де k ∈ N i m ∈ {1, 2, 3, 4, 5} – єдина пара натуральних чисел таких, що

n = 5(k − 1) +m. Зокрема

2
∞∑
n=1

an = 7 · 2

27
+ 6 · 2

27
+ 5 · 2

27
+ 4 · 2

27
+ 3 · 2

27
+

+7 ·
(

2

27

)2

+ 6 ·
(

2

27

)2

+ ...+ 3 ·
(

2

27

)2

+ 7 ·
(

2

27

)3

+ ... .

Легко бачити, що сума цього ряду дорiвнює 1 i його члени утворюють

спадну послiдовнiсть.

Простiший приклад у 1988 р. представили Дж. Ґатрi i Дж. Нiман [69]:

3

4
+

2

4
+

3

42
+

2

42
+

3

43
+

2

43
+ ... . (1.4)

Для цього ряду, як i у вище наведених прикладах, нерiвностi an > rn

i an 6 rn виконуються для нескiнченних множин iндекса n, а множина T

неповних сум ряду (1.4) мiстить вiдрiзок [3
4 , 1] i не є скiнченним об’єднанням

вiдрiзкiв. Множину T можна означити наступним чином

T ≡ C ∪
∞⋃
n=1

G2n−1 = [0, 1] \
∞⋃
n=1

G2n,

де C – класична множина Кантора, Gk – об’єднання всiх центральних тре-

тин, якi вилучаються iз вiдрiзка [0, 1] на k-му кроцi побудови множини C.

В цiй же роботi [69], автори сформулювали теорему, яку було остаточно

довену в [85]. Наведемо її.

Теорема 1.2 (Ґатрi–Нiман–Сеiнз). Множина E{an} неповних сум

збiжного знакододатного ряду (1.1) є однiєю з наступних:

1) скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв;
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2) гомеоморфною множинi Кантора;

3) гомеоморфною множинi T неповних сум ряду (1.4).

1.3.2. Арифметичнi суми множин пiдсум.

Означення 1.1. Арифметичною (векторною) сумою множин A i B

називається множина

C = A⊕B = {x : x = a+ b, a ∈ A, b ∈ B}.

Арифметичною (векторною) рiзницею множин A i B називається мно-

жина

C = A	B = {x : x = a− b, a ∈ A, b ∈ B}.

Добре вiдомим є той факт [98], що арифметична сума двох класичних

множин Кантора C є вiдрiзком [0, 2], тобто C ⊕ C = [0, 2].

Теорема 1.3 (Штейнгауз, [98]). Нехай E — множина додатної мiри

Лебега з R1. Тодi множина E 	 E мiстить вiдкритий окiл нуля.

Наслiдок 1.1. Нехай E — множина додатної мiри Лебега з R1. Тодi

множина E ⊕ E, що є арифметичною сумою множин, мiстить вiдкри-

тий окiл свого центру.

Нехай (E(j))sj=1 – послiдовнiсть, яка складається з s > 2 однакових

множин E, тобто

(E,E, ..., E) ≡ (E(j))sj=1.

Розглянемо арифметичну суму:

Es =
s⊕
j=1

E(j).

Теорема 1.4 ( [86]). Iснує натуральне m, для якого Em є скiнченним

об’єднанням вiдрiзкiв тодi й лише тодi, коли

lim
n→∞

an
rn

<∞.
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Бiльше того, найменше натуральне m, для якого Em є скiнченним об’єд-

нанням вiдрiзкiв є найменшим натуральним m таким, що an
rn
6 m для

всiх, за виключенням скiнченної кiлькостi натуральних n.

1.3.3. Цилiндричнi множини та деякi допомiжнi твердження.

З метою вивчення властивостей множини E{an} неповних сум ряду (1.1),

корисними є поняття цилiндра та цилiндричного вiдрiзка.

Означення 1.2. Нехай (c1, c2, ..., cm) – фiксований впорядкований на-

бiр нулiв та одиниць. Цилiндром рангу m з основою c1c2...cm (ci ∈ {0, 1})
називається множина ∆′c1...cm, яка мiстить всi неповнi суми ряду (1.1) виду

m∑
n=1

cnan +
∞∑

n=m+1

εnan, де εn ∈ {0, 1}.

Зокрема, для кожного натурального n має мiсце рiвнiсть

∆′c1...cn−11 = an ⊕∆′c1...cn−10.

Цилiндричним вiдрiзком рангу m з основою c1c2...cm називається вiдрi-

зок

∆c1...cm = [inf ∆′c1...cm, sup ∆′c1...cm] =

[
m∑
n=1

cnan, rm +
m∑
n=1

cnan

]
.

З означень випливають наступнi властивостi цилiндричних множин:

1) ∆′c1...cm ⊂ ∆c1...cm, inf ∆c1...cm = inf ∆′c1...cm, sup ∆c1...cm = sup ∆′c1...cm.

2) ∆′c1...cm = ∆′c1...cm0 ∪∆′c1...cm1.

3) Дiаметр цилiндра не залежить вiд його основи, а лише вiд рангу:

|∆′c1...cm| = rm → 0 (m→∞).

4) Для довiльної послiдовностi (cm) нулiв та одиниць має мiсце

∞⋂
m=1

∆c1...cm =
∞⋂
m=1

∆′c1...cm ≡ ∆c1...cm... =
∞∑
m=1

cmam = x ∈ E{an} ⊂ [0, r0].
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5) E{an} ⊂ Fm+1 ⊂ Fm для всiх m ∈ N, де Fm =
⋃

ci∈{0,1},i=1,m

∆c1...cm.

6) E{an} = lim
m→∞

Fm =
∞⋂
m=1

Fm.

7) Умова

∆c1..c2n−20 ∩∆c1..c2n−21 = ∆c1..c2n−20111 = ∆c1..c2n−21000, n = 1, 2, 3, ..., (1.5)

рiвносильна рiвностi

a2n−1 = a2n + a2n+1 + a2n+2, n = 1, 2, 3, ... . (1.6)

8) Множини ∆′c1...cm i ∆′(1−c1)...(1−cm) симетричнi вiдносно середини вiд-

рiзка [0, r0], оскiльки з x′ ∈ ∆′c1...cm випливає, що x′ = r0−x ∈ ∆′(1−c1)...(1−cm).

9) Множини ∆′c1...cm0 i ∆′c1...cm1 – симетричнi вiдносно середини цилiн-

дричного вiдрiзка ∆c1...cm.

З останнiх двох властивостей цилiндричних множин випливає наступне

твердження.

Лема 1.2. Множина неповних сум ряду (1.1) є симетричною вiдносно

середини вiдрiзка [0, r0].

Лема 1.3. Якщо для ряду (1.1) виконується нерiвнiсть нерiвнiсть

an > rn для деякого n, то множина [0; r0] не мiстить iнтервали (rn; an)

i (r0 − an; r0 − rn).

Доведення. Оскiльки для членiв збiжного ряду (1.1) виконується нерiв-

нiсть (1.3), то справдливими є наступнi нерiвностi

0 6 rn < an 6 an−1 6 ... 6 a1 6 r0−an = Sn−1+rn < Sn−1+an = Sn = r0−rn,

звiдки i випливає, що

E{an} ∩ ( (rn; an) ∪ (Sn−1 + rn; Sn−1 + an) ) = ∅.

Лему доведено.
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Наслiдок 1.2. Якщо для ряду (1.1) нерiвнiсть an > rn виконується

для нескiнченної множини значень iндекса n, то множина E{an} не є

скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв.

Теорема 1.5. Множина неповних сум ряду (1.1) є континуальною.

Доведення. Поставимо у вiдповiднiсть кожнiй неповнiй сумi x = ∆ε1ε2...εn...

число

y =
α1

2
+
α2

22
+ ...+

αn
2n

+ ... ≡ ∆2
α1α2...αn...

, αn ∈ A = {0, 1}.

Зрозумiло, що дане вiдображення не є бiєктивним, оскiльки двi рiзнi не-

повнi суми x та x′ можуть мати одне й те ж значення (не виконується iн’є-

кцiя). Але бiєкцiї можна досягти за рахунок “прорiдження” ряду. Оскiльки

an → 0 при n→∞, то можна видiлити пiдряд ряду (1.1):

∞∑
n=1

bn = b1 + b2 + ...+ bn + r̃n, b1 > b2 > ... > bn > bn+1 > ...,

для якого, нерiвнiсть bn > r̃n виконується для всiх n ∈ N.

Кожнiй пiдсумi x̃ утвореного ряду можна поставити у вiдповiднiсть єди-

ну послiдовнiсть з L = A× A× ... = A∞:

x̃ = ∆ε1ε2...εn... ↔ y = ∆2
α1α2...αn...

.

Якщо x̃1 6= x̃2, то i (ε
(1)
1 , ε

(1)
2 , ..., ε

(1)
n , ...) 6= (ε

(2)
1 , ε

(2)
2 , ..., ε

(2)
n , ...), i навпаки.

Нехай j — номер перших вiдмiнних цифр ε(1)
j i ε(2)

n ) послiдовностей

(ε(1)
n ) = (ε

(1)
1 , ε

(1)
2 , ..., ε

(1)
j−1, 1, ε

(1)
j+1, ...), (ε(2)

n ) = (ε
(2)
1 , ε

(2)
2 , ..., ε

(2)
j−1, 1, ε

(2)
j+1, ...),

де ε(1)
n = ε

(2)
n , n = 1, j − 1. Рiзниця

x̃1 − x̃2 = ε
(1)
1 a1 + ...+ ε

(1)
j−1aj−1 − ε(2)

1 a1 + ...+ ε
(2)
j−1aj−1 + aj − (r̃j) > 0.

Отже, множина пiдсум ряду
∑∞

n=1 bn — континуальна. Врахувавши, що

для кожної неповної суми x = ∆ε1...εn... знайдеться одна послiдовнiсть нулiв
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та одиниць (εn), якiй вiдповiдає деяке число y = ∆2
α1α2...αn...

, то множина

E{an} не бiльше нiж континтинуальна. Оскiльки встановлено iснування

континуальної пiдмножини множини E{an}, то й сама множина E{an} є

континуальною. Теорему доведено.

1.3.4. Зв’язок мiж видами збiжностi рядiв та їх множинами

неповних сум.

Лема 1.4 ( [57]). Якщо
∑∞

n=1 bn є розбiжним знакододатним рядом i

lim
n→∞

bn = 0, то кожне додатнє число можна подати у виглядi нескiнчен-

ної кiлькостi рiзних пiдсум даного ряду.

Теорема 1.6. Нехай

∞∑
n=1

an = +∞, an > 0, an → 0.

Тодi для кожного K > 0 iснує континуальна множина чисел x ∈ (0, 1〉
таких, що x =

∑∞
n=1 εn(x)an = K.

Наступна теорема встановлює зв’язок мiж видами збiжностi рядiв та їх

множинами неповних сум.

Теорема 1.7 ( [92]). Ряд
∑∞

n=1 є

1) швидко розбiжним тодi й лише тодi, коли множина E{bn} = [0; +∞);

2) умовно збiжним тодi й лише тодi, коли E{bn} = R;

3) абсолютно збiжним тодi й лише тодi, коли E{bn} є обмеженою.

1.4. Фрактальний аналiз

Для тоншої характеризацiї множини нульової мiри Лебега можна вико-

ристовувати апарат теорiї фракталiв (фрактальної геометрiї i фрактально-

го аналiзу). Нагадаємо деякi теоретичнi вiдомостi з теорiї фракталiв, зокре-

ма означенняHα−мiри Гаусдорфа i розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича мно-
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жини E ⊂ R1, якi бiльш тонко характеризують “масивнiсть” множин у

випадку їх нуль-мiрностi (у розумiннi мiри Лебега).

1.4.1. Мiра Гаусдорфа, розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича, фра-

ктали. Нехай E – обмежена пiдмножина метричного простору (X, ρ). Че-

рез d(E) позначимо дiаметр множини E, тобто

d(E) ≡ sup{ρ(x, y) : x, y ∈ E}.

Дiаметром множини E є найбiльша вiдстань мiж точками з E.

Зауваження 1.4. Дiаметр лiнiйної множиниE позначатимемо через |E|.

Означення 1.3. Нехай ε – додатна константа. Скiнченне або зчисленне

сiмейство {Ej} множин називається ε-покриттям множини E, якщо

E ⊂
⋃
j

Ej, де

d(Ej) 6 ε, Ej ∈ X, ∀j ∈ N.

Означення 1.4. Нехай α i ε – додатнi числа, α − ε-мiрою Гаусдорфа

(наближаючою мiрою порядку ε) обмеженої множини E називається

Hα
ε (E) ≡ inf

d(Ej)6ε

{∑
j

d(Ej)
α

}
,

де iнфiмум береться за всiма не бiльш нiж зчисленними ε-покриттями {Ej}
множини E множинами Ej ∈ X.

Означення 1.5. Нехай α — фiксоване додатне число, α–вимiрною мi-

рою (Hα-мiрою) Гаусдорфа обмеженої множини E називається значення

функцiї множини, визначеної рiвнiстю

Hα(E) ≡ lim
ε→0
Hα
ε (E) = sup

ε>0
Hα
ε (E)

i точна нижня грань визначається за всiма можливими не бiльш нiж зчи-

сленними покриттями множини M вiдрiзками Ej, дiаметри d(Ei) яких не

перевищують ε.
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Зрозумiло, що границя Hα(E) завжди iснує, хоча й граничне значення мо-

же бути (i зазвичай є) 0 або ∞.

Розглянемо деякi основнi властивостi α-мiрної мiри Гаусдорфа (див.

[66, 93]). Зафiксуємо β > α > 0.

1. Якщо Hα(E) <∞, то Hβ(E) = 0.

2. Якщо Hβ(E) > 0, то Hα(E) =∞.

3. Якщо E ⊂ E ′, то Hα(E) 6 Hα(E ′).

4. Якщо E ⊂
⋃
j∈N

Ej, то Hα(E) 6
∑
j∈N
Hα(Ej).

Означення 1.6. Невiд’ємне число

α0(E) = sup {α : Hα(E) = +∞} = inf {α : Hα(E) = 0}

називається розмiрнiстю Гаусдорфа-Безиковича множини E.

Розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича має наступнi властивостi :

1. α0(E) = 0 для довiльної не бiльш нiж зчисленної множини E;

2. якщо E1 ⊂ E2, то α0(E1) 6 α0(E2);

3. якщо E1 i E2 – афiнно еквiвалентнi, зокрема геометрично подiбнi,

множини, то α0(E1) = α0(E2);

4. α0

(⋃
n
En

)
= sup

n
α0(En).

Оскiльки α-вимiрна мiра Гаусдорфа у просторi R1 при α = 1 є зовнi-

шньою мiрою Лебега, то розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множин дода-

тної мiри Лебега дорiвнює 1.

Означення 1.7 ( [35], с. 59). Фракталом називається кожна конти-

нуальна обмежена множина простору R1, яка має тривiальну (що дорiвнює

0 або ∞) Hα-мiру Гаусдорфа, порядок α якої дорiвнює топологiчнiй роз-

мiрностi.

Означення 1.8. Множини нульової мiри Лебега простору R1, розмiр-

нiсть Гаусдорфа-Безиковича яких дорiвнює 1, називаються суперфракталь-
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ними, а континуальнi множини, що мають нульову розмiрнiсть Гаусдорфа-

Безиковича, — аномально фрактальними.

Найпростiшим класом фракталiв є самоподiбнi фрактали.

Вiдображення g метричного простору R1 на себе, при якому вiдстанi

мiж точками змiнюються в одному i тому ж вiдношеннi k > 0, називається

перетворенням подiбностi. При цьому число k називають коефiцiєнтом

подiбностi.

Кажуть, що множина E ⊂ R1 подiбна множинi E ′ ⊂ R1 з коефiцiєнтом

подiбностi k > 0, якщо iснує вiдображення g : E → E ′ таке, що

|g(x2)− g(x1)|
|x2 − x1|

= k для всiх x1, x2 ∈ E.

Символiчно це записують так: E k∼ E ′.

Означення 1.9 ( [50]). Непорожня обмежена множина E простору R1

називається самоподiбною, якщо
1) E = E1 ∪ ... ∪ En, n > 1,

2) E
ki∼ Ei, i = 1, n,

3) α0(Ei ∩ Ej) < α0(E) ∀i 6= j,

(1.7)

тобто множина E самоподiбна, якщо її можна подати у виглядi скiнчен-

ного об’єднання власних пiдмножин Ei, якi подiбнi E (взагалi кажучи, ко-

жна зi своїм коефiцiєнтом подiбностi ki), причому розмiрнiсть Гаусдорфа-

Безиковича перетину довiльних двох таких пiдмножин менша, нiж розмiр-

нiсть самої множини E. Найменше таке число n називається показником

самоподiбностi, а (K,n) – законом самоподiбностi K = {k1, ..., kn}.

Означення 1.10 ( [50]). Якщо E – самоподiбна множина з законом

самоподiбностi (K,n),K = {k1, ..., kn}, то додатне число α, яке є розв’язком
рiвняння

kx1 + ...+ kxn = 1, (1.8)

називається самоподiбною розмiрнiстю множини E i позначається αs(E)
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Оскiльки рiвняння (1.8) завжди має єдиний додатний корiнь, то озна-

чення самоподiбної розмiрностi є коректним.

Лема 1.5 ( [50]). Якшо E – самоподiбна множина, iснує таке α, що

0 < Hα(E) < ∞, то її самоподiбна розмiрнiсть дорiвнює розмiрностi

Гаусдорфа-Безиковича, тобто αs(E) = α0(E).

Теорема 1.8 ( [50]). Якщо E – обмежена замкнена самоподiбна мно-

жина простору R1, то її самоподiбна розмiрнiсть дорiвнює розмiрностi

Гаусдорфа-Безиковича.

1.4.2. Розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множини вiдносно

деякого сiмейства покриттiв. Нагадаємо [14], що сiмейство ΦX пiд-

множин метричного простору (X, ρ) називається сiмейством тонких по-

криттiв обмеженої множиниX, якщо для довiльного ε > 0 iснує ε-покриття

Ej множини X таке, що

Ej ∈ ΦX , ∀j ∈ N.

Означення 1.11. Нехай α i ε – додатнi числа, α − ε-мiрою Гаусдорфа

обмеженої множини E ⊂ X вiдносно заданого сiмейства тонких покриттiв

називається

Hα
ε (E,ΦX) ≡ inf

d(Ej)6ε

{∑
j

d(Ej)
α

}
,

де iнфiмум береться за всiма не бiльш нiж зчисленними ε-покриттями

{Ej}j∈N множини E, де Ej ⊂ ΦX , ∀j ∈ N.

Означення 1.12. Нехай α — фiксоване додатне число, α–вимiрною мi-

рою (Hα-мiрою) Гаусдорфа обмеженої множини E ⊂ X вiдносно заданого

сiмейства покриттiв ΦX називається

Hα(E,ΦX) ≡ lim
ε→0
Hα
ε (E,ΦX).
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Означення 1.13. Невiд’ємне число

α0(E,ΦX) = inf{α : Hα(E,ΦX) = 0} = sup{α : Hα(E,ΦX) = +∞}

називається розмiрнiстю Гаусдорфа-Безиковича множини E ⊂ X вiдносно

сiмейства тонких покриттiв ΦX .

Означення 1.14. Сiмейство тонких покриттiв ΦX називається довiр-

чим сiмейством покриттiв (недовiрчим сiмейством покриттiв) для об-

числення розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича на X ⊂ R, якщо

α0(E,ΦX) = α0(E), ∀E ⊆ X

(вiдповiдно: ∃E ⊆ X : α0(E,ΦX) 6= α0(E)).

Умови довiрчостi сiмейств покриттiв дослiджувались багатьма науков-

цями ( [14], [33], [51], [61], [65]). Першi кроки в цьому напрямку зробив

А. Безикович [59], який довiв довiрчiсть сiмейства цилiндрiв, породжених

двiйковим розкладом дiйсного числа. Його результат узагальнили П. Бiл-

лiнгслi ( [61]) для сiмейства s−адичних цилiндрiв, М. Працьовитий [42] –

для сiмейства Q − S−цилiндрiв, а С. Альбеверiо i Г. Торбiн – для сiм’ї

Q∗−цилiндрiв за умови, що елементи p0k, p(s−1)k матрицi Q∗ вiдокремленi

вiд нуля.

Наступна лема дає загальнi необхiднi i достатнi умови довiрчостi систем

покриттiв. Вважатимемо, що для довiльної додатної константи C викону-

ється умова

+∞ 6 C · (+∞).

Лема 1.6 ( [51]). Нехай Φ – сiмейство тонких покриттiв на [0, 1].

Тодi Φ є довiрчою на одиничному вiдрiзку тодi й лише тодi, коли iснує

додатна константа C така, що для довiльної E ⊂ [0, 1], довiльного α ∈
(0, 1] i довiльного δ ∈ (0, α) виконується нерiвнiсть

Hα(E,Φ) 6 C ·Hα−δ(E). (1.9)
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Використовуючи попередню лему, можна отримати наступну достатню

умову довiрчостi сiмейства тонких покриттiв.

Лема 1.7 ( [51]). Нехай Φ — сiмейство тонких покриттiв на E.

Нехай iснує додатна константа C i функцiя f(x) : R+ → N така, що:

1) для довiльної множини I ⊂ E iснує не бiльше, нiж f(|I|) пiдмно-

жин

∆I
1, ∆I

2, ..., ∆I
l(I) ∈ Φ,

де

l(I) 6 f(|I|), |∆I
j | 6 |I|, E ∩ I ⊂

l(I)⋃
j=1

∆I
j ;

2) для довiльного δ > 0 iснує ε1(δ) > 0 таке, що

f(|I|) · |I|δ 6 C, ∀I ⊂ E, |I| < ε1(δ). (1.10)

Тодi сiмейство Φ є довiрчим на E.

1.4.3. Фрактальнi властивостi множини неповних сум ряду.

Нехай
∑∞

n=1 an — збiжний знакододатний ряд, нехай an > rn =
∑∞

k=n+1 ak

для всiх n ∈ N. Звiдси випливає, що rn+1

rn
< 1

2 , n = 1, 2, ... . На промiж-

ку (0, α] означимо функцiю f(x) так: f(0) = 0 i для 0 < x 6 α нехай

f(x) = − logx 2.

Теорема 1.9 (Шалат, [94]). Мають мiсце наступнi нерiвностi:

f(l) 6 α0(E{an}) 6 f(L),

де

l = lim
n→∞

rn+1

rn
, L = lim

n→∞

rn+1

rn

i функцiя f(x) визначена на iнтервалi (0, 1
2).

Наслiдок 1.3 ( [94]). Якщо iснує l∗ = limn→∞
rn+1

rn
, то α0(E{an}) =

f(l∗). Отже, для l∗ > 0 справедлива рiвнiсть α0(E{an}) = − logl∗ 2.
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Iз результату теореми 1.9 легко отримати спiвiдношення мiж α0(E{an})
i величинами членiв ряду

∑∞
n=1 an в двох “крайнiх” випадках.

Теорема 1.10 ( [94]). Нехай α0(E{an}) = 0. Тодi для кожного ε > 0

iснує нескiнченна кiлькiсть натуральних чисел n таких, що an+1 < εan.

Теорема 1.11 ( [94]). Нехай α0(E{an}) = 1. Тодi для кожного q ∈
(0, 1

2), iснує нескiнченна кiлькiсть натуральних чисел n таких, що an+1 >

qan.

Введемо позначення: δn ≡ an
rn
.

Теорема 1.12 (Працьовитий, [35]). Якщо для ряду
∑∞

n=1 an нерiв-

нiсть δn > 1 виконується для всiх достатньо великих n ∈ N, то розмiр-

нiсть Гаусдорфа-Безиковича множини неповних сум E{an} дорiвнює

α0(E{an}) =

[
lim
n→∞

sup

(
1

n

n∑
k=1

log2 (δk + 1)

)]−1

.

Наслiдок 1.4 ( [35]). Якщо виконуються умови теореми 1.12 i

lim
n→∞

δn = δ, то розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множини E{an} дорiв-
нює

α0(E{an}) = log−1
2 (δ + 1).

Наслiдок 1.5 ( [35]). Якщо виконуються умови теореми 1.12 i

lim
n→∞

δn = 1, то α0(E{an}) = 1 i множина E{an} є суперфрактальною.

Наслiдок 1.6 ( [35]). Якщо виконуються умови теореми 1.12 i

lim
n→∞

δn =∞, то α0(E{an}) = 0 i множина E{an} є аномально фракталь-

ною.

Теорема 1.13 (Працьовитий–Торбiн, [37]). Для довiльної послi-

довностi (an) розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множини неповних сум

E{an} задовольняє нерiвнiсть

α0(E{an}) 6 lim
n→∞

inf
n ln 2

− ln rn
.
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Якщо додатково ще an > rn для всiх достатньо великих k, то

α0(E{an}) = lim
n→∞

inf
n ln 2

− ln rn
.

1.5. Канторвали

В даному пiдроздiлi ми використовуємо термiнологiю, орiєнтуючись на

роботи [31,80,92].

Зв’язнi компоненти замкнених множин D ⊂ R є або вiдрiзками, або

одноточковими множинами (сiнглтонами). Iнтервали, якi є зв’язними ком-

понентами замкненої множини D називають D-iнтервалами, тодi як одно-

точковi зв’язнi компоненти множини D називаються вiльними точками

множини D.

Вiдкритi iнтервали, якi є зв’язними компонентами множини D, нази-

вають D-щiлинами. Якщо D є обмеженою, то двi необмеженi D-щiлини

називають зовнiшнiми D-щiлинами. Обмеженi D-щiлини називають вну-

трiшнiми D-щiлинами.

Нехай C – класична можина Кантора. Порядок внутрiшнiх C-щiлин

визначається номером кроку побудови множини Кантора, при якому дана

щiлина вилучається з [0, 1]. Так, наприклад
(

1
3 ,

2
3

)
є C-щiлиною порядку 1,(

7
9 ,

8
9

)
є однiєю з двох C-щiлин порядку 2, а

(
19
81 ,

20
81

)
– одна з восьми C-щiлин

4-го порядку.

Говоритимемо, що послiдовнiсть (In) iнтервалiв з R збiгається до точки

x ∈ R, якщо

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ∈ N In ⊂ (x− ε, x+ ε).

Класична множина Кантора C володiє наступними властивостями:

1) Мiж двома довiльними C-щiлинами мiститься C-щiлина парного по-

рядку i C-щiлина непарного порядку;
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2) Кожна точка множини C є границею послiдовностi C-щiлин парного

рангу i C-щiлин непарного рангу;

3) Множина межових точок усiх C-щiлин непарного рангу є щiльною в

C.

Означення 1.15. Симетричним канторвалом (M–канторвалом) на-

зивається множина, гомеоморфна множинi T неповних сум ряду (1.4).

Iншу характеристику M–канторвалiв дали П. Мендес i Ф. Олiвейра в

роботi [80].

Означення 1.16. Досконала пiдмножина з R така, що довiльна щiли-

на з кожної сторони накопичує нескiнченну кiлькiсть iнтервалiв i щiлин,

називається M–канторвалом.

Такi множини складаються з точок, iнтервалiв i щiлин, якi по обидвi

сторони накопичуються у виглядi дерева.

Означення 1.17. Симетричним канторвалом (M–канторвалом) на-

зивається компактна пiдмножина S дiйсної прямої така, що

1) S є замиканням множини своїх внутрiшнiх точок (тобто, нетривiальнi

компоненти є щiльними);

2) обидвi межовi точки кожної нетривiальної компоненти з S є точками

накопичення (тобто, одноточковими) компонентами з S.

Лема 1.8 ( [80]). Довiльнi два симетричнi Канторвали є гомеомор-

фними.

Теорема 1.14 ( [92]). Непорожня обмежена множина P ⊂ R є гомео-

морфною множинi T тодi й лише тодi, коли P–щiлини й P–iнтервали не

мають спiльних кiнцевих точок i об’єднання всiх P–iнтервалiв є щiль-

ним в P .

Теорема 1.15 ( [92]). Непорожня обмежена множина P ⊂ R є M–

Канторвалом тодi й лише тодi, коли всi кiнцевi точки P–щiлин є грани-

цями послiдовностей P–iнтервалiв i границями послiдовностей P–щiлин.
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Висновки до роздiлу 1

Даний роздiл має вступний характер. В ньому розкрито iсторiю питань,

пов’язаних з тематикою роботи, наведено огляд основних праць з теми до-

слiдження та результатiв, якi використовуються в роботi. В ньому ми дали

означення ключових понять, навели приклади, доведели деякi допомiжнi

твердження.

Основнi результати цього роздiлу доповiдалися на наукових семiнарах

та конференцiях.
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РОЗДIЛ 2

МНОЖИНИ НЕПОВНИХ СУМ ДЕЯКИХ КЛАСIВ РЯДIВ

Будемо казати, що ряд (1.1) володiє властивiстю однорiдностi (по n),

якщо iснує цiле невiд’ємне число k i функцiя f такi, що

rn ∨ f(an, an−1, an−2, ..., an−k+1)

для всiх натуральних n > k, де символ �∨� означає один iз знакiв: “>”,

“<”, “6”, “>”, “=”. В даному роздiлi дослiджуються в основному множини

неповних сум рядiв, якi володiють деякою властивiстю однорiдностi по n.

2.1. Множина пiдсум збуреного геометричного ряду

Добре вiдомо, що множина пiдсум геометричного ряду
∑∞

n=1 λ
n є

1) самоподiбною множиною, розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича якої

дорiвнює log 1
λ

2, при λ ∈ (0, 1
2);

2) вiдрiзком [0, λ
1−λ ].

Розглянемо ряд

∞∑
n=1

nλn = λ+ 2λ2 + ...+ nλn + ..., (2.1)

де λ – фiксоване дiйсне число з (0, 1).

Проведемо дослiдження властивостей множини пiдсум даного ряду, яку

позначатимемо через En. Вiдшукаємо суму та залишки ряду (2.1). Нехай

Sm =
∑m

n=1 nλ
n — послiдовнiсть його частинних сум. Запишемо рiзницю

Sm − λSm = λ+ λ2 + ...+mλm −mλm+1 =
λ(1− λm)

1− λ
−mλm+1.



43

Звiдки маємо

Sm =
λ(1− λm(1 +m) +mλm+1)

(1− λ)2
.

Перейшовши до границi при m→∞, отримаємо

S = lim
m→∞

Sm =
λ

(1− λ)2
.

Залишки ряду (2.1) мають вигляд

rm =
∞∑

n=m+1

nλn = S − Sm =
λm+1(1 +m(1− λ))

(1− λ)2
.

Очевидно, що множина неповних сум ряду (2.1) належить вiдрiзку

[0, λ
(1−λ)2 ], але не завжди з ним спiвпадає. Вивчимо це питання детально.

Теорема 2.1. Множина En неповних сум ряду (2.1) є

1) нiде не щiльною нуль-множиною Лебега при λ ∈ (0, 1
2), розмiрнiсть

Гаусдорфа-Безиковича якої обчислюється за формулою

α0(En) = − logλ 2;

2) вiдрiзком
[
0, λ

(1−λ)2

]
при λ ∈ [1

2 , 1).

Доведення. 1) Покажемо, що нерiвнiсть rn > an виконується скiнченну

кiлькiсть разiв при λ ∈ (0, 1
2), тобто iснує такий номер N(λ), що нерiвнiсть

an > rn виконується для всiх n > N(λ). Розв’язавши нерiвнiсть

λn+1

(1− λ)2
(n(1− λ) + 1) < nλn

вiдносно n, отримаємо:

n >
λ

2λ2 − 3λ+ 1
=

λ

2(1− λ)(1
2 − λ)

.

Легко бачити, що остання нерiвнiсть виконується з деякого номеруN(λ),

що означає ∆c1...cn0 ∩∆c1...cn1 = ∅ для всiх n > N(λ).
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Множина En належить об’єднанню 2n iзометричних цилiндричних вiд-

рiзкiв рангу n, довжина кожного з них дорiвнює rn, тому мiра Лебега

µ(En) 6 lim
n→∞

rn2
n =

λ

(1− λ)2
lim
n→∞

(2λ)n(1 + n(1− λ)) = 0.

Отже, En є нiде не щiльною нуль-множиною Лебега при λ ∈ (0, 1
2).

Оскiльки вiдношення

δn =
an
rn

=
(1− λ)2

λ(1− λ) + λ
n

→ 1− λ
λ

(n→∞),

то, згiдно наслiдку 1 теореми 1.12 (теореми 2.8.3 монографiї [35]), розмiр-

нiсть Гаусдорфа-Безиковича множин En дорiвнює α0(En) = − logλ 2.

2) Покажемо, що rn − an > 0 для всiх n ∈ N при λ ∈ [1
2 , 1):

λn+1(1 + n(1− λ))− nλn(1− λ)2

(1− λ)2
=
λn(n(2λ− 1)(1− λ) + λ)

(1− λ)2
> 0.

Отже, ∆c1...cn0 ∩∆c1...cn1 6= ∅ для кожного n ∈ N. Тому, згiдно теореми

1.1, множина En є вiдрiзком. Теорему доведено.

Проведемо аналогiчнi дослiдження множини En2 неповних сум ряду

∞∑
n=1

n2λn = λ+ 4λ2 + 9λ3 + ...+ n2λn + ... . (2.2)

Знаходимо його суму:

Sn − λSn = λ+ 3λ2 + ...+ (2n− 1)λn − n2λn+1 =

2(λ+ 2λ2 + ...+ nλn)− (λ+ λ2 + ...+ λn)− n2λn+1 =

2λ(1− λn(1 + n) + nλn+1)

(1− λ)2
− λ(1− λn)

1− λ
− n2λn+1,

звiдки маємо

Sn =
λ(1− λn)(1 + n)

(1− λ)3
− 2nλn+1

(1− λ)2
− n2λn+1

1− λ
.
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Спрямувавши n→∞, отримаємо

S =
λ(1 + λ)

(1− λ)3
,

знаходимо залишки ряду

rn =
λn+1(1 + λ+ 2n(1− λ) + n2(1− λ)2)

(1− λ)3

i вiдношення

δn =
(1− λ)3

λ(1− λ)2 + 2λ(1−λ)
n + λ(1−λ)

n2

→ 1− λ
λ

при n→∞.

Отже, маємо теорему, яка доводиться аналогiчно попереднiй.

Теорема 2.2. Множина En2 неповних сум ряду (2.2) є

1) нiде не щiльною нуль-множиною Лебега при λ ∈ (0, 1
2), розмiрнiсть

Гаусдорфа-Безиковича якої обчислюється за формулою

α0(En2) = − logλ 2;

2) вiдрiзком [0, λ
1−λ2 ] при λ ∈ [1

2 , 1).

З’ясуємо тепер, якою властивiстю має володiти функцiя f(n), щоб

розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича множин пiдсум рядiв
∑∞

n=1 f(n)λn i∑∞
n=1 λ

n спiвпадали при кожному значеннi λ ∈ (0, 1).

Нехай 0 < f(n) — функцiя, визначена на множинi N, яка володiє на-

ступною властивiстю:

lim
n→∞

f(n+ 1)

f(n)
= 1. (2.3)

Ряд
∞∑
n=1

f(n)λn називатимемо збуреним геометричним рядом. Його мно-

жину пiдсум позначатимемо через Ef .

Лема 2.1. При λ ∈ (0, 1) ряд
∞∑
n=1

f(n)λn є збiжним.
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Доведення. Скориставшись ознакою Даламбера, отримаємо

D = lim
n→∞

f(n+ 1)λn+1

f(n)λn
= λ < 1.

Отже, даний ряд є збiжним.

Наслiдок 2.1. Якщо послiдовнiсть f(n) задовольняє умову (2.3), то

для довiльного λ ∈ (0, 1) має мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

λnf(n) = 0.

Теорема 2.3. Множина Ef є

1) нiде не щiльною нуль-множиною Лебега при λ ∈ (0, 1
2), розмiрнiсть

Гаусдорфа-Безиковича якої обчислюється за формулою

α0(Ef) = − logλ 2;

2) об’єднанням вiдрiзкiв при λ ∈ [1
2 , 1).

Доведення. 1) Покажемо, що умова (2.3) рiвносильна умовi

lim
n→∞

f(n+ k)

f(n)
= 1,

де k — довiльне фiксоване натуральне число.

Перетворивши останню рiвнiсть, отримаємо:

lim
n→∞

f(n+ k)

f(n)
= lim

n→∞

f(n+ k) · f(n+ k − 1) · ... · f(n+ 2) · f(n+ 1)

f(n+ k − 1) · f(n+ k − 2) · ... · f(n+ 1) · f(n)
=

= lim
n→∞

f(n+ k)

f(n+ k − 1)
· lim
n→∞

f(n+ k − 1)

f(n+ k − 2)
·...· lim

n→∞

f(n+ 1)

f(n)
= lim

n→∞

f(n+ 1)

f(n)
= 1.

Оскiльки

lim
n→∞

δn = lim
n→∞

f(n)λn

f(n+ 1)λn+1 + f(n+ 2)λn+2 + ...
=

= lim
n→∞

1
f(n+1)
f(n) λ+ f(n+2)

f(n) λ
2 + ...f(n+k)

f(n) λ
k + ...

=
1− λ
λ

,
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то при λ < 1
2 нерiвнiсть δn 6 1 виконується скiнченну кiлькiсть разiв.

Тому множина Ef є нiде не щiльною. Оскiльки вона належить об’єднанню

2n цилiндричних вiдрiзкiв довжини rn, то за властивiстю напiвадитивностi

мiри Лебега маємо:

µ(Ef) 6 lim
n→∞

2nrn = lim
n→∞

2n(f(n+ 1)λn+1 + f(n+ 2)λn+2 + ...) =

= lim
n→∞

(2λ)nf(n)

(
f(n+ 1)

f(n)
λ+

f(n+ 2)

f(n)
λ2 + ...+

f(n+ k)

f(n)
λk + ...

)
=

= lim
n→∞

(2λ)nf(n)(λ+ λ2 + ...+ λn + ...) =
λ

1− λ
lim
n→∞

anf(n),

де a ∈ (0, 1). За наслiдком 2.1 границя lim
n→∞

anf(n) = 0. Тому, µ(∆′f) = 0.

Оскiльки lim
n→∞

δn = 1−λ
λ , то згiдно наслiдку 1 теореми 2.8.3 [35] розмiр-

нiсть Гаусдорфа-Безиковича множини Ef дорiвнює α0(Ef) = − logλ 2.

2) При λ ∈ [1
2 , 1) нерiвнiсть δn > 1 виконується лише скiнченну кiль-

кiсть разiв, тому за теоремою Какея множинаEf є об’єднанням скiнченного

числа вiдрiзкiв. Теорему доведено.

Наслiдок 2.2. Розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича множин неповних

сум рядiв
∑∞

n=1 f(n)λn та
∑∞

n=1 λ
n спiвпадають при кожному фiксовано-

му значеннi λ.

Наслiдок 2.3. При кожному фiксованому значеннi λ ∈ (0, 1) одна-

кову розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича мають множини неповних сум

наступних рядiв:

1)
∞∑
n=1

g(n)λn, де g(n) — монотонна й обмежена;

2)
∞∑
n=1

nαλn, α ∈ R;

3)
∞∑
n=1

ln(n)λn.

Зауваження 2.1. Умова (2.3) не виконується для наступних функцiй:

1) f(n) = nn; 2) f(n) = n!; 3) f(n) = an, де a > 1.
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2.2. Множини неповних сум рядiв з однiєю лiнiйною

властивiстю однорiдностi

Нехай
∑∞

n=1 an — ряд, члени якого задовольняють лiнiйне рекурентне

спiввiдношення

an = an+1 + an+2 + an+3, n = 1, 2, 3, ... . (2.4)

Зрозумiло, що послiдовнiсть (an) задається своїми першими трьома чле-

нами a1, a2, a3. Нас цiкавить вираз загального члена даної послiдовностi

i властивостi множини неповних сум рядiв, що володiють даною властивi-

стю.

Лема 2.2. Загальний член послiдовностi (an) дiйсних чисел, яка воло-

дiє властивiстю (2.4), має вигляд

an = (a1 − x)λn−1
1 + %n−1(x cosϕ(n− 1) + y sinϕ(n− 1)) =

= (a1 − x)λn−1
1 + %n−1 ·

√
x2 + y2 sin (ϕ(n− 1) + θ),

де

λ1 =
1

3
(17+3

√
33)

1
3− 2

3(17 + 3
√

33)
1
3

−1

3
, cosϕ =

a

%
, sinϕ =

b

%
, % =

√
a2 + b2,

a = −1

6
(17 + 3

√
33)

1
3 +

1

3(17 + 3
√

33)
1
3

− 1

3
, cos θ =

y√
x2 + y2

,

b =

√
3

2

(
1

3
(17 + 3

√
33)

1
3 +

2

3(17 + 3
√

33)
1
3

)
, sin θ =

x√
x2 + y2

.

x =
a1λ

2
1 − a3

(a− λ1)2 + b2
, y =

a2 − a1λ1 − x(a− λ1)

b
.

Доведення. Рiвняння (2.4) є лiнiйним рiзницевим третього порядку, ча-

стиннi розв’язки якого мають вигляд an = λn при деяких значеннях λ. Пiд-

ставивши λn у рiвнiсть (2.4), отримаємо характеристичне рiвнняння даного

рiзницевого рiвняння:
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λ3 + λ2 + λ− 1 = 0,

яке має коренi

λ1 =
1

3
(17 + 3

√
33)

1
3 − 2

3(17 + 3
√

33)
1
3

− 1

3
≈ 0, 5436890125,

λ2,3 := a± bi = −1

6
(17 + 3

√
33)

1
3 +

1

3(17 + 3
√

33)
1
3

− 1

3
±

±i
√

32

(
1

3
(17 + 3

√
33)

1
3 +

2

3(17 + 3
√

33)
1
3

)
.

Загальний розв’язок рiвняння (2.4) має вигляд

an = C1λ
n−1
1 +C2λ

n−1
2 +C3λ

n−1
3 = C1λ

n−1
1 +C2(a+ bi)n−1 +C3(a− bi)n−1 =

= C1λ
n−1
1 + %n−1

(
C2(cosϕ+ sinϕi)n−1 + C3(cosϕ− sinϕi)n−1

)
,

де C1, C2, C3 — деякi константи. Скориставшись формулою Муавра, отри-

маємо

an = C1λ
n−1
1 + %n−1 ((C2 + C3) cos (n− 1)ϕ+ i(C2 − C3) sin (n− 1)ϕ) =

= C1λ
n−1
1 + %n−1 (x cos (n− 1)ϕ+ y sin (n− 1)ϕ) ,

де x ≡ C2 + C3, y ≡ i(C2 − C3).

Пiдставивши початковi умови, знайдемо константи. При n = 1 маємо

a1 = C1 + x⇔ C1 = a1 − x;

при n = 2 i n = 3 отримаємо:

a2 = (a1 − x)λ1 + %(x cosϕ+ y sinϕ) ⇔ a2 − a1λ1 − x(a− λ1) = yb;

a3 = (a1−x)λ2
1 +%2(x cos 2ϕ+y sin 2ϕ) ⇔ a3−a1λ

2
1 = x(a2−b2−λ2

1)+2aby.
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З отриманих рiвностей виражаємо x та y:

x =
a1λ

2
1 − a3

(a− λ1)2 + b2
, y =

a2 − a1λ1 − x(a− λ1)

b
=

=
(a2 − a1λ1)

(
b2 + (a− λ1)

2
)

+ (a1λ
2
1 − a3)(λ1 − a)

b (b2 + (a− λ1)2)
.

Лема 2.3. Для того, щоб послiдовнiсть (an) дiйсних чисел, яка воло-

дiє властивiстю (2.4), була знакододатною, необхiдно i достатньо щоб її

першi три члени задовольняли умови

a2

a1
=
a3

a2
= λ1 i a1 > 0.

Доведення. Необхiднiсть. Легко бачити, що an → ∞ (n → ∞), якщо

хоча б одне з чисел x або y не дорiвнює нулю i вираз

x cosϕ(n− 1) + y sinϕ(n− 1) =
√
x2 + y2 sin (ϕ(n− 1) + θ),

де cos θ = y√
x2+y2

, sin θ = x√
x2+y2

, набуває рiзних знакiв нескiнченну кiль-

кiсть разiв. Тому для знакододатностi виразу an необхiдно, щоб x = 0,

y = 0 та a1 > 0 одночасно.

Достатнiсть. Очевидна. Якщо a3 = a1λ
2
1 i a2 = a1λ1, то x = 0 i y = 0.

Загальний член даної послiдовностi набуватиме вигляду an = a1λ
n
1 . Якщо

a1 > 0, то i an > 0 для довiльного n.

Наслiдок 2.4. Збiжнi ряди, члени яких задовольняють рекурентне

спiввiдношення (2.4), мають вигляд

an = a1λ
n−1
1 , a1 ∈ R,

i утворюють одновимiрний лiнiйний простiр.

Теорема 2.4. Множина неповних сум збiжного знакододатного ряду∑∞
n=1 an, який володiє властивiстю (2.4) є вiдрiзком [0, a1

1−λ1 ].
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Доведення. Оскiльки даний ряд збiжний i для всiх його членiв викону-

ється рiвнiсь (2.4), то легко бачити, що an = an+1 + an+2 + an+3 < rn. А

тому, згiдно теореми Какея, множина E(an) є вiдрiзком.

2.3. Розподiли випадкових неповних сум знакододатного

ряду з нелiнiйною властивiстю однорiдностi

Розглядається випадкова величина

ξ =
∞∑
n=1

anξn, (2.5)

де r0 =
∞∑
n=1

an = a1 + a2 + ...+ an + rn (2.6)

— збiжний знакододатний ряд, для якого виконується умова однорiдностi:

rn+1 = an+1an, ∀n ∈ N, (2.7)

(ξn) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин з розподiлами:

P{ξn = 0} = p0n > 0, P{ξn = 1} = p1n > 0, p0n + p1n = 1.

Властивостi розподiлу випадкової величини ξ однозначно визначаються

послiдовнiстю (an) членiв ряду i нескiнченною стохастичною матрицею

‖pin‖. Зазначимо, що розподiл випадкової величини ξ належить класу не-

скiнченних згорток Бернуллi, властивостi яких вивчаються майже столiт-

тя. Iнтерес до них в силу рiзних причин в останнi роки значно посилив-

ся [2, 10, 26, 35, 37, 42, 50, 88, 91, 97]. Це пов’язано, зокрема, з дослiдження-

ми їх фрактальних властивостей. В теорiї нескiнченних згорток Бернуллi

iснує ряд складних ймовiрнiсних проблем. Однiєю з таких є проблема по-

глиблення теореми Джессена-Вiнтнера, яка стверджує лебегiвську чистоту

(дискретнiсть, абсолютну неперервнiсть, сингулярнiсть) розподiлу суми з

ймовiрнiстю одиниця збiжного випадкового ряду з незалежними дискретно
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розподiленими доданками, але не дає вiдповiдi на питання: “коли який”? Iн-

ша стосується тополого-метричних та фрактальних властивостей спектра

розподiлу (множини точок росту функцiї розподiлу). Третя стосується по-

ведiнки модуля характеристичної функцiї на нескiнченностi. Поки що во-

ни не пiддаються розв’язанню в загальнiй постановцi, а тому дослiдники

їх вивчають в окремих класах. Необхiднi i достатнi умови абсолютної не-

перервностi випадкової величини ξ i досi невiдомi навiть для найпростi-

шого симетричного випадку випадкових степеневих рядiв, в яких an = λn

i p0n = 1
2 . Ймовiрнiсну мiру µξ, яка вiдповiдає такiй випадковiй величинi

називають нескiнченною симетричною згорткою Бернуллi.

Якщо не накладати нiяких обмежень на послiдовностi (an) i (p0n), то

ймовiрнiснi мiри µ = µξ називають узагальненими згортками Бернуллi.

Роботи [64] i [37] мiстять огляд результатiв (на кiнець 20-го столiття) для

цього загального випадку.

З теореми Джессена–Вiнтнера [74] випливає, що випадкова величина ξ

має чистий лебегiвський тип розподiлу, тобто її функцiя розподiлу є або чи-

сто дискретною, або чисто абсолютно неперервною, або сингулярною (непе-

рервною функцiєю, похiдна якої майже скрiзь рiвна нулю у розумiннi мiри

Лебега). Вiдома теорема П. Левi [78] разом з теоремою Джессена–Вiнтнера

дає необхiднi i достатнi умови дискретностi та неперервностi розподiлу ξ.

2.3.1. Аналiз умови однорiдностi. Дослiдимо властивостi ряду (2.6),

який володiє умовою однорiдностi (2.7).

Лема 2.4. Якщо a1, a2 — додатнi дiйснi числа, то двопараметрична

послiдовнiсть

an+2 =
an+1

1 + an+1
an, n = 1, 2, 3, ... (2.8)

є нескiнченно малою, а вiдповiдний їй ряд
∑∞

n=1 an — збiжним.
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Доведення. З рiвностi (2.8) маємо

qn ≡
an+2

an
=

an+1

1 + an+1
< 1.

Тому послiдовностi (a2n−1) та (a2n) є спадними. Бiльше того, оскiльки an+1 >

an+3 для всiх n ∈ N, то

qn − qn+2 =
an+1

1 + an+1
− an+3

1 + an+3
=

an+1 − an+3

(1 + an+1)(1 + an+3)
> 0,

тобто, спадними є i послiдовностi (q2n−1) та (q2n). Тодi

a2n+1 = a1

n∏
k=1

q2k−1, a2n+2 = a2

n∏
k=1

q2k.

I тому

a2n−1 6 a1q
n−1
1 → 0 i a2n 6 a2q

n−1
2 → 0 при n→∞.

Отже, послiдовностi (a2n−1) та (a2n) є нескiнченно малими i такою є вся

послiдовнiсть (an). Таким чином, необхiдна умова збiжностi ряду викону-

ється. Оскiльки
∞∑
n=1

a2n−1 6 a1

∞∑
n=1

qn−1
1 = a1(1 + a2) i

∞∑
n=1

a2n 6 a2

∞∑
n=1

qn−1
2 = a2(1 + a3),

то даний ряд збiгається.

Теорема 2.5. Для того, щоб ряд (2.6) задовольняв умову однорiдностi

(2.7), необхiдно i достатньо, щоб для його членiв виконувалась рiвнiсть

(2.8).

Доведення. Необхiднiсть. Якщо ряд збiжний i задовольняє умову одно-

рiдностi (2.7), то для всiх n ∈ N має мiсце система an+1an = rn+1 = an+2 + an+3 + an+4 + ... ,

an+2an+1 = rn+2 = an+3 + an+4 + ... .
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Вiднявши вiд першої рiвностi другу, отримаємо:

an+1an − an+2an+1 = an+2, (2.9)

звiдки i випливає рiвнiсть (2.8).

Достатнiсть. Покажемо тепер, що з умови (2.8) випливає умова (2.7).

Оскiльки даний ряд збiжний (див. лему 2.4), то з рiвностi (2.8) маємо рiв-

нiсть (2.9). Врахувавши, що an+2 = rn+1 − rn+2, отримаємо

rn+1 − rn+2 = an+1an − an+2an+1,

що рiвносильно

rn+1 − an+1an = rn+2 − an+2an+1, n = 1, 2, 3, ... ,

звiдки rn+1− an+1an = rn+1+l− an+1+lan+l = const для всiх l ∈ N. Оскiльки

lim
n→∞

(rn+1 − an+1an) = lim
n→∞

rn+1 − lim
n→∞

an+1an = 0,

то

rn+1 − an+1an = 0⇔ rn+1 = an+1an ∀n ∈ N.

Достатнiсть i вся теорема доведенi.

Лема 2.5. Ряд (2.6), що задовольняє умову однорiдностi (2.7), має

суму

r0 = a1 + a2 + a1a2. (2.10)

Доведення. З рiвностi (2.7) маємо рiвнiсть

a1a2 = a3 + a4 + a5 + ... .

Додавши до обох частин рiвностi a1 + a2, отримаємо (2.10).
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Лема 2.6. Для членiв ряду (2.6), що задовольняє умову однорiдностi

(2.7), мають мiсце рiвностi

lim
n→∞

an+1

an
= 0, (2.11)

lim
n→∞

an
qn

= 0, (2.12)

lim
n→∞

ann! = 0, (2.13)

де q — довiльне дiйсне число з (0, 1).

Доведення. Врахувавши збiжнiсть даного ряду та рiвнiсть (2.7), маємо

an =
rn+1

an+1
=
an+2 + an+3 + an+4 + ...

an+1
=

∞∑
m=2

an+m

an+1
.

Останнiй ряд збiгається при кожному n ∈ N, а його сума разом з an
прямує до нуля при n→∞, тобто

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
an+2

an+1
+
an+3

an+1
+
an+4

an+1
+ ...

)
= 0.

А отже i lim
n→∞

an+m
an+1

= 0, m = 2, 3, 4, ..., i рiвнiсть (2.11) доведено.

З рiвностi (2.11) випливає iснування такого n0 ∈ N, що для довiльного

достатньо малого ε > 0 i для всiх n > n0 виконується нерiвнiсть an+1

an
< ε

або an+1 < εan. Нехай am+s < 1 для всiх s = 0, 1, 2, .... Маємо нерiвностi

am+s < εam+s−1 < ε2am+s−2 < ... < εsam < εs.

Отже, am+s < εs або an < εn−m = 1
εmε

n = cεn, де s = n − m, c = const.

Взявши ε < q, отримаємо рiвнiсть (2.12).

З рiвностi (2.11) випливає iснування такого номеру m, що для всiх n >

m має мiсце an+1 < an < 1. Оцiнимо члени ряду:

am+2 =
am+1am
1 + am+1

< amam+1 < a2
m,

am+3 =
am+2am+1

1 + am+2
< am+2am+1 < a2

mam+1 < a3
m,
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am+4 =
am+3am+2

1 + am+3
< am+3am+2 < a3

ma
2
m = a5

m,

am+5 =
am+4am+3

1 + am+4
< am+4am+3 < a5

ma
3
m = a8

m,

Нескладно побачити, що показники степенiв uj+1 членiв auj+1
m , якими

обмеженi члени am+j, утворюють класичну послiдовнiсть Фiбоначчi iз за-

гальним членом

uj =
1√
5

(
(ϕ)j − (ψ)j

)
=

1√
5

(
1− (

ψ

ϕ
)j
)
· ϕj → 1√

5
ϕj (j →∞),

де ϕ = 1+
√

5
2 , ψ = 1−

√
5

2 .

Отже, маємо

an = am+j < auj+1
m = aun−m+1

m = pϕ
n

,

де p = a
ϕ1−m√

5
m — деяке число з (0, 1).

Для доведення рiвностi (2.13) достатньо показати, що lim
n→∞

(pϕ
n ·n!) = 0.

А це випливає з того, що n! < nn при кожному n > 2 i того, що lim
n→∞

(pϕ
n ·

nn) = 0 (бiльше того, ряд з членом bn = pϕ
n · nn є збiжним).

Наслiдок 2.5. Для довiльного q ∈ (0, 1) iснує номер n0 такий, що для

всiх n > n0 виконується нерiвнiсть an < qn.

2.3.2. Критерiй дискретностi. Точковий спектр. ЯкщоM — пiд-

множина множини натуральних чисел N, то вираз
∑

n∈M⊂N
an називається

пiдрядом ряду (2.6), а його сума x = x(M) — пiдсумою (неповною сумою)

ряду (2.6). Множину всiх неповних сум ряду (2.6) позначатимемо через

E(an).

Лема 2.7. Якщо ряд (2.6) має властивiсть однорiдностi: rn < an для

всiх n ∈ N, то для рiзних пiдмножин M1 i M2 множини натуральних

чисел вiдповiднi їм пiдсуми x1 = x(M1) i x2 = x(M2) теж рiзнi.
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Доведення. Нехай

x1 =
∑
n∈M1

an =
∞∑
n=1

εnan, x2 =
∑
n∈M2

an =
∞∑
n=1

ε′nan.

Оскiльки M1 6= M2, то iснує m ∈ N таке, що εm 6= ε′m, але εj = ε′j при

j < m. Не порушуючи загальностi, вважатимемо, що εm = 1, ε′m = 0.

Розглянемо рiзницю

x1 − x2 = εmam + r(1)
m − r(2)

m ,

де r(1)
m = εm+1am+1 + εm+2am+2 + ... i r(2)

m = ε′m+1am+1 + ε′m+2am+2 + ... .

Оскiльки r(2)
m 6 rm i am > rm, то x1−x2 = am+r

(1)
m −r(2)

m > am−rm > 0,

звiдки маємо x1 6= x2, що й вимагалося довести.

Лема 2.8. Для послiдовностi (an) членiв ряду (2.6), що задовольняє

умову (2.7), iснує номер n0 ∈ N такий, що для всiх n > n0 виконується

нерiвнiсть an > rn.

Доведення. Розглянемо рiвнiсть rn = anan−1. Оскiльки an → 0 (n →
∞), то iснує номер n0 ∈ N такий, що для всiх n > n0 виконуються нерiв-

нiсть an−1 < 1, а разом з нею i нерiвнiсть an > rn.

Теорема 2.6. Розподiл випадкової величини ξ є дискретним тодi i

тiльки тодi, коли

L =
∞∏
n=1

max{p0n, p1n} > 0.

У випадку дискретностi, якщо для ряду (2.6) виконується умова an > rn

для всiх n ∈ N, то точковий спектр Dξ складається з точки x0 такої,

що

x0 =
∞∑
n=1

cnan, де pcnn = max{p0n, p1n} ≡ p∗n, (2.14)

i всiх точок x таких, що

x =
m∑
n=1

εnan +
∞∑

n=m+1

cnan, (2.15)
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де εn ∈ {0, 1}, pεnn 6= 0 при n 6 m.

Доведення. Перша частина твердження безпосередньо випливає з тео-

рем Джессена-Вiнтнера [74] i П.Левi [78]. Доведемо другу частину твер-

дження.

Нехай розподiл випадкової величини ξ є дискретним, тобто L > 0. Ця

умова означає, що послiдовнiсть p∗n = max{p0n, p1n} швидко збiгається до

1. Тому iснує таке l ∈ N, що p∗n >
1
2 для всiх n > l.

Зауважимо, що точка x0 умовою (2.14) може визначатися неоднозначно.

Це буде тодi, коли p0n = 1
2 = p1n. В таких випадках беремо cn = 0.

Iз–за однозначностi (яка є наслiдком умови rn < an i леми 2.7) представ-

лення елемента множини неповних сум ряду (2.6) з умовою однорiдностi

(2.7) маємо

P{ξ =
∞∑
n=1

cnan} =
∞∏
n=1

pcnn = L > 0,

тобто x0 ∈ Dξ.

Нехай A0 = {x0}, а Am — множина всiх точок x виду (2.15), m =

1, 2, 3, .... Тодi очевидно, що i для всiх m ∈ Z0 маємо Am ⊂ Am+1.

Оскiльки

P{ξ ∈ Am} =

( ∞∏
n=m+1

pcnn

)
·

1∑
ε1=0

...
1∑

εm=0

m∏
j=1

pεjj =
∞∏

n=m+1

pcnn → 1 (m→∞),

то

lim
m→∞

Am =
∞⋃
m=0

Am = Dξ,

що й вимагалося довести.

Зауваження 2.2. Якщо для ряду (2.6), що задовольняє властивiсть одно-

рiдностi (2.7), умова x1(M1) 6= x2(M2) при M1 6= M2 не виконується, тобто

iнують M1 6= M2 такi, що x1(M1) = x2(M2), то згiдно з двома поперенiми

лемами, iснує n0 таке, що вона виконується для пiдряду
∞∑

n=n0+1
an. Тодi то-

чковий спектр Dξ є арифметичною (векторною) сумою точкових спектрiв
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Dξ̂(1) i Dξ̂(2) випадкових величин

ξ̂(1) =

n0∑
n=1

ξnan i ξ̂(2) =
∞∑

n=n0+1

ξnan

вiдповiдно. При цьому множина Dξ̂(2) визначається теоремою 2.6, а

Dξ̂(1) = {x : x =

n0∑
n=1

εnan, де pεnn 6= 0}.

Зазначимо, що попередня теорема i щойно зроблене зауваження вичер-

пно описують точковий спектр розподiлу випадкової величини ξ.

2.3.3. Тополого-метричнi властивостi спектра розподiлу випад-

кової величини ξ. Нагадаємо [35], що спектром Sξ розподiлу випадко-

вої величини ξ називають множину точок росту її функцiї розподiлу Fξ(x)

(рiвносильно: мiнiмальний замкнений носiй), тобто

Sξ = {x : Fξ(x+ ε)− Fξ(x− ε) = P{ξ ∈ (x− ε;x+ ε)} > 0,∀ε > 0}.

Лема 2.9. Якщо pin > 0 для всiх i ∈ {0, 1} та всiх n ∈ N, то спе-

ктром Sξ розподiлу випадкової величини ξ є множина E(an) всiх пiдсум

(неповних сум) ряду (2.6), тобто

Sξ = E{an} ≡

{
x : x =

∑
n∈N

an, M ∈ 2N

}
.

Доведення. Дане твердження випливає безпосередньо з означень спе-

ктра розподiлу i того, що кожну неповну суму ряду можна записати у

виглядi

x(M) =
∞∑
n=1

anεn, де εn =

 1, якщо n ∈M,

0, якщо n /∈M,

а також властивостей множини всiх неповних сум ряду, яка є досконалою

(замкненою множиною без iзольованих точок) [75].
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Наслiдок 2.6. Для спектра Sξ розподiлу випадкової величини ξ має

мiсце включення Sξ ⊂ E(an).

З метою вивчення спектральних властивостей розподiлу випадкової ве-

личини ξ проведемо дослiдження тополого-метричних i фрактальних вла-

стивостей множини неповних сум E{an} ряду (2.6) з умовою однорiдностi

(2.7).

Теорема 2.7. Множина неповних сум ряду (2.6), що задовольняє умо-

ву однорiдностi (2.7), є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега

i нульової розмiрнiстi Гаусдорфа-Безиковича.

Доведення. Оскiльки даний ряд є збiжним, то an → 0 i δn ≡ an
rn

= 1
an−1
→

+∞ при n → ∞. Згiдно леми 2.8, iснує номер n0 такий, що нерiвнiсть

an > rn буде виконуватися для всiх n > n0, а тому, згiдно результату

теореми 1.12 (теореми 2.8.3 монографiї [35]), множина неповних сум E1

ряду
∑∞

n=n0
an є аномально фрактальною.

Оскiльки множина E{an} є арифметичною сумою множин E1 та E2, а

множина

E2 = {x : x =

n0−1∑
n=1

εnan, εn ∈ {0, 1}}

складається не бiльше нiж 2n0−1 точок, а тому фрактальнi властивостi мно-

жин E1 i E{an} спiвпадають. Отже, E{an} – аномально фрактальна мно-

жина.

Наслiдок 2.7. Спектр Sξ розподiлу випадкової величини ξ є аномаль-

но фрактальною множиною.

Теорема 2.8. У випадку неперервностi (L = 0) розподiл випадкової

величини ξ є сингулярним розподiлом канторiвського типу з аномально

фрактальним спектром.

Доведення. При L = 0 випадкова величина ξ має неперервний розпо-
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дiл. ЇЇ спектр є пiдмножиною множини неповних сум. З проведених дослi-

джень по геометричнiй структурi множини неповних сум ряду (2.6), спектр

розподiлу випадкової величини ξ є нуль–множиною Лебега i є аномально

фрактальною множиною.

2.3.4. Автозгортки розподiлу випадкової величини ξ. Нагада-

ємо, що автозгорткою розподiлу випадкової величини ξ називають розпо-

дiл випадкової величини ψ2 = ξ(1) + ξ(2), а s–кратною згорткою розподiлу

випадкової величини ξ — розподiл випадкової величини

ψs = ξ(1) + ξ(2) + ...+ ξ(s),

де ξ(j) — незалежнi й однаково розподiленi випадковi величини, розподiл

кожної з яких спiвпадає з розподiлом ξ.

Добре вiдомо, якщо ξ дискретно розподiлена, то ψs матиме дискретний

розподiл. Нас цiкавить випадок, коли розподiл ξ є сингулярним, оскiльки

згортка двох сингулярних розподiлiв може бути як сингулярною чи абсо-

лютно неперервною, так i їх сумiшшю.

Зауваження 2.3. Автозгортка двох (скiнченного числа) нескiнченних

згорток Бернуллi не може бути сумiшшю, оскiльки сума двох (скiнченного

числа) незалежних випадкових величин типу Джессена–Вiнтнера є випад-

ковою величино Джессена–Вiнтнера, а тому має чистий тип розподiлу.

Лема 2.10. Спектр Sψs розподiлу випадкової величини ψs є пiдмножи-

ною вiдрiзка [0, sr0] i належить об’єднанню (s+1)n iзометричних вiдрiзкiв

довжини srn, n = 1, 2, 3, ... .

Доведення. Випадкову величину ψs можна подати у виглядi

ψs = η1a1 + η2a2 + ...+ ηnan + ... =
∞∑
n=1

ηnan,

де

ηn = ξ(1)
n + ξ(2)

n + ...+ ξ(s)
n
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— незалежнi випадковi величини, якi мають розподiли

P{ηn = i} = C i
sp
i
1np

s−i
0n , i ∈ {0, 1, 2, ..., s} = As+1.

Оскiльки pin > 0, то спектр випадкової величини ψs спiвпадає з мно-

жиною

Sψs = Sξ(1) ⊕ Sξ(2) ⊕ ...⊕ Sξ(s) =

{
x : x =

∞∑
n=1

ζnan, (ζn) ∈ A∞s+1

}
.

Нехай (d1, d2, ..., dm) – фiксований впорядкований набiр чисел з множи-

ни As+1, ∆′d1...dm – множина всiх чисел виду

m∑
n=1

dnan +
∞∑

n=m+1

ζnan, де ζn ∈ As+1,

Легко бачити, що множина Sψs належить об’єднанню усiх вiдрiзкiв виду

∆d1d2...dm =

[
m∑
n=1

dnan, srm +
m∑
n=1

dnan

]
= [inf ∆′d1...dm, sup ∆′d1...dm],

якi називаються цилiндричними вiдрiзками рангу m з основою d1d2...dm

(di ∈ As+1). Дiаметр такого вiдрiзка дорiвнює |∆d1...dn| = srn. Оскiльки

∆′d1d2...dm = ∆′d1d2...dm0 ∪∆′d1d2...dm1 ∪ ... ∪∆′d1d2...dms,

то кiлькiсть вiдповiдних цилiндричних вiдрiзкiв рангуm становить (s+1)m.

Таким чином, Sψs ⊂ Gm+1 ⊂ Gm для всiх m i має мiсце рiвнiсть

Sψs = lim
m→∞

Gm =
∞⋂
m=1

Gm, де Gm =
⋃

(d1...dm)

∆d1...dm.

Лему доведено

Теорема 2.9. У випадку неперервностi випадкової величини ξ (L = 0)

розподiл випадкової величини ψs, для будь-якого натурального s > 2 є

сингулярним розподiлом канторiвського типу з аномально фрактальним

спектром.
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Доведення. Оскiльки, згiдно попередньої леми, множина Sψs належить

об’єднанню (s + 1)n цилiндричних вiдрiзкiв рангу n дiаметра srn, то мiра

Лебега

λ(Sψs) 6 lim
n→∞

(s(s+ 1)nrn) = s lim
n→∞

((s+ 1)nanan−1).

За наслiдком 2.5

λ(Sψs) 6 s lim
n→∞

(s+ 1)nqnqn−1 =
s

q
lim
n→∞

((s+ 1)q2)n = 0

для довiльного достатньо малого q, тому λ(Sψs) = 0.

Для знаходження розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича множини Sψs роз-

глянемо її ε-покриття цилiндричними вiдрiзками рангу n, ε = srn. Для

довiльного α > 0 i довiльного n > n0 маємо

mα
ε (Sψs) 6 (s+ 1)n(srn)

α = (s+ 1)n(sanan−1)
α 6

6 (s+ 1)n(sqnqn−1)α = (
s

q
)α((s+ 1)q2α)n.

Оскiльки для достатньо малого q: (s+ 1)q2α < 1 i (sq)
α((s+ 1)q2α)n → 0

при n→∞, то

Hα(Sψs) = lim
ε→0

mα
ε (Sψs) = 0

для довiльного α > 0. Тому α0(Sψs) = 0.

Наслiдок 2.8. Отриманi результати можна узагальнити на випа-

док нескiнченних згорток Бернуллi, для яких rn
an
→ 0 (n→∞).

Справдi, з умови

rn
an

=
an+1 + an+2 + an+3 + ...

an
=

∞∑
m=1

an+m

an
→ 0 (n→∞)

випливає, що an+m
an
→ 0 (n → ∞) для всiх m ∈ N. Тому ∀q ∈ (0, 1) ∃

n0 = n0(q) таке, що

rn < an < qn, ∀n > n0(q)

i доведення вказаного твердження проводиться аналогiчно до доведення

теореми 2.9.
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Наслiдок 2.9. Розподiл випадкової величини ξ належить до сингу-

лярних розподiлiв класу M0 класифiкацiї В.М. Золотарьова i В.М. Кру-

глова (див. [13]).

2.4. Узагальнення множини пiдсум геометричного ряду

Нехай λ — задане дiйсне число з (0, 1), A = {0, a1, a2, ..., as−1} ⊂ R,

0 < a1 < a2 < ... < as−1, 2 6 s ∈ N. Розглядається множина чисел

CA
λ =

{
x : x =

∞∑
n=1

anλ
n, an ∈ A

}
.

На початку 90-х рокiв минулого столiття, розв’язуючи задачу: чи буде

арифметична сума двох нуль-множин Лебега канторiвського типу (лiнiй-

них континуальних нiде не щiльних множин) нуль-множиною Лебега, чи

буде вона мiстити iнтервал, науковцi прийшли до так званої проблеми “(0,

1, 3)”, яка стосується тополого-метричних властивостей множини CA
λ з ал-

фавiтом A = {0, 1, 3}. У роботi [77] M. Kean, M. Smorodinsky, B. Solomyak

довели, що при λ 6 1
3 вона має нульову мiру Лебега, при λ > 2

5 є вiдрiз-

ком. Головним результатом було встановлення iснування послiдовностi (λk)

алгебраїчних чисел з iнтервалу (1
3 ,

2
5) таких, що кожна множина CA

λk
має

нульову мiру Лебега i розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича меншу одиницi.

У роботi [89] M. Pollicott, K. Simon довели, що розмiрнiсть Гаусдорфа-

Безиковича множини CA
λ спiвпадає з самоподiбною розмiрнiстю для майже

всiх λ ∈ (1
4 ,

1
3) i дорiвнює α0(C

A
λ ) = − logλ 3. У цiй же роботi доведено, що

для майже всiх λ ∈ (1
3 ,
√

3−1
2 ) розмiрнiсть α0(C

A
λ ) = 1, а у додатку робо-

ти [77] дещо модифiкованим методом отримано той же самий результат для

майже всiх λ ∈ (1
3 ,

2
5). Але висновкiв вiдносно мiри Лебега з цього зробити

не можна.

У роботах [89], [96], [97] вивчалися бiльш загальнi множини, нiж в [77].

Наприклад, у роботi [89] M. Pollicott i K. Simon обчислювали розмiрнiсть
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Гаусдорфа-Безиковича множини CA
λ з алфавiтом

A = {s1, s2, ..., sl} ⊂ {0, 1, ..., (n − 1)}, де 2 6 l 6 n − 1, n ∈ N. Автори

видiлили “критичний промiжок” значень параметра λ ∈ [ 1
n ,

1
l ], для яких

виникали труднощi при дослiдженнi вiдповiдних множин. Такi множини

мають нескiнченну кiлькiсть сумiжних iнтервалiв i в той же час цилiндри

цих множин перетинаються один з одним — “OSC” (умова вiдкритої мно-

жини) для них не виконується. У роботi [97] встановлено, що для майже

всiх (у розумiннi мiри Лебега) значечень λ > 1
l мiра Лебега множини CA

λ

є додатною, в той же час iснує зчисленна множина значень λ, при яких

CA
λ є нуль-множиною Лебега i розмiростi Гаусдорфа-Безиковича меншої

одиницi.

У роботах [18], [19], [28], [79] вивчались розподiли випадкових величин,

спектрами яких є множини виду CA
λ . Робота [11] присвячена задачi про

кiлькiсть представлень чисел з множин виду CA
λ у системах числення з

надлишковим набором цифр (алфавiтом).

Ми цiкавимось тополого-метричними та фрактальнi властивостями мно-

жини CA
λ , зокрема коли A ≡ S = {0, s1, s2} ⊂ R. Особлива увага при-

дiляється одному класу самоподiбних множин, конструкцiї яких мiстять

нескiнченнi перекриття.

Наше дослiдження властивостей множини CA
λ спирається на поняття

цилiндричної множини (цилiндра, цилiндричного вiдрiзка).

Означення 2.1. Нехай c1, c2, ..., cm – фiксований набiр чисел з множини

A. Цилiндром рангу m з основою c1c2...cm (ci ∈ A) називається множина

∆′c1...cm, яка мiстить всi суми виду

m∑
n=1

cnλ
n +

∞∑
n=m+1

xnλ
n, xn ∈ A.

Цилiндричним вiдрiзком рангу m з основою c1c2...cm (ci ∈ A) називає-
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ться вiдрiзок

∆c1...cm = [min ∆′c1...cm, max ∆′c1...cm].

З означень випливають наступнi властивостi цилiндричних множин.

1) ∆′c1...cm ⊂ [0, as−1λ1−λ ].

2) ∆′c1...cm = ∆′c1...cm0 ∪∆′c1...cma1 ∪ ... ∪∆′c1...cmas−1.

3) min ∆c1...cm = min ∆′c1...cm =
∑m

n=1 cnλ
n,

max ∆c1...cm = max ∆′c1...cm = as−1rm +
∑m

n=1 cnλ
n, де rm =

∞∑
n=m+1

λn =

λm+1

1−λ .

4) ∆c1...cmcm+1
⊂ ∆c1...cm.

5) Дiаметр цилiндра не залежить вiд його основи, а лише вiд рангу:

|∆′c1...cm| = as−1rm =
as−1λ

m+1

1− λ
→ 0 (m→∞),

зокрема, |CA
λ | =

as−1λ
1−λ .

6) Для довiльної послiдовностi (cm), cm ∈ A:
∞⋂
m=1

∆c1...cm = x ≡ ∆c1...cm... ∈ CA
λ .

7) Основне метричне спiввiдношення:
|∆′c1...cm+1

|
|∆′c1...cm |

= λ.

8) Нехай A ≡ L = {0, 1, ..., l − 1}, де l ∈ N . Тодi

∆c1...cm−1i ∩∆c1...cm−1(i+1) =

=


[a+ (i+ 1)λm, a+ iλm + (l − 1)rm] , якщо λ > 1

l ;

∆c1...cm−1i(l−1)...(l−1)... = ∆c1...cm−1(i+1)0...0..., якщо λ = 1
l ;

∅, якщо λ < 1
l ,

де a =
m−1∑
n=1

cnλ
n, {i, i+ 1} ∈ L.

Доведення. Введемо позначення:

dm ≡ max ∆c1...cm−1i −min ∆c1...cm−1(i+1) =
λm

1− λ
(lλ− 1).



67

Якщо λ > 1
l , то max ∆c1...cm−1i > min ∆c1...cm−1(i+1); якщо λ < 1

l , то max ∆c1...cm−1i <

min ∆c1...cm−1(i+1); якщо λ = 1
l , то ∆c1...cm−1i(l−1)...(l−1)... = ∆c1...cm−1(i+1)0...0....

Знак чисел dm вказує на один з трьох наведених вище випадкiв.

Представлення числа x у виглядi

x =
∞∑
m=1

amλ
m (2.16)

називатимемо цилiндричним. Вираз (2.16) символiчно записуватимемо x =

∆c1...cm... i називатимемо цилiндричним зображенням числа (точки) x. Ко-

ректнiсть даного означення випливає з властивостi 6.

2.4.1. Двопараметрична сiм’я множин CL
λ . Очевидно, що мно-

жина CA
λ з алфавiтом A = {0, 1} є множиною неповних сум ряду

∑∞
n=1 λ

n.

Нехай 2 6 l ∈ N. Розглянемо множину CL
λ , у якої A ≡ L = {0, 1, ..., l − 1}.

Теорема 2.10. Множина CL
λ є

1) нiде не щiльною самоподiбною множиною нульової мiри Лебега при

λ ∈ (0, 1
l ), розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича якої обчислюється за фор-

мулою

α0(C
L
λ ) = − logλ l;

2) вiдрiзком [0, (l−1)λ
1−λ ] при λ ∈ [1

l , 1).

Доведення. 1) За властивiстю 8 цилiндричних множин, при λ ∈ (0, 1
l )

має мiсце ∆c1c2...cn−1i ∩ ∆c1c2...cn−1(i+1) = ∅ для всiх n ∈ N, тому множи-

на CL
λ ⊂ [0, (l−1)λ

1−λ ] має нескiнченну кiлькiсть сумiжних iнтервалiв виду

(max ∆c1...cn−1i, min ∆c1...cn−1(i+1)). Для знаходження мiри Лебега CL
λ пока-

жемо, що сума довжин усiх сумiжних з нею iнтервалiв дорiвнює її дiаметру:
∞∑
n=1

(ln − 1)dn =
lλ− 1

1− λ

∞∑
n=1

(ln − 1)λn =
(l − 1)λ

1− λ
= |CL

λ |.

Отже, CL
λ є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега. Оскiльки

CL
λ = ∆′0 ∪∆′1 ∪ ... ∪∆′l−1, ∆i ∩∆i+1 = ∅, CL

λ
λ∼ ∆′i,
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тобто, множина є самоподiбною з коефiцiєнтом λ i є об’єднанням l цилiн-

дрiв першого рангу, якi мiж собою не перекриваються, то її розмiрнiсть

Гаусдорфа-Безиковича α0 дорiвнює самоподiбнiй розмiрностi i є розв’яз-

ком рiвняння:

lλx = 1,

звiдки α0(C
L
λ ) = − logλ l.

2) За властивiстю 8 цилiндричних множин при λ ∈ [1
l , 1) маємо:

∆c1c2...cn−1i ∩∆c1c2...cn−1(i+1) 6= ∅ для всiх n ∈ N.

А це означає, що кожне число з вiдрiзка [0, (l−1)λ
1−λ ] можна представити у

виглядi ряду (2.16). Отже, дана множина є вiдрiзком.

2.4.2. Двопараметрична сiм’я множин CS
λ . Перейдемо до дослi-

дження множин, у яких A ≡ S = {0, s1, s2} ⊂ R. Перекриття цилiндрiв

одного рангу залежить вiд двох параметрiв: λ i вдношення s2
s1
. Для ко-

жного натурального n i довiльного фiксованого набору c1c2...cm (ci ∈ A)

можливим є один з наступних випадкiв:

1) ∆c1...cn0∩∆c1...cns1 = ∅ = ∆c1...cns1 ∩∆c1...cns2 — вiдсутнiсть перекриттiв

цилiндрiв (OSC виконується);

2)

 ∆c1...cn0 ∩∆c1...cns1 6= ∅,

∆c1...cns1 ∩∆c1...cns2 6= ∅
– нескiнченнi перекриття цилiндрiв;

3)

 ∆c1...cn0 ∩∆c1...cns1 6= ∅,

∆c1...cns1 ∩∆c1...cns2 = ∅
або 4)

 ∆c1...cn0 ∩∆c1...cns1 = ∅,

∆c1...cns1 ∩∆c1...cns2 6= ∅.
Займемося дослiдженням геометрiї цилiндричних множин. Розглянемо

рiзницi:

d1
n = min ∆c1...cn−1s1 −max ∆c1...cn−10 =

λn

1− λ
(s1 − λ(s1 + s2)),

d2
n = min ∆c1...cn−1s2 −max ∆c1...cn−1s1 =

λn

1− λ
(s2 − s1 − λ(2s2 − s1)).
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Числа d1
n, d2

n є дiаметрами перерiзiв двох сусiднiх цилiндричних вiдрiз-

кiв або довжинами сумiжних з множиною iнтервалiв одного рангу.

Далi ми будемо використовувати числа λ1 = s1
s1+s2

i λ2 = s2−s1
2s2−s1 , при яких

межi сусiднiх цилiндрiв довiльного рангу спiвпадають, тобто, для кожного

натурального n виконуються рiвностi: max ∆c1...cn0 = min ∆c1...cns1 при λ =

λ1, max ∆c1...cns1 = min ∆c1...cns2 при λ = λ2.

Лема 2.11. 1) λ1, λ2 ∈ (0, 1
2);

2) s1 <
s2
2 ⇔ λ1 < λ2, s1 >

s2
2 ⇔ λ1 > λ2, s1 = s2

2 ⇔ λ1 = λ2 = 1
3;

3) а) d1
n > 0 при λ ∈ (0, λ1), тому ∆c1...cn0 ∩∆c1...cns1 = ∅;

d1
n 6 0 при λ ∈ [λ1, 1), тому ∆c1...cn0 ∩∆c1...cns1 6= ∅;

б) d2
n > 0 при λ ∈ (0, λ2), тому ∆c1...cns1 ∩∆c1...cns2 = ∅;

d2
n 6 0 при λ ∈ [λ2, 1), тому ∆c1...cns1 ∩∆c1...cns2 6= ∅;

4) а) якщо s1
s2
→ 0, то λ1 → 0 i λ2 → 1

2;

якщо s2 →∞ i s1
s2
→ 1, то λ2 → 0 i λ1 → 1

2;

б) якщо s1
s2
→ 1

2 − 0, то λ1, λ2 → 1
3, причому λ1 6 1

3 6 λ2;

якщо s1
s2
→ 1

2 + 0, то λ1, λ2 → 1
3, причому λ2 6 1

3 6 λ1.

Зауваження 2.4. Далi обмежимось розглядом випадку 0 < s1 < s2
2

(λ1 < λ2). Випадок s2
2 < s1 < s2 шляхом замiни: s′1 = s2−s1, s′2 = s2 будемо

зводити до попереднього, оскiльки множини CS
λ i CS′

λ , у яких S = {0, s1, s2}
i S ′ = {0, s′1, s′2}, симетричнi. Наприклад, {0, 3, 4} → {0, 1, 4}, {0, 5, 8} →
{0, 3, 8} i т.д.

Теорема 2.11. Множина CS
λ є

1) нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега при λ ∈ (0, 1
3);

2) вiдрiзком [0, s2λ1−λ ] при λ ∈ [ s2−s12s2−s1 , 1).

При λ ∈ (0, s1
s1+s2

] її розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича обчислюється

за формулою

α0(C
S
λ ) = − logλ 3.

Доведення. 1) Множина CS
λ мiститься в об’єднаннi не бiльше, нiж 3n
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цилiндрiв рангу n дiаметра s2rn, тому її мiра Лебега

L(CS
λ ) 6 lim

n→∞
(s2rn · 3n) =

s2λ

1− λ
lim
n→∞

(3t)n = 0 при t <
1

3
.

Нуль-мiрнiсть CS
λ можна довести по iншому. Оскiльки вона є об’єднан-

ням

CS
λ = λCS

λ ∪ (s1 ⊕ λCS
λ ) ∪ (s2 ⊕ λCS

λ ),

то за властивiстю напiвадитивностi мiри

L(CS
λ ) 6 3λ · L(CS

λ )⇒ L(CS
λ ) = 0 при λ <

1

3
.

Оскiльки CS
λ є континуальною досконалою множиною нульової мiри

Лебега, то вона є i нiде не щiльною.

При λ ∈ (0, s1
s1+s2

] множина CS
λ є самоподiбною з коефiцiєнтом λ i є

об’єднаннанням трьох цилiндрiв першого рангу, якi мiж собою не перети-

наються. Її розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича α0 спiвпадає з самоподiбною

розмiрнiстю i є розв’язком рiвняння

3λx = 1,

тобто α0(C
S
λ ) = − logλ 3.

2) З п. 3 леми 1 слiдує, що при λ ∈ [ s2−s12s2−s1 , 1) перерiзи ∆c1c2...cn−10 ∩
∆c1c2...cn−1s1, ∆c1c2...cn−1s1 ∩ ∆c1c2...cn−1s2 не є порожнiми при всiх n ∈ N. Ко-

жне число з вiдрiзка [0, (s2λ
1−λ ] можна подати у виглядi ряду (2.16). Отже,

множина CS
λ є вiдрiзком.

Теорему доведено.

2.4.3. Про один спецiальний випадок. У випадку, коли λ ∈ (λ1, λ2) =

( s1
s1+s2

, s2−s12s2−s1 ) множина CS
λ мiстить нескiнченну кiлькiсть сумiжних iнтер-

валiв, яка може бути як i нуль-множиною, так i множиною додатньої мiри

Лебега.
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Зупинимося детально на одному випадку, коли перекриттям цилiндри-

чних вiдрiзкiв ∆c1...cn−10 i ∆c1...cn−1s1 є цилiндричний вiдрiзок наступного n+1

рангу.

Лема 2.12. Умова

∆c1...cn−10 ∩∆c1...cn−1s1 = ∆c1...cn−10s2 = ∆c1...cn−1s10 (n = 1, 2, 3, ...) (2.17)

рiвносильна рiвностi

λ =
s1

s2
. (2.18)

Доведення. Рiвнiсть (2.17) рiвносильна рiвностi дiаметрiв

|∆c1...cn−10 ∩∆c1...cn−1s1| = |∆c1...cn−10s2| = s2rn+1,

яка записується у виглядi

(λ(s1 + s2)− s1)λ
n

1− λ
=
s2λ

n+2

1− λ
⇔ s2λ

2 − (s1 + s2)λ+ s1 = 0,

звiдки i слiдує рiвнiсть (2.18).

Лема 2.13. Якщо s1
s2
∈ (0, 3−

√
5

2 ), то s1
s2

< s2−s1
2s2−s1 ,

s1
s1+s2

∈ (0, 5−
√

5
10 ),

s2−s1
2s2−s1 ∈ (3−

√
5

2 , 1
2).

Доведення. Покажемо, що s2−s1
2s2−s1 >

s1
s2

при s1
s2
∈ (0, 3−

√
5

2 ). Запишемо для

цього рiзницю

s2 − s1

2s2 − s1
− s1

s2
=
s2

(
(s1s2 )

2 − 3s1s2 + 1
)

2s2 − s1
=
s2(

s1
s2
− 3−

√
5

2 )(s1s2 −
3+
√

5
2 )

2s2 − s1
.

Перейдемо до дослiдження структури множини CS
λ при λ = s1

s2
.

Теорема 2.12. Якщо λ = s1
s2
∈ (0, 3−

√
5

2 ), то множина CS
λ є нiде не

щiльною множиною нульової мiри Лебега, розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича

якої дорiвнює α0(C
S
λ ) = log s2

s1

3+
√

5
2 .



72

Доведення. З’ясуємо, якою є кiлькiсть сумiжних з CS
λ iнтервалiв рангу

n + 1. Дана множина мiститься в об’єднаннi цилiндричних множин рангу

n двох типiв:

1) �′c1...cn−1c := ∆′c1...cn−10 ∪∆′c1...cn−1s1 — об’єднання двох цилiндрiв, пере-

тином яких є цилiндр наступного рангу, тобто

∆′c1...cn−10 ∩∆′c1...cn−1s1 = ∆′c1...cn−10s2
= ∆′c1...cn−1s10;

2) ∆′c1...cn−1s2 — цилiндр, геометрично подiбний всiй множинi.

Вiдрiзки виду �c1...cn−1c та ∆c1...cn−1s2 називатимемо модифiкованими ци-

лiндричними вiдрiзками рангу n, а множину всiх таких вiрiзкiв рангу n

позначатимемо An.
Нехай xn та yn — кiлькiсть множин виду �′c1...cn−1c та ∆′c1...cn−1s2, а zn —

кiлькiсть сумiжних з множиною CS
λ iнтервалiв рангу n (iнтервалiв виду

(max ∆′c1...cn−1s1,min ∆′c1...cn−1s2) таких, що не мiстять точок даної множини).

Множина �′c1...cn−1c є об’єднанням двох множин виду �′c1...cn−1cnc та однiєї

множини ∆′c1...cn−1cns2:

�′c1...cn−1c = (∆′c1...cn−100∪∆′c1...cn−10s1
)∪(∆′c1...cn−1s10∪∆′c1...cn−1s1s1)∪(∆′c1...cn−1s1s2),

а множина ∆′c1...cn−1s2 є об’єднанням множин �′c1...cn−1cnc та ∆′c1...cn−1cns2:

∆′c1...cn−1s2 = (∆′c1...cn−1s20 ∪∆′c1...cn−1s2s1) ∪ (∆′c1...cn−1s2s2).

Множина �′c1...cn−1c має два сумiжнi iнтервали рангу n+ 1 виду

(max ∆′c1...cn−10s1
; min ∆′c1...cn−10s2

) та (max ∆′c1...cn−1s1s1; min ∆′c1...cn−1s1s2),

а множина ∆′c1...cn−1s2 має один сумiжний iнтервал

(max ∆′c1...cn−1s2s1; min ∆′c1...cn−1s2s2)

рангу n+ 1. Тому мають мiсце наступнi рiвностi:

xn = 2xn−1 + yn−1 = zn, (2.19)
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yn = xn−1 + yn−1. (2.20)

Результати занесемо у таблицю.
Ранг xn yn zn

0 0 1 0

1 1 = u2 1 = u1 1

2 2u2 + u1 = u4 = 3 u1 + u2 = u3 = 2 3

3 2u4 + u3 = u6 = 8 u3 + u4 = u5 = 5 8

... ... ... ...

n 2xn−1 + yn−1 = u2n xn−1 + yn−1 = u2n−1 2xn−1 + yn−1 = u2n

Послiдовнiсть (un) є класичною послiдовнiстю Фiбоначчi, а кiлькiсть

сумiжних iнтервалiв рангу n дорiвнює u2n. За формулою Бiне маємо:

u2n =
1√
5

(
ϕ2n − ψ2n

)
, (2.21)

де ϕ = 1+
√

5
2 , ψ = 1−

√
5

2 .

Для доведення нуль-мiрностi та нiде не щiльностi CS
λ покажемо, що мiра

доповнення µ(CS
λ ) дорiнює дiаметру множини:

∞∑
n=1

d2
nu2n = |CS

λ |, (2.22)

де
∞∑
n=1

d2
nu2n – сума довжин усiх сумiжних iнтервалiв рангу n (n = 1, 2, 3, ...)

виду (max ∆′c1...cn−1s1,min ∆′c1...cn−1s2).

Знайдемо суму збiжного при λ ∈ (0, 3−
√

5
2 ) ряду:

∞∑
n=1

λnu2n =
1√
5

( ∞∑
n=1

(ϕ2λ)n −
∞∑
n=1

(ψ2λ)n

)
=

λ√
5

(
ϕ2

1− λϕ2
− ψ2

1− λψ2
) =

λ

λ2 − 3λ+ 1
.

Таким чином,
∞∑
n=1

d2
nu2n =

s2 − s1 − λ(2s2 − s1)

1− λ
· λ

λ2 − 3λ+ 1
.
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Знаючи, що |CS
λ | = s2λ

1−λ , пiдстановкою значення λ = s1
s2

доводимо рiв-

нiсть (2.22), тобто
∞∑
n=1

d2
nu2n = |CS

λ | =
s1s2

s2 − s1
.

Обчислимо розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множини CS
λ . Оскiльки

дана множина належить об’єднанню цилiндричних вiдрiзкiв �c1...cn−1c та

∆c1...cn−1s2 рангу n = 1, 2, 3, ..., то розглянемо її покриття такими вiдрiз-

ками (вiдрiзки одного рангу мiж собою не перетинаються). Їх дiаметри

дорiвнюють

|�c1...cn−1c| = |∆c1...cn−10 ∪∆c1...cn−11| = 2rn + d1
n =

λn

1− λ
(s1 + λ(s2 − s1)),

|∆c1...cn−1s2| = s2rn =
s2λ

n+1

1− λ
.

З формул (2.19), (2.20), (2.21) та результатiв таблицi випливають на-

ступнi формули, якi виражають кiлькiсть вiдрiзкiв �c1...cn−1c та ∆c1...cn−1s2

рангу n:

xn = u2n =
1√
5

(
(
3 +
√

5

2
)n − (

3−
√

5

2
)n

)
, (2.23)

yn = u2n−1 =
1

2
√

5

(
(
√

5− 1)(
3 +
√

5

2
)n − (

√
5 + 1)(

3−
√

5

2
)n

)
. (2.24)

Таким чином,

mα
|�n|,|∆n|(C

S
λ ) 6 xn · |�c1...cn−1c|α + yn · |∆c1...cn−1s2|α =

=

(√
5− 1

2
√

5
(ϕ2)n +

√
5 + 1

2
√

5
(ψ2)n

)
(
s2λ

1− λ
)αλαn+

+
1√
5

(
(ϕ2)n + (ψ2)n

)
(
s1 + λ(s2 − s1)

1− λ
)αλαn =

= (λαϕ2)n

(√
5− 1

2
√

5
(
s2λ

1− λ
)α +

1√
5

(
s1 + λ(s2 − s1)

1− λ
)α

)
+
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+(λαψ2)n

(√
5 + 1

2
√

5
(
s2λ

1− λ
)α − 1√

5
(
s1 + λ(s2 − s1)

1− λ
)α

)
=

= C1(λ
αϕ2)n + C2(λ

αψ2)n = C1

(
1 +

C2

C1

(
ψ

ϕ

)2n
)
· (λαϕ2)n, ∀n ∈ N,

де C1 =
(√

5−1
2
√

5
( s2λ1−λ)α + 1√

5
(s1+λ(s2−s1)

1−λ )α
)
, C2 =

(√
5+1

2
√

5
( s2λ1−λ)α − 1√

5
(s1+λ(s2−s1)

1−λ )α
)
.

Отже, маємо

Hα(CS
λ ) 6 lim

n→∞
C1

(
1 +

C2

C1

(
ψ

ϕ

)2n
)

(λαϕ2)n = C1 lim
n→∞

(λαϕ2)n.

Якщо λαϕ2 < 1, що рiвносильно α > − logλ ϕ
2 := α0, то Hα(CS

λ ) = 0.

Оскiльки Hα(CS
λ ) = 0 для всiх α > α0, то

α0(C
S
λ ) 6 α0 = − logλ ϕ

2 = log s2
s1

3 +
√

5

2
.

i Hα(CS
λ ) 6 C1 при α = α0.

Доведемо тепер, що Hα(CS
λ ) > C = const > 0 при α = α0. Для цього

покажемо, що для довiльного скiнченного ε-покриття {Ei} множини CS
λ

вiдрiзками Ei = [ai, bi] має мiсце нерiвнiсть

0 < C 6
k∑
i=1

|Ei|α0.

Ми розглядаємо лише скiнченнi покриття, оскiльки множина CS
λ є ком-

пактною. Для довiльного Ei iснує модифiкований цилiндричний вiдрiзок

�c1...cni−1c (або ∆c1...cni−1s2
) рангу ni такий, що�c1...cni−1c ⊂ Ei (або ∆c1...cni−1s2

⊂
Ei) i жоден з вiдрiзкiв �c1...cni−2c (або ∆c1...cni−2s2

) не мiститься повнiстю в

Ei (для кожного Ei знайдеться цилiндричний вiдрiзок найменшого рангу

ni, який мiститься в Ei, а iншi вiдрiзки рангу ni− 1 не мiстяться повнiстю

в Ei).

Для кожної множини Ei з даного покриття iснує ni такий, що:

min{|�c1...cni−1c|, |∆c1...cni−1s2
|} =

s2λ
n+1

1− λ
6 |Ei| 6 |�c1...cni−2c|.
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Пiднесемо до степеня α0 = logλ ϕ
−2 i запишемо систему нерiвностей для

кожного Ei (i = 1, 2, ..., k):
( s2λ1−λ)logλ ϕ

−2 · (ϕ2)−n1 6 |E1|α0,

( s2λ1−λ)logλ ϕ
−2 · (ϕ2)−n2 6 |E2|α0,

...

( s2λ1−λ)logλ ϕ
−2 · (ϕ2)−nk 6 |Ek|α0.

Пiдсумувавши по k, отримаємо(
s2λ

1− λ

)logλ ϕ
−2

·
(
(ϕ2)−n1 + (ϕ2)−n2 + ...+ (ϕ2)−nk

)
6

k∑
i=1

|Ei|α0. (2.25)

З будови множини CS
λ слiдує, що Ei мiститься в об’єднаннi не бiльше, як

п’яти модифiкованих цилiндричних вiдрiзкiв рангу ni, а точнiше, в трьох

вiдрiзках �c1...cni−1c та двох вiдрiзках ∆c1...cni−1s2
, якi належать Ani.

Врахувавши результати таблицi та формули (2.19), (2.20), (2.23), (2.24),

встановлюємо, що Ei мiститься в об’єднаннi не бiльше, нiж Rni(j) модифi-

кованих цилiндричних вiдрiзкiв рангу j = ni +m (m = 0, 1, 2, ...):

Rni(j) =
1√
5

(ϕ(ϕ2)m+2−ψ(ψ)m+2) =
1√
5

(ϕ(ϕ2)j−ni+2−ψ(ψ)j−ni+2). (2.26)

Використовуючи формули (2.23) i (2.24), запишемо кiлькiсть всiх вiд-

рiзкiв �c1...cj−1c та ∆c1...cj−1s2 довiльного рангу j:

xj + yj =

(
1 +
√

5

2
√

5

)
· (ϕ2)j −

(
3 +
√

5

2
√

5

)
· (ψ2)j.

Ця сума не перевищує суми всiх Rni(j) (i = 1, 2, ..., k), оскiльки кожен

вiдрiзок Ei покриття {Ei} має спiльнi точки принаймнi з одним вiдрiзком

покриття Aj. Тому має мiсце нерiвнiсть:(
1 +
√

5

2
√

5

)
· (ϕ2)j −

(
3 +
√

5

2
√

5

)
· (ψ2)j 6
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6
1√
5

(ϕ(ϕ2)j−n1+2 − ψ(ψ)j−n1+2) + ...+
1√
5

(ϕ(ϕ2)j−nk+2 − ψ(ψ)j−nk+2),

яка рiвносильна

ϕ−
(

(
ψ

ϕ
)2

)j
· ϕ2 + ψ

(
(
ψ

ϕ
)2

)j (
(ψ)−n1+2 + ...+ (ψ)−nk+2

)
6

6 ϕ(ϕ2)−n1+2 +ϕ(ϕ2)−n2+2 + ...+ϕ(ϕ2)−nk+2 = ϕ5 ·
(
(ϕ2)−n1 + ...+ (ϕ2)−nk

)
,

звiдки

1

ϕ4
−

(
1−
√

5

1 +
√

5

)j

·

 1

ϕ2
−

(
1−
√

5

1 +
√

5

)5

·
(
(ϕ2)−n1 + ...+ (ϕ2)−nk

) 6
6 (ϕ2)−n1 + ...+ (ϕ2)−nk.

Перейшовши до границi при j →∞, отримаємо

1

ϕ4
6 (ϕ2)−n1 + (ϕ2)−n2 + ...+ (ϕ2)−nk.

Використовуючи останню нерiвнiсть, ми можемо оцiнити лiву частину

нерiвностi (3.16):

0 <
1

ϕ4

(
s1s2

s2 − s1

)log s2
s1
ϕ2

6

(
s1s2

s2 − s1

)log s2
s1
ϕ2

· (ϕ2)−n1 + ...+ (ϕ2)−nk 6

6
k∑
i=1

|Ei|α0 6 Hα0(CS
λ ).

Отже,

0 <
1

ϕ4

(
s1s2

s2 − s1

)log s2
s1
ϕ2

6 Hα0(CS
λ ) 6

6

(√
5− 1

2
√

5
(
s1s2

s2 − s1
)
log s2

s1

3+
√
5

2 +
1√
5

(
(2s2 − s1)s1

s2 − s1

)log s2
s1

3+
√
5

2

)
.

Тому α0(C
S
λ ) = log s2

s1

3+
√

5
2 .

Прикладами множин CS
λ , якi задовольняють умови теореми, є множини

з наступними алфавiтами: {0, 1, 3}, {0, 3, 8}, {0, 4, 11}, {0,
√

2,
√

17}.
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Висновки до роздiлу 2

В цьому роздiлi вивчались множини неповних сум кiлькох класiв ря-

дiв та властивостi розподiлiв випадкових пiдсум двопараметричного класу

рядiв з нелiнiйною властивiстю однорiдностi. Отримано результати:

1. дослiджено властивостi множин пiдсум збуреного геометричного

ряду та рядiв, визначених рекурентними спiввiдношеннями мiж їх

членами та залишками;

2. детально вивчено лебегiвську структуру, тополого-метричнi та фра-

ктальнi властивостi спектра розподiлу випадкової величини ξ, зада-

ної за допомогою збiжного знакододатного ряду з нелiнiйною вла-

стивiстю однорiдностi. У випадку дискретностi описано точковий

спектр розподiлу, а у випадку неперервностi доведено, що вiн є син-

гулярним розподiлом канторiвського типу з аномально фракталь-

ним спектром. Бiльше того, доведено, що s-кратна автозгортка не-

перервного розподiлу випадкової величини ξ має аномально фра-

ктальний розподiл при будь-якому натуральному значеннi s;

3. дослiджено фрактальнi властивостi несамоподiбних множин, якi є

узагальненням множини неповних сум геометричного ряду, зокрема

обчислено їх розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича.

Основнi результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [17, 18, 20, 21]

i доповiдалися на конференцiях [1–13] та семiнарах.
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РОЗДIЛ 3

МНОЖИНИ НЕПОВНИХ СУМ РЯДIВ З СУТТЄВИМИ

ПЕРЕКРИТТЯМИ ЦИЛIНДРИЧНИХ МНОЖИН

В даному роздiлi ми цiкавимось тополого-метричними та фракталь-

ними властивостями множин неповних сум збiжних знакододатних рядiв,

для яких нерiвностi an > rn i an < rn виконуються для нескiнченних мно-

жин iндексiв n. Даний випадок є найменш вивченим. Множина пiдсум ряду,

що володiє такою властивiстю, може бути як нуль-множиною Лебега, так

i множиною додатної мiри (нiде не щiльною множиною або множиною, що

мiстить нескiнченну кiлькiсть вiдрiзкiв). Про це свiдчать приклади ряду

(1.4) i ряду
5

4
+

3

4
+

5

42
+

3

42
+

4

43
+

3

43
+ ... . (3.1)

Множина неповних сум ряду (3.1) є нiде не щiльною нуль-множиною

Лебега, розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича якої дорiвнює

log4 (2 +
√

2) ≈ 0, 8858.

Наведений результат є наслiдком теореми 3.2.

3.1. Фрактальнi властивостi множин пiдсум рядiв з

суттєвими перекриттями цилiндричних множин

Об’єктом даного пункту є множина Eλ неповних сум ряду

a1 + a2 + a1λ+ a2λ+ a1λ
2 + a2λ

2 + ... =
a1 + a2

1− λ
, (3.2)

де a1, a2, λ — дiйснi числа, a1 > a2, λ ∈ (0, 1).
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Зауваження 3.1. Згрупувавши попарно члени ряду (3.2) i врахувавши,

що коефiцiєнти ε2n−1a1 + ε2na2 при членах λn−1 можуть набувати чотири

значення, множину неповних сум ряду (3.2) запишемо у виглядi

Eλ =

{
x : x =

∞∑
n=1

ηnλ
n−1, ηn ∈ {0, a1, a2, a1 + a2}

}
.

МножинаEλ дослiджувалась у роботi [96], у якiй стверджується, що для

майже всiх значень λ > 1
4 вона матиме додатню мiру Лебега (див. також

теорему 2.1 роботи [97]). Також було встановлено iнування такої щiльної

нуль-множини M0 значень λ > 1
4 , що при кожному з них множина Eλ має

нульову мiру Лебега. Але не було явно вказано цi значення.

Зауваження 3.2. Множина Eλ неповних сум ряду (3.2) є векторною

(арифметичною) сумою E{a1q
n−1}⊕E{a2q

n−1} множин неповних сум рядiв∑∞
n=1 a1q

n−1 та
∑∞

n=1 a2q
n−1, тобто

Eq = E{a1q
n−1} ⊕ E{a2q

n−1} =

=
{
x : x = a+ b, де a ∈ E{a1q

n−1}, b ∈ E{a2q
n−1}

}
.

З теореми 1.1. роботи [90] випливає, що для майже всiх (вiдносно мiри

Лебега) значень q ∈ (1
4 , 1), арифметична сума двох множин пiдсум геоме-

тричних рядiв з членами a1q
n−1 та a2q

n−1 є множиною додатньої мiри.

Iз зроблених вище зауважень i мiркувань таких, як в теоремi 2.11, ви-

пливає наступне твердження.

Теорема 3.1. Множина Eλ неповних сум ряду (3.2) є

1) нiде не щiльною нуль-множиною Лебега, якщо λ ∈ (0; 1
4);

2) вiдрiзком [0, a1+a2
1−λ ], якщо λ ∈

[
max{a1−a22a1

, a2
a1+2a2

}; 1
)
;

3) множиною додатньої мiри Лебега для майже всiх

λ ∈ (1
4 ; max{a1−a22a1

, a2
a1+2a2

}).
Розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множини Eλ дорiвнює

α0(Eλ) = − logλ 4



81

для майже всiх (у розумiннi мiри Лебега) значень λ ∈ (0, 1
4) (для всiх

λ ∈
(

0; min{a1−a22a1
, a2
a1+2a2

}
)
).

Як ми бачимо, найменш дослiдженим залишається промiжок значень

λ ∈
[
min

{
a1 − a2

2a1
,

a2

a1 + 2a2

}
; max

{
a1 − a2

2a1
,

a2

a1 + 2a2

})
≡ M̃,

при яких множина Eλ має складну геометрiю. З однiєї сторони, для майже

всiх λ ∈ M̃ множина Eλ має додатну мiру Лебега, а з iншої сторони, iснує

така пiдмножина M0 ⊂ M̃ , що для всiх λ ∈ M0 множина Eλ має нульову

мiру Лебега. Основнi труднощi при дослiдженi даної множини пов’язанi з

тим, що iснує континуальна пiдмножина точок x ∈ Eλ, якi мають конти-

нуальну кiлькiсть рiзних представлень у виглядi сум x =
∑∞

n=1 ωnan, де

ωn ∈ {0, 1}.
Основною задачею даного пункту є дослiдження фрактальних власти-

востей множини пiдсум ряду (3.2) при фiксованому λ = a1−a2
a1+a2

≡ q ∈ M̃ ,

тобто ряду

a1 + a2 + a1q + a2q + a1q
2 + a2q

2 + ... =
(a1 + a2)

2

2a2
. (3.3)

Дану множину неповних сум позначатимемо через Eq.

Легко бачити, що для членiв ряду (3.3) виконується умова однорiдностi

(по n):

a2n−1 = a2n + a2n+1 + a2n+2, n = 1, 2, 3, ..., (3.4)

з якої випливає нерiвнiсть a2n−1 < r2n−1 при всiх n ∈ N. При певних спiввiд-

ношеннях чисел a1 i a2, для всiх n ∈ N, має мiсце одна з двох нерiвностей:

a2n−1 > r2n−1 або a2n−1 6 r2n−1.

Теорема ?? дає повний опис тополого-метричних i фрактальних вла-

стивостей множини Eλ при конкретному фiксованому значеннi λ = a1−a2
a1+a2

,

яке може бути бiльшим за 1
4 . Основний акцент зроблено на вивченнi її фра-

ктальних властивостей, чого не було зроблено у вище наведених роботах.
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Теорема 3.2. Множина Eq неповних сум ряду (3.3) є

1) вiдрiзком [0, (a1+a2)2

2a2
], якщо a2

a1
∈ (0, 1√

3
];

2) нiде не щiльною нуль-множиною Лебега, розмiрнiсть Гаусдорфа-

Безиковича якої дорiвнює

α0(Eq) = log a1+a2
a1−a2

(2 +
√

3),

якщо a2
a1
∈ ( 1√

3
, 1).

Доведення. 1) Очевидно, що a2n−1 = a2n+a2n+1 +a2n+2 < r2n−1 для всiх

номерiв n. Нерiвнiсть a2n 6 r2n рiвносильна нерiвностi a2 6
a21−a22

2a2
, яка має

мiсце при a2
a1
∈ (0, 1√

3
].

Отже, для всiх n ∈ N виконується нерiвнiсть an 6 rn, яка у випадку

незростаючої послiдовностi (an) є необхiдною i достатньою для того, щоб

множина Eq була вiдрiзком.

Зазначимо, що у випадку немонотонної послiдовностi (an) членiв ряду

(2.6), умова an 6 rn, ∀n ∈ N, є достатньою для того, щоб множина його

неповних сум була вiдрiзком, але, взагалi кажучи, не є необхiдною.

2) Оскiльки a2n−1 > a2n для всiх n, то послiдовнiсть (an) членiв ряду

(3.3) не є монотонною лише у випадку, коли a2n < a2n+1 ⇔ a2 <
a1(a1−a2)
a1+a2

,

що можливо при a2
a1
∈ (0,

√
2− 1) ⊂ (0, 1√

3
). Якщо ж a2

a1
∈ ( 1√

3
, 1), то послi-

довнiсть членiв ряду (3.3) є спадною i тому для всiх n ∈ N справедливими

є нерiвностi:

a2n > r2n, min ∆c1...c2n−201 < min ∆c1...c2n−21, max ∆c1...c2n−210 > max ∆c1...c2n−20,

з яких, враховуючи (1.5), випливає:

∆c1...c2n−10 ∩∆c1...c2n−11 = ∅,

Eq ∩ (max ∆c1...c2n−200; min ∆c1...c2n−201) = ∅,

Eq ∩ (max ∆c1...c2n−210; min ∆c1...c2n−211) = ∅.
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Таким чином, iнтервали виду δc1...c2n−1i2n ≡ (max ∆c1...c2n−10; min ∆c1...c2n−11)

не мiстять точок даної множини. Кiлькiсь таких сумiжних з множиною

Eq iнтервалiв рангу 2n нас цiкавитиме. Легко бачити, що

|δc1...c2n−1i2n| = a2n − r2n ≡ d2n =
3a2

2 − a2
1

2a2
·
(
a1 − a2

a1 + a2

)n−1

, n = 1, 2, 3, ... .

З метою дослiдження властивостей даної множини, розглядатимемо ци-

лiндричнi множини рангу 2n i видiлимо їх два типи.

1) �′c1...c2n−2ab ≡ ∆′c1...c2n−201 ∪ ∆′c1...c2n−210 — множина, яка є об’єднан-

ням двох цилiндрiв, якi мiж собою перетинаються. Вiдповiдний множинi

�′c1...c2n−2ab цилiндричний вiдрiзок позначатимемо через

�c1...c2n−2ab ≡ [min ∆c1...c2n−201,max ∆c1...c2n−210].

2) ∆′c1...c2n−2cc — цилiндр, геометрично подiбний всiй множинi Eq, c ∈
{0, 1}.

Множина ∆′c1...c2n−2cc є об’єднанням двох множин ∆′c1...c2n−2ccjj, де j ∈
{0, 1}, i однiєї множини �′c1...c2n−2ccab:

∆′c1...c2n−2cc = ∆′c1...c2n−2cc00 ∪�′c1...c2n−2ccab ∪∆′c1...c2n−2cc11, (3.5)

а множина �′c1...c2n−2ab є об’єднанням трьох множин ∆′c1...c2ncc i двох множин

�′c1...c2nab наступного парного рангу:

�′c1...c2n−2ab = ∆′c1...c2n−20100∪�′c1...c2n−201ab∪∆′c1...c2n−2c̄ccc∪�
′
c1...c2n−210ab∪∆′c1...c2n−21011.

(3.6)

Множина �′c1...c2n−2ab має чотири сумiжнi iнтервали виду:

(max ∆c1...c2n−20100,min ∆c1...c2n−20101), (max ∆c1...c2n−20110,min ∆c1...c2n−20111),

(max ∆c1...c2n−20111,min ∆c1...c2n−21001), (max ∆c1...c2n−21010,min ∆c1...c2n−21011),

а множина ∆′c1...c2n−2cc має два сумiжнi iнтервали виду:

(max ∆c1...c2n−2cc00,min ∆c1...c2n−2cc01) та (max ∆c1...c2n−2cc10,min ∆c1...c2n−2cc11)
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рангу 2n+ 2.

Нехай xn — кiлькiсть всiх цилiндричних множин виду �′c1...c2n−2ab, yn —

кiлькiсть всiх множин виду ∆′c1...c2n−2cc, а zn — кiлькiсть всiх сумiжних з

множиною Eq iнтервалiв рангу 2n.

З рiвностей (3.5) та (3.6) випливає, що для всiх n ∈ N мають мiсце

рiвностi

xn+1 = 2xn + 3yn, (3.7)

yn+1 = xn + 2yn (3.8)

Оскiльки множина ∆′c1...c2n−4cc має два сумiжнi iнтервали рангу 2n, а

множина �′c1...c2n−4ab — чотири, то

zn = 2xn−1 + 4yn−1, ∀n ∈ N. (3.9)

Оскiльки цилiндр другого рангу геометрично подiбний множинi Eq, то

x0 = 1, y0 = 0, z0 = 0. Результати занесемо у таблицю.

Крок n / кiлькiсть xn yn zn

0 1 0 0

1 2 1 2

2 7 4 8

3 26 15 30

... ... ... ...

n 2xn−1 + 3yn−1 xn−1 + 2yn−1 2xn−1 + 4yn−1

Вiдшукаємо рекурентнi спiввiдношення, якими пов’язанi члени послi-

довностей (xn), (yn), (zn). З рiвностей (3.7), (3.8) отримаємо xn+1 = yn+1 +

xn + yn, що рiвносильно

xn+1 − xn = yn+1 + yn. (3.10)

Перетворивши рiвнiсть (3.7), врахувавши (3.8), отримаємо

xn+1 = 2xn+2yn+yn = 2xn+2yn+xn−1 +2yn−1 = 2xn+xn−1 +2(yn+yn−1).
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Скориставшись рiвнiстю (3.10), отримаємо

xn+1 = 2xn + xn−1 + 2(xn − xn−1) = 4xn − xn−1.

Аналогiчно з рiвностей (3.7), (3.8) маємо:

yn+1 = xn+2yn = 2xn−1 +3yn−1 +2yn = 2xn−1 +4yn−1−4yn−1 +3yn−1 +2yn =

= 2(xn−1 + 2yn−1) + 2yn − yn−1 = 4yn − yn−1.

Нескладно побачити, що zn+1 також виражається рекурентно:

zn+1 = 2xn + 4yn = 8xn − 2xn−1 + 16yn − 4yn−1 =

= 4 · (2xn + 4yn)− (2xn−1 + 4yn−1) = 4zn − zn−1.

Таким чином, отримано зворотнi послiдовнiстi виду

un+2 = 4un+1 − un (3.11)

з рiзними початковими членами u0 та u1.

Вiд рекурентного задання послiдовностi (un)
∞
n=0 перейдемо до аналiти-

чного. Вiдшукаємо формулу загального члена. Рiвняння (3.11) є лiнiйним

рiзницевим другого порядку, розв’язки якого будемо шукати серед пока-

зникових функцiй виду un = λn. Зробивши пiдстановку, отримаємо

λn+2 − 4λn+1 + λn = 0,

скоротивши на λn, отримаємо рiвняння

λ2 − 4λ+ 1 = 0,

яке є характеристичним для рiзницевого рiвняння (3.11). Воно має два

дiйснi коренi λ1,2 = 2±
√

3. З теорiї рiзницевих рiвнянь вiдомо, що загаль-

ним розв’язком рiвняння (3.11) є функцiя

un = C1(2 +
√

3)n + C2(2−
√

3)n, n = 0, 1, 2, ... . (3.12)
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Пiдставивши в останню рiвнiсть початковi умови

 u0 ≡ z0 = 0,

u1 ≡ z1 = 2,
отри-

маємо коефiцiєнти Cz
1 = 1√

3
, Cz

2 = − 1√
3
. Аналогiчно, пiдставивши у рiв-

нiсть (3.12) умови

 x0 = 1,

x1 = 2
i

 y0 = 0,

y1 = 1,
отримаємо Cx

1 = Cx
2 = 1

2 i

Cy
1 = 1

2
√

3
, Cy

2 = 1
2
√

3
вiдповiдно.

Отже, шуканi функцiї мають вигляд:

xn =
1

2

(
(2 +

√
3)n + (2−

√
3)n
)
, (3.13)

yn =
1

2
√

3

(
(2 +

√
3)n − (2−

√
3)n
)
, (3.14)

zn =
1√
3

(
(2 +

√
3)n − (2−

√
3)n
)
. (3.15)

Для знаходження мiри Лебега даної множини знайдемо мiру її допов-

нення, тобто обчислимо суму довжин усiх сумiжних з Eq iнтервалiв:

λ(Eq) =
∞∑
n=1

znd2n =

=
a2 − q(a1 + 2a2)√

3(1− q)

∞∑
n=1

(
(2 +

√
3)n − (2−

√
3)n
)
qn−1 =

=
a2 − q(a1 + 2a2)√

3(1− q)

(
2 +
√

3

1− 2q −
√

3q
− 2−

√
3

1− 2q +
√

3q

)
=

=
a2 − q(a1 + 2a2)

1− q

(
2

1− 4q + q2

)
.

Пiдставивши значення q = a1−a2
a1+a2

, отримаємо: λ(Eq) = (a1+a2)2

2a2
= |Eq|. Та-

ким чином, мiра доповнення множини дорiвнює її дiаметру. Отже, λ(Eq) =

0.

Позначимо через An сiмейство всiх вiдрiзкiв �c1...c2n−2ab та ∆c1...c2n−2cc

рангу 2n, тобто,

An =
{
�c1...c2n−2ab ∧∆c1...c2n−2cc, cj ∈ {0, 1}, j = 1, 2, ..., 2n− 2

}
,
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а через A — сiмейство всiх можливих таких вiдрiзкiв, тобто

A =
{
�c1...c2n−2ab ∧∆c1...c2n−2cc, n ∈ N, cj ∈ {0, 1}, j = 1, 2, ..., 2n− 2

}
.

Легко бачити, що система An покриває множину Eq скiнченною кiлькi-

стю вiдрiзкiв, якi мiж собою не перетинаються. Для обчислення розмiрностi

Гаусдорфа-Безиковича множини Eq розглядатимемо її покриття лише вiд-

рiзками з сiмейства A. Кiлькiсть всiх вiдрiзкiв множини An виражається

за формулами (3.13) та (3.14), а довжини вiдповiдних вiдрiзкiв становлять

|∆c1...c2n−2cc| = r2n =
(a1 + a2)

2

2a2
qn,

|�c1...c2n−2ab| = 2r2n − r2n+2 =
(a1 + 3a2)(a1 + a2)

2a2
qn ≡ εn.

Таким чином, для всiх n ∈ N має мiсце

mα
εn

(Eq) 6 xn · |�c1...c2n−2ab|α + yn · |∆c1...c2n−2ii|α =

=
1

2

(
(2 +

√
3)n + (2−

√
3)n
)((a1 + a2)

2

2a2
qn
)α

+

+
1

2
√

3

(
(2 +

√
3)n − (2−

√
3)n
)((a1 + 3a2)(a1 + a2)

2a2
qn
)α

=

=
1

2
(2 +

√
3)n(A1q

n)α +
1

2
(2−

√
3)n(A1q

n)α+

+
1

2
√

3
(2 +

√
3)n(A2q

n)α − 1

2
√

3
(2−

√
3)n(A2q

n)α =

=
(2 +

√
3)n

2

(
(A1q

n)α +
1√
3

(A2q
n)α
)

+
(2−

√
3)n

2

(
(A1q

n)α − 1√
3

(A2q
n)α
)

=

= (2 +
√

3)nqαn
(
Aα

1

2
+

Aα
2

2
√

3

)
+ (2−

√
3)nqαn

(
Aα

1

2
− Aα

2

2
√

3

)
=

= B1

(
(2 +

√
3)qα

)n
+B2

(
(2−

√
3)qα

)n
=
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B1

(
1 +

B2

B1
(2−

√
3)2n

)
·
(

(2 +
√

3)qα
)n
,

де A1 = (a1+a2)2

2a2
, A2 = (a1+3a2)(a1+a2)

2a2
, B1 ≡ B1(α) = Aα1

2 + Aα2
2
√

3
, B2 ≡ B2(α) =

Aα1
2 −

Aα2
2
√

3
.

Отже,

Hα(Eq) 6 lim
n→∞

(
B1

(
1 +

B2

B1
(2−

√
3)2n

)
·
(

(2 +
√

3)qα
)n)

=

= B1 lim
n→∞

(
(2 +

√
3)qα

)n
.

Якщо (2 +
√

3)qα < 1⇔ α > logq (2−
√

3) ≡ α0, то Hα(Eq) = 0. А тому

Hα(Eq) = 0 для всiх α > α0. Таким чином,

Hα0(Eq) 6 B1(α0) =
Aα0

1

2
+
Aα0

2

2
√

3
i α0(Eq) 6 α0 = log a1+a2

a1−a2
(2 +

√
3).

Доведемо тепер нерiвнiсть α0(Eq) > α0. Для цього покажемо, щоHα0(Eq) >

C > 0, де C – деяка константа. Оскiльки множина Eq — компактна, то

для знаходження величини mα
ε (Eq) достатньо розглядати її скiнченнi ε-

покриття {Ek} вiдрiзками Ei = [ai, bi]. I нехай

mα
ε (Eq) ≡

k∑
i=1

|Ei|α.

Для кожної множини Ei з даного покриття iснує номер ni рангу вiдрiзка

iз Ani такий, що

min{|∆c1...c2(ni−1)cc
|, |�c1...c2(ni−1)ab|} =

(a1 + a2)
2

2a2
qni 6

6 |Ei| < |�c1...c2(ni−2)ab| = εni−1 < ε.

Пiднесемо до степеня α0 = logq (2−
√

3) i запишемо систему для ко-

жного Ei: 
( (a1+a2)2

2a2
qn1)α0 = Aα0

1 (2−
√

3)n1 6 |E1|α0,

Aα0
1 (2−

√
3)n2 6 |E2|α0,

...

Aα0
1 (2−

√
3)nk 6 |Ek|α0.
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Пiдсумувавши по k, отримаємо(
(a1 + a2)

2

2a2

)α0

·
k∑
i=1

(2−
√

3)ni 6
k∑
i=1

|Ei|α0 = mα0
ε (Eq). (3.16)

Оскiльки |Ei| < |�c1...c2(ni−2)ab| i довжини цилiндричних вiдрiзкiв ∆c1...c2(ni−1)cc

меншi за довжини iнтервалiв δc1...c2ni−3i2(ni−1) при
a2
a1
> 1√

3
(не складно пока-

зати), а множина �′c1...c2(ni−2)ab, згiдно (3.6), належить об’єднанню трьох

вiдрiзкiв виду ∆c1...c2(ni−1)cc
та двох вiдрiзкiв виду �c1...c2(ni−1)ab, то кожний

вiдрiзок Ei може мати спiльнi точки не бiльше, як з п’ятьма вiдрiзками

рангу 2ni, якi належать сiм’ї Ani.
Три вiдрiзки виду ∆c1...c2(ni−1)cc

разом з двома вiдрiзками виду�c1...c2(ni−1)ab
мiстять 12 вiдрiзкiв виду ∆c1...c2nicc

i 7 вiдрiзкiв виду �c1...c2niab, тому вiдрiз-

кiв рангу 2(ni + 1) iз сiм’ї Ani+1, з якими може мати спiльнi точки Ei, не

бiльше 19.

Враховуючи формули (3.5), (3.6), (3.7), (3.8), встановлюємо, що кiль-

кiсть вiдрiзкiв fm рангу 2j = 2(ni + m) (m = 0, 1, 2, ...) з сiм’ї Ani+m, з
якими може мати спiльнi точки вiдрiзок Ei визначається також зворотною

послiдовнiстю

fm+2 = 4fm+1 − fm, де f0 = 5, f1 = 19.

Шляхом аналогiчних, як при виведеннi формул (3.12), (3.13), (3.14),

(3.15) мiркувань, встановлюємо, що

fm ≡ fni(j) =
9 + 5

√
3

2
√

3
(2 +

√
3)m − 9− 5

√
3

2
√

3
(2−

√
3)m =

=
9 + 5

√
3

2
√

3
(2 +

√
3)j−ni − 9− 5

√
3

2
√

3
(2−

√
3)j−ni, j > max

i
{ni}.

Згiдно з (3.13) i (3.14), запишемо кiлькiсть всiх вiдрiзкiв виду ∆c1...c2n−2ii

та �c1...c2n−2ab довiльного рангу 2j:

xj + yj =

√
3 + 1

2
√

3
(2 +

√
3)j −

√
3− 1

2
√

3
(2−

√
3)j.
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Ця сума не перевищує суми
∑k

i=1 fni(j), оскiльки кожен вiдрiзок Ei

покриття {Ek} має спiльнi точки принаймнi з одним вiдрiзком рангу 2j iз

покриття Ani. Тому має мiсце нерiвнiсть
√

3 + 1

2
√

3
(2 +

√
3)j +

√
3− 1

2
√

3
(2−

√
3)j 6

6
k∑
i=1

(
9 + 5

√
3

2
√

3
(2 +

√
3)j−ni − 9− 5

√
3

2
√

3
(2−

√
3)j−ni

)
,

що рiвносильно
√

3 + 1

9 + 5
√

3
+

√
3− 1

9 + 5
√

3

(
2−
√

3

2 +
√

3

)j

6

6
k∑
i=1

(2−
√

3)ni − 9− 5
√

3

9 + 5
√

3

(
2−
√

3

2 +
√

3

)j

·
k∑
i=1

(2 +
√

3)ni

або
√

3 + 1

9 + 5
√

3
+

(
2−
√

3

2 +
√

3

)j

·

( √
3− 1

9 + 5
√

3
+

9− 5
√

3

9 + 5
√

3

k∑
i=1

(2 +
√

3)ni

)
6

k∑
i=1

(2−
√

3)ni.

Використовуючи останню нерiвнiсть, оцiнимо лiву частину нерiвностi

(3.16):

Aα0
1 ·
√

3 + 1

9 + 5
√

3
+Aα0

1 ·

(
2−
√

3

2 +
√

3

)j

·

( √
3− 1

9 + 5
√

3
+

9− 5
√

3

9 + 5
√

3

k∑
i=1

(2 +
√

3)ni

)
6 mα

ε (Eq)

Перейшовши до границi при j →∞, отримаємо

0 <

√
3 + 1

9 + 5
√

3

(
(a1 + a2)

2

2a2

)α0

6 mα0
ε (Eq).

Таким чином, для довiльного ε-покриття {Ek} множини Eq вiдрiзками

Ei, величинаmα0
ε (Eq) обмежена знизу константою. Перейшовши до границi

(ε→ 0), отримаємо:
√

3 + 1

9 + 5
√

3
6 lim

ε→0
mα0
ε (Eq) = Hα0(Eq).
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Отже, α0(Eq) > α0 i тому розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича даної мно-

жини дорiвнює

α0(Eq) = log a1+a2
a1−a2

(2 +
√

3).

Теорему доведено.

3.2. Суперфрактальнiсть множини неповних сум одного

ряду

При виконаннi умов

an > rn для всiх достатньо великих n (3.17)

та

lim
n→∞

an
rn

= +∞ (3.18)

множина E{an} неповних сум ряду
∑∞

n=1 an є аномально фрактальною

(див. теорему 1.12). Iз наслiдку 2.8 випливає, що для аномальної фракталь-

ностi множини E{an} достатньо лише виконання умови (3.18). З теореми

1.9 випливає, що при виконаннi умов (3.17) та

lim
n→∞

an
rn

= +∞ (3.19)

множина пiдсум E{an} є аномально фрактальною. Нас цiкавить, чи буде

множина E{an} аномально фрактальною, якщо нерiвнiсть an < rn викону-

ється для нескiнченної множини iндексiв n (умова (3.17) не виконується) i

виконаннi умови (3.19)?

3.2.1. Побудова контрприкладу. Для вiдповiдi на поставлене за-

питання розглянемо збiжний знакододатний ряд

r0 =
∞∑
k=1

bk = c1 + c2 + c2︸ ︷︷ ︸
2

+ c3 + c3 + c3 + c3︸ ︷︷ ︸
4

+...+ cn + ...+ cn︸ ︷︷ ︸
2n−1

+..., (3.20)
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для якого виконується рiвнiсть

ck
r̃k

= k + 1, k = 2n − 1, n = 1, 2, 3, ... , (3.21)

де

r̃k = r2n−1 =
∞∑

k=2n

bk = cn+1 + ...+ cn+1︸ ︷︷ ︸
2n

+ cn+2 + ...+ cn+2︸ ︷︷ ︸
2n+1

+... =

= 2ncn+1 + 2n+1cn+2 + 2n+2cn+3 + ... ,

cn = b2n−1 = b2n−1+1 = b2n−1+2 = ... = b2n−1. (3.22)

Iз рiвностей (3.21) та (3.22) випливає те, що для всiх номерiв n 6= 2m−1

виконується нерiвнiсть bn < rn =
∑∞

k=n+1 bk.

Вiдшукаємо загальний член ряду (3.20). Iз рiвностi (3.21) маємо:

r̃0 = c1 + r̃1 = c1 +
1

2
c1 =

3

2
c1, c1 = 2r̃1 = 2(2c2 + r̃2) = 2(c2 +

1

3
c2),

звiдки знаходимо c1 = 2c2(21·3+1)
3 i c2 = 3c1

2(21·3+1) .

Аналогiчно отримаємо

c2 = 3r̃2 = 3(22c3 + r̃3) = 3(22c3 +
c3

4
) =

3c3

4
(22 · 4 + 1),

звiдки знаходимо c2 = 3c1
2(21·3+1) = 3c3(22·4+1)

4 i c3 = 4c1
2(21·3+1)(22·4+1) .

Доведемо, що

cn =
(n+ 1)c1

2(21 · 3 + 1)(22 · 4 + 1)(23 · 5 + 1) · ... · (2n−1(n+ 1) + 1)
. (3.23)

Покажемо, що з рiвностi (3.23) при n = k випливає рiвнiсть для n =

k + 1:

cn = (n+ 1)r̃n = (n+ 1)(2ncn+1 + r̃n+1) =

= (n+ 1)

(
2ncn+1 +

cn+1

n+ 2

)
=
cn+1(n+ 1)(2n+1(n+ 2) + 1)

n+ 2
,

звiдси отримаємо

cn+1 =
(n+ 2)c1

2(21 · 3 + 1)(22 · 4 + 1) · ... · (2n−1(n+ 1) + 1) (2n(n+ 2) + 1)
.
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Рiвнiсть (3.23) доведено.

Iз рiвностей (3.21) та (3.23) випливає

r̃n =
c1

2(21 · 3 + 1) · ... · (2n−1(n+ 1) + 1)
=
c1

2

n−1∏
k=1

1

2k(k + 2) + 1
. (3.24)

3.2.2. Фрактальнi властивостi множини неповних сум ряду. З

метою знаходження мiри Лебега та розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича мно-

жини пiдсум ряду (3.20) розглянемо її покриття цилiндричними вiдрiзками

рангу n = 2m − 1 (m = 1, 2, 3, ...). Нас цiкавить кiлькiсть Kn усiх цилiн-

дричних вiдрiзкiв довiльного рангу n, якi мiж собою не перетинаються i

об’єднання яких мiстить множину E{bn}.
Оскiльки кожне число x ∈ E{bn} має вигляд

x = d1c1 + d2c2 + d3c3 + ...+ dncn + ...,

де

d1 ∈ {0, 1} ≡ D1, d2 ∈ {0, 1, 2} ≡ D2, ..., dn ∈ {0, 1, 2, 3, ..., 2n−1} ≡ Dn,

то доцiльно розглянути цилiндричнi вiдрiзки виду

∆d1d2...dn =

[
n∑
k=1

dkck;
n∑
k=1

dkck + r̃k

]
i цилiндричнi множини ∆′d1d2...dn, якi мiстять всi суми виду

n∑
k=1

dkck +
∞∑

k=n+1

γkck, γk ∈ {0, 1, 2, ..., 2k−1},

при цьому (dn) – фiксований набiр чисел таких, що dn ∈ Dn. Iншими сло-

вами

∆′d1d2...dn =

{
y : y =

n∑
k=1

dkck +
∞∑
i=2n

εibi, εi ∈ {0, 1}

}
.

Легко бачити, що

∆′d1d2...dn = ∆′d1d2...dn0∪∆′d1d2...dn1∪∆′d1d2...dn2∪ ...∪∆′d1d2...dn2n, ∀n ∈ N. (3.25)
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Оскiльки cn > r̃n для всiх n ∈ N, то сусiднi цилiндричнi вiдрiзки одного

рангу не перетинаються, тобто

∆d1...dn−1d ∩∆d1...dn−1(d+1) = ∅, d ∈ {0, 1, 2, ..., 2n−1 − 1}. (3.26)

Позначимо через An сiмейство цилiндричних вiдрiзкiв рангу n, що вiд-

повiдають D-зображенню числа x, тобто

An = {∆d1...dn, di ∈ {0, 1, ..., 2i−1}, i = 1, 2, ..., n},

а через A — сiмейство всiх можливих цилiндричних вiдрiзкiв, тобто,

A = {∆d1...dn, n ∈ N, di ∈ {0, 1, ..., 2i−1}, i = 1, 2, ..., n}.

Iз рiвностей (3.25) та (3.26) випливає, що кiлькiсть Kn усiх рангових

вiдрiзкiв ∆d1...dn з An, якi покривають множину E{bn}, обчислюється за

формулою

Kn = 2 · 3 · 5 · 9 · ... · (2n−1 + 1) =
n∏
k=1

(2k−1 + 1). (3.27)

Лема 3.1. Сiмейство A є довiрчим для обчислення розмiрностi Гаусдорфа-

Безиковича множини E{bn}, тобто

α0(E,A) = α0(E), ∀E ∈ E{bn}.

Доведення. Нерiвнiсть α0(E,A) 6 α0(E) очевидна, оскiльки сiмейство

всiх вiдрiзкiв (пiдiнтервалiв) вiдрiзка [0, r0] мiстить A як частину.

Доведемо, що α0(E,A) > α0(E), ∀E ∈ E{bn}. Розглянемо довiльне ε-

покриття множини E ∈ E{bn} вiдрiзками Ei. Для довiльного вiдрiзка Ei

з даного покриття iснує цилiндричний вiдрiзок ∆ni ≡ ∆d1...dni
∈ Ani такий,

що

|Ei| ∈ (|∆ni|, |∆ni−1|] = (r̃ni, r̃ni−1].
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Зрозумiло, що

∆d1...dni−1
∩ E{bn} = (∆d1...dni−10 ∩ E{bn})∪

∪(∆d1...dni−11 ∩ E{bn}) ∪ ... ∪ (∆d1...dni−1(2ni−1+1) ∩ E{bn}).

Оскiльки вiдстань мiж сусiднiми цилiндрами рангу ni не менша за число

min ∆d1...dni−1(dni+1) −max ∆d1...dni−1dni
,

то множина Ei∩E{bn} мiститься в об’єднаннi не бiльше як 2ni−1 + 1 iзоме-

тричних цилiндричних вiдрiзкiв з Ani. Таким чином, множину Ei ∩ E{bn}
можна покрити f(|Ei|) = 2ni−1 + 1 вiдрiзками з Ani.

Отже, умова 1 леми 1.7 виконується. Перевiримо виконання умови 2.

Для цього достатньо показати, що для довiльного δ ∈ (0, 1] iснує ε1(δ)

таке, що

f(|Ei|) · |Ei|δ 6 C, (3.28)

де |Ei| < ε1(δ) i C – деяка додатна константа.

Для доведення нерiвностi (3.28) оцiнимо зверху число |Ei|. Маємо

f(|Ei|) · |Ei|δ = (2ni−1 + 1) · |Ei|δ 6 (2ni−1 + 1) · (r̃ni−1)
δ. (3.29)

Оскiльки

r̃ni−1 = r̃ni ·
r̃ni−1

r̃ni
= r̃ni · (1 + (ni + 1)2ni−1),

то для довiльного δ ∈ (0, 1] iснує ε1(δ) ≡ r̃ni такий, що для всiх n > ni має

мiсце

(2ni−1 + 1) · (r̃ni−1)
δ = (2ni−1 + 1) ·

(
r̃ni · (1 + (ni + 1)2ni−1)

)δ
=

= (2ni−1 + 1) ·
(

c1(1 + (ni + 1)2ni−1)

2(21 · 3 + 1) · (22 · 4 + 1) · ... · (2ni−1(ni + 1) + 1)

)δ
6

6 (2ni−1 + 1) ·
(

c1(ni + 1)2ni

2 · 21 · 3 · 22 · 4 · 23 · 5 · ... · 2ni−1(ni + 1)

)δ
=
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= (2ni−1 + 1) ·
(

2c1

ni! · 21+2+3+...+(ni−2)

)δ
=

=
(2ni−1 + 1)(2c1)

δ(
ni! · 2

1
2 (ni−1)(ni−2)

)δ 6 cδ1 · 2ni+δ(
ni! · 2

1
2 (ni−1)(ni−2)

)δ =

(
c1

ni! · 20,5(n2i−(3+ 2
δ )ni)

)δ
.

Отже, величину (2ni−1 + 1) · (r̃ni−1)
δ можна обмежити зверху як завго-

дно малою додатною константою, залежною вiд номера ni. А тому, згiдно

з лемою 1.7, сiмейство тонких покриттiв A є довiрчiм для обчислення роз-

мiрностi Гаусдорфа-Безиковича множини E{bn}. Лему доведено.

Лема 3.2. Для довiльного α ∈ (0, 1) iснує номер n0 такий, що для всiх

n > n0 виконується нерiвнiсть

|∆d1d2...dn|α < (2n + 1) · |∆d1...dndn+1
|α. (3.30)

Доведення. Перепишемо нерiвнiсть (3.30) у виглядi

(r̃n)
α < (2n + 1) · (r̃n+1)

α ⇔ ((2n(n+ 2) + 1)r̃n)
α < (2n + 1) · (r̃n)α,

що рiвносильно

(2n(n+ 2) + 1)α < (2n + 1)⇔
(

2n(n+ 2) + 1

2n + 1

)α
< (2n + 1)1−α.

Доведемо останню нерiвнiсть. Очевидно, що для достатньо великих n

має мiсце(
2n(n+ 2) + 1

2n + 1

)α
<

(
n+ 2 +

1

2n

)α
< (2n)1−α = (21−α)n < (2n + 1)1−α.

Лему доведено.

Лема 3.3. Сiмейство An є довiрчим для обчислення розмiрностi Гаусдорфа-

Безиковича множини E{bn}, тобто

α0(E,An) = α0(E), ∀E ∈ E{bn}.
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Доведення. Оскiльки множина E{bn} є компактною, то для знаходжен-

ня величини Hα(E{bn},A) достатньо розглядати її скiнченнi покриття ци-

лiндричними вiдрiзками з A. Нехай (∆
(j)
i ) — довiльне скiнченне ε-покриття

множини E{bn} вiдрiзками ∆
(j)
i . Позначимо через ∆

(j)
n деякий вiдрiзок

з An найменшого рангу n (при цьому n є таким, що |∆(j)
n | = r̃n < ε i

|∆(j)
n | > |∆(j)

i | для всiх i > n).

Доведемо, що для довiльного α ∈ (0, 1) має мiсце

Hα
ε (E{bn},An) = Kn · (r̃n)α 6

n+m−1∑
i=n

∑
j

|∆(j)
i |

α, (3.31)

де n + m − 1 – найбiльший номер цилiндра (найменшої довжини), що на-

лежить покриттю (∆
(j)
i ). Згiдно рiвностi (3.25), разом з вiдрiзком ∆

(j)
n+m−1

до покриття (∆
(j)
i ) входить 2n+m−2 + 1 вiдрiзкiв, якi належать деякому ци-

лiндричному вiдрiзку рангу n+m− 2. Згiдно нерiвностi (3.30), маємо

|∆(1)
n+m−1|α + |∆(2)

n+m−1|α + ...+ |∆(2n+m−2+1)
n+m−1 |α =

= (2n+m−2 + 1) · (r̃n+m−1)
α > (r̃n+m−2)

α = |∆(j)
n+m−2|α.

Встановивши аналогiчнi оцiнки для усiх iнших вiдрiзкiв рангу n+m−1,

ми зможемо оцiнити знизу суму з правої частини нерiвностi (3.31), iншою

сумою, в яку вже будуть входити довжини вiдрiзкiв, ранги j′ яких не пе-

ревищують n+m− 2, тобто

n+m−2∑
i=n

∑
j′

|∆(j′)
i |

α <
n+m−1∑
i=n

∑
j

|∆(j)
i |

α.

Повторивши аналогiчнi дiї, за m крокiв (кожен iз яких дає нову нижню

оцiнку для вiдповiдних сум), ми отримаємо (3.31).

Знак рiвностi в (3.31) досягається тодi й лише тодi, коли усi вiдрiзки

∆
(j)
i з покриття (∆

(j)
i ) належатимуть An.

Лему доведено.
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Теорема 3.3. Множина E{bn} є суперфрактальною.

Доведення. Доведемо, що E{bn} має нульову мiру Лебега. Розглянемо

її покриття вiдрiзками, якi належать An. Для кожного натурального n

маємо

λ(E{bn}) 6 Kn · r̃n = 2c1

n−1∏
k=1

2k + 1

(2k(k + 2) + 1)
.

Перейшовши до границi при n→∞, бачимо, що останнiй добуток розбiга-

ється до нуля, тому λ(E{bn}) = 0.

Згiдно попередньої леми, для обчислення розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича

множини E{bn} можна обмежитись розглядом її покриттiв лише цилiндри-

чними вiдрiзками з An. Оскiльки величина

Hα(E{bn},An) = lim
n→∞

(Kn · (r̃n)α) = 21−αcα1

∞∏
n=1

2n + 1

(2n(n+ 2) + 1)α

рiвна нескiнченностi при α ∈ (0, 1), а при α = 1 — рiвна нулю, то розмiр-

нiсть Гаусдорфа-Безиковича множини E{bn} рiвна одиницi.

Теорему доведено.

3.3. Множини неповних сум рядiв однопараметричної сiм’ї

Нехай λ – дiйсне число з (0, 1). Розглядається ряд

∞∑
n=1

dn = 8λ+4λ+3λ+2λ+8λ2+4λ2+3λ2+2λ2+...+8λk+4λk+3λk+2λk+... .

(3.32)

Кожна неповна сума x ∈ E{dn} даного ряду має вигляд

x = 8x1λ+4x2λ+3x3λ+2x4λ+...+8x4k−3λ
k+4x4k−2λ

k+3x4k−1λ
k+2x4kλ

k+... =

= y1λ+ y2λ
2 + ...+ ykλ

k + ...,

де xi ∈ {0, 1}, yi ∈ {0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17} ≡ Y .
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Множину пiдсум ряду (3.32) позначатимемо через Dλ. Нас цiкавить

структура множини при кожному фiксованому значеннi параметра λ.

Легко бачити, що a4n−3 < r4n−3 при λ ∈ (0, 1), a4n−2 < r4n−2 при λ ∈
(0, 1), a4n−1 < r4n−1 при λ ∈

(
1
12 , 1

)
i a4n < r4n при λ ∈

(
2
19 , 1

)
. Таким

чином, iснують значення λ, при яких спiввiдношення an > rn i an < rn

виконуються нескiнченну кiлькiсть разiв.

Нескладно показати, що Dλ є: нуль-множиною Лебега при λ ∈
(
0, 1

16

)
,

вiдрiзком при λ ∈
[

2
19 , 1

)
. Iз результатiв Б. Солом’яка (див. наприклад

[96]) слiдує, що Dλ є множиною додатної мiри при майже всiх значеннях

λ ∈
[

1
16 ,

2
19

)
. Також нескладно помiтити, що при λ ∈

(
0, 2

19

]
множина Dλ не

є скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв.

В даному пунктi ми акцентуємо увагу на дослiдженнi топологiчних вла-

стивостей множини Dλ при λ ∈
[

1
16 ,

2
19

)
.

Для доведення основного твердження використовуватимемо поняття ε-

апроксимацiї множини.

Означення 3.1. Нехай ε – деяке додатне число. Будемо казати, що

множина J ⊂ R ε-апроксимується множиною K ⊂ R, якщо

∀x ∈ J ∃k ∈ K : 0 6 x− k 6 ε. (3.33)

Наступнi двi властивостi випливають з (3.33):

∀x ∈ J ∃k ∈ K k ∈ [x− ε, x]. (3.34)

J ⊂
⋃
k∈K

[k, k + ε]. (3.35)

Також нам знадобляться наступнi позначення:

εn ≡ λn =
1− λ
17λ

r4n,

An ≡ 2
n∑
k=1

λk =
2λ(1− λn)

1− λ
→ 2λ

1− λ
(n→ +∞),
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Fn ≡

{
x | x =

4n∑
i=1

yiλ
i, yi ∈ Y

}
– множина частинних неповних сум ряду (3.32) рангу 4n.

Лема 3.4. Для довiльного f ∈ Fn, вiдрiзок [f + 2λεn, f + 16λεn] εn+1-

апроксимується множиною Fn+1.

Доведення. Нехай g ∈ Fn+1. Тодi

g =
n∑
i=1

yiλ
i + yn+1λ

n+1 = f + yn+1εn+1.

I навпаки, кожне число g = f ′ + y′n+1εn+1, де f ′ ∈ Fn i y′n+1 ∈ Y , належить

множинi Fn+1. Оскiльки

[f + 2λεn; f + 16λεn] = [f + 2εn+1; f + 16εn+1] ⊂
⋃

g∈Fn+1

[g; g + εn+1]

(так якεn+1 = λεn i [g; g+εn+1] = [f+yn+1εn+1; f+εn+1(yn+1+1)]), то згiдно

(3.35), вiдрiзок [f+2εn+1; f+16εn+1] εn+1-апроксимується множиною Fn+1,

що i завершує доведення леми.

Лема 3.5. Вiдрiзок
[
An,

17λ
2(1−λ)

]
εn-апроксимується множиною Fn.

Доведення. Доведення проведемо за iндукцiєю. Згiдно леми 3.4 при

f = 0 i n = 0 вiдрiзок [2λ; 16λ] ε1-апроксимується множиною F1, а тому i

вiдрiзок [A1;
17

2(1−λ) ] також ε1-апроксимується.

Припустимо, що вiдрiзок [An;
17

2(1−λ) ] εn-апроксимується множиною Fn.

Для довiльної точки x ∈ [An+1;
17

2(1−λ) ] маємо:

x > An+1 = An+2λεn ⇒ x−2λεn ∈
[
An;

17

2(1− λ)
− 2λεn

]
⊂
[
An;

17

2(1− λ)

]
.

Згiдно властивостi (3.35), має мiсце включення

x− 2λεn ∈ [f ; f + εn]⇒ x ∈ [f + λεn; f + (2λ+ 1)εn] ⊂ [f + λεn; f + 16λεn].

Згiдно леми 3.4, вiдрiзок [f + λεn; f + 16λεn] εn+1-апроксимується мно-

жиною Fn+1, що й доводить лему.
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Теорема 3.4. Множина Dλ є

1) нуль-множиною Лебега при λ ∈
(
0, 1

16

)
;

2) вiдрiзком [0, 17λ
1−λ ] при λ ∈

[
2
19 , 1

)
;

3) множиною додатної мiри Лебега при майже всiх (вiдносно мiри

Лебега) значеннях λ ∈
[

1
16 ,

2
19

)
;

4) канторвалом при λ ∈
[

1
14 ,

2
19

)
.

Доведення. 1) Оскiльки

Dλ = λDλ ∪ (2λ⊕ λDλ) ∪ (3λ⊕ λDλ) ∪ ... ∪ (15λ⊕ λDλ) ∪ (17λ⊕ λDλ),

то, за властивостi напiвадитивностi мiри, для мiри Лебега µ(·) множини

Dλ справедлива нерiвнiсть

µ(Dλ) 6 16λ · µ(Dλ),

з якої випливає, що µ(Dλ) = 0 при λ < 1
16 .

2) Оскiльки для членiв ряду (3.32) та вiдповiдних залишкiв виконується

нерiвнiсть dn 6 rn для всiх n ∈ N, то за теоремою Какея множина Dλ є

вiдрiзком.

3) З теореми 2.1 роботи [97] випливає, що для майже всiх (вiдносно

мiри Лебега) λ ∈ [ 1
16 ; 1) множина Dλ має додатню мiру Лебега (див. також

теорему 1.3 роботи [96]).

4) Доведемо, що для всiх λ ∈
[

1
14 ,

2
19

)
множина Dλ є канторвалом. Для

цього покажемо, що вона мiстить деякий вiдрiзок, тобто [a, b] ⊂ Dλ.

Згiдно леми 3.5 i властивостi (3.35) вiдрiзки
[
An;

17λ
2(1−λ)

]
належать об’-

єднанню⋃
f∈Fn

[
f ; f +

1− λ
17λ

r4n

]
⊂
⋃
f∈Fn

[f ; f + r4n] = Fn ⊕ [0; r4n] ∀n ∈ N.

Отже,[
2λ

1− λ
;

17λ

2(1− λ)

]
=
∞⋂
n=1

[
An;

17λ

2(1− λ)

]
⊂
∞⋂
n=1

(Fn ⊕ [0; r4n]) = Dλ.
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Висновки до роздiлу 3

В цьому роздiлi вивчались множини неповних сум трьох класiв збiжних

знакододатних рядiв, для яких нерiвностi an > rn i an < rn виконуються

для нескiнченних множин iндексiв n. Отримано такi результати:

1. дослiджено фрактальнi властивостi несамоподiбних множин непов-

них сум рядiв “з суттєвими перекриттями цилiндричних вiдрiзкiв”,

зокрема обчислено їх розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича;

2. вивчено тополого-метричнi властивостi множин пiдсум рядiв, що є

сумами чотирьох геометричних рядiв з одним i тим же параметром,

множиною значень яких є симетричний канторвал;

3. знайдено ряд з необмеженою послiдовнiстю вiдношень його членiв

та залишкiв, множина пiдсум якого є суперфрактальною.

Задачi про обчислення розмiрностей Гаусдорфа-Безиковича множин не-

повних сум рядiв або доведення, що вони є канторвалами, були основними

в даному роздiлi. Тут також вивчалось питання використання множин iз

сiмейства цилiндричних вiдрiзкiв для спрощення розв’язування задачi про

вiдшукання розмiрностi Гаусдорфа–Безиковича множини пiдсум ряду. При

цьому доведено, що для розв’язання вказаних задач досить обмежуватися

покриттями множинами, що є об’єднаннями цилiндричних вiдрiзкiв одного

рангу.

Результати цього роздiлу опублiкованi у роботах [19,22] i доповiдалися

на конференцiях [14–16] та семiнарах.
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ВИСНОВКИ

Розпочате у 1914 роцi вивчення геометрiї числових рядiв (у першу чер-

гу, тополого-метричних i фрактальних властивостей їх множин неповних

сум) сьогоднi стало серйозним напрямом сучасних математичних дослi-

джень, якi ведуться на межi математичного аналiзу, топологiї, фрактальної

геометрiї, теорiї мiри та теорiї ймовiрностей.

На фонi загальних фундаментальних результатiв топологiчного хара-

ктеру, отриманих вiдносно недавно, сьогоднi геометрiя числових рядiв в

основному збагачується за рахунок розвитку iндивiдуальних теорiй, а саме:

вивчення класiв рядiв, якi володiють певними властивостями однорiдностi

i залежать вiд скiнченної кiлькостi параметрiв. Разом з цим чекають на

вирiшення багато рiзноаспектних проблем у загальнiй постановцi.

У данiй роботi ми зосередили свою увагу на вивченнi структурних вла-

стивостей множин неповних сум рядiв, якi мають рiзнi властивостi однорi-

дностi, зокрема рядiв, для яких нерiвностi an > rn i an < rn виконуються

для нескiнченних множин значень iндекса n. Множини неповних сум аб-

солютно збiжних рядiв є спектрами нескiнченних згорток Бернуллi. Тому

проблеми тополого-метричної теорiї числових рядiв тiсно переплiтаються

з теорiєю розподiлiв випадкових величин з фрактальними властивостями.
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