
ÍÀÖIÎÍÀËÜÍÀ ÀÊÀÄÅÌIß ÍÀÓÊ ÓÊÐÀ�ÍÈ

IÍÑÒÈÒÓÒ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

ÇÀÂÎÐÎÒÈÍÑÜÊÈÉ ÀÍÄÐIÉ ÂÎËÎÄÈÌÈÐÎÂÈ×

ÓÄÊ 517.956.2

ÅËIÏÒÈ×ÍI Ç ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÌ ÊÐÀÉÎÂI ÇÀÄÀ×I

Ç ÍÅÂIÄÎÌÈÌÈ ÄÎÄÀÒÊÎÂÈÌÈ ÔÓÍÊÖIßÌÈ

ÍÀ ÌÅÆI ÎÁËÀÑÒI

01.01.02 � äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

Àâòîðåôåðàò
äèñåðòàöi¨ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ
êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê

Êè¨â � 2016



Äèñåðòàöi¹þ ¹ ðóêîïèñ.

Ðîáîòà âèêîíàíà â Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè.

Íàóêîâèé êåðiâíèê:

÷ëåí-êîðåñïîíäåíò ÍÀÍ Óêðà¨íè,
äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê,
ïðîôåñîð Ãîðáà÷óê Ìèðîñëàâ Ëüâîâè÷
Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, ì. Êè¨â,
ïðîâiäíèé íàóêîâèé ñïiâðîáiòíèê
âiääiëó íåëiíiéíîãî àíàëiçó.

Îôiöiéíi îïîíåíòè:

äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîð
ËÎÏÓØÀÍÑÜÊÀ Ãàëèíà Ïåòðiâíà,
Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà, ì. Ëüâiâ,
ïðîôåñîð êàôåäðè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü;

êàíäèäàò ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, äîöåíò
ËÎÑÜ Âàëåðié Ìèêîëàéîâè÷,
Íàöiîíàëüíèé òåõíi÷íèé óíiâåðñèòåò Óêðà¨íè �ÊÏI�, ì. Êè¨â,
äîêòîðàíò êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà òåîði¨ éìîâiðíîñòåé.

Çàõèñò äèñåðòàöi¨ âiäáóäåòüñÿ � 13 � âåðåñíÿ 2016 ð. î 15 ãîäèíi íà çàñi-
äàííi ñïåöiàëiçîâàíî¨ â÷åíî¨ ðàäè Ä. 26.206.02 Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè çà àäðåñîþ: 01604, ì. Êè¨â, âóë. Òåðåùåíêiâñüêà, 3.

Ç äèñåðòàöi¹þ ìîæíà îçíàéîìèòèñü ó áiáëiîòåöi Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè
ÍÀÍ Óêðà¨íè.

Àâòîðåôåðàò ðîçiñëàíèé � 11 � ñåðïíÿ 2016 ð.

Â÷åíèé ñåêðåòàð ñïåöiàëiçîâàíî¨ â÷åíî¨ ðàäè,
äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîð ÏÅËÞÕ Ã. Ï.



1

ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ðîçâèòêó ñó-
÷àñíî¨ òåîði¨ åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷, à ñàìå, äîñëiäæåííþ õàðàêòåðó
ðîçâ'ÿçíîñòi åëiïòè÷íèõ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì òà ñëàáêî åëiïòè÷íèõ êðàéî-
âèõ çàäà÷ ç íåâiäîìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi.

Åëiïòè÷íi îïåðàòîðè ç ïàðàìåòðîì âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨
åëiïòè÷íèõ ðiâíÿííü òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿõ. Ñåðåä íèõ îêðåìèé iíòåðåñ âè-
êëèêàþòü åëiïòè÷íi ç ìàëèì ïðàìåòðîì êðàéîâi çàäà÷i i ïîâ'ÿçàíi ç íèìè
ñëàáêî åëiïòè÷íi ç ïàðàìåòðîì êðàéîâi çàäà÷i. Òàêi çàäà÷i äàâíî âèíèêàëè
â ðiçíèõ ðîçäiëàõ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. �õ çàãàëüíà òåîðiÿ áåðå ñâié ïî÷à-
òîê ç ðîáîòè Ì. I. Âiøèêà è Ë. À. Ëþñòåðíiêà (1957). Ïiçíiøå âîíà áóëà
ðîçâèíóòà ó ðîáîòàõ Ë. Ôðàíêà (1979, 1990, 1997), À. Ñ. Äåìiäîâà (1973,
1975), Ã. I. Åñêiíà (1973), Ñ. À. Íàçàðîâà (1981, 1986). Â îñòàííi ðîêè ïî-
ñèëèâñÿ iíòåðåñ äî äîñëiäæåííÿ åëiïòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííü ç
ïàðàìåòðîì. Òàê, ñèñòåìàòè÷íèé âèêëàä òåîði¨ åëiïòè÷íèõ ç ìàëèì ïàðà-
ìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ äàâ Ë. Ð. Âîëåâè÷ (2006). Éîãî ñòàòòÿ ¹ ôàêòè÷íî
ñó÷àñíèì ïåðåîñìèñëåííÿì ðåçóëüòàòiâ êëàñè÷íî¨ ðîáîòè Ì. I. Âiøèêà è
Ë. À. Ëþñòåðíiêà (1957).

Ïîðÿä ç öèìè çàäà÷àìè ðîçãëÿäàëèñÿ i çàäà÷i, ÿêi îòðèìóþòüñÿ ïðè
çàìiíi "ìàëîãî" ïàðàìåòðà íà "âåëèêèé" ïàðàìåòð. Òàêèé êëàñ çàäà÷
îòðèìàâ íàçâó ñëàáêî åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ (îïåðàòîðíèõ â'ÿçîê) i
ñèñòåìàòè÷íî äîñëiäæóâàâñÿ ó ðîáîòàõ Ë. Ð. Âîëåâè÷à, Ð. Äåíêà, Ð. Ìåííi-
êåíà (1998, 2000, 2001). Òàêi çàäà÷i ¹ óçàãàëüíåííÿì åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìå-
òðîì çàäà÷, ÿêi ââåëè i äîñëiäæóâàëè Ø. Àãìîí (1962) òà Ì .Ñ. Àãðàíîâi÷,
Ì. I. Âiøèê (1964). Öi çàäà÷i áóëè çàñòîñîâàíi ó òåîði¨ ïàðàáîëi÷íèõ ìiøà-
íèõ çàäà÷.

Â 1963 ð. Á. Ëàâðóêîì (1963-1965) áóëî âèäiëåíî âàæëèâèé êëàñ åëi-
ïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷i ç äîäàòêîâèìè íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè ó êðàéî-
âèõ óìîâàõ. Òàêi çàäà÷i âèíèêàþòü ïðè ïåðåõîäi âiä çàãàëüíî¨ åëiïòè÷íî¨
êðàéîâî¨ çàäà÷i äî ôîðìàëüíî ñïðÿæåíî¨ çàäà÷i âiäíîñíî äåÿêî¨ ôîðìóëè
Ãðiíà. Çãîäîì ç'ÿñóâàëîñÿ, ùî äî öüîãî êëàñó çàäà÷ ïðèâîäÿòü ðiçíi çàäà÷i
òåîði¨ ïðóææíîñòi i ãiäðîìåõàíiêè. Åëiïòè÷íi ó ñåíñi Ëàâðóêà çàäà÷i áó-
ëè äîñëiäæåíi ó ðîáîòàõ À. Ã. Àñëàíÿíà, Ä. Ã. Âàñèëü¹âà, Â. Á. Ëiäñüêîãî
(1981), Â. À. Êîçëîâà, Â. Ã. Ìàçüÿ, É. Ðîññìàíà (1997), Ë. Ð. Âîëåâè÷à òà
C. Ä. Ãiíäiêiíà (1999), ß. À. Ðîéòáåðãà (1999) òà iíøèõ.

Ïiçíiøå Ë. Ð. Âîëåâè÷ (2007) çàñòîñóâàâ òåîðiþ ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç
ïàðàìåòðîì çàäà÷ äî ìiøàíèõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, íå ðîçâ'ÿ-
çíèõ âiäíîñíî ñòàðøî¨ ïîõiäíî¨ çà ÷àñîì. Áóëî ââåäåíî íîâèé êëàñ êðàéîâèõ
çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ îïåðàòîðiâ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, ÿêi íå çàäîâîëü-
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íÿþòü êëàñè÷íi óìîâè ïàðàáîëi÷íîñòi. Çàçíà÷èìî, ùî â êðàéîâèõ óìîâàõ
òàêèõ çàäà÷ ç'ÿâèëèñÿ íåâiäîìi äîäàòêîâi ôóíêöi¨, ÿêi çàäàíi íà ìåæi îáëà-
ñòi, i çàãàëüíà òåîðiÿ äëÿ òàêèõ çàäà÷ íå áóëà ïîáóäîâàíà.

Çâàæàþ÷è íà öå, ïîáóäîâà òåîði¨ ðîçâ'ÿçíîñòi åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì
êðàéîâèõ çàäà÷ òà íåâiäîìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi ¹
àêòóàëüíîþ íàóêîâîþ ïðîáëåìîþ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Ðî-
áîòà âèêîíóâàëàñÿ â Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè ó âiääiëi ðiâíÿííü
ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çãiäíî iç çàãàëüíèì ïëàíîì äîñëiäæåíü ó ðàì-
êàõ íàóêîâî-äîñëiäíî¨ òåìè ¾Åâîëþöiéíi òà ñïåêòðàëüíi çàäà÷i äëÿ äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ¿ (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨
0111U001027).

Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ ðîçðîáêà òåîði¨ åëiïòè÷íèõ
ç ìàëèì ïàðàìåòðîì òà ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷,
ÿêi ìiñòÿòü äîäàòêîâi íåâiäîìi ôóíêöi¨ íà ìåæi îáëàñòi .

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ åëiïòè÷íi ç ìàëèì ïàðàìåòðîì òà ñëàáêî åëi-
ïòè÷íi êðàéîâi çàäà÷i ç íåâiäîìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëà-
ñòi.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:

1. Âèäiëèòè êëàñ åëiïòè÷íèõ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ ç
íåâiäîìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi.

2. Âñòàíîâèòè íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè, çà ÿêèõ ñîáîë¹âñüêi íîðìè
ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ äîïóñêàþòü àïðiîðíi îöiíêè çi ñòàëèìè, íå çà-
ëåæíèìè âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà.

3. Âèäiëèòè êëàñ ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ ç
íåâiäîìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi.

4. Âñòàíîâèòè íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ àïðiîðíèõ îöiíîê
ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ ó âiäïîâiäíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ Ñîáî-
ë¹âà, â ÿêèõ ñòàëi íå çàëåæàòü âiä âåëèêîãî ïàðàìåòðà.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Â ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè ôóíêöiîíàëü-
íîãî àíàëiçó, òåîði¨ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè i òåîði¨ ôóíêöié. Êëþ-
÷îâèì ó äîñëiäæåííi ¹ ìåòîä ïðèìåæîâîãî øàðó Ì. I. Âiøèêà � Ë. À. Ëþ-
ñòåðíiêà (1957).

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöié-
íî¨ ðîáîòè, çàïðîïîíîâàíi äî çàõèñòó, ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü ó íàñòóïíîìó:
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1. Ââåäåíî êëàñ åëiïòè÷íèõ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ ç íåâi-
äîìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáìåæåíî¨ åâêëiäîâî¨ îáëà-
ñòi.

2. Ïîáóäîâàíî ôîðìàëüíi àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè öèõ çàäà÷.

3. Ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ âêàçàíèõ çàäà÷ i
îòðèìàíî iíòåãðàëüíi îöiíêè ïîõiäíèõ öèõ ðîçâ'ÿêiâ.

4. Äëÿ ñîáîë¹âñüêèõ íîðì ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ âñòàíîâëåíî àïðiîðíi
îöiíêè, ó ÿêèõ ñòàëi íå çàëåæàòü âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà. Äîâåäåíî, ùî
öi îöiíêè ¹ íå ëèøå äîñòàòíiìè, àëå é íåîáõiäíèìè äëÿ åëiïòè÷íîñòi
ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ðîçãëÿíóòèõ çàäà÷.

5. Ââåäåíî êëàñ ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ ç íåâi-
äîìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáìåæåíî¨ åâêëiäîâî¨ îáëà-
ñòi.

6. Äëÿ öèõ çàäà÷ ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ
çàäà÷ i îòðèìàíî iíòåãðàëüíi îöiíêè ¨õ ïîõiäíèõ.

7. Äëÿ ñîáîë¹âñüêèõ íîðì ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ îòðèìàíî àïðiîðíi îöií-
êè, ó ÿêèõ ñòàëi íå çàëåæàòü âiä âåëèêîãî ïàðàìåòðà. Ïîêàçàíî, ùî
öi îöiíêè ¹ íåîáõiäíèìè äëÿ ñëàáêî¨ åëiïòè÷íîñòi âêàçàíèõ êðàéîâèõ
çàäà÷.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáî-
òà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îñíîâíi ¨¨ ðåçóëüòàòè òà ìåòîäèêà ¨õ îòðèìà-
ííÿ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ó ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ ç òåîði¨ ðiâíÿíü
ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, çîêðåìà ó òåîði¨ åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ç íå-
ãëàäêîþ ìåæåþ òà ïðè äîñëiäæåííi ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, íå ðîçâ'ÿçíèõ
âiäíîñíî ñòàðøî¨ ïîõiäíî¨ çà ÷àñîì.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Çàãàëüíèé ïëàí äèñåðòàöi¨, ïîñòà-
íîâêà çàäà÷ i ñõåìà ¨õ äîñëiäæåííÿ íàëåæàòü íàóêîâîìó êåðiâíèêîâi �
Ì. Ë. Ãîðáà÷óêó i Ë. Ð. Âîëåâè÷ó . Ðåçóëüòàòè ðîáiò [1 � 6] îòðèìàíi çäî-
áóâà÷åì ñàìîñòiéíî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨
äîïîâiäàëèñü i îáãîâîðþâàëèñÿ íà:

� êè¨âñüêîìó ñåìiíàði ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè
ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèêè ñåìiíàðó � àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè Áåðåçàíñüêèé
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Þ. Ì., ÷ëåí-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè Ãîðáà÷óê Ì. Ë., ÷ëåí-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè
Ñàìîéëåíêî Þ. Ñ.);

� ñïiëüíîìó ñåìiíàði êàôåäð âèùî¨ i ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè ×åðíiãiâ-
ñüêîãî íàöiîíàëüíîãî ïåäàãîãi÷íîãî óíiâåðñèòåòó iì.Ò.Ã.Øåâ÷åíêà i ×åðíi-
ãiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî òåõíîëîãi÷íîãî óíiâåðñèòåòó (êåðiâíèê ñåìiíàðó �
äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Î. Î. Ìóðà÷);

à òàêîæ íà êîíôåðåíöiÿõ:

• Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ó÷åíèõ i ñòóäåíòiâ ç
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ¨õ çàñòîñóâàíü, ïðèñâÿ÷åíié 100-ði÷íîìó
þâiëåþ ß. Á. Ëîïàòèíñüêîãî (Äîíåöüê, 6-7 ãðóäíÿ 2006 ð.)

• Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ¾Ñó÷àñíèé àíàëiç òà çàñòîñóâàííÿ 2007¿,
ïðèñâÿ÷åíié 100-ëiòòþ ç äíÿ íàðîäæåíÿ Ì. Ã. Êðåéíà (Îäåñà, 9-14
êâiòíÿ 2007 ð.)

• Äðóãié Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ó÷åíèõ ç äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü òà ¨õ çàñòîñóâàíü iìåíi ß.Á. Ëîïàòèíñüêîãî (Äîíåöüê, 11-14
ëèñòîïàäà 2008 ð.)

• Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè, ìå-
õàíèêè è èõ ïðèëîæåíèé ïðèñâÿ÷åíié 70-ëiòòþ ðåêòîðà ÌÃÓ àêàäå-
ìèêà Â.À.Ñàäîâíè÷îãî (Ìîñêâà, 30 áåðåçíÿ - 2 êâiòíÿ 2009 ð.)

• Òðèíàäöÿòié ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ì.
Êðàâ÷óêà (Êè¨â, 13-15 òðàâíÿ 2010 ð.)

• Òðåòié ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ ç äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü òà ¨õíiõ çàñòîñóâàíü, ïðèñâÿ÷åíié ßðîñëàâîâi Ëîïà-
òèíñüêîìó (Ëüâiâ, 3-6 ëèñòîïàäà 2010 ð.)

• International conference dedicated to the 120th anniversary of Stefan
Banach (17-21 September, L'viv, 2012)

• Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ ¾Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ
çàñòîñóâàííÿ¿, ïðèñâÿ÷åíié 70-ði÷÷þ Â.Â. Ìàðèíöÿ (Óæãîðîä, 27�29
âåðåñíÿ 2012 ð.)

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îïóáëiêîâàíi ó
14 íàóêîâèõ ïðàöÿõ. Ç íèõ 6 ñòàòåé [1�6] ó íàóêîâèõ âèäàííÿõ, ÿêi âêëþ-
÷åíi äî ïðåëiêó ôàõîâèõ âèäàíü, à ðîáîòè [7-14] ó ìàòåðiàëàõ íàóêîâèõ
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êîíôåðåíöié, ñåðåä ÿêèõ 7 ìiæíàðîäíi. Ç íèõ 1 ïóáëiêàöiÿ âêëþ÷åíà äî
íàóêîìåòðè÷íèõ áàç Scopus òà Web of Science.

Ñòðóêòóðà äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó,
äâîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ i ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî íàëi÷ó¹ 93 íàé-
ìåíóâàííÿ. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè ñêëàäà¹ 167 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó.

Îñíîâíèé çìiñò äèñåðòàöi¨

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè, âèçíà-
÷åíî ìåòó, îá'¹êò, ïðåäìåò, çàâäàííÿ i ìåòîäè äîñëiäæåííÿ, ðîçêðèòî íàó-
êîâó íîâèçíó îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ, ¨õ òåîðåòè÷íå i ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ,
íàâåäåíî äàíi ïðî àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ i êîðîòêî âèêëàäåíî çìiñò îñíîâ-
íî¨ ÷àñòèíè äèñåðòàöi¨.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ íàâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà ¨¨ òåìîþ.

Ó äðóãîìó ââåäåío i äîñëiäæåío êëàñ åëiïòè÷íèõ çàäà÷, ÿêi ìiñòÿòü ìà-
ëèé ïàðàìåòð ó äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííi òà íåâiäîìi äîäàòêîâi ôóíêöi¨
ó êðàéîâèõ óìîâàõ. Îñòàííiì âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ âiä åëiïòè÷íèõ ç ìàëèì
ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷, âèâ÷åíèõ ó ðîáîòi Ë. Ð. Âîëåâè÷à (2006).

Ãîëîâíà ìåòà öüîãî ðîçäiëó � âñòàíîâèòè äëÿ åëiïòè÷íèõ ç ìàëèì ïà-
ðàìåòðîì çàäà÷ ç äîäàòêîâèìè íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè ó êðàéîâèõ óìîâàõ
àïðiîðíi îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ó ïïðèäàòíèõ ïàðàõ ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà, íîð-
ìà â ÿêèõ çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà. Âàæëèâî, ùî â öèõ îöiíêàõ ñòàëi ¹
íåçàëåæíèìè âiä ïàðàìåòðà.

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 äàíî îçíà÷åííÿ öi¹¨ çàäà÷i. Íåõàé G � äîâiëüíà îáìåæå-
íà îáëàñòü (âiäêðèòà çâ'ÿçíà i íåïîðîæíÿ ìíîæèíà) â åâêëiäîâîìó ïðîñòî-
ði Rn, äå öiëå n ≥ 2. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ìåæà ∂G öi¹¨ îáëàñòi ¹ çàìêíåíèì
íåñêií÷åííî ãëàäêèì îði¹íòîâíèì ìíîãîâèäîì áåç êðàþ âèìiðíîñòi n − 1.
Îáëàñòü G ëîêàëüíî ðîçòàøîâàíà ïî îäèí áiê âiä ñâî¹¨ ìåæi ∂G. ßê çàçâè-
÷àé, G := G ∪ ∂G ¹ çàìèêàííÿì îáëàñòi G.

Â îáëàñòi G ðîçãëÿäà¹ìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó, ÿêà ìiñòèòü ìàëèé ïàðà-
ìåòð ε > 0 òà κ ≥ 1 äîäàòêîâèõ íåâiäîìèõ ôóíêöié ó êðàéîâèõ óìîâàõ:

A(x;D; ε)u(x; ε) = f(x; ε), x ∈ G, (1)

Bj(x;D)u(x; ε) +

κ∑
k=1

Cj,k(x;D′)%k(x; ε) = gj(x; ε), x ∈ ∂G, (2)

j = 1, . . . ,m+ κ.
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Òóò m,µ,κ ∈ N,

A(x;D; ε) := ε2m−2µA2m(x;D)+

+ε2m−2µ−1A2m−1(x;D) + . . .+ εA2µ−1(x;D) +A2µ(x;D),

êîæíå A2m−i(x;D) :=
∑
|β|≤2m−i ai,β(x)Dβ � ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíûé

îïåðàòîð íà G, Bj(x;D) :=
∑
|β|≤mj bj,β(x)Dβ � êðàéîâèé ëiíiéíèé äè-

ôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð íà ∂G, à Cj,k(x,D′) � (äîòè÷íèé) ëiíiéíèé äèôå-
ðåíöiàëüíèé îïåðàòîð íà ∂G. Óñi êîåôiöi¹íòè öèõ îïåðàòîðiâ ¹ íåñêií÷åííî
ãëàäêèìè êîìïëåêñíîçíà÷íèìè ôóíêöiÿìè, çàäàíèìè íà G i ∂G âiäïîâiäíî,
à ïîðÿäêè çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ordA2m−i(x;D) ≤ 2m − i, ordBj(x;D) ≤
mj , ordCj,k(x;D′) ≤ mj + αk. Òóò ÷èñëà mj , äå j = {1, . . . ,m+κ}, i αk, äå
k = {1, . . . ,κ}, ¹ öiëèìè, ïðè÷îìó

m1 ≤ m2 ≤ . . . ≤ mµ+κ < mµ+κ+1 ≤ . . . ≤ mm+κ .

ßê çàçâè÷àé, Bj(x;D) ≡ 0, ÿêùî mj < 0, òà Cj,k(x;D′) ≡ 0, ÿêùî mj+αk <
0. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî αk > −mm+κ .

Â çàäà÷i (1), (2) ¹ íåâiäîìèìè ôóíêöiÿ u â îáëàñòi G, òà κ äîäàòêîâèõ
íåâiäîìèõ ôóíêöié %1, . . . , %κ íà ìåæi ∂G öi¹¨ îáëàñòi. Îñòàííi ìiñòÿòüñÿ
ëèøå â êðàéîâèõ óìîâàõ. Òîìó êiëüêiñòü êðàéîâèõ óìîâ äîðiâíþ¹ m + κ.
Â ðîáîòi óñi ôóíêöi¨ òà ðîçïîäiëè ââàæà¹ìî êîìïëåêñíîçíà÷íèìè.

Ó ïiäðîçäiëi 2.2 ââåäåíî ïîíÿòòÿ åëiïòè÷íîñòi ç ìàëèì ïàðàìåòðîì
äëÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i (1), (2). Íåõàé x ∈ G. Ãîëîâíèì ñèìîâîëîì äè-
ôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà A(x;D; ε) íàçèâà¹ìî âèðàç A(0)(x; ξ; ε) :=∑2m−2µ
i=0 ε2m−2µ−iA

(0)
2m−i(x; ξ), ùî çàëåæèòü âiä ξ ∈ Cn i ε > 0.

Óìîâà 2.1. Äëÿ òî÷êè x0 ∈ G iñíó¹ òàêà ñòàëà C > 0, ùî äëÿ äîâiëü-
íèõ ξ ∈ Rn i ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|A(0)(x0; ξ; ε)| ≥ C|ξ|2µ(1 + ε|ξ|)2m−2µ.

Óìîâó 2.1 íàçèâàþòü óìîâîþ åëiïòè÷íîñòi ç ìàëèì ïàðàìåòðîì äè-
ôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà A(x;D; ε) ó òî÷öi x0 ∈ G.

Íåõàé x0 ∈ ∂G à U � äîñòàòíüî ìàëèé îêië òî÷êè x0 ç òîïîëîãi¨ íà
G. Âèáåðåìî â U òàêi ëîêàëüíi êîîðäèíàòè (x1, . . . , xn−1, xn), ùî xn �
âiäñòàíü âiä äîâiëüíî¨ òî÷êè ìíîæèíè U äî ìåæi ∂G, à x′ = (x1, . . . , xn−1)
� ëîêàëüíi êîîðäèíàòè íà ∂G ∩ U .

Íåõàé óìîâà 2.1 âèêîíó¹òüñÿ ó òî÷öi x0 ∈ G. Ðiâíÿííÿ A(0)(ξ′, τ ; ε) = 0

i A(0)
2µ (ξ′, τ) = 0 íå ìàþòü äiéñíèõ τ -êîðåíiâ ïðè êîæíèõ ξ ∈ Rn\{0} i ε ≥ 0.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç m± i µ± ÷èñëî êîðåíiâ âiäïîâiäíî ïåðøîãî òà äðóãîãî
ðiâíÿííÿ, ÿêi ëåæàòü ó ïîâïëîùèíi C± := {τ ∈ C : =τ ≷ 0}.

Óìîâà 2.2. Âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi m+ = m− =: m, µ+ = µ− =: µ.
Öå � óìîâà ïðàâèëüíî¨ åëiïòè÷íîñòi ç ìàëèì ïàðàìåòðîì äèôåðåíöi-

àëüíîãî îïåðàòîðà A(0)(x0;D; ε).
Ó êðàéîâié çàäà÷i (1), (2) âèëó÷èìî ìîëîäøi ÷ëåíè äèôåðåíöiàëüíèõ

îïåðàòîðiâ A2m−i(x,D), Bj(x;D) i Cj,k(x;D′), çàôiêñó¹ìî ¨õ êîåôiöi¹íòè ó
òî÷öi x = x0 ∈ ∂G, ïîêëàäåìî f ≡ 0, ïåðåéäåìî äî ñïåöiàëüíèõ ëîêàëüíèõ
êîîðäèíàò â îêîëi òî÷êè x0, çàñòîñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F ′ = F ′x′ 7→ξ′

çà çìiíèìè x1, · · · , xn−1 òà çàôiêñó¹ìî ξ′ ∈ Rn−1\{0}. Îòðèìà¹ìî êðàéîâó
çàäà÷ó ùî âiäïîâiäà¹ çàäà÷i (1), (2) íà ïiâîñi t := xn > 0:

A(0)(ξ′, Dt; ε)v(t; ε) = 0, t > 0, (3)

B
(0)
j (ξ′, Dt)v(t; ε)|t=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)σk = ϕj , j = 1, . . . ,m+ κ. (4)

Òóò Dt := −i∂/∂t òà v(t) := (F ′u(x′, xn(ξ′; ε)))(ξ′, xn(ξ′; ε)), σk :=
(F ′%k(x′; ε))(ξ′; ε), ϕj := (F ′gj(ξ

′; ε))(ξ′; ε).
Çàäà÷à (3), (4) çàëåæèòü âiä äâóõ ïàðàìåòðiâ ξ′ ∈ Rn−1\{0} òà ε >

0. Âîíà íàçèâà¹òüñÿ êðàéîâèì ñèìâîëîì çàäà÷i (1), (2) â òî÷öi x0 ∈ ∂G.
Êîæíèé ðîçâ'ÿçîê v(t) ðiâíÿííÿ (3) íàëåæèòü äî C∞([0,∞]). Íàñ áóäóòü
öiêàâèòè ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (3), (4), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

v(t; ε)→ 0 ïðè t→∞. (5)

Óìîâà 2.3. Äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðà ξ′ ∈ Rn−1\{0}, ïàðàìåòðà ε > 0
i ÷èñåë ϕ1, . . . , ϕm+κ ∈ C êðàéîâà çàäà÷à (3), (4) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
(v(t), σ1, . . . , σκ), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5).

Íàñòóïíi äâi óìîâè ñòîñóþòüñÿ ðîçâ'ÿçíîñòi öi¹¨ çàäà÷i ó ãðàíè÷íèõ âè-
ïàäêàõ: êîëè ε→∞ àáî ε→ 0.

Íåõàé r ∈ {m,µ}. Ðîçãÿíåìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó:

A
(0)
2r (ξ′, Dt)v(t; ε) = 0, t > 0, (6)

B
(0)
j (ξ′, Dt)v(t; ε)|t=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)σk = ϕj , j = 1, . . . , r + κ. (7)

Ïîäiëèâøè ðiâíÿííÿ (3) íà ε2m−2µ, îòðèìà¹ìî åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííÿ

Ã(0)(ξ′, Dt; 1/ε)v(t; ε) ≡
2m−2µ∑
i=0

1

εi
A

(0)
2m−i(ξ

′, Dt)v(t; ε) = 0, t > 0.
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ßêùî ε → ∞, òî öå ðiâíÿííÿ íàáèðà¹ âèãëÿäó (6) iç r = m. Ó öüîìó
çâÿçêó âèíèêà¹ òàêà óìîâà:

Óìîâà 2.4. Äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ξ′ ∈ Rn−1\{0} i äîâiëüíèõ ÷è-
ñåë ϕ1, . . . , ϕm+κ ∈ C çàäà÷à (6), (7), äå r = m, ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
(v(t), σ1, . . . , σκ), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5).

Îñêiëüêè ïðè ε = 0 îïåðàòîð A(0)(ξ′, Dt; ε) çáiãà¹òüñÿ ç îïåðàòîðîì
A

(0)
2µ (ξ′, Dt) ïîðÿäêó 2µ < 2m, òî ïîòðiáíà òàêà óìîâà
Óìîâà 2.5. Äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ξ′ ∈ Rn−1\{0} i äîâiëüíèõ ÷è-

ñåë ϕ1, . . . , ϕµ+κ ∈ C çàäà÷à (6), (7), äå r = µ, ìà¹ åäèíèé ðîçâ'ÿçîê
(v(t), σ1, . . . , σκ), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5).

Óìîâè 2.3 � 2.5 ¹ àíàëîãàìè óìîâè Øàïiðî�Ëîïàòèíñüêîãî (óìîâè ïî-
êðèòòÿ) äëÿ çâè÷àéíîãî ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ íà ïiâîñi.

Ïðè ìàëèõ ε > 0 ïîòðiáíi ïîïðàâêè äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3), (4), ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü ðåøòó m−µ êðàéîâè÷ óìîâ. Ç ìåòîäó Âiøèêà�Ëþñòåðíiêà
âèïëèâà¹, ùî öi ïîïðàâêè ¹ ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i:

A(0)(0, Dt; 1)v(t; 1) = 0, t > 0, (8)

B
(0)
j (0, Dt)v(t; 1)|t=0 = ϕj(ξ

′; 1), j = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ. (9)

Çàóâàæèìî, ùî (8) ¹ äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì ïîðÿäêó 2m−2µ âiäíîñíî
D2µ
t v(t). Òîìó (9) ìiñòèòü ëèøå m− µ êðàéîâèõ óìîâ.
Óìîâà 2.6. Äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë ϕµ+κ+1, . . . , ϕm+κ ∈ C çàäà÷à (8), (9)

ìà¹ åäèíèé ðîçâ'ÿçîê v(t), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5).
Âèêîðèñòîâóþ÷è öi óìîâè, ñôîðìóëþ¹ìî áàçîâå îçíà÷åííÿ äðóãîãî ðîç-

äiëó.
Îçíà÷åííÿ 2.1. Êðàéîâà çàäà÷à (1), (2) íàçèâà¹òüñÿ åëiïòè÷íîþ ç ìà-

ëèì ïàðàìåòðîì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ G âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 2.1
i äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ ∂G âèêîíóþòüñÿ óìîâè 2.2 � 2.6.

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 ïîáóäîâàíî ôîðìàëüíi àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè çàäà-
÷i (1), (2) i ç'ÿñîâàíî ñåíñ óìîâ 2.5, 2.6. Ïðè ïîáóäîâi ôîðìàëüíèõ àñèì-
ïòîòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñóòò¹âî âèêîðèñòîâóâàâñÿ ìåòîä ïðèìåæîâîãî øàðó
Âiøèêà�Ëþñòåðíiêà.

Ó ïiäðîçäiëi 2.4 íàâåäåíî ïðèêëàä åëiïòè÷íî¨ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì êðà-
éîâî¨ çàäà÷i.

Ó ïiäðîçäiëi 2.5 ðîçãëÿíóòî ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè, â ÿêèõ äîñëiäæåíî
êðàéîâó çàäà÷ó (1), (2). Öå ïðîñòîðè Ñîáîë¹âà, íîðìà ó ÿêèõ çàëåæèòü
ïåâíèì ÷èíîì âiä ïàðàìåòðà ε.

Íåõàé r ∈ R . ×åðåç Hr = Hr(Rn) ïîçíà÷èìî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið Ñîáî-
ë¹âà ïîðÿäêó r.
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Íåõàé äiéñíi ÷èñëà r, s i ε òàêi, ùî r ≥ s, s ≥ 0 i ε > 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
Hr,s(Rn, ε) ëiíiéíèé ïðîñòið Hr(Rn), íàäiëåíèé íîðìîþ

||u;Hr,s(Rn, ε)|| :=
( ∫

Rn
(1 + |ξ|2)s(1 + ε2|ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ

)1/2
, (10)

äå u ∈ Hr(Rn).
Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî ε > 0 íîðìà (10) åêâiâàëåíòíà ñîáîë¹âñüêié

íîðìi ó ïðîñòîðiHr(Rn). Òîìó ïðîñòiðHr,s(Rn, ε) ¹ ïîâíèì. Çàçíà÷èìî, ùî
Hr,r(Rn, ε) = Hr(Rn) ç ðiâíîñòi íîðì. Îçíà÷èìî òåïåð ïðîñòið Hr,s(Rn, ε)
ó âèïàäêó, êîëè äiéñíå ÷èñëî s < 0. ßê i ðàíiøå, r > s i ε > 0.

Çà îçíà÷åííÿì ïðîñòið Hr,s(Rn), äå s < 0, ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðîçïîäiëiâ
u ∈ H−∞(Rn) :=

⋃
θ∈RH

θ(Rn) òàêèõ, ùî
∫
Rn |ξ|

2s(1+ |ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ <∞.
Îçíà÷èìî òåïåð ïðîñòið Hr,s(Rn, ε) ó âèïàäêó, êîëè äiéñíå ÷èñëî s <

0. ßê i ðàíiøå, r > s i ε > 0. Çà îçíà÷åííÿì, ïðîñòið Hr,s(Rn), äå s <
0, ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðîçïîäiëiâ u ∈ H−∞(Rn) :=

⋃
θ∈R

Hθ(Rn) òàêèõ, ùî∫
Rn
|ξ|2s(1 + |ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ <∞.

Ïîçíà÷èìî òåïåð ÷åðåç Hr,s(Rn, ε) ëiíiéíèé ïðîñòið Hr,s(Rn), íàäiëåíèé
íîðìîþ

||u;Hr,s(Rn, ε)|| :=
( ∫

Rn
|ξ|2s(1 + ε2|ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ

)1/2
.

Íåõàé Ω � äîâiëüíà âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó Rn. Íå-
õàé äiéñíi ÷èñëà r, s i ε òàêi, ùî r > s i ε > 0. Áàíàõiâ ïðîñòið Hr,s(Ω, ε)
îçíà÷à¹òüñÿ çà ïðîñòîðîì Hr,s(Rn, ε) ó ñòàíäàðòíèé ñïîñiá.

ßêùî â îçíà÷åíèõ âèùå ïðîñòîðàõ çàìiíèòè Rn íà Rn−1, òî îòðèìà¹ìî
ïðîñòið Hr,s(Rn−1, ε) i ðiçíi åêâiâàëåíòíi íîðìè ó íüîìó äëÿ âñiõ äîïóñòè-
ìèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ r, s i ε.

Îñêiëüêè ïðîñòið Hr,s(Rn, ε) íåïåðåâíî âêëàäåíèé ó ñîáîë¹âñüêèé ïðî-
ñòið Hr(Rn), äå r > 0, òî ïðè r > `+ 1/2 îçíà÷åíî îïåðàòîð ñëiäó.

Íåõàé äiéñíi ÷èñëà θ, σ i ε çàäîâîëüíÿþòü óìîâè θ > σ i ε > 0. Ó âèïàä-
êó σ > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hθ,σ(Rn−1, ε) ñîáîë¹âñüêèé ïðîñòið Hθ(Rn−1),
íàäiëåíèé åêâiâàëåíòíîþ íîðìîþ

||h,Hθ,σ(Rn−1, ε)|| := ||h, L2(Rn−1)||+
( ∫

Rn
|ξ′|2σ(1 + ε2|ξ′|2)θ−σ|ĥ(ξ′)|2dξ

)1/2
.

äå h ∈ Hθ(Rn−1).
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Ó âèïàäêó σ < 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hθ,σ(Rn−1, ε) ñîáîëåâñüêèé ïðîñòið
Hθ(Rn−1), íàäiëåíèé åêâiâàëåíòíîþ íîðìîþ

||h,Hθ,σ(Rn−1, ε)|| := ε−σ
( ∫

Rn−1

(1 + ε2|ξ′|2)θ|ĥ(ξ′)|2dξ′
)1/2

,

äå h ∈ Hθ(Rn−1).
Áàíàõîâi ïðîñòîðè Hθ,σ(∂G, ε) íà ìåæi ∂G âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðîñòîðîì

Hθ,σ(Rn−1, ε) ó ñòàíäàðòíèé ñïîñiá. Ïðîñòið Hθ,σ(∂G, ε) ç òî÷íiñòþ äî åêâi-
âàëåíòíîñòi íîðì íå çàëåæèòü âiä çàçíà÷åíîãî âèáîðó àòëàñó i ðîçáèòòÿ
îäèíèöi. Çâiñíî, öÿ åêâiâàëåíòíiñòü ¹ ðiâíîìiðíîþ çà ïàðàìåòðîì ε ∈ (0; 1].

Ó ïiäðîçäiëi 2.6 ñôîðìóëüîâàíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äðóãîãî ðîçäiëó, ùî-
äî àïðiîðíî¨ îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i (1), (2).

Äëÿ êîæíîãî ÷èñëà ε > 0 ïîâ'ÿæåìî iç öi¹þ çàäà÷åþ ëiíiéíå âiäîáðàæå-
ííÿ

Aε : (u(·; ε), %1(·; ε), . . . , %κ(·; ε)) −→ (f(·; ε), g1(·; ε), . . . , gm+κ(·; ε)),

äå u(·; ε) ∈ C∞(Ω) i %1(·; ε), . . . , %κ(·; ε) ∈ C∞(∂G).
Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà r i s çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

r − s ≥ 2m− 2µ, r > mm+κ + 1/2. (11)

Òåîðåìà 2.1. Ïðèïóñòèìî, ùî êðàéîâà çàäà÷à (1), (2) åëiïòè÷íà ç
ìàëèì ïàðàìåòðîì. Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà r i s çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
(11) i

mµ+κ + 1/2 6 s < mµ+κ+1 + 1/2. (12)

Òîäi iñíó¹ òàêå ÷èñëî C > 0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà ε ∈ (0; 1] ïðàâèëüíîþ
¹ àïðiîðíà îöiíêà

||u(·; ε);Hr,s(G, ε)||+
κ∑
k=1

||%k(·; ε);Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(∂G, ε)|| ≤

≤ C
(
||f(·; ε);Hr−2m,s−2µ(G, ε)||+

m+κ∑
j=1

||gj(·; ε);Hr−mj−1/2,s−mj−1/2(∂G, ε)||+

+||u;L2(G)||+
κ∑
k=1

||%k(·; ε);L2(∂G)||
)
. (13)
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Òóò ôóíêöi¨

u(·; ε) ∈ Hr(G), %k(·; ε) ∈ Hr+αk−1/2(∂G), k = 1, . . . ,κ, (14)

òà

f(·; ε) ∈ Hr−2m,s−2µ(G), gj(·; ε) ∈ Hr−mj−1/2(∂G), j = 1, . . . ,m+ κ,(15)

çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó çàäà÷ó (1), (2). ×èñëî C íå çàëåæèòü, íi âiä ε ∈
(0; 1], íi âiä ôóíêöié (14), (15).

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé A(x,D; ε) � ïðàâèëüíî åëiïòè÷íèé îïåðàòîð ç ìà-

ëèì ïàðàìåòðîì íà G, à íàòóðàëüíi ÷èñëà r i s çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
(11) i (12). Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêå ÷èñëî C > 0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî
ε ∈ (0; 1] i äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié (14), (15) ùî çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó çà-
äà÷ó (1), (2), ñïðàâäæó¹òüñÿ àïðiîðíà îöiíêà (13). Òîäi öÿ êðàéîâà çàäà÷à
¹ åëiïòè÷íîþ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 2.1 i 2.2 çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ëîêàëiçàöi¨ ( "çàìîðî-
æóâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ") çâîäèòüñÿ äî âñòàíîâëåííÿ ¨õ àíàëîãiâ äëÿ ìîäåëü-
íèõ îáëàñòåé Rn i Rn+. Öüîìó i ïðèñâÿ÷åíî íàñòóïíi ïiäðîçäiëè.

Ó ïiäðîçäiëi 2.7 îòðèìàíî äîïîìiæíi ðåçóòàòè, à ñàìå � ðiçíi åêâiâàëåí-
òíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ íà ïiâîñi çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ùî ìiñòèòü äîäàòêîâi íåâiäîìi
÷èñëîâi ïàðàìåòðè.

Ó ïiäðîçäiëi 2.8 äëÿ êðàéîâîãî ñèìâîëó ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíó
ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ i äëÿ íèõ îòðèìà¹ìî iíòåãðàëüíi îöiíêè. Öi ðåçóëüòàòè
¹ êëþ÷îâèìè ïðè äîâåäåííi àïðiîðíèõ îöiíîê.

Äîâiëüíî âèáåðåìî íîìåð q ∈ {1, . . . ,m+ κ}. Ó êðàéîâîìó ñèìâîëi (3),
(4) çàäà÷i (1), (2), ÿêèé âiäïîâiäà¹ òî÷öi x0 ∈ ∂G, ïîêëàäåìî ϕj = δq,j
äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . ,m+κ}. Îòæå, ðîçãëÿíåìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó íà
ïiâîñi:

A(0)(ξ′, Dt; ε)vq(t) = 0, t > 0,

B
(0)
j (ξ′, Dt)vq(t)|t=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)σq,k = δq,j , j = 1, . . . ,m+ κ.

Òóò, íàãàäà¹ìî, ξ′ ∈ Rn−1 i ε > 0 ¹ ôiêñîâàíèìè.
Çà óìîâîþ 2.3 öÿ çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

vq(t) = vq(ξ
′, t; ε), σq,k = σq,k(ξ′; ε), äå k = 1, . . . ,κ,

òàêèé, ùî ôóíêöiÿ vq(t)→ 0 ïðè t→∞.
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Ñèñòåìà âåêòîðiâ (vq(t), σq,1, . . . , σq,κ), äå q = 1, . . . ,κ, ¹ ëiíiéíî íåçàëå-
æíîþ, îñêiëüêè ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó íóëü-âåêòîð áóâ áè ðîçâ'ÿçêîì
êðàéîâî¨ çàäà÷i (3), (4), ó ÿêié ïðèíàéìíi îäíå ϕj 6= 0 . Öÿ ñèñòåìà íàçèâà¹-
òüñÿ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ (ô.ñ.ð.) ãðàíè÷íîãî ñèìâîëà.

Òåîðåìà 2.4, 2.5. Íåõàé öiëå l ≥ 0. Iñíó¹ òàêå ÷èñëî C > 0, ùî äëÿ
äîâiëüíèõ ξ′ ∈ Rn−1 \ {0}, ε ∈ (0; 1], q ∈ {1, . . . ,m + κ} i k = {1, . . . ,κ}
âèêîíóþòüñÿ îöiíêè( ∞∫

0

|Dlvq(ξ
′, t; ε)|2dt

)1/2

≤ C |ξ′|l−mq−1/2×

×


1,

(ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))mµ+κ+1−l+1/2,

(ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))mq−mµ+κ ,

(ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))mq−l+1/2,

ÿêùî q ≤ µ+ κ,
ÿêùî q ≤ µ+ κ,
ÿêùî q > µ+ κ,
ÿêùî q > µ+ κ,

l ≤ mµ+κ+1;

l > mµ+κ+1;

l ≤ mµ+κ ;

l > mµ+κ ,

|σq,k(ξ′; ε)| 6 C|ξ|−mq−αk×

×
{

1 , ÿêùî q 6 µ+ κ ,
(ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))mq−mµ+κ , ÿêùî q > µ+ κ .

Ó ïiäðîçäiëi 2.9 äîâåäåíî âåðñi¨ òåîðåì 2.1 i 2.2 äëÿ ìîäåëüíèõ çàäà÷,
ÿêi ïåâíèì ÷èíîì ïîâ'ÿçàíi iç äîñëiäæóâàíîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ (1), (2) â
îáëàñòi G i âèáîðîì òî÷êè x0 ∈ G.

Ó ïiäðîçäiëi 2.10 äîâåäåíî òåîðåìè 2.1 i 2.2.
Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ âèêëàäåíî ðåçóëüòàòè, ÿêi ñòîñóþòüñÿ

ðîçâ'ÿçíîñòi ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ òà íåâiäîìè-
ìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi. Îñòàííiì âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ
âiä ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷, ùî ðîçãëÿäàëèñü ó
ðîáîòàõ Ë. Ð. Âîëåâè÷à, Ð. Äåíêà, Ð. Ìåííiêåíà (1998, 2000, 2001), Ë. Ð. Âî-
ëåâè÷à (2007).

Ãîëîâíà ìåòà öüîãî ðîçäiëó � âñòàíîâèòè äëÿ ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïà-
ðàìåòðîì çàäà÷ ç äîäàòêîâèìè íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè ó êðàéîâèõ óìîâàõ
àïðiîðíi îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ó ïðèäàòíèõ ïàðàõ ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà, íîðìà
â ÿêèõ çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà. Âàæëèâî, ùî â öèõ îöiíêàõ ñòàëi íå çàëå-
æàòü âiä ïàðàìåòðà.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 äàíî îçíà÷åííÿ öi¹¨ çàäà÷i. Â îáëàñòi G ðîçãëÿäà¹ìî
êðàéîâó çàäà÷ó, ùî ìiñòèòü âåëèêèé ïàðàìåòð λ > 0 òà κ ≥ 1 äîäàòêîâèõ
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íåâiäîìèõ ôóíêöié ó êðàéîâèõ óìîâàõ:

A(x;D;λ)u(x;λ) = f(x;λ), x ∈ G, (16)

Bj(x;D)u(x;λ) +

κ∑
k=1

Cj,k(x;D′)%k(x;λ) = gj(x;λ), x ∈ ∂G, (17)

j = 1, . . . ,m+ κ.

Òóò m,µ,κ ∈ N,

A(x;D;λ) := A2m(x;D)+

+λA2m−1(x;D) + . . .+ λ2m−2µ−1A2m−2µ−1(x;D) + λ2m−2µA2µ(x;D).

Ó çàäà÷i (16), (17) ¹ íåâiäîìèìè ôóíêöiÿ u â îáëàñòi G, òà κ äîäàòêîâèõ
íåâiäîìèõ ôóíêöié %1, . . . , %κ íà ìåæi ∂G öi¹¨ îáëàñòi. Îñòàííi ìiñòÿòüñÿ
ëèøå â êðàéîâèõ óìîâàõ. Òîìó êiëüêiñòü êðàéîâèõ óìîâ äîðiâíþ¹ m+ κ.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 ââåäåíî ïîíÿòòÿ ñëàáêî¨ åëiïòè÷íîñòi ç ïàðàìåòðîì äëÿ
êðàéîâî¨ çàäà÷i (16), (17).

Íåõàé x ∈ G. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A(0)(x;D;λ) ãîëîâíó ÷àñòèíó îïåðàòî-
ðà A(x;D;λ). Ãîëîâíèì ñèìîâîëîì äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà A(x;D;λ)

íàçèâà¹ìî âèðàç A(0)(x; ξ;λ) :=
∑2m−2µ
i=0 λiA

(0)
2m−i(x; ξ), ùî çàëåæèòü âiä

ξ ∈ Cn i λ > 0.
Óìîâà 3.1. Äëÿ òî÷êè x0 ∈ G iñíó¹ òàêà ñòàëà C > 0, ùî äëÿ äîâiëü-

íèõ ξ ∈ Rn i λ > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|A(0)(x0; ξ;λ)| ≥ C|ξ|2µ(|λ|+ |ξ|)2m−2µ.

Óìîâó 3.1 íàçèâàþòü óìîâîþ ñëàáêî¨ åëiïòè÷íîñòi ç ïàðàìåòðîì äè-
ôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà A(x;D;λ) ó òî÷öi x0 ∈ G.

Íåõàé óìîâà 3.1 âèêîíó¹òüñÿ ó òî÷öi x0 ∈ G. Ðiâíÿííÿ A(0)(ξ′, τ ;λ) = 0

i A(0)
2µ (ξ′, τ) = 0 íå ìàþòü äiéñíèõ τ -êîðåíiâ ïðè êîæíèõ ξ ∈ Rn\{0} i λ ≥ 0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç m± i µ± ÷èñëî êîðåíiâ âiäïîâiäíî ïåðøîãî òà äðóãîãî
ðiâíÿíü, ÿêi íàëåæàòü ïiâïëîùèíi C± := {τ ∈ C : =τ ≷ 0}.

Óìîâà 3.2. Âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi m+ = m− =: m, µ+ = µ− =: µ.
Öå � óìîâà ïðàâèëüíî¨ ñëàáêî¨ åëiïòè÷íîñòi ç ïàðàìåòðîì äèôåðåíöi-

àëüíîãî îïåðàòîðà A(0)(x0;D;λ) ó òî÷öi x0 ∈ G.
Ó êðàéîâié çàäà÷i (16), (17) âèëó÷èìî ìîëîäøi ÷ëåíè äèôåðåíöiàëüíèõ

îïåðàòîðiâ A2m−i(x,D), Bj(x;D) i Cj,k(x;D′), çàôiêñó¹ìî ¨õ êîåôiöi¹íòè ó
òî÷öi x = x0 ∈ ∂G, ïîêëàäåìî f ≡ 0, ïåðåéäåìî äî ñïåöiàëüíèõ ëîêàëüíèõ
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êîîðäèíàò â îêîëi òî÷êè x0, çàñòîñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F ′ = F ′x′ 7→ξ′

çà çìiíèìè x1, · · · , xn−1 òà çàôiêñó¹ìî ξ′ ∈ Rn−1\{0}. Îòðèìà¹ìî êðàéîâó
çàäà÷ó, ùî âiäïîâiäà¹ çàäà÷i (16), (17) íà ïiâîñi t := xn > 0:

A(0)(ξ′, Dt;λ)v(t;λ) = 0, t > 0, (18)

B
(0)
j (ξ′, Dt)v(t;λ)|t=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)σk = ϕj , j = 1, . . . ,m+ κ. (19)

Íàñ áóäóòü öiêàâèòè ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (18), (19), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

v(t;λ)→ 0 ïðè t→∞. (20)

Óìîâà 3.3. Äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ξ′ ∈ Rn−1\{0}, ïàðàìåòðà λ > 0
i äîâiëüíèõ ÷èñåë ϕ1, . . . , ϕm+κ ∈ C êðàéîâà çàäà÷à (18), (19) ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê (v(t), σ1, . . . , σκ), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (20).

Íåõàé r ∈ {m,µ}. Ðîçãëÿíåìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó:

A
(0)
2r (ξ′, Dt)v(t;λ) = 0, t > 0, (21)

B
(0)
j (ξ′, Dt)v(t;λ)|t=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)σk = ϕj , j = 1, . . . , r + κ. (22)

Îñêiëüêè ïðè λ = 0 îïåðàòîð A(0)(ξ′, Dt;λ) çáiãà¹òüñÿ ç îïåðàòîðîì
A

(0)
2m(ξ′, Dt), òî ïîòðiáíà òàêà óìîâà.
Óìîâà 3.4. Äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ξ′ ∈ Rn−1\{0} i äîâiëüíèõ ÷è-

ñåë ϕ1, . . . , ϕm+κ ∈ C çàäà÷à (21), (22), äå r = m, ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
(v(t), σ1, . . . , σκ), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (20).

Ïîäiëèâøè ðiâíÿííÿ (18) íà λ2m−2µ, îòðèìà¹ìî åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííÿ

Ã(0)(ξ′, Dt; 1/λ)v(t;λ) ≡
2m−2µ∑
i=0

1

λ2m−2µ−i
A

(0)
2m−i(ξ

′, Dt)v(t;λ) = 0, t > 0.

ßêùî λ → ∞, òî öå ðiâíÿííÿ íàáèðà¹ âèãëÿäó (21) iç r = µ ïîðÿäêó
2µ < 2m. Ó öüîìó çâ'ÿçêó âèíèêà¹ òàêà óìîâà.

Óìîâà 3.5. Äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ξ′ ∈ Rn−1\{0} i äîâiëüíèõ ÷è-
ñåë ϕ1, . . . , ϕµ+κ ∈ C çàäà÷à (21), (22), äå r = µ, ìà¹ åäèíèé ðîçâ'ÿçîê
(v(t), σ1, . . . , σκ), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (20).



15

Ïðè âåëèêèõ λ > 0 ïîòðiáíi ïîïðàâêè äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (18), (19), ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü ðåøòó m−µ êðàéîâèõ óìîâ. Ç ìåòîäó Âiøèêà�Ëþñòåðíiêà
âèïëèâà¹, ùî öi ïîïðàâêè ¹ ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i:

A(0)(0, Dt; 1)v(t; 1) = 0, t > 0, (23)

B
(0)
j (0, Dt)v(t; 1)|t=0 = ϕj(ξ

′; 1), j = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ. (24)

Óìîâà 3.6. Äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë ϕµ+κ+1, . . . , ϕm+κ ∈ C çàäà÷à (23),
(24) ìà¹ åäèíèé ðîçâ'ÿçîê v(t), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (20).

Âèêîðèñòàâøè öi óìîâè, ñôîðìóëþ¹ìî áàçîâå îçíà÷åííÿ òðåòüîãî ðîç-
äiëó.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Êðàéîâà çàäà÷à (16), (17) íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêî åëiïòè-
÷íîþ ç ïàðàìåòðîì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ G âèêîíóþ¹òüñÿ óìîâà
3.1 i äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ ∂G âèêîíóþòüñÿ óìîâè 3.2 � 3.6.

Ó ïiäðîçäiëi 3.3 íàâåäåíî ïðèêëàä ñëàáêî åëiïòè÷íî¨ ç ïàðàìåòðîì êðà-
éîâî¨ çàäà÷i.

Ó ïiäðîçäiëi 3.4 ðîçãëÿíóòî ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè, â ÿêèõ äîñëiäæåíî
êðàéîâó çàäà÷ó (16), (17). Öå ïðîñòîðè Ñîáîë¹âà, íîðìà ó ÿêèõ çàëåæèòü
ïåâíèì ÷èíîì âiä ïàðàìåòðà λ.

Íåõàé r ∈ R . ×åðåç Hr = Hr(Rn), ÿê i ðàíiøå, ïîçíà÷èìî ãiëüáåðòiâ
ïðîñòið Ñîáîë¹âà ïîðÿäêó r.

Íåõàé äiéñíi ÷èñëà r, s i λ òàêi, ùî r ≥ s ≥ 0 i λ > 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
Hr,s(Rn, λ) ëiíiéíèé ïðîñòið Hr(Rn), íàäiëåíèé íîðìîþ

|[u;Hr,s(Rn, λ)]| :=
( ∫

Rn
(1 + |ξ|2)s(1 + |λ|2 + |ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ

)1/2

, (25)

äå u ∈ Hr(Rn). Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî λ > 0 íîðìà (25) åêâiâàëåíòíà
ñîáîë¹âñüêié íîðìi ó ïðîñòîði Hr(Rn).

Îçíà÷èìî òåïåð ïðîñòið Hr,s(Rn, λ) ó âèïàäêó, êîëè äiéñíå ÷èñëî s < 0.
ßê i ðàíiøå, r > s i λ > 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hr,s(Rn, λ) ëiíiéíèé ïðîñòið
Hr,s(Rn), íàäiëåíèé íîðìîþ

|[u;Hr,s(Rn, λ)]| :=
( ∫

Rn
|ξ|2s(|λ|2 + |ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ

)1/2

.

Íåõàé Ω � äîâiëüíà âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó Rn, à
äiéñíi ÷èñëà r, s i λ òàêi, ùî r > s i λ > 0. Áàíàõiâ ïðîñòið Hr,s(Ω, λ)
îçíà÷à¹òüñÿ çà ïðîñòîðîì Hr,s(Rn, λ) ó ñòàíäàðòíèé ñïîñiá.
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ßêùî â îçíà÷åíèõ âèùå ïðîñòîðàõ çàìiíèòè Rn íà Rn−1, òî îòðèìà¹ìî
ïðîñòið Hr,s(Rn−1, λ) i ðiçíi åêâiâàëåíòíi íîðìè ó íüîìó äëÿ âñiõ äîïóñòè-
ìèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ r, s i λ.

Îñêiëüêè ïðîñòiðHr,s(Rn, λ) íåïåðåðâíî âêëàäåíèé ó ñîáîë¹âñüêèé ïðî-
ñòið Hr(Rn), äå r > 0, òî ïðè r > `+ 1/2 îçíà÷åíî îïåðàòîð ñëiäó.

Íåõàé äiéñíi ÷èñëà θ, σ i λ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè θ > σ i λ > 0. Ó âèïàä-
êó σ > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hθ,σ(Rn−1, λ) ñîáîë¹âñüêèé ïðîñòið Hθ(Rn−1),
íàäiëåíèé åêâiâàëåíòíîþ íîðìîþ

|[h,Hθ,σ(Rn−1, λ)]| :=

= (1 + |λ|r−s)||h, L2(Rn−1)||+
( ∫

Rn
|ξ′|2σ(|λ|2 + |ξ′|2)θ−σ|ĥ(ξ′)|2dξ

)1/2

.

äå h ∈ Hθ(Rn−1).
Ó âèïàäêó σ < 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hθ,σ(Rn−1, λ) ñîáîëåâñüêèé ïðîñòið

Hθ(Rn−1), íàäiëåíèé åêâiâàëåíòíîþ íîðìîþ

|[h,Hθ,σ(Rn−1, λ)]| :=
( ∫

Rn−1

(|λ|2 + |ξ′|2)θ|ĥ(ξ′)|2dξ′
)1/2

,

äå h ∈ Hθ(Rn−1).
Áàíàõîâi ïðîñòîðè Hθ,σ(∂G, λ) íà ìåæi ∂G âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðîñòîðîì

Hθ,σ(Rn−1, λ) ó ñòàíäàðòíèé ñïîñiá.
Ó ïiäðîçäiëi 3.5 ñôîðìóëüîâàíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äðóãîãî ðîçäiëó ùî-

äî àïðiîðíî¨ îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i (16), (17).
Òåîðåìà 3.1. Ïðèïóñòèìî, ùî êðàéîâà çàäà÷à (16), (17) ñëàáêî åëi-

ïòè÷íà ç ïàðàìåòðîì. Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà r i s çàäîâîëüíÿþòü óìî-
âè (11) i (12). Òîäi iñíó¹ òàêå ÷èñëî C > 0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà λ� 1
ïðàâèëüíîþ ¹ àïðiîðíà îöiíêà

|[u(·;λ);Hr,s(G,λ)]|+
κ∑
k=1

|[%k(·;λ);Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(∂G, λ)]| ≤

≤ C
(
|[f(·;λ);Hr−2m,s−2µ(G,λ)]|+

m+κ∑
j=1

|[gj(·;λ);Hr−mj−1/2,s−mj−1/2(∂G, λ)]|+

+(1 + |λ|r−s)(||u;L2(G)||+
κ∑
k=1

||%k(·;λ);L2(∂G)||)
)
. (26)
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Òóò ôóíêöi¨

u(·;λ) ∈ Hr(G), %k(·;λ) ∈ Hr+αk−1/2(∂G), k = 1, . . . ,κ, (27)

òà

f(·;λ) ∈ Hr−2m,s−2µ(G), gj(·;λ) ∈ Hr−mj−1/2(∂G), j = 1, . . . ,m+ κ,(28)

çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó çàäà÷ó (16), (17). ×èñëî C íå çàëåæèòü, íi âiä
λ� 1, íi âiä ôóíêöié (27), (28).

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé îïåðàòîð A(x,D;λ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 3.2, à íà-
òóðàëüíi r i s çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (11) i (12). Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹
òàêå ÷èñëî C > 0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî λ� 1 i äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié (27),
(28), ùî çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó çàäà÷ó (16), (17), ñïðàâäæó¹òüñÿ àïðiîð-
íà îöiíêà (26). Òîäi öÿ êðàéîâà çàäà÷à ¹ ñëàáêî åëiïòè÷íîþ ç ïàðàìåòðîì.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 3.1 i 3.2 çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ëîêàëiçàöi¨ ( "çàìîðî-
æóâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ") çâîäèòüñÿ äî âñòàíîâëåííÿ ¨õ àíàëîãiâ äëÿ ìîäåëü-
íèõ îáëàñòåé Rn i Rn+.

Ó ïiäðîçäiëi 3.6 äëÿ êðàéîâîãî ñèìâîëó ïîáóäóâàíî ôóíäàìåíòàëüíó
ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ i äëÿ íèõ îòðèìà¹ìî iíòåãðàëüíi îöiíêè. Öi ðåçóëüòàòè
¹ êëþ÷îâèìè ïðè äîâåäåííi àïðiîðíèõ îöiíîê.

Ó ïiäðîçäiëi 3.7 äîâåäåíî âåðñi¨ òåîðåì 3.1 i 3.2 äëÿ ìîäåëüíèõ çàäà÷,
ÿêi ïåâíèì ÷èíîì ïîâ'ÿçàíi iç äîñëiäæóâàíîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ (16), (17)
â îáëàñòi G i âèáîðîì òî÷êè x0 ∈ G.

Ó ïiäðîçäiëi 3.8 äîâåäåíî òåîðåìè 3.1 i 3.2.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îäåðæàíî òàêi îñíîâíi ðåçóëüòàòè:

1. Ââåäåíî êëàñ åëiïòè÷íèõ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ ç íåâi-
äîìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáìåæåíî¨ åâêëiäîâî¨ îáëà-
ñòi.

2. Ïîáóäîâàíî ôîðìàëüíi àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè öèõ çàäà÷.

3. Ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ äîñëiäæóâàíèõ çà-
äà÷ òà îòðèìàíî iíòåãðàëüíi îöiíêè ¨õ ïîõiäíèõ.

4. Äëÿ ñîáîë¹âñüêèõ íîðì ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ âñòàíîâëåíî àïðiîðíi
îöiíêè, ó ÿêèõ ñòàëi íå çàëåæàòü âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà. Äîâåäåíî, ùî
öi îöiíêè ¹ íå ëèøå äîñòàòíiìè, àëå é íåîáõiäíèìè äëÿ åëiïòè÷íîñòi
ç ìàëèì ïàðàìåòðîì âêàçàíèõ çàäà÷.
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5. Ââåäåíî êëàñ ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ ç íåâi-
äîìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáìåæåíî¨ åâêëiäîâî¨ îáëà-
ñòi.

6. Äëÿ çàäà÷ ç öüîãî êëàñó ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó
ðîçâ'ÿçêiâ i îòðèìàíî iíòåãðàëüíi îöiíêè ¨õ ïîõiäíèõ.

7. Äëÿ ñîáîë¹âñüêèõ íîðì ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ âñòàíîâëåíî àïðiîðíi
îöiíêè, ó ÿêèõ ñòàëi íå çàëåæàòü âiä âåëèêîãî ïàðàìåòðà. Ïîêàçà-
íî, ùî öi îöiíêè ¹ íåîáõiäíèìè äëÿ ñëàáêî¨ åëiïòè÷íîñòi âêàçàíèõ
êðàéîâèõ çàäà÷.

Îñíîâíi ïîëîæåííÿ äèñåðòàöi¨ âiäîáðàæåíî
ó òàêèõ ïóáëiêàöiÿõ àâòîðà:

1. Çàâîðîòèíñêèé À. Â. Î ñëàáêî ýëëèïòè÷åñêèõ ñ ïàðàìåòðîì êðàåâûõ
çàäà÷àõ / À. Â. Çàâîðîòèíñêèé // Çá. ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè. � 2010. � Ò. 9, � 2. � Ñ.157 � 174.

2. Çàâîðîòèíñüêèé À.Â. Åëiïòè÷íi êðàéîâi çàäà÷i ç ìàëèì ïàðàìåòðîì
i äîäàòêîâèìè íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi.Ôîðìàëüíèé
àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê / À. Â. Çàâîðîòèíñüêèé // Íàóêîâèé âiñíèê
×åðíiâåöüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à.
Ñåðiÿ: ìàòåìàòèêà: çá. íàóê. ïð. � ×åðíiâöi: ×åðíiâåöüêèé íàö. óí-ò,
2011. � Ò.1, � 1�2. � Ñ.40 � 46.

3. Çàâîðîòèíñêèé À.Â. Ñëàáî ýëëèïòè÷åñêèå ñ ïàðàìåòðîì ãðàíè-
÷íûå çàäà÷è è íåèçâåñòíûìè äîïîëíèòåëüíûìè ôóíêöèÿìè íà ãðà-
íèöå îáëàñòè. Îöåíêè ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé /À. Â. Çàâîðî-
òèíñêèé // Íàóêîâèé âiñíèê Óæãîðîäñüêîãî óíiâåðñèòåòó. Ñåðiÿ:
ìàòåìàòèêà i iíôîðìàòèêà. � Óæãîðîä: Âèä-âî ÓæÍÓ "Ãîâåð-
ëà 2012. Âèï. 23, �2. � Ñ.63 �75.

4. Çàâîðîòèíñêèé À. Â. Ýëëèïòè÷åñêèå ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì êðàåâûå
çàäà÷è ñ äîïîëíèòåëüíûìè íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè íà ãðàíèöå.
Îöåíêè ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé / À. Â. Çàâîðîòèíñêèé // Çá.
ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè. � 2013. � Ò. 10, � 2. �
Ñ.170 � 184.

5. Çàâîðîòèíñêèé À. Â. Îá ýëëèïòè÷åñêèõ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì êðàå-
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÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷, ùî çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà. �õíüîþ õàðàêòåðíîþ
ðèñîþ ¹ íàÿâíiñòü íåâiäîìèõ äîäàòêîâèõ ôóíêöié ó êðàéîâèõ óìîâàõ.

Ââåäåíî êëàñ åëiïòè÷íèõ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷àõ, ùî
ìiñòÿòü äîäàòêîâi íåâiäîìi ôóíêöi¨ íà ìåæi åâêëiäîâî¨ îáëàñòi. Äëÿ öèõ
çàäà÷ ïîáóäîâàíî ôîðìàëüíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê i ôóíäàìåíòàëü-
íó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ. Îòðèìàíî iíòåãðàëüíi îöiíêè ïîõiäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ç
ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè. Âñòàíîâëåíî àïðiîðíó îöiíêó äëÿ äåÿêèõ çàëå-
æíèõ âiä ïàðàìåòðà ñîáîë¹âñüêèõ íîðì ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷; ó ÿêié ñòàëà
íå çàëåæèòü âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà. Äîâåäåíî, ùî öÿ îöiíêà ¹ íå ëèøå äîñòà-
òíüîþ, à i íåîáõiäíüîþ äëÿ òîãî, ùîá ðîçãëÿíóòi çàäà÷i áóëè åëiïòè÷íèìè
ç ìàëèì ïàðàìåòðîì.
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Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èññëåäîâàíû õàðàêòåð ðàçðåøèìîñòè ýëëè-
ïòè÷åñêèõ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì è ñëàáêî ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ
íåèçâåñòíûìè äîïîëíèòåëüíûìè ôóíêöèÿìè íà ãðàíèöå îáëàñòè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ, âûâîäîâ è áèáëèîãðàôèè.
Âî ââåäåíèè äàíà îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû, îáîñíîâàíà àêòóàëü-

íîñòü åå òåìàòèêè, ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû è ðà-
ñêðûòà èõ íàó÷íàÿ íîâèçíà, ïðèâåäåíû äàííûå îá àïðîáàöèè ðàáîòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîäåðæèò îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå äèññåðòàöèè.
Âî âòîðîé ãëàâå ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: îïðåäåëåíû

ýëëèïòè÷åñêèå è ïðàâèëüíî ýëëèïòè÷åñêèå ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì êðàåâûå
çàäà÷è è íåèçâåñòíûìè äîïîëíèòåëüíûìè ôóíêöèÿìè íà ãðàíèöå îáëà-
ñòè. Íàéäåíi ôîðìàëüíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Ïîñòðîåíà ôóíäà-
ìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì
êðàåâîé çàäà÷è è íåèçâåñòíûìè äîïîëíèòåëüíûìè ôóíêöèÿìè íà ãðàíè-
öå îáëàñòè, à òàêæå ïîëó÷åíû åå èíòåãðàëüíûå îöåíêè ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ
ñîáîëåâñêèõ íîðì ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ óñòàíîâëåíû àïðèîðíûå îöåíêè, â
êîòîðûõ ïîñòîÿííûå íå çàâèñÿò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà. Äîêàçàíî, ÷òî ýòè
îöåíêè íå òîëüêî äîñòàòî÷íû, íî è íåîáõîäèìû äëÿ ýëëèïòè÷íîñòè ñ ìà-
ëûì ïàðàìåòðîì ðàññìîòðåííûõ çàäà÷.

Â òðåòüåé ãëàâå ââåäåí êëàññ ñëàáî ýëëèïòè÷åñêèõ ñ ïàðàìåòðîì êðà-
åâûõ çàäà÷ ñ íåèçâåñòíûìè äîïîëíèòåëüíûìè ôóíêöèÿìè ïðåäåëû îãðà-
íè÷åííîé åâêëèäîâîé îáëàñòè. Ïîñòðîåíà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøå-
íèé äëÿ ñëàáî ýëëèïòè÷åñêèõ ñ ïàðàìåòðîì êðàåâûõ çàäà÷ è íåèçâåñòíûìè
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äîïîëíèòåëüíûìè ôóíêöèÿìè íà ãðàíèöå îáëàñòè, à òàêæå ïîëó÷åíû å¼
èíòåãðàëüíûå îöåíêè ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ ñîáîëåâñêèõ íîðì ðåøåíèé ýòèõ
çàäà÷ óñòàíîâëåíû àïðèîðíûå îöåíêè, â êîòîðûõ ïîñòîÿííàÿ íå çàâèñèò
îò áîëüøîãî ïàðàìåòðà. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòè îöåíêè íåîáõîäèìû äëÿ ñëàáî
ýëëèïòè÷íîñòè óêàçàííûõ êðàåâûõ çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýëëèïòè÷åñêàÿ çàäà÷à, çàâèñèìàÿ îò ïàðàìåòðà çà-
äà÷à, ìàëûé ïàðàìåòð, ñëàáàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ñ ïàðàìåòðîì, ôîðìàëüíîå
àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé, àïðèîðíàÿ
îöåíêà, ñîáîëåâñêèå íîðìû.

Zavorotynskii A. V. Parameter-elliptic boundary-value problems
with unknown additional functions on the boundary of a domain. �
Manuscript.

The thesis for the scienti�c degree of the candidate of physical and
mathematical sciences by speciality 01.01.02 � di�erential equations. � Insti-
tute of Mathematics, National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2016.

In the thesis, we introduce and investigate two new classes of parameter-
dependent elliptic boundary-value problems. They are featured by the presence
of unknown additional functions in the boundary conditions.

We introduce a class of boundary-value problems that are elliptic with a
small parameter and contain unknown additional functions on the boundary of
a Euclidean domain. The formal asymptotic solution and fundamental system
of solutions are built for these problems. We obtain integral estimates for the
derivatives of the solutions from the fundamental system. We establish a pri-
ory estimate for some parameter-dependent Sobolev norms of the solutions to
these problems, the constant in the estimate being independent of the small
parameter. We prove that this estimate is not only su�cient but also necessary
for the considered problems to be elliptic with a small parameter.

We also introduce a class of weakly parameter-elliptic boundary-value
problems with unknown additional functions on the boundary of the domain.
We build the fundamental system of solutions to these problems and obtain
integral estimates for the derivatives of these solutions. For parameter-
dependent Sobolev norms of the solutions to the problems, we establish an a
priory estimate, in which the constant does not depend on the parameter. We
prove that this estimate is necessary for the weak ellipticity of the boundary-
value problems under consideration.

Key words: elliptic problem, parameter-dependent problem, small
parameter, weak parameter-ellipticity, formal asymptotic solution, fundamental
system of solutions, a priory estimate, Sobolev norm.
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