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ÂÑÒÓÏ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ðîçâèòêó ñó÷àñíî¨ òåîði¨ åëiïòè÷íèõ ç

ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷, à ñàìå, äîñëiäæåííþ õàðàêòåðó ðîçâ'ÿçíîñòi i

âëàñòèâîñòåé ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ åäiïòè÷íèõ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì òà ñëàáêî

åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ç íåâiäîìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi

îáëàñòi.

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ðîçâèòêó ñó÷àñíî¨

òåîði¨ åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷, à ñàìå, äîñëiäæåííþ õàðàêòåðó ðîçâ'ÿçíî-

ñòi åëiïòè÷íèõ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì òà ñëàáêî åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ç

íåâiäîìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi.

Åëiïòè÷íi îïåðàòîðè ç ïàðàìåòðîì âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ åëi-

ïòè÷íèõ ðiâíÿííü òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿõ. Ñåðåä íèõ îêðåìèé iíòåðåñ âèêëèêà-

þòü åëiïòè÷íi ç ìàëèì ïðàìåòðîì êðàéîâi çàäà÷i i ïîâ'ÿçàíi ç íèìè ñëàáêî

åëiïòè÷íi ç ïàðàìåòðîì êðàéîâi çàäà÷i. Òàêi çàäà÷i äàâíî âèíèêàëè â ðiçíèõ

ðîçäiëàõ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. �õ çàãàëüíà òåîðiÿ áåðå ñâié ïî÷àòîê ç ðîáîòè

Ì. I. Âiøèêà è Ë. À. Ëþñòåðíiêà [7]. Ïiçíiøå âîíà áóëà ðîçâèíóòà ó ðîáîòàõ

Ë. Ôðàíêà [77 � 79], À. Ñ. Äåìiäîâà [13, 14], Ã. I. Åñêiíà [63], Ñ. À. Íàçà-

ðîâà [38 � 40]. Â îñòàííi ðîêè ïîñèëèâñÿ iíòåðåñ äî äîñëiäæåííÿ åëiïòè÷íèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííü ç ïàðàìåòðîì. Òàê, ñèñòåìàòè÷íèé âèêëàä òåîði¨

åëiïòè÷íèõ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ äàâ Ë. Ð. Âîëåâè÷ [11]. Éîãî

ñòàòòÿ ¹ ôàêòè÷íî ñó÷àñíèì ïåðåîñìèñëåííÿì ðåçóëüòàòiâ êëàñè÷íî¨ ðîáîòè

Ì. I. Âiøèêà è Ë. À. Ëþñòåðíiêà [7].

Ïîðÿä ç öèìè çàäà÷àìè ðîçãëÿäàëèñÿ i çàäà÷i, ÿêi îòðèìóþòüñÿ ïðè çàìi-

íi "ìàëîãî" ïàðàìåòðà íà "âåëèêèé" ïàðàìåòð. Òàêèé êëàñ çàäà÷ îòðèìàâ

íàçâó ñëàáêî åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ (îïåðàòîðíèõ â'ÿçîê) i ñèñòåìàòè-

÷íî äîñëiäæóâàâñÿ ó ðîáîòàõ Ë. Ð. Âîëåâè÷à, Ð. Äåíêà, Ð. Ìåííiêåíà [73 �

75]. Òàêi çàäà÷i ¹ óçàãàëüíåííÿì åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì çàäà÷, ÿêi ââåëè

i äîñëiäæóâàëè Ø. Àãìîí [1] òà Ì .Ñ. Àãðàíîâi÷, Ì. I. Âiøèê [2]. Öi çàäà÷i

áóëè çàñòîñîâàíi ó òåîði¨ ïàðàáîëi÷íèõ ìiøàíèõ çàäà÷.

Â 1963 ð. Á. Ëàâðóêîì [32 � 34] áóëî âèäiëåíî âàæëèâèé êëàñ åëiïòè÷íèõ

êðàéîâèõ çàäà÷i ç äîäàòêîâèìè íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè ó êðàéîâèõ óìîâàõ.

Òàêi çàäà÷i âèíèêàþòü ïðè ïåðåõîäi âiä çàãàëüíî¨ åëiïòè÷íî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i
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äî ôîðìàëüíî ñïðÿæåíî¨ çàäà÷i âiäíîñíî äåÿêî¨ ôîðìóëè Ãðiíà. Çãîäîì ç'ÿ-

ñóâàëîñÿ, ùî äî öüîãî êëàñó çàäà÷ ïðèâîäÿòü ðiçíi çàäà÷i òåîði¨ ïðóææíîñòi

i ãiäðîìåõàíiêè. Åëiïòè÷íi ó ñåíñi Ëàâðóêà çàäà÷i áóëè äîñëiäæåíi ó ðîáîòàõ

À. Ã. Àñëàíÿíà, Ä. Ã. Âàñèëü¹âà, Â. Á. Ëiäñüêîãî [3], Â. À. Êîçëîâà, Â. Ã. Ìà-

çü¨, É. Ðîññìàíà [82], Ë. Ð. Âîëåâè÷à òà C. Ä. Ãiíäiêiíà [15], ß. À. Ðîéòáåðãà

[88] òà iíøèõ.

Ïiçíiøå Ë. Ð. Âîëåâè÷ [10] çàñòîñóâàâ òåîðiþ ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìå-

òðîì çàäà÷ äî ìiøàíèõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, íå ðîçâ'ÿçíèõ âiäíî-

ñíî ñòàðøî¨ ïîõiäíî¨ çà ÷àñîì. Áóëî ââåäåíî íîâèé êëàñ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ

ïàðàáîëi÷íèõ îïåðàòîðiâ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, ÿêi íå çàäîâîëüíÿþòü êëà-

ñè÷íi óìîâè ïàðàáîëi÷íîñòi. Çàçíà÷èìî, ùî â êðàéîâèõ óìîâàõ òàêèõ çàäà÷

ç'ÿâèëèñÿ íåâiäîìi äîäàòêîâi ôóíêöi¨, ÿêi çàäàíi íà ìåæi îáëàñòi, i çàãàëüíà

òåîðiÿ äëÿ òàêèõ çàäà÷ íå áóëà ïîáóäîâàíà.

Çâàæàþ÷è íà öå, ïîáóäîâà òåîði¨ ðîçâ'ÿçíîñòi åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì

êðàéîâèõ çàäà÷ òà íåâiäîìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi ¹

àêòóàëüíîþ íàóêîâîþ ïðîáëåìîþ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Ðî-

áîòà âèêîíóâàëàñÿ â Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè ó âiääiëi ðiâíÿííü

ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çãiäíî iç çàãàëüíèì ïëàíîì äîñëiäæåíü ó ðàì-

êàõ íàóêîâî-äîñëiäíî¨ òåìè ¾Åâîëþöiéíi òà ñïåêòðàëüíi çàäà÷i äëÿ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ¿ (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨

0111U001027).

Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ ðîçðîáêà òåîði¨ åëiïòè÷íèõ ç

ìàëèì ïàðàìåòðîì òà ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷, ÿêi

ìiñòÿòü äîäàòêîâi íåâiäîìi ôóíêöi¨ íà ìåæi îáëàñòi .

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ åëiïòè÷íi ç ìàëèì ïàðàìåòðîì òà ñëàáêî åëiïòè-

÷íi êðàéîâi çàäà÷i ç íåâiäîìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:

1. Âèäiëèòè êëàñ åëiïòè÷íèõ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ ç íåâi-

äîìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi.
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2. Âñòàíîâèòè íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè, çà ÿêèõ ñîáîë¹âñüêi íîðìè

ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ äîïóñêàþòü àïðiîðíi îöiíêè çi ñòàëèìè, íå çàëå-

æíèìè âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà.

3. Âèäiëèòè êëàñ ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ ç íåâi-

äîìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi.

4. Âñòàíîâèòè íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ àïðiîðíèõ îöiíîê

ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ ó âiäïîâiäíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ Ñîáî-

ë¹âà, â ÿêèõ ñòàëi íå çàëåæàòü âiä âåëèêîãî ïàðàìåòðà.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Â ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè ôóíêöiîíàëüíî-

ãî àíàëiçó, òåîði¨ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè i òåîði¨ ôóíêöié. Êëþ÷îâèì

ó äîñëiäæåííi ¹ ìåòîä ïðèìåæîâîãî øàðó Ì. I. Âiøèêà � Ë. À. Ëþñòåðíiêà [7].

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨

ðîáîòè, çàïðîïîíîâàíi äî çàõèñòó, ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü ó íàñòóïíîìó:

1. Ââåäåíî êëàñ åëiïòè÷íèõ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ ç íåâiäî-

ìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáìåæåíî¨ åâêëiäîâî¨ îáëàñòi.

2. Ïîáóäîâàíî ôîðìàëüíi àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè öèõ çàäà÷.

3. Ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ âêàçàíèõ çàäà÷ i îòðè-

ìàíî iíòåãðàëüíi îöiíêè ïîõiäíèõ öèõ ðîçâ'ÿêiâ.

4. Äëÿ ñîáîë¹âñüêèõ íîðì ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ âñòàíîâëåíî àïðiîðíi îöií-

êè, ó ÿêèõ ñòàëi íå çàëåæàòü âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà. Äîâåäåíî, ùî öi

îöiíêè ¹ íå ëèøå äîñòàòíiìè, àëå é íåîáõiäíèìè äëÿ åëiïòè÷íîñòi ç ìà-

ëèì ïàðàìåòðîì ðîçãëÿíóòèõ çàäà÷.

5. Ââåäåíî êëàñ ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ ç íåâiäî-

ìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáìåæåíî¨ åâêëiäîâî¨ îáëàñòi.

6. Äëÿ öèõ çàäà÷ ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ

çàäà÷ i îòðèìàíî iíòåãðàëüíi îöiíêè ¨õ ïîõiäíèõ.

7. Äëÿ ñîáîë¹âñüêèõ íîðì ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ îòðèìàíî àïðiîðíi îöiíêè,

ó ÿêèõ ñòàëi íå çàëåæàòü âiä âåëèêîãî ïàðàìåòðà. Ïîêàçàíî, ùî öi îöií-

êè ¹ íåîáõiäíèìè äëÿ ñëàáêî¨ åëiïòè÷íîñòi âêàçàíèõ êðàéîâèõ çàäà÷.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà

ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îñíîâíi ¨¨ ðåçóëüòàòè òà ìåòîäèêà ¨õ îòðèìàí-

íÿ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ó ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ ç òåîði¨ ðiâíÿíü ó
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÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, çîêðåìà ó òåîði¨ åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ç íåãëàä-

êîþ ìåæåþ òà ïðè äîñëiäæåííi ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, íå ðîçâ'ÿçíèõ âiäíîñíî

ñòàðøî¨ ïîõiäíî¨ çà ÷àñîì.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Çàãàëüíèé ïëàí äèñåðòàöi¨, ïîñòàíîâêà

çàäà÷ i ñõåìà ¨õ äîñëiäæåííÿ íàëåæàòü íàóêîâîìó êåðiâíèêîâi � Ì. Ë. Ãîð-

áà÷óêó i Ë. Ð. Âîëåâè÷ó . Ðåçóëüòàòè ðîáiò [17 � 22] îòðèìàíi çäîáóâà÷åì

ñàìîñòiéíî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äî-

ïîâiäàëèñü i îáãîâîðþâàëèñÿ íà:

� êè¨âñüêîìó ñåìiíàði ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè

ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèêè ñåìiíàðó � àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè Áåðåçàíñüêèé

Þ. Ì., ÷ëåí-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè Ãîðáà÷óê Ì. Ë., ÷ëåí-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè

Ñàìîéëåíêî Þ. Ñ.);

� ñïiëüíîìó ñåìiíàði êàôåäð âèùî¨ i ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè ×åðíiãiâ-

ñüêîãî íàöiîíàëüíîãî ïåäàãîãi÷íîãî óíiâåðñèòåòó iì.Ò.Ã.Øåâ÷åíêà i ×åðíi-

ãiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî òåõíîëîãi÷íîãî óíiâåðñèòåòó (êåðiâíèê ñåìiíàðó �

äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Î. Î. Ìóðà÷);

à òàêîæ íà êîíôåðåíöiÿõ:

• Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ó÷åíèõ i ñòóäåíòiâ ç äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ¨õ çàñòîñóâàíü, ïðèñâÿ÷åíié 100-ði÷íîìó þâiëåþ

ß. Á. Ëîïàòèíñüêîãî (Äîíåöüê, 6-7 ãðóäíÿ 2006 ð.)

• Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ¾Ñó÷àñíèé àíàëiç òà çàñòîñóâàííÿ 2007¿, ïðè-

ñâÿ÷åíié 100-ëiòòþ ç äíÿ íàðîäæåíÿ Ì. Ã. Êðåéíà (Îäåñà, 9-14 êâiòíÿ

2007 ð.)

• Äðóãié Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ó÷åíèõ ç äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü òà ¨õ çàñòîñóâàíü iìåíi ß.Á. Ëîïàòèíñüêîãî (Äîíåöüê, 11-14 ëè-

ñòîïàäà 2008 ð.)

• Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè, ìåõà-

íèêè è èõ ïðèëîæåíèé ïðèñâÿ÷åíié 70-ëiòòþ ðåêòîðà ÌÃÓ àêàäåìèêà

Â.À.Ñàäîâíè÷îãî (Ìîñêâà, 30 áåðåçíÿ - 2 êâiòíÿ 2009 ð.)

• Òðèíàäöÿòié ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ì.

Êðàâ÷óêà (Êè¨â, 13-15 òðàâíÿ 2010 ð.)
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• Òðåòié ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ ç äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü òà ¨õíiõ çàñòîñóâàíü, ïðèñâÿ÷åíié ßðîñëàâîâi Ëîïàòèíñüêî-

ìó (Ëüâiâ, 3-6 ëèñòîïàäà 2010 ð.)

• International conference dedicated to the 120th anniversary of Stefan

Banach (17-21 September, L'viv, 2012)

• Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ ¾Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çà-

ñòîñóâàííÿ¿, ïðèñâÿ÷åíié 70-ði÷÷þ Â.Â. Ìàðèíöÿ (Óæãîðîä, 27�29 âå-

ðåñíÿ 2012 ð.)

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îïóáëiêîâàíi ó 14

íàóêîâèõ ïðàöÿõ. Ç íèõ 6 ñòàòåé [17 � 22] ó íàóêîâèõ âèäàííÿõ, ÿêi âêëþ-

÷åíi äî ïðåëiêó ôàõîâèõ âèäàíü, à ðîáîòè [23� 30] ó ìàòåðiàëàõ íàóêîâèõ

êîíôåðåíöié, ñåðåä ÿêèõ 7 ìiæíàðîäíi. Ç íèõ 1 ïóáëiêàöiÿ âêëþ÷åíà äî íàó-

êîìåòðè÷íèõ áàç Scopus òà Web of Science.

Ñòðóêòóðà äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, äâîõ

ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ i ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî íàëi÷ó¹ 93 íàéìåíóâà-

ííÿ. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè ñêëàäà¹ 167 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó.

Îñíîâíèé çìiñò äèñåðòàöi¨

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè, âèçíà÷å-

íî ìåòó, îá'¹êò, ïðåäìåò, çàâäàííÿ i ìåòîäè äîñëiäæåííÿ, ðîçêðèòî íàóêîâó

íîâèçíó îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ, ¨õ òåîðåòè÷íå i ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ, íàâåäå-

íî äàíi ïðî àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ i êîðîòêî âèêëàäåíî çìiñò îñíîâíî¨ ÷àñòèíè

äèñåðòàöi¨.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ íàâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà ¨¨ òåìîþ.

Ó äðóãîìó ââåäåío i äîñëiäæåío êëàñ åëiïòè÷íèõ çàäà÷, ÿêi ìiñòÿòü ìà-

ëèé ïàðàìåòð ó äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííi òà íåâiäîìi äîäàòêîâi ôóíêöi¨ ó

êðàéîâèõ óìîâàõ. Îñòàííiì âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ âiä åëiïòè÷íèõ ç ìàëèì ïà-

ðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷, âèâ÷åíèõ ó ðîáîòi Ë. Ð. Âîëåâè÷à [11].

Ãîëîâíà ìåòà öüîãî ðîçäiëó � âñòàíîâèòè äëÿ åëiïòè÷íèõ ç ìàëèì ïàðàìå-

òðîì çàäà÷ ç äîäàòêîâèìè íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè ó êðàéîâèõ óìîâàõ àïðiîðíi

îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ó ïïðèäàòíèõ ïàðàõ ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà, íîðìà â ÿêèõ çà-
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ëåæèòü âiä ïàðàìåòðà. Âàæëèâî, ùî â öèõ îöiíêàõ ñòàëi ¹ íåçàëåæíèìè âiä

ïàðàìåòðà.

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 äàíî îçíà÷åííÿ öi¹¨ çàäà÷i. Íåõàé G � äîâiëüíà îáìåæåíà

îáëàñòü (âiäêðèòà çâ'ÿçíà i íåïîðîæíÿ ìíîæèíà) â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn,

äå öiëå n ≥ 2. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ìåæà ∂G öi¹¨ îáëàñòi ¹ çàìêíåíèì íåñêií÷åííî

ãëàäêèì îði¹íòîâíèì ìíîãîâèäîì áåç êðàþ âèìiðíîñòi n − 1. Îáëàñòü G ëî-

êàëüíî ðîçòàøîâàíà ïî îäèí áiê âiä ñâî¹¨ ìåæi ∂G. ßê çàçâè÷àé, G := G∪∂G
¹ çàìèêàííÿì îáëàñòi G.

Â îáëàñòi G ðîçãëÿäà¹ìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó, ÿêà ìiñòèòü ìàëèé ïàðà-

ìåòð ε > 0 òà κ ≥ 1 äîäàòêîâèõ íåâiäîìèõ ôóíêöié ó êðàéîâèõ óìîâàõ:

A(x;D; ε)u(x; ε) = f(x; ε), x ∈ G, (1)

Bj(x;D)u(x; ε) +
κ∑
k=1

Cj,k(x;D′)%k(x; ε) = gj(x; ε), x ∈ ∂G, (2)

j = 1, . . . ,m+ κ.

Òóò m,µ,κ ∈ N,

A(x;D; ε) := ε2m−2µA2m(x;D)+

+ε2m−2µ−1A2m−1(x;D) + . . .+ εA2µ−1(x;D) + A2µ(x;D),

êîæíå A2m−i(x;D) :=
∑

|β|≤2m−i
ai,β(x)Dβ � ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíûé îïå-

ðàòîð íà G, Bj(x;D) :=
∑
|β|≤mj

bj,β(x)Dβ � êðàéîâèé ëiíiéíèé äèôåðåíöi-

àëüíèé îïåðàòîð íà ∂G, à Cj,k(x;D′) � (äîòè÷íèé) ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëü-

íèé îïåðàòîð íà ∂G. Óñi êîåôiöi¹íòè öèõ îïåðàòîðiâ ¹ íåñêií÷åííî ãëàäêè-

ìè êîìïëåêñíîçíà÷íèìè ôóíêöiÿìè, çàäàíèìè íà G i ∂G âiäïîâiäíî, à ïî-

ðÿäêè çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ordA2m−i(x;D) ≤ 2m − i, ordBj(x;D) ≤ mj,

ordCj,k(x;D′) ≤ mj + αk. Òóò ÷èñëà mj, äå j = {1, . . . ,m + κ}, i αk, äå
k = {1, . . . ,κ}, ¹ öiëèìè, ïðè÷îìó

m1 ≤ m2 ≤ . . . ≤ mµ+κ < mµ+κ+1 ≤ . . . ≤ mm+κ.

ßê çàçâè÷àé, Bj(x;D) ≡ 0, ÿêùîmj < 0, òà Cj,k(x;D′) ≡ 0, ÿêùîmj+αk < 0.

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî αk > −mm+κ.
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Â çàäà÷i (1), (2) ¹ íåâiäîìèìè ôóíêöiÿ u â îáëàñòi G, òà κ äîäàòêîâèõ

íåâiäîìèõ ôóíêöié %1, . . . , %κ íà ìåæi ∂G öi¹¨ îáëàñòi. Îñòàííi ìiñòÿòüñÿ ëèøå

â êðàéîâèõ óìîâàõ. Òîìó êiëüêiñòü êðàéîâèõ óìîâ äîðiâíþ¹ m+ κ. Â ðîáîòi

óñi ôóíêöi¨ òà ðîçïîäiëè ââàæà¹ìî êîìïëåêñíîçíà÷íèìè.

Ó ïiäðîçäiëi 2.2 ââåäåíî ïîíÿòòÿ åëiïòè÷íîñòi ç ìàëèì ïàðàìåòðîì äëÿ

êðàéîâî¨ çàäà÷i (1), (2). Íåõàé x ∈ G.
Ãîëîâíèì ñèìîâîëîì äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà A(x;D; ε) íàçèâà¹ìî

âèðàçA(0)(x; ξ; ε) :=
2m−2µ∑
i=0

ε2m−2µ−iA
(0)
2m−i(x; ξ), ùî çàëåæèòü âiä ξ ∈ Cn i ε > 0.

Óìîâà 2.1. Äëÿ òî÷êè x0 ∈ G iñíó¹ òàêà ñòàëà C > 0, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

ξ ∈ Rn i ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|A(0)(x0; ξ; ε)| ≥ C|ξ|2µ(1 + ε|ξ|)2m−2µ.

Óìîâó 2.1 íàçèâàþòü óìîâîþ åëiïòè÷íîñòi ç ìàëèì ïàðàìåòðîì äèôå-

ðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà A(x;D; ε) ó òî÷öi x0 ∈ G.
Íåõàé x0 ∈ ∂G à U � äîñòàòíüî ìàëèé îêië òî÷êè x0 ç òîïîëîãi¨ íà G.

Âèáåðåìî â U òàêi ëîêàëüíi êîîðäèíàòè (x1, . . . , xn−1, xn), ùî xn � âiäñòàíü

âiä äîâiëüíî¨ òî÷êè ìíîæèíè U äî ìåæi ∂G, à x′ = (x1, . . . , xn−1) � ëîêàëüíi

êîîðäèíàòè íà ∂G ∩ U .
Íåõàé óìîâà 2.1 âèêîíó¹òüñÿ ó òî÷öi x0 ∈ G. Ðiâíÿííÿ A(0)(ξ′, τ ; ε) = 0

i A(0)
2µ (ξ′, τ) = 0 íå ìàþòü äiéñíèõ τ -êîðåíiâ ïðè êîæíèõ ξ ∈ Rn\{0} i ε ≥

0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç m± i µ± ÷èñëî êîðåíiâ âiäïîâiäíî ïåðøîãî òà äðóãîãî

ðiâíÿííÿ, ÿêi ëåæàòü ó ïîâïëîùèíi C± := {τ ∈ C : Im τ ≷ 0}.
Óìîâà 2.2. Âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi m+ = m− =: m, µ+ = µ− =: µ.

Öå � óìîâà ïðàâèëüíî¨ åëiïòè÷íîñòi ç ìàëèì ïàðàìåòðîì äèôåðåíöi-

àëüíîãî îïåðàòîðà A(0)(x0;D; ε).

Ó êðàéîâié çàäà÷i (1), (2) âèëó÷èìî ìîëîäøi ÷ëåíè äèôåðåíöiàëüíèõ îïå-

ðàòîðiâ A2m−i(x;D), Bj(x;D) i Cj,k(x;D′), çàôiêñó¹ìî ¨õ êîåôiöi¹íòè ó òî÷öi

x = x0 ∈ ∂G, ïîêëàäåìî f ≡ 0, ïåðåéäåìî äî ñïåöiàëüíèõ ëîêàëüíèõ êîîðäè-

íàò â îêîëi òî÷êè x0, çàñòîñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F ′ = F ′x′ 7→ξ′ çà çìiíèìè

x1, · · · , xn−1 òà çàôiêñó¹ìî ξ′ ∈ Rn−1\{0}. Îòðèìà¹ìî êðàéîâó çàäà÷ó ùî âiä-
ïîâiäà¹ çàäà÷i (1), (2) íà ïiâîñi t := xn > 0:

A(0)(ξ′, Dt; ε)v(t; ε) = 0, t > 0, (3)
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B
(0)
j (ξ′, Dt)v(t; ε)|t=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)σk = ϕj, j = 1, . . . ,m+ κ. (4)

Òóò Dt := −i∂/∂t òà v(t) := (F ′u(x′, xn(ξ
′; ε)))(ξ′, xn(ξ

′; ε)), σk :=

(F ′%k(x
′; ε))(ξ′; ε), ϕj := (F ′gj(ξ

′; ε))(ξ′; ε).

Çàäà÷à (3), (4) çàëåæèòü âiä äâóõ ïàðàìåòðiâ ξ′ ∈ Rn−1\{0} òà ε > 0. Âîíà

íàçèâà¹òüñÿ êðàéîâèì ñèìâîëîì çàäà÷i (1), (2) â òî÷öi x0 ∈ ∂G. Êîæíèé

ðîçâ'ÿçîê v(t) ðiâíÿííÿ (3) íàëåæèòü äî C∞([0,∞]). Íàñ áóäóòü öiêàâèòè

ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (3), (4), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

v(t; ε)→ 0 ïðè t→∞. (5)

Óìîâà 2.3. Äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðà ξ′ ∈ Rn−1\{0}, ïàðàìåòðà ε > 0

i ÷èñåë ϕ1, . . . , ϕm+κ ∈ C êðàéîâà çàäà÷à (3), (4) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

(v(t), σ1, . . . , σκ), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5).

Íàñòóïíi äâi óìîâè ñòîñóþòüñÿ ðîçâ'ÿçíîñòi öi¹¨ çàäà÷i ó ãðàíè÷íèõ âè-

ïàäêàõ: êîëè ε→∞ àáî ε→ 0.

Íåõàé r ∈ {m,µ}. Ðîçãÿíåìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó:

A
(0)
2r (ξ′, Dt)v(t; ε) = 0, t > 0, (6)

B
(0)
j (ξ′, Dt)v(t; ε)|t=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)σk = ϕj, j = 1, . . . , r + κ. (7)

Ïîäiëèâøè ðiâíÿííÿ (3) íà ε2m−2µ, îòðèìà¹ìî åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííÿ

Ã(0)(ξ′, Dt; 1/ε)v(t; ε) ≡
2m−2µ∑
i=0

1

εi
A

(0)
2m−i(ξ

′, Dt)v(t; ε) = 0, t > 0.

ßêùî ε → ∞, òî öå ðiâíÿííÿ íàáèðà¹ âèãëÿäó (6) iç r = m. Ó öüîìó

çâÿçêó âèíèêà¹ òàêà óìîâà:

Óìîâà 2.4. Äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ξ′ ∈ Rn−1\{0} i äîâiëüíèõ ÷è-

ñåë ϕ1, . . . , ϕm+κ ∈ C çàäà÷à (6), (7), äå r = m, ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

(v(t), σ1, . . . , σκ), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5).

Îñêiëüêè ïðè ε = 0 îïåðàòîð A(0)(ξ′, Dt; ε) çáiãà¹òüñÿ ç îïåðàòîðîì

A
(0)
2µ (ξ′, Dt) ïîðÿäêó 2µ < 2m, òî ïîòðiáíà òàêà óìîâà

Óìîâà 2.5. Äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ξ′ ∈ Rn−1\{0} i äîâiëüíèõ ÷è-

ñåë ϕ1, . . . , ϕµ+κ ∈ C çàäà÷à (6), (7), äå r = µ, ìà¹ åäèíèé ðîçâ'ÿçîê

(v(t), σ1, . . . , σκ), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5).



11

Óìîâè 2.3 � 2.5 ¹ àíàëîãàìè óìîâè Øàïiðî�Ëîïàòèíñüêîãî (óìîâè ïîêðè-

òòÿ) äëÿ çâè÷àéíîãî ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ íà ïiâîñi.

Ïðè ìàëèõ ε > 0 ïîòðiáíi ïîïðàâêè äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3), (4), ÿêi çà-

äîâîëüíÿþòü ðåøòó m − µ êðàéîâè÷ óìîâ. Ç ìåòîäó Âiøèêà�Ëþñòåðíiêà

âèïëèâà¹, ùî öi ïîïðàâêè ¹ ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i:

A(0)(0, Dt; 1)v(t; 1) = 0, t > 0, (8)

B
(0)
j (0, Dt)v(t; 1)|t=0 = ϕj(ξ

′; 1), j = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ. (9)

Çàóâàæèìî, ùî (8) ¹ äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì ïîðÿäêó 2m− 2µ âiäíîñíî

D2µ
t v(t). Òîìó (9) ìiñòèòü ëèøå m− µ êðàéîâèõ óìîâ.

Óìîâà 2.6. Äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë ϕµ+κ+1, . . . , ϕm+κ ∈ C çàäà÷à (8), (9)

ìà¹ åäèíèé ðîçâ'ÿçîê v(t), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5).

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi óìîâè, ñôîðìóëþ¹ìî áàçîâå îçíà÷åííÿ äðóãîãî ðîçäi-

ëó.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Êðàéîâà çàäà÷à (1), (2) íàçèâà¹òüñÿ åëiïòè÷íîþ ç ìà-

ëèì ïàðàìåòðîì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ G âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 2.1 i

äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ ∂G âèêîíóþòüñÿ óìîâè 2.2 � 2.6.

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 ïîáóäîâàíî ôîðìàëüíi àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i

(1), (2) i ç'ÿñîâàíî ñåíñ óìîâ 2.5, 2.6. Ïðè ïîáóäîâi ôîðìàëüíèõ àñèìïòîòè-

÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñóòò¹âî âèêîðèñòîâóâàâñÿ ìåòîä ïðèìåæîâîãî øàðó Âiøèêà�

Ëþñòåðíiêà.

Ó ïiäðîçäiëi 2.4 íàâåäåíî ïðèêëàä åëiïòè÷íî¨ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì êðàéî-

âî¨ çàäà÷i.

Ó ïiäðîçäiëi 2.5 ðîçãëÿíóòî ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè, â ÿêèõ äîñëiäæåíî

êðàéîâó çàäà÷ó (1), (2). Öå ïðîñòîðè Ñîáîë¹âà, íîðìà ó ÿêèõ çàëåæèòü ïåâíèì

÷èíîì âiä ïàðàìåòðà ε.

Íåõàé r ∈ R . ×åðåç Hr = Hr(Rn) ïîçíà÷èìî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið Ñîáîë¹âà

ïîðÿäêó r.

Íåõàé äiéñíi ÷èñëà r, s i ε òàêi, ùî r ≥ s, s ≥ 0 i ε > 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Hr,s(Rn, ε) ëiíiéíèé ïðîñòið Hr(Rn), íàäiëåíèé íîðìîþ

||u;Hr,s(Rn, ε)|| :=

∫
Rn

(1 + |ξ|2)s(1 + ε2|ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ

1/2

, (10)



12

äå u ∈ Hr(Rn).

Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî ε > 0 íîðìà (1.10) åêâiâàëåíòíà ñîáîë¹âñüêié

íîðìi ó ïðîñòîði Hr(Rn). Òîìó ïðîñòið Hr,s(Rn, ε) ¹ ïîâíèì. Çàçíà÷èìî, ùî

Hr,r(Rn, ε) = Hr(Rn) ç ðiâíîñòi íîðì. Îçíà÷èìî òåïåð ïðîñòið Hr,s(Rn, ε) ó

âèïàäêó, êîëè äiéñíå ÷èñëî s < 0. ßê i ðàíiøå, r > s i ε > 0.

Çà îçíà÷åííÿì ïðîñòið Hr,s(Rn), äå s < 0, ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðîçïîäiëiâ

u ∈ H−∞(Rn) :=
⋃
θ∈R

Hθ(Rn) òàêèõ, ùî
∫
Rn
|ξ|2s(1 + |ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ <∞.

Îçíà÷èìî òåïåð ïðîñòið Hr,s(Rn, ε) ó âèïàäêó, êîëè äiéñíå ÷èñëî s < 0.

ßê i ðàíiøå, r > s i ε > 0. Çà îçíà÷åííÿì, ïðîñòið Hr,s(Rn), äå s <

0, ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðîçïîäiëiâ u ∈ H−∞(Rn) :=
⋃
θ∈R

Hθ(Rn) òàêèõ, ùî∫
Rn
|ξ|2s(1 + |ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ <∞.

Ïîçíà÷èìî òåïåð ÷åðåç Hr,s(Rn, ε) ëiíiéíèé ïðîñòið Hr,s(Rn), íàäiëåíèé

íîðìîþ

||u;Hr,s(Rn, ε)|| :=

∫
Rn

|ξ|2s(1 + ε2|ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ

1/2

.

Íåõàé Ω � äîâiëüíà âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó Rn. Íå-

õàé äiéñíi ÷èñëà r, s i ε òàêi, ùî r > s i ε > 0. Áàíàõiâ ïðîñòið Hr,s(Ω, ε)

îçíà÷à¹òüñÿ çà ïðîñòîðîì Hr,s(Rn, ε) ó ñòàíäàðòíèé ñïîñiá.

ßêùî â îçíà÷åíèõ âèùå ïðîñòîðàõ çàìiíèòè Rn íà Rn−1, òî îòðèìà¹ìî

ïðîñòið Hr,s(Rn−1, ε) i ðiçíi åêâiâàëåíòíi íîðìè ó íüîìó äëÿ âñiõ äîïóñòèìèõ

çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ r, s i ε.

Îñêiëüêè ïðîñòið Hr,s(Rn, ε) íåïåðåâíî âêëàäåíèé ó ñîáîë¹âñüêèé ïðîñòið

Hr(Rn), äå r > 0, òî ïðè r > `+ 1/2 îçíà÷åíî îïåðàòîð ñëiäó.

Íåõàé äiéñíi ÷èñëà θ, σ i ε çàäîâîëüíÿþòü óìîâè θ > σ i ε > 0. Ó âè-

ïàäêó σ > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hθ,σ(Rn−1, ε) ñîáîë¹âñüêèé ïðîñòið Hθ(Rn−1),

íàäiëåíèé åêâiâàëåíòíîþ íîðìîþ

||h,Hθ,σ(Rn−1, ε)|| := ||h, L2(Rn−1)||+

∫
Rn

|ξ′|2σ(1 + ε2|ξ′|2)θ−σ|ĥ(ξ′)|2dξ

1/2

,

äå h ∈ Hθ(Rn−1).
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Ó âèïàäêó σ < 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hθ,σ(Rn−1, ε) ñîáîëåâñüêèé ïðîñòið

Hθ(Rn−1), íàäiëåíèé åêâiâàëåíòíîþ íîðìîþ

||h,Hθ,σ(Rn−1, ε)|| := ε−σ

 ∫
Rn−1

(1 + ε2|ξ′|2)θ|ĥ(ξ′)|2dξ′
1/2

,

äå h ∈ Hθ(Rn−1).

Áàíàõîâi ïðîñòîðè Hθ,σ(∂G, ε) íà ìåæi ∂G âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðîñòîðîì

Hθ,σ(Rn−1, ε) ó ñòàíäàðòíèé ñïîñiá. Ïðîñòið Hθ,σ(∂G, ε) ç òî÷íiñòþ äî åêâiâà-

ëåíòíîñòi íîðì íå çàëåæèòü âiä çàçíà÷åíîãî âèáîðó àòëàñó i ðîçáèòòÿ îäèíèöi.

Çâiñíî, öÿ åêâiâàëåíòíiñòü ¹ ðiâíîìiðíîþ çà ïàðàìåòðîì ε ∈ (0; 1].

Ó ïiäðîçäiëi 2.6 ñôîðìóëüîâàíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äðóãîãî ðîçäiëó, ùîäî

àïðiîðíî¨ îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i (1), (2).

Äëÿ êîæíîãî ÷èñëà ε > 0 ïîâ'ÿæåìî iç öi¹þ çàäà÷åþ ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

Aε : (u(·; ε), %1(·; ε), . . . , %κ(·; ε)) −→ (f(·; ε), g1(·; ε), . . . , gm+κ(·; ε)),

äå u(·; ε) ∈ C∞(Ω) i %1(·; ε), . . . , %κ(·; ε) ∈ C∞(∂G).

Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà r i s çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

r − s ≥ 2m− 2µ, r > mm+κ + 1/2. (11)

Òåîðåìà 2.1. Ïðèïóñòèìî, ùî êðàéîâà çàäà÷à (1), (2) åëiïòè÷íà ç

ìàëèì ïàðàìåòðîì. Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà r i s çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

(11) i

mµ+κ + 1/2 6 s < mµ+κ+1 + 1/2. (12)

Òîäi iñíó¹ òàêå ÷èñëî C > 0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà ε ∈ (0; 1] ïðàâèëüíîþ

¹ àïðiîðíà îöiíêà

||u(·; ε);Hr,s(G, ε)||+
κ∑
k=1

||%k(·; ε);Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(∂G, ε)|| ≤

≤ C
(
||f(·; ε);Hr−2m,s−2µ(G, ε)||+

m+κ∑
j=1

||gj(·; ε);Hr−mj−1/2,s−mj−1/2(∂G, ε)||+

+||u(·; ε);L2(G)||+
κ∑
k=1

||%k(·; ε);L2(∂G)||
)
. (13)
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Òóò ôóíêöi¨

u(·; ε) ∈ Hr(G), %k(·; ε) ∈ Hr+αk−1/2(∂G), k = 1, . . . ,κ, (14)

òà

f(·; ε) ∈ Hr−2m,s−2µ(G), gj(·; ε) ∈ Hr−mj−1/2(∂G), j = 1, . . . ,m+ κ, (15)

çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó çàäà÷ó (1), (2). ×èñëî C íå çàëåæèòü, íi âiä ε ∈
(0; 1], íi âiä ôóíêöié (14), (15).

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé A(x;D; ε) � ïðàâèëüíî åëiïòè÷íèé îïåðàòîð ç ìà-

ëèì ïàðàìåòðîì íà G, à íàòóðàëüíi ÷èñëà r i s çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (11) i

(12). Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêå ÷èñëî C > 0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0; 1] i

äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié (14), (15) ùî çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó çàäà÷ó (1), (2),

ñïðàâäæó¹òüñÿ àïðiîðíà îöiíêà (13). Òîäi öÿ êðàéîâà çàäà÷à ¹ åëiïòè÷íîþ

ç ìàëèì ïàðàìåòðîì.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 2.1 i 2.2 çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ëîêàëiçàöi¨ ( "çàìîðîæó-

âàííÿ êîåôiöi¹íòiâ") çâîäèòüñÿ äî âñòàíîâëåííÿ ¨õ àíàëîãiâ äëÿ ìîäåëüíèõ

îáëàñòåé Rn i Rn
+. Öüîìó i ïðèñâÿ÷åíî íàñòóïíi ïiäðîçäiëè.

Ó ïiäðîçäiëi 2.7 îòðèìàíî äîïîìiæíi ðåçóòàòè, à ñàìå � ðiçíi åêâiâàëåíòíi

óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿí-

íÿ íà ïiâîñi çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ùî ìiñòèòü äîäàòêîâi íåâiäîìi ÷èñëîâi

ïàðàìåòðè.

Ó ïiäðîçäiëi 2.8 äëÿ êðàéîâîãî ñèìâîëó ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíó ñè-

ñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ i äëÿ íèõ îòðèìà¹ìî iíòåãðàëüíi îöiíêè. Öi ðåçóëüòàòè ¹

êëþ÷îâèìè ïðè äîâåäåííi àïðiîðíèõ îöiíîê.

Äîâiëüíî âèáåðåìî íîìåð q ∈ {1, . . . ,m + κ}. Ó êðàéîâîìó ñèìâîëi (3),

(4) çàäà÷i (1), (2), ÿêèé âiäïîâiäà¹ òî÷öi x0 ∈ ∂G, ïîêëàäåìî ϕj = δq,j äëÿ

êîæíîãî j ∈ {1, . . . ,m+κ}. Îòæå, ðîçãëÿíåìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó íà ïiâîñi:

A(0)(ξ′, Dt; ε)vq(t) = 0, t > 0,

B
(0)
j (ξ′, Dt)vq(t)|t=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)σq,k = δq,j, j = 1, . . . ,m+ κ.

Òóò, íàãàäà¹ìî, ξ′ ∈ Rn−1 i ε > 0 ¹ ôiêñîâàíèìè.



15

Çà óìîâîþ 2.3 öÿ çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

vq(t) = vq(ξ
′, t; ε), σq,k = σq,k(ξ

′; ε), äå k = 1, . . . ,κ,

òàêèé, ùî ôóíêöiÿ vq(t)→ 0 ïðè t→∞.

Ñèñòåìà âåêòîðiâ (vq(t), σq,1, . . . , σq,κ), äå q = 1, . . . ,κ, ¹ ëiíiéíî íåçàëå-

æíîþ, îñêiëüêè ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó íóëü-âåêòîð áóâ áè ðîçâ'ÿçêîì êðà-

éîâî¨ çàäà÷i (3), (4), ó ÿêié ïðèíàéìíi îäíå ϕj 6= 0 . Öÿ ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ

ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ (ô.ñ.ð.) ãðàíè÷íîãî ñèìâîëà.

Òåîðåìà 2.4, 2.5. Íåõàé öiëå l ≥ 0. Iñíó¹ òàêå ÷èñëî C > 0, ùî äëÿ

äîâiëüíèõ ξ′ ∈ Rn−1 \ {0}, ε ∈ (0; 1], q ∈ {1, . . . ,m + κ} i k = {1, . . . ,κ}
âèêîíóþòüñÿ îöiíêè( ∞∫

0

|Dlvq(ξ
′, t; ε)|2dt

)1/2

≤ C |ξ′|l−mq−1/2×

×



1,

(ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))mµ+κ+1−l+1/2,

(ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))mq−mµ+κ ,

(ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))mq−l+1/2,

ÿêùî q ≤ µ+ κ,

ÿêùî q ≤ µ+ κ,

ÿêùî q > µ+ κ,

ÿêùî q > µ+ κ,

l ≤ mµ+κ+1;

l > mµ+κ+1;

l ≤ mµ+κ;

l > mµ+κ,

|σq,k(ξ′; ε)| 6 C|ξ|−mq−αk×

×

{
1 , ÿêùî q 6 µ+ κ ,
(ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))mq−mµ+κ , ÿêùî q > µ+ κ .

Ó ïiäðîçäiëi 2.9 äîâåäåíî âåðñi¨ òåîðåì 2.1 i 2.2 äëÿ ìîäåëüíèõ çàäà÷, ÿêi

ïåâíèì ÷èíîì ïîâ'ÿçàíi iç äîñëiäæóâàíîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ (1), (2) â îáëàñòi

G i âèáîðîì òî÷êè x0 ∈ G.
Ó ïiäðîçäiëi 2.10 äîâåäåíî òåîðåìè 2.1 i 2.2.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ âèêëàäåíî ðåçóëüòàòè, ÿêi ñòîñóþòüñÿ

ðîçâ'ÿçíîñòi ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ òà íåâiäîìèìè

äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi. Îñòàííiì âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ âiä

ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷, ùî ðîçãëÿäàëèñü ó ðîáîòàõ

Ë. Ð. Âîëåâè÷à, Ð. Äåíêà, Ð. Ìåííiêåíà [73 � 75], Ë. Ð. Âîëåâè÷à [10].
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Ãîëîâíà ìåòà öüîãî ðîçäiëó � âñòàíîâèòè äëÿ ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïàðà-

ìåòðîì çàäà÷ ç äîäàòêîâèìè íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè ó êðàéîâèõ óìîâàõ àïði-

îðíi îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ó ïðèäàòíèõ ïàðàõ ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà, íîðìà â ÿêèõ

çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà. Âàæëèâî, ùî â öèõ îöiíêàõ ñòàëi íå çàëåæàòü âiä

ïàðàìåòðà.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 äàíî îçíà÷åííÿ öi¹¨ çàäà÷i. Â îáëàñòi G ðîçãëÿäà¹ìî êðà-

éîâó çàäà÷ó, ùî ìiñòèòü âåëèêèé ïàðàìåòð λ > 0 òà κ ≥ 1 äîäàòêîâèõ íåâi-

äîìèõ ôóíêöié ó êðàéîâèõ óìîâàõ:

A(x;D;λ)u(x;λ) = f(x;λ), x ∈ G, (16)

Bj(x;D)u(x;λ) +
κ∑
k=1

Cj,k(x;D′)%k(x;λ) = gj(x;λ), x ∈ ∂G, (17)

j = 1, . . . ,m+ κ.

Òóò m,µ,κ ∈ N,

A(x;D;λ) := A2m(x;D)+

+λA2m−1(x;D) + . . .+ λ2m−2µ−1A2m−2µ−1(x;D) + λ2m−2µA2µ(x;D).

Ó çàäà÷i (16), (17) ¹ íåâiäîìèìè ôóíêöiÿ u â îáëàñòi G, òà κ äîäàòêîâèõ

íåâiäîìèõ ôóíêöié %1, . . . , %κ íà ìåæi ∂G öi¹¨ îáëàñòi. Îñòàííi ìiñòÿòüñÿ ëèøå

â êðàéîâèõ óìîâàõ. Òîìó êiëüêiñòü êðàéîâèõ óìîâ äîðiâíþ¹ m+ κ.
Ó ïiäðîçäiëi 3.2 ââåäåíî ïîíÿòòÿ ñëàáêî¨ åëiïòè÷íîñòi ç ïàðàìåòðîì äëÿ

êðàéîâî¨ çàäà÷i (16), (17).

Íåõàé x ∈ G. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A(0)(x;D;λ) ãîëîâíó ÷àñòèíó îïåðàòîðà

A(x;D;λ).

Ãîëîâíèì ñèìîâîëîì äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà A(x;D;λ) íàçèâà¹ìî

âèðàç A(0)(x; ξ;λ) :=
2m−2µ∑
i=0

λiA
(0)
2m−i(x; ξ), ùî çàëåæèòü âiä ξ ∈ Cn i λ > 0.

Óìîâà 3.1. Äëÿ òî÷êè x0 ∈ G iñíó¹ òàêà ñòàëà C > 0, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

ξ ∈ Rn i λ > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|A(0)(x0; ξ;λ)| ≥ C|ξ|2µ(|λ|+ |ξ|)2m−2µ.

Óìîâó 3.1 íàçèâàþòü óìîâîþ ñëàáêî¨ åëiïòè÷íîñòi ç ïàðàìåòðîì äèôå-

ðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà A(x;D;λ) ó òî÷öi x0 ∈ G.
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Íåõàé óìîâà 3.1 âèêîíó¹òüñÿ ó òî÷öi x0 ∈ G. Ðiâíÿííÿ A(0)(ξ′, τ ;λ) =

0 i A(0)
2µ (ξ′, τ) = 0 íå ìàþòü äiéñíèõ τ -êîðåíiâ ïðè êîæíèõ ξ ∈ Rn\{0} i

λ ≥ 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç m± i µ± ÷èñëî êîðåíiâ âiäïîâiäíî ïåðøîãî òà

äðóãîãî ðiâíÿíü, ÿêi íàëåæàòü ïiâïëîùèíi C± := {τ ∈ C : Im τ ≷ 0}.
Óìîâà 3.2. Âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi m+ = m− =: m, µ+ = µ− =: µ.

Öå � óìîâà ïðàâèëüíî¨ ñëàáêî¨ åëiïòè÷íîñòi ç ïàðàìåòðîì äèôåðåíöi-

àëüíîãî îïåðàòîðà A(0)(x0;D;λ) ó òî÷öi x0 ∈ G.
Ó êðàéîâié çàäà÷i (16), (17) âèëó÷èìî ìîëîäøi ÷ëåíè äèôåðåíöiàëüíèõ

îïåðàòîðiâ A2m−i(x;D), Bj(x;D) i Cj,k(x;D′), çàôiêñó¹ìî ¨õ êîåôiöi¹íòè ó òî-

÷öi x = x0 ∈ ∂G, ïîêëàäåìî f ≡ 0, ïåðåéäåìî äî ñïåöiàëüíèõ ëîêàëüíèõ

êîîðäèíàò â îêîëi òî÷êè x0, çàñòîñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F ′ = F ′x′ 7→ξ′ çà

çìiíèìè x1, · · · , xn−1 òà çàôiêñó¹ìî ξ′ ∈ Rn−1\{0}. Îòðèìà¹ìî êðàéîâó çàäà-
÷ó, ùî âiäïîâiäà¹ çàäà÷i (16), (17) íà ïiâîñi t := xn > 0:

A(0)(ξ′, Dt;λ)v(t;λ) = 0, t > 0, (18)

B
(0)
j (ξ′, Dt)v(t;λ)|t=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)σk = ϕj, j = 1, . . . ,m+ κ. (19)

Íàñ áóäóòü öiêàâèòè ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (18), (19), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

v(t;λ)→ 0 ïðè t→∞. (20)

Óìîâà 3.3. Äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ξ′ ∈ Rn−1\{0}, ïàðàìåòðà λ > 0

i äîâiëüíèõ ÷èñåë ϕ1, . . . , ϕm+κ ∈ C êðàéîâà çàäà÷à (18), (19) ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê (v(t), σ1, . . . , σκ), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (20).

Íåõàé r ∈ {m,µ}. Ðîçãëÿíåìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó:

A
(0)
2r (ξ′, Dt)v(t;λ) = 0, t > 0, (21)

B
(0)
j (ξ′, Dt)v(t;λ)|t=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)σk = ϕj, j = 1, . . . , r + κ. (22)

Îñêiëüêè ïðè λ = 0 îïåðàòîð A(0)(ξ′, Dt;λ) çáiãà¹òüñÿ ç îïåðàòîðîì

A
(0)
2m(ξ′, Dt), òî ïîòðiáíà òàêà óìîâà.

Óìîâà 3.4. Äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ξ′ ∈ Rn−1\{0} i äîâiëüíèõ ÷è-

ñåë ϕ1, . . . , ϕm+κ ∈ C çàäà÷à (21), (22), äå r = m, ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

(v(t), σ1, . . . , σκ), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (20).
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Ïîäiëèâøè ðiâíÿííÿ (18) íà λ2m−2µ, îòðèìà¹ìî åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííÿ

Ã(0)(ξ′, Dt; 1/λ)v(t;λ) ≡
2m−2µ∑
i=0

1

λ2m−2µ−i
A

(0)
2m−i(ξ

′, Dt)v(t;λ) = 0, t > 0.

ßêùî λ→∞, òî öå ðiâíÿííÿ íàáèðà¹ âèãëÿäó (21) iç r = µ ïîðÿäêó 2µ < 2m.

Ó öüîìó çâ'ÿçêó âèíèêà¹ òàêà óìîâà.

Óìîâà 3.5. Äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ξ′ ∈ Rn−1\{0} i äîâiëüíèõ ÷è-

ñåë ϕ1, . . . , ϕµ+κ ∈ C çàäà÷à (21), (22), äå r = µ, ìà¹ åäèíèé ðîçâ'ÿçîê

(v(t), σ1, . . . , σκ), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (20).

Ïðè âåëèêèõ λ > 0 ïîòðiáíi ïîïðàâêè äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (18), (19), ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü ðåøòó m− µ êðàéîâèõ óìîâ. Ç ìåòîäó Âiøèêà � Ëþñòåðíiêà

âèïëèâà¹, ùî öi ïîïðàâêè ¹ ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i:

A(0)(0, Dt; 1)v(t; 1) = 0, t > 0, (23)

B
(0)
j (0, Dt)v(t; 1)|t=0 = ϕj(ξ

′; 1), j = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ. (24)

Óìîâà 3.6. Äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë ϕµ+κ+1, . . . , ϕm+κ ∈ C çàäà÷à (23), (24)

ìà¹ åäèíèé ðîçâ'ÿçîê v(t), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (20).

Âèêîðèñòàâøè öi óìîâè, ñôîðìóëþ¹ìî áàçîâå îçíà÷åííÿ òðåòüîãî ðîçäiëó.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Êðàéîâà çàäà÷à (16), (17) íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêî åëiïòè-

÷íîþ ç ïàðàìåòðîì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ G âèêîíóþ¹òüñÿ óìîâà

3.1 i äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ ∂G âèêîíóþòüñÿ óìîâè 3.2 � 3.6.

Ó ïiäðîçäiëi 3.3 íàâåäåíî ïðèêëàä ñëàáêî åëiïòè÷íî¨ ç ïàðàìåòðîì êðàéî-

âî¨ çàäà÷i.

Ó ïiäðîçäiëi 3.4 ðîçãëÿíóòî ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè, â ÿêèõ äîñëiäæåíî

êðàéîâó çàäà÷ó (16), (17). Öå ïðîñòîðè Ñîáîë¹âà, íîðìà ó ÿêèõ çàëåæèòü

ïåâíèì ÷èíîì âiä ïàðàìåòðà λ.

Íåõàé r ∈ R . ×åðåç Hr = Hr(Rn), ÿê i ðàíiøå, ïîçíà÷èìî ãiëüáåðòiâ

ïðîñòið Ñîáîë¹âà ïîðÿäêó r.

Íåõàé äiéñíi ÷èñëà r, s i λ òàêi, ùî r ≥ s ≥ 0 i λ > 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Hr,s(Rn, λ) ëiíiéíèé ïðîñòið Hr(Rn), íàäiëåíèé íîðìîþ

|[u;Hr,s(Rn, λ)]| :=

 ∫
Rn

(1 + |ξ|2)s(1 + |λ|2 + |ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ

1/2

, (25)
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äå u ∈ Hr(Rn). Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî λ > 0 íîðìà (25) åêâiâàëåíòíà

ñîáîë¹âñüêié íîðìi ó ïðîñòîði Hr(Rn).

Îçíà÷èìî òåïåð ïðîñòið Hr,s(Rn, λ) ó âèïàäêó, êîëè äiéñíå ÷èñëî s < 0.

ßê i ðàíiøå, r > s i λ > 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hr,s(Rn, λ) ëiíiéíèé ïðîñòið

Hr,s(Rn), íàäiëåíèé íîðìîþ

|[u;Hr,s(Rn, λ)]| :=

 ∫
Rn

|ξ|2s(|λ|2 + |ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ

1/2

.

Íåõàé Ω � äîâiëüíà âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó Rn, à äiéñíi

÷èñëà r, s i λ òàêi, ùî r > s i λ > 0. Áàíàõiâ ïðîñòið Hr,s(Ω, λ) îçíà÷à¹òüñÿ

çà ïðîñòîðîì Hr,s(Rn, λ) ó ñòàíäàðòíèé ñïîñiá.

ßêùî â îçíà÷åíèõ âèùå ïðîñòîðàõ çàìiíèòè Rn íà Rn−1, òî îòðèìà¹ìî

ïðîñòið Hr,s(Rn−1, λ) i ðiçíi åêâiâàëåíòíi íîðìè ó íüîìó äëÿ âñiõ äîïóñòèìèõ

çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ r, s i λ.

Îñêiëüêè ïðîñòið Hr,s(Rn, λ) íåïåðåðâíî âêëàäåíèé ó ñîáîë¹âñüêèé ïðî-

ñòið Hr(Rn), äå r > 0, òî ïðè r > `+ 1/2 îçíà÷åíî îïåðàòîð ñëiäó.

Íåõàé äiéñíi ÷èñëà θ, σ i λ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè θ > σ i λ > 0. Ó âè-

ïàäêó σ > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hθ,σ(Rn−1, λ) ñîáîë¹âñüêèé ïðîñòið Hθ(Rn−1),

íàäiëåíèé åêâiâàëåíòíîþ íîðìîþ

|[h,Hθ,σ(Rn−1, λ)]| :=

= (1 + |λ|r−s)||h, L2(Rn−1)||+

 ∫
Rn

|ξ′|2σ(|λ|2 + |ξ′|2)θ−σ|ĥ(ξ′)|2dξ

1/2

.

äå h ∈ Hθ(Rn−1).

Ó âèïàäêó σ < 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hθ,σ(Rn−1, λ) ñîáîëåâñüêèé ïðîñòið

Hθ(Rn−1), íàäiëåíèé åêâiâàëåíòíîþ íîðìîþ

|[h,Hθ,σ(Rn−1, λ)]| :=

 ∫
Rn−1

(|λ|2 + |ξ′|2)θ|ĥ(ξ′)|2dξ′
1/2

,

äå h ∈ Hθ(Rn−1).

Áàíàõîâi ïðîñòîðè Hθ,σ(∂G, λ) íà ìåæi ∂G âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðîñòîðîì

Hθ,σ(Rn−1, λ) ó ñòàíäàðòíèé ñïîñiá.
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Ó ïiäðîçäiëi 3.5 ñôîðìóëüîâàíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè òðåòüîãî ðîçäiëó ùîäî

àïðiîðíî¨ îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i (16), (17).

Òåîðåìà 3.1. Ïðèïóñòèìî, ùî êðàéîâà çàäà÷à (16), (17) ñëàáêî åëi-

ïòè÷íà ç ïàðàìåòðîì. Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà r i s çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

(11) i (12). Òîäi iñíó¹ òàêå ÷èñëî C > 0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà λ � 1

ïðàâèëüíîþ ¹ àïðiîðíà îöiíêà

|[u(·;λ);Hr,s(G, λ)]|+
κ∑
k=1

|[%k(·;λ);Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(∂G, λ)]| ≤

≤ C
(
|[f(·;λ);Hr−2m,s−2µ(G, λ)]|+

m+κ∑
j=1

|[gj(·;λ);Hr−mj−1/2,s−mj−1/2(∂G, λ)]|+

+(1 + |λ|r−s)
(
||u(·;λ);L2(G)||+

κ∑
k=1

||%k(·;λ);L2(∂G)||
))
. (26)

Òóò ôóíêöi¨

u(·;λ) ∈ Hr(G), %k(·;λ) ∈ Hr+αk−1/2(∂G), k = 1, . . . ,κ, (27)

òà

f(·;λ) ∈ Hr−2m,s−2µ(G), gj(·;λ) ∈ Hr−mj−1/2(∂G), j = 1, . . . ,m+ κ, (28)

çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó çàäà÷ó (16), (17). ×èñëî C > 0 íå çàëåæèòü, íi âiä

λ� 1, íi âiä ôóíêöié (27), (28).

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé îïåðàòîð A(x;D;λ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 3.2, à íàòó-

ðàëüíi r i s çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (11) i (12). Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêå

÷èñëî C > 0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî λ� 1 i äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié (27), (28), ùî

çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó çàäà÷ó (16), (17), ñïðàâäæó¹òüñÿ àïðiîðíà îöiíêà

(26). Òîäi öÿ êðàéîâà çàäà÷à ¹ ñëàáêî åëiïòè÷íîþ ç ïàðàìåòðîì.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 3.1 i 3.2 çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ëîêàëiçàöi¨ ( "çàìîðîæó-

âàííÿ êîåôiöi¹íòiâ") çâîäèòüñÿ äî âñòàíîâëåííÿ ¨õ àíàëîãiâ äëÿ ìîäåëüíèõ

îáëàñòåé Rn i Rn
+.

Ó ïiäðîçäiëi 3.6 äëÿ êðàéîâîãî ñèìâîëó ïîáóäóâàíî ôóíäàìåíòàëüíó ñè-

ñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ i äëÿ íèõ îòðèìà¹ìî iíòåãðàëüíi îöiíêè. Öi ðåçóëüòàòè ¹

êëþ÷îâèìè ïðè äîâåäåííi àïðiîðíèõ îöiíîê.
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Ó ïiäðîçäiëi 3.7 äîâåäåíî âåðñi¨ òåîðåì 3.1 i 3.2 äëÿ ìîäåëüíèõ çàäà÷,

ÿêi ïåâíèì ÷èíîì ïîâ'ÿçàíi iç äîñëiäæóâàíîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ (16), (17) â

îáëàñòi G i âèáîðîì òî÷êè x0 ∈ G.
Ó ïiäðîçäiëi 3.8 äîâåäåíî òåîðåìè 3.1 i 3.2.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îäåðæàíî òàêi îñíîâíi ðåçóëüòàòè:

1. Ââåäåíî êëàñ åëiïòè÷íèõ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ ç íåâiäî-

ìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáìåæåíî¨ åâêëiäîâî¨ îáëàñòi.

2. Ïîáóäîâàíî ôîðìàëüíi àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè öèõ çàäà÷.

3. Ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ äîñëiäæóâàíèõ çàäà÷

òà îòðèìàíî iíòåãðàëüíi îöiíêè ¨õ ïîõiäíèõ.

4. Äëÿ ñîáîë¹âñüêèõ íîðì ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ âñòàíîâëåíî àïðiîðíi îöií-

êè, ó ÿêèõ ñòàëi íå çàëåæàòü âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà. Äîâåäåíî, ùî öi

îöiíêè ¹ íå ëèøå äîñòàòíiìè, àëå é íåîáõiäíèìè äëÿ åëiïòè÷íîñòi ç ìà-

ëèì ïàðàìåòðîì âêàçàíèõ çàäà÷.

5. Ââåäåíî êëàñ ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ ç íåâiäî-

ìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáìåæåíî¨ åâêëiäîâî¨ îáëàñòi.

6. Äëÿ çàäà÷ ç öüîãî êëàñó ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ

i îòðèìàíî iíòåãðàëüíi îöiíêè ¨õ ïîõiäíèõ.

7. Äëÿ ñîáîë¹âñüêèõ íîðì ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ âñòàíîâëåíî àïðiîðíi îöií-

êè, ó ÿêèõ ñòàëi íå çàëåæàòü âiä âåëèêîãî ïàðàìåòðà. Ïîêàçàíî, ùî öi

îöiíêè ¹ íåîáõiäíèìè äëÿ ñëàáêî¨ åëiïòè÷íîñòi âêàçàíèõ êðàéîâèõ çà-

äà÷.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ

Â 50 � 70-õ ðîêàõ XX ñòîëiòòÿ áóëà ñòâîðåíà òåîðiÿ çàãàëüíèõ åëiïòè-

÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷. Òåîðiÿ ðîçâ'ÿçíîñòi åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ (ÿê äëÿ

îäíîãî ðiâíÿííÿ, òàê i äëÿ ñèñòåì) ó ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà ïðåäñòàâëåíà ó ðî-

áîòàõ Ø. Àãìîíà, À. Äóãëiñà i Ë. Íiðåíáåðãà [1, 65], Þ. Ì. Áåðåçàíñüêîãî,

Ñ. Ã. Êðåéíà i ß. À. Ðîéòáåðãà [4, 5, 6], Ô. Áðàóäåðà [69, 70], Ë. Ð. Âîëåâè-

÷à [8, 9], Æ.-Ë. Ëiîíñà i Å. Ìàäæåíåñà [35], Æ. Ïåòðå [42], ß. À. Ðîéòáåðãà

[45, 46, 47, 48], Ë. Í. Ñëîáîäåöüêîãî [49, 50], Â. À. Ñîëîííèêîâà [51, 52, 53],

Ë. Õåðìàíäåðà [55], Ì. Øåõòåðà [61, 62] (äèâ. òàêîæ îãëÿä Ì. Ñ. Àãðàíîâè÷à

[67] i âêàçàíó òàì ëiòåðàòóðó).

Öåíòðàëüíèé ðåçóëüòàò òåîði¨ åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ïîëÿãà¹ ó òîìó,

ùî ¹ åêâiâàëåíòíèìè: åëiïòè÷íiñòü öi¹¨ çàäà÷i, íåòåðîâiñòü êðàéîâî¨ çàäà÷i i

àïðiîðíà îöiíêà ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ ó ïiäõîäÿùèõ ïàðàõ ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà.

Íàâåäåìî ïîñòàíîâêó åëiïòè÷íî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i. Íåõàé G ¹ îáìåæåíà

îáëàñòü â Rn, äå n ≥ 2, ç íåñêií÷åííî ãëàäêîþ ìåæåþ ∂G. Ðîçãëÿíåìî â G

íàñòóïíó êðàéîâó çàäà÷ó:

A(x,D)u = f â G, Bj(x,D)u = gj íà ∂G, j = 1, . . . ,m. (1.1)

Òóò A := A(x,D) ¹ ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð íà G := G ∪ ∂G
äîâiëüíîãî ïàðíîãî ïîðÿäêó 2m ≥ 2, à êîæíå Bj := Bj(x,D) ¹ ëiíiéíèé êðà-

éîâèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð íà ∂G äîâiëüíîãî ïîðÿäêó mj ≤ 2m − 1.

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî âñi êîåôiöi¹íòè îïåðàòîðiâ A(x,D) i Bj(x,D) ¹ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèìè ôóíêöiÿìè ç êëàñiâ C∞(G) i C∞(∂G) âiäïîâiäíî.

Êðàéîâó çàäà÷à (1.1) íàçèâàþòü åëiïòè÷íîþ â G, ÿêùî äèôåðåíöiàëüíèé

îïåðàòîð A(x;D) ¹ åëiïòè÷íèì íà G òà ïðàâèëüíî åëiïòè÷íèì íà ∂G, à íàáið

êðàéîâèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ B := (B1, . . . , Bm) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

Øàïiðî�Ëîïàòèíñüêîãî ñòîñîâíî A íà ∂G.

Ïîâ'ÿæåìî ç (1.1) âiäîáðàæåííÿ u 7→ (Au,Bu), äå u ∈ C∞(G). Äëÿ êî-

æíîãî äiéñíîãî r ≥ 2m öå âiäîáðàæåííÿ ïðîäîâæó¹òüñÿ çà íåïåðåðâíiñòþ äî
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îáìåæåíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà

(A,B) : Hr(G)→ Hr−2m(G)×
m∏
j=1

Hr−mj−1/2(∂G) =: Hr−2m(G, ∂G). (1.2)

Òóò i äàëi ÷åðåç Hσ(G) i Hσ(∂G) ïîçíà÷åíî êîìïëåêñíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè

Ñîáîë¹âà ïîðÿäêó σ ∈ R, çàäàíi â G i íà ∂G âiäïîâiäíî.

Ñôîðìóëþ¹ìî âiäïîâiäíi òåîðåìè, ÿêi ñòàëè "êëàñè÷íèìè"ó ñó÷àñíié òå-

îði¨ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.

Òåîðåìà 1. ßêùî êðàéîâà çàäà÷à (1.1) åëiïòè÷íà â G, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî

r ≥ 2m ïðàâèëüíà òàêà àïðiîðíà îöiíêà ¨¨ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó:

‖u;Hr(G)‖ ≤ cr
(
‖(f, g);Hr−2m(G, ∂G)‖+ ‖u;L2(G)‖

)
äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ u ∈ Hr(G), äå âåêòîð (f, g) := (A,B)u, à ÷èñëî cr > 0

íå çàëåæèòü âiä u i (f, g). Çâîðîòíî, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî r ≥ 2m âèêîíó¹òüñÿ

öÿ àïðiîðíà îöiíêà, òî êðàéîâà çàäà÷à (1.1) åëiïòè÷íà â îáëàñòi G.

Òåîðåìà 2. ßêùî êðàéîâà çàäà÷à (1.1) åëiïòè÷íà â G, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî

r ≥ 0 îïåðàòîð (1.2) ¹ íåòåðîâèì, à éîãî ÿäðî N ëåæèòü ó ïðîñòîði C∞(G)

i ðàçîì ç iíäåêñîì íå çàëåæèòü âiä r. Çâîðîòíî, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî r ≥ 0

îïåðàòîð (1.2) ¹ íåòåðîâèì, òî êðàéîâà çàäà÷à (1.1) åëiïòè÷íà â îáëàñòi G.

Âiäìiòèìî, ùî òåîðiÿ åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ âèêëàäåíà ó ìîíîãðàôi-

ÿõ Ø. Àãìîíà [66], Þ. Ì. Áåðåçàíñüêîãî [5], É. Ò. Âëîêè, Á. Ðîâëi i Á. Ëàâ-

ðóêà [93], Æ.-Ë. Ëiîíñà i Ý. Ìàäæåíåñà [35], Þ. Â. Åãîðîâà [16], Î. I. Ïàíè÷à

[41], ß. À. Ðîéòáåðãà [87], Ë. Õåðìàíäåðà [55, 58], Ì. Øåõòåðà [89] òà iíøèõ.

Â 1963 ð. Á. Ëàâðóêîì [32 � 34] áóëî âèäiëåíî âàæëèâèé êëàñ åëiïòè÷íèõ

êðàéîâèõ çàäà÷i ç äîäàòêîâèìè íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè ó êðàéîâèõ óìîâàõ.

Âií ðîçãëÿäàâ öi êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, âèâiâ

äëÿ íèõ ñïåöiàëüíó ôîðìóëó Ãðiíà, ïîáóäóâàâ ôîðìàëüíî ñïðÿæåíó êðàéî-

âó çàäà÷ó âiäíîñíî öi¹¨ ôîðìóëè òà îòðèìàâ íåîáõiäíó óìîâó, à äëÿ îäíîði-

äíèõ åëiïòè÷íèõ ñèñòåì i äîñòàòíþ óìîâó ðîçâ'ÿçíîñòi öèõ çàäà÷. Òàêi çàäà÷i

Á. Ëàâðóê íàçâàâ ïàðàìåòðè÷íèìè êðàéîâèìè çàäà÷àìè, îñêiëüêè äîäàòêîâi

íåâiäîìi ôóíêöi¨ ó êðàéîâèõ óìîâàõ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê (ôóíêöiîíàëüíi)

ïàðàìåòðè. Ñôîðìóëþ¹ìî öþ çàäà÷ó.
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Ó åâêëiäîâié îáëàñòi G ç íåñêií÷åííî ãëàäêîþ ìåæåþ ∂G åëiïòè÷íà êðàéî-

âà çàäà÷à ç äàäàòêîâèìè íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi ìà¹ âèãëÿä:

Au = f â G, Bju+
κ∑
k=1

Cj,k%k = gj íà ∂G, j = 1, . . . ,m+ κ. (1.3)

Âîíà, íà âiäìiíó âiä (êëàñè÷íî¨) åëiïòè÷íî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (1.1), ìiñòèòü

ó êðàéîâèõ óìîâàõ κ ≥ 1 äîäàòêîâèõ íåâiäîìèõ ôóíêöié %1, . . . , %κ íà ìå-

æi ∂G. Òóò äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè A i Bj ¹ òàêi ñàìi ÿê i ðàíiøå, à êîæíå

Cj,k = Cj,k(x,D
′) ¹ (äîòè÷íèé) äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð íà ∂G ç íåñêií÷åí-

íî ãëàäêèìè êîåôiöi¹íòàìè, ïîðÿäîê ÿêîãî ordCj,k ≤ mj+αk, äå α1, . . . , ακ �

ôiêñîâàíi öiëi ÷èñëà.

Åëiïòè÷íiñòü êðàéîâî¨ çàäà÷i (1.3) çíà÷èòü, ùî äèôåðåíöiàëüíèé îïåðà-

òîð A ¹ åëiïòè÷íèì íà G òà ïðàâèëüíî åëiïòè÷íèì íà ∂G, à êðàéîâi óìîâè

çàäîâîëüíÿþòü àíàëîãó óìîâè Øàïiðî�Ëîïàòèíñüêîãî ñòîñîâíî A íà ∂G. Çà-

çíà÷èìî, ùî êðàéîâó çàäà÷ó (1.1) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îêðåìèé âèïàäîê

êðàéîâî¨ çàäà÷i (1.3) äëÿ κ = 0; ïðè öüîìó ïîíÿòòÿ åëiïòè÷íîñòi äëÿ íèõ

áóäóòü åêâiâàëåíòíèìè.

Ðiçíi ïðèêëàäè åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ç äàäàòêîâèìè íåâiäîìèìè

ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi íàâåäåíî ó ìîíîãðàôi¨ Â. Î. Êîçëîâà, Â. Ã. Ìà-

ç'¨ i É. Ðîññìàííà [82] òà äèñåðòàöi¨ I. Ñ. ×åïóðóõiíî¨ [59]. Îêðiì òîãî, ùå

Á. Ëàâðóê [32, ñ. 259] äàâ ïðîñòèé ïðèêëàä òàêî¨ çàäà÷i, åêâiâàëåíòíî¨ çàäà÷i

Ãiëüáåðòà-Ðiìàíà ó òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

Çãîäîì ç'ÿñóâàëîñÿ, ùî äî öüîãî êëàñó çàäà÷ ïðèâîäÿòü ðiçíi çàäà÷i ìàòå-

ìàòè÷íî¨ ôiçèêè (òåîði¨ ïðóæíîñòi i ãiäðîìåõàíiêè). Òàêi çàäà÷i áóëè äîñëi-

äæåíi ó ðîáîòàõ À. Ã. Àñëàíÿíà, Ä. Ã. Âàñèëü¹âà, Â. Á. Ëiäñüêîãî [3], Â. À. Êî-

çëîâà, Â. Ã. Ìàçü¨, É. Ðîññìàíà [82], Ï. Ã. Ñiàðëåòà [71], Ñ. Íàçàðîâà i Ê. Ïi-

ëåñêàñà [85]òà iíøèõ. Ë. Ð. Âîëåâè÷åì i Ñ. Ã. Ãiíäiêèíèì [15] ïîêàçàíî, ùî öi

çàäà÷i âèíèêàþòü i ïðè äîñëiäæåííi ìiøàíèõ çàäà÷ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü

ç êâàçiîäíîðiäíîþ ñòàðøîþ ÷àñòèíîþ. Çìiñòîâíi ïðèêëàäè êðàéîâèõ çàäà÷ ç

äîäàòêîâèìè íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè ó êðàéîâèõ óìîâàõ âèíèêàþòü òàêîæ ó

òåîði¨ êðàéîâèõ çàäà÷ ç âiëüíîþ ìåæåþ (äèâ., íàïðèêëàä, ñòàòòi Ð. Äåíêà,

Ë. Ð. Âîëåâè÷à [73] i Ð. Äåíêà, É. Ïðóññà i Ð. Çàõåðà [72]).

Êðiì òîãî, ÿê i êëàñè÷íi åëiïòè÷íi çàäà÷i, åëiïòè÷íi çà Ëàâðóêîì êðàéîâi

çàäà÷i ¹ íåòåðîâèìè ó ïiäõîäÿùèõ ïàðàõ ïîçèòèâíèõ ñîáîë¹âñüêèõ ïðîñòîðiâ
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Áóòå äå Ìîíâåëÿ [68], Ã. I. Åñêiíà [63, § 23] , Ø. Ðåìïåëÿ i Á.-Â. Øóëüöå [43],

Ã. Ãðóáá [80, 81]. Åëiïòè÷íi ñèñòåìè ìiøàíîãî ïîðÿäêó ç äàäàòêîâèìè íåâi-

äîìèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi äîñëiäæåíî ó ìîíîãðàôi¨ Â. Î. Êîçëîâà,

Â. Ã. Ìàç'¨ i É. Ðîññìàííà [82] òà I. ß. Ðîéòáåðã [44, 86].

Ñôîðìóëþ¹ìî öåíòðàëüíèé ðåçóëüòàò ½ñîáîë¹âñüêî¨� òåîði¨ åëiïòè÷íèõ

êðàéîâèõ çàäà÷ ç äàäàòêîâèìè íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi. Ðîç-

ãëÿíåìî çàäà÷ó (1.3). Ïîâ'ÿæåìî ç íåþ âiäîáðàæåííÿ

A : (u, %1, . . . , %κ) 7→ (f, g1, . . . , gq+κ),

äå (u, %1, . . . , %κ) ∈ C∞(G)× (C∞(∂G))κ.

Âîíî ïðîäîâæó¹òüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì (çà íåïåðåðâíiñòþ) äî îáìåæåíîãî ëiíié-

íîãî îïåðàòîðà

A : Hr(G)×
κ∏
k=1

Hr+αk−1/2(∂G)→

→ Hr−2m(G)×
m+κ∏
j=1

Hr−mj−1/2(∂G) =: Kr−2m(G, ∂G)

(1.4)

äëÿ äîâiëüíîãî r ∈ R.
Òåîðåìà 3 [82, 44, 86]. Äëÿ êîæíîãî r ∈ R îïåðàòîð (1.4) íåòåðiâ.

Éîãî ÿäðî N ëåæèòü â C∞(G) × (C∞(∂G))κ i ðàçîì ç iíäåêñîì íå çàëå-

æèòü âiä r. Îáëàñòü çíà÷åíü îïåðàòîðà (1.4) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ âåêòîðiâ

(f, g1, . . . , gm+κ) ∈ Kr−2m(G, ∂G), îðòîãîíàëüíèõ ó L2(G)×(L2(∂G))m+κ ÿäðó

N+ îïåðàòîðà ôîðìàëüíî ñïðÿæåíî¨ çàäà÷i.

Åëiïòè÷íi îïåðàòîðè ç ïàðàìåòðîì âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ åëi-

ïòè÷íèõ ðiâíÿííü òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿõ. Ñåðåä íèõ îêðåìèé iíòåðåñ âèêëèêàþòü

åëiïòè÷íi ç ìàëèì ïðàìåòðîì êðàéîâi çàäà÷i i ïîâ'ÿçàíi ç íèìè ñëàáêî åëiïòè-

÷íi ç ïàðàìåòðîì êðàéîâi çàäà÷i. Òàêi çàäà÷i äàâíî âèíèêàëè â ðiçíèõ ðîçäi-

ëàõ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. Â îñòàííi ðîêè ïîñèëèâñÿ iíòåðåñ äî äîñëiäæåííÿ

åëiïòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííü ç ïàðàìåòðîì. Çàãàëüíà òåîðiÿ òàêèõ

çàäà÷ áåðå ñâié ïî÷àòîê ç ðîáîòè Ì. I. Âiøèêà è Ë. À. Ëþñòåðíiêà [7]. Òàê,

ñèñòåìàòè÷íèé âèêëàä òåîði¨ åëiïòè÷íèõ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷

äàâ Ë. Ð. Âîëåâè÷ [11]. Éîãî ñòàòòÿ ¹ ôàêòè÷íî ñó÷àñíèì ïåðåîñìèñëåííÿì

ðåçóëüòàòiâ êëàñè÷íî¨ ðîáîòè Ì. I. Âiøèêà è Ë. À. Ëþñòåðíiêà [7]. Óçàãàëü-

íåííÿ òåîði¨ Ì. I. Âiøèêà i Ë. À. Ëþñòåðíiêà [7] íà êðàéîâi çàäà÷i çàãàëüíîãî
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âèãëÿäó ïðèñâÿ÷åíèé ðÿä ðîáiò Ë. Ôðàíêà [77 � 79]. Çàãàëüíi êðàéîâi çàäà÷i

ðîçãëÿäàëèñÿ òàêîæ â ðîáîòàõ Ñ. À. Íàçàðîâà [38 � 40], ÿêèé ïîøèðèâ ìå-

òîä Âiøiêà-Ëþñòåðíèêà íà äåÿêèé êëàñ îáëàñòåé ç íåãëàäêîþ ìåæåþ. Îäíàê,

Íàçàðîâ ÿâíî íå ôîðìóëþâàâ óìîâè òèïó Øàïiðî-Ëîïàòèíñüêîãî äëÿ ðîçãëÿ-

íóòèõ çàäà÷, çàìiíþþ÷è ¨õ àïðiîðíèìè îöiíêàìè äëÿ âiäïîâiäíèõ çàäà÷ äëÿ

çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íà ïiâîñi. Óçàãàëüíåííÿ òåîði¨ ìàëîãî

ïàðàìåòðà äëÿ ïñåâäîäiôôåðåíöiàëüíèõ çàäà÷ ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè À. Ñ. Äåìi-

äîâà [13, 14], i Ã. I. Åñêiíà [64]. Çà äîïîìîãîþ àëãåáð Áóòå äå Ìîíâåëÿ äåÿêi

ðåçóëüòàòè ïðî åëiïòè÷íèõ çàäà÷àõ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì îòðèìàíi â ìîíîãðà-

ôi¨ Ãðóáá [81].

Äëÿ ïîâíîòè âèêëàäó íàâåäåìî öþ çàäà÷ó. Íåõàé G ¹ îáìåæåíà îáëàñòü

â Rn, äå n ≥ 2, ç íåñêií÷åííî ãëàäêîþ ìåæåþ ∂G. Ðîçãëÿíåìî â G íàñòóïíó

êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ åëiïòè÷íîãî îïåðàòîðà ïîðÿäêà 2m:

A(x;D; ε)u = f â G, (1.5)

Bj(x;D; ε)u = gj íà ∂G, j = 1, . . . ,m, (1.6)

äå îïåðàòîðè â (1.5) i (1.6) ïîëiíîìiàëüíî çàëåæàòü âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà ε:

A(x;D; ε) := ε2m−2µA2m(x;D) + ε2m−2µ−1A2m−1(x;D) + . . .+

+εA2µ+1(x;D) + A2µ(x;D), (1.7)

Bj(x;D; ε) := εmj−µjBj,mj
(x;D) + εmj−µj−1Bj,mj−1(x;D) + . . .+

+εBj,µj+1(x;D) +Bj,µj(x;D).

Òóò ÷åðåç A2m−j(x,D), j = 0, · · · , 2m − 2µ (m > µ > 0) i Bj,mj−k(x,D),

k = 0, · · · ,mj − µj (mj > µj) ïîçíà÷åíi, âiäïîâiäíî, äèôåðåíöiàëüíi îïåðà-

òîðè ïîðÿäêiâ 2m− j i mj − µj.
Ó êëàñè÷íié ðîáîòi [7] áóëî ñôîðìóëüîâàíî îñíîâíó óìîâó çàëåæíîñòi îïå-

ðàòîðà (1.5) âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà i áóëà ïîáóäîâàíà àñèìïòîòèêà ïðè ε→ 0

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Äiðiõëå. Ïðè ¨¨ îá ðóíòóâàííi âèêîðèñòîâóâàëîñÿ äîäàòêî-

âå ïðèïóùåííÿ ïðî ñèëüíó åëiïòè÷íiñòü äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà (1.7).

Îñíîâíà îñîáëèâiñòü çàäà÷i (1.5), (1.6) ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïðè ε = 0 âè-

ðîäæó¹òüñÿ â åëiïòè÷íå ðiâíÿííÿ ïîðÿäêó 2µ < 2m, ùî ïîòðåáó¹ ëèøå µ

êðàéîâèõ óìîâ. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïðè ìàëèõ ε > 0 ïîòðiáíi ïîïðàâêè, ùî äî-

çâîëÿþòü çàäîâîëüíèòè ðåøòi m − µ êðàéîâîì óìîâàì. Âiøiê i Ëþñòåðíèê
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âñòàíîâèëè, ùî â ðàçi âèðîäæåííÿ åëiïòè÷íî¨ çàäà÷i â åëiïòè÷íó çàäà÷ó ìåí-

øîãî ïîðÿäêó öi ïîïðàâêè ïîçà áóäü-ÿêîãî δ � îêîëó ìåæi çìåíøóþòüñÿ ÿê

exp{−C(δ)/ε} (¨õ ïðèéíÿòî íàçèâàòè åêñïîíåíöiàëüíèìè ïðèìåæîâèìè øà-

ðàìè). Âiøiê i Ëþñòåðíèê çàïðîïîíóâàëè ïðîñòèé i êîíñòðóêòèâíèé ìåòîä

ïîáóäîâè ïðèìåæîâîãî øàðó, çàñíîâàíèé íà ðîçâ'ÿçàííi êðàéîâî¨ çàäà÷i íà

ïiâîñi äëÿ çâè÷àéíîãî ðiâíÿííÿ (ç ïîñòiéíèìè êîåôiöi¹íòàìè) ùîäî îïåðàòî-

ðà äèôåðåíöiþâàííÿ ó íàïðÿìêó, òðàíñâåðñàëüíî êîðäîíi îáëàñòi. Öåé ìåòîä

çíàéøîâ øèðîêå çàñòîñóâàííÿ â ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ.

Ñëiäóþ÷è ðîáîòi [11] ïîÿñíèìî, ïðèíöèïîâó âiäìiííiñòü çàäà÷i (1.5), (1.6)

ïðè ìàëèõ ε âiä òðàäèöiéíî¨ çàäà÷i (1.1), ùî âiäïîâiäà¹, ñêàæiìî, ε = 1. Â

îáîõ âèïàäêàõ äîñëiæåííÿ çàñíîâàíå íà òàê çâàíîìó ïðèíöèïi ëîêàëüíîñòi,

ùî çâîäèòü çàäà÷ó çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè â îáìåæåíié îáëàñòi äî çàâäàíü

äëÿ ïîñòiéíèõ êîåôiöi¹íòiâ â ¾ìîäåëüíèõ¿ îáëàñòÿõ. Ó âèïàäêó îáìåæåíî¨

îáëàñòi G ç ãëàäêîþ ìåæåþ ∂G ìîäåëüíèìè îáëàñòÿìè ¹ âåñü ïðîñòið Rn i

ïiâïðîñòið Rn
+.

Çàôiêñóâàâøè òî÷êó x0 ∈ G i âçÿâøè ñòàðøó ÷àñòèíó ñèìâîëó îïåðàòîðà

(1.7) â öié òî÷öi:

A(0)(x0; ξ; ε) :=

2m−2µ∑
i=0

ε2m−2µ−iA
(0)
2m−i(x

0; ξ)

ìè îòðèìà¹ìî òàê çâàíèé âíóòðiøíié ñèìâîë â òî÷öi x0. Óìîâà åëiïòè÷íîñòi

ç ìàëèì ïàðàìåòðîì äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè îöiíêó îïåðàòîðà A(D; ε) â Rn â

ñïåöiàëüíèõ íîðìàõ, ùî çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà. Ñôîðìóëþ¹ìî öþ óìîâó:

Óìîâà À. Äëÿ òî÷êè x0 ∈ G iñíó¹ òàêà ñòàëà C > 0, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

ξ ∈ Rn i ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|A(0)(x0; ξ; ε)| ≥ C|ξ|2µ(1 + ε|ξ|)2m−2µ.

Äëÿ òî÷êè x0 ∈ ∂G âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ïðàâèëüíî¨ åëiïòè÷íîñòi: êîðå-

íi ïîëiíîìiâ A(0)
2m(x0; ξ′, τ) i A(0)

2µ (x0; ξ′, τ) âiäíîñíî τ ïîðiâíó ëåæàòü â C±
(m+ = m− = m, µ+ = µ− = µ).

Ó êðàéîâié çàäà÷i (1.5), (1.6) âèëó÷èìî ìîëîäøi ÷ëåíè äèôåðåíöiàëüíèõ

îïåðàòîðiâ A2m−i(x;D) i Bj(x;D), çàôiêñó¹ìî ¨õ êîåôiöi¹íòè ó òî÷öi x = x0 ∈
∂G, ïîêëàäåìî f ≡ 0, ïåðåéäåìî äî ñïåöiàëüíèõ ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò â îêîëi
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òî÷êè x0, çàñòîñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F ′ = F ′x′ 7→ξ′ çà çìiíèìè x1, · · · , xn−1
òà çàôiêñó¹ìî ξ′ ∈ Rn−1\{0}. Îòðèìà¹ìî êðàéîâó çàäà÷ó ùî âiäïîâiäà¹ çàäà÷i
(1.5), (1.6) íà ïiâîñi t := xn > 0:

A(0)(ξ′, Dt; ε)v(t) = 0, t > 0, (1.8)

B
(0)
j (ξ′, Dt; ε)v(t; ε)|t=0 = ϕj, j = 1, . . . ,m. (1.9)

v(t)→ 0, t→ +∞.

Çàäà÷à (1.8), (1.9) çàëåæèòü âiä äâóõ ïàðàìåòðiâ ξ′ ∈ Rn−1\{0} òà ε > 0. Âîíà

íàçèâà¹òüñÿ êðàéîâèì ñèìâîëîì çàäà÷i (1.5), (1.6) â òî÷öi x0 ∈ ∂G.
Óìîâà B. Äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðà ξ′ ∈ Rn−1\{0}, ïàðàìåòðà ε > 0 i

÷èñåë ϕ1, . . . , ϕm+κ ∈ C êðàéîâà çàäà÷à (1.8), (1.9) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi Øàïiðî�

Ëîïàòèíñüêîãî.

Ë. Ð. Âîëåâi÷ ïîêàçàâ, ùî öèõ óìîâ íåäîñòàòíüî äëÿ îòðèìàííÿ àïðiîðíèõ

îöiíîê. Íåîáõiäíi ùå äîäàòêîâi óìîâè.

Óìîâà Ñ1. Îïåðàòîðè A2m, Bm1
, · · · , Bmm

ïîâ'ÿçàíi óìîâîþ Øàïiðî�

Ëîïàòèíñüêîãî.

Óìîâà Ñ2. Îïåðàòîðè A2µ, Bµ1
, · · · , Bµµ ïîâ'ÿçàíi óìîâîþ Øàïiðî�

Ëîïàòèíñüêîãî.

Óìîâà Ñ3.Îïåðàòîðè A(0, Dt; 1), Bµ+1(0, Dt; 1), · · · , Bmm
(0, Dt; 1) ïîâ'ÿ-

çàíi óìîâîþ Øàïiðî�Ëîïàòèíñüêîãî.

Äëÿ êðàéîâîãî ñèìâîëà áóëî ïîáóäîâàíà ôóíäàìåíòàëüíà ñèòåìà ðîçâ'ÿç-

êiâ i îòðèìàíi iíòåãðàëüíi îöiíêè.

Ñêëàäíà çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (1.8) , (1.9) âiä ïàðàìåòðiâ äèêòó¹

âèáið ñïåöiàëüíèõ íîðì â ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ, çàëåæíèõ âiä ìàëîãî

ïàðàìåòðà ε.

Íåõàé äiéñíi ÷èñëà r, s i ε òàêi, ùî r ≥ s, s ≥ 0 i ε > 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Hr,s(Rn, ε) ëiíiéíèé ïðîñòið Hr(Rn), íàäiëåíèé íîðìîþ

||u;Hr,s(Rn, ε)|| :=

∫
Rn

(1 + |ξ|2)s(1 + ε2|ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ

1/2

, (1.10)

äå u ∈ Hr(Rn).

Íåõàé íàòóðàëüíû ÷èñëà r i s çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì

r − s ≥ 2m− 2µ, r − s ≥ mj − µj, r > mj + 1/2. (1.11)
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Ïîâ'ÿæåìî ç êðàéîâîþ çàäà÷åþ (1.5), (1.6) âiäîáðàæåííÿ

Aε : u 7→ (f, g1, . . . , gm),

äå u ∈ C∞(G)× (C∞(∂G))κ.

Âîíî ïðîäîâæó¹òüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì (çà íåïåðåðâíiñòþ) äî îáìåæåíîãî ëiíié-

íîãî îïåðàòîðà

Aε : Hr,s(G; ε)→ Hr−2m,s−2µ(G; ε)×
m∏
j=1

Hr−mj−1/2,s−µj−1/2(∂G; ε).

Côîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîáîòè [11].

Òåîðåìà 4. Äëÿ çàäà÷i (1.5), (1.6) íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) Çàäà÷à åëiïòè÷íà ç ìàëèì ïàðàìåòðîì, òîáòî âèêîíóþòüñÿ óìîâè

(A), (B), (C1) � (C3).

(ii) Âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A), (B) òà îöiíêè íà ôóíäàìåòàëüíó ñèñòåìó

ðîçâ'ÿçêiâ.

(iii) Íåõàé r i s � íàòóðàëüíi ÷èñëà, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì (1.11) i

óìîâi

µµ + 1/2 6 s < µµ+1 + 1/2.

Òîäi ñïðàâåäëèâà îöiíêà

||u(·; ε);Hr,s(G, ε)|| ≤ C
(
||f(·; ε);Hr−2m,s−2µ(G, ε)||+

+
m∑
j=1

||gj(·; ε);Hr−mj−1/2,s−µj−1/2(∂G, ε)||+ ||u(·; ε);L2(G)||
)
.

Ïîðÿä ç öèìè çàäà÷àìè ðîçãëÿäàëèñÿ i çàäà÷i, ÿêi îòðèìóþòüñÿ ïðè çàìiíi

"ìàëîãî" ïàðàìåòðà ε íà "âåëèêèé" ïàðàìåòð λ = 1/ε. Íåõàé G ¹ îáìåæåíà

îáëàñòü â Rn, äå n ≥ 2, ç íåñêií÷åííî ãëàäêîþ ìåæåþ ∂G. Ðîçãëÿíåìî â G

íàñòóïíó êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ åëiïòè÷íîãî îïåðàòîðà ïîðÿäêà 2m:

A(x;D;λ)u = f â G, (1.12)

Bj(x;D;λ)u = gj íà ∂G, j = 1, . . . ,m, (1.13)
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äå îïåðàòîðè â (1.12) i (1.13) ïîëiíîìiàëüíî çàëåæàòü âiä âåëèêîãî ïàðàìå-

òðà λ > 0:

A(x;D;λ) := A2m(x;D) + λA2m−1(x;D) + . . .+

+λ2m−2µ−1A2µ+1(x;D) + λ2m−2µA2µ(x;D), (1.14)

Bj(x;D;λ) := Bj,mj
(x;D) + λBj,mj−1(x;D) + . . .+

+λmj−µj−1Bj,µj+1(x;D) + λmj−µjBj,µj(x;D). (1.15)

Òàêèé êëàñ çàäà÷ îòðèìàâ íàçâó ñëàáêî åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ (îïåðà-

òîðíèõ â'ÿçîê) . Òåîðiÿ ñëàáêî åëiïòè÷íèõ çàäà÷ "ïàðàëåëüíà" òåîði¨ åëiïòè-

÷íèõ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì, ðîçãëÿíóòî¨ âèùå. Âêàæåìî îñíîâíi âiäìiííîñòi

ìiæ íèìè.

Çàôiêñóâàâøè òî÷êó x0 ∈ G i âçÿâøè ñòàðøó ÷àñòèíó ñèìâîëó îïåðàòîðà

(1.14) â öié òî÷öi:

A(0)(x0; ξ;λ) :=

2m−2µ∑
i=0

λiA
(0)
2m−i(x

0; ξ)

ìè îòðèìà¹ìî òàê çâàíèé âíóòðiøíié ñèìâîë â òî÷öi x0. Óìîâà ñëàáêî¨ åëi-

ïòè÷íîñòi ç ïàðàìåòðîì äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè îöiíêó îïåðàòîðà A(D;λ) â Rn

â ñïåöiàëüíèõ íîðìàõ, ùî çàëåæàòü âiä âåëèêîãî ïàðàìåòðà.

Ñôîðìóëþ¹ìî öþ óìîâó:

Óìîâà À1. Äëÿ òî÷êè x0 ∈ G iñíó¹ òàêà ñòàëà C > 0, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

ξ ∈ Rn i λ > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|A(0)(x0; ξ;λ)| ≥ C|ξ|2µ(|λ|+ |ξ|)2m−2µ.

Äëÿ òî÷êè x0 ∈ ∂G âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ïðàâèëüíî¨ åëiïòè÷íîñòi: êîðå-

íi ïîëiíîìiâ A(0)
2m(x0; ξ′, τ) i A(0)

2µ (x0; ξ′, τ) âiäíîñíî τ ïîðiâíó ëåæàòü â C±
(m+ = m− = m, µ+ = µ− = µ).

Ó êðàéîâié çàäà÷i (1.14), (1.15) âèëó÷èìî ìîëîäøi ÷ëåíè äèôåðåíöiàëüíèõ

îïåðàòîðiâ A2m−i(x;D) i Bj(x;D), çàôiêñó¹ìî ¨õ êîåôiöi¹íòè ó òî÷öi x = x0 ∈
∂G, ïîêëàäåìî f ≡ 0, ïåðåéäåìî äî ñïåöiàëüíèõ ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò â îêîëi

òî÷êè x0, çàñòîñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F ′ = F ′x′ 7→ξ′ çà çìiíèìè x1, · · · , xn−1
òà çàôiêñó¹ìî ξ′ ∈ Rn−1\{0}. Îòðèìà¹ìî êðàéîâó çàäà÷ó ùî âiäïîâiäà¹ çàäà÷i
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(1.14), (1.15) íà ïiâîñi t := xn > 0:

A(0)(ξ′, Dt;λ)v(t) = 0, t > 0, (1.16)

B
(0)
j (ξ′, Dt;λ)v(t; ε)|t=0 = ϕj, j = 1, . . . ,m. (1.17)

v(t)→ 0, t→ +∞.

Çàäà÷à (1.16), (1.17) çàëåæèòü âiä äâóõ ïàðàìåòðiâ ξ′ ∈ Rn−1\{0} òà λ > 0.

Âîíà íàçèâà¹òüñÿ êðàéîâèì ñèìâîëîì çàäà÷i (1.12), (1.13) â òî÷öi x0 ∈ ∂G.
Óìîâà B1. Äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðà ξ′ ∈ Rn−1\{0}, ïàðàìåòðà λ > 0 i ÷è-

ñåë ϕ1, . . . , ϕm+κ ∈ C êðàéîâà çàäà÷à (1.16), (1.17) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi Øàïiðî�

Ëîïàòèíñüêîãî.

Ðåøòà óìîâ çàëèøàþòüñÿ áåç çìií. Ðîçãëÿäàþòüñÿ ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòî-

ðè ç âåëèêè ïàðàìåòðîì.

Ïîâ'ÿæåìî ç êðàéîâîþ çàäà÷åþ (1.12), (1.13) âiäîáðàæåííÿ

Aλ : u 7→ (f, g1, . . . , gm),

äå u ∈ C∞(G)× (C∞(∂G))κ.

Âîíî ïðîäîâæó¹òüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì (çà íåïåðåðâíiñòþ) äî îáìåæåíîãî ëiíié-

íîãî îïåðàòîðà

Aλ : Hr,s(G;λ)→ Hr−2m,s−2µ(G;λ)×
m∏
j=1

Hr−mj−1/2,s−µj−1/2(∂G;λ).

Côîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîáîòè [10].

Òåîðåìà 5. Äëÿ çàäà÷i (1.12), (1.13) íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) Çàäà÷à ñëàáêî åëiïòè÷íà ç ïàðàìåòðîì, òîáòî âèêîíóþòüñÿ óìîâè

(A1), (B1), (C1) � (C3).

(ii) Âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A1), (B1) òà îöiíêè íà ôóíäàìåòàëüíó ñèñòåìó

ðîçâ'ÿçêiâ.

(iii) Íåõàé r i s � íàòóðàëüíi ÷èñëà, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì (1.11) i

óìîâi

µµ + 1/2 6 s < µµ+1 + 1/2.
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Òîäi iñíó¹ ñòàëà C > 0, ùî íåçàëåæèòü , íi âiä λ� 1 íi âiä ôóíêöié

u, f i gj òàêà, ùî ñïðàâåäëèâà îöiíêà

||u(·;λ);Hr,s(G, λ)|| ≤ C
(
||f(·;λ);Hr−2m,s−2µ(G, λ)||+

+
m∑
j=1

||gj(·;λ);Hr−mj−1/2,s−µj−1/2(∂G, λ)||+ (1 + |λ|r−s)||u(·;λ);L2(G)||
)
.

Çàäà÷à (1.12), (1.13) ó âèïàäêó êðàéîâèõ óìîâ, íåçàëåæíèõ âiä λ, ðîçãëÿäà-

ëàñü ó ðîáîòàõ Ë. Ð. Âîëåâè÷à, Ð. Äåíêà, Ð. Ìåííiêåíà [73 � 75]. Â çàãàëüíî-

ìó âèïàäêó öÿ çàäà÷à ñèñòåìàòè÷íî áóëà äîñëiäæåíà â ðîáîòi Ë. Ð. Âîëåâi÷à

[10]. Òàêi çàäà÷i ¹ óçàãàëüíåííÿì åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì çàäà÷, ÿêi ââåëè

i äîñëiäæóâàëè Ø. Àãìîí [1] òà Ì .Ñ. Àãðàíîâi÷, Ì. I. Âiøèê [2] ó âèïàäêó

µ = 0. Öi çàäà÷i áóëè çàñòîñîâàíi ó òåîði¨ ïàðàáîëi÷íèõ ìiøàíèõ çàäà÷. Ïi-

çíiøå Ë. Ð. Âîëåâè÷ [10] çàñòîñóâàâ òåîðiþ ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì

çàäà÷ äî ìiøàíèõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, íå ðîçâ'ÿçíèõ âiäíîñíî

ñòàðøî¨ ïîõiäíî¨ çà ÷àñîì. Áóëî ââåäåíî íîâèé êëàñ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïà-

ðàáîëi÷íèõ îïåðàòîðiâ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, ÿêi íå çàäîâîëüíÿþòü êëàñè÷íi

óìîâè ïàðàáîëi÷íîñòi. Çàçíà÷èìî, ùî â êðàéîâèõ óìîâàõ òàêèõ çàäà÷ ç'ÿâè-

ëèñÿ íåâiäîìi äîäàòêîâi ôóíêöi¨, ÿêi çàäàíi íà ìåæi îáëàñòi, i çàãàëüíà òåîðiÿ

äëÿ òàêèõ çàäà÷ íå áóëà ïîáóäîâàíà.

Çâàæàþ÷è íà öå, ïîáóäîâà òåîði¨ ðîçâ'ÿçíîñòi åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì

êðàéîâèõ çàäà÷ òà íåâiäîìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi ¹

àêòóàëüíîþ íàóêîâîþ ïðîáëåìîþ.
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ÐÎÇÄIË 2

ÅËIÏÒÈ×ÍI Ç ÌÀËÈÌ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÌ ÊÐÀÉÎÂI ÇÀÄÀ×I

Ó öüîìó ðîçäiëi áóäå ââåäåíèé i äîñëiäæåíèé êëàñ åëiïòè÷íèõ çàäà÷, ÿêi

ìiñòÿòü ìàëèé ïàðàìåòð ó äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííi òà íåâiäîìi äîäàòêîâi

ôóíêöi¨ ó êðàéîâèõ óìîâàõ. Îñòàííiì âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ âiä åëiïòè÷íèõ ç

ìàëèì ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷, âèâ÷åíèõ [11,92].

Ãîëîâíà ìåòà öüîãî ðîçäiëó � âñòàíîâèòè äëÿ åëiïòè÷íèõ ç ìàëèì ïàðàìå-

òðîì çàäà÷ ç äîäàòêîâèìè íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè ó êðàéîâèõ óìîâàõ àïðiîðíi

îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ó ïiäõîäÿùèõ ïàðàõ ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà, íîðìà â ÿêèõ çà-

ëåæèòü âiä ïàðàìåòðà. Âàæëèâî, ùî â öèõ îöiíêàõ ñòàëi ¹ íåçàëåæíèìè âiä

ïàðàìåòðà.

2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé G � äîâiëüíà îáìåæåíà îáëàñòü (âiäêðèòà çâ'ÿçíà i íåïîðîæíÿ ìíî-

æèíà) â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn, äå öiëå n ≥ 2. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ìåæà ∂G

öi¹¨ îáëàñòi ¹ çàìêíåíèì íåñêií÷åííî ãëàäêèì îði¹íòîâíèì ìíîãîâèäîì áåç

êðàþ âèìiðíîñòi n − 1. Îáëàñòü G ëîêàëüíî ëåæèòü ïî îäèí áiê âiä ñâî¹¨

ìåæi ∂G. ßê çàçâè÷àé, G := G ∪ ∂G ¹ çàìèêàííÿ îáëàñòi G. Ïîçíà÷èìî ÷å-

ðåç ν(x) îðò âíóòðiøíüî¨ íîðìàëi äî ìåæi ∂G ó òî÷öi x ∈ ∂G, à ÷åðåç ν

íåñêií÷åííî ãëàäêå âåêòîðíå ïîëå öèõ îðòiâ, çàäàíå íà ∂G.

Â îáëàñòi G ðîçãëÿäà¹ìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó, ÿêà ìiñòèòü ìàëèé ïàðà-

ìåòð ε > 0 òà κ ≥ 1 äîäàòêîâèõ íåâiäîìèõ ôóíêöié ó êðàéîâèõ óìîâàõ:

A(x;D; ε)u(x; ε) = f(x; ε), x ∈ G, (2.1)

Bj(x;D)u(x; ε) +
κ∑
k=1

Cj,k(x;D′)%k(x; ε) = gj(x; ε), x ∈ ∂G, (2.2)

j = 1, . . . ,m+ κ.

Òóò m,µ,κ ∈ N,

A(x;D; ε) := ε2m−2µA2m(x;D)+ (2.3)

+ε2m−2µ−1A2m−1(x;D) + . . .+ εA2µ−1(x;D) + A2µ(x;D),
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êîæíå

A2m−i(x;D) :=
∑

|β|≤2m−i

ai,β(x)Dβ

� ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíûé îïåðàòîð íà G,

Bj(x;D) :=
∑
|β|≤mj

bj,β(x)Dβ

� êðàéîâèé ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð íà ∂G, à Cj,k(x,D′) � (äîòè-

÷íèé) ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð íà ∂G. Óñi êîåôiöi¹íòè öèõ îïåðà-

òîðiâ ¹ íåñêií÷åííî ãëàäêèìè êîìïëåêñíîçíà÷íèìè ôóíêöiÿìè, çàäàíèìè íà

G i ∂G âiäïîâiäíî, à ïîðÿäêè çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì

ordA2m−i(x;D) ≤ 2m− i, ordBj(x;D) ≤ mj, ordCj,k(x;D′) ≤ mj + αk.

Òóò ÷èñëàmj, äå j = {1, . . . ,m+κ}, i αk, äå k = {1, . . . ,κ}, ¹ öiëèìè, ïðè÷îìó

m1 ≤ m2 ≤ . . . ≤ mµ+κ < mµ+κ+1 ≤ . . . ≤ mm+κ. (2.4)

ßê çàçâè÷àé, Bj(x;D) ≡ 0, ÿêùîmj < 0, òà Cj,k(x;D′) ≡ 0, ÿêùîmj+αk < 0.

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî αk > −mm+κ.

Òóò âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñòàíäàðòíi ïîçíà÷åííÿ: β := (β1, . . . , βn) � ìóëü-

òèiíäåêñ, |β| := β1 + . . .+ βn, Dβ := Dβ1
1 . . . Dβn

n , Dl := −i∂/∂xl, äå i � óÿâíà

îäèíèöÿ, à x = (x1, . . . , xn) � äîâiëüíà òî÷êà ïðîñòîðó Rn, ξβ := ξβ11 . . . ξβnn

äëÿ âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . ξn) ∈ Cn.

Â çàäà÷i (2.1), (2.2) ¹ íåâiäîìèìè ôóíêöiÿ u â îáëàñòi G, òà κ äîäàòêîâèõ

íåâiäîìèõ ôóíêöié %1, . . . , %κ íà ìåæi ∂G öi¹¨ îáëàñòi. Îñòàííi ìiñòÿòüñÿ ëèøå

â êðàéîâèõ óìîâàõ. Òîìó êiëüêiñòü êðàéîâèõ óìîâ äîðiâíþ¹ m+ κ. Â ðîáîòi

óñi ôóíêöi¨ òà ðîçïîäiëè ââàæà¹ìî êîìïëåêñíîçíà÷íèìè.
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2.2. Óìîâè åëiïòè÷íîñòi ç ìàëèì ïàðàìåòðîì

Ââåäåìî ïîíÿíòòÿ åëiïòè÷íîñòi ç ìàëèì ïàðàìåòðîì äëÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i

(2.1), (2.2).

Íåõàé x ∈ G. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A(0)(x;D; ε) ãîëîâíó ÷àñòèíó îïåðàòîðà

A(x;D; ε). À ñàìå,

A(0)(x;D; ε) ≡
2m−2µ∑
i=0

ε2m−2µ−iA
(0)
2m−i(x;D), (2.5)

äå

A
(0)
2m−i(x;D) :=

∑
|β|=2m−i

ai,β(x)Dβ.

Ñëiäóþ÷è [7, 11], ãîëîâíèì ñèìîâîëîì äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà

A(x;D; ε) íàçèâà¹ìî âèðàç

A(0)(x; ξ; ε) :=

2m−2µ∑
i=0

ε2m−2µ−iA
(0)
2m−i(x; ξ), (2.6)

çàëåæíèé âiä ξ ∈ Cn i ε > 0.

Òóò

A
(0)
2m−i(x; ξ) :=

∑
|β|=2m−i

ai,β(x)ξβ

� ãîëîâíèé ñèìâîë îïåðàòîðà A2m−i(x;D). Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî ôi-

êñîâàíîãî x ∈ G âèðàç A(0)
2m−i(x; ξ) ¹ îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì ïîðÿäêó 2m − i

çìiííî¨ ξ ∈ Cn. Âiäìèòèìî, ùî ôóíêöiÿ A(0)(x; ξ; |ξ|−1) ¹ îäíîðiäíîþ ïî ξ

ïîðÿäêó 2µ.

×åðåç B(0)
j (x;D) ïîçíà÷èìî ãîëîâíó ÷àñòèíó äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà

Bj(x;D), à ÷åðåç B(0)
j (x; ξ) � éîãî ãîëîâíèé ñèìâîë. Çîêðåìà

B
(0)
j (x;D) :=

∑
|β|=mj

bj,β(x)Dβ.

Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî x ∈ ∂G âèðàç

B
(0)
j (x; ξ) :=

∑
|β|=mj

bj,β(x)ξβ

¹ îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì ïîðÿäêó mj çìiííî¨ ξ ∈ Cn.
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Àíàëîãi÷íî, ÷åðåç C(0)
j,k (x;D′) ïîçíà÷èìî ãîëîâíó ÷àñòèíó äèôåðåíöiàëü-

íîãî ïåðàòîðà Cj,k(x;D′), à ÷åðåç C(0)
j,k (x; ξ′) � éîãî ãîëîâíèé ñèìâîë.

Óìîâà 2.1. Äëÿ òî÷êè x0 ∈ G iñíó¹ ñòàëà C > 0, òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

ξ ∈ Rn i ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|A(0)(x0; ξ; ε)| ≥ C|ξ|2µ(1 + ε|ξ|)2m−2µ. (2.7)

Çàóâàæåííÿ 2.1. 1. Óìîâó 2.1 íàçèâàþòü óìîâîþ åëiïòè÷íîñòi ç ìà-

ëèì ïàðàìåòðîì äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà A(x;D; ε) ó òî÷öi x0 ∈ G
(äèâ. [11, Îçíà÷åííÿ 1.1]) .

2. ßêùî îïåðàòîð A(x;D; ξ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 2.1 äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x0 ∈
G, òî îñêiëüêè G � êîìïàêò, ìîæíà ââàæàòè ùî ñòàëà C â (2.7) íå

çàëåæèòü âiä x0.

3. Äëÿ äîâiëüíèõ ξ ∈ Rn\{0} i ε ≥ 0 óìîâà 2.1 âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè

A
(0)
2m(x0; ξ) 6= 0, A

(0)
2µ (x0; ξ) 6= 0, A(0)(x0; ξ; ε) 6= 0. (2.8)

Âiäìèòèìî, ùî ïåðøi äâi íåðiâíîñòi â (2.8) îçíà÷àþòü åëiïòè÷íiñòü îïå-

ðàòîðiâ A2m(x0;D) i A2µ(x0;D) (äèâ. [11, Òâåðäæåííÿ 1.2]).

Íåõàé x0 ∈ ∂G à U � äîñòàòíüî ìàëèé îêië òî÷êè x0 ç òîïîëîãi¨ íà G. Âè-

áåðåìî â U ëîêàëüíi êîîðäèíàòè (x1, . . . , xn−1, xn) òàêi, ùî xn � âiäñòàíü âiä

äîâiëüíî¨ òî÷êè ìíîæèíè U äî ìåæi ∂G, à x′ = (x1, . . . , xn−1) - ëîêàëüíi êîîð-

äèíàòè íà ∂G ∩ U . Öi ëîêàëüíi êîîðäèíàòè íàçèâà¹ìî ñïåöiàëüíèìè. Ïîçíà-

÷èìî ÷åðåç A(0)
2m−i(ξ) := A

(0)
2m−i(x

0; ξ′, ξn) i A(0)(ξ; ε) := A(0)(x0; ξ′, ξn; ε) ãîëîâíi

ñèìîâîëè âiäïîâiäíî äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ A(0)
2m−i(D) := A

(0)
2m−i(x

0;D)

i A(0)(D, ε) := A(0)(x0;D, ε), çàïèñàíèõ ó öèõ ëîêàëüíèõ êîîðäèíàòàõ. Òóò

ξ′ = (ξ1, . . . , ξn−1) ∈ Rn−1, ξn ∈ R, ξ = (ξ′, ξn) i ε > 0.

Íåõàé óìîâà 2.1 âèêîíó¹òüñÿ ó òî÷öi x0 ∈ G. Çãiäíî iç ïóíêòîì 3 çà-

óâàæåííÿ 2.1 ðiâíÿííÿ A(0)(ξ′, τ ; ε) = 0 i A(0)
2µ (ξ′, τ) = 0 íå ìàþòü äiéñíèõ

τ -êîðåíiâ ïðè êîæíèõ ξ ∈ Rn\{0} i ε ≥ 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç m± i µ± ÷èñëî

êîðåíiâ âiäïîâiäíî ïåðøîãî òà äðóãîãî ðiâíÿííÿ, ÿêi ëåæàòü ó ïîâïëîùèíi

C± := {τ ∈ C : Im τ ≷ 0}. Âiäîìî, ùî ÷èñëà m± íå çàëåæàòü âiä ξ′ òà ε i äî-

ðiâíþþòü ÷èñëó τ -êîðåíiâ ðiâíÿííÿ A(0)
2m(ξ′, τ) = 0, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

τ ∈ C±. Îêðiì òîãî, ÷èñëà µ± íå çàëåæàòü âiä ξ′ (äèâ. [11,ï.1.2, 1.3]).



37

Óìîâà 2.2. Âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

m+ = m− =: m, µ+ = µ− =: µ

Öå � óìîâà ïðàâèëüíî¨ åëiïòè÷íîñòi ç ìàëèì ïàðàìåòðîì äèôåðåíöi-

àëüíîãî îïåðàòîðà A(0)(x0;D; ε).

Çàóâàæåííÿ 2.2. ßêùî n > 3, òî óìîâà 2.2 ¹ íàñëiäêîì óìîâè 2.1. Öå íå

òàê ïðè n 6= 2.

Ïîçíà÷èìî, âiäïîâiäíî, ÷åðåç B(0)
j (ξ) i C(0)

j,k (ξ′) ãîëîâíi ñèìâîëè äèôåðåíöi-

àëüíèõ îïåðàòîðiâ B(0)
j (D) := B

(0)
j (x0;D) i C(0)

j,k (D′) := C
(0)
j,k (x0;D′), çàïèñàíèõ

ó ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ó êðàéîâié çàäà÷i (2.1), (2.2) âiäêèíèìî ìîëîäøi ÷ëåíè äèôåðåíöiàëüíèõ

îïåðàòîðiâ A2m−i(x,D), Bj(x;D) i Cj,k(x;D′), çàôiêñó¹ìî ¨õ êîåôiöi¹íòè ó

òî÷öi x = x0 ∈ ∂G, ïîêëàäåìî f ≡ 0, ïåðåéäåìî äî ñïåöiàëüíèõ ëîêàëüíèõ

êîîðäèíàò â îêîëi òî÷êè x0 òà çàñòîñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F ′ = F ′x′ 7→ξ′ çà

çìiíèìè x1, · · · , xn−1 i çàôiêñó¹ìî ξ′ ∈ Rn−1\{0}. Îòðèìà¹ìî òàêó êðàéîâó

çàäà÷ó ùî âiäïîâiäà¹ çàäà÷i (2.1) � (2.2) íà ïiâîñi t := xn > 0:

A(0)(ξ′, Dt; ε)v(t; ε) = 0, t > 0, (2.9)

B
(0)
j (ξ′, Dt)v(t; ε)|t=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)σk(ξ

′; ε) = ϕj(ξ
′; ε), j = 1, . . . ,m+ κ.(2.10)

Òóò Dt := −i∂/∂t òà

v(t) := (F ′u(x′, xn(ξ
′; ε)))(ξ′, xn(ξ

′; ε)),

σk := (F ′%k(x
′; ε))(ξ′; ε), k = {1, . . . ,κ},

ϕj := (F ′gj(ξ
′; ε))(ξ′; ε), j = {1, . . . ,m+ κ}.

Çàäà÷à (2.9), (2.10) çàëåæèòü âiä äâóõ ïàðàìåòðiâ ξ′ ∈ Rn−1\{0} òà ε > 0.

Âîíà íàçèâà¹òüñÿ êðàéîâèì ñèìâîëîì çàäà÷i (2.1), (2.2) â òî÷öi x0 ∈ ∂G.

Êîæíèé ðîçâÿçîê v(t) ðiâíÿííÿ (2.9) íàëåæèòü äî C∞([0,∞]). Íàñ áóäóòü

öiêàâèòè ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (2.9), (2.10), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó:

v(t; ε)→ 0 ïðè t→∞. (2.11)
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Óìîâà 2.3. Äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðà ξ′ ∈ Rn−1\{0}, ε > 0 i ÷è-

ñåë ϕ1, . . . , ϕm+κ ∈ C êðàéîâà çàäà÷à (2.9), (2.10) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâÿçîê

(v(t), σ1, . . . , σκ), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.11).

Íàñòóïíi äâi óìîâè ñòîñóþòüñÿ ðîçâ'ÿçíiñòi öi¹¨ çàäà÷i ó ãðàíè÷íèõ âèïàä-

êàõ: êîëè ε→∞ àáî ε→ 0 (ïîðiâ. ç [11]).

Íåõàé r ∈ {m,µ}. Ðîçãÿíåìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó:

A
(0)
2r (ξ′, Dt)v(t; ε) = 0, t > 0, (2.12)

B
(0)
j (ξ′, Dt)v(t; ε)|t=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)σk(ξ

′; ε) = ϕj(ξ
′; ε), j = 1, . . . , r + κ.

(2.13)

Ïîäiëèâøè ðiâíÿííÿ (2.9) íà ε2m−2µ îòðèìà¹ìî åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííÿ:

Ã(0)(ξ′, Dt; 1/ε)v(t; ε) ≡
2m−2µ∑
i=0

1

εi
A

(0)
2m−i(ξ

′, Dt)v(t; ε) = 0, t > 0.

ßêùî ε → ∞, òî öå ðiâíÿííÿ íàáèðà¹ âèãëÿäó (2.12) iç r = m. Ó öüîìó

çâÿçêó âèíèêà¹

Óìîâà 2.4. Äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðà ξ′ ∈ Rn−1\{0} i ÷èñåë ϕ1, . . . , ϕm+κ ∈ C
çàäà÷à (2.12), (2.13), äå r = m, ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (v(t), σ1, . . . , σκ), ÿêèé

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.11).

Îñêiëüêè ïðè ε = 0 îïåðàòîð A(0)(ξ′, Dt; ε) çáiãà¹òüñÿ ç îïåðàòîðîì

A
(0)
2µ (ξ′, Dt) ïîðÿäêó 2µ < 2m, òî ïîòðiáíà

Óìîâà 2.5. Äëÿ äîâiëüíèõ ξ′ ∈ Rn−1\{0} i ÷èñåë ϕ1, . . . , ϕµ+κ ∈ C çàäà÷à

(2.12), (2.13), äå r = µ, ìà¹ åäèíèé ðîçâ'ÿçîê (v(t), σ1, . . . , σκ), ÿêèé çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâó (2.11).

Çàóâàæåííÿ 2.3. Ç öi¹¨ óìîâè âèïëèâà¹ ùî αk > −mµ+κ äëÿ êîæíî-

ãî k ∈ {1, . . . ,κ}. Ñïðàâäi, ó ïðîòèâíîìó ðàçi C1,k(x,D
′) ≡ . . . ≡

Cµ+κ,k(x,D
′) ≡ 0 äëÿ äåÿêîãî k. Òîäi âåêòîð (v(t), σ1, . . . , σκ) óñi êîìïîíåíòè

ÿêîãî íóëüîâi, çà âèíÿòêîì σk áóäå ðîçâ'ÿçêîì îäíîðiäíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i, ùî

ïîðóøó¹ óìîâó 2.5.

Óìîâè 2.3 � 2.5 ¹ àíàëîãàìè óìîâè Øàïiðî-Ëîïàòèíñüêîãî (óìîâè íàêðè-

òòÿ) äëÿ çâè÷àéíîãî ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ íà ïiâîñi (äèâ. [37,

60, 82, 88]).
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Ïðè ìàëèõ ε > 0 ïîòðiáíi ïîïðàâêè äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.9), (2.10), ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü ðåøòi m− µ êðàéîâèì óìîâàì. Ç ìåòîäó Âiøiêà�Ëþñòåðíiêà

[7, 11], âèïëèâà¹, ùî öi ïîïðàâêè ¹ ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i:

A(0)(0, Dt; 1)v(t; 1) = 0, t > 0, (2.14)

B
(0)
j (0, Dt)v(t; 1)|t=0 = ϕj(ξ

′; 1), j = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ. (2.15)

Âiäìiòèìî, ùî (2.14) ¹ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïîðÿäêó 2m − 2µ âiäíîñíî

D2µ
t v(t). Òîìó â (2.15) ëèøå m− µ êðàéîâèõ óìîâ.

Óìîâà 2.6. Äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë ϕµ+κ+1, . . . , ϕm+κ ∈ C çàäà÷à (2.14), (2.15)

ìà¹ åäèíèé ðîçâ'ÿçîê v(t), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.11).

Çàóâàæåííÿ 2.4. Êîæíà ç óìîâ 2.3�2.6 åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî âiäïîâiäíà

îäíîðiäíà êðàéîâà çàäà÷à íà ïiâîñi ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ó êëàñi

ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü (2.11).

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi óìîâè, ñôîðìóëþ¹ìî áàçîâå îçíà÷åííÿ äðóãîãî ðîçäi-

ëó.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Êðàéîâà çàäà÷à (2.1), (2.2) íàçèâà¹òüñÿ åëiïòè÷íîþ ç ìà-

ëèì ïàðàìåòðîì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ G âèêîíóþ¹òüñÿ óìîâà 2.1 i

äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ ∂G âèêîíóþòüñÿ óìîâè 2.2 � 2.6.

ßêùî κ = 0, òî óìîâè 2.1 � 2.6 ¹ óìîâàìè Ë. Ð. Âîëåâi÷à [11] åëiïòè÷íîñòi

ç ìàëèì ïàðàìåòðîì êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.1). Ó

öüîìó âèïàäêó óìîâè 2.1 � 2.4 ¹ àíàëîãàìè óìîâ åëiïòè÷íîñòi êðàéîâèõ çàäà÷.

Ñåíñ óìîâ 2.5 � 2.6 áóäå çÿñîâàíèé ó íàñòóïíîìó ïóíêòi.
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2.3. Ôîðìàëüíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ ôîðìàëüíîãî àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó (ÔÀÐ)

(äèâ. äåòàëi [31]).

Íåõàé çàäàíî ðiâíÿííÿ

L(ε)u = f, (2.16)

äå L(ε) : E1 → E2 ¹ ëiíiéíèì îáìåæåíèì îïåðàòîðîì, çàëåæíèì âiä ìàëîãî

ïàðàìåòðà ε > 0, à E1 i E2 � áàíàõîâi ïðîñòîðè.

Ðÿä

U(x; ε) =
∞∑
k=0

εkuk(x) (2.17)

äå êîæíå uk ∈ E1, íàçèâà¹òüñÿ ôîðìàëüíèì àñèìòîòè÷íèì ðîçâÿçêîì ðiâ-

íÿííÿ (2.16), ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ν > 0 iñíó¹ òàêå ÷èñëî N = N(ν) òàêå, ùî

ñ÷àñòèííà ñóìà

UN(x; ε) =
N∑
k=0

εku(x)

¹ íàáëèæåíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.16) ç òî÷íiñòþ äî O(εν), òîáòî

||L(ε)UN(ε)− f ||E2
= O(εν), ïðè ε→ 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèíöèï ëîêàëüíîñòi, ÿêèé ëåæèòü â îñíîâi òåîði¨ åëi-

ïòè÷íîõ êðàéîâèõ çàäà÷, ìîæíà "çêëå¨òè" ÔÀÐ çàäà÷i (2.1), (2.2) ç "ëîêàëü-

íèõ" ÔÀÐ, âèçíà÷åíèõ â îêîëi âíóòðiøíiõ òî÷îê ìíîãîâèäó G òà òî÷îê ìåæi

∂G. Ñõåìà ïîáóäîâè áóëà çàïðîïîíîâàíà Ë. Ð. Âîëåâè÷åì (ïîðiâí. ç [11]).

Íåõàé x0 ∈ G. Çàôiêñó¹ìî êîåôiöi¹íòè äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà

A(0)(x;D; ε) ó òî÷öi x = x0 i ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði Rn ðiâíÿííÿ:

A(0)(D; ε)u(x; ε) = f(x; ε), x ∈ Rn. (2.18)

Òóò ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð A(0)(D; ε) := A(0)(x(0);D; ε) ðîçãëÿ-

äà¹òüñÿ ÿê îáìåæåíèé îïåðàòîð ó ïàði ïðîñòîðiâ

A(0)(D; ε) : Hr(Rn)→ Hr−2m(Rn),

äe öiëå r ≥ 2m, à Hr(Rn) ¹ ãiëüáåðòiâ ïðîñòið Ñîáîëåâà ïîðÿäêó r íà Rn.
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ÔÀÐ ðiâíÿííÿ (2.18) çíàéäåíî Ë. Ð. Âîëåâi÷åì [11] ó òàêèé ñïîñiá. Ïiä-

ñòàâëÿþ÷è (2.17) çàìiñòü u(x) â ðiâíÿííÿ (2.18), çàïèøåìî:

∞∑
k=0

2m−2µ∑
j=0

ε2m−2µ−i+kA
(0)
2m−i(D)uk = f. (2.19)

Òóò A(0)
2m−i(D) := A

(0)
2m−i(x

0;D) óçÿòî ç ðîçêëàäó (2.5). Çðîáèâøè çàìiíó l :=

2m− 2µ− i+ k â (2.19) ïåðåïèøåìî öå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi:

∞∑
k=0

2m−2µ+k∑
l=k

εlA
(0)
2µ+l−k(D)uk = f.

Çàìiíèâøè òóò ïîðÿäîê ïiäñóìîâóâàííÿ îòðèìà¹ìî

2m−2µ∑
l=0

εl
l∑

k=0

A
(0)
2µ+l−k(D)uk+

+
∞∑

l=2m−2µ+1

εl
l∑

k=l−2m−2µ

A
(0)
2µ+l−k(D)uk = f.

Çðîáèìî çàìiíó q := l − k i ïåðåïèøåìî îñòàííþ ðiâíiñòü ó âèãëÿäi

2m−2µ∑
l=0

εl
l∑

q=0

A
(0)
2µ+q(D)ul−q+

+
∞∑

l=2m−2µ+1

εl
2m−2µ∑
q=0

A
(0)
2µ+q(D)ul−q = f.

Öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

A
(0)
2µ (D)u0 = f,

A
(0)
2µ (D)ul = −

l∑
q=1

A
(0)
2µ+q(D)ul−q äëÿ óñiõ l 6 2m− 2µ, (2.20à)

A
(0)
2µ (D)ul = −

2m−2µ∑
q=1

A
(0)
2µ+q(D)ul−q äëÿ óñiõ l > 2m− 2µ+ 1. (2.20á)

Öÿ ðåêóðåíòíàÿ ñèñòåìà ðîçâ'ÿçíà, ÿêùî ¹ îáîðîòíèì îïåðàòîð

A
(0)
2µ (D) : Hr(Rn)→ Hr−2µ(Rn).
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Íåõàé x0 ∈ ∂G. Çàôiêñó¹ìî êîåôiöi¹íòè äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ

A(0)(x;D; ε), B(0)
j (x;D) i C(0)

j,k (x;D′) ó òî÷öi x = x0, ïåðåéäåìî äî ñïåöiàëüíèõ

ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò i ðîçãëÿíåìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó:

A(0)(D′, Dn; ε)u(x′, xn; ε) = f(x′, xn; ε), x′ ∈ Rn−1, xn > 0, (2.21)

B
(0)
j (D′, Dn)u(x′, xn; ε)|xn=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (D′)%k(x

′; ε) = gj(x
′; ε), (2.22)

x′ ∈ Rn−1, j = 1, . . . ,m+ κ.

Ç öi¹þ çàäà÷åþ ïîâÿæåìî îïåðàòîð(
A(0)(D; ε),

{
B

(0)
j (D) +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (D′) : j = 1, . . . ,m+ κ

})
:

Hr(Rn
+)×

κ∏
k=1

Hr+αk−1/2(Rn−1)→ Hr−2m(Rn
+)×

m+κ∏
k=1

Hr−mk−1/2(Rn−1),

äå öiëå r > 2m. Òóò i íàäàëi H l(Rn
+) i H l(Rn−1)� ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè Ñîáî-

ëåâà äiéñíîãî ïîðÿäêó l > 0 íà

Rn
+ := {x = (x′, xn) : x′ ∈ Rn−1, xn > 0},

i Rn−1 âiäïîâiäíî.

Çà àíàëîãi¹þ ç (äèâ. [11]) ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (2.21),

(2.22) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi:

u(x′, xn; ε) = U(x′, xn; ε) + V (x′, xn/ε; ε), (2.23)

%k(x
′; ε) =

∞∑
l=0

εl%k,l(x
′), (2.24)

äå x′ ∈ Rn−1, xn > 0, ε > 0.

Òóò U(x′, xn; ε) = U(ε) ¹ ðÿä (2.17), êîåôiöi¹íòè uk(x′, xn) ÿêîãî çàäîâîëü-

íÿþòü ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ (2.20) íà Rn
+, à

V (x′, xn/ε; ε) =
∞∑
l=0

εl0+lvl(x
′, xn/ε). (2.25)

äå

l0 := mµ+κ + 1, (2.26)
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i óñi vl � äåÿêi ôóíêöi¨ íà Rn
+. Âèðàç (2.25) íàçèâàþòü ïðèìåæîâèì øàðîì

çà Âiøèêîì - Ëþñòåðíiêîì [7, 11]. Îêðiì òîãî, ó ôîðìóëi (2.24) óñi %k,l(x′) �

äåÿêi ôóíêöi¨ íà Rn−1.

Ïiäñòàâèâøè (2.23) â ðiâíÿííÿ (2.21) i ñêîðèñòàâøèñü òèì, ùî

A(0)(D; ε)U(ε) = f çãiäíî ç ôîðìóëîþ (2.18), îòðèìó¹ìî òàêå ðiâíÿííÿ:

A(0)(D′, Dn; ε)V (x′, xn/ε; ε) = 0,

x′ ∈ Rn−1, xn > 0, ε > 0.
(2.27)

Ïîäàìî (2.27) ó âèãëÿäi

2m−2µ∑
i=0

ε2m−2µ−iA
(0)
2m−i(D

′, Dn)V (x′, xn/ε; ε) = 0.

Çðîáèìî çàìiíó t := xn/ε. Îñêiëüêè

A
(0)
2m−i(D

′, Dn)V (x′, xn/ε; ε) = A
(0)
2m−i

(
D′,

1

ε
Dt

)
V (x′, t; ε) =

= ε−2m+iA
(0)
2m−i(εD

′, Dt)V (x′, t; ε),

îòðèìà¹ìî

2m−2µ∑
i=0

ε−2µA
(0)
2m−i(εD

′, Dt)V (x′, t; ε) = 0,

x′ ∈ Rn−1, t > 0, ε > 0.

Ïiäñòàâèâøè (2.25) â öå ðiâíÿííÿ, çàïèøåìî

∞∑
l=0

εl0+l−2µÃ(0)(εD′, Dt)vl(x
′, t) = 0, (2.28)

äå ïîêëàäåìî

Ã(0)(εD′, Dt) :=

2m−2µ∑
i=0

A
(0)
2m−i(εD

′, Dt).

Ðîçêëàäåìî Ã(0)(εD′, Dt) â ðÿä çà ñòåïåíÿìè ε:

Ã(0)(εD′, Dt) =
∞∑
s=0

εsAs(D
′, Dt). (2.29)
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Òóò êîæíå As(D
′, Dt) � äåÿêèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð çi ñòàëèìè êîåôi-

öi¹íòàìè, ïðè÷îìó ordAs(D
′, Dt) 6 2m. Ñóìà â (2.29) íàñïðàâäi ñêií÷åííà,

áî As(D
′, Dt) = 0, ÿêùî s > 2m+ 1. Îêðiì òîãî, çâiñíî

A0(D
′, Dt) = A(0)(0, Dt; 1). (2.30)

Ïiäñòàâèâøè (2.29) â (2.28), ïîäiâøè íà εl0−2µ i çìiíèâøè ïîðÿäîê ïiäñó-

ìóâàííÿ çàïèøåìî
∞∑
s=0

∞∑
l=0

εl+sAs(D
′, Dt)vl(x

′, t) = 0.

Çðîáèâøè çàìiíó q := l + s, ïåðåïèøåìî öþ ðiâíiñòü ó âèãëÿäi
∞∑
s=0

∞∑
q=s

εqAs(D
′, Dt)vq−s(x

′, t) = 0.

Çìiíèâøè òóò ïîðÿäîê ïiäñóìóâàííÿ, îòðèìà¹ìî

∞∑
q=0

εq
q∑
s=0

As(D
′, Dt)vq−s(x

′, t) = 0.

Öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ óñiõ ε > 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
q∑
s=0

As(D
′, Dt)vq−s(x

′, t) = 0, q = 0, 1, 2, . . . .

Ç óðàõóâàííÿì (2.30) öi ðiâíîñòi çàïèøåìî ó âèãëÿäi ðåêóðåíòíèõ ñïiââiä-

íîøåíü:

A(0)(0, Dt; 1)v0(x
′, xn) = 0, x′ ∈ Rn−1, xn > 0. (2.31à)

A(0)(0, Dt; 1)vl(x
′, xn) = −

l∑
s=1

As(D
′, Dn)vq−s(x

′, xn), (2.31á)

x′ ∈ Rn−1, xn > 0, l = 1, 2, 3, . . . .

Òåïåð ïiäñòàâèìî (2.23) i (2.24) ó êðàéîâó óìîâó (2.22). Çàïèøåìî

B
(0)
j (D′, Dn)U(x′, xn; ε)|xn=0 +B

(0)
j (D′, Dn)V (x′, xn/ε; ε)|xn=0+

+
κ∑
k=1

C
(0)
j,k (D′)%k(x

′; ε) = gj(x
′), (2.32)

j = 1, . . . ,m+ κ, x′ ∈ Rn−1, ε > 0.
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Òóò, íà ïiäñòàâi (2.17), ìà¹ìî

B
(0)
j (D′, Dn)U(x′, xn; ε)|xn=0 =

∞∑
l=0

εlB
(0)
j (D′, Dn)ul(x

′, xn)|xn=0. (2.33)

Îêðiì òîãî, íà ïiäñòàâi (2.25) ìà¹ìî

B
(0)
j (D′, Dn)V (x′, xn/ε; ε)|xn=0 =

∞∑
l=0

εl+l0B
(0)
j (D′, Dn) vl(x

′, xn/ε)|xn=0 =

=
∞∑
l=0

εl+l0B
(0)
j

(
D′,

1

ε
Dt

)
vl(x

′, t)|t=0 =
∞∑
l=0

εl+l0−mjB
(0)
j (εD′, Dt)vl(x

′, t)|t=0.

Îòæå

B
(0)
j (D′, Dn)V (x′, xn/ε; ε)|xn=0 =

∞∑
l=0

εl+l0−mjB
(0)
j (εD′, Dt)vl(x

′, t)|t=0 (2.34)

Ðîçêëàäåìî B(0)
j (εD′, Dn) ó ðÿä çà ñòåïåíÿìè ε:

B
(0)
j (εD′, Dn) =

∞∑
s=0

εsBj,s(D
′, Dn). (2.35)

Òóò êîæíå Bj,s(D
′, Dn) � äåÿêèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð çi ñòàëèìè êîåôi-

öi¹íòàìè, ïðè÷îìó ordBj,s(D
′, Dt) 6 mj. Ñóìà â (2.35) íàñïðàâäi ñêií÷åííà,

áî Bj,s(D
′, Dn) = 0, ÿêùî s > mj + 1. Îêðiì òîãî, çâiñíî

Bj,0(D
′, Dn) = B

(0)
j (0, Dn). (2.36)

Ïiäñòàâèâøè (2.35) â (2.34), çìiíèâøè ïîðÿäîê ïiäñóìóâàííÿ i çðîáèâøè çà-

ìiíó q := l + s i çíîâó çìiíèâøè ïîðÿäîê ïiäñóìóâàííÿ, çàïèøåìî

B
(0)
j (D′, Dn)V (x′, xn/ε; ε)|xn=0 =

=
∞∑
l=0

∞∑
s=0

εl+l0−mj+sBj,s(D
′, Dn)vl(x

′, xn)|xn=0 =

=
∞∑
s=0

∞∑
l=0

εl+l0−mj+sBj,s(D
′, Dn)vl(x

′, xn)|xn=0 =

=
∞∑
s=0

∞∑
q=s

εq+l0−mjBj,s(D
′, Dn)vq−s(x

′, xn)|xn=0 =

=
∞∑
q=0

εq+l0−mj

q∑
s=0

Bj,s(D
′, Dn)vq−s(x

′, xn)|xn=0.
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Òàêèì ÷èíîì

B
(0)
j (D′, Dn)V (x′, xn/ε; ε)|xn=0 =

=
∞∑
q=0

εq+l0−mj

q∑
s=0

Bj,s(D
′, Dn)vq−s(x

′, xn)|xn=0.
(2.37)

Íàãàäà¹ìî, ùî ÷èñëî l0 âèçíà÷åíî çà ôîðìóëîþ (2.26).

Îêðiì òîãî, ó ôîðìóëi (2.32) íà ïiäñòàâi (2.24) ìà¹ìî

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (D′)%k(x

′; ε) =
∞∑
l=0

εl
κ∑
k=1

C
(0)
j,k (D′)%k,l(x

′). (2.38)

Ïiäñòàâèìî (2.33), (2.37) i (2.38) â êðàéîâi óìîâè (2.32) çàïèøåìî ¨õ òàê:

∞∑
q=0

εqB
(0)
j (D′, Dn)uq(x

′, xn)|xn=0+

+
∞∑
q=0

εq+l0−mj

q∑
s=0

Bj,s(D
′, Dn)vq−s(x

′, xn)|xn=0+ (2.39)

+
∞∑
q=0

εq
κ∑
k=1

C
(0)
j,k (D′)%k,q(x

′) = gj(x
′),

j = 1, . . . ,m+ κ, x′ ∈ Rn−1, ε > 0.

Ïðèðiâíÿâøè êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ ε â ëiâié i ïðàâié ÷à-

ñòèíi öi¹¨ ðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêi ïîâ'ÿçóþòü ul,

vl i %1,l, . . . , %κ,l ç ïîïåðåäíiìè ôóíêöiÿìè uq, vq i %1,q, . . . , %κ,q, äå q 6 l− 1. Öi

ñïiââiäíîøåííÿ ðàçîì ç (2.20) i (2.31) óòâîðþþòü êðàéîâi çàäà÷i âiäíîñíî ul,

vl i %1,l, . . . , %κ,l. Âîíè ìàþòü ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çãiäíî óìîâàìè 2.5 i 2.6.

Âèïèøåìî öi êðàéîâi çàäà÷i ñïî÷àòêó ó âèïàäêó l = 0. Âiäìiòèìî, ùî

j 6 µ+κ ⇔ l0−mj > 1, ÿê íàñëiäîê (2.4) òà l0 = mµ+κ+1. Òîìó, ïðèðiâíÿâøè

êîåôiöi¹íòè ïðè ε0 â ëiâié i ïðàâié ÷àñòèíàõ êîæíî¨ ðiâíîñòi (2.39), äå j 6

µ+ κ, îòðèìà¹ìî ôîðìóëó

B
(0)
j (D′, Dn)u0(x

′, xn)|xn=0 +
κ∑
k=1

C
(0)
j,k (D′)%k,0(x

′) = gj(x
′).
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Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöi¨ u0 i %1,0, . . . , %κ,0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i

A
(0)
2µ (D′, Dn)u0(x

′, xn) = f(x′, xn), x′ ∈ Rn−1, xn > 0, (2.40)

B
(0)
j (D′, Dn)u0(x

′, xn)|xn=0 +
κ∑
k=1

C
(0)
j,k (D′)ρk,0(x

′) = gj(x
′), x′ ∈ Rn−1,(2.41)

j = 1, . . . , µ+ κ.

Çðîáèâøè òóò ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F ′ = F ′x′ 7→ξ′ çà çìiíèìè x1, · · · , xn−1 i, çà-
ôiêñóâàâøè ξ′ ∈ Rn−1\{0}, îòðèìà¹ìî êðàéîâó çàäà÷ó âèãëÿäó (2.12), (2.13):

A
(0)
2µ (ξ′, Dn)û0(ξ

′, xn) = f̂(ξ′, xn), xn > 0,

B
(0)
j (ξ′, Dn)û0(ξ

′, xn)|xn=0 +
κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)ρ̂k,0(ξ

′) = ĝj(ξ
′),

j = 1, . . . , µ+ κ.

Òóò

û0(ξ
′, xn) := (F ′u0(x

′, xn))(ξ
′, xn), f̂(ξ′, xn) := (F ′f(x′, xn))(ξ

′, xn),

%̂k,0(ξ
′) := (F ′%k,0(x

′))(ξ′), ĝj(ξ
′) := (F ′gj(x

′))(ξ′).

Öÿ êðàéîâà çàäà÷à îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà 2.5. Îòæå öÿ óìîâà íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ äëÿ òîãî, ùîá ìîæíà áóëî

çíàéòè ôóíêöi¨ u0 i %1,0, . . . , %κ,0.

Ïðèïóñòèìî, ùî óìîâà 2.5 âèêîíó¹òüñÿ i öi ôóíêöi¨ çíàéäåíî. Âèïèøåìî

êðàéîâó çàäà÷ó âiäíîñíî v0. Íàãàäà¹ìî, ùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ äèôåðåíöiàëüíå

ðiâíÿííÿ (2.31à). Âèïèøåìî äëÿ íüîãî êðàéîâi óìîâè, ñêîðèñòàâøèñü ðåøòîþ

ðiâíîñòåé (2.39).

Ïîêëàäåìî

ν := max{j ∈ N, µ+ κ + 1 6 j 6 m+ κ, mj = mµ+κ+1}.

Âiäìiòèìî, ùî êîëè

µ+ κ + 1 6 j 6 ν ⇔ l0 −mj = 0,

i

ν + 1 6 j 6 µ+ κ ⇔ l0 −mj 6 −1.
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Ïðèðiâíÿâøè êîåôiöi¹íòè ïðè ε0 ó ëiâié i ïðàâié ÷àñòèíàõ êîæíî¨ ðiâíîñòi

(2.39), äå µ+ κ + 1 6 j 6 ν, îòðèìà¹ìî ôîðìóëó

B
(0)
j (0, Dn)v0(x

′, xn)|xn=0 = gj(x
′)−

−B(0)
j (D′, Dn)u0(x

′, xn)|xn=0 −
κ∑
k=1

C
(0)
jk (D′)%k,0(x

′).

Òóò i äàëi âðàõîâó¹ìî (2.36).

Îêðiì òîãî, ïðèðiâíÿâøè ó ðiâíîñòi (2.39), äå j > ν + 1, êîåôiöi¹ãíòè ïðè

εl0−mj äî íóëÿ, îòðèìó¹ìî ôîðìóëó

B
(0)
j (0, Dn)v0(x

′, xn)|xn=0 = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ v0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i

A(0)(0, Dn; 1)v0(x
′, xn) = 0, x′ ∈ Rn−1, xn > 0, (2.42)

B
(0)
j (0, Dn)v0(x

′, xn)|xn=0 = gj(x
′)−B(0)

j (D′, Dn)u0(x
′, xn)|xn=0− (2.43)

−
κ∑
k=1

C
(0)
jk (D′)%k,0(x

′), j = µ+ κ + 1, . . . , ν,

B
(0)
j (0, Dn)v0(x

′, xn)|xn=0 = 0, j = ν + 1, . . . ,m+ κ.

Öÿ êðàéîâà çàäà÷à îäíîçâ'ÿçíî ðîçâ'ÿçíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà 2.6.

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 2.5 i 2.6. Íåõàé l ∈ N i âiäîìi ôóíêöi¨

uq, vq i %1,q, . . . , %κ,q äëÿ óñiõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ q 6 l−1. Òîäi íàñòóïíi ôóíêöi¨

ul i %1,l, . . . , %κ,l ¹ ðîçâ'ÿçêàìè êðàéîâèõ çàäà÷ âèãëÿäó (2.40), (2.41), à ôóíêöiÿ

vl ¹ ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâo¨ çàäà÷i âèãëÿäó (2.42), (2.43). Öi çàäà÷i îäíîçâ'ÿçíî

ðîçâ'ÿçíi çãiäíî óìîâ 2.5 i 2.6. Îòæå, ìîæíà çíàéòè ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (2.21), (2.22). Âèïèøåìî öi êðàéîâi çàäà÷i.

Íàãàäà¹ìî, ùî j 6 µ+κ ⇔ l0−mj > 1. Ïðèðiâíÿâøè êîåôiöi¹íòè ïðè εl

ó ëiâié i ïðàâié ÷àñòèíi êîæíî¨ ðiâíîñòi (2.39), äå j 6 µ + κ, îòðèìà¹ìî òàêi
êðàéîâi óìîâè äëÿ íåâiäîìèõ ôóíêöié ul i %1,l, . . . , %κ,l:

B
(0)
j (D′, Dn)ul(x

′, xn)|xn=0 +
κ∑
k=1

C
(0)
j,k (D′)%k,l(x

′) = (2.44)
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=


0 , ÿêùî 1 6 l 6 l0 −mj − 1,

−
l−l0+mj∑
s=0

Bj,s(D)vl−l0+mj−s(x
′, xn)|xn=0 , ÿêùî l > l0 −mj,

äå j = 1, . . . , µ+ κ.
Ïîÿñíèìî ¨õ. Ó ôîðìóëi (2.39) ïîêàçíèê q+ l0−mj = l äëÿ äåÿêîãî öiëîãî

q > 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè l > l0 −mj. Òîìó âîíà ìiñòèòü âèðàç

εl
q∑
s=0

Bj,s(D
′, Dn)vq−s(x

′, xn)|xn=0

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè l > l0 −mj, ïðè öüîìó q = l − l0 + mj. Öå i çóìîâëþ¹

ïðàâó ÷àñòèíó ôîðìóëè (2.44). Çàóâàæèìî, ùî ó íié l− l0+mj−s > l−1 äëÿ

êîæíîãî öiëîãî s > 0, îñêiëüêè l0 − mj > 1 äëÿ âêàçàíèõ çíà÷åíü j. Îòæå,

ïðàâà ÷àñòèíà ôîðìóëè âèçíà÷åíà çà âæå çíàéäåíèìè ôóíêöiÿìè v0, . . . , vl−1.

Òàêè ÷èíîì, ôóíêöi¨ ul i %1,l, . . . , %κ,l ¹ ðîçâ'ÿçêàìè êðàéîâî¨ çàäà÷i (2.20à),

(2.20á) i (2.44).

Âèïèøåìî òåïåð êðàîéîâi óìîâè äëÿ íåâiäîìèõ ôóíêöié vl. Ñîêðèñòà¹ìîñÿ

ñïî÷àòêó êðàéîâèìè óìîâàìè (2.75) ó âèïàäêó, êîëè µ+ κ + 1 6 j 6 ν. Òîäi

l0 −mj = 0. Ïðèðiâíÿâøè êîåôiöi¹íòè ïðè εl ó ëiâié i ïðàâié ÷àñòèíi êîæíî¨

ðiâíîñòi (2.39), äå µ+ κ + 1 6 j 6 ν, çàïèøåìî

B
(0)
j (D′, Dn)ul(x

′, xn)|xn=0 +
l∑

s=0

Bj,s(D
′, Dn)vl−s(x

′, xn)|xn=0+

+
κ∑
k=1

C
(0)
j,k (D′)%k,l(x

′) = 0,

Çâiäñè ç óðàõóâàííÿì (2.36), ìà¹ìî

B
(0)
j (0, Dn)vl(x

′, xn)|xn=0 = −B(0)
j (D′, Dn)ul(x

′, xn)|xn=0− (2.45)

−
κ∑
k=1

C
(0)
jk (D′)%k,l(x

′)−
l∑

s=1

Bj,s(D)vl−s(x
′, xn)|xn=0.

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ êðàéîâèìè óìîâàìè (2.39) ó âèïàäêó, êîëè j ≥ ν + 1.

Òîäi l0 − mj 6 −1. Ïðèðiâíÿâøè êîåôiöi¹íòè ïðè εl−mj+l0 ó ëiâié i ïðàâié

÷àñòèíi êîæíî¨ ðiâíîñòi (2.39), îòðèìà¹ìî òàêi ôîðìóëè:

l∑
s=0

Bj,s(D
′, Dn)vl−s(x

′, xn)|xn=0 = 0 ó âèïàäêó l0 −mj + l 6 −1,
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B
(0)
j (D′, Dn)u0(x

′, xn)|xn=0 +
κ∑
k=1

C
(0)
jk (D′)%k,0(x

′)+

+
l∑

s=1

Bj,s(D
′, Dn)vl−s(x

′, xn)|xn=0 = gj(x) ó âèïàäêó l0 −mj + l = 0,

B
(0)
j (D′, Dn)ul0−mj+l(x

′, xn)|xn=0 +
l∑

s=0

Bj,s(D
′, Dn)vl−s(x

′, xn)|xn=0+

+
κ∑
k=1

+C
(0)
jk (D′)%k,l0−mj+l(x

′) = 0 ó âèïàäêó l0 −mj + l > 1.

Çâiäñè ç óðàçóâàííÿì (2.36) ìà¹ìî êðàéîâi óìîâè

B
(0)
j (0, Dn)vl(x

′, xn)|xn=0 = (2.46)

=



−
l∑

s=1
Bj,s(D

′, Dn)vl−s(x
′, xn)|xn=0, ÿêùî l0 −mj + l 6 −1,

gj(x)−B(0)
j (D′, Dn)u0(x

′, xn)|xn=0 −
κ∑
k=1

C
(0)
jk (D′)%k,0(x

′)−

−
l∑

s=1
Bj,s(D

′, Dn)vl−s(x
′, xn)|xn=0, ÿêùî l0 −mj + l = 0,

−B(0)
j (D′, Dn)ul0−mj+l(x

′, xn)|xn=0 −
κ∑
k=1

C
(0)
jk (D′)%k,l0−mj+l(x

′)−

−
l∑

s=1
Bj,s(D

′, Dn)vl−s(x
′, xn)|xn=0, ÿêùî l0 −mj + l > 1,

äå j = ν + 1, . . . ,m+ κ.
Ïðàâi ÷àñòèíè öèõ óìîâ âèçíà÷åíi çà âæå âiäîìèìè ôóíêöiÿìè uq i vq i

%1,q, . . . , %κ,q äå q 6 l, äå q 6 l − 1. Íàãàäà¹ìî, ùî l0 −mj 6 −1 â (2.46).

Òàêèì ÷èíîì øóêàíà ôóíêöiÿ vl ¹ ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i (2.31á),

(2.45), (2.46).
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2.4. Ïðèêëàä.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä åëiïòè÷íî¨ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì êðààéîâî¨ çàäà÷i, ÿêà

ìiñòèòü äîäàòêîâi íåâiäîìi ôóíêöi¨ ó êðàéîâèõ óìîâàõ:

ε2∆2u−∆u = f, x ∈ G, (2.47)

u−∆′% = g1, Dνu = g2, D2
νu = g3, x ∈ ∂G. (2.48)

Âiäìiòèìî, ùî ðiâíÿííÿ (2.47) â äâîâèìiðíié îáëàñòi G ¹ ðiâíÿííÿì ïðîãèíó

òîíêî¨ ïëàñòèíè G (äèâ. [38]). Òóò, ÿê çâè÷àéíî, ∆ = −(D2
1 + . . . + D2

n) �

îïåðàòîð Ëàïëàñà íà Rn, ∆′ � îïåðàòîð Áåëüòðàìè - Ëàïëàñà íà ∂G, à Dν =

−i∂/∂ν. Öÿ êðàéîâà çàäà÷à îêðiì íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ u(x), x ∈ G ìiñòèòü

îäíó íåâiäîìó ôóíêöiþ %(x), x ∈ ∂G, ó êðàéîâèõ óìîâàõ (2.48). Âiäïîâiäíî

äî ïîçíà÷åíü âèêîðèñòàíèõ ó ï. 2.1 ìà¹ìî:

A(x,D, ε) = ε2∆2 −∆, A2m(x,D) = ∆2, A2µ(x,D) = −∆,

B1(x,D) = 1, B2(x,D) = Dν, B3(x,D) = D2
ν, C11(x

′, D′) = −∆,

m = 2, µ = 1, κ = 1, m1 = 0, m2 = 1, m3 = 2, α1 = 2.

Ïåðåâiðèìî, ùî êðàéîâà çàäà÷à çàäîâîëüíÿ¹ îçíà÷åííþ 2.1.

Äëÿ ïåðåâiðêè âèêîíàííÿ óìîâ 2.1 � 2.2 âèïèøåìî ãîëîâíèé ñèìâîë îïå-

ðàòîðà A(0)(x;D; ε):

A(0)(x; ξ; ε) := ε2|ξ|4 + |ξ|2 = |ξ|2(1 + ε2|ξ|2).

Çâiñíî, âií çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 2.1 .

Äëÿ ïåðåâiðêè âèêîíàííÿ óìîâ 2.2 çíàéäåìî êîðåíi ðiâíÿíü

A(0)(ξ′, τ ; ε) = 0 òà A(0)
2µ (ξ′, τ) = 0 âiäïîâiäíî.

Ðiâíÿííÿ

A(0)(ξ′, τ ; ε) := (|ξ′|2 + τ 2)(1 + ε2(|ξ′|2 + τ 2)) = 0

ìà¹ êîðåíi τ1,2 = ±i|ξ′|, τ3,4 = ±i
√

1/ε2 + |ξ′|2.
Ðiâíÿííÿ

A
(0)
2µ (ξ′, τ) := |ξ′|2 + τ 2 = 0

ìà¹ êîðåíi τ1,2 = ±i|ξ′|.
Îòæå, i óìîâà 2.2 âèêîíó¹òüñÿ.
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Äëÿ ïåðåâiðêè âèêîàííÿ óìîâ 2.3 � 2.6 çàïèøåìî êðàéîâèé ñèìâîë ðîç-

ãëÿíóòî¨ çàäà÷i. Çãiäíî ç ôîðìóëàìè (2.9), (2.10) âií íàáèðà¹ âèãëÿäó

ε2(|ξ′|2 +D2
t )

2v(t) + (|ξ′|2 +D2
t )v(t) = 0, t > 0;

v(0) + |ξ′|2σ = h1,

Dtv(0) = h2,

D2
t v(0) = h3.

Öåé ñèìâîë íå çàëåæèòü âiä x ∈ ∂G.
Óìîâà 2.3 åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî êðàéîâà çàäà÷à

ε2(|ξ′|2 +D2
t )

2v(t) + (|ξ′|2 +D2
t )v(t) = 0, t > 0; (2.49)

v(0) + |ξ′|2σ = 0, (2.50)

Dtv(0) = 0, (2.51)

D2
t v(0) = 0, (2.52)

v(t)→ 0 ïðè t→ +∞. (2.53)

ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ êîæíèõ ξ′ ∈ Rn−1 \ {0} òà ε > 0.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.49), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè (2.53), çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

v(t) = c1 exp (−|ξ′|t) + c2 exp (−
√

1/ε2 + |ξ′|2t),

äå c1,c2 � äîâiëüíi êîìïëåêñíi ÷èñëà.

Ïiäñòàâèâøè öåé ðîçâ'ÿçîê â óìîâè (2.51), (2.52) îòðèìà¹ìî, ùî c1 = c2 =

0. Òîìó v(t) ≡ 0, ùî òÿãíå σ = 0 íà ïiäñòàâi óìîâè (2.50). Îòæå, óìîâà 2.3

âèêîíó¹òüñÿ.

Óìîâà 2.4 åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî êðàéîâàà çàäà÷à

(|ξ′|2 +D2
t )

2v(t) = 0, t > 0; (2.54)

v(0) + |ξ′|2σ = 0, (2.55)

Dtv(0) = 0, (2.56)

D2
t v(0) = 0, (2.57)

v(t)→ 0 ïðè t→ +∞, (2.58)
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ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ êîæíîãî ξ′ ∈ Rn−1 \ {0}.
Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.54), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè (2.58), çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

v(t) = c1 exp (−|ξ′|t) + c2t exp (−|ξ′|t),

äå c1,c2 � äîâiëüíi êîìïëåêñíi ÷èñëà.

Ïiäñòàâèâøè öåé ðîçâ'ÿçîê â óìîâè (2.56), (2.57) ìà¹ìî, ùî c1 = c2 = 0,

i òîìó v(t) ≡ 0. Òåïåð ç óìîâè (2.55) âèïëèâà¹, ùî i % = 0. Îòæå, óìîâà 2.4

âèêîíó¹òüñÿ.

Óìîâà 2.5 ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî íàñòóïíà êðàéîâà çàäà÷à

(|ξ′|2 +D2
t )v(t) = 0, t > 0; (2.59)

v(0) + |ξ′|2σ = 0, (2.60)

Dtv(0) = 0, (2.61)

v(t)→ 0 ïðè t→ +∞, (2.62)

ìàëà ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.59), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè (2.62), çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi v(t) = c exp (−|ξ′|t), äå c � äîâiëüíå êîì-
ïëåêñíå ÷èñëî.

Ïiäñòàâèâøè éîãî â óìîâó (2.61), îòðèìà¹ìî ùî c = 0, i òîìó v(t) ≡ 0.

Òåïåð ç óìîâè (2.60) âèïëèâà¹, ùî i % = 0. Îòæå, óìîâà 2.5 âèêîíó¹òüñÿ.

Îñòàííÿ óìîâà 2.6 ðiâíîñèëüíîìó òîìó, ùî êðàéîâà çàäà÷à

D4
t v(t) +D2

t v(t) = 0, t > 0; (2.63)

D2
t v(0) = 0, (2.64)

v(t)→ 0 ïðè t→ +∞, (2.65)

ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

Çàìiíà z(t) = D2
t v(t) çâîäèòü çàäà÷ó (2.63), (2.65) äî òàêî¨ çàäà÷i

D2
t z(t) + z(t) = 0, t > 0; (2.66)

z(0) = 0. (2.67)
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Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (2.66), (2.67) çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

z(t) = c(exp(−t)− exp(t)),

äå c � äîâiëüíå êîìïëåêñíå ÷èñëî. Òîìó v(t) = c(exp(−t)− exp(t)) + c1t+ c2.

Âðàõîâóþ÷è óìîâó (2.65), îòðèìà¹ìî, ùî ùî c = c1 = c2 = 0, i òîìó v(t) ≡ 0.

Îòæå, îñòàííÿ óìîâà 2.6 âèêîíó¹òüñÿ.

Òàêèì ÷èíîì, êðàéîâà çàäà÷à (2.47), (2.48) çàäîâîëüíÿ¹ îçíà÷åííÿ 2.1.
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2.5. Ôóíêöèîíàëüíi ïðîñòîðè, çàëåæíi âiä ìàëîãî ïàðà-

ìåòðà

Êðàéîâó çàäà÷ó (2.1), (2.2) äîñëiäèìî ó ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà, íîðìà ó

ÿêèõ çàëåæèòü ïåâíèì ÷èíîì âiä ïàðàìåòðà ε. �õ ðîçãëÿäàëè i çàñòîñîâóâà-

ëè äî äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííü ç ìàëèì ïàðàìòåðîì À. Ñ. Ä¹ìiäîâ [13, 14],

Ë. Ôðàíê [77], Ñ. Ë. Íàçàðîâ [84], Ë. Ð. Âîë¹âè÷à [11] òà iíøi.

Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ öèõ ïðîñòîðiâ òà ¨õ âëàñòèâîñòi, ïîòðiâái ó ðîáîòi.

Áóäåìî ñëiäóâàòè â îñíîâíîìó ðîáîòi Ë. Ð. Âîë¹âè÷à [11].

Ñïî÷àòêó îçíà÷èìî ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè íà Rn.

ßê çâè÷àéíî, ïîçíà÷èìî ÷åðåç S ′(Rn) êîìïëåêñíèé ëiíiéíèé òîïîëîãi÷íèé

ïðîñòið Ë. Øâàðöà ïîâiëüíî çðîñòàþ÷èõ ðîçïîäiëiâ, çàäàíèõ â Rn. Ïðè öüîìó

âñi ðîçïîäiëè i ôóíêöi¨ ââàæà¹ìî êîìïëåêñíîçíà÷íèìè.

Íåõàé r ∈ R . ×åðåç Hr = Hr(Rn) ïîçíà÷èìî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið Ñîáîë¹âà

ïîðÿäêó r. Íàãàäà¹ìî, ùî âií ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðîçïîäiëiâ u ∈ S ′(Rn) òàêèõ,

ùî

||u;Hr(Rn)|| :=

 ∫
Rn

(1 + |ξ|2)r|ũ(ξ)|2dξ

1/2

< +∞,

äå ÷åðåç ũ(ξ) ïîçíà÷åíî ïîâíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóðü¹ ôóíêöi¨ u(x). ßêùî r = 0,

òî H0(Rn) ¹ ãiëüáåðòiâ ïðîñòið L2(Rn) óñiõ ôóíêöié u, iíòåãðîâàíèõ ç êâàäðà-

òîì íà Rn.

Íåõàé äiéñíi ÷èñëà r, s i ε òàêi, ùî r ≥ s, s ≥ 0 i ε > 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Hr,s(Rn, ε) ëiíiéíèé ïðîñòið Hr(Rn), íàäiëåíèé íîðìîþ

||u;Hr,s(Rn, ε)|| :=

 ∫
Rn

(1 + |ξ|2)s(1 + ε2|ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ

1/2

, (2.68)

äå u ∈ Hr(Rn).

Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî ε > 0 íîðìà (2.68) åêâiâàëåíòíà ñîáîëåâñüêèé

íîðìi ó ïðîñòîði Hr(Rn). Òîìó ïðîñòið Hr,s(Rn, ε) ïîâíèé. Âiäìiòèìî, ùî

Hr,r(Rn, ε) = Hr(Rn) ç ðiâíîñòi íîðì.
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Ç âëàñòèâîñòåé ñîáîë¹âñüêèõ ïðîñòîðiâ âèïëèâà¹ íåïåðåðâíå i ùiëüíå

âêëàäåííÿ

Hr2, s2(Rn, ε) ↪→ Hr1, s1(Rn, ε), ÿêùî 0 6 r1 6 r2. (2.69)

òóò äiéñíi ÷èñëà r1, s1 i r2, s2 òàêi, ùî r1 > s1 > 0 i r2 > s2 > 0.

Áiëüø òîãî, ïðàâèëüíå òàêå óòî÷íåííÿ öi¹¨ âëàñòèâîñòi (äèâ., íàïðèêëàä,

[11, ñ.126]).

Òâåðäæåííÿ 2.1. Íåõàé äiéñíi ÷èñëà r1, s1 i r2, s2 òàêi, ùî r1 > s1 > 0,

r2 > s2 > 0 i r1 6 r2, s1 6 s2. Òîäi iñíó¹ ÷èñëî C > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

ε ∈ (0; 1] i u ∈ Hr2,s2(Rn, ε) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

||u;Hr1,s1(Rn, ε)|| 6 C||u;Hr2,s2(Rn, ε)||.

Äëÿ çðó÷íîñòi ôîðìóëþâàííÿ íàñòóïíèõ âëàñòèâîñòåé ïðîñòîðó

Hr,s(Rn, ε) êîðèñíî ââåñòè òàêó òåðìiíîëîãiþ. Íåõàé íà ëiíiéíîìó ïðî-

ñòîði E ââåäåíî äâi íîðìè ‖ · ‖′ε i ‖ · ‖′′ε , çàëåæíi, âiä ïàðàìåòðà ε ∈M , äåM �

äåÿêà ìíîæèíà. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî öi íîðìè åêâiâàëåíòíi ðiâíîìiðíî çà

ïàðàìåòðîì ε ∈M , ÿêùî iñíóþòü äîäàòíi ÷èñëà C1 i C2 òàêi, ùî

C1‖u‖′ε 6 ‖u‖′′ε 6 C2‖u‖′ε äëÿ óñiõ u ∈ E, ε ∈M.

Ïiäêðåñëèìî, ùî ó öié îöiíöi ÷èñëà C1 i C2 ïîâèííi íå çàëåæàòè ÿê âiä ε, òàê

i âiä u.

Ó íàñòóïíèõ äâîõ òâåðäæåííÿõ éäå ìîâà ïðî íîðìè, ðiâíîìiðíî åêâiâà-

ëåíòi çà ïàðàìåòðîì ε ∈ [0; 1] äî íîðìè (2.68). Öi òâåðäæåííÿ îáãðóíòîâàíî,

íàïðèêëàä, ó [11, ññ.127, 128].

Òâåðäæåííÿ 2.2. Íåõàé äiéñíi ÷èñëà r i s òàêi, ùî r > s > 0 . Òîäi íîðìè

(2.68) i

||u;Hr,s(Rn, ε)||′ := ||u;L2(Rn)||+ (2.70)

+

 ∫
Rn

|ξ|2s(1 + ε2|ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ

1/2

åêâiâàëåíòíi ðiâíîìiðíî çà ïàðàìåòðîì ε ∈ (0; 1].



57

Íåõàé θ, σ ∈ R i ε > 0. Ðîçãëÿíåìî òàêó ôóíêöiþ àðãóìåíòó t > 0:

Ξθ,σ(t; ε) =

{
tσ(1 + ε2t2)(θ−σ)/2, ÿêùî σ ≥ 0 ,

ε−σ(1 + ε2t2)θ/2, ÿêùî σ < 0 .
(2.71)

Òâåðäæåííÿ 2.3. Íåõàé öiëi ÷èñëà r i s òàêi, ùî r > s > 0 . Òîäi íîðìè

(2.68) i

||u;Hr,s(Rn, ε)||′′ := ||u;L2(Rn)||+

+

 ∫
Rn−1

∫
R

r∑
`=0

Ξ2
r−`,s−`(|ξ′|; ε)|D`

nû(ξ′, xn)|2dξ′dxn

1/2

åêâiâàëåíòíi ðiâíîìiðíî çà ïàðàìåòðîì ε ∈ (0; 1].

Îçíà÷èìî òåïåð ïðîñòið Hr,s(Rn, ε) ó âèïàäêó, êîëè äiéñíå ÷èñëî s < 0.

ßê i ðàíiøå, r > s i ε > 0. Çàóâàæèìî, ùî (2.68) ¹ åêâiâàëíåòíîþ íîðìîþ ó

Hr(Rn) i ó öüîìó âèïàäêó çáåðiãà¹ ñåíñ i ó öüîìó âèïàäêó, àëå íàì, ïîòðiáåí

iíøèé, áiëüø âóçüêèé íiæ Hr(Rn) ïðîñòið ðîçïîäiëiâ, ââåäåíèé Ñ. À. Íàçà-

ðîâèì [38].

Çà îçíà÷åííÿì, ïðîñòið Hr,s(Rn), äå s < 0, ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðîçïîäiëiâ

u ∈ H−∞(Rn) :=
⋃
θ∈R

Hθ(Rn)

òàêèõ, ùî ∫
Rn

|ξ|2s(1 + |ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ <∞

Ïîçíà÷èìî òåïåð ÷åðåç Hr,s(Rn, ε) ëiíiéíèé ïðîñòið Hr,s(Rn), íàäiëåíèé

íîðìîþ

′||u;Hr,s(Rn, ε)|| :=

 ∫
Rn

|ξ|2s(1 + ε2|ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ

1/2

. (2.72)

Çâiñíî, êîæíà ç íîðì (2.72) åêâiâàëåíòíà íîðìi ||u;Hr,s(Rn, 1)||. Ëiíiéíèé íîð-
ìîâàíèé ïðîñòið Hr,s(Rn, ε) ¹ ïîâíèì. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî âiäîáðàæåííÿ

u 7−→ | · |2s(1 + | · |2)(r−s)/2ũ, äå u ∈ Hr,s(Rn),

çäiéñíþ¹ içîìîðôiçì ïðîñòîðó Hr,s(Rn, 1) íà ãiëüáåðòiâ ïðîñòið L2(Rn). Âiä-

ìiòèìî òàêîæ, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåïåðåðâíå âêëàäåííÿ Hr,s(Rn, ε) ↪→ Hr(Rn).
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Ïðîñòið Hr,s(Rn, ε) äëÿ öiëèõ s < 0 äîïóñêà¹ òàêèé îïèñ (äèâ. [11 ñ.131,

òâåðäæåííÿ 3.4]):

Òâåðäæåííÿ 2.4. Íåõàé r ∈ R , s ∈ Z, s < 0 i äiéñíå ε > 0. Ðîçïîäië

u ∈ H−∞(Rn) íàëåæèòü äî Hr,s(Rn) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

u =
∑
|β|=−s

Dβuβ, äå êîæíå uβ ∈ Hr−s(Rn). (2.73)

Ïðè öüìó íîðìè (2.72) i

||u;Hr,s(Rn, ε)||∗ := inf
∑
β

||uβ;Hr−s,0(Rn, ε)||,

åêâiâàëåíòíi ðiâíîìiðíî çà ïàðàìåòðîì ε ∈ (0; 1]. Òóò íèæíÿ ãðàíü áåðå-

òüñÿ çà óñiìà ôóíêöiÿìè uβ ç |β| = −s, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ (2.73).

Íåõàé Ω � äîâiëüíà âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó Rn. Íåõàé

äiéñíi ÷èñëà r, s i ε òàêi, ùî r > s i ε > 0. Áàíàõiâ ïðîñòið Hr,s(Ω, ε) îçíà÷à-

¹òüñÿ çà ïðîñòîðîì Hr,s(Rn, ε) ó òàêèé ñòàíäàðòíèé ñïîñiá (äèâ., íàïðèêëàä

[90]).

Ïîêëàäåìî

Hr,s(Ω, ε) := {w �Ω : w ∈ Hr,s(Rn, ε)},

‖u;Hr,s(Ω, ε)‖ = inf{‖w;Hr,s(Rn, ε)‖ : w ∈ Hr,s(Rn, ε), w �Ω = u}, (2.74)

äå ∈ Hr,s(Ω, ε). Òóò, ÿê çâè÷àéíî, w � Ω � çâóæåííÿ ðîçïîäiëó w ∈ S ′(Rn)

íà Ω. Âiäìiòèìî, ùî Hr,r(Ω, ε) ¹ ãiëüáåðòiâ ïðîñòið Ñîáîë¹âà Hr(Ω) ïîðÿäêó

r íà Ω.

Ç íàâåäåíîãî îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî âëàñòèâîñòi ïðîòðiâ Hr,s(Ω, ε) i

Hr,s(Rn, ε) ïîäiáíi. Òàê ëiíiéíèé ïðîñòið Hr,s(Ω, ε) íå çàëåæèòü âiä ε > 0,

à íîðìà ó íüîìó åêâiâàëíåòíà íîðìi â Hr,s(Ω, 1). Íîðìîâàíi ïðîñòîðè Hr,s(Ω)

i Hr(Ω) ïðè s > 0 ðiâíi ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi íîðì, à ïðè s < 0

ïðîñòîðè ìàþòü ñòðîãå íåïåðåâíå âêëàäàííÿ Hr,s(Ω) ↪→ Hr(Ω). Îêðiì òîãî,

¹ ïðàâèëüíèì

Òâåðäæåííÿ 2.5. Íåïåðâíå ùiëüíå âêëàäåííÿ (2.69) i òâåðäæåííÿ 2.1 çà-

ëèøàþòüñÿ ïðàâèëüíèìè, ÿêùî ó íèõ çàìiíèòè Rn íà Ω.

Íà ïiäñòàâi òâåðäæåííü 2.2 ìà¹ìî òàêó âëàñòèâiñòü (äèâ. [11, ñ. 128] ó

âèïàäêó Ω = Rn
+)



59

Òâåðäæåííÿ 2.6. Íåõàé äiéñíi ÷èñëà r i s òàêi, ùî r > s > 0. Òîäi íîðìè

(2.74) i

||u;Hr,s(Ω, ε)||′ := inf{‖w;Hr,s(Rn, ε)‖′ : w ∈ Hr,s(Rn, ε), w �Ω = u},

åêâiâàëíåòíi ðiâíîìiðíî çà ïàðàìåòðîì ε ∈ (0; 1].

Ó äèñåðòàöi¨ ïîòðiáíi ïðîñòîðè Hr,s(Ω, ε) ó âèïàäêàõ Ω = Rn
+ i Ω = G.

Îáãîâîðèìî äåòàëüíiøå âëàñòèâîñòi ïðîñòîðó Hr,s(Rn
+, ε).

Äëÿ ïðîñòîðó Hr,s(Rn
+, ε) ïðàâèëüíèé òàêèé àíàëîã òâåðäæåííÿ 2.11

(äèâ.[11, òâåðäæåííÿ 3.2])

Òâåðäæåííÿ 2.7. Íåõàé öiëi ÷èñëà r i s òàêi, ùî r > s > 0. Òîäi íîðìè

(2.74) i

||u;Hr,s(Rn
+, ε)||′′ := ||u;L2(Rn

+)||+

+

 ∫
Rn−1

∞∫
0

r∑
`=0

Ξ2
r−`,s−`(|ξ′|; ε)|D`

nû(ξ′, xn)|2dξ′dxn

1/2

(2.75)

åêâiâàëíåòíi ðiâíîìiðíî çà ïàðàìåòðîì ε ∈ (0; 1].

Îêðiì íîðìè (2.75) çíàäîáèòüÿ ùå îäíà åêâiâàëåíòíà ¨é íîðìà. Ïîçíà÷èìî

÷åðåç
√

1 + ε2|D′|2, äå ÷èñëî ε > 0, äîòè÷íèé ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðà-

òîð (ÏÄÎ) ç ñèìâîëîì
√

1 + ε2|ξ′|2 àðãóìåíòó ξ′ ∈ Rn−1. Òàêîæ ïîçíà÷èìî

÷åðåç |D′| äîòè÷íèé ÏÄÎ ç ñèìâîëîì ξ′ àðãóìåíòó ξ′ ∈ Rn−1. Öi îïåðàòîðè

äiþòü çà ôîðìóëàìè√
1 + ε2|D′|2w = F−1

[√
1 + ε2|ξ′|2 w̃(ξ′, ξn)

]
, äå w ∈ S ′(R\),

|D′|w = F−1 [|ξ′| w̃(ξ′, ξn)] , äå w ∈ H−∞(Rn).

Òóò F−1 � îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð¹ çà óñiìà çìiííèìè.

Íåõàé äiéñíi ÷èñëà r i s òàêi, ùî r > s. Äëÿ äîâiëüíîãî u ∈ Hr,s(Rn
+, ε)

ïîêëàäåìî

||u;Hr,s(Rn
+, ε)||] = (2.76)

=

||R(Dn − i
√

1 + |D′|2)s(εDn − i
√

1 + ε2|D′|2)r−slu;L2(Rn
+)||, ÿêùî s > 0

||R(Dn − i|D′|)s(εDn − i
√

1 + ε2|D′|2)r−slu;L2(Rn
+)||, ÿêùî s < 0.
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Òóò lu � äîâiëüíèé ðîçïîäië ç Hr(Rn) òàêèé, ùî lu = u íà Rn
+, à R � îïåðàòîð

çâóæåííÿ ðîçïîäiëó ç Rn íà Rn
+. Çâiñíî, (2.76) ¹ íîðìîþ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði

Hr,s(Ω). Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi íå çàëåæèòü âiä âêàçàíîãî âèáîðó ðîçïîäiëó

lu.

Òâåðäæåííÿ 2.8. Íåõàé äiéñíi ÷èñëà r i s òàêi, ùî r > s. Òîäi íîðìè (2.76)

i (2.74) åêâiâàëíåòíi ðiâíîìiðíî çà ïàðàìåòðîì ε ∈ (0; 1].

Äîâåäåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó íàâåäåíî, íàïðèêëàä, â ðîáîòi Âîëåâi÷à [11].

Çàóâàæåííÿ 2.5. Íåõàé öiëi ÷èñëà r i s òàêi, ùî r > s > 0. Òîäi íîðìà

(2.76) åêâiâàëåíòíà ðiâíîìiðíî çà ïàðàìåòðîì ε ∈ (0; 1] òàêié íîðìi

||u;Hr,s(Rn
+, ε)||? = ||u;L2(Rn

+)||+

+||R(Dn − i|D′|)s(εDn − i
√

1 + ε2|D′|2)r−slu;L2(Rn
+)|| =

= ||u;L2(Rn
+)||+ (2.77)

+

 ∫
Rn−1

∞∫
0

|(Dn − i|ξ′|)s(εDn − i
√

1 + ε2|ξ′|2)r−sû(ξ′, xn)|2dxndξ′
1/2

.

Ñïðàâäi, íà ôóíêöiÿõ w ∈ Hs(Rn) ìà¹ìî åêâiâàëåíòíiñòü

‖w;Hs(Rn)‖ = ‖(Dn − i
√

1 + |D′|2)sw;L2(Rn)‖ �

� ‖(Dn − i|D′|)sw;L2(Rn)‖+ ||u;L2(Rn)||,

ùî áåçïîñåðäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñ. Óçÿâøè ó öié ôîðìóëi

w := (εDn − i
√

1 + ε2|D′|2)r−sEu,

äå u ∈ Hr(Rn
+), à E : Hr(Rn

+) → Hr(Rn) � îïåðàòîð Õåñòåíñà ïðîäîâæåííÿ

ôóíêöi¨ ç Rn
+ íà Rn, îòðèìà¹ìî åêâiâàëåíòíiñòü íîðìè (2.76) i (2.77) (äèâ. [11,

ñ.129]).

Ïîêëàäåìî

H−∞(Rn
+) := {w �Rn

+ : w ∈ H∞(Rn)} =
⋃
θ∈R

Hθ(Rn
+).

Äëÿ ïðîñòîðiâ Hr,s(Rn
+, ε), äå s < 0, ïðàâèëüíèé òàêèé àíàëîã òâåðäæåííÿ

2.4 (äèâ., íàïðèêëàä [11, ñ.132]). Äëÿ öüîãî ïðîñòîðó ìà¹ ìiñöå
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Òâåðäæåííÿ 2.9. Íåõàé r ∈ R, l ∈ Z, s < 0 i äiéñíå ε > 0 Ðîçïîäië

u ∈ H−∞(Rn
+) íàëåæèòü äî Hr,s(Rn

+) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

u =
∑
|β|=−s

Dβuβ, äå êîæíå uβ ∈ Hr−s,0. (2.78)

Ïðè öüìó íîðìè (2.74) i

||u;Hr,s(Rn
+, ε)||∗ := inf

∑
β

||uβ;Hr−s,0(Rn
+, ε)||,

åêâiâàëåíòíi ðiâíîìiðíî çà ïàðàìåòðîì ε ∈ (0; 1]. Òóò íèæíÿ ãðàíü áåðå-

òüñÿ çà óñiìà ôóíêöiÿìè uβ ç |β| = −s, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ (2.78).

Îáãîâîðèìî òåïåð ïèòàííÿ ïðî ñëiäè ôóíêöié ç ïðîñòîðiâ Hr,s(Rn, ε) i

Hr,s(Rn
+, ε) íà ãiïåðïëîùèíi xn = 0, ÿêó îòîòîæíèìî ç ïðîñòîðîì Rn−1.

ÏðîñòiðHr,s(Rn−1, ε) i ðiçíi åêâiâàëåíòíi íîðìè ó íüîìó îçíà÷åíi âèùå äëÿ

óñiõ ïðèïóñòèìèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ r, s i ε, ÿêùî çàìiíèòè ó öèõ îçíà÷åííÿõ

Rn íà Rn−1.

Îñêiëüêè ïðîñòið Hr,s(Rn, ε) íåïåðåâíî âêëàäåíèé ó ñîáîëåâñüêèé ïðîñòîð

Hr(Rn), äå r > 0, òî ïðè r > `+ 1/2 îçíà÷åíèé îïåðàòîð ñëiäó

T` : u 7−→ (D`
nu) � Rn−1 = D`

nu(·, 0), äå u ∈ Hr,s(Rn).

Òóò öiëå l > 0.

Ââåäåìî áàíàõîâi ïðîñòîðè Hθ,σ(Rn−1, ε), äå θ > 0 i θ > σ òàêi, ùî íîðìè

îïåðàòîðà ñëiäó

T` : Hr,s(Rn) 7−→ Hr−l−1/2,s−l−1/2(Rn−1, ε)

áóäóòü ðiâíîìiðíî îáìåæåíèìè çà ïàðàìåòðîì ε ∈ (0; 1].

Íåõàé äiéñíi ÷èñëà θ, σ i ε çàäîâîëüíÿþòü óìîâè θ > σ i ε > 0. Ó âè-

ïàäêó σ > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hθ,σ(Rn−1, ε) ñîáîëåâñüêèé ïðîñòið Hθ(Rn−1),

íàäiëåíèé åêâiâàëåíòíîþ íîðìîþ

||h,Hθ,σ(Rn−1, ε)|| := ||h,Hθ,σ(Rn−1, ε)||′ =

= ||h, L2(Rn−1)||+

 ∫
Rn

|ξ′|2σ(1 + ε2|ξ′|2)θ−σ|ĥ(ξ′)|2dξ

1/2

= (2.79)
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= ||h, L2(Rn−1)||+

 ∫
Rn−1

Ξ2
θ,σ(|ξ′|; ε)|ĥ(ξ′)|2dξ′

1/2

,

äå h ∈ Hθ(Rn−1) (äèâ. ôîðìóëó (2.70)).

Ó âèïàäêó σ < 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hθ,σ(Rn−1, ε) ñîáîëåâñüêèé ïðîñòið

Hθ(Rn−1), íàäiëåíèé åêâiâàëåíòíîþ íîðìîþ

||h,Hθ,σ(Rn−1, ε)|| := ε−σ||h,Hθ,0(Rn−1, ε)|| = (2.80)

= ε−σ

 ∫
Rn−1

(1 + ε2|ξ′|2)θ|ĥ(ξ′)|2dξ′
1/2

=

 ∫
Rn−1

Ξ2
θ,σ(|ξ′|; ε)|ĥ(ξ′)|2dξ′

1/2

,

äå h ∈ Hθ(Rn−1). Îòæå, íîðìà â ïðîñòîði Hθ,σ(Rn−1, ε), âðàõîâóþ÷è (2.79) i

(2.80), âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

||h,Hθ,σ(Rn−1, ε)|| :=

=

||h, L2(Rn−1)||+ ||Ξθ,σ(|D′|; ε)h, L2(Rn−1)||, ÿêùî σ > 0

||Ξθ,σ(|D′|; ε)h, L2(Rn−1)||, ÿêùî σ < 0.

Ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ

Òâåðäæåííÿ 2.10. Íåõàé äiéñíi ÷èñëà r, s i íàòóðàëüíå ` òàêi, ùî r > s,

r > ` + 1/2, s 6= ` + 1/2. Òîäi iñíó¹ ÷èñëî C > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

u ∈ Hr,s(Rn, ε) i ε ∈ (0; 1] ïðàâèëüíà íåðiâíîñòü

||T`u;Hr−`−1/2,s−`−1/2(Rn−1, ε)|| 6 C||u;Hr,s(Rn, ε)||.

Öå òâåðäæåííÿ çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì, ÿêùî ó íüîìó çàìiíèòè Rn íà

Rn
+. Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2.10 íàâåäåíî â [11, ññ.130, 133]

Áàíàõîâi ïðîñòîðè Hθ,σ(∂G, ε) íà ìåæi ∂G âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðîñòîðîì

Hθ,σ(Rn−1, ε) ó ñòàíäàðíèé ñïîñiá (äèâ., íàïðèêëàä [91]).

Íåõàé äiéñíi ÷èñëà θ, σ i ε òàêi, ùî θ ≥ σ i ε > 0. Ïðîñòið Hθ,σ(∂G, ε)

ñêëàäà¹òüñÿ, êîðîòêî êàæó÷è, ç óñiõ ðîçïîäiëiâ íà C∞ - ìíîãîâèäi ∂G, ÿêi ó

ëîêàëüíèõ êîîðäèíàòàõ íàëåæàòü äî Hθ,σ(Rn−1, ε). Ïåðåéäåìî äî äåòàëüíîãî

îçíà÷åííÿ.

Âèáåðåìî äîâiëüíèì ÷èíîì ñêií÷åííèé àòëàñ iç C∞-ñòðóêòóðè íà ìíîãî-

âèäi ∂G, óòâîðåíèé ëîêàëüíèìè êàðòàìè πj : Rn−1 ↔ Uj, äå j = 1, . . . , p. Òóò
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âiäêðèòi ìíîæèíè U1, . . . , Up ñêëàäàþòü ïîêðèòòÿ ìíîãîâèäó ∂G. Òàêîæ âèáå-

ðåìî äîâiëüíèì ÷èíîì ôóíêöi¨ χj ∈ C∞(∂G), äå j = 1, . . . , p, ÿêi óòâîðþþòü

ðîçáèòòÿ îäèíèöi íà ∂G, ïiäïîðÿäêîâàíå óìîâi suppχj ⊂ Uj.

Çà îçíà÷åííÿì, ïðîñòið Hθ,σ(∂G, ε) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðîçïîäiëiâ h íà ∂G

òàêèõ, ùî (χjh) ◦ πj ∈ Hθ,σ(Rn−1) äëÿ êîæíîãî íîìåðà j ∈ {1, . . . , p}. Íîðìà
ó Hθ,σ(∂G, ε) îçíà÷åíà çà ôîðìóëîþ

‖h;Hθ,σ(∂G, ε)‖ =

p∑
j=1

‖(χjh) ◦ πj;Hθ,σ(Rn−1, ε)‖

Òóò (χjh) ◦ πj ïîçíà÷à¹ çîáðàæåííÿ ðîçïîäiëó h ó ëîêàëüíié êàðòi πj.

Ïðîñòið Hθ,σ(∂G, ε) ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi íîðì íå çàëåæèòü âiä

çàçíà÷åíîãî âèáîðó àòëàñó i ðîçáèòòÿ îäèíèöi. Çâiñíî, öÿ åêâiâàëíåòíiñòü ¹

ðiâíîìiðíîþ çà ïàðàìåòðîì ε ∈ (0; 1].

Âiäìiòèìî, ùîHθ,θ(∂G, ε) � öå ñîáîë¹âñüêèé ïðîñòið Hθ(∂G) ïîðÿäêó θ íà

∂G ç íîðìîþ, ïîðîäæåíîþ ó ïðîñòîði Hθ(Rn−1). Ëiíiéíi ïðîòîðè Hθ,σ(∂G, ε)

i Hθ(∂G) ðiâíi, à íîðìè ó íèõ, åêâàâàëåíòíi, ïðè÷îìó íå ðiâíîìiðíî çà ε ∈
(0; 1]), ÿêùî σ 6= 0.
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2.6. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äðóãîãî ðîçäiëó ñòîñóþòüñÿ àïðiîðíî¨ îöiíêè ðîçâ'ÿêiâ

êðîéîâî¨ çàäà÷i (2.1), (2.2). Ïåðåä òèì, ÿê ñôîðìóëþâàòè öi ðåçóëüòàòè,

îáãîâîðèìî äåÿêè ïèòàííÿ ïîâ'ÿçàíi ç îöiíêàìè ðîçâ'ÿçêiâ.

Äëÿ êîæíîãî ÷èñëà ε > 0 ïîâ'ÿæåìî iç öi¹þ çàäà÷åþ ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

Aε : (u(·; ε), %1(·; ε), . . . , %κ(·; ε)) −→ (f(·; ε), g1(·; ε), . . . , gm+κ(·; ε)),(2.81)

äå u(·; ε) ∈ C∞(Ω) i %1(·; ε), . . . , %κ(·; ε) ∈ C∞(∂G).

Âiäìiòèìî, ùî ïîñòàíîâêà çàäà÷i (2.1), (2.2) ìà¹ ñåíñ i ïðè ε = 0.

Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà r i s çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

r − s ≥ 2m− 2µ, r > mm+κ +
1

2
. (2.82)

Ç äðóãî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ (2.81) ïðîäîâæó¹òüñÿ ¹äèíèì

÷èíîì (çà íåïåðåâíiñòþ) äî îáìåæåíîãî îïåðàòîðà ó ñîáîëåâñüêèõ ïðîñòîðàõ

Aε : Hr(G)×
κ∏
k=1

Hr+αk−1/2(∂G)→ Hr−2m(G)×
m+κ∏
j=1

Hr−mj−1/2(∂G).(2.83)

Çàóâàæèìî, ùî ïðè ε = 0 âiäîáðàæåííÿ (2.83) ïðîäîâæó¹òüñÿ òàêîæ çà

íåïåðåâíiñòþ äî îáìåæåíîãî îïåðàòîðà

A0 : Hr(G)×
κ∏
k=1

Hr+αk−1/2(∂G)→ Hr−2µ(G)×
m+κ∏
j=1

Hr−mj−1/2(∂G).(2.84)

Ïîðiâíþþ÷è ôîðìóëè (2.83) i (2.84) ïðè ε = 0, çàçíà÷èìî, ùî ïðîñòið

Hr−2µ(G) íåïåðåâíî âêëàäåíèé ó Hr−2m(G).

Ç ïîñòàíîâêè êðàéîâî¨ çàäà÷i (2.1), (2.2) âèïëèâà¹, ùî ‖Aε‖ ¹ íåïåðåâ-

íîþ ôóíêöi¹þ ôóíêöi¹þ àðãóìåíòó ε > 0, äå ‖ · ‖ � íîðìà îïåðàòîðà ó ïàði
ïðîñòîðiâ (2.83). Òîäi

c := max{‖Aε‖ : ε ∈ [0; 1]} <∞.
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ [0; 1] âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

||f(·; ε);Hr−2m(G)||+
m+κ∑
j=1

||gj(·; ε);Hr−mj−1/2(∂G)|| ≤ (2.85)

≤ c

(
||u(·; ε);Hr(G)||+

κ∑
k=1

||%k(·; ε);Hr+αk−1/2(∂G)||

)
.

Òóò, çâiñíî, u(·; ε) i óñi %i(·; ε) � äîâiëüíi ôóíêöi¨ ç âiäïîâiäíèõ ñîáîëåâñüêèõ
ïðîñòîðiâ, à f(·; ε) i óñi gj(·; ε) îçíà÷åíi çà ôîðìóëàìè (2.1), (2.2).

Îñíîâíà çàäà÷à äðóãîãî ðîçäiëó � ïîêàçàòè, ùî åëiïòè÷íiñòü ç ìàëèì

ïàðìåòðîì êðàéîâîõ çàäà÷i (2.1), (2.2) ðiâíîñèëüíà íàÿâíîñòi îöiíêè, îáåðíå-

íî¨ ó äåÿêîìó ñåíñi äî îöiíêè (2.85), çi ñòàëîþ íå çàëåæíîþ âiä ïàðàìåòðà

ε ∈ (0; 1]. Ïðè öüîìó äîâåäåòüñÿ çàìiíèòè ïðîñòîðè Ñîáîë¹âà íà ïðîñòîðè,

íîðìà â ÿêèõ çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà ε, ââåäåíi ó ïiäðîçäiëi 2.5.

Îáãðóíòó¹ìî íåîáõiäíiñòü ââåäåííÿ ïàðàìåòðà ε â öi íîðìè. Ïðèïóñòèìî

ùî êðàéîâà çàäà÷à (2.1), (2.2) åëiïòè÷íà çà ìàëèì ïàðàìåòðîì. Òîäi äëÿ êî-

æíîãî ôiêñîâàíîãî ε > 0 öÿ çàäà÷à ¹ åëiïòè÷íîþ çà Á.Ëàâðóêîì [32]. Òîìó

îáìåæåíèé îïåðàòîð (2.83) íåòåðiâ ïðè ε > 0. Öå âñòàíîâëåíî â ðîáîòàõ [63,

82, 88]. Çàóâàæèìî, ùî ïðè ε = 0 ðiâíÿííÿ (2.1) ¹ åëiïòè÷íèì äèôåðåíöiàëü-

íèì ðiâíÿííÿì ïîðÿäêó 2µ < 2m, òîìó îïåðàòîð (2.83) íå ¹ íåòåðîâèì ïðè

ε = 0. Àëå çãiäíî óìîâè 2.5 ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

A′0 : (u(·; 0), %1(·; 0), . . . , %κ(·; 0)) −→ (f(·; 0), g1(·; 0), . . . , gµ+κ(·; 0)),

äå u ∈ C∞(Ω) i %1, . . . , %κ ∈ C∞(∂G)

ïðîäîâæó¹òüñÿ çà íåïåðåâíiñòþ äî îáìåæåíîãî i íåòåðîâîãî îïåðàòîðà

A′0 : Hr(G)×
κ∏
k=1

Hr+αk−1/2(∂G)→ Hr−2µ(G)×
µ+κ∏
j=1

Hr−mj−1/2(∂G).(2.86)

Ç íåòåðîâñòi îïåðàòîðà (2.83) ïðè êîæíîìó ε > 0 âèïëèâà¹ àïðiîðíà îöiíêà

||u(·; ε);Hr(G)||+
κ∑
k=1

||%k(·; ε);Hr+αk−1/2(∂G)|| ≤

≤ C(ε)
(
||f(·; ε);Hr−2m(G)||+

m+κ∑
j=1

||gj(·; ε);Hr−mj−1/2∂G)||+ (2.87)
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+||u;L2(G)||+
κ∑
k=1

||%k(·; ε);L2(∂G)||
)

ç äåÿêîþ ñòàëîþ C(ε) > 0.

Çàóâàæåííÿ 2.6. Ïîðiâíþþ÷è â (2.87) íîðìè

||%k(·; ε);Hr+αk−1/2(∂G)|| i ||%k(·; ε);L2(∂G)|| (2.88)

âiäìiòèìî, ùî r + αk − 1/2 > 3/2 äëÿ êîæíîãî k ∈ {1, . . . ,κ}. Ñïðàâäi, íà
ïiäñòàâi ôîðìóëè (2.82) i çàóâàæåííÿ 2.3 ìà¹ìî:

r + αk − 1/2 > mm+κ + αk > mm+κ −mµ+κ > 1

îòæå r + αk − 1/2 > 3/2, áî r, αk ∈ Z. Òîìó ïåðøà íîðìà â (2.88) ñèëüíiøà

çà äðóãó

Âiäìiòèìî, ùî C(ε) íå ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîá C(ε) = O(1) ïðè ε → 0+.

Ñïðàâäi, ÿêùî iñíóþòü ÷èñëà ε0 > 0 i C > 0 òàêi, ùî C(ε) 6 C äëÿ óñiõ ε ∈
(0, ε0), òî, ïåðåéøîâøè â (2.87) äî ãðàíèöi ïðè ε→ 0+, îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

(2.87) äëÿ ε = 0 çi ñòàëîþ C(0) = C. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî îïåðàòîð Aε
ïðÿìó¹ äî îïåðàòîðà A0 ïðè ε→ 0+ ó íîðìi îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü

ó ïàði ïðîñòîðiâ (2.83). Ç îòðèìàíî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð (2.83)

ïðè ε = 0 ìà¹ çàìêíåíó îáëàñòü çíà÷åíü. Òîìó, ëiíiéíèé ìíîãîâèä

A′0

(
Hr,s(G)×

κ∏
k=1

Hr+αk−1/2(∂G)

)
(2.89)

çàìêíåíèé ó ïðîñòîði

Hr−2m(G)×
µ+κ∏
j=1

Hr−mj−1/2(∂G).

Îêðiì òîãî, öåé ìíîãîâèä çàìêíåíèé i ó ïðîñòði

Hr−2µ(G)×
µ+κ∏
j=1

Hr−mj−1/2(∂G),

áî îïåðàòîð (2.86) íåòåðiâ. Îñêiëüêè äðóãèé ç öèõ ïðîñòîðiâ êîìïàêòíî âêëà-

äåíèé ó ïåðøèé, òî ëiíiéíèé ìíîãîâèä (2.89) ñêií÷åííîâèìiðíèé, ùî ñóïåðå-

÷èòü íåòåðîâîñòi îïåðàòîðà (2.86).
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Òàêèì ÷èíîì, íà âiäìiíó âiä (2.85), ó îáåðíåíié îöiíöi (2.87) ÷èñëà C(ε) íå

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó C(ε) = O(1) ïðè ε → 0+. Öèì i ïîÿñíþ¹òüñÿ ïîòðåáà

ó ñîáîëåâñüêèõ ïðîñòîðàõ, íîðìè ó ÿêèõ çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà.

Ñôîðìóëþ¹ìî òåïåð îñíîâíi ðåçóëüòàòè äðóãîãî ðîçäiëó.

Òåîðåìà 2.1. Ïðèïóñòèìî, ùî êðàéîâà çàäà÷à (2.1), (2.2) åëiïòè÷íà ç

ìàëèì ïàðàìåòðîì. Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà r i s çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

(2.82) i

mµ+κ +
1

2
6 s < mµ+κ+1 +

1

2
. (2.90)

Òîäi iñíó¹ òàêå ÷èñëî C > 0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà ε ∈ (0; 1] ïðàâèëüíà

àïðiîðíà îöiíêà

||u(·; ε);Hr,s(G, ε)||+
κ∑
k=1

||%k(·; ε);Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(∂G, ε)|| ≤

≤ C
(
||f(·; ε);Hr−2m,s−2µ(G, ε)||+

m+κ∑
j=1

||gj(·; ε);Hr−mj−1/2,s−mj−1/2(∂G, ε)||+

+||u;L2(G)||+
κ∑
k=1

||%k(·; ε);L2(∂G)||
)
. (2.91)

Òóò ôóíêöi¨

u(·; ε) ∈ Hr(G) i %k(·; ε) ∈ Hr+αk−1/2(∂G), äå k = 1, . . . ,κ (2.92)

òà

f(·; ε) ∈ Hr−2m,s−2µ(G) i (2.93)

gj(·; ε) ∈ Hr−mj−1/2(∂G), äå j = 1, . . . ,m+ κ

çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó çàäà÷à (2.1), (2.2). ×èñëî C íå çàëåæèòü, ÿê âiä

ε ∈ (0; 1], òàê i âiä ôóíêöié (2.92), (2.93).

Çàóâàæåííÿ 2.7. Ñòîñîâíî íåðiâíîñòi (2.91) i âêëþ÷åíü (2.92), (2.93) íàãà-

äà¹ìî, ùî ïðàâèëüíi òàêi ðiâíîñòi ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ: Hr,s(G, ε) = Hr(G) i

Hθ,σ(∂G, ε) = Hθ(∂G) ïðè θ > σ > 0. Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî ïðîâèëüíå ñòðîãå

íåïåðåâíå âêëàäåííÿ Hr−2m,s−2µ(G, ε) ↪→ Hr−2m(G) ïðè s < 2µ.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé A(x;D; ε) � ïðàâèëüíî åëiïòè÷íèé îïåðàòîð ç ìàëèì

ïàðàìåòðîì íà G, à íàòóðàëüíi r i s çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (2.82) i (2.90).
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Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ÷èñëî C > 0, òàêå ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0; 1] i äëÿ

äîâiëüíèõ ôóíêöié (2.92), (2.93), ùî çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó çàäà÷ó (2.1),

(2.2), ïðàâèëüíà àïðiîðíà îöiíêà (2.91). Òîäi öÿ êðàéîâà çàäà÷à åëiïòè÷íà ç

ìàëèì ïàðàìåòðîì.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 2.1 i 2.2 áóäå íàâåäåíî ó ïiäðîçäiëi 2.10. Çà äîïîìî-

ãîþ ìåòîäó ëîêàëèçàöi¨ ( "çàìîðîæóâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ") äîâåäåííÿ öèõ òåî-

ðåì çâîäèòüñÿ äî âñòàíîâëåííÿ ¨õ àíàëîãiâ äëÿ ìîäåëüíèõ îáëàñòåé Rn i Rn
+.

Êëþ÷îâèì òóò ¹ àíàëîã òåîðåì 2.1 i 2.2 ìîäåëüíî¨ çàäà÷i ó ïiâïðîñòîði Rn
+.

Íàñòóïíi ïiäðîçäiëi 2.7 � 2.9 ïðèñâÿ÷åíi öèì àíàëîãàì. Â ï. 2.7 áóäóòü ðîç-

ãëÿíóòi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi êðàéîâî¨ çàäà÷i íà ïiâîñi. Â ï. 2.8 áóäóòü äîâåäåíi

îöiíêè ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ìîäåëüíî¨ çàäà÷i. Â ï. 2.9 áóäóòü

äîâåäåíi âiäïîâiäíi òåîðåìè äëÿ ìîäåëüíèõ îáëàñòåé Rn òà Rn
+. Â ï. 2.10 áóäå

çàâåðøåíî äîâåäåííÿ òåîðåì 2.1 i 2.2.
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2.7. Óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi êðàéîâî¨ çàäà÷i íà ïiâîñi.

Íàãàäà¹ìî, ùî â êîæíié òî÷öi x0 ∈ ∂G êðàéîâié çàäà÷i (2.1), (2.2) âiäïî-

âiäà¹ êðàéîâèé ñèìâîë (2.9), (2.10). Âií ¹ êðàéîâîþ çàäà÷åþ äëÿ çâè÷àéíîãî

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ íà ïiâîñi çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêà ìiñòèòü

äîäàòêîâi íåâiäîìi ÷èñëîâi ïàðàìåòðè. Ìåòà öüîãî ïiäðîçäiëó � îòðèìàòè

ðiçíi åêâiâàëåíòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷ öüîãî òèïó.

Íåõàé p ∈ N, à P (τ) � äîâiëüíèé êîìïëåêñíèé ïîëiíîì ïîðÿäêó p 6 m,

óñi êîðåíi τ1, . . . , τp ÿêîãî ðîçòàøîâàíi â C+. Íåõàé òàêîæ ξ′ ∈ Rn. Ïîçíà÷èìî

B
(0)
j (Dt) := B

(0)
j (ξ′, Dt), C

(0)
j,k := C

(0)
j,k (ξ′), äå B(0)

j (ξ′, Dt) i C
(0)
j,k (ξ′) ôiãóðóþòü â

(2.10). Íåõàé ìíîæèíà J ëåæèòü â {1, 2, . . . ,m + κ} i ìiñòèòü òî÷íî p + κ
åëåìåíòiâ. Ðîçãëÿíåìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó íà ïiâîñi:

P (Dt)v(t) = 0, t > 0, (2.94)

B
(0)
j (Dt)v(t)|t=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,kσk = ϕj, äå j ∈ J (2.95)

Òóò, çâiñíî, ÷èñëà ϕj çàäàíi, à ôóíöiÿ v(t) àðãóìåíòà t > 0 i ÷èñëà σ1, . . . , σκ
¹ øóêàíèìè.

Íåõàé γ � êóñêîâî ãëàäêèé êîíòóð, ÿêèé ëåæèòü â ïiâïëîùèíi C+, i îõî-

ïëþ¹ óñi êîðåíi ïîëiíîìà P (τ). Çàïèøåìî

P (τ) :=

p∑
k=0

akτ
p−k

i ïîêëàäåìî

Pj(τ) :=

j∑
k=0

akτ
j−k äëÿ êîæíîãî j ∈ {0, 1, . . . , p}.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M ëiíiéíèé ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëü-

íîãî ðiâíÿííÿ P (Dt)v(t) = 0. ßê âiäîìî [1], ïðîñòið M ìà¹ âèìiðíiñòü p òà

áàçèñ

hr(t) :=
1

2πi

∫
γ

eiτ t
Pp−r(τ)

P (τ)
dτ, r = 1, . . . , p. (2.96)

Íåõàé

Bj(τ) :=

p∑
k=1

bj,kτ
k−1
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� çàëèøîê âiä äiëåííÿ ïîëiíîìà B(0)
j (τ) íà P (τ).

Ââåäåìî êâàäðàòíó ìàòðèöó L = (Lj,k)j,k=1,...,p+κ, äå

Lj,k :=

{
bj,k, j = 1, . . . , p+ κ; k = 1, . . . , p;

C
(0)
j,k−p, j = 1, . . . , p+ κ; k = p+ 1, . . . , p+ κ.

(2.97)

Òàêó ìàòðèöþ áóäåìî íàçèâàòè ìàòðèöåé Ëîïàòèíñüêîãî, äëÿ çàäà-

÷i (2.94), (2.95).

Òåîðåìà 2.3. Íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

i) Äëÿ äîâiëüíèõ ϕ1, . . . , ϕp+κ ∈ C çàäà÷à (2.94), (2.95) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

ii) Ìàòðèöÿ Ëîïàòèíñüêîãî L ìà¹ îáåðåíåíó.

iii) Çíàéäóòñÿ ïîëiíîìè Nl(τ), ïîðÿäêó ìåíüøå p, i ÷èñëà σl,k, äå l ∈ J ,
k = 1, . . . ,κ òàêi, ùî

1

2πi

∫
γ

B
(0)
j (τ)Nl(τ)

P (τ)
dτ +

κ∑
k=1

C
(0)
j,kσl,k = δl,j äëÿ óñiõ l, j ∈ J . (2.98)

Òóò i íàäàëi ÷åðåç δj,r ïîçíà÷åíî ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Çàóâàæåííÿ 2.8. Öåé ðåçóëüòàò âiäîìèé, ÿêùî óñi C(0)
j,k ≡ 0, à ìíîæèíà J

ìiòèòü òî÷íî p ÷èñåë (äèâ. íàïðèêëàä [11, ëåìà 2.1]). Çâiñíî, ó öüîìó âèïàäêó

âiäñóòíi ÷èñëà σl,k â óìîâi (iii).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3. Îáãðóíòó¹ìî ñïî÷àòêó iìïëiêàöiþ (i) ⇒ (ii). Ïðè-

ïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (i). Ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ êîìïëå-

êñíèõ ÷èñåë ϕ1, . . . , ϕp+κ ëiíiéíå àëãåáðà¨÷íå ðiâíÿííÿ

Lw = col(ϕ1, . . . , ϕp+κ) (2.99)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê w. Çâiäñè âèïëèâà¹ óìîâà (ii). Âèáåðåìî äîâiëüíèì ÷èíîì ÷èñëà

ϕ1, . . . , ϕp+κ ∈ C. Çà óìîâîþ (i) iñíó¹ (¹äèíèé) ðîçâ'ÿçîê v çàäà÷i (2.94),

(2.95). Òîäi âií ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

P (Dt)v(t) = 0, t > 0,

Bj(Dt)v(t)|t=0 +
κ∑
k=1

C
(0)
j,kσk = ϕj, äå j = 1, . . . , p+ κ. (2.100)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.100), áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî âåêòîð

w = col
(
v(0), (Dtv)(0), . . . , (Dp−1

t v)(0), σ1, . . . , σκ

)
¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.99). Îòæå, ìàòðèöÿ L îáîðîòíà. Iìïëiêàöiÿ (i)⇒ (ii)

äîâåäåíà.

Îáãðóíòó¹ìî îáåðíåíó iìïëiêàöiþ (ii) ⇒ (i). Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹-

òüñÿ óìîâà (ii). Âèáåðåìî äîâiëüíèì ÷èíîì êîìïëåêñíi ÷èñëà ϕ1, . . . , ϕp+κ i

ïîáóäó¹ìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.94), (2.95).

Äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.94), ÿêèé íàëåæèòü

ïðîñòîðó M, çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

v(t) =

p∑
r=1

Rrhr(t), (2.101)

äå R1, . . . , Rp � äîâiëüíi êîìïëåêñíi ÷èñëà.

Çíàéäåìî R1, . . . , Rp i σ1, . . . , σκ, ïiäñòàâèâøè (2.101) â êðàéîâó óìîâó

(2.95). Âðàõîâóþ÷è (2.96) îòðèìà¹ìî äëÿ êîæíîãî j = 1, . . . , p+ κ òàêå:

B
(0)
j (Dt)v(t)|t=0 = B

(0)
j (Dt)

(
p∑
r=1

Rrhr(t)

)∣∣∣∣∣
t=0

=

=

p∑
r=1

RrB
(0)
j (Dt)hr(t)|t=0 =

p∑
r=1

RrB
(0)
j (Dt)

 1

2πi

∫
γ

eiτ t
Pp−r(τ)

P (τ)
dτ

∣∣∣∣∣∣
t=0

=

=

p∑
r=1

Rr
1

2πi

∫
γ

(
B

(0)
j (Dt)e

iτ t
)∣∣∣

t=0

Pp−r(τ)

P (τ)
dτ =

=

p∑
r=1

Rr
1

2πi

∫
γ

B
(0)
j (τ)Pp−r(τ)

P (τ)
dτ.

Îòæå,

B
(0)
j (Dt)v(t)|t=0 =

p∑
r=1

Rr
1

2πi

∫
γ

B
(0)
j (τ)Pp−r(τ)

P (τ)
dτ. (2.102)

Îñòàííié iíòåãðàë íå çìiíèòüñÿ, ÿêùî ó íüîìó çàìiíèòè B(0)
j (τ) íà Bj(τ),

îñêiëüêè ôóíêöi¨
B

(0)
j (τ)

P (τ)
i

Bj(τ)

P (τ)
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âiäðiçíÿþòüñÿ íà äåÿêèé ìíîãî÷ëåí. Âiäîìî [66, ÷àñòèíà 1, ðîçäië 1], ùî

1

2πi

∫
γ

τ k−1Pp−r(τ)

P (τ)
dτ = δk,r, k, r = 1 . . . , p.

Îòæå,

1

2πi

∫
γ

B
(0)
j (τ)Pp−k(τ)

P (τ)
dτ =

1

2πi

∫
γ

Bj(τ)Pp−r(τ)

P (τ)
dτ =

=

p∑
k=1

bj,k
1

2πi

∫
γ

τ k−1Pp−r(τ)

P (τ)
dτ =

p∑
k=1

bj,kδk,r = bj,r.

Òàêèì ÷èíîì,

B
(0)
j (Dt)v(t)|t=0 =

p∑
r=1

Rrbj,r, j = 1, . . . , p+ κ. (2.103)

Íà ïiäñòàâi (2.103) êðàéîâi óìîâè (2.95) íàáèðàþòü âèãëÿäó:

p∑
r=1

bj,rRr +
κ∑
k=1

C
(0)
j,kσk = ϕj, j = 1, . . . , p+ κ. (2.104)

Îòðèìàëè ëiíiéíó ñèñòåìó ç p + κ ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâiäîìèõ ÷èñåë

R1, . . . , Rp, σ1, . . . , σκ. Ìàòðèöÿ L ¹ ìàòðèöåþ êîåôiöi¹íòiâ öi¹¨ ñèñòåìè.

Òîìó, çà óìîâîþ (ii), öÿ ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

D := L−1 = (dj,i)j,i=1,...,p+κ � îáåðíåíó ìàòèðèöþ äî ìàòðèöi Ëîïàòèíñüêî-

ãî. Òîäi

col(R1, . . . , Rp, σ1, . . . , σκ) = G col(ϕ1, . . . , ϕp+κ),

òîáòî

Rj =

p+κ∑
l=1

dj,lϕl, i = 1, . . . , p,

σj =

p+κ∑
l=1

dp+j,lϕl, j = 1, . . . ,κ.

Òàêèì ÷èíîì, êðàéîâà çàäà÷à (2.94), (2.95) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (v, σ1, . . . , σκ), äå

ôóíêöiÿ v ïîäàíà ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ (2.101) ó ÿêié êîåôiöi¹íòè

R1, . . . , Rp ðàçîì iç ÷èñëàìè σ1, . . . , σκ ¹ ðîçâ'ÿçêîì (¹äèíèì) ñèñòåìè (2.104).
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Äîâåäåíî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i äëÿ äîâiëüíèõ ϕ1, . . . , ϕp+κ. Îñêiëü-

êè ïðîñòið ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ òà ïðîñòið ïðèïóñòèìèõ ¨¨ ïðàâèõ ÷àñòèí ìàþòü îäíà-

êîâó âèìiðíiñòü p + κ, òî öÿ çàäà÷à ¹ îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíîþ, òîáòî âèêîíó-
¹òüñÿ óìîâà (i). Iìïëiêàöiÿ (ii) ⇒ (i) äîâåäåíà. Òàêèì ÷èíîì (ii) ⇔ (i).

Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî (i)⇔ (iii).

Îáãðóíòó¹ìî iìïëiêàöiþ (i) ⇒ (iii). Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìî-

âà (i). Äîâiëüíî âèáåðåìî öiëå l ∈ J . Çà óìîâîþ (i) êðàéîâà çàäà÷à

P (Dt)vl(t) = 0, t > 0, (2.105)

B
(0)
j (Dt)vl(t)|t=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,kσl,k = δl,j, äå j = 1, . . . , p+ κ (2.106)

vl ∈M (2.107)

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (vl, σl,1, . . . , σlκ). Îñêiëüêè ôóíêöiÿ vl(t) çàäîâîëüíÿ¹

(2.105) òà (2.107), òî âîíà çîáðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (2.101), òîáòî

vl(t) =

p∑
r=1

Rl,rhr(t).

Íåõàé j ∈ {1, . . . , p+κ}. Äëÿ ôóíêöi¨ vl(t) âèðàç (2.102) íàáèðà¹ âèãëÿäó

B
(0)
j (Dt)vl(t)|t=0 =

p∑
r=1

Rl,r
1

2πi

∫
γ

B
(0)
j (τ)Pp−r(τ)

P (τ)
dτ.

Çâiäñè

B
(0)
j (Dt)vl(t)|t=0 =

1

2πi

∫
γ

B
(0)
j (τ)Nl(τ)

P (τ)
dτ, (2.108)

äå ïîçíà÷åíî

Nl(τ) =

p∑
r=1

Rl,rPp−r(τ). (2.109)

Ïiäñòàâèâøè (2.108) â (2.106) îòðèìà¹ìî (2.98). Òèì ñàìèì iìïëiêàöiÿ

(i)⇒ (iii) äîâåäåíà.
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Äîâåäåìî iìïëiêàöiþ (iii)⇒ (i). Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (iii). Âèáåðåìî

äîâiëüíèì ÷èíîì êîìïëåêñíi ÷èñëà ϕ1, . . . , ϕp+κ. Ïîêëàäåìî

v(t) =

p+κ∑
l=1

ϕl
1

2πi

∫
γ

eiτ t
Nl(τ)

P (τ)
dτ, t > 0,

σk =

p+κ∑
l=1

ϕl σl,k, k = 1, . . . ,κ.

Ïåðâiðèìî, ùî âåêòîð (v(t), σ1, . . . , σκ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i (2.94),

(2.95). Ìà¹ìî:

P (Dt)v(t) = P (Dt)

(
p+κ∑
l=1

ϕl
1

2πi

∫
γ

eiτ t
Nl(τ)

P (τ)
dτ

)
=

=

p+κ∑
l=1

ϕl
1

2πi

∫
γ

(P (Dt)e
iτ t)

Nl(τ)

P (τ)
dτ =

p+κ∑
l=1

ϕl
1

2πi

∫
γ

P (τ)eiτ t
Nl(τ)

P (τ)
dτ =

=

p+κ∑
l=1

ϕl
1

2πi

∫
γ

eiτ tNl(τ)dτ = 0.

Îñòàííié iíòåãðàë äîðiíþ¹ íóëþ çà òåîðåìîþ Êîøi. Îòæå ôóíêöiÿ v(t) ∈M

i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.94).

Îêðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , p+ κ} ìà¹ìî òàêå:

B
(0)
j (Dt)v(t)|t=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,kσk =

= B
(0)
j (Dt)

(
p+κ∑
l=1

ϕl
1

2πi

∫
γ

eiτ t
Nl(τ)

P (τ)
dτ

)∣∣∣∣∣∣
t=0

+
κ∑
k=1

C
(0)
j,k

(
p+κ∑
l=1

ϕl σl,k

)
=

=

p+κ∑
l=1

ϕl

(
1

2πi

∫
γ

B
(0)
j (τ)

Nl(τ)

P (τ)
dτ +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k σl,k

)
=

p+κ∑
l=1

ϕl δl,j = ϕj.

Òóò ïåðåäîñòàííÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ íà ïiäñòàâi óìîâè (iii). Îòæå, âåêòîð

(v(t), σ1, . . . , σκ) çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâó óìîâó (2.95).

Îñêiëüêè ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ çàäà÷i òà ïðîñòið ¨¨ ïðàâèõ ÷àñòèí ìàþòü

îäíàêîâó âèìiðíiñòü p+ κ, òî ç iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó âèïëèâà¹ éîãî ¹äèíiñòü,
òîáòî äîâåäåíî iìïëiêàöiþ (iii)⇒ (i).
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Çàóâàæåííÿ 2.9. 1. Åëåìåíòè ìàòðèöi Ëîïàòèíñüêîãî L íåïåðåðâíî çà-

ëåæàòü âiä êîðåíiâ τ1, . . . , τp ∈ C+ ïîëiíîìà P (τ) çà óìîâè, ùî öi êîðåíi

çàëèøàþòüñÿ âñåðåäåíi îáëàñòi, îáìåæåíî¨ êîíòóðîì γ. Îòæå, ïðè ìà-

ëîìó çáóðåííi öèõ êîðåíiâ ìàòðèöÿ L çáåðiãà¹ ñâîþ íåâèðîäæåíiñòü.

Òîáòî, óìîâè (i), (ii), (iii) òåîðåìè 2.3 iíâàðiàíòíi âiäíîñíî ìàëèõ çáó-

ðåíü êîðåíiâ ïîëiíîìà P (τ).

2. Êîæíà ôóíêöiÿ v(t) ∈M ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.94), ÿêèé (åêñïîíåí-

öiàëüíî) ñïàäàþ¹ äî íóëÿ ïðè t→∞. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî óñi êîðåíi

ìíîãî÷ëåíà P (τ) ëåæàòü ó ïiâïëîùèíi C+.

Îêðåìèé iíòåðåñ âèêëèêà¹ òåîðåìà 2.3 ó âèïàäêó, êîëè P (τ) ≡ L+(τ), äå

L(τ) � ìíîãî÷ëåí ïîðÿäêó 2m òàêèé, ùî éîãî m êîðåíiâ τ+1 , . . . , τ
+
m ëåæàòü â

C+ i ðåøòà m êîðåíiâ ëåæèòü C− (çiâñíî, ç óðàõóâàííÿìè ¨õ êðàòíîñòi), à

L+(τ) :=
m∏
j=1

(τ − τ+j ). (2.110)

Ó öüîìó âèïàäêó ðîçãëÿíåìî íåîäíîðiäíó êðàéîâó çàäà÷ó, ÿêà ñêëàäà¹-

òüñÿ ç ðiâíÿííÿ

L(Dt)v(t) = f(t), t > 0, (2.111)

i êðàéîâèõ óìîâ (2.95), ó ÿêèõ iíäåêñ j ïðîáiãà¹ âñþ ìíîæèíó {1, . . . ,m+κ}.
Ïîâ'ÿæåìî ç öi¹þ çàäà÷åþ âiäîáðàæåííÿ

L : (v, σ1, · · · , σκ) 7−→ (f, ϕ1, · · · , ϕm+κ), (2.112)

äå v(t) ∈ C∞0 ([0;∞)), ϕ1, · · · , ϕm+κ ∈ C.

Òóò f, ϕ1, · · · , ϕm+κ îçíà÷åíi çà ôîðìóëàìè (2.111) i (2.95), à ïðî-

ñòið C∞0 ([0;∞) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiîâíèõ ôóíêöié

v : [0;∞) −→ C ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì.

Íåõàé öiëå ÷èñëî r òàêå, ùî r > 2m i r > mm+κ + 1. Òîäi âiäîáðàæå-

ííÿ (2.112) ïðîäîâæó¹òüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì (çà íåïåðåâíiñòþ) äî îáìåæåíîãî

ëiíiéíîãî îïåðàòîðà

L : Hr(R+)× Cκ ↔ Hr−2m(R+)× Cm+κ. (2.113)
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Òâåðäæåííÿ 2.11. Êîæíà ç óìîâ (i), (ii), (iii) åêâiâàëåíòíà òàêié: îïå-

ðàòîð (2.113) ¹ içîìîðôiçìîì

L : Hr(R+)× Cκ ↔ Hr−2m(R+)× Cm+κ (2.114)

äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî r > max{2m,mm+κ + 1}.
Öåé ðåçóëüòàò âñòàíîâëåíî â ðîáîòi [82 c.17, òåîðåìà 1.2.1] ñòîñîâíî åêâiâà-

ëåíòíîñòi içîìîðôiçìó (2.114) óìîâè (i) (ïðè íàøîìó ïðèïóùåíi ùîäî L(τ)).

Çâiäñè íà ïiäñòàâi òåîðìè (2.3) ìà¹ìî òâåðäæåííÿ 2.11 ó ïîâíîìó îáñÿçi.
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2.8. Îöiíêè ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ

Ó ïiäðîçäiëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî êðàéîâà çàäà÷à (2.1), (2.2) åëiïòè÷íà ç ìà-

ëèì ïàðàìåòðîì. Äëÿ ¨¨ êðàéîâîãî ñèìîâîëó ïîáóäó¹ìî ôóíäàìåíòàëüíó ñè-

ñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ i äëÿ íèõ îòðèìà¹ìî iíòåãðàëüíi îöiíêè.

Äîâiëüíî âèáåðåìî íîìåð q ∈ {1, . . . ,m+ κ}. Ó êðàéîâîìó ñèìâîëi (2.9),

(2.10) çàäà÷i (2.1), (2.2) ÿêèé âiäïîâiäà¹ òî÷öi x0 ∈ ∂G, ïîêëàäåìî ϕj = δq,j

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . ,m + κ}. Îòæå, ðîçãëÿíåìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó íà

ïiâîñi:

A(0)(ξ′, Dt; ε)vq(t) = 0, t > 0, (2.115)

B
(0)
j (ξ′, Dt)vq(t)|t=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)σq,k = δq,j, j = 1, . . . ,m+ κ. (2.116)

Òóò, íàãàäà¹ìî, ôiêñîâàíi ξ′ ∈ Rn−1 i ε > 0.

Çà óìîâîþ 2.3, öÿ çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

vq(t) = vq(ξ
′, t; ε), σq,k = σq,k(ξ

′; ε), äå k = 1, . . . ,κ,

òàêèé, ùî ôóíêöiÿ vq(t)→ 0 ïðè t→∞.

Ñèñòåìà âåêòîðiâ (vq(t), σq,1, . . . , σq,κ), äå q = 1, . . . ,κ, � ëiíiéíî íåçàëå-

æíà, áî ó ïðîòèâíîìó âèïàäêó íóëü-âåêòîð áóâ áè ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i

(2.9), (2.10), ó ÿêié ïðèíàéìi îäíå ϕj 6= 0 . Öÿ ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ ôóíäà-

ìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ (ô.ñ.ð.) ãðàíè÷íîãî ñèìâîëà.

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé öiëå l ≥ 0. Iñíó¹ ÷èñëî C > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

ξ′ ∈ Rn−1 \ {0}, ε ∈ (0; 1] i q ∈ {1, . . . ,m+ κ} âèêîíóþòüñÿ îöiíêè:( ∞∫
0

|Dlvq(ξ
′, t; ε)|2dt

)1/2

≤ C |ξ′|l−mq−1/2× (2.117)

×



1,

(ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))mµ+κ+1−l+1/2,

(ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))mq−mµ+κ ,

(ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))mq−l+1/2,

ÿêùî q ≤ µ+ κ,

ÿêùî q ≤ µ+ κ,

ÿêùî q > µ+ κ,

ÿêùî q > µ+ κ,

l ≤ mµ+κ+1;

l > mµ+κ+1;

l ≤ mµ+κ;

l > mµ+κ.
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ îöiíîê (2.117) çâîäèòüñÿ äî ñèòóàöi¨, êîëè |ξ′| = 1 i

ε ∈ (0;∞). Òîäi ¨õ ïðàâi ÷àñòèíè çàëåæàòü ëèøå âiä ε.

Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñëà ρ > 0 i ôóíêöi¨ u ∈ C∞([0;∞) ìà¹ìî:

A(0)(ξ′, Dt; ε)u(ρt) =

2m−2µ∑
i=0

ε2m−2µ−iA
(0)
2m−i(ξ

′, Dt)u(ρt) =

=

2m−2µ∑
i=0

ε2m−2µ−i
(
A

(0)
2m−i(ξ

′, ρDτ)u(τ)
)
|τ=ρt =

=

2m−2µ∑
i=0

ε2m−2µ−iρ2m−i
(
A

(0)
2m−i(ξ

′/ρ,Dτ)u(τ)
)
|τ=ρt =

= ρ2µ
2m−2µ∑
i=0

(ερ)2m−2µ−i
(
A

(0)
2m−i(ξ

′/ρ,Dτ)u(τ)
)
|τ=ρt =

= ρ2µ
(
A(ξ′/ρ,Dτ ; ερ)u(τ)

)
|τ=ρt.

Îòæå,

A(0)(ξ′, Dt; ε)u(ρt) = ρ2µ
(
A(0)(ξ′/ρ,Dτ ; ερ)u(τ)

)
|τ=ρt. (2.118)

Îêðiì òîãî,

B
(0)
j (ξ′, Dt)u(ρt) = ρmj(B

(0)
j (ξ′/ρ,Dτ)u(τ)

)
|τ=ρt, (2.119)

C
(0)
j,k (ξ′)σ = ρmj+αkC

(0)
j,k (ξ′/ρ)σ, (2.120)

äå σ ∈ C.
Ââåäåìî íîâi ïàðàìåòðè

ρ := |ξ′|, ω := ξ′/|ξ′|, θ := ε|ξ′|. (2.121)

Ðîçãëÿíåìî òàêó ôóíêöiþ:

v∗q(τ) ≡ v∗q(ω, τ ; θ) := ρmqvq(ρω, τ/ρ; θ/ρ) ρ > 0. (2.122)

Ïîêëàâøè ó ôîðìóëi (2.118) u(ρt) := vq(t), t > 0, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ôóí-

êöiÿ vq(t) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.115) òîäi i òiëüêè, êîëè

A(0)(ω,Dτ ; θ)v
∗
q(τ) = 0, τ > 0. (2.123)
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Ââåäåìî ÷èñëîâi ïàðàìåòðè

σ∗q,k := ρmq+αkσq,k, k = 1, . . . ,κ. (2.124)

Ïîêëàâøè u(ρt) := vq(t), t > 0, ó ôîðìóëi (2.119) i σ := ρ−mq−αkσq,k ó ôîðìóëi

(2.120), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî âåêòîð (vq, σq,1, . . . , σq,κ) çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâi

óìîâè òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

B
(0)
j (ω,Dτ)v

∗
q(τ)|τ=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ω)σ∗q,k = δq,j, j = 1, . . . ,m+ κ. (2.125)

Ñïðàâäi, (
B

(0)
j (ξ′, Dt)vq(t)

)
|t=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)σq,k =

= ρmj
(
B

(0)
j (ξ′/ρ,Dτ)vq(τ/ρ)

)
|τ=0 +

κ∑
k=1

ρmj+αqC
(0)
j,k (ξ′/ρ)σq,k =

= ρmj−mq
(
B

(0)
j (ω,Dτ)v

∗
q(t)
)
|τ=0 +

κ∑
k=1

ρmj−mqC
(0)
j,k (ω)σ∗q,k =

= ρmj−mq

((
B

(0)
j (ω,Dτ)v

∗
q(t)
)
|τ=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ω)σ∗q,k

)
.

Òîìó (2.116) åêâiâàëåíòíå (2.125).

Òîêèì ÷èíîì, âåêòîð (vq, σq,1, . . . , σq,κ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i

(2.115), (2.116) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âåêòîð (v∗q , σ
∗
q,1, . . . , σ

∗
q,κ) ¹ ðîçâ'ÿêîì

êðàéîâî¨ çàäà÷i (2.123), (2.125). Çâ'ÿçîê ìiæ öèìè âåêòîðàìè çàäàíèé ôîð-

ìóëàìè (2.122), (2.124), äå ïàðàìåòðè ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè (2.121). Öi

êðàéîâi çàäà÷i ìàþòü îäíàêîâèé âèãëÿä.

Ç îãëÿäó íà ëiâó ÷àñòèíó ôîðìóëè (2.117) çàïèøåìî
∞∫
0

|Dlvq(ξ
′, t; ε)|2dt = ρ−1

∞∫
0

∣∣(Dl
tvq(ρω, t; θ/ρ)

)∣∣
t=τ/ρ

|2dτ =

= ρ2l−1
∞∫
0

|Dl
τvq(ρω, τ/ρ; θ/ρ)|2dτ = ρ2l−2mq−1

∞∫
0

|Dl
τv
∗
q(ω, τ ; θ)|2dτ.

Îòæå,
∞∫
0

∣∣Dlvq(ξ
′, t; ε)

∣∣2 dt = ρ2l−2mq−1
∞∫
0

|Dl
τv
∗
q(ω, τ ; θ)|2dτ. (2.126)
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Ç ôîðìóë (2.121) i (2.126) âèïëèâà¹, ùî ïîòðiáíà îöiíêà (2.117) ¹ áåñïîñå-

ðåäíiì íàñëiäêîì îöiíêè( ∞∫
0

|Dl
τv
∗
q(ω, τ ; θ)|2dt

)1/2

≤ C× (2.127)

×



1,

(θ/(1 + θ))mµ+κ+1−l+1/2,

(θ/(1 + θ))mq−mµ+κ ,

(θ/(1 + θ))mq−l+1/2,

ÿêùî q ≤ µ+ κ,

ÿêùî q ≤ µ+ κ,

ÿêùî q > µ+ κ,

ÿêùî q > µ+ κ,

l ≤ mµ+κ+1;

l > mµ+κ+1;

l ≤ mµ+κ;

l > mµ+κ.

Â îñòàííié îöiíöi ïàðàìåòð ω = ξ/|ξ′| ïðîáiãà¹ îäíè÷íó ñôåðó ó ïðîñòîði

Rn−1, ïàðàìåòð θ = ε|ξ′| ïðîáiãà¹ âiñü (0;∞), à ÷èñëî C > 0 íå çàëåæèòü âiä

v∗q , ω i q ∈ {1, . . . ,m+ κ} . Ïðè äîâåäåííi îöåíêè (2.127) ìè âæå íå ìîæåìî

îáìåæèòèñÿ ìàëèìè θ i òîìó ¨¨ ñëiä äîâîäèòè çà óìîâè, ùî 0 < θ <∞. Çâiñíî,

îöiíêó äîñòàòíüî äîâåñòè äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî q ∈ {1, · · · ,m + κ}.
Âèáåðåìî òàêèé íîìåð q.

Äîâåäåííÿ îöiíêè (2.127) ïðîâåäåìî îêðåìî ó âèïàäêó êîëè

θ ∈ [θ0;∞) ⊂ (0;∞) i êîëè 0 < θ � 1.

Âèáåðåìî äîâiëüíèì ÷èíîì ÷èñëî θ0 > 0 i ðîçãëÿíåìî âèïàäîê

θ ∈ [θ0;∞). Ó öüîìó âèïàäêó îöiíêà (2.127) åêâiâàëåíòàíà òàêié: iñíó¹ ÷èñëî

C = C(θ0) > 0 òàêå, ùî äîâiëüíèõ ω ∈ Rn−1 ç |ω| = 1 i θ > θ0 âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü
∞∫
0

|Dl
τv
∗
q(ω, τ ; θ)|2dτ ≤ C2. (2.128)

Ââåäåìî íîâèé ïàðàìåòð δ := 1/θ. Çãiäíî ç (2.5) ìà¹ìî ðiâíiñòü

A(0)(ω,Dτ ; θ) =

2m−2µ∑
i=0

θ2m−2µ−iA
(0)
2m−i(ω,Dτ).

Ïîäiëiâøè ðiâíÿííÿ (2.123) íà θ2m−2µ, çàïèøåìî éîãî ó òàêié ôîðìi

Ã(0)(ω;Dτ ; δ)v
∗
q(τ) = 0, τ > 0.

Òóò

Ã(0)(ω;Dτ ; δ) := A
(0)
2m(ω;Dτ) +

2m−2µ∑
i=1

δiA
(0)
2m−i(ω;Dτ). (2.129)
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Äëÿ äîâiëüíèõ ω ∈ Rn−1 ç |ω| = 1 i δ ∈ [0; θ−10 ] ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó

Ã(0)(ω;Dτ ; δ)v(τ) = f(t), t > 0, (2.130)

B
(0)
j (ω,Dτ)v(τ)|τ=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ω)σk = ϕj, j = 1, . . . ,m+ κ. (2.131)

Ïîâ'ÿæåìî ç íåþ âiäîáðàæåííÿ

Ã(0)(ω; δ) : (v, σ1, · · · , σκ) 7−→ (f, ϕ1, . . . , ϕm+κ), (2.132)

äå v ∈ C∞0 ([0;∞), ϕ1, . . . , ϕm+κ ∈ C.

Òóò f, ϕ1, . . . , ϕm+κ îçíà÷åíi çà ôîðìóëàìè (2.130) i (2.131). Íåõàé öiëå ÷èñëî

r òàêå, ùî

r = max{l, 2m,mm+κ + 1}.

Âiäîáðàæåííÿ (2.132) ïðîäîâæó¹òüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì (çà íåïåðåðâíiñòþ) äî

îáìåæåíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà

Ã(0)(ω; δ) : Hr(R+)× Cκ −→ Hr−2m(R+)× Cm+κ. (2.133)

Âiìiòèìî, ùî êðàéîâà çàäà÷à (2.130), (2.131) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (i) òåîðåìè

2.3, äå P (τ) := L+(τ), a L(τ) := Ã(0)(ω; τ ; δ) (äèâ. ôîðìóëó (2.110)). ßêùî

δ > 0, òî öå � ïðÿìèé íàñëiäîê óìîâè 2.3, ÿêùî δ = 0, òî � óìîâè 2.4.

Îêðiì òîãî, äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Ã(0)(ω;Dτ ; δ) ¹ ïðàâèëüíî åëiïòè÷íèì

íà ïiäñòàâi óìîâè 2.2. Òîìó çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.11 îïåðàòîð (2.133) ¹

içîìîðôiçìîì

Ã(0)(ω; δ) : Hr(R+)× Cκ ←→ Hr−2m(R+)× Cm+κ. (2.134)

Íàãàäà¹ìî, ùî

Ã(0)(ω; δ) : (v∗q , σ
∗
q,1, · · · , σ∗q,κ) 7−→ (0, δq,1, . . . , δq,m+κ).

Îòæå,

‖v∗q , Hr(R+)‖+
κ∑
k=1

|σ∗q,k| 6 ‖Ã(0)(ω; δ)−1‖, (2.135)

äå ‖Ã(0)(ω; δ)−1‖ � íîðìà îïåðàòîðà, îáåðíåíîãî äî îïåðàòîðà (2.134).
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Ç îãëÿäó íà ôîðìóëó (2.129) âiäîáðàæåííÿ (ω, δ) 7→ Ã(0)(ω; δ) ¹ íåïåðåðâ-

íî¨ íà êîìïàêòi

{ω ∈ Rn−1 : |ω| = 1} × [0; θ−10 ] (2.136)

àáñòðàêòíîþ ôóíêöi¹þ çi çíà÷åííÿìè ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði

L
(
Hr(R+)× Cκ, Hr−2m(R+)× Cm+κ

)
.

Òóò, ÿê çàçâè÷àé, L(E1, E2) ïîçíà÷à¹ áàíàõiâ ïðîñòið óñiõ ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ

îïåðàòîðiâ T : E1 → E2, äå E1, E2 � áàíàõîâi ïðîñòîðè. Îñêiëüêè îïåðàòîð

(2.133) îáîðîòíié, òî ôóíêöiÿ {ω ∈ Rn−1 : |ω| = 1} × [0; θ−10 ] íåïåðåðâíà

íà êîìïàêòi (2.136). Òîìó ç íåðiâíîñòi (2.134), äå r > l, âèïëèâà¹ ïîòðiáíà

íåðiâíiñòü (2.128), äå

C := max{‖Ã(0)(ω; δ)−1‖ : ω ∈ Rn−1, |ω| = 1, 0 6 δ 6 θ−10 } <∞.

Îòæå, îöiíêà (2.127) äîâåäåíà ó âèïàäêó θ ∈ [θ0;∞).

Äîâåäåìî îöiíêó (2.127) äëÿ ìàëèõ θ > 0. Ó öüîìó âèïàäêó âîíà íàáèðà¹

âèãëÿäó ( ∞∫
0

|Dl
τv
∗
q(ω, τ ; θ)|2dτ

)1/2

≤ C × (2.137)

×



1,

θmµ+κ+1−l+1/2,

θmq−mµ+κ ,

θmq−l+1/2,

ÿêùî q ≤ µ+ κ,

ÿêùî q ≤ µ+ κ,

ÿêùî q > µ+ κ,

ÿêùî q > µ+ κ,

l ≤ mµ+κ+1;

l > mµ+κ+1 + 1;

l ≤ mµ+κ;

l > mµ+κ + 1.

Ïåðø íiæ äîâîäèòè öþ îöiíêó, íàâåäåìî íåîáõiäíèé äîïîìiæíèé ìàòåðiàë.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç τ+1 (ω), . . . , τ+µ (ω) êîðåíi ðiâíÿííÿ A(0)
2µ (ω, τ) = 0 âiäíîñíî

çìiííî¨ τ , ÿêi ëåæàòü â C+. Íåõàé S+
2µ � ìíîæèíà óñiõ öèõ êîðåíiâ. Âîíè

íåïåðåâíî çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà ω. Ç êîìïàêòíîñòi ñôåðè {ω ∈ Rn−1 :

|ω| = 1} âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ãëàäêèé êîíòóð γ1 ⊂ C+, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ íà

äîäàòíié âiäñòàíi âiä äiéñíî¨ âiñi òà îõîïëþ¹ öi êîðåíi äëÿ óñiõ ω ∈ Rn−1 ç

|ω| = 1.

Äîâiëüíî âèáåðåìî òàêå ω. Çãiäíî óìîâè 2.5 êðàéîâà çàäà÷à (2.94), (2.95),

äå

P (τ) := A
(0)+
2µ (ω, τ) =

µ∏
i=1

(τ − τ+i (ω)),
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p := µ i J = {1, . . . , µ+ κ}, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (i) òåîðåìè 2.3. Òîìó íà ïiä-

ñòàâi öi¹¨ òåîðåìè çíàéäóòüñÿ ïîëiíîìè Nq(ω, τ) àðãóìåíòà τ i ÷èñëà σ#q,k(ω),

äå q = 1, . . . , µ+ κ; k = 1, . . . ,κ òàêi, ùî

1

2πi

∫
γ1

B
(0)
j (ω, τ)Nq(ω, τ)

A
(0)+
2µ (ω, τ)

dτ +
κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ω)σ#q,k(ω) = δq,j, (2.138)

äëÿ óñiõ q, j = {1, . . . , µ+ κ}.

Âiäïîâiäíî äî [7, 11] îçíà÷èìî ïîëiíîì

Q(τ) :=
A(0)(0, τ ; 1)

A
(0)
2µ (0, τ)

=

2m−2µ∑
i=0

A
(0)
2m−i(0, 1)

A
(0)
2µ (0, 1)

τ 2m−2µ−i.

Çà óìîâîþ 2.2 ïîëiíîì Q(τ) ìà¹ ïî m−µ êîðåíiâ â C+ i C−. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
τ+µ+1, . . . , τ

+
m êîðåíi ðiâíÿííÿ Q(τ) = 0 ç äîäàòíiìè óÿâíèìè ÷àñòèíàìè i íåõàé

êîíòóð γ2 ⊂ C+ îõîïëþ¹ öi êîðåíi. Íåõàé S+
blr � ìíîæèíà óñiõ öèõ êîðåíiâ.

Âiäïîâiäíî äî óìîâè 2.6 êðàéîâà çàäà÷à (2.94), (2.95), äå

P (τ) : = Q+(τ) =
m∏

i=µ+1

(τ − τ+i ),

òà p := m − µ, ξ′ = 0 i J := {µ + κ + 1, . . . ,m + κ}, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (i)

òåîðåìè 2.3. Çãiäíî ç öi¹¨ òåîðåìîþ (ó âèïàäêó ðîçãëÿíóòîìó â çàóâàæåííi äî

íå¨) çíàéäóòüñÿ ïîëiíîìè Nµ+κ+1(τ), . . . , Nm+κ(τ) òàêi, ùî

1

2πi

∫
γ2

B
(0)
j (0, τ)Nq(τ)

Q+(τ)
dτ = δq,j, q, j = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ. (2.139)

Íåõàé ω ∈ Rn−1, ω 6= 0 i θ > 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç τ+1 (ω, θ), . . . , τ+m(ω, θ)

óñi êîðåíi ðiâíÿííÿ A(0)(ω, τ ; θ) = 0 âiäíîñíî àðãóìåíòà τ , ÿêi ëåæàòü â C+.

Íàãàäà¹ìî, ùî çà óìîâîþ 2.2 öèõ êîðåíiâ òî÷íîm ç óðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòi.

Ç îãëÿäó íà ôîðìóëó (2.6) ìîæíà ââàæàòè, ùî

τ+j (θω; 1) = θτ+j (ω; θ) äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . ,m} (2.140)

(äèâ. [Vol06, ]).

Íåõàé S+(ω; θ) � ìíîæèíà óñiõ öèõ êîðåíiâ. Âîíè ìàþòü òàêó ôóíäàìåí-

òàëüíó âëàñòèâiñòü (äèâ. [11, c.113]).
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Òâåðäæåííÿ 2.12. Çàçíà÷åíi âèùå êîðåíi ìîæíà çàíóìåðóâàòè òàê, ùîá

äâi ìíîæèíè

S1+(ω, θ) = {τ+1 (ω, θ), . . . , τ+µ (ω, θ)} i S2+(ω, θ) = {τ+µ+1(ω, θ), . . . , τ
+
m(ω, θ)}

ìàëè òàêó âëàñòèâiñòü: äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0 iñíó¹ ÷èñëî θ0 > 0 òàêå, ùî

äëÿ äîâiëüíèõ θ ∈ (0; θ0] i ω ∈ Rn−1 ç |ω| = 1 ïðàâèëüíi ðiâíîñòi

dist(S1+(ω, θ), S+
2µ(ω)) < δ,

dist(θ S2+(ω, θ), S+
blr) < δ.

Çãiäíî ç öèì òâåðäæåííÿì âèáåðåìî ÷èñëî θ̃ > 0 òàêå, ùî äëÿ óñiõ

θ ∈ (0; θ̃] i ω ∈ Rn−1 ç |ω| = 1 êîíòóð γ1 ⊂ C+ îõîïëþ¹ ðàçîì ç S+
2µ(ω, θ)

i ìíîæèíó S1+(ω, θ), a êîíòóð γ2 ⊂ C+ îõîïëþ¹ ðàçîì ç S+
blr(ω, θ) i ìíîæèíó

θS2+(ω, θ).

Ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 2.12 çàïèøåìî

A(0)(ω, τ ; θ) = A
(0)+
1 (ω, τ ; θ)A

(0)+
2 (ω, τ ; θ)A(0)−(ω, τ ; θ). (2.141)

äå

A
(0)+
1 (ω, τ ; θ) :=

µ∏
i=1

(τ − τ+i (ω; θ)),

A
(0)+
2 (ω, τ ; θ) := θm−µ

m∏
i=µ+1

(τ − τ+i (ω; θ)),

à A(0)−(ω, τ ; θ) � äåÿêèé ïîëiíîì ïîðÿäêó m, óñi êîðåíi ÿêîãî ëåæàòü â C−.
Íà ïiäñòàâi öüîãî òâåðäæåííÿ ðîáèìî, âèñíîâîê, ùî

A
(0)+
1 (ω, τ ; θ)→ A

(0)+
2µ (ω, τ), A

(0)+
2 (ω, τ/θ; θ)→ Q+(τ) (2.142)

ïðè θ → 0+

ðiâíîìiðíî íà êîæíié ìíîæèíi {(ω, τ) : ω ∈ Rn−1, |ω| = 1, |τ | < λ}, äå
0 < λ < ∞.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M(ω; θ) ëiíiéíèé ïðîñòið óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ v(τ) ðiâíÿííÿ

A(0)(ω,Dτ ; θ)v(τ) = 0, τ > 0, òàêèõ, ùî v(τ)→ 0 ïðè τ →∞. Âiäìiòèìî, ùî

dimM(ω; θ) = m. Ç îãëÿäó íà (2.141) ìà¹ìî åêâiâàëåíòíiíòíiñòü

v(τ) ∈M(ω; θ)⇔
(
A

(0)+
1 (ω,Dτ ; θ)A

(0)+
2 (ω,Dτ ; θ)v(τ) = 0

)
.
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Òîìó, M(ω; θ) = M1(ω; θ) uM2(ω; θ), äå Mk(ω; θ) � ëiíiéíèé ïðîñòið óñiõ

ðîçâ'ÿçêiâ v(τ) ðiâíÿííÿ A
(0)+
k (ω,Dτ ; θ)v(τ) = 0, τ > 0. Çàóâàæèìî, ùî

dimM1(ω; θ) = µ i dimM2(ω; θ) = m− µ.
Ðîçãëÿíåìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó:

A(0)(ω,Dτ ; θ)v(τ) = 0, τ > 0, (2.143)

B
(0)
j (ω,Dτ)v(τ)|τ=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ω)σk = ϕj, j = 1, . . . , µ+ κ, (2.144)

v(τ) ∈M1(ω; θ). (2.145)

Âiäìiòèìî, ùî

((2.143), (2.145))⇐⇒ A
(0)+
1 (ω,Dτ ; θ)v(τ) = 0, τ > 0.

Íà ïiäñòàâi öi¹¨ åêâiâàëåíòíîñòi i ôîðìóëè (2.142) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî öÿ

êðàéîâà çàäà÷à ¹ ìàëèì çáóðåííÿì ïðè θ → 0+ çàäà÷i, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äè-

ôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ A(0)
2µ (ω,Dτ)v(τ) = 0, τ > 0, êðàéîâèõ óìîâ (2.144)

i óìîâè v(τ) → 0 ïðè τ → ∞. Çà óìîâîþ 2.5 îñòàííÿ êðàéîâà çàäà÷à ìà¹

¹äèíèé ðîâ'ÿçîê äëÿ äîâiëüíî âèáðàíèõ ÷èñåë ϕ1, . . . , ϕµ+κ. Òîìó íà ïiäñòà-

âi òâåðäæåííÿ 2.12 i ï.1 çàóâàæåííÿ 2.9 çàäà÷à (2.143) � (2.145) ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê ïðè 0 < θ � 1, òîáòî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (i) òåîðåìè 2.3, ó ÿêié

ïîêëàäà¹ìî P (τ) := A
(0)+
1 (ω, τ ; θ), p := µ, J := {1, . . . , µ + κ} i γ := γ1.

Íà ïiäñòàâi öi¹¨ òåîðåìè çíàéäóòüñÿ ïîëiíîìè Nq(ω, τ ; θ) i ÷èñëà σ#q,k(ω; θ), äå

q = 1, . . . , µ+ κ i k = 1, . . . ,κ, òàêi, ùî

1

2πi

∫
γ1

B
(0)
j (ω, τ)Nq(ω, τ ; θ)

A
(0)+
1 (ω, τ ; θ)

dτ +
κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ω)σ#q,k(ω; θ) = δq,j, (2.146)

äëÿ óñiõ q, j ∈ {1, . . . , µ+ κ} i 0 < θ � 1.

Çàóâàæåííÿ 2.10. Ç ôîðìóë (2.109) i (2.142) âèïëèâà¹, ùî êîåôiöi¹íòè ïîëi-

íîìà Nq(ω, τ ; θ) i ÷èñëà σ#q,k(ω; θ) íåïåðåðâíî çàëåæàòü âiä ω ∈ Rn−1 , |ω| = 1

i ìàëîãîãî θ > 0. Îêðiì òîãî, Nq(ω, τ, θ)→ Nq(ω, τ) i σ#q,k(ω; θ)→ σ#q,k(ω) ïðè

θ → 0+ ðiâíîìiðíî íà êîæíié ìíîæèíi {(ω, τ) : ω ∈ Rn−1, |ω| = 1, |τ | < λ},
äå 0 < λ < ∞. Îòæå, ðiâíîñòi (2.146) ïåðåõîäÿòü â ðiâíiñòü (2.138) ïðè

θ → 0+.
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Ðîçãëÿíåìî ùå îäíó êðàéîâó çàäà÷ó

A(0)(θω,Dτ ; 1)v(τ) = 0, τ > 0, (2.147)

B
(0)
j (θω,Dτ)v(τ)|τ=0 = ϕj, j = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ,

v(τ) ∈M2(ω; θ) (2.148)

Âiäìiòèìî, ùî

((2.147), (2.148))⇐⇒ A
(0)+
2 (θω,Dτ ; 1)v(τ) = 0, τ > 0.

Íà ïiäñòàâi öi¹¨ åêâiâàëåíòíîñòi i ôîðìóëè (2.142) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî öÿ

êðàéîâà çàäà÷à ¹ ìàëèì çáóðåííÿì ïðè θ → 0+ çàäà÷i, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ Q(Dτ)v(τ) = 0, τ > 0, êðàéîâèõ óìîâ

B
(0)
j (0, Dt)v(τ)|τ=0 = ϕj,

äå j = µ + κ + 1, . . . ,m + κ, i óìîâè v(τ) → 0 ïðè τ → ∞. Çà óìîâîþ 2.6

îñòàííÿ êðàéîâà çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé ðîâ'ÿçîê äëÿ äîâiëüíî âèáðàíèõ ÷èñåë

ϕµ+κ+1, . . . , ϕm+κ. Òîìó íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ 2.12 i ï. 1 çàóâàæåííÿ 2.9 çà-

äà÷à (2.147) � (2.148) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ïðè 0 < θ � 1, òîáòî çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó (i) òåîðåìè 2.3, ó ÿêié ïîêëàäà¹ìî P (τ) := A
(0)+
2 (θω,Dτ ; 1), p := m−µ,

J = {µ + κ + 1 , . . . , m+κ} i γ := γ2. Íà ïiäñòàâi öi¹¨ òåîðåìè çíàéäóòüñÿ

ïîëiíîìè Nµ+κ+1(θω, τ), . . . , Nm+κ(θω, τ), ùî

1

2πi

∫
γ2

B
(0)
j (θω, τ)Nq(θω, τ)

A
(0)+
2 (θω, τ ; 1)

dτ = δq,j, (2.149)

äëÿ óñiõ q, j ∈ {µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ} i 0 < θ � 1.

Çàóâàæåííÿ 2.11. Íåõàé q ∈ {µ + κ + 1, . . . ,m + κ}. Ç ôîðìóë (2.109)

i (2.142) âèïëèâà¹, ùî êîåôiöi¹íòè ïîëiíîìà Nq(θω, τ) íåïåðåðâíî çàëåæàòü

âiä ω ∈ Rn−1 , |ω| = 1 i ìàëîãîãî θ > 0. Îêðiì òîãî, Nq(θω, τ) → Nq(τ) ïðè

θ → 0+ ðiâíîìiðíî íà êîæíié ìíîæèíi {(ω, τ) : ω ∈ Rn−1, |ω| = 1, |τ | < λ},
äå 0 < λ < ∞. Îòæå ðiâíîñòi (2.149) ïåðåõîäÿòü â ðiâíiñòü (2.139) ïðè

θ → 0+.
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Ç îãëÿäó íà (2.140) ìà¹ìî:

A
(0)+
2 (ω, τ/θ; θ) = θm−µ

m∏
i=µ+1

(τ/θ − τ+i (ω; θ)) =

=
m∏

i=µ+1

(τ − θτ+i (ω; θ)) =
m∏

i=µ+1

(τ − τ+i (θω; 1)) = A
(0)+
2 (θω, τ ; 1).

B
(0)
j (ω, τ/θ) =

∑
|β|=mj

bj,β(ω + τ/θ)β =
∑
|β|=mj

bj,βθ
−β(θω + τ)β =

= θ−mjB
(0)
j (θω, τ).

Òîäi ðiâíîñòi (2.149) íàáèðàþòü âèãëÿäó

1

2πi

∫
γ2

B
(0)
j (ω, τ/θ)Nq(θω, τ)

A
(0)+
2 (ω, τ/θ; θ)

dτ = θ−mjδq,j,

äå q, j = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ i 0 < θ � 1.

Ïîâåðíåìîñÿ äî äîâåäåííÿ îöiíêè (2.137). Âîíî âèêîðèñòîâó¹ òàêèé ðåçóëü-

òàò.

Ëåìà 2.1. Íåõàé q ∈ {1, . . . ,m + κ}. Iñíó¹ äîäàòí¹ ÷èñëî θ0 6 θ̃ òàêå,

ùî äëÿ óñiõ ω ∈ Rn−1 ç |ω| = 1 i θ ∈ (0; θ0] pîçâ'ÿçîê v∗q(ω, τ ; θ) äîïóñêà¹

çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi

v∗q(ω, τ ; θ) =
1

2πi

∫
γ1

M
(1)
q (ω, z; θ)

A
(0)+
1 (ω, z; θ)

eiτzdz+
1

2πi

∫
γ2

M
(2)
q (θω, z)

A
(0)+
2 (θω, z; 1)

eiτz/θdz (2.150)

äå M (1)
q (ω, z; θ) i M (2)

q (ω, z; θ) � äåÿêi ïîëiíîìè àðãóìåíòó z, ÿêi çàäîâîëüíÿ-

þòü îöiíêè

|M (1)
q (ω, z; θ)| 6

{
C , ÿêùî q 6 µ+ κ ,
C θmq−mµ+κ , ÿêùî q > µ+ κ ,

(2.151)

|M (2)
q (θω, z)| 6

{
C θmµ+κ+1 , ÿêùî q 6 µ+ κ ,
C θmq , ÿêùî q > µ+ κ .

(2.152)

Òóò ÷èñëî C > 0 íå çàëåæèòü âiä çàçíà÷åíèõ ïàðàìåòðiâ ω, θ i çìiííî¨

z ∈ γ1 ∪ γ2.
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Äîâåäåííÿ ëåìè 2.1. Ìiðêó¹ìî ïîäiáíî äî ðîáîòè [11]. Íåõàé ω ∈ Rn−1, |ω| =
1 i 0 < θ � 1. Äëÿ äîâiëüíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ϕ1, . . . , ϕm+κ ðîçãëÿíåìî

êðàéîâó çàäà÷ó

A(0)(ω,Dτ ; θ)w(τ) = 0, τ > 0, (2.153)

B
(0)
j (ω,Dτ)w(τ)|τ=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ω)σk = ϕj, j = 1, . . . ,m+ κ, (2.154)

âiäíîñíî íåâiäî¨ ôóíêöi¨ w(τ) = w(ω, τ ; θ) i ÷èñåë σk = σk(ω; θ). Çà óìîâîþ

2.3 öÿ çàäà÷à îäíîçíà÷íî ðîçâÿçíà. �¨ ðîçâ'ÿçîê áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi

w(ω, τ ; θ) =

µ+κ∑
r=1

ψr(ω; θ)
1

2πi

∫
γ1

Nr(ω, z; θ)

A
(0)+
1 (ω, z; θ)

eiτzdz+ (2.155)

+
m+κ∑

r=µ+κ+1

ψr(ω; θ)
1

2πi

∫
γ2

Nr(θω, z)

A
(0)+
2 (θω, z; 1)

eiτz/θdz,

σk(ω; θ) =

µ+κ∑
r=1

ψr(ω; θ)σ#k,r(ω; θ) , k = 1, . . . ,κ, (2.156)

äå ïàðàìåòðè ψr = ψr(ω; θ) � øóêàíi, à ïîëiíîìè Nr(ω, z; θ) i ÷èñëà σ
#
k,r(ω; θ)

óçÿòi iç ôîðìóë (2.146) i (2.149). Çâiñíî, êîæíà ôóíêöiÿ (2.155) ¹ ðîçâÿç-

êîì ðiâíÿííÿ (2.153). Ïiäñòàâèâøè(2.155) i (2.156) ó êðàéîâi óìîâè (2.154),

îòðèìà¹ìî òàêó ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâiäîìèõ

ψ1, . . . , ψm+κ:
µ+κ∑
r=1

ψr(ω; θ)
1

2πi

∫
γ1

Nr(ω, z; θ)

A
(0)+
1 (ω, z; θ)

B
(0)
j (ω, z)dz+

+
m+κ∑

r=µ+κ+1

ψr(ω; θ)
1

2πi

∫
γ2

Nr(θω, z)

A
(0)+
2 (θω, z; 1)

B
(0)
j (ω, z/θ)dz+ (2.157)

+

µ+κ∑
r=1

ψr(ω; θ)
κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ω)σ#k,r(ω; θ) = ϕj , j = 1, . . . ,m+ κ.

Ç îãëÿäó íà (2.146) êîæíå ðiâíÿííÿ (2.157) ïðè 1 6 j 6 µ + κ çàïèøåìî ó

âèãëÿäi
µ+κ∑
r=1

ψr(ω; θ)δr,j + θ−mj

m+κ∑
r=µ+κ+1

ψr(ω; θ)
1

2πi

∫
γ2

Nr(θω, z)B
(0)
j (θω, z)

A
(0)+
2 (θω, z; 1)

dz = ϕj.
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Îòæå,

ψj(ω; θ) + θ−mj

m+κ∑
r=µ+κ+1

hj,r(ω, θ)ψr(ω, θ) = φj, j = 1, . . . , µ+ κ, (2.158)

äå ïîêëàäà¹ìî

hj,r(ω; θ) =
1

2πi

∫
γ2

Nr(θω, z)B
(0)
j (θω; z)

A
(0)+
2 (θω, z; 1)

dz.

Îêðiì òîãî, ç îãëÿäó íà (2.149) êîæíå ðiâíÿííÿ (2.157) ïðè µ + κ + 1 6 j 6

m+ κ çàïèøåìî ó âèãëÿäi

µ+κ∑
r=1

ψr(ω; θ)

(
1

2πi

∫
γ1

Nr(ω, z; θ)

A
(0)+
1 (ω, z; θ)

B
(0)
j (ω, z)dz + C

(0)
j,k (ω)σ#q,k(ω; θ)

)
+

+θ−mj

m+κ∑
r=µ+κ+1

ψr(ω; θ)δr,j = ϕj.

Îòæå,

µ+κ∑
r=1

hj,r(ω, θ)ψr(ω, θ) + θ−mjψj(ω; θ) = ϕj, j = µ+κ+ 1, . . . ,m+κ . (2.159)

äå ïîêëàäà¹ìî

hj,r(ω; θ) =
1

2πi

∫
γ1

B
(0)
j (ω, z)Nr(ω, z; θ)

A
(0)+
1 (ω, z; θ)

dz +
κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ω)σ#k,r(ω; θ).

Íåõàé ψ := col (ψ′, ψ′′), äå

ψ′ := col (ψ1(ω, θ), . . . , ψµ+κ(ω, θ)), ψ
′′

:= col (ψµ+κ+1(ω, θ), . . . , ψm+κ(ω, θ))

i, àíàëîãi÷íî, ϕ := col (ϕ′, ϕ′′) äå

ϕ′ := col (ϕ1, . . . , ϕµ+κ), ϕ
′′

:= col(ϕµ+κ+1, . . . , ϕm+κ).

Òîäi ñèñòåìà (2.157), òîáòî ñèñòåìà, (2.158), (2.159), çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

ψ′ + ∆1H1ψ
′′ = ϕ′, (2.160)

H2ψ
′ + ∆2ψ

′′ = ϕ′′. (2.161)
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Òóò ïîçíà÷åíî

∆1 := diag(θ−m1, . . . , θ−mµ+κ), ∆2 := diag(θ−mµ+κ+1, . . . , θ−mm+κ)

òà

H1 :=
(
hj,r(ω; θ)

)
j=1,...,µ+κ

r=µ+κ+1,...,m+κ
, H2 :=

(
hj,r(ω; θ)

)
j=µ+κ+1,...,m+κ

r=1,...,µ+κ
.

Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó (2.160), (2.161). Ïîìíîæèìî ¨¨ äðóãå ðiâíÿííÿ íà ìà-

òðèöþ ∆1H1∆
−1
2 òà âiäíèìèìî îòðèìàíó ðiâíiñòü âiä ïåðøîãî ðiâíÿííÿ; îòðè-

ìà¹ìî

(I −∆1H1∆
−1
2 H2)ψ

′ = ϕ′ −∆1H1∆
−1
2 ϕ′′ , (2.162)

äå I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ âiäïîâiäíîãî ïîðÿäêó.

Îêðiì òîãî, ïîìíîæèâøè ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà −∆−12 H2, à äðóãå

ðiâíÿííÿ íà ∆−12 i äîäàâøè ¨õ, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

(I −∆−12 H2∆1H1)ψ
′′ = −∆−12 H2ϕ

′ + ∆−12 ϕ′′. (2.163)

Íà ïiäñòàâi çàóâàæåíü 2.10, 2.11 i ôîðìóëè (2.142) ðîáèìî âèñíîâîê ùî âñi

åëåìåíòè ìàòðèöüH1 iH2 ¹ îáìåæåíèìè ôóêíöiÿìè çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ

ω ∈ Rn−1, |ω| = 1 i 0 < θ � 1. Òîìó â ëiâèõ ÷àñòèíàõ ðiâíÿííü (2.162) òà

(2.163) ôiãóðóþòü ìàòðèöi

∆1H1∆
−1
2 H2 i ∆−12 H2∆1H1

óñi åëåìåíòè ÿêèõ âiäðiçíÿþòüñÿ âiä îäèíè÷íî¨ íà ìàòðèöi, ýëåìåíòè ÿêî¨ íå

ïåðåâèùóþòü const θmµ+κ+1−mµ+κ .

Ñïðàâäi, áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî

∆1H1∆
−1
2 H2 =

(
θmµ+κ+l−mjh′i,l(ω, θ)

)
i,l=1,...,µ+κ

, (2.164)

äå H1H2 =: h′i,l(ω, θ)i,l=1,...,µ+κ. Òîìó iñíó¹ ÷èñëî c′ > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

i, l ∈ {1, . . . , µ+ κ}, ω ∈ Rn−1, |ω| = 1, i 0 < θ � 1 ïðàâèëüíà îöiíêà

|θmµ+κ+l−mjh′i,l(ω, θ)| 6 c′ θmµ+κ+l−mµ+κ . (2.165)

Òóò âèêîðèñòàíà óìîâà (2.4). Àíàëîãi÷íî,

∆−12 H2∆1H1 =

(
θmµ+κ+l−mjh′′i,l(ω, θ)

)
i,l=1,...,m−µ

, (2.166)
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äåH2H1 =: h′′i,l(ω, θ)i,l=1,...,m−µ. Òîìó iñíó¹ ÷èñëî c′′ > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

i, l ∈ {1, . . . ,m− µ}, ω ∈ Rn−1, |ω| = 1, i 0 < θ � 1 ïðàâèëüíà îöiíêà

|θmµ+κ+l−mjh′′i,l(ω, θ)| 6 c′′ θmµ+κ+l−mµ+κ . (2.167)

Íàãàäà¹ìî, ùî mµ+κ+1−mµ+κ > 0 çà óìîâîþ (2.4). Íåõàé 0 < θ � 1. Òîäi

ìàòðèöi

(I −∆1H1∆
−1
2 H2) i (I −∆−12 H2∆1H1)

ìàþòü îáåðíåíi ìàòðèöi, ÿêi ïîçíà÷èìî ÷åðåç G1 i G2, âiäïîâiäíî. Òîìó ñè-

ñòåìà (2.162), (2.163) ìà¹ òàêèé ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

ψ′ = G1ϕ
′ −G1∆1H1∆

−1
2 ϕ′′ , (2.168)

ψ′′ = −G2∆
−1
2 H2ϕ

′ +G2∆
−1
2 ϕ′′

Îòæå, ÿêùî âåêòîð ψ = col(ψ′, ψ′′) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (2.160), (2.161), òî âií

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi (2.168). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî öÿ ñèñòåìà ó îäíîðiäíîìó

âèïàäêó ϕ′ = 0 i ϕ′′ = 0 ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Òîìó âîíà ìà¹

¹äèíèé ðîçâÿçîê (2.168) äëÿ äîâiëüíèõ ïðàâèõ ÷àñòèí ϕ′ i ϕ′′.

Òàêèì, ÷èíîì, ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê w(τ) = w(ω, τ ; θ) êðàéîâî¨ çàäà÷i (2.153),

(2.154) ïîäàíî ó âèãëÿäi (2.155), (2.156), äå ïàðàìåòðè φr îçíà÷åíi çà ôîðìó-

ëàìè (2.168). Òóò, íàãàäà¹ìî, ω ∈ Rn−1, |ω| = 1, i 0 < θ � 1.

Ó öié çàäà÷i ïîêëàäåìî ϕj = δq,j äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . ,m + κ}. Òîäi
v∗q(ω, τ ; θ) = w(ω, τ ; θ), i ôîðìóëè (2.168) íàáèðàþòü âèãëÿäó

ψ′ = G1col(δq,1, . . . , δq,µ+κ),

ψ′′ = −G2∆
−1
2 H2col(δq,1, . . . , δq,µ+κ),

}
ÿêùî 1 6 q 6 µ+ κ, (2.169)

àáî

ψ′ = −G1∆1H1θ
mqcol(δq,µ+κ, . . . , δq,m+κ),

ψ′′ = G2θ
mqcol(δq,µ+κ+1, . . . , δq,m+κ),

}
ÿêùî µ+ κ + 1 6 q 6 m+ κ.

(2.170)
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Ðiâíiñòü (2.155) çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi (2.150), äå

M (1)
q (ω, z; θ) =

µ+κ∑
r=1

ψr(ω; θ)Nr(ω, z; θ), (2.171)

M (2)
q =

m+κ∑
r=µ+κ+1

ψr(ω; θ)Nr(θω, z), (2.172)

σ∗q,k =

µ+κ∑
r=1

ψrσ
#
k,r , k = 1, . . . ,κ. (2.173)

Òóò ïðè θ → 0+ i ðiâíîìiðíî çà ω ∈ Rn−1 iç |ω| = 1 âèêîíóþòüñÿ òàêi

ñïiââiäíîøåííÿ:

ÿêùî 1 6 q 6 µ+ κ, òî

ψr(ω; θ) =

{
O(1) , äëÿ r = 1, . . . , µ+ κ ,
O(θmµ+κ+1) , äëÿ r = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ ;

(2.174)

ÿêùî µ+ κ + 1 6 q 6 m+ κ, òî

ψr(ω; θ) =

{
O(θmq−mµ+κ) , äëÿ r = 1, . . . , µ+ κ ,
O(θmq) , äëÿ r = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ .

(2.175)

Îáãðóíòó¹ìî ¨õ. Íåõàé 0 < θ � 1 i ω ∈ Rn−1, |ω| = 1. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó

âèïàäîê, êîëè 1 6 q 6 µ+κ. ßêùî r ∈ {1, . . . , µ+κ}, òî íà ïiäñòàâi ôîðìóë
(2.164), (2.165) i (2.169) îòðèìà¹ìî

|ψr(ω; θ)| 6 ‖G1‖ = ‖(I −∆1H1∆
−1
2 H2)

−1‖ 6 (1− ‖∆1H1∆
−1
2 H2‖)−1 6

6 (1− c′θmµ+κ+1−mµ+κ)−1 = O(1), ïðè θ → 0 + .

Òóò ÷åðåç ‖·‖ ïîçíà÷åíî âiäïîâiäíó íîðìó ÷èñëîâî¨ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi. ßêùî
æ ßêùî r ∈ {µ + κ + 1, . . . ,m + κ}, òî íà ïiäñòàâi ôîðìóë (2.166), (2.167) i

(2.169) îòðèìà¹ìî

|ψr(ω; θ)| 6 ‖G2∆
−1
2 H2‖ 6 ‖G2‖ θmµ+κ+1 ‖H2‖ =

= ‖(I −∆−12 H2∆1H1)
−1‖ θmµ+κ+1 ‖H2‖ 6

6 (1− ‖∆−12 H2∆1H1‖)−1 θmµ+κ+1 ‖H2‖ = O(θmµ+κ+1), ïðè θ → 0 + .

Àíàëîãi÷íî îáãðóíòîâóþòüñÿ i ôîðìóëè (2.172).



93

Òåïåð íà ïiäñòàâi ôîðìóë (2.171), (2.172), (2.175), (2.175) i ç îãëÿäó íà

çàóâàæåííÿ 2.10, 2.11 íåãàéíî äiñòà¹ìî îöiíîêè (2.151), (2.152) . Ëåìà 2.1

äîâåäåíà.

Ñïèðàþ÷èñü íà íå¨, çàâåðøèìî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.4 Ñïðàâäi, îöiíèìî

ïåðøèé äîäàíîê â (2.150). Íàãàäà¹ìî, ùî êîíòóðè γ1 i γ2 ëåæàòü ó C+ i íå

çàëåæèòü âiä ω. Ïîêëàäåìî

α = min
z∈γ1∪γ2

Im(z) > 0.

Òîäi |eiτz| 6 e−ατ äëÿ äîâiëüíèõ τ > 0 i z ∈ γ1. Íåõàé τ > 0, ω ∈ Rn−1, |ω| = 1

i θ ∈ (0; θ0].

Òîìó íà ïiäñòàâi ôîðìóë (2.142), (2.151) ìà¹ìî òàêi îöiíêè∣∣∣∣∣∣Dl
τ

 1

2πi

∫
γ1

M
(1)
q (ω, z; θ)

A
(0)+
1 (ω, z; θ)

eiτzdz

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
γ1

(iz)l
M

(1)
q (ω, z; θ)

A
(0)+
1 (ω, z; θ)

eiτzdz

∣∣∣∣∣∣ 6
≤

{
Ce−ατ , ÿêùî q ≤ µ+ κ ,
Cθmq−mµ+κe−ατ , ÿêùî q > µ+ κ .

Òóò C � äåÿêå äîäàòíå ÷èñëî, íå çàëåæíå âiä âêàçàíèõ ω, τ i θ.

Òàêèì ÷èíîì( ∞∫
0

∣∣∣∣∣∣Dl
τ

 1

2πi

∫
γ1

M
(1)
q (ω, z; θ)

A
(0)+
1 (ω, z; θ)

eiτzdz

∣∣∣∣∣∣
2

dτ

)1/2

≤

≤

{
C, ÿêùî q ≤ µ+ κ ,
Cθmq−mµ+κ , ÿêùî q > µ+ κ .

Àíàëîãi÷íî îöiíþ¹òüñÿ äðóãèé äîäàíîê â (2.150). Ïîïåðåäíüî âiäìiòè-

ìî,ùî |eiτz/θ|γ2 6 e−ατ/θ äëÿ äîâiëüíèõ τ > 0 i z ∈ γ2.
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Òîìó íà ïiäñòàâi ôîðìóë (2.142), (2.152) ìà¹ìî òàêi îöiíêè∣∣∣∣∣∣Dl
τ

 1

2πi

∫
γ2

M
(2)
q (θω, z)

A
(0)+
2 (θω, z; 1)

eiτz/θdz

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
γ2

(iz/θ)l
M

(2)
q (θω, z)

A
(0)+
2 (θω, z; 1)

eiτz/θdz

∣∣∣∣∣∣ 6
≤

{
Cθmµ+κ+1−l e−ατ/θ , ÿêùî q ≤ µ+ κ ,
Cθmq−l e−ατ/θ, ÿêùî q > µ+ κ .

Îòæå, ( ∞∫
0

∣∣∣∣∣∣Dl
τ

 1

2πi

∫
γ1

M
(2)
r (θω, z)

A
(0)+
2 (θω, z; 1)

eiτz/θdz

∣∣∣∣∣∣
2

dτ

)1/2

≤

≤

{
Cθmµ+κ+1−l+1/2, ÿêùî q ≤ µ+ κ ,
Cθmr−l+1/2 , ÿêùî q > µ+ κ .

(2.176)

Ôîðìóëè (2.8), (2.176) äàþòü îöiíêó( ∞∫
0

|Dl
τv
∗
r(ω, τ ; θ)|2dτ

)1/2

≤

≤ C ·

{
1 + θmµ+κ+1−l+1/2 , ÿêùî q ≤ µ+ κ ,
θmq−mµ+κ + θmq−l+1/2 , ÿêùî q > µ+ κ .

Çâiäñè íåãàéíî âèïëèâà¹ îöiíêà (2.137), äå ÷èñëî > 0 íå çàëåæèòü âiä ω i θ.

Íàãàäà¹ìî, ùî âîíà çáiãà¹òüñÿ ç îöiíêîþ (2.127), ÿêùî θ ∈ (0, θ0], à îñòàííÿ

áóëà ðàíiøå äîâåäåíà ó âèïàäêó θ ∈ [θ0; +∞). Òàêèì ÷èíîì äîâåäåíà îöiíêà

(2.117), òîáòî òåîðåìà 2.4.

Îêðiì òåîðåìè 2.4, íàì ïîòðiáíà îöiíêà çãîðè ÷èñåë σq,k = σq,k(ξ
′; ε),

k = 1, . . . ,κ, ÿêi ðàçîì ç ôóíêöi¹þ vq(t) = vq(ξ
′, t; ε) óòâîðþþòü ðîçâ'ÿçîê

êðàéîâî¨ çàäà÷i (2.115), (2.116).
Òåîðåìà 2.5. Iñíó¹ ÷èñëî C > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ξ′ ∈ Rn−1 \ {0},
ε ∈ (0; 1], q ∈ {1, . . . ,m+ κ} i k = {1, . . . ,κ} âèêîíóþòüñÿ îöiíêè:

|σq,k(ξ′; ε)| 6 C|ξ|−mq−αk×

×

{
1 , ÿêùî q 6 µ+ κ ,
(ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))mq−mµ+κ , ÿêùî q > µ+ κ .

(2.177)
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Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâó¹ìî ìiðêóâàííÿ i ïîçíà÷åííÿ òåîðåìè 2.4. Ïåðåéøîâ-

øè äî ïàðàìåòðiâ çà ôîðìóëàìè (2.121) i (2.124) îòðèìà¹ìî, ùî îöiíêà (2.177)

ðiâíîñèëüíà òàêié

|σ∗q,k(ω; θ)| 6 C ×

{
1 , ÿêùî q 6 µ+ κ ,
(θ/(1 + θ))mq−mµ+κ , ÿêùî q > µ+ κ .

(2.178)

Òóò ÷èñëî C > 0 íå çàëåæèòü âiä ω ∈ Rn−1, |ω| = 1 i θ > 0.

Ó âèïàäêó êîëè θ ∈ [θ0;∞) ⊂ (0;∞), äå ôiêñîâàíå θ0 > 0, îöiíêà (2.178)

¹ íàñëiäêîì íåðiâíîñòi (2.135).

Ó âèïàäêó êîëè 0 < θ � 1 îöiíêà (2.178) åêâiâàëåíòíà òàêié

|σ∗q,k(ω; θ)| 6 C ×

{
1 , ÿêùî q 6 µ+ κ ,
θmq−mµ+κ , ÿêùî q > µ+ κ .

Öÿ îöiíêà íåãàéíî âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi (2.173) òà îöiíîê (2.174), (2.175) i çà-

óâàæåííþ 2.10. Ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Íàì áóäóòü ïîòðiáíi âåðñi¨¨ íåðiâíîñòåé (2.117) i (2.177), âñòàíîâëííèõ

ó òåîðåìàõ 2.4 i 2.5, âèðàæåíi â òåðìiíàõ ôóíêöi¨ Ξθ,σ(|ξ′|; ε), ââåäåíî¨ çà
ôîðìóëîþ (2.71) .

Òåîðåìà 2.6. Íåõàé öiëå ` ≥ 0, âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (2.117), (2.177), à

íàòóðàëüíi ÷èñëà s i r çàäîâëüíÿþòü óìîâè (2.82) i (2.90). Òîäi iñíó¹ ÷èñëî

C > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ξ′ ∈ Rn−1 \ {0}, ε ∈ (0; 1] i q ∈ {1, . . . ,m+ κ}
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.115), (2.116) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi( ∞∫

0

|D`
tvq(ξ

′, t; ε)|2dt
)1/2

6 C
Ξr−mq−1/2,s−mq−1/2(|ξ′|; ε)

Ξr−`,s−`(|ξ′|, ε)
, (2.179)

|σq,k(ξ′; ε)| 6 C
Ξr−mq−1/2,s−mq−1/2(|ξ′|; ε)
Ξr+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ′|, ε)

, (2.180)

äå k = 1, . . . ,κ.

Äîâåäåííÿ. Îáãðóíòó¹ìî ñïî÷àòêó íåðiâíiñòü (2.179). Âíàñëiäîê òåîðåìè 2.4

ïðàâó ÷àñòèíó öi¹¨ íåðiâíîñòi äîñòàòíüî îöiíèòè çíèçó ÷åðåç ïðàâó ÷àñòèíó



96

íåðiâíîñòi (2.117). Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ (2.71), ìà¹ìî òàêó (ñëàáêó)

åêâiâàëåíòíiñòü ôóíêöié àðãóìåíòó (ξ′, ε):

Ξr−mq−1/2,s−mq−1/2(|ξ′|, ε)
Ξr−`,s−`(|ξ′|, ε)

� |ξ′|`−mq−1/2× (2.181)

×


1 , ÿêùî s−mq − 1/2 ≥ 0, s− ` > 0;

(ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))`−s, ÿêùî s−mq − 1/2 ≥ 0, s− ` < 0;

(ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))mq+1/2−s, ÿêùî s−mq − 1/2 < 0, s− ` > 0;

(ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))mq+1/2−`, ÿêùî s−mq − 1/2 < 0, s− ` < 0.

Íà ïiäñòàâi (2.82) i (2.90) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî êîæíà ç ÷îòèðüîõ ïàð óìîâ,

çàïèñàíèõ ó ðÿäêàõ ôîðìóëè (2.181), åêâiâàëåíòíà âiäïîâiäíié ïàði óìîâ ó

ôîðìóëi (2.117). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ àáî ïåðøà, àáî ÷åòâåðòà ïàðà óìîâ, òî

ïðàâi ÷àñòèíè öèõ ôîðìóë ïðîïîðöiéíi. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ äðóãà ïàðà óìîâ,

òî ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (2.117) ìåíøà àáî ðiâíà çà ïðàâó ÷àñòèíó ôîð-

ìóëè (2.181), îñêiëüêè ¨õ âiäíîøåííÿ äîðiâíþ¹

(ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))mµ+κ+1−l+1/2

(ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))`−s
= (ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))mµ+κ+1+1/2−s 6 1

ç îãëÿäó íà óìîâó (2.90). Öå ïðàâèëüíî i äëÿ òðåòüî¨ ïàðè óìîâ, áî ÿêùî âîíè

âèêîíóþòüñÿ, òî âêàçàíå âiäíîøåííÿ äîðiâíþ¹

(ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))mq−mµ+κ

(ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))mq+1/2−s = (ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))s−mµ+κ+1−1/2 6 1 (2.182)

ç îãëÿäó íà óìîâó (2.90).

Òàêèì ÷èíîì, ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (2.179). îöiíþ¹òüñÿ çíèçó ÷åðåç

ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi (2.117) çà äîïîìîãþ ñòàëî¨, íå çàëåäæíî¨ âiä ε i ξ.

Òèì ñàìèì íåðiâíiñòü (2.179) äîâåäåíà.

Îáãðóíòó¹ìî òåïåð íåðiâíiñòü (2.180). Âíàñëiäîê òåîðåì 2.5 ïðàâó ÷àñòè-

íó öi¹¨ íåðiâíîñòi äîñòàòíüî îöiíèòè çíèçó ÷åðåç ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi

(2.177). Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ (2.71), ìà¹ìî òàêó (ñëàáêó) åêâiâàëåí-

òíiñòü ôóíêöié àðãóìåíòó (ξ′, ε):

Ξr−mq−1/2,s−mq−1/2(|ξ′|, ε)
Ξr+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ′|, ε)

� |ξ′|−mq−αk× (2.183)

×

{
1 , ÿêùî s−mq − 1/2 ≥ 0,

(ε|ξ′|/(1 + ε|ξ′|))mq+1/2−s, ÿêùî s−mq − 1/2 < 0.
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Íà ïiäñòàâi (2.90) ðîáèìî âèñíîâîê, ïðî åêâiâàëåíòíiñòü óìîâ mq + 1/2− s i
q 6 µ+ κ. ßêùî mq + 1/2− s > 0, òî ïðàâi ÷àñòèíè ôîðìóë (2.177) i (2.183)

ïðîïîðöiéíi. ßêùîæ mq + 1/2− s < 0, òî ¨õ âiäíîøåííÿ äîðiâíþ¹ (2.182).
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2.9. Ìîäåëüíi çàäà÷i.

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi áóäóòü äîâåäåíi âåðñi¨ òåîðåì 2.1 i 2.2 äëÿ ìîäåëüíèõ

çàäà÷, ÿêi ïåâíèì ÷èíîì ïîâ'ÿçàíi iç äîñëiäæóâàíîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ (2.1),

(2.2) â îáëàñòi G i âèáîðîì òî÷êè x0 ∈ G. Ñëiä ðîçãëÿíóòè îêðåìî âèïàäêè

êîëè x0 ∈ G i êîëè x0 ∈ G.
Íåõàé äîâiëüíî âèáðàíî òî÷êó x0 ∈ G. Ó ôîðìóëi (2.3), âiäêèíèìî ìî-

ëîäøi ÷ëåíè êîæíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà A2m−i(x,D) i çàôiêñó¹ìî

êîåôiöi¹íòè ñòàðøèõ ÷ëåíiâ ó òî÷öi x = x0 ∈ G. Îòðèìà¹ìî äèôåðåíöiàëü-
íèé îïåðàòîð, ÿêèé ïîçíà÷èìî ÷åðåç A(0)(D; ε) := A(0)(x0;D; ε). Ðîçãëÿíåìî

äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

A(0)(D; ε)u(x; ε) = f(x; ε), x ∈ Rn, (2.184)

çàëåæíå âiä ïàðàìåòðà ε > 0. Âîíî ¹ ìîäåëüíèì àíàëîãîì âèïàäêîì äèôå-

ðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.1) äëÿ Rn.

Òåîðåìà 2.7. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîð A(x;D; ε) åëiïòè÷íèé ç ìàëèì

ïàðàìåòðîì ó òî÷öi x = x0. Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà r i s çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè (2.82). Òîäi iñíó¹ ÷èñëî C = C(x0) > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà

ε ∈ (0; 1] ïðàâèëüíà àïðiîðíà îöiíêà

||u(·; ε);Hr,s(Rn, ε)|| ≤ C
(
||f(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)||+

+‖u(·; ε);L2(Rn)‖) . (2.185)

Òóò u(·; ε) ∈ Hr(Rn) i f(·; ε) ∈ Hr−2m,s−2µ(Rn) ¹ áóäü-ÿêi ôóíêöi¨, ùî çàäî-

âîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (2.1), à ÷èñëî C íå çàëåæèòü ÿê âiä ε ∈ (0; 1], òàê i

âiä öèõ ôóíêöié.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ, îïåðàòîð A(0)(x0;D; ε) ìà¹ âëàñòèâiñòü (2.7). Îñêiëü-

êè ïðîñòið Hr−2m,s−2µ(Rn, ε) çàäà¹òüñÿ ïî-ðiçíîìó ó âèïàäêàõ s − 2µ > 0 i

s− 2µ < 0 (äèâ. ôîðìóëè (2.68) i (2.72)), äîñëiäèìî öi âèïàäêè îêðåìî.

Ó âèïàäêó s− 2µ > 0 íà ïiäñòàâi (2.68) i (2.7) ìà¹ìî òàêå:

||f(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)||2 + ||u(·; ε);L2(Rn)||2 =

= ||A(0)(D; ε)u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)||2 + ||u(·; ε);L2(Rn)||2 =
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=

∫
Rn

(
(1 + |ξ|2)s−2µ(1 + ε2|ξ|2)r−2m−(s−2µ) |A(0)(ξ; ε)|2 + 1

)
|ũ(ξ; ε)|2dξ =

=

∫
Rn

(
|A(0)(ξ; ε)|2

(1 + |ξ|2)2µ(1 + ε2|ξ|2)2m−2µ
(1 + |ξ|2)s(1 + ε2|ξ|2)r−s + 1

)
|ũ(ξ; ε)|2dξ >

>
∫
Rn

(
C2|ξ|4µ(1 + ε|ξ|)4m−4µ

(1 + |ξ|2)2µ(1 + ε2|ξ|2)2m−2µ
(1 + |ξ|2)s(1 + ε2|ξ|2)r−s + 1

)
|ũ(ξ; ε)|2dξ >

> (C2 + 1)

∫
Rn

((
|ξ|2

1 + |ξ|2

)2µ

(1 + |ξ|2)s(1 + ε2|ξ|2)r−s + 1

)
|ũ(ξ; ε)|2dξ >

> (C2 + 1)

∫
Rn

Ψ(ξ, ε)(1 + |ξ|2)s(1 + ε2|ξ|2)r−s|ũ(ξ; ε)|2dξ >

> (C2 + 1)C1

 ∫
Rn

(1 + |ξ|2)s(1 + ε2|ξ|2)r−m|ũ(ξ; ε)|2dξ

1/2

=

= (C2 + 1)C1||u(·; ε);Hr,s(Rn, ε)||2.

Òóò

Ψ(ξ, ε) :=

(
|ξ|2

1 + |ξ|2

)2µ

+
1

(1 + |ξ|2)s(1 + ε2|ξ|2)r−s
,

C1 := inf{Ψ(ξ, ε) : ξ ∈ Rn, ε ∈ (0; 1]} > 0.

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèëïèâà¹ ç òîãî, ùî(
|ξ|2

1 + |ξ|2

)2µ

>
1

22µ
ïðè |ξ| > 1,

1

(1 + |ξ|2)s(1 + ε2|ξ|2)r−s
>

1

2r
ïðè |ξ| 6 1 i ε ∈ (0; 1].

Îòæå, ïîòðiáíà íàì îöiíêà (2.91) äîâåäåíà ó âèïàäêó s− 2µ > 0.

Ó âèïàäêó s− 2µ < 0 íà ïiäñòàâi ôîðìóë (2.72) i (2.7) ìà¹ìî òàêå:

||f(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)||2 = ||A(0)(D; ε)u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)||2 =

=

∫
Rn

|ξ|2(s−2µ)(1 + ε2|ξ|2)r−2m−(s−2µ)|A(0)(ξ; ε)|2|ũ(ξ; ε)|2dξ =

=

∫
Rn

|A(0)(ξ; ε)|2

(|ξ|4µ(1 + ε2|ξ|2)2m−2µ
|ξ|2s(1 + ε2|ξ|2)r−s|ũ(ξ; ε)|2dξ >
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> C2

∫
Rn

|ξ|4µ(1 + ε|ξ|)4m−4µ

|ξ|4µ(1 + ε2|ξ|2)2m−2µ
|ξ|2s(1 + ε2|ξ|2)r−s|ũ(ξ; ε)|2dξ >

> C2

∫
Rn

|ξ|2s(1 + ε2|ξ|2)r−s|ũ(ξ; ε)|2dξ.

Çàëèøèëîñü ñêîðèñòàòèñü òâåðäæåííÿì 2.2, îñêiëüêè êâàäðàò íîðìè â ëiâié

÷àñòèíi îöiíêè (2.91) åêâiâàëåíòíèé ðiâíîìiðíî çà ε ∈ (0; 1] íîðìi

||u(·; ε);L2(Rn)||2 +

∫
Rn

|ξ|2s(1 + ε2|ξ|2)r−s|ũ(ξ; ε)|2dξ.

Òàêèì ÷èíîì, îöiíêà (2.91) äîâåäåíà i ó âèïàäêó s− 2µ < 0.

Òåîðåìà 2.8. Íåõàé íàòóðàëüíi r i s çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (2.82), à U � âiä-

êðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà Rn. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ÷èñëî C = C(x0) >

0, òàêå ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0; 1] i äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié u(·; ε) ∈ Hr(Rn)

ç suppu ⊂ U i f(·; ε) ∈ Hr−2m,s−2µ(Rn), ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (2.1),

ïðàâèëüíà àïðiîðíà îöiíêà (2.91). Òîäi îïåðàòîð A(x;D; ε) åëiïòè÷íèé ç ìà-

ëèì ïàðàìåòðîì ó òî÷öi x = x0.
Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ñïèðà¹òüñÿ íà òàêèé ôàêò.

Ëåìà 2.2. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà (2.91) äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié u(·; ε)
i f(·; ε) ç óìîâè òåîðåìè 2.8. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ u ∈ D(Rn) i ε ∈ (0; 1]

ïðàâèëüíà îöiíêà ∥∥∥|D|s(1 + ε2|D|2)(r−s)/2u;L2(Rn)
∥∥∥ 6

6 C
∥∥∥|D|s−2µ(1 + ε2|D|2)(r−s−2m+2µ)/2A(0)(D; ε)u;L2(Rn)

∥∥∥. (2.186)

äå ÷èñëî C > 0 íå çàëåæèòü âiä u òà ε.
Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî òåîðåìà 2.8 âèïëèâà¹ ç ëåìè 2.2, à ïîòiì äîâåäåìî

îñòàííþ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.8 . Íåîáõiäíiñòü óìîâè 2.1 ëåãêî âèïëèâà¹ ç (2.186). Çà-

ñòîñîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, ïåðåïèøåìî (2.186) ó âèãëÿäi∫
Rn

|ξ|2s(1 + ε2|ξ|2)r−s|ũ(ξ; ε)|2dξ 6

6 C2

∫
Rn

(
|ξ|2s−4µ(1 + ε2|ξ|2)r−2m−s+2µ |A(0)(ξ; ε)|2

)
|ũ(ξ; ε)|2dξ,
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àáî∫
Rn

(
|ξ|2s(1 + ε2|ξ|2)r−s − C2 |ξ|2s−4µ(1 + ε2|ξ|2)r−2m−(s−2µ) |A(0)(ξ; ε)|2

)
×

×|ũ(ξ; ε)|2dξ 6 0.

Îñêiëüêè îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ u ∈ D(Rn),

òî

|ξ|2s(1 + ε2|ξ|2)r−s − C2 |ξ|2s−4µ(1 + ε2|ξ|2)r−2m−(s−2µ) |A(0)(ξ; ε)|2 6 0,

äëÿ äîâiëüíèõ ξ ∈ Rn i ε ∈ (0; 1].

Çâiäñè

|A(0)(ξ; ε)|2 > C−2
|ξ|2s(1 + ε2|ξ|2)r−s

|ξ|2s−4µ(1 + ε2|ξ|2)r−2m−(s−2µ)
= |ξ|4µ(1 + ε2|ξ|2)2m−2µ,

òîáòî îïåðàòîð A(x;D; ε) åëiïòè÷íèé ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ó òî÷öi x = x0.

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.2. Íåõàé u ∈ D(Rn), ε ∈ (0; 1] i ρ � 1. Ñëiäóþ÷è [äèâ.

vol98, vol06] ïîêëàäåìî

(Sρu)(x) = u(ρx)), uρ(x) := ρ−s+n/2(Sρu)(x),

äå y � äåÿêà ôiêñîâà òî÷êà ìíîæèíè U .

ßêùî ρ � 1, òî suppu ⊂ U , U � îêië òî÷êà x0 ç óìîâè òåîðåìè 2.8. Çà

óìîâîþ ëåìè 2.2 ïðàâèëüíà îöiíêà (2.91)

||uρ;Hr,s(Rn, ε/ρ)|| ≤ C(||A(0)(D; ε/ρ)uρ;H
r−2m,s−2µ(Rn, ε/ρ)||+

+‖uρ;L2(Rn)‖). (2.187)

äå ÷èñëî C > 0 íå çàëåæèòü âiä u, ε i ρ. Ïîêàæåìî, ùî ïðè ρ → +∞ îöiíêà

(2.187) ïåðåõîäèòü ó (2.186).

‖uρ;Hr,s(Rn, ε/ρ)‖ = ‖(1 + |D|2)s/2(1 + (ε/ρ)2|D|2)(r−s)/2uρ;L2(Rn‖ =

= ρ−s+n/2‖(1 + |D|2)s/2(1 + (ε/ρ)2|D|2)(r−s)/2(Sρ,x0u);L2(Rn‖ =

= ρ−s+n/2‖Sρ,x0
(

(1 + |ρD|2)s/2(1 + ε2|D|2)(r−s)/2u
)

;L2(Rn)‖ =

= ρn/2‖Sρ,x0
(

(1/ρ2 + |D|2)s/2(1 + ε2|D|2)(r−s)/2u
)

;L2(Rn)‖ =

= ‖(1/ρ2 + |D|2)s/2(1 + ε2|D|2)(r−s)/2u;L2(Rn)‖ →

→
∥∥∥|D|s(1 + ε2|D|2)(r−s)/2u;L2(Rn)

∥∥∥ ïðè ρ→ +∞.
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Îòæå,

‖uρ;Hr,s(Rn, ε/ρ)‖ → ‖|D|s(1 + ε2|D|2)(r−s)/2u;L2(Rn)‖ (2.188)

ïðè ρ→ +∞.

Àíàëîãi÷íî

||A(0)(D; ε/ρ)uρ(x);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε/ρ)|| =

=
∥∥∥(1 + |D|2)(s−2µ)/2(1 + (ε/ρ)2|D|2)(r−s−2m+2µ)/2A(0)(D; ε/ρ)uρ;L2(Rn)

∥∥∥ =

= ρ−s+n/2
∥∥∥(1 + |D|2)(s−2µ)/2(1 + (ε/ρ)2|D|2)(r−s−2m+2µ)/2×

×A(0)(D; ε/ρ)(Sρ,x0u);L2(Rn)
∥∥∥ =

= ρ−s+n/2
∥∥∥Sρ((1 + |ρD|2)(s−2µ)/2(1 + ε2|D|2)(r−s−2m+2µ)/2×

×A(0)(ρD; ε/ρ)u
)

;L2(Rn)
∥∥∥ =

= ρn/2
∥∥∥Sρ((1/ρ2 + |D|2)(s−2µ)/2(1 + ε2|D|2)(r−s−2m+2µ)/2×

×A(0)(D; ε)u
)

;L2(Rn)
∥∥∥ =

=
∥∥∥(1/ρ2 + |D|2)(s−2µ)/2(1 + ε2|D|2)(r−s−2m+2µ)/2A(0)(D; ε)u;L2(Rn)

∥∥∥→
→
∥∥∥|D|s−2µ(1 + ε2|D|2)(r−s−2m+2µ)/2A(0)(D; ε)u;L2(Rn)

∥∥∥ ïðè ρ→ +∞.

Îòæå,

||A(0)(D; ε/ρ)uρ(x);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε/ρ)|| → (2.189)

→
∥∥∥|D|s−2µ(1 + ε2|D|2)(r−s−2m+2µ)/2A(0)(D; ε)u;L2(Rn)

∥∥∥ ïðè ρ→ +∞.

Íàðåøòi,

||uρ(x);L2(Rn)|| =
∥∥∥(Sρ,x0u);L2(Rn)

∥∥∥ = (2.190)

= ρ−s+n/2||u;L2(Rn)|| → 0 ïðè ρ→ +∞.

Ïåðåéøîâøè â (2.187) äî ãðàíèöi ïðè ρ → +∞ i ñêîðèñòàâøèñü (2.188),

(2.189), (2.190) îòðèìó¹ìî ïîòðiáíó îöiíêó (2.186).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñèòóàöiþ, êîëè äîâiëüíî âèáðàíà ïî÷êà x0 ∈ ∂G. Íåõàé
U � äîñòàòíüî ìàëèé îêië òî÷êè x0 óçÿòèé iç òîïîëîãi¨ íà G. Ââåäåìî â U

ñïåöiàëüíi ëîêàëüíi êîîðäèíàòè x = (x1, . . . , xn−1, xn) = (x′, xn), ðîçãëÿíóòi â
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ï.2.2. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç U0 � îáðàç îêîëó U ó öèõ ëîêàëüíèõ êîîðäèíàòàõ. Òîäi

U0 � äåÿêà âiäêðèòà ìíîæèíà ó òîïîëîãi¨ ïðîñòîðóRn
+, ïðè÷îìó U0∩Rn−1 6= ∅.

Ó êðàéîâié çàäà÷i (2.1), (2.2) âiäêèíèìî ìîëîäøi ÷ëåíè óñiõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ îïåðàòîðiâ A2m−i(x;D), Bj(x;D) i Cj,k(x;D′), çàôiêñó¹ìî êîåôiöi¹íòè

ñòàðøèõ ÷ëåíiâ ó òî÷öi x = x0 ∈ ∂G i ïåðåéäåìî äî ñïåöiàëüíèõ ëîêàëüíèõ

êîîðäèíàò â îêîëi U òî÷êè x0. Îòðèìàíi äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè ïîçíà-

÷èìî ÷åðåç A(0)
2m−i(D

′, Dn), B
(0)
j (D′, Dn) i C

(0)
j,k (D′) âiäïîâiäíî. Çà àíàëîãi¹þ ç

(2.5) ïîêëàäåìî

A(0)(D′, D; ε) ≡
2m−2µ∑
i=0

ε2m−2µ−iA
(0)
2m−i(D

′, Dn).

Ðîçãëÿíåìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó â ïiâïðîñòîði Rn
+:

A(0)(D′, Dn; ε)u(x′, xn; ε) = f(x′, xn; ε) x′ ∈ Rn−1, xn > 0, (2.191)

B
(0)
j (D′, Dn)u(x′, xn; ε)|xn=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
jk (D′)%k(x

′; ε) = gj(x
′; ε), (2.192)

x′ ∈ Rn−1, j = 1, . . . ,m+ κ

Âîíà çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà ε > 0 i ¹ ìîäåëüíèì àíàëîãîì êðàéîâî¨ çàäà÷i

(2.1), (2.2) äëÿ Rn
+.

Çà àíàëîãi¹þ ç îçíà÷åííÿì 2.1 áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êðàéîâà çàäà÷à (2.1),

(2.2) åëiïòè÷íà ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ó òî÷öi x0 ∈ ∂G, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ
óìîâè 2.1 � 2.6 äëÿ öi¹¨ òî÷êè.
Òåîðåìà 2.9. Ïðèïóñòèìî, ùî êðàéâà çàäà÷à (2.1), (2.2) åëiïòè÷íà ç ìà-

ëèì ïàðàìåòðîì ó òî÷öi x0 ∈ ∂G. Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà r i s çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâè (2.82) i (2.90). Òîäi iñíó¹ ÷èñëî C = C(x0) > 0 òàêå, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî ÷èñëà ε ∈ (0; 1] ïðàâèëüíà àïðiîðíà îöiíêà

||u(·; ε);Hr,s(Rn
+, ε)||+

κ∑
k=1

||%k(·; ε);Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(Rn−1, ε)|| 6

6 C
(
||f(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn

+, ε)||+ (2.193)

+
m+κ∑
j=1

||gj(·; ε);Hr−mj−1/2,s−mj−1/2(Rn−1, ε)||+

+||u(·; ε);L2(Rn
+)||+

κ∑
k=1

||%k(·; ε);L2(Rn−1)||
)
.
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Òóò

u(·; ε) ∈ Hr(Rn
+) i %k(·; ε) ∈ Hr+αk−1/2(Rn−1), äå k = 1, . . . ,κ, (2.194)

òà

f(·; ε) ∈ Hr−2m,s−2µ(Rn
+, ε) i (2.195)

gj(·; ε) ∈ Hr−mj−1/2(Rn−1), äå j = 1, . . . ,m+ κ,

¹ áóäü-ÿêi ôóíêöi¨, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó çàäà÷ó (2.191), (2.192), à ÷èñëî

C íå çàëåæèòü, ÿê âiä ε ∈ (0; 1], òàê i âiä öèõ ôóíêöié.

Çàóâàæåííÿ 2.12. Ñòîñîâíî âêëþ÷åíü, ÿêi ôiãóðóþòü ó ôîðìóëàõ (2.194) i

(2.195), äèâ. çàóâàæåííÿ 2.7, äëÿ âèïàäêó G := Rn
+ i ∂G := Rn−1.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè f(·, ε) ≡ 0. Çãiäíî ç òâåð-

äæåííÿì 2.7 çàïèøåìî

||u(·, ε);Hr,s(Rn
+, ε)|| � ||u;L2(Rn

+)||+

+

 ∫
Rn−1

∞∫
0

r∑
`=0

Ξ2
r−`,s−`(|ξ′|; ε)|D`

nû(ξ′, xn; ε)|2dξ′dxn

1/2

.

Öÿ åêâiâàëåíòíiñòü íîðì ðiâíîìiðíà çà ïàðàìåòðîì ε ∈ (0; 1]. Òîìó (2.193) ¹

íàñëiäêîì òàêî¨ íåðiâíîñòi:∫
Rn−1

∞∫
0

r∑
`=0

Ξ2
r−`,s−`(|ξ′|; ε)|D`

nû(ξ′, xn; ε)|2dξ′dxn+

+
κ∑
k=1

||%k(·; ε);Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(Rn−1, ε)||2 6 (2.196)

6 C ′

(
m+κ∑
j=1

||gj;Hr−mj−1/2,s−mj−1/2(Rn−1, ε)||2 +
κ∑
k=1

||%k(·; ε);L2(Rn−1)||2
)
,

äå ÷èñëî C ′ > 0 íå çàëåæèòü âiä ε ∈ (0; 1] i ôóíêöié (2.194), (2.195). Äîâåäåìî

öþ íåðiâíiñòü.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïðîñòið Hθ,η(Rn−1, ε) çàäà¹òüñÿ ïî-ðiçíîìó ó âèïàäêàõ

η > 0 i η < 0 çà ôîðìóëàìè (2.79) i (2.80) âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè

s + αk − 1/2 > 0 (äèâ. çàóâàæåííÿ 2.3 i óìîâó (2.90)) òî íîðìà ó ïðî-

ñòîði Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(Rn−1, ε) çàäàíà ôîðìóëîþ (2.79) äëÿ êîæíîãî k ∈
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{1, . . . ,κ}. Òîìó íà ïiäñòàâi (2.79) i (2.80) áà÷èìî, ùî îöiíêà (2.196) ¹ íà-

ñëiäêîì îöiíêè

r∑
`=0

Ξ2
r−`,s−`(|ξ′|, ε)

∞∫
0

|D`
nû(ξ′, xn; ε)|2dxn+

+
κ∑
k=1

Ξ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, ε)|%̂k(ξ′; ε)|2 ≤ (2.197)

≤ C ′′
m+κ∑
j=1

Ξ2
r−mj−1/2,s−mj−1/2(|ξ

′|, ε)|ĝj(ξ′; ε)|2,

äëÿ äîâiëüíèõ ξ′ ∈ Rn−1 \ {0} i ε ∈ (0; 1], äå ÷èñëî C ′′ > 0 íå çàëåæèòü âiä ξ′

i ε .

Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöi¨ (2.194) i (2.195) çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó çà-

äà÷ó (2.191), (2.192), äå f(·; ε) ≡ 0. Äîâåäåìî íåðiâíiñòü (2.197). Íåõàé

ξ′ ∈ Rn−1{0} i ε ∈ (0; 1]. Òîäi ôóíêöiÿ û(ξ′, t; ε) àðãóìåíòó t > 0 ðàçîì ç

÷èñëàìè %̂1(ξ′; ε), . . . , %̂κ(ξ′; ε) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

A(0)(ξ′, Dn; ε)û(ξ′, xn; ε) = f̂(ξ′, xn; ε), ξ′ ∈ Rn−1, xn > 0,

B
(0)
j (ξ′, Dn)û(ξ′, xn; ε)|xn=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)%̂k(ξ

′; ε) = ĝj(ξ
′; ε),

ξ′ ∈ Rn−1, j = 1, . . . ,m+ κ,

äå f̂(ξ′, xn; ε) ≡ 0. Íàãàäà¹ìî, ùî îñòàííÿ ¹ ãðàíè÷íèì ñèìâîëîì çàäà÷i (2.1),

(2.2) ó òî÷öi x0 ∈ ∂G. Öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ òàêîþ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ôóíäà-

ìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ãðàíè÷íîãî ñèìâîëà, ââåäåíîãî ó ï. 2.8:

û(ξ′, xn; ε) =
m+κ∑
q=1

ĝq(ξ
′; ε)vq(ξ

′, xn; ε), (2.198)

%̂k(ξ
′; ε) =

m+κ∑
q=1

ĝq(ξ
′; ε)σq,k(ξ

′; ε), k = 1, . . . ,κ. (2.199)

Ïiäñòàâëÿþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.198) i (2.199) â ëiâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi

(2.197) òà çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 2.6 íåâàæêî îòðèìàòè îöiíêó (2.197). Ñïðàâ-
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äi, íà ïiäñòàâi (2.179), ìà¹ìî:

r∑
`=0

Ξ2
r−`,s−`(|ξ′|, ε)

∞∫
0

|D`
nû(ξ′, xn; ε)|2dxn =

=
r∑
`=0

Ξ2
r−`,s−`(|ξ′|, ε)

∞∫
0

|D`
n

m+κ∑
q=1

ĝq(ξ
′; ε)vq(ξ

′, xn; ε)|2dxn 6

6 2m+κ−1
r∑
`=0

m+κ∑
q=1

|ĝq(ξ′; ε)|2 Ξ2
r−`,s−`(|ξ′|, ε)

∞∫
0

|D`
nvq(ξ

′, xn; ε)|2dxn 6

6 2m+κ−1C2
r∑
`=0

m+κ∑
q=1

|ĝq(ξ′; ε)|2 Ξ2
r−`,s−`(|ξ′|, ε)

Ξ2
r−mq−1/2,s−mq−1/2(|ξ

′|; ε)
Ξ2
r−`,s−`(|ξ′|, ε)

6

6 2m+κ−1C2(r + 1)
m+κ∑
q=1

Ξ2
r−mq−1/2,s−mq−1/2(|ξ

′|; ε)|ĝq(ξ′; ε)|2.

Äàëi, íà ïiäñòàâi (2.180), îòðèìó¹ìî òàêå:

κ∑
k=1

Ξ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, ε)|%̂k(ξ%′; ε)|2 =

=
κ∑
k=1

Ξ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, ε)

∣∣∣∣∣
m+κ∑
q=1

ĝq(ξ
′; ε)σq,k(ξ

′; ε)

∣∣∣∣∣
2

6

6 2m+κ−1
κ∑
k=1

m+κ∑
q=1

|ĝq(ξ′; ε)|2 Ξ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, ε)|σq,k(ξ′; εσ)|2 6

6 2m+κ−1C2
κ∑
k=1

m+κ∑
q=1

|ĝq(ξ′; ε)|2×

×Ξ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, ε)
Ξ2
r−mq−1/2,s−mq−1/2(|ξ

′|; ε)
Ξ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, ε)
6

6 2m+κ−1C2κ
m+κ∑
q=1

Ξ2
r−mq−1/2,s−mq−1/2(|ξ

′|; ε)|ĝq(ξ′; ε)|2.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî äîâåäåííÿ îöiíêè (2.193) ó çàãàëüíîìó âèïàäêó. Ïðè-

ïóñòèìî, ÿê i ðàíiøå, ùî ôóíêöi¨ (2.194) i (2.195) çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó

çàäà÷ó (2.191), (2.192). Íà ïiäñòàâi ôîðìóë (2.75), (2.76) áà÷èìî, ùî îöiíêà
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(2.193) ¹ íàñëiäêîì íåðiâíîñòi

r∑
`=0

Ξ2
r−`,s−`(|ξ′|, ε)

∞∫
0

|D`
nû(ξ′, xn; ε)|2dxn+

+
κ∑
k=1

Ξ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, ε)|%̂k(ξ′; ε)|2 ≤ (2.200)

≤ C̃

 ∞∫
0

|(Dn − i|ξ′|)s−2µ(εDn − i
√

1 + ε2|ξ′|2)r−2m−s+2µf̂(ξ′, xn; ε)|2dxn+

+
m+κ∑
j=1

Ξ2
r−mj−1/2,s−mj−1/2(|ξ

′|, ε)|ĝj(ξ′; ε)|2
)
,

äëÿ äîâiëüíèõ ξ′ ∈ Rn−1 \ {0} i ε ∈ (0; 1], äå ÷èñëî C ′′ > 0 íå çàëåæèòü âiä ξ′

i ε .

Çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê u(·; ε) äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.191) ó âèãëÿ-

äi u(·; ε) = v(·; ε) + w(·; ε), äå v(·; ε) � äåÿêèé ñïåöiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê êëàñó

Hr(Rn
+) ðiâíÿííÿ

A(0)(D′, Dn, ε)v(x′, xn; ε) = f(x′, xn; ε), x′ ∈ Rn−1, xn > 0. (2.201)

Öåé ðîçâ'ÿçîê áóäå ïðåäñòàâëåíèé ïiçíiøå. Òîäi ôóíêöi¨ w(·; ε) i

%1(·; ε), . . . , %κ(·; ε) ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàâiîäíîðiäíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i

A(0)(D′, Dn; ε)w(x′, xn; ε) = 0, x′ ∈ Rn−1, xn > 0,

B
(0)
j (D′, Dn)w(x′, xn; ε)|xn=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (D′)%k(x

′; ε) = gj(x
′; ε)− χj(x′; ε),

x′ ∈ Rn−1, j = 1, . . . ,m+ κ.

òóò ïîçíà÷åíî

χj(x
′; ε) := B

(0)
j (D′, Dn)v(x′, xn; ε)|xn=0.

Íèæ÷å áóäå ïîêàçàíî, ùî ðîçâ'ÿçîê v(·; ε) ðiâíÿííÿ (2.201) ìîæíà âèáðà-

òè òàê, ùîá

r∑
l=0

Ξ2
r−`,s−`(ξ

′, ε)

∞∫
0

|D`
nv̂(ξ′, xn; ε)|2dxn 6 (2.202)
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6 C

∞∫
0

|(Dn − i|ξ′|)s−2µ(εDn − i
√

1 + ε2|ξ′|2)r−2m−s+2µf̂(ξ′, xn; ε)|2dxn,

κ∑
k=0

Ξ2
r−mj−1/2,s−mj−1/2(ξ

′, ε)|χj(ξ̂′; ε)|2 6 (2.203)

6 C

∞∫
0

|(Dn − i|ξ′|)s−2µ(εDn − i
√

1 + ε2|ξ′|2)r−2m−s+2µf̂(ξ′, xn; ε)|2dxn,

äëÿ äîâiëüíèõ ξ′ ∈ Rn−1 \ {0} i ε ∈ (0; 1], äå ÷èñëî C > 0 íå çàëåæèòü âiä ξ′ i

ε.

Íåðiâíiñòü (2.197) äëÿ ðîçâ'ÿçêó w(·; ε) i %1(·; ε), . . . , %κ(·; ε) íàïiâîäíîði-
äíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (2.9), (2.10) íàáèðà¹ âèãëÿäó

r∑
`=0

Ξ2
r−`,s−`(|ξ′|, ε)

∞∫
0

|D`
nŵ(ξ′, xn; ε)|2dxn+

+
κ∑
k=1

Ξ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, ε)|%̂k(ξ′; ε)|2 ≤ (2.204)

≤ C ′′
m+κ∑
j=1

Ξ2
r−mj−1/2,s−mj−1/2(|ξ

′|, ε)|ĝj(ξ′; ε)− χ̂j(ξ′; ε)|2.

Ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíîñòÿìè (2.202) � (2.204) îòðèìà¹ìî îöiíêó (2.200):

r∑
`=0

Ξ2
r−`,s−`(|ξ′|, ε)

∞∫
0

|D`
nû(ξ′, xn; ε)|2dxn+

+
κ∑
k=1

Ξ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, ε)|%̂k(ξ′; ε)|2

6 2
r∑
`=0

Ξ2
r−`,s−`(ξ

′, ε)

∞∫
0

|D`
nv̂(ξ′, xn; ε)|2dxn+

+2
r∑
`=0

Ξ2
r−`,s−`(ξ

′, ε)

∞∫
0

|D`
nŵ(ξ′, xn; ε)|2dxn+

+
κ∑
k=1

Ξ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, ε)|%̂k(ξ′; ε)|2 6
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6 2C

∞∫
0

|(Dn − i|ξ′|)s−2µ(εDn − i
√

1 + ε2|ξ′|2)r−2m−s+2µf̂(ξ′, xn; ε)|2dxn+

+4C ′′
m+κ∑
j=1

Ξ2
r−mj−1/2,s−mj−1/2(|ξ

′|, ε)|ĝj(ξ′; ε)|2+

4C ′′
m+κ∑
j=1

Ξ2
r−mj−1/2,s−mj−1/2(|ξ

′|, ε)|χ̂j(ξ′; ε)|2 6 (2C + 4C ′′C)×

×
∞∫
0

|(Dn − i|ξ′|)s−2µ(εDn − i
√

1 + ε2|ξ′|2)r−2m−s+2µf̂(ξ′, xn; ε)|2dxn+

+4C ′′
m+κ∑
j=1

Ξ2
r−mj−1/2,s−mj−1/2(|ξ

′|, ε)|ĝj(ξ′; ε)|2.

Ñëiäóþ÷è [11, c. 137] ïîêëàäåìî

v(x′, xn; ε) := RF(ξ′;ξn)→(x′;xn)

[
Ẽf(ξ′, ξn; ε)

A(0)(ξ′, ξn; ε)

]
(2.205)

Òóò E � îïåðàòîð Õåñòåíñà ïðîäîâæåííÿ ôóíêöié ç ïiâïðîñòîðó

Rn
+ íà âåñü ïðîñòið (−∞; +∞), R � îïåðàòîð çâóæåííÿ íà ïiââiñü

(0; +∞),
(
A(0)(D′, Dn; ε)

)−1
ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð ç ñèìâî-

ëîì
(
A(0)(ξ′, ξn; ε)

)−1
. Äëÿ ââåäåíî¨ ôóíêöi¨ ðiâíiñòü (3.54) âèïëèâà¹ ç

ïåðåñòàíîâî÷íîñòi äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà A(0)(ξ′, Dn; ε) ç îïåðàòîðîì

çâóæåííÿ R. ßê ïîêàçàíî â [11, c.136], äëÿ ôóíêöi¨ v âèêîíóþ¹òüñÿ îöiíêà

(2.202), òîìó v ∈ Hr,s(Rn
+, ε) ⊂ Hr(Rn

+). Äëÿ ïîâíîòè âèêëàäó íàâåäåìî

äîâåäåííÿ öi¹¨ îöiíêè.

Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà ïðîäîâæåííÿ çà Õåñòåíñîì:

(Eu)(x′, xn) =


u(x′, xn) , ÿêùî xn > 0 ,
N∑
k=0

ak u
(
x′,−xn

k

)
, ÿêùî xn < 0 ,

äå N äîñòàòíüî âåëèêå, à ÷èñëà ak ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè

N∑
k=0

ak

(
−1

k

)j
= 1, j = 0, 1, . . . , N.

Äîâåäåìî (2.202). Ïiäñòàâëÿþ÷è â ëiâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi (2.202) ôóí-

êöiþ (2.205), çàñòîñîâóþ÷è ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ, óìîâó 2.1 i ôîðìóëó (2.71)
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îöiíèìî çãîðè ëiâó ÷àñòèíó (2.202) òàê:

s∑
l=0

+∞∫
−∞

(1 + ε2|ξ′|2)r−s|ξ′|2(s−`)

|A(0)(ξ; ε)|2
|ξ`n|2|Ẽf(ξ)|2dξn+ (2.206)

+
r∑

l=s+1

+∞∫
−∞

ε2(`−s)(1 + ε2|ξ′|2)r−`

|A(0)(ξ; ε)|2
|ξ`n|2|Ẽf(ξ)|2dξn

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ óìîâîþ 2.1 äëÿ ñèìîâëà A(0)(ξ; ε) = A(0)(x0; ξ; ε). Ó ïåðøié

ñóìi (2.206) ìíîæíèê ïðè |Ẽf(ξ)|2 â ïiäiíòåãðàëüíîìó âèðàçi íå ïåðåâèùó¹

âåëè÷èíè(
(1 + ε2|ξ′|2)r−s(1 + ε2|ξ|2)−2m+2µ

)
·
(
|ξ′|2(s−`)|ξn|2`|ξ|−4µ

)
, (2.207)

ïîìíîæåíî¨ íà äåÿêå ÷èñëî, íå çàëåæíå âiä ξ i ε.

Îñêiëüêè r > s, òî ïåðøèé ìíîæíèê ó (2.207) íå ïåðåâèùó¹ (1 +

ε2|ξ|2)r−2m−s+2µ. Îêðiì òîãî, s > l, òî äðóãèé ìíîæíèê íå ïåðåâèùó¹ |ξ|2(s−2µ).
Îòæå, âåëè÷èíà (2.207) ìåíøà àáî ðiâíà âåëè÷èíi∣∣∣(εξn − i√1 + ε2|ξ′|2)2(r−2m−s+2µ)(ξn − i|ξ′|)2(s−2µ)

∣∣∣
ïîìíîæåíó íà äåÿêå ÷èñëî, íå çàëåæíå âiä ξ i ε. Ïiäñòàâëÿþ÷è öþ îöiíêó â

(2.206) i ñêîðèñòàâøèñü òèì, ùî (äèâ. [11, cc. 129, 137])

+∞∫
−∞

|ξ`nẼf(ξ)|2dξn =

+∞∫
−∞

|D`
nEf̂(ξ′, xn; ε)|2dxn ≤ const

∞∫
0

|D`
nf̂(ξ′, xn; ε)|2dxn,

íåðiâíiñòü (2.202) áóäå äîâåäåíà äëÿ s ≥ `.

Ó äðóãié ñóìi ó (2.206) ìíîæíèê ïðè |Ẽf(ξ)|2 ó ïiäiíòåãðàëüíîìó âèðàçi
íå ïåðåâèùó¹ âåëè÷èíè(

ε2(`−s)|ξn|2(`−s)(1 + ε2|ξ′|2)r−`(1 + ε2|ξ|2)−2m+2µ
)
·
(
|ξn|2s|ξ|−4µ

)
. (2.208)

Ïåðøèé ìíîæíèê ó (2.208) îöiíþ¹òüñÿ ÷åðåç (1 + ε2|ξ|2)r−2m−s+2µ, à äðóãèé

íå ïåðåâèùó¹ |ξ|2(s−2µ) i òàêèè ÷èíîì çíîâó ïðèéäåìî äî íåðiâíîñòi (2.202).

Äîâåäåìî òåïåð (2.203). Âiäìiòèìî, ùî

χ̂j(ξ
′; ε) =

+∞∫
−∞

B
(0)
j (ξ)

A(0)(ξ; ε)
Ẽf(ξ; ε)dξn =:

+∞∫
−∞

Hj(ξ; ε)F (ξ; ε)dξn,
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äå ïîêëàäåíî

F (ξ; ε) := (εξn − i
√

1 + ε2|ξ′|2)r−2m−s+2µ(ξn − i|ξ′|)s−2µẼf(ξ; ε),

Hj(ξ; ε) :=
B

(0)
j (ξ)(εξn − i

√
1 + ε2|ξ′|2)−r+2m+s−2µ(ξn − i|ξ′|)−s+2µ

A(0)(ξ; ε)
.

Çà íåðiâíiñòþ Øâàðöà ìà¹ìî

|χ̂j(ξ′; ε)|2 ≤
+∞∫
−∞

|Hj(ξ; ε)|2dξn

+∞∫
−∞

|F (ξ; ε)|2dξn.

Òîìó äîâåäåííÿ ôîðìóëè (2.203) çâîäèòüñÿ äî âñòàíîâëåííÿ íåðiâíîñòi

Ξ2
r−mj−1/2,s−mj−1/2(|ξ

′|; ε)
+∞∫
−∞

|Hj(ξ; ε)|2dξn ≤ C̃ <∞, (2.209)

äå ÷èñëî C̃ íå çàëåæèòü âiä ξ′ i ε.

Ìà¹ìî

|Hj(ξ; ε)|2 =

∣∣∣∣∣B
(0)
j (ξ)(εξn − i

√
1 + ε2|ξ′|2)−r+2m+s−2µ(ξn − i|ξ′|)−s+2µ

A(0)(ξ; ε)

∣∣∣∣∣
2

=

=
|B(0)

j (ξ)|2(1 + ε2|ξ|2)−r+2m+s−2µ|ξ|−2s+4µ

|A(0)(ξ; ε)|2
6

6 const
|ξ|2mj(1 + ε2|ξ|2)−r+2m+s−2µ|ξ|−2s+4µ

|ξ|4µ(1 + ε|ξ|)4m−4µ
6

6 const (1 + ε2|ξ|2)−r+s|ξ|−2s+2mj .

Îòæå,

|Hj(ξ; ε)|2 ≤ const(1 + ε2|ξ|2)−r+s|ξ|−2s+2mj .

Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ (2.209) äîñòàòíüî âñòàíîâèòè íåðiâíiñòü

Ξ2
r−mj−1/2,s−mj−1/2(ξ

′, ε)

+∞∫
−∞

(1 + ε2|ξ|2)−r+s|ξ|−2s+2mjdξn ≤ const. (2.210)

Ç îãëÿäó íà ôîðìóëó (2.71) äîñëiäèìè îêðåìî äâà ìîæëèâèõ âèïàäêè,

êîëè s−mj − 1/2 > 0 i êîëè s−mj − 1/2 6 0 (íàãàäà¹ìî, ùî s,mj ∈ Z).
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Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê s−mj − 1/2 > 0. Òîäi ëiâà ÷àñòèíà íåðiâ-

íîñòi (2.210) íàáóâà¹ âèãëÿäó

(1 + ε2|ξ′|2)r−s|ξ′|2s−2mj−1
+∞∫
−∞

(1 + ε2|ξ|2)−r+s|ξ|−2s+2mjdξn.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ çàìiíîþ ξn = |ξ′|t ïiä çíàêîì iíòåãðàëà:

(1 + ε2|ξ′|2)r−s|ξ′|2s−2mj−1
+∞∫
−∞

(1 + ε2|ξ|2)−r+s|ξ|−2s+2mjdξn =

= (1 + ε2|ξ′|2)r−s|ξ′|2s−2mj−1×

×
+∞∫
−∞

(1 + ε2(|ξ′|2 + |ξn|2))−r+s(|ξ′|2 + |ξn|2)−s+mjdξn =

= (1 + ε2|ξ′|2)r−s|ξ′|2s−2mj−1×

×
+∞∫
−∞

(1 + ε2(|ξ′|2 + |ξ′|2 t2))−r+s(|ξ′|2 + |ξ′|2 t2)−s+mj |ξ′|dt =

= (1 + ε2|ξ′|2)r−s|ξ′|2s−2mj−1×

×
+∞∫
−∞

(1 + ε2|ξ′|2 + ε2|ξ′|2 t2))−r+s(1 + t2)−s+mj |ξ′|−2s+2mj+1dt =

=

+∞∫
−∞

(
1 +

ε2|ξ′|2

1 + ε2|ξ′|2
t2
)−r+s

(1 + t2)−s+mjdt 6

6

+∞∫
−∞

(1 + t2)−s+mjdt =: const <∞.

Òóò, íàãàäà¹ìî, −r+ s 6 −1. Îñêiëüêè âiäïîâiäíî äî (2.82) r > mm+κ + 1/2.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê s − mj − 1/2 ≤ 0. Òîäi ëiâà ÷àñòèíà (2.210)

íàáóâà¹ âèãëÿäó

ε2mj−2s+1(1 + ε2|ξ′|2)r−mj−1/2
+∞∫
−∞

(1 + ε2|ξ|2)−r+s|ξ|−2s+2mjdξn.
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Â öüîìó âèïàäêó çðîáèìî çàìiíó ξn = ε−1(1 + ε2|ξ′|2)1/2t. Òîäi îòðèìà¹ìî

ε2mj−2s+1(1 + ε2|ξ′|2)r−mj−1/2
+∞∫
−∞

(1 + ε2|ξ|2)−r+s|ξ|−2s+2mjdξn =

= ε2mj−2s+1(1 + ε2|ξ′|2)r−mj−1/2
+∞∫
−∞

(1 + ε2(|ξ′|2 + |ξn|2))−r+s|ξ|−2s+2mjdξn =

= ε2mj−2s+1(1 + ε2|ξ′|2)r−mj−1/2×

×
+∞∫
−∞

(1 + ε2(|ξ′|2 + ε−2(1 + ε2|ξ′|2)t2))−r+s|ξ|−2s+2mjε−1(1 + ε2|ξ′|2)1/2dt =

=

∞∫
−∞

(ε2 + ε2|ξ′|2

1 + ε2|ξ′|2
+ t2

)mj−s
(1 + t2)−r+sdt 6

6

∞∫
−∞

(1 + t2)−r+mjdt =: const <∞.

Íàãàäà¹ìî, ùî −r +mj < −1/2 íà ïiäñòàâi óìîâè (2.82).

Òåîðåìà 2.10. Íåõàé îïåðàòîð A(x,D; ε) � çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 2.2 ó òî÷öi

x0 à íàòóðàëüíi r i s çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (2.82) i (2.90). Ïðèïóñòèìî,

ùî iñíó¹ ÷èñëî C = C(x0) > 0, òàêå ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0; 1] i äëÿ äî-

âiëüíèõ ôóíêöié u(·; ε) ∈ Hr(Rn
+), %k(·; ε) ∈ Hr+αk−1/2(Rn−1), k = 1, . . . ,κ, i

f(·; ε) ∈ Hr−2m,s−2µ(Rn
+, ε), gj(·; ε) ∈ Hr−mj−1/2(Rn−1), j = 1, . . . ,m+κ ùî çà-

äîâîëüíÿþòü (2.191), (2.192), ïðàâèëüíà àïðiîðíà îöiíêà (2.193). Òîäi çàäà÷à

(2.1), (2.2) åëiïòè÷íà ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ó òî÷öi x0 ∈ ∂G.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü óìîâè 2.1. Ïiäñòàâèìî â (2.193) ãëàäêó ôóíêöiþ

u ç íîñi¹ì â Rn
+. Òîäi âiðíà îöiíêà

||u(·; ε);Hr,s(Rn
+, ε)|| ≤ C

(
||f(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn

+, ε)||+

+‖u(·; ε);L2(Rn
+)‖) .

Çàëèøèëîñÿ ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ 2.8. Óìîâà 2.2 âèïëèâà¹ ç óìîâè òåîðåìè.

Íåîáõiäíiñòü ðåøòè óìîâ ñëiäó¹ ç íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü. Ðîçãëÿäà¹ìî ôóí-

êöi¨ u(x; ε) âèãëÿäó u(x′, xn; ε) = φ(x′; ε)V (xn; ε), äå φ(·; ε) ∈ C∞(Rn−1) i

)V (·; ε) ∈ C∞[0;∞) ôiíiòíi, ïðè÷îìó suppu(·; ε) ⊂ U0. Ìiðêó÷è àíàëîãi÷íî äî
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[ 15, ãëàâà 3, ïðåäëîæåíèå 2 â ï.2.3] i âèêîðèñòîâóþ÷è åêâiâàëåíòíiñòü íîðì

(2.75), (2.76) îòðèìà¹ìî íåðiâíîñòü

const
( r∑
`=0

Ξ2
r−`,s−`(|ξ′|, ε)

∞∫
0

|D`
nV (xn)|2dxn+

+
κ∑
k=1

Ξ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, ε)|%̂k(ξ′; ε)|2
)
≤

≤
∞∫
0

|R(Dn − i|ξ′|)s−2µ(εDn − i
√

1 + ε2|ξ′|2)r−2m−s+2µA(0)(ξ′, Dn; ε)LV |2dxn+

+
m+κ∑
j=1

Ξ2
r−mj−1/2,s−mj−1/2(|ξ

′|, ε)|ĝj(ξ′; ε)|2. (2.211)

Òóò const > 0 � íå çàëåæèòü âiä V , %k, gj i ξ′, à LV ∈ C∞0 (Rn−1) � ïðîäîâæåííÿ

ôóíêöi¨ V çà Õåñòåíñîì.

Íåîáõiäíiñòü óìîâè 2.3. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ V (xn) ∈ L2(R+) ¹

ðîçâ'ÿçêîì îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

A(0)(ξ′, Dn; ε)V (xn) = 0, xn > 0.

Òîäi öÿ ôóíêöiÿ áóäå çàäîâîëüíÿòè ðiâíÿííÿ

A(0)+(ξ′, Dn; ε)V (xn) = 0, xn > 0.

Òîäi îöiíêà (2.211) íàáóâà¹ âèãëÿäó

c(ξ′; ε)

(
r∑
`=0

‖D`
nV ;L2(Rn

+)‖+
κ∑
k=1

|%̂k(ξ′; ε)|2
)
6

6
m+κ∑
j=1

∣∣∣∣∣Bj(ξ
′, Dn; ε)V (0) +

κ∑
k=1

C
(0)
jk (ξ′)%̂k(ξ

′; ε)

∣∣∣∣∣
2

.

Òóò Bj � çàëèøîê âiä äiëåííÿ B
(0)
j íà A(0)+ òà c(ξ′; ε) > 0 äëÿ ξ′ 6= 0 òà ε > 0.

Âðàõîâó÷è ñòàíäàðòíi îöiíêè ñëiäiâ ôóíêöié ç R+ ñëiäó¹, ùî

r∑
j=0

|Dj−1
n V (0)| 6 C

r+1∑
j=0

‖Dj−1
n V ;L2(Rn

+)‖
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Êîðèòóþ÷èñü òèì, ùî r > m îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

c̃(ξ′; ε)

(
m∑
j=0

|Dj−1
n V (0)|+

κ∑
k=1

|%̂k(ξ′; ε)|2
)
6

6
m+κ∑
j=1

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

bj,k(ξ
′; ε)Dk−1

n V (0) +
κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)%̂k(ξ

′; ε)

∣∣∣∣∣
2

.

äå

Bj(ξ
′, τ ; ε) =

m∑
k=1

bj,k(ξ
′; ε)τ k−1.

Ñòàëà c̃(ξ′; ε) > 0 ïðè ξ′ 6= 0. Îñòàííÿ íåðiâíiñòü (äèâ. [15, ãëàâà 3, ï.7.1 ñ.188])

åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî ìàòðèöÿ Ëîïàòèíñüêîãî L(ξ′, ε) (äèâ. (2.97), p = m)

íåâèðîäæåíà.

Íåîáõiäíiñòü óìîâè 2.5. Ïîêëàäåìî â íåðiâíîñòi (2.211) ε = 0. Ç óðàõó-

âàííÿì (2.71), (2.90) òà

Ξr−mj−1/2,s−mj−1/2(|ξ
′|, ε) =

{
|ξ′|s−mj−1/2, ÿêùî µ+ κ ≥ j ,

0, ÿêùî µ+ κ < j .

Ξr+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ
′|, ε) = |ξ′|s+αk−1/2.

Òàêèì ÷èíîì íåðiâíiñòü (2.211) íàáóâà¹ âèãëÿäó

const
( r∑
`=0

|ξ′|2(s−`)
∞∫
0

|D`
nV (xn)|2dxn +

κ∑
k=1

|ξ′|2(s+αk−1/2)|%̂k(ξ′; ε)|2
)
≤

≤
∞∫
0

|R(Dn − i|ξ′|)s−2µA(0)
2µ (ξ′, Dn)LV |2dxn +

µ+κ∑
j=1

|ξ′|2(s−mj−1/2)|ĝj(ξ′; ε)|2.

Ïîâòîðþþ÷è íàâåäåíi ðàíiøå ìiðêóâàííÿ, îòðèìà¹ìî ùî äëÿ ñèñòåìè îïå-

ðàòîðiâ {A2µ, B1, C1,1, . . . , C1,κ, Bµ+κ, Cµ+κ,1, . . . , Cµ+κ,κ}} âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

2.5.

Íåîáõiäíiñòü óìîâè 2.4. Äëÿ ïåðåâiðêè öi¹¨ óìîâè ïîìíîæèìî îáèäâi ÷à-

ñòèíè íà εs−r òà ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè ε→∞. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

const
r∑
`=0

|ξ′|2(r−`)
∞∫
0

|D`
nV (xn)|2dxn +

κ∑
k=1

|ξ′|2(r+αk−1/2)|%̂k(ξ′; ε)|2 ≤

≤
∞∫
0

|R(Dn − i|ξ′|)r−2mA(0)
2m(ξ′, Dn)LV |2dxn +

m+κ∑
j=1

|ξ′|2(r−mj−1/2)|ĝj(ξ′; ε)|2.
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Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíiõ äâóõ ïóíêòiâ âèïëèâà¹ íåîáõiäíiñòü óìîâè 2.4.

Íåîáõiäíiñòü óìîâè 2.6. Íåîáõiäíiñòü óìîâè âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi

const
r∑
`=s

∞∫
0

|D`
nV (xn)|2dxn ≤

≤
∞∫
0

|(Dn − i)r−s−2m+2µDs
nQ(Dn)V |2dxn +

m+κ∑
j=µ+κ

|Bj(0, Dn)V (0)|2.

Îöiíêà âèâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüîãî ÿêùî çàìiíèòè â íåðiâíîñòi

(2.211) ε íà 1/ρ, ξ′ íà ργξ′, äå 0 < γ < 1 à ôóíêöiþ V (xn) íà ρ−s+1/2V (ρxn)

òà ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïðè ρ→ 0.
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2.10. Äîâåäåííÿ òåîðåì 2.1, 2.2.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1 âèêîðèñòà¹ìî ñòàíäàðòíó òåõíiêó ëîêàëiçàöi¨

("çàìîðîæóâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ"). �¨ çàñòîñóâàííÿ äîçâîëÿ¹ çâåñòè äîâåäåííÿ

íåîáõiäíüî¨ îöiíêè (2.91) äî âñòàíîâëåííÿ ëîêàëüíèõ ¨¨ àíàëîãiâ, ó ÿêèõ íîñi¨

ôóíêöié u(·; ε) òà %k(·; ε) ìàþòü ìàëèé äiàìåòð. Ñîðìóëþ¹ìî i äîâåäåìî öi

ëîêàëüíi àíàëîãè ó âèãëÿäi ëåìì 2.3, 2.5.

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 2.3. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x0 ∈ G iñíó¹ ¨¨ îêië U ⊂ G òàêèé, ùî äëÿ

äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ u(·; ε) ∈ Hr,s(G, ε) ç suppu ⊂ U ïðàâèëüíîþ ¹ îöiíêà

||u(·; ε);Hr,s(G, ε)|| ≤

≤ C(||A(x;D; ε)u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(G, ε)||+ ‖u(·; ε);L2(G)‖),

äå ñòàëà C > 0 íåçàëåæèòü âiä u i ε ∈ [0; 1).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x0 ∈ G. Âèáåðåìî îêië òî÷êè x0, ÿêèé ëåæèòü âñåðåäåíi

G; òîäi, çà óìîâîþ, u(x) äîðiâíþ¹ íóëþ ïîáëèçó ∂G, i òîìó íåðiâíiñòü (2.91)

çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíî¨ íåðiâíîñòi

||u(·; ε);Hr,s(G, ε)|| ≤ (2.212)

≤ C(||A(x;D; ε)u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(G, ε)||+ ‖u(·; ε);L2(G)‖)

äå ñòàëà C > 0 íå çàëåæèòü âiä u òà ε ∈ (0; 1]. Ìîæíà ââàæàòè, ùî íîðìè â

(2.212) áåðóòüñÿ ïî Rn, îñêiëüêè suppu(x) ⊂ G. Çà òåîðåìîþ 2.7 ïðàâèëüíà

îöiíêà

||u(·; ε);Hr,s(Rn, ε)|| ≤ (2.213)

≤ C(||A(0)(x0;D; ε)u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)||+ ‖u(·; ε);L2(Rn)‖)

äå ñòàëà C > 0 íå çàëåæèòü âiä u òà ε, A(0)(x0;D; ε) � ãîëîâíà ÷àñòèíà îïå-

ðàòîðà A(x;D; ε) iç "çàìîðîæåíèìè"â òî÷öi x0 êîåôiöi¹íòàìè. Çàïèøåìî

A(0)(x0;D; ε) = A(x;D; ε)− (A(x;D; ε)− A(0)(x0;D; ε))−

−(A(0)(x;D; ε)− A(0)(x0;D; ε)),
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Íà ïiäñòàâi (2.213) ìà¹ìî:

||u(·; ε);Hr,s(Rn, ε)|| ≤ (2.214)

≤ C(||A(0)(x0;D; ε)u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)||+ ‖u(·; ε);L2(Rn)‖) ≤

≤ C(||A(x;D; ε)u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)||+ ‖u(·; ε);L2(Rn)‖)+

+C||(A(x;D; ε)− A(0)(x;D; ε))u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)||+

+C||(A(0)(x;D; ε)− A(0)(x0;D; ε))u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)||,

Äëÿ ïîäàëüøîãî íàì çíàäîáèòüñÿ òàêèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 2.4. Äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0 iñíó¹ ÷èñëî C(δ) > 0 òàêå, ùî äëÿ âñiõ

ε ∈ (0; 1] i u ∈ Hr,s(Rn, ε) ïðàâèëüíîþ ¹ îöiíêà

‖u;Hr−1,s−1(Rn, ε)‖ 6 δ‖u;Hr,s(Rn, ε)‖+ C(δ)‖u;L2(Rn)‖.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé R > 0. Ç îçíà÷åííÿ íîðì ïðîñòîðó Hr,s(Rn, ε) âèïëèâà¹

ùî

‖u;Hr−1,s−1(Rn, ε)‖2 =

∫
Rn

(1 + |ξ|2)s−1(1 + ε2|ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ =

6
∫
|ξ|>R

(1 + |ξ|2)s

1 + |ξ|2
(1 + ε2|ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ+

+

∫
|ξ|6R

(1 + |ξ|2)s−1(1 + ε2|ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ 6

6
1

1 +R2
‖u;Hr,s(Rn, ε)‖+ (1 +R2)s−1(1 + ε2R2)r−s‖u;L2(Rn)‖.

Óçÿâøè òàêå R > 0 ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó δ2 6 (1 + R2)−1 ìè îòðèìà¹ìî

ïîòðiáíó îöiíêó.

Âiäìiòèìî, ùî öÿ ëåìà ¹ âåðñi¹þ âiäîìî¨ iíòåðïîëÿiéíî¨ íåðiâíîñòi [2, 73] ó

âèïàäêó, êîëè íîðìè ñîáîë¹âñüêèõ ïðîñòîðiâ çàëåæàòü âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà

ε.

Âiäïîâiäíî äî ñòóðêòóðè îïåðàòîðà A(x;D; ε) (äèâ. (2.3)) îïåðàòîð

(A(x;D; ε)− A(0)(x;D; ε) íå ìiñòèòü ñòàðøèõ ÷ëåíiâ

A(x;D; ε)− A(0)(x;D; ε) = A(0)(x;D; ε) ≡
2m−2µ−1∑

i=0

ε2m−2µ−iA2m−i(x;D),
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äå A2m−i(x;D) :=
∑

|β|≤2m−i
ai,β(x)Dβ i ai,β(x) ¹ ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè â çàìèêàí-

íi G. Òîìó ç ëåìè 2.4 îòðèìà¹ìî, ÿêùî íîñié u äîñòàòíüî ìàëèé, òî ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ íàñòóïíà îöiíêà

||(A(x;D; ε)− A(0)(x;D; ε))u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)|| 6

6 C1‖u;Hr−1,s−1(Rn, ε)‖ 6

6 C1(δ‖u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)‖+ C(δ)‖u(·; ε);L2(Rn)‖), (2.215)

äå δ > 0 ÿê çàâãîäíî ìàëèì ïàðàìåòð i C(δ) çàëåæèòü òiëüêè âiä δ, àëå

íåçàëåæèòü âiä u i ε.

Çàëèøèëîñÿ îöiíèòè îñòàííié äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè (2.214). Ñêîðèñòàâ-

øèñü ñòóðêòóðîþ îïåðàòîðà A(0)(x;D; ε) çàïèøåìî éîãî ó âèãëÿäi

A(0)(x;D; ε) =

2m−2µ∑
i=0

ε2m−2µ−iA
(0)
2m−i(x;D) =

2m∑
β=2µ

ε|β|−2µA
(0)
β (x)Dβ,

äå A(0)
β ãëàäêà ôóíêöiÿ íà çàìèêàííi G. Âðàõîâóþ÷è öå, îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

||(A(0)(x;D; ε)− A(0)(x;D; ε))u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)|| 6

6
2m∑
β=2µ

ε|β|−2µ‖(A(0)
β (x)− A(0)

β (x0))D
βu;Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)‖.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi áåçïîñåðäíüî i âèïëèâà¹ íåðiâíiâíiñòü

||(A(0)(x;D; ε)− A(0)(x0;D; ε))u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)|| 6

6 C2‖u;Hr−1,s−1(Rn, ε)‖ 6

6 C2(δ‖u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)‖+ C(δ)‖u(·; ε);L2(Rn)‖), (2.216)

äå δ > 0 ÿê çàâãîäíî ìàëèì ïàðàìåòð i C(δ) çàëåæèòü òiëüêè âiä δ, àëå

íåçàëåæèòü âiä u i ε.

Òàêèì ÷èíîì, âðàõîâóþ÷è îöiíêè (2.213), (2.215), (2.216) ç îöiíêè (2.214)

îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

(1− 2C δ)||u(·; ε);Hr,s(Rn, ε)|| ≤

≤ C(||A(x;D; ε)u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)||+ 2C(δ)‖u(·; ε);L2(Rn)‖).
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Âèáðàâøè δ < 1/2C îòðèìó¹ìî

||u(·; ε);Hr,s(Rn, ε)|| ≤

≤ 2CC(δ)

1− 2C δ
(||A(x;D; ε)u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)||+ ‖u(·; ε);L2(Rn)‖).

ÿêùî C(δ) > 1/2.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê x0 ∈ ∂G. Îêiëüêè ìåæà ∂G ¹ äîñòàòíüî ãëàäêîþ, òî

iñíó¹ ¨¨ ñêií÷åííå ïîêðèòòÿ îáëàñòÿìè Uk òàêå, ùî ó êîæíié Uk Ó âèïàäêó

U ∩ ∂G 6= ∅ âèáåðåìî òî÷êó x0 ∈ U ∩ ∂G. Ïðàâèëüíîþ ¹ íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 2.5. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x0 ∈ ∂G iñíó¹ ¨¨ îêië U ⊂ G òàêèé,

ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié u(·; ε) ∈ Hr,s(∂G, ε) ç suppu ⊂ U i %k(·; ε) ∈
Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(∂G, ε) ç supp %k ⊂ U ïðàâèëüíîþ ¹ îöiíêà

||u(·; ε);Hr,s(G, ε)||+
κ∑
k=1

||%k(·; ε);Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(∂G, ε)|| ≤

≤ C
(
||A(x;D; ε)u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(G, ε)||+

+
m+κ∑
j=1

||Bj(x;D)u(·; ε) +
κ∑
k=1

Cj,k(x;D′)%k(·; ε);Hr−mj−1/2,s−mj−1/2(∂G, ε)||+

+||u;L2(G)||+
κ∑
k=1

||%k(·; ε);L2(∂G)||
)
.

äå ñòàëà > 0 íåçàëåæèòü âiä u, %k i ε ∈ [0; 1).

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëîêàëüíi êîîðäèíàòè i îöiíêó ç òåîðåìè 2.9

îòðèìó¹ìî, ùî âiðíà àïðiîðíà îöiíêà äëÿ ìîäåëüíî¨ çàäà÷i â Rn
+

||u(·; ε);Hr,s(Rn
+, ε)||+

κ∑
k=1

||%k(·; ε);Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(Rn−1, ε)|| 6

6 C
(
||A(0)(x0;D; ε)u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn

+, ε)||+

+
m+κ∑
j=1

||B(0)
j (x0;D)u(·; ε) +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (x0;D

′)%k(·; ε);Hr−mj−1/2,s−mj−1/2(Rn−1, ε)||+

+||u(·; ε);L2(Rn
+)||+

κ∑
k=1

||%k(·; ε);L2(Rn−1)||
)
.
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Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî

A(0)(x0;D; ε) = A(x;D; ε)− (A(x;D; ε)− A(0)(x0;D; ε))−

−(A(0)(x;D; ε)− A(0)(x0;D; ε)),

B
(0)
j (x0;D; ε) = Bj(x;D; ε)− (Bj(x;D; ε)−B(0)

j (x0;D; ε))−

−(B
(0)
j (x;D; ε)−B(0)

j (x0;D; ε)),

C
(0)
j,k (x0;D; ε) = Cj,k(x;D; ε)− (Cj,k(x;D; ε)− C(0)

j,k (x0;D; ε))−

−(C
(0)
j,k (x;D; ε)− C(0)

j,k (x0;D; ε)).

Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüîãî, îòðèìà¹ìî íåîáõiäíþ îöiíêó.

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ îöiíêè (2.91). Ç ïîêðèòòÿ G = G ∪ ∂G îêîëà-

ìè U , ïîáóäîâàíèìè ïðè äîâåäåííi ëåì 2.3, 2.5, âèáåðåìî çà ëåìîþ Ãåéíå

�Áîðåëÿ ñêií÷åíå ïiäïîêðèòòÿ. Âiçüìåìî â G ðîçáèòòÿ îäèíèöi, óçãîäæåíå ç

öiì ïiäïîêðèòòÿì.

Ïîêëàäåìî äëÿ ôóíêöié u ∈ Hr,s(G, ε) i %k(·; ε) ∈
Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(∂G, ε), k = 1, · · · ,κ:

u =
∑
i

ui, %k =
∑
i

%k,i.

Òîäi ñïðàâåäëèâà îöiíêà

||u(·; ε);Hr,s(G, ε)||+
κ∑
k=1

||%k(·; ε);Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(∂G, ε)|| ≤

≤ C
∑
i

(
||A(x;D; ε)ui(·; ε);Hr−2m,s−2µ(G, ε)||+

+
m+κ∑
j=1

||Bj(x;D)ui(·; ε) +
κ∑
k=1

Cj,k(x;D′)%k,i(·; ε);Hr−mj−1/2,s−mj−1/2(∂G, ε)||+

+||ui;L2(G)||+
κ∑
k=1

||%k,i(·; ε);L2(∂G)||
)
.

Äëÿ äîâåäåííÿ çàëèøèëîñÿ ñêîðèñòàòèñÿ ëåìàìè ëåì 2.3, 2.5.
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2. âèêîðèñòà¹ìî ñòàí-

äàðòíó òåõíiêó ëîêàëiçàöi¨. Çà äîïîìîãîþ ðîçáèòòÿ îäèíèöi äîñèòü ùî ç

îöiíêè (2.91) äëÿ u ∈ Hr(G) ç ìàëèì íîñi¹ì suppu ⊂ U òà %k(·; ε) ∈
Hr+αk−1/2(∂G), (k = 1, . . . ,κ) ç ìàëèì íîñi¹ì supp %k(·; ε) ⊂ U ∩ ∂G âè-

ïëèâà¹ åëiïòè÷íiñòü ç ìàëèì ïàðàìåòðîì. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî â äåêiëüêà

êðîêiâ.

Íåîõiäiñòü óìîâè 2.1. Ïåðø çà âñå çàçíà÷èìî, ùî çàñòîñóâàâøè îöiíêó

(2.91) ïðèéäåìî äî íàñòóïíî¨ íåðiâíîñòi

||u(·; ε);Hr,s(G, ε)|| ≤ (2.217)

≤ C(||A(x;D; ε)u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(G, ε)||+ ‖u(·; ε);L2(G)‖)

äå ñòàëà C > 0 íå çàëåæèòü âiä u òà ε ∈ (0; 1]. Ìîæíà ââàæàòè, ùî íîðìè â

(2.212) áåðóòüñÿ ïî Rn, îñêiëüêè suppu(x) ⊂ G.

Çàïèøåìî

A(x;D; ε) = A(0)(x0;D; ε)− (A(0)(x0;D; ε)− A(0)(x;D; ε))−

−(A(0)(x;D; ε)− A(x;D; ε)),

Íà ïiäñòàâi (3.61) ìà¹ìî:

||u(·; ε);Hr,s(Rn, ε)|| ≤

≤ C(||A(x;D; ε)u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)||+ ‖u(·; ε);L2(Rn)‖) ≤

≤ C(||A(0)(x0;D; ε)u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)||+ ‖u(·; ε);L2(Rn)‖)+

+C||(A(0)(x0;D; ε)− A(0)(x;D; ε))u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)||+

+C||(A(0)(x;D; ε)− A(x;D; ε))u(·; ε);Hr−2m,s−2µ(Rn, ε)||,

Ïðîâîäÿ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ (ñïèðàþ÷èñü íà òåîðìó 2.10)i âèïëèâà¹

íåîáõiäíiñòü ðåøòè óìîâ.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó äðóãîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ åëiïòè÷íi ç ìàëèì ïàðàìåòðîì êðàéîâi

çàäà÷i ç íåâiäîìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi. Îòðèìàíî òàêi

ðåçóëüòàòè:

1. Ââåäåíî êëàñ åëiïòè÷íèõ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ ç íåâiäî-

ìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáìåæåíî¨ åâêëiäîâî¨ îáëàñòi.

2. Ïîáóäîâàíî ôîðìàëüíi àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè öèõ çàäà÷.

3. Ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ äîñëiäæóâàíèõ çàäà÷

òà îòðèìàíî iíòåãðàëüíi îöiíêè ¨õ ïîõiäíèõ.

4. Äëÿ ñîáîë¹âñüêèõ íîðì ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ âñòàíîâëåíî àïðiîðíi îöií-

êè, ó ÿêèõ ñòàëi íå çàëåæàòü âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà. Äîâåäåíî, ùî öi

îöiíêè ¹ íå ëèøå äîñòàòíiìè, àëå é íåîáõiäíèìè äëÿ åëiïòè÷íîñòi ç ìà-

ëèì ïàðàìåòðîì âêàçàíèõ çàäà÷.

Ìàòåðiàëè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [18, 20� 26, 29].
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ÐÎÇÄIË 3

ÑËÀÁÊÎ ÅËIÏÒÈ×ÍI Ç ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÌ ÊÐÀÉÎÂI ÇÀÄÀ×I

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ âèêëàäåíî ðåçóëüòàòè, ÿêi ñòîñóþòüñÿ

ðîçâ'ÿçíîñòi ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ òà íåâiäîìèìè

äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi. Îñòàííiì âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ âiä

ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷, ùî ðîçãëÿäàëèñü ó ðîáîòàõ

Ë. Ð. Âîëåâè÷à, Ð. Äåíêà, Ð. Ìåííiêåíà [73 � 75], Ë. Ð. Âîëåâè÷à [10].

Ãîëîâíà ìåòà öüîãî ðîçäiëó � âñòàíîâèòè äëÿ ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïàðà-

ìåòðîì çàäà÷ ç äîäàòêîâèìè íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè ó êðàéîâèõ óìîâàõ àïði-

îðíi îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ó ïðèäàòíèõ ïàðàõ ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà, íîðìà â ÿêèõ

çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà. Âàæëèâî, ùî â öèõ îöiíêàõ ñòàëi íå çàëåæàòü âiä

ïàðàìåòðà.

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé G � äîâiëüíà îáìåæåíà îáëàñòü â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn, n ≥ 2,

ç ìåæåþ ∂G = Γ êëàñó C∞.

Ðàçãëÿíåìî íàñòóïíó êðàéîâó çàäà÷ó, ÿêà ìiñòèòü ïàðàìåòð λ > 0:

A(x,D, λ)u(x) = f(x), x ∈ G, (3.1)

(Bj(x
′, D)u)(x′) +

κ∑
k=1

Cjk(x
′, D′)%k(x

′) = gj(x
′), (3.2)

x′ ∈ ∂G, j = 1, . . . ,m+ κ.

Òóò

A(x,D, λ) ≡ A2m(x,D) + λA2m−1(x,D) + . . .+

+λ2m−2µ−1A2µ−1(x,D) + λ2m−2µA2µ(x,D),

òà m,µ,κ ∈ N, m > µ > 0, A2m−j(x,D) :=
∑

|α|≤2m−j
aα(x)Dα � ëiíiéíèé äèôå-

ðåíöiàëüíûé îïåðàòîð íà G, êîæíå Bj(x,D) :=
∑
|α|≤mj

aα(x)Dα ¹ ãðàíè÷íèé
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ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð íà ∂G, à Cj,k(x,D′) ¹ (äîòè÷íèé) ëiíié-

íèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð íà ∂G. Óñi êîåôiöi¹íòè öèõ îïåðàòîðiâ ¹ íå-

ñêií÷åííî ãëàäêèìè êîìïëåêñíîçíà÷íèìè ôóíêöiÿìè, çàäàíèìè íà G i ∂G

âiäïîâiäíî, à ïîðÿäêè çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì

ordA2m−j ≤ 2m− j, ordBj ≤ mj, ordCj,k ≤ mj + αk,

äå mj, αk ∈ Z òà

m1 ≤ m2 ≤ . . . ≤ mµ+κ < mµ+κ+1 ≤ . . .mm+κ. (3.3)

ßê çàçâè÷àé, Cj,k ≡ 0 ÿêùî mj + αk < 0.

Â çàäà÷i (3.1), (3.2), êðiì íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ u(x) àðãóìåíòà x ∈ G, ìiñòèòü
κ äîäàòêîâèõ íåâiäîìèõ ôóíêöié %1(x′), . . . , %κ(x′) àðãóìåíàòà x′ ∈ ∂G. Òîìó
÷èñëî êðàéâèõ óìîâ äîðiâíþ¹ m+ κ.

3.2. Óìîâè ñëàáêî¨ åëiïòè÷íîñòi

Ââåäåìî ïîíÿíòòÿ åëiïòè÷íîñòi ç ìàëèì ïàðàìåòðîì äëÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i

(3.1), (3.2).

Íåõàé x ∈ G. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A(0)(x;D;λ) ãîëîâíó ÷àñòèíó îïåðàòîðà

A(x;D;λ). Ñëiäóþ÷è [10], ãîëîâíèì ñèìîâîëîì äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà

A(x;D;λ) íàçèâà¹ìî âèðàç

A(0)(x, ξ, λ) :=

2m−2µ∑
j=0

λjA
(0)
2m−j(x, ξ), ξ ∈ Rn, λ ∈ [0;∞),

äå A(0)
2m−j(x, ξ) � ãîëîâíèé ñèìâîë îïåðàòîðà A2m−j(x,D). Âiäìiòèìî, ùî ôóí-

êöiÿ A(0)(x, ξ, |ξ|) îäíîðiäíà ïî ξ ïîðÿäêó 2m.

Óìîâà 3.1. Äëÿ òî÷êè x0 ∈ G iñíó¹ ñòàëà C > 0, òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

ξ ∈ Rn i λ > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|A(0)(x, ξ, λ)| ≥ C|ξ|2µ(|λ|+ |ξ|)2m−2µ. (3.4)

Çàóâàæåííÿ 3.1. 1. Óìîâó 3.1 íàçèâàþòü óìîâîþ ñëàáêî¨ åëiïòè÷íîñòi

ç ïàðàìåòðîì îïåðàòîðà A(x,D, λ) â òî÷öi x0 ∈ G (äèâ.[10]). Ïðè

µ = 0 âîíà ïåðåõîäèòü ó âiäîìó óìîâó åëiïòè÷íîñòi ç ïàðàìåòðîì

Àãðîíîâè÷à�Âiøèêà [2] ç âåëèêèì ïàðàìåòðîì.
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2. Íåðiâíiñòü (3.4) ðiâíîñèëüíà âèêîíàííþ íàñòóïíèõ òðüîõ óìîâ:

A
(0)
2m(x, ξ) 6= 0, A

(0)
2µ (x, ξ) 6= 0, A(0)(x, ξ, λ) 6= 0 (3.5)

äëÿ äîâiëüíèõ ξ ∈ Rn, ξ 6= 0, è λ > 0.

Ïåðøi äâi íåðiâíîñòi (3.5) âèçíà÷àþòü åëiïòè÷íiñòü îïåðàòîðiâ A(0)
2m(x, ξ)

òà A(0)
2µ (x, ξ), âiäïîâiäíî.

Íåõàé x0 ∈ ∂G, òà U � äîñòàòíüî ìàëèé îêië òî÷êè x
′
ç òîïîëîãi¨ íà

∂G. Âûáåðåìî â U ëîêàëüíi êîîðäèíàòè (x1, . . . , xn−1, xn) òàêi, ùî xn � âiä-

ñòàíü âiä òî÷êè x ∈ U äî ìåæi ∂G. Çàïèøåìî â öèõ êîîðäèíàòàõ ñèìâîëè

A
(0)
2m−j(x

′, ξ) òà A(0)(x, ξ, λ) äëÿ êàæíîãî ôiêñîâàíîãî λ ∈ [0;∞). Îòðèìàíi

ïîëiíîìè ïîçíà÷èìî ÷åðåç A(0)
2m−j(ξ) òà A

(0)(ξ, λ), âiäïîâiäíî.

Ââàæàòèìåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 3.1 â òî÷öi x = x0. Íåõàé ξ′ ∈
Rn−1\{0} òà λ ∈ [0;∞). Òîäi ðiâíÿííÿ A0(ξ′, τ, λ) = 0 òà A0

2µ(ξ′, τ) = 0

íå ìàþòü äiéñíèõ τ -êîðåíiâ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç m±(ξ′, λ) i µ±(ξ′, λ) ÷èñëî

êîðåíiâ âiäïîâiäíî ïåðøîãî òà äðóãîãî ðiâíÿííü, ÿêi ëåæàòü â ïiâïëîùèíi

C± := {τ ∈ C : Im τ ≷ 0}. Àëå òîäi ÷èñëà m±(ξ′, λ) íàñïðàâäi íå çàëåæàòü

âiä ξ′ è λ, ïîçíà÷èìî ¨õ ÷åðåç m±, è m+ + m− = 2m. Îñêiëüêi êîðåíi ðiâíÿ-

ííÿ A0(ξ′, τ, λ) = 0 íåïåðåðâíî çàëåæàòü âiä λ, òîäi ÷èñëà m± ñïiâïàäàþòþ ç

÷èñëîì íóëié ó âåðõíié (íèæíié) ïiâïëîùèíi ðiâíÿííÿ A0
2m(ξ′, τ) = 0, âiäïî-

âiäíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó λ = 0.

Óìîâà 3.2. Äëÿ äîâiëüíîãî ξ′ ∈ Rn−1\{0} âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

m+(ξ′) = m−(ξ′) = m, µ+(ξ′) = µ−(ξ′) = µ.

Çàóâàæåííÿ 3.2. Öå óìîâà ïðàâèëüíî¨ ñëàáêî¨ åëiïòè÷íîñòi ç ïàðàìåòðîì

îïåðàòîðà A(0)(x,D, λ) â òî÷öi x′ ∈ ∂G. Ïðè n ≥ 3 ðiâíiñòü µ+(ξ′) = µ−(ξ′)

âèêîíó¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî.

Íåõàé ÿê i âèùå, x0 ∈ ∂G. Çàïèøåìî â ëîêàëüíèõ êîîðäèíàòàõ ãîëîâíi

ñèìâîëè îïåðàòîðiâ Bj(x,D) òà Cj,k(x′, D′). Îòðèìàíi ïîëiíîìè ïîçíà÷èìî

âiäïîâiäíî ÷åðåç B(0)
j (ξ) è C(0)

j,k (ξ), ãäå ξ′ ∈ Rn−1, ξ ≡ (ξ′, ξn) ∈ Rn.

Â çàäà÷i (3.1), (3.2) âiäêèíåìî ìîëîäøi ÷ëåíè äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòî-

ðiâ, ïîêëàäåìî f ≡ 0, ïåðåéäåìà äî ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò â îêîëi òî÷êè ξ′

òà çàñòîñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð¹ ïî çìiíèì x1, · · · , xn−1. Îòðèìà¹ìî íàñòó-
ïíó êðàéâó çàäà÷ó äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (3.1) íà ïiâîñi
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t := xn > 0:

A(0)(ξ′, Dt, λ)v(t) = 0, t > 0, (3.6)

(B
(0)
j (ξ′, Dt)v)(0) +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)%i = ϕj, j = 1, . . . ,m+ κ. (3.7)

v(t)→ 0, ïðè t→ +∞.

Òóò ãëàäêà ôóíêöiÿ v(t) òà ÷èñëà %1, . . . , %κ øóêàíi, à ϕ1, . . . , ϕm+κ � äîâiëüíî

çàäàíi êîìïëåñíi ÷èñëà. Çàäà÷à (3.6), (3.7) çàëåæèòü âiä äâîõ ïàðàìåòðiâ ξ′ ∈
Rn−1\{0} òà λ ∈ [0,∞). Òàêó çàäà÷ó áóäåìî íàçèâàòè ãðàíè÷íèì ñèìâîëîì

çàäà÷i (3.1), (3.2) â òî÷öi x′ ∈ ∂G.
Óìîâà 3.3. Äëÿ äîâiëüíèõ ξ′ ∈ Rn−1\{0}, λ > 0 òà ϕ1, . . . , ϕm+κ ∈ C çàäà÷à

(3.6), (3.7) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâÿçîê (v(t), %1, . . . , %κ).

Öå àíàëîã óìîâè Øàïiðî�Ëîïàòèíñüêîãî äëÿ êðàéâî¨ çàäà÷i (3.1), (3.2)

ïðè ôiêñîâàíîìó λ.

Â íàñòóïíèõ äâîõ óìîâàõ éäå ìîâà ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ

îïåðàòîðà A(0)(ξ′, Dt, λ) â ãðàíè÷íèõ âèïàäêàõ λ→∞ è λ→ 0.

Íåõàé r ∈ {m,µ}. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó êðàéîâó çàäà÷ó

A
(0)
2r (ξ′, Dt)v(t) = 0, t > 0, (3.8)

(B
(0)
j (ξ′, Dt)v)(0) +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)%i = ϕj, j = 1, . . . , r + κ, (3.9)

v(t)→ 0, ïðè t→ +∞.

Óìîâà 3.4. Äëÿ äîâiëüíîãî ξ′ ∈ Rn−1\{0} òà ϕ1, . . . , ϕr+κ ∈ C çàäà÷à (3.8),

(3.9) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâÿçîê (v(t), %1, . . . , %κ) ïðè r = m.

Óìîâà 3.5. Äëÿ äîâiëüíîãî ξ′ ∈ Rn−1\{0} òà ϕ1, . . . , ϕr+κ ∈ C çàäà÷à (3.8),

(3.9) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâÿçîê (v(t), σ1, . . . , σκ) ïðè r = µ.

Îñêiëêè ïðè λ 6= 0 ðiâíÿííÿ A(0)(ξ′, τ, λ) = 0 åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ

A
(0)
2µ (ξ′, z) + λ−1A

(0)
2µ+1(ξ

′, z) + · · ·+ λ2µ−2mA
(0)
2m(ξ′, z) = 0,

òî ïðè |λ| >> 1 ¹ 2µ êîðåíiâ ðiâíÿííÿ A(0)(ξ′, τ, λ) = 0, ÿêi áëèçêi äî êîðåíiâ

ðiâíÿííÿ A(0)
2µ (ξ′, τ) = 0. Çðîáèìî çàìiíó ε = λ−1. Îñêiëüêè ïðè ε = 0 îïåðà-

òîð A(0)(ξ′, Dt, ε) ñïiâïàäà¹ ç îïåðàòîðîì A
(0)
2µ (ξ′, Dt) ïîðÿäêó 2µ < 2m, òî ïðè

ìàëèõ ε > 0 íåîáõiäíi ïîïðàâêè äî ðîçâÿçêó çàäà÷i (3.6), (3.7), ÿêi äîçâîëÿþòü
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çàäîâîëüíèòè ðåøòó m − µ êðàéâèì óìîâàì. Ç ìåòîäó Âiøèêà�Ëþñòåðíiêà

ñëiäó¹, ùî öi ïîïðàâêè ¹ ðîçâÿçêîì íàñòóïíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i:

A(0)(0, Dt, 1)v(t) = 0, t > 0, (3.10)

(B(0)(0, Dt)v(t))|t=0 = ϕj, j = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ. (3.11)

v(t)→ 0, ïðè t→ +∞.

Óìîâà 3.6. Äëÿ äîâiëüíèõ ϕµ+κ+1, . . . , ϕm+κ ∈ C çàäà÷à (3.10), (3.11) ìà¹

¹äèíèé ðîçâÿçîê v(t).

Âèêîðèñòàâøè öi óìîâè, ñôîðìóëþ¹ìî áàçîâå îçíà÷åííÿ òðåòüîãî ðîçäiëó.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Êðàéîâà çàäà÷à (3.1), (3.2) íàçûâà¹òüñÿ ñëàáêî åëiïòè÷íîþ

ç ïàðàìåòðîì òà íåâiäîìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè, ÿêùî â äîâiëüíié

òî÷öi x ∈ G âèêîíó¹òüñÿ óìîâè 3.1 òà â äîâiëüíié òî÷öi x0 ∈ ∂G âèêîíó¹òüñÿ

óìîâè 3.2 � 3.6.

Ç óìîâ 3.1 � 3.3 âèïëèâà¹, ùî ïðè äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ξ′ ∈ Rn−1\{0} òà
λ > 0 êðàéâà çàäà÷à (3.1), (3.2) ¹ çâè÷àéíþ åëiïòè÷íîþ çàäà÷åþ ç äîäàòêî-

âèìè íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi.
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3.3. Ïðèêëàä.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä ñëàáêî åëiïòè÷íî¨ ç ïàðàìåòðîì êðàéîâî¨ çàäà÷i, ÿêà

ìiñòèòü äîäàòêîâi íåâiäîìi ôóíêöi¨ ó êðàéîâèõ óìîâàõ:

∆2u− λ2∆u = f, x ∈ G,

u−∆′% = g1, Dνu = g2, D2
νu = g3, x ∈ ∂G. (3.12)

Öÿ êðàéîâà çàäà÷à îêðiì íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ u(x), x ∈ G ìiñòèòü îäíó íåâiäîìó

ôóíêöiþ %(x), x ∈ ∂G, ó êðàéîâèõ óìîâàõ (3.12). Âiäïîâiäíî äî ïîçíà÷åíü

âèêîðèñòàíèõ ó ï. 3.1 ìà¹ìî:

A(x,D, ε) = ∆2 − λ2∆, A2m(x,D) = ∆2, A2µ(x,D) = −∆,

B1(x,D) = 1, B2(x,D) = Dν, B3(x,D) = D2
ν, C11(x

′, D′) = −∆,

m = 2, µ = 1, κ = 1, m1 = 0, m2 = 1, m3 = 2, α1 = 2.

Ïåðåâiðèìî, ùî êðàéîâà çàäà÷à çàäîâîëüíÿ¹ îçíà÷åííþ 3.1.

Äëÿ ïåðåâiðêè âèêîíàííÿ óìîâ 3.1 � 3.2 âèïèøåìî ãîëîâíèé ñèìâîë îïå-

ðàòîðà A(0)(x;D;λ):

A(0)(x; ξ;λ) := |ξ|4 + λ2|ξ|2 = |ξ|2(λ2 + |ξ|2).

Çâiñíî, âií çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 3.1 .

Äëÿ ïåðåâiðêè âèêîíàííÿ óìîâ 3.2 çíàéäåìî êîðåíi ðiâíÿíü

A(0)(ξ′, τ ;λ) = 0 òà A(0)
2µ (ξ′, τ) = 0 âiäïîâiäíî.

Ðiâíÿííÿ

A(0)(ξ′, τ ;λ) := (|ξ′|2 + τ 2)(λ2 + (|ξ′|2 + τ 2)) = 0

ìà¹ êîðåíi τ1,2 = ±i|ξ′|, τ3,4 = ±i
√
λ2 + |ξ′|2.

Ðiâíÿííÿ

A
(0)
2µ (ξ′, τ) := |ξ′|2 + τ 2 = 0

ìà¹ êîðåíi τ1,2 = ±i|ξ′|.
Îòæå, i óìîâà 3.2 âèêîíó¹òüñÿ.
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Äëÿ ïåðåâiðêè âèêîàííÿ óìîâ 3.3 � 3.6 çàïèøåìî êðàéîâèé ñèìâîë ðîç-

ãëÿíóòî¨ çàäà÷i. Çãiäíî ç ôîðìóëàìè (3.5), (3.6) âií íàáèðà¹ âèãëÿäó

(|ξ′|2 +D2
t )

2v(t) + λ2(|ξ′|2 +D2
t )v(t) = 0, t > 0;

v(0) + |ξ′|2σ = h1,

Dtv(0) = h2,

D2
t v(0) = h3.

Öåé ñèìâîë íå çàëåæèòü âiä x ∈ ∂G.
Óìîâà 3.3 åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî êðàéîâà çàäà÷à

(|ξ′|2 +D2
t )

2v(t) + λ2(|ξ′|2 +D2
t )v(t) = 0, t > 0; (3.13)

v(0) + |ξ′|2σ = 0, (3.14)

Dtv(0) = 0, (3.15)

D2
t v(0) = 0, (3.16)

v(t)→ 0 ïðè t→ +∞. (3.17)

ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ êîæíèõ ξ′ ∈ Rn−1 \ {0} òà λ > 0.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (3.13), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè (3.17), çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

v(t) = c1 exp (−|ξ′|t) + c2 exp (−
√
λ2 + |ξ′|2 t),

äå c1,c2 � äîâiëüíi êîìïëåêñíi ÷èñëà.

Ïiäñòàâèâøè öåé ðîçâ'ÿçîê â óìîâè (3.15), (3.16) îòðèìà¹ìî, ùî c1 = c2 =

0. Òîìó v(t) ≡ 0, ùî òÿãíå σ = 0 íà ïiäñòàâi óìîâè (3.14). Îòæå, óìîâà 3.3

âèêîíó¹òüñÿ.

Ïåðåâiðêà ðåøòè óìîâ 3.4 � 3.6 ïðîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî ïiäðîçäiëó 2.4.
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3.4. Ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè, çàëåæíi âiä âåëèêîãî ïà-

ðàìåòðà

Äëÿ äîñëiäæåííÿ çàäà÷i ââåäåìî íåîáõiäíi ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè, çàëå-

æíi âiä âåëèêîãî ïàðàìåòðà λ. Îïèñ òàêèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ íàâå-

äåíî â ðîáîòàõ Ð. Äåíêà, Ìåííiêåíà, Ë. Ð .Âîëåâi÷à [73 � 75, 10] Íàãàäà¹ìî

îçíà÷åííÿ öèõ ïðîñòîðiâ òà ¨õ âëàñòèâîñòi, ïîòðiáíi ó ðîáîòi. Áóäåìî ñëiäóâà-

òè â îñíîâíîìó ðîáîòi Ë. Ð. Âîë¹âè÷à [10]. Ñïî÷àòêó îçíà÷èìî ôóíêöiîíàëüíi

ïðîñòîðè íà Rn.

Íåõàé äiéñíi ÷èñëà r, s i λ òàêi, ùî r ≥ s, s ≥ 0 i λ > 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Hr,s(Rn, λ) ëiíiéíèé ïðîñòið Hr(Rn), íàäiëåíèé íîðìîþ

|[u;Hr,s(Rn, λ)]| :=

 ∫
Rn

(1 + |ξ|2)s(1 + |λ|2 + |ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ

1/2

, (3.18)

äå u ∈ Hr(Rn).

Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî λ > 0 íîðìà (3.18) åêâiâàëåíòíà ñîáîëåâñüêèé

íîðìi ó ïðîñòîði Hr(Rn).

Ç âëàñòèâîñòåé ñîáîë¹âñüêèõ ïðîñòîðiâ âèïëèâà¹ íåïåðåðâíå i ùiëüíå

âêëàäåííÿ

Hr2, s2(Rn, λ) ↪→ Hr1, s1(Rn, λ), ÿêùî 0 6 r1 6 r2. (3.19)

òóò äiéñíi ÷èñëà r1, s1 i r2, s2 òàêi, ùî r1 > s1 > 0 i r2 > s2 > 0.

Áiëüø òîãî, ïðàâèëüíå òàêå óòî÷íåííÿ öi¹¨ âëàñòèâîñòi (äèâ., íàïðèêëàä,

[10]).

Òâåðäæåííÿ 3.1. Íåõàé äiéñíi ÷èñëà r1, s1 i r2, s2 òàêi, ùî r1 > s1 > 0,

r2 > s2 > 0 i r1 6 r2, s1 6 s2. Òîäi iñíó¹ ÷èñëî C > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

ε ∈ (0; 1] i u ∈ Hr2,s2(Rn, λ) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|[u;Hr1,s1(Rn, λ)]| 6 C|[u;Hr2,s2(Rn, λ)]|.

Ó íàñòóïíèõ äâîõ òâåðäæåííÿõ éäå ìîâà ïðî íîðìè, ðiâíîìiðíî åêâiâà-

ëåíòi çà ïàðàìåòðîì λ � 1 äî íîðìè (3.18). Öi òâåðäæåííÿ îáãðóíòîâàíî,

íàïðèêëàä, ó [10].
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Òâåðäæåííÿ 3.2. Íåõàé äiéñíi ÷èñëà r i s òàêi, ùî r > s > 0 . Òîäi íîðìè

(3.18) i

|[u;Hr,s(Rn, λ)]|′ := (1 + |λ|r−s)||u;L2(Rn)||+ (3.20)

+

 ∫
Rn

|ξ|2s(|λ|2 + |ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ

1/2

åêâiâàëåíòíi ðiâíîìiðíî çà ïàðàìåòðîì λ > 0.

Íåõàé θ, σ ∈ R i λ > 0. Ðîçãëÿíåìî òàêó ôóíêöiþ àðãóìåíòó t > 0:

Φθ,σ(t;λ) =

{
tσ(|λ|2 + t2)(θ−σ)/2, ÿêùî σ ≥ 0 ,

(|λ|2 + t2)θ/2, ÿêùî σ < 0 .
(3.21)

Òâåðäæåííÿ 3.3. Íåõàé öiëi ÷èñëà r i s òàêi, ùî r > s > 0 . Òîäi íîðìè

(3.18) i

||u;Hr,s(Rn, λ)||′′ := (1 + |λ|r−s)||u;L2(Rn)||+

+

 ∫
Rn−1

∫
R

r∑
`=0

Φ2
r−`,s−`(|ξ′|;λ)|D`

nû(ξ′, xn)|2dξ′dxn

1/2

åêâiâàëåíòíi ðiâíîìiðíî çà ïàðàìåòðîì λ� 1.

Îçíà÷èìî òåïåð ïðîñòið Hr,s(Rn, λ) ó âèïàäêó, êîëè äiéñíå ÷èñëî s < 0.

Çà îçíà÷åííÿì, ïðîñòið Hr,s(Rn), äå s < 0, ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðîçïîäiëiâ

u ∈ H−∞(Rn) :=
⋃
θ∈R

Hθ(Rn)

òàêèõ, ùî ∫
Rn

|ξ|2s(1 + |ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ <∞

Ïîçíà÷èìî òåïåð ÷åðåç Hr,s(Rn, λ) ëiíiéíèé ïðîñòið Hr,s(Rn), íàäiëåíèé

íîðìîþ

′|[u;Hr,s(Rn, λ)]| :=

 ∫
Rn

|ξ|2s(|λ|2 + |ξ|2)r−s|ũ(ξ)|2dξ

1/2

. (3.22)
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Çâiñíî, êîæíà ç íîðì (3.22) åêâiâàëåíòíà íîðìi |[u;Hr,s(Rn, 1)]|. Ëiíiéíèé íîð-
ìîâàíèé ïðîñòið Hr,s(Rn, λ) ¹ ïîâíèì. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî âiäîáðàæåííÿ

u 7−→ | · |2s(1 + | · |2)(r−s)/2ũ, äå u ∈ Hr,s(Rn),

çäiéñíþ¹ içîìîðôiçì ïðîñòîðó Hr,s(Rn, 1) íà ãiëüáåðòiâ ïðîñòið L2(Rn). Âiä-

ìiòèìî òàêîæ, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåïåðåðâíå âêëàäåííÿ Hr,s(Rn, λ) ↪→ Hr(Rn).

Íåõàé Ω � äîâiëüíà âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó Rn. Íåõàé

äiéñíi ÷èñëà r, s i ε òàêi, ùî r > s i λ > 0. Áàíàõiâ ïðîñòið Hr,s(Ω, λ) îçíà÷à-

¹òüñÿ çà ïðîñòîðîì Hr,s(Rn, λ) ó òàêèé ñòàíäàðòíèé ñïîñiá (äèâ., íàïðèêëàä

[90]).

Ïîêëàäåìî

Hr,s(Ω, λ) := {w �Ω : w ∈ Hr,s(Rn, λ)},

‖u;Hr,s(Ω, λ)‖ = inf{‖w;Hr,s(Rn, λ)‖ : w ∈ Hr,s(Rn, λ), w �Ω = u},(3.23)

äå ∈ Hr,s(Ω, λ). Òóò, ÿê çâè÷àéíî, w � Ω � çâóæåííÿ ðîçïîäiëó w ∈ S ′(Rn)

íà Ω. Âiäìiòèìî, ùî Hr,r(Ω, λ) ¹ ãiëüáåðòiâ ïðîñòið Ñîáîë¹âà Hr(Ω) ïîðÿäêó

r íà Ω.

Ç íàâåäåíîãî îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî âëàñòèâîñòi ïðîòðiâ Hr,s(Ω, λ) i

Hr,s(Rn, λ) ïîäiáíi. Òàê ëiíiéíèé ïðîñòið Hr,s(Ω, λ) íå çàëåæèòü âiä λ > 0,

à íîðìà ó íüîìó åêâiâàëíåòíà íîðìi â Hr,s(Ω, 1). Íîðìîâàíi ïðîñòîðè Hr,s(Ω)

i Hr(Ω) ïðè s > 0 ðiâíi ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi íîðì, à ïðè s < 0

ïðîñòîðè ìàþòü ñòðîãå íåïåðåâíå âêëàäàííÿ Hr,s(Ω) ↪→ Hr(Ω). Îêðiì òîãî,

¹ ïðàâèëüíèì

Òâåðäæåííÿ 3.4. Íåïåðâíå ùiëüíå âêëàäåííÿ (3.19) i òâåðäæåííÿ 2.1 çà-

ëèøàþòüñÿ ïðàâèëüíèìè, ÿêùî ó íèõ çàìiíèòè Rn íà Ω.

Íà ïiäñòàâi òâåðäæåííü 3.2 ìà¹ìî òàêó âëàñòèâiñòü (äèâ. [10] ó âèïàäêó

Ω = Rn
+)

Òâåðäæåííÿ 3.5. Íåõàé äiéñíi ÷èñëà r i s òàêi, ùî r > s > 0. Òîäi íîðìè

(3.23) i

||u;Hr,s(Ω, ε)||′ := inf{‖w;Hr,s(Rn, λ)‖′ : w ∈ Hr,s(Rn, λ), w �Ω = u},

åêâiâàëíåòíi ðiâíîìiðíî çà ïàðàìåòðîì λ� 1.
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Ó äèñåðòàöi¨ ïîòðiáíi ïðîñòîðè Hr,s(Ω, λ) ó âèïàäêàõ Ω = Rn
+ i Ω = G.

Îáãîâîðèìî äåòàëüíiøå âëàñòèâîñòi ïðîñòîðó Hr,s(Rn
+, λ).

Äëÿ ïðîñòîðó Hr,s(Rn
+, ε) ïðàâèëüíèé òàêèé àíàëîã òâåðäæåííÿ 2.11

(äèâ.[11, òâåðäæåííÿ 3.2])

Òâåðäæåííÿ 3.6. Íåõàé öiëi ÷èñëà r i s òàêi, ùî r > s > 0. Òîäi íîðìè

(3.23) i

||u;Hr,s(Rn
+, ε)||′′ := (1 + |λ|r−s)||u;L2(Rn

+)||+

+

 ∫
Rn−1

∞∫
0

r∑
`=0

Φ2
r−`,s−`(|ξ′|;λ)|D`

nû(ξ′, xn)|2dξ′dxn

1/2

(3.24)

åêâiâàëíåòíi ðiâíîìiðíî çà ïàðàìåòðîì λ� 1.

Îêðiì íîðìè (3.24) çíàäîáèòüÿ ùå îäíà åêâiâàëåíòíà ¨é íîðìà. Íåõàé

äiéñíi ÷èñëà r i s òàêi, ùî r > s. Äëÿ äîâiëüíîãî u ∈ Hr,s(Rn
+, ε) ïîêëàäåìî

||u;Hr,s(Rn
+, ε)||] = (3.25)

=

||R(Dn − i
√

1 + |D′|2)s(Dn − i
√
|λ|2 + |D′|2)r−slu;L2(Rn

+)||, ÿêùî s > 0

||R(Dn − i|D′|)s(Dn − i
√
|λ|2 + |D′|2)r−slu;L2(Rn

+)||, ÿêùî s < 0.

Òóò lu � äîâiëüíèé ðîçïîäië ç Hr(Rn) òàêèé, ùî lu = u íà Rn
+, à R � îïåðàòîð

çâóæåííÿ ðîçïîäiëó ç Rn íà Rn
+. Çâiñíî, (3.25) ¹ íîðìîþ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði

Hr,s(Ω). Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi íå çàëåæèòü âiä âêàçàíîãî âèáîðó ðîçïîäiëó

lu.

Òâåðäæåííÿ 3.7. Íåõàé äiéñíi ÷èñëà r i s òàêi, ùî r > s. Òîäi íîðìè (3.25)

i (3.23) åêâiâàëíåòíi ðiâíîìiðíî çà ïàðàìåòðîì λ� 1.

Äîâåäåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó íàâåäåíî, íàïðèêëàä, â ðîáîòi Âîëåâi÷à [10].

Ïîêëàäåìî H−∞(Rn
+) := {w � Rn

+ : w ∈ H∞(Rn)} =
⋃
θ∈R

Hθ(Rn
+). Äëÿ

ïðîñòîðiâ Hr,s(Rn
+, λ), äå s < 0, ïðàâèëüíèé òàêèé àíàëîã òâåðäæåííÿ 3.1.

Äëÿ öüîãî ïðîñòîðó ìà¹ ìiñöå

Òâåðäæåííÿ 3.8. Íåõàé r ∈ R, l ∈ Z, s < 0 i äiéñíå λ > 0 Ðîçïîäië

u ∈ H−∞(Rn
+) íàëåæèòü äî Hr,s(Rn

+) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

u =
∑
|β|=−s

Dβuβ, äå êîæíå uβ ∈ Hr−s,0. (3.26)
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Ïðè öüìó íîðìè (3.23) i

||u;Hr,s(Rn
+, λ)||∗ := inf

∑
β

||uβ;Hr−s,0(Rn
+, λ)||,

åêâiâàëåíòíi ðiâíîìiðíî çà ïàðàìåòðîì λ� 1. Òóò íèæíÿ ãðàíü áåðåòüñÿ

çà óñiìà ôóíêöiÿìè uβ ç |β| = −s, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ (3.26).

Îáãîâîðèìî òåïåð ïèòàííÿ ïðî ñëiäè ôóíêöié ç ïðîñòîðiâ Hr,s(Rn, λ) i

Hr,s(Rn
+, ε) íà ãiïåðïëîùèíi xn = 0, ÿêó îòîòîæíèìî ç ïðîñòîðîì Rn−1.

ÏðîñòiðHr,s(Rn−1, λ) i ðiçíi åêâiâàëåíòíi íîðìè ó íüîìó îçíà÷åíi âèùå äëÿ

óñiõ ïðèïóñòèìèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ r, s i ε, ÿêùî çàìiíèòè ó öèõ îçíà÷åííÿõ

Rn íà Rn−1.

Îñêiëüêè ïðîñòiðHr,s(Rn, λ) íåïåðåâíî âêëàäåíèé ó ñîáîëåâñüêèé ïðîñòîð

Hr(Rn), äå r > 0, òî ïðè r > `+ 1/2 îçíà÷åíèé îïåðàòîð ñëiäó

T` : u 7−→ (D`
nu) � Rn−1 = D`

nu(·, 0), äå u ∈ Hr,s(Rn).

Òóò öiëå l > 0.

Ââåäåìî áàíàõîâi ïðîñòîðè Hθ,σ(Rn−1, λ), äå θ > 0 i θ > σ òàêi, ùî íîðìè

îïåðàòîðà ñëiäó

T` : Hr,s(Rn) 7−→ Hr−l−1/2,s−l−1/2(Rn−1, λ)

áóäóòü ðiâíîìiðíî îáìåæåíèìè çà ïàðàìåòðîì λ� 1.

Íåõàé äiéñíi ÷èñëà θ, σ i λ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè θ > σ i λ > 0. Ó âè-

ïàäêó σ > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hθ,σ(Rn−1, λ) ñîáîëåâñüêèé ïðîñòið Hθ(Rn−1),

íàäiëåíèé åêâiâàëåíòíîþ íîðìîþ

||h,Hθ,σ(Rn−1, λ)|| := ||h,Hθ,σ(Rn−1, λ)||′ =

= (1 + |λ|r−s)||h, L2(Rn−1)||+

 ∫
Rn

|ξ′|2σ(|λ|2 + |ξ′|2)θ−σ|ĥ(ξ′)|2dξ

1/2

=(3.27)

= (1 + |λ|r−s)||h, L2(Rn−1)||+

 ∫
Rn−1

Φ2
θ,σ(|ξ′|;λ)|ĥ(ξ′)|2dξ′

1/2

,

äå h ∈ Hθ(Rn−1) (äèâ. ôîðìóëó (3.20)).
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Ó âèïàäêó σ < 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hθ,σ(Rn−1, λ) ñîáîëåâñüêèé ïðîñòið

Hθ(Rn−1), íàäiëåíèé åêâiâàëåíòíîþ íîðìîþ

||h,Hθ,σ(Rn−1, λ)|| := ||h,Hθ,0(Rn−1, λ)|| = (3.28)

=

 ∫
Rn−1

(|λ|2 + |ξ′|2)θ|ĥ(ξ′)|2dξ′
1/2

=

 ∫
Rn−1

Φ2
θ,σ(|ξ′|;λ)|ĥ(ξ′)|2dξ′

1/2

,

äå h ∈ Hθ(Rn−1). Îòæå, íîðìà â ïðîñòîði Hθ,σ(Rn−1, λ), âðàõîâóþ÷è (3.27) i

(3.28), âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

||h,Hθ,σ(Rn−1, λ)|| := (3.29)

=

(1 + |λ|r−s)||h, L2(Rn−1)||+ ||Φθ,σ(|D′|;λ)h, L2(Rn−1)||, ÿêùî σ > 0

||Φθ,σ(|D′|;λ)h, L2(Rn−1)||, ÿêùî σ < 0.

Ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ

Òâåðäæåííÿ 3.9. Íåõàé äiéñíi ÷èñëà r, s i íàòóðàëüíå ` òàêi, ùî r > s,

r > ` + 1/2, s 6= ` + 1/2. Òîäi iñíó¹ ÷èñëî C > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

u ∈ Hr,s(Rn, λ) i λ� 1 ïðàâèëüíà íåðiâíîñòü

||T`u;Hr−`−1/2,s−`−1/2(Rn−1, λ)|| 6 C||u;Hr,s(Rn, λ)||.

Öå òâåðäæåííÿ çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì, ÿêùî ó íüîìó çàìiíèòè Rn íà

Rn
+. Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2.10 íàâåäåíî â [10, ï. 3.3]

Áàíàõîâi ïðîñòîðè Hθ,σ(∂G, λ) íà ìåæi ∂G âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðîñòîðîì

Hθ,σ(Rn−1, λ) ó ñòàíäàðíèé ñïîñiá (äèâ., íàïðèêëàä [91]).

Íåõàé äiéñíi ÷èñëà θ, σ i ε òàêi, ùî θ ≥ σ i λ > 0. Ïðîñòið Hθ,σ(∂G, λ)

ñêëàäà¹òüñÿ, êîðîòêî êàæó÷è, ç óñiõ ðîçïîäiëiâ íà C∞ - ìíîãîâèäi ∂G, ÿêi ó

ëîêàëüíèõ êîîðäèíàòàõ íàëåæàòü äî Hθ,σ(Rn−1, λ). Ïåðåéäåìî äî äåòàëüíîãî

îçíà÷åííÿ.

Âèáåðåìî äîâiëüíèì ÷èíîì ñêií÷åííèé àòëàñ iç C∞-ñòðóêòóðè íà ìíîãî-

âèäi ∂G, óòâîðåíèé ëîêàëüíèìè êàðòàìè πj : Rn−1 ↔ Uj, äå j = 1, . . . , p. Òóò

âiäêðèòi ìíîæèíè U1, . . . , Up ñêëàäàþòü ïîêðèòòÿ ìíîãîâèäó ∂G. Òàêîæ âèáå-

ðåìî äîâiëüíèì ÷èíîì ôóíêöi¨ χj ∈ C∞(∂G), äå j = 1, . . . , p, ÿêi óòâîðþþòü

ðîçáèòòÿ îäèíèöi íà ∂G, ïiäïîðÿäêîâàíå óìîâi suppχj ⊂ Uj.
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Çà îçíà÷åííÿì, ïðîñòið Hθ,σ(∂G, λ) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðîçïîäiëiâ h íà ∂G

òàêèõ, ùî (χjh) ◦ πj ∈ Hθ,σ(Rn−1) äëÿ êîæíîãî íîìåðà j ∈ {1, . . . , p}. Íîðìà
ó Hθ,σ(∂G, λ) îçíà÷åíà çà ôîðìóëîþ

‖h;Hθ,σ(∂G, λ)‖ =

p∑
j=1

‖(χjh) ◦ πj;Hθ,σ(Rn−1, λ)‖

Òóò (χjh) ◦ πj ïîçíà÷à¹ çîáðàæåííÿ ðîçïîäiëó h ó ëîêàëüíié êàðòi πj.

Ïðîñòið Hθ,σ(∂G, λ) ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi íîðì íå çàëåæèòü âiä

çàçíà÷åíîãî âèáîðó àòëàñó i ðîçáèòòÿ îäèíèöi.

.
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3.5. Îñíîâíîâíi ðåçóëüòàòè

Äëÿ êîæíîãî ÷èñëà λ > 0 ïîâ'ÿæåìî iç öi¹þ çàäà÷åþ ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

Aλ : (u(·;λ), %1(·;λ), . . . , %κ(·;λ)) −→

−→ (f(·;λ), g1(·;λ), . . . , gm+κ(·;λ)), (3.30)

äå u(·;λ) ∈ C∞(Ω) i %1(·;λ), . . . , %κ(·;λ) ∈ C∞(∂G).

Âiäìiòèìî, ùî ïîñòàíîâêà çàäà÷i (3.1), (3.2) ìà¹ ñåíñ i ïðè λ = 0.

Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà r i s çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

r − s ≥ 2m− 2µ, r > mm+κ +
1

2
. (3.31)

Ç äðóãî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ (3.30) ïðîäîâæó¹òüñÿ ¹äèíèì

÷èíîì (çà íåïåðåâíiñòþ) äî îáìåæåíîãî îïåðàòîðà ó ñîáîëåâñüêèõ ïðîñòîðàõ

Aλ : Hr(G)×
κ∏
k=1

Hr+αk−1/2(∂G)→ Hr−2m(G)×
m+κ∏
j=1

Hr−mj−1/2(∂G).

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè òðåòüîãî ðîçäiëó.

Òåîðåìà 3.1. Ïðèïóñòèìî, ùî êðàéîâà çàäà÷à (3.1), (3.2) ñëàáêî åëiïòè÷íà

ç ïàðàìåòðîì. Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà r i s çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (3.31) i

mµ+κ +
1

2
6 s < mµ+κ+1 +

1

2
. (3.32)

Òîäi iñíó¹ ÷èñëî C > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà λ � 1 ïðàâèëüíà

àïðiîðíà îöiíêà

|[u(·;λ);Hr,s(G, λ)]|+
κ∑
k=1

|[%k(·;λ);Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(∂G, λ)]| ≤

≤ C
(
|[f(·;λ);Hr−2m,s−2µ(G, λ)]|+

m+κ∑
j=1

|[gj(·;λ);Hr−mj−1/2,s−mj−1/2(∂G, λ)]|+

+(1 + |λ|r−s)
(
||u;L2(G)||+

κ∑
k=1

||%k(·;λ);L2(∂G)||
))
. (3.33)

Òóò ôóíêöi¨

u(·; ελ) ∈ Hr(G) i %k(·;λ) ∈ Hr+αk−1/2(∂G), äå k = 1, . . . ,κ (3.34)
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òà

f(·;λ) ∈ Hr−2m,s−2µ(G) i (3.35)

gj(·;λ) ∈ Hr−mj−1/2(∂G), äå j = 1, . . . ,m+ κ

çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó çàäà÷à (3.1), (3.2). ×èñëî C íå çàëåæèòü, ÿê âiä

λ� 1, òàê i âiä ôóíêöié (3.34), (3.35).

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé îïåðàòîð A(x,D;λ) � çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 3.2 à íàòó-

ðàëüíi r i s çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (3.31) i (3.32). Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ÷èñëî

C > 0, òàêå ùî äëÿ äîâiëüíîãî λ� 1 i äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié (3.34), (3.35)

ùî çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó çàäà÷ó (3.1), (3.2), ïðàâèëüíà àïðiîðíà îöiíêà

(3.33). Òîäi öÿ êðàéîâà çàäà÷à ñëàáêî åëiïòè÷íà ç ïàðàìåòðîì.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 3.1 i 3.2 ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåì 2.1 i

2.2 çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ëîêàëèçàöi¨ ( "çàìîðîæóâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ") i çâî-

äèòüñÿ äî âñòàíîâëåííÿ ¨õ àíàëîãiâ äëÿ ìîäåëüíèõ îáëàñòåé Rn i Rn
+.
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3.6. Îöiíêè ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ

Ó ïiäðîçäiëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî êðàéîâà çàäà÷à (3.1), (3.2) ñëàáêî åëiïòè÷íà

ç ïàðàìåòðîì. Äëÿ ¨¨ êðàéîâîãî ñèìîâîëó ïîáóäó¹ìî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó

ðîçâ'ÿçêiâ i äëÿ íèõ îòðèìà¹ìî iíòåãðàëüíi îöiíêè.

Äîâiëüíî âèáåðåìî íîìåð q ∈ {1, . . . ,m+ κ}. Ó êðàéîâîìó ñèìâîëi (3.6),

(3.7) çàäà÷i (3.1), (3.2) ÿêèé âiäïîâiäà¹ òî÷öi x0 ∈ ∂G, ïîêëàäåìî ϕj = δq,j

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . ,m + κ}. Îòæå, ðîçãëÿíåìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó íà

ïiâîñi:

A(0)(ξ′, Dt, λ)vq(t) = 0 t > 0, (3.36)

B
(0)
j (ξ′, Dt)vq|x=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)σq,j = δq,j, j = 1, . . . ,m+ κ, (3.37)

|vq(t)| → 0, t→∞.

Òóò δj,r � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ç óìîâ 3.1, 3.2 òà 3.3 âèâëèâà¹, ùî êðàéâà çàäà÷à (3.36), (3.37) ìà¹ ¹äèíé

ðîçâÿçîê

vq(t) = vq(t, ξ
′, λ), σq,j = σq,j(ξ

′, λ), k = 1, . . . ,κ,

òàêèé, ùî ôóíêöiÿ vq(t) ðàçîì ç óñiìà ïîõiäíèìè åêñïîíåíöiàëüíî ñïàäà¹ ïðè

t→ +∞.

Ñèñòåìà âåêòîðiâ (vq(t), σq,1, . . . , σq,m+κ), äå q = 1, . . . ,m+κ, ëiíiéíî íåçà-
ëåæíà. Íàçèâàòèìåìî ¨¨ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîé ðîçâÿçêiâ ãðàíè÷íîãî

ñèìâîëà. Äëÿ íå¨ âiðíà íàñòóïíà òåîðåìà:
Òåîðåìà 3.3. Íåõàé öiëå l ≥ 0. Iñíó¹ ÷èñëî C > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

ξ′ ∈ Rn−1 \ {0}, λ� 1 i q ∈ {1, . . . ,m+ κ} âèêîíóþòüñÿ îöiíêè:( ∞∫
0

|Dlvq(ξ
′, t;λ)|2dt

)1/2

≤ C |ξ′|l−mq−1/2× (3.38)

×



1,

(|ξ′|/(|λ|+ |ξ′|))mµ+κ+1−l+1/2,

(|ξ′|/(|λ|+ |ξ′|))mq−mµ+κ ,

(|ξ′|/(|λ|+ |ξ′|))mq−l+1/2,

ÿêùî q ≤ µ+ κ,

ÿêùî q ≤ µ+ κ,

ÿêùî q > µ+ κ,

ÿêùî q > µ+ κ,

l ≤ mµ+κ+1;

l > mµ+κ+1;

l ≤ mµ+κ;

l > mµ+κ.
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.4, îñêiëüêè, ââiâøè ìà-

ëèé ïàðàìåòð ε = 1/λ, çàäà÷à (3.36), (3.37), çà óìîâ òåîðåìè, ïåðåéäå â çàäà-

÷ó (2.115), (2.116). Òîìó ÿêùî çàìiíèòè â îöiíöi (2.117) ε íà 1/|λ| îòðèìà¹ìî
îöiíêó (3.38).

Îêðiì òåîðåìè 3.3, íàì ïîòðiáíà îöiíêà çãîðè ÷èñåë σq,k = σq,k(ξ
′;λ),

k = 1, . . . ,κ, ÿêi ðàçîì ç ôóíêöi¹þ vq(t) = vq(ξ
′, t;λ) óòâîðþþòü ðîçâ'ÿçîê

êðàéîâî¨ çàäà÷i (3.36), (3.37). Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äî ïîïåðäíüîãî îòðèìà¹-

ìî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.4. Iñíó¹ ÷èñëî C > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ξ′ ∈ Rn−1 \ {0},
λ� 1, q ∈ {1, . . . ,m+ κ} i k = {1, . . . ,κ} âèêîíóþòüñÿ îöiíêè:

|σq,k(ξ′;λ)| 6 C|ξ|−mq−αk×

×

{
1 , ÿêùî q 6 µ+ κ ,
(|ξ′|/(|λ|+ |ξ′|))mq−mµ+κ , ÿêùî q > µ+ κ .

(3.39)

Íàì áóäóòü ïîòðiáíi âåðñi¨¨ íåðiâíîñòåé (3.38) i (3.39), âñòàíîâëåííèõ ó

òåîðåìàõ 3.3 i 3.4, âèðàæåíi â òåðìiíàõ ôóíêöi¨ Φθ,σ(|ξ′|;λ), ââåäåíî¨ çà ôîð-

ìóëîþ (3.21) .

Òåîðåìà 3.5. Íåõàé öiëå ` ≥ 0, âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (3.38), (3.39), à

íàòóðàëüíi ÷èñëà s i r çàäîâëüíÿþòü óìîâè (3.31) i (3.32). Òîäi iñíó¹ ÷èñëî

C > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ξ′ ∈ Rn−1 \ {0}, λ � 1 i q ∈ {1, . . . ,m + κ}
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.36), (3.37) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi( ∞∫

0

|D`
tvq(ξ

′, t;λ)|2dt
)1/2

6 C
Φr−mq−1/2,s−mq−1/2(|ξ′|;λ)

Φr−`,s−`(|ξ′|;λ)
, (3.40)

|σq,k(ξ′;λ)| 6 C
Φr−mq−1/2,s−mq−1/2(|ξ′|;λ)

Φr+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ′|;λ)
,

äå k = 1, . . . ,κ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïîâòîðþ¹ âiäïîâiäíå äîâåäåííÿ ç äðóãîãî ðîçäiëó ç

óðàõóâàííÿì îçíà÷åííÿ (3.21).
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3.7. Ìîäåëüíi çàäà÷i.

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi áóäóòü äîâåäåíi âåðñi¨ òåîðåì 3.1 i 3.2 äëÿ ìîäåëüíèõ

çàäà÷, ÿêi ïåâíèì ÷èíîì ïîâ'ÿçàíi iç äîñëiäæóâàíîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ (3.1),

(3.2) â îáëàñòi G i âèáîðîì òî÷êè x0 ∈ G. Ñëiä ðîçãëÿíóòè îêðåìî âèïàäêè

êîëè x0 ∈ G i êîëè x0 ∈ G.
Íåõàé äîâiëüíî âèáðàíî òî÷êó x0 ∈ G. Âiäêèíèìî ìîëîäøi ÷ëåíè êîæíîãî

äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà A2m−i(x,D) i çàôiêñó¹ìî êîåôiöi¹íòè ñòàðøèõ

÷ëåíiâ ó òî÷öi x = x0 ∈ G. Îòðèìà¹ìî äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, ÿêèé

ïîçíà÷èìî ÷åðåç A(0)(D;λ) := A(0)(x0;D;λ). Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâ-

íÿííÿ

A(0)(D;λ)u(x;λ) = f(x;λ), x ∈ Rn, (3.41)

çàëåæíå âiä ïàðàìåòðà λ > 0. Âîíî ¹ ìîäåëüíèì àíàëîãîì âèïàäêîì äèôå-

ðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (3.1) äëÿ Rn.

Òåîðåìà 3.6. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîð A(x;D;λ) ñëàáêî åëiïòè÷íèé ç

ïàðàìåòðîì ó òî÷öi x = x0. Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà r i s çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè (3.31). Òîäi iñíó¹ ÷èñëî C = C(x0) > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà

λ� 1 ïðàâèëüíà àïðiîðíà îöiíêà

|[u(·;λ);Hr,s(Rn, λ)]| ≤ C(|[f(·;λ);Hr−2m,s−2µ(Rn, λ)]|+ (3.42)

+(1 + |λ|r−s)||u;L2(Rn)||).

Òóò u(·;λ) ∈ Hr(Rn) i f(·;λ) ∈ Hr−2m,s−2µ(Rn) ¹ áóäü-ÿêi ôóíêöi¨, ùî çàäî-

âîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (3.1), à ÷èñëî C íå çàëåæèòü ÿê âiä λ � 1, òàê i âiä

öèõ ôóíêöié.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè äëÿ ìàëîãî

ïàðàìåòðà. Äîñëiäèìî, äëÿ ïðèêëàäó, âèïàäîê s− 2µ < 0. Çà óìîâîþ, îïåðà-

òîð A(0)(x0;D;λ) ìà¹ âëàñòèâiñòü (3.3).Íà ïiäñòàâi ôîðìóë (3.22) i (3.3) ìà¹ìî

òàêå:

||f(·;λ);Hr−2m,s−2µ(Rn, λ)||2 = ||A(0)(D;λ)u(·;λ);Hr−2m,s−2µ(Rn, λ)||2 =

=

∫
Rn

|ξ|2(s−2µ)(|λ|2 + |ξ|2)r−2m−(s−2µ)|A(0)(ξ;λ)|2|ũ(ξ;λ)|2dξ =
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=

∫
Rn

|A(0)(ξ;λ)|2

(|ξ|4µ(|λ|2 + |ξ|2)2m−2µ
|ξ|2s(|λ|2 + |ξ|2)r−s|ũ(ξ;λ)|2dξ >

> C2

∫
Rn

|ξ|4µ(|λ|+ |ξ|)4m−4µ

|ξ|4µ(|λ|2 + |ξ|2)2m−2µ
|ξ|2s(|λ|2 + |ξ|2)r−s|ũ(ξ;λ)|2dξ >

> C2

∫
Rn

|ξ|2s(|λ|2 + |ξ|2)r−s|ũ(ξ;λ)|2dξ.

Çàëèøèëîñü ñêîðèñòàòèñü òâåðäæåííÿì 3.2, îñêiëüêè êâàäðàò íîðìè â ëiâié

÷àñòèíi îöiíêè (3.42) åêâiâàëåíòíèé ðiâíîìiðíî çà λ� 1 íîðìi

(1 + |λ|r−s)2||u(·;λ);L2(Rn)||2 +

∫
Rn

|ξ|2s(|λ|2 + |ξ|2)r−s|ũ(ξ;λ)|2dξ.

Òàêèì ÷èíîì, îöiíêà (3.42) äîâåäåíà i ó âèïàäêó s− 2µ < 0.

Òåîðåìà 3.7. Íåõàé íàòóðàëüíi r i s çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (3.31). Ïðèïó-

ñòèìî, ùî iñíó¹ ÷èñëî C = C(x0) > 0, òàêå ùî äëÿ äîâiëüíîãî λ � 1 i äëÿ

äîâiëüíèõ ôóíêöié u(·;λ) ∈ Hr(Rn) i f(·;λ) ∈ Hr−2m,s−2µ(Rn;λ), ùî çàäî-

âîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (3.41), ïðàâèëüíà àïðiîðíà îöiíêà (3.42). Òîäi îïåðàòîð

A(x;D;λ) ñëàáêî åëiïòè÷íèé ç ïàðàìåòðîì ó òî÷öi x = x0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïðàâèëüíà àïðiîðíà îöiíêà (3.42). Ïiäñòàâèìî â öþ îöiíêó

ãëàäêó ôóíêöiþ u ç íîñi¹ì ó Rn
+. Âiäïîâiäíî äî òâåðäæåííÿì 3.2, íîðìà â

ëiâié ÷àñòèíi îöiíêè (3.42) åêâiâàëåíòíà ðiâíîìiðíî çà λ � 1 íîðìi (3.20).

Òîäi îöiíêà (3.42) åêâiâàëåíòíà òàêié:

(1 + |λ|r−s)2||u(·;λ);L2(Rn)||2 +

∫
Rn

|ξ|2s(|λ|2 + |ξ|2)r−s|ũ(ξ;λ)|2dξ 6

6 C2
(
||f(·;λ);Hr−2m,s−2µ(Rn, λ)||2 + (1 + |λ|r−s)2||u(·;λ);L2(Rn)||2

)
,

ÿêà åêâiâàëåíòíà íàñòóïíié íåðiâíîñòi∫
Rn

|ξ|2s(|λ|2 + |ξ|2)r−s|ũ(ξ;λ)|2dξ 6

6 C2 ||f(·;λ);Hr−2m,s−2µ(Rn, λ)||2 = (3.43)

= C2 ||A(0)(D;λ)u(·;λ);Hr−2m,s−2µ(Rn, λ)||2.
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Îñêiëüêè ïðîñòið Hr−2m,s−2µ(Rn, λ) çàäà¹òüñÿ ïî-ðiçíîìó ó âèïàäêàõ s −
2µ > 0 i s − 2µ < 0 (äèâ. ôîðìóëè (3.18) i (3.22)), äîñëiäèìî öi âèïàäêè

îêðåìî.

Ó âèïàäêó s− 2µ < 0 íà ïiäñòàâi (3.22) îöiíêà (3.43) íàáóâà¹ âèãëÿä:∫
Rn

|ξ|2s(|λ|2 + |ξ|2)r−s|ũ(ξ;λ)|2dξ 6

6 C2

∫
Rn

(
|ξ|2s−4µ(|λ|2 + |ξ|2)r−2m−(s−2µ) |A(0)(ξ;λ)|2

)
|ũ(ξ;λ)|2dξ,

àáî∫
Rn

(
|ξ|2s(|λ|2 + |ξ|2)r−s − C2 |ξ|2s−4µ(|λ|2 + |ξ|2)r−2m−(s−2µ) |A(0)(ξ;λ)|2

)
×

×|ũ(ξ;λ)|2dξ 6 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è äîâiëüíèé âèáið ôóíêöi u ìà¹ íàñòóïíó íåðiâíiñòü

|ξ|2s(|λ|2 + |ξ|2)r−s − C2 |ξ|2s−4µ(|λ|2 + |ξ|2)r−2m−(s−2µ) |A(0)(ξ;λ)|2 6 0.

Çâiäñè ìà¹ìî

|A(0)(ξ;λ)|2 > C−2
|ξ|2s(|λ|2 + |ξ|2)r−s

|ξ|2s−4µ(|λ|2 + |ξ|2)r−2m−(s−2µ)
= |ξ|4µ(|λ|2 + |ξ|2)2m−2µ.

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü åêâiâàëåíòíà îöiíöi (3.3).

Ó âèïàäêó s− 2µ > 0 îöiíêà (3.43) âèïëèâà¹ ç îöiíêè∫
Rn

|ξ|2s(|λ|2 + |ξ|2)r−s|ũ(ξ;λ)|2dξ 6

6 C2

∫
Rn

(
|ξ|2s−4µ(|λ|2 + |ξ|2)r−2m−(s−2µ) |A(0)(ξ;λ)|2

)
|ũ(ξ;λ)|2dξ,

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñèòóàöiþ, êîëè äîâiëüíî âèáðàíà ïî÷êà x0 ∈ ∂G. Íåõàé
U � äîñòàòíüî ìàëèé îêië òî÷êè x0 óçÿòèé iç òîïîëîãi¨ íà G. Ââåäåìî â U

ñïåöiàëüíi ëîêàëüíi êîîðäèíàòè x = (x1, . . . , xn−1, xn) = (x′, xn), ðîçãëÿíóòi â

ï.2.2.
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Ó êðàéîâié çàäà÷i (3.1), (3.2) âiäêèíèìî ìîëîäøi ÷ëåíè óñiõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ îïåðàòîðiâ A2m−i(x;D), Bj(x;D) i Cj,k(x;D′), çàôiêñó¹ìî êîåôiöi¹íòè

ñòàðøèõ ÷ëåíiâ ó òî÷öi x = x0 ∈ ∂G i ïåðåéäåìî äî ñïåöiàëüíèõ ëîêàëüíèõ

êîîðäèíàò â îêîëi U òî÷êè x0. Îòðèìàíi äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè ïîçíà÷è-

ìî ÷åðåç A(0)
2m−i(D

′, Dn), B
(0)
j (D′, Dn) i C

(0)
j,k (D′) âiäïîâiäíî. Ïîêëàäåìî

A(0)(D′, D;λ) ≡
2m−2µ∑
i=0

λiA
(0)
2m−i(D

′, Dn).

Ðîçãëÿíåìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó â ïiâïðîñòîði Rn
+:

A(0)(D′, Dn;λ)u(x′, xn;λ) = f(x′, xn;λ) x′ ∈ Rn−1, xn > 0, (3.44)

B
(0)
j (D′, Dn)u(x′, xn;λ)|xn=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
jk (D′)%k(x

′;λ) = gj(x
′;λ), (3.45)

x′ ∈ Rn−1, j = 1, . . . ,m+ κ

Âîíà çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà λ > 0 i ¹ ìîäåëüíèì àíàëîãîì êðàéîâî¨ çàäà÷i

(3.1), (3.2) äëÿ Rn
+.

Òåîðåìà 3.8. Ïðèïóñòèìî, ùî êðàéâà çàäà÷à (3.1), (3.2) ñëàáêî åëiïòè÷íà

ç ïàðàìåòðîì ó òî÷öi x0 ∈ ∂G. Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà r i s çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè (3.31) i (3.32). Òîäi iñíó¹ ÷èñëî C = C(x0) > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

÷èñëà λ� 1 ïðàâèëüíà àïðiîðíà îöiíêà

||u(·;λ);Hr,s(Rn
+, λ)||+

κ∑
k=1

||%k(·;λ);Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(Rn−1, λ)|| 6

6 C
(
||f(·;λ);Hr−2m,s−2µ(Rn

+, λ)||+ (3.46)

+
m+κ∑
j=1

||gj(·;λ);Hr−mj−1/2,s−mj−1/2(Rn−1, λ)||+

+(1 + |λ|r−s)(||u(·;λ);L2(Rn
+)||+

κ∑
k=1

||%k(·;λ);L2(Rn−1)||)
)
.

Òóò

u(·;λ) ∈ Hr(Rn
+) i %k(·;λ) ∈ Hr+αk−1/2(Rn−1), äå k = 1, . . . ,κ, (3.47)
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òà

f(·;λ) ∈ Hr−2m,s−2µ(Rn
+, λ) i (3.48)

gj(·;λ) ∈ Hr−mj−1/2(Rn−1), äå j = 1, . . . ,m+ κ,

¹ áóäü-ÿêi ôóíêöi¨, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó çàäà÷ó (3.44), (3.45), à ÷èñëî

C íå çàëåæèòü, ÿê âiä λ� 1, òàê i âiä öèõ ôóíêöié.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè f(·, ε) ≡ 0. Çãiäíî ç òâåð-

äæåííÿì 3.6 çàïèøåìî

||u(·, ε);Hr,s(Rn
+, λ)|| � (1 + |λ|r−s)||u;L2(Rn

+)||+

+

 ∫
Rn−1

∞∫
0

r∑
`=0

Φ2
r−`,s−`(|ξ′|;λ)|D`

nû(ξ′, xn;λ)|2dξ′dxn

1/2

.

Öÿ åêâiâàëåíòíiñòü íîðì ðiâíîìiðíà çà ïàðàìåòðîì λ � 1. Òîìó (3.46) ¹

íàñëiäêîì òàêî¨ íåðiâíîñòi:∫
Rn−1

∞∫
0

r∑
`=0

Φ2
r−`,s−`(|ξ′|;λ)|D`

nû(ξ′, xn;λ)|2dξ′dxn+

+
κ∑
k=1

||%k(·;λ);Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(Rn−1, λ)||2 6 (3.49)

6 C ′

(
m+κ∑
j=1

||gj;Hr−mj−1/2,s−mj−1/2(Rn−1, λ)||2+

+(1 + |λ|r−s)
κ∑
k=1

||%k(·;λ);L2(Rn−1)||2
)
,

äå ÷èñëî C ′ > 0 íå çàëåæèòü âiä λ� 1 i ôóíêöié (3.47), (3.48). Äîâåäåìî öþ

íåðiâíiñòü.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïðîñòið Hθ,η(Rn−1, λ) çàäà¹òüñÿ ïî-ðiçíîìó ó âèïàäêàõ

η > 0 i η < 0 çà ôîðìóëàìè (3.27) i (3.28) âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè

s + αk − 1/2 > 0 (äèâ. çàóâàæåííÿ 2.3 i óìîâó (3.32)) òî íîðìà ó ïðî-

ñòîði Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(Rn−1, λ) çàäàíà ôîðìóëîþ (3.27) äëÿ êîæíîãî k ∈
{1, . . . ,κ}. Òîìó íà ïiäñòàâi (3.27) i (3.28) áà÷èìî, ùî îöiíêà (3.49) ¹ íàñëiä-
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êîì îöiíêè

r∑
`=0

Φ2
r−`,s−`(|ξ′|, λ)

∞∫
0

|D`
nû(ξ′, xn;λ)|2dxn+

+
κ∑
k=1

Φ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, λ)|%̂k(ξ′;λ)|2 ≤ (3.50)

≤ C ′′
m+κ∑
j=1

Φ2
r−mj−1/2,s−mj−1/2(|ξ

′|, λ)|ĝj(ξ′;λ)|2,

äëÿ äîâiëüíèõ ξ′ ∈ Rn−1 \ {0} i ε ∈ (0; 1], äå ÷èñëî C ′′ > 0 íå çàëåæèòü âiä ξ′

i ε .

Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöi¨ (3.47) i (3.48) çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó çàäà÷ó

(3.44), (3.45), äå f(·;λ) ≡ 0. Äîâåäåìî íåðiâíiñòü (??). Íåõàé ξ′ ∈ Rn−1{0}
i ε ∈ (0; 1]. Òîäi ôóíêöiÿ û(ξ′, t;λ) àðãóìåíòó t > 0 ðàçîì ç ÷èñëàìè

%̂1(ξ
′;λ), . . . , %̂κ(ξ′;λ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

A(0)(ξ′, Dn;λ)û(ξ′, xn;λ) = f̂(ξ′, xn;λ), ξ′ ∈ Rn−1, xn > 0,

B
(0)
j (ξ′, Dn)û(ξ′, xn;λ)|xn=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (ξ′)%̂k(ξ

′;λ) = ĝj(ξ
′;λ),

ξ′ ∈ Rn−1, j = 1, . . . ,m+ κ,

äå f̂(ξ′, xn;λ) ≡ 0. Íàãàäà¹ìî, ùî îñòàííÿ ¹ ãðàíè÷íèì ñèìâîëîì çàäà÷i (3.1),

(3.2) ó òî÷öi x0 ∈ ∂G. Öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ òàêîþ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ôóíäà-

ìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ãðàíè÷íîãî ñèìâîëà, ââåäåíîãî ó ï. 2.8:

û(ξ′, xn;λ) =
m+κ∑
q=1

ĝq(ξ
′;λ)vq(ξ

′, xn;λ), (3.51)

%̂k(ξ
′;λ) =

m+κ∑
q=1

ĝq(ξ
′;λ)σq,k(ξ

′;λ), k = 1, . . . ,κ. (3.52)

Ïiäñòàâëÿþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (3.51) i (3.52) â ëiâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi (3.50)

òà çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 3.5 íåâàæêî îòðèìàòè îöiíêó (3.49). Ñïðàâäi, íà

ïiäñòàâi (3.40), ìà¹ìî:

r∑
`=0

Φ2
r−`,s−`(|ξ′|, λ)

∞∫
0

|D`
nû(ξ′, xn;λ)|2dxn =
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=
r∑
`=0

Φ2
r−`,s−`(|ξ′|, λ)

∞∫
0

|D`
n

m+κ∑
q=1

ĝq(ξ
′;λ)vq(ξ

′, xn;λ)|2dxn 6

6 2m+κ−1
r∑
`=0

m+κ∑
q=1

|ĝq(ξ′;λ)|2 Φ2
r−`,s−`(|ξ′|, λ)

∞∫
0

|D`
nvq(ξ

′, xn;λ)|2dxn 6

6 2m+κ−1C2
r∑
`=0

m+κ∑
q=1

|ĝq(ξ′;λ)|2 Φ2
r−`,s−`(|ξ′|, λ)

Φ2
r−mq−1/2,s−mq−1/2(|ξ

′|;λ)

Φ2
r−`,s−`(|ξ′|, λ)

6

6 2m+κ−1C2(r + 1)
m+κ∑
q=1

Φ2
r−mq−1/2,s−mq−1/2(|ξ

′|;λ)|ĝq(ξ′;λ)|2.

Äàëi, îòðèìó¹ìî òàêå:

κ∑
k=1

Φ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, λ)|%̂k(ξ%′;λ)|2 =

=
κ∑
k=1

Φ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, λ)

∣∣∣∣∣
m+κ∑
q=1

ĝq(ξ
′;λ)σq,k(ξ

′;λ)

∣∣∣∣∣
2

6

6 2m+κ−1
κ∑
k=1

m+κ∑
q=1

|ĝq(ξ′;λ)|2 Φ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, λ)|σq,k(ξ′; εσ)|2 6

6 2m+κ−1C2
κ∑
k=1

m+κ∑
q=1

|ĝq(ξ′;λ)|2×

×Φ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, λ)
Φ2
r−mq−1/2,s−mq−1/2(|ξ

′|;λ)

Φ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, λ)
6

6 2m+κ−1C2κ
m+κ∑
q=1

Φ2
r−mq−1/2,s−mq−1/2(|ξ

′|;λ)|ĝq(ξ′;λ)|2.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî äîâåäåííÿ îöiíêè (3.46) â çàãàëüíîìó âèïàäêó. Ïðè-

ïóñòèìî, ÿê i ðàíiøå, ùî ôóíêöi¨ (3.47) i (3.48) çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó çàäà÷ó

(3.44), (3.45). Íà ïiäñòàâi ôîðìóë (3.24), (3.29) áà÷èìî, ùî

r∑
`=0

Φ2
r−`,s−`(|ξ′|, λ)

∞∫
0

|D`
nû(ξ′, xn;λ)|2dxn+

+
κ∑
k=1

Φ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, λ)|%̂k(ξ′;λ)|2 ≤ (3.53)
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≤ C̃

 ∞∫
0

|(Dn − i|ξ′|)s−2µ(Dn − i
√
|λ|2 + |ξ′|2)r−2m−s+2µf̂(ξ′, xn;λ)|2dxn+

+
m+κ∑
j=1

Φ2
r−mj−1/2,s−mj−1/2(|ξ

′|, λ)|ĝj(ξ′;λ)|2
)
,

äëÿ äîâiëüíèõ ξ′ ∈ Rn−1 \ {0} i λ� 1, äå ÷èñëî C ′′ > 0 íå çàëåæèòü âiä ξ′ i λ

.

Çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê u(·;λ) äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (3.44) ó âèãëÿäi

u(·;λ) = v(·;λ) + w(·;λ), äå v(·;λ) � äåÿêèé ñïåöiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê êëàñó

Hr(Rn
+) ðiâíÿííÿ

A(0)(D′, Dn, λ)v(x′, xn;λ) = f(x′, xn;λ), x′ ∈ Rn−1, xn > 0. (3.54)

Öåé ðîçâ'ÿçîê áóäå ïðåäñòàâëåíèé ïiçíiøå. Òîäi ôóíêöi¨ w(·;λ) i

%1(·;λ), . . . , %κ(·;λ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i (3.44), (3.45) íà ïiâîñi

xn > 0:

A(0)(D′, Dn;λ)w(x′, xn;λ) = 0, x′ ∈ Rn−1, xn > 0, (3.55)

B
(0)
j (D′, Dn)w(x′, xn;λ)|xn=0 +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (D′)%k(x

′;λ) = gj(x
′;λ)− χj(x′;λ),

x′ ∈ Rn−1, j = 1, . . . ,m+ κ. (3.56)

äå ïîçíà÷åíî

χj(x
′;λ) := Bj(D

′, Dn)v(x′, xn;λ)|xn=0.

Àíàëîãi÷íî äî äðóãîãî ðîçäiëó, ðîçâ'ÿçîê v(·;λ) ðiâíÿííÿ (3.54) ìîæíà

âèáðàòè òàê, ùîá

Φ2
r−`,s−`(ξ

′, λ)

∞∫
0

|D`
nv̂(ξ′, xn;λ)|2dxn 6 (3.57)

6 C

∞∫
0

|(Dn − i|ξ′|)s−2µ(Dn − i
√
|λ|2 + |ξ′|2)r−2m−s+2µf̂(ξ′, xn;λ)|2dxn,

Φ2
r−mj−1/2,s−mj−1/2(ξ

′, λ)|χj(ξ̂′;λ)|2

6 C

∞∫
0

|(Dn − i|ξ′|)s−2µ(Dn − i
√
|λ|2 + |ξ′|2)r−2m−s+2µf̂(ξ′, xn;λ)|2dxn,
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äëÿ äîâiëüíèõ ξ′ ∈ Rn−1 \ {0}, ε ∈ (0; 1] i j = 1, . . . ,m + κ, äå ÷èñëî C ′′ > 0

íå çàëåæèòü âiä ξ′, ε i j.

Íåðiâíiñòü (3.50) äëÿ ðîçâ'ÿçêó w(·;λ) i %1(·;λ), . . . , %κ(·;λ) íàïiâîäíîði-

äíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (3.55), (3.56) íàáèðà¹ âèãëÿäó

r∑
`=0

Φ2
r−`,s−`(|ξ′|, λ)

∞∫
0

|D`
tŵ(ξ′, t;λ)|2dxn+

+
κ∑
k=1

Φ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, λ)|%̂k(ξ′;λ)|2 ≤ (3.58)

≤ C ′′

(
m+κ∑
j=1

Φ2
r−mj−1/2,s−mj−1/2(|ξ

′|, λ)|ĝj(ξ′;λ)− χ̂j(ξ′;λ)|2
)
.

Ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíîñòÿìè (3.57) � (3.58) îòðèìà¹ìî îöiíêó (3.53):

r∑
`=0

Φ2
r−`,s−`(|ξ′|, λ)

∞∫
0

|D`
t û(ξ′, t;λ)|2dxn+

+
κ∑
k=1

Φ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, λ)|%̂k(ξ′;λ)|2

6 2
r∑
`=0

Φ2
r−`,s−`(ξ

′, λ)

∞∫
0

|D`
n(v̂(ξ′, xn;λ))|2dxn+

+2
r∑
`=0

Φ2
r−`,s−`(ξ

′, λ)

∞∫
0

|D`
n(ŵ(ξ′, xn;λ))|2dxn+

+
κ∑
k=1

Φ2
r+αk−1/2,s+αk−1/2(|ξ

′|, λ)|%̂k(ξ′;λ)|2 6

6 2C

∞∫
0

|(Dn − i|ξ′|)s−2µ(Dn − i
√
|λ|2 + |ξ′|2)r−2m−s+2µf̂(ξ′, xn;λ)|2dxn+

+4C ′′
m+κ∑
j=1

Φ2
r−mj−1/2,s−mj−1/2(|ξ

′|, λ)|ĝj(ξ′;λ)|2+

4C ′′
m+κ∑
j=1

Φ2
r−mj−1/2,s−mj−1/2(|ξ

′|, λ)|χ̂j(ξ′;λ)|2 6 (2C + 4C ′′C)×

×
∞∫
0

|(Dn − i|ξ′|)s−2µ(Dn − i
√
|λ|2 + |ξ′|2)r−2m−s+2µf̂(ξ′, xn;λ)|2dxn+
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+4C ′′
m+κ∑
j=1

Φ2
r−mj−1/2,s−mj−1/2(|ξ

′|, λ)|ĝj(ξ′;λ)|2.

3.8. Äîâåäåííÿ òåîðåì 3.1, 3.2.

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi áóäóòü äîâåäåíi òåîðåìè 3.1, 3.2. Ñõåìà äîâåäåííÿ àíà-

ëîãi÷íà ïiäðîçäiëó 2.10. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1 âèêîðèñòà¹ìî ñòàíäàðòíó

òåõíiêó ëîêàëiçàöi¨ ("çàìîðîæóâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ"). �¨ çàñòîñóâàííÿ äîçâî-

ëÿ¹ çâåñòè äîâåäåííÿ íåîáõiäíüî¨ îöiíêè (3.42) äî âñòàíîâëåííÿ ëîêàëüíèõ ¨¨

àíàëîãiâ, ó ÿêèõ íîñi¨ ôóíêöié u(·;λ) òà %k(·;λ) ìàþòü ìàëèé äiàìåòð. Ñôîð-

ìóëþ¹ìî i äîâåäåìî öi ëîêàëüíi àíàëîãè ó âèãëÿäi ëåìì 3.1, 3.2.

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 3.1. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x0 ∈ G iñíó¹ ¨¨ îêië U ⊂ G òàêèé, ùî äëÿ

äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ u(·;λ) ∈ Hr,s(G, λ) ç suppu ⊂ U ïðàâèëüíîþ ¹ îöiíêà

|[u(·;λ);Hr,s(G, λ)]| ≤

≤ C(|[A(x;D;λ)u(·;λ);Hr−2m,s−2µ(G, λ)]|+ (1 + |λ|r−s)‖u(·;λ);L2(G)‖),

äå ñòàëà C > 0 íåçàëåæèòü âiä u i λ� 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x0 ∈ G. Âèáåðåìî îêië òî÷êè x0, ÿêèé ëåæèòü âñåðåäåíi

G; òîäi, çà óìîâîþ, u äîðiâíþ¹ íóëþ ïîáëèçó ∂G, i òîìó íåðiâíiñòü (3.42)

çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíî¨ íåðiâíîñòi

|[u(·;λ);Hr,s(G, λ)]| ≤ (3.59)

≤ C(|[A(x;D;λ)u(·;λ);Hr−2m,s−2µ(G, λ)]|+ (1 + |λ|r−s)‖u(·;λ);L2(G)‖)

äå ñòàëà C > 0 íå çàëåæèòü âiä u òà ε ∈ (0; 1]. Ìîæíà ââàæàòè, ùî íîðìè

â (3.59) áåðóòüñÿ ïî Rn, îñêiëüêè suppu(x) ⊂ G. Çà òåîðåìîþ 3.6 ïðàâèëüíà

îöiíêà

|[u(·;λ);Hr,s(Rn, λ)]| ≤ (3.60)

≤ C(|[A(0)(x0;D;λ)u(·;λ);Hr−2m,s−2µ(Rn, λ)||+ (1 + |λ|r−s)‖u(·;λ);L2(Rn)‖)
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äå ñòàëà C > 0 íå çàëåæèòü âiä u òà ε, A(0)(x0;D;λ) � ãîëîâíà ÷àñòèíà

îïåðàòîðà A(x;D;λ) iç "çàìîðîæåíèìè"â òî÷öi x0 êîåôiöi¹íòàìè. Çàïèøåìî

A(0)(x0;D;λ) = A(x;D;λ)− (A(x;D;λ)− A(0)(x0;D;λ))−

−(A(0)(x;D;λ)− A(0)(x0;D;λ)),

Íà ïiäñòàâi (3.60) ìà¹ìî:

||u(·;λ);Hr,s(Rn, λ)|| ≤

≤ C(||A(0)(x0;D;λ)u(·;λ);Hr−2m,s−2µ(Rn, λ)||+

+(1 + |λ|r−s)‖u(·;λ);L2(Rn)‖) ≤

≤ C(||A(x;D;λ)u(·;λ);Hr−2m,s−2µ(Rn, λ)||+

+(1 + |λ|r−s)‖u(·;λ);L2(Rn)‖)+

+C||(A(x;D;λ)− A(0)(x;D;λ))u(·;λ);Hr−2m,s−2µ(Rn, λ)||+

+C||(A(0)(x;D;λ)− A(0)(x0;D;λ))u(·;λ);Hr−2m,s−2µ(Rn, λ)||,

Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüîãî, ñêîðèñòàâøèñü âåðñi¹þ âiäîìî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨

íåðiâíîñòi ó âèïàäêó, êîëè íîðìè ñîáîë¹âñüêèõ ïðîñòîðiâ çàëåæàòü âiä âåëè-

êîãî ïàðàìåòðà λ [73], çàâåðøèìî äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê x0 ∈ ∂G. Îêiëüêè ìåæà ∂G ¹ äîñòàòíüî ãëàäêîþ, òî

iñíó¹ ¨¨ ñêií÷åííå ïîêðèòòÿ îáëàñòÿìè Uk òàêå, ùî ó êîæíié Uk Ó âèïàäêó

U ∩ ∂G 6= ∅ âèáåðåìî òî÷êó x0 ∈ U ∩ ∂G. Ïðàâèëüíîþ ¹ íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 3.2. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x0 ∈ ∂G iñíó¹ ¨¨ îêië U ⊂ G òàêèé,

ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié u(·;λ) ∈ Hr,s(∂G, λ) ç suppu ⊂ U i %k(·;λ) ∈
Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(∂G, λ) ç supp %k ⊂ U ïðàâèëüíîþ ¹ îöiíêà

||u(·;λ);Hr,s(G, λ)||+
κ∑
k=1

||%k(·;λ);Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(∂G, λ)|| ≤

≤ C
(
||A(x;D;λ)u(·;λ);Hr−2m,s−2µ(G, λ)||+

+
m+κ∑
j=1

||Bj(x;D)u(·;λ) +
κ∑
k=1

Cj,k(x;D′)%k(·;λ);Hr−mj−1/2,s−mj−1/2(∂G, λ)||+

+(1 + |λ|r−s)(||u;L2(G)||+
κ∑
k=1

||%k(·;λ);L2(∂G)||)
)
.

äå ñòàëà > 0 íåçàëåæèòü âiä u, %k i λ� 1.
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Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëîêàëüíi êîîðäèíàòè i îöiíêó ç òåîðåìè 2.9

îòðèìó¹ìî, ùî âiðíà àïðiîðíà îöiíêà äëÿ ìîäåëüíî¨ çàäà÷i â Rn
+

||u(·;λ);Hr,s(Rn
+, λ)||+

κ∑
k=1

||%k(·;λ);Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(Rn−1, λ)|| 6

6 C
(
||A(0)(x0;D;λ)u(·;λ);Hr−2m,s−2µ(Rn

+, λ)||+

+
m+κ∑
j=1

||B(0)
j (x0;D)u(·;λ) +

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (x0;D

′)%k(·;λ);Hr−mj−1/2,s−mj−1/2(Rn−1, λ)||+

+(1 + |λ|r−s)(||u(·;λ);L2(Rn
+)||+

κ∑
k=1

||%k(·;λ);L2(Rn−1)||)
)
.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî

A(0)(x0;D;λ) = A(x;D;λ)− (A(x;D;λ)− A(0)(x0;D;λ))−

−(A(0)(x;D;λ)− A(0)(x0;D;λ)),

B
(0)
j (x0;D;λ) = Bj(x;D;λ)− (Bj(x;D;λ)−B(0)

j (x0;D;λ))−

−(B
(0)
j (x;D;λ)−B(0)

j (x0;D;λ)),

C
(0)
j,k (x0;D;λ) = Cj,k(x;D;λ)− (Cj,k(x;D;λ)− C(0)

j,k (x0;D;λ))−

−(C
(0)
j,k (x;D;λ)− C(0)

j,k (x0;D;λ)).

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äî ï. 2.10, îòðèìà¹ìî íåîáõiäíþ îöiíêó.

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ îöiíêè (3.42). Ç ïîêðèòòÿ G = G ∪ ∂G îêîëà-

ìè U , ïîáóäîâàíèìè ïðè äîâåäåííi ëåì 3.1, 3.2, âèáåðåìî çà ëåìîþ Ãåéíå

�Áîðåëÿ ñêií÷åíå ïiäïîêðèòòÿ. Âiçüìåìî â G ðîçáèòòÿ îäèíèöi, óçãîäæåíå ç

öiì ïiäïîêðèòòÿì.

Ïîêëàäåìî äëÿ ôóíêöié u(·;λ) ∈ Hr,s(G, λ) i %k(·;λ) ∈
Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(∂G, λ), k = 1, · · · ,κ:

u =
∑
i

ui, %k =
∑
i

%k,i.

Òîäi ñïðàâåäëèâà îöiíêà

||u(·;λ);Hr,s(G, λ)||+
κ∑
k=1

||%k(·;λ);Hr+αk−1/2,s+αk−1/2(∂G, λ)|| ≤
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≤ C
∑
i

(
||A(x;D;λ)ui(·;λ);Hr−2m,s−2µ(G, λ)||+

+
m+κ∑
j=1

||Bj(x;D)ui(·;λ) +
κ∑
k=1

Cj,k(x;D′)%k,i(·;λ);Hr−mj−1/2,s−mj−1/2(∂G, λ)||+

+(1 + |λ|r−s)(||ui;L2(G)||+
κ∑
k=1

||%k,i(·;λ);L2(∂G)||)
)
.

Äëÿ äîâåäåííÿ çàëèøèëîñÿ ñêîðèñòàòèñÿ ëåìàìè 3.1, 3.2.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2. âèêîðèñòà¹ìî ñòàí-

äàðòíó òåõíiêó ëîêàëiçàöi¨. Çà äîïîìîãîþ ðîçáèòòÿ îäèíèöi äîñèòü ùî ç

îöiíêè (3.42) äëÿ u ∈ Hr(G) ç ìàëèì íîñi¹ì suppu ⊂ U òà %k(·;λ) ∈
Hr+αk−1/2(∂G), (k = 1, . . . ,κ) ç ìàëèì íîñi¹ì supp %k(·;λ) ⊂ U ∩ ∂G âèïëè-

âà¹ åëiïòè÷íiñòü ç ìàëèì ïàðàìåòðîì. Äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî

ï. 2.10.

Íåîõiäiñòü óìîâè 3.1-3.6.Ïåðø çà âñå çàçíà÷èìî, ùî çàñòîñóâàâøè îöiíêó

(3.42) ïðèéäåìî äî íàñòóïíî¨ íåðiâíîñòi

||u(·;λ);Hr,s(G, λ)|| ≤ (3.61)

≤ C(||A(x;D;λ)u(·;λ);Hr−2m,s−2µ(G, λ)||+ (1 + |λ|r−s)‖u(·;λ);L2(G)‖)

äå ñòàëà C > 0 íå çàëåæèòü âiä u òà λ � 1. Ìîæíà ââàæàòè, ùî íîðìè â

(3.59) áåðóòüñÿ ïî Rn, îñêiëüêè suppu(x) ⊂ G.

Çàïèøåìî

A(x;D;λ) = A(0)(x0;D;λ)− (A(0)(x0;D;λ)− A(0)(x;D;λ))−

−(A(0)(x;D;λ)− A(x;D;λ)),

Íà ïiäñòàâi (3.61) ìà¹ìî:

||u(·;λ);Hr,s(Rn, λ)|| ≤

≤ C(||A(x;D;λ)u(·;λ);Hr−2m,s−2µ(Rn, λ)||+

+(1 + |λ|r−s)‖u(·;λ);L2(Rn)‖) ≤

≤ C(||A(0)(x0;D;λ)u(·;λ);Hr−2m,s−2µ(Rn, λ)||+

+(1 + |λ|r−s)‖u(·;λ);L2(Rn)‖)+

+C||(A(0)(x0;D;λ)− A(0)(x;D;λ))u(·;λ);Hr−2m,s−2µ(Rn, λ)||+

+C||(A(0)(x;D;λ)− A(x;D;λ))u(·;λ);Hr−2m,s−2µ(Rn, λ)||,
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Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî ïiäðîçäiëó 2.10 i ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ 3.8 îòðè-

ìà¹ìî íåîáõiäíiñòü ðåøòè óìîâ.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ñëàáêî åëiïòè÷íi ç ïàðàìåòðîì êðàéîâi

çàäà÷i ç íåâiäîìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi. Îòðèìàíî òàêi

ðåçóëüòàòè:

1. Ââåäåíî êëàñ ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ ç íåâiäî-

ìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáìåæåíî¨ åâêëiäîâî¨ îáëàñòi.

2. Äëÿ çàäà÷ ç öüîãî êëàñó ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ

i îòðèìàíî iíòåãðàëüíi îöiíêè ¨õ ïîõiäíèõ.

3. Äëÿ ñîáîë¹âñüêèõ íîðì ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ âñòàíîâëåíî àïðiîðíi îöií-

êè, ó ÿêèõ ñòàëi íå çàëåæàòü âiä âåëèêîãî ïàðàìåòðà. Ïîêàçàíî, ùî öi

îöiíêè ¹ íåîáõiäíèìè äëÿ ñëàáêî¨ åëiïòè÷íîñòi âêàçàíèõ êðàéîâèõ çà-

äà÷.

Ìàòåðiàëè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [17, 19, 27, 28, 30].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ õàðàêòåðó ðîçâ'ÿçíîñòi åëi-

ïòè÷íèõ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì òà ñëàáêî åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ç íåâiäî-

ìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáëàñòi. Îòðèìàíî òàêi ðåçóëüòàòè:

1. Ââåäåíî êëàñ åëiïòè÷íèõ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ ç íåâiäî-

ìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáìåæåíî¨ åâêëiäîâî¨ îáëàñòi.

2. Ïîáóäîâàíî ôîðìàëüíi àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè öèõ çàäà÷.

3. Ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ äîñëiäæóâàíèõ çàäà÷

òà îòðèìàíî iíòåãðàëüíi îöiíêè ¨õ ïîõiäíèõ.

4. Äëÿ ñîáîë¹âñüêèõ íîðì ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ âñòàíîâëåíî àïðiîðíi îöií-

êè, ó ÿêèõ ñòàëi íå çàëåæàòü âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà. Äîâåäåíî, ùî öi

îöiíêè ¹ íå ëèøå äîñòàòíiìè, àëå é íåîáõiäíèìè äëÿ åëiïòè÷íîñòi ç ìà-

ëèì ïàðàìåòðîì âêàçàíèõ çàäà÷.

5. Ââåäåíî êëàñ ñëàáêî åëiïòè÷íèõ ç ïàðàìåòðîì êðàéîâèõ çàäà÷ ç íåâiäî-

ìèìè äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè íà ìåæi îáìåæåíî¨ åâêëiäîâî¨ îáëàñòi.

6. Äëÿ çàäà÷ ç öüîãî êëàñó ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ

i îòðèìàíî iíòåãðàëüíi îöiíêè ¨õ ïîõiäíèõ.

7. Äëÿ ñîáîë¹âñüêèõ íîðì ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ âñòàíîâëåíî àïðiîðíi îöií-

êè, ó ÿêèõ ñòàëi íå çàëåæàòü âiä âåëèêîãî ïàðàìåòðà. Ïîêàçàíî, ùî öi

îöiíêè ¹ íåîáõiäíèìè äëÿ ñëàáêî¨ åëiïòè÷íîñòi âêàçàíèõ êðàéîâèõ çà-

äà÷.
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