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Загальна характеристика роботи

Робота присвячена дослiдженню апроксимативних характеристик
класiв 2π-перiодичних функцiй. Зокрема, вивчаються найкращi набли-
ження, наближення сумами Фур’є, найкращim-членнi тригонометрич-
нi наближення, найкращi ортогональнi тригонометричнi наближення,
грiдi-алгоритми, бiлiнiйнi наближення та тригонометричнi поперечни-
ки класiв Lψβ,p у просторi Lq для рiзних спiввiдношень мiж парамет-
рами p i q.

Актуальнiсть теми. Дослiдження, пов’язанi зi знаходженням
найкращих наближень перiодичних функцiй тригонометричними полi-
номами, беруть свiй початок з вiдомих робiт П. Л. Чебишева, К. Вей-
єрштрасса, А. Лебега, С. Н. Бернштейна, Х. Бора та Д. Джексона,
якi вiдносяться до кiнця XIX - початку XX сторiччя. У цих роботах
увага придiлялась переважно питанням наближення iндивiдуальних
функцiй.

Напрям теорiї апроксимацiї, пов’язаний з дослiдженням набли-
жень на функцiональних класах, починає розвиватись на початку XX
сторiччя. Дослiдженням поведiнки найкращих наближень, наближень
сумами Фур’є та тригонометричними полiномами, якi будуються на
основi розкладiв у ряди Фур’є, на рiзноманiтних функцiональних кла-
сах займались Ш. Валле Пуссен, А. М. Колмогоров, С. М. Нiкольсь-
кий, Ж. Фавар. Цi дослiдження були продовженi i суттєво розвинутi
у роботах Н. I. Ахiєзера, В. Ф. Бабенка, В. К. Дзядика, О. В. Єфiмо-
ва, П. В. Задерея, М. Г. Крейна, М. П. Корнiйчука, О. К. Кушпеля,
В. П. Моторного, Б. Надя, В. С. Романюка, В. I. Рукасова, В. В. Сав-
чука, А. С. Сердюка, О. I. Степанця, С. Б. Стєчкiна, С. О. Теляковсь-
кого, В. М. Темлякова, М. П. Тiмана, О. П. Тiмана, Р. М. Тригуба та
багатьох iнших математикiв.

Останнiм часом все бiльшого розповсюдження набуває метод m-
членного тригонометричного наближення, тобто наближення класiв
перiодичних функцiй за допомогою полiномiв виду

T (Θm, x) =

m∑
k=1

cke
inkx,

де Θm— набiр iз m цiлих чисел n1, ..., nm та ck — довiльнi комплекснi
числа. Апроксимативнi властивостi цього методу вiдносно добре вiдо-
мих класiв перiодичних функцiйW r

β,p,H
r
p , Brp,θ, як однiєї так i багатьох

змiнних, дослiджувались у роботах В. М. Темлякова, Е. С. Белiнсько-
го, Б. С. Кашина, А. С. Романюка та iнших.
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Згодом Е. С. Белiнським було розглянуто величину найкращо-
го ортогонального тригонометричного наближення. Дослiдження цiєї
апроксимативної характеристики для рiзних функцiональних класiв
набуло свого розвитку завдяки роботам Е. С. Белiнського, В. М. Тем-
лякова, А. С. Романюка, В. С. Романюка, С. А. Стасюка, С. П. Вой-
тенка, А. Л. Шидлiча та iнших.

Поряд з вищезгаданими апроксимативними характеристиками у
теорiї наближення розглядають задачi стосовно порядкiв тригономет-
ричних поперечникiв. Вiдповiднi результати у цьому напрямi одержа-
но у працях Я. С. Бугрова, Р. С. Iсмагiлова, В. Є. Майорова, I. Ма-
ковоза, Е. С. Белiнського, Г. Г. Магарiл-Iльяєва, В. М. Темлякова,
А. С. Романюка, В. С. Романюка, С. А. Стасюка, А. Ф. Конограя,
Н. В. Дерев’янко та iнших.

У 1983 р. О. I. Степанцем була запроваджена нова класифiкацiя
перiодичних функцiй однiєї змiнної. Внаслiдок цього були введенi кла-
си Lψβ,p, якi при фiксованих значеннях параметрiв, що їх визначають,
спiвпадають з класами Вейля-Надя W r

β,p. Для зазначених класiв Lψβ,p
на даний час отримано розв’язки цiлої низки задач теорiї наближення
функцiй, якi ранiше розглядалися на класах Вейля-Надя.

Порядковi оцiнки найкращих наближень та наближень сумами
Фур’є класiв Lψβ,p у просторi Lq при рiзних спiввiдношеннях мiж па-
раметрами p i q та при рiзноманiтних швидкостях прямування до
нуля послiдовностi ψ(k) дослiджувались у роботах О. I. Степанця,
О. К. Кушпеля, С. О. Теляковського, Р. М. Тригуба, А. С. Сердюка,
I. В. Соколенка, У. З. Грабової, Т. А. Степанюк та iнших.

Оцiнки найкращих m-членних тригонометричних наближень та
найкращих ортогональних тригонометричних наближень для класiв
Lψβ,p у просторi Lq було отримано у роботах О. I. Степанця, А. С. Рома-
нюка, Н. М. Консевич, О. С. Федоренка, А. С. Федоренка, А. Л. Шид-
лiча, А. С. Сердюка, Т. А. Степанюк та iнших. Тригонометричнi по-
перечники класiв Lψβ,p у просторi Lq дослiджувались Н. М. Консевич,
О. С. Федоренком, А. С. Сердюком та Т. А. Степанюк.

Вiддаючи належне iстотному внеску вищезгаданих авторiв у роз-
виток даної тематики, варто зазначити, що на сьогоднiшнiй день ще
залишається низка важливих питань, якi чекають свого розв’язання.
Слiд зазначити, що при дослiдженнi зазначених характеристик класiв
Lψβ,p у просторi Lq основна увага була зосереджена на тих випадках,
коли параметри p i q не приймають граничних значень 1 та∞. З iншого
боку, саме в цих випадках отримання оцiнок деяких апроксимативних
характеристик цiкаве, як з точки зору практичних застосувань, так i
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з точки зору нових методiв, якi при цьому необхiдно використовувати.
Останнiм часом у теорiї наближення потужного розвитку на-

були дослiдження, пов’язанi з бiлiнiйними наближеннями та грiдi-
алгоритмами. Порядковi оцiнки грiдi-алгоритмiв для деяких функцiо-
нальних класiв встановлювалися у роботах В. М. Темлякова, С. А. Ста-
сюка, С. П. Войтенка, А. Л. Шидлiча та iнших. Оцiнки величин
найкращих бiлiнiйних наближень для тих або iнших функцiональних
класiв дослiджувались у працях Р. С. Iсмагiлова, М.-Б. А. Бабаєва,
М. В. Мiрошина i В. В. Хромова, В. М. Темлякова, А. С. Романю-
ка, В. С. Романюка, К. В. Солiч та iнших. Проте питання про точнi
порядки бiлiнiйних наближень та грiдi-алгоритмiв на класах Lψβ,p у
просторах Лебега залишалися вiдкритими.

Таким чином, з огляду на вищесказане, актуальними є дослiд-
ження найкращих наближень, наближень сумами Фур’є, найкращих
m-членних тригонометричних наближень, найкращих ортогональних
тригонометричних наближень, грiдi-алгоритмiв, бiлiнiйних наближень
та тригонометричних поперечникiв на класах Lψβ,p у просторах Лебега
та порiвняння вiдповiдних апроксимативних характеристик.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Робота виконана у вiддiлi теорiї функцiй Iнституту математики
НАН України згiдно з науково-дослiдною темою "Апроксимативнi та
структурнi характеристики функцiональних множин" , номер держав-
ної реєстрацiї 0111 U 002079.

Мета i завдання дослiдження. Метою роботи є знаходжен-
ня у нових, не дослiджених ранiше ситуацiях, точних за поряд-
ком оцiнок найкращих наближень, наближень сумами Фур’є, най-
кращих m-членних тригонометричних наближень, найкращих орто-
гональних тригонометричних наближень, наближень за допомогою
грiдi-алгоритмiв, найкращих бiлiнiйних наближень та тригонометрич-
них поперечникiв класiв Lψβ,p у метрицi Lq для певних спiввiдношень
мiж параметрами p та q.

Об’єктом дослiдження є класи перiодичних функцiй Lψβ,p.
Предметом дослiдження є деякi апроксимативнi характеристики

функцiональних класiв Lψβ,p у просторах Лебега. Зокрема, вивчаються
найкращi наближення, наближення сумами Фур’є, найкращi m-членнi
тригонометричнi наближення, найкращi ортогональнi тригонометрич-
нi наближення, грiдi-алгоритми, бiлiнiйнi наближення та тригономет-
ричнi поперечники.

Для досягнення поставленої мети у роботi було сформульовано
такi задачi дослiдження:
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1. Одержати точнi за порядком оцiнки найкращих наближень, на-
ближень сумами Фур’є та найкращих ортогональних тригонометрич-
них наближень перiодичних функцiй, якi є аналогами ядер Бернуллi.

2. Встановити точнi за порядком оцiнки найкращих наближень,
наближень сумами Фур’є, найкращих m-членних тригонометричних
наближень, найкращих ортогональних тригонометричних наближень
та тригонометричних поперечникiв класiв Lψβ,p у метрицi Lq для тих
випадкiв, коли параметри p i q приймають граничнi значення 1 та ∞.

3. Дослiдити поведiнку грiдi-алгоритмiв на класах Lψβ,p у просторi
Lq. Порiвняти встановленi результати з вiдповiдними результатами
для найкращих m-членних та найкращих ортогональних тригономет-
ричних наближень.

4. Знайти точнi порядки найкращих бiлiнiйних наближень класiв
функцiй двох змiнних, якi породженi функцiями однiєї змiнної iз
класiв Lψβ,p зсувами аргументу, у просторi Lq1,q2 , 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞.
Порiвняти отриманi оцiнки з вiдповiдними оцiнками колмогоровських
поперечникiв.

Методи дослiдження. При розв’язаннi поставлених задач у ди-
сертацiйнiй роботi використовуються загальнi методи теорiї функцiй
у поєднаннi з методами, якi були розробленi у роботах О. I. Степанця,
В. М. Темлякова, Е. С. Белiнського, А. С. Романюка та iнших.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати роботи
є новими i полягають у наступному.

1. Одержано точнi за порядком оцiнки найкращих наближень, на-
ближень сумами Фур’є та найкращих ортогональних тригонометрич-
них наближень 2π-перiодичних функцiй Fψ(x, β), якi є аналогами ядер
Бернуллi у просторi Lq при 1 < q <∞.

2. Встановлено точнi за порядком оцiнки найкращих наближень,
наближень сумами Фур’є, найкращих m-членних тригонометричних
наближень, найкращих ортогональних тригонометричних наближень
та тригонометричних поперечникiв класiв Lψβ,p у метрицi Lq для пев-
них спiввiдношень мiж параметрами p та q.

3. Дослiджено поведiнку грiдi-алгоритмiв на класах Lψβ,p у просторi
Lq. Встановлено, що при деяких спiввiдношеннях мiж параметрами p
та q оцiнки цих величин спiвпадають за порядком з оцiнками найкра-
щих m-членних тригонометричних наближень класiв Lψβ,p у просторi
Lq.

4. Знайдено точнi порядки найкращих бiлiнiйних наближень класiв
функцiй двох змiнних, якi породженi функцiями однiєї змiнної iз
класiв Lψβ,p зсувами аргументу, у просторi Lq1,q2 , 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞. При
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цьому виявилось, що порядки найкращих бiлiнiйних наближень, кол-
могоровських поперечникiв та найкращих m-членних тригонометрич-
них наближень класiв Lψβ,p у просторах Лебега спiвпадають.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна
робота носить теоретичний характер. Результати роботи та методика їх
отримання можуть бути використанi при подальшому вивченнi питань
теорiї наближення функцiй.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку
дослiдження, а також постановка задач належать науковому
керiвнику — доктору фiз.–мат. наук, професору А. С. Романюку. Всi
результати дисертацiйної роботи отриманi здобувачем самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи
доповiдалися на:

— семiнарах вiддiлу теорiї функцiй (Iнститут математики НАН
України; керiвник семiнару — доктор фiз.–мат. наук, професор
А. С. Романюк);

— семiнарi "Сучасний аналiз" (механiко–математичний факультет
Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка; керiв-
ники семiнару — доктори фiз.–мат. наук, професори I. О. Шевчук,
О. О. Курченко, В. М. Радченко);

— IV мiжнароднiй ганськiй конференцiї, присвяченiй 135-iй рiчницi
вiд дня народження Ганса Гана, Чернiвцi, 30 червня – 5 липня 2014
року;

— мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, Київ, 3 – 6 черв-
ня 2015 року;

— науковiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю вiд дня народжен-
ня К. Ф. Фiшмана та М. К. Фаге, Чернiвцi, 1 – 4 липня 2015 року;

— мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В. Я. Скоробагатька,
Дрогобич, 25 – 28 серпня 2015 року;

— мiжнароднiй науковiй конференцiї з нагоди 75-рiччя В. П. Мо-
торного "Теорiя наближень i її застосування", Днiпропетровськ, 8 – 11
жовтня 2015 року.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiкова-
но в одинадцяти наукових публiкацiях [1 – 11]. Шiсть з них [1 – 6] є
статтями у наукових виданнях, внесених до перелiку фахових видань
з фiзико-математичних наук, двi з яких [5, 6] надруковано у виданнi,
внесеному до мiжнародних наукометричних баз. Решта п’ять опублi-
ковано у збiрниках тез мiжнародних наукових конференцiй.

Структура та обсяг роботи. Дисертацiя складається з перелiку
умовних позначень, вступу, трьох роздiлiв, висновкiв та списку вико-
ристаних джерел, який мiстить 119 найменувань. Повний обсяг дисер-
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тацiї складає 121 сторiнку друкованого тексту.

Основний змiст дисертацiї

У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, сформульова-
но мету та завдання дослiдження, а також висвiтлено наукову новизну
одержаних результатiв.

У першому роздiлi дисертацiї зроблено огляд лiтератури, яка сто-
сується дослiджуваних апроксимативних характеристик. Зокрема, у
пiдроздiлi 1.1 висвiтлюються основнi етапи розвитку теорiї наближен-
ня, а також описано iсторiю виникнення та дослiдження найкращих
наближень, наближень сумами Фур’є та колмогоровських поперечни-
кiв функцiональних класiв. У пiдроздiлi 1.2 наведено детальний огляд
лiтератури щодо iсторiї дослiдження найкращих m-членних тригоно-
метричних наближень, найкращих ортогональних тригонометричних
наближень, грiдi-алгоритмiв, бiлiнiйних наближень та тригонометрич-
них поперечникiв.

Нехай Lq — простiр 2π-перiодичних i сумовних у степенi q,
1 ≤ q <∞, (вiдповiдно суттєво обмежених при q = ∞) на вiдрiзку
[−π, π] функцiй f . Норма у цьому просторi визначається таким чином:

‖f‖Lq = ‖f‖q =


(

1
2π

π∫
−π
|f(x)|qdx

) 1
q

, 1 ≤ q <∞,

ess sup
x∈[−π,π]

|f(x)| , q =∞.

Для функцiї f ∈ L1 розглянемо її ряд Фур’є∑
k∈Z

f̂(k)eikx,

де f̂(k) = 1
2π

π∫
−π

f(t)e−iktdt — коефiцiєнти Фур’є функцiї f.

Скрiзь нижче будемо вважати, що для f ∈ L1 виконується умова

π∫
−π

f(t)dt = 0.

Нехай далi ψ(t) 6= 0, t ∈ N, β — довiльне фiксоване дiйсне число.
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Якщо ряд ∑
k∈Z\{0}

ei
π
2 βsignk

ψ(|k|)
f̂(k)eikx

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї, то її, наслiдуючи О. I. Сте-
панця, назвемо (ψ, β)-похiдною функцiї f i позначимо fψβ . Множину
функцiй f , що задовольняють таку умову, позначатимемо Lψβ . Далi
будемо вважати, що функцiя f належить класу Lψβ,p, якщо

f ∈ Lψβ i f
ψ
β ∈ Up = {ϕ : ϕ ∈ Lp, ‖ϕ‖p ≤ 1}, 1 ≤ p ≤ ∞.

Зауважимо, що при ψ(|k|) = |k|−r, r > 0, k ∈ Z \ {0}, класи Lψβ,p
спiвпадають з класами Вейля-Надя W r

p,β .
Нехай для фiксованої функцiї натурального аргументу ψ i числа

β ∈ R ряд ∑
k∈Z\{0}

ψ(|k|)e−iπ2 βsignkeikx

є рядом Фур’є деякої сумовної на [−π, π] функцiї Fψ(x, β).
Тепер наведемо означення апроксимативних характеристик, якi

дослiджувалися у роботi.
Нехай Tm — множина тригонометричних полiномiв t, якi мають

вигляд

t(x) =

m∑
k=−m

cke
ikx.

Для f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, покладемо

Em(f)q = inf
t∈Tm

∥∥∥∥f(·)− t(·)
∥∥∥∥
q

. (1)

Величину (1) називають найкращим наближенням функцiї f полi-
номами Tm у просторi Lq.

Якщо F ⊂ Lq — деякий функцiональний клас, то покладемо

Em(F )q = sup
f∈F

inf
t∈Tm

∥∥∥∥f(·)− t(·)
∥∥∥∥
q

.

Далi, через Em(F )q, будемо позначати величину

Em(F )q = sup
f∈F

∥∥∥∥f(·)−
m∑

k=−m

f̂(k)eik·
∥∥∥∥
q

,
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яка називається наближенням сумами Фур’є функцiонального класу
F у метрицi Lq.

Легко бачити, що для величин Em(F )q i Em(F )q має мiсце спiввiд-
ношення

Em(F )q ≤ Em(F )q.

Основну увагу в роботi придiлено вивченню наступних величин:

em(f)q = inf
Θm

inf
T (Θm,·)

∥∥∥∥f(·)− T (Θm, ·)
∥∥∥∥
q

, (2)

e⊥m(f)q = inf
Θm

∥∥∥∥f(·)− SΘm(f, ·)
∥∥∥∥
q

, (3)

де

T (Θm, x) =

m∑
k=1

cke
inkx,

Θm— набiр iз m цiлих чисел n1, ..., nm та ck — довiльнi комплекснi
числа,

SΘm(f, x) =

m∑
k=1

f̂(nk)einkx.

Величину (2) називають найкращим m-членним тригонометрич-
ним наближенням, а (3) — найкращим ортогональним тригонометрич-
ним наближенням функцiї f ∈ Lq. Якщо F ⊂ Lq, то покладемо

em(F )q = sup
f∈F

em(f)q, (4)

e⊥m(F )q = sup
f∈F

e⊥m(f)q. (5)

Очевидно, що величини (4) i (5) пов’язанi спiввiдношенням

em(F )q ≤ e⊥m(F )q.

Величина e⊥m(F )q тiсно пов’язана з наступною апроксимативною
характеристикою.

Нехай {f̂(k(l))}∞l=1 — коефiцiєнти Фур’є {f̂(k)}k∈Z функцiї f ∈ L1,
впорядкованi у порядку незростання їх модулiв, тобто

|f̂(k(1))| ≥ |f̂(k(2))| ≥ ...
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Позначимо для f ∈ Lq

Gm(f, x) :=

m∑
l=1

f̂(k(l))eik(l)x

i розглянемо величину

sup
f∈F
‖f(·)−Gm(f, ·)‖q.

Для функцiонального класу F ⊂ Lq покладемо

Gm(F )q = sup
f∈F
‖f(·)−Gm(f, ·)‖q.

Розглянутий метод побудови m-членного тригонометричного набли-
ження називається грiдi-алгоритмом (вiд англ. greedy algorithm).

Легко бачити, що згiдно з означеннями

em(F )q ≤ e⊥m(F )q ≤ Gm(F )q

та
em(F )2 = e⊥m(F )2 = Gm(F )2.

Зазначимо також, що величина em(F )q не перевищує величини
тригонометричного поперечника dTm(F,Lq), який визначається наступ-
ним чином:

dTm(F,Lq) = inf
Θm

sup
f∈F

inf
P (Θm,·)

||f(·)− P (Θm, ·)||q .

Поряд з апроксимативною характеристикою em(F )q у теорiї на-
ближень розглядають величину найкращого бiлiнiйного наближення
τm(F )q1,q2 .

Нехай Lq1,q2 , 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞ — множина функцiй f(x, y),
x, y ∈ [−π, π], зi скiнченною мiшаною нормою

‖f(x, y)‖q1,q2 =

∥∥∥∥‖f(·, y)‖q1
∥∥∥∥
q2

,

причому норма обчислюється спочатку у просторi Lq1 по змiннiй
x ∈ [−π, π], а потiм вiд результату по змiннiй y ∈ [−π, π] у просторi
Lq2 . Для f(x− y) ∈ Lq1,q2 покладемо

τm(f(x− y))q1,q2 = inf
uj(x),vj(y)

∥∥∥∥f(x− y)−
m∑
j=1

uj(x)vj(y)

∥∥∥∥
q1,q2

,
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де uj ∈ Lq1 , vj ∈ Lq2 .
Якщо F ⊂ Lq1 , то величина

τm(F )q1,q2 = sup
f∈F

τm(f(x− y))q1,q2 ,

називається найкращим бiлiнiйним наближенням.
Одержанi результати формулюються у термiнах порядкових

спiввiдношень. Для величин A i B запис A � B означає, що iснують
додатнi сталi C1 та C2 такi, що C1A ≤ B ≤ C2A. Якщо тiльки B ≤ C2A
(B ≥ C1A), то пишемо B � A (B � A). Всi константи Ci, i = 1, 2, ...,
якi будуть зустрiчатися у роботi, можуть залежати лише вiд тих пара-
метрiв, що входять в означення класу та метрики, в якiй вимiрюється
похибка наближення.

У другому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджуються питання,
пов’язанi з порядковими оцiнками найкращих наближень, наближень
сумами Фур’є, найкращих m-членних тригонометричних наближень,
найкращих ортогональних тригонометричних наближень та тригоно-
метричних поперечникiв класiв Lψβ,p перiодичних функцiй у просторi
Lq для рiзних спiввiдношень мiж параметрами p i q. Зокрема, у пiд-
роздiлi 2.2 одержано точнi за порядком оцiнки найкращих наближень,
наближень сумами Фур’є та найкращих ортогональних тригономет-
ричних наближень 2π-перiодичних функцiй Fψ(x, β) у просторi Lq при
1 < q <∞.

Позначимо через B множину функцiй ψ(t), t ∈ N, що задовольня-
ють умови:

1) ψ — додатнi i незростаючi;
2) iснує стала C > 0 така, що

ψ(t)

ψ(2t)
≤ C, t ∈ N.

Зазначимо, що до множини B належать, наприклад, функцiї 1
tr ,

r > 0; lnγ(t+1)
tr , γ ∈ R, r > 0 та iншi.

У прийнятих позначеннях справедлива теорема.
Теорема 2.1. Нехай 1 < q < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм того,

iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t1−
1
q+ε, t ∈ N, не зростає.

Тодi справедливi порядковi оцiнки

Em(Fψ)q � Em(Fψ)q � ψ(m)m1− 1
q .

Зауваження 2.1. У випадку ψ(|k|) = |k|−r, r > 1− 1
q , 1 ≤ q ≤ ∞

вiдповiдний результат було одержано В. М. Темляковим.
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Теорема 2.2. Нехай 1 < q < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм того,
iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t1−

1
q+ε, t ∈ N, не зростає.

Тодi справедлива порядкова оцiнка

e⊥m(Fψ)q � ψ(m)m1− 1
q .

Зауваження 2.2. У випадку ψ(|k|) = |k|−r, r > 1 − 1
q порядок

величини e⊥m(Fψ)q, 1 < q <∞, встановлено А. С. Романюком.
Виявлено, що величини em(Fψ)q, e⊥m(Fψ)q, Em(Fψ)q та Em(Fψ)q у

випадку 1 < q ≤ 2 рiвнi за порядком.
З використанням цих результатiв у пiдроздiлi 2.3 отримано точнi

за порядком оцiнки найкращих ортогональних тригонометричних наб-
лижень класiв Lψβ,1 у просторi Lq, 1 < q <∞. При цьому зазначимо, що
на функцiї ψ довелось накласти додатковi умови, крiм належностi їх
до множини B, що зумовлено використанням вiдповiдних допомiжних
тверджень.

Теорема 2.3. Нехай 1 < q <∞, ψ ∈ B, β ∈ R, виконується одна
з умов

∆2

(
1

ψ(t)

)
≥ 0, t ∈ N, (6)

або
∆2

(
1

ψ(t)

)
≤ 0, t ∈ N, (7)

де
∆2

(
1

ψ(t)

)
=

1

ψ(t)
− 2

ψ(t+ 1)
+

1

ψ(t+ 2)

i, крiм того, iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t1−
1
q+ε, t ∈ N,

не зростає. Тодi справедливе спiввiдношення

e⊥m(Lψβ,1)q � ψ(m)m1− 1
q .

Зауваження 2.3. У випадку ψ(|k|) = |k|−r, r > 1 − 1
q , даний

результат було одержано А. С. Романюком.
Зазначимо, що при виконаннi умов теореми 2.3 має мiсце порядкове

спiввiдношення

e⊥m(Lψβ,1)q � Em(Lψβ,1)q � Em(Lψβ,1)q.
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У пiдроздiлi 2.4 знайдено точнi за порядком оцiнки найкращих m-
членних тригонометричних наближень i тригонометричних попереч-
никiв класiв Lψβ,1 у просторi Lq, 2 ≤ q < ∞. Крiм цього, одержано
також порядки найкращих m-членних тригонометричних наближень
класiв Lψβ,1 функцiй малої гладкостi у просторi Lq, 2 ≤ q <∞.

Теорема 2.4. Нехай 2 ≤ q <∞, ψ ∈ B, β ∈ R, виконується одна
з умов (6) або (7) i, крiм того, iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть
ψ(t)t1+ε, t ∈ N, не зростає. Тодi справедливi порядковi оцiнки

em(Lψβ,1)q � dTm(Lψβ,1, Lq) � ψ(m)m
1
2 .

Зауваження 2.4. У випадку ψ(|k|) = |k|−r, r > 1, оцiнку вели-
чини em(W r

1,β)q одержано Е. С. Белiнським, а оцiнку dTm(W r
1,β)q було

анонсовано у роботi Е. С. Белiнського i отримано у виглядi наслiдку
у роботi А. С. Романюка.

Перед формулюванням наступного результату наведемо необхiдне
позначення.

Через Bq,ε, 2 < q < ∞, позначимо множину функцiй ψ(t), t ∈ N,
якi задовольняють наступнi умови:

1) ψ ∈ B;
2) iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t1−ε, t ∈ N не спадає;
3) послiдовнiсть ψ(t)t1−

1
q , t ∈ N не зростає.

Справедлива наступна теорема.
Теорема 2.5. Нехай 2 < q < ∞, ψ(t) ∈ Bq,ε, t ∈ N, β ∈ R i вико-

нується одна з умов (6) або (7). Тодi справедлива порядкова оцiнка

em(Lψβ,1)q � ψ(m
q
2 )m

q
2 (1− 1

q ).

Зауваження 2.5. У випадку ψ(|k|) = |k|−r, 1− 1
q < r < 1, оцiнку

величини em(W r
1,β)q одержано Е. С. Белiнським.

У пiдроздiлi 2.5 встановлено точнi за порядком оцiнки найкращих
наближень, наближень сумами Фур’є, найкращих m-членних i орто-
гональних тригонометричних наближень класiв Lψβ,p, 1 < p < ∞ у
просторi L1.

Теорема 2.6. Нехай 1 < p < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R. Тодi справедливi
порядковi оцiнки

em(Lψβ,p)1 � e⊥m(Lψβ,p)1 � ψ(m).

Поклавши в теоремi 2.7 ψ(|k|) = |k|−r, отримаємо
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Твердження 2.1. Нехай 1 < p < ∞, r > 0, β ∈ R. Тодi справед-
ливi порядковi оцiнки

em(W r
p,β)1 � e⊥m(W r

p,β)1 � m−r.

Твердження 2.2. Нехай 1 < p < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R. Тодi справед-
ливi порядковi оцiнки

Em(Lψβ,p)1 � Em(Lψβ,p)1 � ψ(m).

Зауваження 2.6. У випадку ψ(|k|) = |k|−r, r > 0, порядки вели-
чин Em(W r

p,β)1 та Em(W r
p,β)1 було встановлено В. М. Темляковим.

У пiдроздiлi 2.6 встановлено точнi за порядком оцiнки найкращих
m-членних i ортогональних тригонометричних наближень класiв Lψβ,p
у рiвномiрнiй метрицi.

Теорема 2.7. Нехай 1 < p ≤ ∞, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм того,
iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)ta+ε, a = max { 1

p ,
1
2}, t ∈ N, не

зростає. Тодi справедливе спiввiдношення

em(Lψβ,p)∞ � ψ(m)m( 1
p−

1
2 )+ ,

де b+ = max{b; 0}.
Зауваження 2.7. У випадку ψ(|k|) = |k|−r, r > 1

p порядок вели-
чини em(Lψβ,p)∞, 1 ≤ p ≤ ∞ було встановлено Е. С. Белiнським.

Теорема 2.8. Нехай 1 < p < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм того, iснує
ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t

1
p+ε, t ∈ N, не зростає. Тодi має

мiсце оцiнка
e⊥m(Lψβ,p)∞ � ψ(m)m

1
p .

Зауваження 2.9. У випадку ψ(|k|) = |k|−r, r > 1
p порядок вели-

чини e⊥m(Lψβ,p)∞, 1 < p <∞ встановлено А. С. Романюком.
Cпiвставивши результати теорем 2.7 i 2.8, бачимо, що мiж величи-

нами em(Lψβ,p)∞ та e⊥m(Lψβ,p)∞, у випадку 1 < p ≤ 2, має мiсце спiввiд-
ношення

e⊥m(Lψβ,p)∞ � m
1
2 em(Lψβ,p)∞.

Якщо ж 2 < p <∞, то справедливе таке спiввiдношення

e⊥m(Lψβ,p)∞ � m
1
p em(Lψβ,p)∞.

В останньому третьому роздiлi дисертацiйної роботи встановлено
точнi за порядком оцiнки грiдi-алгоритмiв та бiлiнiйних наближень
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класiв (ψ, β)-диференцiйовних перiодичних функцiй. Зокрема, у пiд-
роздiлi 3.2 одержано точнi за порядком оцiнки грiдi-алгоритмiв на кла-
сах Lψβ,p перiодичних функцiй у просторi Lq для деяких спiввiдношень
мiж параметрами p та q.

Мають мiсце наступнi твердження.
Теорема 3.1. Нехай 1 ≤ q ≤ 2 ≤ p < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R. Тодi

справедлива порядкова оцiнка

Gm(Lψβ,p)q � ψ(m).

Теорема 3.2. Нехай 1 < p ≤ q ≤ 2, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм того,
iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t

1
p−

1
q+ε, t ∈ N, не зростає.

Тодi справедлива порядкова оцiнка

Gm(Lψβ,p)q � ψ(m)m
1
p−

1
2 .

Теорема 3.3. Нехай 1 < p ≤ 2 ≤ q < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм
того, iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t

1
p+ε, t ∈ N, не зростає.

Тодi справедливе спiввiдношення

Gm(Lψβ,p)q � ψ(m)m
1
p−

1
q .

Теорема 3.4. Нехай 2 ≤ p ≤ q < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм того,
iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t

1
2 +ε, t ∈ N, не зростає. Тодi

справедливе спiввiдношення

Gm(Lψβ,p)q � ψ(m)m
1
2−

1
q .

Теорема 3.5. Нехай 2 ≤ q <∞, ψ ∈ B, β ∈ R, виконується одна
з умов (6) або (7) i, крiм того, iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть
ψ(t)t1+ε, t ∈ N, не зростає. Тодi справедлива порядкова оцiнка

Gm(Lψβ,1)q � ψ(m)m1− 1
q .

Зауваження 3.1. Поклавши у теоремах 3.1 – 3.5 ψ(|k|) = |k|−r,
отримаємо вiдповiднi результати для величин Gm(W r

p,β)q, якi ранiше
отримано В. М. Темляковим.

Спiвставивши результати теорем 3.1 – 3.5 з вiдповiдними оцiн-
ками величин e⊥m(Lψβ,p)q, бачимо, що при 1 ≤ q ≤ 2 ≤ p < ∞ та
1 < p ≤ 2 ≤ q <∞

Gm(Lψβ,p)q � e
⊥
m(Lψβ,p)q.



15

У випадках 1 < p ≤ q ≤ 2 та p = 1, 2 ≤ q < ∞ справедливе таке
спiввiдношення:

Gm(Lψβ,p)q � m
1
q−

1
2 e⊥m(Lψβ,p)q.

Якщо ж 2 ≤ p ≤ q <∞, то

Gm(Lψβ,p)q � m
1
2−

1
p e⊥m(Lψβ,p)q.

У пiдроздiлi 3.3 одержано точнi за порядком оцiнки найкращих
бiлiнiйних наближень класiв функцiй двох змiнних, якi породженi
функцiями однiєї змiнної iз класiв Lψβ,p зсувами аргументу, у просторi
Lq1,q2 для певних спiввiдношень мiж параметрами p, q1, q2.

Теорема 3.6. Нехай 1 < p ≤ q1 ≤ 2, 1 ≤ q2 ≤ ∞, ψ ∈ B, β ∈ R i,
крiм того, iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t

1
p−

1
q1

+ε, t ∈ N, не
зростає. Тодi справедлива порядкова оцiнка

τm(Lψβ,p)q1,q2 � ψ(m)m
1
p−

1
q1 .

Теорема 3.7. Нехай 1 < p ≤ 2 ≤ q1 ≤ ∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞, ψ ∈ B,
β ∈ R i, крiм того, iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t

1
p+ε, t ∈ N,

не зростає. Тодi справедлива порядкова оцiнка

τm(Lψβ,p)q1,q2 � ψ(m)m
1
p−

1
2 .

Теорема 3.8. Нехай 2 ≤ p ≤ q1 ≤ ∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞, ψ ∈ B, β ∈ R
i, крiм того, iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t

1
2 +ε, t ∈ N, не

зростає. Тодi справедлива порядкова оцiнка

τm(Lψβ,p)q1,q2 � ψ(m).

Теорема 3.9. Нехай 2 ≤ q1 < ∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞, ψ ∈ B, β ∈ R,
виконується одна з умов (6) або (7) i, крiм того, iснує ε > 0 таке, що
послiдовнiсть ψ(t)t1+ε, t ∈ N, не зростає. Тодi справедлива порядкова
оцiнка

τm(Lψβ,1)q1,q2 � ψ(m)m
1
2 .

Зауваження 3.2. Для класiв W r
p,β вiдповiднi до теорем 3.6 — 3.9

твердження одержано В. М. Темляковим.
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Висновки

1. Одержано точнi за порядком оцiнки найкращих наближень, на-
ближень сумами Фур’є та найкращих ортогональних тригонометрич-
них наближень 2π-перiодичних функцiй Fψ(x, β), якi є аналогами ядер
Бернуллi у просторi Lq при 1 < q <∞.

2. Встановлено точнi за порядком оцiнки найкращих наближень,
наближень сумами Фур’є, найкращих m-членних тригонометричних
наближень, найкращих ортогональних тригонометричних наближень
та тригонометричних поперечникiв класiв Lψβ,p у метрицi Lq для пев-
них спiввiдношень мiж параметрами p та q.

3. Дослiджено поведiнку грiдi-алгоритмiв на класах Lψβ,p у просторi
Lq. Встановлено, що при деяких спiввiдношеннях мiж параметрами p
та q оцiнки цих величин спiвпадають за порядком з оцiнками найкра-
щих m-членних тригонометричних наближень класiв Lψβ,p у просторi
Lq.

4. Знайдено точнi за порядком оцiнки найкращих бiлiнiйних на-
ближень класiв функцiй двох змiнних, якi породженi функцiями
однiєї змiнної iз класiв Lψβ,p зсувами аргументу, у просторi Lq1,q2 ,
1 ≤ q1, q2 ≤ ∞. При цьому виявилось, що одержанi оцiнки спiвпада-
ють за порядком з найкращими m-членними тригонометричними на-
ближеннями класiв Lψβ,p у просторi Lq1 .
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Шкапа В. В. Найкращi наближення та грiдi-алгоритми на
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тики НАН України, Київ, 2016.



18

У дисертацiї проведено дослiдження деяких апроксимативних ха-
рактеристик класiв перiодичних функцiй Lψβ,p у просторах Лебега.

Встановлено точнi за порядком оцiнки найкращих наближень, на-
ближень сумами Фур’є та найкращих ортогональних тригонометрич-
них наближень 2π-перiодичних функцiй Fψ(x, β) у просторi Lq при
1 < q <∞. Одержано точнi за порядком оцiнки найкращих набли-
жень, наближень сумами Фур’є, найкращих m-членних тригономет-
ричних наближень, найкращих ортогональних тригонометричних на-
ближень, грiдi-алгоритмiв та тригонометричних поперечникiв класiв
Lψβ,p у просторi Lq для деяких спiввiдношень мiж параметрами p i q.
Також знайдено точнi за порядком оцiнки найкращих бiлiнiйних наб-
лижень функцiй двох змiнних, якi породженi функцiями однiєї змiнної
iз класiв Lψβ,p зсувами аргументу, у просторi Lq1,q2 для певних спiввiд-
ношень мiж параметрами p, q1, q2. У результатi проведеного дослiд-
ження виявлено, що одержанi оцiнки спiвпадають за порядком з най-
кращими m-членними тригонометричними наближеннями класiв Lψβ,p
у просторi Lq1 .

Ключовi слова: сума Фур’є, найкраще наближення, найкращim-
членнi тригонометричнi наближення, найкращi ортогональнi тригоно-
метричнi наближення, грiдi-алгоритми, бiлiнiйнi наближення, триго-
нометричнi поперечники.

Шкапа В. В. Наилучшие приближения и гриди-алгоритмы
на классах (ψ, β)-дифференцируемых функций.— Рукопись.
Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-
математических наук по специальности 01.01.01 — математический
анализ. — Институт математики НАН Украины, Киев, 2016.

В диссертации исследуются некоторые аппроксимативные харак-
теристики классов периодических функций Lψβ,p в пространствах Ле-
бега.

Установлены точные по порядку оценки наилучших приближений,
приближений суммами Фурье, наилучших ортогональных тригоно-
метрических приближений 2π-периодических функций Fψ(x, β) в про-
странстве Lq при 1 < q <∞. Получены точные по порядку оценки наи-
лучших приближений, приближений суммами Фурье, наилучших m-
членных тригонометрических приближений, наилучших ортогональ-
ных тригонометрических приближений, гриди-алгоритмов и тригоно-
метрических поперечников классов Lψβ,p в пространстве Lq для некото-
рых соотношений между параметрами p и q. Также найдены точные по
порядку оценки наилучших билинейных приближений классов функ-
ций двух переменных, порожденных из функций одной переменной
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класса Lψβ,p сдвигами аргумента, в пространстве Lq1,q2 , 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞.
Приведем некоторые из полученных результатов.
Теорема 2.1. Пусть 1 < q < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R и, кроме того,

существует ε > 0 такое, что последовательность ψ(t)t1−
1
q+ε, t ∈ N,

не возрастает. Тогда справедливы порядковые оценки

Em(Fψ)q � Em(Fψ)q � ψ(m)m1− 1
q .

Теорема 2.6. Пусть 1 < p <∞, ψ ∈ B, β ∈ R. Тогда справедливы
порядковые оценки

em(Lψβ,p)1 � e⊥m(Lψβ,p)1 � ψ(m).

Теорема 3.3. Пусть 1 < p ≤ 2 ≤ q < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R
и, кроме того, существует ε > 0 такое, что последовательность
ψ(t)t

1
p+ε, t ∈ N, не возрастает. Тогда справедливо порядковое соот-

ношение
Gm(Lψβ,p)q � ψ(m)m

1
p−

1
q .

Теорема 3.7. Пусть 1 < p ≤ 2 ≤ q1 ≤ ∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞, ψ ∈ B,
β ∈ R и, кроме того, существует ε > 0 такое, что последователь-
ность ψ(t)t

1
p+ε, t ∈ N, не возрастает. Тогда справедлива порядковая

оценка
τm(Lψβ,p)q1,q2 � ψ(m)m

1
p−

1
2 .

Ключевые слова: суммы Фурье, наилучшие приближения, наи-
лучшие m-членные тригонометрические приближения, наилучшие ор-
тогональные тригонометрические приближения, гриди-алгоритмы, би-
линейные приближения, тригонометрические поперечники.

Shkapa V. V. Best approximations and greedy algorithms of
classes of (ψ, β)-differentiable functions. — Manuscript. Thesis for
a Candidate Degree in Physical and Mathematical Sciences in speciality
01.01.01 — Mathematical Analysis. — Institute of Mathematics of the
National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2016.

The thesis investigates some approximate characteristics of the classes
Lψβ,p of periodic functions in the Lebesgue spaces.

It sets exact order estimates of the best approximations,
approximations by Fourier sums and the best orthogonal trigonometric
approximations of 2π periodic functions Fψ(x, β) in the space
Lq by 1 < q <∞. The thesis finds exact order estimates of the
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best approximations, approximations by Fourier sums, the best m-
term trigonometric approximations, the best orthogonal trigonometric
approximations, greedy algorithms and trigonometric widths of the classes
Lψβ,p in the space Lq for some relations between parameters p and q.
It obtains exact order estimates of the best bilinear approximations of
the classes of functions of two variables generated by functions of a
single variable from the classes Lψβ,p by the shifts of the argument in
the space Lq1,q2 , 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞. The fact that the order estimates of
the best bilinear approximations coincide with the order estimates of the
Kolmogorov widths that were obtained before was revealed during the
research.

Key words: Fourier sum, the best approximations, the best m-
term trigonometric approximations, the best orthogonal trigonometric
approximations, greedy algorithms, bilinear approximations, trigonometric
widths.
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