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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N — множина натуральних чисел;

Z — множина цiлих чисел;

R — множина дiйсних чисел;

x ∈ A (x6∈A) — елемент x належить (не належить) множинi A;

A ⊂ B — множина A мiститься у множинi B;

A ∪B — об’єднання множин A та B;

A ∩B — перетин множин A та B;

A \B — рiзниця множин A та B;

[a, b] — сегмент числової прямої;

(a, b) — iнтервал числової прямої;

[a, b) — пiвiнтервал числової прямої;

:= — дорiвнює за означенням;

[a] — цiла частина числа a;

(a)+ — величина вигляду: max{a; 0};
sign a — величина, що дорiвнює 1, якщо a > 0, дорiвнює -1, якщо

a < 0, i нулю, якщо a = 0;

Lq, 1 ≤ q < ∞, — простiр 2π-перiодичних i сумовних у степенi q

функцiй f ;

L∞ — простiр 2π-перiодичних суттєво обмежених функцiй f ;

‖f‖q — норма функцiї f у просторi Lq, 1 ≤ q ≤ ∞;

Lq1,q2
, 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞ — множина функцiй f(x, y), x, y ∈ [−π, π], зi

скiнченною мiшаною нормою

‖f(x, y)‖q1,q2
=

∥∥∥∥‖f(·, y)‖q1

∥∥∥∥
q2

;
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sup
x∈A

F (x) — точна верхня межа значень функцiонала F на множинi A;

inf
x∈A

F (x) — точна нижня межа значень функцiонала F на множинi A;

esssup — суттєва точна верхня межа;

{x : S} — сукупнiсть елементiв x, якi мають властивiсть S;

f̂(k) — коефiцiєнти Фур’є функцiї f ;

g ∗ ϕ — згортка функцiй g i ϕ;

ρ(s) — множина виду ρ(s) = {k ∈ Z : [2s−1] ≤ |k| < 2s, s ∈ N ∪ {0}};
Fψ(x, β) — аналог ядра Бернуллi;

Vl(x) — ядро Валле-Пуссена;

Vl — оператор Валле-Пуссена;

Dl(x) — ядро Дiрiхле;

Rl(x) — полiноми Рудiна-Шапiро;

A(m) � B(m) (A(m) � B(m), A(m), B(m) > 0) — порядкова нерiв-

нiсть;

A(m) � B(m) (A(m), B(m) > 0) — порядкова рiвнiсть;

Tm — множина тригонометричних полiномiв t, якi мають вигляд

t(x) =
m∑

k=−m
cke

ikx;

Sm(f) — частинна сума Фур’є функцiї f ∈ L1;

Em(f)q — найкраще наближення функцiї f тригонометричними полi-

номами t ∈ Tm у просторi Lq;

Em(f)q — наближення функцiї f за допомогою її частинної суми Фур’є

Sm(f) у просторi Lq;

em(f)q — найкраще m-членне тригонометричне наближення функцiї

f у просторi Lq;

e⊥m(f)q — найкраще ортогональне тригонометричне наближення функ-

цiї f у просторi Lq;
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Gm(f)q — наближення функцiї f за допомогою апроксимант грiдi-

алгоритму у просторi Lq;

τm(f)q1,q2
— найкраще бiлiнiйне наближення функцiї f у просторi

Lq1,q2
;

Em(F )q, Em(F )q, em(F )q, e
⊥
m(F )q, Gm(F )q, τm(F )q1,q2

— точнi верхнi

межi величин Em(f)q, Em(f)q, em(f)q, e
⊥
m(f)q, Gm(f)q, τm(f)q1,q2

вiдпо-

вiдно, по всiх функцiях f ∈ F ;

dm(F,Lq) — m-вимiрний колмогоровський поперечник класу F у про-

сторi Lq;

dTm(F,Lq) — m-вимiрний тригонометричний поперечник класу F у

просторi Lq.



7

ВСТУП

Дана робота присвячена дослiдженню апроксимативних характери-

стик класiв 2π-перiодичних функцiй однiєї змiнної. Зокрема, вивчаються

найкращi наближення, наближення сумами Фур’є, найкращi m-членнi

тригонометричнi наближення, найкращi ортогональнi тригонометричнi

наближення, грiдi-алгоритми, бiлiнiйнi наближення та тригонометрич-

нi поперечники класiв Lψβ,p у просторi Lq для рiзних спiввiдношень мiж

параметрами p i q.

Актуальнiсть теми.

Задачi апроксимацiйного змiсту, що формулюються на класах функ-

цiй, у багатьох випадках є задачами в яких ставиться питання знайти

або оцiнити точну верхню грань похибки наближення заданим методом

на фiксованому класi функцiй.

Серед iснуючих методiв наближення тригонометричними полiномами

найбiльш простим та природним методом наближення функцiй з даного

класу є метод Фур’є, який полягає в наближеннi функцiй з цього класу

частинною сумою її ряду Фур’є. Щодо питання наближення тих або iн-

ших класiв функцiй сумами Фур’є, а також полiномами, якi будуються

на їх основi, вiдомо багато глибоких i остаточних результатiв, з якими

можна ознайомитись у монографiях [1, 15, 16, 57, 58, 72].

Останнiм часом у теорiї наближення все бiльшого розповсюдження

набуває метод m-членного тригонометричного наближення, тобто наб-

лиження класiв перiодичних функцiй за допомогою полiномiв виду

T (Θm, x) =
m∑
k=1

cke
inkx,
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де Θm— набiр iз m цiлих чисел n1, ..., nm та ck — довiльнi комплекснi

числа. Апроксимативнi властивостi цього методу вiдносно добре вiдомих

класiв перiодичних функцiй W r
β,p, Hr

p (означення класiв див., напри-

клад, у [67, с. 31]), Br
p,θ (див. [34, с. 159]), як однiєї так i багатьох змiнних,

дослiджувались у роботах В. М. Темлякова [66, 67, 115], Е. С. Белiнсь-

кого [5, 6], Б. С. Кашина та В. М. Темлякова [20], А. С. Романюка [40,

41, 44] та iнших.

При цьому важливо зазначити, що для згаданих класiв функцiй у

деяких важливих випадках було виявлено переваги m-членних тригоно-

метричних наближень у порiвняннi з класичними методами наближення.

У зв’язку з найкращим m-членним тригонометричним наближенням

Е. С. Белiнським [7] було розглянуто величину найкращого ортогональ-

ного тригонометричного наближення. Дослiдження цiєї апроксимативної

характеристики для рiзних функцiональних класiв набуло свого розвит-

ку завдяки роботам Е. С. Белiнського [98], В. М. Темлякова [66], А. С. Ро-

манюка [39, 43, 46], С. А. Стасюка [56], С. П. Войтенка [11], А. Л.Шидлiча

[84, 85] та iнших.

Поряд з m-членними тригонометричними наближеннями у теорiї наб-

лиження розглядають задачi стосовно порядкiв тригонометричних попе-

речникiв функцiональних класiв. Вiдповiднi результати у цьому напрямi

одержано у працях Я. С. Бугрова [10], Р. С. Iсмагiлова [17], В. Є. Майо-

рова [29 — 31], I. Маковоза [111], Е. С. Белiнського [4, 5], Г. Г. Магарiл-

Iльяєва [28], В. М. Темлякова [67], А. С. Романюка [42, 45, 46], А. С. Ро-

манюка та В. С. Романюка [47], С. А. Стасюка [55], Н. В. Дерев’янко [14]

та багатьох iнших.

У 1983 р. О. I. Степанцем була запроваджена нова класифiкацiя пе-

рiодичних функцiй однiєї змiнної [58] (див. також [60]). Внаслiдок цього
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були введенi класи Lψβ,p, якi при фiксованих значеннях параметрiв, що

їх визначають, спiвпадають з класами Вейля-Надя W r
β,p. Для зазначе-

них класiв Lψβ,p на даний час отримано розв’язки цiлої низки задач теорiї

наближення функцiй, якi ранiше розглядалися класах Вейля-Надя.

Порядковi оцiнки найкращих наближень та наближень сумами Фур’є

класiв Lψβ,p у просторi Lq при рiзних спiввiдношеннях мiж параметрами p

i q та при рiзноманiтних швидкостях прямування до нуля послiдовностi

ψ(k) дослiджувались у роботах О. I. Степанця [58, 60], О. I. Степанця

та О. К. Кушпеля [59], С. О. Теляковського [65], Р. М. Тригуба [74],

А. С. Сердюка [49], А. С. Сердюка та I. В. Соколенка [50], А. С. Сердюка

та У. З. Грабової [13], А. С. Сердюка та Т. А. Степанюк [51] та iнших.

Оцiнки найкращих m-членних тригонометричних наближень та най-

кращих ортогональних тригонометричних наближень для класiв Lψβ,p у

просторi Lq було отримано у роботах О. I. Степанця [60], А. С. Романюка

[38], Н. М. Консевич [22 — 24], О. С. Федоренка [75 – 80], А. С. Федоренка

та О. С. Федоренка [82, 83], А. Л. Шидлiча [84, 85], А. С. Сердюка та

Т. А. Степанюк [52, 53] та iнших. Тригонометричнi поперечники класiв

Lψβ,p у просторi Lq дослiджувались Н. М. Консевич [25], О. С. Федоренком

[79], А. С. Сердюком та Т. А. Степанюк [52].

Вiддаючи належне iстотному внеску вищезгаданих авторiв у розви-

ток даної тематики, варто зазначити, що на сьогоднiшнiй день ще за-

лишається низка важливих питань, якi чекають свого розв’язання. Слiд

зазначити, що при дослiдженнi зазначених характеристик класiв Lψβ,p у

просторi Lq основна увага була зосереджена на тих випадках, коли па-

раметри p i q не приймають граничних значень 1 та ∞. З iншого боку,

саме в цих випадках отримання оцiнок деяких апроксимативних харак-

теристик цiкаве, як з точки зору практичних застосувань, так i з точки
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зору нових методiв, якi при цьому необхiдно використовувати.

Останнiм часом у теорiї наближення потужного розвитку набули до-

слiдження, пов’язанi з бiлiнiйними наближеннями та грiдi-алгоритмами.

Порядковi оцiнки грiдi-алгоритмiв для деяких функцiональних класiв

встановлювалися у роботах В. М. Темлякова [71, 117, 118], С. А. Стасюка

[114], С. П. Войтенка [12], А. Л. Шидлiча [85, 86] та iнших. Оцiнки вели-

чин найкращих бiлiнiйних наближень для тих або iнших функцiональних

класiв дослiджувались у працях Р. С. Iсмагiлова [17], М.-Б. А. Бабаєва

[2], М. В. Мiрошина i В. В. Хромова [32], В. М. Темлякова [67 — 70,

115], А. С. Романюка [40, 41, 46], А. С. Романюка та В. С. Романюка

[48], К. В. Солiч [54] та iнших. Проте питання про точнi порядки бiлiнiй-

них наближень та грiдi-алгоритмiв на класах Lψβ,p у просторах Лебега

залишалися вiдкритими.

Таким чином, з огляду на вищесказане, актуальними є дослiдження

найкращих наближень, наближень сумами Фур’є, найкращихm-членних

тригонометричних наближень, найкращих ортогональних тригономет-

ричних наближень, грiдi-алгоритмiв, бiлiнiйних наближень та тригоно-

метричних поперечникiв на класах Lψβ,p у просторах Лебега та порiвнян-

ня вiдповiдних апроксимативних характеристик.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Робота виконана у вiддiлi теорiї функцiй Iнституту математики

НАН України згiдно з науково-дослiдною темою "Апроксимативнi та

структурнi характеристики функцiональних множин" , номер державної

реєстрацiї 0111 U 002079.
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Мета i завдання дослiдження.

Метою даної роботи є знаходження у нових, не дослiджених ранi-

ше ситуацiях, точних за порядком оцiнок найкращих наближень, наб-

лижень сумами Фур’є, найкращих m-членних тригонометричних набли-

жень, найкращих ортогональних тригонометричних наближень, набли-

жень за допомогою грiдi-алгоритмiв, найкращих бiлiнiйних наближень

та тригонометричних поперечникiв класiв Lψβ,p у метрицi Lq для певних

спiввiдношень мiж параметрами p та q.

Перш нiж сформулювати задачi, якi необхiдно вирiшити для досяг-

нення поставленої мети, означимо об’єкт та предмет дослiдження.

Об’єктом дослiдження є класи перiодичних функцiй Lψβ,p.

Наведемо спочатку необхiднi позначення i сформулюємо означення

класiв функцiй Lψβ,p.

Нехай Lq — простiр 2π-перiодичних i сумовних у степенi q, 1 ≤ q <∞,

(вiдповiдно суттєво обмежених при q = ∞) на вiдрiзку [−π, π] функцiй

f . Норма в цьому просторi визначається таким чином:

‖f‖Lq = ‖f‖q =


(

1
2π

π∫
−π
|f(x)|qdx

) 1
q

, 1 ≤ q <∞,

ess sup
x∈[−π,π]

|f(x)| , q =∞.

Для функцiї f ∈ L1 розглянемо її ряд Фур’є∑
k∈Z

f̂(k)eikx,

де f̂(k) = 1
2π

π∫
−π

f(t)e−iktdt — коефiцiєнти Фур’є функцiї f.

Скрiзь нижче будемо вважати, що для f ∈ L1 виконується умова
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π∫
−π

f(t)dt = 0.

Нехай далi ψ(t) 6= 0, t ∈ N, β — довiльне фiксоване дiйсне число.

Якщо ряд ∑
k∈Z\{0}

ei
π
2βsignk

ψ(|k|)
f̂(k)eikx

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї, то її, наслiдуючи О. I. Степанця

[58, с. 25] (див. також [60, Т.I, с. 132]), назвемо (ψ, β)-похiдною функцiї f

i позначимо fψβ . Множину функцiй f , що задовольняють таку умову, по-

значатимемо Lψβ . Надалi будемо вважати, що функцiя f належить класу

Lψβ,p, якщо

f ∈ Lψβ i f
ψ
β ∈ Up = {ϕ : ϕ ∈ Lp, ‖ϕ‖p ≤ 1}, 1 ≤ p ≤ ∞.

Зауважимо, що при ψ(|k|) = |k|−r, r > 0, k ∈ Z \ {0}, класи Lψβ,p

спiвпадають з класами Вейля-Надя W r
p,β (див., наприклад, [58, с. 25]).

При β = r класи W r
p,β є вiдомими класами Вейля. Якщо, крiм того,

β = r, r ∈ N, то клас W r
p,β позначається W r

p .

За допомогою (ψ, β)-похiдних можна класифiкувати весь спектр су-

мовних (неперервних) перiодичних функцiй i, в той же час, видiляти

бiльш тонкi властивостi кожної окремої функцiї. Для зазначених класiв

на даний час отримано розв’язки цiлої низки задач теорiї наближення

функцiй, якi ранiше були вiдомi для класiв Вейля-Надя.

Нехай для фiксованої функцiї натурального аргументу ψ i числа

β ∈ R ряд ∑
k∈Z\{0}

ψ(|k|)e−i
π
2βsignkeikx
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є рядом Фур’є деякої сумовної на [−π, π] функцiї Fψ(x, β). Тодi кожну

функцiю f ∈ Lψβ,p можна зобразити у виглядi згортки:

f(x) =
1

2π

π∫
−π

ϕ(x− t)Fψ(t, β)dt, (B.1)

де ‖ϕ‖p ≤ 1, 1 ≤ p ≤ ∞ (див., наприклад, [60, ч.II, с. 135]).

Зазначимо, що функцiї Fψ(x, β) природньо називати аналогами ядер

Бернуллi, оскiльки при ψ(|k|) = |k|−r, r > 0, функцiя Fψ(x, β) є вiдомим

ядром Бернуллi.

При розглядi наближення функцiй iз множини Lψβ,p у просторi Lq чис-

ло q може бути як рiвним p, так i бiльшим чи меншим за нього. Тому

зазначимо умови, при яких iз того, що f ∈ Lψβ,p випливає, що f ∈ Lq.

Дамо наступне означення (див., наприклад, [58, с. 207-209]).

При фiксованому α > 0 будемо говорити, що функцiя ψ належить

множинi Pα, якщо величини

sup
k
|ψ(k)|kα

i

sup
m∈N

2m+1∑
k=2m

|ψ(k + 1) (k + 1)α − ψ(k)kα|

є скiнченними.

У роботi [58, с. 208] О. I. Степанцем була доведена теорема про вкла-

дення класiв Lψβ,p у простiр Lq, яку ми сформулюємо в менш загальному

виглядi.

Теорема А. Нехай 1 < p < q < ∞, α = 1
p −

1
q i ψ ∈ Pα, β ∈ R. Тодi

Lψβ,p ⊂ Lq.

Легко бачити, що коли ψ такi, що ψ(k)kα, k ∈ N, α ≥ 0, не зростають,

то ψ ∈ Pα.
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Нехай 1 < q <∞. Якщо послiдовнiсть ψ(k)k1− 1
q не зростає i

∞∑
k=1

ψq(k)kq−2

є скiнченною, то згiдно з лемою 12.6.6 iз [16, Т.II, с. 193] для ядер Fψ(x, β)

має мiсце включення Fψ(x, β) ∈ Lq. Тому в силу твердження 1.5.5 роботи

[27, с. 43] справедливе вкладення Lψβ,1 ⊂ Lq.

У випадку, коли q ≤ p має мiсце

Теорема Б [58, с. 208]. Якщо ψ ∈ P0 i 1 < q ≤ p <∞, то Lψβ,p ⊂ Lq,

∀β ∈ R.

Зауважимо, що у цьому випадку для вкладення достатньо, щоб ψ ∈ B,

де B — множина функцiй ψ(t), t ∈ N, що задовольняють умови:

1) ψ — додатнi i незростаючi;

2) iснує стала C > 0 така, що

ψ(t)

ψ(2t)
≤ C, t ∈ N.

Зазначимо, що до множини B належать, наприклад, функцiї 1
tr ,

r > 0; lnγ(t+1)
tr , γ ∈ R, r > 0 та iн.

Предметом дослiдження даної роботи є деякi апроксимативнi харак-

теристики наведених вище класiв перiодичних функцiй Lψβ,p.

Нехай Tm — множина тригонометричних полiномiв t, якi мають

вигляд

t(x) =
m∑

k=−m
cke

ikx.

Для f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, покладемо

Em(f)q = inf
t∈Tm

∥∥∥∥f(·)− t(·)
∥∥∥∥
q

. (B.2)
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Величину (B.2) називають найкращим наближенням функцiї f полi-

номами t ∈ Tm у просторi Lq.

Якщо Lψβ,p ⊂ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, то покладемо

Em(Lψβ,p)q = sup
f∈Lψβ,p

inf
t∈Tm

∥∥∥∥f(·)− t(·)
∥∥∥∥
q

.

Далi, через Em(Lψβ,p)q, будемо позначати величину

Em(Lψβ,p)q = sup
f∈Lψβ,p

∥∥∥∥f(·)−
m∑

k=−m
f̂(k)eik·

∥∥∥∥
q

,

яка називається наближенням сумами Фур’є функцiональних класiв Lψβ,p
у просторi Lq.

Легко бачити, що для величин Em(Lψβ,p)q i Em(Lψβ,p)q має мiсце спiввiд-

ношення

Em(Lψβ,p)q ≤ Em(Lψβ,p)q.

Основну увагу в роботi придiлено вивченню наступних величин

em(f)q = inf
Θm

inf
T (Θm,·)

∥∥∥∥f(·)− T (Θm, ·)
∥∥∥∥
q

, (B.3)

e⊥m(f)q = inf
Θm

∥∥∥∥f(·)− SΘm
(f, ·)

∥∥∥∥
q

, (B.4)

де

T (Θm, x) =
m∑
k=1

cke
inkx,

Θm— набiр iзm цiлих чисел n1, ..., nm та ck — довiльнi комплекснi числа,

SΘm
(f, x) =

m∑
k=1

f̂(nk)e
inkx.

Величину (B.3) називають найкращим m-членним тригонометричним

наближенням, а (B.4) — найкращим ортогональним тригонометричним
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наближенням функцiї f ∈ Lq. Якщо Lψβ,p ⊂ Lq, то покладемо

em(Lψβ,p)q = sup
f∈Lψβ,p

em(f)q, (B.5)

e⊥m(Lψβ,p)q = sup
f∈Lψβ,p

e⊥m(f)q. (B.6)

Очевидно, що величини (B.5) i (B.6) пов’язанi спiввiдношенням

em(Lψβ,p)q ≤ e⊥m(Lψβ,p)q.

Величина e⊥m(Lψβ,p)q тiсно пов’язана з наступною апроксимативною ха-

рактеристикою.

Нехай {f̂(k(l))}∞l=1 — коефiцiєнти Фур’є {f̂(k)}k∈Z функцiї f ∈ L1,

впорядкованi в порядку незростання їх модулiв, тобто

|f̂(k(1))| ≥ |f̂(k(2))| ≥ ... (B.7)

Позначимо для f ∈ Lq

Gm(f, x) :=
m∑
l=1

f̂(k(l))eik(l)x

i розглянемо величину

sup
f∈Lψβ,p

‖f(·)−Gm(f, ·)‖q.

Зрозумiло, що вибiр апроксимантiв Gm(f, ·) не є однозначним, але як

буде слiдувати з отриманих результатiв, порядок цiєї величини не за-

лежить вiд того, яким чином ми здiйснили цей вибiр. Тому надалi для

зручностi покладемо

Gm(Lψβ,p)q = sup
f∈Lψβ,p

‖f(·)−Gm(f, ·)‖q.
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Розглянутий метод побудови m-членного тригонометричного наближен-

ня називається грiдi-алгоритмом (вiд англ. greedy algorithm ).

Легко бачити, що згiдно з означеннями

em(Lψβ,p)q ≤ e⊥m(Lψβ,p)q ≤ Gm(Lψβ,p)q

та

em(Lψβ,p)2 = e⊥m(Lψβ,p)2 = Gm(Lψβ,p)2.

Зазначимо також, що величина em(Lψβ,p)q не перевищує величини три-

гонометричного поперечника dTm(Lψβ,p, Lq) порядку m, яка визначається

наступним чином:

dTm(Lψβ,p, Lq) = inf
Θm

sup
f∈Lψβ,p

inf
P (Θm,·)

||f(·)− P (Θm, ·)||q .

Поряд з апроксимативною характеристикою em(Lψβ,p)q у теорiї наближень

розглядають величину найкращого бiлiнiйного наближення τm(Lψβ,p)q1,q2
.

Нехай Lq1,q2
, 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞— множина функцiй f(x, y), x, y ∈ [−π, π],

зi скiнченною мiшаною нормою

‖f(x, y)‖q1,q2
=

∥∥∥∥‖f(·, y)‖q1

∥∥∥∥
q2

,

причому норма обчислюється спочатку у просторi Lq1
по змiннiй

x ∈ [−π, π], а потiм вiд результату по змiннiй y ∈ [−π, π] у просторi

Lq2
. Для f(x− y) ∈ Lq1,q2

покладемо

τm(f(x− y))q1,q2
= inf

uj(x),vj(y)

∥∥∥∥f(x− y)−
m∑
j=1

uj(x)vj(y)

∥∥∥∥
q1,q2

,

де uj ∈ Lq1
, vj ∈ Lq2

.

Якщо Lψβ,p ⊂ Lq1
, то величина

τm(Lψβ,p)q1,q2
= sup

f∈Lψβ,p

τm(f(x− y))q1,q2
,
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називається найкращим бiлiнiйним наближенням.

Одержанi результати формулюються у термiнах порядкових спiввiд-

ношень. Для величин A i B запис A � B означає, що iснують додат-

нi сталi C1 та C2 такi, що C1A ≤ B ≤ C2A. Якщо тiльки B ≤ C2A

(B ≥ C1A), то пишемо B � A (B � A). Всi константи Ci, i = 1, 2, ...,

якi будуть зустрiчатися у роботi, можуть залежати лише вiд тих пара-

метрiв, що входять в означення класу та метрики, в якiй вимiрюється

похибка наближення.

Для досягнення поставленої мети у роботi було сформульовано такi

задачi дослiдження:

1. Одержати точнi за порядком оцiнки найкращих наближень, на-

ближень сумами Фур’є та найкращих ортогональних тригонометричних

наближень перiодичних функцiй, якi є аналогами ядер Бернуллi.

2. Встановити точнi за порядком оцiнки найкращих наближень, на-

ближень сумами Фур’є, найкращихm-членних тригонометричних набли-

жень, найкращих ортогональних тригонометричних наближень та три-

гонометричних поперечникiв класiв Lψβ,p у просторi Lq для тих випадкiв,

коли параметри p i q приймають граничнi значення 1 та ∞.

3. Дослiдити поведiнку грiдi-алгоритмiв на класах Lψβ,p у просторi Lq
для деяких спiввiдношень мiж параметрами p та q. Порiвняти встанов-

ленi результати з вiдповiдними результатами для найкращих m-членних

та найкращих ортогональних тригонометричних наближень.

4. Знайти точнi порядки найкращих бiлiнiйних наближень класiв

функцiй двох змiнних, якi породженi функцiями однiєї змiнної iз класiв

Lψβ,p зсувами аргументу, у просторi Lq1,q2
, 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞. Порiвняти

отриманi оцiнки з вiдповiдними оцiнками найкращих m-членних триго-

нометричних наближень та колмогоровських поперечникiв.
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Методи дослiдження. При розв’язаннi поставлених задач у ди-

сертацiйнiй роботi використовуються загальнi методи теорiї функцiй у

поєднаннi з методами, якi були розробленi у роботах О. I. Степанця,

В. М. Темлякова, Е. С. Белiнського, А. С. Романюка та iнших.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати роботи є

новими i полягають у наступному.

1. Одержано точнi за порядком оцiнки найкращих наближень, наб-

лижень сумами Фур’є та найкращих ортогональних тригонометричних

наближень 2π-перiодичних функцiй Fψ(x, β), якi є аналогами ядер Бер-

нуллi у просторi Lq при 1 < q <∞.

2. Встановлено точнi за порядком оцiнки найкращих наближень, наб-

лижень сумами Фур’є, найкращих m-членних тригонометричних набли-

жень, найкращих ортогональних тригонометричних наближень та триго-

нометричних поперечникiв класiв Lψβ,p у просторi Lq для певних спiввiд-

ношень мiж параметрами p та q.

3. Дослiджено поведiнку грiдi-алгоритмiв на класах Lψβ,p у просторi

Lq для деяких спiввiдношень мiж параметрами p та q. Встановлено, що

iснують спiввiдношення мiж p та q, при яких одержанi порядки грiдi-

алгоритмiв спiвпадають з порядками найкращих m-членних та ортого-

нальних тригонометричних наближень цих класiв.

4. Знайдено точнi порядки найкращих бiлiнiйних наближень класiв

функцiй двох змiнних, якi породженi функцiями однiєї змiнної iз класiв

Lψβ,p зсувами аргументу, у просторi Lq1,q2
, 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞. При цьому ви-

явилось, що порядки найкращих бiлiнiйних наближень, колмогоровсь-

ких поперечникiв та найкращих m-членних тригонометричних набли-

жень класiв Lψβ,p у просторi Lq1
спiвпадають.
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Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна ро-

бота носить теоретичний характер. Результати роботи та методика їх

отримання можуть бути використанi при подальшому вивченнi питань

теорiї наближення функцiй.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку дослiдження,

а також постановка задач належать науковому керiвнику — доктору

фiз.–мат. наук, професору А. С. Романюку. Всi результати дисертацiйної

роботи отриманi здобувачем самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи

доповiдалися на:

— семiнарах вiддiлу теорiї функцiй (Iнститут математики НАН Украї-

ни; керiвник семiнару: доктор фiз.-мат. наук, професор А. С. Романюк);

— семiнарi "Сучасний аналiз" (механiко–математичний факультет

Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка; керiвни-

ки семiнару: доктори фiз.–мат. наук, професори I. О. Шевчук, О. О. Кур-

ченко, В. М. Радченко);

— IV мiжнароднiй ганськiй конференцiї, присвяченiй 135-iй рiчницi

вiд дня народження Ганса Гана, Чернiвцi, 30 червня – 5 липня 2014 року;

— мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, Київ, 3 – 6 червня

2015 року;

— науковiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю вiд дня народження

К. Ф. Фiшмана та М. К. Фаге, Чернiвцi, 1 – 4 липня 2015 року;

— мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В. Я. Скоробагатька,

Дрогобич, 25 – 28 серпня 2015 року;

— мiжнароднiй науковiй конференцiї з нагоди 75-рiччя Вiталiя Павло-

вича Моторного "Теорiя наближень i її застосування", Днiпропетровськ,

8 – 11 жовтня 2015 року.
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Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано

в одинадцяти наукових публiкацiях [87 – 97]. Шiсть з них [87 – 92] є

статтями у наукових виданнях, внесених до перелiку фахових видань з

фiзико-математичних наук, двi з яких [91, 92] надруковано у виданнi,

внесеному до мiжнародних наукометричних баз. Решта п’ять опублiко-

вано у збiрниках тез мiжнародних наукових конференцiй.

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, трьох

роздiлiв, висновкiв i списку використаних джерел.

У першому роздiлi дисертацiї зроблено огляд лiтератури, яка сто-

сується дослiджуваних апроксимативних характеристик. Зокрема, у пiд-

роздiлi 1.1 висвiтлюються основнi етапи розвитку теорiї наближення, а

також описано iсторiю виникнення та дослiдження найкращих набли-

жень, наближень сумами Фур’є та колмогоровських поперечникiв функ-

цiональних класiв. У пiдроздiлi 1.2 наведено детальний огляд лiтератури

щодо iсторiї дослiдження найкращих m-членних тригонометричних наб-

лижень, найкращих ортогональних тригонометричних наближень, грiдi-

алгоритмiв, бiлiнiйних наближень та тригонометричних поперечникiв.

У другому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджуються питання, по-

в’язанi з порядковими оцiнками найкращих наближень, наближень сума-

ми Фур’є, найкращих m-членних тригонометричних наближень, найкра-

щих ортогональних тригонометричних наближень та тригонометричних

поперечникiв класiв Lψβ,p перiодичних функцiй у просторi Lq для рiзних

спiввiдношень мiж параметрами p i q. Зокрема, пiдроздiл 2.1 носить допо-

мiжний характер. У ньому сформульовано задачi дослiдження, наведено

необхiднi позначення та ряд допомiжних тверджень, якi використову-

ються для отримання результатiв дисертацiйної роботи. У пiдроздiлi 2.2

одержано точнi за порядком оцiнки найкращих наближень, наближень
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сумами Фур’є та найкращих ортогональних тригонометричних набли-

жень 2π-перiодичних функцiй Fψ(x, β), якi є аналогами ядер Бернуллi

у просторi Lq при 1 < q <∞. З використанням цих результатiв у пiд-

роздiлi 2.3 отримано точнi за порядком оцiнки найкращих ортогональних

тригонометричних наближень класiв Lψβ,1 у просторi Lq, 1 < q <∞. У

пiдроздiлi 2.4 знайдено точнi за порядком оцiнки найкращих m-членних

тригонометричних наближень i тригонометричних поперечникiв класiв

Lψβ,1 у просторi Lq, 2 ≤ q < ∞. Крiм цього, одержано також порядки

найкращих m-членних тригонометричних наближень класiв Lψβ,1 функ-

цiй малої гладкостi у просторi Lq, 2 ≤ q <∞. У пiдроздiлi 2.5 встановле-

но точнi за порядком оцiнки найкращих наближень, наближень сумами

Фур’є, найкращих m-членних i ортогональних тригонометричних набли-

жень класiв Lψβ,p, 1 < p < ∞ у просторi L1. У пiдроздiлi 2.6 одержано

точнi за порядком оцiнки найкращих m-членних i ортогональних три-

гонометричних наближень класiв Lψβ,p у рiвномiрнiй метрицi. Виявлено,

що iснують спiввiдношення мiж параметрами p та q для яких величини

em(Lψβ,p)q та e
⊥
m(Lψβ,p)q мають однаковi порядки, а також i такi, для яких

вони вiдрiзняються за порядком.

В останньому третьому роздiлi дисертацiйної роботи встановлено точ-

нi за порядком оцiнки грiдi-алгоритмiв та бiлiнiйних наближень класiв

(ψ, β)-диференцiйовних перiодичних функцiй. Зокрема, у пiдроздiлi 3.1

здiйснено постановку задач дослiдження та наведено ряд допомiжних

тверджень, якi використовуються для отримання результатiв дисерта-

цiйної роботи. У пiдроздiлi 3.2 встановлено точнi за порядком оцiнки

грiдi-алгоритмiв класiв Lψβ,p перiодичних функцiй у просторi Lq у випад-

ках 1 ≤ q ≤ 2 ≤ p < ∞, 1 < p ≤ q ≤ 2, 1 ≤ p ≤ 2 ≤ q < ∞,

2 ≤ p ≤ q <∞. Виявлено, що iснують спiввiдношення мiж параметрами
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p та q для яких величини найкращих ортогональних тригонометричних

наближень та грiдi-алгоритмiв мають однаковi порядки, а також i та-

кi, для яких вони вiдрiзняються за порядком. У пiдроздiлi 3.3 одержа-

но точнi порядки найкращих бiлiнiйних наближень класiв функцiй двох

змiнних, якi породженi функцiями однiєї змiнної iз класiв Lψβ,p зсувами

аргументу, у просторi Lq1,q2
, якщо 1 ≤ q2 ≤ ∞, а p i q пов’язанi спiввiд-

ношеннями 1 < p ≤ q1 ≤ 2, 1 ≤ p ≤ 2 ≤ q1 ≤ ∞, 2 ≤ p ≤ q1 ≤ ∞.

Також встановлено, що порядки найкращих бiлiнiйних наближень, кол-

могоровських поперечникiв та найкращихm-членних тригонометричних

наближень класiв Lψβ,p у розглянутих ситуацiях спiвпадають.

Подяки. Користуючись нагодою, висловлюю щиру i глибоку вдяч-

нiсть моєму науковому керiвнику Анатолiю Сергiйовичу Романюку за

постановку задач, постiйну увагу, кориснi зауваження та поради у роботi.
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РОЗДIЛ 1

Огляд лiтератури

1.1. Основнi етапи розвитку теорiї наближення

На теперiшнiй час в iсторiї розвитку теорiї наближення видiляють

три основнi етапи. Перший етап, який вiдноситься до XIX столiття, по-

в’язується з формулюванням наступної задачi.

Нехай X — лiнiйний нормований простiр.

Задача 1. Наближення фiксованого елемента x ∈ X фiксованою мно-

жиною F iз X.

Потрiбно знайти величину

E(x, F ) = inf
u∈F
‖x− u‖X , (1.1)

яку називають найкращим наближенням елемента x множиною F .

Величину (1.1) було введено П. Л. Чебишевим, який у 1854 р. знайшов

найкраще наближення функцiї tm+1 ∈ C[−1, 1] алгебраїчними полiнома-

ми степеня не бiльше m у просторi C[−1, 1] ( C[a, b] — простiр неперерв-

них на вiдрiзку [a, b] функцiй x(t) з нормою ‖x‖C[a,b] = maxt∈[a,b] |x(t)|).
Зазначимо, що П. Л. Чебишевим, його учнями та послiдовниками роз-

глядалось наближення iндивiдуальних функцiй за допомогою алгебраїч-

них полiномiв, тригонометричних полiномiв, рацiональних функцiй в рiз-

них метриках.

Другий етап розвитку теорiї наближення сформувався пiсля того,

як у 1885 р. К. Вейєрштрассом було доведено, що кожну неперервну

на вiдрiзку [a, b] функцiю можна з будь-якою точнiстю наблизити ал-

гебраїчними полiномами, а кожну неперервну перiодичну функцiю —
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тригонометричними полiномами. Виникла проблема характеру зв’язку

мiж властивостями функцiй та швидкiстю наближення їх полiномами.

Фундаментальне дослiдження цiєї проблеми було проведено в роботах

С. Н. Бернштейна [9] i Д. Джексона [107]. Вiдтодi починається вивчення

наближення не тiльки iндивiдуальних функцiй, а й класiв функцiй, що

мають певнi диференцiально-рiзнецевi властивостi.

Отже, другому етапу розвитку теорiї наближення вiдповiдає наступна

задача.

Задача 2. Наближення фiксованої множини A ⊂ X фiксованою мно-

жиною F ⊂ X.

Ця задача полягає у знаходженнi величини

E(A,F ) = sup
x∈A

E(x, F ) = sup
x∈A

inf
u∈F
‖x− u‖X , (1.2)

яка називається вiдхиленням множини A вiд множини F .

Розглянемо частинний випадок, коли X — простiр Lq[−π, π],

1 ≤ q ≤ ∞, F — пiдпростiр Tm тригонометричних полiномiв степеня не

бiльшого за m.

Якщо A — деякий клас перiодичних функцiй iз Lq, то покладемо,

згiдно з (1.2)

Em(A)q = sup
f∈A

Em(f)q = sup
f∈A

inf
tm∈Tm

‖f − tm‖q. (1.3)

Тематика другого етапу теорiї наближення, зокрема тематика наб-

лиження класiв перiодичних функцiй тригонометричними полiномами

була розпочата у роботах А. Лебега, Ш. Валле-Пуссена, Л. Фейєра,

С. Н. Бернштейна, Д. Джексона i продовжена потiм у роботах А. М. Кол-

могорова, Ж. Фавара, Б. Надя, С. М. Нiкольського, В. К. Дзядика,

М. П. Корнiйчука, С. Б. Стєчкiна, С. А. Теляковського, О. I. Степан-

ця, А. С. Романюка, А. С. Сердюка та багатьох iнших.
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Першi результати по обчисленню точних значень найкращих рiвно-

мiрних наближень тригонометричними полiномами порядку не вище нiж

m − 1 на класах диференцiйовних функцiй W r
∞, r ∈ N, були одержанi

Х. Бором [101] та Ж. Фаваром [106]:

Em(W r
∞)∞ =

Kr

mr
,

де Kr = 4
π

∑∞
j=0

(−1)j(r+1)

(2j+1)r+1 — константи, якi вiдомi в математичнiй лiтера-

турi як константи Фавара.

У 1946 роцi С. М. Нiкольський [33], застосовуючи теореми двоїстостi,

встановив точнi значення найкращих наближень класiв W r
1 , r ∈ N три-

гонометричними полiномами порядку m − 1 у просторi L1, показавши,

що

Em(W r
1 )1 = Em(W r

∞)∞ =
Kr

mr
, m = 1, 2, . . .

Найбiльш природним методом наближення перiодичних функцiй є ме-

тод Фур’є, який задається оператором Sm, що ставить у вiдповiднiсть

кожнiй функцiї f iз L1[−π, π] її частинну суму Фур’є порядку не бiль-

шого за m

Smf(x) = Sm(f, x) =
m∑

k=−m
f̂(k)eikx.

Дослiдження швидкостi наближення перiодичних функцiй частинни-

ми сумами Фур’є беруть початок з робiт А. Лебега [110]. Iстотний крок

у цьому напрямi було зроблено у 1935 роцi А. М. Колмогоровим [108],

який показав, що для класiвW r
∞, r ∈ N має мiсце асимптотична рiвнiсть

Em(W r
∞)∞ =

4

π2

lnm

mr
+O(m−r), m→∞. (1.4)

В. Т. Пiнкевич [35] показав, що рiвнiсть (1.4) виконується для класiв

ВейляW r
r,∞ при довiльних r > 0. С. О. Теляковський [63] знайшов асимп-

тотичнi рiвностi величин Em(W r
β,∞)∞ при довiльних r > 0, β ∈ R im ∈ N.
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Завдяки дослiдженням С. М. Нiкольського [33] було встановлено ана-

логiчнi рiвностi i для величин Em(W r
r,1)1, r > 0, а завдяки роботам

С. М. Нiкольського [33], С. Б. Стєчкiна, С. А. Теляковського [62] та

С. А. Теляковського [64] знайдено асимптотичнi рiвностi для величин

Em(W r
β,1)1, r > 0, β ∈ R.

У багатьох важливих випадках знайдено точнi значення величин

Em(W r
β,p)q. Зокрема, вiдомi точнi значення величин Em(W r

2 )2, r,m ∈ N

(див., наприклад, [27, с. 166-167]), а також величин Em(W r
2 )∞, r,m ∈ N,

що були встановленi у роботi В. Ф. Бабенка та С. О. Пiчугова [3].

З питаннями наближення сумами Фур’є та тригонометричними полi-

номами, що побудованi на базi сум Фур’є, можна ознайомитись у моно-

графiях [16, 72, 15, 57, 58, 60, 46].

Для класiв Вейля-Надя W r
β,p точнi порядковi оцiнки величин найкра-

щих наближень та наближень сумами Фур’є у просторi Lq вiдомi при всiх

допустимих значеннях параметрiв r, p, q i β (див., наприклад, [115, с. 47-

49]). Зокрема, при r > (1
p−

1
q )+ у випадках 1 ≤ p < q ≤ ∞, 1 < p = q <∞

або 1 ≤ q < p ≤ ∞ справедливi порядковi спiввiдношення

Em(W r
β,p)q � Em(W r

β,p)q � m−r+( 1
p−

1
q )+.

Це означає, що у цих випадках суми Фур’є забезпечують порядок найк-

ращих наближень класiв W r
β,p у просторi Lq.

Для величин найкращих наближень та наближень сумами Фур’є

класiв W r
β,p у просторi Lq при p = q = 2 мають мiсце рiвностi (див.,

наприклад, [60, Ч. II с. 18])

Em(W r
β,2)2 � Em(W r

β,2)2 � m−r.

Порядковi оцiнки найкращих наближень та наближень сумами Фур’є

класiв Lψβ,p у просторi Lq при рiзноманiтних спiввiдношеннях мiж па-
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раметрами p i q та при рiзноманiтних швидкостях прямування до ну-

ля послiдовностi ψ(k) дослiджувались у роботах О. I. Степанця [58, 60],

О. I. Степанця та О. К. Кушпеля [59], С. О. Теляковського [65], Р. М. Три-

губа [74], А. С. Сердюка [49], А. С. Сердюка та I. В. Соколенка [50],

А. С. Сердюка та У. З. Грабової [13], А. С. Сердюка та Т. А. Степанюк

[51] та iнших.

Далi природньо виникло питання про оптимальнiсть вибору фiксова-

ної кiлькостi номерiв експонент eikx при побудовi полiномiв наближення.

Це питання пов’язане з бiльш загальною задачею, яку сформулював у

1936 р. А. Н. Колмогоров [109]. Мова йде про третiй перiод розвитку

теорiї наближення.

Задача 3. Найкраще наближення фiксованої множини A ⊂ X заданим

класом множин {Lm} iз X фiксованої розмiрностi m.

Сформульована задача полягає в дослiдженнi величини

dm(A,X) = inf
Lm∈X

sup
x∈A

inf
u∈Lm

‖x− u‖X , (1.5)

яка для центрально-симетричних множин A ( тобто таких, що з x ∈ A
випливає −x ∈ A) отримала назву m-вимiрного поперечника по Колмо-

горову множини A в просторi X.

Величина dm(A,X) показує теоретично найкращу точнiсть, з якою

можна наблизити множину A лiнiйними пiдпросторами Lm розмiрностi

m у метрицi простору X. Якщо iснує пiдпростiр L∗m, на якому досягаєть-

ся точна нижня межа (або принаймнi її порядок), то його називають

екстремальним пiдпростором.

Таким чином, задача про вiдшукання оптимального агрегату для на-

ближення функцiональних класiв рiвносильна вiдшуканню екстремаль-

ного пiдпростору для даних класiв.
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На теперiшнiй час дослiдження колмогоровських поперечникiв класiв

перiодичних функцiй як однiєї так i багатьох змiнних мають велику

iсторiю, з якою можна ознайомитися, наприклад, у монографiях [27, 46,

67, 72], а також в оглядi [73].
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1.2. Задачi про найкращi наближення та грiдi-алгоритми: де-

якi iсторичнi вiдомостi

В даному пiдроздiлi розглянемо основнi аспекти розвиткуm-членного

тригонометричного наближення для деяких функцiональних класiв. На-

ведемо означення вiдповiдної величини.

Для f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, позначимо через

em(f)q = inf
Θm

inf
T (Θm,·)

‖f(·)− T (Θm, ·)‖q , (1.6)

найкраще m-членне тригонометричне наближення функцiї f у просторi

Lq, де T (Θm, x) =
m∑
k=1

cke
inkx, Θm— набiр iз m цiлих чисел n1, ..., nm та ck

— довiльнi комплекснi числа. Якщо F ⊂ Lq — деякий функцiональний

клас, то покладемо

em(F )q = sup
f∈F

em(f)q. (1.7)

Величину em(f)2 для функцiї однiєї змiнної було введено

С. Б. Стєчкiним [61] при формулюваннi критерiю абсолютної збiжностi

ортогональних рядiв. Згодом величини em(f)q i em(F )q, 1 ≤ q ≤ ∞,

почали дослiджувати вже з точки зору апроксимацiї як iндивiдуальних

функцiй так i певних класiв функцiй. Першi оцiнки величини em(f)∞

для деяких конкретних функцiй були отриманi Р.С. Iсмагiловим [17].

Для деяких класiв функцiй однiєї змiнної поведiнка величин (1.7) до-

слiджувалась у роботах Ю. I. Маковоза [111], Е. С. Белiнського [4, 7] та

iнших. Що стосується класiв функцiй багатьох змiнних, то дана темати-

ка отримала розвиток у роботах В. М. Темлякова [67], Е. С. Белiнського

[5], Б. С. Кашина та В. М. Темлякова [20], А. С. Романюка [44], С. А. Ста-

сюка [56, 114], С. П. Войтенка [12], А. Ф. Конограя та С. А. Стасюка [21],

Н. М. Консевич [22] та iнших.
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Порядковi оцiнки величин em(F )q на класах Вейля-Надя W r
β,p дослiд-

жувались у роботах Б. С. Кашина та В. М. Темлякова [20], Е. С. Белiнсь-

кого [4, 5, 7, 99, 100], А. С. Романюка [40, 46].

Оскiльки класи Lψβ,p узагальнюють класи диференцiйовних функцiй

W r
β,p, то iнтерес викликає розповсюдження вже вiдомих результатiв на

класи Lψβ,p. Дослiдженню найкращого m-членного тригонометричного

наближення на класах Lψβ,p у метриках просторiв Lq при рiзних спiввiд-

ношеннях мiж параметрами p i q присвячено роботи О. I. Степанця [60],

А. С. Романюка [38], Н. М. Консевич [22, 23], О. С. Федоренка [75 – 80],

А. С. Федоренка та О. С. Федоренка [82, 83], А. С. Сердюка та Т. А. Сте-

панюк [52] та iнших. Зокрема, з результатiв А. Л. Шидлiча [84, 85] вип-

ливають порядковi оцiнки найкращих m-членних тригонометричних на-

ближень для класiв Lψβ,p у просторi Lq при p = 2 i 1 ≤ q <∞.

Вивчення величин (1.6) та (1.7) природно приводить до постановки

наступного питання: як змiниться їх поведiнка, якщо замiсть коефiцiєн-

тiв ck розглядати коефiцiєнти Фур’є f̂(k) = 1
2π

π∫
−π

f(t)e−iktdt? Вiдповiдь

на це питання можна отримати дослiдивши величину

e⊥m(f)q = inf
Θm

∥∥∥∥f(·)− SΘm
(f, ·)

∥∥∥∥
q

,

де SΘm
(f, x) =

m∑
k=1

f̂(nk)e
inkx, яка називається найкращим ортогональним

тригонометричним наближенням функцiї f у просторi Lq. Якщо F ⊂ Lq

— деякий функцiональний клас, то покладемо

e⊥m(F )q = sup
f∈F

e⊥m(f)q. (1.8)

Згiдно з означеннями величини (1.7) i (1.8) пов’язанi наступним

спiввiдношенням

em(F )q ≤ e⊥m(F )q,



32

тобто, величина (1.7) є бiльш грубою апроксимативною характеристи-

кою, нiж (1.8). Зазначимо, що результати проведених дослiджень по-

казали, що iснують спiввiдношення мiж параметрами p та q, при яких

величини em(F )q та e⊥m(F )q мають однаковi порядки.

Дослiдження величин найкращих ортогональних тригонометричних

наближень проводилося паралельно з дослiдженням величин найкращих

m-членних тригонометричних наближень. Величина найкращого ортого-

нального тригонометричного наближення була введена Е. С. Белiнським,

при дослiдженнi класiв Вейля-Надя W r
β,p, i останнiм часом дослiдження

її на тих або iнших функцiональних класах отримало потужний розви-

ток в роботах Е. С. Белiнського [98], В. М. Темлякова [66], О. I. Степанця

[60], А. С. Романюка [39, 43, 46], Н. М. Консевич [24], О. С. Федоренка

[77], С. А. Стасюка [56], С. П. Войтенка [11], А. Л. Шидлiча [84, 85],

А. С. Сердюка та Т. А. Степанюк [53] та iнших.

З робiт Е. С. Белiнського, Б. С. Кашина, В. М. Темлякова та А. С. Ро-

манюка випливають порядковi оцiнки для величин найкращих ортого-

нальних тригонометричних наближень класiвW r
β,p в метриках просторiв

Lq, при рiзних (але не при всiх можливих) значеннях параметрiв r, p, s i

β.

В останнi роки у теорiї наближення зросла зацiкавленiсть до мето-

дiв апроксимацiї, якi дають не лише гарну швидкiсть наближення, але

й вказують на спосiб (алгоритм) знаходження апроксимантiв, на яких

досягається вказана швидкiсть наближення. Одним з пiдходiв до розв’я-

зання даної задачi є застосування грiдi-алгоритмiв. Нагадаємо означення

вiдповiдної величини.

Нехай {f̂(k(l))}∞l=1 — коефiцiєнти Фур’є {f̂(k)}k∈Z функцiї f ∈ L1,
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впорядкованi в порядку незростання їх модулiв, тобто

|f̂(k(1))| ≥ |f̂(k(2))| ≥ ... (1.9)

Позначимо для f ∈ Lq

Gm(f, x) :=
m∑
l=1

f̂(k(l))eik(l)x

i розглянемо величину

sup
f∈F
‖f(·)−Gm(f, ·)‖q.

Зрозумiло, що вибiр апроксимантiв Gm(f, ·) не є однозначним, але як

буде слiдувати з отриманих результатiв, порядок цiєї величини не за-

лежить вiд того, яким чином ми здiйснили цей вибiр. Тому надалi для

зручностi покладемо

Gm(F )q := sup
f∈F
‖f(·)−Gm(f, ·)‖q. (1.10)

Легко бачити, що згiдно з означеннями

em(F )q � e⊥m(F )q � Gm(F )q (1.11)

та

em(F )2 = e⊥m(F )2 = Gm(F )2. (1.12)

Незважаючи на те, що термiн "грiдi-алгоритм" почали використову-

вати в теорiї наближень нещодавно [105, 103], в неявному виглядi грiдi-

алгоритм при застосуваннi до конкретних просторiв почали використову-

вати досить давно. Наприклад, Е. Шмiдт [113] при наближеннi функцiй

з L2([0, 1]2) бiлiнiйними формами використовував процес, що спiвпадає

з грiдi-алгоритмами.
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При розглядi грiдi-алгоритмiв виникають природнi запитання про їх

збiжнiсть взагалi, а також швидкiсть збiжностi. Так у [116] для p 6= 2 та

у [102] для p < 2 було доведено, що iснує функцiя f ∈ Lq(Td), для якої

апроксиманти Gm(f) не збiгаються у Lq(Td). Згодом у [26] дослiджува-

лися додатковi умови на функцiю f ∈ Lq(Td), що забезпечують збiжнiсть

грiдi-алгоритмiв у Lq(Td).

На класах Вейля-НадяW r
β,p оцiнки грiдi-алгоритмiв встановлювались

В. М. Темляковим [117]. Зокрема, з результатiв А. Л. Шидлiча [84, 85]

випливають порядковi оцiнки грiдi-алгоритмiв для класiв Lψβ,p у просторi

Lq при p = 2 i 1 ≤ q <∞.

Вiдзначимо також роботи В. М. Темлякова [71, 118], P. Wojtaszczyk

[119], С. П. Войтенка [12], C. А. Стасюка [114], в яких можна ознайоми-

тися з бiльш детальною бiблiографiєю, що стосується дослiдження грiдi-

алгоритмiв у тих або iнших банахових просторах.

Вивчення наближення класiв перiодичних функцiй m-членними три-

гонометричними полiномами природньо приводить також до постановки

наступного питання: чи буде пiдпростiр тригонометричних полiномiв з

номерами гармонiк iз множини Θm екстремальним для класу F у про-

сторi Lq?

В 1974 роцi Р. С. Iсмагiловим [17] введено нову апроксимативну ха-

рактеристику, яка отримала назву тригонометричний поперечник. За-

уважимо, що подiбна величина розглядалася у роботi Я. С. Бугрова [10]

ще у 1964 роцi (хоча Я. С. Бугров не називав її тригонометричним попе-

речником). Наведемо означення цiєї апроксимативної характеристики.

Тригонометричний поперечник класу F у просторi Lq означається за
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формулою:

dTm(F,Lq) = inf
Θm

sup
f∈F

inf
P (Θm,·)

||f(·)− P (Θm, ·)||q , (1.13)

де P (Θm, x) =
m∑
k=1

cke
inkx, Θm— набiр iз m цiлих чисел n1, ..., nm та ck —

комплекснi числа.

Згiдно з означеннями колмогоровського i тригонометричного попереч-

никiв легко бачити, що вони пов’язанi мiж собою нерiвнiстю

dm(F,X) ≤ dTm(F,X). (1.14)

Зазначимо також, що величина найкращого m-членного тригономет-

ричного наближення не перевищує величини тригонометричного попе-

речника, тобто

em(F )q ≤ dTm(F,Lq) . (1.15)

Порядковi оцiнки тригонометричних поперечникiв для рiзноманiтних

функцiональних класiв встановлювались у роботах В. Є. Майорова [29 —

31], I. Маковоза [111], Е. С. Белiнського [4, 5], Г. Г. Магарiл-Iльяєва [28],

В. М. Темлякова [67], А. С. Романюка [42, 45, 46], А. С. Романюка та

В. С. Романюка [47], С. А. Стасюка [55], Н. В. Дерев’янко [14], Н. М. Кон-

севич [25], О. С. Федоренка [79], А. С. Сердюка та Т. А. Степанюк [52]

та багатьох iнших математикiв.

У роботi [17] Р. С. Iсмагiловим були встановленi оцiнки зверху триго-

нометричних поперечникiв множинK1
∞∩K2

1 iK1/2
∞ ∩K1

2 у просторi C[0,2π],

де через Ka
α позначається множина всiх функцiй f ∈ C[0,2π], вiдхилення

яких вiд простору тригонометричних полiномiв степеня не бiльшого нiж

n в метрицi простору Lα не перевищує n−a для всiх цiлих n ≥ 0. Звiд-

си отримуються оцiнки зверху поперечникiв класiв Соболєва W 2
1 i W 1

2 у

просторi C[0,2π].
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Подальшi дослiдження тригонометричних поперечникiв на класах Со-

болєва були продовженi В. Є. Майоровим [29], яким були встановленi точ-

нi за порядком оцiнки величин dTm(W r
p , Lq), 1 ≤ p < 2 ≤ q ≤ p/(p − 1),

для r > 1/2 + 1/p. Пiзнiше I. Маковоз [111] розповсюдив цi результати

для iншої областi змiни параметра r, а саме для r > 1. Також ним бу-

ли отриманi точнi за порядком оцiнки тригонометричних поперечникiв

dTm(W r
1 , Lq), 2 ≤ q < ∞, для класiв функцiй малої гладкостi, тобто для

1− 1/q < r < 1.

У 1985 роцi Е. С. Белiнським [5] отриманo точнi за порядком оцiнки

величин dTm(W r
β,p, Lq) у багатовимiрному випадку. Для p = 1, 2 ≤ q <∞

вiн також дослiдив випадок 1 − 1/q < r1 < 1, i бiльше того встано-

вив оцiнки поперечникiв для r1 = 1. У цiй же роботi Е. С. Белiнський

одержав оцiнку зверху i оцiнку знизу для тригонометричного попереч-

ника класу W r
β,1 у просторi L∞, якi вiдрiзнялися за порядком. Згодом

В. Є. Майоров [31] встановив точнi за порядком оцiнки для цього випад-

ку, але тiльки у одновимiрному випадку.

Для класiв функцiй Соболєва заданих на Rd аналоги тригонометрич-

них поперечникiв дослiджувалися В. Є. Майоровим [30] i Г. Г. Магарiл-

Iльяєвим [28]. В цих роботах можна ознайомитися з бiльш детальною

бiблiографiєю в цьому напрямку.

Порядки величин тригонометричних поперечникiв класiв Lψβ,p у про-

сторi Lq при 1 < p ≤ q ≤ p
p−1 у одновимiрному випадку були одержанi

О. С. Федоренком [79], а у багатовимiрному — Н. М. Консевич [25].

Поряд з величиною найкращого m-членного тригонометричного на-

ближення em(F )q у теорiї наближень розглядають величину найкращо-

го бiлiнiйного наближення τm(F )q1,q2
. Нагадаємо означення вiдповiдної

апроксимативної характеристики.
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Нехай Lq1,q2
, 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞— множина функцiй f(x, y), x, y ∈ [−π, π],

зi скiнченною мiшаною нормою

‖f(x, y)‖q1,q2
=

∥∥∥∥‖f(·, y)‖q1

∥∥∥∥
q2

,

причому норма обчислюється спочатку у просторi Lq1
по змiннiй

x ∈ [−π, π], а потiм вiд результату по змiннiй y ∈ [−π, π] у просторi

Lq2
. Для f(x− y) ∈ Lq1,q2

покладемо

τm(f(x− y))q1,q2
= inf

uj(x),vj(y)

∥∥∥∥f(x− y)−
m∑
j=1

uj(x)vj(y)

∥∥∥∥
q1,q2

,

де uj ∈ Lq1
, vj ∈ Lq2

.

Якщо F — деякий клас функцiй f(x), то величина

τm(F )q1,q2
= sup

f∈F
τm(f(x− y))q1,q2

, (1.16)

називається найкращим бiлiнiйним наближенням порядку m.

Дослiдження найкращих бiлiнiйних наближень було розпочато ще на

початку минулого сторiччя. Так, у 1907 р. Е. Шмiдт [113] довiв тео-

рему про наближення перiодичних функцiй двох змiнних f(x, y) в L2,2

бiлiнiйними формами
n∑
k=1

ϕk(x)ψk(y), де, зокрема, вказав спосiб побудови

найкращих бiлiнiйних форм.

Пiзнiше Р. С. Iсмагiловим [17] був встановленний зв’язок мiж найк-

ращими бiлiнiйними наближеннями функцiй виду f(x − y), f(x) ∈ F , i

поперечниками за Колмогоровим класiв F .

C. A. Micchelli та A. Pinkus [112], дослiджуючи бiлiнiйнi наближення

деяких функцiй двох змiнних, заданих на квадратi [0, 1]× [0, 1], застосо-

вували отриманi результати для знаходження точних значень попереч-

никiв класiв диференцiйовних функцiй.
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М.-Б. А. Бабаєв [2] дослiджував деякi питання бiлiнiйних наближень

неперiодичних функцiй.

Поведiнка величини τm(f)2,2 для функцiй f з класiв, аналогiчних до

класiв Соболєва, вивчались у роботi М. В. Мiрошина i В. В. Хромова

[32].

Систематичне вивчення найкращих бiлiнiйних наближень на класах

перiодичних функцiй Нiкольського та Соболєва було розпочато у роботi

В. М. Темлякова [67]. Згодом дослiдження найкращих бiлiнiйних набли-

жень цих функцiональних класiв, а також їх аналогiв було продовжено у

роботах [68 — 70]. Також вiдзначимо роботи А. С. Романюка [40, 41, 46],

А. С. Романюка та В. С. Романюка [48], К. В. Солiч [54], якi присвя-

ченi дослiдженню бiлiнiйних наближень функцiй з класiв О. В. Бєсова

та їх аналогiв. В цих роботах можна ознайомитися з бiльш детальною

бiблiографiєю, що стосується вiдповiдного напряму дослiджень.
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РОЗДIЛ 2

Найкращi m-членнi та ортогональнi наближення
класiв Lψβ,p у просторi Lq

Даний роздiл присвячений дослiдженню деяких апроксимативних ха-

рактеристик класiв Lψβ,p перiодичних функцiй. Зокрема, встановлюються

точнi за порядком оцiнки найкращих наближень та найкращих ортого-

нальних тригонометричних наближень перiодичних функцiй, якi є ана-

логами ядер Бернуллi. Крiм цього, знайдено порядки найкращих набли-

жень, наближень сумами Фур’є, найкращихm-членних та ортогональних

тригонометричних наближень, а також тригонометричних поперечникiв

функцiональних класiв Lψβ,p у просторi Lq для певних спiввiдношень мiж

параметрами p та q.

2.1. Допомiжнi твердження

Нагадаємо означення апроксимативних характеристик класiв, якi бу-

дуть дослiджуватись у даному роздiлi.

Нехай Tm — множина тригонометричних полiномiв t, якi мають

вигляд

t(x) =
m∑

k=−m
cke

ikx.

Для f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, покладемо

Em(f)q = inf
t∈Tm

∥∥∥∥f(·)− t(·)
∥∥∥∥
q

. (2.1)



40

Величину (2.1) називають найкращим наближенням функцiї f мно-

жиною полiномiв Tm у просторi Lq.

Якщо Lψβ,p ⊂ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, то покладемо

Em(Lψβ,p)q = sup
f∈Lψβ,p

inf
t∈Tm

∥∥∥∥f(·)− t(·)
∥∥∥∥
q

.

Далi через Em(Lψβ,p)q, позначимо величину

Em(Lψβ,p)q = sup
f∈Lψβ,p

∥∥∥∥f(·)−
m∑

k=−m
f̂(k)eik·

∥∥∥∥
q

,

яка називається наближенням сумами Фур’є функцiональних класiв Lψβ,p
у просторi Lq.

Для величин Em(Lψβ,p)q i Em(Lψβ,p)q має мiсце спiввiдношення

Em(Lψβ,p)q ≤ Em(Lψβ,p)q.

Крiм згаданих апроксимативних характеристик будемо дослiджувати

також наступнi величини

em(f)q = inf
Θm

inf
T (Θm,·)

∥∥∥∥f(·)− T (Θm, ·)
∥∥∥∥
q

, (2.2)

e⊥m(f)q = inf
Θm

∥∥∥∥f(·)− SΘm
(f, ·)

∥∥∥∥
q

, (2.3)

де

T (Θm, x) =
m∑
k=1

cke
inkx,

Θm— набiр iзm цiлих чисел n1, ..., nm та ck — довiльнi комплекснi числа,

SΘm
(f, x) =

m∑
k=1

f̂(nk)e
inkx.
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Величину (2.2) називають найкращим m-членним тригонометричним

наближенням, а (2.3) — найкращим ортогональним тригонометричним

наближенням функцiї f ∈ Lq. Якщо Lψβ,p ⊂ Lq, то покладемо

em(Lψβ,p)q = sup
f∈Lψβ,p

em(f)q, (2.4)

e⊥m(Lψβ,p)q = sup
f∈Lψβ,p

e⊥m(f)q. (2.5)

Очевидно, що величини (2.4) i (2.5) пов’язанi спiввiдношенням

em(Lψβ,p)q ≤ e⊥m(Lψβ,p)q.

Зазначимо також, що величина em(Lψβ,p)q не перевищує величини три-

гонометричного поперечника dTm(Lψβ,p, Lq) порядку m класу Lψβ,p, яка

визначається наступним чином

dTm(Lψβ,p, Lq) = inf
Θm

sup
f∈Lψβ,p

inf
P (Θm,·)

||f(·)− P (Θm, ·)||q . (2.6)

Сформулюємо необхiднi позначення та деякi допомiжнi твердження,

якi будемо використовувати при доведеннi отриманих у цьому роздiлi

результатiв.

Позначимо через B множину функцiй ψ(t), t ∈ N, що задовольняють

умови:

1) ψ — додатнi i незростаючi;

2) iснує стала C > 0 така, що

ψ(t)

ψ(2t)
≤ C, t ∈ N.

Зазначимо, що до множини B належать, наприклад, функцiї 1
tr ,

r > 0; lnγ(t+1)
tr , γ ∈ R, r > 0 та iн.
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Нехай f ∈ Lq, 1 < q <∞. Для s ∈ N ∪ {0} розглянемо множину

ρ(s) =
{
k ∈ Z : [2s−1] ≤ |k| < 2s

}
i покладемо

δs(f, x) =
∑
k∈ρ(s)

f̂(k)eikx.

В прийнятих позначеннях має мiсце теорема.

Теорема В (Лiттлвуда-Пелi) (див., наприклад, [16, т.II], гл. XV).

Нехай задано 1 < q < ∞. Тодi iснують додатнi сталi C3(q), C4(q)

такi, що для кожної функцiї f ∈ Lq має мiсце оцiнка

C3(q)‖f‖q ≤

∥∥∥∥∥
 ∑
s∈N∪{0}

|δs(f, ·)|2
 1

2 ∥∥∥∥∥
q

≤ C4(q)‖f‖q.

Теорема Г (Марцинкевича) [16, т.II, с. 346]. Нехай задано послiдов-

нiсть {λn}∞n=−∞, що задовольняє умови:

1) |λn| ≤M, n ∈ Z;

2)
±2ν−1∑
µ=±2ν−1

|λµ+1 − λµ| ≤M, ν ∈ N.

Тодi, якщо

f(x) =
+∞∑

k=−∞
f̂(k)eikx ∈ Lq, 1 < q <∞,

то

F (x) =
+∞∑

k=−∞
λkf̂(k)eikx ∈ Lq

i iснує стала C5(q) така, що

‖F‖q ≤ C5(q)M‖f‖q.
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Твердження A (див., наприклад, [27, с. 392]). Якщо f ∈ Lq,

1 ≤ q ≤ ∞, то

‖f‖q = sup
‖g‖q′≤1

∣∣∣∣
π∫

−π

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣,
де 1

q + 1
q′ = 1 i g — функцiя комплексно спряжена до функцiї g.

Твердження Б [60, ч.II, с. 119]. Нехай ψ(t) — довiльна незростаюча

послiдовнiсть невiд’ємних чисел, для яких виконується одна з умов:

∆2

(
1

ψ(t)

)
≥ 0, t ∈ N, (2.7)

або

∆2

(
1

ψ(t)

)
≤ 0, t ∈ N, (2.8)

де

∆2

(
1

ψ(t)

)
=

1

ψ(t)
− 2

ψ(t+ 1)
+

1

ψ(t+ 2)

i, крiм того, ∣∣∣ sin βπ
2

∣∣∣m−1∑
k=1

ψ(m)(kψ(k))−1 = O(1), (2.9)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена по m. Тодi для довiльного

тригонометричного полiнома tm порядку m виконується нерiвнiсть

‖(tm)ψβ‖1 ≤ O(1)|ψ(m)|−1‖tm‖1,

в якiй величина O(1) — рiвномiрно обмежена по m i tm.

Лема А [8]. Нехай 2 ≤ q <∞. Тодi для довiльного тригонометрич-

ного полiнома

P (Θm, x) =
m∑
l=1

einlx

i для довiльного n ≤ m знайдеться тригонометричний полiном

P̃ (Θn, x), який мiстить не бiльше як n гармонiк, i константа C6 > 0
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такi, що

‖P (Θm, ·)− P̃ (Θn, ·)‖q ≤ C6mn
−1/2 ,

причому Θn ⊂ Θm, всi коефiцiєнти P̃ (Θn, x) однаковi i не перевищують

за абсолютною величиною mn−1.

При дослiдженнi питань апроксимацiї класiв Lψβ,p у просторi Lq, зо-

крема, для встановлення оцiнок зверху у деяких випадках ми будемо

використовувати вiдомi оцiнки наближення сумами Фур’є.

Теорема Д [13]. Нехай 1 < q ≤ ∞, β ∈ R, ψ ∈ B ∩Ψq′,
1
q + 1

q′ = 1, де

Ψq′ — множина монотонно незростаючих функцiй ψ(t), для яких iснує

стала α > 1− 1
q така, що функцiя tαψ(t) майже спадає, i виконується

одна з умов (2.7) або (2.8). Тодi справедливе наступне спiввiдношення

Em(Lψβ,1)q � Em(Lψβ,1)q � ψ(m)m
1
q′ .

Розглянемо лiнiйний оператор P̃j, що дiє на функцiю f ∈ Lp наступ-

ним чином:

P̃jf(x) = f(x) ∗
( ∑
k∈ρ(j)

eikx − P̃ (Θkj , x)

)
,

де ∗ — операцiя згортки, P̃ (Θkj , x) — полiноми з леми А.

Тодi має мiсце твердження.

Лема Б [47]. Нехай 1 < p < 2 < q < p/(p− 1). Тодi норма оператора

P̃j з Lp в Lq (‖P̃j‖p→q = ‖P̃j‖Lp→Lq), задовoльняє спiввiдношенню

‖P̃j‖p→q = sup
‖f‖p≤1

‖P̃jf‖q � 2jk
−(1/2+1/p′)
j ,

де p′ = p/(p− 1).
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Лема В [7]. Для довiльного тригонометричного полiнома

T (Θm, x) =
m∑
k=1

cke
inkx

i для довiльного n ≤ m iснує тригонометричний полiном T (Θn, x), який

мiстить не бiльше як n гармонiк i такий, що

‖T (Θm)− T (Θn)‖q ≤ C7

(
m

n

) 1
2

‖T (Θm)‖2, 2 < q <∞,

причому має мiсце вкладення Θn ⊂ Θm.

Теорема Е [59]. Нехай 1 < q ≤ p < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R, C8, C9 > 0.

Тодi справедливе наступне спiввiдношення

C8ψ(m) ≤ Em(Lψβ,p)q ≤ Em(Lψβ,p)q ≤ C9ψ(m).

Теорема Є [36]. Нехай ψ ∈ B, β ∈ R, 1 < p <∞. Тодi для довiльного

t ∈ Tm справедлива оцiнка

‖tψβ (·)‖p � ψ−1(n)‖t(·)‖p.

Теорема Ж (див., наприклад, [34, с. 132]). Нехай t ∈ Tm. Тодi при
1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ має мiсце спiввiдношення

‖t‖p � n
1
q−

1
p‖t‖q. (2.10)

Спiввiдношення (2.10) було встановлено С. М. Нiкольським i отримало

назву "нерiвнiсть рiзних метрик".

Твердження В [100, с. 33]. Нехай ak послiдовнiсть додатних чисел

така, що
∑
k

a2
k = 1. Тодi iснує обмежена функцiя f така, що ‖f‖∞ ≤ 1

i |f̂(k)| ≥ ak
3 для всiх k ∈ Z.
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2.2. Апроксимативнi характеристики функцiй Fψ(x, β) у про-

сторi Lq, 1 < q <∞

При вивченнi наближення функцiй iз класiв Lψβ,p виявилося доцiльним

розглянути наближення 2π-перiодичних функцiй Fψ(x, β), якi є аналога-

ми ядер Бернуллi, за допомогою яких дається iнтегральне представлення

функцiї через її похiдну. У даному пiдроздiлi одержано порядковi оцiнки

найкращих наближень, наближень сумами Фур’є та найкращих ортого-

нальних тригонометричних наближень функцiй Fψ(x, β) у просторi Lq
при 1 < q <∞. З використанням цих оцiнок у наступному пiдроздiлi

одержано порядковi оцiнки найкращих ортогональних тригонометрич-

них наближень класiв Lψβ,1 у просторi Lq при 1 < q <∞, а також класiв

Lψβ,p, 1 < p <∞ у рiвномiрнiй метрицi у пiдроздiлi 2.6.

Нехай для фiксованої функцiї натурального аргументу ψ i числа

β ∈ R ряд ∑
k∈Z\{0}

ψ(|k|)e−i
π
2βsignkeikx

є рядом Фур’є деякої сумовної на [−π, π] функцiї Fψ(x, β). Тодi кожну

функцiю f ∈ Lψβ,p можна зобразити у виглядi згортки:

f(x) =
1

2π

π∫
−π

ϕ(x− t)Fψ(t, β)dt, (2.11)

де ‖ϕ‖p ≤ 1, 1 ≤ p ≤ ∞ (див., наприклад, [60, ч.II, с. 135]).

Зазначимо, що функцiї Fψ(x, β) природньо називати аналогами ядер

Бернуллi, оскiльки при ψ(|k|) = |k|−r, r > 0, функцiя Fψ(x, β) є вiдомим

ядром Бернуллi.

У прийнятих позначеннях має мiсце теорема.

Теорема 2.1. Нехай 1 < q < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм того, iс-
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нує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t1−
1
q+ε, t ∈ N, не зростає. Тодi

справедливi порядковi оцiнки

Em(Fψ)q � Em(Fψ)q � ψ(m)m1− 1
q .

Доведення. Доведемо оцiнку зверху для величини Em(Fψ)q. Нехай l

i m такi, що 2l < m ≤ 2l+1. Спочатку розглянемо випадок 1 < q ≤ 2.

Застосувавши теорему В, одержимо

Em(Fψ)q �
∥∥∥∥Fψ −∑

s<l

δs(Fψ)

∥∥∥∥
q

=

∥∥∥∥∑
s≥l

δs(Fψ)

∥∥∥∥
q

�

�

∥∥∥∥∥
(∑

s≥l
|δs(Fψ)|2

) 1
2
∥∥∥∥∥
q

= I1.

Далi, скориставшись нерiвнiстю |a + b|α ≤ |a|α + |b|α при 0 ≤ α ≤ 1,

можемо записати

Iq1 �
π∫
π

∑
s≥l
|δs(Fψ)|qdx�

∑
s≥l
‖δs(Fψ)‖qq,

тобто

I1 �
(∑

s≥l
‖δs(Fψ)‖qq

) 1
q

. (2.12)

Для продовження (2.12) встановимо оцiнку величини

‖δs(Fψ)‖q =

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s)

ψ(|k|)e−i
π
2βsignkeikx

∥∥∥∥
q

.

Спочатку покажемо, що виконується спiввiдношення∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s)

ψ(|k|)e−i
π
2βsignkeikx

∥∥∥∥
q

� ψ(2s)

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s)

eikx
∥∥∥∥
q

, 1 < q <∞.
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З цiєю метою для кожного s ≥ l розглянемо послiдовнiсть {λk}, яка
задається таким чином

{λk} =

{
ψ(|k|)
ψ(2s)

e−i
π
2βsignk, 2s−1 ≤ |k| < 2s

}
.

Легко переконатися, що послiдовнiсть {λk} задовольняє умови теоре-

ми Г. Очевидно, що для цього достатньо перевiрити виконання умов 1, 2

цiєї теореми для додатних k таких, що 2s−1 ≤ k < 2s.

Оскiльки ψ ∈ B i 2s−1 ≤ k < 2s, то

1) |λk| =
∣∣∣∣ ψ(k)

ψ(2s)
e−i

π
2β

∣∣∣∣ =
ψ(k)

ψ(2s)
≤ ψ(2s−1)

ψ(2s)
≤M,

2)
2s−1∑
k=2s−1

|λk − λk+1| =

=
2s−1∑
k=2s−1

∣∣∣∣ ψ(k)

ψ(2s)
e−i

π
2β − ψ(k + 1)

ψ(2s)
e−i

π
2β

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

ψ(2s)

2s−1∑
k=2s−1

(
ψ(k)− ψ(k + 1)

)
=

1

ψ(2s)

(
ψ(2s−1)− ψ(2s)

)
≤

≤ ψ(2s−1)

ψ(2s)
≤M.

Подiявши мультиплiкатором Λs, який задається послiдовнiстю {λk},
на полiном

∑
k∈ρ(s)

eikx, одержимо

Λs

∑
k∈ρ(s)

eikx =
∑
k∈ρ(s)

ψ(|k|)
ψ(2s)

e−i
π
2βsignkeikx =

=
1

ψ(2s)

∑
k∈ρ(s)

ψ(|k|)e−i
π
2βsignkeikx.

Таким чином, можемо записати∥∥∥∥Λs

∑
k∈ρ(s)

eikx
∥∥∥∥
q

=
1

ψ(2s)

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s)

ψ(|k|)e−i
π
2βsignkeikx

∥∥∥∥
q

.
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Проте, за теоремою Г має мiсце оцiнка∥∥∥∥Λs

∑
k∈ρ(s)

eikx
∥∥∥∥
q

≤ C10(q)M

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s)

eikx
∥∥∥∥
q

.

Отже, в пiдсумку отримаємо

‖δs(Fψ)‖q =

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s)

ψ(|k|)e−i
π
2βsignkeikx

∥∥∥∥
q

�

� ψ(2s)

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s)

eikx
∥∥∥∥
q

.

Далi, використавши останню оцiнку, а також вiдоме спiввiдношення

(див., наприклад, [115, с. 25]):∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s)

eikx
∥∥∥∥
q

� 2s(1− 1
q), 1 < q <∞, (2.13)

одержуємо

‖δs(Fψ)‖q � ψ(2s)2s(1− 1
q). (2.14)

Об’єднавши спiввiдношення (2.12) та (2.14), маємо

I1 =

∥∥∥∥∑
s≥l

δs(Fψ)

∥∥∥∥
q

�
(∑

s≥l
ψq(2s)2qs(1− 1

q)

) 1
q

.

Врахувавши, що ψ(t)t1−
1
q+ε не зростає, можемо записати

Em(Fψ)q � I1 � ψ(2l)2l(1− 1
q+ε)

(∑
s≥l

2−sεq

) 1
q

�

� ψ(2l)2l(1− 1
q) � ψ(m)m1− 1

q .

Тепер розглянемо випадок 2 < q < ∞. Застосувавши теорему В i

нерiвнiсть Мiнковського, одержимо

Em(Fψ)q � ‖Fψ −
∑
s<l

δs(Fψ)‖q =

∥∥∥∥∑
s≥l

δs(Fψ)

∥∥∥∥
q

�
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�

∥∥∥∥∥
(∑

s≥l
|δs(Fψ)|2

) 1
2
∥∥∥∥∥
q

=

(∥∥∥∥∑
s≥l
|δs(Fψ)|2

∥∥∥∥
q
2

) 1
2

�

�
(∑

s≥l

∥∥|δs(Fψ)|2
∥∥
q
2

) 1
2

=

(∑
s≥l
‖δs(Fψ)‖2

q

) 1
2

.

Використавши (2.14) i повторивши мiркування, якi проводились для ви-

падку 1 < q ≤ 2, отримаємо шукану оцiнку:

Em(Fψ)q � ψ(m)m1− 1
q , 2 < q <∞.

Таким чином, оцiнки зверху в теоремi 2.1 встановлено.

Переходячи до оцiнок знизу зауважимо, що при цьому достатньо її

отримати для величини Em(Fψ)q. Нехай t∗ ∈ Tm — полiном найкращого

наближення функцiї Fψ(x, β) у просторi Lq, 1 < q < ∞, 2l−1 ≤ m ≤ 2l,

l ∈ N, тобто

Em(Fψ)q = inf
t∈Tm
‖Fψ − t‖q = ‖Fψ − t∗‖q,

i

F2(x, β) =
∑

k∈Z\{0}

|k|−2e−i
π
2βsignkeikx.

Розглянемо величину

J = (Fψ − t∗, F2 − S2l(F2)) = (Fψ, F2 − S2l(F2))−

−(t∗, F2 − S2l(F2)) = (Fψ, F2 − S2l(F2)).

З одного боку, за нерiвнiстю Гельдера маємо

J ≤ ‖Fψ − t∗‖q‖F2 − S2l(F2)‖q′ =

= E2l(Fψ)q‖F2 − S2l(F2)‖q′,

де 1
q + 1

q′ = 1.
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I оскiльки (див. [67, с. 25]),

‖F2 − S2l(F2)‖q′ � 2−l(2−
1
q ),

то

J � Em(Fψ)q2
−l(2− 1

q ). (2.15)

З iншого боку, для J можемо записати

J �
∑

k∈Z\{0}

ψ(|k|)|k|−2 �
∑
s≥l

∑
k∈ρ+(s)

ψ(k)k−2 =

=
∑
s≥l

2s∑
k=2s−1

ψ(k)k−2 �

�
∑
s≥l

ψ(2s)2−s � ψ(2l)2−l. (2.16)

де ρ+(s) =
{
k : 2s−1 ≤ k < 2s

}
.

З урахуванням спiввiдношень (2.15) та (2.16) отримаємо

ψ(2l)2−l � J � Em(Fψ)q2
−l(2− 1

q ),

тобто

Em(Fψ)q � ψ(2l)2l(1−
1
q ) � ψ(m)m1− 1

q .

Теорему доведено.

Зауваження 2.1. У випадку ψ(|k|) = |k|−r, r > 1 − 1
q , 1 ≤ q ≤ ∞

вiдповiдний результат одержав В. М. Темляков [67, с. 38].

У наступному твердженнi встановимо порядок величини e⊥m(Fψ)q.

Теорема 2.2. Нехай 1 < q < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм того, iс-

нує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t1−
1
q+ε, t ∈ N, не зростає. Тодi

справедлива порядкова оцiнка

e⊥m(Fψ)q � ψ(m)m1− 1
q .
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Доведення. Оцiнка зверху випливає iз попередньої теореми i спiввiд-

ношення

e⊥2m+1(Fψ)q ≤ Em(Fψ)q.

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу.

Нехай Θm — довiльний набiр iз m цiлих чисел n1, ..., nm. Скористав-

шись рiвнiстю з твердження A, можемо записати

‖Fψ − SΘm
(Fψ)‖q =

= sup
‖g‖q′≤1

∣∣∣∣
π∫

−π

(Fψ(x)− SΘm
(Fψ, x)) g(x)dx

∣∣∣∣. (2.17)

За заданим m виберемо l ∈ N iз умови 2m < 2l ≤ 4m i покладемо

g(x) = C112
− l
q

∑
k∈ρ+(l)

eikx,

де ρ+(l) =
{
k ∈ Z : 2l−1 ≤ k < 2l

}
. Легко бачити, що ‖g‖q′ ≤ 1,

q′ ∈ (1,∞), при певному виборi сталої C11 > 0.

Дiйсно, використовуючи спiввiдношення (2.13), будемо мати

‖g‖q′ = C112
− l
q

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ+(l)

eikx
∥∥∥∥
q′
� 2−

l
q2l(1− 1

q′ ) = 1,

тобто функцiя g при деякому виборi сталої C11 задовольняє нерiвнiсть

‖g‖q′ ≤ 1.

Тепер пiдставивши функцiю g в (2.17), одержимо

‖Fψ − SΘm
(Fψ)‖q ≥

∣∣∣∣
π∫

−π

(Fψ(x)− SΘm
(Fψ, x)) g(x)dx

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
π∫

−π

Fψ(x)g(x)dx−
π∫

−π

SΘm
(Fψ, x)g(x)dx

∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣
( ∑

k∈ρ+(l)

C11ψ(k)2−
l
qe−i

π
2β

)
−
( ∑

k∈Θm∩ρ+(l)

C11ψ(k)2−
l
qe−i

π
2β

)∣∣∣∣∣�
� 2−

l
q

∑
k∈ρ+(l)\Θm

ψ(k)� 2−
l
qψ(2l)2l =

= 2l(1− 1
q)ψ(2l) � ψ(m)m1− 1

q .

Оцiнку знизу, а разом з нею i теорему доведено.

Порiвняємо результати теореми 2.1 та 2.2 з оцiнкою найкращого m-

членного тригонометричного наближення em(Fψ)q, 1 < q < ∞, яку от-

римано в [81].

З означення величин em(f)q, e⊥m(f)q, Em(f)q i Em(f)q легко бачити, що

мають мiсце спiввiдношення

e2m+1(f)q ≤ Em(f)q ≤ Em(f)q

i

e2m+1(f)q ≤ e⊥2m+1(f)q ≤ Em(f)q.

Спiвставивши результати теорем 2.1, 2.2 i теорем 1.6.2, 1.6.3 роботи [81],

отримуємо, що величини em(Fψ)q, e⊥m(Fψ)q, Em(Fψ)q та Em(Fψ)q у випадку

1 < q ≤ 2 рiвнi за порядком. Якщо ж 2 < q <∞, то має мiсце спiввiдно-

шення

Em(Fψ)q � Em(Fψ)q � e⊥m(Fψ)q � m
1
2−

1
q em(Fψ)q.

Зауваження 2.2. У випадку ψ(|k|) = |k|−r, r > 1 − 1
q порядок

величини e⊥m(Fψ)q, 1 < q <∞, встановлено А. С. Романюком [46, с. 138].
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2.3. Оцiнки найкращих ортогональних тригонометричних на-

ближень класiв Lψβ,1 у просторi Lq, 1 < q <∞

У цьому пiдроздiлi iз застосуванням теореми 2.2 встановлено точнi

за порядком оцiнки величин e⊥m(Lψβ,1)q при 1 < q < ∞. При цьому за-

значимо, що у випадку p = 1 тут i далi на функцiї ψ будуть накладенi

додатковi умови, крiм належностi їх до множини B, що зумовлено вико-

ристанням вiдповiдних допомiжних тверджень.

Теорема 2.3. Нехай 1 < q < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R, виконується одна

з умов (2.7) або (2.8) i, крiм того, iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть

ψ(t)t1−
1
q+ε, t ∈ N, не зростає. Тодi справедливе спiввiдношення

e⊥m(Lψβ,1)q � ψ(m)m1− 1
q .

Доведення. Оцiнку зверху проведемо у бiльш загальному випадку.

Для цього нам знадобиться допомiжне твердження

Лема 2.1. Нехай 1 ≤ q < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R. Тодi справедливе

спiввiдношення

e⊥m(Lψβ,1)q ≤ e⊥m(Fψ)q.

Доведення. Згiдно з означенням класу Lψβ,1 можемо записати

e⊥m(Lψβ,1)q = sup
f∈Lψβ,1

inf
SΘm(f)

‖f − SΘm
(f)‖q =

= sup
‖ϕ‖1≤1

inf
SΘm(ϕ∗Fψ)

‖ϕ ∗ Fψ − SΘm
(ϕ ∗ Fψ)‖q =

= sup
‖ϕ‖1≤1

inf
SΘm(Fψ)

‖ϕ ∗ (Fψ − SΘm
(Fψ))‖q.
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Враховуючи властивiсть згортки (див., наприклад, [27, с. 43]), матимемо

e⊥m(Lψβ,1)q ≤ sup
‖ϕ‖1≤1

inf
SΘm(Fψ)

‖ϕ‖1 × ‖Fψ − SΘm
(Fψ)‖q ≤

≤ inf
SΘm(Fψ)

‖Fψ − SΘm
(Fψ)‖q = e⊥m(Fψ)q.

Лему доведено.

Отже, оцiнку зверху в теоремi 2.3 отримуємо, використавши лему 2.1

i встановлену в теоремi 2.2 оцiнку величини e⊥m(Fψ)q :

e⊥m(Lψβ,1)q ≤ e⊥m(Fψ)q � ψ(m)m1− 1
q .

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу.

За заданимm виберемо l iз умови 2m < 2l ≤ 4m i розглянемо функцiю

fl(x) = C12ψ(2l)
(
V2l+1(x)− V2l(x)

)
, C12 > 0,

де Vm(x) — ядро Валле Пуссена вигляду

Vm(x) = 1 + 2
m∑
k=1

cos kx+ 2
2m−1∑
k=m+1

(
2m− k
m

)
cos kx.

Покажемо, що fl ∈ Lψβ,1 при певному виборi сталої C12 > 0.

Для цього достатньо пересвiдчитися, що ‖(fl)ψβ‖1 ≤ C13, C13 > 0.

Скористаємося твердженням Б.

Зауважимо, що умова (2.9) виконується, оскiльки iснує число α > 1− 1
q

таке, що послiдовнiсть ϕ(m) = mαψ(m) не зростає, тодi
m−1∑
k=1

ψ(m)

kψ(k)
=

m−1∑
k=1

ϕ(m)kα

mαϕ(k)k
≤ 1

mα

m−1∑
k=1

kα

k
≤ 1.

Таким чином, одержимо

‖(fl)ψβ‖1 = C12ψ(2l)‖V2l+1 − V2l‖1 �
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� ψ(2l)

ψ(2l+2)
‖V2l+1 − V2l‖1,

причому (див., наприклад, [67, с. 66])

‖V2l+1 − V2l‖q � 2l(1− 1
q), 1 ≤ q ≤ ∞. (2.18)

Отже, ‖(fl)ψβ‖1 � 1 i fl ∈ Lψβ,1 при певному виборi сталої C12.

Далi розглянемо полiном

g1(x) = C14m
− 1
q
(
V2l+1(x)− V2l(x)

)
, C14 > 0.

Iз (2.18) випливає, що полiном g1 при певному виборi сталої C14 задо-

вольняє нерiвнiсть ‖g1‖q′ ≤ 1. Скориставшись твердженням A, одержимо

‖fl − SΘm
(fl)‖q ≥

≥
∣∣∣∣

π∫
−π

(
fl(x)− SΘm

(fl, x)
)
g1(x)dx

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
π∫

−π

fl(x)g1(x)dx−
π∫

−π

SΘm
(fl, x)g1(x)dx

∣∣∣∣�
� m−

1
qψ(2l)

(
‖V2l+1 − V2l‖2

2 −m
)
�

� m−
1
qψ(2l)

(
2l+1 −m

)
≥

≥ m−
1
qψ(2l)2l � ψ(2l)2l(1− 1

q).

Враховуючи вибiр l, iз останньої оцiнки маємо

e⊥m(Lψβ,1)q � ψ(m)m1− 1
q .

Оцiнку знизу, а разом з нею i теорему 2.3 доведено.

Порiвняємо результат теореми 2.3 з вiдповiдним результатом, отрима-

ним при дослiдженнi величин Em(Lψβ,1)q i Em(Lψβ,1)q у роботi [13]. Отри-

муємо, що

e⊥m(Lψβ,1)q � Em(Lψβ,1)q � Em(Lψβ,1)q � ψ(m)m1− 1
q .
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Зауважимо, що для оцiнки зверху у теоремi 2.3, можна було скори-

статись результатом отриманим у роботi [13] для Em(Lψβ,1)q та спiввiдно-

шенням

e⊥2m+1(L
ψ
β,1)q ≤ Em(Lψβ,1)q.

Зауваження 2.3. У випадку ψ(|k|) = |k|−r, r > 1 − 1
q , вiдповiдний

результат ранiше одержано А. С. Романюком [46, с. 137-139].
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2.4. Порядки найкращих m-членних тригонометричних на-

ближень i тригонометричних поперечникiв класiв Lψβ,1 у про-

сторi Lq, 2 ≤ q <∞

Для величин, означених рiвностями (2.4) i (2.6), має мiсце

Теорема 2.4. Нехай 2 ≤ q < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R, виконується одна

з умов (2.7) або (2.8) i, крiм того, iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть

ψ(t)t1+ε, t ∈ N, не зростає. Тодi справедливi порядковi оцiнки

em(Lψβ,1)q � dTm(Lψβ,1, Lq) � ψ(m)m
1
2 .

Доведення. Зазначимо, що з означення величин em(Lψβ,1)q та

dTm(Lψβ,1, Lq) випливає спiввiдношення

em(Lψβ,1)q ≤ dTm(Lψβ,1, Lq).

Тому, для доведення теореми 2.4 достатньо оцiнити величину em(Lψβ,1)q

знизу, а величину dTm(Lψβ,1, Lq) зверху.

Встановимо спочатку оцiнку зверху величини dTm(Lψβ,1, Lq). За зада-

ним m виберемо l ∈ N таким чином, щоб виконувалось спiввiдношення

2l < m ≤ 2l+1. Кожному числу j ∈ N, що задовольняє умову l ≤ j < γl

(γ > 1, буде обрано пiзнiше), поставимо у вiдповiднiсть число

kj = [2jψ(2j)ψ−1(2l)] + 1, j = l, ..., γl, γ > 1.

Далi, нехай P̃ (Θkj) — тригонометричний полiном, що наближає "блок"

δj(f), f ∈ Lψβ,1, вiдповiдно до леми А, тобто таким чином, щоб для

j ∈ [l, γl) виконувалась порядкова нерiвнiсть

‖δj(f)− P̃ (Θkj)‖q � 2jk
− 1

2

j , 2 < q <∞,

причому Θkj ⊂ ρ(j) та коефiцiєнти полiнома P̃ (Θkj) рiвнi мiж собою.
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Покажемо, що кiлькiсть гармонiк в сукупностi полiномiв P̃ (Θkj) при

l ≤ j < γl, j ∈ N, не перевищує за порядком 2l. Дiйсно, оскiльки за умо-

вою теореми iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t1+ε не зростає, то

можемо записати∑
l≤j<γl

kj =
∑
l≤j<γl

([
2jψ(2j)ψ−1(2l)

]
+ 1

)
≤

≤ ψ−1(2l)
∑
l≤j<γl

2j(1+ε)ψ(2j)2−jε + γl ≤

≤ ψ−1(2l)2l(1+ε)ψ(2l)
∑
l≤j<γl

2−jε + γl �

� ψ−1(2l)2l(1+ε)ψ(2l)2−lε + γl � 2l.

Далi для наближення функцiї f ∈ Lψβ,1 будемо використовувати полi-

ном виду:

t(x) =
∑
j<l

δj(f, x) +
∑
l≤j<γl

(P̃ (Θkj , x) ∗ δj(f, x)). (2.19)

Як показано вище, кiлькiсть гармонiк полiнома t не перевищує за поряд-

ком 2l. Оцiнимо величину ‖f − t‖q, 2 < q <∞.
З урахуванням (2.19), маємо

‖f − t‖q =

∥∥∥∥ ∑
l≤j<γl

δj(f) +
∑
j≥γl

δj(f)−
∑
l≤j<γl

(P̃ (Θkj) ∗ δj(f))

∥∥∥∥
q

≤

≤
∥∥∥∥ ∑
l≤j<γl

(δj(f)− (P̃ (Θkj) ∗ δj(f)))

∥∥∥∥
q

+

∥∥∥∥∑
j≥γl

δj(f)

∥∥∥∥
q

= I2 + I3 (2.20)

Проведемо оцiнки одержаних в (2.20) величин I2 та I3, починаючи з

I3. Згiдно теореми Д можемо записати:

I3 = ‖
∑
j≥γl

δj(f)‖q = ‖f −
∑

1≤j<γl
δj(f)‖q � ψ(2γl)2γl(1−

1
q ). (2.21)
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Тепер перейдемо до оцiнки I2. З цiєю метою для кожного j ∈ N,

l ≤ j < γl розглянемо лiнiйний оператор P̃j, що дiє за формулою

P̃jδj(f) = δj(f) ∗
( ∑
k∈ρ(j)

eikx − P̃ (Θkj , x)

)
.

Таким чином, прийнявши до уваги, що Θkj ⊂ ρ(j) i застосувавши до

I2 послiдовно теорему В i нерiвнiсть Мiнковського, будемо мати

I2 �
∥∥∥∥( ∑

l≤j<γl
|δj(f)− (P̃ (Θkj) ∗ δj(f))|2

) 1
2
∥∥∥∥
q

≤

≤
( ∑
l≤j<γl

∥∥∥∥δj(f)− (P̃ (Θkj) ∗ δj(f))

∥∥∥∥2

q

) 1
2

=

=

( ∑
l≤j<γl

∥∥∥∥δj(f) ∗
( ∑
k∈ρ(j)

eikx − P̃ (Θkj)

)∥∥∥∥2

q

) 1
2

=

=

( ∑
l≤j<γl

‖P̃jδj(f)‖2
q

) 1
2

. (2.22)

Для того щоб продовжити оцiнку (2.22), виберемо деяке число

q1 ∈ (1, 2), яке нижче буде уточнене. Тодi, скориставшись лемою Б, от-

римаємо

I2 �
( ∑
l≤j<γl

‖P̃j‖2
q1→q‖δj(f)‖2

q1

) 1
2

�

�
( ∑
l≤j<γl

22jk
−(3− 2

q1
)

j ‖δj(f)‖2
q1

) 1
2

=

=

( ∑
l≤j<γl

22jk
−(3− 2

q1
)

j ‖f − S2j−1(f)− f + S2j(f)‖2
q1

) 1
2

≤

≤
( ∑
l≤j<γl

22jk
−(3− 2

q1
)

j (‖f − S2j−1(f)‖q1
+ ‖f − S2j(f)‖q1

)2

) 1
2

, (2.23)
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де S2j(f, x) =
2j∑

k=−2j
f̂(k)eikx.

Далi, скориставшись теоремою Д та врахувавши значення kj, продо-

вжимо оцiнку (2.23)

I2 �
( ∑
l≤j<γl

22j

(
2jψ(2j)

ψ(2l)

)−(3− 2
q1

)

22j(1− 1
q1

)ψ2(2j)

) 1
2

=

=

(
ψ(2l)(3− 2

q1
)
∑
l≤j<γl

(ψ(2j)2j)( 2
q1
−1)22j(1− 1

q1
)

) 1
2

. (2.24)

Оскiльки iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t1+ε, t ∈ N, не зростає,

то оцiнку (2.24) продовжимо таким чином

I2 �
(
ψ(2l)(3− 2

q1
)(ψ(2l)2l(1+ε))( 2

q1
−1)

∑
l≤j<γl

2−jε(
2
q1
−1)22j(1− 1

q1
)

) 1
2

�

�
(
ψ(2l)(3− 2

q1
)(ψ(2l)2l(1+ε))( 2

q1
−1)2−lε(

2
q1
−1)22l(1− 1

q1
)

) 1
2

= ψ(2l)2
l
2 . (2.25)

Спiвставляючи (2.20), (2.21) i (2.25), маємо

‖f − t‖q � ψ(2l)2
l
2 + ψ(2γl)2γl(1−

1
q ). (2.26)

Оскiльки за умовою теореми iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть

ψ(t)t1+ε, t ∈ N, не зростає, то поклавши γ = q
2 + 2, можемо записати

ψ(2γl)2γl(1−
1
q ) = ψ(2γl)2γl2−γl

1
q � ψ(2l)2l2−γl

1
q =

= ψ(2l)2l2−( q2+2)l 1q = ψ(2l)2
l
2 2−

2l
q � ψ(2l)2

l
2 .

Отже, при такому виборi параметра γ, другий доданок правої частини

(2.26) не перевищує першого i таким чином, врахувавши вибiр l, iз (2.26)

приходимо до необхiдної оцiнки зверху.

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу величини em(Lψβ,1)q. Заува-

жимо, що при цьому шукану оцiнку достатньо отримати для випадку
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q = 2. Вiдповiднi мiркування будуть базуватися на використаннi спiввiд-

ношення двоїстостi (див., наприклад, [27, с. 25]): для будь-якої функцiї

f ∈ L2

em(f)2 = inf
Θm

inf
P (Θm)

‖f − P (Θm)‖2 =

= inf
Θm

sup
g∈L⊥(Θm),‖g‖2≤1

∣∣∣∣
π∫

−π

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣, (2.27)

де L⊥(Θm) — множина функцiй, якi ортогональнi пiдпростору тригоно-

метричних полiномiв з номерами гармонiк iз множини Θm.

За заданимm виберемо l з умови 4m < 2l ≤ 8m i розглянемо функцiю

fl(x) = C12ψ(2l)(V2l+1(x)− V2l(x)), C12 > 0.

Як було показано ранiше (див. доведення теореми 2.3) fl ∈ Lψβ,1 при

певному виборi сталої C12.

Тепер перейдемо до вибору функцiї g2, яка б задовольняла умови

g2 ∈ L⊥(Θm) i ‖g2‖2 ≤ 1. Покладемо

v1(x) = V2l+1(x)− V2l(x),

i розглянемо полiном

t1(x) = v1(x)− v∗1(x),

де v∗1(x) — функцiя, яка мiстить тiльки тi гармонiки v1(x), якi мають

номери iз Θm.

Оцiнимо ‖t1‖2. Згiдно (2.18) та рiвностi Парсеваля, можемо записати

‖t1‖2 ≤ ‖v1‖2 + ‖v∗1‖2 � 2
l
2 +m

1
2 � m

1
2 .

Очевидно, що полiном g2(x) = C15m
− 1

2 t1(x) при певному виборi сталої

C15 > 0 задовольняє вимоги рiвностi (2.27). Пiдставивши fl i g2 у спiввiд-

ношення (2.27), одержимо
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em(Lψβ,1)2 ≥
∣∣∣∣

π∫
−π

fl(x)g2(x)dx

∣∣∣∣�
� m−

1
2ψ(2l)(‖V2l+1 − V2l‖2

2 −m)�

� m−
1
2ψ(2l)2l � ψ(2l)2

l
2 . (2.28)

Враховуючи вибiр l, з (2.28) маємо

em(Lψβ,1)2 � ψ(m)m
1
2 .

Оцiнку знизу, а разом з нею i теорему доведено.

Спiвставляючи одержанi в теоремi 2.4 оцiнки з результатами, що були

отриманi при доведеннi теореми 2.3, бачимо, що у цих випадках найкращi

ортогональнi тригонометричнi наближення i m-членнi тригонометричнi

наближення мають рiзнi порядки, тобто

e⊥m(Lψβ,1)q � m
1
2−

1
q em(Lψβ,1)q.

Зауваження 2.4. У випадку ψ(|k|) = |k|−r, r > 1, оцiнку величини

em(W r
1,β)q одержано у роботi [7], а оцiнку тригонометричного попереч-

ника dTm(W r
1,β)q анонсовано у роботi [4] i отримано у виглядi наслiдку у

роботi [42].

Перед формулюванням i доведенням наступного результату цього пiд-

роздiлу наведемо необхiдне позначення.

Через Bq,ε, 2 < q < ∞, будемо позначати множину функцiй ψ(t),

t ∈ N, якi задовольняють наступнi умови:

1) ψ ∈ B;

2) iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t1−ε, t ∈ N не спадає;

3) послiдовнiсть ψ(t)t1−
1
q , t ∈ N не зростає.
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Справедлива наступна теорема.

Теорема 2.5. Нехай 2 < q < ∞, ψ(t) ∈ Bq,ε, t ∈ N, β ∈ R i вико-

нується одна з умов (2.7) або (2.8) . Тодi справедлива порядкова оцiнка

em(Lψβ,1)q � ψ(m
q
2 )m

q
2 (1− 1

q ).

Доведення. Спочатку встановимо оцiнку зверху. Представимо ряд

Фур’є функцiї f ∈ Lψβ,1 у термiнах δs(f, x) i за заданим m виберемо l ∈ N

з умови 2l < m ≤ 2l+1. Розглянемо полiном, що наближає функцiю f , у

виглядi

P (Θ2l, x) =
l−1∑
s=0

δs(f, x) +
∑
l≤s<γl

P (Θks, x),

де полiноми P (Θks, x) побудованi таким чином, щоб для s ∈ [l; γl), γ > 1

виконувалась порядкова оцiнка

‖δs(f)− P (Θks)‖q �
(

2s

ks

) 1
2

‖δs(f)‖2, 2 < q <∞.

Зазначимо, що це можливо зробити згiдно з лемою В, i при цьому iндекси

Θks мiстяться у множинi номерiв гармонiк, якi входять в полiном δs(f, x).

Застосувавши теорему В, в силу якої при деякому γ > 1 (це число буде

пiдiбрано нижче) i ks таких, що
∑

l≤s<γl
ks � 2l, маємо

‖f − P (Θ2l)‖q =

∥∥∥∥∑
s∈N

δs(f)−
l−1∑
s=0

δs(f)−
∑
l≤s<γl

P (Θks)

∥∥∥∥
q

�

�
∥∥∥∥( ∑

l≤s<γl
|δs(f)− P (Θks)|2

) 1
2
∥∥∥∥
q

+

∥∥∥∥∑
s≥γl

δs(f)

∥∥∥∥
q

= I4 + I5. (2.29)

Проведемо оцiнки одержаних величин I4 та I5, починаючи з I5. Згiдно з

теоремою Д можемо записати

I5 = ‖
∑
s≥γl

δs(f)‖q = ‖f −
∑

1≤s<γl
δs(f)‖q � ψ(2γl)2γl(1−

1
q ). (2.30)
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Перейдемо до оцiнки I4. Застосувавши послiдовно нерiвнiсть Мiн-

ковського та лему В, будемо мати

I4 =

∥∥∥∥( ∑
l≤s<γl

|δs(f)− P (Θks)|2
) 1

2
∥∥∥∥
q

�

�
( ∑
l≤s<γl

‖δs(f)− P (Θks)‖2
q

) 1
2

�

�
( ∑
l≤s<γl

2s

ks
‖δs(f)‖2

2

) 1
2

=

=

( ∑
l≤s<γl

2s

ks
‖f − S2s−1(f)− f + S2s(f)‖2

2

) 1
2

≤

≤
( ∑
l≤s<γl

2s

ks

(
‖f − S2s−1(f)‖2 + ‖f − S2s(f)‖2

)2) 1
2

, (2.31)

де S2s(f, x) =
2s∑

k=−2s
f̂(k)eikx. Далi, скориставшись теоремою Д при q = 2,

продовжимо оцiнку (2.31)

I4 �
( ∑
l≤s<γl

2s

ks
ψ2(2s)2s

) 1
2

=

( ∑
l≤s<γl

22s

ks
ψ2(2s)

) 1
2

. (2.32)

Тепер покладемо

ks =

[
2sψ(2s)2l

ψ(2γl)2γl

]
+ 1, s = l, ..., γl, γ =

q

2
,

i покажемо, що кiлькiсть гармонiк в сукупностi полiномiв P (Θks) при

l ≤ s < γl, s ∈ N, не перевищує за порядком 2l. Дiйсно, оскiльки за умо-

вою теореми iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t1−ε не спадає, то

можемо записати ∑
l≤s<γl

ks =
∑
l≤s<γl

([
2sψ(2s)2l

ψ(2γl)2γl

]
+ 1

)
≤
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≤ 2l

2γlψ(2γl)

∑
l≤s<γl

2sψ(2s) + 2γl =

=
2l

2γlψ(2γl)

∑
l≤s<γl

2sψ(2s)2sε2−sε + 2γl ≤

≤ 2l

2γlψ(2γl)
ψ(2γl)2γl(1−ε)

∑
l≤s<γl

2sε + 2γl �

� 2l

2γlψ(2γl)
ψ(2γl)2γl(1−ε)2γlε + 2γl � 2l.

Таким чином, пiдставивши у (2.32) значення ks та врахувавши, що

послiдовнiсть ψ(t)t1−ε не спадає i γ = q
2 , отримуємо

I4 �
( ∑
l≤s<γl

22sψ(2γl)2γl

2sψ(2s)2l
ψ2(2s)

) 1
2

�

�
(
ψ(2γl)2γl2−l

∑
l≤s<γl

ψ(2s)2s
) 1

2

�

�
(
ψ(2γl)2γl2−lψ(2γl)2γl(1−ε)2γlε

) 1
2

=

= ψ(2γl)2γl2−
l
2 = ψ(2γl)2γl(1−

1
q ). (2.33)

Спiвставивши (2.29), (2.30) i (2.33), отримаємо шукану оцiнку зверху

величини em(Lψβ,1)q.

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу. Аналогiчно до доведення

попередньої теореми, вiдповiднi мiркування будуть базуватися на вико-

ристаннi спiввiдношення двоїстостi: для будь-якої функцiї f ∈ Lq

em(f)q = inf
Θm

inf
P (Θm)

‖f − P (Θm)‖q =

= inf
Θm

sup
g∈L⊥(Θm),‖g‖q′≤1

∣∣∣∣
π∫

−π

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣, (2.34)
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де L⊥(Θm) — множина функцiй, якi ортогональнi пiдпростору тригоно-

метричних полiномiв з номерами гармонiк iз множини Θm.

За заданим m виберемо l з умови 2l � m
q
2 i розглянемо функцiю

fl(x) = C12ψ(2l)(V2l+1(x)− V2l(x)), C12 > 0,

При доведеннi теореми 2.3 було встановленно, що fl ∈ Lψβ,1 при певно-

му виборi сталої C12.

Тепер перейдемо до вибору функцiї g3, яка б задовольняла умови

g3 ∈ L⊥(Θm) i ‖g3‖q′ ≤ 1. Покладемо

v1(x) = V2l+1(x)− V2l(x),

i розглянемо полiном

t1(x) = v1(x)− v∗1(x),

де v∗1(x) — функцiя, яка мiстить тiльки тi гармонiки v1(x), якi мають

номери iз Θm.

Оцiнимо ‖t1‖q′. Згiдно (2.18) та рiвностi Парсеваля, можемо записати

‖t1‖q′ ≤ ‖v1‖q′ + ‖v∗1‖2 � 2l(1−
1
q′ ) +m

1
2 � m

1
2 .

Таким чином функцiя g3(x) = C16m
− 1

2 t1(x) при певному виборi сталої

C16 > 0 задовольняє вимогу ‖g3‖q′ ≤ 1. Крiм цього легко бачити, що

g3 ∈ L⊥(Θm) i тому пiдставивши fl i g3 у спiввiдношення (2.34), одержимо

em(Lψβ,1)q ≥
∣∣∣∣

π∫
−π

fl(x)g3(x)dx

∣∣∣∣�
� m−

1
2ψ(2l)(‖V2l+1 − V2l‖2

2 −m)� m−
1
2ψ(2l)2l. (2.35)

Врахувавши, що 2l � m
q
2 , завершимо оцiнку (2.35):

em(Lψβ,1)q � ψ(m
q
2 )m

q
2 (1− 1

q ).
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Оцiнку знизу, а разом з нею i теорему доведено.

Зауваження 2.5. У випадку ψ(|k|) = |k|−r, 1 − 1
q < r < 1, оцiнку

величини em(W r
1,β)q одержано у роботi [7].

На завершення пiдроздiлу зробимо вiдповiднi коментарi. Зазначи-

мо, що даний результат є доповненням оцiнки величини em(Lψβ,p)q,

1 < p ≤ 2 ≤ q <∞, яка була одержана у роботi [78].

Спiвставивши теореми 2.4 i 2.5 бачимо, що отриманi в них резуль-

тати вiдрiзняються за порядком. Подiбного роду обставина, яка отри-

мала назву "явище малої гладкостi", була вперше помiчена Б. С. Ка-

шиним [18] пiд час встановлення оцiнок колмогоровських поперечникiв

класiв Соболєва W r
1 функцiй однiєї змiнної у просторi Lq. Iншими сло-

вами, у [18] було виявлено, що оцiнки колмогоровських поперечникiв

dm(W r
1 , Lq), 2 < q <∞, у випадках 1−1/q < r < 1 i r > 1 вiдрiзняються

за порядком. Згодом подiбнi явища були виявленi i при дослiдженнi дея-

ких iнших апроксимативних характеристик класiв перiодичних функцiй,

як однiєї так i багатьох змiнних (див., наприклад, [7, 44]).
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2.5. Оцiнки найкращих m-членних i ортогональних тригоно-

метричних наближень класiв Lψβ,p у просторi L1

Для величин, означених рiвностями (2.4) i (2.5), має мiсце

Теорема 2.6. Нехай 1 < p < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R. Тодi справедливi

порядковi оцiнки

em(Lψβ,p)1 � e⊥m(Lψβ,p)1 � ψ(m).

Доведення. Оцiнки зверху випливають з теореми Е та ланцюжка

спiввiдношень

e2m+1(L
ψ
β,p)1 ≤ e⊥2m+1(L

ψ
β,p)1 ≤

≤ Em(Lψβ,p)p � ψ(m), 1 < p <∞.

Встановимо оцiнки знизу. Очевидно, що для цього достатньо оцiнити

знизу величину em(Lψβ,p)1. По заданому m пiдберемо l ∈ N iз спiввiдно-

шення 2l−2 ≤ m < 2l−1 i розглянемо функцiю

f2(x) = C17ψ(2l)2−
l
2Rl(x), C17 > 0,

де Rl(x) =
2l−1∑
j=2l−1

εje
ijx, εj = ±1, — полiноми Рудiна-Шапiро, для яких,

(див., наприклад, [19, с. 155]), має мiсце порядкова оцiнка

‖Rl‖∞ � 2
l
2 . (2.36)

Легко переконатися, що функцiя f2 ∈ Lψβ,p. Дiйсно, згiдно теореми Є

та спiввiдношення (2.36), можемо записати

‖(f2)
ψ
β‖p � ψ−1(2l)‖f2‖p � 2−

l
2‖Rl‖∞ � 2−

l
2 2

l
2 = 1.

Звiдси слiдує, що при належному виборi сталої C17 > 0 функцiя f2 ∈ Lψβ,p.
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Крiм цього легко бачити, що функцiя

g4(x) = C182
− l

2Rl(x)

з вiдповiдною сталою C18 > 0 задовольняє умовi ‖g4‖∞ ≤ 1. Таким чи-

ном, скориставшись (2.27) по вiдношенню до функцiй f2 i g4, отримаємо

e⊥m(Lψβ,p)1 ≥ em(Lψβ,p)1 �
ψ(2l)(2l −m)

2l
≥

≥ ψ(2l)2l−1

2l
� ψ(2l) � ψ(m).

Оцiнка знизу i разом з нею теорема доведенi.

Зазначимо, що даний результат є доповненням оцiнок величин

em(Lψβ,p)q, e⊥m(Lψβ,p)q, якi було одержано ранiше у роботах [75 — 78,

80— 83, 22 — 24, 52, 53].

Поклавши в теоремi 2.7 ψ(|k|) = |k|−r, отримаємо таке твердження:

Твердження 2.1. Нехай 1 < p <∞, r > 0, β ∈ R. Тодi справедливi

порядковi оцiнки

em(W r
p,β)1 � e⊥m(W r

p,β)1 � m−r.

Скориставшись результатами теорем 2.6, Е легко отримати вiдповiднi

оцiнки для величин Em(Lψβ,p)1 i Em(Lψβ,p)1.

Твердження 2.2. Нехай 1 < p <∞, ψ ∈ B, β ∈ R. Тодi справедливi

порядковi оцiнки

Em(Lψβ,p)1 � Em(Lψβ,p)1 � ψ(m).

Доведення. Оцiнки зверху випливають з результату отриманого в

теоремi Е та наступних спiввiдношень

Em(Lψβ,p)1 ≤ Em(Lψβ,p)1 ≤ Em(Lψβ,p)p � ψ(m).
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Оцiнки знизу вiдповiдних величин слiдують з теореми 2.7 та ланцюж-

ка спiввiдношень

Em(Lψβ,p)1 ≥ Em(Lψβ,p)1 ≥

≥ e2m+1(L
ψ
β,p)1 ≥ ψ(2m+ 1) � ψ(m).

Зауваження 2.6. У випадку ψ(|k|) = |k|−r, r > 0, порядки величин

Em(W r
p,β)1 та Em(W r

p,β)1 вiдомi (див., наприклад, [115, Роздiл I, §3]).

Зазначимо, що даний результат є доповненням оцiнок величин

Em(Lψβ,p)q, Em(Lψβ,p)q (див., наприклад, [58 — 60, 13]).
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2.6. Найкращim-членнi та ортогональнi тригонометричнi на-

ближення класiв Lψβ,p у рiвномiрнiй метрицi

У цьому пiдроздiлi встановлено точнi за порядком оцiнки найкра-

щих m-членних тригонометричних наближень функцiй iз класiв Lψβ,p,

1 < p ≤ ∞ у рiвномiрнiй метрицi. А також, iз застосуванням теореми

2.3, знайденi точнi порядки найкращих ортогональних тригонометрич-

них наближень функцiональних класiв Lψβ,p, 1 < p <∞ у метрицi L∞.

У наступному твердженнi встановимо точну по порядку оцiнку вели-

чини em(Lψβ,p)∞, 1 < p ≤ ∞.

Теорема 2.7. Нехай 1 < p ≤ ∞, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм того, iс-

нує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)ta+ε, t ∈ N, a = max {1
p ,

1
2}, не

зростає. Тодi справедлива порядкова оцiнка

em(Lψβ,p)∞ � ψ(m)m( 1
p−

1
2 )+,

де b+ = max{b; 0}.

Доведення. Отримаємо оцiнку зверху. Спочатку розглянемо випадок

1 < p ≤ 2. Виберемо l ∈ N з нерiвностi 2l−1 ≤ m < 2l i для j ∈ N

покладемо

kj =


0, j ≤ l,[

2
j
pψ(2j)

2
l
pψ(2l)

2l
]

+ 1, l < j ≤ γl,

0, j > γl,

(2.37)

де [d] — цiла частина числа d i γ > 1 — деяке число, яке буде означене

нижче.

Тодi, враховуючи той факт, що ψ(t)t
1
p+ε не зростає, маємо

∞∑
j=1

kj �
2l

2
l
pψ(2l)

∑
l<j≤γl

2
j
pψ(2j) + γl =
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=
2l

2
l
pψ(2l)

∑
l<j≤γl

2j(
1
p+ε)ψ(2j)2−jε + γl �

� 2l

2
l
pψ(2l)

2l(
1
p+ε)ψ(2l)

∑
l<j≤γl

2−jε + γl �

� 2l

2
l
pψ(2l)

2l(
1
p+ε)ψ(2l)2−lε + γl � 2l.

Таким чином, для f ∈ Lψβ,p можемо записати

em(f)∞ ≤
∑
l<j≤γl

ekj(δj(f))∞ +
∑
j>γl

‖δj(f)‖∞ = I6 + I7. (2.38)

Оцiнимо спочатку величину I6. Для проведення наступних мiркувань

скористаємось оцiнкою з [104] (наслiдок 5.1), яка вiдповiдно до наших

позначень має вигляд

ekj(δj(f))∞ �
(

2j

kj

) 1
2

log
2j

kj
‖δj(f)‖2, (2.39)

(тут i нижче log := log2).

Далi, використавши (2.39) i теорему Ж можемо записати

I6 �
∑
l<j≤γl

(
2j

kj

) 1
2

log
2j

kj
‖δj(f)‖2 �

�
∑
l<j≤γl

(
2j

kj

) 1
2

log
2j

kj
2j(

1
p−

1
2 )‖δj(f)‖p. (2.40)

Для того, щоб продовжити оцiнку покажемо, що виконується спiввiд-

ношення

‖δj(f)‖p � ψ(2j)‖δj(fψβ )‖p. (2.41)

З цiєю метою розглянемо δj(fψβ ) i оператор Λ, що задається послiдовнiстю

{λk} =

{
ψ(|k|)
ψ(2j)

e−i
π
2βsignk

}
, 2j−1 ≤ |k| < 2j,
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i який дiє, як мультиплiкатор.

Тому подiявши оператором Λ на δj(fψβ ), отримаємо

Λδj(f
ψ
β ) = Λ

∑
k∈ρ(j)

ei
π
2βsignk

ψ(|k|)
f̂(k)eikx =

=
∑
k∈ρ(j)

1

ψ(2j)
f̂(k)eikx =

1

ψ(2j)
δj(f). (2.42)

Зазначимо, що при доведеннi теореми 2.1 було показано, що послiдов-

нiсть {λk} задовольняє умови теореми Г.

Таким чином, згiдно з теоремою Г має мiсце нерiвнiсть

‖Λδj(fψβ )‖p ≤ C19(p)‖δj(fψβ )‖p. (2.43)

З iншого боку, в силу рiвностi (2.42)

‖Λδj(fψβ )‖p =
1

ψ(2j)
‖δj(f)‖p. (2.44)

Спiвставивши (2.43) i (2.44), приходимо до оцiнки (2.41).

Далi, оскiльки виконується спiввiдношення (2.41), то з урахуванням

(2.37), i того, що ψ ∈ B i ψ(t)t
1
p+ε не зростає, продовжимо оцiнку (2.40):

I6 �
∑
l<j≤γl

(
2j2−

j
pψ−1(2j)2−l2

l
pψ(2l)

) 1
2

×

×
(

log 2j − log

(
2
j
pψ(2j)2−

l
pψ−1(2l)2l

))
2j(

1
p−

1
2 )ψ(2j)�

� 2−
l
2 2

l
2pψ

1
2 (2l)

∑
l<j≤γl

ψ
1
2 (2j)2

j
2p

(
j − j

p
+
l

p
− l
)
�

� 2−
l
2 2

l
2pψ

1
2 (2l)

∑
l<j≤γl

ψ
1
2 (2j)2

j
2 ( 1
p+ε)2−

jε
2 (j − l)�

� 2−
l
2 2

l
2pψ

1
2 (2l)ψ

1
2 (2l)2

l
2 ( 1
p+ε)

∑
l<j≤γl

2−
jε
2 (j − l)�
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� ψ(2l)2l(
1
p−

1
2 ). (2.45)

Перейдемо до оцiнки величини I7. Використовуючи послiдовно нерiв-

нiсть рiзних метрик (2.10), оцiнку (2.41), а також враховуючи, що

ψ(t)t
1
p+ε не зростає, маємо

I7 =
∑
j>γl

‖δj(f)‖∞ �
∑
j>γl

2
j
p‖δj(f)‖p �

�
∑
j>γl

2
j
pψ(2j)‖δj(fψβ )‖p �

∑
j>γl

2
j
pψ(2j)�

� ψ(2γl)2γl(
1
p+ε)

∑
j>γl

2−jε � ψ(2γl)2γl
1
p . (2.46)

Спiвставивши (2.38), (2.45) i (2.46), отримуємо

em(f)∞ � ψ(2l)2l(
1
p−

1
2 ) + ψ(2γl)2γl

1
p =

= ψ(2l)2l(
1
p−

1
2 )

(
1 + ψ(2γl)2γl

1
p

(
ψ(2l)2l(

1
p−

1
2 )

)−1)
=

= ψ(2l)2l(
1
p−

1
2 )

(
1 + ψ(2γl)2γl(

1
p+ε)2−γlε

(
ψ(2l)2l(

1
p−

1
2 )

)−1)
. (2.47)

Оскiльки ψ(t)t
1
p+ε не зростає, то з (2.47) приходимо до оцiнки

em(f)∞ � ψ(2l)2l(
1
p−

1
2 )

(
1+

+ψ(2l)2l(
1
p+ε)2−γlε

(
ψ(2l)2l(

1
p−

1
2 )

)−1)
�

� ψ(2l)2l(
1
p−

1
2 )

(
1 + 2lε(1−γ)2

l
2

)
.

Таким чином, поклавши γ = ( 1
2ε + 1), i врахувавши вибiр l, з останньої

оцiнки отримуємо

em(f)∞ � ψ(m)m
1
p−

1
2 . (2.48)
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Нехай тепер 2 < p <∞. В такому випадку шукана оцiнка випливає iз

вкладення Lψβ,p ⊆ Lψβ,2 i оцiнки (2.48) при p = 2.

Оцiнку зверху доведено.

Для встановлення оцiнки знизу у випадку 1 < p < ∞ достатньо ско-

ристатися результатом отриманим у роботi [76]:

em(Lψβ,p)q � ψ(m)m( 1
p−

1
2 )+, 1 < q <∞, (2.49)

та спiввiдношенням

em(Lψβ,p)∞ ≥ em(Lψβ,p)q.

Розглянемо випадок p =∞. Згiдно з рiвнiстю Парсеваля маємо

em(Lψβ,∞)∞ ≥ em(Lψβ,∞)2 =

= sup
‖f‖∞≤1

inf
{Θm}

( ∑
k∈Z\Θm

|f̂(k)|2ψ2(m)

) 1
2

.

Використавши твердження В та взявши супремум по g ∈ L2, можемо

записати

em(Lψβ,∞)∞ � sup
‖g‖2≤1

inf
{Θm}

( ∑
k∈Z\Θm

|ĝ(k)|2ψ2(m)

) 1
2

= em(Lψβ,2)2.

Скориставшись результатом (2.49), приходимо до шуканої оцiнки знизу

величини em(Lψβ,∞)∞.

Теорему 2.7 доведено.

Зауваження 2.7. У випадку ψ(|k|) = |k|−r, r > 1
p порядок величини

em(Lψβ,p)∞, 1 ≤ p ≤ ∞ було встановлено у роботi [99].

Зауваження 2.8. В теоремi 2.7 вдалося покращити оцiнку зверху

величини em(Lψβ,p)∞, яка отримана в роботi [76]:

ψ(m)m( 1
p−

1
2 )+ � em(Lψβ,p)∞ � ψ(m)m( 1

p−
1
2 )+
√

logm.
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Зазначимо також, що порядки величин em(Lψβ,p)∞ було отримано у

роботах [82, 83] при бiльш жорстких умовах на функцiї ψ(t), t ∈ N.

Зауважимо також, що оскiльки згiдно з означень

e2m+1(L
ψ
β,p)q ≤ Em(Lψβ,p)q,

то цiкаво порiвняти отриманi у теоремi 2.7 порядковi оцiнки з вiдповiд-

ними порядковими оцiнками найкращих наближень, якi були отриманi у

роботi [13].

Отже, у випадку 1 < p ≤ 2 має мiсце порядкове спiввiдношення

Em(Lψβ,p)∞ � m
1
2em(Lψβ,p)∞.

Якщо 2 < p <∞, то

Em(Lψβ,p)∞ � m
1
pem(Lψβ,p)∞.

У наступному твердженнi встановимо точну по порядку оцiнку вели-

чини e⊥m(Lψβ,p)∞, 1 < p <∞.

Теорема 2.8. Нехай 1 < p < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм того, iснує

ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t
1
p+ε, t ∈ N, не зростає. Тодi має

мiсце оцiнка

e⊥m(Lψβ,p)∞ � ψ(m)m
1
p .

Доведення. Доведемо оцiнку зверху. Нехай l i m такi, що

2l < m ≤ 2l+1. Використовуючи послiдовно нерiвнiсть Мiнковського, тео-

рему Ж та (2.41), маємо

e⊥m(Lψβ,p)∞ �
∥∥∥∥f −∑

j<l

δj(f)

∥∥∥∥
∞

=

=

∥∥∥∥∑
j≥l

δj(f)

∥∥∥∥
∞
≤
∑
j≥l
‖δj(f)‖∞ ≤



78

≤
∑
j≥l

2
j
p‖δj(f)‖p �

�
∑
j≥l

2
j
pψ(2j)‖δj(fψβ )‖p �

∑
j≥l

2
j
pψ(2j). (2.50)

Прийнявши до уваги, що послiдовнiсть ψ(t)t
1
p+ε не зростає, продовжимо

оцiнку (2.50)

e⊥m(Lψβ,p)∞ �
∑
j≥l

2j(
1
p+ε)ψ(2j)2−jε �

� 2l(
1
p+ε)ψ(2l)

∑
j≥l

2−jε �

� ψ(2l)2l
1
p � ψ(m)m

1
p .

Оцiнку зверху доведено.

Для доведення оцiнки знизу скористаємось теоремою 2.2. Нехай Θm

— довiльний набiр iз m цiлих чисел n1, ..., nm, i для f ∈ Lψβ,p

SΘm
(f, x) =

m∑
k=1

f̂(nk)e
inkx.

Тодi, враховуючи (2.11), можемо записати

I8 = sup
f∈Lψβ,p

∣∣∣∣∣∣∣∣f − SΘm
(f)

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

=

= sup
‖ϕ‖p≤1

∥∥∥∥ϕ ∗ Fψ − ϕ ∗ ∑
k∈Θm

eikx ∗ Fψ
∥∥∥∥
∞
. (2.51)

Далi, поклавши

tm(x) =
∑
k∈Θm

eikx ∗ Fψ(x),

iз (2.51) будемо мати

I8 = sup
‖ϕ‖p≤1

‖ϕ ∗ (Fψ − tm)‖∞ =
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= ‖Fψ − tm‖p′ ≥ e⊥m(Fψ)p′,

де 1
p + 1

p′ = 1.

Звiдси, скориставшись теоремою 2.2, приходимо до шуканої оцiнки

знизу величини e⊥m(Lψβ,p)∞.

Теорему 2.8 доведено.

Спiвставивши результати теореми 2.7 i 2.8 отримуємо, що мiж вели-

чинами em(Lψβ,p)∞ та e⊥m(Lψβ,p)∞ у випадку 1 < p ≤ 2 має мiсце спiввiдно-

шення

e⊥m(Lψβ,p)∞ � m
1
2em(Lψβ,p)∞.

Якщо ж 2 < p <∞, то справедливе таке спiввiдношення

e⊥m(Lψβ,p)∞ � m
1
pem(Lψβ,p)∞.

Зауваження 2.9. У випадку ψ(|k|) = |k|−r, r > 1
p порядок величини

e⊥m(Lψβ,p)∞, 1 < p < ∞ встановлено А. С. Романюком (див., наприклад,

[46, с. 140]).
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Висновки до роздiлу 2

У даному роздiлi при встановленнi точних за порядком оцiнок найкра-

щих наближень, наближень сумами Фур’є, найкращихm-членних триго-

нометричних наближень, найкращих ортогональних тригонометричних

наближень та тригонометричних поперечникiв класiв Lψβ,p у метрицi Lq,

для певних спiввiдношень мiж параметрами p та q, основна увага була

зосереджена на тих випадках, коли параметри p i q приймають граничнi

значення 1 та ∞. Саме в цих випадках отримання оцiнок вищезгаданих

апроксимативних характеристик цiкаве, як з точки зору практичних за-

стосувань, так i з точки зору нових методiв, якi при цьому необхiдно

використовувати.

А саме, у пiдроздiлi 2.2 одержано точнi за порядком оцiнки найкращих

наближень, наближень сумами Фур’є та найкращих ортогональних три-

гонометричних наближень 2π-перiодичних функцiй Fψ(x, β), у просторi

Lq при 1 < q <∞.

У пiдроздiлi 2.3 отримано точнi за порядком оцiнки найкращих ор-

тогональних тригонометричних наближень класiв Lψβ,1 у просторi Lq,

1 < q <∞.

У пiдроздiлi 2.4 знайдено точнi за порядком оцiнки найкращих m-

членних тригонометричних наближень i тригонометричних поперечни-

кiв класiв Lψβ,1 у просторi Lq, 2 ≤ q <∞. Крiм цього, одержано також по-

рядки найкращих m-членних тригонометричних наближень класiв Lψβ,1
функцiй малої гладкостi у просторi Lq, 2 ≤ q <∞.

У пiдроздiлi 2.5 встановлено точнi за порядком оцiнки найкращих на-

ближень, наближень сумами Фур’є, найкращих m-членних i ортогональ-

них тригонометричних наближень класiв Lψβ,p у просторi L1.
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У пiдроздiлi 2.6 одержано точнi за порядком оцiнки найкращих m-

членних i ортогональних тригонометричних наближень класiв Lψβ,p у

рiвномiрнiй метрицi. У результатi проведених дослiджень виявлено, що

iснують спiввiдношення мiж параметрами p та q для яких величини

em(Lψβ,p)q та e
⊥
m(Lψβ,p)q мають однаковi порядки, а також i такi, для яких

вони вiдрiзняються за порядком.

Основнi результати цього роздiлу опублiкованi у роботах [87–89, 91 –

93, 95, 96].



82

РОЗДIЛ 3

Грiдi-алгоритми та бiлiнiйнi наближення класiв Lψβ,p
у просторах Лебега

У даному роздiлi одержано точнi за порядком оцiнки грiдi-алгоритмiв

на класах Lψβ,p перiодичних функцiй у просторi Lq для певних спiввiд-

ношень мiж параметрами p та q. Крiм цього знайденi також порядки

найкращих бiлiнiйних наближень класiв функцiй двох змiнних вигля-

ду g(x, y) = f(x − y), x, y ∈ [−π, π], що породженi iз функцiй

f(x) ∈ Lψβ,p, 1 ≤ p ≤ ∞, зсувами аргументу на всеможливi y ∈ [−π, π]

у просторi Lq1,q2
, 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞.

3.1. Допомiжнi твердження

Нагадаємо означення апроксимативних характеристик класiв, якi бу-

дуть дослiджуватись у даному роздiлi.

Нехай {f̂(k(l))}∞l=1 — коефiцiєнти Фур’є {f̂(k)}k∈Z функцiї f ∈ L1,

впорядкованi в порядку незростання їх модулiв, тобто

|f̂(k(1))| ≥ |f̂(k(2))| ≥ ... (3.1)

Позначимо для f ∈ Lq

Gm(f, x) :=
m∑
l=1

f̂(k(l))eik(l)x

i розглянемо величину

sup
f∈Lψβ,p

‖f(·)−Gm(f, ·)‖q.
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Зрозумiло, що вибiр апроксимантiв Gm(f, ·) не є однозначним, але як

буде слiдувати з отриманих результатiв, порядок цiєї величини не за-

лежить вiд того, яким чином ми здiйснили цей вибiр. Тому надалi для

зручностi покладемо

Gm(Lψβ,p)q = sup
f∈Lψβ,p

‖f(·)−Gm(f, ·)‖q. (3.2)

Розглянутий метод побудови m-членного тригонометричного набли-

ження називається грiдi-алгоритмом.

Легко бачити, що згiдно з означеннями (2.4), (2.5) i (3.2), має мiсце

спiввiдношення

em(Lψβ,p)q ≤ e⊥m(Lψβ,p)q ≤ Gm(Lψβ,p)q (3.3)

та

em(Lψβ,p)2 = e⊥m(Lψβ,p)2 = Gm(Lψβ,p)2. (3.4)

Поряд з апроксимативною характеристикою em(Lψβ,p)q у теорiї на-

ближень розглядають величину найкращого бiлiнiйного наближення

τm(Lψβ,p)q1,q2
.

Нехай Lq1,q2
, 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞— множина функцiй f(x, y), x, y ∈ [−π, π],

зi скiнченною мiшаною нормою

‖f(x, y)‖q1,q2
=

∥∥∥∥‖f(·, y)‖q1

∥∥∥∥
q2

,

причому норма обчислюється спочатку у просторi Lq1
по змiннiй

x ∈ [−π, π], а потiм вiд результату по змiннiй y ∈ [−π, π] у просторi

Lq2
. Для f(x− y) ∈ Lq1,q2

покладемо

τm(f(x− y))q1,q2
= inf

uj(x),vj(y)

∥∥∥∥f(x− y)−
m∑
j=1

uj(x)vj(y)

∥∥∥∥
q1,q2

,
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де uj ∈ Lq1
, vj ∈ Lq2

.

Якщо Lψβ,p ⊂ Lq1
, то величина

τm(Lψβ,p)q1,q2
= sup

f∈Lψβ,p

τm(f(x− y))q1,q2
, (3.5)

називається найкращим бiлiнiйним наближенням.

При доведеннi основних результатiв нам знадобляться деякi вiдомi

твердження, якi ми будемо формулювати згiдно з нашими позначеннями.

Має мiсце наступне твердження.

Теорема З [80]. Нехай 1 < q ≤ p < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R. Тодi справед-

лива порядкова оцiнка

em(Lψβ,p)q � ψ(m).

Теорема I [58, c.215]. Нехай 1 < p < q < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм

того, iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t
1
p−

1
q+ε, t ∈ N, не зростає.

Тодi справедлива порядкова оцiнка

Em(Lψβ,p)q � ψ(m)m
1
p−

1
q .

Теорема Ї [116]. Якщо f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, то

‖f −Gm(f)‖q ≤ (1 + 3mh(q))em(f)q,

де h(q) = |12 −
1
q |.

Теорема Й [76]. Нехай 1 < p ≤ 2 ≤ q < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм

того, iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t
1
p+ε, t ∈ N, не зростає.

Тодi справедлива порядкова оцiнка

em(Lψβ,p)q � ψ(m)m
1
p−

1
2 .
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Лема Г [67, c.107]. Нехай задане деяке число m ∈ N. Тодi для будь-

якої функцiї

g(x) =
∑
|k|≤2m

ĝ(k)eikx

такої, що |ĝ(k)| ≤ 1 i |ĝ(k)| = 1 при |k| ≤ m виконується спiввiдношен-

ня

τm(g(x− y))2,1 � m
1
2 .

Теорема К [76]. Нехай 2 ≤ p ≤ q < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм того,

iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t
1
2+ε, t ∈ N, не зростає. Тодi

справедлива порядкова оцiнка

em(Lψβ,p)q � ψ(m).
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3.2. Грiдi-алгоритми на класах Lψβ,p у просторi Lq, 1 ≤ q <∞

Для величин, означених рiвностями (3.2), має мiсце

Теорема 3.1. Нехай 1 ≤ q ≤ 2 ≤ p < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R. Тодi

справедлива порядкова оцiнка

Gm(Lψβ,p)q � ψ(m).

Доведення. Прийнявши до уваги нерiвнiсть (3.3), одержимо

em(Lψβ,p)q ≤ Gm(Lψβ,p)q. (3.6)

З iншого боку, з (3.4) випливає

Gm(Lψβ,p)q ≤ Gm(Lψβ,p)2 = em(Lψβ,p)2. (3.7)

Скориставшись теоремами З i 2.6 для даного випадку будемо мати

em(Lψβ,p)q � ψ(m).

Теорему 3.1 доведено.

Теорема 3.2. Нехай 1 < p ≤ q ≤ 2, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм того,

iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t
1
p−

1
q+ε, t ∈ N, не зростає. Тодi

справедлива порядкова оцiнка

Gm(Lψβ,p)q � ψ(m)m
1
p−

1
2 .

Доведення. Оцiнка зверху слiдує з оцiнки величини em(Lψβ,p)2:

em(Lψβ,p)2 � ψ(m)m
1
p−

1
2 ,

1 < p < 2, яка, в свою чергу, є наслiдком оцiнки наближення функцiй iз

класiв Lψβ,p їх сумами Фур’є. Вiдповiдний результат отриманий у теоре-

мi I.
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Встановимо оцiнку знизу. З цiєю метою будемо використовувати полi-

номи Рудiна-Шапiро Rl(x):

Rl(x) =
2l−1∑
j=2l−1

εje
ijx, εj = ±1, x ∈ R,

для яких справедлива порядкова оцiнка

‖Rl‖∞ � 2
l
2 . (3.8)

Нам також знадобляться вiдомi ядра Валле-Пуссена Vm(x):

Vm(x) =
1

m

2m−1∑
l=m

Dl(x), x ∈ R, m ∈ N,

де Dl(x) =
∑
|k|≤l

eikx — ядро Дiрiхле.

Далi покладемо для ε = ±1

Λ±1 := {k : R̂l(k) = ±1},

i нехай набiр ε = ±1 буде таким, що |Λε| > |Λ−ε|. Тодi по заданому

m пiдберемо l ∈ N iз спiввiдношення 2l−2 ≤ m < 2l−1, вiзьмемо малий

додатний параметр δ i розглянемо функцiю

f4(x) = C20ψ(2l)2l(
1
p−1)f3(x), C20 > 0,

де f3(x) = Vm(x) + εδRm(x), 0 < δ ≤ m
1
2−

1
p .

Покажемо, що при певному виборi сталої C20 > 0 функцiя f4 належить

класу Lψβ,p. Для цього достатньо пересвiдчитися, що ‖(f4)
ψ
β‖p � 1.

З цiєю метою скористаємось теоремою Є та вiдомим спiввiдношенням

(див., наприклад, [115, ст. 66])

‖V2l‖p � 2l(1−
1
p ), 1 ≤ p ≤ ∞, (3.9)



88

таким чином можемо записати

‖(f4)
ψ
β‖p � ψ−1(m)‖f4‖p ≤

≤ ψ−1(m)ψ(2l)2l(
1
p−1)(‖Vm‖p + δ‖Rm‖p) ≤

≤ ψ−1(m)ψ(2l)2l(
1
p−1)(‖Vm‖p + δ‖Rm‖∞)�

� ψ−1(m)ψ(2l)2l(
1
p−1)(2l(1−

1
p ) + 2l(

1
2−

1
p )2

l
2 )� 1.

Звiдси слiдує, що при належному виборi сталої C20 > 0 функцiя f4 ∈ Lψβ,p.
Далi скористаємося результатом роботи [116, с. 581], де показано, що

при 1 ≤ q ≤ 2, має мiсце оцiнка

‖f3 −Gm(f3)‖q � m
1
2 .

Таким чином, використавши цю оцiнку будемо мати

‖f4 −Gm(f4)‖q � ψ(2l)2l(
1
p−1)‖f3 −Gm(f3)‖q �

� ψ(m)m
1
p−1m

1
2 = ψ(m)m

1
p−

1
2 .

Оцiнку знизу, а разом з нею i теорему доведено.

Теорема 3.3. Нехай 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм того,

iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t
1
p+ε, t ∈ N, не зростає. Тодi

справедливе спiввiдношення

Gm(Lψβ,p)q � ψ(m)m
1
p−

1
q .

Доведення. Оцiнка зверху слiдує iз теорем Ї та Й. Для f ∈ Lψβ,p,

згiдно з результатiв цих теорем, маємо

‖f −Gm(f)‖q ≤ (1 + 3m
1
2−

1
q )em(f)q �

� m
1
2−

1
qψ(m)m

1
p−

1
2 = ψ(m)m

1
p−

1
q .
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Тому

Gm(Lψβ,p)q � ψ(m)m
1
p−

1
q . (3.10)

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу. За заданим m виберемо

l ∈ N з умови 2l−1 ≤ m < 2l i розглянемо функцiю

f5(x) = C21ψ(2l)2l(
1
p−1)V2l(x), C21 > 0.

Легко переконатися, що функцiя f5 ∈ Lψβ,p. Дiйсно, згiдно теореми Є

та спiввiдношення (3.9), можемо записати

‖(f5)
ψ
β‖p � ψ−1(m)‖f5‖p �

� ψ−1(m)ψ(2l)2l(
1
p−1)2l(1−

1
p ) = 1.

Звiдси слiдує, що при належному виборi сталої C21 > 0 функцiя f5 ∈ Lψβ,p.
Далi, скориставшись нерiвнiстю рiзних метрик ( див. (2.10)), отримає-

мо спiввiдношення

‖V2l −Gm(V2l)‖q � m−
1
q‖V2l −Gm(V2l)‖∞ � m1− 1

q . (3.11)

Тому, враховуючи (3.11), будемо мати

‖f5 −Gm(f5)‖q �

� ψ(2l)2l(
1
p−1)‖f5 −Gm(f5)‖q �

� ψ(m)m
1
p−1m1− 1

q = ψ(m)m
1
p−

1
q .

Таким чином при 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞ виконується оцiнка

Gm(Lψβ,p)q � ψ(m)m
1
p−

1
q .

Оцiнку знизу, а разом з нею i теорему 3.3 доведено.
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Теорема 3.4. Нехай 2 ≤ p ≤ q < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм того,

iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t
1
2+ε, t ∈ N, не зростає. Тодi

справедливе спiввiдношення

Gm(Lψβ,p)q � ψ(m)m
1
2−

1
q .

Доведення. Встановимо спочатку оцiнку зверху. Оскiльки

Lψβ,p ⊂ Lψβ,2, то

Gm(Lψβ,p)q ≤ Gm(Lψβ,2)q

i тому, прийнявши до уваги спiввiдношення (3.10) при p = 2, отримуємо

оцiнку зверху

Gm(Lψβ,p)q � ψ(m)m
1
2−

1
q .

Для встановлення оцiнки знизу за заданим m виберемо l ∈ N таким

чином, щоб виконувалось спiввiдношення 2l−1 ≤ m ≤ 2l, вiзьмемо малий

додатний параметр δ i розглянемо функцiю

f7(x) = C22ψ(2l)2−
l
2f6(x),

де f6(x) := Rm(x) + εδDm(x), 0 < δ ≤ m
1
p−

1
2 .

Покажемо, що при певному виборi сталої C22 > 0 функцiя f7 належить

класу Lψβ,p.

Для цього достатньо пересвiдчитися, що ‖(f7)
ψ
β‖p � 1. З цiєю ме-

тою скористаємось теоремою Є та вiдомим спiввiдношенням (див., на-

приклад, [115, с. 25])

‖D2l‖p � 2l(1−
1
p ), 1 < p <∞. (3.12)

Таким чином будемо мати

‖(f7)
ψ
β‖p � ψ−1(m)‖f7‖p ≤
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≤ ψ−1(m)ψ(2l)2−
l
2 (‖Rm‖p + δ‖Dm‖p) ≤

≤ ψ−1(m)ψ(2l)2−
l
2 (‖Rm‖∞ + δ‖Dm‖p)�

� ψ−1(m)ψ(2l)2−
l
2 (2

l
2 + 2l(

1
p−

1
2 )2l(1−

1
p ))� 1.

Звiдси слiдує, що при певному виборi сталої C22 функцiя f7 належить

класу Lψβ,p.

Далi використаємо оцiнку встановлену в [116, с. 582]:

‖f6 −Gm(f6)‖q � m1− 1
q , 2 ≤ q ≤ ∞.

Прийнявши до уваги це спiввiдношення будемо мати

‖f7 −Gm(f7)‖q �

� ψ(2l)2−
l
2‖f6 −Gm(f6)‖q �

� ψ(m)m−
1
2m1− 1

q = ψ(m)m
1
2−

1
q .

Таким чином при 2 ≤ p ≤ q <∞ виконується наступна оцiнка

Gm(Lψβ,p)q � ψ(m)m
1
2−

1
q .

Теорему 3.4 доведено.

У наступному твердженнi встановимо точну за порядком оцiнку ве-

личини Gm(Lψβ,1)q при 2 ≤ q <∞.

Теорема 3.5. Нехай 2 ≤ q < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R, виконується одна

з умов (2.7) або (2.8) i, крiм того, iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть

ψ(t)t1+ε, t ∈ N, не зростає. Тодi справедлива порядкова оцiнка

Gm(Lψβ,1)q � ψ(m)m1− 1
q . (3.13)
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Доведення. Оцiнка зверху в (3.13) слiдує з вiдповiдної оцiнки ве-

личини em(Lψβ,1)q, 2 ≤ q < ∞, що була встановлена у теоремi 2.4 та

теоремi Ї:

‖f −Gm(f)‖q ≤ (1 + 3m
1
2−

1
q )em(f)�

� m
1
2−

1
qψ(m)m

1
2 = ψ(m)m1− 1

q .

Тому звiдси отримуємо

Gm(Lψβ,1)q � ψ(m)m1− 1
q .

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу величини Gm(Lψβ,1)q. За за-

даним m виберемо l ∈ N з умови 2l−1 ≤ m < 2l i розглянемо функцiю

f8(x) = C23ψ(2l)V2l(x), C23 > 0.

Покажемо, що при певному виборi сталої C23 > 0 функцiя f8 належить

класу Lψβ,1. Для цього достатньо пересвiдчитися, що ‖(f8)
ψ
β‖1 � 1.

З цiєю метою скористаємось твердженням Б. Зауважимо, що умова

(2.9) виконується, оскiльки iснує число α > 1− 1
q таке, що послiдовнiсть

ϕ(m) = mαψ(m) не зростає, а

m−1∑
k=1

ψ(m)

kψ(k)
=

m−1∑
k=1

ϕ(m)kα

mαϕ(k)k
≤ 1

mα

m−1∑
k=1

kα

k
≤ 1.

Таким чином, на пiдставi твердження Б та (3.9) одержимо, що

‖(f8)
ψ
β‖1 � ψ−1(m)‖f8‖1 � ψ−1(m)ψ(2l) � 1.

Звiдси слiдує, що f8 ∈ Lψβ,1 при певному виборi сталої C23.

Далi, врахувавши (3.11) та спiввiдношення мiж числамиm i l, можемо

записати

‖f8 −Gm(f8)‖q �
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� ψ(2l)‖f8 −Gm(f8)‖q � ψ(m)m1− 1
q .

Таким чином при 2 ≤ q <∞ справедлива оцiнка

Gm(Lψβ,1)q � ψ(m)m1− 1
q .

Оцiнку знизу, а разом з нею i теорему доведено.

На завершення даного пiдроздiлу наведемо деякi коментарi до отри-

маних результатiв, порiвнявши їх з оцiнками близьких, в певному сенсi,

апроксимативних характеристик класiв Lψβ,p.

Згiдно з означеннями величин e⊥m(Lψβ,p)q та Gm(Lψβ,p)q має мiсце оче-

видне спiввiдношення

e⊥m(Lψβ,p)q ≤ Gm(Lψβ,p)q.

Таким чином, спiвставивши результати теорем 3.1 – 3.5 з вiдповiд-

ними результатами, отриманими при дослiдженнi величин e⊥m(Lψβ,p)q

у роботах [77, 80] та у пiдроздiлах 2.3, 2.5 отримуємо, що при

1 ≤ q ≤ 2 ≤ p <∞ та 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞ має мiсце порядкове спiввiд-

ношення

Gm(Lψβ,p)q � e⊥m(Lψβ,p)q.

У випадках 1 < p ≤ q ≤ 2 та p = 1, 2 ≤ q < ∞ виконується наступне

спiввiдношення

Gm(Lψβ,p)q � m
1
q−

1
2 e⊥m(Lψβ,p)q.

Якщо ж 2 ≤ p ≤ q <∞, то

Gm(Lψβ,p)q � m
1
2−

1
p e⊥m(Lψβ,p)q.

Зауважимо також, що оскiльки згiдно з означень

em(Lψβ,p)q ≤ Gm(Lψβ,p)q,
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то цiкаво порiвняти порядковi оцiнки грiдi-алгоритмiв з вiдповiдними

порядковими оцiнками найкращих m-членних тригонометричних набли-

жень, якi були отриманi у роботах [75 — 77, 80] та у пiдроздiлах 2.4 —

2.6.

Отже, будемо мати, що у випадку 1 ≤ q ≤ 2 ≤ p < ∞ має мiсце

порядкове спiввiдношення

Gm(Lψβ,p)q � em(Lψβ,p)q.

Якщо 1 < p ≤ q ≤ 2, то

Gm(Lψβ,p)q � m
1
q−

1
2 em(Lψβ,p)q.

При 1 ≤ p ≤ 2 ≤ q < ∞ i 2 ≤ p ≤ q < ∞ виконується порядкове

спiввiдношення

Gm(Lψβ,p)q � m
1
2−

1
q em(Lψβ,p)q.

Зауваження 3.1. Поклавши в теоремах 3.1 – 3.5 ψ(|k|) = |k|−r,
отримаємо вiдповiднi результати для величинGm(W r

p,β)q, якi ранiше було

отримано (як частковий випадок) В. М. Темляковим у роботi [117].
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3.3. Найкращi бiлiнiйнi наближення класiв Lψβ,p у просторi

Lq1,q2, 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞

У цьому пiдроздiлi встановлено точнi за порядком оцiнки найк-

ращих бiлiнiйних наближень класiв функцiй двох змiнних вигляду

g(x, y) = f(x− y), x, y ∈ [−π, π], що породженi iз функцiй однiєї змiнної

f(x) ∈ Lψβ,p, 1 ≤ p ≤ ∞, зсувами аргументу на всеможливi y ∈ [−π, π], у

просторi Lq1,q2
, 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞.

Для величин, означених рiвностями (3.5), має мiсце

Теорема 3.6. Нехай 1 < p ≤ q1 ≤ 2, 1 ≤ q2 ≤ ∞, ψ ∈ B, β ∈ R

i, крiм того, iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t
1
p−

1
q1

+ε, t ∈ N, не

зростає. Тодi справедлива порядкова оцiнка

τm(Lψβ,p)q1,q2
� ψ(m)m

1
p−

1
q1 . (3.14)

Доведення. Покажемо, що оцiнка зверху в (3.14) слiдує з оцiнки ве-

личини em(Lψβ,p)q1
:

em(Lψβ,p)q1
� ψ(m)m

1
p−

1
q1 , (3.15)

1 < p < q1 ≤ 2, яка, в свою чергу, є наслiдком оцiнки наближення функ-

цiй iз класiв Lψβ,p їх сумами Фур’є (теорема I).

Дiйсно, з одного боку, згiдно з оцiнкою (3.15) для довiльної функцiї

f(x) iз класiв Lψβ,p i певної послiдовностi {nj}mj=1 ⊂ Z маємо∥∥∥∥f(x)−
m∑
j=1

cje
injx

∥∥∥∥
q1

� ψ(m)m
1
p−

1
q1 . (3.16)

З iншого боку, для лiвої частини (3.16) можемо записати∥∥∥∥f(x)−
m∑
j=1

cje
injx

∥∥∥∥
q1

=

∥∥∥∥f(x− y)−
m∑
j=1

cje
inj(x−y)

∥∥∥∥
q1,∞

=
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=

∥∥∥∥f(x− y)−
m∑
j=1

cje
injxe−injy

∥∥∥∥
q1,∞

. (3.17)

Спiвставивши (3.16) i (3.17), одержимо∥∥∥∥f(x− y)−
m∑
j=1

cje
injxe−injy

∥∥∥∥
q1,∞
� ψ(m)m

1
p−

1
q1 , (3.18)

i поклавши в (3.18) einjx = uj(x) i e−injy = vj(y), приходимо до шуканої

оцiнки зверху.

Встановимо в (3.14) оцiнку знизу. По заданому m пiдберемо l ∈ N iз

спiввiдношення 2l−1 ≤ m < 2l i розглянемо бiлiнiйне наближення функцiї

V2l+2(x− y). Нехай C(N) — множина цiлих чисел, що задовольняє умову

|k| ≤ N , k ∈ Z.

Нехай системи функцiй {uj(x)}mj=1 i {vj(y)}mj=1, x, y ∈ [−π, π], такi, що∥∥∥∥V2l+2(x− y)−
m∑
j=1

uj(x)vj(y)

∥∥∥∥
q1,1

≤ 2τm(V2l+2(x− y))q1,1.

Оскiльки для оператора Валле-Пуссена Vn, який дiє за формулою

Vn[f ] = f ∗ Vn, має мiсце рiвнiсть∥∥∥∥V2l+3

[
V2l+2(x− y)−

m∑
j=1

uj(x)vj(y)

]∥∥∥∥
q1,1

=

=

∥∥∥∥V2l+2(x− y)−
m∑
j=1

V2l+3[uj(x)vj(y)]

∥∥∥∥
q1,1

i для f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, виконується нерiвнiсть (див., наприклад,

[115], c. 91)

‖Vn[f ]‖q ≤ 3‖f‖q,

то можна вважати, що функцiї uj(x) i vj(y) є тригонометричними полiно-

мами з номерами гармонiк iз множини C(2l+3) i при цьому справедлива
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оцiнка∥∥∥∥V2l+2(x− y)−
m∑
j=1

uj(x)vj(y)

∥∥∥∥
q1,1

� τm(V2l+2(x− y))q1,1. (3.19)

Таким чином, згiдно з (3.19) i (2.10) можемо записати∥∥∥∥V2l+2(x− y)−
m∑
j=1

uj(x)vj(y)

∥∥∥∥
2,1

�

� 2l(
1
q1
− 1

2 )

∥∥∥∥V2l+2(x− y)−
m∑
j=1

uj(x)vj(y)

∥∥∥∥
q1,1

�

� 2l(
1
q1
− 1

2 )τm(V2l+2(x− y))q1,1. (3.20)

Далi, беручи до уваги спiввiдношення мiж числами m i l, i використо-

вуючи лему Г, iз (3.20), знаходимо

τm(V2l+2(x− y))q1,1 �

� 2−l(
1
q1
− 1

2 )

∥∥∥∥V2l+2(x− y)−
m∑
j=1

uj(x)vj(y)

∥∥∥∥
2,1

�

� 2−l(
1
q1
− 1

2 )m
1
2 � 2−l(

1
q1
−1). (3.21)

Тепер розглянемо функцiю

f9(x) = C24ψ(2l)2−l(1−
1
p )V2l+2(x), C24 > 0

i покажемо, що при певному виборi сталої C24 > 0 вона належить класу

Lψβ,p. Для цього достатньо пересвiдчитися, що ‖(f9)
ψ
β‖p � 1. З цiєю метою

скориставшись теоремою Є i спiввiдношенням (3.9) одержимо

‖(f9)
ψ
β‖p � ψ(2l)2−l(1−

1
p )‖(V2l+2)ψβ‖p �

� ψ(2l)2−l(1−
1
p )ψ−1(2l+2)‖V2l+2‖p � 1.

Звiдси робимо висновок, що f9 ∈ Lψβ,p.
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Накiнець, скориставшись оцiнкою (3.21), можемо записати

τm(Lψβ,p)q1,q2
≥ τm(f9(x− y))q1,1 �

� ψ(m)2−l(1−
1
p )τm(V2l+2(x− y))q1,1 �

� ψ(m)2−l(1−
1
p ) · 2−l(

1
q1
−1) =

= ψ(m)2l(
1
p−

1
q1

) � ψ(m)m
1
p−

1
q1 . (3.22)

Оцiнку знизу, а разом з нею i теорему доведено.

Наступне твердження є наслiдком результату одержаного в теоремi

3.6, а також вiдомих оцiнок величин em(Lψβ,p)q1
.

Теорема 3.7. Нехай 1 < p ≤ 2 ≤ q1 ≤ ∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞, ψ ∈ B, β ∈ R

i, крiм того, iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t
1
p+ε, t ∈ N, не

зростає. Тодi справедлива порядкова оцiнка

τm(Lψβ,p)q1,q2
� ψ(m)m

1
p−

1
2 . (3.23)

Доведення. Оцiнка зверху випливає з оцiнки величини em(Lψβ,p)q1
,

1 < p ≤ 2 < q1 ≤ ∞ (теореми Й i теореми 2.7).

Вiдповiдна оцiнка знизу в (3.23) випливає з (3.14) при q1 = 2 в силу

нерiвностi ‖ · ‖2 ≤ ‖ · ‖q1
, q1 ≥ 2.

Теорема 3.8. Нехай 2 ≤ p ≤ q1 ≤ ∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞, ψ ∈ B, β ∈ R

i, крiм того, iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t
1
2+ε, t ∈ N, не

зростає. Тодi справедлива порядкова оцiнка

τm(Lψβ,p)q1,q2
� ψ(m). (3.24)

Доведення. Оцiнка зверху в (3.24) випливає з вiдповiдних оцiнок

величин em(Lψβ,p)q1
, 2 ≤ p ≤ q1 ≤ ∞, якi одержанi у теоремi К та теоре-

мi 2.7.
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Встановимо оцiнку знизу. По заданому m пiдберемо l ∈ N iз спiввiд-

ношення 2l−2 ≤ m < 2l−1 i розглянемо функцiю

f10(x) = C25ψ(2l)2−
l
2Rl(x), C25 > 0,

де Rl(x) — полiноми Рудiна-Шапiро.

Легко переконатися, що f10 ∈ Lψβ,p. Дiйсно, згiдно з теоремою Є та

спiввiдношенням (2.36), можемо записати

‖(f10)
ψ
β‖p � ψ−1(2l)‖f10‖p �

� 2−
l
2‖Rl‖∞ � 2−

l
2 2

l
2 = 1.

Звiдси випливає, що при належному виборi сталої C25 > 0 функцiя f10

належить класу Lψβ,p.

Тепер, беручи до уваги, що полiноми Rl задовольняють умови леми Г

i для них виконується оцiнка

τm(Rl(x− y))2,1 � m
1
2 ,

отримуємо

τm(Lψβ,p)q1,q2
≥ τm(f10(x− y))2,1 �

� ψ(2l)2−
l
2τm(Rl(x− y))2,1 � ψ(2l)2−

l
2m

1
2 � ψ(m).

Оцiнку знизу, а разом з нею i теорему доведено.

На завершення цього пiдроздiлу одержимо результат, який доповнює

оцiнку встановлену в теоремi 3.7 у випадку p = 1.

Теорема 3.9. Нехай 2 ≤ q1 < ∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞, ψ ∈ B, β ∈ R,

виконується одна з умов (2.7) або (2.8) i, крiм того, iснує ε > 0 таке, що

послiдовнiсть ψ(t)t1+ε, t ∈ N, не зростає. Тодi справедлива порядкова

оцiнка

τm(Lψβ,1)q1,q2
� ψ(m)m

1
2 . (3.25)



100

Доведення. Оцiнка зверху випливає з теореми 2.4.

Перейдемо до встановлення в (3.25) оцiнки знизу i зауважимо, що при

цьому достатньо розглянути випадок q1 = 2.

За заданим m виберемо l ∈ N з умови 2l−1 ≤ m < 2l i розглянемо

функцiю

f11(x) = C26ψ(2l)V2l+2(x), C26 > 0.

Скориставшись твердженням Б та спiввiдношенням (3.9) можемо за-

писати

‖(f11)
ψ
β‖1 � ψ(2l)ψ−1(2l)� 1.

Звiдси робимо висновок, що f11 ∈ Lψβ,1 при певному виборi сталої C26.

Таким чином, врахувавши (3.21) та спiввiдношення мiж числами m i

l, одержимо

τm(Lψβ,1)2,q2
� τm(f11(x− y))2,1 �

� ψ(2l)τm(V2l+2(x− y))2,1 � ψ(2l)2
l
2 � ψ(m)m

1
2 .

Оцiнку знизу, а разом з нею i теорему доведено.

Тепер наведемо деякi коментарi до отриманих результатiв, порiвняв-

ши їх з оцiнками колмогоровських поперечникiв.

Нагадаємо, що m-вимiрним колмогоровським поперечником

центрально-симетричної множини Φ нормованого простору X нази-

вається величина

dm(Φ,X ) = inf
Lm

sup
f∈Φ

inf
u∈Lm

‖f − u‖X , (3.26)

де Lm — довiльний пiдпростiр X розмiрностi m.

Далi нехай F — деякий клас функцiй iз L1 i f(x) — фiксована функ-

цiя з F . Позначимо через Ff множину, що складається з функцiй виду
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f(x− y), якi отримуються з f(x) зсувом аргументу x ∈ R на довiльний

y ∈ [−π, π], тобто

Ff = {f(x− y), y ∈ [−π, π], f ∈ F}.

Тодi, з одного боку, згiдно означення колмогоровського поперечника,

можемо записати

dm(F,Lq) = inf
ui(x)

sup
y∈[−π,π]

inf
vi(y)
‖f(· − y)−

m∑
i=1

ui(·)vi(y)‖q ≤

≤ inf
ui(x),vi(y)

i=1,m

sup
y∈[−π,π]

‖f(· − y)−
m∑
i=1

ui(·)vi(y)‖q =

= inf
ui(x),vi(y)

i=1,m

‖f(x− y)−
m∑
i=1

ui(x)vi(y)‖q,∞ = τm(f(x− y))q,∞. (3.27)

З iншого боку, справедлива також нерiвнiсть

τm(f(x− y))q,∞ ≤ dm(Ff , Lq). (3.28)

Отже, вiдповiдно до (3.27) i (3.28) має мiсце рiвнiсть

τm(f(x− y))q,∞ = dm(Ff , Lq). (3.29)

Тепер, оскiльки Ff ⊂ F , то згiдно (3.29) можемо записати

τm(f(x− y))q,∞ � dm(F,Lq), f ∈ F.

Таким чином, спiвставляючи результати теорем 3.6 – 3.8 з вiдповiдни-

ми результатами, отриманими (як частковий випадок) при дослiдженнi

величин dm(Lψβ,p, Lq) у роботах [36, 37] отримуємо, що

τm(Lψβ,p)q1,q2
� dm(Lψβ,p, Lq1

).

Порiвнюючи результати теорем 3.6 – 3.9 з результатами найкращо-

го m-членного наближення класiв Lψβ,p наведеними у теоремах З, Й, К,
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2.4, 2.6, 2.7, приходимо до висновку, що при тих самих обмеженнях на

параметри p, q i ψ величини em(Lψβ,p)q1
та τm(Lψβ,p)q1,q2

спiвпадають за

порядком, тобто

τm(Lψβ,p)q1,q2
� em(Lψβ,p)q1

.

Зауваження 3.2. Для класiв W r
p,β вiдповiднi до теорем 3.6 — 3.9

твердження (як частковий випадок) було одержано В. М. Темляковим

(див., наприклад, [67, с. 101]).
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Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi встановлено точнi за порядком оцiнки грiдi-

алгоритмiв та бiлiнiйних наближень класiв (ψ, β)-диференцiйовних пе-

рiодичних функцiй.

А саме у пiдроздiлi 3.2 встановлено точнi за порядком оцiнки грiдi-

алгоритмiв класiв Lψβ,p перiодичних функцiй у просторi Lq у випадках

1 ≤ q ≤ 2 ≤ p < ∞, 1 < p ≤ q ≤ 2, 1 ≤ p ≤ 2 ≤ q < ∞,

2 ≤ p ≤ q <∞. Виявлено, що iснують спiввiдношення мiж параметрами

p та q для яких величини найкращих ортогональних тригонометричних

наближень та грiдi-алгоритмiв мають однаковi порядки, а також i такi,

для яких вони вiдрiзняються за порядком.

У пiдроздiлi 3.3 одержано точнi порядки найкращих бiлiнiйних набли-

жень класiв функцiй двох змiнних, якi породженi функцiями однiєї змiн-

ної з класiв Lψβ,p зсувами аргументу, у просторi Lq1,q2
, якщо 1 ≤ q2 ≤ ∞, а

p i q1 пов’язанi спiввiдношеннями 1 < p ≤ q1 ≤ 2, 1 ≤ p ≤ 2 ≤ q1 ≤ ∞,
2 ≤ p ≤ q1 ≤ ∞. Також встановлено, що порядки найкращих бiлiнiй-

них наближень, колмогоровських поперечникiв та найкращихm-членних

тригонометричних наближеннь класiв Lψβ,p у розглянутих ситуацiях спiв-

падають.

Основнi результати, якi наведенi у даному роздiлi, опублiкованi у ро-

ботах [90, 92, 94, 97].
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ВИСНОВКИ

1. Встановлено точнi за порядком оцiнки найкращих наближень, на-

ближень сумами Фур’є та найкращих ортогональних тригонометричних

наближень 2π-перiодичних функцiй Fψ(x, β), якi є аналогами ядер Бер-

нуллi у просторi Lq при 1 < q <∞.

2. Одержано точнi за порядком оцiнки найкращих наближень, наб-

лижень сумами Фур’є, найкращих m-членних тригонометричних набли-

жень, найкращих ортогональних тригонометричних наближень та три-

гонометричних поперечникiв класiв Lψβ,p у метрицi Lq, коли параметри p

та q приймають граничнi значення 1 та ∞.

3. Отримано порядковi оцiнки грiдi-алгоритмiв для класiв Lψβ,p пе-

рiодичних функцiй у просторi Lq у випадках 1 ≤ q ≤ 2 ≤ p < ∞,

1 < p ≤ q ≤ 2, 1 ≤ p ≤ 2 ≤ q < ∞, 2 ≤ p ≤ q < ∞. Виявлено, що iс-

нують спiввiдношення мiж параметрами p та q для яких величини найк-

ращих ортогональних тригонометричних наближень та грiдi-алгоритмiв

мають однаковi порядки, а також i такi, для яких вони вiдрiзняються за

порядком.

4. Одержано точнi за порядком оцiнки найкращих бiлiнiйних наб-

лижень класiв функцiй двох змiнних, якi породженi функцiями однiєї

змiнної з класiв Lψβ,p зсувами аргументу, у просторi Lq1,q2
для деяких

спiввiдношень мiж параметрами p, q1 та q2. Також встановлено, що по-

рядки найкращих бiлiнiйних наближень, колмогоровських поперечникiв

та найкращих m-членних тригонометричних наближеннь класiв Lψβ,p у

розглянутих ситуацiях спiвпадають.
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