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Çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà ðîáîòè

Ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ íàáëè-
æåííÿ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó ïðîñòîðàõ Ãàðäi óçàãàëüíåíèì ìå-
òîäîì Çèãìóíäà, à òàêîæ îá÷èñëåííþ òî÷íèõ êîíñòàíò ó íåðiâíî-
ñòÿõ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó Òåéëîðà ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié áàãàòüîõ
çìiííèõ òà åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ íà êëàñàõ îáìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ
ôóíêöié.

Àêòóàëüíiñòü òåìè.
Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ¹ âàæëèâèì ðîçäiëîì ñó÷àñíîãî ìàòåìàòè÷-

íîãî àíàëiçó, ÿêèé iíòåíñèâíî ðîçâèâà¹òüñÿ âæå ïîíàä ñòî ðîêiâ. Ç
÷àñó îñíîâîïîëîæíèõ òåîðåì Ê. Âåé¹ðøòðàñà (1885) i Ê. Ðóíãå (1885)
òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ðîçãàëóæó¹òüñÿ íà äâà íàïðÿìè � äiéñíèé i êîì-
ïëåêñíèé. Ïîïðè iäåíòè÷íiñòü ïîñòàíîâîê çàäà÷ ó îáîõ íàïðÿìêàõ
òåîði¨, ìåòîäè ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ ÷àñòî âèÿâëÿþòüñÿ ðiçíèìè, ÿê i ñàì
âèãëÿä ðåçóëüòàòiâ. Òàê, íàïðèêëàä, ó 1962 ðîöi Ë. Â. Òàéêîâ ïîêà-
çàâ, ùî êðèòåðié ðåãóëÿðíîñòi ìåòîäó ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹,
ïîðîäæåíîãî íèæíüîòðèêóòíîþ ÷èñëîâîþ ìàòðèöåþ, â äiéñíîìó âè-
ïàäêó íå ¹ êðèòåði¹ì ðåãóëÿðíîñòi ó êîìïëåêñíîìó âèïàäêó. Öå, çî-
êðåìà, îçíà÷à¹, ùî îäèí i òîé ñàìèé ëiíiéíèé ìåòîä ïiäñóìîâóâàííÿ
ðÿäiâ Ôóð'¹ ìîæå ìàòè ñóòò¹âî ðiçíi àïðîêñèìàòèâíi âëàñòèâîñòi ó
äiéñíîìó òà êîìïëåêñíîìó âèïàäêàõ. Ç îãëÿäó íà öå, ç'ÿñóâàííÿ âñi-
ëÿêèõ òàêèõ âiäìiííîñòåé ìiæ íàáëèæåííÿì òèì ÷è iíøèì ëiíiéíèì
ìåòîäîì ó äiéñíîìó i êîìïëåêñíîìó âèïàäêàõ ¹ öiêàâîþ òà àêòóàëü-
íîþ çàäà÷åþ.

Ãàëóçü òåîði¨ íàáëèæåííÿ, ùî ïîâ'ÿçàíà ç äîñëiäæåííÿìè àïðîê-
ñèìàòèâíèõ âëàñòèâîñòåé ñåðåäíiõ ðÿäiâ Ôóð'¹, çíà÷íîþ ìiðîþ ðîç-
âèíóòà äëÿ êëàñiâ ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨. Ñòîñîâíî æ ôóíêöié êîì-
ïëåêñíî¨ çìiííî¨ ïîäiáíèõ äîñëiäæåíü ïðîâåäåíî çíà÷íî ìåíøå. Òóò
ñëiä çãàäàòè îñíîâîïîëîæíi ðåçóëüòàòè À. Çèãìóíäà òà Ñ. Á. Ñò¹÷-
êiíà. Çîêðåìà, À. Çèãìóíä (1945) ïîêàçàâ, ùî áóäü-ÿêó íåïåðåðâ-
íó 2π-ïåðiîäè÷íó ôóíêöiþ f : R → C ç äîäàòíiì ñïåêòðîì Ôóð'¹

(òîáòî çi ñòåïåíåâèì ðÿäîì Ôóð'¹: f(x) ∼
∑∞
k=0 f̂ke

ikx) i òàêó, ùî
ess supx∈R |f ′(x)| ≤ 1, ìîæíà íàáëèçèòè ¨¨ ñåðåäíiìè Ôåé¹ðà σn(f) ç
ïîðÿäêîâîþ ïîõèáêîþ n−1, òîáòî

max
x∈R

∣∣∣∣∣f(x)−
n−1∑
k=0

(
1− k

n

)
f̂ke

ikx

∣∣∣∣∣ ≤ A

n
, n ∈ N,

äå A � ïåâíà àáñîëþòíà êîíñòàíòà. Ç äðóãîãî áîêó, äëÿ âñiõ òàêèõ
ñàìèõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié f : R → R, àëå ç ïîâíèì ñïåêòðîì
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Ôóð'¹ ñïðàâäæó¹òüñÿ íåïîêðàùóâàíà (â ñåíñi ïîðÿäêó) íåðiâíiñòü

max
x∈R

∣∣∣∣∣f(x)−
n−1∑

k=−n+1

(
1− |k|

n

)
f̂ke

ikx

∣∣∣∣∣ ≤ B lnn

n
, n ∈ N,

äå B � ïåâíà àáñîëþòíà êîíñòàíòà.
Öå, ìàáóòü, iñòîðè÷íî ïåðøèé âèïàäîê, êîëè ó íàóêîâîìó äî-

ñëiäæåííi áóëî ÿâíî ç'ÿñîâàíî âiäìiííîñòi ìiæ íàáëèæåííÿìè îäíèì
i òèì ñàìèì ìåòîäîì ó äiéñíîìó òà êîìïëåêñíîìó âèïàäêàõ.

Ç òèõ ïið áóëî ïîðiâíÿíî ìàëî ðåçóëüòàòiâ íàóêîâèõ äîñëiäæåíü,
ïðèñâÿ÷åíèõ ïîäiáíèì ïèòàííÿì. Çîêðåìà, Ñ. Á. Ñò¹÷êií (1953) ïî-
êàçàâ, ùî ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ÷àñòèííèìè ñóìàìè íà êëàñàõ 2π-
ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié çi ñòåïåíåâèìè ðÿäàìè Ôóð'¹ òà íà êëàñàõ
äiéñíîçíà÷íèõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié çáiãàþòüñÿ çà ïîðÿäêîì, à
¨õ àñèìïòîòè íà íåñêií÷åííîñòi ìîæóòü âiäðiçíÿòèñÿ îäíà âiä îäíî¨
ùîíàéáiëüøå íà êîíñòàíòó 4/π. Ïîäiáíèé åôåêò ìà¹ ìiñöå i ùîäî
íàéêðàùèõ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ íàáëèæåííÿ, ÿê öå âèïëèâà¹ ç ðåçóëü-
òàòiâ Ë. Â. Òàéêîâà (1963, 1977), Äæ. Øåéêà (1966), Ê. Þ. Îñiïåíêà
(1976), Ñ. Á. Âàêàð÷óêà (1994, 2002) i Â. Â. Ñàâ÷óêà (2007).

À. Çèãìóíä (1945) ç'ÿñóâàâ, ùî òèïîâi ñåðåäíi ðÿäiâ Ôóð'¹ (ðÿäiâ
Òåéëîðà) 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié äàþòü âiäíîñíî ïðîñòèé, àëå äî-
ñèòü åôåêòèâíèé ìåòîä íàáëèæåííÿ, ÿêèé âðàõîâó¹ ãëàäêiñòü ôóíê-
öi¨. Çîêðåìà, âií ïîêàçàâ, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ r > 0 i s ≥ −r ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

sup
f∈Hr+s

∞

sup
z∈D

∣∣∣∣∣f(z)−
n−1∑
k=0

(
1−

(
k

n

)r)
f̂kz

k

∣∣∣∣∣ ≤ Ar,s
nγ

∀ n ∈ N, (1)

äå γ := min(r, r + s), Ar,s � êîíñòàíòà, çàëåæíà òiëüêè âiä âêàçàíèõ
ïàðàìåòðiâ, i Hr+s

∞ � êëàñ ãîëîìîðôíèõ ó êðóçi D := {z ∈ C : |z| < 1}
ôóíêöié f , äëÿ ÿêèõ

sup
z∈D

∣∣Dr+sf(z)
∣∣ ≤ 1, Dr+sf(z) := ir+s

∞∑
k=1

kr+sf̂kz
k, f̂k :=

f (k)(0)

k!
.

Â 2011 ð. Â. Â. Ñàâ÷óê îá÷èñëèâ òî÷íå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè ó ëiâié
÷àñòèíi (1) ïðè r = 1 i s ≥ 1:

sup
f∈H1+s

∞

sup
z∈D

∣∣∣∣∣f(z)−
n−1∑
k=0

(
1− k

n

)
f̂kz

k

∣∣∣∣∣ = 1

n
∀ n ∈ N. (2)
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Ç îãëÿäó íà öi ðåçóëüòàòè ïðèðîäíî âèíèêà¹ çàäà÷à äîñëiäæåí-
íÿ íàáëèæåíü óçàãàëüíåíèì ìåòîäîì Çèãìóíäà, ÿêèé ïîðîäæó¹òüñÿ
òðèêóòíîþ ìàòðèöåþ (1−ψn/ψk)k,n, äå ψ = {ψk}∞k=0, ψ0 = 1, � çàäà-
íà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, âiäìiííèõ âiä íóëÿ, íà ïðåäìåò
îïèñàííÿ êëàñó ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié A, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü

sup
f∈A

sup
z∈D

∣∣∣∣∣f(z)−
n−1∑
k=0

(
1− ψn

ψk

)
f̂kz

k

∣∣∣∣∣ = |ψn| ∀ n ∈ N.

Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ïîâíiñòþ âèðiøó¹ ïèòàííÿ ïðî òî÷íå çíà÷åí-
íÿ ìiíiìàëüíî¨ ïîõèáêè íàáëèæåííÿ óçàãàëüíåíèì ìåòîäîì Çèãìóí-
äà íà êëàñi ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié i, äî òîãî æ, âêàçó¹ íàéøèðøèé
êëàñ, íà ÿêîìó öÿ ïîõèáêà äîñÿãà¹òüñÿ.

Çàäà÷i ïðî êîåôiöi¹íòè ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié çàéìàþòü îäíå ç
öåíòðàëüíèõ ìiñöü ñó÷àñíî¨ òåîði¨ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷. Ñåðåä íàé-
ÿñêðàâiøèõ äîñÿãíåíü ó öié îáëàñòi ñëiä çãàäàòè çíàìåíèòèé ðåçóëü-
òàò Ë. äå Áðàíæà (1984) ó äîâåäåííi ãiïîòåçè Áiáåðáàõà ïðî òî÷-
íó îöiíêó êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà îäíîëèñòèõ ôóíêöié â îäèíè÷íî-
ìó êðóçi. Ñåðåä ðåçóëüòàòiâ ïðî òî÷íi îöiíêè (ó ñåíñi òî÷íèõ êîí-
ñòàíò) êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà äëÿ ðiçíîìàíiòíèõ êëàñiâ ãîëîìîðôíèõ
ôóíêöié ïåðåâàæíà áiëüøiñòü ñòîñóþòüñÿ ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨. Ó
áàãàòîâèìiðíîìó æ âèïàäêó òåîðiÿ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ãîëî-
ìîðôíèõ ôóíêöié ïåðåáóâà¹ ó çàðîäêîâîìó ñòàíi. Òîìó äîñëiäæåííÿ
ç åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷, çîêðåìà, òî÷íèõ îöiíîê êîåôiöi¹íòiâ Òåéëî-
ðà ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ìàþòü çíà÷íèé íàóêîâèé
iíòåðåñ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìà-
ìè.

Äèñåðòàöiþ âèêîíàíî ó âiääiëi òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòå-
ìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè çãiäíî ç íàóêîâî-äîñëiäíîþ òåìîþ � Òåîðiÿ
íàáëèæåíü â ëiíiéíèõ ïðîñòîðàõ�, íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨
0111U002079.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ.
Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ äîñëiäæåííÿ àïðîê-

ñèìàòèâíèõ âëàñòèâîñòåé óçàãàëüíåíèõ ñåðåäíiõ Çèãìóíäà, ðîçâ'ÿ-
çàííÿ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ íàáëèæåííÿ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó
ïðîñòîðàõ Ãàðäi, òàêèõ ÿê îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ êîíñòàíò ó íåðiâíîñòÿõ
äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó Òåéëîðà ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìií-
íèõ òà îöiíîê çìiøàíèõ ïîõiäíèõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó ïîëiêðóçi.
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Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ êëàñè ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié, åêñòðå-
ìàëüíi çàäà÷i íàáëèæåííÿ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié, ëiíiéíi ìåòîäè íà-
áëèæåííÿ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié, îöiíêè êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó Òåéëîðà
ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ òî÷íå çíà÷åííÿ ìiíiìàëüíî¨ ïîõèáêè
íàáëèæåííÿ óçàãàëüíåíèì ìåòîäîì Çèãìóíäà íà êëàñi ãîëîìîðôíèõ
ôóíêöié, âiäøóêàííÿ òî÷íèõ îöiíîê êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà íà êëàñàõ
ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:
1. Âñòàíîâèòè àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü äëÿ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü

óçàãàëüíåíèõ ñóì Çèãìóíäà Zn,ψ(f)(z) = f̂0 +
∑n−1
k=1(1− ψn/ψk)f̂kzk

íà ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñàõ Hψφ
p , ùî ¹ çãîðòêàìè îäèíè÷íî¨ êóëi ïðî-

ñòîðó ÃàðäiHp ç ÿäðàìè
∑∞
k=0 ψk+1φk+1z

k, ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâ-
íiñòü ψ = {ψk}∞k=1 ¹ ìîìåíòíîþ. Çíàéòè íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè
äëÿ ïîñëiäîâíîñòi φ = {φk}∞k=1, çà ÿêèõ ñóìè Zn,ψ(f) íàáëèæàþòü
êëàñ Hψφ

p ç ìiíiìàëüíî ìîæëèâîþ ïîõèáêîþ |ψn|.
2. Äîñëiäèòè ìàæîðàíòó çàëèøêiâ ðÿäiâ Òåéëîðà íà êëàñi îáìå-

æåíèõ ãîëîìîðôíèõ ó îäèíè÷íîìó êðóçi D ôóíêöié.
3. Îá÷èñëèòè òî÷íi êîíñòàíòè Lm,n(X) ó íåðiâíîñòÿõ âèãëÿäó∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤ Lm,n(X)

(
1−

∣∣∣f̂m∣∣∣)
äëÿ ïàð êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà f̂m i f̂n íà äåÿêèõ êëàñàõ X îáìåæåíèõ
ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó ïîëiêðóçi.

4. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Ïîìïåÿ�Ëàíäàó�Ñàñà ïðî îöiíêó ïðÿìîêóò-
íèõ ÷àñòèííèõ ñóì ïîðÿäêó (1, 1) äâîêðàòíîãî ðÿäó Òåéëîðà îáìå-
æåíèõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó áiêðóçi.

5. Îòðèìàòè òî÷íó îöiíêó çìiøàíî¨ ïîõiäíî¨ ãîëîìîðôíèõ ôóíê-
öié ç ïðîñòîðó Ãàðäi H1 ó ïîëiêðóçi.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ïðè ðîçâ'ÿçàííi ïîñòàâëåíèõ çàäà÷ ó
äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ çàãàëüíi ìåòîäè òåîði¨ ôóíê-
öié ó ïî¹äíàííi çi ñó÷àñíîþ ìåòîäèêîþ, ðîçðîáëåíîþ ó ðîáîòàõ
À. Ñ. Ìàêåíòàéðà, Â. Â. Ðîãîçèíñüêîãî òà Â. Â. Ñàâ÷óêà.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáî-
òè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü ó íàñòóïíîìó:

1. Âñòàíîâëåíî àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü äëÿ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü

óçàãàëüíåíèõ ñóì Çèãìóíäà Zn,ψ(f)(z) = f̂0 +
∑n−1
k=1(1− ψn/ψk)f̂kzk

íà ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñàõ Hψφ
p , ùî ¹ çãîðòêàìè îäèíè÷íî¨ êóëi ïðî-

ñòîðó Ãàðäi Hp ç ÿäðàìè
∑∞
k=0 ψk+1φk+1z

k, ó âèïàäêó, êîëè ïîñëi-
äîâíiñòü ψ = {ψk}∞k=1 ¹ ìîìåíòíîþ. Çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi
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óìîâè äëÿ ïîñëiäîâíîñòi φ = {φk}∞k=1, ùî çàáåçïå÷óþòü ìiíiìàëüíî
ìîæëèâó ïîõèáêó |ψn| íàáëèæåííÿ êëàñó Hψφ

p ñóìàìè Zn,ψ(f).
2. Äîñëiäæåíî ìàæîðàíòó çàëèøêiâ ðÿäiâ Òåéëîðà íà êëàñi îá-

ìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ ó îäèíè÷íîìó êðóçi D ôóíêöié.
3. Îá÷èñëåíi òî÷íi êîíñòàíòè Lm,n(X) ó íåðiâíîñòÿõ âèãëÿäó∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤ Lm,n(X)

(
1−

∣∣∣f̂m∣∣∣)
äëÿ ïàð êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà f̂m i f̂n íà äåÿêèõ êëàñàõ X îáìåæåíèõ
ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó ïîëiêðóçi.

4. Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó Ïîìïåÿ�Ëàíäàó�Ñàñà ïðî îöiíêó ïðÿìóêóò-
íèõ ÷àñòèííèõ ñóì ïîðÿäêó (1, 1) äâîêðàòíîãî ðÿäó Òåéëîðà îáìå-
æåíèõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó áiêðóçi.

5. Îòðèìàíî òî÷íó îöiíêó çìiøàíî¨ ïîõiäíî¨ ãîëîìîðôíèõ ôóíê-
öié ç ïðîñòîðó Ãàðäi H1 ó ïîëiêðóçi.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöié-
íà ðîáîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè ìîæóòü áó-
òè âèêîðèñòàíi ó ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ ó åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷àõ
ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó äîñëiä-
æåííÿ, à òàêîæ ïîñòàíîâêà çàäà÷ íàëåæàòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó �
äîêòîðó ôiç.�ìàò. íàóê Â. Â. Ñàâ÷óêó. Ðåçóëüòàòè ðîáiò [1,2,4] îòðè-
ìàíî ñïiëüíî ç íàóêîâèì êåðiâíèêîì. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè [3] îòðèìàíî
ñïiëüíî ç Ì. Â. Ñàâ÷óê. Âíåñîê ñïiâàâòîðiâ ¹ ðiâíîöiííèì.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äè-
ñåðòàöi¨ äîïîâiäàëèñÿ òà îáãîâîðþâàëèñÿ íà:

� ñåìiíàðàõ âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè (êåðiâíèê ñåìiíàðó � äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð
À.Ñ. Ðîìàíþê);

� ñåìiíàði "Ñó÷àñíèé àíàëiç" ìåõàíiêî�ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëü-
òåòó Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà
(êåðiâíèêè ñåìiíàðó � äîêòîðè ôiçèêî�ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôå-
ñîðè I. Î. Øåâ÷óê, Î. Î. Êóð÷åíêî, Â. Ì. Ðàä÷åíêî);

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíê-
öié òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ", ïðèñâÿ÷åíié 70-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåí-
íÿ ÷ëåíà-êîðåñïîíäåíòà ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîôåñîðà Î. I. Ñòåïàíöÿ,
Êàì'ÿíåöü-Ïîäiëüñüêèé, 28 òðàâíÿ�3 ÷åðâíÿ 2012 ðîêó;

� IV ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Mathematical Analysis,
Di�erential Equations and their Applications"(MADEA � 2012),
Ìåðñií, Òóðå÷÷èíà, 4�9 âåðåñíÿ 2012 ðîêó;
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� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 120�ði÷÷þ
Ñòåôàíà Áàíàõà, Ëüâiâ, 17�21 âåðåñíÿ 2012 ðîêó;

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Áîãîëþáîâñüêi ÷èòàííÿ
DIF�2013. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñó-
âàííÿ" ç íàãîäè 75-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà À. Ì. Ñàìîé-
ëåíêà, Ñåâàñòîïîëü, 23�30 ÷åðâíÿ 2013 ðîêó;

� ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ. Ôóíêöiî-
íàëüíi ïðîñòîðè. Òåîðiÿ íàáëèæåíü�, ïðèñâÿ÷åíié 105�ði÷÷þ ç äíÿ
íàðîäæåííÿ Ñ. Ë. Ñîáîë¹âà, Íîâîñèáiðñüê, Ðîñiÿ, 18�24 ñåðïíÿ 2013
ðîêó;

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Complex Analysis and
Related Topics�, Ëüâiâ, 23�28 âåðåñíÿ 2013 ðîêó;

� ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ "Êðàéîâi çàäà÷i, òåî-
ðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ", ïðèñâÿ÷åíié 60-ði÷÷þ Â. I. Ðóêàñîâà
(1953�2009), Ñëîâ'ÿíñüê, 21�24 òðàâíÿ 2014 ðîêó;

� IV ìiæíàðîäíié ãàíñüêié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 135 ði÷íèöi
âiä äíÿ íàðîäæåííÿ Ãàíñà Ãàíà, ×åðíiâöi, 30 ÷åðâíÿ�5 ëèïíÿ 2014
ðîêó.

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îïóáëiêî-
âàíî ó òðèíàäöÿòè íàóêîâèõ ïðàöÿõ, ç ÿêèõ ï'ÿòü ¹ ñòàòòÿìè ó âè-
äàííÿõ, ùî íàëåæàòü äî ïåðåëiêó ÄÀÊ ÌÎÍ'ó ôàõîâèõ íàóêîâèõ
âèäàíü [1 � 5], à âiñiì îïóáëiêîâàíî ó ìàòåðiàëàõ âîñüìè ìiæíàðîäíèõ
íàóêîâèõ êîíôåðåíöié [6 � 13]. Ñòàòòþ [4] îïóáëiêîâàíî ó æóðíàëi,
ÿêèé âõîäèòü äî íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè äàíèõ (Scopus).

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ïå-
ðåëiêó óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, âñòóïó, òðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñ-
êó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî ìiñòèòü 120 íàéìåíóâàíü. Ïîâíèé îáñÿã
ðîáîòè ñêëàäà¹ 117 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó.

Îñíîâíèé çìiñò äèñåðòàöi¨

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ïðîâåäåíî îãëÿä ëiòå-
ðàòóðè çà òåìîþ äîñëiäæåííÿ. Ó ïiäðîçäiëi 1.1 ïîäàíî îñíîâíi âiäî-
ìîñòi ïðî ëiíiéíi ìåòîäè ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Òåéëîðà ãîëîìîðô-
íèõ ôóíêöié, ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó Êîëìîãîðîâà�Íiêîëüñüêîãî òà íà-
âåäåíî îñíîâîïîëîæíi ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî íàáëèæåíü ñóìàìè Çèã-
ìóíäà. Ïiäðîçäië 1.2 ïðèñâÿ÷åíî îãëÿäó ëiòåðàòóðè ç åêñòðåìàëüíèõ
çàäà÷ ó ïðîñòîði Ãàðäi, çîêðåìà, îöiíîê ìîäóëiâ ãîëîìîðôíèõ ôóíê-
öié, à òàêîæ ó íüîìó îïèñàíî ìåòîä Ìàêåíòàéðà�Ðîãîçèíñüêîãî îöi-
íîê, ìîäóëiâ ôóíêöié êëàñó Ãàðäi. Ó ïiäðîçäiëi 1.3 çðîáëåíî îãëÿä
ðåçóëüòàòiâ ñòîñîâíî îöiíîê êîåôiöi¹íòiâ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó
ïîëiêðóçi.
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Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ðîçâ'ÿçàííþ åêñòðåìàëüíî¨ çàäà÷i íà-
áëèæåííÿ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié óçàãàëüíåíèì ìåòîäîì Çèãìóíäà.

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 çíàéäåíî àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi äëÿ òî÷íèõ âåðõ-
íiõ ìåæ âiäõèëåíü âiä êëàñiâ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié Hψφ

p óçàãàëüíå-
íèõ ñóì Çèãìóíäà.

Íåõàé H � ìíîæèíà ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ ó êðóçi D := {z ∈
C : |z| < 1}, Hp, 1 ≤ p ≤ ∞, � ïðîñòið Ãàðäi i UHp � îäèíè÷íà êóëÿ
â Hp, òîáòî

UHp :=
{
f ∈ H : ‖f‖

Hp
≤ 1
}
,

äå

‖f‖
Hp

:=


sup

0<ρ<1

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(ρeit)|pdt
)1/p

, p ≥ 1,

sup
z∈D
|f(z)|, p =∞.

Íåõàé ψ = {ψk}∞k=1 � ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òàêèõ,
ùî |ψk| > 0. Óçàãàëüíåíèìè ñóìàìè (ñåðåäíiìè) Çèãìóíäà ôóíêöi¨
f ∈ H íàçèâàþòüñÿ ìíîãî÷ëåíè âèãëÿäó

Zn,ψ(f)(z) := f̂0 +

n−1∑
k=1

(
1− ψn

ψk

)
f̂kz

k, n ∈ N, f̂k :=
f (k)(0)

k!
.

Îçíà÷èìî íà H îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ Dψ

ïðàâèëîì

Dψ(f)(z) :=

∞∑
k=1

f̂k
ψk
zk−1, z ∈ D.

Òîäi Dψφ := Dψ
(
zDφ

)
, à ïiä êëàñîì Hψφ

p áóäåìî ðîçóìiòè ìíîæèíó

ôóíêöié f ∈ H, äëÿ ÿêèõ ‖Dψφ(f)‖
Hp
≤ 1.

Ó ïiäðîçäiëi 2.1.1 çíàéäåíî òî÷íi îöiíêè íàáëèæåííÿ ôóíêöié ç
êëàñiâ Hψφ

p ñóìàìè Zn,ψ, à òàêîæ ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó Êîëìîãîðîâà�
Íiêîëüñüêîãî (çàäà÷ó Ê�Í) äëÿ âåëè÷èíè

Zn,ψ
(
Hψφ
p ;Hp

)
:= sup{‖f − Zn,ψ(f)‖Hp

: f ∈ Hψφ}.

Íàãàäà¹ìî, ùî çàäà÷à Ê�Í ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi ïàðè (µ, ν)
ôóíêöié íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòó òàêèõ , ùî ν(n) = o(µ(n)), n→∞,
i

Zn,ψ
(
Hψφ
p ;Hp

)
= µ(n) +O(ν(n)), n→∞.
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Òåîðåìà 2.1. Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞,

ψk =

∫ 1

0

ρk−1dλ(ρ), k = 1, 2, . . . , (3)

äå λ � îáìåæåíà íåñïàäíà ôóíêöiÿ íà [0, 1] òàêà, ùî
∫ 1

0
dλ = 1, i φ

� ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òàêà, ùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ
n, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî n0,

1

2
+ Re

∞∑
k=1

φk+n
φn

zk ≥ 0 ∀ z ∈ D. (4)

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hψφ
p ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíî-

øåííÿ

f(z)− Zn,ψ(f)(z) = ψnzD
ψ(f)(z) + εn(z, f) ∀ n ≥ n0, z ∈ D, (5)

äå

‖εn(ρ ·, f)‖Hp
≤ ρn|φn|

(
ψn + ψ[n+1

2 ]

)
∀ n ≥ n0, ρ ∈ [0, 1],

[·] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà.
Áåðó÷è ó ôîðìóëi (5) ñóïðåìóì ïî êëàñó Hψφ

p , îäåðæèìî òàêèé
Íàñëiäîê 2.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2.1, ïðè öüî-

ìó óìîâà (4) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ n ∈ N, ψn = O(ψ2n), φ1 = 1 i
φn = o(1). Òîäi

Zn,ψ
(
Hψφ
p ;Hp

)
= ψn +O (|φn|ψn) , n→∞. (6)

Ñïiââiäíîøåííÿ (6) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Ê�Í ó âêàçàíèõ âèïàä-
êàõ.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîëè íå âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ψn = O(ψ2n),
ìà¹ ìiñöå òàêà

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞ i ψ � ïîñëiäîâíiñòü òàêà, ÿê â
òåîðåìi 2.1. Òîäi

ψn ≤ Zn,ψ
(
Hψ
p ;Hp

)
≤ ψ[n+1

2 ] ∀ n ∈ N. (7)
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Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi äàíî îïèñ ìíîæèíè âñiõ ïîñëiäîâíî-
ñòåé φ, äëÿ ÿêèõ ïðè çàäàíié ïîñëiäîâíîñòi ψ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Zn,ψ(Hψφ
∞ ;H∞) = |ψn|, (8)

òîáòî, êîëè óçàãàëüíåíi ñóìè Çèãìóíäà Znψ íàáëèæàþòü êëàñ Hψφ
∞

ç ìiíiìàëüíî ìîæëèâîþ ïîõèáêîþ.
Òåîðåìà 2.3. Íåõàé n ∈ N, ψ = {ψk}∞k=1 i φ = {φk}∞k=1 � ïî-

ñëiäîâíîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî ψ1 = φ1 = 1 i |ψk| > 0,
|φk| > 0. Ðiâíiñòü (8) ñïðàâäæó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

1

2
+ Re

(
n−1∑
k=1

φk+1z
k +

∞∑
k=n

ψk+1φk+1

ψn
zk

)
≥ 01 ∀ z ∈ D. (9)

Çà óìîâè (9) äëÿ áóäü-ÿêîãî p ≥ 1

Zn,ψ
(
Hψφ
p ;Hp

)
= |ψn|. (10)

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ óçàãàëüíþ¹ òà äîïîâíþ¹ âiäîìi ðåçóëüòàòè
À. Çèãìóíäà (1945), Ñ. Á. Ñò¹÷êiíà (1953) òà Â. Â. Ñàâ÷óêà (2011) ïðî
íàáëèæåííÿ ñåðåäíiìè Ôåé¹ðà òà òèïîâèìè ñåðåäíiìè ðÿäiâ Òåéëîðà.

Íàñëiäîê 2.2. Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞, r, s ≥ 0 i r + s > 0. Òîäi

Zn,r
(
Hr+s
p ;Hp

)
=

{
n−r +O

(
n−(r+s)

)
, 0 ≤ s < 1,

n−r, s ≥ 1,
n ∈ N.

Ó ïiäðîçäiëi 2.2 ïîêàçàíî, ùî iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi ψ i φ, ÿêi çà-
äîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 2.1, àëå íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðå-
ìè 2.3 i íàâïàêè. Öèì äîâåäåíî, ùî òåîðåìà 2.1 íå ìîæå áóòè íàñëiä-
êîì òåîðåìè 2.3 âçàãàëi êàæó÷è. Òàêîæ íàâåäåíî ïðîñòó äîñòàòíþ
óìîâó, çà ÿêî¨ ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (9).

Ïiäðîçäië 2.3 ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ ìàæîðàíò çàëèøêiâ
ðÿäiâ Òåéëîðà îáìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié.

Íåõàé B = UH∞, òîáòî öå êëàñ ôóíêöié f , ãîëîìîðôíèõ ó êðóçi
D := {z ∈ C : |z| < 1}, äëÿ ÿêèõ supz∈D |f(z)| ≤ 1.

1ïðè n = 1 ïåðøà ñóìà ïîêëàäà¹òüñÿ ðiâíîþ íóëåâi
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Çàôiêñó¹ìî n ∈ N i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ Rn, âèçíà÷åíó íà âiäðiç-
êó [0, 1] ïðàâèëîì

Rn(ρ) :=


sup{|f(ρ)− Sn(f)(ρ)| : f ∈ B}, ρ ∈ [0, 1),

sup{|f(z)− Sn(f)(z)| : f ∈ B, z ∈ D}, ρ = 1.

Çðîçóìiëî, ùî ôóíêöiÿ Rn ¹ ìàæîðàíòîþ çàëèøêiâ ðÿäiâ Òåéëî-
ðà ôóíêöié êëàñó B.

Â. Â. Ñàâ÷óê (2011) ïîêàçàâ, ùî

ρ−nRn(ρ) = ρ+ ρ

n−1∑
k=1

(
(2k − 1)!!

(2k)!!

)2

ρ2k + εn(ρ), (11)

äå εn(ρ) � äåÿêà âåëè÷èíà òàêà, ùî |εn(ρ)| ≤ 1, à ñóìà ïðè n = 1
ïîêëàäà¹òüñÿ ðiâíîþ íóëþ.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ñóìà ó ïðàâié ÷àñòèíi (11) ¹ çðîñòàþ÷îþ ôóíê-
öi¹þ àðãóìåíòà ρ íà âiäðiçêó [0, 1]. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ðåçóëüòàòîì
ïðèðîäíî âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî ïîâåäiíêó ôóíêöié ρ 7→ ρ−nRn(ρ)
i ρ 7→ εn(ρ) íà âiäðiçêó [0, 1].

Òåîðåìà 2.4. Ôóíêöi¨ ρ 7→ Rn(ρ) i ρ 7→ ρ−nRn(ρ) çðîñòàþòü íà
[0, 1], ïðè÷îìó

1 < ρ−nRn(ρ) ∀ ρ ∈ (0, 1].

Íàñëiäîê 2.3. Ôóíêöiÿ ρ 7→ εn(ρ), äå εn(ρ) âèçíà÷à¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿì (11), ¹ ôóíêöi¹þ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà [0, 1], ïðè-
÷îìó

lim
ρ→0+

εn(ρ) = 1.

Òðåòié ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî îòðèìàííþ òî÷íèõ îöiíîê
êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà òà ìîäóëiâ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó ïîëiêðóçi.

Íåõàé d � íàòóðàëüíå ÷èñëî, Cd � ìíîæèíà âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ
íàáîðiâ z := (z1, . . . , zd) ç d êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, Dd := {z ∈ Cd :
max1≤j≤m |zj | < 1} � îäèíè÷íèé ïîëiêðóã. Íåõàé äàëi H = H(Dd)
� ìíîæèíà ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ â Dd, B = B(Dd) � êëàñ ôóíêöié
f ∈ H, äëÿ ÿêèõ sup

z∈Dd

|f(z)| ≤ 1 i

f̂k :=
1

k!

(
∂|k|f

∂zk11 · · · ∂z
kd
d

)
z=0
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� êîåôiöi¹íòè Òåéëîðà ôóíêöi¨ f , äå k := (k1, . . . , kd) � ìóëüòèiíäåêñ,
kj ∈ Z+ := N ∪ {0}, j = 1, d, k! := k1! · · · kd!, |k| = k1 + · · · + kd i
0 := (0, . . . , 0).

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 îá÷èñëåíî äëÿ äàíèõ ìóëüòèiíäåêñiâ m i n âåëè-
÷èíè

Wm,n := sup


∣∣∣f̂n∣∣∣

1−
∣∣∣f̂m∣∣∣2 : f ∈ B


i

Lm,n(X) := sup


∣∣∣f̂n∣∣∣

1−
∣∣∣f̂m∣∣∣ : f ∈ X

 , X ⊂ H, Lm,n(B) =: Lm,n,

ÿêi ¹ òî÷íèìè êîíñòàíòàìè ó íåðiâíîñòÿõ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà
ïðè ìóëüòèiíäåêñàõ m i n ôóíêöié ç H(Dd):∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤Wm,n

(
1−

∣∣∣f̂m∣∣∣2) ∀ f ∈ B, (12)

∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤ Lm,n(X)
(
1−

∣∣∣f̂m∣∣∣) ∀ f ∈ X ⊂ H. (13)

Âiäîìî (öå âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòiâ Ô. Âiíåðà i Å. Ëàíäàó), ùî ó
âèïàäêó d = 1 Wm,n = 1 i Lm,n = 2, ÿêùî n ≥ 2m + 1,m ∈ Z+.
Íàìè âèÿâëåíî òàêèé åôåêò: íà âiäìiíó âiä îäíîâèìiðíîãî âèïàäêó,
âåëè÷èíè êîíñòàíò Lm,n çàëåæàòü âiä òîãî, ÿê ñïiââiäíîñÿòüñÿ ìiæ
ñîáîþ êîìïîíåíòè ìóëüòèiíäåêñiâ m i n.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé d ∈ N, m i n � ðiçíi ìóëüòèiíäåêñè. Òîäi:
1) ÿêùî ó ìóëüòèiíäåêñi n ¹ õî÷à á îäíà êîìïîíåíòà nj, ÿêà

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó nj ≥ 2mj + 1, òî

Wm,n = 1;

2) ÿêùî d ≥ 2, à ó ìóëüòèiíäåêñi n ¹ õî÷à á îäíà êîìïîíåíòà
nj, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó nj ≥ 2mj + 1 i îäíà êîìïîíåíòà ni, ÿêà
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ni ≤ (mi − 1)/2, òî

Lm,n = 1;
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3) ÿêùî ìóëüòèiíäåêñ n çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó nj ≥ mj , j = 1, . . . , d
i õî÷à á äëÿ îäíi¹¨ êîìïîíåíòè ni âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ni ≥ 2mi + 1,
òî

Lm,n = 2.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó Ïîìïåÿ�Ëàíäàó�Ñàñà äëÿ îá-
ìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó áiêðóçi. Òàê íàçèâàòèìåìî åêñòðå-
ìàëüíó çàäà÷ó ïðî îá÷èñëåííÿ òî÷íîãî çíà÷åííÿ âåëè÷èíè

sup


∣∣∣∣∣∣
∑

(k,l)∈γ

µk,lf̂k,l

∣∣∣∣∣∣ : f ∈ X
 ,

äå {µk,l} � äâîêðàòíà êîìïëåêñíà ïîñëiäîâíiñòü, γ � äåÿêà ñêií÷åí-
íà ïiäìíîæèíà Z2

+, à X � äåÿêèé ïiäêëàñ B(D2), à òàêîæ çàäà÷ó
ïðî çíàõîäæåííÿ åêñòðåìàëüíî¨ ôóíêöi¨, íà ÿêié äîñÿãà¹òüñÿ òî÷íà
âåðõíÿ ìåæà.

Âïåðøå òàêó çàäà÷ó ïðè d = 1, µ0 = µ1 = 1, i µk = 0, k ≥ 2
ðîçâ'ÿçàâ Ä. Ïîìïåÿ (1912):

sup
{∣∣∣f̂0 + f̂1

∣∣∣ : f ∈ B} =
5

4
.

Å. Ëàíäàó (1913) ïîêàçàâ, ùî äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N

sup
{∣∣∣f̂0 + f̂1 + · · ·+ f̂n

∣∣∣ : f ∈ B} = 1 +
1

4
+ · · ·+

(
(2n− 1)!!

(2n)!!

)2

.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïðè d = 1 Î. Ñàñ (1918) ïîêàçàâ, ùî äëÿ
áóäü-ÿêîãî öiëîãî n ≥ 0 i äîâiëüíî¨ ïàðè êîìïëåêñíèõ ïîñëiäîâíîñòåé
{λj}nj=0 òà {µj}nj=0, ïîâ'ÿçàíèõ ñèñòåìîþ ðiâíîñòåé

µk =

n−k∑
j=0

λjλn−k−j , k = 0, 1, . . . , n,

ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

sup

{∣∣∣∣∣
n∑
k=0

µkf̂k

∣∣∣∣∣ : f ∈ B
}
≤

n∑
k=0

|λk|2,



13

ÿêå çà óìîâè, ùî ìíîãî÷ëåí Pn(z) =
∑n
k=0 λkz

k íå ìà¹ êîðåíiâ ó

çàìêíåíîìó êðóçi D ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó ðiâíiñòü.
Íàìè ïîìi÷åíî, ùî ó âèïàäêó, êîëè γ ¹ òðèêóòíîþ îáëàñòþ â Z2

+,
òîáòî γ = {(k, l) : k, l ≥ 0, k + l ≤ n}, n ∈ N, ðîçâ'ÿçàííÿ åêñòðåìàëü-
íî¨ çàäà÷i Ïîìïåÿ�Ëàíäàó�Ñàñà ó áiêðóçi çâîäèòüñÿ äî îäíîâèìið-
íîãî âèïàäêó, îïèñàíîãî âèùå. Äëÿ iíøèõ âèïàäêiâ γ çàäà÷à ¹ äóæå
ñêëàäíîþ i ïîòðåáó¹ îðèãiíàëüíîãî ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

Ó äèñåðòàöi¨ ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó Ï�Ë�Ñ ó âèïàäêó, êîëè γ =
{(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} i µk,l = 2ρ1−l1 ρ1−k2 , µ1,1 = 1.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé ρ1, ρ2 ∈ C i |ρ1|+ |ρ2| < 1. Òîäi

max
{∣∣∣2(ρ1ρ2f̂0,0 + ρ1f̂1,0 + ρ2f̂0,1) + f̂1,1

∣∣∣ : f ∈ B(D2)
}
=

= |ρ1|2 + |ρ2|2 + 1.

Ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨

fρ1,ρ2(z1, z2) :=
ρ1z1 + ρ2z2 + z1z2
ρ1z2 + ρ2z1 + 1

.

Áåçïîñåðåäíüî çâiäñè ïðè ρ1 → ρ2 → 1
2 âèïëèâà¹ òàêèé

Íàñëiäîê 3.1. Ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

sup
{∣∣∣f̂1,0∣∣∣+ ∣∣∣f̂0,1∣∣∣+ ∣∣∣f̂1,1∣∣∣ : f ∈ B0(D2)

}
=

= sup
{∣∣∣f̂1,0 + f̂0,1 + f̂1,1

∣∣∣ : f ∈ B0(D2)
}
=

= sup

{∣∣∣∣12 f̂0,0 + f̂1,0 + f̂0,1 + f̂1,1

∣∣∣∣ : f ∈ B(D2)

}
=

3

2
,

äå B0(D2) := {f ∈ B : f̂0,0 = 0}.
Òî÷íi âåðõíi ìåæi äîñÿãàþòüñÿ íà ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié

{fρ1,ρ2}|ρ1|+|ρ2|<1.
Îêðåìó ãðóïó åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ñòàíîâëÿòü çàäà÷i, â ÿêèõ

âèìàãà¹òüñÿ îöiíèòè ìîäóëü ïîõiäíî¨ ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ ó êîæíié
òî÷öi ãîëîìîðôíîñòi ÷åðåç íîðìó ñàìî¨ ôóíêöi¨ â çàäàíîìó áàíàõî-
âîìó ïðîñòîði.

Ó ïiäðîçäiëi 3.3 ðîçâ'ÿçàíî òàêó çàäà÷ó äëÿ ãîëîìîðôíèõ ôóíê-
öié ç ïðîñòîðó ÃàðäiH1 ó ïîëiêðóçi Dd, à ñàìå: çíàéäåíî òî÷íó îöiíêó
çìiøàíî¨ ïîõiäíî¨ ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ ç H1.
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Ïîêëàäåìî D(f) := ∂df/(∂z1 · · · ∂zd).
Òåîðåìà 3.3. Íåõàé ôóíêöiÿ f ∈ H1(Dd), d ∈ N. Òîäi äëÿ áóäü-

ÿêèõ z ∈ Dd

|D(f)(z)| ≤ ‖f‖1
d∏
j=1

|zj |+
√
1 + |zj |2

(1− |zj |2)2
. (14)

Ðiâíiñòü â (14) äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨

f(w) =

d∏
j=1

(1− yjwj)2

(1− zjwj)4
, (15)

äå yj := zj − ei arg zj (1− |zj |2)/
√
1 + |zj |2.

Òåîðåìà 3.3 ¹ ïîøèðåííÿì âiäîìî¨ òåîðåìè À. Ìàêåíòàéðà òà Â.
Ðîãîçèíñüêîãî íà áàãàòîâèìiðíèé âèïàäîê.

Âèñíîâêè

1. Âñòàíîâëåíî àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü äëÿ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü

óçàãàëüíåíèõ ñóì Çèãìóíäà Zn,ψ(f)(z) = f̂0 +
∑n−1
k=1(1− ψn/ψk)f̂kzk

íà ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñàõ Hψφ
p . Çíàéäåío íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìî-

âè äëÿ ïîñëiäîâíîñòi φ = {φk}∞k=1, ùî çàáåçïå÷óþòü ìiíiìàëüíî ìîæ-
ëèâó ïîõèáêó |ψn| íàáëèæåííÿ êëàñó Hψφ

p ñóìàìè Zn,ψ(f).
2. Äîñëiäæåíî ìàæîðàíòó çàëèøêiâ ðÿäiâ Òåéëîðà íà êëàñi îá-

ìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi D ôóíêöié.
3. Îá÷èñëåíî òî÷íi êîíñòàíòè Lm,n(X) ó íåðiâíîñòÿõ âèãëÿäó∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤ Lm,n(X)

(
1−

∣∣∣f̂m∣∣∣) äëÿ ïàð êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà f̂m è f̂n íà

äåÿêèõ êëàñàõ X îáìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó ïîëiêðóçi.
4. Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó Ïîìïåÿ�Ëàíäàó�Ñàñà ïðî îöiíêó ÷àñòèííèõ

ñóì ðÿäó Òåéëîðà îáìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó áiêðóçi.
5. Îòðèìàíî òî÷íó îöiíêó äëÿ çìiøàíî¨ ïîõiäíî¨ ãîëîìîðôíèõ

ôóíêöié ç ïðîñòîðó Ãàðäi H1 ó ïîëiêðóçi.
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Ó äèñåðòàöi¨ âñòàíîâëåíî àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü äëÿ âåðõíiõ ìåæ

âiäõèëåíü óçàãàëüíåíèõ ñóì Çèãìóíäà Zn,ψ(f)(z) = f̂0 +
∑n−1
k=1(1 −

ψn/ψk)f̂kz
k íà ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñàõ Hψφ

p . Çíàéäåíi íåîáõiäíi òà
äîñòàòíi óìîâè äëÿ ïîñëiäîâíîñòi φ = {φk}∞k=1, ùî çàáåçïå÷óþòü
ìiíiìàëüíî ìîæëèâó ïîõèáêó |ψn| íàáëèæåííÿ êëàñó Hψφ

p ñóìàìè
Zn,ψ(f).

Äîñëiäæåíî ìàæîðàíòó çàëèøêiâ ðÿäiâ Òåéëîðà íà êëàñi îáìå-
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æåíèõ ãîëîìîðôíèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi D ôóíêöié.
Îá÷èñëåíî òî÷íi êîíñòàíòè Lm,n(X) ó íåðiâíîñòÿõ âèãëÿäó∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤ Lm,n(X)

(
1−

∣∣∣f̂m∣∣∣) äëÿ ïàð êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà f̂m è f̂n

íà äåÿêèõ êëàñàõ X îáìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó ïîëiêðóçi.
Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó Ïîìïåÿ�Ëàíäàó�Ñàñà ïðî îöiíêó ÷àñòèííèõ

ñóì ðÿäó Òåéëîðà îáìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó áiêðóçi òà
åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó ïðî îá÷èñëåííÿ âåëè÷èíè max |f(z1) − f(z2)|,
z1, z2 ∈ D, íà êëàñi îáìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi D
ôóíêöié f , äëÿ ÿêèõ supt∈D |f(t)| ≤ 1.

Îäåðæàíî òî÷íó îöiíêó äëÿ çìiøàíî¨ ïîõiäíî¨ ãîëîìîðôíèõ
ôóíêöié ç ïðîñòîðó Ãàðäi H1 ó ïîëiêðóçi.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íàéêðàùå íàáëèæåííÿ, óçàãàëüíåíi ñóìè Çèã-
ìóíäà, òî÷íà îöiíêà, îáìåæåíà ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ, ïðîñòið Ãàðäi,
çìiøàíà ïîõiäíà, ïîëiêðóã.

Ìåðåìåëÿ È. Þ. Ëèíåéíûå ìåòîäû ïðèáëèæåíèÿ è ýêñ-
òðåìàëüíûå çàäà÷è íà êëàññàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. �
Ðóêîïèñü.

Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.01 � ìàòåìàòè÷åñêèé
àíàëèç. � Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ, 2016.

Â äèññåðòàöèè óñòàíîâëåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî äëÿ âåðõ-
íèõ ãðàíåé îòêëîíåíèé îáîáùåííûõ ñóìì Çèãìóíäà Zn,ψ(f)(z) =

f̂0 +
∑n−1
k=1(1 − ψn/ψk)f̂kzk íà ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññàõ Hψφ

p . Íàé-
äåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
φ = {φk}∞k=1, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ ïî-
ãðåøíîñòü |ψn| ïðèáëèæåíèÿ êëàññà Hψφ

p ñóììàìè Zn,ψ(f).
Èññëåäîâàíî ìàæîðàíòó îñòàòêîâ ðÿäîâ Òåéëîðà íà êëàññå îãðà-

íè÷åííûõ ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå D ôóíêöèé.
Âû÷èñëåíû òî÷íûå êîíñòàíòû Lm,n(X) â íåðàâåíñòâàõ âèäà∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤ Lm,n(X)

(
1−

∣∣∣f̂m∣∣∣) äëÿ ïàð êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà f̂m è

f̂n íà íåêîòîðûõ êëàññàõ X îãðàíè÷åííûõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â
ïîëèêðóãå.

Ðåøåíà çàäà÷à Ïîìïåÿ�Ëàíäàó�Ñàñà îá îöåíêå ÷àñòè÷íûõ ñóìì
ðÿäà Òåéëîðà îãðàíè÷åííûõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â áèêðóãå è
ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè âåëè÷èíû max |f(z1) − f(z2)|,
z1, z2 ∈ D, íà êëàññå îãðàíè÷åííûõ ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå
D ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ supt∈D |f(t)| ≤ 1.
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Ïîëó÷åíî òî÷íóþ îöåíêó äëÿ ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé ãîëîìîðô-
íûõ ôóíêöèé ñ ïðîñòðàíñòâà Õàðäè H1 â ïîëèêðóãå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå, îáîáùåííûå ñóì-
ìû Çèãìóíäà, òî÷íàÿ îöåíêà, îãðàíè÷åííàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ,
ïðîñòðàíñòâî Õàðäè, ñìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ, ïîëèêðóã.
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problems of classes of holomorphic functions. � Manuscript.

Thesis for a Candidate Degree in Physical and Mathematical
Sciences in speciality 01.01.01 � Mathematical Analysis. � Institute
of Mathematics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv,
2016.

In the thesis there was determined the asymptotic equality for the
upper bounds of deviations of generalized Zygmund sums Zn,ψ(f)(z) =

f̂0 +
∑n−1
k=1(1 − ψn/ψk)f̂kz

k on the functional classes Hψφ
p that

are convolution of unit ball of the Hardy space Hp with kernels∑∞
k=0 ψk+1φk+1z

k in case when ψ = {ψk}∞k=1 are the moment sequence.
And also were given necessary and su�cient conditions on the sequence
φ = {φk}∞k=1 under which the sums Zn,ψ(f) approximate the class H

ψφ
p

with minimal possible error |ψn|.
The behavior on the interval [0, 1] the majorant Rn of the n�

remainders of Taylor's series for bounded holomorphic functions in the
unit disk D is studied.

The exact constants Lm,n(X) in the inequalities of the form
∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤

Lm,n(X)
(
1−

∣∣∣f̂m∣∣∣) for the pairs of Taylor coe�cients f̂m and f̂n on

some classes X of bounded holomorphic functions in a polydisk are
determined.

The solution of Pomp�eiu�Landau�Sz�asz's problem for partial sums
of Taylor series of bounded holomorphic functions in the bidisk is �nded.

For the Hardy space H1 of holomorphic functions in the polydisk the
exact inequalities of mixed derivatives is obtained.

Give some of the results of this work.
Theorem 2.3. Suppose n ∈ N, ψ = {ψk}∞k=1 and φ = {φk}∞k=1 are

sequences of complex numbers such that ψ1 = φ1 = 1 and |ψk| > 0,
|φk| > 0. Equality (8) holds true if and only if

1

2
+ Re

(
n−1∑
k=1

φk+1z
k +

∞∑
k=n

ψk+1φk+1

ψn
zk

)
≥ 0 ∀ z ∈ D. (16)
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Provided (16) for any p ≥ 1

Zn,ψ
(
Hψφ
p ;Hp

)
= |ψn|.

Denote by Hr+s
p class Hψφ

p when ψk = k−r and φk = k−s and let
while still Zn,r := Zn,ψ. Note that in sucha case

Dψφ(f)(z) =

∞∑
k=0

(k + 1)r+sf̂k+1z
k.

Corollary 2.2. Let 1 ≤ p ≤ ∞, r, s ≥ 0 and r + s > 0. Hence

Zn,r
(
Hr+s
p ;Hp

)
=

{
n−r +O

(
n−(r+s)

)
, 0 ≤ s < 1,

n−r, s ≥ 1,
n ∈ N.

Theorem 3.1. Let d ∈ N, m i n are di�erent multiindexes. Then:
1) if in multiindex n exists even one component nj satisfying the

condition nj ≥ 2mj + 1, then

Wm,n = 1;

2) if d ≥ 2, and in multiindex n exists even one component nj
satisfying the condition nj ≥ 2mj + 1 and one component ni satisfying
the condition ni ≤ (mi − 1)/2, then

Lm,n = 1;

3) if multiindex n satis�es the condition nj ≥ mj , j = 1, . . . , d and
even for one component ni executed the condition ni ≥ 2mi + 1, then

Lm,n = 2.

Corollary 3.1. Have a place equalities

sup
{∣∣∣f̂1,0 + f̂0,1 + f̂1,1

∣∣∣ : f ∈ B0(D2)
}
=

= sup

{∣∣∣∣12 f̂0,0 + f̂1,0 + f̂0,1 + f̂1,1

∣∣∣∣ : f ∈ B(D2)

}
=

3

2
,

where B0(D2) := {f ∈ B : f̂0,0 = 0}.
Exact upper bounds are achieved for the sequence of functions

{fρ1,ρ2}|ρ1|+|ρ2|<1.

Key words: best approximation, bounded holomorphic function,
generalized Zygmund sums, polydisk, mixed derivative estimate.
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