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Ïåðåëiê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü

Áàçîâi ïîçíà÷åííÿ

R � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë;

Z � ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë;

N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;

sup
x∈A

F (x) � òî÷íà âåðõíÿ ìåæà çíà÷åíü ôóíêöiîíàëà F íà ìíîæèíi A;

inf
x∈A

F (x) � òî÷íà íèæíÿ ìåæà çíà÷åíü ôóíêöiîíàëà F íà ìíîæèíi A;

‖f‖X � íîðìà ôóíêöi¨ f(·) â ïðîñòîði X;

Up � îäèíè÷íà êóëÿ â ïðîñòîði Lp, 1 6 p 6∞;

Dd := {z ∈ Cd : max1≤j≤m |zj| < 1} � îäèíè÷íèé ïîëiêðóã;
Td := {z ∈ Cd : |zj| = 1, j = 1, d} � êiñòÿê ïîëiêðóãà Dd.

Ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè

C � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié f ç íîðìîþ

‖f‖C = max
t
|f(t)|;

Lp(T), 1 ≤ p ≤ ∞, � ïðîñòið ñóìîâíèõ íà T âiäíîñíî σ ôóíêöié f ç
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íîðìîþ

‖f‖
Lp(T)

:=



(∫
T
|f |pdσ

)1/p

, 1 ≤ p <∞,

ess sup
z∈T

|f(z)|, p =∞;

Hp � ïðîñòið Ãàðäi ãîëîìîðôíèõ â D ôóíêöié f ç íîðìîþ

‖f‖
Hp

:=


sup

0<%<1

(∫
T
|f(%z)|pdσ(z)

)1/p

, 1 ≤ p <∞,

sup
z∈D
|f(z)|, p =∞;

A(D) � ïðîñòið ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ âD i íåïåðåðâíèõ âD ç íîðìîþ

‖f‖
A(D) = maxz∈D |f(z)|.

Àïðîêñèìóþ÷i àãðåãàòè

f̂k :=
∫
T f(t)t−kdσ(t) � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f ∈ L1(T), àáî

f̂k := f (k)(0)
k! � êîåôiöi¹íòè Òåéëîðà ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨;

Sn(f)(z) � ñóìà Òåéëîðà ôóíêöi¨ f ïîðÿäêó n;

σn(f)(z) � ñóìà Ôåé¹ðà ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ f ïîðÿäêó n, òîáòî ïî-

ëiíîìè

σn(f)(z) =
n−1∑
k=0

(
1− k

n

)
f̂kz

k;

Zs
n(f)(z) � ñóìè Çèãìóíäà ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ f ïîðÿäêó n, òîáòî

ïîëiíîìè

Zs
n(f)(z) =

n−1∑
k=0

(
1−

(
k

n

)s)
f̂kz

k, s > 0;

Zψ
n (f)(z) =

n−1∑
k=0

(
1− ψn

ψk

)
f̂kz

k

� óçàãàëüíåíi ñóìè Çèãìóíäà.
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Âñòóï

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ åêñòðåìàëüíèõ

çàäà÷ íàáëèæåííÿ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó ïðîñòîðàõ Ãàðäi óçàãàëüíå-

íèì ìåòîäîì Çèãìóíäà, à òàêîæ îá÷èñëåííþ òî÷íèõ êîíñòàíò ó íåðiâ-

íîñòÿõ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó Òåéëîðà ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié áàãàòüîõ

çìiííèõ òà iíøèõ ñóïðîâiäíèõ çàäà÷.

Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ¹ âàæëèâèì ðîçäiëîì ñó÷àñíîãî ìàòåìàòè÷íîãî

àíàëiçó, ÿêèé iíòåíñèâíî ðîçâèâà¹òüñÿ âæå ïîíàä ñòî ðîêiâ. Ç ÷àñó îñíî-

âîïîëîæíèõ òåîðåì Ê. Âåé¹ðøòðàñà (1885) i Ê. Ðóíãå (1885) òåîðiÿ íà-

áëèæåííÿ ðîçãàëóæó¹òüñÿ íà äâà íàïðÿìè � äiéñíèé i êîìïëåêñíèé. Ïî-

ïðè iäåíòè÷íiñòü ïîñòàíîâîê çàäà÷ ó îáîõ íàïðÿìêàõ òåîði¨, ìåòîäè ¨õ

ðîçâ'ÿçàííÿ ÷àñòî âèÿâëÿþòüñÿ ðiçíèìè, ÿê i ñàì âèãëÿä ðåçóëüòàòiâ.

Òàê, íàïðèêëàä, â 1962 ðîöi Ë. Â. Òàéêîâ ïîêàçàâ, ùî êðèòåðié ðåãó-

ëÿðíîñòi ìåòîäó ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹, ïîðîäæåíîãî íèæíüîòðè-

êóòíîþ ÷èñëîâîþ ìàòðèöåþ, ó äiéñíîìó âèïàäêó íå ¹ êðèòåði¹ì ðåãó-

ëÿðíîñòi ó êîìïëåêñíîìó âèïàäêó. Öå, çîêðåìà, îçíà÷à¹, ùî îäèí i òîé

ñàìèé ëiíiéíèé ìåòîä ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹ ìîæå ìàòè ñóòò¹âî ði-

çíi àïðîêñèìàòèâíi âëàñòèâîñòi â äiéñíîìó òà êîìïëåêñíîìó âèïàäêàõ. Ç

îãëÿäó íà öå, ç'ÿñóâàííÿ âñiëÿêèõ òàêèõ âiäìiííîñòåé ìiæ íàáëèæåííÿì

òèì ÷è iíøèì ëiíiéíèì ìåòîäîì â äiéñíîìó i êîìïëåêñíîìó âèïàäêàõ ¹

öiêàâîþ òà àêòóàëüíîþ çàäà÷åþ.

Ãàëóçü òåîði¨ íàáëèæåííÿ, ùî ïîâ'ÿçàíà ç äîñëiäæåííÿìè àïðîêñè-
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ìàòèâíèõ âëàñòèâîñòåé ñåðåäíiõ ðÿäiâ Ôóð'¹, çíà÷íîþ ìiðîþ ðîçâèíóòà

äëÿ êëàñiâ ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨. Ñòîñîâíî æ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨

çìiííî¨ ïîäiáíèõ äîñëiäæåíü ïðîâåäåíî çíà÷íî ìåíøå. Òóò ñëiä çãàäà-

òè îñíîâîïîëîæíi ðåçóëüòàòè À. Çèãìóíäà òà Ñ. Á. Ñò¹÷êiíà. Çîêðåìà,

À. Çèãìóíä (1945) ïîêàçàâ, ùî áóäü-ÿêó íåïåðåðâíó 2π-ïåðiîäè÷íó ôóí-

êöiþ f : R → C ç äîäàòíiì ñïåêòðîì Ôóð'¹ (òîáòî çi ñòåïåíåâèì ðÿäîì

Ôóð'¹: f(x) ∼
∑∞

k=0 f̂ke
ikx) i òàêó, ùî ess supx∈R |f ′(x)| ≤ 1, ìîæíà íà-

áëèçèòè ¨¨ ñåðåäíiìè Ôåé¹ðà σn(f) ç ïîðÿäêîâîþ ïîõèáêîþ n−1, òîáòî

max
x∈R

∣∣∣∣∣f(x)−
n−1∑
k=0

(
1− k

n

)
f̂ke

ikx

∣∣∣∣∣ ≤ A

n
, n ∈ N,

äå A � ïåâíà àáñîëþòíà êîíñòàíòà. Ç äðóãîãî áîêó, äëÿ âñiõ òàêèõ ñà-

ìèõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié f : R → R, àëå ç ïîâíèì ñïåêòðîì Ôóð'¹

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåïîêðàùóâàíà (â ñåíñi ïîðÿäêó) íåðiâíiñòü

max
x∈R

∣∣∣∣∣f(x)−
n−1∑

k=−n+1

(
1− |k|

n

)
f̂ke

ikx

∣∣∣∣∣ ≤ B
lnn

n
, n ∈ N,

äå B � ïåâíà àáñîëþòíà êîíñòàíòà.

Öå, ìàáóòü, iñòîðè÷íî ïåðøèé âèïàäîê, êîëè ó íàóêîâîìó äîñëiäæåííi

áóëî ÿâíî ç'ÿñîâàíî âiäìiííîñòi ìiæ íàáëèæåííÿìè îäíèì i òèì ñàìèì

ìåòîäîì â äiéñíîìó òà êîìïëåêñíîìó âèïàäêàõ.

Ç òèõ ïið áóëî ïîðiâíÿíî ìàëî ðåçóëüòàòiâ íàóêîâèõ äîñëiäæåíü, ïðè-

ñâÿ÷åíèõ ïîäiáíèì ïèòàííÿì. Çîêðåìà, Ñ. Á. Ñò¹÷êií (1953) ïîêàçàâ,

ùî ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ÷àñòèííèìè ñóìàìè íà êëàñàõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ

ôóíêöié çi ñòåïåíåâèìè ðÿäàìè Ôóð'¹ òà íà êëàñàõ äiéñíîçíà÷íèõ 2π-

ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié çáiãàþòüñÿ çà ïîðÿäêîì, à ¨õ àñèìïòîòè íà íåñêií-

÷åííîñòi ìîæóòü âiäðiçíÿòèñÿ îäíà âiä îäíî¨ ùîíàéáiëüøå íà êîíñòàí-

òó 4/π. Ïîäiáíèé åôåêò ìà¹ ìiñöå i ùîäî íàéêðàùèõ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ

íàáëèæåííÿ, ÿê öå âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòiâ Ë. Â. Òàéêîâà (1963, 1977),
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Äæ. Øåéêà (1966), Ê. Þ. Îñiïåíêà (1976), Ñ. Á. Âàêàð÷óêà (1994,2002) i

Â. Â. Ñàâ÷óêà (2007).

À. Çèãìóíä (1945) ç'ÿñóâàâ, ùî òèïîâi ñåðåäíi ðÿäiâ Ôóð'¹ (ðÿäiâ Òåé-

ëîðà) 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié äàþòü âiäíîñíî ïðîñòèé, àëå äîñèòü åôå-

êòèâíèé ìåòîä íàáëèæåííÿ, ÿêèé âðàõîâó¹ ãëàäêiñòü ôóíêöi¨. Çîêðåìà,

âií ïîêàçàâ, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ r > 0 i s ≥ −r ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíî-

øåííÿ

sup
f∈Hr+s

∞

sup
z∈D

∣∣∣∣∣f(z)−
n−1∑
k=0

(
1−

(
k

n

)r)
f̂kz

k

∣∣∣∣∣ ≤ Ar,s

nγ
∀ n ∈ N, (1)

äå γ := min(r, r + s), Ar,s � êîíñòàíòà, çàëåæíà òiëüêè âiä âêàçàíèõ ïà-

ðàìåòðiâ, i Hr+s
∞ � êëàñ ãîëîìîðôíèõ â êðóçi D := {z ∈ C : |z| < 1}

ôóíêöié f , äëÿ ÿêèõ

sup
z∈D

∣∣Dr+sf(z)
∣∣ ≤ 1, Dr+sf(z) := ir+s

∞∑
k=1

kr+sf̂kz
k, f̂k :=

f (k)(0)

k!
.

Â 2011 ð. Â. Â. Ñàâ÷óê îá÷èñëèâ òî÷íå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè ó ëiâié

÷àñòèíi (1) ïðè r = 1 i s ≥ 1:

sup
f∈H1+s

∞

sup
z∈D

∣∣∣∣∣f(z)−
n−1∑
k=0

(
1− k

n

)
f̂kz

k

∣∣∣∣∣ =
1

n
∀ n ∈ N. (2)

Ç îãëÿäó íà öi ðåçóëüòàòè ïðèðîäíî âèíèêà¹ çàäà÷à äîñëiäæåííÿ íà-

áëèæåíü óçàãàëüíåíèì ìåòîäîì Çèãìóíäà, ÿêèé ïîðîäæó¹òüñÿ òðèêó-

òíîþ ìàòðèöåþ (1 − ψn/ψk)k,n, äå ψ = {ψk}∞k=0, ψ0 = 1, � çàäàíà ïîñëi-

äîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, âiäìiííèõ âiä íóëÿ, íà ïðåäìåò îïèñàííÿ

êëàñó ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié A, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

sup
f∈A

sup
z∈D

∣∣∣∣∣f(z)−
n−1∑
k=0

(
1− ψn

ψk

)
f̂kz

k

∣∣∣∣∣ = |ψn| ∀ n ∈ N.

Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ïîâíiñòþ âèðiøó¹ ïèòàííÿ ïðî òî÷íå çíà÷åííÿ ìi-

íiìàëüíî¨ ïîõèáêè íàáëèæåííÿ óçàãàëüíåíèì ìåòîäîì Çèãìóíäà íà êëàñi
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ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié i, äî òîãî æ, âêàçó¹ íàéøèðøèé êëàñ, íà ÿêîìó

öÿ ïîõèáêà äîñÿãà¹òüñÿ.

Çàäà÷i ïðî êîåôiöi¹íòè ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié çàéìàþòü îäíå ç öåí-

òðàëüíèõ ìiñöü ñó÷àñíî¨ òåîði¨ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷. Ñåðåä íàéÿñêðàâi-

øèõ äîñÿãíåíü ó öié îáëàñòi ñëiä çãàäàòè çíàìåíèòèé ðåçóëüòàò Ë. äå

Áðàíæà (1984) ó äîâåäåííi ãiïîòåçè Áiáåðáàõà ïðî òî÷íó îöiíêó êîåôiöi-

¹íòiâ Òåéëîðà îäíîëèñòèõ ôóíêöié â îäèíè÷íîìó êðóçi. Ñåðåä ðåçóëüòà-

òiâ ïðî òî÷íi îöiíêè (â ñåíñi òî÷íèõ êîíñòàíò) êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà äëÿ

ðiçíîìàíiòíèõ êëàñiâ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ïåðåâàæíà áiëüøiñòü ñòî-

ñóþòüñÿ ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨. Ó áàãàòîâèìiðíîìó æ âèïàäêó òåîðiÿ

åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ïåðåáóâà¹ ó çàðîäêî-

âîìó ñòàíi. Òîìó äîñëiäæåííÿ ç åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷, çîêðåìà, òî÷íèõ

îöiíîê êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ìà-

þòü çíà÷íèé íàóêîâèé iíòåðåñ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiþ âèêîíàíî ó âiääiëi òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè

ÍÀÍ Óêðà¨íè çãiäíî ç íàóêîâî-äîñëiäíîþ òåìîþ � Òåîðiÿ íàáëèæåíü â

ëiíiéíèõ ïðîñòîðàõ�, íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0111U002079.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Îñíîâíîþ ìåòîþ äèñåðòàöiéíî-

ãî äîñëiäæåííÿ ¹ äîñëiäæåííÿ àïðîêñèìàòèâíèõ âëàñòèâîñòåé óçàãàëü-

íåíèõ ñåðåäíiõ Çèãìóíäà, ðîçâ'ÿçàííÿ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ íàáëèæåí-

íÿ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó ïðîñòîðàõ Ãàðäi, òàêèõ, ÿê îá÷èñëåííÿ òî-

÷íèõ êîíñòàíò ó íåðiâíîñòÿõ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó Òåéëîðà ãîëîìîð-

ôíèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ òà îöiíîê çìiøàíèõ ïîõiäíèõ ãîëîìîð-

ôíèõ ôóíêöié ó ïîëiêðóçi.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ êëàñè ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié, åêñòðåìàëüíi

çàäà÷i íàáëèæåííÿ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié, ëiíiéíi ìåòîäè íàáëèæåííÿ
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ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié, îöiíêè êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó Òåéëîðà ãîëîìîðôíèõ

ôóíêöié.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ òî÷íå çíà÷åííÿ ìiíiìàëüíî¨ ïîõèáêè íà-

áëèæåííÿ óçàãàëüíåíèì ìåòîäîì Çèãìóíäà íà êëàñi ãîëîìîðôíèõ ôóí-

êöié, âiäøóêàííÿ òî÷íèõ îöiíîê êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà íà êëàñàõ ãîëî-

ìîðôíèõ ôóíêöié.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:

1. Âñòàíîâèòè àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü äëÿ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü óçà-

ãàëüíåíèõ ñóì Çèãìóíäà Zn,ψ(f)(z) = f̂0 +
∑n−1

k=1(1−ψn/ψk)f̂kzk íà ôóí-
êöiîíàëüíèõ êëàñàõ Hψφ

p , ùî ¹ çãîðòêàìè îäèíè÷íî¨ êóëi ïðîñòîðó Ãàðäi

Hp ç ÿäðàìè
∑∞

k=0 ψk+1φk+1z
k, ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü ψ = {ψk}∞k=1

¹ ìîìåíòíîþ. Çíàéòè íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè äëÿ ïîñëiäîâíîñòi φ =

{φk}∞k=1, çà ÿêèõ ñóìè Zn,ψ(f) íàáëèæàþòü êëàñ Hψφ
p ç ìiíiìàëüíî ìî-

æëèâîþ ïîõèáêîþ |ψn|.
2. Äîñëiäèòè ìàæîðàíòó çàëèøêiâ ðÿäiâ Òåéëîðà íà êëàñi îáìåæåíèõ

ãîëîìîðôíèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi D ôóíêöié.

3. Îá÷èñëèòè òî÷íi êîíñòàíòè Lm,n(X) â íåðiâíîñòÿõ âèãëÿäó∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤ Lm,n(X)
(

1−
∣∣∣f̂m∣∣∣)

äëÿ ïàð êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà f̂m i f̂n íà äåÿêèõ êëàñàõ X îáìåæåíèõ

ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó ïîëiêðóçi.

4. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Ïîìïåÿ�Ëàíäàó�Ñàñà ïðî îöiíêó ïðÿìîêóòíèõ

÷àñòèííèõ ñóì ïîðÿäêó (1, 1) äâîêðàòíîãî ðÿäó Òåéëîðà îáìåæåíèõ ãî-

ëîìîðôíèõ ôóíêöié ó áiêðóçi.

5. Îòðèìàòè òî÷íó îöiíêó çìiøàíî¨ ïîõiäíî¨ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ç

ïðîñòîðó Ãàðäi H1 ó ïîëiêðóçi.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ïðè ðîçâ'ÿçàííi ïîñòàâëåíèõ çàäà÷ ó äèñåðòà-

öiéíié ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ çàãàëüíi ìåòîäè òåîði¨ ôóíêöié ó ïî¹ä-
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íàííi çi ñó÷àñíîþ ìåòîäèêîþ, ðîçðîáëåíîþ ó ðîáîòàõ À. Ñ. Ìàêåíòàéðà,

Â. Â. Ðîãîçèíñüêîãî òà Â. Â. Ñàâ÷óêà.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè, ùî

âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü ó íàñòóïíîìó:

1. Âñòàíîâëåíî àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü äëÿ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü óçà-

ãàëüíåíèõ ñóì Çèãìóíäà Zn,ψ(f)(z) = f̂0 +
∑n−1

k=1(1−ψn/ψk)f̂kzk íà ôóíê-
öiîíàëüíèõ êëàñàõ Hψφ

p , ùî ¹ çãîðòêàìè îäèíè÷íî¨ êóëi ïðîñòîðó Ãàðäi

Hp ç ÿäðàìè
∑∞

k=0 ψk+1φk+1z
k, ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü ψ = {ψk}∞k=1

¹ ìîìåíòíîþ. Çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè äëÿ ïîñëiäîâíîñòi

φ = {φk}∞k=1, ùî çàáåçïå÷óþòü ìiíiìàëüíî ìîæëèâó ïîõèáêó |ψn| íàáëè-
æåííÿ êëàñó Hψφ

p ñóìàìè Zn,ψ(f).

2. Äîñëiäæåíî ìàæîðàíòó çàëèøêiâ ðÿäiâ Òåéëîðà íà êëàñi îáìåæåíèõ

ãîëîìîðôíèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi D ôóíêöié.

3. Îá÷èñëåíî òî÷íi êîíñòàíòè Lm,n(X) ó íåðiâíîñòÿõ âèãëÿäó∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤ Lm,n(X)
(

1−
∣∣∣f̂m∣∣∣)

äëÿ ïàð êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà f̂m i f̂n íà äåÿêèõ êëàñàõ X îáìåæåíèõ

ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié â ïîëiêðóçi.

4. Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó Ïîìïåÿ�Ëàíäàó�Ñàñà ïðî îöiíêó ïðÿìîêóòíèõ

÷àñòèííèõ ñóì ïîðÿäêó (1, 1) äâîêðàòíîãî ðÿäó Òåéëîðà îáìåæåíèõ ãî-

ëîìîðôíèõ ôóíêöié ó áiêðóçi.

5. Îòðèìàíî òî÷íó îöiíêó çìiøàíî¨ ïîõiäíî¨ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ç

ïðîñòîðó Ãàðäi H1 â ïîëiêðóçi.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðî-

áîòà íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè ìîæóòü áóòè âè-

êîðèñòàíi ïðè ïîäàëüøîìó âèâ÷åííi ïèòàíü íàáëèæåííÿ ôóíêöié îäíi¹¨

òà áàãàòüîõ çìiííèõ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ ãîëîâíèõ íàïðÿìêiâ äî-



12

ñëiäæåíü, à òàêîæ ïîñòàíîâêà çàäà÷, íàëåæàòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó �

äîêòîðó ôiç.�ìàò. íàóê Â. Â. Ñàâ÷óêó. Ðåçóëüòàòè ðîáiò [60,62,63] îòðè-

ìàíî ñïiëüíî ç íàóêîâèì êåðiâíèêîì. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè [61] îòðèìàíî

ñïiëüíî ç Ì. Â. Ñàâ÷óê. Âíåñîê ñïiâàâòîðiâ ¹ ðiâíîöiííèì.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè äîïîâiäà-

ëèñÿ íà:

� ñåìiíàðàõ âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨-

íè (êåðiâíèê ñåìiíàðó � äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð À. Ñ. Ðîìàíþê);

� ñåìiíàði "Ñó÷àñíèé àíàëiç" ìåõàíiêî�ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó

Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà (êåðiâíè-

êè ñåìiíàðó � äîêòîðè ôiçèêî�ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðè

I. Î. Øåâ÷óê, Î. Î. Êóð÷åíêî, Â. Ì. Ðàä÷åíêî);

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà

¨¨ çàñòîñóâàííÿ", ïðèñâÿ÷åíié 70-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ ÷ëåíà-êîðåñïîí-

äåíòà ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîôåñîðà Î. I. Ñòåïàíöÿ, Êàì'ÿíåöü-Ïîäiëüñüêèé,

28 òðàâíÿ�3 ÷åðâíÿ 2012 ðîêó;

� IV ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Mathematical Analysis, Di�erential

Equations and their Applications"(MADEA � 2012), Ìåðñií, Òóðå÷÷èíà,

4�9 âåðåñíÿ 2012 ðîêó;

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 120�ði÷÷þ Ñòåôàíà

Áàíàõà, Ëüâiâ, 17�21 âåðåñíÿ 2012 ðîêó;

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Áîãîëþáîâñüêi ÷èòàííÿ DIF�

2013. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ" ç

íàãîäè 75-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà À. Ì. Ñàìîéëåíêà, Ñåâà-

ñòîïîëü, 23�30 ÷åðâíÿ 2013 ðîêó;

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Complex Analysis and Related

Topics", Ëüâiâ, 23�28 âåðåñíÿ 2013 ðîêó;
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� ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ. Ôóíêöiîíàëü-

íi ïðîñòîðè. Òåîðiÿ íàáëèæåíü " , ïðèñâÿ÷åíié 105�ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæå-

ííÿ Ñ. Ë. Ñîáîë¹âà, Íîâîñèáiðñüê, Ðîñiÿ, 18�24 ñåðïíÿ 2013 ðîêó;

� ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ "Êðàéîâi çàäà÷i, òåîðiÿ ôóí-

êöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ", ïðèñâÿ÷åíié 60-ði÷÷þ Â. I. Ðóêàñîâà (1953�

2009), Ñëîâ'ÿíñüê, 21�24 òðàâíÿ 2014 ðîêó;

� IV ìiæíàðîäíié ãàíñüêié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 135 ði÷íèöi âiä

äíÿ íàðîäæåííÿ Ãàíñà Ãàíà, ×åðíiâöi, 30 ÷åðâíÿ�5 ëèïíÿ 2014 ðîêó.

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îïóáëiêîâàíî

ó òðèíàäöÿòè íàóêîâèõ ïðàöÿõ, ç ÿêèõ ï'ÿòü ¹ ñòàòòÿìè ó âèäàííÿõ,

ùî íàëåæàòü äî ïåðåëiêó ÄÀÊ ÌÎÍ Óêðà¨íè ôàõîâèõ íàóêîâèõ âèäàíü

[60 � 64], à âiñiì îïóáëiêîâàíî ó ìàòåðiàëàõ âîñüìè ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ

êîíôåðåíöié [65 � 72].

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåëi-

êó óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, âñòóïó, òðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âè-

êîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî ìiñòèòü 120 íàéìåíóâàíü. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè

ñêëàäà¹ 117 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó.

Âèñëîâëþþ ùèðó i ãëèáîêó âäÿ÷íiñòü ìî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâíèêó, äî-

êòîðó ôiç.-ìàò. íàóê Ñàâ÷óêó Âiòîðó Âàñèëüîâè÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷,

ïîñòiéíó óâàãó, ïiäòðèìêó, êîðèñíi çàóâàæåííÿ òà ïîðàäè ó ðîáîòi.
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Ðîçäië 1

Îãëÿä ëiòåðàòóðè

1.1 Ëiíiéíi ìåòîäè ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Òåéëîðà ãî-

ëîìîðôíèõ ôóíêöié

1.1.1 Ðåãóëÿðíi ìåòîäè ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Òåéëîðà

Íåõàé D := {z ∈ C : |z| < 1}, T := {z ∈ C : |z| = 1} i H � ìíîæèíà óñiõ

ôóíêöié ãîëîìîðôíèõ â êðóçi D.
Ïðîñòið Ãàðäi Hp, p > 0, � öå ìíîæèíà óñiõ ôóíêöié f ∈H , äëÿ ÿêèõ

‖f‖
Hp

:= sup
0<%<1

Mp(%, f) <∞,

äå

Mp(%, f) :=

(∫
T
|f(%w)|pdσ(w)

)1/p

, 0 < p <∞,

M∞(%, f) := max
|z|=%
|f(z)|,

i σ � íîðìîâàíà ìiðà Ëåáåãà íà êîëi T.
Íåõàé äàëi A(D) � áàíàõiâ ïðîñòið ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ â D i íåïå-

ðåðâíèõ â D ç íîðìîþ ‖f‖
A(D) = maxz∈D |f(z)|.

Âiäîìî, ÿêùî ôóíêöiÿ f íàëåæèòü Hp, 1 ≤ p ≤ ∞, òî íà êîëi T
iñíóþòü ¨¨ êóòîâi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ, çà ÿêèìè çàëèøà¹ìî ïîçíà÷åííÿ f ,

ÿêi íàëåæàòü ïðîñòîðîâi Lp = Lp(T), ïðè÷îìó

‖f‖
Hp

= ‖f‖
Lp

:=

(∫
T
|f |pdσ

)1/p

.
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Çâàæàþ÷è íà öå, äîìîâèìîñÿ íàäàëi çàâæäè ïiä ‖f‖
Hp

ðîçóìiòè íîðìó

ôóíêöi¨ f ∈ Hp, à ïiä ‖f‖Lp � íîðìó ¨¨ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü â Lp.
Íåñêií÷åíà òðèêóòíà ìàòðèöÿ äiéñíèõ ÷èñåë Λ = (λk,n), k = 0, n− 1,

n ∈ N íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ â ïåðiîäè÷íîìó âèïàäêó, ÿêùî äëÿ áóäü-

ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ íà R 2π-ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ f ç ðÿäîì Ôóð'¹

S[f ](x) :=
∑
k∈Z

f̂ke
ikx, f̂k :=

1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikxdx,

ïîñëiäîâíiñòü òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

Un,Λ(f)(x) =
∑
|k|≤n−1

λk,nf̂ke
ikx, n = 1, 2, . . . ,

ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f ïðè n→∞.
Àíàëîãi÷íî, íåñêií÷åíà òðèêóòíà ìàòðèöÿ äiéñíèõ ÷èñåë Λ = (λk,n)

íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ â àíàëiòè÷íîìó âèïàäêó, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨

ôóíêöi¨ f ∈ A(D) ïîñëiäîâíiñòü ìíîãî÷ëåíiâ

Un,Λ(f)(z) =
n−1∑
k=0

λk,nf̂kz
k, n = 1, 2, . . . ,

ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f â çàìêíåíîìó êðóçi D.
Ë. Â. Òàéêîâ ïîêàçàâ [107], ùî óìîâè ðåãóëÿðíîñòi â àíàëiòè÷íîìó

âèïàäêó ¹ ñëàáøèìè íiæ óìîâè ðåãóëÿðíîñòi â ïåðiîäè÷íîìó âèïàäêó.

Ë. Â. Òàéêîâ (1962) [107]:

∀ f ∈ A(D)
n∑
k=0

λk,nf̂kz
k ⇒ f(z), n→∞, z ∈ T⇐⇒

⇐⇒ λk,n → 1, n→∞, ∃ {Tn}∞n=1, Tn(x) =
n∑
k=1

(αk,n cos kx+βk,n sin kx) :

αk,n, βk,n ∈ R, αk,n + βk,n = λk,n, sup
n∈N

∫ 2π

0

|Tn(x)|dx <∞.
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Íàãàäà¹ìî, ùî ìàòðèöÿ Λ ¹ ðåãóëÿðíîþ â ïåðiîäè÷íîìó âèïàäêó òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè

lim
n→∞

λk,n = 1 ∀ k ∈ Z+

i

sup
n∈N

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣λ0,n

2
+

n−1∑
k=1

λk,n cos kx

∣∣∣∣∣ dx <∞.
Íàïðèêëàä [107], ìàòðèöÿ

λk,n =


n− k
n

, k = 2ν, ν ∈ Z+,

n− k
n

+ (−1)ν
n− k
n
√

lnn
, k = 2ν − 1,

¹ ðåãóëÿðíîþ â àíàëiòè÷íîìó âèïàäêó i íå ¹ ðåãóëÿðíîþ â ïåðiîäè÷íîìó.

Ðåçóëüòàò Ë. Â. Òàéêîâà ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî îäèí i òîé ñàìèé ëiíiéíèé

ìåòîä ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹ ìîæå ìàòè ñóòò¹âî ðiçíi àïðîêñèìà-

òèâíi âëàñòèâîñòi â çàëåæíîñòi âiä òîãî, ó ÿêîìó âèïàäêó, ïåðiîäè÷íîìó

÷è àíàëiòè÷íîìó, âií çàñòîñîâó¹òüñÿ.

1.1.2 Íàáëèæåííÿ ÷àñòèííèìè ñóìàìè, ñóìàìè Ôåé¹ðà òà ñó-
ìàìè Âàëëå Ïóññåíà

Íåõàé

Hr
p :=

{
f ∈H : ‖D(r)(f)‖

Hp
≤ 1
}
, r ∈ N.

Íàáëèæåííÿ ÷àñòèííèìè ñóìàìè, ñóìàìè Ôåé¹ðà òà ñóìàìè Âàëëå

Ïóññåíà â çíà÷íié ìiði äîñëiäæåííi â äiéñíîìó 2π�ïåðiîäè÷íîìó âèïàäêó.

Ó âèïàäêó ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié îñíîâîïîëîæíi ðåçóëüòàòè áóëè îòðè-

ìàíi Å. Ëàíäàó, Ã. Àëåêñi÷à, À. Çèãìóíäà òà Ñ.Á. Ñò¹÷êiíà.

Ã. Àëåêñi÷ (1941) [2] : Íåõàé r = 1, p =∞,m = 0. Òîäi

sup
f∈H1

∞

‖f − σn(f)‖
H∞
≤ An

n
, ∀ n ∈ N,



17

äå An � îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë,ïðè÷îìó An > 4.

Ñ.Á. Ñò¹÷êií (1953) [104] : Íåõàé r ∈ N. Òîäi

sup
f∈Hr

∞

‖f − Sn(f)‖
H∞

=
1

π

lnn

nr
+O(1)n−r, n→∞; (1.1)

1

n
≤ sup

f∈H1
∞

‖f − σn(f)‖
H∞
≤ An

n
, An =

3n− 1

n+ 1
< 3, ∀ n ∈ N (1.2)

i ðiâíîìiðíî â D

f(z)− σn(f)(z) =
1

n
zf ′(z) +O(n−r) ∀ f ∈ Hr

∞, z ∈ D, n ∈ N, r ≥ 2.

(1.3)

Ñïiââiäíîøåííÿ (1.1) âèÿâèëîñü öiëêîì àíàëîãi÷íèì âiäîìié àñèìïòî-

òè÷íié ðiâíîñòi À.Ì. Êîëìîãîðîâà äëÿ êëàñiâ W r 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóí-

êöié äiéñíî¨ çìiííî¨. Ñïiââiäíîøåííÿ æ (1.2) ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä

âiäïîâiäíîãî ñïiââiäíîøåííÿ â ïåðiîäè÷íîìó âèïàäêó, ÿêå ìà¹ âèãëÿä

(äèâ., íàïðèêëàä, [103], ãë. 12)

sup
f∈W 1

‖f − σn(f)‖
C

=
2

π

lnn

n
+O

(
1

n

)
, n→∞.

Ñïiââiäíîøåííÿ (1.2) ðàíiøå áóëî îòðèìàíå À. Çèãìóíäîì [38] çi çíà÷åí-

íÿìè An = π + 2/π.

Ñïiââiäíîøåííÿ (1.3) ñïðàâäæó¹òüñÿ i â çíà÷íî çàãàëüíiøîìó âèïàäêó,

ÿêùî éîãî ðîçãëÿäàòè â êîíòåêñòi íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ, äå âæèòî òàêå

ïîíÿòòÿ.

Îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà ôóíêöié {ϕk}∞k=0 ç L2[a, b] íàçèâà¹òüñÿ ñè-

ñòåìîþ (C, 1)-ñóìîâíîñòi, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi

{ck}∞k=0, äëÿ ÿêî¨
∑∞

k=0 |ck|2 < <∞, îðòîãîíàëüíèé ðÿä
∑∞

k=0 ckϕk, ÿêèé

çà òåîðåìîþ Ðiñà-Ôiøåðà âèçíà÷à¹ íà [a, b] äåÿêó ôóíêöiþ f ∈ L2[a, b],

ïiäñóìîâó¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü ìåòîäîì Ôåé¹ðà.
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Å.Î. Ñòîðîæåíêî (1969) [105] : ßêùî
∑∞

k=0 |ck|2(k + 1)2 < ∞
i îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà {ϕk}∞k=0 ¹ ñèñòåìîþ (C, 1)-ñóìîâíîñòi, òî

ìàéæå ñêðiçü íà [a, b]

f(x)− σn(f)(x) =
ψ(x)

n
+ ox

(
1

n

)
, n ∈ N,

äå σn(f)(x) =
∑n−1

k=0(1 − k/n)ckϕk(x), ck � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨

f çà ñèñòåìîþ {ϕk}∞k=0, à ôóíêöiÿ ψ ∈ L2[a, b] i âèçíà÷à¹òüñÿ ðÿäîì∑∞
k=1 kckϕk çà òåîðåìîþ Ðiñà-Ôiøåðà.

Â [106] äàíî îãëÿä ðåçóëüòàòiâ, ÿêi ñòîñóþòüñÿ íàáëèæåíü ãîëîìîð-

ôíèõ ôóíêöié (C, α)-ñåðåäíiìè, ñòàíîì íà 1978 ðiê.

Íåõàé

En(f)
Hp

:= inf
Pn∈Pn

‖f − Pn‖Hp

� íàéêðàùå íàáëèæåííÿ àëãåáðà¨÷íèìè ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíÿ ≤ n− 1.

Ë.Â. Òàéêîâ (1967) [109]: Íåõàé r ∈ Z+. Òîäi:

1) ÿêùî 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, òî

∀ f ∈ Hp ‖f − Sn(f)‖
Hp
≤ (n− r)!

n!

∥∥∥f (r) − Sn−r
(
f (r)
)∥∥∥

Hq

, n ≥ r;

2) ÿêùî 1 ≤ q ≤ 2 ≤ p ≤ ∞, òî

∀ f ∈ Hp ‖f − Sn(f)‖
Hq
≤ (n− r)!

n!
En−r

(
f (r)
)
Hq

, n ≥ r,

i

sup
f∈Hr

p

‖f − Sn(f)‖
Hq

=
(n− r)!
n!

, n ≥ r.

Ðiâíîñòi â îñòàííiõ ñïiââiäíîøåííÿõ äîñÿãàþòüñÿ äëÿ ôóíêöi¨ f(z) =

zn, à òî÷íà âåðõíÿ ìåæà äëÿ ôóíêöi¨ f(z) = (n− r)!/n!zn.

Äî êîëà çàäà÷, â ÿêèõ âèâ÷à¹òüñÿ íàáëèæåííÿ êëàñiâ ãîëîìîðôíèõ

ôóíêöié ÷àñòèííèìè ñóìàìè ¨õ ðîçâèíåíü â ðÿäè Òåéëîðà, ñëiä âiäíåñòè
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ðåçóëüòàò ðîáîòè [74], äå äîñëiäæóâàëèñÿ íàáëèæåííÿ êëàñó Hr
∞ ÷àñòèí-

íèìè ñóìàìè ðîçâèíåíü â ðÿäè Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè α ∈ (0, 1).

Ã.Ì. Ìîðäàñîâà (1959)[74] :

sup
f∈Hr

∞

∣∣∣∣∣f(z)−
n−1∑
k=0

f (k)(α)

k!
(z − α)k

∣∣∣∣∣ '

'



1

2π

(1− α)r

nr
lnn, z = 1, α ∈ (0; 1),

(1− α)r

nr
1√

2πnα

1− α
|1− z|

(
|z − α|
1− α

)n
, z ∈ T \ {1}, α ∈ (0; 1).

Öåé ðåçóëüòàò  ðóíòó¹òüñÿ íà íàñòóïíîìó ñïiââiäíîøåííi:

Î.I. Ìàðêóøåâè÷, Ñ.ß. Õàâiíñîí (1951) [113]: Ïðè n → ∞
ñïðàâäæó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü

‖Sn(α; z)‖ '



1

2π
lnn, z = 1, α ∈ (0; 1),

1√
2πnα

1− α
|1− z|

(
|z − α|
1− α

)n
, z ∈ T \ {1}, α ∈ (0; 1).

(1.4)

Ñåðåäíi Âàëëå Ïóññåíà, ÿê äîáðå âiäîìî, ÿâëÿþòü ñîáîþ óçàãàëüíåííÿ

ÿê ñåðåäíiõ Ôåé¹ðà, òàê i ÷àñòèííèõ ñóì Òåéëîðà. Iñòîðè÷íî òàê ñêëà-

ëîñÿ, ùî ðåçóëüòàòè ç íàáëèæåííü ñóìàìè Ôåé¹ðà i ÷àñòèííèìè ñóìàìè

Òåéëîðà ïåðåäóâàëè ðåçóëüòàòàì ç íàáëèæåíü ñóìàìè Âàëëå Ïóññåíà,

ùî, âëàñíå, âiäîáðàæà¹òüñÿ â äàíîìó îãëÿäi.

Íàãàäà¹ìî, ùî ñóìîþ (ñåðåäíiìè) Âàëëå Ïóññåíà ôóíêöi¨ f ∈H íà-

çèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèé ìíîãî÷ëåí âèãëÿäó

Vn,p(f)(z) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk+1(f)(z),
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äå p, n ∈ N, p ≤ n.

Ñ.Á. Ñò¹÷êií, Ë.Â. Òàéêîâ (1962) [107]: Íåõàé q = 1,∞. Òîäi

sup
f∈UHq

‖Vn,p(f)‖
Hq

=
1

π
ln
n

p
+O(1), p ≤ n, n→∞. (1.5)

À.À. Ïåêàðñüêèé (2006) [80]:

sup
f∈UH∞

‖V2n,n(f)‖
H∞

=
5

4
, n ∈ N.

Ë. Â. Òàéêîâ (1962) [107]: Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hr
∞, r ∈ N,

ðiâíîìiðíî âiäíîñíî z ∈ D

f(z)− Vn,p(f)(z) = −z
r

nr
Vn−r,p(f

(r))(z) +O(n−r), n− p ≥ r.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî r ∈ N ïðè n→∞ i p/n→ 0

sup
f∈Hr

∞

max
z∈D
|f(z)− Vn,p(f)(z)| = 1

πnr
ln
n

p
+O(n−r).

Íåõàé {ψk} � ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë i

Hψ
∞ :=

{
f ∈H : f(z) =

∞∑
k=0

ψkĝk, g(z) =
∞∑
k=0

ĝkz
k ∈ UH∞

}
.

Â.Â. Ñàâ÷óê (1998) [96]: Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hψ
∞, ψ =

ψ1 + iψ2, ψ1, ψ2 ∈M0, ðiâíîìiðíî âiäíîñíî z ∈ D

f(z)− Vn,1(f)(z) = −ψ(n)Vn,1(f
ψ)(z) +O(1)ψ(n), n ∈ N.
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Î.Ì. Øâåöîâà (2000) [119]: ßêùî êëàñ Hψ
∞ ïîðîäæó¹òüñÿ ôóí-

êöi¹þ ψ òàêîþ, ùî ψ(k) 6= 0 äëÿ âñiõ k ∈ N, limt→∞ ψ(t) = 0, ψ ¹

ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ íà [n0,∞) äëÿ äåÿêîãî n0 ≥ 2 i

Ṽ ∞n (ψ) :=

∫ ∞
n

ess sup
u≥t

|ψ′(u)|dt <∞ ∀ n ≥ n0,

òî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ n0

sup
f∈Hψ

∞

max
z∈D
|f(z)− Vn,p(f)(z)| = 1

π

n∑
k=p

|ψ(k + n− 1)|
k

+O(1)Ṽ ∞n (ψ).

Â.Â. Ñàâ÷óê, Ì.Â. Ñàâ÷óê, Ñ.Î. ×àé÷åíêî (2010) [97]: Íåõàé

K∞ � êëàñ àíàëiòè÷íèõ â D ôóíêöié f , ÿêi çîáðàæàþòüñÿ iíòåãðàëàìè

òèïó Êîøi

f(z) =
1

2πi

∫
T

ϕ(w)

1− wz
dw

w
, z ∈ D, (1.6)

çi ùiëüíîñòÿìè ϕ, äëÿ ÿêèõ ‖ϕ‖
L∞(T)

≤ 1.

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ p, n ∈ N, p ≤ n, i z ∈ D âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

sup
f∈K∞

|f(z)− Vn,p(f)(z)| = 2

πp
|z|n−p+1 1− |z|2p

1− |z|2
K(|z|p), (1.7)

äå

K(ρ) :=

∫ π/2

0

dt√
1− ρ2 sin2 t

=
1

4

∫ 2π

0

dt

|1− ρeit|
� ïîâíèé åëiïòè÷íèé iíòåãðàë ïåðøîãî ðîäó.

Çîêðåìà, ÿêùî p = 1, òî çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

En(K;C(T%)) =
2

π
K(ρ)ρn ∀ z ∈ D, n ∈ N.

1.1.3 Íàáëèæåííÿ ñóìàìè Çèãìóíäà

Íåõàé f(x) - 2π-ïåðiîäè÷íà ñóìîâíà ôóíêöiÿ, ùî çàäà¹òüñÿ ¨¨ ðÿäîì

Ôóð'¹

S[f ] =
a0

2
+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) =
∞∑
k=0

Ak(f, x), (1.8)
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äå ak, bk - êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹.

Ìíîãî÷ëåíè âèãëÿäó

Zs
n(f ;x) =

a0

2
+

n−1∑
k=1

(
1−

(
k

n

)s)
Ak(f, x) (1.9)

íàçèâàþòü òèïîâèìè ñåðåäíiìè ðÿäó Ôóð'¹ ïîðÿäêó s. �õ àïðîêñèìàöié-

íi âëàñòèâîñòi âïåðøå ïiääàëèñÿ âèâ÷åííþ À. Çèãìóíäîì ó ðîáîòi [39].

Çãîäîì öi ïîëiíîìè îòðèìàëè íàçâó ñóì Çèãìóíäà.

Ïîëiíîìè âèãëÿäó

Zψ
n (f ;x) =

a0

2
+

n−1∑
k=1

(
1− ψn

ψk

)
Ak(f, x) (1.10)

íàçèâàþòüñÿ óçàãàëüíåíèìè ñóìàìè Çèãìóíäà. Öi ñóìè ïðåäñòàâëåíi ó

ðîáîòàõ [26] òà [27]. Ïðè s = 1 öi ñóìè çáiãàþòüñÿ iç äîáðå âiäîìèìè

ñóìàìè Ôåé¹ðà [111].

Âïåðøå cóìè Zn,ψ áóëè çàïðîâàäæåíi â [3,4]. Âîíè çáiãàþòüñÿ ç êëàñè-

÷íèìè ñóìàìè Çèãìóíäà [39] ó âèïàäêó, êîëè ψk = k−r, r > 0, i ñóìàìè

Ôåé¹ðà ïðè ψk = k−1.

À. Çèãìóíä (1945) ç'ÿñóâàâ, ùî òèïîâi ñåðåäíi ðÿäiâ Ôóð'¹ (ðÿäiâ Òåé-

ëîðà) 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié äàþòü âiäíîñíî ïðîñòèé, àëå äîñèòü åôå-

êòèâíèé ìåòîä íàáëèæåííÿ, ÿêèé âðàõîâó¹ ãëàäêiñòü ôóíêöi¨. Çîêðåìà,

âií ïîêàçàâ, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ r > 0 i s ≥ −r ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíî-

øåííÿ

sup
f∈Hr+s

∞

sup
z∈D

∣∣∣∣∣f(z)−
n−1∑
k=0

(
1−

(
k

n

)r)
f̂kz

k

∣∣∣∣∣ ≤ Ar,s

nγ
∀ n ∈ N,

äå γ := min(r, r + s), Ar,s � êîíñòàíòà, çàëåæíà òiëüêè âiä âêàçàíèõ ïà-

ðàìåòðiâ, i Hr+s
∞ � êëàñ ãîëîìîðôíèõ ó êðóçi D := {z ∈ C : |z| < 1}

ôóíêöié f , äëÿ ÿêèõ

sup
z∈D

∣∣Dr+sf(z)
∣∣ ≤ 1, Dr+sf(z) := ir+s

∞∑
k=1

kr+sf̂kz
k, f̂k :=

f (k)(0)

k!
.
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Äëÿ ñóì Çèãìóíäà òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí E
(
Lψβ,p;Z

s
n−1

)
Lq
,

1 < p, q <∞, â çàëåæíîñòi âiä øâèäêîñòi ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ ïîñëiäîâ-

íîñòi ψk ïðè k →∞, âñòàíîâëåíî I. Á. Êîâàëüñüêîþ [46],[47].

Â ðîáîòàõ [101,20,115] äîâåäåíî, ùî êîëè òðèêóòíà ìàòðèöÿ ÷èñåë Λ

òàêà, ùî iñíó¹ äîäàòíÿ ìîíîòîííî ñïàäíà äî 0 ïðè n→∞ ôóíêöiÿ ϕn i

÷èñëà ψk /∈ 0 òàêi, ùî

lim
n→∞

1− λ(n)
k

ϕn
=

1

ψk
, k = 1, 2, . . . ,

òî äëÿ ëiíiéíîãî ìåòîäó Un(Λ), óòâîðåíîãî çà äîïîìîãîþ òàêî¨ ìàòðèöi,

ç âèêîíàííÿ óìîâè

‖f(z)− Un(f,Λ)‖ = o(ϕ(n))

ñëiäó¹, ùî f = const ïðèX = C òà f = const ìàéæå âñþäè, êîëèX = Lp.

1.1.4 Íàéêðàùi ëiíiéíi ìåòîäè íàáëèæåííÿ íà êëàñàõ Hψ
p

Íåõàé D := {z ∈ C : |z| < 1} � îäèíè÷íèé êðóã â êîìïëåêñíié ïëîùèíi

C, T := {z ∈ C : |z| = 1} � îäèíè÷íå êîëî, σ � íîðìîâàíà ìiðà Ëåáåãà íà

T, Lp(T), 1 ≤ p ≤ ∞, � ïðîñòið ñóìîâíèõ íà T âiäíîñíî σ ôóíêöié f ç

íîðìîþ

‖f‖
Lp(T)

:=



(∫
T
|f |pdσ

)1/p

, 1 ≤ p <∞,

ess sup
z∈T

|f(z)|, p =∞.

Îçíà÷åííÿ 1.1.1 . Íåõàé ψ = {ψ̂k}k∈Z+
� ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ

÷èñåë, ÷ëåíè ÿêî¨ íå âñi äîðiâíþþòü íóëåâi i

Z (ψ) :=
{
k ∈ Z+ : ψ̂k = 0

}
, Z (ψ) 6= Z+.
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ßêùî äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H çíàéäåòüñÿ ôóíêöiÿ g ∈ H òàêà,

ùî ĝk = 0, k ∈ Z (ψ), i

f(z) =
∑

k∈Z (ψ)

f̂kz
k +

∑
k∈Z+\Z (ψ)

ψ̂kĝkz
k ∀ z ∈ D, (1.11)

òî êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ f ìà¹ ψ-ïîõiäíó g, äëÿ ÿêî¨ âèêîðèñòîâóþòü

ïîçíà÷åííÿ g = fψ. Ïðè öüîìó, ÿêùî Z (ψ) = ∅, òî ïåðøà ñóìà â

(1.11) ïîêëàäà¹òüñÿ ðiâíîþ íóëåâi.

ßêùî X � äåÿêèé íîðìîâàíèé ëiíiéíèé ïðîñòið, òî UX îçíà÷àòèìå

îäèíè÷íó êóëþ â íüîìó.

Âèçíà÷èìî êëàñ Xψ òàêèì ÷èíîì

Xψ :=
{
f ∈H : fψ ∈ UX

}
.

Çàóâàæèìî, ùî êëàñXψ áóäå êîìïàêòíèì, ÿêùî ìíîæèíà Z (ψ) ñêëà-

äàòèìåòüñÿ çi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ.

Ñòîñîâíî ïîñëiäîâíîñòi ψ := {ψ̂k}k∈Z+
, ùî ôiãóðó¹ â îçíà÷åííi 1.1.1,

ïðèïóñêàòèìåìî, ùî limk→∞
k

√
|ψ̂k| ≤ 1, à ôóíêöiþ ψ(z) :=

∑
k∈Z\Z (ψ) ψ̂kz

k ∈
H áóäåìî íàçèâàòè òâiðíèì ÿäðîì êëàñó Xψ.

Çðîçóìiëî, ÿêùî ψ ¹ òâiðíèì ÿäðîì i f ∈ Xψ, òî

fψ(z) =
∑

k∈Z+\Z (ψ)

1

ψ̂k
f̂kz

k ∈ UX, z ∈ D.

ÊëàñèHψ
p , òîáòî, êîëèX = Hp, äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ψ, âïåðøå

ðîçãëÿäàëèñÿ, ìàáóòü, â [120; 10; 35; 36].

Òåîðiÿ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ i ñïiââiäíîøåíü äâî¨ñòîñòi äëÿ ãîëîìîð-

ôíèõ ôóíêöié áóëà ðîçâèíóòà â ðîáîòàõ Ñ. ß. Õàâiíñîíà [114], Ó. Ðîãî-

çèíñüêîãî, À. Ìàêåíòàéðà i Ã. Øàïiðî [59], [85], [86]. Àëå îñíîâîïîëîæíi

ðåçóëüòàòè áóëè îòðèìàíi ùå íà ïî÷àòêó ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ i ñòîñóâàëèñÿ

òàêèõ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷.
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Äåòàëüíi âiäîìîñòi ïðî êëàñè÷íi åêñòðåìàëüíi çàäà÷i äëÿ ãîëîìîð-

ôíèõ ôóíêöié òà ìåòîäè ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ ìîæíà çíàéòè â [51].

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ðàíiøå,íiæ â ðîáîòàõ [114], [59] i [85], ñïiââiäíî-

øåííÿ äâî¨ñòîñòi â çàãàëüíîìó âèãëÿäi áóëè âiäêðèòi Ñ. Ì. Íiêîëüñüêèì

[75] i çàñòîñîâàíi íèì äî îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ çíà÷åíü âåëè÷èí íàéêðàùèõ

ìíîãî÷ëåííèõ íàáëèæåíü â ñåðåäíüîìó êëàñiâ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

äiéñíî¨ çìiííî¨.

Ïåðøîþ ðîáîòîþ, â ÿêié áóëî çíàéäåíî òî÷íå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè íàé-

êðàùîãî ìíîãî÷ëåíîãî íàáëèæåííÿ êëàñó (íåòðèâiàëüíîãî) ãîëîìîðôíèõ

â êðóçi D ôóíêöié ââàæà¹òüñÿ ðîáîòà Ê. I. Áàáåíêà [8].

Íåõàé

Hr
p :=

{
f ∈H : f (r) ∈ UHp

}
, 1 ≤ p ≤ ∞.

Ê. I. Áàáåíêî (1958) [8]: Íåõàé 0 ≤ % ≤ 1, r ∈ Z+. Òîäi

En(H
r
∞, C(T%)) := sup

f∈Hr
∞

inf
p∈Pn−1

‖f − p‖
C(T%)

=
(n− r)!
n!

%n, n ≥ r. (1.12)

Öåé ðåçóëüòàò ¹ öiëêîì àíàëîãi÷íèì çíàìåíèòèì ðåçóëüòàòàì Æ. Ôà-

âàðà, Í. I. Àõi¹çåðà òà Ì. Ã. Êðåéíà (äèâ., íàïðèêëàä, [103, ãë. 7]) ïðî

òî÷íå çíà÷åííÿ âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü êëàñiâ íåïåðåðâíèõ 2π-

ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨ òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè.

Ë. Â. Òàéêîâ [108] ïîêàçàâ, ùî âåëè÷èíà En(H
r
∞, C(T%)) äîðiâíþ¹ âå-

ëè÷èíi íàéêðàùîãî ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ i ïîáóäóâàâ íàéêðàùèé ëiíié-

íèé ìåòîä íàáëèæåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ {Un}∞0 , çàäàíèõ íà H ,
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ùî äiþòü çà ïðàâèëîì

Un(f)(z) = Un,Λ(f)(z) =


0, n = 0,

n∑
k=0

λk,nf̂kz
k, n ≥ 1,

(1.13)

äå λk,n � åëåìåíòè íåñêií÷åííî¨ íèæíüîòðèêóòíî¨ ìàòðèöi Λ := {λk,n} ,
n = 1,∞, k = 0, n (λk,0 = 0) íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà (Â. Â. Ñàâ÷óê, 2011 ð., [89]). Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞, ôóíêöiÿ
ψ(z) =

∑∞
k=0 ψ̂kz

k � òâiðíå ÿäðî êëàñó Hψ
p i

mn := mn(ψ) := inf
w∈D

(
Re

∞∑
k=0

ψ̂k+n

ψ̂n
wk

)
, n ∈ Z+. (1.14)

ßêùî infn∈Z+
mn > −∞, òî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë {m′n}n∈Z+

òàêèõ, ùî m′n ≤ mn i êîæíîãî n ∈ Z+

max
f∈Hψ

p

‖f − Un,Λ(f)‖
Hp

= 2(1−m′n)
∣∣∣ψ̂n∣∣∣ , (1.15)

äå Λ � ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè

λk,n =


1− ψ̂2n−k

ψ̂k
e2i arg ψ̂n, k = 0, n− 1,

2m′n − 1, k = n.

(1.16)

Äëÿ êîæíîãî n ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨ fn(z) = ωψ̂nz
n,

|ω| = 1.

Îçíà÷åííÿ 1.1.2 . Âåëè÷èíè

Ln (A;X) := inf
Λ

sup
f∈A
‖f − Un,Λ(f)‖

X
, (1.17)
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äå òî÷íà íèæíÿ ìåæà áåðåòüñÿ ïî ìíîæèíi âñiõ íèæíüîòðèêóòíèõ

÷èñëîâèõ ìàòðèöü i

En (A;X) := sup
f∈A

En(f)
X
, (1.18)

äå En(f)
X

:= infP∈Pn−1 ‖f−P‖X , íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî íàéêðàùèì ëi-

íiéíèì ìíîãî÷ëåííèì òà íàéêðàùèì ìíîãî÷ëåííèì íàáëèæåííÿì äà-

íîãî êëàñó A â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X.

ßêùî âêàçàíî ìàòðèöþ Λ, äëÿ ÿêî¨ äîñÿãà¹òüñÿ òî÷íà íèæíÿ ìåæà

â (1.17), òî êàæóòü, ùî ïîáóäîâàíî íàéêðàùèé ëiíiéíèé ìíîãî÷ëåííèé

ìåòîä íàáëèæåííÿ êëàñó A.

Ç öüîãî çàãàëüíîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ òàêèé

Íàñëiäîê (Â. Â. Ñàâ÷óê, 2011 ð., [89]). Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞ i ψ �

òâiðíå ÿäðî êëàñó Hψ
p , mn(ψ) ≥ 1/2, n ∈ Z+, òî

En

(
Hψ
p ;Hp

)
= Ln

(
Hψ
p ;Hp

)
=
∣∣∣ψ̂n∣∣∣ .

Â. Â. Ñàâ÷óê ïîêàçàâ, ùî óìîâà mn(ψ) ≥ 1/2 ¹ íåîáõiäíîþ äëÿ âèêî-

íàííÿ ðiâíîñòåé. À îòæå, äàíèé ëiíiéíèé ìåòîä ¹ íàéêðàùèì ëiíiéíèì

ìíîãî÷ëåííèì ìåòîäîì íàáëèæåííÿ êëàñó Hψ
p i äà¹ ìiíiìàëüíó ìîæëèâó

ïîõèáêó íàáëèæåííÿ
∣∣∣ψ̂n∣∣∣.

Çíà÷íîãî ïðîãðåñó â çàäà÷i ïðî ïîáóäîâó íàéêðàùèõ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ

íàáëèæåííÿ òà îá÷èñëåííi òî÷íèõ çíà÷åíü âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëè-

æåíü äîñÿãíóòî Ñ. Á. Âàêàð÷óêîì [22�24].

Íåõàé Φ � íåïåðåðâíà çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ, Φ(0) = 0. Äëÿ áóäü-ÿêîãî

çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà µ i íàòóðàëüíîãî r îçíà÷èìî êëàñ

W = W (r,Φ, µ) =

=

{
f ∈ Hp :

1

2

∫ v

0

ω(f (r)
a , 2t)

(
1 +

(
µ2 − 1

)
sin

πt

2v

)
dt ≤ Φ(v), 0 < v ≤ π

2

}
.
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Ñ.Á. Âàêàð÷óê (2002) [23]: ßêùî ïðè äàíîìó µ ≥ 1 ìàæîðàíòà

Φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

Φ(x)

Φ
(

π
2nµ

) ≥ xn

∫ 1

0

(sin(xnt))∗

(
1 + (µ2 − 1) sin

(
πt

2

))
dt ∀ x ∈ (0, π/2], n ∈ N,

äå

(sinx)∗ :=

sinx, 0 ≤ x ≤ π/2,

1, x > π/2,

òî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n

dn(W,Hp) = δn(W,Hp) = Ln(W,Hp) = Φ

(
π

2µn

)
1

nr−1
, n ∈ N.

Ïðè öüîìó ëiíiéíèé ìåòîä Un,Λ, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ìàòðèöåþ Λ ç åëå-

ìåíòàìè

λk,n = 1 +

(
k

2n− k

)r−1
(
γk

(
1−

(
k

2n− k

)2
)
− 1

)
,

äå

γk := nµ

∫ π/(2nµ)

0

cos(kt) cos(nµt)dt,

¹ íàéêðàùèì ëiíiéíèì ìåòîäîì íàáëèæåííÿ.

1.2 Åêñòðåìàëüíi çàäà÷i â ïðîñòîðàõ Ãàðäi

1.2.1 Îöiíêè ìîäóëÿ îáìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié

Íåõàé B � êëàñ ôóíêöié f , ãîëîìîðôíèõ â êðóçi D, äëÿ ÿêèõ ‖f‖∞ :=

supz∈D |f(z)| ≤ 1, i íåõàé

f(rD) = {ω = f(rz) : z ∈ D}.

� îáðàç êðóãà rD ïðè âiäîáðàæåííi ôóíêöi¹þ f .
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Âåëè÷èíà

Radf(rD) := sup
|z|<r
|f(z)− f(0)| (1.19)

íàçèâà¹òüñÿ ðàäióñîì îáðàçó f(rD).

Ãåîìåòðè÷íî, Radf(rD) ¹ ðàäióñîì íàéìåíøîãî êðóãà ç öåíòðîì â

f(0), ÿêèé ìiñòèòü â ñîái f(rD).

Òåîðåìà (Ëåìà Øâàðöà). Íåõàé ôóíêöiÿ f ãîëîìîðôíà â îäèíè-

÷íîìó êðóçi D. Òîäi ôóíêöiÿ φRad(r) := r−1Radf(rD) ¹ ñòðîãî çðîñòà-

þ÷à ïðè 0 < r < 1, çà âèêëþ÷åííÿì âèïàäêó, êîëè f ¹ ëiíiéíîþ. Áiëüøå

òîãî, limr→0 φRad(r) = |f ′(0)|.
Âïåðøå òàêå ôîðìóëþâàííÿ êëàñè÷íî¨ òåîðåìè Øâàðöà ç'ÿâèëîñü ó

ñòàòòi Êàðàòåîäîði [43]. Iäåþ äîâåäåííÿ òàêîæ ïðèïèñóþòü Å. Øìiäòó

(äèâ. [84] òà [56]).

Ó 1907 ðîöi Ëàíäàó òà Òåïëèöü äëÿ (1.19) âèêîðèñòàëè ïîíÿòòÿ äià-

ìåòðà ìíîæèíè îáðàçiâ

Diamf(rD) := sup
z,ω∈rD

|f(z)− f(ω)|

i äîâåëè òàêå òâåðäæåííÿ [54]

Òåîðåìà Ëàíäàó�Òåïëèöÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ f ãîëîìîðôíà â îäèíè-

÷íîìó êðóçi D i Diamf(D) = 2. Òîäi

Diamf(rD) ≤ 2r ∀ 0 ≤ r < 1 (1.20)

i

|f ′(0)| ≤ 1. (1.21)

Ðiâíiñòü â (1.20) àáî â (1.21) äîñÿãà¹òüñÿ òiëüêè äëÿ ôóíêöié f(z) =

a+ cz äëÿ äåÿêèõ ñòàëèõ a ∈ C, c ∈ T.
Çíà÷íó êiëüêiñòü ãåîìåòðè÷íèõ âàðiàíòiâ ïîøèðåííÿ ëåìè Øâàðöà

äîâåäåíî â ðîáîòàõ [11�13, 19, 45,37]. Ð.Á. Áóðêåëü [19] ïîêàçàâ, ùî äëÿ
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ôóíêöi¨ f , ãîëîìîðôíî¨ â îäèíè÷íîìó êðóçi D, ïðè âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiä-
íîøåííÿ

|f(z)− f(0)| ≤ Diamf(D)ψ(|z|) ∀ z ∈ D,

äå Diamf(D) ¹ äiàìåòðîì ôóíêöi¨ f(D) i

ψ(x) =
x

1 +
√

1− x2
, x ∈ [0, 1].

Ä. Áåòñàêîñ [12] äîâiâ, ùî äëÿ ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ f , ÿêà íå ¹ ñòàëîþ

i ¹ îáìåæåíîþ â D, âèêîíó¹òüñÿ

|f(z)− f(0)| ≤ 4d(f(D))e−µ(f(z)), ∀ z ∈ D \ {0},

äå d(f(D)) ¹ ëîãàðèôìi÷íà ¹ìíiñòü f(D), µ îçíà÷à¹òüñÿ ÿê

µ(x) =
πK
(√

1− x2
)

2K(x)
, x ∈ [0, 1],

äå K(x) � ïîâíèé åëiïòè÷íèé iíòåãðàë.

Êëàñè÷íà òåîðåìà Ëiíäåëüîôà [57] óçàãàëüíþ¹ ëåìó Øâàðöà i ñòâåð-

äæó¹, ùî ÿêùî ôóíêöiÿ f ¹ ãîëîìîðôíîþ â îäèíè÷íîìó êðóçi i f(0) = 0,

òî äëÿ äîâiëüíîãî ω ∈ f(D)

|ω| ≤
∏
j

|zj(ω)|, (1.22)

äå ñêií÷åíà àáî çëi÷åíà ìíîæèíà {z1(ω), z2(ω), . . . } ìiñòèòü óñi ïðîîáðàçè
ω òàêèì ÷èíîì, ùî êîæåí ïîâòîðþ¹òüñÿ ñòiëüêè ðàçiâ, ÿê éîãî êðàòíiñòü

ÿê êîðåíÿ ôóíêöi¨ f(z)−ω. Ó 1954 ðîöi Ëåõòî [55] ïîêàçàâ, ùî ðiâíiñòü â

(1.22) çáåðiãà¹òüñÿ äëÿ äåÿêèõ ω ∈ D\{0} òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ôóíêöiÿ
f ¹ âíóòðiøíüîþ.

Ñòîñîâíî ïîõiäíèõ âèùèõ ïîðÿäêiâ, ðåçóëüòàòè íàëåæàòü Êàëëå Ïî-

óêêà [82], ïåðøîìó ó÷íåâi Ëiíäåëüîôà.
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Òåîðåìà (Ê. Ïîóêêà,1907 ð., [82]) Íåõàé ôóíêöiÿ f ãîëîìîðôíà

â îäèíè÷íîìó êðóçi D. Òîäi äëÿ âñiõ äîäàòíiõ öiëèõ ÷èñåë n ìà¹ ìiñöå∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤ 1

2
Diamf(D). (1.23)

Ðiâíiñòü â (1.23) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè äàíîìó n ëèøå äëÿ ôóíêöié f(z) =

f(0) + czn, äå c � ñòàëà, çà ìîäóëåì ðiâíà Diamf(D)/2.

1.2.2 Ìåòîä Ðîãîçèíñüêîãî�Ìàêiíòàéðà

Íåõàé p ≥ 1, Hp � êëàñ ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi D, äå

Mp(f, r) :=

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|dθ
)1/p

, 0 ≤ r < 1.

Ïðè p =∞
M∞(f, r) := max

|z|=r
|f(z)|.

Äîáðå âiäîìî [40], ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f(z) ç êëàñó Hp ìà¹ ìiñöå

f(eiθ) = lim
r→1−0

f(reiθ)

ïðè ìàéæå âñiõ θ, i, ÿêùî p <∞,∫ 2π

0

|f(reiθ)− f(eiθ)|pdθ → 0

ïðè r → 1− 0.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë, âèçíà÷åíèé íà Hp

I = I(f) =
1

2πi

∫
|ζ|=1

f(ζ)k(ζ)dζ,

äå f(z) � ôóíêöiÿ ç êëàñó Hp i k(z) � ÿäðî, ùî íàëåæèòü êëàñó Hq,

ñïðÿæåíîìó ç Hp, 1
p + 1

q = 1.

Åêñòðåìàëüíà çàäà÷à ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó.

Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà íà êëàñi Hp.
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Äëÿ öüîãî â ðîáîòi [58] âèêîðèñòàíî ìåòîä, ñóòü ÿêîãî ïîëÿãà¹ ó íà-

ñòóïíîìó:

Íåõàé 0 < r < 1 i ôóíêöiÿ f(z) ∈ H1. Ç ôîðìóëè Êîøi

f(r) =
1

2πi

∫
|ζ|=1

f(ζ)
dζ

ζ − r
=

1

2π

2π∫
0

f(eiθ)
eiθdθ

eiθ − r

âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

(1− r)|f(r)| ≤ 1

2π

2π∫
0

|f(eiθ)|dθ.

ßêùî çàìiíèòè ÿäðî Êîøi 1
ζ−r áóäü�ÿêîþ ôóíêöi¹þ, ìåðîìîðôíîþ â

D, ¹äèíèì ïîëþñîì â ζ = r, òî îòðèìà¹òüñÿ iíøå ïðåäñòàâëåííÿ f(r).

Òàê çîêðåìà, äëÿ ÿäðà (1− rζ)/(ζ − r) îòðèìà¹ìî òàêó íåðiâíiñòü

(1− r2)|f(r)| ≤ 1

2π

2π∫
0

|f(eiθ)|dθ,

â ÿêié ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨ f(z) = 1
(1−rz)2 .

ßêùî çàñòîñóâàòè íåðiâíiñòü äî f(zeiα), ìàòèìåìî

(1− r2)|f(reiα)| ≤ 1

2π

2π+α∫
α

|f(eiθ)|dθ =
1

2π

2π∫
0

|f(eiθ)|dθ.

Ôóíêöiÿ(
1− rζ
ζ − r

)2

=
(1− r2)2 − 2r(1− r2)(ζ − r) + r2(ζ − r)2

(ζ − r)2

ìà¹ ìîäóëü, ðiâíèé 1 ïðè |z| = 1. Çâiäñè ïiäñóìîâóâàííÿì çàëèøêó ïi-

äiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ çíàõîäèìî

(1− r2)2f ′(r)− 2r(1− r2)f(r) =
1

2πi

∫
|ζ|=1

f(ζ)

(
1− rζ
ζ − r

)2

dζ
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i îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

|(1− r2)2f ′(r)− 2r(1− r2)f(r)| ≤ 1

2π

2π∫
0

|f(eiθ)|dθ.

ßêùî çàñòîñóâàòè íåðiâíîñòü äî f(z)h(z) i âèáðàòè h(z) òàêîþ, ùî

|h(eiθ)| = 1, (1− r2)h′(r)− 2rh(r) = 0, òî îòðèìà¹ìî

|(1− r2)2f ′(r)h(r) + (1− r2)f(r)(1− r2)h′(r)− 2rh(r)| ≤ 1

2π

2π∫
0

|f(eiθ)|dθ.

Óìîâà |h(eiθ)| = 1 çàäîâîëüíèòüñÿ ïðè

h(z) =
z − y
1− zy

(−1 < y < 1).

Äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨

h′(r)

h(r)
=

1

r − y
+

y

1− ry
=

1− y2

(r − y)(1− ry)
.

Ñëiä îáèðàòè y, ÿêå çàäîâiëüíèòü êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ (1−r2)(1−y2) =

2r(r − y)(1− ry).

Êîðåíÿìè öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ y = r ± (1 − r2)/
√

1 + r2. Êîðiíü y =

r − (1− r2)/
√

1 + r2 çàâæäè ëåæèòü â ìåæàõ −1 < y < 1 ïðè 0 < r < 1.

Âðàõóâàâøè âåëè÷èíó y, çíàéäåìî h(r) = 1/[r +
√

1 + r2], i îòðèìà¹ìî

íàñòóïíó íåðiâíiñòü

(1− r2)2

r +
√

1 + r2
|f ′(r)| ≤ 1

2π

2π∫
0

|f(eiθ)|dθ.

Öÿ íåðiâíiñòü ¹ íàéêðàùîþ. Ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨

f(z) =
(1− yz)2

(1− rz)4
, y = r − (1− r2)/

√
1 + r2.

Îòæå, ïðè |z| < 1

(1− |z|2)2

|z|+
√

1 + |z|2
|f ′(z)| ≤ 1

2π

2π∫
0

|f(eiθ)|dθ.
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1.2.3 Ëåìà Øâàðöà�Ïiêà â ïîëiêðóçi

Íåõàé ôóíêöiÿ f ãîëîìîðôíà â îäèíè÷íîìó êðóçi D := {z ∈ C : |z| < 1}
i çîáðàæà¹òüñÿ ðÿäîì Òåéëîðà f(z)=

∑∞
k=0 f̂kz

k, f̂k :=f (k)(0)/k!.

Ïåðøèì çíà÷íèì ðåçóëüòàòîì ¹ òåîðåìà Ã. Ïiêà, ÿêà áóëà íàçâàíà â

éîãî ÷åñòü Êàðàòåîäîði [44]:

Òåîðåìà Ïiêà : Äëÿ äîâiëüíî¨ ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ f : D→ D∣∣∣∣∣ f(z)− f(w)

1− f(z)f(w)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ z − w1− zw

∣∣∣∣ ∀ z, w ∈ D.

Öÿ òåîðåìà âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç ëåìè Øâàðöà. Ïðÿìèì íàñëiä-

êîì òåîðåìè Ã. Ïiêà ¹ íàñòóïíà íåðiâíiñòü

Íåðiâíiñòü Øâàðöà�Ïiêà (1890, 1916) :

|f ′(z0)| ≤
1− |f(z0)|2

1− |z0|2
∀ z0 ∈ D.

Íåòðèâiàëüíà ðiâíiñòü çáåðiãà¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè f ¹ êîíôîðì-

íèì àâòîìîðôiçìîì êðóãà D, f(z) = eiα(z − a)/(1− za), a ∈ D, α ∈ R.
Ñëiä âiäìiòèòè, ùî Î. Ñàñ ïðèïèñàâ öþ íåðiâíiñòü Ëiíäåëüîôó [99,

ñò.308].

Íåðiâíiñòü Ëàíäàó�Êàðàòåîäîði (1906, 1907): Äëÿ äîâiëüíî¨

ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ f : D→ D∣∣∣f̂1

∣∣∣ ≤ 1−
∣∣∣f̂0

∣∣∣2 .
Ëåìà Øâàðöà òà ¨¨ óçàãàëüíåííÿ ñòàëè øèðîêî âiäîìèìè ó ïåðiîä

ñèñòåìíîãî âèâ÷åííÿ ðåçóëüòàòiâ, òiñíî ïîâ'ÿçàíèõ ç òåîðåìîþ Ðiìàíà

ïðî êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ. Îðèãiíàëüíà âåðñiÿ ëåìè ïîäàíà â [118].
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Ó 1920 ðîöi Î. Ñàñ óçàãàëüíèâ îñòàííþ íåðiâíiñòü íà âèïàäîê ïîõiäíèõ

âèùèõ ïîðÿäêiâ.

Òåîðåìà (Î. Ñàñ, 1920 ð., [99]): Äëÿ äîâiëüíèõ f : D → D, z ∈
D,m ∈ N ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

|f (2m+1)(z)| ≤ (2m+ 1)!

1− |z2|2m+1

m∑
k=0

(
m

k

)2

|z|2k .

Ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ ëèøå äëÿ ôóíêöié f(ς) = eiγςm
(
ς−z
1−zς

)m+1
, γ ∈ R.

Ëåìà Øâàðöà â iíâàðiàíòíié ôîðìi ïðèâîäèòü äî ïñåâäîïàðàáîëi÷íî¨

ìåòðèêè, ÿêà ¹ çðó÷íîþ ïðè âèâ÷åííi îáìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié.

Äëÿ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó ïîëiêðóçi ìà¹ìî íàñòóïíå äîáðå âiäîìå

óçàãàëüíåííÿ ([88], ñò.179).

Òâåðäæåííÿ 1.2.1 . Äëÿ äîâiëüíî¨ ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ f : Dn → D
n∑
k=0

(1− |zk|2)
∣∣∣∣ ∂f∂zk (z)

∣∣∣∣ ≤ 1−
∣∣∣f̂(z)

∣∣∣2
äëÿ äîâiëüíèõ z = (z1, . . . , zd) ∈ Dn.

Îçíà÷åííÿ 1.2.1 . Ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ f : Dn → D íàçèâà¹òüñÿ åêñ-

òðåìàëüíîþ, ÿêùî f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

n∑
k=0

(1− |zk|2)
∣∣∣∣ ∂f∂zk (z)

∣∣∣∣ = 1−
∣∣∣f̂(z)

∣∣∣2 (1.24)

â êîæíié òî÷öi ç Dn.

1.3 Îöiíêè êîåôiöi¹íòiâ ãàðìîíi÷íèõ i ãîëîìîðôíèõ

ôóíêöié â êðóçi

1.3.1 Ìåòîä Ô. Âiíåðà

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó [15].
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Çàäà÷à 1.3.1 . Íåõàé r ∈ (0, 1) . ×è çàâæäè ìîæíà çíàéòè ñòåïåíå-

âèé ðÿä
∑∞

k=0 akz
k òàêèé, ùî:

1) Ôóíêöiÿ f(z) =
∑∞

k=0 akz
k ¹ ãîëîìîðôíîþ ïðè |z| < 1 i íåïåðåðâíîþ

ïðè |z| ≤ 1;

2) |f(z)| < 1 ïðè |z| ≤ 1;

3)
∑∞

k=0 |ak|rk > 1.

Î÷åâèäíî, ùî äàíå ïèòàííÿ ìîæå áóòè âèðiøåíå, êîëè z äîñòàòíüî

áëèçüêå äî 1: ôàêòè÷íî, óìîâè (1) òà (2) çàäà÷i (1.3.1) öiëêîì ñóìiñíi ç∑∞
k=0 |ak|rk →∞ ïðè r → 1. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó äàíà ïðîáëåìà ìîæå

ìàòè i íåãàòèâíó âiäïîâiäü.

Âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà Áîðà [15]: ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (1) òà (2) çàäà÷i

(1.3.1), òî
∑∞

k=0 |akzk| < 1 ïðè |z| ≤ 1
6; òîáòî

∑∞
k=0 |ak|6−k < 1.

Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ïîêëàäà¹ìî a0 äiéñíèì òà äîäàòíiì. Òîäi

a0 = f(0) < 1.

×èñëà r, äëÿ ÿêèõ iìïëiêàöiÿ |f(z)| ≤ 1⇒
∑∞

k=0 |f̂k|rk ≤ 1 ñïðàâäæó-

¹òüñÿ, ìàþòü äîäàòíó âåðõíþ ìåæó K. Íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî, öþ

òî÷íó âåðõíþ ìåæó çíàéøëè Ô. Âiíåð, I. Øóð òà Ì. Ðiññ. À ñàìå, âîíè

ïîêàçàëè, ùî K = 1
3 .

Ô. Âiíåð äîâiâ, ùî ïåðø íiæ ãiïîòåçè (1) òà (2) çàäà÷i (1.3.1) çàäî-

âîëüíÿòüñÿ, ÿêùî ìè ïðèïóñòèìî, ùî 0 ≤ a0 < 1, òî íåðiâíiñòü

|ak| < 2k+1(1− a0),

âñòàíîâëåíà âèùå Ã. Áîðîì, ìîæå áóòè çàìiíåíà íåðiâíiñòþ

|ak| < 1− a2
0. (1.25)

Ó âèïàäêó k = 1 öÿ íåðiâíiñòü ¹ âiäîìîþ. À ñàìå, âîíà âèïëèâà¹ ç
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òîãî ôàêòó, ùî ôóíêöiÿ
f(x)− a0

x(1− a0f(x))

¹ ãîëîìîðôíîþ ïðè |x| < 1, íåïåðåðâíîþ ïðè |x| ≤ 1, ÷èñåëüíî ìåíøîþ

1 ïðè |x| = 1, à ïðè x = 0 íàáóâà¹ çíà÷åííÿ a1
1−a20

. Íåõàé k äîâiëüíå öiëå

áiëüøå çà 1 ÷èñëî, i ρ ¹ êîðåíåì k-ãî ñòåïåíÿ ç 1. Òîäi

F (x) = f(x) + f(ρx) + . . .+ f(ρk−1x) =
∞∑
m=0

kamkx
mk

¹ ãîëîìîðôíîþ ïðè |x| < 1 i íåïåðåðâíîþ òà ÷èñåëüíî ìåíøîþ çà 1 ïðè

|x| ≤ 1. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî ôóíêöiÿ φ(x) = a0 +akx+a2kx
2 + . . . çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâè, íàêëàäåíi íà f(x). Òîìó óìîâà (1) çàäà÷i (1.3.1) äîâåäåíà.

Òèì áiëüø, ïðè k ≥ 1,

|ak| < (1− a0)(1 + a0) < 2(1− a0),

i òîìó

∞∑
k=1

3−k|ak| < a0 + 2(1− a0)
∞∑
k=1

3−n = a0 + 1− a0 = 1.

Çâiäñè, K ≥ 1
3 .

1.3.2 Òî÷íi êîíñòàíòè â íåðiâíîñòÿõ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà
ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié

Íåõàé ‖f‖ρ := ‖f(ρ·)‖ ïðè ρ ∈ [0, 1].

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó:

Çàäà÷à 1.3.2 . Ïðè äàíîìó ρ ∈ [0, 1] i íàòóðàëüíîìó n çíàéòè

E(n, ρ) := sup {‖f − Sn(f)‖ρ : f ∈ B} ,

äå Sn(f)(z) =
∑n−1

k=0 f̂kz
k, f̂k = f (k)(0)/k!.
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Íà äàíèé ÷àñ çàäà÷à ðîç'ÿçàíà ó äâîõ âèïàäêàõ: n = 1, ρ ∈ [0, 1] i

n = 2, ρ ∈ [0, 1].

Ë. Áðàóí, À. Øèëäñ , Ê. Çåëëåð [17], Ã. Âààäåëàíä [21],

Â.À. Òóðêîâñüêèé [110], Ð. Áóðêåëü, Ä. Ìàðøàë, Ä. Ìiíäà,

Ï. Ïîããi-Êîðàäiíi , Ò. Ðåíñôîðä [19]:

E(n, ρ) =



2ρ

ρ+
√

1− ρ2
, ïðè n = 1,

2ρ2

ρ+
√

1− ρ2
+

ρ6

4(ρ+
√

1− ρ2)4
, ïðè n = 2.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî îöiíèòè âåëè÷èíó E(n, ρ) â çàãàëüíîìó âèïàäêó äî-

ñèòü âàæêî. Àëå, ÿê çàóâàæèâ Â. Â. Ñàâ÷óê, çàäà÷ó ìîæíà äåùî ñïðî-

ñòèòè, ÿêùî â ïîõèáöi íàáëèæåííÿ âðàõóâàòè ìàêñèìàëüíèé êîåôiöi¹íò

ðÿäó Òåéëîðà êîæíî¨ iíäèâiäóàëüíî¨ ôóíêöi¨.

Áiëüø êîíêðåòíiøå iäåÿ Â. Â. Ñàâ÷óêà ïîëÿãà¹ ó òàêîìó.

Íåõàé f ∈ B i mf(k) := max
{∣∣∣f̂j∣∣∣ : j = 0, 1, . . . , k

}
¹ ìàêñèìàëüíèé

êîåôiöi¹íò ðÿäó Òåéëîðà ïîðÿäêó k äëÿ ôóíêöi¨ f .

Äîáðå âiäîìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ç B mf(k) ≤ 1. Öÿ íåðiâ-

íiñòü ïåðåòâîðèòüñÿ ó ðiâíiñòü òiëüêè äëÿ ôóíêöié âèãëÿäó f(z) ≡ ωzj,

|ω| = 1, äëÿ äåÿêèõ j, 0 ≤ j ≤ k.

Çàäà÷à 1.3.3 (Â. Â. Ñàâ÷óê, [92]). Ïðè äàíèõ ρ ∈ [0, 1) i íàòóðàëüíîìó

n çíàéòè

E1(n, ρ) := sup

{
‖f − Sn(f)‖ρ

1−mf

([
n−1

2

]) : f ∈ B

}
,

E2(n, ρ) := sup

{
‖f − Sn(f)‖ρ

1−m2
f

([
n−1

2

]) : f ∈ B

}
,

äå [·] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà.
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Íåäàâíî áóëî äåêiëüêà äîñëiäæåíü ñòîñîâíî ïðîáëåì, ïîäiáíèõ äî çà-

äà÷i 1.3.3. Òóò çãàäà¹ìî ðîáîòè Ã. Êðåñiíà i Â. Ìàçüÿ [50] òà Ë. Àéçåí-

áåðãà i À. Âiäðàñà [1], â ÿêèõ áóëî äîâåäåíî, ùî ïðè äîâiëüíèõ p > 0 òà

íàòóðàëüíèõ n

sup



( ∞∑
k=n

∣∣∣f̂kzk∣∣∣p)1/p

1−
∣∣∣f̂0

∣∣∣ : f ∈ B


=

2|z|n

(1− |z|p)1/p
∀ z ∈ D.

Ç öi¹¨ ðiâíîñòi, ïðè p = n = 1 i |z| = 1/3, îòðèìó¹ìî êëàñè÷íó òåîðåìó

Áîðà.

Òåîðåìà Áîðà: Äëÿ äîâiëüíèõ f ∈ B
∞∑
k=0

∣∣∣f̂k∣∣∣ ρk ≤ 1 ∀ ρ ∈ [0,
1

3
].

Çàäà÷ó 1.3.3 ðîçâ'ÿçàâ Â. Â. Ñàâ÷óê [92].

Òåîðåìà 1.3.1 .

E1(n, ρ) =
2ρn

1− ρ
, E2(n, ρ) =

ρn

1− ρ
∀ n ∈ N, ρ ∈ [0, 1).

Îêðiì öüîãî â [92] ïîêàçàíî, ùî çàäà÷à 1.3.3 ìà¹ áåçïîñåðåäí¹ âiäíî-

øåííÿ äî íàñòóïíî¨ åêñòðåìàëüíî¨ çàäà÷i:

Çàäà÷à 1.3.4 . Ïðè äàíèõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ m i íàòóðàëüíèõ n çíà-

éòè

Lm,n := sup


∣∣∣f̂n∣∣∣

1−
∣∣∣f̂m∣∣∣ : f ∈ B


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i

Wm,n := sup


∣∣∣f̂n∣∣∣

1−
∣∣∣f̂m∣∣∣2 : f ∈ B

 .

À ñàìå, Â. Â. Ñàâ÷óê (2015) ïîêàçàâ, ùî ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi ñïiâ-

âiäíîøåííÿ:

E1(n, ρ) =
2ρn

1− ρ
∀n ∈ N, ρ ∈ [0, 1)⇐⇒ Lm,n = 2 ∀n ≥ 2m+ 1,

E2(n, ρ) =
ρn

1− ρ
∀n ∈ N, ρ ∈ [0, 1)Wm,n = 1 ∀n ≥ 2m+ 1.

Âiäìiòèìî, ùî ñòàëi Lm,n = 2 òà Wm,n = 1 ¹ òî÷íèìè ñòàëèìè â íåðiâ-

íîñòÿõ ∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤ 1−
∣∣∣f̂m∣∣∣2 ≤ 2

(
1−

∣∣∣f̂m∣∣∣) .
Öi íåðiâíîñòi îòðèìàíi äëÿm = 0, n = 1 Ëàíäàó ó 1906, äëÿm = 0, n ∈ N
Âiíåðîì ó 1914 i äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ m òà n ≥ 2m+ 1 Î.Ñàñîì ó 1918.

Ó 1950 ðîöi Ãîëóçií ïîêàçàâ, ùî ðiâíiñòü

Wn,m = max


∣∣∣f̂n∣∣∣

1−
∣∣∣f̂m∣∣∣2 : f ∈ B

 = 1, n ≥ 2m+ 1,

äîñÿãà¹òüñÿ ëèøå äëÿ ôóíêöié

fc(z) =
czm + ηzn

1 + cηzn−m
, |c| ≤ 1,

äå |η| = 1 ïðè |c| < 1, and η = 0 ïðè |c| = 1.

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî âåëè÷èíà Lm,n äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ïîñëiäîâíîñòi

ôóíêöié {fc}0<c<1.

Òàêèì ÷èíîì ç'ÿñîâàíî, ùî åêñòðåìàëüíi çàäà÷i ïðî òî÷íi êîíñòàíòè â

íåðiâíîñòÿõ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà i òî÷íi çíà÷åííÿ âåðõíiõ ìåæ âiä-

õèëåíü ÷àñòèííèõ ñóì ðÿäiâ Òåéëîðà íà êëàñi îáìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ

ôóíêöié ìàþòü áåçïîñåðåäíié çâ'ÿçîê.
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Ðîçäië 2

Åêñòðåìàëüíi çàäà÷i íàáëèæåííÿ

ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ëiíiéíèìè

ìåòîäàìè

2.1 Íàáëèæåííÿ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié óçàãàëüíåíè-

ìè ñóìàìè Çèãìóíäà

Íåõàé H � ìíîæèíà ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ â êðóçi D := {z ∈ C : |z| <
1}, Hp, 1 ≤ p ≤ ∞, � ïðîñòið Ãàðäi i UHp � îäèíè÷íà êóëÿ â Hp, òîáòî

UHp :=
{
f ∈H : ‖f‖

Hp
≤ 1
}
,

äå

‖f‖
Hp

:=


sup

0<ρ<1

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(ρeit)|pdt
)1/p

, p ≥ 1,

sup
z∈D
|f(z)|, p =∞.

Íåõàé ψ = {ψk}∞k=1 � ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî

|ψk| > 0. Óçàãàëüíåíèìè ñóìàìè (ñåðåäíiìè) Çèãìóíäà ôóíêöi¨

f ∈H , f(z) =
∞∑
k=0

f̂kz
k, f̂k :=

f (k)(0)

k!
,
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(ðÿäó Òåéëîðà ôóíêöi¨ f) íàçèâàþòüñÿ ìíîãî÷ëåíè âèãëÿäó

Zn,ψ(f)(z) := f̂0 +
n−1∑
k=1

(
1− ψn

ψk

)
f̂kz

k, n ∈ N.

Òóò i äàëi ïîêëàäà¹ìî
∑N

k=M = 0, ÿêùî N < M.

Âïåðøå cóìè Zn,ψ áóëè çàïðîâàäæåíi â [3,4]. Âîíè çáiãàþòüñÿ ç êëà-

ñè÷íèìè ñóìàìè Çèãìóíäà [39]

Zψ
n (f ;x) =

a0

2
+

n∑
k=1

(
1−

(k
n

)r)
(ak cos kx+ bk sin kx), ψ > 0

ó âèïàäêó, êîëè ψk = k−r, r > 0, i ñóìàìè Ôåé¹ðà [111] ïðè ψk = k−1.

Îçíà÷èìî íà H îïåðàòîð Dψ ïðàâèëîì

Dψ(f)(z) :=
∞∑
k=1

f̂k
ψk
zk−1, z ∈ D.

ßêùî φ = {φk}∞k=1 � iíøà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî

|φk| > 0, òî

Dψφ(f)(z) := Dψ
(
zDφ(f)

)
(z) =

∞∑
k=1

f̂k
ψkφk

zk−1, z ∈ D.

Ñêðiçü äàëi ââàæà¹ìî, ùî ïîñëiäîâíîñòi ψ i φ çàäîâîëüíÿþòü âêà-

çàíi âèùå óìîâè i ¹ òàêèìè, ùî ñóìè ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ
∑∞

k=0 ψk+1z
k i∑∞

k=0 φk+1z
k ¹ ôóíêöiÿìè ç H .

Ïiä êëàñîì Hψφ
p áóäåìî ðîçóìiòè ìíîæèíó ôóíêöié f ∈H , äëÿ ÿêèõ

‖Dψφ(f)‖
Hp
≤ 1.

Çîêðåìà, ÿêùî φk = 1 äëÿ âñiõ k ∈ N, òî

Hψ1
p = Hψ

p :=
{
f ∈H : ‖Dψ(f)‖

Hp
≤ 1
}
.

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié ç êëàñiâ Hψφ
p

ñóìàìè Zn,ψ. Íàøà ìåòà � ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Êîëìîãîðîâà�Íiêîëüñüêîãî
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(çàäà÷ó Ê�Í) äëÿ âåëè÷èíè

Zn,ψ
(
Hψφ
p ;Hp

)
:= sup{‖f − Zn,ψ(f)‖

Hp
: f ∈ Hψφ}.

Íàãàäà¹ìî, ùî çàäà÷à Êîëìîãîðîâà�Íiêîëüñüêîãî ïîëÿãà¹ ó âiäøó-

êàííi ïàðè (µ, ν) ôóíêöié íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòó òàêèõ , ùî ν(n) =

o(µ(n)), n→∞, i

Zn,ψ
(
Hψφ
p ;Hp

)
= µ(n) +O(ν(n)), n→∞.

Çðîçóìiëî, ùî çàäà÷à Ê�Í âiäíîñíî êîìïîíåíòè ν, âçàãàëi êàæó÷è,

ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ íå îäíîçíà÷íî. Òîìó âiäøóêàííÿ ðîçâ'ÿçêó (µ, 0), òîáòî

òî÷íå îá÷èñëåííÿ âåëè÷èíè Zn,ψ
(
Hψφ
p ;Hp

)
, ¹ íàéáiëüø áàæàíèì.

Äëÿ êëàñiâ 2π-ïåðiîäè÷íèõ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié óçàãàëüíåíi ñóìè

Çèãìóíäà â êîíòåêñòi çàäà÷i Ê�Í äîñëiäæóâàëèñÿ ó áàãàòüîõ ðîáîòàõ

(äèâ. îãëÿä â [102], à òàêîæ ðîáîòè [100,76]). Ñòîñîâíî æ ãîëîìîðôíèõ

ôóíêöié òàêèõ äîñëiäæåíü ïðîâåäåíî çíà÷íî ìåíøå. Ïåðøèì âèïàäêîì

ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i Ê�Í äëÿ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ñëiä ââàæàòè òåîðåìó

1 â [104], ç ÿêî¨ â íàøèõ ïîçíà÷åííÿõ ïðè ψk = k−1, φk = k−s, s ∈ N,
âèïëèâà¹ àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü

Zn,ψ(Hψφ
∞ ;H∞) = n−1 +O(n−s), n→∞.

Â. Â. Ñàâ÷óê â [93] ïîêàçàâ, ùî âåëè÷èíà O ó öüîìó ñïiââiäíîøåííi äî-

ðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî, íàñïðàâäi ìà¹ ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Zn,ψ
(
Hψφ
p ;Hp

)
= n−1 ∀ n ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞.

Â ïiäðîçäiëi 2.1.1 äàíîãî ðîçäiëó óçàãàëüíåíî öi äâà ñïiââiäíîøåííÿ

(íàñëiäîê 2.1.2) íà âèïàäîê, êîëè ψk = k−r, φk = k−s, r, s ≥ 0 i r+ s > 0,

à ñàìå, ïîêàçàíî, ùî

Zn,r
(
Hψφ
p ;Hp

)
=

n
−r +O

(
n−(r+s)

)
, 0 ≤ s < 1,

n−r, s ≥ 1,
n ∈ N. (2.1)



44

Ïåðøå ñïiââiäíîøåííÿ â (2.1) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.1.1 i íàñëiäêó 2.1.1

äàíîãî ïiäðîçäiëó, â ÿêèõ éäåòüñÿ âiäïîâiäíî ïðî ïîòî÷êîâå íàáëèæåííÿ

iíäèâiäóàëüíî¨ ôóíêöi¨Hψφ
p âñåðåäèíi êðóãà D i ïðî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Ê�Í

äëÿ âåëè÷èíè Zn,ψ
(
Hψφ
p ;Hp

)
ó äåÿêèõ âàæëèâèõ âèïàäêàõ. Äðóãå ñïiâ-

âiäíîøåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.1.1, â ÿêié éäåòüñÿ ïðî òî÷íå çíà÷åííÿ

âåëè÷èíè Zn,ψ
(
Hψφ
p ;Hp

)
.

Âàæëèâî çâåðíóòè óâàãó ùå íà òàêó îáñòàâèíó. Äëÿ áóäü-ÿêèõ êîì-

ïëåêñíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ψ i φ òàêèõ, ùî ψ1 = φ1 = 1 i |ψk| > 0, |φk| > 0,

k = 2, 3, . . . , âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Zn,ψ
(
Hψφ
p ;Hp

)
≥ ‖f ∗ − Zn,ψ(f ∗)‖

Hp
= |ψn|, (2.2)

äå f ∗(z) = z. Äî òîãî æ, ÿê öå âèïëèâà¹ ç îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó â [4],

ñïiââiäíîøåííÿ ‖f −Zn,ψ(f)‖
Hp

= o(|ψn|), n→∞, íå ìîæå âèêîíóâàòèñÿ
äëÿ æîäíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hp, îêðiì ñòàëî¨. Òàêèì ÷èíîì ïîðÿäîê O(|ψn|)
¹ ìàêñèìàëüíèì ïîðÿäêîì ìàëîñòi âåëè÷èíè Zn,ψ

(
Hψ
p ;Hp

)
. Ó çâ'ÿçêó

ç öèì, ïðèðîäíî âèíèêà¹ ïèòàííÿ: çà ÿêèõ óìîâ íà ïîñëiäîâíiñòü ψ öåé

ïîðÿäîê ìàëîñòi äîñÿãà¹òüñÿ. Ìè ïîêàæåìî (òåîðåìà 2.1.2), ùî äëÿ öüîãî

äîñòàòíüî âèìàãàòè, ùîá ïîñëiäîâíiñòü ψ áóëà ìîìåíòíîþ ïîñëiäîâíiñòþ

â ñåíñi ïðîáëåìè ìîìåíòiâ Ãàóñäîðôà i çàäîâîëüíÿëà óìîâó ψk = O(ψ2k),

k ∈ N.
Â òåîðåìi 2.1.3 äàíî îïèñ ìíîæèíè âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé φ, äëÿ ÿêèõ

ïðè çàäàíié ïîñëiäîâíîñòi ψ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Zn,ψ(Hψφ
∞ ;H∞) = |ψn|, (2.3)

òîáòî, êîëè êîëè óçàãàëüíåíi ñóìè Çèãìóíäà Znψ íàáëèæàþòü êëàñ Hψφ
∞

ç ìiíiìàëüíî ìîæëèâîþ ïîõèáêîþ.

Â ïiäðîçäiëi 2.2 äîâåäåíî äâà òâåðäæåííÿ ïðî âëàñòèâîñòi ïîñëiäîâ-

íîñòåé ψ i φ, ÿêi ôiãóðóþòü ó ôîðìóëþâàííi òåîðåì 2.1.1�2.1.3.
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2.1.1 Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.1.1 . Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞,

ψk =

∫ 1

0

ρk−1dλ(ρ), k = 1, 2, . . . , (2.4)

äå λ � îáìåæåíà íåñïàäíà ôóíêöiÿ íà [0, 1] òàêà, ùî
∫ 1

0 dλ = 1, i φ

� ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òàêà, ùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n,

ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî n0,

Kn,φ(z) :=
1

2
+ Re

∞∑
k=1

φk+n

φn
zk ≥ 0 ∀ z ∈ D. (2.5)

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hψφ
p ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

f(z)− Zn,ψ(f)(z) = ψnzD
ψ(f)(z) + εn(z, f) ∀ n ≥ n0, z ∈ D, (2.6)

äå

‖εn(ρ ·, f)‖
Hp
≤ ρn|φn|

(
ψn + ψ[n+1

2 ]

)
∀ n ≥ n0, ρ ∈ [0, 1],

[·] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà.

Áåçïîñåðåäíüî ç òåîðåìè 2.1.1 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 2.1.1 . Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2.1.1, ïðè öüîìó

óìîâà (2.5) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ n ∈ N, ψn = O(ψ2n), φ1 = 1 i φn = o(1).

Òîäi

Zn,ψ
(
Hψφ
p ;Hp

)
= ψn +O (|φn|ψn) , n→∞. (2.7)

Ñïiââiäíîøåííÿ (2.7) ðîçâ'ÿçóþòü çàäà÷ó Ê�Í ó âêàçàíèõ âèïàäêàõ.

Ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èíè Zn,ψ
(
Hψ
p ;Hp

)
äàþòüñÿ â íàñòóïíîìó òâåð-

äæåííi.
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Òåîðåìà 2.1.2 . Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞ i ψ � ïîñëiäîâíiñòü òàêà, ÿê â

òåîðåìi 2.1.1. Òîäi

ψn ≤ Zn,ψ
(
Hψ
p ;Hp

)
≤ ψ[n+1

2 ] ∀ n ∈ N. (2.8)

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî îïèñ ìíîæèíè âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé φ, äëÿ ÿêèõ

Zn,ψ(Hψφ
∞ ;H∞) = |ψn|. (2.9)

Çàçíà÷èìî, ùî ðiâíiñòü (2.9) ¹ åêñòðåìàëüíîþ â òîìó ðîçóìiííi, ùî

äëÿ áóäü-ÿêèõ êîìïëåêñíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ψ i φ òàêèõ, ùî ψ1 = φ1 = 1

i |ψk| > 0, |φk| > 0,

Zn,ψ
(
Hψφ
p ;Hp

)
≥ ‖f ∗ − Zn,ψ(f ∗)‖

Hp
= |ψn|, (2.10)

äå f ∗(z) = z. Áiëüøå òîãî, ÿê öå âèïëèâà¹ ç îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó â [4],

ñïiââiäíîøåííÿ ‖f − Zn,ψ(f)‖ = o(|ψn|), n → ∞, íå ìîæå âèêîíóâàòèñÿ
äëÿ æîäíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H∞, îêðiì ñòàëî¨.

Ìà¹ ìiñöå

Òåîðåìà 2.1.3 . Íåõàé n ∈ N, ψ = {ψk}∞k=1 i φ = {φk}∞k=1 � ïîñëiäîâ-

íîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî ψ1 = φ1 = 1 i |ψk| > 0, |φk| > 0.

Ðiâíiñòü (2.9) ñïðàâäæóþòüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

Mn,ψ,φ(z) :=
1

2
+ Re

(
n−1∑
k=1

φk+1z
k +

∞∑
k=n

ψk+1φk+1

ψn
zk

)
≥ 01 ∀ z ∈ D.

(2.11)

Çà óìîâè (2.11), äëÿ áóäü-ÿêîãî p ≥ 1

Zn,ψ
(
Hψφ
p ;Hp

)
= |ψn|. (2.12)

1ïðè n = 1 ïåðøà ñóìà ïîêëàäà¹òüñÿ ðiâíîþ íóëåâi
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hr+s
p êëàñ Hψφ

p ïðè ψk = k−r i φk = k−s i íåõàé ïðè

öüîìó Zn,r := Zn,ψ. Çàóâàæèìî, ùî â òàêîìó âèïàäêó

Dψφ(f)(z) =
∞∑
k=0

(k + 1)r+sf̂(k + 1)zk.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîëìîãîðîâà�Íiêîëüñüêîãî

äëÿ ñóì Çèãìóíäà íà êëàñàõ Hr+s
p .

Íàñëiäîê 2.1.2 . Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞, r, s ≥ 0 i r + s > 0. Òîäi

Zn,r
(
Hr+s
p ;Hp

)
=

n
−r +O

(
n−(r+s)

)
, 0 ≤ s < 1,

n−r, s ≥ 1,
n ∈ N.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî öåé íàñëiäîê äà¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî íàñè÷å-

ííÿ ëiíiéíîãî ìåòîäó Çèãìóíäà.

Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ íàñè÷åííÿ â ïðîñòîði ëiíiéíîãî ìåòîäó.

Îçíà÷åííÿ 2.1.1 . [20, 115] Íåõàé X � îäèí ç ïðîñòîðiâ C àáî Lp, p ∈
[1,∞), i Un(Λ) � ëiíiéíèé ìåòîä ñóìóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹, ùî ïîðîäæó¹

ïîëiíîìè Un(f ;x; Λ) âèäó ‖f‖Lp = ‖f‖
Hp

=

(
π∫
−π
|φ(t)|p dt

)1/p

. ßêùî

iñíó¹ äîäàòíÿ, ìîíîòîííî ñïàäíà äî íóëÿ ôóíêöiÿ φΛ(n), n ∈ N , òàêà,

ùî iç ñïiââiäíîøåííÿ ‖f(x)−Un(f ;x; Λ)‖X = o(φΛ(n)), n→∞ âèïëèâà¹,

ùî f(x) ≡ const ïðè X = C i f(x) = const ìàéæå âñþäè ïðè X = Lp, i

çíàéäåòüñÿ õî÷à á îäíà ôóíêöiÿ f(·), âiäìiííà âiä ñòàëî¨, äëÿ ÿêî¨ âè-

êîíó¹òüñÿ ‖f(x)− Un(f ;x; Λ)‖X = O
(
φΛ(n)), n → ∞ , òî êàæóòü, ùî

ìåòîä Un(Λ) ¹ íàñè÷åíèì â ïðîñòîði X.
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2.1.2 Äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòiâ

Äîâåäåííÿ òåîðåì 2.1.1 i 2.1.2 ñïèðàþòüñÿ íà òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2.1.1 . Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞ i ψ � ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë,

äëÿ ÿêèõ ìà¹ ìiñöå (2.4), äå λ � êîìïëåêñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ îáìåæåíî¨

âàðiàöi¨ íà [0, 1] òàêà, ùî
∫ 1

0 dλ = 1 . Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hψφ
p

â êîæíié òî÷öi z ∈ D i ìàéæå â êîæíié òî÷öi z ∈ T

f(z)− Zn,ψ(f)(z) =

= φnz
n

∫ 1

0

∫ 2π

0

Dψφ(f)(ρeit)ρn−1e−i(n−1)tKn,φ(ρe
itz)

dt

π
dλ(ρ2)+ (2.13)

+ψn

n−1∑
k=1

(
1− |z|2(n−k)φ2n−k

φk
e2i arg φn

)
f̂k
ψk
zk ∀ n ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âíóòðiøíié iíòåãðàë â (2.13). Ïîçíà÷èâøè

äëÿ çðó÷íîñòi g(z) := Dψφ(f)(ρz), ck = ρkφk+n/φn i ñêîðèñòàâøèñü âi-

äîìîþ òîòîæíiñòþ (äèâ. [31, ñ. 494]), äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ D i ρ ∈ [0, 1)

îäåðæèìî ðiâíiñòü

1

π

∫ 2π

0

Dψφ(f)(ρeit)e−i(n−1)tKn,φ(ρe
itz)dt =

=
1

2π

∫ 2π

0

g(eit)e−i(n−1)t

(
1 + 2 Re

∞∑
k=1

ckz
ke−ikt

)
dt =

=
n−2∑
k=0

ĝkcn−k−1z
n−k−1 +

∞∑
k=n−1

ĝkck−n+1z
k−n+1 =

=
n−2∑
k=0

f̂k+1ρ
k

ψk+1φk+1

φ2n−k−1ρ
n−k−1

φn
zn−k−1+

+
∞∑

k=n−1

f̂k+1ρ
k

ψk+1φk+1

φk+1

φn
ρk−n+1zk−n+1 =
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=
1

(ρz)n−1φn

(
n−2∑
k=0

f̂k+1

ψk+1

φ2n−k−1

φk+1
ρ2(n−1)|z|2(n−k−1)zk +

∞∑
k=n−1

f̂k+1

ψk+1
ρ2kzk

)
.

Çiíòåãðóâàâøè îñòàííþ ðiâíiñòü ïî ìiði dλ(ρ2), à ïîòiì çìiíèâøè ïî-

ðÿäîê iíòåãðóâàííÿ i ïiäñóìîâóâàííÿ, îäåðæèìî

φnz
n

π

∫ 1

0

∫ 2π

0

Dψφ(f)(ρeit)ρn−1e−i(n−1)tKn,φ(ρe
itz)dt dλ(ρ2) =

= z

(
n−2∑
k=0

ψn
ψk+1

f̂k+1
φ2n−k−1

φk+1
|z|2(n−k−1)zk +

∞∑
k=n−1

f̂k+1z
k

)
=

= f(z)− Zn,ψ(f)(z)−
n−1∑
k=1

ψn
ψk
f̂kz

k +
n−1∑
k=1

ψn
ψk
f̂k
φ2n−k
φk
|z|2(n−k)zk,

ùî é äîâîäèòü ðiâíiñòü (2.13).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.1.Ïîçíà÷èìî äëÿ çðó÷íîñòi g(z) = zDψ(f)(z)

i

Un,φ(g)(z) :=
n−1∑
k=0

(
1− |z|2(n−k)φ2n−k

φk
e2i arg φn

)
ĝkz

k,

à ÷åðåç In,ψ,φ(f)(z) ïîçíà÷èìî iíòåãðàë â (2.13). Òîäi ôîðìóëó (2.13) ìî-

æíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

f(z)− Zn,ψ(f)(z) =

= ψng(z) + φnz
nIn,ψ,φ(f)(z) + ψn (Un,φ(g)(z)− g(z)) . (2.14)

Îöiíèìî äðóãèé i òðåòié äîäàíêè â ïðàâié ÷àñòèíi (2.14).

Âðàõîâóþ÷è, ùî çãiäíî ç óìîâàìè (2.5), (2.4),∫ 2π

0

Kn,φ(ρe
itz)dt = π

i ∫ 1

0

ρn−1dλ(ρ2) =

∫ 1

0

ρ
n−1
2 dλ(ρ) ≤
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≤
∫ 1

0

ρ[n−12 ]dλ(ρ) =

∫ 1

0

ρ[n+1
2 ]−1dλ(ρ) = ψ[n+1

2 ],

çà íåðiâíiñòþ Ãåëüäåðà îäåðæèìî îöiíêó

|In,ψ,φ(f)(z)|p ≤
∫ 1

0

∫ 2π

0

∣∣Dψ(f)(ρeit)
∣∣p ρn−1Kn,φ(ρe

itz)
dt

π
dλ(ρ2)×

×
(∫ 1

0

∫ 2π

0

ρn−1Kn,φ(ρe
itz)

dt

π
dλ(ρ2)

)p/q
≤

≤ ψ
p/q

[n+1
2 ]

∫ 1

0

∫ 2π

0

∣∣Dψ(f)(ρeit)
∣∣p ρn−1Kn,φ(ρe

itz)
dt

π
dλ(ρ2),

1

p
+

1

q
= 1.

Çâiäñè âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ

‖In,ψ,φ(f)(ρ·)‖Lp ≤ ‖In,ψ,φ(f)(ρ·)‖
Hp
≤ ψ

1/p

[n+1
2 ]
ψ

1/q

[n+1
2 ]

= ψ[n+1
2 ]. (2.15)

Îñêiëüêè g ∈ Hφ
p i φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.5), òî, ÿê öå ïîêàçàíî â

[94],

‖Un,φ(g)(ρ·)− g(ρ·)‖
Hp
≤ ρn|φn|‖g(ρ·)‖

Hp
≤ ρn|φn|. (2.16)

Ðàçîì ñïiââiäíîøåííÿ (2.15), (2.16) i ðiâíiñòü (2.14) äîâîäÿòü òåîðåìó

2.1.1.

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 2.1.1. Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Êîøi íå ñêëà-

äíî ïåðåêîíàòèñÿ â ñïðàâåäëèâîñòi ðiâíîñòi

Dψ(f)(z) =
1

π

∫ 2π

0

Dψφ(f)(eiθ)K1,φ(ze
iθ)dθ ∀ z ∈ D,

â ÿêié ïiä Dψφ(f)(eiθ) ðîçóìi¹ìî íåäîòè÷íi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

Dψφ íà êîëi T := {z : |z| = 1}, ÿêi, â ñèëó òîãî, ùî Dψφ ∈ Hp, iñíó-

þòü ìàéæå â êîæíié òî÷öi íà T i íàëåæàòü ïðîñòîðó Lp(T), ïðè÷îìó

‖Dψφ(f)‖
Hp

= ‖Dψφ(f)‖
Lp(T)

.

Çâiäñè çà íåðiâíiñòþ Ìiíêîâñüêîãî âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ

‖Dψ(f)‖
Hp
≤ ‖Dψφ(f)‖

Hp
≤ 1 ∀ f ∈ Hψφ

p .
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Îòæå, çi ñïiââiäíîøåííÿ (2.6) i îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ îöiíêà

çâåðõó

Zn,ψ
(
Hψφ
p ;Hp

)
≤ ψn +O(|φn|ψn),

ÿêà ðàçîì ç îöiíêîþ çíèçó (2.10) i äîâîäèòü íàñëiäîê 2.1.1.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.2. Ïîêëàäåìî â (2.13) φk = 1, k = 1, 2, . . . .

Òîäi óìîâà (2.5) ¹ âèêîíàíîþ (äèâ. òâåðäæåííÿ 2.2.1), âíàñëiäîê ÷îãî ìà¹

ìiñöå îöiíêà (2.15).

Îòæå, çãiäíî ç (2.15),

‖fρ − Zn,ψ(fρ)‖Lp ≤ ρn‖In,ψ,φ(fρ)‖Lp + ψn

n−1∑
k=1

(
1− ρ2(n−k)

) |f̂k|
ψk

ρk ≤

≤ ψ[n+1
2 ] + ψn‖Dψ(f)‖

Hp

n−1∑
k=1

(
1− ρ2(n−k)

)
ρk.

Ïåðåéøîâøè â öèõ ñïiââiäíîøåííÿõ äî ãðàíèöi ïðè ρ→ 1− ç óðàõóâàí-

íÿì òîãî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hp ‖f‖Hp = limρ→1− ‖fρ‖Lp (äèâ.,
íàïðèêëàä, [29, ñ. 64]), îäåðæèìî

‖f − Zn,ψ(f)‖
Hp
≤ ψ[n+1

2 ],

ùî ðàçîì ç (2.10) äîâîäèòü òåîðåìó 2.1.2.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.3. Íåõàé Dψφ(f)(eit), ÿê i ðàíiøå, îçíà÷à¹

íåäîòè÷íi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ â òî÷öi eit ôóíêöi¨ Dψφ(f).

Çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó Êîøi, íåñêëàäíî ïîêàçàòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨

ôóíêöi¨ f ∈ Hψφ
p , 1 ≤ p ≤ ∞,

f(z)− Zn,ψ(f)(z) =

=
zψn
π

∫ 2π

0

Dψφ(f)(ei(θ+t))Mn,ψ,φ(ρe
it)dt ∀ z ∈ D, z = ρeiθ. (2.17)

Íà îñíîâi öi¹¨ ôîðìóëè, ç óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåííÿ (2.10), ëåãêî

ïåðåêîíàòèñÿ â äîñòàòíîñòi óìîâè (2.11). Äî òîãî æ, çà óìîâè (2.11),
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çàñòîñóâàâøè äî îöiíêè iíòåãðàëà â ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíiñòü Ìiíêîâ-

ñüêîãî, îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü (2.12).

Äëÿ äîâåäåííÿ íåîáõiäíîñòi óìîâ (2.11) ïðîâåäåìî òàêi ìiðêóâàííÿ.

Ç ôîðìóëè (2.17), âðàõîâóþ÷è iíâàðiàíòíiñòü êëàñó Hψφ
∞ âiäíîñíî çñó-

âó çà àðãóìåíòîì (f ∈ Hψφ ⇒ f(eiθ·) ∈ Hψφ
∞ ∀ θ ∈ [0, 2π]), à òàêîæ

ïðèíöèï ìàêñèìóìó ìîäóëÿ, äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ D îäåðæèìî íåðiâíiñòü

|ψn||z|Mn(|z|) = sup
{
|f(z)− Zn,ψ(f)(z)| : f ∈ Hψφ

∞
}
≤ |ψn|,

äå

Mn(ρ) := sup

{∣∣∣∣1π
∫ 2π

0

F (eit)Mn,ψ,φ(ρe
it)dt

∣∣∣∣ : F ∈ UH∞
}
.

Òàêèì ÷èíîìMn(ρ) ≤ 1/ρ ∀ ρ ∈ [0, 1).

Ç iíøîãî áîêó, çãiäíî çi ñïiââiäíîøåííÿìè äâî¨ñòîñòi äëÿ ãîëîìîðôíèõ

ôóíêöié (äèâ., íàïðèêëàä, [29, ñ. 188]), ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Mn(ρ) = min{‖2Mn,ψ,φ(ρ·)− gn(ρ, ·)‖1 : gn(ρ, ·) ∈ H0
1}, ρ ∈ [0, 1),

(2.18)

äå ìiíiìóì äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ¹äèíî¨ ôóíêöi¨ w 7→ g∗n(ρ, w), w ∈ D, ç ïðî-
ñòîðó H0

1 := {f ∈ H1 : f(0) = 0}.
Òîìó

1 =
1

2π

∫ 2π

0

2Mn,ψ,φ(ρe
it)dt =

=
1

2π

∫ 2π

0

(
2Mn,ψ,φ(ρe

it)− g∗n(ρ, eit)
)
dt ≤Mn(ρ).

Îòæå,

1 ≤Mn(ρ) ≤ 1

ρ
∀ ρ ∈ (0, 1). (2.19)

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ôóíêöiÿ ρ 7→ Mn(ρ) íå ñïàäà¹ íà [0, 1).

Íåõàé 0 ≤ ρ1 < ρ2 < 1. Òîäi çà ôîðìóëîþ Ïóàññîíà, çàñòîñîâàíîþ äî

ôóíêöi¨ z 7→ 2Mn,ψ,φ(ρ2z)− g∗n(ρ2, z), îòðèìà¹ìî

2Mn,ψ,φ(ρ1e
it)− g∗n

(
ρ2,

ρ1

ρ2
eit
)

=
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=
1

2π

∫ 2π

0

(
2Mn,ψ,φ(ρ2e

iθ)− g∗n(ρ2, e
iθ)
) ρ2

2 − ρ2
1

|ρ2 − ρ1ei(t−θ)|2
dt.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

Mn(ρ1) ≤
∥∥∥∥2Mn,ψ,φ(ρ1·)− g∗n

(
ρ2,

ρ1

ρ2
·
)∥∥∥∥

1

≤Mn(ρ2).

Îòæå, Mn(ρ) ↗. Îá'¹äíóþ÷è öåé ôàêò ç ðiâíiñòþ limρ→1−Mn(ρ) =

1, ÿêà âèïëèâà¹ ç (2.19), áà÷èìî, ùî Mn(ρ) = 1 äëÿ áóäü-ÿêîãî ρ ∈
[0, 1). Âíàñëiäîê öüîãî âåëè÷èíà â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (2.18) òàêîæ

äîðiâíþ¹ 1, ùî, çãiäíî ç òåîðåìîþ 2 ðîáîòè [94], ìîæëèâå òîäi i òiëüêè,

êîëè âèêîíó¹òüñÿ (2.11).

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 2.1.2. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ïîñëiäîâíîñòi ψ =

{k−r}∞k=1 i φ = {k−s}∞k=1 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè íàñëiäêó 2.1.1 i òåîðåìè

2.1.3 ïðè âiäïîâiäíèõ îáìåæåííÿõ íà ïàðàìåòð s.

Ñïðàâäi, îñêiëüêè

ψk = k−r =
1

Γ(r)

∫ 1

0

ρk−1

(
ln

1

ρ

)r−1

dρ,

i äî òîãî æ ψk = 2rψ2k, òî ψ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè íàñëiäêó 2.1.1.

Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi φ ìà¹ìî

Kn,φ(z) =
1

2
+ Re

∞∑
k=1

ns

(k + n)s
zk =

= ns

(
a0(z)

2
+
∞∑
k=1

ak(z) cos kx

)
, (2.20)

äå ak(z) = |z|k(k + n)−s, x = arg z.

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî z ∈ D ïîñëiäîâíiñòü {ak(z)}∞k=1 ¹ îïóêëîþ, i

î÷åâèäíî, ak(z) ↓ 0, òî, çãiäíî ç âiäîìèì òâåðäæåííÿì (äèâ, íàïðèêëàä,

[41, ñ. 294]), ñóìà ðÿäó â ïðàâié ÷àñòèíi (2.20) ¹ íåâiä'¹ìíîþ.
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Îòæå, Kn,φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.5) ïðè âñiõ s ≥ 0. Òîìó ñïðàâäæó¹-

òüñÿ (2.7) ïðè âñiõ r ≥ 0 i s ≥ 0.

ßêùî æ s ≥ 1, òî

Pn,φ(z) =
b0(z)

2
+

n−1∑
k=1

bk(z) cos kx

k + 1
,

äå bk(z) = |z|k(k + 1)1−s i x = arg z.

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî z ∈ D êîåôiöi¹íòè bk(z), k = 1, 2, . . . , íåâiä'¹ì-

íi i íåçðîñòàþ÷i, òî çà òåîðåìîþ Ðîãîçèíñüêîãî�Ñåãüî (äèâ., íàïðèêëàä,

[73, ñ. 330]) Pn,φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.24) äëÿ âñiõ n ∈ N i z ∈ D. Îò-
æå, çà òâåðäæåííÿì 2.2.2 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.11). Òîìó ñïðàâäæó¹òüñÿ

ðiâíiñòü (2.12).
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2.2 Äîïîâíåííÿ äî òåîðåì 2.1.1 i 2.1.2

Íåõàé Rn0 � ìíîæèíà ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé φ = {φk}∞k=1, ÿêi çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâó (2.5) äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n ≥ n0 ïðè äàíîìó n0 ∈ N.
ÌíîæèíóRn0 áóäåìî îòîòîæíþâàòè ç ìíîæèíîþ âñiõ ãîëîìîðôíèõ ôóí-

êöié, êîåôiöi¹íòè Òåéëîðà ÿêèõ óòâîðþþòü ÷èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü ç Rn0.

Â [89] âñòàíîâëåíî íèçêó âëàñòèâîñòåé ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ç Rn0

ñòîñîâíî äî åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ òåîði¨ íàáëèæåííÿ ãîëîìîðôíèõ ôóí-

êöié.

Ïîêàæåìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (2.6) i (2.7), âçàãàëi êàæó÷è, íå ìîæóòü

áóòè íàñëiäêîì òåîðåìè 2.1.3.

Òâåðäæåííÿ 2.2.1 . Ïîñëiäîâíiñòü φ = 1 := {1}∞k=1 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(2.5) ïðè âñiõ n ∈ N, àëå íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.11) îäíî÷àñíî äëÿ âñiõ
n ∈ N, ÿêîþ á íå áóëà ïîñëiäîâíiñòü ψ, çà âèêëþ÷åííÿì âèïàäêó, êîëè

ψ = 1 = {1}∞k=1.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N

Kn,1(z) = Mn,1,1(z) =
1

2
+ Re

∞∑
k=1

zk =

=
1

2
Re

1 + z

1− z
=

1

2

1− |z|2

|1− z|2
≥ 0 ∀ z ∈ D. (2.21)

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.11) äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ

n. Âiçüìåìî äîâiëüíó ôóíêöiþ g ∈ UH∞ i, çàôiêñóâàâøè äîâiëüíå n ∈ N,
ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {gN}∞N=0 çà ïðàâèëîì

g0 = g, gN(z) =
1

π

∫ 2π

0

gN−1(e
it)Mn,ψ,1(ze−it)dt, N = 1, 2, . . . .

Çðîçóìiëî, ùî âíàñëiäîê (2.11) gN ∈ UH∞, N = 0, 1, 2, . . ..
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Ç iíøîãî áîêó, áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó,

ùî

gN(z) =
n−1∑
k=0

ĝkz
k +

∞∑
k=n

(
ψk+1

ψn

)N
ĝkz

k ∀ z ∈ D. (2.22)

Çîêðåìà, ïîêëàâøè g(z) = zm, m ≥ n, çâiäñè îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü∣∣∣∣ψm+1

ψn

∣∣∣∣N = ‖gN‖∞ ≤ 1 ∀ N ∈ Z+ ∀ m ≥ n.

Â ñèëó äîâiëüíîñòi n, ç öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî

1 ≥
∣∣∣∣ψn+1

ψn

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ψn+2

ψn

∣∣∣∣ ≥ . . . ∀ n ∈ N,

ïðè÷îìó äëÿ äàíîãî n çíàê ðiâíîñòi ÷èñëó 1 ìîæå äîñÿãàòèñÿ òiëüêè ó

ñêií÷åííié êiëüêîñòi ïåðøèõ ïiäðÿä ñïiââiäíîøåíü, àáî æ ó âñiõ îäðàçó.

Íàì ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè òiëüêè ïåðøèé ç öèõ äâîõ âèïàäêiâ. Òîìó äàëi,

íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæà¹ìî, ùî

1 ≥ |ψ2| = . . . = |ψn| > |ψn+1| > . . . . (2.23)

Íà îñíîâi ðîçâèíåííÿ (2.22) i íåðiâíîñòåé (2.23) îòðèìó¹ìî ñïiââiäíî-

øåííÿ ∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

ĝkz
k

∣∣∣∣∣ ≤ |gN(z)|+

∣∣∣∣∣
∞∑
k=n

(
ψk+1

ψn

)N
ĝkz

k

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1 +

∣∣∣∣ψn+1

ψn

∣∣∣∣N |z|n

1− |z|
∀ z ∈ D.

Çâiäñè ïðè N →∞ âèïëèâà¹, ùî

Gn := sup

{∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

ĝk

∣∣∣∣∣ : g ∈ UH∞

}
≤ 1.

Àëå, ÿê öå ïîêàçàâ Å. Ëàíäàó (äèâ., íàïðèêëàä, [73, ñ. 442]),

Gn = 1 +
n−1∑
k=1

(
(2k − 1)!!

(2k)!!

)2

> 1, n ≥ 2.
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Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü õèáíiñòü ïðèïóùåííÿ Mn,1,ψ(z) ≥ 0

∀ z ∈ D, n ∈ N.
Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Òâåðäæåííÿ 2.2.2 . Íåõàé n ∈ N, ψ = {ψk}∞k=1 � ïîñëiäîâíiñòü äîäà-

òíèõ ñïàäíèõ äî íóëÿ ÷èñåë i φ = {φk}∞k=1 � ïîñëiäîâíîñòi êîìïëåêñíèõ

÷èñåë òàêèõ, ùî |φk| > 0. Äëÿ âèêîíàííÿ óìîâè (2.11) äîñòàòíüî, ùîá

Pn,φ(z) :=
1

2
+ Re

n−1∑
k=1

φk+1z
k ≥ 0 ∀ z ∈ ∂D ∀ n ∈ N. (2.24)

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñóâàâøè äî äðóãî¨ ñóìè â (2.11) ïåðåòâîðåííÿ Àáå-

ëÿ äëÿ ðÿäiâ, ùî ¹ çàêîííî â ñèëó âèêîíàííÿ óìîâè ψn
∣∣∣∑n

j=0 φj+1z
j
∣∣∣ →

0, n→∞ ∀ z ∈ D, îòðèìà¹ìî
∞∑
k=n

ψk+1φk+1

ψn
zk =

= −ψn+1

ψn

n−1∑
k=0

φk+1z
k +

1

ψn

∞∑
k=n

(ψk+1 − ψk+2)
k∑
j=0

φj+1z
j.

Ïiäñòàâèâøè öåé âèðàç â îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Mn,ψ,φ i âðàõóâàâøè, ùî çà

ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ Pn,φ(z) ≥ 0 ∀ z ∈ D,
îòðèìà¹ìî

Mn,ψ,φ(z) = −1

2
+

1

ψn
Re

( ∞∑
k=n−1

(ψk+1 − ψk+2)
k∑
j=0

φj+1z
j

)
=

= −1

2
+

1

ψn

∞∑
k=n−1

(ψk+1 − ψk+2)

(
Pn,φ(z) +

1

2

)
≥

≥ −1

2
+

1

2ψn

∞∑
k=n−1

(ψk+1 − ψk+2) = 0 ∀ z ∈ D.
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Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè âñi φk ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè, óìîâà

(2.24) ¹ ðiâíîñèëüíîþ òàêié

Pn,φ(e
it) =

1

2
+

n−1∑
k=1

φk+1 cos kt ≥ 0 ∀ t ∈ [0, π] ∀ n ∈ N.

Äåòàëüíèé îãëÿä ïðî íåâiä'¹ìíi òðèãîíîìåòðè÷íi ïîëiíîìè ìîæíà çíà-

éòè â [73, Ð. 4]. Íàéçàãàëüíiøi íà äàíèé ÷àñ äîñòàòíi óìîâè íà äiéñíó

ïîñëiäîâíiñòü φ, çà ÿêèõ Pn,φ(eit) ≥ 0 äàíî â [16].
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2.3 Ìàæîðàíòè çàëèøêiâ ðÿäiâ Òåéëîðà îáìåæåíèõ

ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié

2.3.1 Íàáëèæåííÿ ÷àñòèííèìè ñóìàìè

Íåõàé B � êëàñ ôóíêöié f , ãîëîìîðôíèõ â êðóçi D := {z ∈ D : |z| < 1},
äëÿ ÿêèõ supz∈D |f(z)| ≤ 1 i íåõàé

Sn(f)(z) :=
n−1∑
k=0

f̂kz
k, f̂k := f (k)(0)/k!,

� ÷àñòèííà ñóìà ïîðÿäêó n, n ∈ N, ðÿäó Òåéëîðà ôóíêöi¨ f .
Çàôiêñó¹ìî n ∈ N i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ Rn, âèçíà÷åíó íà âiäðiçêó

[0, 1] çà ïðàâèëîì

Rn(ρ) :=


sup{|f(ρ)− Sn(f)(ρ)| : f ∈ B}, ρ ∈ [0, 1),

sup{|f(z)− Sn(f)(z)| : f ∈ B, z ∈ D}, ρ = 1.

Ôóíêöiÿ Rn ¹ ìàæîðàíòîþ çàëèøêiâ ðÿäiâ Òåéëîðà ôóíêöié êëàñó B,

òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ D

|f(z)− Sn(f)(z)| ≤ Rn(|z|) ∀ f ∈ B.

Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ B

|f(z)− Sn(f)(z)| ≤ sup{|f(t)− Sn(f)(t)| : f ∈ B, |t| = |z|}.

Àëå îñêiëüêè êëàñ B ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ïîâîðîòó çìiííî¨, òîáòî

ç òîãî, ùî f ∈ B, âèïëèâà¹, ùî f(eiθ·) ∈ B äëÿ áóäü-ÿêîãî θ ∈ [0, 2π],

ïðàâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi çáiãà¹òüñÿ ç Rn(|z|).
Â [90] ïîêàçàíî, ùî

ρ−nRn(ρ) = ρ+ ρ
n−1∑
k=1

(
(2k − 1)!!

(2k)!!

)2

ρ2k + εn(ρ), (2.25)
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äå εn(ρ) � äåÿêà âåëè÷èíà òàêà, ùî |εn(ρ)| ≤ 1, à ñóìà ïðè n = 1 ïîêëà-

äà¹òüñÿ ðiâíîþ íóëþ.

Ó çâ'ÿçêó ç öèì ðåçóëüòàòîì, öiêàâèì âèäà¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî òå, ÿê

ïîâîäÿòüñÿ íà âiäðiçêó [0, 1] ôóíêöi¨ ρ 7→ ρ−nRn(ρ) i ρ 7→ εn(ρ).

Òåîðåìà 2.3.1 . Ôóíêöi¨ ρ 7→ Rn(ρ) i ρ 7→ ρ−nRn(ρ) çðîñòàþòü íà

[0, 1], ïðè÷îìó

1 < ρ−nRn(ρ) ∀ ρ ∈ (0, 1].

Íàñëiäîê 2.3.1 . Ôóíêöiÿ ρ 7→ εn(ρ), äå εn(ρ) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíî-

øåííÿì (2.25), ¹ ôóíêöi¹þ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà [0, 1], ïðè÷îìó

lim
ρ→0+

εn(ρ) = 1.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî Rn(0) = 0 i â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìó

ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié äëÿ áóäü-ÿêèõ 0 ≤ ρ1 ≤ ρ2 < 1 i f ∈ B

max{|f(eiθρ1)− Sn(f)(eiθρ1)| : θ ∈ [0, 2π]} ≤

≤ max{|f(eiθρ2)− Sn(f)(eiθρ2)| : θ ∈ [0, 2π]},

ùî é äîâîäèòü çðîñòàííÿ ôóíêöi¨ Rn.

Íåõàé f ∈ B. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ρ ∈ (0, 1) i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

F (z) = f(ρz)− Sn(f)(ρz).

Îñêiëüêè f̂k = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1, i supz∈D |F (z)| ≤ Rn(ρ), òî çà ëåìîþ

Øâàðöà (äèâ., íàïðèêëàä, [7, ñ. 30])

|f(ρλ)− Sn(f)(ρλ)| = |F (λ)| ≤ λnRn(ρ) ∀ λ ∈ [0, 1].
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Ç äðóãîãî áîêó,

sup{|f(ρλ)− Sn(f)(ρλ)| : f ∈ B} = Rn(ρλ).

Îòæå, íåîáõiäíî ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ íåðiâíiñòü Rn(ρλ) ≤ λnRn(ρ), àáî,

ùî ðiâíîñèëüíî,

ρ−n1 Rn(ρ1) ≤ ρ−n2 Rn(ρ2), 0 < ρ1 ≤ ρ2 ≤ 1.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, â òîìó ùî 1 < Rn(ρ)ρ−n ∀ ρ ∈ (0, 1].

Â [77] ïîêàçàíî, ùî ëiíiéíèé ìåòîä íàáëèæåííÿ Un, ÿêèé áóäó¹òüñÿ çà

ïðàâèëîì

Un(f)(z) :=
n−1∑
k=0

(
1− ρ2(n−k)

)
f̂kz

k,

¹ ¹äèíèì íàéêðàùèì ëiíiéíèì ìåòîäîì íàáëèæåííÿ íà êîëi Tρ := {z ∈
C : |z| = ρ} â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêèõ êîìïëåêñíèõ

÷èñåë λk 6= 1− ρ2(n−k), k = 0, n− 1,

En(ρ) := max{|f(z)− Un(f)(z)| : f ∈ B, z ∈ Tρ} <

< max

{∣∣∣∣∣f(z)−
n−1∑
k=0

λkf̂kz
k

∣∣∣∣∣ : f ∈ B, z ∈ Tρ

}
,

i äî òîãî æ En(ρ) = ρn.

Òîìó

ρn < sup {|f(z)− Sn(f)(z)| : f ∈ B, z ∈ Tρ} = Rn(ρ).

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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2.3.2 Îäíà åêñòðåìàëüíà çàäà÷à äëÿ îáìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ
ôóíêöié

Íà äàíèé ÷àñ âiäîìî òiëüêè ïðî äâà âèïàäêè, êîëè ôóíêöiþ Rn âäàëîñÿ

ïîäàòè ó ÿâíîìó âèãëÿäi:

Rn(ρ) =



2ρ

1 +
√

1− ρ2
, n = 1,

2ρ2

1 +
√

1− ρ2
+

ρ6

4(1 +
√

1− ρ2)4
, n = 2.

(2.26)

Ðiâíiñòü (2.26) ïðè n = 1 äîâåäåíà â [21] i ïåðåäîâåäåíà â [19] (áåç

âiäïîâiäíîãî ïîñèëàííÿ íà [21]), à ïðè n = 2 � â [110].

Îñêiëüêè âèäàííÿ, â ÿêîìó îïóáëiêîâàíà ñòàòòÿ [21], ¹ âàæêîäîñòó-

ïíèì, ïîáà÷èòè îðèãiíàëüíå äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ðiâíîñòi â (2.26) íå âäà-

ëîñÿ. Ó çâ'ÿçêó ç öèì âèäà¹òüñÿ äîöiëüíèì íàâåñòè iíøå äîâåäåííÿ, ÿêå

äî òîãî æ ¹ âiäìiííèì i âiä [19].

Ñóòü äàíîãî ìåòîäó äîâåäåííÿ çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçàííÿ òàêî¨ åêñ-

òðåìàëüíî¨ çàäà÷i, íå ïîçáàâëåíî¨ é ñàìîñòiéíîãî iíòåðåñó: äëÿ äàíèõ

z1, z2 ∈ D îá÷èñëèòè âåëè÷èíó

∆(z1, z2) := max{|f(z1)− f(z2)| : f ∈ B}, z1, z2 ∈ D

i çíàéòè ôóíêöiþ f , äëÿ ÿêî¨ äîñÿãà¹òüñÿ ìàêñèìóì (òàêó ôóíêöiþ

áóäåìî íàçèâàòè åêñòðåìàëüíîþ).

Ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i ¹

Òåîðåìà 2.3.2 . Íåõàé z1, z2 ∈ D. Òîäi

∆(z1, z2) =
2|z1 − z2|

|1− z1z2|+
√

(1− |z1|2)(1− |z2|2)
. (2.27)
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Ïðè ôiêñîâàíèõ z1, z2 ∈ D ¹äèíîþ ç òî÷íiñòþ äî óíiìîäóëÿðíîãî ìíî-

æíèêà åêñòðåìàëüíîþ ôóíêöi¹þ â (2.27) ¹

f(t) =

t− z2

1− tz2
− α

1− t− z2

1− tz2
α
,

àáî

f(t) =

t− z1

1− tz1
− β

1− t− z1

1− tz1
β
,

äå

α =
z1 − z2

1− z1z2

|1− z1z2|
|1− z1z2|+

√
(1− |z1|2)(1− |z2|2)

, β = −α1− z1z2

1− z1z2
.

Çàóâàæèìî, ùî ç ðiâíîñòi (2.27) âèïëèâà¹ äîáðå âiäîìå ñïiââiäíîøåííÿ

[7, ñ. 30]: äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ B

|f ′(z)| =
∣∣∣∣ limz2→z

f(z)− f(z2)

z − z2

∣∣∣∣ ≤ 1

1− |z|2
∀ z ∈ D,

â ÿêîìó ðiâíiñòü ïðè ôiêñîâàíîìó z ∈ D äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨ f(t) =

ω(t− z)/(1− tz), |ω| = 1.

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ðiâíiñòü (2.27) ìîæíà çíàéòè â [19]. Îäíàê íà-

âåäåíå íèæ÷å äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.2 ¹ êîíñòðóêòèâíiøèì íiæ â [19], â

òîìó ðîçóìiííi, ùî âîíî äà¹ ïîâíèé îïèñ ìíîæèíè âñiõ åêñòðåìàëüíèõ

ôóíêöié. Äàíå äîâåäåííÿ ðiâíîñòi (2.27) ñïèðà¹òüñÿ íà ëåìó Øâàðöà�

Ïiêà, íà âiäìiíó âiä [19], äå êëþ÷îâèì ìîìåíòîì áóëî âèêîðèñòàííÿ òå-

îðåìè Ëàíäàó�Òåïëèöÿ.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå z2 ∈ D, âiçüìåìî äîâiëüíó ôóíêöiþ
f ∈ B i ðîçãëÿíåìî ïiäêëàñ B(f), ÿêèé ïîðîäæó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ f i ñêëà-
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äà¹òüñÿ ç ôóíêöié g ∈ B âèãëÿäó

g(t) =

f(t)− f(z2)

1− f(t)f(z2)
− λ

1− f(t)− f(z2)

1− f(t)f(z2)
λ

, λ ∈ D.

Äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî z1 ∈ D ïîêëàäåìî

w :=
f(z1)− f(z2)

1− f(z1)f(z2)
.

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ g ∈ B(f)

|g(z1)− g(z2)| =
∣∣∣∣ w − λ1− wλ

+ λ

∣∣∣∣ ≤
≤ |w| 1− |λ|2

1− |λ||w|
=: R(|λ|) ≤ max{R(ρ) : ρ ∈ [0, 1]}. (2.28)

Äîñëiäèâøè ôóíêöiþ R íà åêñòðåìóì íà âiäðiçêó [0, 1], çíàõîäèìî,

ùî ¨¨ ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi ρ∗ := (1−
√

1− |w|2)/|w|, ïðè÷îìó

max{R(ρ) : ρ ∈ [0, 1]} = R(ρ∗) =
2|w|

1 +
√

1− |w|2
. (2.29)

Îñêiëüêè çà íåðiâíiñòþ Øâàðöà�Ïiêà (äèâ., íàïðèêëàä, [7, ñ. 30])

|w| =

∣∣∣∣∣ f(z1)− f(z2)

1− f(z1)f(z2)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ z1 − z2

1− z1z2

∣∣∣∣ , (2.30)

òî ç ðiâíîñòi (2.29) ïiñëÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü îäåðæó¹ìî îöiíêó

R(ρ∗) ≤ 2|z1 − z2|
|1− z1z2|+

√
(1− |z1|2)(1− |z2|2)

. (2.31)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

f(t) =

f(t)− f(Z)

1− f(t)f(Z)
+ f(Z)

1 +
f(t)− f(Z)

1− f(t)f(Z)
f(Z)

, Z := z1 ∨ z2. (2.32)
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Òîìó ôóíêöiÿ f ∈ B(f) i äëÿ íå¨ ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

(2.28), ÿêå ðàçîì ç (2.29) i (2.31) äîâîäèòü íåðiâíiñòü

|f(z1)− f(z2)| ≤
2|z1 − z2|

|1− z1z2|+
√

(1− |z1|2)(1− |z2|2)
∀ z1, z2 ∈ D.

Ïðè ôiêñîâàíèõ z1, z2 ∈ D ðiâíiñòü ó öüîìó ñïiââiäíîøåííi ìîæëèâà

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ ôóíêöi¨ f îäíî÷àñíî äîñÿãàþòüñÿ âñi ðiâíîñòi

â (2.28) i (2.30).

Îñêiëüêè íåòðèâiàëüíà ðiâíiñòü â (2.30) äîñÿãà¹òüñÿ òiëüêè äëÿ ôóí-

êöié (äèâ., íàïðèêëàä, [7, ñ.30])

f(t) = eiφ
t− a
1− ta

, a ∈ D, φ ∈ R, (2.33)

òî äëÿ âèêîíàííÿ ðiâíîñòi â (2.28) íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá òàêà ôóí-

êöiÿ çàäîâîëüíÿëà óìîâó

−f(z2) = ei(argw+φ)ρ∗ =

= eiφ
z1 − z2

1− z1z2

2|1− z1z2|
|1− z1z2|+

√
(1− |z1|2)(1− |z2|2)

=: eiφα, (2.34)

àáî æ óìîâó

− f(z1) = −eiφα1− z1z2

1− z1z2
=: eiφβ. (2.35)

Îñêiëüêè |α| = |β| < 1, à åêñòðåìàëüíà ôóíêöiÿ f ¹ àâòîìîðôiçìîì

êðóãà D, òî ìíîæèíà àâòîìîðôiçìiâ, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ (2.34) àáî

(2.35), ¹ íåïîðîæíüîþ.

Âèäiëèâøè êëàñ òàêèõ åêñòðåìàëüíèõ ôóíêöié i ïiäñòàâèâøè (2.33)

â (2.32), ïiñëÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü îäåðæèìî çàãàëüíèé âèãëÿä

åêñòðåìàëüíî¨ ôóíêöi¨.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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2.3.3 Åêñòðåìàëüíà çàäà÷à äëÿ ôóíêöié êëàñó Ãàðäi

Íåõàé B � êëàñ ôóíêöié f , ãîëîìîðôíèõ â êðóçi D := {z ∈ C : |z| < 1},
äëÿ ÿêèõ ‖f‖∞ := supz∈D |f(z)| ≤ 1 i íåõàé B1 � êëàñ Ãàðäi ãîëîìîðôíèõ

â D ôóíêöié f , äëÿ ÿêèõ

‖f‖1 := sup
ρ∈[0,1)

∫
T
|f(ρt)|dσ(t) ≤ 1,

äå σ � íîðìîâàíà ìiðà Ëåáåãà íà êîëi T := {t ∈ C : |t| = 1}.
Â [21] ïîêàçàíî, ùî

max{|f(z)− f(0)| : f ∈ B} =
2|z|

1 +
√

1− |z|2
∀ z ∈ D, (2.36)

à ìàêñèìóì â (2.36) ïðè ôiêñîâàíîìó z äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨

f(t) = λ
t− a
1− at

, |λ| = 1, a =
z

1 +
√

1− |z|2
.

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçâ'ÿçàíà àíàëîãi÷íà åêñòðåìàëüíà çàäà÷à ùîäî

âåëè÷èí |f(z)− f(0)|, z ∈ D, íà êëàñi B1.

Òåîðåìà 2.3.3 . Íåõàé z ∈ D. Òîäi

max{|f(z)− f(0)| : f ∈ B1} =
|z|(|z|+

√
4− 3|z|2)

2(1− |z|2)
. (2.37)

Ìàêñèìóì â (2.37) äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨

f∗(t) =
α

2α− z

(
1− αt
1− zt

)2

,

äå α = ei arg z(|z| −
√

4− 3|z|2)/2.
Äîâåäåííÿ. Ðiâíiñòü (2.37) ¹ òðèâiàëüíîþ äëÿ z = 0. Òîìó â ïîäàëü-

øèõ ìiðêóâàííÿõ öåé âèïàäîê âèêëþ÷à¹ìî.

Íåõàé f � äîâiëüíà ôóíêöiÿ, ãîëîìîðôíà â D, äëÿ ÿêî¨ ‖f‖1 < ∞.

Äîáðå âiäîìî, ùî äëÿ òàêî¨ ôóíêöi¨ iñíóþòü íåäîòè÷íi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ
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ìàéæå ñêðiçü íà êîëi T i äëÿ íèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ ôîðìóëà Êîøi, çà ÿêîþ

f(z)− f(0) =

∫
T
f(t)

tz

1− tz
dσ(t) ∀ z ∈ D.

Íåõàé B � äîâiëüíà ôóíêöiÿ, îáìåæåíà i ãîëîìîðôíà â D. Çàôi-
êñóâàâøè äîâiëüíå z ∈ D i çàñòîñóâàâøè îñòàííþ ôîðìóëó äî ôóíêöi¨

t 7→ f(t)B(t)(1− tz), îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

f(z)B(z)(1− |z|2)− f(0)B(0) = z

∫
T
f(t)B(t)

1− tz
1− tz

tdσ(t). (2.38)

Ïiäiáðàâøè ôóíêöiþ B òàê, ùîá

B(z)(1− |z|2) = B(0) 6= 0, (2.39)

ç ðiâíîñòi (2.38) îòðèìà¹ìî ôîðìóëó

f(z)− f(0) =
z

B(0)

∫
T
f(t)B(t)

1− tz
1− tz

tdσ(t). (2.40)

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî óìîâó (2.39) çàâæäè ìîæíà çàäîâîëüíèòè. Äëÿ

öüîãî âiçüìåìî ó ðîëi B ôóíêöiþ âèãëÿäó

B(t) =
t− α
1− αt

, (2.41)

äå α = ei arg zρ, −1 < ρ < 1. Òîäi óìîâà (2.39) íàáóâà¹ âèãëÿäó

|z| − ρ
1− |z|ρ

(1− |z|2) = −ρ,

ùî ¹ ðiâíîñèëüíèì òàêîìó ðiâíÿííþ âiäíîñíî ïàðàìåòðà ρ:

ρ2 − |z|ρ− (1− |z|2) = 0. (2.42)

Ðîçâ'ÿçêàìè öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ ÷èñëà (|z| ∓
√

4− 3|z|2)/2, ñåðåä ÿêèõ

òiëüêè ðîçâ'ÿçîê ρ = (|z|−
√

4− 3|z|2)/2 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó −1 < ρ < 1,

ρ 6= 0, ÿêèì áè íå áóëî z ∈ D \ {0}.
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Îòæå, óìîâó (2.39) âèêîíàíî äëÿ ôóíêöi¨ B âèãëÿäó (2.41) iç âêàçàíèì

ïàðàìåòðîì α.

Äëÿ òàêî¨ ôóíêöi¨ B ðiâíiñòü (2.40) ïiñëÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü

íàáóâà¹ âèãëÿäó

f(z)− f(0) =

=
|z|(|z|+

√
4− 3|z|2)

2(1− |z|2)

∫
T
f(t)

t− α
1− αt

1− tz
1− tz

tdσ(t). (2.43)

ßêùî òåïåð f � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç êëàñó B1, òî ç ðiâíîñòi (2.43)

âèïëèâà¹ îöiíêà

|f(z)− f(0)| ≤
|z|(|z|+

√
4− 3|z|2)

2(1− |z|2)
, (2.44)

îñêiëüêè ∣∣∣∣ t− α1− αt
1− tz
1− tz

t

∣∣∣∣ = 1 ∀ t ∈ T.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ôóíêöiÿ f∗ ¹ åêñòðåìàëüíîþ, òîáòî äëÿ íå¨ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (2.44) ¹ ðiâíiñòþ.

Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî

‖f∗‖1 ≤ ‖f∗‖∞ ≤
ρ

|z| − 2ρ

(
1 + ρ

1− |z|

)2

<∞.

Òîìó ìè âïðàâi ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëîþ (2.43), çà ÿêîþ

‖f∗‖1 =
α

2α− z

∫
T

∣∣∣∣1− αt1− zt

∣∣∣∣2 dσ(t) =

=
α

2α− z

∫
T

(
1− αt
1− zt

)2
t− α
1− αt

1− tz
1− tz

tdσ(t) =

= −α
z

(f∗(z)− f∗(0)) =

= −α
z

α

2α− z

((
1− αz
1− |z|2

)2

− 1

)
=
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=
−ρ2

2ρ− |z|
(|z| − ρ)(2− ρ|z| − |z|2)

(1− |z|2)2
=

=
ρ2 − |z|ρ
1− |z|2

· 2ρ− ρ2|z| − ρ|z|2

(2ρ− |z|)(1− |z|2)
=

=
ρ2 − |z|ρ
1− |z|2

· 2ρ(1− |z|2)− |z|(ρ2 − |z|ρ)

(2ρ− |z|)(1− |z|2)
= 1,

îñêiëüêè çãiäíî ç (2.42) ρ2 − |z|ρ = 1− |z|2.
Öi ðiâíîñòi äîâîäÿòü âêëþ÷åííÿ f∗ ∈ B1 i åêñòðåìàëüíiñòü ôóíêöi¨ f∗.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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2.4 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

1. Âñòàíîâëåíî àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü äëÿ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü óçà-

ãàëüíåíèõ ñóì Çèãìóíäà Zn,ψ(f)(z) = f̂0 +
∑n−1

k=1(1−ψn/ψk)f̂kzk íà ôóí-
êöiîíàëüíèõ êëàñàõ Hψφ

p , ùî ¹ çãîðòêàìè îäèíè÷íî¨ êóëi ïðîñòîðó Ãàðäi

Hp ç ÿäðàìè
∑∞

k=0 ψk+1φk+1z
k, ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü ψ = {ψk}∞k=1

¹ ìîìåíòíîþ. Çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè íà ïîñëiäîâíiñòü

φ = {φk}∞k=1, ùî çàáåçïå÷óþòü ìiíiìàëüíî ìîæëèâó ïîõèáêó |ψn| íà-
áëèæåííÿ êëàñó Hψφ

p ñóìàìè Zn,ψ(f).

2. Äîñëiäæåíî ïîâåäiíêó íà âiäðiçêó [0, 1] ìàæîðàíòè Rn çàëèøêiâ

ðÿäiâ Òåéëîðà ïîðÿäêó n, n ∈ N, îáìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié â

îäèíè÷íîìó êðóçi D i ðîçâ'ÿçàíî ýêñòðåìàëüíó çàäà÷ó ïðî îá÷èñëåííÿ

âåëè÷èíè max |f(z1)− f(z2)|, z1, z2 ∈ D, íà äàíîìó êëàñi ôóíêöié.

3. Ðîçâ'ÿçàíà åêñòðåìàëüíà çàäà÷à ïðî îá÷èñëåííÿ âåëè÷èíè max |f(z1)−
f(z2)|, z1, z2 ∈ D, íà êëàñi îáìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi
D ôóíêöié f , äëÿ ÿêèõ supt∈D |f(t)| ≤ 1.

4. Ðîçâ'ÿçàíà åêñòðåìàëüíà çàäà÷à ïðî îá÷èñëåííÿ âåëè÷èíè max |f(z)−
f(0)|, z ∈ D, íà êëàñi Ãàðäi ãîëîìîðôíèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi D ôóíêöié

f , äëÿ ÿêèõ ‖f‖1 ≤ 1.
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Ðîçäië 3

Îöiíêè ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié â

ïîëiêðóçi

3.1 Òî÷íi êîíñòàíòè â íåðiâíîñòÿõ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ

Òåéëîðà îáìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié â ïî-

ëiêðóçi

Íåõàé d � íàòóðàëüíå ÷èñëî, Cd � ìíîæèíà âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ

z := (z1, . . . , zd) ç d êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, Dd := {z ∈ Cd : max1≤j≤m |zj| <
1} � îäèíè÷íèé ïîëiêðóã i Td := {z ∈ Cd : |zj| = 1, j = 1, d} � êiñòÿê

ïîëiêðóãà Dd. Íîðìîâàíó ìiðó Ëåáåãà íà Td, òîáòî äîáóòîê íîðìîâàíèõ

ìið Ëåáåãà îäèíè÷íèõ êië, ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ Td, áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç
σ = σd.

Íåõàé äàëi H = H (Dd) � ìíîæèíà ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ â Dd,

B = B(Dd) � êëàñ ôóíêöié f ∈H , äëÿ ÿêèõ sup
z∈Dd
|f(z)| ≤ 1 i

f̂k :=
1

k!

(
∂|k|f

∂zk11 · · · ∂z
kd
d

)
z=0

� êîåôiöi¹íòè Òåéëîðà ôóíêöi¨ f , äå k := (k1, . . . , kd) � ìóëüòèiíäåêñ,

kj ∈ Z+ := N ∪ {0}, j = 1, d, k! := k1! · · · kd!, |k| = k1 + · · · + kd i

0 := (0, . . . , 0).
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Äàíèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî îá÷èñëåííþ äëÿ äàíèõ ìóëüòèií-

äåêñiâ m i n âåëè÷èí

Wm,n := sup


∣∣∣f̂n∣∣∣

1−
∣∣∣f̂m∣∣∣2 : f ∈ B


i

Lm,n(X) := sup


∣∣∣f̂n∣∣∣

1−
∣∣∣f̂m∣∣∣ : f ∈ X

 , X ⊂H , Lm,n(B) =: Lm,n,

ÿêi ¹ òî÷íèìè êîíñòàíòàìè â íåðiâíîñòÿõ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà ïðè

ìóëüòèiíäåêñàõ m i n ôóíêöié ç H (Dd):∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤ Wm,n

(
1−

∣∣∣f̂m∣∣∣2) ∀ f ∈ B, (3.1)∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤ Lm,n(X)
(

1−
∣∣∣f̂m∣∣∣) ∀ f ∈ X ⊂H . (3.2)

Öiëêîì çðîçóìiëî, ùî 1 ≤ Wm,n ≤ Lm,n ≤ 2Wm,n äëÿ áóäü-ÿêèõ ìóëü-

òèiíäåêñiâ m i n.

Äîáðå âiäîìî, ùî â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó, êîëè m = 0 i n = n,

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü W0,n = 1 ∀ n ∈ N, òîáòî ñïiââiäíîøåííÿ (3.1)

ìà¹ ìiñöå ç òî÷íîþ êîíñòàíòîþ 1, à (3.2) ïðè X = B � ç êîíñòàíòîþ 2.

ßê çàçíà÷èâ Î. Ñàñ [99] (äèâ. âèíîñêó íà ñòîð. 308), íàéðàíiøà çãàäêà

ïðî íåðiâíiñòü (3.1) äàòîâàíà 1906 ðîêîì i ïîâ'ÿçàíà ç iìåíåì Å. Ëàíäàó,

ÿêèé äîâiâ, ùî (3.1) ìà¹ ìiñöå äëÿ çíà÷åíü m = 0 i n = 1. Ó âèïàäêó æ

m = 0 i äîâiëüíîãî çíà÷åííÿ íàòóðàëüíîãî n äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (3.1)

íàëåæèòü Ô. Âiíåðó i âïåðøå îïóáëiêîâàíå ç éîãî äîçâîëó â ðîáîòi

Ã. Áîðà [15].

Çãîäîì Ã. Ì. Ãîëóçií [33] (äèâ. âèíîñêó íà ñòîð. 72) çàçíà÷èâ, ùî

íåðiâíiñòü (3.1) ç êîíñòàíòîþ Wm,n = 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè äîâiëüíèõ m
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i n, ïîâ'ÿçàíèõ ñïiââiäíîøåííÿì n ≥ 2m + 1, m ≥ 0, i öåé ôàêò ëåãêî

îòðèìàòè âèõîäÿ÷è ç ÷àñòèííîãî âèïàäêó, êîëè m = 0 i n = 1.

Ïèòàííÿ ïðî åêñòðåìàëüíi ôóíêöi¨, íà ÿêèõ ðåàëiçó¹òüñÿ âåëè÷èíà

Wm,n, ðîçâ'ÿçàâ Ã. Ì. Ãîëóçií â [32], ïîêàçàâøè, ùî åêñòðåìàëüíèìè ¹

òiëüêè ôóíêöi¨ âèãëÿäó

f(z) =
czm + ηzn

1 + cηzn−m
, |c| ≤ 1, (3.3)

äå |η| = 1, ÿêùî |c| < 1, i η = 0, ÿêùî |c| = 1.

Çàôiêñó¹ìî ìóëüòèiíäåêñ m, ÷èñëî a ∈ [0, 1] i ïîçíà÷èìî

Ba
m = Ba

m(Dd) :=
{
f ∈ B(Dd) :

∣∣∣f̂m∣∣∣ ≤ a
}
.

Çðîçóìiëî, ùî B1
m = B äëÿ áóäü-ÿêîãî ìóëüòèiíäåêñó m.

Â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó, âèõîäÿ÷è ç ðåçóëüòàòiâ ïðî êîíñòàíòèWm,n

i ÿâíîãî âèãëÿäó åêñòðåìàëüíèõ ôóíêöié, ÿêi ðåàëiçóþòü öþ âåëè÷èíó,

ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ïðè n ≥ 2m+ 1,m ≥ 0, ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Lm,n(B
a
m) = 1 + a ∀ a ∈ [0, 1].

Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Ba
m∣∣∣f̂n∣∣∣

1−
∣∣∣f̂m∣∣∣ ≤ 1 +

∣∣∣f̂m∣∣∣ ≤ 1 + a, (3.4)

à äëÿ ôóíêöié âèãëÿäó (3.3) ïðè |c| = a < 1 âñi öi ñïiââiäíîøåííÿ ïåðå-

òâîðþþòüñÿ â ðiâíîñòi. ßêùî æ a = 1, òî äëÿ ôóíêöié âèãëÿäó (3.3) ïåð-

øå ñïiââiäíîøåííÿ â (3.4) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ðiâíiñòü, çâiäêè ïðè |c| → 1

âèïëèâà¹, ùî Lm,n ≥ 2.

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî âñi âèùåíàâåäåíi ðåçóëüòàòè ïðî êîíñòàíòè Wm,n

i Lm,n ìîæíà ëåãêî îòðèìàòè ç îäíîãî çàãàëüíîãî òâåðäæåííÿ Î. Ñàñà

[98].
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Ðîçãëÿíåìî áàãàòîâèìiðíèé âèïàäîê.

Âèõîäÿ÷è ç äîáðå âiäîìîãî ôàêòó ïðî òå, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨

f ∈ B i áóäü-ÿêèõ ω ∈ D1 i z ∈ Dd ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä

f(ωz) =
∞∑
n=0

∑
|k|=n

f̂kz
k

ωn,

ïðè÷îìó |f(ωz)| ≤ 1, ëåãêî ïîêàçàòè (ç îãëÿäó íà îäíîâèìiðíèé âèïà-

äîê), ùî ∑
|k|=1

∣∣∣f̂k∣∣∣ ≤ 1−
∣∣∣f̂(0)

∣∣∣2 . (3.5)

Ç íåðiâíîñòi (3.5) i îäíîâèìiðíèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ ìóëüòèiíäåêñó n òà-

êîãî, ùî |n| = 1 âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

W0,n = 1. (3.6)

Ïèòàííÿ ïðî íåòðèâiàëüíi åêñòðåìàëüíi ôóíêöi¨, òîáòî ôóíêöi¨ ç óñiìà

÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, âiäìiííèìè âiä òîòîæíîãî íóëÿ â Dd, íà ÿêèõ

ðåàëiçó¹òüñÿ âåëè÷èíà W0,n â (3.6) äîñëiäèâ Ã. Êíåñå [49]. Çîêðåìà, âií

ïîêàçàâ, ùî ïðè d = 2 òàêèìè ¹ ôóíêöi¨ âèãëÿäó

f(z1, z2) = µ
az1 + bz2 − z1z2

1− bz1 − az2

, |µ| = |a|+ |b| = 1, (z1, z2) ∈ D2.

I. I. Áàâðií [9] ïîêàçàâ, ùî ðiâíiñòü (3.6) ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî

ìóëüòèiíäåêñó n òàêîãî, ùî 0 ≤ nj ≤ 1, j = 0, . . . , d i |n| ≥ 1.

Ã. Áîàñ i Ä. Õàâiíñîí (äèâ. äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 â [14]) äîïîâíèëè

ñïiââiäíîøåííÿ (3.5) ïîêàçàâøè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n∑
|k|=n

∣∣∣f̂k∣∣∣2
1/2

≤ 1−
∣∣∣f̂(0)

∣∣∣2 , (3.7)

öèì ñàìèì íèìè äîâåäåíî ðiâíiñòü (3.6) äëÿ áóäü-ÿêîãî ìóëüòèiíäåêñó n,

âiäìiííîãî âiä 0.
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Åëåìåíòàðíå äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (3.7), à âiäòàê i ðiâíîñòi (3.6), ÿêå

áàçó¹òüñÿ íà ïîíÿòòi îïåðàòîðà ñòèñêó â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, äàëè

Â. I. Ïàóëñåí, Ã. Ïîïåñêó i Ä. Ñiíãõ [79].

Íåõàé RB = RB(Dd) := {f ∈H (Dd) : Re f ≤ 1, f(0) > 0}.
Âèêîðèñòîâóþ÷è iäå¨ äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (3.7) ç [14] òà îäíi¹¨

íåðiâíîñòi ç [79] (äèâ. äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1.1), ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äëÿ

áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ RB i áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n∑
|k|=n

∣∣∣f̂k∣∣∣2
1/2

≤ 2
(

1− f̂(0)
)
.

Çâiäñè äëÿ áóäü-ÿêîãî ìóëüòèiíäåêñó n, |n| > 0, âèïëèâàþòü ðiâíîñòi

L0,n = L0,n(RB) = 2.

Íåõàé n ∈ N. Ïîçíà÷èìî N(n) := N \ {j > n : j = 0 modn} i

BN(n) :=

f ∈ B(Dd) : f(z) = f̂(0) +
∑
j∈N(n)

∑
|k|=j

f̂kz
k, z ∈ Dd

 ,

äå zk := zk11 · · · z
kd
d .

Çðîçóìiëî, ùî êëàñ BN(n) âêëþ÷à¹ â ñåáå êëàñ "òðèêóòíèõ" àëãåáðà-

¨÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ P∆
n := {f ∈ B(Dd) : f(z) =

∑
|k|≤n f̂kz

k}, à ïåðåòèí

∩n∈NBN(n) óòâîðþ¹ êëàñ

BΠ :=

f ∈ B(Dd) : f(z) = f̂(0) +
∑
p∈Π

∑
|k|=p

f̂kz
k, z ∈ Dd

 ,

äå Π � ìíîæèíà ïðîñòèõ ÷èñåë.

Ë. À. Àéçåíáåðã i À. Âiäðàñ [1] ïîêàçàëè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ìóëüòè-

iíäåêñó n òàêîãî, ùî |n| = n

L0,n(P∆
n ) = L0,n(BN(n)) = 1 ∀ n ∈ N (3.8)
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i äëÿ áóäü-ÿêîãî ìóëüòèiíäåêñó n, òàêîãî, ùî |n| ∈ Π,

L0,n(BΠ) = 1.

Â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó ðiâíiñòü L0,n(P
∆
n ) = 1 âïåðøå áóëà äîâåäåíà

Ð. Ñ. Âiññåðîì [25], i íèì æå ïîêàçàíî, ùî åêñòðåìàëüíèìè ìíîãî÷ëåíàìè,

íà ÿêèõ ðåàëiçó¹òüñÿ âåëè÷èíà L0,n(P
∆
n ), ¹ òiëüêè ìíîãî÷ëåíè âèãëÿäó

f(z) = a+ bzn, |a|+ |b| = 1.

3.1.1 Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Ç îãëÿäó íà âèùåíàâåäåíi ðåçóëüòàòè çäà¹òüñÿ, ùî êîíñòàíòèWm,n i Lm,n

ó âèïàäêó äîâiëüíî¨ ïàðè ìóëüòèiíäåêñiâ m i n çàëèøàòüñÿ òàêèìè æ,

ÿê i â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó. Ïîêàæåìî, ùî öå íå òàê äëÿ êîíñòàíò

Lm,n ïðè d ≥ 2, à ñàìå, ùî âåëè÷èíè öèõ êîíñòàíò çàëåæàòü âiä òîãî, ÿê

ñïiââiäíîñÿòüñÿ ìiæ ñîáîþ êîìïîíåíòè ìóëüòèiíäåêñiâ m i n.

Òåîðåìà 3.1.1 . Íåõàé d ∈ N, m i n � ðiçíi ìóëüòèiíäåêñè. Òîäi:

1) ÿêùî â ìóëüòèiíäåêñi n ¹ õî÷à á îäíà êîìïîíåíòà nj, ÿêà çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó nj ≥ 2mj + 1, òî

Wm,n = 1;

2) ÿêùî d ≥ 2, à â ìóëüòèiíäåêñi n ¹ õî÷à á îäíà êîìïîíåíòà nj, ÿêà

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó nj ≥ 2mj + 1, i îäíà êîìïîíåíòà ni, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó ni ≤ (mi − 1)/2, òî

Lm,n = 1;

3) ÿêùî ìóëüòèiíäåêñ n çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó nj ≥ mj, j = 1, . . . , d i

õî÷à á äëÿ îäíi¹¨ êîìïîíåíòè ni âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ni ≥ 2mi + 1, òî

Lm,n = 2.
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Çàóâàæåííÿ 3.1.1 . Ç ðiâíîñòi Wm,n = 1 â ñèëó òîãî, ùî supm

∣∣∣f̂m∣∣∣ ≤
1, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ B(Dd) i ρ ∈ [0, 2] âèïëèâà¹ îöiíêà

ρ
∣∣∣f̂m∣∣∣+

∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤ 1 + ρ
∣∣∣f̂m∣∣∣− ∣∣∣f̂m∣∣∣2 ≤

≤ max{1 + ρx− x2 : x ∈ [0, 1]} = 1 +
ρ2

4
. (3.9)

Öiêàâèì âèäà¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî òå, êîëè öi ñïiââiäíîøåííÿ ïåðåòâî-

ðþþòüñÿ â ðiâíîñòi.

Äàíå ïèòàííÿ ðîçâ'ÿçàíî â [98] äëÿ îäíîâèìiðíîãî âèïàäêó: ïðè d = 1,

0 ≤ ρ < 2 i n ≥ 2m + 1, m ≥ 0, ðiâíîñòi â (3.9) ìàþòü ìiñöå òiëüêè äëÿ

ôóíêöié

µ
ρzm + 2ηzn

ρηzn−m + 2
= µ

ρ

2
zm + µη

(
1− ρ2

4

)
zn + . . . , |µ| = |η| = 1.

Ó âèïàäêó ρ = 1, öåé ôàêò ðàíiøå áóâ âñòàíîâëåíèé Ä. Ïîìïåÿ [81] (äèâ.

òàêîæ [53, ñ. 26]).

Â áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó ìàþòü ìiñöå òàêi òâåðäæåííÿ, ÿêi âèïëè-

âàþòü ç òåîðåìè 3.1.1.

Íàñëiäîê 3.1.1 . Çà óìîâ ïóíêòó 2) òåîðåìè 3.1.1 ñïðàâäæó¹òüñÿ

ðiâíiñòü

max
{∣∣∣f̂m∣∣∣+

∣∣∣f̂n∣∣∣ : f ∈ B(Dd)
}

= 1. (3.10)

Ìàêñèìóì â (3.10) äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ ôóíêöi¨ f(z) = azm +

bzn, |a|+ |b| = 1.

Íàñëiäîê 3.1.2 . Çà óìîâ ïóíêòó 3) òåîðåìè 3.1.1 äëÿ áóäü-ÿêîãî ρ ∈
[0, 2) ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

max
{
ρ
∣∣∣f̂m∣∣∣+

∣∣∣f̂n∣∣∣ : f ∈ B(Dd)
}

= 1 +
ρ2

4
. (3.11)
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Ìàêñèìóì â (3.11) äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ ôóíêöi¨

f(z) = µ
ρzm + 2ηzn

ρηzn−m + 2
= µ

ρ

2
zm + µη

(
1− ρ2

4

)
zn + . . . , |µ| = |η| = 1,

(3.12)

äå n−m := (n1 −m1, . . . , nd −md).

Çàóâàæåííÿ 3.1.2 . Íåõàé, íàïðèêëàä, ó íàñëiäêó 3.1.1m = (1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
d−1

),

n = (0, 1, 0, . . . , 0) i f � ÿêà-íåáóäü iíøà åêñòðåìàëüíà ôóíêöiÿ â (3.10).

Òîäi çãiäíî ç (3.5) äëÿ áóäü-ÿêîãî ìóëüòèiíäåêñó k, |k| = 1, âiäìiííîãî

âiä m i n, ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi f̂(0) = f̂k = 0, òîáòî

f(z) = f̂mz
m + f̂nz

n +
∞∑
ν=2

∑
|k|=ν

f̂kz
k, z ∈ Dd.

Íàñëiäîê 3.1.3 . Çà óìîâ ïóíêòó 3) òåîðåìè 3.1.1 ñïðàâäæó¹òüñÿ

ðiâíiñòü

Lm,n(Ba
m) = 1 + a ∀ a ∈ [0, 1].

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Zd+ ìíîæèíó âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ ç d íåâiä'ì-

íèõ öiëèõ ÷èñåë i äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ B ïîêëàäåìî f̂k = 0, ÿêùî k ∈ Zd\Zd+.
Äëÿ äàíèõ ìóëüòèiíäåêñiâ m,n ∈ Zd+ ðîçãëÿíåìî êëàñ ôóíêöié

Bm,n = Bm,n(Dd) :=
{
f ∈ B(Dd) : f̂kn−(k−1)m = 0 ∀ k ∈ N \ {1}

}
,

äå kn := (kn1, . . . , knd).

Çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó, êîëè ìóëüòèiíäåêñè m i n çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè ïóíêòó 2) òåîðåìè 3.1.1, êëàñè B i Bm,n çáiãàþòüñÿ i ïðè öüîìó

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Bm,n, çãiäíî ç íàñëiäêîì 3.1.1, ñïðàâäæó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü
∣∣∣f̂m∣∣∣+

∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤ 1.
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Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹, ùî òàêà íåðiâíiñòü íà êëàñi Bm,n ìà¹

ìiñöå i â ðåøòi âèïàäêiâ.

Òåîðåìà 3.1.2 . Íåõàé d ∈ N i m,n � ðiçíi ìóëüòèiíäåêñè. ßêùî â

ìóëüòèiíäåêñi n ¹ õî÷à á îäíà êîìïîíåíòà nj, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

nj ≥ 2mj + 1, òî

max
{∣∣∣f̂m∣∣∣+

∣∣∣f̂n∣∣∣ : f ∈ Bm,n

}
= 1

i

Lm,n(Bm,n) = 1.

Åêñòðåìàëüíèìè ôóíêöiÿìè, íà ÿêèõ ðåàëiçîâóþòüñÿ äàíi âåëè÷èíè

¹, çîêðåìà, ôóíêöi¨ f(z) = azm + bzn, |a|+ |b| = 1.

Ó âèïàäêó, êîëè d = 1 i m = 0, òåîðåìà 3.1.2 çáiãà¹òüñÿ ç ðåçóëüòàòîì

Ë. À. Àéçåíáåðãà i À. Âiäðàñà [1] (äèâ. ðiâíîñòi (3.8)), îñêiëüêè ó öüîìó

âèïàäêó B0,n = BN(n). Ïðè d ≥ 2, m = 0 i n = |n| ìà¹ ìiñöå ñòðîãå
âêëþ÷åííÿ BN(n) ⊂ B0,n, âiäòàê òåîðåìà 3.1.2 ìiñòèòü ðiâíîñòi (3.8).

3.1.2 Äîâåäåííÿ òåîðåì

Äîâåäåííÿ òåîðåì 3.1.1 i 3.1.2  ðóíòóþòüñÿ íà òàêîìó òâåðäæåííi, íå

ïîçáàâëåíîìó é ñàìîñòiéíîãî iíòåðåñó.

Ëåìà 3.1.1 . Íåõàé d ∈ N, f ∈ B(Dd) i m ∈ Zd+. ßêùî n � ìóëüòèií-

äåêñ, â ÿêîìó õî÷à á îäíà êîìïîíåíòà nj çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó nj ≥ 2mj+1,

òî ôóíêöiÿ fm,n, âèçíà÷åííà â êðóçi D1 çà ïðàâèëîì

fm,n(z) = f̂m + f̂nz +
∞∑
k=2

f̂kn−(k−1)mz
k, (3.13)

íàëåæèòü êëàñîâi B(D1).
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Çàçíà÷èìî, ùî êîíñòðóêöi¨ òèïó ôóíêöi¨ fm,n ÷àñòî íàçèâàþòü äiàãî-

íàëüíèìè ôóíêöiÿìè. ßê ñêàçàíî â [116, ñ. 214], âïåðøå òàêå ïåðåòâîðåí-

íÿ âèêîðèñòàâ, ìàáóòü, À. Ïóàíêàðå [83, ñ. 245] ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó

(âiäïîâiäà¹ íàøîìó âèïàäêó ïðè m = 0).

Îñíîâíà çíà÷óùiñòü äiàãîíàëüíèõ ïåðåòâîðåíü ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié

áàãàòüîõ çìiííèõ, ÿê öå âiäîáðàæåíî â ÷èñëåííèõ ðîáîòàõ (äèâ. áiáëiî-

ãðàôiþ â [116]), ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî òàêi ïåðåòâîðåííÿ çáåðiãàþòü îñíîâíi

(íàéñóòò¹âiøi) âëàñòèâîñòi ôóíêöié, ÿêèìè âîíè ïîðîäæóþòüñÿ. Â íà-

øîìó âèïàäêó òàêîþ âëàñòèâiñòþ ¹ çîáðàæåííÿ ôóíêöié êëàñó B(Dd) ó

âèãëÿäi êðàòíîãî iíòåãðàëà Ïóàññîíà (äèâ. ôîðìóëó (3.17)).

Äîâåäåííÿ ëåìè. Äîáðå âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [42, ñ. 476]), ùî

êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ B(Dd) ìà¹ ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ (ÿêi áóäåìî ïîçíà÷àòè

òàê ñàìî ÷åðåç f) âçäîâæ íåäîòè÷íèõ øëÿõiâ ìàéæå ó âñiõ òî÷êàõ òîðó

Td, à äëÿ êîåôiöi¹íòiâ f̂k ñïðàâäæó¹òüñÿ ôîðìóëà Êîøi∫
Td
f(w)wkdσ(w) = f̂k, k ∈ Zd, (3.14)

äå w := (w1, . . . , wd).

Îñêiëüêè
∣∣∣f̂k∣∣∣ ≤ 1 ∀ k ∈ Zd, òî ñóìà ðÿäó â ïðàâié ÷àñòèíi (3.13) ¹

ãîëîìîðôíîþ ôóíêöi¹þ çìiííî¨ z â êðóçi D1. Äàëi çãiäíî ç (3.14) äëÿ

áóäü-ÿêîãî z ∈ D1

fm,n(z) =

∫
Td
f(w)wm(1 + wn−mz + w2(n−m)z2 + · · · )dσ(w), (3.15)

à â ñèëó òîãî, ùî (k + 1)m − kn ∈ Zd \ Zd+ ∀ k ∈ N i wmwk(n−m) =

w(k+1)m−kn, ìà¹ìî:

0 =

∫
Td
f(w)wm(wn−mz + w2(n−m)z2 + · · · )dσ(w). (3.16)

Äîäàâøè ðiâíîñòi (3.15) i (3.16), îäåðæèìî
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fm,n(z) =

∫
Td
f(w)wm

(
1 + 2 Re

(
wn−mz + w2(n−m)z2 + · · ·

))
dσ(w) =

=

∫
Td
f(w)wm

(
1 + 2 Re

wn−mz

1−wn−mz

)
dσ(w) =

=

∫
Td
f(w)wm 1− |z|2

|1−wn−mz|2
dσ(w). (3.17)

Çâiäñè âèïëèâà¹ îöiíêà

|fm,n(z)| ≤
∫
Td
|f(w)| 1− |z|2

|1−wn−mz|2
dσ(w) ≤

≤
∫
Td

1− |z|2

|1−wn−mz|2
dσ(w) = 1,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1.1. Çà óìîâ êîæíîãî ç ïóíêòiâ 1) � 3) âèêî-

íóþòüñÿ óìîâè ëåìè. Òîìó çàñòîñóâàâøè äî äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ B(Dd)

äiàãîíàëüíå ïåðåòâîðåííÿ fm,n, îäåðæèìî ôóíêöiþ êëàñó B(D1) ç íóëüî-

âèì i ïåðøèì êîåôiöi¹íòàìè Òåéëîðà, ðiâíèìè f̂m i f̂n âiäïîâiäíî.

Îòæå, äëÿ öèõ êîåôiöi¹íòiâ, ÿê êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà ôóíêöi¨ êëàñó

B(D1), ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤ 1−

∣∣∣f̂m∣∣∣2.
Çâiäñè, â ñèëó äîâiëüíîñòi f , âèïëèâàþòü íåðiâíîñòiWm,n ≤ 1 i Lm,n ≤

2.

Ç äðóãîãî áîêó, íà ïðèêëàäi ôóíêöi¨ f(z) = zn áà÷èìî, ùî Wm,n ≥ 1.

Òàêèì ÷èíîì Wm,n = 1.

Äëÿ äîâåäåííÿ ïóíêòó 2) äîñèòü çàóâàæèòè, ùî â ðîçêëàäi (3.13) âè-

êîíóþòüñÿ ðiâíîñòi f̂kn−(k−1)m = 0 äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ k ≥ 2. Îòæå,

äiàãîíàëüíà ôóíêöiÿ fm,n ìà¹ âèãëÿä

fm,n(z) = f̂m + f̂nz. (3.18)
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Òîìó çãiäíî ç ëåìîþ ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü 1 ≥ supz∈D1 |fm,n(z)| =∣∣∣f̂m∣∣∣+∣∣∣f̂n∣∣∣. Îòæå, Lm,n = 1, îñêiëüêè çàâæäè ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü Lm,n ≥
Wm,n ≥ 1.

Äëÿ äîâåäåííÿ ïóíêòó 3) äîñèòü îòðèìàòè îöiíêó çíèçó Lm,n ≥ 2. Ç

öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f , îçíà÷åíó çà ïðàâèëîì (3.12).

Îñêiëüêè nj ≥ mj, j = 1, 2, . . . , d, òî f ∈ B ïðè ρ ∈ [0, 2) i

Lm,n ≥

∣∣∣f̂n∣∣∣
1−

∣∣∣f̂m∣∣∣ = 1 +
ρ

2
→ 2, ρ→ 2−,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1.2.Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Bm,n

¨¨ äiàãîíàëüíà ôóíêöiÿ fm,n ìà¹ âèãëÿä (3.18), òî çà ëåìîþ ñïðàâäæóþ-

òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ 1 ≥ supz∈D1 |fm,n(z)| =
∣∣∣f̂m∣∣∣ +

∣∣∣f̂n∣∣∣, ÿêi äëÿ ôóíêöi¨
f(z) = azm + bzn, |a|+ |b| = 1, ïåðåòâîðþþòüñÿ â ðiâíîñòi.



83

3.2 Åêñòðåìàëüíà çàäà÷à Ïîìïåÿ�Ëàíäàó�Ñàñà äëÿ

îáìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié â áiêðóçi

Íåõàé B � êëàñ ôóíêöié f , ãîëîìîðôíèõ â êðóçi D := {z ∈ C : |z| < 1},
äëÿ ÿêèõ supz∈D |f(z)| ≤ 1 i íåõàé

f̂k :=
f (k)(0)

k!
, k = 0, 1, 2, . . . ,

� êîåôiöi¹íòè Òåéëîðà ôóíêöi¨ f .

Ä. Ïîìïåé [81] ïîêàçàâ, ùî

max
{∣∣∣f̂0

∣∣∣+
∣∣∣f̂1

∣∣∣ : f ∈ B
}

=
5

4
,

à ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ¹äèíî¨ ç òî÷íiñòþ äî óíiìîäóëÿðíîãî ìíî-

æíèêà ôóíêöi¨

f(z) =
2z + 1

z + 2
=

1

2
+

3

4
z + . . . .

Å. Ëàíäàó [52] óçàãàëüíèâ öåé ðåçóëüòàò, ïîêàçàâøè, ùî äëÿ áóäü-

ÿêîãî öiëîãî n ≥ 0

max

{∣∣∣∣∣
n∑
k=0

f̂k

∣∣∣∣∣ : f ∈ B

}
= Gn := 1 +

n∑
k=1

(
(2k − 1)!!

(2k)!!

)2

, (3.19)

äå äðóãèé äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi ïðè n = 0 ïîêëàäà¹òüñÿ ðiâíèì

íóëþ.

Ìàêñèìóì â (3.19) äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ¹äèíî¨ ç òî÷íiñòþ äî óíiìîäóëÿð-

íîãî ìíîæíèêà ε, |ε| = 1, ôóíêöi¨

f(z) =

zn +
n∑
k=1

(2k − 1)!!

(2k)!!
zn−k

1 +
n∑
k=1

(2k − 1)!!

(2k)!!
zk

.

Çãîäîì Î. Ñàñ [98] óçàãàëüíèâ ðåçóëüòàò Å. Ëàíäàó, ïîêàçàâøè, ùî

äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî n ≥ 0 i äîâiëüíî¨ ïàðè êîìïëåêñíèõ ïîñëiäîâíîñòåé
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{λj}nj=0 òà {µj}nj=0, ïîâ'ÿçàíèõ ñèñòåìîþ ðiâíîñòåé

µk =
n−k∑
j=0

λjλn−k−j, k = 0, 1, . . . , n, (3.20)

sup

{∣∣∣∣∣
n∑
k=0

µkf̂k

∣∣∣∣∣ : f ∈ B

}
≤

n∑
k=0

|λk|2, (3.21)

ÿêå çà óìîâè, ùî ìíîãî÷ëåí Pn(z) :=
∑n

k=0 λkz
k íå ìà¹ êîðåíiâ â çà-

ìêíåíîìó êðóçi D ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ðiâíiñòü, à ñóïðåìóì ïðè öüîìó äî-

ñÿãà¹òüñÿ äëÿ ¹äèíî¨ ç òî÷íiñòþ äî óíiìîäóëÿðíîãî ìíîæíèêà ôóíêöi¨

f(z) =

znPn

(
1

z

)
Pn(z)

.

Ðåçóëüòàò Î. Ñàñà áåç ïåðåáiëüøåííÿ ìîæíà ââàæàòè íàéçíà÷óùèì â

ïèòàííÿõ îöiíîê ëiíiéíèõ ñåðåäíiõ ðÿäiâ Òåéëîðà, êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà,

ïîõiäíèõ âèùèõ ïîðÿäêiâ ôóíêöié êëàñó B, òîùî.

Ïiäòâåðäèìî öi ñëîâà äîâåäåííÿì òàêîãî

Òâåðäæåííÿ 3.2.1 . Äëÿ áóäü-ÿêèõ öiëèõ m i n òàêèõ, ùî m ≥ 0,

n ≥ 2m+ 1, ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

Wm,n := sup


∣∣∣f̂n∣∣∣

1−
∣∣∣f̂m∣∣∣2 : f ∈ B

 = 1,

Lm,n := sup


∣∣∣f̂n∣∣∣

1−
∣∣∣f̂m∣∣∣ : f ∈ B

 = 2.

Çàóâàæèìî, ùî ÷èñëà W0,n i L0,n � öå òî÷íi êîíñòàíòè â íåðiâíîñòÿõ∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤ 1−
∣∣∣f̂0

∣∣∣2 i
∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤ 2

(
1−

∣∣∣f̂0

∣∣∣) ,
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ïåðøà ç ÿêèõ âiäîìà, ÿê íåðiâíiñòü Âiíåðà, à äðóãà � ÿê íåðiâíiñòü Ëàíäàó

[15, 53, p. 34].

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî òâåðäæåííÿ 3.2.1 ¹ âiäîìèì. Äåòàëüíi iñòîðè÷íi

êîìåíòàði äî íüîãî ìîæíà çíàéòè â [95].

Äîâåäåííÿ. Ïiäëàøòó¹ìî ñïî÷àòêó ñïiââiäíîøåííÿ (3.21) äî íàøèõ

ïîòðåá. Ç öi¹þ ìåòîþ âiçüìåìî â (3.20) µ0 = µ1 = . . . = µm−1 = µm+1 =

. . . µn−1 = 0, µm = ρ, ρ ≥ 0, i µn = 1. Íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

ïîñëiäîâíiñòü λ0 = 1, λ1 = λ2 = . . . = λn−m−1 = λn−m+1 = . . . = λn = 0,

λn−m = ρ/2 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (3.20) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè n ≥
2m + 1. Îñêiëüêè ìíîãî÷ëåí z 7→ 1 + ρzn−m/2 ïðè 0 ≤ ρ < 2 íå ìà¹

êîðåíiâ â D, òî ñïiââiäíîøåííÿ (3.21) ó öüîìó âèïàäêó íàáóäå âèãëÿäó

max
{
ρ
∣∣∣f̂m∣∣∣+

∣∣∣f̂n∣∣∣ : f ∈ B
}

= 1 +
ρ2

4
, 0 ≤ ρ < 2, (3.22)

äå ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨

f(z) = zm
2zn−m + ρ

ρzn−m + 2
=
ρ

2
zm +

(
1− ρ2

4

)
zn + . . . .

Äëÿ îöiíîê çâåðõó âåëè÷èí Wm,n i Lm,n âiçüìåìî äîâiëüíó ôóíêöiþ

f ∈ B, âiäìiííó âiä àëãåáðà¨÷íîãî ìíîãî÷ëåíà áóäü-ÿêîãî ñòåïåíÿ ≤ m.

Òîäi çãiäíî ç (3.22) ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤ 1 +
ρ2

4
− ρ

∣∣∣f̂m∣∣∣ ∀ n ≥ 2m+ 1,m ∈ Z+.

Ñïðÿìóâàâøè òåïåð ρ→ 2
∣∣∣f̂m∣∣∣ (öå çàêîííî, îñêiëüêè ∣∣∣f̂m∣∣∣ ≤ 1), îòðèìà-

¹ìî îöiíêó ∣∣∣f̂n∣∣∣
1−

∣∣∣f̂m∣∣∣2 ≤ 1 ∀ n ≥ 2m+ 1,m ∈ Z+,

à ÿêùî ñïðÿìó¹ìî ρ→ 2, òî é îöiíêó∣∣∣f̂n∣∣∣
1−

∣∣∣f̂m∣∣∣ ≤ 2 ∀ n ≥ 2m+ 1,m ∈ Z+.
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Ó âèïàäêó, êîëè f(z) =
∑l

k=0 akz
k, l < m, îñòàííi ñïiââiäíîøåííÿ ñëiä

ðîçóìiòè ÿê 0/0 = 1.

Òàêèì ÷èíîì, â ñèëó äîâiëüíîñòi f äîâåäåíî îöiíêè çâåðõó: Wm,n ≤ 1

i Lm,n ≤ 2.

Äëÿ îöiíîê çíèçó ðîçãëÿíåìî ñiì'þ ôóíêöié {fa}0<a<1, äå

fa(z) = zm
z + a

az + 1
= azm + (1− a2)

∞∑
k=m+1

(−a)k−m−1zk.

Çðîçóìiëî, ùî fa ∈ B i (̂fa)m = a, (̂fa)n = (1− a2)(−a)n−m−1.

Îòæå,

Wm,n ≥

∣∣∣(̂fa)n∣∣∣
1−

∣∣∣(̂fa)m∣∣∣2 = an−m−1

i

Ln ≥

∣∣∣(̂fa)n∣∣∣
1−

∣∣∣(̂fa)m∣∣∣ = (1 + a)an−m−1.

Ñïðÿìóâàâøè òåïåð a→ 1, îòðèìà¹ìî ïîòðiáíi îöiíêè çíèçó.

Äàíèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî îòðèìàííþ àíàëîãiâ íàâåäåíèõ

ðåçóëüòàòiâ ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó.

Íåõàé D2 := D × D = {(z1, z2) ∈ C2 : |z1| < 1, |z2| < 1} � îäè-

íè÷íèé áiêðóã, T2 := {(z1, z2) ∈ C2 : |z1| = |z2| = 1} � êiñòÿê áiêðó-

ãà D2, B(D2) � êëàñ ôóíêöié f , ãîëîìîðôíèõ â áiêðóçi D2, äëÿ ÿêèõ

sup(z1,z2)∈D2 |f(z1, z2)| ≤ 1 i íåõàé

f̂k,l :=
1

k! l!

∂k+lf

∂zk1∂z
l
2

(0, 0)

� êîåôiöi¹íòè Òåéëîðà ôóíêöi¨ f .
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Åêñòðåìàëüíîþ çàäà÷åþ Ïîìïåÿ�Ëàíäàó�Ñàñà äëÿ áiêðóãà íàçèâàòè-

ìåìî åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó ïðî îá÷èñëåííÿ òî÷íîãî çíà÷åííÿ âåëè÷èíè

sup


∣∣∣∣∣∣
∑

(k,l)∈γ

µk,lf̂k,l

∣∣∣∣∣∣ : f ∈ X

 ,

äå {µk,l} � äâîêðàòíà êîìïëåêñíà ïîñëiäîâíiñòü, γ � äåÿêà ñêií÷åííà

ïiäìíîæèíà Z2
+, à X � äåÿêèé ïiäêëàñ B(D2), à òàêîæ çàäà÷ó ïðî çíàõî-

äæåííÿ åêñòðåìàëüíèõ åëåìåíòiâ, íà ÿêèõ äîñÿãà¹òüñÿ öÿ òî÷íà âåðõíÿ

ìåæà.

Ó âèïàäêó, êîëè γ ¹ òðèêóòíîþ îáëàñòþ â Z2
+, òîáòî γ = {(k, l) : k, l ≥

0, k + l ≤ n}, n ∈ N, ðîçâ'ÿçàííÿ åêñòðåìàëüíî¨ çàäà÷i Ïîìïåÿ�Ëàíäàó�
Ñàñà â áiêðóçi çâîäèòüñÿ äî îäíîâèìiðíîãî âèïàäêó [95].

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ íàäà¹ îäíó ç òàêèõ íîâèõ ìîæëèâîñòåé.

Òâåðäæåííÿ 3.2.2 . Íåõàé f ∈ B(D2). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëü-

íèõ p, q ôóíêöiÿ

g(z) =
∞∑
ν=0

f̂νp,νqz
ν, z ∈ D,

íàëåæèòü êëàñîâi B.

Öå òâåðäæåííÿ äëÿ îáìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié â ïîëiêðóçiDm,m ≥
2, äîâåäåíî â [63]. Òóò íàâåäåíî åëåìåíòàðíå äîâåäåííÿ äëÿ çðó÷íîñòi.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî r ∈ (0, 1) i z ∈ D. Îñêiëüêè çà ôîðìóëîþ

Êîøi äëÿ êîåôiöi¹íòiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [112, ñ. 47])

1

4π2

∫
T

∫
T
f(rw1, rw2) (wp

1w
q
2)
ν dw1

w1

dw2

w2
=

=


r(p+q)ν f̂νp,νq, ν = 0, 1, 2, . . . ,

0, ν = −1,−2, . . .

,
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òî äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ D ñïðàâäæó¹òüñÿ íèçêà ðiâíîñòåé

g(rp+qz) =
∞∑
ν=0

f̂νp,νqr
(p+q)νzν =

=
1

4π2

∫
T

∫
T
f(rw1, rw2)

∞∑
ν=0

(wp
1w

q
2z)ν

dw1

w1

dw2

w2
= (3.23)

=
1

4π2

∫
T

∫
T
f(rw1, rw2)

( ∞∑
ν=0

(wp
1w

q
2z)ν +

∞∑
ν=1

(wp
1w

q
2z)−ν

)
dw1

w1

dw2

w2
=

=
1

4π2

∫
T

∫
T
f(rw1, rw2)

1− |z|2

|1− wp
1w

q
2z|2

dw1

w1

dw2

w2
.

Ç (3.23) â ñèëó äîâiëüíîñòi r âèïëèâà¹ ãîëîìîðôíiñòü ôóíêöi¨ g, à ç

îñòàííüî¨ ðiâíîñòi îöiíêà

|g(z)| ≤ 1

4π2

∫
T

∫
T
|f(rw1, rw2)|

1− |z|2

|1− wp
1w

q
2z|2
|dw1dw2| ≤

≤ 1

4π2

∫
T

∫
T

1− |z|2

|1− wp
1w

q
2z|2
|dw1dw2| = 1.

Òàêèì ÷èíîì g ∈ B.

Íàïðèêëàä, ç ðiâíîñòi (3.19) i òâåðäæåííÿ 3.2.2 îäðàçó âèïëèâà¹ òàêèé

Íàñëiäîê 3.2.1 . Äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî n ≥ 0 i íàòóðàëüíèõ p, q

max

{∣∣∣∣∣
n∑
ν=0

f̂νp,νq

∣∣∣∣∣ : f ∈ B(D2)

}
= Gn,

à ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨

f(z1, z2) =

(zp1z
q
2)n +

n∑
ν=1

(2ν − 1)!!

(2ν)!!
(zp1z

q
2)n−ν

1 +
n∑
ν=1

(2ν − 1)!!

(2ν)!!
(zp1z

q
2)ν

.
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Çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Ïîìïåÿ�Ëàíäàó�Ñàñà ó âèïàäêó, êîëè γ =

{(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} i µk,l = 2ρ1−l
1 ρ1−k

2 , µ1,1 = 1.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ¹ òàêà

Òåîðåìà 3.2.1 . Íåõàé ρ1, ρ2 ∈ C i |ρ1|+ |ρ2| < 1. Òîäi

max
{∣∣∣2(ρ1ρ2f̂0,0 + ρ1f̂1,0 + ρ2f̂0,1) + f̂1,1

∣∣∣ : f ∈ B(D2)
}

=

= |ρ1|2 + |ρ2|2 + 1.

Ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨

fρ1,ρ2(z1, z2) :=
ρ1z1 + ρ2z2 + z1z2

ρ1z2 + ρ2z1 + 1
=

= ρ1z1 + ρ2z2 + (1− |ρ1|2 − |ρ2|2)z1z2 + . . . .

Áåçïîñåðåäíüî ç òåîðåìè âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 3.2.2 . Ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

sup
{∣∣∣f̂1,0

∣∣∣+
∣∣∣f̂0,1

∣∣∣+
∣∣∣f̂1,1

∣∣∣ : f ∈ B0(D2)
}

=

= sup
{∣∣∣f̂1,0 + f̂0,1 + f̂1,1

∣∣∣ : f ∈ B0(D2)
}

=

= sup

{∣∣∣∣12 f̂0,0 + f̂1,0 + f̂0,1 + f̂1,1

∣∣∣∣ : f ∈ B(D2)

}
=

3

2
,

äå B0(D2) := {f ∈ B : f̂0,0 = 0}.
Òî÷íi âåðõíi ìåæi äîñÿãàþòüñÿ íà ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié {fρ1,ρ2}|ρ1|+|ρ2|<1.

Ñïðàâäi, ïîêëàâøè äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ B0(D2) ρ1 = λei(arg f̂1,1−arg f̂1,0)

i ρ2 = λei(arg f̂1,1−arg f̂0,1), 0 < λ < 1/2, ç òåîðåìè îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

2λ
(∣∣∣f̂1,0

∣∣∣+
∣∣∣f̂0,1

∣∣∣)+
∣∣∣f̂1,1

∣∣∣ ≤ 3

2
,
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ç ÿêîãî ïðè λ→ 1/2 âèïëèâà¹ ïîòðiáíà îöiíêà çâåðõó. Íåïîêðàùóâàíiñòü

òàêî¨ îöiíêè ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî íà ïðèêëàäi ïîñëiäîâíîñòi ôóí-

êöié {fρ1,ρ2}.
Òâåðäæåííÿ íàñëiäêó 3.2.2 öiêàâî ïîðiâíÿòè ç ðiâíiñòþ, ÿêà áåçïîñå-

ðåäíüî âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi Ä. Ïîìïåÿ (3.19) â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó:

max
{∣∣∣f̂0,0 + f̂1,0 + f̂0,1 + f̂1,1

∣∣∣ : f ∈ B(D2)
}

=
25

16
,

äå ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨

f(z1, z2) =
2z1 + 1

z1 + 2
· 2z2 + 1

z2 + 2
=

=
1

4
+

3

8
z1 +

3

8
z2 +

9

16
z1z2 + . . . .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè. Âiçüìåìî äîâiëüíó ôóíêöiþ f ∈ B(D2) ç ìi-

ðîþ σ(w) i ÷èñëî r ∈ (0, 1). Òîäi çà ôîðìóëîþ Êîøi

2
(
ρ1ρ2f̂0,0 + rρ1f̂1,0 + rρ2f̂0,1

)
+ r2f̂1,1 =

=

∫
T

∫
T
f(rw1, rw2) (2(ρ1ρ2 + ρ1w1 + ρ2w2) + w1w2) dσ(w1)dσ(w2) =

=

∫
T

∫
T
f(w1, w2)w1w2K(ρ2w1, ρ1w2)dσ(w1)dσ(w2), (3.24)

äå

K(ρ2w1, ρ1w2) := 2(ρ1ρ2w1w2 + ρ1w2 + ρ2w1) + 1.

Îñêiëüêè∫
T

∫
T
f(rw1, rw2)w1w2(ρ

2
1w

2
2 + ρ2

2w
2
1)dσ(w1)dσ(w2) = 0,

òî âèðàçK(ρ2w1, ρ1w2) â iíòåãðàëi (3.24) ìîæíà çàìiíèòè íàK(ρ2w1, ρ1w2)+

ρ2
1w

2
2 + ρ2

2w
2
1, íå çìiíèâøè ïðè öüîìó çíà÷åííÿ ñàìîãî iíòåãðàëó.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

K(ρ2w1, ρ1w2) + ρ2
1w

2
2 + ρ2

2w
2
1 = (ρ1w2 + ρ2w1 + 1)2.
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Òîìó

2
(
ρ1ρ2f̂0,0 + rρ1f̂1,0 + rρ2f̂0,1

)
+ r2f̂1,1 =

=

∫
T

∫
T
f(rw1, rw2)w1w2(ρ1w2 + ρ2w1 + 1)2dσ(w1)dσ(w2).

Çâiäñè çà ðiâíiñòþ Ïàðñåâàëÿ îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü∣∣∣2(ρ1ρ2f̂0,0 + rρ1f̂1,0 + rρ2f̂0,1) + r2f̂1,1

∣∣∣ ≤
≤ 2

∫
T

∫
T
|ρ1w2 + ρ2w1 + 1|2dσ(w1)dσ(w2) =

= 2(|ρ1|2 + |ρ2|2 + 1). (3.25)

Îñêiëüêè ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (3.25) íå çàëåæèòü âiä r, òî âîíà

ìà¹ ìiñöå i ïðè r = 1.

Ñïiââiäíîøåííÿ (3.25) ¹ íåïîêðàùóâàíèìè. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

fρ1,ρ2(z1, z2) =
ρ1z1 + ρ2z2 + z1z2

ρ1z2 + ρ2z1 + 1
, |ρ1|+ |ρ2| < 1.

Îñêiëüêè |ρ1z2 +ρ2z1| ≤ |ρ1|+ |ρ2| < 1, òî |ρ1z2 +ρ2z1 +1| ≥ 1−|ρ1z2 +

ρ2z1| > 0 äëÿ âñiõ (z1, z2) ∈ D2. Îòæå, ôóíêöiÿ fρ1,ρ2 íå ìà¹ ïîëþñiâ â D2,

à òîìó ¹ ãîëîìîðôíîþ â D2.

Ç äðóãîãî áîêó, äëÿ âñiõ (z1, z2) ∈ T2

|fρ1,ρ2(z1, z2)| =
∣∣∣∣ρ1z1 + ρ2z2 + z1z2

ρ1z2 + ρ2z1 + 1

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣ρ1z2 + ρ2z1 + 1

ρ1z2 + ρ2z1 + 1

∣∣∣∣ = 1.

Òîìó çà ïðèíöèïîì ìàêñèìóìó fρ1,ρ2 ∈ B(D2).

Îá÷èñëèìî êîåôiöi¹íòè Òåéëîðà ôóíêöi¨ fρ1,ρ2:

(̂fρ1,ρ2)0,0 = fρ1,ρ2(0, 0) = 0,

(̂fρ1,ρ2)1,0 =
∂

∂z1
fρ1,ρ2(0, 0) = ρ1,
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(̂fρ1,ρ2)0,1 =
∂

∂z2
fρ1,ρ2(0, 0) = ρ2,

(̂fρ1,ρ2)1,1 =
∂2

∂z1∂z2
fρ1,ρ2(0, 0) = 1− |ρ1|2 − |ρ2|2.

Îòæå,

2
(
ρ1ρ2(̂fρ1,ρ2)0,0 + ρ1(̂fρ1,ρ2)1,0 + ρ2(̂fρ1,ρ2)0,1

)
+ (̂fρ1,ρ2)1,1 =

= 2(|ρ1|2 + |ρ2|2) + 1− |ρ1|2 − |ρ2|2 = |ρ1|2 + |ρ2|2 + 1.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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3.3 Òî÷íà îöiíêà çìiøàíî¨ ïîõiäíî¨ ãîëîìîðôíî¨ ôóí-

êöi¨ ïðîñòîðó Ãàðäi â ïîëiêðóçi

Îöiíêè ïîõiäíèõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié óòâîðþþòü îêðåìó ãðóïó åêñ-

òðåìàëüíèõ çàäà÷ ñó÷àñíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨. Â

ìîíîãðàôiÿõ [50, 7] íàâåäåíî áàãàòî ôàêòiâ i âåëèêó áiáëiîãðàôiþ ç öüîãî

ïèòàííÿ.

Îñòàííiì ÷àñîì ñïîñòåðiãà¹òüñÿ çíà÷íèé iíòåðåñ äî àíàëîãi÷íèõ äîñëi-

äæåíü ó âèïàäêó ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ÿêi ïåðåâàæíî

ñòîñóþòüñÿ îöiíîê òèïó Øâàðöà�Ïiêà [49, 117]. Íàãàäà¹ìî, ùî â îäíîâè-

ìiðíîìó âèïàäêó òàê íàçèâà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ∣∣∣f (n)(z)
∣∣∣ ≤ n!

1− |f(z)|2

(1− |z|2)n
(1 + |z|)n−1 ∀ z ∈ D, n ∈ N,

ÿêå ñïðàâäæó¹òüñÿ (äèâ. [6, 34]) äëÿ áóäü-ÿêî¨ ãîëîìîðôíî¨ â êðóçi D :=

{z ∈ C : |z| < 1} ôóíêöi¨ f òàêî¨, ùî supz∈D |f(z)| ≤ 1.

Ó äàíîìó ðîçäiëi äîâåäåíî òî÷íó îöiíêó çìiøàíî¨ ïîõiäíî¨ ãîëîìîð-

ôíî¨ ôóíêöi¨ ç ïðîñòîðó Ãàðäi H1 â ïîëiêðóçi.

Âèõiäíèì ïóíêòîì äîñëiäæåíü ñòàâ ðåçóëüòàò À. Ìàêåíòàéðà i Â. Ðî-

ãîçèíñüêîãî [58] (äèâ. òàêîæ [59, ñ. 306], [30, ñ. 518]), ÿêi äîâåëè, ùî äëÿ

áóäü-ÿêî¨ ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ f ç ïðîñòîðó Ãàðäi H1 (äèâ. îçíà÷åííÿ

íèæ÷å) â îäèíè÷íîìó êðóçi D ñïðàâäæó¹òüñÿ òî÷íà íåðiâíiñòü

|f ′(z)| ≤ ‖f‖1
|z|+

√
1 + |z|2

(1− |z|2)2
∀ z ∈ D. (3.26)

Ðiâíiñòü â (3.26) ïðè ôiêñîâàíîìó z ∈ D äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨

f(w) =
(1− yw)2

(1− zw)4
,

äå y := z − ei arg z(1− |z|2)/
√

1 + |z|2.
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Îêðiì ñàìî¨ îöiíêè (3.26) ðîáîòà [58] ¹ öiêîâîþ ùå é ç ìåòîäè÷íî¨

òî÷êè çîðó. Çàïðîïîíîâàíèé â íié ìåòîä äîâåäåííÿ (3.26) âèðiçíÿ¹òüñÿ

îñîáëèâîþ ïðîñòîòîþ i åëåãàíòíiñòþ (äîñèòü ïîðiâíÿòè éîãî ç ìåòîäàìè

äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (3.26), íàâåäåíèìè â [59] i [30], ÿêi  ðóíòóþ-

òüñÿ âiäïîâiäíî íà çàãàëüíèõ ñïiââiäíîøåííÿõ äâî¨ñòîñòi i òåîði¨ ãàíêå-

ëåâèõ îïåðàòîðiâ).

Âèäà¹òüñÿ âàæëèâèì ðîçâèíåííÿ öüîãî ìåòîäó íà áàãàòîâèìiðíèé âè-

ïàäîê.

Ïåðåä ïîñòàíîâêîþ çàäà÷i i ôîðìóëþâàííÿì îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó äî-

ñëiäæåííÿ íàâåäåìî íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ.

Íåõàé d � íàòóðàëüíå ÷èñëî, Cd � ìíîæèíà âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ íàáî-

ðiâ z := (z1, . . . , zd) ç d êîìïëåêñíèõ ÷èñåë,Dd := {z ∈ Cd : max1≤j≤m |zj| <
1} � îäèíè÷íèé ïîëiêðóã i Td := {z ∈ Cd : |zj| = 1, j = 1, d} � êiñòÿê ïî-

ëiêðóãà Dd. Íîðìîâàíó ìiðó Ëåáåãà íà Td, òîáòî äîáóòîê íîðìîâàíèõ ìið
Ëåáåãà îäèíè÷íèõ êië, ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ Td, áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç σ.

Ïðîñòið Ãàðäi H1 := H1(Dd) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié

f : Dd → C, äëÿ ÿêèõ

‖f‖1 := sup
0<%<1

∫
Td
|f%|dσ <∞,

äå f%(w) := f(%w), %w := (%w1, . . . , %wd).

Äîáðå âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [87]), ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈
H1 íà òîði Td iñíóþòü ðàäiàëüíi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ f ∗, ÿêi óòâîðþþòü

ôóíêöiþ ç L1(Td), ïðè÷îìó ‖f‖1 =
∫
Td |f

∗|dσ. Ç îãëÿäó íà öå äàëi áóäåìî
êîðèñòóâàòèñÿ ¹äèíèì ñèìâîëîì f äëÿ ïîçíà÷åííÿ ñàìî¨ ôóíêöi¨ f òà ¨¨

ðàäiàëüíèõ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü f ∗.

Íåõàé M := {1, 2, . . . , d}, 2M � ìíîæèíà óñiõ ïiäìíîæèí ìíîæè-

íèM, m � åëåìåíò (âïîðÿäêîâàíà ïiäìíîæèíà) 2M, |m| � ïîòóæíiñòü

ìíîæèíè m i m � äîïîâíåííÿ ìíîæèíè m äî ìíîæèíèM.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Dj(f) :=
∂

∂zj
f

÷àñòèíó ïîõiäíó ïî çìiííié zj i âiäïîâiäíî Dj � îïåðàòîð âçÿòòÿ ÷àñòèí-

íî¨ ïîõiäíî¨, à ÷åðåç

Dm(f) :=
∏
j∈m

Dj(f)

çìiøàíó ïîõiäíó ïî ãðóïi çìiííèõ m i Dm � îïåðàòîð âçÿòòÿ çìiøàíî¨

ïîõiäíî¨ ïî ãðóïi çìiííèõ zj, j ∈ m, äå ïiä äîáóòêîì ðîçóìi¹òüñÿ îïåðà-

òîðíèé äîáóòîê.

Ïîêëàäåìî D(f) := DM(f) := ∂df/(∂z1 · · · ∂zd).

Òåîðåìà 3.3.1 . Íåõàé ôóíêöiÿ f ∈ H1(Dd), d ∈ N. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ

z ∈ Dd

|D(f)(z)| ≤ ‖f‖1

d∏
j=1

|zj|+
√

1 + |zj|2
(1− |zj|2)2

. (3.27)

Ðiâíiñòü â (3.27) äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨

f(w) =
d∏
j=1

(1− yjwj)2

(1− zjwj)4
, (3.28)

äå yj := zj − ei arg zj(1− |zj|2)/
√

1 + |zj|2.

Íàñëiäîê 3.3.1 . Íåõàé B1(Dd) = {f ∈ H1(Dd) : ‖f‖1 ≤ 1}, d ∈ N. Òîäi
äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ Dd

sup
{
D(f)(z) : f ∈ B1(Dd)

}
=

= max
{
D(f)(z) : f ∈ B1(Dd)

}
=

d∏
j=1

|zj|+
√

1 + |zj|2
(1− |zj|2)2

.

Â äîâåäåííi òåîðåìè 3.3.1 ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ íàñòóïíîþ ôîð-

ìóëîþ äëÿ çìiøàíî¨ ïîõiäíî¨ äîáóòêó äâîõ ôóíêöié.
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Òâåðäæåííÿ 3.3.1 . Íåõàé f i g � ôóíêöi¨, ãîëîìîðôíi â Dd, d ∈ N.
Òîäi

D(fg) =
∑
m∈2M

Dm(f)Dm(g). (3.29)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé H � ìíîæèíà ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ â Dd, I �

òîòîæíèé îïåðàòîð, DjI i IDj � îïåðàòîðè, çàäàíi íà ïðÿìîìó äîáó-

òêó H × H , ÿêi äiþòü âiäïîâiäíî çà ïðàâèëàìè DjI(fg) = Dj(f)g i

IDj(fg) = fDj(g).

Òîäi çíà÷åííÿ îïåðàòîðàDj, âèçíà÷åíîãî íàH ×H ïðàâèëîìDj(fg) =

Dj(fg) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

Dj = DjI + IDj.

Îòæå,
d∏
j=1

Dj =
d∏
j=1

(DjI + IDj) . (3.30)

Ñêîðèñòàâøèñü òåïåð ôîðìàëüíèì ïðàâèëîì ìíîæåííÿ ñóìè i ðiâíî-

ñòÿìè

DjI(DkI) = (Dj(Dk))I,

IDj(IDk) = I(Dj(Dk)),

DjI(IDk) = DjDk,

IDj(DkI) = DkDj,

äå ïiä ñèìâîëîì DjDk ðîçóìi¹ìî îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé íà H ×H , ÿêèé

äi¹ çà ïðàâèëîì DjDk(fg) = Dj(f)Dk(g), ç ðiâíîñòi (3.30) îòðèìà¹ìî

âèðàç äëÿ îáðàçó îïåðàòîðà
∏d

j=1Dj:

d∏
j=1

Dj(fg) =
∑
m∈2M

∏
j∈m

Dj(f)
∏
k∈m

Dk(g) =
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=
∑
m∈2M

Dm(f)Dm(g).

Íà çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ çàëèøà¹òüñÿ âðàõóâàòè, ùî
∏d

j=1Dj(fg) =

D(fg).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè. Íåõàé m ∈ Z \ {0}. Ïîçíà÷èìî

(1− tz)m :=
d∏
j=1

(1− tjzj)m.

Äîáðå âiäîìî [87], [112 ñ. 43], ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H1 ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ ôîðìóëà Êîøi

f(z) =

∫
Td

f(t)

1− tz
dσ(t) ∀ z ∈ D.

Îñêiëüêè ïðè ôiêñîâàíîìó t ∈ Td

D

(
1

1− tz

)
=

d∏
j=1

tj
(1− tjzj)2

=:
1

(1− tz)2
t,

òî

Df(z) =

∫
Td

f(t)

(1− tz)2
tdσ(t) ∀ z ∈ D. (3.31)

Íåõàé h � äîâiëüíà ôóíêöiÿ âèãëÿäó h(z) =
∏d

j=1 hj(zj), äå hj : D→
C � ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨ ç ïðîñòîðó Ãàðäi H1(D) â êðóçi D.

Çàôiêñó¹ìî z ∈ Dd i çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó (3.31) äî ôóíêöi¨ F (w) :=

f(w)h(w)(1−wz)2, ÿêà, î÷åâèäíî, íàëåæèòü ïðîñòîðó H1.

Ìà¹ìî

D(F )(z) =

∫
Td
f(t)h(t)

(1− tz)2

(1− tz)2
tdσ(t). (3.32)

Çîáðàçèâøè ôóíêöiþ F ó âèãëÿäi F = fg, äå g(w) = h(w)(1−wz)2,

îá÷èñëèìî âåëè÷èíó â ëiâié ÷àñòèíi öi¹¨ ðiâíîñòi çà ôîðìóëîþ (3.29):

D(F )(w) =
∑
m∈2M

Dmf(w)Dm(g)(w) =
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=
∑
m∈2M

Dmf(w)
∏
k∈m

∂

∂wk
(h(w)(1−wz)2) =

=
∑
m∈2M

Dmf(w)
∏
j∈m

(hj(wj)(1− wjzj))
∏
k∈m

∂

∂wk
(hk(wk)(1− wkzk)2) =

=
∑
m∈2M

(
Dmf(w)

∏
j∈m

(hj(wj)(1− wjzj))×

×
∏
k∈m

(
h′k(wk)(1− wkzk)2 − 2zkhk(wk)(1− wkzk)

))
. (3.33)

Âèáåðåìî òåïåð ôóíêöi¨ hk òàêèìè, ùîá

|hk(w)| = 1 ∀ w ∈ T (3.34)

i

h′k(zk)(1− |zk|2)2 − 2zkhk(zk)(1− |zk|2) = 0, k = 1, d. (3.35)

Òîäi çà óìîâè (3.35) ç ðiâíîñòi (3.33) îòðèìà¹ìî ôîðìóëó

D(F )(z) = Df(z)
∏
j∈M

hj(zj)(1− |zj|2)2. (3.36)

Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíèé âèðàçD(F ) â (3.32) i îöiíèâøè iíòåãðàë â ïðàâié

÷àñòèíi (3.32) ç óðàõóâàííÿì óìîâè (3.34), îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

|Df(z)|
∏
j∈M

|hj(zj)| (1− |zj|2)2 ≤

≤
∫
Td
|f(t)||h(t)|

d∏
j=1

|1− tjzj|2

|1− tjzj|2
dσ(t) =

=

∫
Td
|f(t)|dσ(t) = ‖f‖1.

Çâiäñè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

|Df(z)| ≤ ‖f‖1

d∏
j=1

1

|hj(zj)| (1− |zj|2)2
. (3.37)
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Ïîêàæåìî òåïåð, ùî óìîâè (3.34) i (3.35) çàâæäè ìîæíà çàäîâîëüíèòè.

Ñïðàâäi, íåõàé

hk(w) =
w − yk
1− ykw

, (3.38)

äå yk = %ke
i arg zk, −1 < %k < 1.

Çðîçóìiëî, ùî hk çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.34). Äàëi

h′k(w)

hk(w)
=

∂

∂w
lnhk(w) =

=
1

w − yk
+

yk
1− ykw

=
1− |yk|2

(w − yk)(1− ykw)
.

Îòæå,
h′k(zk)

hk(zk)
=

1− |%k|2

ei arg zk(|zk| − %k)(1− %k|zk|)
.

Àëå çãiäíî ç (3.35) ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ ðiâíiñòü

h′k(zk)

hk(zk)
=

2zk
1− |zk|2

.

Ïðèðiâíÿâøè ïðàâi ÷àñòèíè öèõ äâîõ ðiâíîñòåé, ïiñëÿ åëåìåíòàðíèõ

ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî %k

(1 + |zk|2)%2
k − 2|zk|(1 + |zk|2)%k + 3|zk| − 1 = 0.

Éîãî êîðåíÿìè ¹ ÷èñëà |zk| ± (1− |zk|2)/
√

1 + |zk|2.
Çðîçóìiëî, ùî êîðiíü %k = |zk| − (1 − |zk|2)/

√
1 + |zk|2 çàâæäè áóäå

íàëåæàòè ïðîìiæêó (−1, 1), ÿêùî |zk| < 1. Òîìó, ïîêëàâøè â (3.38) yk =

zk − ei arg zk(1− |zk|2)/
√

1 + |zk|2, îòðèìà¹ìî ôóíêöi¨, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè (3.34) i (3.35). Íàðåøòi, ïiäñòàâèâøè â (3.37) çíà÷åííÿ

hj(zj) =
zj − yj
1− yjzi

=
(1− |zj|2)/

√
1 + |zj|2

1− |zj|(|zj| − (1− |zj|2)/
√

1 + |zj|2)
=

=
1

|zj|+
√

1 + |zj|2
, (3.39)
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îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (3.27).

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ôóíêöiÿ f , âèçíà÷åíà ïðàâèëîì (3.28), ¹ åêñòðå-

ìàëüíîþ, òîáòî äëÿ íå¨ ñïiââiäíîøåííÿ (3.27) ïðè äàíîìó ôiêñîâàíîìó

z ∈ Dd ¹ ðiâíiñòþ.

Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ f ¹ ãîëîìîðôíîþ â Dd i

‖f‖1 =

∫
Td

∣∣∣∣ 1− yt

(1− zt)2

∣∣∣∣2 dσ(t) ≤
d∏
j=1

(
1 + |yj|

(1− |zj|)2

)2

<∞.

Îòæå, f ∈ H1.

Çãiäíî ç ôîðìóëîþ (3.32), ç óðàõóâàííÿì (3.33), óìîâè (3.35) i ðiâíî-

ñòåé (3.36), (3.39), îäåðæèìî

Df(z)
d∏
j=1

(1− |zj|2)2

|zj|+
√

1 + |zj|2
=

=

∫
Td

(1− yt)2

(1− zt)4

t− y

1− yt

(1− tz)2

(1− tz)2
tdσ(t) =

=

∫
Td

∣∣∣∣ 1− yt

(1− zt)2

∣∣∣∣2 dσ(t) = ‖f‖1.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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3.4 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

1. Çíàéäåíî òî÷íi êîíñòàíòè Lm,n(X) ó íåðiâíîñòÿõ âèãëÿäó∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤ Lm,n(X)
(

1−
∣∣∣f̂m∣∣∣)

äëÿ ïàð êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà f̂m è f̂n íà äåÿêèõ êëàñàõ X îáìåæåíèõ

ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó ïîëiêðóçi.

2. Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó Ïîìïåÿ�Ëàíäàó�Ñàñà ïðî îöiíêó ÷àñòèííèõ ñóì

ðÿäó Òåéëîðà îáìåæåíèõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó áiêðóçi.

3. Äîâåäåíî òî÷íi íåðiâíîñòi äëÿ çìiøàíèõ ïîõiäíèõ ãîëîìîðôíèõ

ôóíêöié ç ïðîñòîðó Ãàðäi H1 ó ïîëiêðóçi.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

1. Âñòàíîâëåíî àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü äëÿ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü óçà-

ãàëüíåíèõ ñóì Çèãìóíäà Zn,ψ(f)(z) = f̂0 +
∑n−1

k=1(1−ψn/ψk)f̂kzk íà ôóí-
êöiîíàëüíèõ êëàñàõ Hψφ

p , ùî ¹ çãîðòêàìè îäèíè÷íî¨ êóëi ïðîñòîðó Ãàðäi

Hp ç ÿäðàìè
∑∞

k=0 ψk+1φk+1z
k, ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü ψ = {ψk}∞k=1

¹ ìîìåíòíîþ. Çíàéäåíi íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè äëÿ ïîñëiäîâíîñòi

φ = {φk}∞k=1, ùî çàáåçïå÷óþòü ìiíiìàëüíî ìîæëèâó ïîõèáêó |ψn| íàáëè-
æåííÿ êëàñó Hψφ

p ñóìàìè Zn,ψ(f).

2. Äîñëiäæåíî ìàæîðàíòó çàëèøêiâ ðÿäiâ Òåéëîðà íà êëàñi îáìåæåíèõ

ãîëîìîðôíèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi D ôóíêöié.

3. Îá÷èñëåíi òî÷íi êîíñòàíòè Lm,n(X) ó íåðiâíîñòÿõ âèãëÿäó∣∣∣f̂n∣∣∣ ≤ Lm,n(X)
(

1−
∣∣∣f̂m∣∣∣)

äëÿ ïàð êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà f̂m i f̂n íà äåÿêèõ êëàñàõ X îáìåæåíèõ

ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó ïîëiêðóçi.

4. Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó Ïîìïåÿ�Ëàíäàó�Ñàñà ïðî îöiíêó ïðÿìîêóòíèõ

÷àñòèííèõ ñóì ïîðÿäêó (1, 1) äâîêðàòíîãî ðÿäó Òåéëîðà îáìåæåíèõ ãî-

ëîìîðôíèõ ôóíêöié ó áiêðóçi.

5. Îòðèìàíî òî÷íó îöiíêó çìiøàíî¨ ïîõiäíî¨ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ç

ïðîñòîðó Ãàðäi H1 ó ïîëiêðóçi.
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