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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

Mn×m(R) — кiльце матриць розмiру n×m над кiльцем R;

Dn — дiагональна матриця розмiру n× n над кiльцем R

D = (dii), i = 1, 2, . . . , n;

A ∼ B — матрицi A та B еквiвалентнi;

GLn(R) — група оборотнiх матриць порядку n× n;

R[x] — кiльце многочленiв з коефiцiєнтами з кiльця R;

C(X) — кiльце неперервних дiйсних функцiй на просторi X;

QCl(R) — класичне кiльце дробiв кiльця R;

R ∝M — тривiальне розширення

(R – кiльце, RMR – бiмодуль);

U(R) — група одиниць кiльця R;

Zn — кiльце лишкiв за модулем n;

Z(p) — кiльце всiх рацiональних чисел, знаменник яких

взаємно простий з p;

spec (R) — множина всiх простих iдеалiв комутативного

кiльця R;

mspec (R) — множина всiх максимальних iдеалiв комутативного

кiльця R;

R — скiнченний гомоморфний образ комутативної областi

Безу

(R = R/aR для довiльного ненульового елемента

a ∈ R);

J(R) — радикал Джекобсона кiльця R;

N (R) — нiль-радикал кiльця R;

st.r (R) — стабiльний ранг кiльця R;
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l(a) — лiвий анулятор елемента a

l(a) = {z | za = 0, a ∈ R};

r(a) — правий анулятор елемента a

r(a) = {z | az = 0, a ∈ R};

Ann(a) — анулятор елемента a

(комутативний випадок);

a | b — елемент a є дiльником елемента b (a дiлить b)

(aR ⊂ bR) (R – комутативне кiльце);

a ‖ b — елемент a є повним дiльником елемента b

(RbR ⊆ aR ∩Ra);

(a, b) — найбiльший спiльний дiльник елементiв a i b, де

a, b ∈ R, R – комутативне кiльце.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми.

Для асоцiативного кiльця R з одиницею Ерлiх [28] у 1976 роцi пока-

зала, що кiльце R є одинично-регулярним тодi i тiльки тодi, коли воно

є регулярним (в сенсi фон Неймана) i для довiльного елемента a ∈ R

виконується умова

R/Ra ∼= l(a)

в сенсi R-модульного iзоморфiзму, де l(a) — лiвий анулятор елемента a.

На основi цього результату Нiколсон i Санчез Кампос [58] у 2004 роцi

ввели у розгляд поняття морфiчного кiльця, а саме: асоцiативне кiльце R

з одиницею називається лiвим морфiчним, якщо для довiльного елемента

a ∈ R виконується

R/Ra ∼= l(a).

Зауважимо, що ця умова еквiвалентна наступнiй властивостi: для

довiльного елемента a ∈ R iснує елемент b ∈ R такий, що

Ra = l(b) i l(a) = Rb.

Цей новий клас кiлець знайшов широке застосування у сучас-

них алгебраїчних дослiдженнях. Клас лiвих морфiчних кiлець мiстить

одинично-регулярнi кiльця, артiновi кiльця, кiльця головних iдеалiв [47].

Зауважимо, що в регулярних (в сенсi фон Неймана) кiльцях для до-

вiльного елемента a ∈ R iснують елементи b, c ∈ R такi, що

Ra = l(b) i l(a) = Rc.

На основi цiєї властивостi Камiло i Нiколсон [14] ввели в розгляд

лiвi квазi-морфiчнi кiльця, як узагальнення морфiчних кiлець, а саме:

асоцiативне кiльце R з одиницею називається лiвим квазi-дуо кiльцем,
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якщо для довiльного елемента a ∈ R iснують елементи b, c ∈ R для яких

виконується умова

Ra = l(b) i l(a) = Rc.

Жу i Дiнг [86] назвали кiльце R лiвим узагальнено морфiчним, якщо

l(a) є головним лiвим iдеалом для довiльного елемента a ∈ R. Правi

аналоги таких кiлець визначаються у цей же спосiб.

Аналогiчно визначаються квазi-морфiчнi та узагальнено морфiчнi

кiльця. Камiло i Нiколсон [14] довели, що лiве квазi-морфiчне кiльце

є лiвим кiльцем Безу, а також, воно є лiвим когерентним. У випадку

комутативних кiлець, класи морфiчних i квазi-морфiчних кiлець спiвпа-

дають. Бiльше того, цi кiльця є IF-кiльцями, тобто, всi iн’єктивнi модулi

над цими кiльцями є плоскими [30].

Вивчення дробових IF-кiлець є актуальною задачею теорiї кiлець i

модулiв. Нехай P деяка кiльцева властивiсть. Згiдно з Вамосом [66], ко-

мутативне кiльце R є дробовим кiльцем з властивiстю P , якщо класичне

кiльце дробiв QCl(R/I) кiльця R/I володiє властивiстю P для довiль-

ного ненульового iдеалу I кiльця R. Так, на приклад, довiльне нетерове

кiльце є дробово напiвлокальним i, також, дробовим кiльцем Каша. В

роботi [30] автори вивчають рiзнi класи IF-кiлець, зокрема, арифметич-

нi дробовi кiльця Каша, а також, встановлюють їх зв’язок з кiльцями

елементарних дiльникiв.

Нiколсон i Санчез Кампос [58] показали, що напiвдосконале лiве мор-

фiчне кiльце є скiнченним добутком матричних кiлець над локальними

лiвими морфiчними кiльцями. Крiм того, ними було поставлено ряд вiд-

критих питань. Зокрема, Камiло i Ю показали, що довiльне одинично-

регулярне кiльце є чистим (тобто кiльцем в якому довiльний елемент

є сумою оборотнього елемента та iдемпотента). Це дозволило Нiколсо-

ну i Санчез Кампосу поставили питання: "Чи є довiльне лiве i праве
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морфiчне кiльце чистим [58]?". В цiй дисертацiйнiй роботi наводиться

приклад, який є негативною вiдповiддю на це питання. Автори [58] за-

значили, що кiльце лишкiв по модулю натурального числа n є завжди

морфiчним кiльцем. В цiй роботi доводиться бiльш загальний результат,

а саме: довiльний нетривiальний скiнченний гомоморфний образ кому-

тативної областi Безу є морфiчним кiльцем.

Цi ж автори [55] розглядають поняття морфiчного модуля, а саме:

модуль M називається морфiчним, якщо

M/Mα ∼= Kerα

для довiльного ендоморфiзму α ∈ EndM та доводять, що кiльце Mn(R)

є лiвим морфiчним тодi i лише тодi, коли RR
n є морфiчним [55].

В роботi [56] розглянуто лiвi морфiчнi кiльця, якi є правими головни-

ми (тобто є кiльцями головних правих iдеалiв) та показано, що цей клас

кiлець є Морiта iнварiантом. Прикладом такого кiльця є кiльцеMn(Zpn),

де p — просте число. Бiльше того, показано, що лiве морфiчне праве го-

ловне кiльце є кiльцем з властивiстю замiни тодi i лише тодi, коли воно

є лiвим артiновим (напiвдосконалим) кiльцем. В роботi [17] вивчаються

умови, при яких груповi кiльця є морфiчними.

Достатньо поверхневого погляду по iнтернету, щоб побачити величез-

ну кiлькiсть сучасних робiт, якi стосуються теорiї кiлець з властивiстю

замiни та чистих кiлець. Те, що дослiджуванi класи кiлець тiсно пов’яза-

нi з класами чистих кiлець пiдкреслює той факт, що комутативне кiльце

Безу, в якому нуль є адекватним елементом, спiвпадають з класами ко-

мутативних чистих кiлець. Зазначимо, що вивчення кiлець, в яких нуль

є адекватним, було започатковано Левiсом, Ларсеном та Шоресом [46] i

активно продовжується Забавським та його учнями [80,81,85].

Зауважимо, що клас комутативних кiлець з властивiстю замiни мож-

на визначити як клас кiлець iдемпотентного стабiльного рангу 1 [50].
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Це показує, що данi класи кiлець стоять на передньому планi не тiльки

дослiджень алгебри, а й алгебраїчної К-теорiї. Тому, вивчення комута-

тивних областей Безу скiнченнi гомоморфнi образи яких є кiльцями з

властивiстю замiни (чистими кiльцями) є доволi актуальною задачею як

теорiї кiлець та модулiв, так i алгебраїчної К-теорiї.

В роботi [27] авторами встановлено умови, коли R ∝ QCl(R) є

морфiчним, деR є комутативним редукованим кiльцем з класичним кiль-

цем дробiв QCl(R) кiльця R. Зокрема, показано, що тривiальне розши-

рення R ∝M , де R є кiльцем, а M є бiмодулем, є лiвим морфiчним, тодi

R є лiвим кiльцем Безу i RM є (лiвим) модулем Безу.

Бiльше того, якщо R є комутативним редукованим кiльцем з класич-

ним кiльцем дробiв QCl(R) кiльця R, тодi кiльце

R ∝ QCl(R)

є морфiчним тодi i тiльки тодi, коли R є узагальнено морфiчним кiльцем

Безу. Як наслiдок, для комутативної областi Безу R отримуємо, що

R ∝ QCl(R)

є морфiчним.

Бiльше того, у випадку коли R є кiльцем елементарних дiльникiв

(не обов’язково комутативним) i M є бiмодулем таким, що R ∝ M є

морфiчним, тодi

S = R ∝M

є строго морфiчним, тобто S є кiльцем, над яким всi матричнi кiльця є

морфiчними.

В алгебрi зустрiчаються рiзнi означення кiлець над якими дiагоналi-

зуються матрицi, а саме: кiльця над якими дiагоналiзуються всi матрицi,

кiльця над якими дiагоналiзуються лише квадратнi матрицi або матрицi

певного вигляду або матрицi певного розмiру [81].
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Означення 0.1 Кiльце R називається кiльцем елементарних дiль-

никiв (класична дiагоналiзацiя або кiльце елементарних дiльникiв за

Капланським), якщо для довiльної матрицi An×m(R) iснують оборотнi

матрицi P ∈ GLn(R), Q ∈ GLm(R) такi, що

PAQ =



d1 0 0 . . . 0 0 . . . 0

0 d2 0 . . . 0 0 . . . 0
... ... ... . . . ... ... ... ...

0 0 0 . . . dr 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0 0 . . . 0
... ... ... ... ... ... ... ...

0 0 0
... 0 0 . . . 0


,

де di+1 ‖ di для всiх i = 1, 2, . . . , r − 1.

Означення 0.2 Кiльце R називається таким, що може бути дiа-

гоналiзованим (кiльцем елементарних дiльникiв за Хенрiксеном), якщо

для кожної квадратної матрицi A порядку n над R iснують оборотнi

матрицi P ∈ GLn(R), Q ∈ GLn(R) такi, що

PAQ = diag(d1, d2, . . . , dr, 0, . . . , 0).

В багатьох роботах постає питання дiагоналiзацiї лише iдемпотен-

тних матриць (ID-кiлець), або лише регулярних матриць.

Нагадаємо [9], що матриця A над кiльцем R називається регулярною

(в сенсi фон Неймана), якщо над цим кiльцем iснує матриця X така, що

AXA = A.

Так, на приклад, в роботi [9] розглядається питання дiагоналiзацiї

регулярних (в сенсi фон Неймана) матриць над кiльцями з властивiстю

замiни.

Згiдно з результатами [46] комутативне кiльце R є кiльцем елемен-

тарних дiльникiв тодi i лише тодi, коли довiльний скiнченнозображений
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R-модуль є прямою сумою циклiчних пiдмодулiв. Тобто, клас кiлець еле-

ментарних дiльникiв, у комутативному випадку, є розв’язком проблеми

Уорфiлда: "Над якими кiльцями довiльний скiнченнозображений модуль

є прямою сумою циклiчних пiдмодулiв?".

У випадку дiагоналiзацiї матриць (за Хенрiксеном) Меналом i Мон-

казi [53] показано, що довiльна прямокутна матриця над регулярним (в

сенсi фон Неймана) кiльцем R дiагоналiзується (за Хенрiксеном) тодi i

тiльки тодi, коли скiнченнопородженi проективнi модулi володiють влас-

тивiстю скорочуваностi, тобто, з того, що

2R⊕ A ∼= R⊕B

випливає, що

R⊕ A ∼= B.

Якщо R регулярне (в сенсi фон Неймана) кiльце таке, що

2R ∼= R 6= {0}

(на приклад, якщо R є чисто нескiнченне кiльце [33]), то властивiсть

скорочення не виконується у випадку, коли A = B = {0}. Бiльше то-

го, стабiльний ранг такого регулярного (в сенсi фон Неймана) кiльця

бiльший 2 [9].

В роботi [9] показано, що регулярне (в сенсi фон Неймана) кiльце

R є кiльцем елементарних дiльникiв, якщо виконується наступна умова

скорочуваностi для скiнченнопороджених проективних модулiв, а саме:

з умови

A⊕ A ∼= A⊕B ∼= B ⊕B

випливає, що

A ∼= B.
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Зауважимо, що ця властивiсть є еквiвiлентна умовi, що кутове кiльце

eRe (для довiльного iдемпотента e ∈ R) є кiльцем елементарних дiльни-

кiв (за Хенрiксеном).

Вiдзначимо, що цей клас кiлець володiє такою властивiстю: над дани-

ми кiльцями довiльна квадратна матриця дiагоналiзується. Зауважимо,

що прямокутнi матрицi, взагалi кажучи, не дiагоналiзуються. Аналогiч-

на властивiсть, як показав Левi, характерна для матриць над ланцюго-

вим кiльцем [49].

Кiльця елементарних дiльникiв є кiльцями Безу [42]. У випадку ко-

мутативних кiлець Гiлман i Хенрiксен [32] побудували приклад комута-

тивного кiльця Безу, яке не є кiльцем елементарних дiльникiв. Бiльше

того, вони побудували приклад комутативного кiльця Безу над яким всi

матрицi розмiру 1 × 2 i 2 × 1 володiють канонiчною дiагональною ре-

дукцiєю, а матрицi порядку 2 × 2 не володiють. У випадку комутатив-

ної областi Безу залишається вiдкритим питання: "Чи буде комутатив-

на область Безу кiльцями елементарних дiльникiв (за Капланським)?"

[40,46,50,61,81].

Рiзними авторами дослiджувались класи кiлець елементарних дiль-

никiв. Зокрема, на основi дослiджень у 1915 роцi Веддерберна, власти-

востей кiлець аналiтичних функцiй на комплекснiй площинi [72], Хелмер

ввiв у розгляд адекватнi кiльця i довiв, що вони є кiльцями елементарних

дiльникiв. Гiлман i Хенрiксен [31] показали, що комутативне регулярне

(в сенсi фон Неймана) кiльце є адекватним, а, отже, i кiльцем елемен-

тарних дiльникiв. У випадку некомутативних кiлець Кон [22,23] показав,

що права головна область Безу є кiльцем елементарних дiльникiв, а Хен-

рiксен довiв, що над одинично-регулярними кiльцями довiльна матриця

приводиться до дiагонального вигляду шляхом домноження на вiдповiд-

нi оборотнi матрицi [39]. Зазначимо, що регулярне (в сенсi фон Неймана)

кiльце є одинично-регулярним тодi i тiльки тодi, коли стабiльний ранг
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кiльця R дорiвнює 1, тобто, якщо довiльних елементiв a, b ∈ R таких,

що

aR + bR = R

iснує елемент t ∈ R, що

(a+ bt)R = R.

Бiльше того, Забавський показав, що над комутативним кiльцем Безу

R довiльна 1×2 (2×1) матриця дiагоналiзується тодi i тiльки тодi, коли

стабiльний ранг кiльця R дорiвнює 2, тобто, з умови

aR + bR + cR = R

для довiльних елементiв a, b, c ∈ R виконується

(a+ cx)R + (b+ cy)R = R

для деяких елементiв x, y ∈ R [81].

Зауважимо, що поняття стабiльного рангу кiльця було введено Ба-

сом в 1964 роцi у зв’язку з задачами стабiлiзацiї [11] i стало нарiжним

каменем в дослiдженнях алгебраїчної К-теорiї. Особливу роль поняття

стабiльного рангу вiдiграло в задачах канонiчної дiагональної редукцiї

матриць над кiльцями [81]. Особливе мiсце в цих дослiдженнях вiдiграли

введенi Мак Говерном кiльця майже стабiльного рангу 1, тобто, кiльця

нетривiальнi скiнченнi гомоморфнi образи яких є кiльцями стабiльного

рангу 1 [50].

Звернемо увагу на те, що питання про асоцiйованiсть твiрних елемен-

тiв головних iдеалiв, якi спiвпадають (умова однозначної породжуванос-

тi) було поставлено Капланським в його класичнiй роботi [42]. Нiколсон,

вивчаючи морфiчнi кiльця i їх узагальнення, поставив питання: "Якщо

R є лiвим квазi-морфiчним кiльцем i в R виконується умова однознач-

ної породжуваностi головних лiвих iдеалiв, то чи це кiльце R є кiль-

цем стабiльного рангу 1?"Сiдью [64] анонсував позитивну вiдповiдь на
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дане питання. На основi поняття однозначностi твiрних елементiв го-

ловних iдеалiв, Канфел ввiв таке поняття: множина головних iдеалiв

{aiR | i = 1, 2, . . . , n} комутативного кiльця R є однозначно породжува-

ною, якщо з умови aiR = biR iснують елементи ui ∈ R такi, що ai = biu,

де i = 1, 2, . . . , n i

u1R + u2R + . . .+ unR = R.

Згiдно з Канфелом, скажемо, що комутативне кiльце має розмiрнiсть

n (в позначенних dimR = n), якщо n є найменшим натуральним числом

таким, що множина n + 1 головних iдеалiв є однозначно породженою.

Канфел, вивчаючи кiльце неперервних дiйснозначних функцiй C(X) на

топологiчних F -просторах X встановив зв’язок введеної розмiрностi з

топологiчною розмiрнiстю простору X [16]. Тому, актуальною є задача

з’ясування зв’язку dimR з поняттям стабiльного рагу кiльцяR (особливо

морфiчних кiлець стабiльного рангу 2).

Вiдзначимо, що результат Шореса [63], який показав, що напiвспад-

кове комутативне кiльце Безу є кiльцем елементарних дiльникiв тодi i

тiльки тодi, коли для довiльного регулярного (в сенсi фон Неймана)

елемента (не дiльника нуля) a ∈ R \ {0} фактор-кiльце R/aR є кiль-

цем елементарних дiльникiв. Зауважимо, що це фактор-кiльце є мор-

фiчним кiльцем. Тобто, древнє питання: "Чи буде комутативна область

Безу областю елементарних дiльникiв?" зводиться до питання: "Чи буде

комутативне морфiчне кiльце кiльцем елементарних дiльникiв?"

Забавський, на основi дослiдженьЩедрика [62] та Ройтмана [61], ввiв

поняття кiльця акуратного рангу 1 i показав, що комутативна область

Безу є областю елементарних дiльникiв тодi i тiльки тодi, коли вона є

областю акуратного рангу 1 [80]. Бiльше того, на основi поняття PM -еле-

мента та PM -кiльця Гаталевич i Забавський показали, що комутативна
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область Безу, в якiй довiльний ненульовий простий iдеал мiститься в єди-

ному максимальному iдеалi (згiдно з МакГоверном PM ∗-область [51]) є

кiльцем елементарних дiльникiв [74]. Вiдмiтимо, той факт, що адекватна

область є PM ∗-кiльцем. Цей результат показав Хенрiксен [40], а Ларсен,

Левiс, Шорес поставили ряд вiдкритих питань щодо дослiджень комута-

тивних PM ∗-областей Безу. Зауважимо, що нетривiальний гомоморфний

образ PM ∗-кiльця є PM -кiльцем, яке було введено Контесою, а клас ко-

мутативних PM -кiлець спiвпадають з класом гельфандових кiлець [24].

Тому задача вивчення кiлець, якi узагальнюють PM ∗-кiльця, гель-

фандовi кiльця, i, зокрема, вивчення морфiчних кiлець акуратного рангу

1, гельфандавого рангу 1 є актуальною i затребуваною задачею.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Напрямок дослiджень, обраний у дисертацiї, належить до основних дос-

лiджень кафедри алгебри i логiки, а також, пов’язаний з науковими дос-

лiдженнями, якi проводяться в галузi математики у Львiвському нацiо-

нальному унiверситетi iменi Iвана Франка. Матерiал дисертацiї є складо-

вою частиною дослiджень держбюджетної теми ММ–146Ф "Аналiтичнi

методи дослiдження випадкових еволюцiй та гомологiчна класифiкацiя

алгебраїчних систем з використанням теорiї стабiльностi"(номер держав-

ної реєстрацiї 0113U003052), яка виконувалась на кафедрi алгебри i ло-

гiки.

Мета i завдання дослiдження.

Метою дисертацiйної роботи є дослiдження скiнченних гомоморф-

них образiв комутативної областi Безу, морфiчних кiлець та обчислення

стабiльного рангу цих та iнших класiв кiлець.

Завданнями дослiдження є:

— дослiдити властивостi нетривiальних скiнченних гомоморфних

образiв комутативної областi Безу;
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— дослiдити канонiчну дiагональну редукцiю над комутативними

морфiчними кiльцями акуратного рангу 1;

— вказати необхiднi i достатнi умови, коли нетривiальнi скiнченнi

гомоморфнi образи комутативної областi Безу є кiльцями Каша;

— дослiдити зв’язок морфiчних кiлець з чистими;

— обчислити стабiльний ранг однозначно морфiчних кiлець;

— розглянути рiзноманiтнi узагальнення гельфандових кiлець, вста-

новити їх iснування, дослiдити питання дiагональної редукцiї матриць

над ними;

— встановити зв’язок розмiрностi (по Канфелу) зi стабiльним рангом

морфiчного кiльця;

— дослiдити комутативнi кiльця Безу, в яких нуль є адекватним еле-

ментом, i описати такi кiльця в класi напiврегулярних кiлець.

Об’єкт дослiдження: кiльця скiнченного стабiльного рангу, кiльця

Безу, морфiчнi кiльця, гельфандовi кiльця.

Предмет дослiдження: стабiльний ранг кiльця та його узагальнення,

а також, дослiдження рiзних класiв кiлець Безу.

Методи дослiдження: у дисертацiйнiй роботi використовуються ме-

тоди теорiї кiлець та модулiв i алгебраїчної К-теорiї.

Наукова новизна одержаних результатiв.

Усi результати дисертацiї є новими i полягають в наступному:

— доведено, що скiнченнi гомоморфнi образи комутативної областi

Безу є морфiчними кiльцями;

— вказано необхiднi i достатнi умови, коли скiнченнi гомоморфнi

образи комутативної областi Безу є кiльцями Каша (часткова вiдповiдь

на питання Фейса й Факкiнi);

— дано вiдповiдь на вiдкрите питання Нiколсона i Санчез Кампоса,

про iснування морфiчних кiлець, якi не є чистими;
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— показано, що стабiльний ранг однозначно морфiчних кiлець рiвний

1 i, як наслiдок, отримано, що однозначно морфiчнi кiльця є кiльцями

елементарних дiльникiв;

— встановлено, що умова акуратного рангу 1 для морфiчного кiльця

еквiвалентна умовi однозначностi твiрних елементiв головного iдеалу з

точнiстю до акуратностi;

— встановлено необхiднi i достатнi умови на розмiрнiсть кiльця (в

сенсi Канфела) щоб кiльце було кiльцем стабiльного рангу 2;

— вказано, що клас комутативних кiлець Безу є кiльцями, в яких

нуль є адекватним, тодi i тiльки тодi, коли цi кiльця є напiврегулярними

(вiдповiдь на питання Ларсена, Левiса, Шореса);

— доведено, що комутативна локально гельфандова область Безу є

кiльцем елементарних дiльникiв (вiдповiдь на вiдкрите питання Забав-

ського);

— введено поняття максимально негельфандового iдеалу комутатив-

ної областi Безу та встановлено його властивостi;

— введено гельфандовий аналог радикала Джекобсона i дослiджено

його властивостi;

— дослiджено локально негельфандовi областi Безу i комутативнi

областi Безу зi скiнченною кiлькiстю максимально негельфандових iдеа-

лiв. Показано, що вони є кiльцями гельфандового рангу 1 та, як наслiдок,

доведено, що вони є кiльцями елементарних дiльникiв.

Практичне значення одержаних результатiв.

Результати дисертацiї мають теоретичний характер i є новими в те-

орiї кiлець. Розробленi методи та одержанi результати можуть бути ви-

користанi у подальших К-теоретичних дослiдженнях та у задачах теорiї

кiлець i модулiв, якi пов’язанi з поняттями стабiльного рангу та кiльцями

елементарних дiльникiв.
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Особистий внесок здобувача.

Всi науковi результати, якi виносяться на захист, отриманi автором

особисто. Постановка задач, вибiр методiв дослiдження, аналiз резуль-

татiв та загальна координацiя роботи належать науковому керiвнику. У

спiльних з науковим керiвником публiкацiях за темою дисертацiї внески

спiвавторiв є рiвними i невiддiльними.

Основнi результати дисертацiйної роботи були оприлюдненi i обгово-

ренi на таких конференцiях:

— IХ мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, м. Львiв (8–13

липня 2013 р.);

— науковiй конференцiї "Пiдстригачiвськi читання — 2014 м. Львiв

(28–30 травня 2014 р.);

— мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю вiд

дня народження Л. А. Калужнiна, м. Київ (7–12 липня 2014 р.);

— X мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяченiй

70-рiччю Ю. А. Дрозда, м. Одеса (20–27 серпня 2015 р.);

— Всеукраїнськiй науковiй конференцiї: "Сучаснi проблеми тео-

рiї ймовiрностей та математичного аналiзу м. Ворохта, (24–27 лютого

2016 р.).

Крiм того, результати дисертацiї неодноразово доповiдалися на нау-

кових семiнарах:

— Алгебраїчному семiнарi Iнституту математики НАН України (Iнс-

титут математики НАН України, керiвник — член-кореспондент НАН

України, доктор фiз.-мат. наук, професор Ю. А. Дрозд, 2016 р.);

— Алгебраїчному семiнарi "Problems of elementary divisor

rings"(Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, керiв-

ник — доктор фiз.-мат. наук, професор Б. В. Забавський, 2013–2016 рр.);
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— Львiвському мiському алгебраїчному семiнарi (Львiвський нацiо-

нальний унiверситет iм. I. Франка, керiвник — доктор фiз.-мат. наук,

професор М. Я. Комарницький, 2016 р.).

Публiкацiї.

Результати дисертацiйної роботи опублiковано у 11 наукових працях,

з них 5 [5, 6, 76, 77, 84] — у фахових виданнях iз перелiку, затверджено-

го Мiнiстерством освiти i науки України (2 без спiвавторiв), 1 [59] — у

наукових фахових виданнях, якi включенi до мiжнародної наукометрич-

ної бази даних "Scopus" та 3 [60, 75, 79] — у матерiалах мiжнародних

наукових конференцiях i 2 [7, 8] — у матерiалах всеукраїнської наукової

конференцiї.

Автор висловлює щиру подяку науковому керiвнику, доктору фiзико-

математичних наук, професору Б. В. Забавському за постановку задач

та iдейне наповнення.

Структура та обсяг дисертацiї.

Дисертацiйна робота складається з перелiку умовних позначень,

вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел.

Повний обсяг дисертацiї — 121 сторiнка. Список використаних джерел

займає 9 сторiнок та мiстить 86 найменувань.
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РОЗДIЛ 1
ПОПЕРЕДНI ВIДОМОСТI, ДОПОМIЖНI ФАКТИ

ТА ОСНОВНI РЕЗУЛЬТАТИ

1.1. Попереднi вiдомостi та допомiжнi факти

У цьому роздiлi розглядаються рiзноманiтнi класи кiлець, а також, пода-

ються означення, вiдомi теореми, твердження та факти, що стосуються

теми дисертацi.

Пiд кiльцем розумiтимемо асоцiативне кiльце з одиницею, в якому

1 6= 0.

Означення 1.1 [42] Двi матрицi A i B над кiльцем R називаю-

ться еквiвалентними, якщо iснують такi оборотнi матрицi P i Q

вiдповiдних розмiрiв над кiльцем R для яких виконується така умова:

B = PAQ.

Як правило, позначення A ∼ B означає, що матриця A еквiвалентна

матрицi до B [42].

Згiдно з Меналом та Монґазi [52, 53] маємо:

Означення 1.2 Кiльцем елементарних дiльникiв (за Хенрiксеном)

називається таке кiльце R, у якому довiльна матриця A над цим кiль-

цем володiє дiагональною редукцiєю. Iншими словами, якщо довiльна

квадратна матриця A ∼ D, де D — дiагональна матриця, D = (dii),

i = 1, 2, . . . , n.

Класичне означення кiльця елементаних дiльникiв було введено Кап-

ланським [42].
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Означення 1.3 Кiльце R називається кiльцем елементарних дiль-

никiв (за Капланським), якщо довiльна матриця A розмiру m×n еквi-

валентна канонiчнiй дiагональнiй матрицi, а саме, для матрицi A iсну-

ють оборотнi матрицi P ∈ GLm(R), Q ∈ GLn(R) такi, що матриця

PAQ =



d1 0 0 . . . 0 . . . 0

0 d2 0 . . . 0 . . . 0

0 0 d3 . . . 0 . . . 0
... ... ... . . . ... ... ...

0 0 0 . . . dr . . . 0
... ... ... ... ... . . . ...

0 0 0 0 0 . . . 0


,

де di ‖ di+1, i = 1, . . . , r − 1.

Означення, наведене вище, вважається класичним означенням кiль-

ця елементарних дiльникiв [81]. У цiй роботi пiд кiльцем елементарних

дiльникiв, як правило, розумiтимемо кiльце елементарних дiльникiв за

Капланським.

В класi кiлець елементарних дiльникiв видiляють пiдклас кiлець з

елементарною редукцiєю матриць.

Означення 1.4 [81] Кiльцем з елементарною редукцiєю матриць

називається таке кiльце R, над яким довiльна матриця зводиться

до канонiчного дiагонального вигляду за допомогою елементарних пе-

ретворень матрицi.

Кiльця елементарних дiльникiв є кiльцями Ермiта.

Означення 1.5 [42, 81] Якщо над кiльцем R всi матрицi розмiру

1 × 2 дiагоналiзуються, то таке кiльце називається правим кiльцем

Ермiта.

Лiвим кiльцем Ермiта називається таке кiльце R над яким всi

матрицi розмiру 2× 1 дiагоналiзуються.
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Кiльце, яке є одночасно i правим, i лiвим кiльцем Ермiта називає-

ться кiльцем Ермiта.

Зауважимо, що в класi комутативних кiлець поняття лiвого кiльця

Ермiта, правого кiльця Ермiта i кiльця Ермiта спiвпадають [81].

З кiльцями Ермiта тiсно пов’язанi багато класiв кiлець. Наведемо їх

нижче.

Означення 1.6 [22] Правим кiльцем Безу називається кiльце, в

якому довiльний скiнченнопороджений правий iдеал є головним. Анало-

гiчно визначаються i лiвi кiльця Безу, а саме: кiльце, в якому довiльний

скiнченнопороджений лiвий iдеал є головним. Кiльце Безу — це кiльце,

яке є одночасно правим i лiвим кiльцем Безу.

За допомогою теорiї тривiальних розширень будуться новi приклади

комутативних кiлець Безу з наперед заданими властивостями, якi пов’я-

занi з класами кiлець, що дослiджуються в данiй роботi [41].

Типовим прикладом правого (лiвого) кiльця Безу служить кiльце

правих (лiвих) головних iдеалiв.

Означення 1.7 [3] Кiльце R називається кiльцем головних лiвих

(правих) iдеалiв, якщо в ньому довiльний лiвий (правий) iдеал є голов-

ним.

Наступнi теореми визначають умови при яких кiльце R є кiльцем

елементарних дiльникiв.

Теорема 1.1 [42] Якщо довiльнi матрицi над комутативним кiль-

цем R розмiру 1× 2, 2× 1 та 2× 2 володiють канонiчною дiагональною

редукцiєю, то кiльце R є кiльцем елементарних дiльникiв.

Теорема 1.2 [46] Комутативне кiльце R є кiльцем елементарних

дiльникiв тодi i лише тодi, коли довiльна квадратна матриця розмiру
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2×2, елементи якої належать кiльцю R, володiє канонiчною дiагональ-

ною редукцiєю.

Теорема 1.3 [42] Комутативне кiльце R є кiльцем елементарних

дiльникiв тодi i лише тодi, коли воно є кiльце Ермiта i для довiльних

елементiв a, b, c ∈ R, якi задовольняють умову

aR + bR + cR = R,

iснують такi елементи p, q ∈ R, для яких виконується

(pa+ qb)R + qcR = R.

У класi кiлець елементарних дiльникiв важливе мiсце займають адек-

ватнi кiльця, оскiльки вони є досить широким класом кiлець i мiстять

в собi комутативнi областi головних iдеалiв. Це поняття було введено

Хелмером [38]. Воно є часто використовуваним в сучасних алгебраїчних

дослiдженнях.

Означення 1.8 [38, 81] Елемент a комутативного кiльця Безу R

називається адекватним, якщо для довiльного елемента b ∈ R елемент

a можна зобразити у виглядi добутку двох елементiв

a = r · s,

де

rR + bR = R

та

s′R + bR 6= R,

для довiльного необоротного дiльника s′ елемента s.

Прикладами адекватних елементiв можуть послужити факторiальнi

та оборотнi елементи кiльця [81].
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Означення 1.9 [38,81] Адекватним кiльцем називається комута-

тивне кiльце Безу, в якому довiльний ненульовий елемент є адекват-

ним.

Справедливим є наступний результат, який встановлює зв’язок

адекватних кiлець з кiльцями елементарних дiльникiв.

Теорема 1.4 [2] Комутативне адекватне кiльце є кiльцем елемен-

тарних дiльникiв.

Наступний клас комутативних кiлець є адекватним кiльцем.

Означення 1.10 [33] Кiльце R називається регулярним кiльцем (в

сенсi фон Неймана), якщо для довiльного елемента a ∈ R iснує елемент

x ∈ R, для якого виконується умова

axa = a.

Для регулярних (в сенсi фон Неймана) кiлець таке твердження є

справедливим.

Теорема 1.5 [33] Для кiльця R наступнi властивостi є

еквiвалентними:

1. кiльце R — регулярне (в сенсi фон Неймана) кiльце;

2. довiльний головний правий (лiвий) iдеал кiльця R є породжений

iдемпотентом;

3. довiльний скiнченнопороджений правий (лiвий) iдеал кiльця R є по-

роджений iдемпотентним елементом.

В класi регулярних (в сенсi фон Неймана) кiлець вiдзначимо пiдклас

одинично-регулярних кiлець.

Означення 1.11 [33] Кiльце R називається одинично-регулярним

кiльцем, якщо для довiльного елемента a ∈ R iснує оборотний елемент
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u ∈ U(R) такий, що

aua = a.

Теорема 1.6 [21] Комутативне регулярне (в сенсi фон Неймана)

кiльце є одинично-регулярним кiльцем.

Бiльше того, справедливим є такий результат:

Твердження 1.1 [34, 39] Нехай R — одинично-регулярне кiльце.

Тодi, для довiльного елемента a ∈ R iснують iдемпотентнi елемен-

ти e1 = e2
1, e2 = e2

2, якi належать кiльцю R i оборотнi елементи

u1, u2 ∈ U(R) такi, що

a = e1u1 = u2e2.

Теорема 1.7 [31] Комутативне регулярне (в сенсi фон Неймана)

кiльце є адекватним кiльцем.

Зауважимо, що у випадку регулярного (в сенсi фон Неймана) кiльця

умова з означення адекватного кiльця, виконується для нульового еле-

мента, бiльше того, вона виконується i для кiльця нормування [46].

Означення 1.12 [43] Комутативне кiльце R називається кiльцем

нормування, якщо для довiльних елементiв a, b ∈ R виконується a | b

або b | a.

Означення 1.13 [81] Комутативне кiльце Безу R називається

всюди адекватним, якщо всi елементи кiльця R (зокрема i 0) є адекват-

ним.

Теорема 1.8 [81] Комутативне регулярне (в сенсi фон Неймана)

кiльце є всюди адекватним кiльцем.

Теорема 1.9 [81] Кiльце нормування є всюди адекватним кiльцем.
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Важливу роль у дослiдженнях кiлець, якi розглядаються в дисерта-

цiйнiй роботi, вiдiграє такий важливий iнварiант К-теорiї, як стабiльний

ранг кiльця.

Означення 1.14 [81] Рядок

(a1, a2, . . . , an)

елементiв кiльця R називається унiмодулярним, якщо

a1R + a2R + . . .+ anR = R.

Означення 1.15 [69] Стабiльним рангом кiльця R називається

найменше натуральне число n таке, що для довiльного унiмодулярного

рядка

(a1, a2, . . . , an, an+1) ∈ Rn+1

довжини n+1 iснують такi елементи b1, b2, . . . , bn ∈ R такi, що рядок

(a1 + an+1b1, a2 + an+1b2, . . . , an + an+1bn) ∈ Rn

є унiмодулярним.

Той факт, що стабiльний ранг кiльця R дорiвнює n позначатимемо

так:

st.r(R) = n.

Згiдно з результами Васерштейна [68] та Уорфiлда [71] цi поняття є

лiво-право симетричними.

Означення Васерштейна [68], тобто, st.r(R) = n, передбачає, що дана

властивiсть виконується для довiльного натурального числа бiльшого

нiж n, тобто n є найменшим натуральним з даною властивiстю. Бiль-

ше того, iснують такi класи кiлець (на приклад, чисто нескiнченнi кiль-

ця [33,81]), що поняття скiнченного стабiльного рангу не визначено, тобто

є нескiнченним. Такi кiльця отримали назву кiлець нескiнченного ста-

бiльного рангу.
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В процесi дослiдження кiлець скiнченного стабiльного рангу вияви-

лось, що, як правило, основнi дослiдження проводяться для кiлець ста-

бiльного рангу 1 або 2.

Означення 1.16 [69] Кiльце R називається кiльцем стабiльного

рангу 1 (цей факт позначатимемо st.r(R) = 1), якщо для довiльних

елементiв a, b ∈ R, якi задовiльняють умову

aR + bR = R,

iснує елемент t ∈ R такий, що

a+ bt ∈ U(R).

Класи кiлець стабiльного рангу 1 є доволi широкими i найбiльш дос-

лiджуваними.

Кiльце Кронекерiвських функцiй на цiлозамкненiй областi є не лише

кiльцем Безу, але i кiльцем стабiльного рангу 1 [81]. Васерштейн, вивча-

ючи клас кiлець дiйснозначних функцiй C(X), якi визначенi на топологi-

чному просторi X, описав умови, коли дане кiльце є кiльцем стабiльного

рангу 1 та 2. Зокрема, вiн показав, що st.r(C(X)) = 1 тодi i тiльки тодi,

коли dim(X) = 0 [68, 69].

Напiвлокальне кiльце є кiльцем стабiльного рангу 1 [70]. В цей же

час, iснують кiльця головних iдеалiв стабiльного рангу 1, якi не є напiв-

локальними [69]. А також, iснують кiльця Дедекiнда стабiльного рангу 1,

якi не є кiльцями головних iдеалiв [81]. Кiльця формальних степеневих

рядiв над полем P вiд багатьох змiнних є кiльцем стабiльного рангу 1,

хоча, кiльце многочленiв не є таким [68].

Теорема 1.10 [67] Нехай iснує такий примiтивний многочлен

f(x) з цiлими коефiцiєнтами, що f(r) = 0 для довiльного елемента

r кiльця R. Тодi стабiльний ранг кiльця R дорiвнює 1.
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Для регулярних (в сенсi фон Неймана) кiлець має мiсце такий ре-

зультат Капланського:

Теорема 1.11 [39] Регулярне (в сенсi фон Неймана) кiльце є

одинично-регулярним кiльцем тодi i лише тодi, коли його стабiльний

ранг дорiвнює 1.

Зауважимо, що комутативне регулярне (в сенсi фон Неймана) кiльце

є одинично-регулярним [31]. А згiдно з попередньою теоремою, це кiльце

є кiльцем стабiльний ранг якого дорiвнює 1.

Вiдзначимо користь в дослiдженнях наступних результатiв.

Теорема 1.12 [69] Стабiльний ранг кiльця R дорiвнює 1 тодi i

лише тодi, коли стабiльний ранг фактор-кiльця R/J(R) кiльця R по

радикалу Джекобсона J(R) дорiвнює 1.

Серед властивостей кiлець стабiльного рангу 1 видiлимо наступнi

властивостi:

Теорема 1.13 [69] Довiльне фактор-кiльце кiльця стабiльного ран-

гу 1 є кiльцем стабiльного рангу 1.

Теорема 1.14 [69] Якщо стабiльний ранг кiльця R дорiвнює 1 i

елемент e = e2 — довiльний iдемпотент кiльця R, то кiльце eRe та-

кож є кiльцем стабiльного рангу 1.

У випадку комутативних областей головних iдеалiв стабiльного рангу

1 маємо:

Теорема 1.15 [29] Нехай R — комутативна область головних iде-

алiв стабiльного рангу 1, тодi R є евклiдовим кiльцем.

Хоча не всяке евклiдове кiльце (зокрема, Z) є кiльцем стабiльно-

го рангу 1. Зауважимо, що довiльний скiнченний гомоморфний образ
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кiльця цiлих чисел є скiнченним кiльцем, тобто є кiльцем стабiльного

рангу 1.

Згiдно з результатами МакГоверна, класи кiлець, нетривiальнi го-

моморфнi образи яких є кiльцями стабiльного рангу 1 отримали назву

кiлець майже стабiльного рангу 1 [59].

Означення 1.17 [85] Елемант a комутативного кiльця R нази-

вається елементом майже стабiльного рангу 1, якщо

st.r(R/aR) = 1.

Очевидно, що довiльна одиниця кiльця R є елементом майже стабiль-

ного рангу 1. Зауважимо, що st.r(R) = 1 то, тодi, для довiльного iдеалу I

st.r(R/I) = 1, тобто, кiльце стабiльного рангу 1 є кiльцем майже стабiль-

ного рангу 1 [69, 71]. Як вiдзначалось, кiльце цiлих чисел є прикладом

кiльця майже стабiльного рангу 1, яке не є кiльцем стабiльного рангу 1.

Бiльше того, справедливим є наступний результат:

Теорема 1.16 [29] Довiльна адекватна область Безу є кiльцем

майже стабiльного рангу 1.

Означення 1.18 [68, 81] Кiльце R називається кiльцем стабiль-

ного рангу 2 (позначатимемо цей факт так: st.r(R) = 2), якщо для

довiльниx елементiв a, b, c ∈ R таких, що

aR + bR + cR = R,

виконується спiввiдношення

(a+ cx)R + (b+ cy)R = R

для деяких елементiв x, y ∈ R.

Очевидним прикладом кiльця стабiльного рангу 2 може послужити

довiльне комутативне кiльце головних iдеалiв. Бiльше того, матимемо:
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Теорема 1.17 [2] Стабiльний ранг адекватної областi рiвний 2.

Що стосується властивостей кiлець стабiльного рангу 1 та 2, то їх

приклади можна знайти в роботах [19,20,34,35,37,44,45,52].

Особливе мiсце в класi кiлець стабiльного рангу 1 вiдiграють наступнi

класи кiлець, якi були введенi Нiколсоном.

Означення 1.19 [54] Кiльце R називають чистим, якщо довiль-

ний елемент x ∈ R можна представити у виглядi суми iдемпотента

та оборотного елемента, тобто

x = u+ e,

де e = e2 i u ∈ U(R).

Найбiльш вiдомим тривiальним класом чистих кiлець є локальне

кiльце.

Справдi, якщо R — локальне кiльце та M — єдиний максимальний

iдеал кiльця R, причому x ∈ R, то можливi два випадки:

1. якщо x ∈ M , то 1 − x /∈ M i, оскiльки, M — єдиний максимальний

iдеал, тодi 1− x — оборотний елемент кiльця R. Отже,

x = 1− (1− x);

2. якщо x /∈ M , то x — оборотний елемент, звiдси, x = 0 + x, де

0 = 02 — iдемпотент, а x ∈ U(R).

В класi кiлець стабiльного рангу 1 важливу роль вiдiграє наступний

клас кiлець.

Означення 1.20 [13, 50, 51] Кiльце R називають кiльцем iдемпо-

тентного стабiльного рангу 1, якщо для довiльних елементiв a, b ∈ R

для яких виконується умова

aR + bR = R
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iснує iдемпотент e ∈ R такий, що

(a+ be)R = R,

тобто, елемент a+ be є оборотним елементом кiльця R.

Означення 1.21 [54] Кiльце R називається кiльцем з властивiс-

тю замiни, якщо для довiльного елемента a ∈ R iснує iдемпотент

e ∈ aR такий, що

(1− e) ∈ (1− a)R.

Зауважимо, що клас комутативних кiлець з властивiстю замiни спiв-

падає з класом кiлець iдемпотентного стабiльного рангу 1 [13,50]. Також

зазначимо, що у випадку комутативного кiльця, чисте кiльце є кiльцем

з властивiстю замiни, а в некомутативному кiльцi клас чистих кiлець

мiститься в класi кiлець з властивiстю замiни [13].

Теорема 1.18 [13,50] Наступнi властивостi комутативного кiль-

ця R є еквiвалентними:

1. R — кiльце iдемпотентного стабiльного рангу 1;

2. R — чисте кiльце;

3. R — кiльце з властивiстю замiни.

Означення 1.22 [24,25] Кiльце R називається PM -кiльцем, якщо

кожен його простий iдеал мiститься в єдиному максимальному iдеалi.

Вiдмiтимо, що чистi кiльця є PM -кiльцями [24,54].

Означення 1.23 [74] Елемент a ∈ R \ {0} комутативного кiльця

R назвемо РМ-елементом, якщо фактор-кiльце R/aR є РМ-кiльцем.

Клас РМ-кiлець тiсно пов’язаний з наступним класом кiлець.
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Означення 1.24 [51] Кiльце R називається PM ∗-кiльцем, якщо

кожен його ненульовий простий iдеал мiститься в єдиному макси-

мальному iдеалi.

Означення 1.25 [51] Кiльце R називається гельфандовим, якщо

для довiльної пари a, b ∈ R, для якої виконується умова

a+ b = 1,

iснують елементи r, s ∈ R такi, що

(1 + ar)(1 + bs) = 0.

По аналогiї до РМ-елемента наведемо поняття гельфандового еле-

мента.

Означення 1.26 [74] Елемент a ∈ R \ {0} комутативного кiль-

ця R назвемо гельфандовим, якщо фактор-кiльце R/aR є гельфандовим

кiльцем.

Прикладом гельфандових елементiв можуть служити оборотнi та

адекватнi елементи кiльця [74].

Зауважимо, що у комутативному випадку поняття гельфандового

елемента та РМ-елемента спiвпадають [51].

У працi [74] встановлено такi властивостi гельфандових елементiв

комутативного кiльця. Наведемо їх, оскiльки цi результати будуть необ-

хiднi для подальшої роботи.

Твердження 1.2 [74] Для комутативного кiльця R такi твер-

дження еквiвалентнi:

1. a ∈ R є гельфандовим елементом;

2. для довiльного простого iдеалу P , такого, що a ∈ P , iснує такий

єдиний максимальний iдеал M такий, що

P ⊂M.
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Твердження 1.3 [74] Комутативна область R є областю, в якiй

кожен ненульовий простий iдеал мiститься в єдиному максимальному

iдеалi кiльця R тодi i лише тодi, коли кожен ненульовий елемент з R

є гельфандовим елементом.

Твердження 1.4 [74] Елемент a комутативної областi Безу є

гельфандовим тодi i лише тодi, якщо для довiльних елементiв b, c ∈ R

таких, що

aR + bR + cR = R,

елемент a можна подати у виглядi

a = rs,

де rR + bR = R та sR + cR = R.

Нiколсон i Санчез Кампос у 2004 роцi [58] ввели у розгляд поняття

лiвого морфiчного кiльця i воно знайшо широке застосування у сучасних

алгебраїчних дослiдження.

Означення 1.27 [58] Нехай R — кiльце, елемент a ∈ R називає-

ться лiвим морфiчним, якщо

R/Ra ∼= l(a)

як лiвi R-модулi. Кiльце R називається лiвим морфiчним кiльцем,

якщо кожен елемент кiльця є лiвим морфiчним.

Елемент a ∈ R називається правим морфiчним, якщо

R/aR ∼= r(a)

як правi R-модулi. Кiльце R називається правим морфiчним кiльцем,

якщо кожен елемент кiльця є правим морфiчним.

Кiльце, яке є лiвим i правим морфiчним одночасно називається мор-

фiчним кiльцем.
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Наведемо еквiвалентнi означення лiвого морфiчного кiльця, наведенi

у цiй же роботi.

Лема 1.1 Нехай R — кiльце, елемент a ∈ R. Наступнi тверджен-

ня є еквiвалентними:

1. елемент a є лiвим морфiчним, тобто R/Ra ∼= l(a);

2. iснує елемент b, який належить R такий, що

Ra = l(b) i l(a) = Rb;

3. iснує елемент b, який належить R такий, що

Ra = l(b) i l(a) ∼= Rb.

З вищезгаданим класом кiлець тiсно пов’язанi наступнi класи кiлець.

Означення 1.28 [57] Комутативне кiльце R називається P -iн’-

єктивним, якщо для будь-якого елемента a ∈ R, виконується умова

Ann(Ann(aR)) = aR.

Теорема 1.19 [14, 58] Нехай R — комутативне морфiчне кiльце,

тодi:

1. для довiльного елемента a кiльця R виконується

Ann(Ann(aR)) = aR

(тобто R є P -iн’єктивним кiльцем);

2. для довiльної скiнченної множини елементiв a1, a2, . . . , an кiльця R

iснує такий елемент b кiльця R, що виконується

a1R ∩ a2R ∩ . . . ∩ anR = bR

(тобто скiнченний перетин головних iдеалiв є головним iдеалом);
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3. для довiльної скiнченної множини елементiв a1, a2, . . . , an кiльця R

iснує елемент a кiльця R такий, що

a1R + a2R + . . .+ anR = aR.

Всi скiнченнопородженi iдеали кiльця R є головними (тобто R є

кiльцем Безу).

Приклади рiзних класiв морфiчних кiлець розглянуто в [15].

Означення 1.29 [57] Комутативне кiльце R називається коге-

рентним, якщо

1. аннулятор довiльного елемента a кiльця R є скiнченнопородженим

iдеалом i

2. скiнченний перетин скiнченнопороджених iдеалiв є скiнченнопород-

женим iдеалом.

Означення 1.30 [83] Скажемо, що кiльце R називається кiльцем

майже Бера, якщо для кожного x ∈ R iснує елемент y ∈ R такий, що

Ann(xR) = yR,

де Ann(xR) = {z | zxr = 0, r ∈ R}.

В класi морфiчних кiлець видiлено новий пiдклас кiлець.

Означення 1.31 [65] Кiльце R називається однозначно морфiч-

ним, якщо для довiльного елемента a кiльця R iснує єдиний елемент

b, який також належить кiльцю R, для якого виконується наступна

умова

Ra = l(b) i l(a) = Rb.

Наступна теорема описує весь клас однозначно морфiчних кiлець.

Теорема 1.20 [65] Кiльце R є однозначно морфiчним кiльцем тодi

i тiльки тодi, коли R є одним з наступних п’яти типiв:
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1. R є тiлом;

2. R є булеве кiльце;

3. R ∼= Z2[x]/(x2);

4. R ∼= Z4;

5. R ∼= M2(Z2).

Означення 1.32 [54] Елемент a ∈ R називається акуратним еле-

ментом в кiльцi R, якщо R/aR є чистим.

Кiльце R називається акуратним, якщо кожен елемент з R є аку-

ратним.

Скажемо, що

Означення 1.33 [80] Кiльце R називається кiльцем акуратного

рангу 1, якщо для довiльних елементiв a, b ∈ R для яких виконується

умова

aR + bR = R

iснує t ∈ R, такий що a+ bt є акуратним елементом в R [80].

Зауважимо, що одиницi кiльця R є акуратними елементами, отже,

кожне кiльце стабiльного рангу 1 є кiльцем акуратного рангу 1.

Зв’язок акуратних кiлець з чистими встановлюють наступнi резуль-

тати.

Теорема 1.21 [51] Чисте кiльце є акуратним.

Теорема 1.22 [51] Якщо R є акуратним кiльцем, яке не є чистим,

то тодi R є напiвпростим кiльцем.

Теорема 1.23 [51] Якщо R є комутативною областю розмiрностi

Круля 1, то тодi R є акуратним кiльцем.
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Зокрема, довiльна комутативна область головних iдеалiв є акурат-

ною.

Зауважимо, що якщо P — довiльне поле, то кiльце P [x, y] не є акурат-

ним, оскiльки

P [x, y]/yP [x, y]

не є чистим, хоча кiльце P [x] є акуратним згiдно з теоремою 1.23. Бiльше

того, якщо A[x] є акуратним, тодi A є полем [51].
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1.2. Основнi напрямки та результати дослiджень

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, сформульовано

її мету, завдання та основнi задачi, якi розв’язуються в цiй роботi, вказа-

но наукову новизну отриманих результатiв, їх застосування та наведено

форми їх апробацiї.

У першому роздiлi наведено огляд лiтератури за темою дисертацiї

та сформульовано необхiднi означення та факти, пов’язанi з тематикою

дослiджень, що використовуються у роботi, а також, важливi результати,

якi є необхiдними для подальшого викладу матерiалу.

У другому роздiлi розглядаються морфiчнi кiльця. В першому пiд-

роздiлi цього роздiлу на основi поняття морфiчного кiльця, яке було вве-

дено Нiколсоном i Санчез Кампосом в [58], доведено, що скiнченний гомо-

морфний образ комутативної областi Безу є морфiчним кiльцем, бiльше

того, отримано такий результат:

Теорема 2.1 Нехай R — комутативна область Безу, елемент

a ∈ R \ {0}, тодi:

1. R/aR — когерентне;

2. R/aR — P -iн’єктивне;

3. R/aR — морфiчне.

А також встановлено умови коли скiнченний гомоморфний образ ко-

мутативної областi Безу є кiльцем Каша, тобто:

Теорема 2.2 Нехай R — комутативна область Безу, елемент

a 6= 0 належить R, тодi наступнi твердження є еквiвалентними:

1. R/aR — кiльце Каша;
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2. довiльний максимальний iдеал M кiльця R, що мiстить елемент

a є головним.

Також, у цьому пiдроздiлi, розглянуто поняття однозначно морфiчно-

го кiльця, яке було введено у 2010 в роботi [65] та обчислено стабiльний

ранг цих кiлець, тобто:

Теорема 2.3 Однозначно морфiчне кiльце є кiльцем стабiльний

ранг якого дорiвнює 1.

Та, як наслiдок, доведено, що однозначно морфiчне кiльце є кiльцем

елементарних дiльникiв.

Теорема 2.5 Однозначно морфiчне кiльце є кiльцем елементарних

дiльникiв.

У другому пiдроздiлi другого роздiлу дослiджуються морфiчнi кiль-

ця акуратного рангу 1. На основi результату Ройтмана [61] та Щедри-

ка [62] Забавський ввiв поняття кiльця акуратного рангу 1 [80] i у випад-

ку комутативних областей Безу показав, що комутативна область Безу

є кiльцем елементарних дiльникiв тодi i лише тодi, коли вона є облас-

тю акуратного рангу 1. Тому, актуальним є питання: "При яких умовах

морфiчне кiльце є кiльцем акуратний ранг якого дорiвнює 1?"

Капланський дослiджував кiльця з умовою однозначностi твiрних

елементiв головних iдеалiв, тобто: якщо aR = bR, то як пов’язанi еле-

менти a i b? Так, на приклад, у випадку областi елементи a i b є асо-

цiйованими справа, тобто a = bu i b = av, де u, v — оборотнi елементи

кiльця R.

В [64] встановлено, що в класi морфiчних кiлець умова однозначностi

твiрних елементiв головних iдеалiв є еквiвалентна умовi кiльця стабiль-

ного рангу 1.
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У випадку морфiчних кiлець поставлена задача знаходження умови

на твiрнi елементи головних iдеалiв, яка є еквiвалентна умовi кiльця

акуратного рангу 1. Має мiсце таке твердження:

Твердження 2.2 Морфiчне кiльце R є кiльцем акуратного рангу 1

тодi i тiльки тодi, коли для довiльної пари елементiв a, b ∈ R для яких

виконується умова

aR = bR

iснують акуратнi елементи s, t ∈ R такi, що

as = b та a = bt.

У цьому пiдроздiлi також встановлено iснування морфiчних кiлець

акуратного рангу 1.

Теорема 2.7 Нехай R є комутативним кiльцем з 1. Якщо R є

областю елементарних дiльникiв та a ∈ R \ {0}, тодi фактор-кiльце

R/aR є морфiчним кiльцем акуратного рангу 1.

В цьому роздiлi, на основi поняття розмiрностi за Канфелом вста-

новлено, що умова стабiльного рангу 2 для комутативного морфiчного

кiльця еквiвалентна умовi dim (R) = 1, що є розширенням вiдомого ре-

зультату Канфела про стабiльний ранг 1 кiльця розмiрностi dim (R) = 1.

Теорема 2.9 Нехай R — комутативне кiльце Безу i dim (R) = 1.

Тодi st.r (R) = 2.

Теорема 2.10 Нехай R комутативне майже Бера кiльце Безу ста-

бiльного рангу 2. Тодi dim (R) = 1.

Теорема 2.11 Комутативне морфiчне кiльце R є кiльцем стабiль-

ного рангу 2 тодi i тiльки тодi, коли dim(R) = 1.
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Також наведено всеможливi новi приклади морфiчних кiлець, та, як

наслiдок, отримано вiдповiдь на вiдкрите питання Нiколсона та Санчез

Кампоса про iснування морфiчних кiлець, якi не є чистими.

У третьому роздiлi розглядаються комутативнi кiльця Безу, в яких

нуль є адекватним елементом. Адекватнi кiльця є найбiльш вiдомим

прикладом кiльця елементарних дiльникiв, яке не є, взагалi кажучи,

кiльцем головних iдеалiв. В роботi [1] показано, що скiнченний нетри-

вiальний гомоморфний образ адекватної областi Безу є кiльцем, в якому

нуль є адекватним. Це дало поштовх для дослiдження комутативних кi-

лець Безу, в яких нуль є адекватним. Зокрема, в роботi наведено крите-

рiй коли комутативне кiльце Безу є кiльцем, в якому нуль є адекватним,

через певнi властивостi радикала Джекобсона.

Теорема 3.3 Нехай R —- комутативне кiльце Безу, в якому нуль

є адекватним елементом. Тодi, для довiльного ненульового i необорот-

ного елемента b ∈ R iснує такий iдемпотент e ∈ R, що be ∈ J(R) i

eR + bR = R.

Як наслiдок отримуємо:

Теорема 3.4 Напiвпросте комутативне кiльце Безу є кiльцем, в

якому нуль є адекватним елементом тодi i лише тодi, коли воно є

регулярним (в сенсi фон Неймана).

Тим самим вказано, що клас комутативних кiлець Безу є кiльцями, в

яких нуль є адекватним, тодi i лише тодi, коли воно є напiврегулярним.

Теорема 3.5 Нехай R —- комутативне кiльце Безу. Тодi такi

твердження є еквiвалентними:

1. R кiльце, в якому нуль є адекватним;

2. R —- напiврегулярне кiльце.
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У четвертому роздiлi розглядаються локально гельфандовi облас-

тi Безу.

Хенрiксен [40] показав, що в адекватному кiльцi будь-який ненульо-

вий простий iдеал мiститься в єдиному максимальному iдеалi. Ларсен,

Левiс, Шорес [46] поставили питання: "Чи буде комутативна область

Безу, в якiй довiльний ненульовий простий iдеал мiститься в єдиному

максимальному iдеалi, адекватною?"В роботi [12] побудовано приклад

кiльця, в якому будь-який ненульовий простий iдеал мiститься в єдино-

му максимальному iдеалi, яке не є адекватним. Неявно в роботi [46] i явно

Забавським було поставлено питання: "Коли буде комутативна область

Безу, в якiй будь який ненульовий простий iдеал мiститься в єдиному

максимальному iдеалi кiльцем елементарних дiльникiв?" Забавський i

Гаталевич отримали позитивну вiдповiдь на дане питання [74].

Виникло питання про вивчення областей Безу, якi є узагальненням

областей, в яких будь-який ненульовий простий iдеал мiститься в єдино-

му максимальному, а саме, в цьому роздiлi введено локально гельфандовi

кiльця. У випадку комутативних локально гельфандових областей Безу

показано, що вони є областями елементарних дiльникiв.

Означення 4.2 Комутативне кiльце є локально гельфандовим

кiльцем (позначимо GLR), якщо для довiльного a ∈ R або a або 1− a є

PM-елементом.

Має мiсце натупний результат:

Твердження 4.4 Комутативна область Безу є GLR кiльцем тодi

i тiльки тодi, коли для довiльних елементiв a, b ∈ R, для яких викону-

ється умова

aR + bR = R

один з елементiв a або b є PM-елементом.
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Основним результатом цього роздiлу є наступна теорема

Теорема 4.1 Довiльна GLR область Безу є кiльцем елементарних

дiльникiв.

У п’ятому роздiлi на основi поняття гельфандового елемента вве-

дено поняття максимально негельфандового iдеалу комутативної областi

Безу.

Означення 5.1 Назвемо iдеал I кiльця R гельфандовим, якщо I мiс-

тить хоча б один гельфандовий елемент. У протилежному випадку

iдеал I назвемо негельфандовим, тобто довiльний ненульовий елемент

iдеалу I є негельфандовим.

Означення 5.2 Негельфандовий iдеал N назвемо максимально не-

гельфандовим, якщо для довiльного iдеалу I такого, що N ⊂ I, I 6= N ,

iснує гельфандовий елемент a, який належить I.

Встановлено, що довiльний негельфандовий iдеал мiститься в макси-

мально негельфандовому iдеалi.

Твердження 5.2 Довiльний негельфандовий iдеал комутативної

областi Безу мiститься хоча б в одному максимально негельфандовому

iдеалi.

А також, показано, що максимально негельфандовий iдеал є простим.

Твердження 5.3 Кожний максимально негельфандовий iдеал ко-

мутативної областi Безу є простим iдеалом.

Бiльше того

Твердження 5.4 Нехай R — комутативна область Безу, в якiй

довiльний ненульовий простий iдеал мiстить гельфандовий елемент,
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тодi R є областю, в якiй довiльний ненульовий простий iдеал мiсти-

ться в єдиному максимальному.

Цей результат дає нове описання комутативних PM ∗-областей Безу

за допомогою гельфандового елемента. Це дозволило ввести аналог ра-

дикала Джекобсона для максимально негельфандових iдеалiв. А саме,

якщо через A(R) позначити перетин всiх максимально негельфандових

iдеалiв. Тодi має мiсце наступна властивасть, яка аналогiчна до вiдомої

властивостi радикала Джекобсона.

Твердження 5.5 Нехай R — комутативна область Безу i

b ∈ A(R) i a — гельфандовий елемент R. Тодi, для довiльного x ∈ R

елемент a+ bx є гельфандовим.

Наступне твердження у випадку єдиного максимального негельфан-

дового iдеалу показує, що така область має аналогiчнi властивостi до

локальної областi.

Твердження 5.7 Для комутативної областi Безу такi властивос-

тi еквiвалентнi:

1. у кiльцi iснує єдиний максимально негельфандовий iдеал;

2. сума довiльних двох негельфандових елементiв є негельфандовим

елементом.

Показано, що комутативна область Безу зi скiнченною кiлькiстю мак-

симально негельфандових iдеалiв є кiльцем гельфандового рангу 1. А

звiдси отримано основний результат цього роздiлу:

Теорема 5.2 Комутативна область Безу зi скiнченною кiлькiстю

максимально негельфандових iдеалiв є кiльцем елементарних дiльникiв.
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1.3. Висновки до роздiлу 1

В цьому роздiлi зроблено стислий огляд лiтератури за темою ди-

сертацiї. Сформульовано попереднi вiдомостi та допомiжнi факти, якi

використовуються при подальших дослiдженнях в наступних чотирьох

роздiлах. Описано основнi напрямки та результати дослiджень.
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РОЗДIЛ 2
МОРФIЧНI КIЛЬЦЯ

У цьому роздiлi розглянуто новий клас кiлець, а саме, морфiчних кi-

лець, який був введений Нiколсоном i Санчез Кампосом [58] у 2004 роцi,

на основi добре вiдомого результату Ерлiх [28]. Дослiджено стабiльний

ранг цього класу кiлець та розгянуто розмiрнiсть морфiчниих кiлець (за

Канфелом). Описано еквiвалентнi умови при яких морфiчне кiльце є

кiльцем акуратного рангу 1, а також, встановлено умови iснування мор-

фiчних кiлець акуратоного рангу 1.

2.1. Морфiчнi кiльця Безу

У цьому пiдроздiлi встановлено, що скiнченний гомоморфний образ ко-

мутативної областi Безу є морфiчним кiльцем, а також, описано комута-

тивнi областi Безу, скiнченнi гомоморфнi образи яких є кiльцями Каша,

що є вiдповiддю на вiдкрите питання Фейса та Факкiнi. Також побудо-

вано приклад комутативного морфiчного кiльця, яке не є чистим, що є

вiдповiддю на вiдкрите питання Нiколсона i Санчез Кампоса [58].

Надалi будемо вважати, що кiльце R є асоцiативним кiльцем з оди-

ницею i всi модулi є унiтарними.

Означення 2.1 [58] Нехай R — кiльце, елемент a ∈ R називає-

ться лiвим морфiчним, якщо

R/Ra ∼= l(a)

як лiвi R-модулi, де

l(a) = {x | xa = 0,∀a ∈ R}.
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Кiльце R називається лiвим морфiчним кiльцем, якщо кожен еле-

мент кiльця є лiвим морфiчним. Аналогiчно вводяться i правi морфiчнi

кiльця. Кiльце, яке є лiвим i правим морфiчним одночасно називається

морфiчним кiльцем.

Зауважимо, що комутативнi морфiчнi кiльця є кiльцями Безу [73].

Одним з основних результатiв роботи є наступна теорема.

Теорема 2.1 Нехай R — комутативна область Безу. Виберемо до-

вiльний ненульовий елемент a ∈ R. Тодi страведливими є такi твер-

дження:

1. R/aR — когерентне;

2. R/aR — P -iн’єктивне;

3. R/aR — морфiчне.

Доведення. Нехай R — комутативна область Безу. Виберемо деякий

ненульовий елемент a ∈ R.

(1) Доведемо, що R/aR — когерентне кiльце. Згiдно з [83] кiльце

R/aR є кiльцем майже Бера, i, використовуючи теорему 1.19, отримуємо,

що R є когерентним кiльцем.

(2) Доведемо, що R/aR — P -iн’єктивне кiльце. Для цього достатньо

використати теорему 1.19.

(3) Доведемо, що R/aR — морфiчне кiльце. Використовуватимемо

позначення R = R/aR для скiнченного гомоморфного образу комута-

тивної областi Безу. Виберемо довiльний елемент b ∈ R, b = b+ aR.

Тодi, опираючись на твердження (1) цiєї теореми, стверджуємо, що

Ann(bR) = cR,

для деякого елемента c = c+ aR, бо кiльце R є кiльцем майже Бера.
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Оскiльки R є P -iн’єктивним кiльцем (за твердженням (2)), то, звiдси

слiдує, що

Ann(Ann(bR)) = bR

i отримуємо, що

Ann(Ann(bR)) = Ann(cR).

Звiдси матимемо, що bR = Ann(cR).

Отже: для будь-якого елемента b iснує елемент c такий, що

Ann(b) = cR i Ann(c) = bR, а звiдси випливає, що R є морфiчним кiль-

цем (згiдно з лемою 1.1).

Теорему доведено.

�

Як наслiдок, з даної теореми отримуємо приклад комутативного мор-

фiчного кiльця, яке не є чистим, що є негативною вiдповiддю на вiдкрите

питання роботи [58].

Приклад 2.1. Приклад Хенрiксена [40]

Нехай

R = {z0 + a1x+ a1x
2 + . . . |z0 ∈ Z, ai ∈ Q, i = 1, 2, . . .}.

Зауважимо, що R є комутативною областю Безу [40]. Фактор-кiльце

R/xR за теоремою 2.1 є морфiчним кiльцем, але воно не є чистим, оскiль-

ки для iдеалу

N = {a1x+ a1x
2 + . . . |ai ∈ Q, i = 1, 2, . . .}

iдеал N/xR є простим iдеалом, який мiститься у всiх максимальних iде-

алах даного фактор-кiльця R/xR. Тому, R/xR не є чистим, оскiльки

чисте кiльце є PM -кiльцем. Зауважимо, що xR 6= N , оскiльки x/2 ∈ N ,

але x/2 /∈ xR.

Фейс i Факкiнi [30] дослiджували так-званi кiльця Каша i неявно

поставили питання: "При яких умовах фоктор-кiльце R/aR є кiльцем
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Каша?" Дамо вiдповiдь на це питання у випадку комутативної областi

Безу.

Означення 2.2 [26,30] Комутативне кiльце R називається кiль-

цем Каша, якщо анулятор довiльного iдеалу кiльця R вiдмiнний вiд

нуля.

Теорема 2.2 Нехай R — комутативна область Безу, елемент

a 6= 0 належить R. Тодi наступнi твердження є еквiвалентними:

1. R/aR - кiльце Каша;

2. довiльний максимальний iдеал M кiльця R, що мiстить елемент

a є головним.

Доведення. Нехай R є комутативною область Безу. Виберемо довiль-

ний ненульовий елемент a ∈ R. Розглянемо еквiвалентнiсть умов (1) та

(2). Розглянемо спочатку випадок (1)⇒ (2).

(1) ⇒ (2). Нехай R/aR є кiльцем Каша. Використовуватимемо поз-

начення R = R/aR для скiнченного гомоморфного образу комутатив-

ної областi Безу. Виберемо деякий максимальний iдеал M кiльця R,

M = M + aR. Запишемо

Ann(M) = H,

де H є iдеалом в R i H 6= {0}, та H = H + aR.

Оскiльки H анулює максимальний iдеалM , то справедливим є запис

HM = {0}.

Отже,M належить до Ann(H) i за максимальнiстюM ми отримуємо

M = Ann(H) 6= R.

Оскiльки M є максимальним iдеалом у кiльцi R, то для довiльного

елемента d 6= 0, який належить iдеалу H виконується рiвнiсть

dM = {0},
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де d = d+ aR.

Отже, ми отримали, що максимальний iдеалM належить до Ann(d),

де d є ненульовим елементом цього iдеалу.

Отже,

M = Ann(d) = bR,

тому, що R/aR є морфiчним кiльцем. Тодi, для довiльного елемента

b = b+ aR матимемо:

M = bR

i

M = bR + aR = cR,

бо R є комутативною областю Безу для деякого елемента c ∈ R.

Отже, M є максимальним iдеалом, який є головним.

(2) ⇒ (1). Нехай ми маємо довiльний максимальний iдеал M , який

мiстить не нульовий елемент a. Згiдно з обмежень, якi накладенi на кiль-

це R, маємо, що iдеал M є головним.

Перейдемо до скiнченного гомоморфного образу R/aR. Використає-

мо позначення R = R/aR, M = M + aR, m = m + aR, n = n + aR для

довiльних елементiв m,n ∈ R.

Отримуємо:

M = mR = Ann(nR),

бо R/aR є морфiчним кiльцем. З того, що m 6∈ U(R) ми отримуємо

Ann(nR) 6= R,

а отже, nR 6= {0}.

Звiдси

Ann(M) = Ann(Ann(nR)) = nR 6= {0},

тому, Ann(M) є ненульовим головним iдеалом, i цей факт доводить, що

R/aR є кiльцем Каша.
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Теорему доведено.

�

Як наслiдок з даної теореми слiдує наступний результат.

Наслiдок 2.1 Якщо R — комутативна область головних iдеалiв,

тодi R/aR — кiльце Каша для будь-якого ненульового елемента a ∈ R.

В класi морфiчних кiлець у 2010 було видiлено новий пiдклас кiлець,

який отримав назву однозначно морфiчних кiлець [65]. Нагадаємо, що

Означення 2.3 [65] Кiльце R називається однозначно морфiчним,

якщо для довiльного елемента a кiльця R iснує єдиний елемент b ∈ R

для якого виконується умова

Ra = l(b) i l(a) = Rb.

Справедливим є наступний результат.

Теорема 2.3 Однозначно морфiчне кiльце є кiльцем, стабiльний

ранг якого дорiвнює 1.

Доведення. Згiдно з теоремою 1.20 можемо вважати, що кiльце R є

одним iз п’яти зазначених типiв, а саме:

1. R є тiлом;

2. R є булевим кiльцем;

3. R ∼= Z2[x]/(x2);

4. R ∼= Z4;

5. R ∼= M2(Z2).

Покажемо, що стабiльний ранг кожного з цих класiв кiлець рiвний 1.

Розглянемо спочатку (2) випадок. Кiльце R є булевим кiльцем, тобто

x2 = x для довiльного x ∈ R. Тодi для довiльного елемента a ∈ R
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виконується

a · 1 · a = a,

тобто, кiльце R є одинично-регулярним кiльцем. Згiдно з [33] стабiльний

ранг одинично-регулярного кiльця дорiвнює 1.

Оскiльки

R ∼= Z2[x]/(x2) = {0, 1, x, x+ 1}

є напiвлокальним кiльцем i

Z4 = {0, 1, 2, 3}

є локальним кiльцем з максимальним iдеаломM = (2), тодi, кiльця типу

(1), (3) i (4) є кiльцями стабiльного рангу 1, за [10].

Розглянувши R ∼= M2(Z2) ми маємо випадок скiнченного кiльця, то-

му воно є кiльцем стабiльного рангу 1.

Теорему доведено.

�

Оскiльки однозначно морфiчнi кiльця є морфiчними кiльцями, а

останнi є кiльцями Безу, тодi, за теоремою 2.3, робимо висновок, що одно-

значно морфiчнi кiльця є кiльцями Безу стабiльного рангу 1

А оскiльки кiльце Безу стабiльного рангу 1 є кiльцем Ермiта [81],

отримуємо наступний результат.

Теорема 2.4 Однозначно морфiчне кiльце є кiльцем Ермiта.

Бiльше того, клас однозначно морфiчних кiлець є кiльцем елемен-

тарних дiльникiв.

Теорема 2.5 Однозначно морфiчне кiльце є кiльцем елементарних

дiльникiв.

Доведення. Нехай R однозначно морфiчне кiльце. Зауважимо, що
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якщо R є булевим кiльцем, або Z2[x]/(x2), або Z4, то R є комутатив-

ним кiльцем Безу стабiльного рангу 1, а значить, згiдно з [83] є кiльцем

елементарних дiльникiв.

Випадок, коли R є тiлом є очевидним.

Оскiльки поле Z2 є кiльцем елементарних дiльникiв, i зважаючи на

те, що кiльце матриць над кiльцем елементарних дiльникiв є кiльцем

елементарних дiльникiв [81], то у випадку кiльця M2(Z2) є очевидним

те, що воно є кiльцем елементарних дiльникiв.

Теорему доведено.

�
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2.2. Морфiчнi кiльця акуратного рангу 1

У цьому пiдроздiлi доведено, що комутативне кiльце R є кiльцем аку-

ратного рангу 1 тодi i тiльки тодi, коли кожна одиниця за модулем го-

ловного iдеала пiднiмається до акуратного елемента. Також показано,

що комутативне морфiчне кiльце R є кiльцем акуратного рангу 1 тодi i

тiльки тодi, коли для довiльних елементiв a, b ∈ R таких, що aR = bR

iснують акуратнi елементи s, t ∈ R такi, що bs = c, ct = b. Наведено

приклади морфiчних кiлець акуратний ранг яких дорiвнює 1.

Капланський [42] сформулював питання про те, коли в кiльцi задо-

вольнються умови однозначностi твiрних головних iдеалiв, тобто, коли

з умови aR = bR випливає, що елементи a i b є асоцiйованими справа.

Вiн зауважив, що для комутативних кiлець властивостi однозначної по-

роджуваностi головного iдеалу виконуються для кiлець головних iдеалiв

та артiнових кiлець. У випадку лiвих квазi-морфiчних кiлець властивiсть

однозначної породжуваностi є еквiвалентною умовi кiльця стабiльного

рангу 1 [64].

Поняття акуратного рангу 1 було введено в [80]. У цьому пiдроздiлi

показано, що для комутативного морфiчного кiльця умова акуратного

рангу 1 є еквiвалентною до однозначної породжуваностi головних iдеалiв

з точнiстю до акуратностi.

Нагадаємо, що

Означення 2.4 Елемент a ∈ R \ {0} називається акуратним еле-

ментом в кiльцi R, якщо фактор-кiльце R/aR є чистим.

Означення 2.5 [80] Комутативне кiльце R називається кiльцем

акуратного рангу 1, якщо для довiльних елементiв a, b ∈ R, якi задо-

вiльняють умову

aR + bR = R
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iснує t ∈ R такий, що a+ bt є акуратним елементом в R.

Означення 2.6 1. Елемент a ∈ R є одиницею за модулем голов-

ного iдеала cR, якщо

ax− 1 ∈ cR

для деякого елемента x ∈ R.

2. Одиниця a ∈ R за модулем головного iдеала cR пiднiмається до

акуратного елемента, якщо

a− t ∈ cR

для деякого акуратного елемента t ∈ R.

Твердження 2.1 Нехай R — комутативне кiльце. Наступнi твер-

дження є еквiвалентними:

1. R є кiльцем акуратного рангу 1;

2. кожна одиниця за модулем головного iдеалу пiднiмається до акура-

тного елемента за модулем головного iдеала.

Доведення. Доведемо, що з того, що R є кiльцем акуратного рангу

1 випливає, що кожна одиниця пiднiмається до акуратного елемента за

модулем кожного головного iдеала.

Припустимо, що R є кiльцем акуратного рангу 1, тобто для довiльних

елементiв a, b ∈ R таких, що

aR + bR = R

iснує t ∈ R такий, що

a+ bt

є акуратним елементом кiльця R. Оскiльки aR + bR = R, то iснуть

елементи u, v ∈ R, для яких вiрне таке спiввiдношення:

au+ bv = 1.
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Звiдси, матимемо, що

au− 1 ∈ bR,

тобто, a є одиницею за модулем головного iдеала bR.

Покажемо, що iснує акуратний елемент t ∈ R, вiдмiнний вiд нуля,

такий, що

a− t ∈ bR.

Нехай x ∈ R такий, що

au− 1 = bx.

Тодi au − bx = 1. Оскiльки R є кiльцем акуратного рангу 1, то iснує

такий елемент s ∈ R i акуратний елемент t ∈ R такий, що

a+ b(−s) = t.

Звiдси матимемо, що a− t = bs, а отже,

a− t ∈ bR,

де t є акуратним елементом в R.

Для того, щоб довести (2) ⇒ (1), припустимо, що кожна одиниця

кiльця R пiднiмається до акуратного елемента за модулем головного iде-

ала. Покажемо, що кiльце R має акуратний ранг 1.

Нехай a, b, c ∈ R такi, що

ab+ cd = 1.

Звiдси матимемо ab− 1 = −cd. Тодi ab− 1 ∈ cR. Тому, за нашим припу-

щенням, iснує акуратний елемент t ∈ R такий, що

b− t ∈ cR.

Отже b− t = cx для деякого елемента x ∈ R, тобто

b+ c(−x) = t
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є акуратним елементом, а отже R є кiльцем акуратного рангу 1.

Твердження доведено.

�

Твердження 2.2 Морфiчне кiльце R є кiльцем акуратного рангу 1

тодi i тiльки тодi, коли для довiльної пари елементiв a, b ∈ R для яких

виконується умова

aR = bR

iснують акуратнi елементи s, t ∈ R такi, що

as = b та a = bt.

Доведення. За твердженням 2.1 достатньо показати, що кожна оди-

ниця пiднiмається до акуратного елемента за модулем головного iдеала

в R.

Нехай x— одиниця за модулем головного iдеала yR, тобто iснує z ∈ R

такий, що

zx− 1 ∈ yR.

Покажемо, що iснує акуратний елемент t ∈ R такий, що

x− t ∈ yR.

Оскiльки кiльце R є комутативним морфiчним кiльцем, то iснують еле-

менти a, b ∈ R, якi задовольняють таким умовам:

yR = Ann(a)

та

xaR = Ann(b).

Очевидно, xR ⊂ Ann(ab) i yR ⊆ Ann(ab).

Оскiльки zx− 1 ∈ yR, маємо

xR + yR = R
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i

xR + yR = Ann(ab).

Тодi ab = 0 та a ∈ Ann(b). Також виконується таке спiввiдношення

Ann(b) = xaR ⊆ aR.

Отже,

Ann(b) = xaR = aR.

За припущенням, в кiльцi iснує акуратний елемент t ∈ R такий, що

xa = ta.

Це означає, що

(x− t)a = 0.

Маємо

x− t ∈ Ann(a) = yR.

Таким чином, за твердженям 2.1, кiльце R має акуратний ранг 1.

Нехай aR = bR. Тодi, iснують такi елементи x, y ∈ R, що a = bx,

b = ay. Отже b = bxy, b(1− xy) = 0. Звiдси

1− xy ∈ Ann(b).

Отримуємо, що

xy + (1− xy) = 1

де xy ∈ xR i 1− xy ∈ (1− xy)R. Отже

xR + (1− xy)R = R.

Оскiльки R, за припущенням, є кiльцем акуратного рангу 1, то iснує

елемент s ∈ R такий, що

x+ (1− xt)s = t

є акуратним елементом в R. Оскiльки 1− xy ∈ Ann(b), маємо

(x+ (1− xy)s)b = tb,
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xb = tb де xb = a. Таким чином, a = tb для деякого акуратного елемента

t ∈ R.

Аналогiчно отримуємо b = sa, для деякого акуратного елемента

s ∈ R.

Твердження доведено.

�

Теорема 2.6 Нехай R є кiльцем елементарних дiльникiв. Тодi R є

кiльцем акуратного рангу 1.

Доведення. За Ройтманом [61] умова кiльця елементарних дiльникiв

еквiвалентна такi умовi: для довiльних елементiв a, b, c ∈ R для яких

виконується

aR + bR = R

iснує елемент t ∈ R такий, що

a+ bt = uv,

де

uR + cR = R,

vR + (1− c)R = R,

uR + vR = R.

Позначимо s = a + bt. Перейдемо до скiнченного гомоморфного

образу комутативного кiльця R та використовуватимемо позначення

R = R/sR.

Нехай u = u+sR, v = v+sR. Зауважимо, що u·v = uv = 0. Оскiльки

uR + vR = R,

то для довiльних елементiв x, y ∈ R отримуємо

ux+ vy = 1,
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де x = x+ sR, y = y + sR.

Домноживши цю рiвнiсть на u, v отримаємо u2x = u та v2y = v

вiдповiдно.

Нехай vy = e. Очевидно, що e2 = e та 1− e = ux.

Оскiльки uR + cR = R, отримуємо наступне спiввiдношення

ceβ = e,

для деякого елемента

β ∈ R/sR.

Аналогiчно,

(1− c)α(1− e) = 1− e

для деякого елемента α ∈ R/sR.

Отже, доведено, що для довiльного елемента c = c + sR iснує iдем-

потент e такий, що

e ∈ cR

та

1− e ∈ (1− c)R.

Оскiльки R є комутативним кiльцем, то за теоремою 1.19 маємо, що R є

кiльцем з властивiстю замiни, а отже i R/sR є чистим кiльцем.

Теорему доведено.

�

Як наслiдок, ми отримуємо наступний результат.

Теорема 2.7 Нехай R є областю елементарних дiльникiв та еле-

мент a ∈ R \ {0}. Тодi фактор-кiльце R/aR є морфiчним кiльцем аку-

ратного рангу 1.

Доведення. Оскiльки кожна область елементарних дiльникiв є кiль-

цем Безу [42], за теоремою 2.1 R/aR є морфiчним кiльцем. Зважаючи
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на те, що кожен гомоморфний образ кiльця елементарних дiльникiв є

кiльцем елементарних дiльникiв, то за теоремою 2.6 робимо висновок,

що R/aR є морфiчним кiльцем акуратного рангу 1.

Теорему доведено.

�

Зауважимо, що якщо R область елементарних дiльникiв, яка не є

областю майже стабiльного рангу 1 ( приклад Хенрiксена [40]), то тодi

iснує елемент a ∈ R такий, що у фактор-кiльцi R = R/aR iснують такi

елементи b, c ∈ R, що bR = cR. Тодi iснує необоротнi акуратнi елементи

s, t ∈ R такi, що bs = c, ct = b.



62

2.3. Комутативнi морфiчнi кiльця стабiльного
рангу 2

Вiдомо, що лiве квазi-морфiчне кiльце R є кiльцем стабiльного рангу 1

тодi i тiльки тодi, коли dim (R) = 0 [64]. У цьому пiдроздiлi показано,

що комутативне морфiчне кiльце R є кiльцем стабiльного рангу 2 тодi i

тiльки тодi, коли dim (R) = 1.

У [42] Капланський пiдняв питання: якщо aR = bR в кiльцi R, чи

елементи a i b обов’язково є правими асоцiйованими? Вiн зазначив, що

у випадку комутативного кiльця ця властивiсть виконується для кiлець

головних iдеалiв та артiнових кiлець. Розвиваючи цi iдеї, Канфел [16]

ввiв поняття однозначної породжуваностi для множини головних iдеалiв,

тобто, множина {aiR | i = 1, 2, . . . , n} є однозначно породжуваною,

якщо

aiR = biR,

то iснують елементи ui ∈ R такi, що ai = biui, i = 1, 2, . . . , n i

u1R + u2R + . . .+ unR = R.

Розмiрнiстю комутативного кiльця R назвемо найменше цiле число n

таке, що кожна множина з n+ 1 головних iдеалiв однозначно породжу-

ється. Дане число, якщо воно iснує, будемо позначати dim (R). В [16]

Канфел охарактеризував n-вимiрний F -простiр X в термiнах кiлець не-

перервних дiйснозначних i комплексних функцiй, визначених на просторi

X. Розширюючи поняття однозначної породжуваностi головних iдеалiв

ми дамо алгебраїчну характеристику поняття n-вимiрностi.

В [11] Бас ввiв поняття стабiльного рангу для кiлець. Кiльце R

стабiльного рангу 1 є однозначно породжуваним [81]. Але не кожне

однозначно породжуване кiльце є кiльцем стабiльного рангу 1. Зокрема,

кiльце Z однозначно породжується, але Z не є кiльцем стабiльного рангу
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1. Стабiльний ранг Z дорiвнює 2 [81]. У випадку лiвого квазi-морфiчного

кiльця маємо, що властивiсть однозначної породжуваностi є еквiвален-

тною до умови стабiльного рангу 1 [64]. У цьому пiдроздiлi покажемо,

що у випадку комутативного морфiчного кiльця властивiсть dim (R) = 1

рiвносильна умовi кiльця стабiльний ранг якого дорiвнює 2.

Всi кiльця є комутативними кiльцями з одиницею.

Теорема 2.8 Комутативне кiльце Безу R є кiльцем Ермiта тодi

i тiльки тодi, коли st.r (R) = 2.

Теорема 2.9 Нехай R — комутативне кiльце Безу i dim (R) = 1.

Тодi st.r (R) = 2.

Доведення. Нехай R є комутативним кiльцем Безу. Для довiльних

елементiв a, b ∈ R iснує d ∈ R для якого справедливим є таке спiввiдно-

шення:

aR + bR = dR.

Тодi iснують елементи a0, b0 ∈ R i u, v ∈ R такi, що

a = da0,

b = db0

i

d = au+ bv = a0ud+ b0vd.

Покладемо q = 1− a0u− b0v.

Тодi dq = 0 i для довiльних елементiв t1, t2 ∈ R виконуються такi

рiвностi

(a0 + t1q)d = a,

(b0 + t2q)d = b.

Розглянемо елементи a0 + t1q = a1 i b0 + t2q = b2, якi породжують R

згiдно з обмеженнями накладеними на кiльце R.
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Тодi a1x+ b1y = 1 для деяких елементiв x, y ∈ R i a = a1d, b = b1d.

За [42] R є кiльцем Ермiта i за теоремою 2.8 ми отримуємо, що

st.r (R) = 2.

Теорему доведено.

�

Теорема 2.10 Нехай R комутативне майже Бера кiльце Безу ста-

бiльного рангу 2. Тодi dim (R) = 1.

Доведення. Нехай a1R = b1R i a2R = b2R. Тодi a1 = x1b1, a2 = x2b2 i

b1 = y1a1, b2 = y2a2 для деяких x1, x2, y1, y2 ∈ R. Звiдси матимемо, що

b1(1− x1y1) = 0,

b2(1− x2y2) = 0

i

1− x1y1 ∈ Ann (b1R),

1− x2y2 ∈ Ann (b2R).

Нехай Ann (b1R) = α1R i Ann (b2R) = α2R для деяких елементiв

α1, α2 ∈ R.

Оскiльки 1− x1y1 ∈ α1R i 1− x2y2 ∈ α2R, отримуємо

x1R + α1R = R

i

x2R + α2R = R.

Очевидно, що x1R + x2R + α1α2R = R.

Оскiльки st.r (R) = 2, то одержуємо наступну рiвнiсть

(x1 + α1α2s)R + (x2 + α1α2t)R = R

для деяких елементiв s, t ∈ R. Оскiльки

(x1 + α1α2t)b1 = x1b1 + α2tα1b = x1b1 = a1,
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(x2 + α1α2s)b2 = x2b2 + α1sα2b = x2b2 = a2.

Позначимо x1 + α1α2t = u1, x2 + α1α2s = u1.

Отже, доведено, що u1b1 = a1, u2b2 = a2 i u1R + u2R = R, тобто

dim (R) = 1.

Теорему доведено.

�

Комутативне морфiчне кiльце є очевидним прикладом майже Беро-

вого кiльця Безу [58].

Як результат з теореми 2.9 та теореми 2.10 ми отримали наступний

результат.

Теорема 2.11 Комутативне морфiчне кiльце R є кiльцем стабiль-

ного рангу 2 тодi i тiльки тодi, коли dim(R) = 1.



66

2.4. Приклади морфiчних кiлець i кiлець пов’я-
заних з ними

Приклад 2.2. [58] Прямий добуток кiлець є лiвим морфiчним тодi

i тiльки тодi, коли довiльний спiвмножник є лiвим мофiчним.

Приклад 2.3. [58] Довiльне одинично-регулярне кiльце є лiвим i

правим морфiчним.

Обернене твердження є невiрним. Оскiльки Z4 є морфiчним, згiдно

з роботою [58], як нетривiальний скiнченний гомоморфний образ кiльця

цiлих чисел, але Z4 не є регулярним (в сенсi фон Неймана) кiльцем,

оскiльки нiль-радикал N(Z4) рiвний {0, 2}, а в регулярному (в сенсi фон

Неймана) кiльцi вiн повинен дорiвнювати нулю.

Приклад 2.4. [58] Кiльце многочленiв R[x] нiколи не є нi лiвим, нi

правим морфiчним, для довiльного кiльця R.

Твердження 2.3 [58] Нехай R — лiве морфiчне кiльце. Тодi для

довiльного елемента a ∈ R наступнi властивостi є еквiвалентними:

1. l(a) = 0;

2. Ra = R;

3. a ∈ U(R).

Очевидно, що l(x) = 0 в R[x], але згiдно з твердженням 2.3

x ∈ U(R[x]), але ж x /∈ U(R[x]), тому R[x] не є лiвим (правим) мор-

фiчним кiльцем.

Приклад 2.5. Приклад Берка [58,84]

Нехай F поле. Задамо iзоморфiзм F в пiдполе F 6= F .

Нехай R є лiвим F -простором з базою {1, c}, де c2 = 0 i cx = xc для

всiх x ∈ F . Тодi R є лiвим артiновим локальним лiвим морфiчним, яке не

є правим морфiчним. Бiльше того, кiльце M2(R) не є лiвим морфiчним.

Зауважимо, що R є правим P - iн’єктивним, але не є правим морфiчним.
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Зауважимо, що якщо F є полем, кiльце

R =

F F

0 F


є лiвим артiновим, яке не є нi лiвим, нi правим морфiчним.

Нагадаємо, що кiльце R називається квазi-фробенiусовим, якщо до-

вiльний iн’єктивний R-модуль є проективним.

Приклад 2.6. [58] Нехай Cr група порядку 2. Розглянемо групове

кiльце R = Z4Cr. Воно є комутативним локальним квазi-фробенiусовим

кiльцем, яке не є морфiчним.

У випадку комутативних кiлець R є квазi-фробенусовим тодi i лише

тодi, коли R є скiнченною прямою сумою локальних артiнових кiлець,

якi мають єдиний мiнiмальний iдеал [57].

Приклад 2.7. Нехай C є пiдкiльцем кiльця D. Нехай

R[D,C] = {(d1, . . . , dn, c, c, . . .)|di ∈ D, c ∈ C, n ≥ 1}

кiльце з покомпонентним множенням i додаванням. Нехай

S = R[Mn(R), R[x]/xnR[x]],

де R — регулярне (в сенсi фон Неймана) кiльце. Згiдно з [48] S не є

регулярним (в сенсi фон Неймана) кiльцем, але S є напiврегулярним

квазi-морфiчним кiльцем.

Приклад 2.8. Нехай

R =

Z2 0

Z2 Z2


i

α =

0 0

1 0


тодi

lR(α) = R

1 0

1 0


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є головним правим iдеалом, але

Rα =

0,

0 0

1 0

 = l


1 0

1 0

 = l


0 0

0 1


не є лiвим анулятором, тобто R є узагальнено морфiчним кiльцем, яке

не є лiвим морфiчним (i, як висновок, не є лiвим квазi-морфiчним) [58].

Твердження 2.4 [73] Нехай R — редуковане кiльце. Тодi наступнi

властивостi є еквiвалентними:

1. R — лiве морфiчне;

2. R[x]/Rxn — лiве морфiчне;

3. R — регулярне (в сенсi фон Неймана);

4. R — одинично-регулярне (в сенсi фон Неймана);

5. R — абелево-регулярне (в сенсi фон Неймана).

Приклад 2.9. [18] Нехай R абелево-регулярне кiльце i

σ : R→ R

ендоморфiзм кiльця R, який σ(e) = e для довiльного iдемпотентного

елемента e ∈ R, тодi

R[x, σ]/(x2)

є лiвим морфiчним кiльцем.

Для довiльного напiвпростого кiльця R кiльце матриць тривiальне

розширення кiльця R ∝ R є строго морфiчним кiльцем, тобто, довiльне

матричне кiльце Mn(R ∝ R) є морфiчним кiльцем.

Для довiльних натуральних d,m > 1 тривiальне розширення

Zmd ∝ Zd є морфiчним тодi i тiльки тодi, коли d i m є взаємно простими

i d можна подати у виглядi добутку рiзних простих чисел [18].

Якщо R є областю головних iдеалiв з класичним кiльцем дробiв Q,

тодi тривiальне розширення R ∝ Q/R є морфiчним [18].
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Для бiмодуля M над Z тривiальне розширення Z ∝M є морфiчним

тодi i тiльки тодi, коли M ∼= Q/Z [18].

Отже, тривiальне розширення Z ∝ Q/Z є морфiчним кiльцем i воно

не є чистим i не є кiльцем стабiльного рангу 1.

Приклад 2.10. [58] Оскiльки кiльце матриць над тiлом є лiвим i пра-

вим морфiчним i добуток морфiчних кiлець є морфiчним, тодi класичне

напiвпросте кiльце є правим головним лiвим морфiчним кiльцем.

Приклад 2.11. [58] Якщо p — просте, тодi Mn(Zpk) є правим голов-

ним лiвим морфiчним кiльцем та є лiвим i правим морфiчним.

Приклад 2.12. Розглянемо прямий добуток R = Z2 ⊗ Z2 i нехай

σ : R → R задається {a1, a2} → {a2, a1}. Тодi σ є ендоморфiзмом R де

σ(1) = 1.

Нехай b = (1, 0) i S = R[x, σ]/(x2). В [47] показано, що не iснує

e, d ∈ R таких, що

l(bx) = S(c+ dx)

i

S(bx) = l(c+ dx).

Тобто S не є лiвим морфiчним.

Твердження 2.5 Якщо R є одинично-регулярним кiльцем, тодi

Mn(R[x]/(xn)) є морфiчним кiльцем для довiльного n ∈ N

Приклад 2.13. Кiльце Z2[x, y]/(x2, y2) не є лiвим морфiчним.

Теорема 2.12 Наступнi властивостi кiльця R є еквiвалентними:

1. R — одинично-регулярне;

2. R[x]/(x2) — морфiчне кiльце.

Очевидно, що довiльне лiве морфiчне кiльце є лiвим узагальнено мор-

фiчним кiльцем, а обернене твердження є невiрним.
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Довiльне кiльце головних лiвих iдеалiв є узагальнено морфiчним, але

воно не є лiвим морфiчним [86].

Зауважимо, що кiльце цiлих Z чисел є узагальнено морфiчним, але

не є морфiчним.

У випадку нескiнченновимiрного лiнiйного простору, кiльце

R = End(V ) є регулярним (в сенсi фон Неймана) кiльцем, а значить R

є узагальнено морфiчним, яке не є морфiчним [58].

Твердження 2.6 [86] Кiльце R є одинично-регулярним тодi i лише

тодi, коли R є лiвим напiвспадковим i правим морфiчним кiльцем.
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2.5. Висновки до роздiлу 2

В даному роздiлi показано, що:

1) скiнченнi гомоморфнi образи комутативної областi Безу є морфiч-

ними кiльцями;

2) вказано необхiднi i достатнi умови, коли скiнченнi гомоморфнi

образи комутатавної областi Безу є кiльцями Каша (часткова вiдповiдь

на вiдкрите питання Фейса й Факкiнi [30]);

3) дано вiдповiдь на вiдкрите питання Нiколсона i Санчез Кампоса,

про iснування морфiчних кiлець, якi не є чистими [58];

4) показано, що стабiльний ранг однозначно морфiчних кiлець рiвний

1 i, як наслiдок, отримано, що однозначно морфiчнi кiльця є кiльцями

елементарних дiльникiв;

5) встановлено, що умова акуратного рангу 1 для морфiчного кiльця

еквiвалентна умовi однозначностi твiрних елементiв головного iдеалу з

точнiстю до акуратностi;

6) встановлено необхiднi i достатнi умови на розмiрнiсть кiльця (в

сенсi Канфела) щоб кiльце було кiльцем стабiльного рангу 2.
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РОЗДIЛ 3
КОМУТАТИВНI КIЛЬЦЯ БЕЗУ, В ЯКИХ НУЛЬ Є

АДЕКВАТНИМ ЕЛЕМЕНТОМ

Адекватнi кiльця є найбiльш вiдомим прикладом кiльця елементарних

дiльникiв, яке не є, взагалi кажучи, кiльцем головних iдеалiв. В роботi [1]

показано, що нетривiальний скiнченний гомоморфний образ адекватної

областi Безу є кiльцем, в якому нуль є адекватним. Це дало поштовх

для дослiдження комутативних кiлець Безу, в яких нуль є адекватним.

Зокрема, в роботi наведено критерiй, коли напiвпросте комутативне кiль-

це Безу є кiльцем, в якому нуль є адекватним. Описано комутативнi

областi Безу, в яких нульовий елемент є адекватним та отримано нове

описання комутативних напiврегулярних кiлець Безу.

3.1. Комутативнi кiльця Безу, в яких нуль є адек-
ватним елементом є напiврегулярними

Адекватнi кiльця як узагальнення кiлець аналiтичних функцiй ввiв Хел-

мер [38], як клас кiлець, над якими довiльна матриця дiагоналiзується.

Показано [46], що в класi комутативних регулярних (в сенсi фон Нейма-

на) i комутативних кiлець нормування нульовий елемент володiє вла-

стивостями адекватностi. Це дало можливiсть ввести i розглядати кiль-

ця, в яких нульовий елемент є адекватним. Нижче описанi рiзноманiтнi

властивостi комутативних кiлець Безу з адекватним нульовим елемен-

том [46, 82]. Виявлено, що клас таких кiлець збiгається з класом напiв-

регулярних кiлець Безу.

Всi розглядуванi кiльця є комутативними з одиницею i 1 6= 0. Оскiль-

ки вивчаємо кiльця, в яких 0 є адекватним елементом, наведемо вiдомий

результат, який дає можливiсть будувати приклади таких кiлець.
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Нагадаємо, що

Означення 3.1 [38] Елемент a комутативного кiльця Безу R на-

зивається адекватним, якщо для довiльного елемента b ∈ R елемент

a можна зобразити у виглядi

a = r · s,

де

rR + bR = R

та

s′R + bR 6= R,

для довiльного необоротного дiльника s′ елемента s.

Теорема 3.1 [82] Нехай a – адекватний елемент комутативного

кiльця Безу. Тодi 0 ∈ R/aR є адекватним елементом.

Покажемо, що властивiсть нуля бути адекватним пiднiмається по ра-

дикалу Джекобсона J(R).

Теорема 3.2 Нехай R – комутативне кiльце, в якому 0 є адекват-

ним. Тодi в фактор-кiльцi R/J(R) елемент 0 теж є адекватним.

Доведення. Позначимо R = R/J(R). Нехай у кiльцi R нуль є адекват-

ним. Покажемо, що 0 = 0 + J(R) є адекватним в R.

Нехай b = b+ J(R) –– довiльний елемент в R. Згiдно з адекватнiстю

нуля в R маємо 0 = rs, де rR+ bR = R i s′R+ bR 6= R —- для довiльного

необоротного дiльника s′ елемента s. Нехай r = r + J(R), s = s+ J(R).

Звiдси

rR + bR = R

i

s′R + bR 6= R.
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Нехай t – необоротний дiльник елемента s ∈ R. Тодi iснують такi еле-

менти j ∈ J(R) i k ∈ R, що s+j = tk. Покажемо, що sR+ tR 6= R. Нехай

це не так, тобто sR + tR = R, а звiдси отримуємо su+ tv = 1, тодi

tku− ju+ tv = 1

i

tku+ tv = t(ku+ v) = 1 + ju.

Оскiльки j ∈ J(R), то отримаємо, що t є оборотним елементом в R ,

а це суперечить нашому припущенню. Отже, t є необоротнiм елементом

в R. Тому,

sR + tR + kR 6= R.

Згiдно з означенням елемента s ∈ R маємо, що kR + bR 6= R, а отже,

kR + bR 6= R.

Оскiльки k дiльник елемента t, то

tR + bR 6= R.

Отже, 0 є адекватним елементом в R.

Теорему доведено.

�

Опишемо комутативнi кiльця Безу, в яких нуль є адекватним через

властивiсть радикала Джекобсона.

Теорема 3.3 Нехай R — комутативне кiльце Безу, в якому нуль є

адекватним елементом. Тодi для довiльного ненульового i необоротного

елемента b ∈ R iснує iдемпотент e ∈ R такий, що be ∈ J(R) i

eR + bR = R.

Доведення. Нехай b – ненульовий i необоротний елемент кiльця R.

Згiдно з означенням кiльця R маємо, що

0 = rs,
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де

rR + bR = R

i

s′R + bR 6= R

для довiльного необоротного дiльника s′ елемента s. Очевидно, що

rR + sR = R.

Звiдси

ru+ sv = 1

для деяких елементiв u, v ∈ R. Отримуємо

r2u = r,

при чому

(ru)2 = ru = e.

Очевидно, що з умови rR + bR = R i того факту, що r2u = r , маємо

eR + bR = R.

Зауважимо, що s2u = s i 1− e = sv – iдемпотент кiльця R. Оскiльки

eR + bR = R, то отримуємо рiвнiсть

rux+ by = 1

для деяких елементiв x, y ∈ R. З цiєї рiвностi випливає, що

1− e ∈ bR.

Звiдси

mspec(b) ⊂ mspec(1− e).

Нехай iснує такий M ⊂ mspec(1− e), що b /∈M . Звiдси

M + bR = R,
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тобто m+ bt = 1, де m ∈M , t ∈ R. Нехай

(1− e)R +mR = d.

Оскiльки (1 − e) ∈ M та m ∈ M , то очевидно, що d ∈ M . Оскiльки

sv = 1 − e та d є необоротним дiльником елемента sv та s2u = s, то

очевидно, що d є необоротним дiльником елемента s . Звiдси, згiдно з

обмеженнями, накладеними на елемент s, маємо bR + dR 6= R. Хоча

R = bR +mR ⊆ bR + dR 6= R,

що неможливо. Отже,

mspec (b) = mspec (1− e).

Покажемо, що елемент be мiститься в усiх максимальних iдеалах

кiльця R. НехайM — довiльний максимальний iдеал кiльця R. Оскiльки

mspec (e) ∪mspec (1− e) = mspec (R),

то можливi такi випадки:

1. M ∈ mspec (e) або

2. M ∈ mspec (1− e).

Якщо M ∈ mspec (e), тодi be ∈ M . Якщо ж M ∈ mspec (1 − e), то

оскiльки

mspec(1− e) = mspec (b),

тодi b ∈M , а отже, be ∈M .

Через довiльнiсть вибору максимального iдеалу M отримуємо, що

be ∈ J(R).

Теорему доведено.

�

Як наслiдок отримуємо такий результат.
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Теорема 3.4 Напiвпросте комутативне кiльце Безу є кiльцем, в

якому нуль є адекватним елементом тодi i лише тодi, коли воно є

регулярним (в сенсi фон Неймана).

Доведення. Нехай R – напiвпросте комутативне кiльце Безу, в якому

нуль є адекватним. За теоремою 3.3 для довiльного ненульового i необо-

ротного елемента кiльця R iснує iдемпотент e ∈ R такий, що

be ∈ J(R),

причому

bR + eR = R.

Оскiльки J(R) = 0, тодi be = 0. З огляду на те, що bR + eR = R, то

bu+ ev = 1

для деяких елементiв u, v ∈ R. Звiдси

b2u = b,

тобто елемент b є регулярним (в сенсi фон Неймана). Необхiднiсть дове-

дено.

За працею [46] достатнiсть є очевидною.

Теорему доведено.

�

З теорем 3.2 та 3.4 є очевидним такий результат.

Теорема 3.5 Нехай R – комутативне кiльце Безу. Тодi такi твер-

дження є еквiвалентними:

1. R кiльце, в якому нуль є адекватним;

2. R — напiврегулярне кiльце.

Ця теорема є новою характеристикою напiврегулярного кiльця Безу.
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3.2. Приклади напiврегулярних кiлець

В даному пiдроздiлi наводяться приклади напiврегулярних кiлець i кi-

лець, якi тiсно пов’язанi з ними.

Нагадаємо, що елемент a кiльця R називається регулярним (в сенсi

фон Неймана), якщо вiн задовiльняє наступним еквiвалентним умовам:

1. iснує елемент x ∈ R такий, що axa = a;

2. R = aR + T для деякого правого iдеалу T ⊆ R;

3. R = Ra+ Z для деякого лiвого iдеалу Z ⊆ R.

Кiльце R назвемо регулярним (в сенсi фон Неймана), якщо довiльний

елемент кiльця R є регулярним.

Очевидно, що довiльне класичне напiвпросте кiльце є регулярним (в

сенсi фон Неймана), а в комутативному випадку довiльний скiнченний

прямий добуток полiв є регулярним (в сенсi фон Неймана) кiльцем.

Наступна лема визначає еквiвалентнi умови, для елемента, який є

розширенням умов для регулярного (в сенсi фон Неймана) елемента.

Лема 3.1 [57] Наступнi умови є еквiвалентними для елемента a

кiльця R:

1. iснує iдемпотент e ∈ aR такий, що (1− e)a ∈ J(R);

2. iснує iдемпотент e ∈ Ra такий, що a(1− e) ∈ J(R);

3. a− b ∈ J(R).

Означення 3.2 [54] Елемент a кiльця R називається напiврегу-

лярним, якщо вiн задовiльняє умовам даної леми i кiльце R називає-

ться напiврегуляним, якщо довiльний елемент кiльця R є напiврегу-

лярним.
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Вiдмiтимо, що напiврегулярне кiльце, згiдно з лемою є напiвпотуж-

ним. Нагадаємо, що комутативне кiльце R є напiвпотужним, якщо до-

вiльний iдеал, який неналежить радикалу Джекобсона мiстить нетри-

вiальний iдемпотент та iдемпотенти пiднiмаються по модулю радикала

Джекобсона.

Зауважимо, що

Твердження 3.1 [57] Нехай R є напiврегулярним кiльцем. Тодi:

1. eRe є напiврегулярним для довiльного iдемпотента e кiльця R;

2. R/I є напiврегулярним для довiльного iдеалу I кiльця R;

Для iдеалу I кiльця R скажемо, що iдемпотенти пiдносяться

по модулю iдеалу I, якщо для довiльного елемента x ∈ R такого, що

x− x2 ∈ I iснує в кiльцi R iдемпотент e ∈ R для якого e− x ∈ I.

Зауважимо, що кiльце з властивiстю замiни, згiдно з результатами

Нiколсона [54], можна визначити, як кiльце в якому iдемпотенти пiдно-

сяться по модулю довiльного лiвого iдеалу цього кiльця. Вiн же довiв,

що дане означення є лiво-право симетричним.

За Нiколсоном [54], маємо, що напiврегулярне кiльце є кiльцем з влас-

тивiстю замiни

Теорема 3.6 [54] Для кiльця R наступнi умови еквiвалентнi:

1. R — напiврегулярне кiльця;

2. R/J(R) — регулярне (в сенсi фон Неймана) кiльце i iдемпотенти

пiднiмаються по модулю радикала Джекобсона.

Нагадаємо, що кiльце R називається напiвдосконалим, якщо R/J(R)

є класичним напiвпростим кiльцем i iдемпотенти пiднiмаються по мо-

дулю радикала Джекобсона [54]. Звiдси, отримуємо наступнi приклади

напiврегулярних кiлець:
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1. R напiвдосконале кiльце є прикладом напiвлокального кiльця;

2. R регулярне (в сенсi фон Неймана) кiльце є напiврегулярним.

Приклади комутативних регулярних (в сенсi фон Неймана) кiльць

включають всi булевi кiльця, поля, скiнченнi прямi добутки полiв.

Джекобсон показав, що, якщо для довiльного елемента r кiльця R

iснує таке натуральне число n > 1, що rn = r, тодi R є комутативним

кiльцем. Неважко побачити, що довiльне таке кiльце є регулярним

(в сенсi фон Неймана), а тому, воно є напiврегулярним [57].

3. Комутативне кiльце R назвемо нуль-вимiрним (стосовно розмiрностi

Круля), якщо довiльний простий iдеал кiльця R є максимальним. Є

добре вiдомим фактом [54], що комутативне кiльце є нуль-вимiрним

тодi i тiльки тодi, коли R/J(R) є регулярним i J(R) є нiль-iдеалом.

Зокрема, звiдси отримуємо, що комутативне кiльце є регулярним (в

сенсi фон Неймана) тодi i лише тодi, коли воно є нуль-вимiрним i ре-

дукованим, тобто нiльпотентними елементами кiльця R є лише нуль.

Звiдси, кiльце Z/4Z є нуль-вимiрним, яке не є регулярним (в сенсi

фон Неймана). Бiльше того, Z/nZ є нуль-вимiрним, але воно є регу-

лярним (в сенсi фон Неймана) тодi i лише тодi, коли n є вiльним вiд

квадратiв.

Отже, нуль-мiрне кiльце є прикладом напiврегулярного кiльця, а

Z/4Z є напiврегулярного кiльця, яке не є регулярним (в сенсi фон

Неймана).

4. Як зауважувалось ранiше, напiврегулярне кiльце є кiльцем з вла-

стивiстю замiни. Нiколсон [54] навiв приклад комутативного кiльця

з властавiстю замiни, яке не є напiврегулярним.
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Приклад Нiколсона. Нехай D — поле, а S — пiдкiльце в R з оди-

ницею. Позначимо:

R(D,S) = {(x1, x2, . . . , xn, s, s, . . .) | n ≥ 1, xj ∈ D, s ∈ S}.

Тодi R(D,S) є кiльцем (з покомпонентними операцiями) i R(D,S) є

кiльцем з властивiстю замiни тодi i тiльки тодi, коли таким є кiльце

S. Фактично, S є гомоморфним образом R. Бiльше того, довiльний

ненульовий лiвий (правий) iдеал кiльця R мiстить ненульовий iдем-

потент, а, отже, J(R) = 0. Звiдси бачимо, що R(D,S) не є регулярним

(в сенсi фон Неймана).

У випадку, якщо в якостi Q взяти поле рацiональних чисел, а в якос-

тi S розглядати пiдкiльце рацiональних чисел з непарним знаменни-

ком, тодi R(Q,S) є комутативним чистим кiльцем з нульовим ради-

калом Джекобсона, яке не є регулярним (в сенсi фон Неймана) (S

є гомоморфним образом R(Q,S)). Це означає, що R(Q,S) у цьому

випадку, є чистим кiльцем, яке не є напiврегулярним.

5. Наведемо приклад комутативного кiльця Безу, яке не є регулярним

(в сенсi фон Неймана) по модулю радикала Джекобсона.

Нехай R = Z⊕Q/Z. Визначимо множення на R наступним чином:

(n1, q1)(n2, q2) = (n1n2, n1q2 + n2q1),

де ni ∈ Z, qi ∈ Q/Z.

Розглянемо радикал Джекобсона

J(R) = (0,Q/Z)

є єдиним нескiнченнопородженим iдеалом кiльця R. Легко показати,

що R кiльцем Безу, оскiльки довiльний скiнченнопороджений iдеал

кiльця R є головними та породжується елементами вигляду

(n, 0), n ∈ Z
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або

(0, q), q ∈ Q/Z.

Але ж маємо, що

R/J(R) = R/(0,Q/Z) ∼= Z

i не є регулярним (в сенсi фон Неймана) кiльця.

Оскiльки в цiй дисертацiї розглядаються, як правило, комутативнi

напiврегулярнi кiльця, то згiдно з Туганбаєвим [4] маємо, що комутатив-

нi напiврегулярнi кiльця Безу спiвпадають з напiврегулярними дистри-

бутивними кiльцями, тобто кiльцями, гратка iдеалiв яких є дистрибу-

тивною.
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3.3. Висновки до роздiлу 3

В цьому роздiлi:

1) встановлено умови на комутативне кiльце Безу, в яких нуль є адек-

ватним елементом.

2) вказано, що клас комутативних кiлець Безу є кiльцями, в яких

нуль є адекватним, тодi i тiльки тодi, коли цi кiльця є напiврегулярними,

що є вiдповiддю на питання Ларсена, Левiса, Шореса поставленого в

роботi [46].
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РОЗДIЛ 4
ЛОКАЛЬНО ГЕЛЬФАНДОВI ОБЛАСТI БЕЗУ

В цьому роздiлi введено локально гельфандовi кiльця. У випадку ко-

мутативних локально гельфандових областей Безу показано, що вони є

областями елементарних дiльникiв.

4.1. Локально гельфандовi областi Безу є кiль-
цями елементарних дiльникiв

Як узагальнення локальних та регулярних (за фон Нейманом) кiлець,

Контеса в [24] ввела VNL (локально регулярнi (за фон Нейманом)) кiль-

ця, а саме, кiльце R є VNL (локальним за фон Нейманом) кiльцем, якщо

для довiльного a ∈ R один з елементiв a або 1 − a є регулярним (за

фон Нейманом) елементом. Аналогiчно розглянемо локально гельфан-

довi кiльця, якi є узагальненням комутативних областей, в яких кожен

ненульвий простий iдеал мiститься в єдиному максимальному iдеалi. У

цьому роздiлi показано, що комутативна локально гельфандова область

Безу є кiльцем елементарних дiльникiв. Слiд звернути увагу, що цi ре-

зультати є вiдповiдями на вiдкритi питання роботи [85].

Всi кiльця, якi розглядаються в цьому пiдроздiлi, є комутативними

кiльцями з одиницею.

Означення 4.1 Елемент a ∈ R \ {0} комутативного кiльця R на-

зивається PM-елементом, якщо фактор-кiльце R/aR є PM-кiльцем.

Твердження 4.1 Елемент a комутативної областi Безу R є

PM-елементом тодi i тiльки тодi, коли для довiльних елементiв

b, c ∈ R таких, що

aR + bR + cR = R
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елемент a може бути представлений у виглядi

a = rs,

де

rR + bR = R, sR + cR = R.

Доведення. Позначимо R = R/aR i b = b+ aR, c = c+ aR. Оскiльки

aR + bR + cR = R, маємо, що

bR + cR = R.

Нехай r = r + aR та s = s+ aR. Оскiльки a = rs, тодi 0 = rs, де

rR + bR = R,

sR + cR = R.

Тодi R є гельфандовим кiльцем. За [51], R є PM-кiльцем.

Якщо R є PM-кiльцем, то R є гельфандовим кiльцем та 0 = rs, де

rR + bR = R, sR + cR = R

для довiльних b, c ∈ R таких, що

bR + cR = R.

Звiдси, ми отримуємо

aR + bR + cR = R

i rs ∈ aR, тобто

rs = at

для деякого t ∈ R.

Нехай

rR + aR = r1R,

sR + aR = s1R,
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де r = r1r0, a = r1a0, s = s1s2, a = s1a2 такi, що

r0R + a0R = R

та

s2R + a2R = R.

Оскiльки r0R + a0R = R, отримуємо

r0u+ a0v = 1

для деяких елементiв u, v ∈ R. Оскiльки rs = at, то

r1r0s = r1a0t

i

r0s = a0.

З рiвностi r0u+ a0v = 1 маємо a0(tu+ sv) = s. Отже,

a = r1a0,

де r1R + bR = R i a0R + cR = R.

Твердження доведено.

�

Твердження 4.2 Множина всiх PM-елементiв комутативної

областi Безу R є насиченою мультиплiкативно замкненою множиною.

Доведення. Нехай a, b — PM-елементи з R. Покажемо, що ab є

PM-елементом. Припустимо протилежне. Тодi iснує простий iдеал P i

максимальнi iдеали M1,M2 з R такi, що

M1 6= M2

та

ab ∈ P ⊂M1 ∩M2.
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Оскiльки ab ∈ P i P є простим iдеалом в R, отримуємо, що a ∈ P чи

b ∈ P . Це неможливо, бо a, b є PM-елементами та P ⊂ M1 ∩M2. Таким

чином, множина всiх PM-елементiв є мультиплiкативно замкненою.

Нехай ab — PM-елемент з R. Якщо a не є PM-елементом, тодi iснує

простий iдеал P такий, що a ∈ P i

P ⊂M1 ∩M2

для деяких максимальних iдеалiв M1,M2 для яких M1 6= M2. Таким

чином, ab ∈ P та P ⊂ M1 ∩ M2, M1 6= M2. Це неможливо, бо ab є

PM-елементом.

Твердження доведено.

�

Означення 4.2 Комутативне кiльце є локально гельфандовим

кiльцем (позначимо GLR), якщо для довiльного a ∈ R один з елементiв

a або 1− a є PM-елементом.

Оскiльки в комутативнiй областi, в якiй кожен ненульовий простий

iдеал мiститься в єдиному максимальному iдеалi, кожен ненульовий еле-

мент є PM-елементом, то ми отримуємо наступний результат.

Твердження 4.3 Комутативна область, в якiй кожен ненульовий

простий iдеал мiститься в єдиному максимальному iдеалi, є локально

гельфандовим кiльцем.

Прикладом локально гельфандового кiльця (GLR) є приклад Хенрiк-

сена [40].

Нехай

R = {z0 + a1x+ a1x
2 + . . . |z0 ∈ Z, ai ∈ Q, i = 1, 2, . . .}.

Очевидно, що радикал Джекобсона кiльця R має вигляд

J(R) = {a1x+ a1x
2 + . . . |ai ∈ Q, i = 1, 2, . . .}.
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Очевидно, якщо 0 6= a /∈ J(R), тодi a є PM-елементом. Якщо a ∈ J(R),

тодi 1− a є PM-елементом.

Твердження 4.4 Комутативна область Безує GLR кiльцем тодi

i тiльки тодi, коли для довiльних елементiв a, b ∈ R таких, що

aR + bR = R

один з елементiв a або b є PM-елементом.

Доведення. Нехай R — локально гельфандовим кiльцем i

aR + bR = R. Тодi au + bv = 1 для деяких елементiв u, v ∈ R. За

означеннням R ми отримуємо, що один з елементiв au або bv = 1 − au

є PM-елементом. Якщо au є PM-елементом, тодi, за твердженням 4.2, a

є PM-елементом також. Якщо bv є PM-елементом, тодi за твердженням

4.2, b є PM-елементом також. Достатнiсть є очевидною.

Твердження доведено.

�

Основним результатом цього роздiлу є наступна тероема.

Теорема 4.1 Довiльна локально гельфандова область Безу є кiль-

цем елементарних дiльникiв.

Доведення. Нехай R комутативна GLR область Безу. Нехай a, b, c ∈ R

такi, що

aR + bR + cR = R.

Нехай aR + cR = dR. Оскiльки aR + bR + cR = R, тодi

bR + dR = R.

Оскiльки R є локально гельфандовою областю, тодi можливими є два

випадки:

1. b є PM-елементом;
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2. d є PM-елементом.

Спочатку розглянемо перший випадок. Якщо b є PM-елементом, маємо

b = rs де rR+ aR = R, sR+ cR = R. Нехай p ∈ R такий, що sp+ ck = 1

для деякого k ∈ R. Отже

rsp+ rck = r

i

bp+ crk = r.

Позначивши rk = q, отримуємо

(bp+ cq)R + aR = R.

Нехай pR + qR = δR i δ = pp1 + qq1 з p1R + q1R = R. Таким чином,

p1R + (bp1 + cq1)R = R.

Оскiльки pR ⊂ p1R, маємо

p1R + cR = R

i

p1R + (bp1 + cq1)R = R.

Оскiльки

bp+ cq = δ(bp1 + cq1)

i

(bp+ cq)R + aR = R,

то отримуємо

(bp1 + cq1)R + aR = R.

Отже, маємо, що

ap1R + (bp1 + cq1)R = R.
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За [42] комутативна область Безу R є кiльцем елементарних дiльникiв

тодi i лише тодi, коли матриця

A =

a b

0 c

 ,

де aR+bR+cR = R володiє дiагональною редукцiєю. За [61] зауважимо,

що матриця A володiє дiагональною редукцiєю тодi i лише тодi, коли

iснують p, q ∈ R такi, що

apR + (bp+ cq)R = R.

Тобто, якщо b є PM-елементом, R є кiльцем елементарних дiльникiв.

Розглянемо другий випадок. Нехай d — PM-елемент. Оскiльки

dR = aR + cR, тодi a = da0, c = dc0, де a0R + c0R = R. Оскiльки R

є GLR кiльцем, за твердженням 4.4 отримуємо, що один з елементiв a

або c є PM-елемент. Зауважимо, що вiдповiдно до твердження 4.2 матри-

ця

A =

a b

0 c

 ,

де aR + bR + cR = R є еквiвалентною до матрицi B де

B =

α β

0 γ

 ,

де β є PM-елемент i αR + βR + γR = R.

Якщо a є PM-елементом i b не є PM-елементом, тодi a + b є

PM-елементом. Якщо c є PM-елементом i b не є PM-елементом, тодi c+b

є PM-елементом. Нехай a є PM-елементом i b не є PM-елементом та

aR + bR = dR.

Тодi a = a0d, b = b0d i

a0R + b0R = R.
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Оскiльки a = a0d тодi за твердженням 4.2 d є PM-елементом. Оскiльки

b = b0d не є PM-елементом та d є PM-елементом за твердженням 4.2 еле-

мент b0 не є PM-елементом. Оскiльки R є GLR та b0 не є PM-елементом

i

b0R + (a0 + b0)R = R

маємо a0 + b0 є PM-елементом i за твердженням4.2

d(a0 + b0) = a+ b

є PM-елементом.

У аналогiчний спосiб можна довести i другий випадок, тобто, якщо

c є PM-елементом i b не є PM-елементом.

Аналогiчними мiркуваннями, як у першому випадку, робимо висно-

вок, що матриця B, а отже i матриця A володiє дiагональною редукцiєю.

Ми довели, що R є областю елементарних дiльникiв.

Теорему доведено.

�
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4.2. Приклади кiлець з властивiстю замiни, чис-
тих та акуратних кiлець

Нагадаємо, що елемент a кiльця R називається чистим, якщо

a = u+ e, де u ∈ U(R), e — iдемпотент кiльця. Очевидними приклада-

ми чистих елементiв є одиницi, iдемпотенти i квазi-регулярнi елементи

кiльця. Дiйсно, довiльну одиницю u кiльця R можна записати у виглядi

u = u+ 0, а довiльний iдемпотент e кiльця запишемо e = (e− f) + f , де

f = 1− e.

Нагадаємо [4], що елемент x кiльця R називається квазi-регулярним,

якщо iснує елемент y ∈ R такий, що

x+ t = xt = yx.

Зауважимо, що елемент x кiльця R є квазi-регулярним тодi i лише

тодi, коли 1− x є одиницею кiльця R [4]. Бiльше того, добре вiдомо, що

довiльний лiвий (правий) iдеал кiльця R, який не мiститься в радикалi

Джекобсона мiстить елемент, який не є квазi-регулярним. Тодi, якщо x

є квазi-регулярним елементом кiльця, представимо

x = (x− 1) + 1

оскiльки x− 1 є одиницею кiльця R.

Як наслiдок, отримуємо твердження.

Твердження 4.5 Довiльне тiло, булеву кiльце i локальне кiльце є

чистим.

Бiльше того, у випадку нерозкладного кiльця, тобто кiльця з тривi-

альними iдемпотентами, ми маємо наступний результат.

Теорема 4.2 Наступнi властивостi є еквiвалентними для довiль-

ного кiльця R:
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1. R є локальним кiльцем;

2. R нерозкладне чисте кiльце;

3. R нерозкладне кiльце з властивiстю замiни.

Як наслiдок, отримуємо таке твердження.

Твердження 4.6 Область цiлiсностi є чистою тодi i тiльки тодi,

коли вона є локальною.

У випадку напiвлокальних кiлець маємо наступний результат.

Теорема 4.3 [51] Напiвлокальне кiльце є чисте тодi i тiльки тодi,

коли воно є напiвдосконале.

Бiльше того, згiдно з [51] кiльце Z(2) рацiональних чисел з непар-

ними знаменниками є напiвдосконалим кiльцем, яке не є досконалим i

нескiнченний прямий добуток

Z(2) × Z(2) × . . .

є чистим кiльцем, яке не є напiвдосконалим. Зауважимо, що кiльце Z/4Z

не є полем, а прямий добуток Z/4Z× Z/4Z є напiвдосконалим, але не є

локальним кiльцем.

Як згадувалось ранiше, довiльне нуль-вимiрне кiльце є напiврегуляр-

ним кiльцем, яке, в свою чергу, є чистим кiльцем. Звiдси Z/4Z є нуль-

вимiрним кiльцем, яке не є регулярним (в сенсi фон Неймана), але є

чистим кiльцем.

Зауважимо, що нетерове кiльце, взагалi кажучи, не є чистим. На при-

клад, кiльце цiлих чисел є нетеровим, але не є чистим, а кiльце Z(6) всiх

рацiональних чисел, знаменник яких взаємно простий з 6 є напiвлокаль-

ним i нетеровим, але не є чистим.

Згiдно з [51], нетерове кiльце є чистим (вiдповiдно, кiльцем з влас-

тивiстю замiни, напiвпотужним) кiльцем тодi i тiльки тодi, коли воно є

напiвдосконалим.
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Згiдно з результатами Хурани i Кумара [51], груповi кiльця RC2 i

RS3, де C2 — циклiчна група порядку 2, S3 — група пiдстановок, є чи-

стим, якщо R є комутативним чистим кiльцем. Групове кiльце RCn не

володiє даною властивiстю для довiльної циклiчної групи Cn порядку

n > 2.

У задачах вивчення чистих групових кiлець вивчаються кiльця з

кiльцево-теоретичною локальною властивiстю, тобто коли RH є чистим

для довiльної скiнченнопороджуваною пiдгрупою H групи G. Скажемо,

що групове кiльце RG є локально чисте, якщо RH є чистим для довiль-

ної скiнченнопороджуваної пiдгрупою H групи G. Як зауважив Чен i

Шоу [18] довiльне групове локально чисте кiльце є чистим. В той же

час, Z(7)S3 є чистим, але не є локально чистим.

Бiльше того, якщо p— просте число, тодi Z(p)C3 є чистим тодi i тiльки

тодi, коли p 6= 1( mod 3). Такого роду дослiдження є доволi актуальною

i дослiджуваною задачею [51]. Згiдно з цiєю працею елементи a комута-

тивного кiльця R називається акуратним, якщо R/aR є чистим кiльцем.

Якщо довiльний ненульовий елемент кiльця R є акуратним, тодi кiльце

R є акуратним. Оскiльки гомоморфний образ чистого кiльця є чистим

кiльцями, тодi очевидним прикладом акуратних елементiв служать оди-

ницi, iдемпотенти i квазiрегулярнi елементи [51]. Чисте кiльце є акурат-

ним. Бiльше того, у випадку розкладного кiльця ми маємо наступний

результат:

Твердження 4.7 [51] Нехай R розкладним комутативним кiль-

цем. Тодi R є акуратним тодi i лише тодi, коли воно є чистим.

Звiдси слiдує, що дослiдження акуратних кiлець, якi не є чистими,

умова нерозкладностi кiльця є визначальною. Нагадаємо, що нерозклад-

не кiльце є чистим тодi i тiльки тодi, коли воно є локальним.
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Оскiльки область цiлiсностi завжди є нерозкладною, тому є важли-

вим дослiдження акуратних областей цiлiсностi. Стандартним прикла-

дом акуратної областi цiлiсностi служить кiльце цiлих чисел, оскiльки

добре вiдомо, що довiльний нетривiальний гомоморфний образ кiльця Z

є добутком локальних кiлець, а значить є чистим. Бiльше того, справе-

дливим є таке твердження.

Твердження 4.8 [51] Якщо R є областю розмiрностi Круля 1,

тодi R є акуратною. Зокрема, комутативна область головних iдеалiв

є акуратною.

Бiльше того, згiдно з [1], маємо:

Твердження 4.9 Комутативна адекватна область є акуратною.

Якщо P — поле i R = P [x, y], тодi R не є акуратною, оскiльки

R/yR ∼= R[x]

не є чистим кiльцем. Бiльше того, якщо P [x] є акуратним, тодi P — поле.

Згiдно з Капланським [51], комутативне кiльце R називається

FGC-кiльцем, якщо довiльний скiнченнопороджений R-модуль є

iзоморфний прямiй сумi циклiчних пiдмодулiв. Повне описання

FGC-кiлець дано в [51].

Твердження 4.10 [51] FGC-область є акуратною.

Нагадаємо, що комутативне кiльце називається h-локальним, якщо

воно має скiнченний характер (тобто довiльний ненульовий елемент мi-

ститься лише в скiнченнiй множинi максимальних iдеалiв) i довiльний

власний гомоморфний образ є PM -кiльцем.

Твердження 4.11 [51] h-локальна область є акуратною.

Кiльце узагальнених чисел Коломбо.

Позначимо через K поле R або C, а через
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K = EM(K)/N(K),

де

EM(K) = {(xE)E ∈ K(0,1) : (∃a ∈ R)(∃E0 ∈ (0, 1))(∀E ≤ E0)(|xE | ≤ Ea)}

N(K) = {(xE)E ∈ K(0,1) : (∃a ∈ R)(∃E0 ∈ R)(∃E0 ∈ (0, 1))(∀E ≤

E0)(|xE | ≤ Ea)},

а операцiї визначаються поточково.

Позначимо α ∈ K узагальнене число з представленням (xE)E . K є ре-

дукованим кiльцем причому кожен ненульовий елемент K є дiльником

нуля або оборотним елементом [36]. Бiльше того, K не є артiнове i не

є нетеровим i J(K) = 0. K — кiльце з незчисленною множиною макси-

мальних iдеалiв. Бiльше того, K не є регулярним (в сенсi фон Неймана)

кiльцем.

Множина iдемпотентiв K є такою (за [36]):

{eS : S ⊆ (0, 1)}.

Твердження 4.12 [36] K є кiльцем з властивастю замiни (чис-

тим).

Доведення. Доведемо, щоK є чистим. Нехай a ∈ K з представленням

(aE)E . Нехай

T = {E ∈ (0, 1) : |aE | ≤
1

2
}

Тодi,

E2
T = ET ,

eT |a| ≤
ek
2

i

eT e ≥ eT e

2
.

Звiдси матимемо



97

|ET + a| = eT |1 + a|+ eT e|a| ≥ eT − eT |a|+ eT e|a| ≥ eT +eTe

2 = 1
2

Отже елемент eT + a є оборотним елементом кiльця K [36].

�

Бiльше того, K є комутативним кiльцем Безу.

Твердження 4.13 [36] Нехай a, b ∈ K. Тодi aK+bK = (|a|+|b|)K.
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4.3. Висновки до роздiлу 4

В цьому роздiлi :

1) на основi введеного поняття PM -елемента по аналогiї для VNL

кiльця введено поняття локально гельфандового кiльця;

2) встановлено iснування локально гельфандових кiлець;

3) доведено, що комутативна локально гельфандова область Безу є

кiльцем елементарних дiльникiв, що є вiдповiддю на вiдкрите питання

поставлене Забавським у роботi [85].
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РОЗДIЛ 5
МАКСИМАЛЬНО НЕГЕЛЬФАНДОВI IДЕАЛИ

Гельфандовi кiльця були введенi Малвеєм у 1979 роцi як кiльця, для яких

можливi узагальнення гельфандової дуальностi. Вони були названi ним в

честь Iзраеля Гельфанда. Найбiльш вiдомим прикладом гельфандового

кiльця є C(X) - кiльце неперервних дiйсних функцiй на просторi X [51].

5.1. Максимально негельфандовi iдеали комута-
тивної областi Безу

На основi поняття гельфандового елемента введено поняття максималь-

но негельфандового iдеалу комутативної областi Безу. Встановлено влас-

тивостi цих iдеалiв. Введено гельфандовий аналог радикала Джекобсо-

на i доведено його властивостi. Вивчено локально негельфандовi областi

Безу i комутативнi областi Безу зi скiнченною кiлькiстю максимально

негельфандових iдеалiв. Зокрема, показано, що вони є кiльцями гель-

фандового рангу 1 та, як наслiдок, доведено, що вони є кiльцями еле-

ментарних дiльникiв.

Позначимо через S = S(R) множину всiх гельфандових елементiв

кiльця R. Оскiльки R є комутативним кiльцем i 1 ∈ S, то множина S не

є порожньою, бiльше того, справедливий такий результат.

Твердження 5.1 [78] Множина S всiх гельфандових елементiв ко-

мутативної областi Безу R є насиченою мультиплiкативно замкне-

ною множиною.

Означення 5.1 Назвемо iдеал I кiльця R гельфандовим, якщо I

мiстить хоча б один гельфандовий елемент. У протилежному випадку
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iдеал I назвемо негельфандовим, тобто довiльний ненульовий елемент

iдеалу I є негельфандовим.

Нехай H — множина всiх негельфандових iдеалiв кiльця R. Оскiльки

0 ∈ H, то множина H непорожня. Нехай

{Iα}α∈Ω

це довiльний ланцюг iдеалiв множини H. Розглянемо iдеал

I =
⋃
α∈Ω

Iα.

Якщо I /∈ H, то iснує такий гельфандовий елемент a, що a ∈ I .

Згiдно з означенням iдеалу I маємо, iснує такий β ∈ Ω, що a ∈ Iβ.

Тобто, iдеал Iβ гельфандовий, що неможливо, бо Iβ ∈ H.

Отже, множина H iндукована. За лемою Цорна в H iснує хоча б один

максимальний елемент множини H. Такi iдеали назвемо максимально

негельфандовими.

Означення 5.2 Негельфандовий iдеал N назвемо максимально не-

гельфандовим, якщо для такого довiльного iдеалу I, що N ⊂ I, I 6= N ,

iснує гельфандовий елемент a, який належить I.

З вище сказаного отримуємо такий результат.

Твердження 5.2 Довiльний негельфандовий iдеал комутативної

областi Безу мiститься хоча б в одному максимально негельфандовому

iдеалi.

Твердження 5.3 Кожний максимально негельфандовий iдеал ко-

мутативної областi Безу є простим iдеалом.

Доведення. Нехай P — довiльний максимально негельфандовий iде-

ал. Доводимо вiд супротивного. Нехай iснують такi елементи b, c ∈ R,

що c /∈ P , b /∈ P , але cb ∈ P .
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Розглянемо iдеал P + cR. Оскiльки

P ⊂ P + cR,

де c /∈ P , тодi iдеал P + cR є гельфандовим, тобто iснують елементи

p1 ∈ P та r1 ∈ R такi, що елемент

x = p1 + cr1

є гельфандовим.

Аналогiчними мiркуваннями для P ⊂ P + bR маємо: y = p2 + br2 —

гельфандовий елемент для деяких елементiв p2 ∈ P та r2 ∈ R.

Оскiльки cb ∈ P , тодi очевидно, що xy ∈ P , що неможливо, бо за

твердженням 5.1 xy є гельфандовим елементом.

Твердження доведено.

�

Твердження 5.4 Нехай R — комутативна область Безу, в якiй

довiльний ненульовий простий iдеал мiстить гельфандовий елемент,

тодi R є областю, в якiй довiльний ненульовий простий iдеал мiсти-

ться в єдиному максимальному.

Доведення. Для доведення цього твердження за твердженням 1.3 дос-

татньо показати, що R не має негельфандових елементiв. Припустимо,

що в R iснує негельфандовий елемент a. Розглянемо iдеал aR. Вiн є

негельфандовим, оскiльки 1 ∈ R i a ∈ aR. Зауважимо, що всi елементи

iдеалу aR є негельфандовими, бо в протилежному випадку елемент a був

би гельфандовим як дiльник гельфандового елемента.

Тодi aR ⊂ M , де M — максимально негельфандовий iдеал, який є

простим. Оскiльки довiльний ненульовий простий iдеал мiстить гельфан-

довий елемент, то отримуємо протирiччя.

Твердження доведено.

�
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Це твердження є узагальненням вiдомої теореми Капланського, яка

стверджує, що комутативна область є факторiальною тодi i лише тодi,

коли довiльний ненульовий простий iдеал мiстить простий елемент [43].

Позначимо через A(R) перетин всiх максимально негельфандових

iдеалiв.

Твердження 5.5 Нехай R — комутативна область Безу, b ∈ A(R)

та a — гельфандовий елемент R. Тодi для довiльного x ∈ R елемент

a+ bx

є гельфандовим.

Доведення. Припустимо, що a + bx не є гельфандовим елементом.

Тодi (a + bx)R — негельфандовий iдеал R. Згiдно з твердженням 5.2

iснує максимально негельфандовий iдеал N , який мiстить iдеал

(a+ bx)R,

а тому i елемент a+ bx. Оскiльки b належить всiм максимально негель-

фандовим iдеалам, то

a = (a+ bx)− bx ∈ N,

що неможливо, за визначенням iдеалу N . Отже, наше припущення, що

a+ bx є негельфандовим елементом, невiрне.

Твердження доведено.

�

Твердження 5.6 Нехай I - такий iдеал комутативної областi

Безу, що для довiльних i ∈ I та гельфандового елемента a, елемент

i+ a є гельфандовим. Тодi

I ⊂ A(R).
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Доведення. Нехай iснує максимально негельфандовий iдеал N , що

I * N . Згiдно з означенням максимально негельфандового iдеалу, iснує

гельфандовий елемент a, який належить I +N . Тодi

a = −i+ n,

де i ∈ I та n ∈ N . Згiдно з означенням I маємо, що

n = a+ i

є гельфандовим елементом, що неможливо, бо n ∈ N .

Твердження доведено.

�

Зауважимо, що твердження 5.5 та 5.6 встановлюють для iдеалу A(R)

властивостi, аналогiчнi до властивостей радикала Джекобсона, тому

A(R) назвемо гельфандовим аналогом радикала Джекобсона.

Наступне твердження у випадку єдиного максимального негельфан-

дового iдеалу засвiдчує, що така область має аналогiчнi властивостi ло-

кальної областi.

Твердження 5.7 Для комутативної областi Безу такi

властивостi еквiвалентнi:

1. у кiльцi R iснує єдиний максимально негельфандовий iдеал N ;

2. сума довiльних двох негельфандових елементiв є негельфандовим

елементом.

Доведення. (1)⇒ (2) Припустимо, що iснують негельфандовi елемен-

ти a та b, сума яких a + b — гельфандовий елемент. Через обмеження,

накладенi на R, маємо, що a ∈ N та b ∈ N . Оскiльки N — iдеал, тодi

a+ b ∈ N , що неможливо, через припущення, що a+ b — гельфандовий

елемент, а N — максимально негельфандовий iдеал.
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Iмплiкацiя (2)⇒ (1) очевидна з огляду на те, що добуток будь-якого

негельфандового елемента на довiльний елемент кiльця є негельфандо-

вим елементом.

Твердження доведено.

�

Означення 5.3 Нехай R — комутативна область Безу. Скажемо,

що R є кiльцем гельфандового рангу 1, якщо для довiльних a, b ∈ R для

яких виконується умова

aR + bR = R

iснує елемент r ∈ R такий, що

a+ br

є гельфандовим елементом.

Теорема 5.1 [81] Нехай R — комутативна область Безу гельфан-

дового рангу 1. Тодi R є кiльцем елементарних дiльникiв.

Доведення. Нехай

A =

a 0

b c


є довiльною матриця над R, де

aR + bR + cR = R.

Щоб довести цю теорему, достатньо довести, що A володiє дiагональною

редукцiєю [42,74]. Запишемо

ax+ by + cz = 1

для деяких елементiв x, y, z ∈ R. Тодi

bR + (ax+ cz)R = R.



105

Оскiльки R є кiльцем гельфандового рангу 1, то iснує деякий елемент

t ∈ R такий, що d = b+ t(xa+ cz) є гельфандовим елементом.

Маємо:  1 0

xt 1

a 0

b c

 1 0

zt 1

 =

a 0

d c

 ,

де, очевидно,

aR + dR + cR = R

i

b+ t(xa+ cz) = d.

Вiдповiдно до обмежень, накладених на d, i за твердженням 1.4 маємо,

що елемент d можна подати у виглядi

d = rs,

де rR + aR = R та sR + cR = R. Нехай елемент p ∈ R такий, що

sp+ ck = 1

для деякого елемента k ∈ R. Звiдси rsp + rck = r та dp + crk = r.

Позначивши rk = q, отримуємо

(dp+ cq)R + aR = R.

Нехай pR+qR = δR, тодi p = p1δ, q = q1δ i δ = pu+qv, де p1R+q1R = R.

Звiдси маємо, що pR ⊂ p1R i pR + cR = R та p1R + cR = R. Оскiльки

p1R + q1R = R, то

p1R + (p1d+ q1c)R = R.

З того, що dp+ cq = δ(dp1 + cq1) та з (dp+ cq)R + aR = R, отримуємо

(dp1 + cq1)R + aR = R.

Оскiльки одержали, що

p1R + (p1d+ q1c)R = R,
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то

ap1R + (dp1 + c)q1R = R.

За працею [42] матриця a 0

d c


володiє дiагональною редукцiєю. Тодi, очевидно, i матриця A володiє

нею.

Теорему доведено.

�

Позначимо через Z(a) множину всiх максимально негельфандових

iдеалiв, якi мiстять елемент a.

Теорема 5.2 Комутативна область Безу зi скiнченною кiлькiстю

максимально негельфандових iдеалiв є кiльцем елементарних дiльникiв.

Доведення. Згiдно з теоремою 5.1 достатньо довести, що R є кiльцем

гельфандового рангу 1, тобто, для таких довiльних a, b ∈ R, що

aR + bR = R,

iснує такий елемент r ∈ R, що a+br є гельфандовим елементом. Оскiльки

aR + bR = R, то

Z(a) ∩ Z(b) = ∅.

Нехай r елемент, який належить всiм максимально негельфандовим iде-

ал, окрiм Z(a).

Розглянемо елемент a+ br. Доведемо, що вiн є гельфандовим.

Припустимо, що a + br є негельфандовим елементом. Отже, вiн мiс-

титься хоча б в одному максимально негельфандовому iдеалi M .

Можливi такi випадки:

1. a ∈ M , тодi br ∈ M , оскiльки r /∈ M , то b ∈ M , що неможливо, бо

aR + bR = R.
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2. Якщо r ∈M , то a ∈M , а це суперечить умовi, що

Z(r) ∩ Z(a) = ∅.

Коли елемент a належить всiм максимальним негельфандовим iдеа-

лам, то b є гельфандовим елементом, а, отже, a + b є гельфандовим за

твердженням 5.4. Отже, кiльце R є кiльцем гельфандового рангу 1.

Звiдси, за теоремою 5.1 кiльце R є кiльцем елементарних дiльникiв.

Теорему доведено.

�

Теорема 5.3 Нехай R — комутативна область Безу в якiй для до-

вiльних елементiв a, b ∈ R та b 6= 0 iснує такий елемент r ∈ R, що

Z(r) = Z(a) \ Z(b). Тодi R є кiльцем елементарних дiльникiв.

Доведення. Нехай елементи a, b ∈ R такi, що aR+bR = R. Очевидно,

що

Z(a) ∩ Z(b) = ∅.

За умовою теореми, iснує деякий елемент r ∈ R, який належить всiм

максимально негельфандовим iдеалам кiльця R, крiм максимально не-

гельфандових iдеалiв множини Z(a). Тодi

Z(r) = Z(0) \ Z(a).

Очевидно, що Z(r)∩Z(a) = ∅. Розглянемо елемент (a+ br) ∈ R. Прово-

дячи аналогiчнi мiркування як в попереднiй теоремi бачимо, що кiльце

R є кiльцем елементарних дiльникiв.

Теорему доведено.

�

Зауважимо, що умова iснування елемента r такого, що

Z(r) = Z(a) \ Z(b)

у випадку максимальних iдеалiв була вперше введена Хенрiксеном [40].
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Теорема 5.4 Комутативна область Безу R є область з єдиним

максимально негельфандовим iдеалом тодi i лише тодi, якщо для до-

вiльних a, b ∈ R таких, що aR + bR = R, один з елементiв a або b є

гельфандовим.

Доведення. Нехай R — кiльце з єдиним максимально негельфандовим

iдеалом та iснують негельфандовi елементи a, b ∈ R такi, що iз

aR + bR = R

випливає, що один з елементiв a або b є гельфандовим.

Оскiльки елементи a i b негельфандовi, то a ∈ R та b ∈ R, а отже,

aR + bR ⊂ N,

що неможливо, бо aR + bR = R.

Розглянемо другий випадок. Нехай R — комутативна область, та для

довiльних елементiв a, b ∈ R таких, що aR+ bR = R. Доведемо, що кiль-

це R є кiльцем з єдиним максимальним негельфандовим iдеалом. При-

пустимо, що це не так. Нехай iснують два максимальнi негельфандовi

iдеали N1, N2 ∈ R. Оскiльки R є комутативною областю Безу i N1 та N2

непорiвнюванi простi iдеали, то N1 + N2 = R [74]. Тобто n1 + n2 = 1, де

n1 ∈ N1, n2 ∈ N2. Очевидно, що

n1R + n2R = R,

а звiдси, через обмеження, накладенi на комутативну область Безу, отри-

муємо, що один з елементiв n1 та n2 є гельфандовими, що неможливо, бо

N1 абоN2 є максимальними негельфандовими iдеалами за припущенням.

Теорему доведено.

�

Означення 5.4 Комутативну область Безу назвемо локально

гельфандовою, якщо вона мiстить єдиний максимальний негельфандо-

вий iдеал.
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Прикладом локально гельфандового кiльця є приклад Хенрiксена,

тобто

R = {z0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n + . . . | z0 ∈ Z, ai ∈ Q, i = 1, 2, . . .}.

Радикал Джекобсона — єдиний максимально негельфандовий iдеал

цього кiльця [40].

Теорема 5.5 Комутативна область Безу R є локально гельфандо-

вою тодi i лише тодi, коли для довiльного елемента a ∈ R один з еле-

ментiв a або 1− a є гельфандовим елементом.

Доведення. Доведемо необхiднiсть. Нехай R є локально гельфандо-

вою областю. Розглянемо iдеал N — єдиний максимально негельфандо-

вий. Вiзьмемо довiльний елемент a ∈ N . Очевидно, що (1 − a) /∈ N .

Отже, 1− a є гельфандовим елементом.

Розглянемо другий варiант, тобто a /∈ N . Тодi елемент a є гельфан-

довим. Необхiднiсть доведено.

Доведемо достатнiсть. Припустимо, що iснує два максимальних не-

гельфандових iдеали N1 та N2. Очевидно, що N1 + N2 = R [74]. Звiдси

маємо, що n1 + n2 = 1, де n1 ∈ N1, n2 ∈ N2. Тодi елемент n1 або 1− n1 є

гельфандовим. Отримали протирiччя.

Теорему доведено.

�

Як наслiдок є очевидним такий результат.

Теорема 5.6 Комутативна область Безу, в якiй кожен ненульо-

вий простий iдеал мiститься в єдиному максимальному iдеалi, є ло-

кально гельфандовим кiльцем.

Теорема 5.7 Довiльна локально гельфандова область Безу є кiль-

цем елементарних дiльникiв.
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5.2. Висновки до роздiлу 5

В цьому роздiлi:

1) на основi поняття гельфандового елемента введено поняття макси-

мально негельфандового iдеалу комутативної областi Безу;

2) встановлено властивостi максимально негельфандових iдеалiв;

3) введено гельфандовий аналог радикала Джекобсона i доведено йо-

го властивостi;

4) дослiджено локально негельфандовi областi Безу i комутативнi

областi Безу зi скiнченною кiлькiстю максимально негельфандових iдеа-

лiв. Показано, що вони є кiльцями гельфандового рангу 1 та, як наслiдок,

доведено, що вони є кiльцями елементраних дiльникiв.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню морфiчних кiлець

та скiнченних гомоморфних образiв комутативних областей Безу. Також

обчислюється стабiльний ранг рiзних класiв кiлець Безу та його узагаль-

нень.

У дисертацiї отримано такi новi результати:

1) доведено, що скiнченнi гомоморфнi образи комутативної областi

Безу є морфiчними кiльцями;

2) вказано необхiднi i достатнi умови коли скiнченнi гомоморфнi

образи комутатавної областi Безу є кiльцями Каша (часткова вiдповiдь

на питання Фейса та Факкiнi);

3) дано вiдповiдь на вiдкрите питання Нiколсона i Санчез Кампоса,

про iснування морфiчних кiлець, якi не є чистими;

4) показано, що стабiльний ранг однозначно морфiчних кiлець рiвний

1 i, як наслiдок, отримано, що однозначно морфiчнi кiльця є кiльцями

елементарних дiльникiв;

5) встановлено, що умова акуратного рангу 1 для морфiчного кiльця

еквiвалентна умовi однозначностi твiрних елементiв головного iдеалу з

точнiстю до акуратностi;

6) встановлено необхiднi i достатнi умови на розмiрнiсть кiльця (в

сенсi Канфела) щоб це кiльце було кiльцем стабiльного рангу 2;

7) вказано, що клас комутативних кiлець Безу є кiльцями, в яких

нуль є адекватним, тодi i тiльки тодi, коли цi кiльця є напiврегулярними

(вiдповiдь на питання Ларсена, Левiса, Шореса);

8) доведено, що комутативна локально гельфандова область Безу є

кiльцем елементарних дiльникiв (вiдповiдь на питання Забавського);



112

9) дослiджено комутативнi локально гельфандовi областi Безу i ко-

мутативнi областi Безу зi скiнченною кiлькiстю максимально негельфан-

дових iдеалiв. Показано, що вони є кiльцями гельфандового рангу 1 та

доведено, що вони є кiльцями елементарних дiльникiв.
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