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ÑÏÈÑÎÊ ÎÑÍÎÂÍÈÕ ÓÌÎÂÍÈÕ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ

N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;

R � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë;

Z0 � ìíîæèíà öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë;

Z � ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë;

Hk(E) � k-âèìiðíà ìiðà Ãàóñäîðôà ìíîæèíè E;

dimE � ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ìíîæèíè E;

dimBF � åíòðîïiéíà (êëiòèíêîâà) ðîçìiðíiñòü ìíîæèíè F ;

D(E) � ñàìîïîäiáíà ðîçìiðíiñòü ìíîæèíè E;

λ(E) � ìiðà Ëåáåãà ìíîæèíè E;

∆c1...ck � öèëiíäðè÷íà ìíîæèíà (âiäðiçîê), ùî âiäïîâiäà¹ ïåâíîìó ïðåäñòàâ-

ëåííþ (çîáðàæåííþ) ÷èñåë, âiäîìîìó ç êîíòåêñòó;

∆α1...αk... � òî÷êà (÷èñëî), ùî ¹ ñïiëüíîþ äëÿ âñiõ öèëiíäðiâ ∆α1...αk
;

� � êiíåöü äîâåäåííÿ
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ÂÑÒÓÏ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ðîçðîáöi àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ äîñëi-

äæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç ôðàêòàëüíèìè âëà-

ñòèâîñòÿìè, ÿêi  ðóíòóþòüñÿ íà ðiçíèõ ñèñòåìàõ êîäóâàííÿ (çîáðàæåííÿ)

÷èñåë.

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Çà îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ òàêà ãàëóçü ìàòåìàòè-

êè ÿê ãåîìåòðiÿ ñóòò¹âî ðîçøèðèëà êîëî äîñëiäæóâàíèõ îá'¹êòiâ çàâäÿ-

êè äîëó÷åííþ äî ðîçãëÿäó ôðàêòàëüíèõ ôiãóð òà ôðàêòàëüíèõ âiäíîøåíü,

çîêðåìà ôðàêòàëüíèõ ïåðåòâîðåíü ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó. Áiëüø òîãî, ç ãðó-

ïîâî¨ òî÷êè çîðó ôðàêòàëüíà ãåîìåòðiÿ ¹ òåîði¹þ iíâàðiàíòiâ ãðóïè ïå-

ðåòâîðåíü ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, ÿêi çáåðiãàþòü ôðàêòàëüíó ðîçìiðíiñòü

(Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à, åíòðîïiéíó òà iíøi) [45, 46, 61]. Ñïàëàõ iíòåðåñó äî

ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ çi ñêëàäíîþ ëîêàëüíîþ ãåîìåòðè÷íîþ ñòðóêòóðîþ,

íåîäíîðiäíèìè ïðîñòîðîâèìè âëàñòèâîñòÿìè  ðóíòóâàâñÿ íà êðèñòàëiçàöi¨

iäåé ñàìîïîäiáíîñòi, ñàìîàôiííîñòi, àâòîìîäåëüíîñòi. Ñïî÷àòêó âií ðåàëi-

çîâóâàâñÿ íà ãåîìåòðè÷íî-iíòó¨òèâíèõ ïðèíöèïàõ i ãåîìåòðè÷íî-îïèñîâèõ

çàñîáàõ äîñëiäæåííÿ, ùî âèêëèêàëî ó ñòðîãèõ àíàëiòèêiâ íàóêîâèé ïåñè-

ìiçì. Â îñòàííié ïåðiîä òåîðiÿ ôðàêòàëiâ (ôðàêòàëüíà ãåîìåòðiÿ òà ôðà-

êòàëüíèé àíàëiç) ïåðåáóäîâó¹òüñÿ íà îñíîâi ãàðìîíiçàöi¨ ìåòîäiâ âèâ÷åííÿ

îá'¹êòiâ i äîìiíóâàííÿ àíàëiòè÷íèõ îñíîâ äîñëiäæåíü. Êëàñè÷íi ôðàêòàëü-

íi îá'¹êòè (ëiíi¨ òà ïîâåðõíi), ÿêi óâiéøëè â óñi ñåðéîçíi àííàëè ç òåîði¨

ôðàêòàëiâ, ïî÷àëè âèìàãàòè íîâèõ çàñîáiâ îïèñó òà äîñëiäæåííÿ (ïî÷è-

íàþ÷è âiä êîðåêòíîñòi îçíà÷åííÿ i çàêií÷óþ÷è ïîâíîòîþ îá ðóíòîâàíîñòi

âëàñòèâîñòåé). Îäíèì ç òàêèõ îá'¹êòiâ ¹ ñíiæèíêà Êîõà � äîáðå âiäîìà

êóñêîâî-ñàìîïîäiáíà ôðàêòàëüíà çàìêíåíà êðèâà íåñêií÷åííî¨ äîâæèíè, ó
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æîäíié òî÷öi ÿêî¨ íå iñíó¹ äîòè÷íî¨ [88, 89]. Ïðîáëåìà ¨¨ åôåêòèâíîãî àíà-

ëiòè÷íîãî çàäàííÿ iñíóâàëà òðèâàëèé ÷àñ. Ðiçíi ïðîïîçèöi¨ äëÿ öüîãî îáãî-

âîðþâàëèñü ó ðîáîòàõ Ì. Â. Ïðàöüîâèòîãî [43], À. À. Ìàëÿðåíêà [27] òà ií.

Çîêðåìà, ïðîïîíóâàëîñü âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ öüîãî ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñåë

ðÿäàìè ç êîìïëåêñíèìè ÷ëåíàìè, äëÿ çîáðàæåííÿ ÿêèõ âèêîðèñòîâóâàâñÿ

øåñòiðêîâèé àëôàâiò. Îñêiëüêè çàäà÷à äî êiíöÿ íå áóëà ðîçâ'ÿçàíîþ, òî ìè

çàïðîïîíóâàëè äëÿ ¨¨ âèðiøåííÿ âèêîðèñòîâóâàòè iíøó ñèñòåìó çîáðàæåí-

íÿ ÷èñåë ðÿäàìè � ç îñíîâîþ 4 i ï'ÿòèñèìâîëüíèì ñèìåòðè÷íèì àëôàâiòîì,

ãåîìåòðiþ ÿêîãî ìè âèâ÷à¹ìî.

Ãåîìåòðiÿ ÷èñëîâèõ ðÿäiâ � ñó÷àñíèé àêòóàëüíèé íàïðÿì äîñëiäæåíü ó

ìàòåìàòèöi, ÿêèé ðîçâèâà¹òüñÿ áiëüøå ñòà ðîêiâ (ïî÷èíàþ÷è ç ïiîíåðñüêî¨

ðîáîòè Ñ. Êàêåÿ [86] ó 1914 ð.) i ñüîãîäíi îáiöÿ¹ ðiçíîìàíiòíi çàñòîñóâàííÿ

ó ðiçíèõ ãàëóçÿõ ìàòåìàòèêè: ãåîìåòði¨, òîïîëîãi¨, ìàòåìàòè÷íîìó àíàëi-

çi, òåîði¨ ôóíêöié, òåîði¨ ÷èñåë, òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñè-

ñòåì òîùî. Çà îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ çäiéñíåíî ñóòò¹âèé ïðîðèâ ó äîñëiäæåííi

òîïîëîãî-ìåòðè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ìíîæèí íåïîâíèõ ñóì (ïiäñóì) àáñîëþ-

òíî çáiæíèõ ðÿäiâ ç äiéñíèìè ÷ëåíàìè (çàâåðøåíî êëàñèôiêàöiþ iñíóþ÷èõ

òîïîëîãi÷íèõ òèïiâ òàêèõ ìíîæèí ( Äæ. Ãàòði [79], Äæ. Íiìàí [96, 97],

Ð. Ñåiíçà [94, 95] òà ií.), îòðèìàíî ðÿä âàæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ ñòîñîâíî ìiðè

Ëåáåãà òà ôðàêòàëüíèõ ðîçìiðíîñòåé (ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à,

Ãàóñäîðôà-Áiëëiíãñëi, êëiòèíêîâà ðîçìiðíiñòü) äëÿ ïåâíèõ êëàñiâ ìíîæèí

íåïîâíèõ ñóì àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ ç äiéñíèìè ÷ëåíàìè ( Ò. Î. Áàíàõ

[66], Ì. Â. Ïðàöüîâèòèé [42, 48], Î. Ì. Áàðàíîâñüêèé [3], Í. Ì. Âàñèëåíêî

[5], ß. Â. Ãîí÷àðåíêî [8], Í. Î. Êîðñóíü [18], I. Î. Ñàâ÷åíêî [50], Ã. Ì. Òîðáií

[51], Ð. Äæîíñ [85], Ì. Êóïåð [73], Ì. Ìîðàí [93], Ò. Øàëàò [100], Å. Øè-

ìîíiê [66], Þ. Ïåðåñ [99], Á. Ñîëîì'ÿê [101] òà ií.)). Àëå öüîãî íå ìîæíà

ñêàçàòè ïðî ðÿäè ç êîìïëåêñíèìè ÷ëåíàìè (Ê. Áàíäò [68], Ì. Ìîðàí [93],

Á. Ñîëîì'ÿê [103] òà ií). Òîìó àêòóàëüíîþ ¹ çàäà÷à äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóð-

íèõ, òîïîëîãî-ìåòðè÷íèõ òà ôðàêòàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ìíîæèí íåïîâíèõ



7

ñóì àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ ç êîìïëåêñíèìè ÷ëåíàìè òà ¨õ ðiçíîïëàíîâèõ

óçàãàëüíåíü. Ó äèñåðòàöi¨ ââåäåíî ó ðîçãëÿä ïåâíå óçàãàëüíåííÿ ìíîæèí

íåïîâíèõ ñóì àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ ç êîìïëåêñíèìè ÷ëåíàìè � òàê çâàíi

Σ-ìíîæèíè, ÿêi ¹ íåñêií÷åííèìè àðèôìåòè÷íèìè ñóìàìè ñïåöiàëüíèõ ïî-

ñëiäîâíîñòåé ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí C. Âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi öèõ ìíîæèí.

Ñåðåä éìîâiðíiñíèõ ìið ó ïðîñòîði R2 çi ñêëàäíîþ ëîêàëüíîþ ëåáåãiâ-

ñüêîþ ñòðóêòóðîþ îêðåìó óâàãó ïðèâåðòàþòü ìiðè, çîñåðåäæåíi íà ôðà-

êòàëüíèõ êðèâèõ. Îäèí ç íàéïðîñòiøèõ êëàñiâ òàêèõ êðèâèõ íà åâêëiäîâié

ïëîùèíi óòâîðþþòü àâòîìîäåëüíi (ñàìîïîäiáíi, ñàìîàôiííi òîùî) ëiíi¨ òà

¨õ êîìáiíàöi¨ (ïðèêëàäàìè òàêèõ ¹ êðèâi Ñåðïiíñüêîãî [76], Êîõà [88], Îñãó-

äà [74], Âi÷åêà [56] òà iíøi). Iñíóþòü ïåâíi ìåòîäîëîãi÷íi òðóäíîùi ó êîðå-

êòíîìó îçíà÷åííi òà äîñëiäæåííi òàêèõ ìið. Îäíèì ç åôåêòèâíèõ çàñîáiâ ¨õ

âèçíà÷åííÿ ¹ ðiçíi ñèñòåìè êîäóâàííÿ äiéñíèõ òà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë i ðîç-

ïîäiëè âèïàäêîâèõ åëåìåíòiâ ïðîñòîðó, iíäóêîâàíi ðîçïîäiëàìè ñèìâîëiâ

(öèôð) ñèñòåìè êîäóâàííÿ. Öåé ïiäõiä ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ìè ðåàëiçî-

âó¹ìî íà ñàìîïîäiáíié ôðàêòàëüíié êðèâié � ôðàêòàëi Âi÷åêà.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Ðîáîòà âèêîíàíà â ðàìêàõ äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ çi ñêëà-

äíîþ ëîêàëüíîþ áóäîâîþ i ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè, ùî ïðîâîäèòüñÿ

íà êàôåäði âèùî¨ ìàòåìàòèêè ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà òà ó âiääiëi

ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè. Äîñëiäæåííÿ

çäiéñíþâàëîñü â ðàìêàõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ òåì:

� ñèñòåìè êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ç íåñêií÷åííèì àëôàâiòîì i ôðàêòàëè

(� äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ U02125295);

� ôðàêòàëüíèé àíàëiç íåïåðåðâíèõ ôóíêöié i ìið (� äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨

0111U000053).

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ. Ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì àáñîëþòíî çáiæíèõ

ðÿäiâ ç êîìïëåêñíèìè ÷ëåíàìè òà ôðàêòàëüíi êðèâi êîìïëåêñíî¨ ïëîøèíè.
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Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ. Ñòðóêòóðíi, òîïîëîãî-ìåòðè÷íi òà ôðàêòàëü-

íi âëàñòèâîñòi îñíîâíèõ îá'¹êòiâ äîñëiäæåííÿ.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹ îïèñ ñòðó-

êòóðíèõ, òîïîëîãi÷íèõ, ìåòðè÷íèõ i ôðàêòàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ìíîæèí

íåïîâíèõ ñóì îêðåìèõ àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ ç êîìïëåêñíèìè ÷ëåíàìè

òà ôðàêòàëüíèõ êðèâèõ íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi.

Îñíîâíèìè çàâäàííÿìè äîñëiäæåííÿ ¹ òàêi:

� çíàéòè êîìïëåêñíó ôóíêöiþ, ìíîæèíîþ çíà÷åíü ÿêî¨ ¹ ñíiæèíêà

Êîõà, i ïîáóäóâàòè ¨¨ óçàãàëüíåííÿ;

� çíàéòè àíàëiòè÷íèé âèðàç ãîìåîìîðôíîãî âiäîáðàæåííÿ ñíiæèíêè

Êîõà íà êîëî;

� îïèñàòè êëàñ ïiäìíîæèí êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ÿêi óçàãàëüíþþòü

ïîíÿòòÿ ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì àáñîëþòíî çáiæíîãî ðÿäó ç êîì-

ïëåêñíèìè ÷ëåíàìè; âèâ÷èòè òîïîëîãi÷íi, ìåòðè÷íi òà ôðàêòàëüíi

âëàñòèâîñòi öèõ ìíîæèí;

� âèâ÷èòè ñòðóêòóðíi (âìiñò äèñêðåòíî¨, àáñîëþòíî íåïåðåðâíî¨ òà

ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíî¨ êîìïîíåíò), òîïîëîãî-ìåòðè÷íi òà ñàìîïî-

äiáíi âëàñòèâîñòi ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé íà ôðàêòàëi Âi÷åêà � ôðà-

êòàëüíié êðèâié ïàâóòèííîãî òèïó, iíäóêîâàíîãî ðîçïîäiëàìè ñèì-

âîëiâ êîäóâàííÿ òî÷îê êðèâî¨ çàñîáàìè ï'ÿòèñèìâîëüíîãî àëôàâiòó.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ðîáîòi âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ïðèéîìè òà ìåòîäè

òîïîëîãi¨, òåîði¨ ôðàêòàëiâ (ôðàêòàëüíî¨ ãåîìåòði¨ òà ôðàêòàëüíîãî àíà-

ëiçó), ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, àëãåáðè òà òåîði¨ ÷èñåë, òåîði¨ ìiðè, òåîði¨

éìîâiðíîñòåé.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi íàóêîâi ðå-

çóëüòàòè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò:

� íà îñíîâi ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñåë ó ñèñòåìi ç îñíîâîþ 4 i íàäëèøêî-

âèì ñèìåòðè÷íèì àëôàâiòîì −2,−1, 0, 1, 2 ââåäåíî â ðîçãëÿä òàê
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çâàíå ïðàãìàòè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêå ìà¹ íóëüîâó

íàäëèøêîâiñòü, òà îïèñàíî éîãî òîïîëîãî-ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi;

� íà îñíîâi ïðàãìàòè÷íîãî ïðåäñòàâëåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë îòðèìàíî

àíàëiòè÷íå çàäàííÿ êëàñè÷íî¨ ñíiæèíêè Êîõà ÿê ìíîæèíè çíà÷åíü

ïîáóäîâàíî¨ êîìïëåêñíî¨ ôóíêöi¨ äiéñíîãî àðãóìåíòó;

� çíàéäåíî àíàëiòè÷íèé âèðàç ãîìåîìîðôíîãî âiäîáðàæåííÿ êîëà íà

ñíiæèíêó Êîõà;

� ïîáóäîâàíî îäíîïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ôðàêòàëüíèõ êðèâèõ, ÿêà ìi-

ñòèòü ñíiæèíêó Êîõà, îïèñàíî òîïîëîãî-ìåòðè÷íi òà ñàìîïîäiáíi

âëàñòèâîñòi êðèâèõ öi¹¨ ñiì'¨;

� îïèñàíî êëàñ ìíîæèí, ÿêi óçàãàëüíþþòü ïîíÿòòÿ ìíîæèíè íåïîâ-

íèõ ñóì àáñîëþòíî çáiæíîãî ðÿäó ç êîìïëåêñíèìè ÷ëåíàìè; âèâ÷å-

íî ñòðóêòóðíi, òîïîëîãi÷íi, ìåòðè÷íi òà ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi öèõ

ìíîæèí;

� äëÿ ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé íà ôðàêòàëi Âi÷åêà, iíäóêîâàíîãî ðîç-

ïîäiëàìè ñèìâîëiâ êîäóâàííÿ éîãî òî÷îê çàñîáàìè ï'ÿòèñèìâîëüíî-

ãî àëôàâiòó, âèâ÷åíî ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi, äîâåäåíî ëåáåãiâñüêó

÷èñòîòó (÷èñòó äèñêðåòíiñòü àáî ÷èñòó íåïåðåðâíiñòü), ó âèïàäêó

íåïåðåðâíîñòi âñòàíîâëåíî éîãî ñèíãóëÿðíiñòü êàíòîðiâñüêîãî òèïó.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðî-

áîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi â íié ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè

âèêîðèñòàíi ó äîñëiäæåííÿõ ç òåîði¨ ôðàêòàëiâ, íåïåðåðâíèõ íiäå íå äèôå-

ðåíöiéîâíèõ ôóíêöié, ìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ÷èñåë, ïðè âèâ÷åííi ìàòåìàòè÷íèõ

îá'¹êòiâ çi ñêëàäíîþ ëîêàëüíîþ áóäîâîþ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi ïîëîæåííÿ i ðåçóëüòàòè, ùî âè-

íîñÿòüñÿ íà çàõèñò, îòðèìàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Ó ñïiëüíèõ ç íàóêîâèì

êåðiâíèêîì (Ïðàöüîâèòèì Ì.Â.) ïóáëiêàöiÿõ Ïðàöüîâèòîìó Ì.Â. íàëåæèòü

çàãàëüíà ïîñòàíîâêà çàäà÷, äåÿêi iäå¨ äîâåäåíü òà ïåðåâiðêà îòðèìàíèõ ðå-
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çóëüòàòiâ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíîãî äî-

ñëiäæåííÿ äîïîâiäàëèñü íà íàñòóïíèõ êîíôåðåíöiÿõ:

� Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ïàì'ÿòi Â.ß. Áóíÿêîâñüêîãî (1804-1889).

16-21 ñåðïíÿ, 2004, Êè¨â;

� International conference "Modern problems and new trends in probabi-

lity theory". June 19-26, 2005, Kyiv;

� Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ "Ñó÷àñíà ñòîõàñòèêà: òåîðiÿ i çàñòîñóâà-

ííÿ". 19-23 ÷åðâíÿ, 2006, Êè¨â;

� Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ "Àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè â òåîði¨

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü."13-14 ãðóäíÿ, 2012, Êè¨â;

� Òðåòÿ ìiæóíiâåðñèòåòñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ ç

ìàòåìàòèêè òà ôiçèêè. 25-27 êâiòíÿ, 2013, Êè¨â;

� Ï'ÿòà ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ç àíàëiòè÷íî¨ òåîði¨ ÷èñåë i ïðîñòî-

ðîâèõ ìîçà¨ê. 16-20 âåðåñíÿ, 2013, Êè¨â;

� Ìiæíàðîäíà íàóêîâî-ìåòîäè÷íà êîíôåðåíöiÿ "Ñó÷àñíi íàóêîâî-ìå-

òîäè÷íi ïðîáëåìè ìàòåìàòèêè ó âèùié øêîëi". 25-26 ÷åðâíÿ, 2015,

Êè¨â.

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ äîïîâiäàëèñü íà íàóêîâèõ ñå-

ìiíàðàõ:

� ñåìiíàð âiääiëó ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà-

¨íè òà ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà (êåðiâíèê: ä-ð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîô.

Ì. Â. Ïðàöüîâèòèé);

� ñåìiíàð âiääiëó òîïîëîãi¨ Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê:

ä-ð ôiç.-ìàò. íàóê Ñ. I. Ìàêñèìåíêî);

� ñåìiíàð âiääiëó êîìïëåêñíîãî àíàëiçó òà òåîði¨ ïîòåíöiàëó Iíñòèòóòó ìà-

òåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê: ä-ð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Þ. Á. Çåëií-

ñüêèé).
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Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáîòè âèêëàäåíî ó 6 íàóêîâèõ ñòàò-

òÿõ [1a, 2a, 3a, 4a, 5a, 6a], îïóáëiêîâàíèõ ó âèäàííÿõ, ùî âíåñåíi äî ïåðåëiêó

íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàíü Óêðà¨íè, ç íèõ îäíà ñòàòòÿ â íàóêîâîìó âèäàííi,

ùî âõîäèòü äî íàóêîìåòðè÷íèõ áàç äàíèõ (Scopus, Zentralblatt, MATH), òà

äîäàòêîâî âiäîáðàæåíî â ìàòåðiàëàõ êîíôåðåíöié [7a, 8a, 9a, 10a, 11a, 12a,

13a].

Ñòðóêòóðà äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ÷îòèðüîõ

ðîçäiëiâ, ðîçáèòèõ íà ïiäðîçäiëè, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë,

ÿêèé íàðàõîâó¹ 104 íàéìåíóâàííÿ, ñïèñêó ïóáëiêàöié àâòîðà, ñïèñêó óìîâ-

íèõ ïîçíà÷åíü. Çàãàëüíèé îáñÿã ðîáîòè � 116 ñòîðiíîê.

Îñíîâíèé çìiñò ðîáîòè. Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü äî-

ñëiäæåííÿ, âèçíà÷åíî éîãî îá'¹êò, ïðåäìåò, ìåòó i çàâäàííÿ, âèñâiòëåíî íà-

óêîâó íîâèçíó, ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ, äà¹òüñÿ çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà òà

ôîðìóëþþòüñÿ îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò.

Ðîçäië 1 "Îãëÿä ëiòåðàòóðè òà êîíöåïòóàëüíi çàñàäè äîñëiäæå-

ííÿ" íîñèòü âñòóïíèé õàðàêòåð. Ó íüîìó ïðîâåäåíî àíàëiç ëiòåðàòóðè ç

òåìè äîñëiäæåííÿ, ñèñòåìàòèçîâàíî òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi ïðî îá'¹êòè äî-

ñëiäæåííÿ, ñôîðìóëüîâàíî îçíà÷åííÿ áàçîâèõ ïîíÿòü òà ôàêòè, íåîáõiäíi

äëÿ âèêîíàííÿ äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ.

Ó ðîçäiëi 2 "Àíàëiòè÷íå çàäàííÿ ñíiæèíêè Êîõà òà ¨¨ ìîäèôi-

êàöié" ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çàäà÷à àíàëiòè÷íîãî çàäàííÿ êëàñè÷íî¨ ôðàêòàëüíî¨

êðèâî¨ � ñíiæèíêè Êîõà. Íà îñíîâi îòðèìàíîãî ïàðàìåòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ

ñíiæèíêè Êîõà ïîáóäîâàíî àíàëiòè÷íèé âèðàç ãîìåîìîðôíîãî âiäîáðàæå-

ííÿ îäèíè÷íîãî êîëà íà ñíiæèíêó Êîõà. Òàêîæ ñêîíñòðóéîâàíî îäíîïàðà-

ìåòðè÷íó ñiì'þ ôðàêòàëüíèõ êðèâèõ, ÿêà ìiñòèòü ñíiæèíêó Êîõà, îïèñàíî

ñòðóêòóðíi, òîïîëîãi÷íi, ìåòðè÷íi òà ñàìîïîäiáíi âëàñòèâîñòi êðèâèõ öi¹¨

ñiì'¨.

Ó ïóíêòi 2.1 ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèñòåìà ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ 4 òà íàäëèøêî-
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âèì ñèìåòðè÷íèì àëôàâiòîì A = {−2,−1, 0, 1, 2}, L � ïðîñòið ïîñëiäîâíî-

ñòåé åëåìåíòiâ àëôàâiòó A. Ó öié ñèñòåìi äåÿêi ÷èñëà âiäðiçêà D0 = [−2
3 ,

2
3 ]

ìàþòü ñêií÷åííó ìíîæèíó ðiçíèõ çîáðàæåíü, iíøi � ç÷èñëåííó, à ðåøòà �

êîíòèíóàëüíó ìíîæèíó ðiçíèõ çîáðàæåíü. À ñàìå, ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi

òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ D0 iñíó¹ (αk) ∈ L òàêà, ùî

x =
∞∑
k=1

αk

4k
≡ ∆α1α2...αk.... (2.1)

Ïîäàííÿ ÷èñëà x ðÿäîì (2.1) íàçèâàòèìåìî ∆-ïðåäñòàâëåííÿì, à éî-

ãî ñêîðî÷åíèé çàïèñ ∆α1α2...αk... � ∆-çîáðàæåííÿì. Äàëi ïèøåìî 2̄ çàìiñòü

÷èñëà −2, 1̄ çàìiñòü ÷èñëà −1.

Ëåìà 2.3. ×èñëî x ∈ D0 ìà¹ ðiçíèõ ∆-çîáðàæåíü

1. ñêií÷åííó ìíîæèíó, ÿêùî îäíå ç éîãî çîáðàæåíü ìà¹ ïåðiîä (0),

2. çëi÷åííó ìíîæèíó, ÿêùî îäíå ç éîãî çîáðàæåíü ìà¹ ïðîñòèé ïåðiîä

(a), äå a ∈ {2̄, 1̄, 1, 2}.
ßêùî æ ó ∆-çîáðàæåííi ÷èñëà x ∈ D0 ìiñòèòüñÿ íåñêií÷åííå ÷èñëî

ïàð ïîñëiäîâíèõ öèôð ç íàáîðó {2̄2, 1̄2, 02, 12, 1̄2̄, 02̄, 12̄, 22̄}, òî âîíî ìà¹

êîíòèíóàëüíó ìíîæèíó ðiçíèõ ∆-çîáðàæåíü.

Ñóòò¹âà íàäëèøêîâiñòü ∆-çîáðàæåííÿ ÷èñåë â îêðåìèõ çàäà÷àõ ¹ éî-

ãî íåäîëiêîì. Öå çìóøó¹ "îïòèìiçóâàòè"ñèñòåìó, ùîá äîìîãòèñü ¨¨ íóëüî-

âî¨ íàäëèøêîâîñòi. Öüîãî ìîæíà äîñÿãòè ðiçíèìè ñïîñîáàìè. Îäèí ç íèõ

 ðóíòó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi òàê çâàíîãî êàíîíi÷íîãî çîáðàæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.3. ∆-çîáðàæåííÿ ∆α1...αn... ÷èñëà x ∈ D0, êîæíà ïà-

ðà áóäü-ÿêèõ ïîñëiäîâíèõ öèôð ÿêîãî âiäìiííà âiä 1̄2̄, 1̄2, 12̄ i 12, òîáòî

(αk, αk+1) /∈ {(1̄, 2̄), (1̄, 2), (1, 2̄), (1, 2)}, íàçèâàòèìåìî êàíîíi÷íèì ∆-çîá-

ðàæåííÿì àáî ∆̄-çîáðàæåííÿì.

Òåîðåìà 2.2. Áóäü-ÿêå ÷èñëî x ∈ D0 ìà¹ íå áiëüøå äâîõ êàíîíi÷íèõ

∆̄-çîáðàæåíü.
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Àëüòåðíàòèâîþ êàíîíi÷íîìó çîáðàæåííþ ó âêàçàíîìó àñïåêòi ¹ òàê çâà-

íå ïðàãìàòè÷íå ∆-çîáðàæåííÿ, ÿêå äàëi ¹ îñíîâíèì ó äîñëiäæåííi.

Äëÿ êîæíîãî k ∈ Z0 ïîçíà÷èìî

Bk = {(−2, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

,−2), (−2, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

,−1), (2, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, 1), (2, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, 2)}.

Òåîðåìà 2.3. Áóäü-ÿêå ÷èñëî x ∈
[
−1

2
;
1

2

]
≡ I0 ìîæå áóòè ïðåäñòàâ-

ëåíå ó âèãëÿäi x =
∞∑
n=1

αn

4n
≡ ∆Π

α1α2...αn...
, äå ïîñëiäîâíiñòü (αn) çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè: äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N

1. αn ∈ A = {−2;−1; 0; 1; 2};
2. (αn, αn+1, . . . , αn+k+1) /∈ Bk (∀k ∈ Z0).

Îçíà÷åííÿ 2.5. ∆-çîáðàæåííÿ ÷èñëà x ∈ I0 ç îáìåæåííÿìè 1-2 íàçè-

âàòèìåìî ïðàãìàòè÷íèì àáî Π-çîáðàæåííÿì.

Iñíóþòü ÷èñëà (¨õ çëi÷åííà ìíîæèíà), ÿêi ìàþòü äâà Π-çîáðàæåííÿ. Öå

÷èñëà âèäó x = ∆Π
α1...αn2(0)

= ∆Π
α1...αn−1[αn+1]2̄(0). Òàêi ÷èñëà íàçèâàòèìåìî Π-

ðàöiîíàëüíèìè. Âñi iíøi ÷èñëà áóäóòü ìàòè ¹äèíå Π-çîáðàæåííÿ, ¨õ áóäåìî

íàçèâàòè Π-iððàöiîíàëüíèìè.

Ó ïóíêòi 2.2 ðîçãëÿäà¹òüñÿ ôóíêöiÿ f(t), âèçíà÷åíà íà âiäðiçêó I0 ðiâ-

íiñòþ f(t) = 1
3 +

∞∑
k=2

3−ke
iπ
3

k−1∑
m=1

αm(t)
, äå αm(t) � m-èé ñèìâîë Π-çîáðàæåííÿ

÷èñëà t ∈ I0.

Ëåìà 2.8. Âiäîáðàæåííÿ f : I0 → P0 = f(I0) ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Íà âiäðiçêó I =
[
−1

2 , 5
1
2

]
îçíà÷èìî ôóíêöiþ F (t) ðiâíiñòþ

F (t) = e
iπ
3 α0(t)z0(t− α0(t)) = e

iπ
3 α0(t)

∞∑
k=1

3−ke
iπ
3

k−1∑
m=1

αm(t)
,

äå α0(t) = [t + 1
2 ], à αm(t) � m-èé ñèìâîë Π-çîáðàæåííÿ ÷èñëà t− α0(t).

Òåîðåìà 2.5. Ôóíêöiÿ F (t) ¹ íåïåðåðâíîþ íà âiäðiçêó I.

Ïîçíà÷èìî J = [0, 2].

Ëåìà 2.11. Ìíîæèíà F (J) ¹ êðèâîþ Êîõà.
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Òåîðåìà 2.6. Ìíîæèíîþ çíà÷åíü êîìïëåêñíîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨

F (t) = e
iπα0(t)

3

∞∑
k=1

3−ke
iπ
3

k−1∑
j=1

αj(t)

, t ∈ I =

[
−1

2
, 5

1

2

]
¹ ñíiæèíêà Êîõà.

Òåîðåìà 2.7. Âiäïîâiäíiñòü h : e
πit
3 → F (t) çàäà¹ ãîìåîìîðôiçì îäè-

íè÷íîãî êîëà ω = {z = e
πit
3 : t ∈ I} i ñíiæèíêè Êîõà.

Ó ïiäðîçäiëi 2.4 ââîäèòüñÿ ó ðîçãëÿä óçàãàëüíåíå ïðàãìàòè÷íå çîáðà-

æåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë âiäðiçêà I0. Íåõàé p � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ Z0 ïîçíà÷èìî

B
(p)
k =

p∪
j=1

{(−p, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

,−j), (p, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, j)}.

Òåîðåìà 2.8. Áóäü-ÿêå ÷èñëî x ∈ I0 ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíå ó âè-

ãëÿäi

x =
∞∑
n=1

αn

(2p)n
≡ ∆Πp

α1α2...αn...
, (2.47)

äå ïîñëiäîâíiñòü (αn) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè: äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N

1. αn ∈ Ap = {−p,−p + 1, . . . , 0, . . . , p− 1, p};
2. (αn, αn+1, . . . , αn+k+1) /∈ B

(p)
k (∀k ∈ Z0).

Ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñëà x ∈ I0 ðÿäîì (2.47) ç îáìåæåííÿìè 1-2 íàçèâà-

òèìåìî óçàãàëüíåíèì ïðàãìàòè÷íèì àáî Πp-ïðåäñòàâëåííÿì ÷èñëà x, à

ñèìâîëi÷íèé çàïèñ x = ∆
Πp
α1α2...αn... � Πp-çîáðàæåííÿì ÷èñëà x. Ïðè öüîìó

÷èñëî αn (n ∈ N) áóäåìî íàçèâàòè n-îþ Πp-öèôðîþ (ñèìâîëîì, çíàêîì)

÷èñëà x.

Ó ï. 2.5 ðîçãëÿäà¹òüñÿ îäíîïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ êîìïëåêñíèõ ôóíêöié

Fq(t) (q > 5, q ∈ N), âèçíà÷åíèõ íà âiäðiçêàõ Wq =
[
−1

2 , q −
1
2

]
ðiâíîñòÿìè

Fq(t) = e
2πi
q α0(t)

∞∑
k=1

(λ(q))ke
2πi
q

k−1∑
m=1

αm(t)
,
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äå λ(q) = sin π
q ·
(

sin π
q + sin π(2p(q)−1)

q

)−1

, α0(t) =
[
t + 1

2

]
� öiëà ÷àñòèíà

÷èñëà t + 1
2 , p(q) =

[
q+3
4

]
, αm(t) � m-èé ñèìâîë Πp(q)-çîáðàæåííÿ ÷èñëà

t− α0(t).

Òåîðåìà 2.10. Ôóíêöiÿ Fq(t) ¹ íåïåðåðâíîþ íà âiäðiçêó Wq.

Ëåìà 2.15. Ìíîæèíè Sq = Fq(Wq) ¹ íåïåðåðâíèìè çàìêíåíèìè êðè-

âèìè.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì äàíîãî ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.11. Êðèâi Sq (q > 5) ¹ çàìêíåíèìè òà êóñêîâî-ñàìîïî-

äiáíèìè. Äëÿ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à öèõ êðèâèõ âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

dim Sq 6 − ln 2p(q)

lnλ(q)
,

äå p(q) =
[
q+3
4

]
, λ(q) = sin π

q

(
sin π

q + sin π(2p(q)−1)
q

)−1

.

Ó ðîçäiëi 3. "Ãåîìåòðiÿ àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ ç êîìïëå-

êñíèìè ÷ëåíàìè" ââîäèòüñÿ äî ðîçãëÿäó êëàñ êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí C

� òàê çâàíi Σ-ìíîæèíè, ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿìè ìíîæèí íåïîâíèõ ñóì àáñî-

ëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ ç êîìïëåêñíèìè ÷ëåíàìè. Âèâ÷àþòüñÿ ¨õ ñòðóêòóðíi,

òîïîëîãî-ìåòðè÷íi òà ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 íàâåäåíî îçíà÷åííÿ òà äîñëiäæåíî òîïîëîãi÷íi âëàñòè-

âîñòi Σ-ìíîæèí.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Áóäåìî êàçàòè, ùî ìíîæèíà S ¹ Σ-ìíîæèíîþ, ÿêùî

S =
∞⊕
k=1

Zk, äå Zk (k ∈ N) � ñêií÷åííi ïiäìíîæèíè êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C,

äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1)
∞∑
k=1

µk = M < ∞, äå µk = max{|z| : z ∈ Zk},

2) ñåðåä ìíîæèí Zk iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü ìíîæèí, ùî ìiñòÿòü íå

ìåíøå äâîõ åëåìåíòiâ.

Ëåìà 3.1. Äîâiëüíà Σ-ìíîæèíà ¹ êîìïàêòíîþ.

Íåõàé (c1, . . . , ck) � ôiêñîâàíèé óïîðÿäêîâàíèé íàáið, äå cj ∈ Ij
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(j = 1, k). Öèëiíäðîì ðàíãó k ç îñíîâîþ c1 . . . ck íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

Sc1...ck = {x =
∞∑

m=1

zimm : im = cm (m = 1, . . . , k), zimm ∈ Zm}.

Òåîðåìà 3.1. ßêùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ k âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

l(Zk) > 2√
3

∞∑
m=k+1

d(Zm) (àáî l(Zk) >
∞∑

m=k+1

d(Zm) ó âèïàäêó, êîëè âñi öè-

ëiíäðè ¹ öåíòðàëüíî-ñèìåòðè÷íèìè), òî ìíîæèíà S ¹: 1) öiëêîì íåçâ'ÿ-

çíîþ; 2) êîíòèíóàëüíîþ.

Òåîðåìà 3.2. Êîæíà Σ-ìíîæèíà S =
∞⊕
k=1

Zk ¹ äîñêîíàëîþ ìíîæèíîþ

ïîòóæíîñòi êîíòèíóóìó.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé çàäàíî ñiì'þ êîìïàêòíèõ ìíîæèí {Bi1...ik}
(ik ∈ Ik, k ∈ N), ÿêi ìàþòü âëàñòèâîñòi:

1) Bi1...ik ⊃ Si1...ik;

2) Bi1...ikik+1
⊂ Bi1...ik;

3) lim
k→∞

d(Bi1...ik) = 0.

Òîäi ìíîæèíà S ìîæå áóòè ïîäàíà íàñòóïíèì ÷èíîì:

S =
∞∩
k=1

∪
(i1,...,ik)

Bi1...ik.

Ïiäðîçäië 3.2 ïðèñâÿ÷åíèé ìåòðè÷íèì âëàñòèâîñòÿì Σ-ìíîæèí.

Òåîðåìà 3.4. Äëÿ äâîâèìiðíî¨ ìiðè Ëåáåãà λ Σ-ìíîæèíè S âèêîíó-

¹òüñÿ ðiâíiñòü λ(S) = lim
k→∞

λ(
∪

(i1,...,ik)

Bi1...ik), äå ìíîæèíè Bi1...ik çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâè ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè.

Íàñëiäîê 3.1.ßêùî äëÿ Σ-ìíîæèíè S =
∞⊕
k=1

Zk âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
k→∞

k∏
j=1

mj

( ∞∑
n=k+1

d(Zn)

)2

= 0,

äå mj � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè Zj, d(Zn) � äiàìåòð ìíîæèíè Zn

(j, n = 1, 2, . . . ), òî ìíîæèíà S ìà¹ íóëüîâó äâîâèìiðíó ìiðó Ëåáåãà.

Ó ïiäðîçäiëi 3.3 âèâ÷àþòüñÿ ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi Σ-ìíîæèí.
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Òåîðåìà 3.6. Äëÿ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à Σ-ìíîæèíè

S =
∞⊕
k=1

Zk âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

dimHS 6 dimBS 6 lim
k→∞

ln(
k∏

j=1

mj)

− ln(
∞∑

i=k+1

d(Zi))
,

äå mj, d(Zj) � âiäïîâiäíî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ òà äiàìåòð ìíîæèíè Zj

(j ∈ N).

Ó ïiäðîçäiëi 3.4 âèâ÷àþòüñÿ òîïîëîãî-ìåòðè÷íi òà ôðàêòàëüíi âëàñòè-

âîñòi ìíîæèí íåïîâíèõ ñóì àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ ç êîìïëåêñíèìè ÷ëå-

íàìè.

Ìíîæèíîþ íåïîâíèõ ñóì àáñîëþòíî çáiæíîãî ðÿäó ç êîìïëåêñíèìè

÷ëåíàìè
∞∑
k=1

ck íàçèâà¹òüñÿ íàñòóïíà ìíîæèíà:

S(c) = {z : z =
∞∑
k=1

εkck, εk ∈ {0, 1}}.

Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà S(c) ¹ Σ-ìíîæèíîþ, îñêiëüêè âîíà ìîæå áó-

òè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi S(c) =
∞⊕
k=1

Ck, äå Ck = {0, ck}. Çâiäñè áåçïî-

ñåðåäíüî âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi ìíîæèíè S(c) ÿê êîíòèíóàëüíiñòü,

êîìïàêòíiñòü òà äîñêîíàëiñòü.

Îïèñ âëàñòèâîñòåé ìíîæèíè S(c) îäåðæó¹ìî ç çàãàëüíèõ òåîðåì, ÿêi

îòðèìàíi äëÿ Σ-ìíîæèí.

Òåîðåìà 3.7. ßêùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ k âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|ck| >
∞∑

m=k+1

|cm|, òî ìíîæèíà S(c) ¹ öiëêîì íåçâ'ÿçíîþ.

Òåîðåìà 3.8. ßêùî lim
k→∞

2k
( ∞∑

n=k+1

|cn|
)2

= 0, òî ìíîæèíà S(c) ìà¹

íóëüîâó äâîâèìiðíó ìiðó Ëåáåãà.

Íåõàé çàäàíî äâi íåñêií÷åííi äèç'þíêòíi ïiäìíîæèíè N:

A1 = {a11, a12, . . . , a1k, . . . }, A2 = {a21, a22, . . . , a2k, . . . }.
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Òåîðåìà 3.9. ßêùî ìíîæèíè Caik çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

1. Caik ⊂ li, äå li ⊂ C (i = 1, 2) � ïðÿìi, ÿêi ìàþòü ðiâíî îäíó ñïiëüíó

òî÷êó � ïî÷àòîê êîîðäèíàò,

2. äëÿ âñiõ k ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|caik| 6
∞∑

p=k+1

|caip|, i ∈ {1, 2},

òî ìíîæèíà S(c) =
∞⊕
k=1

Ck ìà¹ äîäàòíó ìiðó Ëåáåãà.

Òåîðåìà 3.10. Äëÿ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ìíîæèíè íå-

ïîâíèõ ñóì ðÿäó âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

dimHS(c) 6 dimBS(c) 6 lim
k→∞

k ln(2)

− ln(
∞∑

i=k+1

|ci|)
.

Ðîçäië 4. "Çàñòîñóâàííÿ ãåîìåòði¨ àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ

ç êîìïëåêñíèìè ÷ëåíàìè" ïðèñâÿ÷åíèé âèêîðèñòàííþ àíàëiòè÷íîãî

ïðåäñòàâëåííÿ ôðàêòàëüíî¨ êðèâî¨ äëÿ çàäàííÿ íà íié ðîçïîäiëiâ éìîâið-

íîñòåé.

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 ââîäèòüñÿ ó ðîçãëÿä êîìïëåêñíîçíà÷íà âèïàäêîâà âåëè-

÷èíà ζ =
∞∑
k=1

2
3k
εηk ≡ ∆η1...ηk..., äå iíäåêñè ηk � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè,

ùî íàáóâàþòü çíà÷åíü 0, 1, 2, 3, 4 ç éìîâiðíîñòÿìè p0k, p1k, p2k, p3k, p4k âiä-

ïîâiäíî, pik > 0,
4∑

i=0

pik = 1(∀k ∈ N), εm = e
mπi
2 = im (m = 0, 3) � êîðåíi

4-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi, ε4 = 0.

Ëåìà 4.1. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ζ íàáóâà¹ çíà÷åíü ç ìíîæèíè

V = {z : z =
∞∑
k=1

2

3k
εik ≡ ∆i1...ik...},

äå ïîñëiäîâíîñòi (ik) ïðîáiãàþòü ïðîñòið L ≡ A∞
5 = A5×A5×· · ·×A5×. . . ,

ÿêà ¹ çâ'ÿçíîþ ñàìîïîäiáíîþ ôðàêòàëüíîþ êðèâîþ ç ðîçìiðíiñòþ ln 5
ln 3.

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 äîñëiäæó¹òüñÿ ëåáåãiâñüêà ñòðóêòóðà ðîçïîäiëó âèïàä-

êîâî¨ âåëè÷èíè ζ.
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Òåîðåìà 4.1. Ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ ¹ ÷èñòî äèñêðåòíèì

àáî ÷èñòî íåïåðåðâíèì, ïðè÷îìó äèñêðåòíèì � òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

M =
∞∏
k=1

max
06j64

{pjk} > 0.

Ó âèïàäêó äèñêðåòíîñòi òî÷êîâèé ñïåêòð Dζ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âå-

ëè÷èíè ζ ìîæå áóòè ïîäàíèé ÿê îá'¹äíàííÿ Dζ =
∞∪
k=0

Dk, äå Dk � ìíîæè-

íà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ òî÷îê âèäó z =
k∑

j=1

2
3j εij +

∞∑
j=k+1

2
3j εmj

, ïðè÷îìó

iíäåêñè (ñèìâîëè) ij (j = 1, k) íàáóâàþòü âñiõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü ç ìíî-

æèíè A5, à mn � òàêèé iíäåêñ, ùî max
06l64

{pln} = pmnn (n = 1, 2, . . . ).

Íàñëiäîê 4.3. Ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ ¹ íåïåðåðâíèì òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè M = 0.

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê íåïåðåðâíîñòi ðîçïîäiëó âèïàä-

êîâî¨ âåëè÷èíè ζ.

Òåîðåìà 4.2. Ñïåêòðîì Sζ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ ¹ ìíî-

æèíà C = {z : z = ∆i1...ik..., pijj > 0 ∀j ∈ N}.
Íàñëiäîê 4.4. ßêùî M = 0, òî ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ ¹

ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèì, òîáòî îðòîãîíàëüíèì äâîâèìiðíié ìiði Ëåáåãà.

Ó ïiäðîçäiëi 4.4 äîñëiäæó¹òüñÿ âèïàäîê îäíàêîâî¨ ðîçïîäiëåíîñòi ñèì-

âîëiâ ηk.

Ëåìà 4.5. ßêùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ηk îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi, òîáòî

pik = pi (∀k ∈ N), i = 0, 4, òî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiÿ

âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

Mζ = p0 − p2 + i(p1 − p3),

Dζ =
1

2
(p21 + p23 − p20 − p22 + 2p0p2 − 2p1p3 + p0 − p1 + p2 − p3−

−2(p0 − p2)(p1 − p3)i).

Ëåìà 4.6. Íåõàé pik = pi (∀k ∈ N), i = 0, 4. Òîäi Sζ ¹ ñàìîïîäiáíîþ

ìíîæèíîþ, ñàìîïîäiáíà ðîçìiðíiñòü ÿêî¨ äîðiâíþ¹ log3m, äå m � êiëü-
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êiñòü äîäàòíèõ êîîðäèíàò éìîâiðíiñíîãî âåêòîðà p = (p0, p1, p2, p3, p4),

ïðè÷îìó

1. ÿêùî p0 = p2 = 0 (àáî p1 = p3 = 0), à p1p3p4 ̸= 0 (àáî p0p2p4 ̸= 0),

òî Sζ ¹ âiäðiçêîì;

2. ÿêùî p4 = 0 i p0p1p2p3 ̸= 0, òî Sζ ¹ öiëêîì íåçâ'ÿçíîþ ìíîæèíîþ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.5 ðîçãëÿäà¹òüñÿ öèëiíäðè÷íà ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàä-

êîâî¨ âåëè÷èíè ζ òà äîñëiäæó¹òüñÿ ñóòò¹âèé íîñié ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó.

Öèëiíäðè÷íîþ ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ â òî÷öi z0

íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöÿ (ÿêùî âîíà iñíó¹) âiäíîøåííÿ

P(ζ ∈ ∆i1(z0)i2(z0)...ik(z0))

5−k
ïðè k → ∞,

ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ P ′(z0). Ñóòò¹âèì íîñi¹ì ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨

âåëè÷èíè ζ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà Nζ = {z : P ′(z) ̸= 0}.
Ëåìà 4.7. ßêùî â òî÷öi z0 = ∆i1(z0)...ik(z0)... iñíó¹ öèëiíäðè÷íà ùiëü-

íiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ, òî âîíà ìîæå áóòè îá÷èñëåíà çà

ôîðìóëîþ

P ′(z0) =
∞∏
j=1

(5pij(z0)j).

Òåîðåìà 4.3. ßêùî ìàòðèöÿ éìîâiðíîñòåé ||pik|| ìà¹ àñèìïòîòè÷íi
âëàñòèâîñòi, òîáòî lim

k→∞
pin = pi, i = 0, 4, òî Nζ = Sζ.

Ïîäÿêà. Àâòîð âèñëîâëþ¹ âäÿ÷íiñòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó ïðîôåñîðó

Ìèêîëi Âiêòîðîâè÷ó Ïðàöüîâèòîìó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîñòiéíó óâàãó äî

äàíî¨ ðîáîòè, ïiäòðèìêó òà äîïîìîãó.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ ÒÀ ÊÎÍÖÅÏÒÓÀËÜÍI ÇÀÑÀÄÈ

ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß

1.1. Ìiðà Ãàóñäîðôà

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî k > 0. Äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0 òà E ⊂ X

ïîêëàäåìî

Hk
δ = inf

{ ∞∑
i=1

αk2
−k(diamEi)

k : E ⊂
∞∪
i=1

Ei, diamEi 6 δ

}
Hk(E) = lim

δ→0
Hk

δ (E) = sup
δ>0

Hk
δ (E).

Hk(E) íàçèâà¹òüñÿ k-âèìiðíîþ ìiðîþ Ãàóñäîðôà ìíîæèíè E. αk � âiäïîâiä-

íà íîðìóâàëüíà ñòàëà. ßêùî k � öiëå ÷èñëî, òî αk = Lk{x ∈ Rk : |x| 6 1}.
Äëÿ äîâiëüíîãî k ìà¹ìî αk = Γ(12)k/Γ(k2 + 1). Êîíêðåòíå çíà÷åííÿ αk äëÿ

íåöiëèõ k íå ìàòèìå âàæëèâå çíà÷åííÿ.

Hk ¹ ðåãóëÿðíîþ áîðåëiâñüêîþ ìiðîþ, ïðîòå Hk çàçâè÷àé íå ¹ ñêií÷åí-

íîþ íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ. ßêùî X = Rn, òî Hn = Ln. H0 ¹ çëi÷åííîþ

ìiðîþ. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : A ⊂ Rm → Rn íàëåæèòü êëàñó C1 òà ¹ ái¹-

êòèâíèì,òî Hm(f(A)) =
∫
A J(f)dLm, äå J(f) � ÿêîáiàí. Òàêèì ÷èíîì, Hk

ñïiâïàäà¹ çi çâè÷àéíèì ïîíÿòòÿì k-âèìiðíîãî îá'¹ìó íà "ãàðíèõ"ìíîæèíàõ

ó âèïàäêó, êîëè k ¹ öiëèì.

ßêùî F : X → X ¹ ëiïøèöåâèì, òî Hk(F (A)) 6 (LipF )kHk(A). ßêùî

F ¹ ïåðåòâîðåííÿì ïîäiáíîñòi, òî Hk(F−1(A)) = (LipF )−kHk(A).

Äëÿ êîæíîãî E ⊂ X iñíó¹ ¹äèíå äiéñíå ÷èñëî k, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ðîçìið-

íiñòþ Ãàóñäîðôà ìíîæèíè E (ïîçíà÷à¹òüñÿ dimE) i òàêå, ùî Hα(E) = ∞
ïðè α < k, Hα(E) = 0 ïðè α > k. Hk(E) ìîæå íàáóâàòè áóäü-ÿêå çíà÷åííÿ

ç [0,∞) àáî äîðiâíþâàòè ∞.
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1.2. Åíòðîïiéíà ðîçìiðíiñòü

Íåõàé F � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ îáìåæåíà ïiäìíîæèíà Rn. Ïîçíà÷èìî

÷åðåç Nδ(F ) íàéìåíøå ÷èñëî ìíîæèí ç äiàìåòðîì, ùî íå ïåðåâèùó¹ δ i

ÿêèìè ìîæå áóòè ïîêðèòà ìíîæèíà F .

Îçíà÷åííÿ 1.1. Íèæíÿ òà âåðõíÿ åíòðîïiéíi ðîçìiðíîñòi ìíîæèíè F

âèçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíî ðiâíîñòÿìè

dimBF = lim
δ→0

lnNδ(F )

− ln δ
,

dimBF = lim
δ→0

lnNδ(F )

− ln δ
.

ßêùî dimBF = dimBF , òî ¨õ ñïiëüíå çíà÷åííÿ íàçèâàþòü åíòðîïiéíîþ

ðîçìiðíiñòþ ìíîæèíè F

dimBF = lim
δ→0

lnNδ(F )

− ln δ
. (1.1)

Íàñòóïíi åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi åíòðîïiéíî¨ ðîçìiðíîñòi ïîâòîðþþòü

àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà i ìîæóòü áóòè ïåðåâiðåíi áà-

ãàòî â ÷îìó òàêèì æå ÷èíîì.

1. Ãëàäêèé m-âèìiðíèé ïiäìíîãîâèä F ⊂ Rn ìà¹ dimBF = m.

2. dimB òà dimB ¹ ìîíîòîííèìè, òîáòî, ÿêùî E ⊂ F , òî

dimB(E) 6 dimB(F ), dimB(E) 6 dimB(F ).

3. dimB ¹ ñêií÷åííî ñòàáiëüíîþ, òîáòî

dimB(E ∪ F ) = max{dimBE, dimBF};

ïðè÷îìó äëÿ dimB âiäïîâiäíà òîòîæíiñòü íå âèêîíó¹òüñÿ.

4. dimB òà dimB ¹ áiëiïøèöåâèìè iíâàðiàíòàìè.

Òåîðåìà 1.1. [75] Íåõàé ìíîæèíà F ìîæå áóòè ïîêðèòà nk ìíîæè-

íàìè, äiàìåòðè ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü δk, ïðè÷îìó δk → 0 ïðè k → ∞.



23

Òîäi

dimHF 6 dimBF 6 lim
k→∞

lnnk

− ln δk
. (1.2)

Áiëüøå òîãî, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü (nkδ
s
k)

∞
k=1 ¹ îáìåæåíîþ, òî Hs(F ) < ∞.

ßêùî δk → 0, àëå δk+1 > cδk äëÿ äåÿêîãî 0 < c < 1, òî

dimBF 6 lim
k→∞

lnnk

− ln δk
. (1.3)

1.3. Iíâàðiàíòíi ìíîæèíè. Ñàìîïîäiáíi ìíîæèíè

Íåõàé S = {S1, . . . , SN} � ìíîæèíà ñòèñêóþ÷èõ âiäîáðàæåíü ïîâíîãî

ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d). LipSi = ri, äå LipSi = sup
x ̸=y

d(Si(x),Si(y))
d(x,y) � ñòàëà

Ëiïøiöà âiäîáðàæåííÿ Si. si1...ip � íåðóõîìà òî÷êà âiäîáðàæåííÿ Si1...ip ≡
Si1 ◦ · · · ◦ Sip.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊂ X ïîçíà÷èìî S(A) =
∪N

i=1 Si(A). Ïîêëàäå-

ìî S0(A) = A, S1(A) = S(A), Sp(A) = S(Sp−1(A)) äëÿ p > 2. Òàêîæ áóäåìî

âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ Ai1...ik = Si1...ik(A). Ëåãêî áà÷èòè, ùî Sp(A) =∪
(i1,...,ip)

Ai1...ip. Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî diam(Ai1...ip) 6 ri1 · · · · ·ripdiam(A) → 0

ïðè p → ∞, çà óìîâè, ùî A îáìåæåíà.

Îçíà÷åííÿ 1.2. [83] Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ iíâàðiàíòíîþ (âiäíîñíî

S), ÿêùî A = S(A).

Òåîðåìà 1.2 (Õàò÷iíñîí, 1981, [83]). 1. Iñíó¹ ¹äèíà çàìêíåíà

îáìåæåíà ìíîæèíà K, ÿêà ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî S. Îòæå,

K =
∪N

i=1Ki. Êðiì òîãî, K ¹ êîìïàêòîì.

2. Ki1...ip =
∪N

ip+1=1Ki1...ipip+1
.

3. K ⊃ Ki1 ⊃ · · · ⊃ Ki1...ip ⊃ . . . , ïðè÷îìó ïåðåòèí
∩∞

p=1Ki1...ip ¹

îäíîòî÷êîâîþ ìíîæèíîþ, åëåìåíò ÿêî¨ ïîçíà÷à¹òüñÿ ki1...ip.... K

¹ îá'¹äíàííÿì öèõ îäíîòî÷êîâèõ ìíîæèí.

4. kî1...̂ip = si1...ip, i, çîêðåìà, si1...ip ∈ K (̂i1 . . . îp ¹ íåñêií÷åííîþ ïîñëi-
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äîâíiñòþ i1 . . . ipi1 . . . ip . . . i1 . . . ip . . . ). Òàêîæ

ki1...ip... = lim
p→∞

si1...ip,

i, çîêðåìà, öÿ ãðàíèöÿ iñíó¹.

5. K ¹ çàìèêàííÿì ìíîæèíè íåðóõîìèõ òî÷îê âiäîáðàæåíü Si1...ip.

6. Sj1...jq(Ki1...ip) = Kj1...jqi1...ip, Sj1...jq(ki1...ip...) = kj1...jqi1...ip....

7. ßêùî A ¹ íåïîðîæíüîþ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ, òî

d(Ai1...ip, ki1...ip...) → 0 ðiâíîìiðíî, êîëè p → ∞. Çîêðåìà,

Sp(A) → K ó ìåòðèöi Ãàóñäîðôà.

Êîìïàêòíó ìíîæèíó iíâàðiàíòíó âiäíîñíî S ïîçíà÷àþòü |S|.
Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ öiêàâó õàðàêòåðèñòèêó âiäðiçêiâ.

Ëåìà 1.1. [83] Êîìïàêòíà çâ'ÿçíà ìíîæèíà A ⊂ Rn ¹ âiäðiçêîì òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè A = S(A), äå S = {S1, . . . , SN}, N > 2, óñi Si ¹

ïåðåòâîðåííÿìè ïîäiáíîñòi ç Lip(Si) = ri i
∑N

i=1 ri = 1.

Äàëi â äàíîìó ïóíêòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê, êîëè S ¹ ñiì'¹þ ïåðå-

òâîðåíü ïîäiáíîñòi. (X, d) ¹ Rn ç åâêëiäîâîþ ìåòðèêîþ. Hk ¹ k-âèìiðíîþ

ìiðîþ Ãàóñäîðôà. Lip(Si) = ri.

Îçíà÷åííÿ 1.3. [83] Ìíîæèíà K íàçèâà¹òüñÿ ñàìîïîäiáíîþ (âiäíîñíî

S), ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:
1. K ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî S;
2. Hk(K) > 0, Hk(Ki ∩Kj) = 0 ïðè i ̸= j, äå k = dimK.

Íåõàé γ(t) =
∑N

i=1 r
t
i. Òîäi γ(0) = N i γ(t) ↓ 0 ïðè t → ∞. Îòæå, iñíó¹

¹äèíå D òàêå, ùî
∑N

i=1 r
D
i = 1.

Îçíà÷åííÿ 1.4. [83] ßêùî
∑N

i=1 r
D
i = 1, òî D íàçèâà¹òüñÿ ðîçìiðíiñòþ

ïîäiáíîñòi S.

Äîñèòü ÷àñòî D äîðiâíþ¹ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà ìíîæèíè |S|.

Îçíà÷åííÿ 1.5. [83] Êàæóòü, ùî S çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó âiäêðèòî¨ ìíî-

æèíè, ÿêùî iñíó¹ òàêà íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà O, ùî
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1.
N∪
i=1

Si(O) ⊂ O,

2. Si(O) ∩ Sj(O) = ∅ ïðè i ̸= j.

Òåîðåìà 1.3. [83] Íåõàé S çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó âiäêðèòî¨ ìíîæèíè.

Òîäi

1. iñíóþòü òàêi λ1, λ2, ùî

0 < λ1 6 θD∗ (K, k) 6 θ∗D(K, k) 6 λ2 < ∞ (∀k ∈ K),

2. 0 < HD(K) < ∞ i, çíà÷èòü, K ¹ ñàìîïîäiáíîþ ìíîæèíîþ. Çîêðå-

ìà, dimE = D.

1.4. Ãåîìåòðiÿ ÷èñëîâèõ ðÿäiâ

Ïiä ãåîìåòði¹þ ÷èñëîâèõ ðÿäiâ ìè ðîçóìi¹ìî ñòðóêòóðíi, òîïîëîãi÷íi,

ìåòðè÷íi òà ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi ìíîæèí íåïîâíèõ ñóì àáñîëþòíî çái-

æíèõ ÷èñëîâèõ ðÿäiâ òà ¨õ óçàãàëüíåíü. Iñíó¹ âåëèêà êiëüêiñòü ïðàöü, ïðè-

ñâÿ÷åíèõ ïåðåâàæíî ìíîæèíàì íåïîâíèõ ñóì àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ ç

äiéñíèìè ÷ëåíàìè. Íàâåäåìî äåÿêi ôàêòè òà ïîíÿòòÿ ç öi¹¨ òåîði¨.

Íåõàé çàäàíî àáñîëþòíî çáiæíèé ðÿä ç êîìïëåêñíèìè ÷ëåíàìè

∞∑
k=1

ck. (1.4)

Ðÿä (1.4) âèçíà÷à¹ â êîìïëåêñíié ïëîùèíi C íàñòóïíó ìíîæèíó:

S(c) = {z : z =
∞∑
k=1

εkck, εk ∈ {0, 1}}, (1.5)

ÿêó íàçèâàþòü ìíîæèíîþ íåïîâíèõ ñóì ðÿäó (1.4).

Ìàáóòü, ïåðøîþ îïóáëiêîâàíîþ ðîáîòîþ, ïðèñâÿ÷åíîþ ìíîæèíàì íå-

ïîâíèõ ñóì àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ, ìîæíà ââàæàòè ñòàòòþ Ñ. Êàêåÿ [86],

îïóáëiêîâàíó â 1914 ð. Âií ïîêàçàâ, ùî ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì àáñîëþòíî

çáiæíîãî ðÿäó (ç äiéñíèìè àáî êîìïëåêñíèìè ÷ëåíàìè) ¹ êîíòèíóàëüíîþ
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äîñêîíàëîþ ìíîæèíîþ. Êðiì òîãî, âií äîâiâ, ùî ó âèïàäêó, êîëè ÷ëåíè ðÿ-

äà (1.4) ¹ äîäàòíèìè äiéñíèìè ÷èñëàìè, òî ìíîæèíà S(c) ¹: 1) ñêií÷åííèì

îá'¹äíàííÿì âiäðiçêiâ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè cn 6 rn :=
∞∑

k=n+1

ck äëÿ äîñòà-

òíüî âåëèêèõ n; 2) âiäðiçêîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè cn 6 rn äëÿ äîâiëüíîãî

n ∈ N; 3) ãîìåîìîðôíîþ ìíîæèíi Êàíòîðà, ÿêùî cn > rn äëÿ äîñòàòíüî

âåëèêèõ n.

Öi ñàìi ðåçóëüòàòè áóëè ïiçíiøå îòðèìàíi (íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî)

Ã. Ãîðíè÷åì [81] â 1941 ð. òà Ï. Ê. Ìåíîíîì [92] â 1948 ð.

Â ðîáîòi [79] ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè áóëè äîïîâíåíi íîâèì (ç òîïîëîãi-

÷íî¨ òî÷êè çîðó) òèïîì ìíîæèí íåïîâíèõ ñóì, à ñàìå, áóëî äîâåäåíî, ùî

ìíîæèíà S(c) íåïîâíèõ ñóì çáiæíîãî çíàêîäîäàòíîãî ðÿäó (1.4) ¹ îäíi¹þ ç

íàñòóïíèõ:

1) ñêií÷åííèì îá'¹äíàííÿì âiäðiçêiâ;

2) ãîìåîìîðôíîþ ìíîæèíi Êàíòîðà;

3) ãîìåîìîðôíîþ ìíîæèíi T íåïîâíèõ ñóì ðÿäó

3

4
+

2

4
+

3

42
+

2

42
+

3

43
+

2

43
+ ... .

1.5. Îãëÿä ëiòåðàòóðè

Îäíèì ç íàéáiëüø âiäîìèõ ïðèêëàäiâ ñàìîïîäiáíî¨ ôðàêòàëüíî¨ ìíî-

æèíè ¹ êðèâà Êîõà, ðîçãëÿíóòà Õåëüãå ôîí Êîõîì â 1904 ð.[88] Ñàì Êîõ

çàäàâàâ ¨¨ ãåîìåòðè÷íî-êîíñòðóêòèâíî � ÿê ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi ëàìà-

íèõ, ùî áóäóþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: íà ïåðøîìó êðîöi äiëèìî âiäðiçîê

AB òî÷êàìè C, D íà òðè ðiâíi âiäðiçêè, òà çàìiíþ¹ìî öåíòðàëüíèé âiäði-

çîê CD ái÷íèìè ñòîðîíàìè ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà CDE, äëÿ ÿêîãî âií ¹

îñíîâîþ. Îòðèìó¹ìî ëàìàíó ACEDB, ÿêó ïîçíà÷èìî L1. Íà äðóãîìó êðî-

öi íà êîæíié ëàíöi ëàìàíî¨ L1 âèêîíó¹ìî òàêi æ ïîáóäîâè ÿê i íà âiäðiçêó

AB íà ïåðøîìó êðîöi, îòðèìàíó ëàìàíó ïîçíà÷èìî L2, i ò.ä. Íà n-ìó êðîöi

ìà¹ìî ëàìàíó Ln, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç 4n ëàíîê äîâæèíîþ a · 3−n, äå a � äîâ-
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æèíà âiäðiçêà AB. Êðèâà Êîõà K âèçíà÷à¹òüñÿ, ÿê ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi

ëàìàíèõ {Ln}.
Ç ïîáóäîâè êðèâî¨ Êîõà âèïëèâà¹ ùî âîíà ¹ ñàìîïîäiáíîþ ìíîæèíîþ.

Äiéñíî, íà äðóãîìó êðîöi ïîáóäîâè íà êîæíié ëàíöi ëàìàíî¨ L1 ìè âèêîíó-

¹ìî òàêi æ ïîáóäîâè, ÿê i íà ïî÷àòêîâîìó âiäðiçêó AB. Îòæå, êðèâà Êîõà

ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷îòèðüîõ êîíãðóåíòíèõ ÷àñòèí, ÿêi ïîäiáíi ¨é ç êîåôiöi¹íòîì

ïîäiáíîñòi k = 1
3 .

Íåâàæêî âêàçàòè ïåðåòâîðåííÿ ïîäiáíîñòi äëÿ ÿêèõ êðèâà Êîõà áóäå ií-

âàðiàíòíîþ ìíîæèíîþ (çðîçóìiëî, ùî öÿ çàäà÷à ìà¹ íå ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê).

Íàïðèêëàä, ÿêùî â êîíñòðóêöi¨ ïîáóäîâè êðèâî¨ Êîõà âiäðiçîê AB ¹ âiäðiç-

êîì [0, 1] íà äiéñíié âiñi â êîìïëåêñíié ïëîùèíi, òî ïåðåòâîðåííÿ ïîäiáíîñòi

äëÿ ÿêèõ öÿ êðèâà áóäå iíâàðiàíòíîþ ìíîæèíîþ ìàþòü íàñòóïíèé çàïèñ â

êîìïëåêñíié ôîðìi:

f0(z) =
1

3
z, f1(z) =

1

3
e

iπ
3 z +

1

3
, f2(z) =

1

3
e−

iπ
3 z +

1

2
+ i

√
3

6
, f3(z) =

1

3
z +

2

3
.

(1.6)

ßêùî íà ñòîðîíàõ ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà ïîáóäóâàòè (â çîâíiøíié

áiê) êðèâi Êîõà, òî îäåðæèìî çàìêíåíó êðèâó � ñíiæèíêó Êîõà.

Ó ðîáîòi [27] áóëî çàïðîïîíîâàíå ïåâíå àëüòåðíàòèâíå çàäàííÿ ñíiæèí-

êè Êîõà, ïðîòå íå áóëî îòðèìàíî ÿâíèõ ôîðìóë, ÿêi ìîæíà áóëî á ââàæàòè

àíàëiòè÷íèì çàäàííÿì. Áiëüø åôåêòèâíèì ¹ ïiäõiä çàïðîïîíîâàíèé â ðî-

áîòi [43]. Â öié ðîáîòi áóëî çàïðîïîíîâàíî àíàëiòè÷íå çàäàííÿ ìíîæèíè,

ÿêà ìiñòèòü ñíiæèíêó Êîõà, ïðè öüîìó áóëî âèêîðèñòàíî øåñòiðêîâó ñèñòå-

ìó ÷èñëåííÿ äëÿ êîäóâàííÿ òî÷îê ìíîæèíè, ÿêi ïðè öüîìó âèçíà÷àëèñü ÿê

ñóìè ïåâíèõ àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ ç êîìïëåêñíèìè ÷ëåíàìè.

Ãåîìåòðiÿ ÷èñëîâèõ ðÿäiâ áóðõëèâî ðîçâèâà¹òüñÿ â îñòàííi ðîêè, â ïåð-

øó ÷åðãó öå ñòîñó¹òüñÿ ðÿäiâ ç äîäàòíèìè äiéñíèìè ÷ëåíàìè ( Ò. Î. Áàíàõ

[66], Ì. Â. Ïðàöüîâèòèé [42, 48], Î. Ì. Áàðàíîâñüêèé [3], Í. Ì. Âàñèëåíêî

[5], ß. Â. Ãîí÷àðåíêî [8], Í. Î. Êîðñóíü [18], I. Î. Ñàâ÷åíêî [50], Ã. Ì. Òîðáií



28

[51], Ð. Äæîíñ [85], Ì. Êóïåð [73], Ì. Ìîðàí [93], Ò. Øàëàò [100], Å. Øèìî-

íiê [66], Þ. Ïåðåñ [99], Á. Ñîëîì'ÿê [101] òà ií.) Ïåðåâàæíî öi äîñëiäæåííÿ

ñòîñóþòüñÿ ïåâíèõ êëàñiâ ðÿäiâ. Íàâåäåìî äåÿêi ç âàæëèâèõ çàãàëüíèõ ðå-

çóëüòàòiâ.

Òåîðåìà 1.4. [100] Íåõàé dim(S(c)) = 0. Òîäi äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹

íåñêií÷åííà êiëüêiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n òàêèõ, ùî cn+1 < εcn.

Òåîðåìà 1.5. [100] Íåõàé dim(S(c)) = 1. Òîäi äëÿ êîæíîãî

q ∈ (0, 12), iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n òàêèõ, ùî

cn+1 > qcn.

Òåîðåìà 1.6. [44] ßêùî äëÿ ðÿäó
∑∞

n=1 an íåðiâíiñòü an > rn âèêî-

íó¹òüñÿ äëÿ âñiõ n ∈ N, òî ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ìíîæèíè

íåïîâíèõ ñóì S(c) äîðiâíþ¹

dim(S(c)) =

[
lim
n→∞

sup

(
1

n

n∑
k=1

log2

(
ck
rk

+ 1

))]−1

.

Ó ðîáîòàõ [68], [102], [104] ôàêòè÷íî ïðîâîäèëîñü äîñëiäæåííÿ âëàñòè-

âîñòåé ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì àáñîëþòíî çáiæíîãî ðÿäó
∞∑
k=1

ck äëÿ ÷àñòêî-

âîãî âèïàäêó: ck = λk, λ ∈ C, 0 < |λ| < 1. Ó öüîìó âèïàäêó ìíîæèíà

S ¹ àòðàêòîðîì ñèñòåìè iòåðîâàíèõ ôóíêöié: {λz, λz + λ}. Îñêiëüêè âiä-

îáðàæåííÿ f0(z) = λz òà f1(z) = λz + λ çàäàþòü ïåðåòâîðåííÿ ïîäiáíîñòi

êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, òî ìíîæèíà S(c) â öüîìó âèïàäêó ¹ ñàìîïîäiáíîþ,

ùî i âèêîðèñòîâóâàëîñü àâòîðàìè âêàçàíèõ âèùå ðîáiò. Çîêðåìà, äîñëiäæó-

âàëàñü ìíîæèíàMλ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ λ, ùî S(c) ¹ çâ'ÿçíîþ. Íàâiòü

äëÿ òàêîãî ÷àñòêîâîãî âèïàäêó (ãåîìåòðè÷íîãî ðÿäó) îïèñàíî ëèøå äåÿêi

ïiäìíîæèíè Mλ.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 1

Öåé ðîçäië ìà¹ âñòóïíèé õàðàêòåð. Ó íüîìó íàâåäåíî îçíà÷åííÿ âiäîìèõ

êëþ÷îâèõ ïîíÿòü:

� ìiðè Ãàóñäîðôà òà ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à;

� åíòðîïiéíî¨ ðîçìiðíîñòi;

� iíâàðiàíòíî¨ ìíîæèíè, ñàìîïîäiáíî¨ ìíîæèíè;

� ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì ÷èñëîâîãî ðÿäó.

Ñôîðìóëüîâàíî íåîáõiäíi ôàêòè, ÿêi áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü ó íà-

ñòóïíèõ ðîçäiëàõ, à òàêîæ ïðîâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè ç òåìàòèêè äîñëi-

äæåííÿ.

Öåé ðîçäië íå ìiñòèòü ðåçóëüòàòiâ, ÿêi âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò.
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ÐÎÇÄIË 2

ÀÍÀËIÒÈ×ÍÅ ÇÀÄÀÍÍß ÑÍIÆÈÍÊÈ ÊÎÕÀ ÒÀ ��

ÌÎÄÈÔIÊÀÖIÉ

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çàäà÷à àíàëiòè÷íîãî çàäàííÿ êëàñè÷íî¨

ôðàêòàëüíî¨ êðèâî¨ � ñíiæèíêè Êîõà. Îòðèìàíî ÿâíèé âèðàç ïàðàìåòðè-

÷íîãî ðiâíÿííÿ äàíî¨ êðèâî¨. Ïðè öüîìó áóëî âèêîðèñòàíî ñèñòåìó ÷èñëåí-

íÿ ç îñíîâîþ 4 òà öèôðàìè, ÿêi íàáóâàþòü çíà÷åíü ç ñèìåòðè÷íîãî íàäëè-

øêîâîãî àëôàâiòó A = {−2,−1, 0, 1, 2}. Íà îñíîâi çíàéäåíîãî àíàëiòè÷íîãî
çàäàííÿ ñíiæèíêè Êîõà, îòðèìàíî ÿâíèé âèðàç ãîìåîìîðôiçìà ìiæ äàíîþ

êðèâîþ òà îäèíè÷íèì êîëîì, à òàêîæ ïîáóäîâàíî îäíîïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ

ôðàêòàëüíèõ êðèâèõ.

2.1. ×åòâiðêîâî-ï'ÿòiðêîâà ñèñòåìà ÷èñëåííÿ ç ñèìåòðè÷íèì

àëôàâiòîì, ïðàãìàòè÷íå çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë

Íåõàé L ≡ A × A × · · · × A . . . � ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé åëåìåíòiâ

àëôàâiòó A, D0 ≡ [−2
3 ,

2
3 ].

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ D0 iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (αk) ∈ L

òàêà, ùî

x =
∞∑
k=1

αk

4k
≡ ∆α1α2...αk.... (2.1)

Äîâåäåííÿ. Ó ðîáîòi [10] äîâåäåíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî u ∈
[
0;

4

3

]
iñíó¹

ïîñëiäîâíiñòü (an) òàêà, ùî an ∈ {0, 1, 2, 3, 4} i

un =
∞∑
k=1

ak
4k

.
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Òîäi äëÿ ÷èñëà x, ÿêå íàëåæèòü âiäðiçêó D0, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

x = −2

3
+

∞∑
k=1

ak
4k

= −
∞∑
k=1

2

4k
+

∞∑
k=1

ak
4k

=
∞∑
k=1

ak − 2

4k
=

∞∑
k=1

αn

4k
,

äå (αn) ∈ L, ùî é âèìàãàëîñü äîâåñòè.

Ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñëà x ðÿäîì (2.1) íàçèâàòèìåìî öèëiíäðè÷íèì ∆-

ïðåäñòàâëåííÿì, à éîãî ñêîðî÷åíèé çàïèñ ∆α1α2...αk... � ∆-çîáðàæåííÿì.

Ïðè öüîìó äîìîâèìîñü äàëi ïèñàòè 2̄ çàìiñòü −2, 1̄ � çàìiñòü −1.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Íåõàé (c1, c2, . . . , cm)� çàäàíèé íàáið åëåìåíòiâ àëôàâi-

òóA. Öèëiíäðîì ðàíãóm ç îñíîâîþ c1c2 . . . cm, ùî âiäïîâiäà¹ ∆-çîáðàæåííþ

÷èñåë x ∈ D0, íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

∆c1c2...cm =

{
x : x =

∞∑
k=1

αk

4k
, αk = ck, k = 1,m, αm+j ∈ A

}
. (2.2)

Öèëiíäðè ìàþòü âëàñòèâîñòi:

1. ∆c1...cm =
2∪

i=−2

∆c1...cmi;

2. inf ∆c1...cmi < inf ∆c1...cm[i+1];

3. öèëiíäð ∆c1...cm ¹ âiäðiçêîì ç êiíöÿìè a − 2

3 · 4m
i a +

2

3 · 4m
, äå

a =
m∑
k=1

ck
4k
;

4. |∆c1...cm| =
1

3 · 4m−1
;

5.
|∆c1...cmi|
|∆c1...cm|

=
1

4
;

6. ∆c1...cmi

∩
∆c1...cm[i+1] = ∆c1...cmi[2] = ∆c1...cm[i+1][−2], i = −2,−1, 0, 1;

7. ∆c1...cmi

∩
∆c1...cm[i+2] = ∅, i = −2,−1, 0.

Ëåìà 2.1. Âçà¹ìîçàìiíà ïàð öèôð

2̄2 íà 1̄2̄, 1̄2 íà 02̄, 02 íà 12̄, 12 íà 22̄

ó ∆-çîáðàæåííi ÷èñëà íå çìiíþ¹ éîãî.

Äîâåäåííÿ. Äàíå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì ðiâíîñòåé:

−2

4k
+

2

4k+1
=

−1

4k
+

−2

4k+1
,

−1

4k
+

2

4k+1
=

0

4k
+

−2

4k+1
,
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0

4k
+

2

4k+1
=

1

4k
+

−2

4k+1
,

1

4k
+

2

4k+1
=

2

4k
+

−2

4k+1
.

Íàñëiäîê 2.1. Öèëiíäðè ∆c1...cm i ∆a1...am ñïiâïàäàþòü òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè íàáið (a1, a2, . . . , am) ìîæå áóòè îòðèìàíèé ç íàáîðó (c1, . . . , cm)

ëàíöþæêîì çàìií ïàð çà ïðàâèëàìè ç ëåìè 2.1.

Îçíà÷åííÿ 2.2. ×èñëî x ∈ D0 íàçèâà¹òüñÿ ∆-ðàöiîíàëüíèì, ÿêùî âîíî

ìà¹ ∆-çîáðàæåííÿ ç ïåðiîäîì (2̄) àáî (2); ÷èñëà âiäðiçêà D0, ÿêi íå ¹ ∆-

ðàöiîíàëüíèìè, íàçèâàþòüñÿ ∆-iððàöiîíàëüíèìè.

Ëåìà 2.2. ∆-ðàöiîíàëüíi ÷èñëà, ùî ìàþòü ∆-çîáðàæåííÿ ç ïåðiîäîì

(2̄), ìàþòü çîáðàæåííÿ i ç ïåðiîäîì (1), à òi, ùî çîáðàæàþòüñÿ ç ïåði-

îäîì (2), ìàþòü çîáðàæåííÿ i ç ïåðiîäîì (1̄).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x = ∆c1...cm(2), äå cm ̸= 2. Òîäi çãiäíî ç ïîïåðåäíüîþ

ëåìîþ

x = ∆c1...cm−1cm(2) = ∆c1...cm−1[cm+1]2̄(2) = ∆c1...cm−1[cm+1]1̄2̄(2) =

= ∆c1...cm−1[cm+1]1̄1̄2̄(2) = ∆c1...cm−1[cm+1]1̄...1̄2̄(2) = · · · = ∆c1...cm−1[cm+1](1̄).

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî x = ∆c1...cm(2̄), äå cm ̸= 2̄, òî

x = ∆c1...cm−1cm(2̄) = ∆c1...cm−1[cm−1]2(2̄) = ∆c1...cm−1[cm−1]12(2̄) =

= ∆c1...cm−1[cm−1]112(2̄) = ∆c1...cm−1[cm−1]1...12(2̄) = · · · = ∆c1...cm−1[cm−1](1).

Ëåìà 2.3. ×èñëî x ∈ D0 ìà¹ ðiçíèõ ∆-çîáðàæåíü

1. ñêií÷åííó ìíîæèíó, ÿêùî îäíå ç éîãî çîáðàæåíü ìà¹ ïåðiîä (0),

2. çëi÷åííó ìíîæèíó, ÿêùî îäíå ç éîãî çîáðàæåíü ìà¹ ïðîñòèé ïå-

ðiîä (a), äå a ∈ {2̄, 1̄, 1, 2}.
ßêùî æ ó ∆-çîáðàæåííi ÷èñëà x ∈ D0 ìiñòèòüñÿ íåñêií÷åííå ÷èñëî

ïàð ïîñëiäîâíèõ öèôð ç íàáîðó {2̄2, 1̄2, 02, 12, 1̄2̄, 02̄, 12̄, 22̄}, òî âîíî ìà¹

êîíòèíóàëüíó ìíîæèíó ðiçíèõ ∆-çîáðàæåíü.
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Äîâåäåííÿ. ×èñëî x = 0 = ∆(0) ìà¹ ¹äèíå ∆-çîáðàæåííÿ, îñêiëüêè âîíî

íàëåæèòü ¹äèíîìó öèëiíäðó 1-ãî ðàíãó, à ñàìå: ∆0. I âçàãàëi, íàëåæèòü

¹äèíîìó âiäðiçêó n-ãî ðàíãó (∀n ∈ N): ∆0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

.

Íåõàé òåïåð x = ∆c1...cn(0), äå (c1, . . . , cn) ̸= (0, . . . , 0). Òîäi x ìîæå ìàòè

äåêiëüêà (àëå òiëüêè ñêií÷åííå ÷èñëî) ∆-çîáðàæåíü:

x = ∆c1...cn(0) = ∆a1...an(0) = · · · = ∆b1...bn(0),

äå íàáîðè (a1, . . . , an),..., (b1, . . . , bn) îäåðæóþòüñÿ ç (c1, . . . , cn) çàìiíàìè

ïàð ïîñëiäîâíèõ öèôð çãiäíî ç ëåìîþ 2.1.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè x ìà¹ ïåðiîä (a), äå a ∈ {2̄, 1̄, 1, 2}. Íåõàé,
íàïðèêëàä, x = ∆c1...cm(2̄), ïðè÷îìó cm ̸= 2̄. Òîäi cm ∈ {1̄, 0, 1, 2}.

ßêùî cm = 1̄, òî çãiäíî ç ëåìîþ 2.1

x = ∆c1...cm−11̄(2̄) = ∆c1...cm−12̄2(2̄) = ∆c1...cm−12̄12(2̄) = ∆c1...cm−12̄112(2̄) =

= · · · = ∆c1...cm−12̄1...12(2̄) = · · · = ∆c1...cm−12̄(1).

Îòæå, ÷èñëî x ìà¹ ïðèíàéìíi çëi÷åííó ìíîæèíó ðiçíèõ ∆-çîáðàæåíü,

ïðè÷îìó îäíå ç íèõ ç ïåðiîäîì (1).

Çàóâàæèìî, ùî ÷èñëî x íå ìà¹ ∆-çîáðàæåííÿ, ÿêå ç m-îþ öèôðîþ âiä-

ìiííîþ âiä 1̄ i 2̄, îñêiëüêè çìiíèòè m-ó öèôðó x çà ðàõóíîê ïîïåðåäíiõ

öèôð íåìîæëèâî (ïîïåðåäíÿ ëåìà îïèñó¹ âñi àëüòåðíàòèâíi çàìiíè). Ñàìå

öå äà¹ ïiäñòàâó ñòâåðäæóâàòè çëi÷åííiñòü çîáðàæåíü.

Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè äîâîäèòüñÿ òâåðäæåííÿ äëÿ iíøèõ çíà÷åíü

cm òà ïåðiîäiâ.

ßêùî ó ∆-çîáðàæåííi ÷èñëà x ∈ D0 ìiñòèòüñÿ íåñêií÷åííå ÷èñëî ïàð

ïîñëiäîâíèõ öèôð ç íàáîðó {2̄2, 1̄2, 02, 12, 1̄2̄, 02̄, 12̄, 22̄}, òî çãiäíî ç ëåìîþ 1

ó çîáðàæåííi ÷èñëà iñíó¹ çëi÷åííà êiëüêiñòü ìiñöü ç äâîìà àëüòåðíàòèâàìè.

À òàêà ìíîæèíà, ÿê âiäîìî, ¹ êîíòèíóàëüíîþ.

Ñóòò¹âà íàäëèøêîâiñòü ∆-çîáðàæåííÿ ÷èñåë â îêðåìèõ çàäà÷àõ ¹ éî-

ãî íåäîëiêîì. Öå çìóøó¹ "îïòèìiçóâàòè"ñèñòåìó, ùîá äîìîãòèñü ¨¨ íóëüî-
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âî¨ íàäëèøêîâîñòi. Öüîãî ìîæíà äîñÿãòè ðiçíèìè ñïîñîáàìè. Îäèí ç íèõ

 ðóíòó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi òàê çâàíîãî êàíîíi÷íîãî çîáðàæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.3. ∆-çîáðàæåííÿ ∆α1...αn... ÷èñëà x ∈ D0, êîæíà ïàðà

ïîñëiäîâíèõ öèôð ÿêîãî âiäìiííà âiä 1̄2̄, 1̄2, 12̄ i 12, òîáòî

(αk, αk+1) /∈ {(1̄, 2̄), (1̄, 2), (1, 2̄), (1, 2)},

íàçèâàòèìåìî êàíîíi÷íèì ∆-çîáðàæåííÿì àáî ∆̄-çîáðàæåííÿì.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Ó êàíîíi÷íîìó ∆-çîáðàæåííi ÷èñëà ïiñëÿ öèôð 1̄ òà 1

íå ìîæå ñòîÿòè öèôðà 2̄ àáî 2, à ïiñëÿ öèôð 2̄, 0, 2 ìîæå ñòîÿòè áóäü-ÿêà

öèôðà àëôàâiòó. Ñåðiÿ ç öèôð 1̄ (àáî 1) ¹ íåñêií÷åííîþ àáî ïåðåðèâà¹òüñÿ

öèôðîþ 1 (1̄) àáî 0, ïiñëÿ îñòàííüî¨ ìîæå çíîâó ñòîÿòè áóäü-ÿêà ç öèôð

àëôàâiòó.

Ëåìà 2.4. Iñíó¹ çëi÷åííà ìíîæèíà ÷èñåë, ÿêi ìàþòü äâà ∆̄-çîáðà-

æåííÿ:

∆̄c1...cm2̄(2) = ∆̄c1...cm(1̄), ∆̄c1...cm0(2̄) = ∆̄c1...cm1̄(1),

∆̄c1...cm0(2) = ∆̄c1...cm1(1̄), ∆̄c1...cm2(2̄) = ∆̄c1...cm(1).

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, äëÿ áóäü-ÿêîãî m ∈ N i íàáîðó öèôð (c1, c2, . . . , cm)

òàêîãî, ùî (ck, ck+1) /∈ {(1̄, 2̄), (1̄, 2), (1, 2̄), (1, 2)} ≡ B, (cm, 2̄) /∈ B,

(cm, 2) /∈ B, ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi:

∆̄c1...cm2̄(2) =
m∑
i=1

ci
4i

− 1

3 · 4m
= ∆̄c1...cm(1̄),

∆̄c1...cm0(2̄) =
m∑
i=1

ci
4i

− 1

6 · 4m
= ∆̄c1...cm1̄(1),

∆̄c1...cm0(2) =
m∑
i=1

ci
4i

+
1

6 · 4m
= ∆̄c1...cm1(1̄),

∆̄c1...cm2(2̄) =
m∑
i=1

ci
4i

+
1

3 · 4m
= ∆̄c1...cm(1).
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Îçíà÷åííÿ 2.4. ×èñëî x ∈ D0 íàçèâà¹òüñÿ ∆̄-ðàöiîíàëüíèì, ÿêùî âî-

íî ìà¹ áiëüøå îäíîãî ∆̄-çîáðàæåííÿ i ∆̄-iððàöiîíàëüíèì, ÿêùî âîíî ìà¹

¹äèíå ∆̄-çîáðàæåííÿ.

Òåîðåìà 2.2. Áóäü-ÿêå ÷èñëî x ∈ D0 ìà¹ íå áiëüøå äâîõ êàíîíi÷íèõ

∆̄-çîáðàæåíü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x � äîâiëüíî âèáðàíå ÷èñëî ç âiäðiçêà D0. Çãiäíî ç òå-

îðåìîþ 2.1 âîíî ìà¹ ∆-çîáðàæåííÿ. Çàìiíîþ ïàð ïîñëiäîâíèõ öèôð, çãiäíî

ç ïîïåðåäíüîþ ëåìîþ, ìîæíà äîñÿãòè, ùî ∆-çîáðàæåííÿ ÷èñëà x íå ìiñòè-

òèìå æîäíî¨ ç ïàð ïîñëiäîâíèõ öèôð, ùî ñïiâïàäàþòü ç îäíi¹þ ç 1̄2̄, 1̄2, 12̄,

12.

Ïîêàæåìî, ùî öèëiíäðè ∆̄-çîáðàæåííÿ íå ïåðåêðèâàþòüñÿ. Ñïðàâäi,

äëÿ ∆̄-öèëiíäðiâ 1-ãî ðàíãó ìà¹ìî

max ∆̄2̄ = ∆2̄(2) = −1

3
= ∆(1̄) = min ∆̄1̄,

max ∆̄1̄ = ∆1̄(1) = −1

6
= ∆0(2) = min ∆̄0,

max ∆̄0 = ∆0(2) =
1

6
= ∆1(1̄) = min ∆̄1,

max ∆̄1 = ∆(1) =
1

3
= ∆2(2̄) = min ∆̄2.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð öèëiíäðè 2-ãî ðàíãó.

ßêùî i ∈ {−2, 0, 2}, òî ∆̄i = ∆̄i2̄ ∪ ∆̄i1̄ ∪ ∆̄i0 ∪ ∆̄i1 ∪ ∆̄i2, ïðè÷îìó

max ∆̄i2̄ = ∆i2̄(2) =
3i− 1

12
= ∆i(1̄) = min ∆̄i1̄,

max ∆̄i1̄ = ∆i1̄(1) =
6i− 1

24
= ∆i0(2̄) = min ∆̄i0,

max ∆̄i0 = ∆i0(2) =
6i + 1

24
= ∆i1(1̄) = min ∆̄i1,

max ∆̄i1 = ∆i(1) =
3i + 1

12
= ∆i2(2̄) = min ∆̄i2.
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ßêùî j ∈ {−1, 1}, òî ∆̄j = ∆̄j1̄ ∪ ∆̄j0 ∪ ∆̄j1, äå max ∆̄j1̄ = min ∆̄j0,

max ∆̄j0 = min ∆̄j1.

Àíàëîãi÷íî, äëÿ öèëiíäðiâ m-ãî ðàíãó îòðèìà¹ìî íàñòóïíå.

ßêùî i ∈ {−2, 0, 2}, òî

∆̄c1...cm−1i = ∆̄c1...cm−1i2̄ ∪ ∆̄c1...cm−1i1̄ ∪ ∆̄c1...cm−1i0 ∪ ∆̄c1...cm−1i1 ∪ ∆̄c1...cm−1i2,

ïðè÷îìó

max ∆̄c1...cm−1i2̄ = min ∆̄c1...cm−1i1̄, max ∆̄c1...cm−1i1̄ = min ∆̄c1...cm−1i0,

max ∆̄c1...cm−1i0 = min ∆̄c1...cm−1i1, max ∆̄c1...cm−1i1 = min ∆̄c1...cm−1i2.

ßêùî j ∈ {−1, 1}, òî ∆̄c1...cm−1j = ∆̄c1...cm−1j1̄ ∪ ∆̄c1...cm−1j0 ∪ ∆̄c1...cm−1j1,

ïðè÷îìó

max ∆̄c1...cm−1i1̄ = min ∆̄c1...cm−1i0, max ∆̄c1...cm−1i0 = min ∆̄c1...cm−1i1.

Îñêiëüêè êîæíà òî÷êà âiäðiçêà D0 íàëåæèòü íå áiëüøå íiæ äâîì öèëií-

äðàì êîæíîãî ðàíãó, òî áiëüøå äâîõ çîáðàæåíü âîíà ìàòè íå ìîæå. Òåîðåìó

äîâåäåíî.

Àëüòåðíàòèâîþ êàíîíi÷íîìó çîáðàæåííþ ó âêàçàíîìó àñïåêòi ¹ òàê çâà-

íå ïðàãìàòè÷íå ∆-çîáðàæåííÿ, ÿêå äàëi ¹ îñíîâíèì ó äîñëiäæåííi.

Äëÿ êîæíîãî k ∈ Z0 ïîçíà÷èìî

Bk = {(−2, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

,−2), (−2, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

,−1), (2, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, 1), (2, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, 2)}.

Òåîðåìà 2.3. Áóäü-ÿêå ÷èñëî x ∈
[
−1

2
;
1

2

]
≡ I0 ìîæå áóòè ïðåäñòàâ-

ëåíå ó âèãëÿäi

x =
∞∑
n=1

αn

4n
≡ ∆Π

α1α2...αn...
, (2.3)

äå ïîñëiäîâíiñòü (αn) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè: äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N

1. αn ∈ A = {−2;−1; 0; 1; 2};
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2. (αn, αn+1, . . . , αn+k+1) /∈ Bk (∀k ∈ Z0).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ äàíîãî òâåðäæåííÿ äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ìíî-

æèíà E âñiõ ÷èñåë âèãëÿäó (2.3) ç îáìåæåííÿìè 1�2 íà âæèâàííÿ öèôð

àëôàâiòó A ñïiâïàäà¹ ç âiäðiçêîì I0.

Î÷åâèäíî, ùî

supE = maxE = ∆2(0) =
2

4
=

1

2
, inf E = minE = ∆2̄(0) = −2

4
= −1

2
.

Îòæå, E ⊂ I0. Òåïåð ïîêàæåìî, ùî I0 ⊂ E.

Îçíà÷èìî ìíîæèíè (öèëiíäðè ïåðøîãî ðàíãó) ðiâíîñòÿìè

∆̃2̄ ≡ ∆2̄ \
∞∪
k=0

[
(∆2̄0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

k

2̄ ∪ ∆2̄0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

1̄) ∪ (∆20 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

1 ∪ ∆20 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

2)

]
,

∆̃2 ≡ ∆2 \
∞∪
k=0

[
(∆20 . . . 0︸ ︷︷ ︸

k

2̄ ∪ ∆20 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

1̄) ∪ (∆20 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

1 ∪ ∆20 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

2)

]
,

∆̃j ≡ ∆j \
∞∪
k=1

[
(∆j2̄0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

k

2̄ ∪ ∆j2̄0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

1̄) ∪ (∆j20 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

1) ∪ ∆j20 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

2)

]
,

j = 1̄, 0, 1.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

inf ∆̃2̄ = min ∆̃2̄ = ∆2̄(0) = −1

2
, sup ∆̃2̄ = max ∆̃2̄ = ∆2̄2(0) = −3

8
;

inf ∆̃2 = min ∆̃2 = ∆22̄(0) =
3

8
, sup ∆̃2 = max ∆̃2 = ∆2(0) =

1

2
;

äëÿ j = 1̄, 0, 1 ìà¹ìî

inf ∆̃j = min ∆̃j = ∆j2̄(0) =
2j − 1

8
, sup ∆̃j = max ∆̃j = ∆j2(0) =

2j + 1

8
.

Áiëüøå òîãî,

∆̃2̄ ∩ ∆̃1̄ = ∆2̄2(0) = ∆1̄2̄(0) = −3

8
, ∆̃1̄ ∩ ∆̃0 = ∆1̄2(0) = ∆02̄(0) = −1

8
,
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∆̃0 ∩ ∆̃1 = ∆02(2) = ∆12̄(0) =
1

8
, ∆̃1 ∩ ∆̃2 = ∆12(0) = ∆22̄(0) =

3

8
.

Ç öüîãî áà÷èìî, ùî "ñóñiäíi"öèëiíäðè 1-ãî ðàíãó íå ïåðåêðèâàþòüñÿ, àëå

ìàþòü ñïiëüíèé êiíåöü, òîáòî iñíóþòü ÷èñëà ç iíòåðâàëó

(
−1

2
;
1

2

)
, ÿêi ìà-

þòü ïðèíàéìíi äâà ∆-çîáðàæåííÿ ç îáìåæåííÿìè 1�2, ïðè÷îìó îáèäâà ç

ïåðiîäîì (0).

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äiàìåòðiâ öèëiíäðiâ 1-ãî ðàíãó ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi:

d(∆̃2̄) = d(∆̃2) =
1

2 · 4
, d(∆̃1̄) = d(∆̃0) = d(∆̃1) =

1

4
.

Àíàëîãi÷íî îçíà÷óþòüñÿ öèëiíäðè n-ãî ðàíãó (çà iíäóêöi¹þ).

ßêùî (c1, . . . , cn−1, cn) � çàäàíèé íàáið, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1�2, òî

îçíà÷èìî öèëiíäðè ðiâíîñòÿìè

∆̃c1...cn−12̄ ≡ ∆c1...cn−12̄ \
∞∪
k=0

[
(∆c1...cn−12̄0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

k

2̄ ∪ ∆c1...cn−12̄0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

1̄)∪

∪(∆c1...cn−120 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

2 ∪ ∆c1...cn−120 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

1)

]
,

∆̃c1...cn−12 ≡ ∆c1...cn−12 \
∞∪
k=0

[
(∆c1...cn−12̄0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

k

2̄ ∪ ∆c1...cn−12̄0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

1̄) ∪

∪ (∆c1...cn−120 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

1 ∪ ∆c1...cn−120 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

2)

]
,

∆̃c1...cn−1j ≡ ∆c1...cn−1j \
∞∪
k=0

[
(∆c1...cn−1j2̄0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

k

2̄ ∪ ∆c1...cn−1j2̄0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

1̄) ∪

∪ (∆c1...cn−1j20 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

1 ∪ ∆c1...cn−1j20 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

2)

]
,

j = 1̄, 0, 1.
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Ïðè öüîìó

inf ∆̃c1...cn−12̄ = min ∆̃c1...cn−12̄ = ∆c1...cn−12̄(0) =
n−1∑
j=1

cj
4j

− 2

4n
,

sup ∆̃c1...cn−12̄ = max ∆̃c1...cn−12̄ = ∆c1...cn−12̄2(0) =
n−1∑
j=1

cj
4j

− 3

2 · 4n
,

inf ∆̃c1...cn−12 = min ∆̃c1...cn−12 = ∆c1...cn−122̄(0) =
n−1∑
j=1

cj
4j

+
3

2 · 4n
,

sup ∆̃c1...cn−12 = max ∆̃c1...cn−12 = ∆c1...cn−12(0) =
n−1∑
j=1

cj
4j

+
2

4n
,

äëÿ j = 1̄, 0, 1 ìà¹ìî

inf ∆̃c1...cn−1j = min ∆̃c1...cn−1j = ∆c1...cn−1j2̄(0) =
n−1∑
j=1

cj
4j

+
2j − 1

2 · 4n
,

sup ∆̃c1...cn−1j = max ∆̃c1...cn−1j = ∆c1...cn−1j2(0) =
n−1∑
j=1

cj
4j

+
2j + 1

2 · 4n
.

Êðiì òîãî,

∆̃c1...cn−12̄ ∩ ∆̃c1...cn−11̄ = ∆c1...cn−12̄2(0) = ∆c1...cn−11̄2̄(0) =
n−1∑
j=1

cj
4j

− 3

2 · 4n
,

∆̃c1...cn−11̄ ∩ ∆̃c1...cn−10 = ∆c1...cn−11̄2(0) = ∆c1...cn−102̄(0) =
n−1∑
j=1

cj
4j

− 1

2 · 4n
,

∆̃c1...cn−10 ∩ ∆̃c1...cn−11 = ∆c1...cn−102(0) = ∆c1...cn−112̄(0) =
n−1∑
j=1

cj
4j

+
1

2 · 4n
,
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∆̃c1...cn−11 ∩ ∆̃c1...cn−12 = ∆c1...cn−112(0) = ∆c1...cn−122̄(0) =
n−1∑
j=1

cj
4j

+
3

2 · 4n
.

Ç äàíèõ ðiâíîñòåé âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-

íiñòü
∪

(c1,...,cn)∈Ωn

∆̃c1...cn =
[
−1

2 ,
1
2

]
, äå Ωn � ïðîñòið âñiõ ìîæëèâèõ íàáîðiâ

(i1, . . . , in) ∈ An ç îáìåæåííÿìè 1-2 íà ïîñëiäîâíi åëåìåíòè.

Òîäi E =
∞∩
n=1

∪
(c1,...,cn)∈Ωn

∆̃c1...cn =
[
−1

2 ,
1
2

]
. Ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Îçíà÷åííÿ 2.5. ∆-çîáðàæåííÿ ÷èñëà x ∈ I0 ç îáìåæåííÿìè 1-2 íàçè-

âàòèìåìî ïðàãìàòè÷íèì àáî Π-çîáðàæåííÿì.

Iñíóþòü ÷èñëà (¨õ çëi÷åííà ìíîæèíà), ÿêi ìàþòü äâà Π-çîáðàæåííÿ. Öå

÷èñëà âèäó

x = ∆Π
α1...αn2(0)

= ∆Π
α1...αn−1[αn+1]2̄(0). (2.4)

Ñïðàâäi,

∆Π
α1...αn2(0)

=
n∑

j=1

αj

4j
+

2

4n+1
=

n∑
j=1

αj

4j
+

1

4n
− 2

4n+1
=

=
n−1∑
j=1

αj

4j
+

αn + 1

4n
− 2

4n+1
≡ ∆Π

α1...αn−1[αn+1]2̄(0).

Òàêi ÷èñëà íàçèâàòèìåìî Π-ðàöiîíàëüíèìè. Âñi iíøi ÷èñëà áóäóòü ìàòè

¹äèíå Π-çîáðàæåííÿ, ¨õ áóäåìî íàçèâàòè Π-iððàöiîíàëüíèìè.

Çàóâàæåííÿ 2.2. Î÷åâèäíî, ùî áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî t ìîæíà ¹äèíèì

÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi t = α0(t) + r(t), äå α0(t) � öiëå, r(t) ∈
[
−1

2 ,
1
2

)
.

Íåõàé r(t) = ∆Π
α1(t)...αk(t)...

, òîäi

t = α0(t) +
∞∑
k=1

αk(t)

4k
. (2.5)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî α0(t) = [t + 1
2 ], äå [t + 1

2 ] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà t +

1
2 . Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (2.5), äå

α0(t) = [t + 1
2 ], à αk(t) � k-èé ñèìâîë Π-çîáðàæåííÿ ÷èñëà t− α0(t).



41

Îçíà÷åííÿ 2.6. Áóäåìî êàçàòè, ùî öèëiíäð ∆̄c1...cn íàëåæèòü äî òèïó

T , ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ: 1) cn ∈ {−2, 2}, 2) iñíó¹ òàêèé
íîìåð m < n, ùî cm ∈ {−2, 2} i cm+1 = · · · = cn = 0. Ó ïðîòèëåæíîìó

âèïàäêó áóäåìî êàçàòè, ùî öèëiíäð íàëåæèòü äî òèïó P .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Tk òà Pk êiëüêiñòü óñiõ öèëiíäðiâ k-ãî ðàíãó, ùî íàëå-

æàòü äî òèïiâ T òà P âiäïîâiäíî.

Ëåìà 2.5. Äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî k âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

Pk =
2 · 4k + 1

3
, Tk =

2 · 4k − 2

3
. (2.6)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ∆̄c1...ck � äîâiëüíèé öèëiíäð k-ãî ðàíãó, ùî íàëåæèòü

äî òèïó T . Òîäi, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, äëÿ íàáîðó (c1, . . . , ck) âèêîíó¹òüñÿ

îäíà ç ÷îòèðüîõ óìîâ: 1) cn = 2; 2) iñíó¹ òàêèé íîìåð m < n, ùî cm = 2 i

cm+1 = · · · = cn = 0; 3) cn = −2; 4) iñíó¹ òàêèé íîìåð m < n, ùî cm = −2 i

cm+1 = · · · = cn = 0. Ó âèïàäêó âèêîíàííÿ óìîâè 1) àáî 2) öèëiíäð ∆̄c1...ck

¹ îá'¹äíàííÿì òðüîõ öèëiíäðiâ k + 1-ãî ðàíãó:

∆̄c1...ck = ∆̄c1...ck2̄ ∪ ∆̄c1...ck1̄ ∪ ∆̄c1...ck0. (2.7)

ßêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ 3) àáî 4), òî

∆̄c1...ck = ∆̄c1...ck0 ∪ ∆̄c1...ck1 ∪ ∆̄c1...ck2. (2.8)

ßê áà÷èìî ç (2.7), (2.8), ó áóäü-ÿêîìó âèïàäêó öèëiíäð ∆̄c1...ck , ùî íà-

ëåæèòü äî òèïó T , ¹ îá'¹äíàííÿì òðüîõ öèëiíäðiâ (k + 1)-ãî ðàíãó, äâà ç

ÿêèõ íàëåæàòü äî òèïó T , à îäèí � äî òèïó P .

Íåõàé ∆̄b1...bk � äîâiëüíèé öèëiíäð k-ãî ðàíãó, ùî íàëåæèòü äî òèïó P .

Òîäi

∆̄b1...bk = ∆̄b1...bk2̄ ∪ ∆̄b1...bk1̄ ∪ ∆̄b1...bk0 ∪ ∆̄b1...bk1 ∪ ∆̄b1...bk2. (2.9)

Îòæå, äîâiëüíèé öèëiíäð k-ãî ðàíãó, ùî íàëåæèòü äî òèïó P , ¹ îá'¹ä-

íàííÿì ï'ÿòè öèëiíäðiâ (k + 1)-ãî ðàíãó, äâà ç ÿêèõ íàëåæàòü äî òèïó T , à

òðè � äî òèïó P .
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Òàêèì ÷èíîì, ïîñëiäîâíîñòi (Tk), (Pk) çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíié ñèñòåìi

ëiíiéíèõ ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè: Tk+1 = 2Pk + 2Tk,

Pk+1 = 3Pk + Tk.
(2.10)

Ïîìíîæèìî äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.10) íà 2 òà âiäíiìåìî âiä ïåðøîãî

ðiâíÿííÿ. Îòðèìà¹ìî

Tk+1 − 2Pk+1 = −4Pk.

Çâiäñè

Tk+1 = 2Pk+1 − 4Pk. (2.11)

Âèêîðèñòîâóþ÷è äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.10) òà âðàõîâóþ÷è (2.11),

âèðàçèìî Pk+2:

Pk+2 = 3Pk+1 + Tk+1 = 5Pk+1 − 4Pk,

òîáòî

Pk+2 = 5Pk+1 − 4Pk. (2.12)

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü (Pk) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiçíèöåâî-

ãî ðiâíÿííÿ 2-ãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè òà ïî÷àòêîâèìè óìî-

âàìè P1 = 3, P2 = 11. ßê âiäîìî [29], çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.12)

ìà¹ âèãëÿä Pk = C1λ
k−1
1 + C2λ

k−1
2 , äå C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi, à λ1, λ2 �

êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ λ2 = 5λ − 4. Îñêiëüêè λ1 = 1, λ2 = 4,

òî Pk = C1 + C24
k−1.

Çíàéäåìî òåïåð ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.12) ïðè ïî÷àòêîâèõ

óìîâàõ P1 = 3, P2 = 11. Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ C1, C2 ìà¹ìî ñè-

ñòåìó  P1 = 3 = C1 + C2,

P2 = 11 = C1 + 4C2.
(2.13)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è äàíó ñèñòåìó, îòðèìó¹ìî: C1 = 1
3 , C2 = 8

3 . Ïiäñòàâëÿþ-

÷è öi çíà÷åííÿ â çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.12), îäåðæó¹ìî øóêàíèé
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÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê:

Pk =
1

3
+

8

3
· 4k−1 =

2 · 4k + 1

3
. (2.14)

Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè ìîæíà îòðèìàòè ÿâíèé âèðàç äëÿ Tk, ïðî-

òå ïðîñòiøå ñêîðèñòàòèñü ôîðìóëîþ (2.14) òà äðóãèì ðiâíÿííÿì ñèñòåìè

(2.10):

Tk = Pk+1 − 3Pk =
2 · 4k+1 + 1

3
− 2 · 4k − 1 =

2 · 4k − 2

3
. (2.15)

Ëåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 2.2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî k êiëüêiñòü âñiõ öèëií-

äðiâ k-ãî ðàíãó äîðiâíþ¹

Sk = Tk + Pk =
4k+1 − 1

3
. (2.16)

2.2. Ôóíêöi¨ f(t), F (t) òà ¨õ âëàñòèâîñòi

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ, âèçíà÷åíó íà âiäðiçêó
[
−1

2 ,
1
2

]
ðiâíiñòþ

f(t) =
1

3
+

∞∑
k=2

3−ke
iπ
3

k−1∑
m=1

αm(t)
, (2.17)

äå αm(t) � m-èé ñèìâîë Π-çîáðàæåííÿ ÷èñëà t ∈
[
−1

2 ,
1
2

]
.

Îáãðóíòó¹ìî êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ äàíî¨ ôóíêöi¨, à ñàìå: ïîêàæåìî,

ùî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(t) ñïiâïàäàþòü äëÿ äâîõ ðiçíèõ çîáðàæåíü äîâiëü-

íîãî Π-ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà. Íåõàé t0 � äîâiëüíå Π-ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, ÿêå

ìà¹ íàñòóïíi Π-çîáðàæåííÿ:

t0 = ∆Π
α1...αn−1(αn+1)2̄(0) = ∆Π

α1...αn−1αn2(0)
.

Òîäi

f(∆Π
α1...αn−1(αn+1)2̄(0)) − f(∆Π

α1...αn−1αn2(0)
) =

n∑
k=2

3−ke
iπ
3

k−1∑
m=1

αm

+
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+3−(n+1)e
iπ
3 (1+

n∑
m=1

αm)
+ 3−(n+2)e

iπ
3 (−1+

n∑
m=1

αm)
·

∞∑
p=0

3−p−

−

(
n∑

k=2

3−ke
iπ
3

k−1∑
m=1

αm

+ 3−(n+1)e
iπ
3

n∑
m=1

αm

+ 3−(n+2)e
iπ
3 (2+

n∑
m=1

αm)
·

∞∑
p=0

3−p

)
=

= 3−(n+1)e
iπ
3

n∑
m=1

αm

(
e

iπ
3 +

1

2
e−

iπ
3 − −1 − 1

2
e

2πi
3

)
= 3−(n+1)e

iπ
3

n∑
m=1

αm · 0 = 0.

Òåîðåìà 2.4. Ôóíêöiÿ f(t) íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó
[
−1

2 ,
1
2

]
.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f(t) â Π-iððàöiîíàëüíié òî-

÷öi t ∈
[
−1

2 ,
1
2

]
. ßêùî t′ ∈

[
−1

2 ,
1
2

]
i t ̸= t′, òî iñíó¹ òàêå s, ùî αs(t) ̸= αs(t

′),

àëå αj(t) = αj(t
′) ïðè j < s. Ïðè÷îìó óìîâà t′ → t ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî

s → ∞.

Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ

|f(t) − f(t′)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=s

3−k(e
iπ
3

k−1∑
m=1

αm(t)
− e

iπ
3

k−1∑
m=1

αm(t′)
)

∣∣∣∣∣ 6
6

∞∑
k=s

3−k

∣∣∣∣∣e iπ
3

k−1∑
m=1

αm(t)
− e

iπ
3

k−1∑
m=1

αm(t′)

∣∣∣∣∣ 6 2
∞∑
k=s

3−k = 3−(s−1).

(2.18)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî |f(t) − f(t′)| → 0 ïðè t′ → t (s → ∞). Îòæå, çãiäíî ç

îçíà÷åííÿì, ôóíêöiÿ f(t) íåïåðåðâíà â òî÷öi t.

Íåõàé òåïåð t � äîâiëüíà Π-ðàöiîíàëüíà òî÷êà âiäðiçêà
[
−1

2 ,
1
2

]
. Ïðè÷îìó

t = ∆Π
α1(t)...αk−1(t)αk(t)2(0)

= ∆Π
α1(t)...αk−1(t)[αk(t)+1]2̄(0). (2.19)

Çíàéäåìî ëiâîñòîðîííþ ãðàíèöþ ôóíêöi¨ f(t) â òî÷öi t. Ó öüîìó âèïàä-

êó âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíå Π-çîáðàæåííÿ: t = t− = ∆Π
α1(t)...αk−1(t)αk(t)2(0)

.

Òîäi, ïðîâiâøè òàêi ñàìi ìiðêóâàííÿ, ÿê i ó âèïàäêó Π-iððàöiîíàëüíî¨ òî-

÷êè, îòðèìà¹ìî

lim
t′→t−0

z0(t
′) = f(t−) = f(t).

Òîáòî, f(t) ¹ íåïåðåðâíîþ çëiâà â òî÷öi t.
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Àíàëîãi÷íî, âèêîðèñòîâóþ÷è çîáðàæåííÿ

t = t+ = ∆Π
α1(t)...αk−1(t)[αk(t)+1]2̄(0),

äîâîäèòüñÿ, ùî f(t) ¹ íåïåðåðâíîþ ñïðàâà â òî÷öi t. Îòæå, f(t) ¹ íåïåðåðâ-

íîþ â òî÷öi t. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 2.3. Ìíîæèíà çíà÷åíü ôóíêöi¨ f(t), t ∈
[
−1

2 ,
1
2

]
¹ êîìïà-

êòíîþ çâ'ÿçíîþ ìíîæèíîþ.

Ëåìà 2.6. Äëÿ äîâiëüíîãî öèëiíäðà n-ãî ðàíãó ∆̄b1...bn ìíîæèíà

f(∆̄b1...bn) ìiñòèòüñÿ ó êðóçi ωb1...bn ç öåíòðîì ó òî÷öi

Cb1...bn =
1

3
+

n+1∑
k=2

3−ke
iπ
3

k−1∑
m=1

bm

òà ðàäióñîì Rn = 1
2 · 3−(n+1).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé t = ∆Π
α1(t)...αk(t)...

� äîâiëüíà òî÷êà öèëiíäðà ∆̄b1...bn.

Òîäi αj(t) = bj äëÿ âñiõ j = 1, n. Ìà¹ìî

|f(t) − Cb1...bn| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=2

3−ke
iπ
3

k−1∑
m=1

αm(t)
−

n+1∑
k=2

3−ke
iπ
3

k−1∑
m=1

bm

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+2

3−ke
iπ
3

k−1∑
m=1

αm(t)

∣∣∣∣∣ 6
∞∑

k=n+2

3−k

∣∣∣∣∣e iπ
3

k−1∑
m=1

αm(t)

∣∣∣∣∣ =
∞∑

k=n+2

3−k =

=
3

2
· 3−(n+2) =

1

2
· 3−(n+1).

(2.20)

Îòæå, f(t) ∈ ωb1...bn. Ç äîâiëüíîñòi âèáîðó òî÷êè t ∈ ∆̄b1...bn âèïëèâà¹ âêëþ-

÷åííÿ f(∆̄b1...bn) ⊂ ωb1...bn. Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 2.7. Ôóíêöiÿ f(t) âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî âiäîáðàæà¹ âiäðiçîê I0 íà

ìíîæèíó P0 = f(I0).

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî f(t) ¹ ñþð'¹êöi¹þ, òîìó çàëèøà¹òüñÿ ïîêà-

çàòè, ùî f(t) ¹ ií'¹êöi¹þ. Ðîçãëÿíåìî äâà ðiçíèõ ÷èñëà t1, t2 ∈ I0. Ïîêà-

æåìî, ùî f(t1) ̸= f(t2). Íåõàé ÷èñëà t1, t2 ìàþòü íàñòóïíi Π-çîáðàæåííÿ:
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t1 = ∆Π
α1...αk...

, t2 = ∆Π
β1...βk...

. Îñêiëüêè t1 ̸= t2, òî iñíó¹ òàêå m, ùî αm ̸= βm,

αj = βj ïðè j < m. Òàêèì ÷èíîì, ÷èñëà t1, t2 íàëåæàòü äâîì ðiçíèì öè-

ëiíäðàì m-ãî ðàíãó ∆̄α1...αm
òà ∆̄β1...βm

âiäïîâiäíî. Çà ëåìîþ 2.12 ìíîæèíè

f(∆̄α1...αm
) òà f(∆̄β1...βm

) ìiñòÿòüñÿ âiäïîâiäíî ó êðóãàõ ωα1...αm
òà ωβ1...βm

ç

öåíòðàìè ó òî÷êàõ Cα1...αm
= 1

3+
m+1∑
k=2

3−ke
iπ
3

k−1∑
p=1

αp

, Cβ1...βm
= 1

3+
m+1∑
k=2

3−ke
iπ
3

k−1∑
p=1

βp

òà ðàäióñîì Rm = 1
2 · 3−(m+1).

ßêùî |αm − βm| > 2, òî êðóãè ωα1...αm
òà ωβ1...βm

íå ìàþòü ñïiëüíèõ

òî÷îê, îñêiëüêè

|Cα1...αm
− Cβ1...βm

| =

∣∣∣∣∣3−(m+1)e
iπ
3

m∑
p=1

αp

− 3−(m+1)e
iπ
3

m∑
p=1

βp

∣∣∣∣∣ =

= 3−(m+1) ·

∣∣∣∣∣∣e
iπ
3

m−1∑
p=1

αp

∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣e iπαm

3 − e
iπβm

3

∣∣∣ = 3−(m+1)

√
2 − 2 cos

π(αm − βm)

3
>

>
√

3 · 3−(m+1) > 3−(m+1) = 2Rm.

Îòæå, òî÷êè f(t1), f(t2) íàëåæàòü äâîì ðiçíèì êðóãàì áåç ñïiëüíèõ òî÷îê,

òîáòî f(t1) ̸= f(t2).

ßêùî |αm − βm| = 1, òî êðóãè ωα1...αm
òà ωβ1...βm

ìàþòü îäíó ñïiëüíó

òî÷êó, îñêiëüêè

|Cα1...αm
− Cβ1...βm

| = 3−(m+1)

√
2 − 2 cos

π(αm − βm)

3
= 3−(m+1) = 2Rm.

Áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî αm−βm = −1 (öå ðiâíîñèëü-

íå òîìó, ùî t2 > t1). Ðîçãëÿíåìî öèëiíäðè (m + 1)-ãî ðàíãó ∆̄α1...αmαm+1
òà

∆̄β1...βmβm+1
, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè t1 òà t2 âiäïîâiäíî. Ìíîæèíè z0(∆̄α1...αmαm+1

)

òà z0(∆̄β1...βmβm+1
) ìiñòÿòüñÿ ó êðóãàõ ωα1...αmαm+1

òà ωβ1...βmβm+1
ç öåíòðàìè

ó òî÷êàõ Cα1...αmαm+1
= 1

3 +
m+2∑
k=2

3−ke
iπ
3

k−1∑
p=1

αp

, Cβ1...βmβm+1
= 1

3 +
m+2∑
k=2

3−ke
iπ
3

k−1∑
p=1

βp

òà ðàäióñîì Rm+1 = 1
2 · 3

−(m+2). Îñêiëüêè βm = αm + 1 i αj = βj ïðè j < m,

òî
m∑
p=1

βp =
m∑
p=1

αp + 1. Òîäi âiäñòàíü ìiæ öåíòðàìè êðóãiâ ωα1...αmαm+1
òà
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ωβ1...βmβm+1
äîðiâíþ¹

∣∣Cα1...αmαm+1
− Cβ1...βmβm+1

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
m+2∑

k=m+1

3−ke
iπ
3

k−1∑
p=1

αp

−
m+2∑

k=m+1

3−ke
iπ
3

k−1∑
p=1

βp

∣∣∣∣∣∣ =

= 3−(m+1) ·

∣∣∣∣∣e iπ
3

m∑
p=1

αp

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣1 +

1

3
e

iπ
3 αm+1 − e

iπ
3 − 1

3
e

iπ
3 (1+βm+1)

∣∣∣∣ =

= 3−(m+1) ·
∣∣∣∣e 5πi

3 +
1

3

(
e

iπ
3 αm+1 − e

iπ
3 (1+βm+1)

)∣∣∣∣ .
(2.21)

Îñòàííié ìíîæíèê â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (2.21) çàëåæèòü âiä αm+1,

βm+1, ïîçíà÷èìî éîãî K(αm+1, βm+1). Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: A2 = {(a, b) :

a, b ∈ A}, Q0 = A2 \ {(2,−2)}. Áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì ìîæíà ïåðåêî-

íàòèñü, ùî

min
(i,j)∈Q0

K(i, j) = K(1,−2) = K(2,−1) =

√
3

3
. (2.22)

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî (αm+1, βm+1) ∈ Q0, òî

∣∣Cα1...αmαm+1
− Cβ1...βmβm+1

∣∣ > 3−(m+1) ·
√

3

3
=

√
3 ·3−(m+2) > 3−(m+2) = 2Rm+1.

(2.23)

Îòæå, ωα1...αmαm+1
∩ ωβ1...βmβm+1

= ∅. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî z0(∆̄α1...αmαm+1
) ∩

z0(∆̄β1...βmβm+1
) = ∅, òîáòî z0(t1) ̸= z0(t2).

ßêùî (αm+1, βm+1) = (2,−2), òî∣∣Cα1...αmαm+1
− Cβ1...βmβm+1

∣∣ = 3−(m+1) · 1

3
= 3−(m+2) = 2Rm+1. (2.24)

Òîáòî êðóãè ωα1...αmαm+1
òà ωβ1...βmβm+1

ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó. Ïîêàæåìî, ùî

i â öüîìó âèïàäêó iñíóþòü öèëiíäðè, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè t1, t2, à ¨õ îáðà-

çè ïðè âiäîáðàæåííi z0(t) íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Íåõàé q � íàéìåíøå ç òàêèõ

÷èñåë j ∈ N, ùî (αm+1+j, βm+1+j) ̸= (0, 0). Òàêi ÷èñëà iñíóþòü, îñêiëüêè

â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó äëÿ âñiõ k > m + 2 âèêîíóâàëàñü áè ðiâíiñòü

(αk, βk) = (0, 0). Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è, ùî βm = αm + 1, αj = βj, j = 1,m,
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ìàòèìåìî

t1 = ∆Π
α1...αm2(0) = ∆Π

β1...βm2̄(0) = t2,

ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ ïðî òå, ùî ÷èñëà t1 i t2 ðiçíi.

Ðîçãëÿíåìî öèëiíäðè ∆̄α1...αm20...0αm+q+1
, ∆̄β1...βm2̄0...0βm+q+1

. Çãiäíî ëåìè

2.12 ¨õ îáðàçè z0(∆̄α1...αm20...0αm+q+1
), z0(∆̄β1...βm2̄0...0βm+q+1

) ìiñòÿòüñÿ ó êðóãàõ

ωα1...αm20...0αm+q+1
, ωβ1...βm2̄0...0βm+q+1

ç öåíòðàìè ó òî÷êàõ

Cα1...αm20...0αm+q+1
=

1

3
+

m+1∑
k=2

3−ke
iπ
3

k−1∑
p=1

αp

+ e
iπ
3 (2+

m∑
p=1

αp)
m+q+1∑
k=m+2

3−k+

+ 3−(m+q+2)e
iπ
3 (αm+q+1+2+

m∑
p=1

αp)

≡ C ′,

Cβ1...βm2̄0...0βm+q+1
=

1

3
+

m+1∑
k=2

3−ke
iπ
3

k−1∑
p=1

βp

+ e
iπ
3 (−2+

m∑
p=1

βp)
m+q+1∑
k=m+2

3−k+

+ 3−(m+q+2)e
iπ
3 (βm+q+1−2+

m∑
p=1

βp)

≡ C ′′

òà ðàäióñàìè Rm+q+1 = 1
2 · 3−(m+q+2). Âiäñòàíü ìiæ öåíòðàìè öèõ êðóãiâ

äîðiâíþ¹

|C ′ − C ′′| =

∣∣∣∣∣3−(m+1)e
iπ
3

m∑
p=1

βp

+ e
iπ
3 (−2+

m∑
p=1

βp)
m+q+1∑
k=m+2

3−k+

+3−(m+q+2)e
iπ
3 (βm+q+1−2+

m∑
p=1

βp)

− 3−(m+1)e
iπ
3

m∑
p=1

αp

− e
iπ
3 (2+

m∑
p=1

αp)
m+q+1∑
k=m+2

3−k−

−3−(m+q+2)e
iπ
3 (αm+q+1+2+

m∑
p=1

αp)

∣∣∣∣∣ = 3−(m+1) ·

∣∣∣∣∣e iπ
3

m∑
p=1

αp

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣e iπ

3 + e−
iπ
3

q∑
k=1

3−k+

+3−(q+1)e
iπ
3 (βm+q+1−1) − 1 − e

2πi
3

q∑
k=1

3−k − 3−(q+1)e
iπ
3 (αm+q+1+2)

∣∣∣∣∣ =

= 3−(m+1)

∣∣∣∣∣e2πi
3 − 2e

2πi
3

q∑
k=1

3−k + 3−(q+1)
(
e

iπ
3 (βm+q+1−1) − e

iπ
3 (αm+q+1+2)

)∣∣∣∣∣ =

= 3−(m+1)
∣∣∣e2πi

3 + e
2πi
3

(
3−q − 1

)
+ 3−(q+1)

(
e

iπ
3 (βm+q+1−1) − e

iπ
3 (αm+q+1+2)

)∣∣∣ =

= 3−(m+q+2) ·
∣∣∣3 − e

iπ
3 βm+q+1 − e

iπ
3 αm+q+1

∣∣∣ .
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Âiäìiòèìî, ùî â ðîçãëÿäóâàíîìó çàðàç âèïàäêó âñi ìîæëèâi çíà÷åííÿ

íàáîðó (αm+q+1, βm+q+1) íàëåæàòü ìíîæèíi

W = {(0, 1), (−1, 1), (−2, 1), (0, 2), (−1, 2), (−2, 2), (−1, 0), (−2, 0)}.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ J(u, v) =
∣∣∣3 − e

iπ
3 u − e

iπ
3 v
∣∣∣ . Îá÷èñëþþ÷è ¨¨ çíà÷åí-

íÿ íà ìíîæèíi W , îòðèìà¹ìî, ùî min
(u,v)∈W

J(u, v) = J(−1, 0) = J(0, 1) =
√

3.

Òîäi∣∣Cα1...αm20...0αm+q+1
− Cβ1...βm2̄0...0βm+q+1

∣∣ > 3−(m+q+2)·
√

3 > 3−(m+q+2) = 2Rm+q+1.

Òàêèì ÷èíîì, ωα1...αm20...0αm+q+1
∩ωβ1...βm2̄0...0βm+q+1

= ∅. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

i â öüîìó âèïàäêó f(t1) ̸= f(t2).

Ëåìà 2.8. Âiäîáðàæåííÿ f : I0 → P0 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Äîâåäåííÿ. ßê âiäîìî [1], âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå òà íåïåðåðâíå âiäîáðàæå-

ííÿ êîìïàêòà ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Îñêiëüêè I0 ¹ êîìïàêòîì, òî òâåðäæåííÿ

âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.9 òà ëåìè 2.7.

Íàñëiäîê 2.4. Ìíîæèíà P0 = f(I0) ¹ ïðîñòîþ äóãîþ.

Ðîçãëÿíåìî âiäðiçîê I =
[
−1

2 , 5
1
2

]
. Î÷åâèäíî, ùî áóäü-ÿêå ÷èñëî t ∈ I

ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Íà âiäðiçêó I =
[
−1

2 , 5
1
2

]
îçíà÷èìî ôóíêöiþ F (t) ðiâíiñòþ

F (t) = e
iπ
3 α0(t)f(t− α0(t)) = e

iπ
3 α0(t)

∞∑
k=1

3−ke
iπ
3

k−1∑
m=1

αm(t)
, (2.25)

äå α0(t) = [t + 1
2 ], à αm(t) � m-èé ñèìâîë Π-çîáðàæåííÿ ÷èñëà t− α0(t).

Òåîðåìà 2.5. Ôóíêöiÿ F (t) ¹ íåïåðåðâíîþ íà âiäðiçêó I.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî F (t) íåïåðåðâíà íà ïiââiäðiçêó I ′ =[
−1

2 , 5
1
2

)
. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: I ′j =

[
j − 1

2 , j + 1
2

)
, j = 0, 5. Î÷åâèäíî, ùî

I ′ =
5∪

j=0

I ′j, ïðè÷îìó I ′k ∩ I ′m = ∅ ïðè k ̸= m. Äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ I ′j (j ∈
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{0, 1, 2, 3, 4, 5}) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü α0(t) = j. Òàêèì ÷èíîì, íà ïiââiäðiçêó

I ′j ôóíêöiÿ h(t) = t − α0(t) ñïiâïàäà¹ ç ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ hj(t) = t − j.

Ôóíêöiÿ hj(t) íåïåðåðâíî òà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî âiäîáðàæà¹ ïiââiäðiçîê I ′j

íà ïiââiäðiçîê I ′0 =
[
−1

2 ,
1
2

)
. Òîìó äëÿ âñiõ t ∈ I ′j âèçíà÷åíà ñêëàäíà ôóíêöiÿ

f(t− α0(t)) ≡ f(hj(t)) = f(t− j), ÿêà ¹ íåïåðåðâíîþ íà äàíîìó ïðîìiæêó

âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi ôóíêöié f òà hj. Îòæå, íà ïðîìiæêó I ′j ìà¹ìî:

F (t) = e
iπj
3 f(t−j). Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ F (t) ¹ íåïåðåðâíîþ íà êîæíîìó ç

ïðîìiæêiâ I ′j (j ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}) ÿê äîáóòîê ñòàëî¨ òà íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî F (t) ¹ íåïåðåðâíîþ â êiíöÿõ ïðîìiæêiâ I ′j, à ñàìå,

â òî÷êàõ tj = j + 1
2 , j = 0, 4. Ïðè÷îìó, âðàõîâóþ÷è, ùî F (t) ¹ íåïåðåðâíîþ

ñïðàâà â äàíèõ òî÷êàõ, íàì çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî âîíà ¹ íåïåðåðâíîþ

çëiâà â íèõ. Òîáòî, òðåáà äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî j ∈ {0, 1, 2, 3, 4} âèêî-

íó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
t→tj−0

F (t) = F (tj). (2.26)

Îñêiëüêè α0(tj) = [tj+ 1
2 ] = [j+1] = j+1, tj−α0(tj) = j+ 1

2−j−1 = −1
2 ,

òî

F (tj) = e
iπ
3 α0(tj)z0(tj − α0(tj)) = e

iπ(j+1)
3 f

(
−1

2

)
= e

iπ(j+1)
3 f

(
∆Π

2̄(0)

)
=

= e
iπ(j+1)

3

(
1

3
+

∞∑
k=2

3−ke−
2πi
3

)
= e

iπ(j+1)
3

(
1

3
+ e−

2πi
3 · 3−2

1 − 1
3

)
=

= e
iπj
3

(
1

3
e

iπ
3 +

1

6
e−

πi
3

)
= e

iπj
3

(
1

4
+

√
3

12
i

)
.

(2.27)

Îá÷èñëèìî ãðàíèöþ â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (2.26). Ïðè öüîìó ìîæíà

ââàæàòè, ùî t, ïðÿìóþ÷è äî tj çëiâà, çàâæäè íàëåæèòü I ′j. Òîäi, âðàõîâó-

þ÷è, ùî α0(t) = j äëÿ âñiõ t ∈ I ′j, ìà¹ìî

lim
t→tj−0

F (t) = lim
t→tj−0

e
iπ
3 α0(t)f(t−α0(t)) = lim

t→tj−0
e

iπj
3 f(t−j) = e

iπj
3 lim

t→tj−0
f(t−j).

(2.28)

Âèêîíà¹ìî â îñòàííié ãðàíèöi çàìiíó t′ = t− j. Ïðè öüîìó óìîâà t → tj−0

áóäå ðiâíîñèëüíà óìîâi t′ → 1
2 − 0. Âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f(t)
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íà âiäðiçêó
[
−1

2 ,
1
2

]
, îòðèìà¹ìî

e
iπj
3 lim

t→tj−0
f(t− j) = e

iπj
3 lim

t′→ 1
2−0

f(t′) = e
iπj
3 f

(
1

2

)
= e

iπj
3 f
(

∆Π
2(0)

)
=

= e
iπj
3

(
1

3
+

∞∑
k=2

3−ke
2πi
3

)
= e

iπj
3

(
1

3
+

1

6
e

2πi
3

)
= e

iπj
3

(
1

4
+

√
3

12
i

)
.

(2.29)

Ç (2.27), (2.28), (2.29) âèïëèâà¹ (2.26). Îòæå, ôóíêöiÿ F (t) ¹ íåïåðåðâ-

íîþ íà ïiââiäðiçêó I ′ =
[
−1

2 , 5
1
2

)
. ßêùî ïîêëàñòè t5 = 51

2 òà ïðîâåñòè âñi

îá÷èñëåííÿ â (2.27), (2.28), (2.29) ïðè j = 5, òî áóäå ïîêàçàíî, ùî ôóíêöiÿ

F (t) ¹ íåïåðåðâíîþ çëiâà â òî÷öi t5 = 51
2 . Òîáòî F (t) ¹ íåïåðåðâíîþ íà

âiäðiçêó I =
[
−1

2 , 5
1
2

]
. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïîçíà÷èìî J ′ = [0, 2), J ′
p = [p2 ,

p+1
2 ), p ∈ P = {0, 1, 2, 3}. Î÷åâèäíî, ùî

J ′ =
3∪

p=0
J ′
p. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ φp(t) = 4t − 2p, p ∈ P . Ëåãêî áà÷èòè, ùî

φp(J
′
p) = J ′ äëÿ êîæíîãî p ∈ P .

Ëåìà 2.9. Äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ J ′
p, p ∈ P âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

F (φp(t)) = Φp(F (t)), (2.30)

äå Φ0(z) = 3(z − 1
3), Φ1(z) = 3e

iπ
3 (z − 1

3e
iπ
3 ), Φ2(z) = 3e−

iπ
3 (z − 1

3e
iπ
3 ),

Φ3(z) = 3(z − 1
3e

2iπ
3 ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé t ∈ J ′
0 = [0, 12). Òîäi t ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

t =
∞∑
k=1

αk(t)
4k

, äå αk(t) � k-èé ñèìâîë Π-çîáðàæåííÿ ÷èñëà t. Ìà¹ìî

φ0(t) = 4t = α1(t) +
∞∑
k=1

αk+1(t)

4k
. (2.31)

Íà ðîçãëÿäóâàíîìó ïðîìiæêó ôóíêöiÿ F (t) çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì âèðàçîì

F (t) =
∞∑
k=1

3−ke
iπ
3

k−1∑
j=1

αj(t)

=
1

3
+

∞∑
k=2

3−ke
iπ
3

k−1∑
j=1

αj(t)

. (2.32)
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Âðàõîâóþ÷è (2.57), (2.32) ìà¹ìî

F (φ0(t)) = e
iπα1(t)

3

∞∑
k=1

3−ke
iπ
3

k−1∑
j=1

αj+1(t)

=
∞∑
k=1

3−ke
iπ
3 (α1(t)+

k∑
j=2

αj(t)

=

=
∞∑
k=1

3−ke
iπ
3

k∑
j=1

αj(t)

=
∞∑
k=2

3−(k−1)e
iπ
3

k−1∑
j=1

αj(t)

=

= 3
∞∑
k=2

3−ke
iπ
3

k−1∑
j=1

αj(t)

= 3(F (t) − 1

3
) = Φ0(F (t)),

(2.33)

äå Φ0(z) = 3(z − 1
3).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïðîìiæîê J ′
1 = [12 , 1). Äëÿ êîæíîãî t ∈ J ′

1 âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü α0(t) = 1. Òîáòî t ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi t = 1 +
∞∑
k=1

αk(t)
4k

, äå

αk(t) � k-èé ñèìâîë Π-çîáðàæåííÿ ÷èñëà t − 1. Òîäi äëÿ êîæíîãî t ∈ J ′
1

âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

F (t) = e
iπ
3

1

3
+

∞∑
k=2

3−ke
iπ
3

k−1∑
j=1

αj(t)

 , (2.34)

φ1(t) = 4t− 2 = 4

(
1 +

∞∑
k=1

αk(t)

4k

)
− 2 = 2 + α1(t) +

∞∑
k=1

αk+1(t)

4k
. (2.35)

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è (2.25), ìà¹ìî

F (φ1(t)) = e
iπ
3 (2+α1(t))

∞∑
k=1

3−ke
iπ
3

k−1∑
j=1

αj+1(t)

= e
2iπ
3

∞∑
k=1

3−ke
iπ
3

(
α1(t)+

k∑
j=2

αj(t)

)
=

= e
2iπ
3

∞∑
k=1

3−ke
iπ
3

k∑
j=1

αj(t)

= e
2iπ
3

∞∑
k=2

3−(k−1)e
iπ
3

k−1∑
j=1

αj(t)

=

= 3e
2iπ
3

∞∑
k=2

3−ke
iπ
3

k−1∑
j=1

αj(t)

= 3e
2iπ
3

(
e−

iπ
3 F (t) − 1

3

)
=

= 3e
iπ
3

(
F (t) − 1

3
e

iπ
3

)
= Φ1(F (t)),

(2.36)
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äå Φ1(z) = 3e
iπ
3

(
z − 1

3e
iπ
3

)
.

Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè îòðèìà¹ìî òîòîæíîñòi (2.56) ïðè p ∈ {2, 3}.

Ëåìà 2.10. Äëÿ áóäü-ÿêèõ t ∈ [−1
2 ,

1
2 ], p ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü

F (νp(t)) = Rp(F (t)), (2.37)

äå νp(t) = t + p, Rp(z) = e
πpi
3 z.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ [−1
2 ,

1
2) ìà¹ìî ðiâíîñòi:

α0(t) = 0, α0(t + p) = p.

Òîäi F (t) ≡ f(t) i

F (νp(t)) ≡ F (t + p) ≡ e
πi
3 α0(t+p)f(t + p− α0(t + p)) = e

πpi
3 f(t) =

= e
πpi
3 F (t) ≡ Rp(F (t)).

(2.38)

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ðiâíiñòü (2.37) âèêîíó¹òüñÿ i ïðè t = 1
2 . Ëåìó

äîâåäåíî.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (2.37), ìîæíà ïîêàçàòè, ùî F (−1
2) = F (51

2),

íå îá÷èñëþþ÷è öèõ çíà÷åíü. Äiéñíî,

F

(
5

1

2

)
= F

(
5 +

1

2

)
= e

5πi
3 F

(
1

2

)
= e

5πi
3 F

(
−1

2
+ 1

)
=

= e2πiF

(
−1

2

)
= F

(
−1

2

)
.

2.3. Ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ñíiæèíêè Êîõà

Ïîçíà÷èìî J = J ′ = [0, 2].

Ëåìà 2.11. Ìíîæèíà F (J) ¹ êðèâîþ Êîõà.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè J ′ =
3∪

p=0
J ′
p, òî F (J ′) =

3∪
p=0

F (J ′
p). Ôóíêöi¨ Φp(z) ¹

ëiíiéíèìè, à îòæå, çàäàþòü ãîìåîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ êîìïëåêñíî¨ ïëî-

ùèíè íà ñåáå. Òîäi ç (2.56) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

F (t) = Φ−1
p (F (φp(t))), t ∈ J ′

p, p ∈ P. (2.39)

Çâiäñè ìà¹ìî:

F (J ′
p) = Φ−1

p (F (φp(J
′
p))) = Φ−1

p (F (J ′)). (2.40)

Îòæå,

F (J ′) =
3∪

p=0

F (J ′
p) =

3∪
p=0

Φ−1
p (F (J ′)). (2.41)

Ôóíêöiÿ F (t) ãîìåîìîðôíî âiäîáðàæà¹ âiäðiçîê J = [0, 2] = J ′ íà ìíî-

æèíó F (J) ⊂ C, à ôóíêöi¨ Ψp(z) ≡ Φ−1
p (z) (p ∈ P ) ãîìåîìîðôíî âiäîáðà-

æàþòü êîìïëåêñíó ïëîùèíó C íà ñåáå. Òîäi, âðàõîâóþ÷è (2.41), âëàñòèâîñòi

îïåðàöi¨ çàìèêàííÿ òà ãîìåîìîðôiçìiâ, ìà¹ìî

F (J) = F (J ′) = F (J ′) =
3∪

p=0

Ψp(F (J ′)) =
3∪

p=0

Ψp(F (J ′)) =
3∪

p=0

Ψp(F (J)).

(2.42)

Îñêiëüêè ëiíiéíi ôóíêöi¨ Ψp(z) (p ∈ P ) çàäàþòü ñòèñêóþ÷i ïåðåòâîðåí-

íÿ ïîäiáíîñòi ïëîùèíè, òî ç (2.42) âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà F (J) ¹ ñàìîïî-

äiáíîþ.

Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà Ψ = {Ψ0,Ψ1,Ψ2,Ψ3} âèçíà÷à¹ êðèâó Êîõà.
Íåõàé K � êðèâà Êîõà, ïîáóäîâàíà íà âiäðiçêó [0, 1] äiéñíî¨ âiñi. Òîäi

K =
3∪

i=0

fi(K), äå ôóíêöi¨ fi âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (1.6).

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó ôóíêöiþ G(z) = αz+β, α ̸= 0. Âîíà çàäà¹ ïåðåòâî-

ðåííÿ ïîäiáíîñòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Ïîçíà÷èìî K′ = G(K). Çðîçóìiëî,

ùî K′ ¹ êðèâîþ Êîõà, ïîáóäîâàíîþ íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi íà ïî÷àòêîâî-
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ìó âiäðiçêó ç êiíöÿìè â òî÷êàõ z1 = β òà z2 = α + β. Îñêiëüêè

K′ = G(K) = G

(
3∪

i=0

fi(K)

)
=

3∪
i=0

G(fi(K)) =
3∪

i=0

G(fi(G
−1(G(K)))) =

=
3∪

i=0

G(fi(G
−1(K′))),

òî ìíîæèíà K′ ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî ñèñòåìè f ′ = {f ′
0, f

′
1, f

′
2, f

′
3}, äå

ôóíêöi¨ f ′
i âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè f ′

i(z) = G(fi(G
−1(z))), i = 0, 3.

Çàïèøåìî ÿâíi âèðàçè äëÿ ôóíêöié f ′
i :

f ′
0(z) =

1

3
z +

2

3
β, f ′

1(z) =
1

3
e

πi
3 z +

2α + 5β

6
− β

√
3

6
i,

f ′
2(z) =

1

3
e−

πi
3 z +

3α + 5β

6
+

√
3(α + β)

6
i, f ′

3(z) =
1

3
z +

2(α + β)

3
.

(2.43)

Ôóíêöi¨ Ψi ìàþòü íàñòóïíi ÿâíi âèðàçè:

Ψ0(z) =
1

3
z +

1

3
, Ψ1(z) =

1

3
e−

πi
3 +

1

6
+

√
3

6
i, Ψ2(z) =

1

3
e

πi
3 z +

1

6
+

√
3

6
i,

Ψ3(z) =
1

3
z − 1

6
+

√
3

6
i.

(2.44)

Ç (2.43), (2.44) âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíè ôóíêöié f ′ òà Ψ ¹ ðiâíèìè òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè α = 3
4 −

√
3
4 i, β = −1

4 +
√
3
4 i. Ïðè öüîìó f ′

i(z) ≡ Ψ3−i(z),

i = 0, 3.

Òàêèì ÷èíîì, F (J) = G(K), äå G(z) = (34 −
√
3
4 i)z− 1

4 +
√
3
4 i. Îòæå, F (J)

¹ êðèâîþ Êîõà, ïîáóäîâàíîþ íà ïî÷àòêîâîìó âiäðiçêó ç êiíöÿìè â òî÷êàõ

z1 = −1
4 +

√
3
4 i òà z2 = 1

2 .

Òåîðåìà 2.6. Ìíîæèíîþ çíà÷åíü ôóíêöi¨

F (t) = e
iπα0(t)

3

∞∑
k=1

3−ke
iπ
3

k−1∑
j=1

αj(t)

, t ∈ I

¹ ñíiæèíêà Êîõà.
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Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî J (1) = [2, 4], J (2) =
[
−1

2 , 0
]
∪
[
4, 51

2

]
.

Îñêiëüêè I = J ∪ J (1) ∪ J (2), òî F (I) = F (J) ∪ F (J (1)) ∪ F (J (2)).

Î÷åâèäíî, ùî ν2(J) = J (1). Âðàõîâóþ÷è ëåìó 2.10, ìà¹ìî

F (J (1)) = F (ν2(J)) = R2(F (J)). (2.45)

Ôóíêöiÿ R2(z) = e
2πi
3 z çàäà¹ ïîâîðîò êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè íà êóò 2π

3 íàâ-

êîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò (ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè). Îòæå, äóãà F (J (1))

¹ êðèâîþ Êîõà.

Îñêiëüêè F (J (2)) = F (J
(2)
0 )∪F (J

(2)
1 ), äå J (2)

0 =
[
−1

2 , 0
]
, J (2)

1 =
[
4, 51

2

]
, òî

ìíîæèíà F (J (2)) ¹ çâ'ÿçíîþ ÿê îá'¹äíàííÿ äâîõ çâ'ÿçíèõ ìíîæèí F (J
(2)
0 )

òà F (J
(2)
1 ), ÿêi ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó w = z(−1

2) = z(51
2). Ïîêàæåìî, ùî

F (J (2)) òàêîæ ¹ êðèâîþ Êîõà.

Íåõàé L0 =
[
3
2 , 2
]
, L1 =

[
0, 32
]
. Îñêiëüêè ν2(J

(2)
0 ) = L0, òî çà ëåìîþ 2.10

ìà¹ìî

F (L0) = F (ν2(J
(2)
0 )) = R2(F (J

(2)
0 )).

Âðàõîâóþ÷è, ùî R2(z) ¹ ái¹êöi¹þ i R−1
2 ≡ R4, îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

F (J
(2)
0 ) = R−1

2 (F (L0)) = R4(F (L0)).

Àíàëîãi÷íî, ç ðiâíîñòi ν4(L1) = J
(2)
1 , âðàõîâóþ÷è ëåìó 2.10, âèïëèâà¹

ðiâíiñòü

F (J
(2)
1 ) = F (ν4(L1)) = R4(F (L1)).

Òîäi

F (J (2)) = F (J
(2)
0 ) ∪ F (J

(2)
1 ) = R4(F (L0)) ∪R4(F (L1)) =

= R4(F (L0) ∪ F (L1)) = R4(F (L0 ∪ L1)) = R4(F (J)).
(2.46)

Òîáòî F (J (2)) ¹ îáðàçîì F (J) ïðè ïîâîðîòi íà êóò 4π
3 íàâêîëî ïî÷àòêó

êîîðäèíàò (ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè). Òàêèì ÷èíîì, F (J (2)) òàêîæ ¹

êðèâîþ Êîõà.
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Îòæå, F (I) ¹ îá'¹äíàííÿì òðüîõ êðèâèõ Êîõà: F (J), F (J (1)), F (J (2)),

ïðè÷îìó

F (J) ∩ F (J (1)) = F (2) =
1

2
e

2πi
3 , Z(J (1)) ∩ F (J (2)) = F (4) =

1

2
e

4πi
3 ,

F (J (2)) ∩ F (J) = F (0) =
1

2
.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî F (I) ¹ ñíiæèíêîþ Êîõà, ïîáóäîâàíîþ â êîìïëå-

êñíié ïëîùèíi íà òðèêóòíèêó ç âåðøèíàìè w0 = 1
2 , w1 = 1

2e
2πi
3 ,

w2 = 1
2e

4πi
3 .

Ç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ F (t) òà ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ íàñòóïíå

òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.7. Âiäïîâiäíiñòü h : e
πit
3 → F (t) ¹ ãîìåîìîðôiçìîì îäèíè-

÷íîãî êîëà ω = {z = e
πit
3 : t ∈ I} íà ñíiæèíêó Êîõà.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî âiäïîâiäíiñòü h ¹ âiäîáðàæåííÿì. Éîãî íåïå-

ðåðâíiñòü âèïëèâà¹ ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ F (t) i òîãî, ùî F (−1
2) = z(51

2).

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi, ðiâíîñòi e
πit
3 |t=−1

2
= e

πit
3 |t=51

2
òà âëàñòèâîñòåé ôóíêöié

F (t), e
πit
3 âèïëèâà¹, ùî h ¹ ái¹êöi¹þ. Îòæå, h ¹ íåïåðåðâíèì òà ái¹êòèâ-

íèì âiäîáðàæåííÿì êîìïàêòà (êîëà). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî h � ãîìåîìîð-

ôiçì.

2.4. Óçàãàëüíåíå ïðàãìàòè÷íå çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë

Íåõàé p � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ Z0 ïîçíà-

÷èìî

B
(p)
k =

p∪
j=1

{(−p, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

,−j), (p, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, j)}.

Òåîðåìà 2.8. Áóäü-ÿêå ÷èñëî x ∈
[
−1

2
;
1

2

]
≡ I0 ìîæå áóòè ïðåäñòàâ-

ëåíå ó âèãëÿäi

x =
∞∑
n=1

αn

(2p)n
≡ ∆Πp

α1α2...αn...
, (2.47)
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äå ïîñëiäîâíiñòü (αn) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè: äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N

1. αn ∈ Ap = {−p,−p + 1, . . . , 0, . . . , p− 1, p};
2. (αn, αn+1, . . . , αn+k+1) /∈ B

(p)
k (∀k ∈ Z0).

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ïîâíiñòþ ïîâòîðþ¹ âñi ìiðêóâàííÿ òåîðåìè 2.3,

òîìó ìè éîãî íå íàâîäèìî.

Ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñëà x ∈ I0 ðÿäîì (2.47) ç îáìåæåííÿìè 1-2 íàçèâà-

òèìåìî óçàãàëüíåíèì ïðàãìàòè÷íèì àáî Πp-ïðåäñòàâëåííÿì ÷èñëà x, à

ñèìâîëi÷íèé çàïèñ x = ∆
Πp
α1α2...αn... � Πp-çîáðàæåííÿì ÷èñëà x. Ïðè öüîìó

÷èñëî αn (n ∈ N) áóäåìî íàçèâàòè n-îþ Πp-öèôðîþ (-ñèìâîëîì, -çíàêîì)

÷èñëà x.

Iñíóþòü ÷èñëà (¨õ çëi÷åííà ìíîæèíà), ÿêi ìàþòü äâà Πp-çîáðàæåííÿ.

Öå ÷èñëà âèäó

x = ∆
Πp

α1...αnp(0)
= ∆

Πp

α1...αn−1[αn+1]p̄(0).

Äiéñíî,

∆
Πp

α1...αnp(0)
=

n∑
j=1

αj

(2p)j
+

p

(2p)n+1
=

n∑
j=1

αj

(2p)j
+

1

(2p)n
− p

(2p)n+1
=

=
n−1∑
j=1

αj

(2p)j
+

αn + 1

(2p)n
− p

(2p)n+1
≡ ∆

Πp

α1...αn−1[αn+1]p̄(0).

Òàêi ÷èñëà íàçèâàòèìåìî Πp-ðàöiîíàëüíèìè. Âñi iíøi ÷èñëà áóäóòü ìàòè

¹äèíå Πp-çîáðàæåííÿ, ¨õ áóäåìî íàçèâàòè Πp-iððàöiîíàëüíèìè.

Áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî t ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi t =

α0(t) + r(t), äå α0(t) � öiëå, r(t) ∈
[
−1

2 ,
1
2

)
. Íåõàé r(t) = ∆

Πp

α1(t)...αk(t)...
, òîäi

t = α0(t) +
∞∑
k=1

αk(t)

(2p)k
. (2.48)

Î÷åâèäíî, ùî α0(t) = [t + 1
2 ], äå [t + 1

2 ] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà t + 1
2 .

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (2.48), äå

α0(t) = [t + 1
2 ], à αk(t) � k-èé ñèìâîë Πp-çîáðàæåííÿ ÷èñëà t− α0(t).
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2.5. Ôóíêöi¨ fq(t), Fq(t) òà ¨õ âëàñòèâîñòi. Ïàðàìåòðè÷íi

ðiâíÿííÿ îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ ñiì'¨ ôðàêòàëüíèõ êðèâèõ

Íà âiäðiçêó I0 =
[
−1

2 ,
1
2

]
ðîçãëÿíåìî ñiì'þ ôóíêöié

fq(t) = λ(q) +
∞∑
k=2

(λ(q))ke
2πi
q

k−1∑
m=1

αm(t)
, (2.49)

äå λ(q) = sin π
q ·
(

sin π
q + sin π(2p(q)−1)

q

)−1

, ïàðàìåòð q íàáóâà¹ íàòóðàëüíi

çíà÷åííÿ áiëüøi àáî ðiâíi 5, p(q) = [q+3
4 ] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà q+3

4 , αm(t) �

m-èé ñèìâîë Πp(q)-çîáðàæåííÿ ÷èñëà t ∈
[
−1

2 ,
1
2

]
.

Î÷åâèäíî, ùî λ(q) ∈ (0, 1) äëÿ âñiõ q > 5. Òàêèì ÷èíîì, ïðè áóäü-ÿêîìó

t ∈ I0 ðÿä â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (2.49) ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì.

Äàëi â öüîìó ðîçäiëi ïiä p òà λ ìà¹ìî íà óâàçi ôóíêöi¨ p(q), λ(q).

Ïîêàæåìî, ùî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ fq(t) ñïiâïàäàþòü äëÿ äâîõ ðiçíèõ çî-

áðàæåíü äîâiëüíîãî Πp(q)-ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà, òîáòî öÿ ôóíêöiÿ êîðåêòíî

âèçíà÷åíà â óñiõ Πp(q)-ðàöiîíàëüíèõ òî÷êàõ (äëÿ Πp(q)-iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê

öå î÷åâèäíî). Íåõàé t0 � äîâiëüíå Πp(q)-ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, ÿêå ìà¹ íàñòóïíi

Πp(q)-çîáðàæåííÿ:

t0 = ∆
Πp

α1...αn−1(αn+1)p̄(0) = ∆
Πp

α1...αn−1αnp(0)
.

Òîäi

fq(∆
Πp

α1...αn−1αnp(0)
) − fq(∆

Πp

α1...αn−1(αn+1)p̄(0)) = λ +
n∑

k=2

λke
2πi
q

k−1∑
m=1

αm

+

+ λn+1e
2πi
q

n∑
m=1

αm

+ e
2πi
q (p+

n∑
m=1

αm)
·

∞∑
k=n+2

λk −

(
λ +

n∑
k=2

λke
2πi
q

k−1∑
m=1

αm

+

+ λn+1e
2πi
q (1+

n∑
m=1

αm)
+ e

2πi
q (1−p+

n∑
m=1

αm)
·

∞∑
k=n+2

λk

)
=

= λn+1e
2πi
q

n∑
m=1

αm

(
1 − e

2πi
q +

λ

1 − λ
e

2πpi
q − λ

1 − λ
e

2π(1−p)i
q

)
.
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Ïîçíà÷èìî âèðàç ó äóæêàõ ÷åðåç E. Âðàõîâóþ÷è, ùî λ
1−λ =

sin π
q

sin π(2p−1)
q

òà

ïåðåõîäÿ÷è äî òðèãîíîìåòðè÷íî¨ ôîðìè çàïèñó êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ìà¹ìî

E = 1 − cos
2π

q
+

sin π
q

sin π(2p−1)
q

(
cos

2πp

q
− cos

2π(1 − p)

q

)
+

+

(
− sin

2π

q
+

sin π
q

sin π(2p−1)
s

(
sin

2πp

q
− sin

2π(1 − p)

q

))
i =

= 2 sin2 π

q
−

2 sin2 π
q sin π(2p−1)

q

sin π(2p−1)
q

+

(
− sin

2π

q
+

2 sin π(2p−1)
q cos π

q sin π
q

sin sinπ(2p−1)
q

)
i = 0.

Òåîðåìà 2.9. Ôóíêöiÿ fq(t) íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó
[
−1

2 ,
1
2

]
.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ fq(t) â Πp-iððàöiîíàëüíié

òî÷öi t ∈
[
−1

2 ,
1
2

]
. ßêùî t′ ∈

[
−1

2 ,
1
2

]
i t ̸= t′, òî iñíó¹ òàêå d, ùî αd(t) ̸=

αd(t
′), àëå αj(t) = αj(t

′) ïðè j < d. Ïðè÷îìó óìîâà t′ → t ðiâíîñèëüíà

òîìó, ùî d → ∞.

Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ

|fq(t) − fq(t
′)| = |

∞∑
k=d

λk(e
2πi
q

k−1∑
m=1

αm(t)
− e

2πi
q

k−1∑
m=1

αm(t′)
)| 6

6
∞∑
k=d

λk|e
2πi
q

k−1∑
m=1

αm(t)
− e

2πi
q

k−1∑
m=1

αm(t′)
| 6 2

∞∑
k=d

λk =
2λq

1 − λ
.

(2.50)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî |fq(t)−fq(t
′)| → 0 ïðè t′ → t (d → ∞). Îòæå, ôóíêöiÿ

fq(t) íåïåðåðâíà â òî÷öi t.

Íåõàé òåïåð t � äîâiëüíà Πp-ðàöiîíàëüíà òî÷êà âiäðiçêà
[
−1

2 ,
1
2

]
, ïðè÷î-

ìó

t = ∆Π
α1(t)...αk−1(t)αk(t)p(0)

= ∆Π
α1(t)...αk−1(t)(αk(t)+1)p̄(0). (2.51)

Çíàéäåìî ëiâîñòîðîííþ ãðàíèöþ ôóíêöi¨ fq(t) â òî÷öi t. Ó öüîìó âèïàä-

êó âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíå Πp-çîáðàæåííÿ: t = t− = ∆
Πp

α1(t)...αk−1(t)αk(t)p(0)
.

Òîäi, ïðîâiâøè òàêi ñàìi ìiðêóâàííÿ, ÿê i ó âèïàäêó Πp-iððàöiîíàëüíî¨ òî-

÷êè, îòðèìà¹ìî

lim
t′→t−0

fq(t
′) = fq(t−) = fq(t).
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Òîáòî, fq(t) ¹ íåïåðåðâíîþ çëiâà â òî÷öi t.

Àíàëîãi÷íî, âèêîðèñòîâóþ÷è çîáðàæåííÿ

t = t+ = ∆
Πp

α1(t)...αk−1(t)(αk(t)+1)p̄(0),

äîâîäèòüñÿ, ùî fq(t) ¹ íåïåðåðâíîþ ñïðàâà â òî÷öi t. Îòæå, fq(t) ¹ íåïå-

ðåðâíîþ â òî÷öi t. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 2.5. Ìíîæèíà çíà÷åíü ôóíêöi¨ fq(t), t ∈
[
−1

2 ,
1
2

]
¹ êîìïà-

êòíîþ, çâ'ÿçíîþ ìíîæèíîþ.

Ëåìà 2.12. Äëÿ äîâiëüíîãî öèëiíäðà n-ãî ðàíãó ∆̄b1...bn ìíîæèíà

fq(∆̄b1...bn) ìiñòèòüñÿ ó êðóçi ωb1...bn ç öåíòðîì ó òî÷öi

Cb1...bn =
n+1∑
k=1

λke
2πi
q

k−1∑
m=1

bm

òà ðàäióñîì Rn = λn+2

1−λ .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé t = ∆
Πp

α1(t)...αk(t)...
� äîâiëüíà òî÷êà öèëiíäðà ∆̄b1...bn.

Òîäi αj(t) = bj äëÿ âñiõ j = 1, n. Ìà¹ìî

|fq(t) − Cb1...bn| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

λke
2πi
q

k−1∑
m=1

αm(t)
−

n+1∑
k=1

λke
2πi
q

k−1∑
m=1

bm

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+2

λke
2πi
q

k−1∑
m=1

αm(t)

∣∣∣∣∣ 6
∞∑

k=n+2

λk

∣∣∣∣∣e 2πi
q

k−1∑
m=1

αm(t)

∣∣∣∣∣ =
∞∑

k=n+2

λk =
λn+2

1 − λ
.

(2.52)

Îòæå, fq(t) ∈ ωb1...bn. Ç äîâiëüíîñòi âèáîðó òî÷êè t ∈ ∆̄b1...bn âèïëèâà¹ âêëþ-

÷åííÿ fq(∆̄b1...bn) ⊂ ωb1...bn. Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 2.13. Ìíîæèíà fq(∆
Πp(q)
c1...ck) ìiñòèòüñÿ â ïðàâèëüíîìó q-êóòíèêó

ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ

vn =
k+1∑
j=1

(λ(q))je
2πi
q

j−1∑
m=1

cm
+ e

2πni
q

(λ(q))k+2

1 − λ(q)
, n = 0, 1, . . . , q − 1.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé w � äîâiëüíà òî÷êà ìíîæèíè fq(∆
Πp(q)
c1...ck). Òîäi iñíó¹

òàêà òî÷êà t0 ∈ ∆
Πp(q)
c1...ck , ùî w = fq(t0) =

∞∑
n=1

(λ(q))ne
2πi
q

n−1∑
m=1

αm(t0)
. Äëÿ áóäü-

ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n cóìè
n−1∑
m=1

αm(t0) ìîæóòü íàáóâàòè äîâiëüíèõ öiëèõ

çíà÷åíü, òîìó e
2πi
q

n−1∑
m=1

αm(t0) ∈ {1, e
2πi
q , . . . , e

2π(q−1)i
q }. Âðàõîâóþ÷è, ùî αm(t0) =

cm ïðè 1 6 m 6 k, ìà¹ìî

w =
k+1∑
j=1

(λ(q))je
2πi
q

j−1∑
m=1

cm
+

∞∑
j=k+2

(λ(q))je
2πi
q (

k∑
m=1

cm+
j−1∑

m=k+1

αm(t0))
=

=
k+1∑
j=1

(λ(q))je
2πi
q

j−1∑
m=1

cm
+ ω0,q

∑
j∈M0

(λ(q))j + ω1,q

∑
j∈M1

(λ(q))j + · · ·+

+ ωq−1,q

∑
j∈Mq−1

(λ(q))j,

äå

Ml = {p ∈ N : p > k + 2,
k∑

m=1

cm +

p−1∑
j=k+1

αj(t0) ≡ l (mod q)}, l = 0, q − 1.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: a =
k+1∑
j=1

(λ(q))je
2πi
q

j−1∑
m=1

cm
, Cl = 1−λ(q)

(λ(q))k+2

∑
j∈Ml

(λ(q))j,

l = 0, q − 1. Î÷åâèäíî, ùî

Cl > 0, l = 0, q − 1. (2.53)

Êðiì òîãî,
q−1∑
l=0

Cl =
1 − λ(q)

(λ(q))k+2

∞∑
j=k+2

(λ(q))j = 1. (2.54)
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Òîäi

w = a +
ω0,q(λ(q))k+2

1 − λ(q)
C0 +

ω1,q(λ(q))k+2

1 − λ(q)
C1 + · · · +

ωq−1,q(λ(q))k+2

1 − λ(q)
Cq−1 =

=

(
a +

ω0,q(λ(q))k+2

1 − λ(q)

)
C0 +

(
a +

ω1,q(λ(q))k+2

1 − λ(q)

)
C1 + · · ·+

+

(
a +

ωq−1,q(λ(q))k+2

1 − λ(q)

)
Cq−1.

(2.55)

Ç (2.53), (2.54), (2.55) âèïëèâà¹, ùî w íàëåæèòü îïóêëié îáîëîíöi ìíî-

æèíè S = {v0, v1, . . . , vq−1}, äå vl = a+
ωl,q(λ(q))

k+2

1−λ(q) , l = 0, q − 1. Ç äîâiëüíîñòi

âèáîðó òî÷êè w ∈ fq(∆
Πp(q)
c1...ck) âèïëèâà¹, ùî fq(∆

Πp(q)
c1...ck) ⊂ convS.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî òî÷êè ìíîæèíè S óòâîðþþòü íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi

âåðøèíè ïðàâèëüíîãî q-êóòíèêà, âïèñàíîãî â êîëî ç öåíòðîì ó òî÷öi a i

ðàäióñîì r = (λ(q))k+2

1−λ(q) . Òîáòî convS ¹ ïðàâèëüíèì q-êóòíèêîì.

Íåõàé ∆
Πp(q)
c1...cn � äîâiëüíèé öèëiíäð n-ãî ðàíãó (n ∈ N). Ââåäåìî ïîçíà-

÷åííÿ:

�q
c1...cn

= conv{ac1...cn + ω0,qRn, . . . , ac1...cn + ωq−1,qRn},

äå ac1...cn =
n+1∑
j=1

(λ(q))je
2πi
q

j−1∑
m=1

cm
, Rn = (λ(q))n+2(1 − λ(q))−1.

Ëåìà 2.14. Ìíîãîêóòíèê �q
c1...cn

ïåðåâîäèòüñÿ â �q
c1...cncn+1

ãîìîòåòi-

¹þ ç öåíòðîì â ¨õ ñïiëüíié âåðøèíi v = òà êîåôiöi¹íòîì k = λ(q).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ëiíiéíó ôóíêöiþ êîìïëåêñíîãî àðãó-

ìåíòó:H(z) = λ(q)(z−ac1...cn)+ac1...cncn+1
. Âîíà çàäà¹ ïåðåòâîðåííÿ ïîäiáíî-

ñòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Áiëüøå òîãî, îñêiëüêè λ(q) ∈ R, òî H(z) çàäà¹

ãîìîòåòiþ. Êîåôiöi¹íò öi¹¨ ãîìîòåòi¨ äîðiâíþ¹ λ(q), à ¨¨ öåíòð z∗ ìîæíà

çíàéòè ÿê ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ H(z) = z:

λ(q)(z − ac1...cn) + ac1...cncn+1
= z,

z =
1

1 − λ(q)
(ac1...cncn+1

− λ(q)ac1...cn).
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Âðàõîâóþ÷è, ùî ac1...cncn+1
= ac1...cn + (λ(q))n+2e

2πi
q

n+1∑
m=1

cm
, ìà¹ìî

z∗ = ac1...cn +
(λ(q))n+2

1 − λ(q)
e

2πi
q

n+1∑
m=1

cm
= ac1...cn + ωN,qRn,

äå N ≡
n+1∑
m=1

cm (mod q), N ∈ {0, 1, . . . , q − 1}. Òîáòî z∗ ¹ îäíi¹þ ç âåðøèí

q-êóòíèêà �q
c1...cn

.

Êðiì òîãî, îñêiëüêè

H(ac1...cn + ωl,qRn) = ac1...cncn+1
+ ωl,qRn+1, l = 0, q − 1,

òî H(�q
c1...cn

) = �q
c1...cncn+1

.

Íåõàé q � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, áiëüøå àáî ðiâíå 5. Âèçíà÷èìî íà

âiäðiçêó Wq =
[
−1

2 , q −
1
2

]
ôóíêöiþ Fq ðiâíiñòþ

Fq(t) = e
2πi
q α0(t)fq(t− α0(t)),

äå α0(t) =
[
t + 1

2

]
.

Äîâåäåííÿ íàñòóïíèõ òâåðäæåíü ìàéæå iäåíòè÷íå äîâåäåííþ âiäïîâiä-

íèõ òâåðäæåíü äëÿ ôóíêöi¨ F (t), òîìó ìè ¨õ ïðîïóñêà¹ìî.

Òåîðåìà 2.10. Ôóíêöiÿ Fq(t) ¹ íåïåðåðâíîþ íà âiäðiçêó Wq.

Ëåìà 2.15. Ìíîæèíè Sq = Fq(Wq) ¹ íåïåðåðâíèìè çàìêíåíèìè êðè-

âèìè.

Ïîçíà÷èìî J ′ = [0, p), J ′
k = [k2 ,

k+1
2 ), k = 0, 2p− 1. Î÷åâèäíî, ùî J ′ =

2p−1∪
k=0

J ′
k. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ φk,p(t) = 2pt− pk, k = 0, 2p− 1. Ëåãêî áà÷èòè,

ùî φk,p(J
′
k) = J ′ äëÿ êîæíîãî k = 0, 2p− 1.

Ëåìà 2.16. Äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ J ′
k, k = 0, 2p− 1 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Fs(φk,p(t)) = Sk,p(Fs(t)), (2.56)

äå S2n−2,p(z) = λ−1e−
2π(n−1)i

s (z−λe
2π(n−1)i

s ), S2n−1,p(z) = λ−1e
2π(p−n)i

s (z−λe
2πni
s ),

n = 1, p.



65

Äîâåäåííÿ. Íåõàé t ∈ J ′
2n−2,p = [n − 1, n − 1

2), n ∈ {1, . . . , p}. Îñêiëüêè
n− 1

2 6 t+ 1
2 < n, òî α0(t) = [t+ 1

2 ] = n− 1. Òîäi t ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

t = n− 1 +
∞∑

m=1

αm(t)
(2p)m , äå αm(t) � m-èé ñèìâîë Π-çîáðàæåííÿ ÷èñëà t−n+ 1.

Ìà¹ìî

φ2n−2,p(t) = 2pt− (2n− 2)p = 2p(n− 1) + α1(t) +
∞∑

m=1

αm+1(t)

(2p)m
−

− (2n− 2)p = α1(t) +
∞∑

m=1

αm+1(t)

(2p)m
.

(2.57)

Êðiì òîãî, íà ðîçãëÿäóâàíîìó ïðîìiæêó äëÿ ôóíêöi¨ Fs(t) âèêîíó¹òüñÿ

Fs(t) ≡ e
2πi
s α0(t)fs(t− α0(t)) = e

2π(n−1)i
s fs(t− n + 1), (2.58)

çâiäêè îäåðæó¹ìî

fs(t− n + 1) = e−
2π(n−1)i

s Fs(t). (2.59)

Ç âëàñòèâîñòåé ñèìâîëiâ Π-çîáðàæåííÿ âèïëèâà¹, ùî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

σ1(t) ≡
∞∑

m=1

αm+1(t)
(2p)m íàëåæàòü âiäðiçêó [−1

2 ,
1
2 ]. Ðîçãëÿíåìî äâà ìîæëèâèõ

âèïàäêè: 1) σ1(t) ∈ [−1
2 ,

1
2); 2) σ1(t) = 1

2 .

Ó ïåðøîìó âèïàäêó ìà¹ìî:

α0(φ2n−2,p(t)) = α1(t), (2.60)

çâiäêè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

φ2n−2,p(t) − α0(φ2n−2,p(t)) = σ1(t) =
∞∑

m=1

αm+1(t)

(2p)m
. (2.61)
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Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Fs(t) òà ðiâíîñòi (2.59), (2.61), ìà¹ìî:

Fs(φ2n−2,p(t)) ≡ e
2πi
s α0(φ2n−2,p(t))fs(φ2n−2,p(t) − α0(φ2n−2,p(t))) =

= e
2πi
s α1(t)

∞∑
k=1

λke
2πi
s

k−1∑
m=1

αm+1(t)
=

∞∑
k=1

λke
2πi
s

k−1∑
m=0

αm+1(t)
=

= λ−1
∞∑
k=1

λk+1e
2πi
s

k∑
m=1

αm(t)
= λ−1

∞∑
k=2

λke
2πi
s

k−1∑
m=1

αm(t)
=

= λ−1

( ∞∑
k=1

λke
2πi
s

k−1∑
m=1

αm(t)
− λ

)
= λ−1 (fs(t− n + 1) − λ) =

= λ−1
(
e−

2π(n−1)i
s Fs(t) − λ

)
= λ−1e−

2π(n−1)i
s Fs(t) − 1 = S2n−2,p(Fs(t)),

äå S2n−2,p(z) = λ−1e−
2π(n−1)i

s z − 1.

Ïîêàæåìî, ùî i â äðóãîìó âèïàäêó (êîëè σ1(t) = 1
2) áóäå âèêîíóâàòèñü

òîòîæíiñòü

Fs(φ2n−2,p(t)) = S2n−2,p(Fs(t)). (2.62)

Ó äàíîìó âèïàäêó φ2n−2,p(t) = α1(t) + σ1(t) = α1(t) + 1
2 = α1(t) + 1 − 1

2 ,

òîáòî α0(φ2n−2,p(t)) = α1(t) + 1. Òîäi

Fs(φ2n−2,p(t)) = e
2πi
s (α1(t)+1)fs

(
−1

2

)
= e

2πi
s (α1(t)+1)

(
λ +

∞∑
k=2

λke
2πi
s (−p)

)
=

= e
2πi
s (α1(t)+1)

(
λ +

λ2

1 − λ
e−

2πpi
s

)
.

(2.63)

Ç iíøîãî áîêó, ðiâíiñòü σ1(t) = 1
2 ðiâíîñèëüíà îäíî÷àñíîìó âèêîíàííþ

íàñòóïíèõ ðiâíîñòåé: α2(t) = p, αj(t) = 0, j > 3. Òîìó Π-ðîçêëàä ÷èñëà t

ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä: t = n− 1 + α1(t)
2p + p

4p2 , ïðè÷îìó

α1(t) ∈ {−p,−p + 1, . . . , p− 1}, α0(t) = n− 1.
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Ìà¹ìî

Fs(t) ≡ e
2πi
s α0(t)fs(t− α0(t)) = e

2π(n−1)i
s fs

(
α1(t)

2p
+

p

4p2

)
=

= e
2π(n−1)i

s

(
λ + λ2e

2πi
s α1(t) +

λ3

1 − λ
e

2πi
s (α1(t)+p)

)
.

(2.64)

Òîäi, âðàõîâóþ÷è (2.63), (2.64), îòðèìà¹ìî

Fs(φ2n−2,p(t)) − S2n−2,p(Fs(t)) = e
2πi
s (α1(t)+1)

(
λ +

λ2

1 − λ
e−

2πpi
s

)
−

− λ−1e−
2π(n−1)i

s × e
2π(n−1)i

s

(
λ + λ2e

2πi
s α1(t) +

λ3

1 − λ
e

2πi
s (α1(t)+p)

)
+ 1 =

= λe
2πi
s α1(t)

(
λ

1 − λ
×
(
e

2π(1−p)i
s − e

2πpi
s

)
+ e

2πi
s − 1

)
= 0.

(2.65)

Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi (2.56) äëÿ k = 2n− 1,

n = 1, p.

Òåîðåìà 2.11. Êðèâi Sq (q > 5) ¹ çàìêíåíèìè òà êóñêîâî-ñàìîïîäiáíèìè.

Äëÿ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à öèõ êðèâèõ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü

dim Sq 6 − ln 2p(q)

lnλ(q)
,

äå p(q) =
[
q+3
4

]
, λ(q) = sin π

q

(
sin π

q + sin π(2p(q)−1)
q

)−1

.

Äîâåäåííÿ. Ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ äîâåäåííÿ ëåìè 2.11 îòðèìà¹ìî,

ùî ìíîæèíà Kq := Fq(Jp) (Jp = [0, p]) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ

Kq =

2p−1∪
k=0

Λk,q(Kq), (2.66)

äå

Λ2n−1,q(z) = S−1
2n−1,q(z) = λe

2π(n−p)i
q z + λe

2πni
q ,

Λ2n−2,q(z) = S−1
2n−2,q(z) = λe

2π(n−1)i
q z + λe

2π(n−1)i
q , n = 1, p.

Òîáòî, ìíîæèíà Sq ìiñòèòü ñàìîïîäiáíó ïiäìíîæèíó Kq, à îòæå, ¹ êóñ-

êîâî-ñàìîïîäiáíîþ.
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Ñàìîïîäiáíà ðîçìiðíiñòü ìíîæèíè Kq ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

2p · λx = 1.

Çâiäêè îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü D(Kq) = − ln 2p(q)
lnλ(q) . Ìà¹ìî

dim Sq = dim Kq 6 D(Kq) = − ln 2p(q)

lnλ(q)
.



69

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çàäà÷à àíàëiòè÷íîãî çàäàííÿ ñíiæèíêè

Êîõà S òà ¨¨ óçàãàëüíåíü Sq (5 6 q � íàòóðàëüíèé ïàðàìåòð) ÿê ìíî-

æèí çíà÷åíü ïåâíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié Fq äiéñíîãî àðãóìåíòó

t ∈ Wq =
[
−1

2 , q −
1
2

]
.

Ïðè ïîáóäîâi àíàëiòè÷íîãî âèðàçó êîìïëåêñíîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ F äié-

ñíîãî àðãóìåíòó t ∈ I =
[
−1

2 , 5
1
2

]
íàìè áóëî âèêîðèñòàíî ñïåöiàëüíó ñèñòå-

ìó ïðåäñòàâëåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë � òàê çâàíå ïðàãìàòè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ.

Âîíî, â ñâîþ ÷åðãó, ââåäåíî äî ðîçãëÿäó íà îñíîâi âèâ÷åíî¨ ãåîìåòði¨ s-

êîâîãî (s = 2p) ïðåäñòàâëåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ç íàäëèøêîâèì àëôàâiòîì

Ap = {−p,−p + 1, . . . , 0, . . . , p− 1, p}.
Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ êîìïëåêñíà ôóíêöiÿ F äiéñíîãî àðãó-

ìåíòó t ∈ I. Äîâåäåíî, ùî F ¹ íåïåðåðâíîþ íà I, à ìíîæèíîþ ¨¨ çíà÷åíü ¹

êëàñè÷íà ñíiæèíêà Êîõà. Òàêèì ÷èíîì, íàìè ïîáóäîâàíî àíàëiòè÷íå çàäà-

ííÿ öi¹¨ êðèâî¨ ó âèãëÿäi ïàðàìåòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ (â êîìïëåêñíié ôîðìi):

z = F (t), t ∈ I.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíå ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ, áóëî ïîáóäîâàíî àíà-

ëiòè÷íèé âèðàç ãîìåîìîðôíîãî âiäîáðàæåííÿ êîëà íà ñíiæèíêó Êîõà. Êðiì

òîãî, âèêîðèñòîâóþ÷è iäå¨ àíàëiòè÷íîãî çàäàííÿ ñíiæèíêè Êîõà, âäàëîñü

ñêîíñòðóþâàòè îäíîïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ôðàêòàëüíèõ êðèâèõ Sq, ÿêi çàäà-

íi ÿê ìíîæèíè çíà÷åíü ñïåöiàëüíèì ÷èíîì âèçíà÷åíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ

ôóíêöié Fq äiéñíîãî àðãóìåíòó t ∈ Wq. Äîâåäåíî, ùî ôóíêöi¨ Fq ¹ íåïå-

ðåðâíèìè íà Wq, à ìíîæèíè ¨õ çíà÷åíü Fq(Wq) ¹ çàìêíåíèìè, ãåíåòè÷íî

ñàìîïîäiáíèìè êðèâèìè, îá÷èñëåíî ñàìîïîäiáíó ðîçìiðíiñòü öèõ êðèâèõ.

Îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî ó ðîáîòi [5a] òà

âiäîáðàæåíî ó òåçàõ äîïîâiäåé ìiæíàðîäíî¨ êîíôåðåíöi¨ [7a].
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ÐÎÇÄIË 3

ÃÅÎÌÅÒÐIß ÀÁÑÎËÞÒÍÎ ÇÁIÆÍÈÕ ÐßÄIÂ Ç

ÊÎÌÏËÅÊÑÍÈÌÈ ×ËÅÍÀÌÈ

Ó öüîìó ðîçäiëi ââåäåíî äî ðîçãëÿäó îäèí êëàñ ïiäìíîæèí C � òàê çâà-

íi Σ-ìíîæèíè, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ÿê çáiæíi (â ñåíñi òîïîëîãi÷íî¨ ãðàíèöi)

íåñêií÷åííi àðèôìåòè÷íi ñóìè ñêií÷åííèõ ìíîæèí. Äîñëiäæóþòüñÿ òîïî-

ëîãi÷íi, ìåòðè÷íi òà ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi öèõ ìíîæèí. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ

îäèí ç âàæëèâèõ ïðèêëàäiâ Σ-ìíîæèí � ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì àáñîëþ-

òíî çáiæíèõ ðÿäiâ ç êîìïëåêñíèìè ÷ëåíàìè.

3.1. Îçíà÷åííÿ òà ïðèêëàäè Σ-ìíîæèí, ¨õ òîïîëîãi÷íi

âëàñòèâîñòi

Íåõàé C � íîðìîâàíèé ïðîñòið êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z = x+ iy ç íîðìîþ

∥z∥ = |z| = |x + iy| =
√

x2 + y2.

Àðèôìåòè÷íîþ ñóìîþ n ÷èñëîâèõ ìíîæèí A1, . . . , An (ñèìâ.:
n⊕

k=1

Ak)

íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà åëåìåíòiâ âèäó e = a1 + · · · + an, äå ak ∈ Ak (k =

1, . . . , n), òîáòî
n⊕

k=1

Ak = {
n∑

k=1

ak : ak ∈ Ak, k = 1, . . . , n}.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Íåñêií÷åííîþ àðèôìåòè÷íîþ ñóìîþ ïîñëiäîâíîñòi ÷è-

ñëîâèõ ìíîæèí A1, A2, . . . , Ak, . . . (ñèìâ.:
∞⊕
k=1

Ak) íàçèâàòèìåìî òîïîëîãi-

÷íó ãðàíèöþ (ÿêùî âîíà iñíó¹) ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí Sk =
k⊕

m=1
Am ïðè

k → ∞, òîáòî
∞⊕
k=1

Ak := lt
k→∞

k⊕
m=1

Am.

ßê âiäîìî [57], òîïîëîãi÷íà ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí ¹ çàìêíåíîþ

ìíîæèíîþ, îòæå,
∞⊕
k=1

Ak � çàìêíåíà.
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Àðèôìåòè÷íà ñóìà ñêií÷åííîãî ÷èñëà ñêií÷åííèõ ìíîæèí ¹ ìíîæèíîþ

ñêií÷åííîþ. Áiëüø öiêàâîþ ç ãåîìåòðè÷íî¨ òî÷êè çîðó íàâiòü äëÿ ñêií÷åí-

íèõ ìíîæèí-äîäàíêiâ ¹ ñóìà çëi÷åííîãî ¨õ ÷èñëà.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Áóäåìî êàçàòè, ùî ìíîæèíà S ¹ Σ-ìíîæèíîþ, ÿêùî

S =
∞⊕
k=1

Zk, äå Zk (k ∈ N) � ñêií÷åííi ïiäìíîæèíè êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C,

äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1)
∞∑
k=1

µk = M < ∞, äå µk = max{|z| : z ∈ Zk}, (3.1)

2) ñåðåä ìíîæèí Zk iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü ìíîæèí, ùî ìiñòÿòü íå

ìåíøå äâîõ åëåìåíòiâ.

Î÷åâèäíî, ùî åëåìåíòè ìíîæèíè S =
∞⊕
k=1

Zk âèçíà÷àþòüñÿ ñóìàìè

àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ âèäó
∞∑
k=1

zk, äå zk ∈ Zk. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî

Zk = {z1k, z2k, . . . , zmkk} (mk, k ∈ N), òî

S =
∞⊕
k=1

Zk = {
∞∑
k=1

zikk : zikk ∈ Zk}. (3.2)

Ïîçíà÷èìî Ik := {1, . . . ,mk}, I := {(i1, . . . , ik, . . . ) : ik ∈ Ik, k ∈ N}.
Ìiæ ìíîæèíàìè I òà S ìîæíà âñòàíîâèòè âiäïîâiäíiñòü σ íàñòóïíèì ÷è-

íîì:

σ : (i1, . . . , ik, . . . ) →
∞∑
k=1

zikk. (3.3)

Äîâiëüíié ïîñëiäîâíîñòi i = (i1, . . . , ik, . . . ) ∈ I âiäïîâiäà¹ ¹äèíå êîì-

ïëåêñíå ÷èñëî, ùî ¹ ñóìîþ ðÿäó σ(i) =
∞∑
k=1

zikk ∈ S, òîáòî âiäïîâiäíiñòü σ

¹ âiäîáðàæåííÿì. Îñêiëüêè êîæíèé åëåìåíò ìíîæèíè S còàâèòüñÿ ó âiä-

ïîâiäíiñòü äåÿêîìó åëåìåíòó (ïîñëiäîâíîñòi) i ç ìíîæèíè I i ïðè öüîìó

ðiçíèì ïîñëiäîâíîñòÿì i, j ∈ I ìîæóòü (â çàãàëüíîìó âèïàäêó) âiäïîâiäàòè

êîìïëåêñíi ÷èñëà, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ðÿäàìè ç ðiâíèìè ñóìàìè, òî âiäïî-

âiäíiñòü σ ¹ ñþð'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì (¨í'¹êòèâíiñòü ìà¹ ìiñöå ëèøå â

îêðåìèõ âèïàäêàõ).
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Ëåìà 3.1. Äîâiëüíà Σ-ìíîæèíà ¹ êîìïàêòíîþ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè S ¹ ïiäìíîæèíîþ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó, íàì äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî âîíà ¹ çàìêíåíîþ òà îáìåæåíîþ. Çà-

ìêíåíiñòü S âèïëèâà¹ ç ¨¨ îçíà÷åííÿ ÿê òîïîëîãi÷íî¨ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi

ìíîæèí. Ïîêàæåìî, ùî S îáìåæåíà. Íåõàé z � äîâiëüíà òî÷êà ìíîæèíè

S. Òîäi iñíóþòü zk ∈ Zk òàêi, ùî z =
∞∑
k=1

zk. Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (3.1),

ìà¹ìî ∥z∥ = |
∞∑
k=1

zk| 6
∞∑
k=1

|zk| 6
∞∑
k=1

µk = M < ∞. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

ìíîæèíà S ìiñòèòüñÿ â çàìêíåíîìó êðóçi ñêií÷åííîãî ðàäióñàM ç öåíòðîì

â ïî÷àòêó êîîðäèíàò i, îòæå, ¹ îáìåæåíîþ. Ëåìó äîâåäåíî.

Ïðè äîñëiäæåííi âëàñòèâîñòåé Σ-ìíîæèíè S =
∞⊕
k=1

Zk çðó÷íî âèêîðè-

ñòîâóâàòè òàê çâàíi öèëiíäðè (öèëiíäðè÷íi ìíîæèíè).

Îçíà÷åííÿ 3.3. Íåõàé (c1, . . . , ck) � ôiêñîâàíèé óïîðÿäêîâàíèé íàáið,

äå cj ∈ Ij (j = 1, k). Öèëiíäðîì ðàíãó k ç îñíîâîþ c1 . . . ck íàçèâà¹òüñÿ

ìíîæèíà

Sc1...ck = {x =
∞∑

m=1

zimm : im = cm (m = 1, . . . , k), zimm ∈ Zm}. (3.4)

Öèëiíäðè ¹ êîìïàêòíèìè, à òàêîæ ìàþòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1) Sc1...ckck+1
⊂ Sc1...ck ;

2) S =
∪

(c1,...,ck)

Sc1...ck ;

3) öèëiíäðè îäíîãî ðàíãó ¹ êîíãðóåíòíèìè;

4) d(Sc1...ck) 6
∞∑

m=k+1

d(Zm);

5) öèëiíäð k-ãî ðàíãó ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ â çàìêíåíîìó êðóçi ðàäióñà

Rk = 1√
3

∞∑
m=k+1

d(Zm) (ÿêùî öèëiíäðè ¹ öåíòðàëüíî-ñèìåòðè÷íèìè, òî

Rk = 1
2

∞∑
m=k+1

d(Zm));

6)
∞∩
k=1

Sc1...ck = {
∞∑
k=1

zckk}.
Äîâåäåìî, íàïðèêëàä, ÷åòâåðòó âëàñòèâiñòü. Íåõàé Sc1...ck � äîâiëüíèé

öèëiíäð k-ãî ðàíãó. Îñêiëüêè Sc1...ck êîìïàêòíà ìíîæèíà, òî iñíóþòü òî-
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÷êè z′, z′′ ∈ Sc1...ck òàêi, ùî d(Sc1...ck) = |z′′ − z′|. Ç íàëåæíîñòi òî÷îê z′, z′′

ìíîæèíi Sc1...ck âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé (i1, . . . , im, . . . ) òà

(j1, . . . , jm, . . . ), im, jm ∈ Im, i1 = j1 = c1, . . . , ik = jk = ck, ùî z′ =
∞∑

m=1
zimm,

z′′ =
∞∑

m=1
zjmm. Òîäi

d(Sc1...ck) = |z′′ − z′| = |
∞∑

m=k+1

(zjmm − zimm)| 6
∞∑

m=k+1

d(Zm),

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Ïîçíà÷èìî l(Zk) := min
u,v∈Zk
u̸=v

|u− v|.

Ëåìà 3.2. ßêùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ k âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

l(Zk) >
2√
3

∞∑
m=k+1

d(Zm) (3.5)

(àáî l(Zk) >
∞∑

m=k+1

d(Zm) ó âèïàäêó, êîëè âñi öèëiíäðè ¹ öåíòðàëüíî-

ñèìåòðè÷íèìè), òî öèëiíäðè (3.4) îäíîãî ðàíãó ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþ-

òüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé r � äîâiëüíå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, Sp1...pr i

Sq1...qr � äîâiëüíi öèëiíäðè r-ãî ðàíãó. Îñêiëüêè (p1, . . . , pr) ̸= (q1, . . . , qr),

òî iñíó¹ òàêèé íîìåð s ∈ {1, . . . , r}, ùî pj = qj (j = 1, . . . , s − 1) i ps ̸= qs.

Ðîçãëÿíåìî öèëiíäðè Sp1...ps i Sq1...qs. Çà âëàñòèâiñòþ 5 öèëiíäðiâ ìíîæèíà

Sp1...ps ìîæå áóòè ïîêðèòà çàìêíåíèì êðóãîì ðàäióñà R = 1√
3

∞∑
m=s+1

d(Zm).

Ïîçíà÷èìî öåé êðóã ω1. Ìíîæèíà Sq1...qs ¹ îáðàçîì ìíîæèíè Sp1...ps ïðè

ïàðàëåëüíîìó ïåðåíåñåííi t(z) = z +
s∑

m=1
(zqmm − zpmm) = z + zqss − zpss

(âëàñòèâiñòü 3 öèëiíäðiâ). Ïðè öüîìó êðóã ω2 = t(ω1) ïîêðèâà¹ ìíîæèíó

Sq1...qs. Âiäñòàíü L ìiæ öåíòðàìè êðóãiâ ω1, ω2 äîðiâíþ¹ |zqss − zpss|. Ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç ρ(U, V ) âiäñòàíü ìiæ ìíîæèíàìè U, V ⊂ C â òîìó ñåíñi, ùî

ρ(U, V ) = inf
u∈U,v∈V

|u − v|. Î÷åâèäíî, ùî ρ(ω1, ω2) = max{0, L − 2R}. ßêùî
δ = L − 2R > 0, òî ρ(ω1, ω2) = δ > 0 i ω1

∩
ω2 = ∅. Âðàõîâóþ÷è óìîâó

òåîðåìè òà çíà÷åííÿ âåëè÷èí L òà R, ìà¹ìî:
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δ = |zqss − zpss| − 2 · 1√
3

∞∑
m=s+1

d(Zm) > l(Zs) −
2√
3

∞∑
m=s+1

d(Zm) > 0.

Òàêèì ÷èíîì, çàìêíåíi êðóãè ω1, ω2 íå ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê i çíàõîäÿòüñÿ

íà âiäñòàíi δ > 0 îäèí âiä îäíîãî. Îñêiëüêè

Sp1...pr ⊂ Sp1...ps ⊂ ω1, Sq1...qr ⊂ Sq1...qs ⊂ ω2,

òî ρ(Sp1...pr , Sq1...qr) > ρ(ω1, ω2) = δ > 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

Sp1...pr

∩
Sq1...qr = ∅.

Ó ñâîþ ÷åðãó, ç äîâiëüíîñòi âèáîðó r ∈ N òà íàáîðiâ (p1, . . . , pr) i (q1, . . . , qr)

âèïëèâà¹, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè öèëiíäðè îäíîãî ðàíãó ïîïàð-

íî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Òàê ñàìî äîâîäèòüñÿ âèïàäîê, êîëè âñi öèëiíäðè ¹

öåíòðàëüíî-ñèìåòðè÷íèìè. Ëåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3.1. ßêùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ k âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(3.5), òî ìíîæèíà S ¹: 1) öiëêîì íåçâ'ÿçíîþ; 2) êîíòèíóàëüíîþ.

Äîâåäåííÿ. 1. Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ öiëêîì íåçâ'ÿçíîþ,

ÿêùî êîìïîíåíòà êîæíî¨ ¨¨ òî÷êè ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ öi¹¨ òî÷êè [1]. Íåõàé

z � äîâiëüíà òî÷êà ìíîæèíè S. Ïîçíà÷èìî Cz êîìïîíåíòó òî÷êè z, òîáòî

íàéáiëüøó çâ'ÿçíó ïiäìíîæèíó ìíîæèíè S, ùî ìiñòèòü òî÷êó z. Îñêiëüêè

z ∈ S, òî iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü (a1, a2, . . . , an, . . . ) ∈
∞∏
n=1

In, ùî z =

∞∑
n=1

zann. Òîäi z ∈ Sa1...ak äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî k. Íåõàé Ik :=
k∏

m=1
Im,

Ika := Ik \ {(a1, . . . , ak)}. Çà âëàñòèâiñòþ 2 öèëiíäðiâ

S =
∪

(i1,...,ik)∈Ik
Si1...ik.

Îñêiëüêè öèëiíäðè îäíîãî ðàíãó ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òî

S \ Sa1...ak =
∪

(i1,...,ik)∈Ika

Si1...ik
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i, çíà÷èòü, ìíîæèíà S\Sa1...ak ¹ çàìêíåíîþ ÿê îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà

çàìêíåíèõ ìíîæèí. Êðiì òîãî

Sa1...ak

∩
(S \ Sa1...k) = ∅, Sa1...ak

∪
(S \ Sa1...k) = S.

Òàêèì ÷èíîì, íåïîðîæíÿ çâ'ÿçíà ìíîæèíà Cz ìiñòèòüñÿ â îá'¹äíàííi çà-

ìêíåíèõ äèç'þíêòíèõ ìíîæèí Sa1...ak i S \ Sa1...ak . ßê âiäîìî [1], ç öüîãî

âèïëèâà¹, ùî âîíà ìiñòèòüñÿ ëèøå â îäíié ç öèõ ìíîæèí. Âðàõîâóþ÷è, ùî

z ∈ Sa1...ak

∩
Cz, îäåðæó¹ìî: Cz ⊂ Sa1...ak . Îñòàíí¹ âêëþ÷åííÿ ìà¹ ìiñöå äëÿ

äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî k, òîìó Cz ⊂
∞∩
k=1

Sa1...ak . Çà âëàñòèâiñòþ 6 öèëií-

äðiâ
∞∩
k=1

Sa1...ak = {
∞∑
k=1

zakk} = {z}, òîáòî Cz ⊂ {z}. Ç iíøîãî áîêó, {z} ⊂ Cz,

òîìó Cz = {z}, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.
2. Âiäïîâiäíiñòü σ (3.3) ¹ ñþð'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè I íà

ìíîæèíó S. Ïîêàæåìî, ùî ïðè âèêîíàííi íåðiâíîñòi (3.5) âiäîáðàæåííÿ

σ áóäå òàêîæ i ií'¹êòèâíèì, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ I ç i ̸= j âèïëè-

âà¹ σ(i) ̸= σ(j). Äiéñíî, ÿêùî i = (i1, . . . , ik, . . . ), j = (j1, . . . , jk, . . . ),

òî íåðiâíiñòü i ̸= j îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ òàêèé íîìåð p, ùî ip ̸= jp. Òîäi

σ(i) =
∞∑
k=1

zikk òà σ(j) =
∞∑
k=1

zjkk íàëåæàòü ðiçíèì öèëiíäðàì p-ãî ðàíãó �

Si1...ip òà Sj1...jp âiäïîâiäíî. Ç óìîâè òåîðåìè òà òâåðäæåííÿ ëåìè 3.2 âè-

ïëèâà¹, ùî Si1...ip ∩ Sj1...jp = ∅ i, çíà÷èòü, σ(i) ̸= σ(j). Òàêèì ÷èíîì, ïðè

âèêîíàííi óìîâè òåîðåìè âiäîáðàæåííÿ σ ¹ ái¹êòèâíèì. Çíà÷èòü, ìíîæèíè

I òà S ìàþòü îäíàêîâó ïîòóæíiñòü. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà I êîíòèíóàëü-

íà. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó âiäìiòèìî, ùî ç óìîâè òåîðåìè âèïëèâà¹ âèêîíàííÿ

äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ k íåðiâíîñòi d(Zk) > l(Zk) > 2√
3

∞∑
m=k+1

d(Zm), òîáòî

d(Zk) > 0 äëÿ âñiõ k ∈ N. Çâiäñè ìà¹ìî, ùî êîæíà ç ìíîæèí Zk ìiñòèòü

ïðèíàéìíi äâà ðiçíèõ åëåìåíòà. Òîäi äëÿ ìíîæèí iíäåêñiâ Ik ìà¹ìî âêëþ-

÷åííÿ {1, 2} ⊂ Ik ⊂ N, ç ÿêîãî, ó ñâîþ ÷åðãó, âèïëèâà¹ íàñòóïíå:

{1, 2}N ⊂
∞∏
k=1

Ik ⊂ NN. (3.6)
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Ìíîæèíà {1, 2}N ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ìîæëèâèõ ïîñëiäîâíîñòåé ÷èñåë 1 i

2, à ìíîæèíà NN � ç óñiõ ìîæëèâèõ ïîñëiäîâíîñòåé íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Ìíîæèíè {1, 2}N i NN ¹ êîíòèíóàëüíèìè, îñêiëüêè, ÿê âiäîìî [21], âîíè

ðiâíîïîòóæíi ç ìíîæèíîþ Êàíòîðà òà ç ìíîæèíîþ âñiõ iððàöiîíàëüíèõ

÷èñåë iíòåðâàëà (0, 1) âiäïîâiäíî, ÿêi, ó ñâîþ ÷åðãó, ¹ âiäîìèìè ïðèêëàäà-

ìè ìíîæèí ïîòóæíîñòi êîíòèíóóìó. Òîäi, âðàõîâóþ÷è âêëþ÷åííÿ (3.6), ç

êîíòèíóàëüíîñòi ìíîæèí {1, 2}N i NN âèïëèâà¹ êîíòèíóàëüíiñòü ìíîæèíè

I =
∞∏
k=1

Ik, à ç íåþ i ìíîæèíè S. Ó âèïàäêó, êîëè öèëiíäðè ¹ öåíòðàëüíî-

ñèìåòðè÷íèìè, äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ç îçíà÷åííÿ Σ-ìíîæèí òà âëàñòèâîñòåé àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ âè-

ïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ Σ-ìíîæèíè S =
∞⊕
j=1

Zj ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà:

∞⊕
j=1

Zj =
⊕
α∈A

⊕
j∈Jα

Zj

 , (3.7)

äå {Jα}α∈A � äîâiëüíå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N íà íåïîðî-

æíi äèç'þíêòíi ïiäìíîæèíè, òîáòî N =
∪
α∈A

Jα, Jα
∩

Jβ = ∅ äëÿ α ̸= β

(ìíîæèíà A ñêií÷åííà àáî çëi÷åííà i êîæíà ìíîæèíà Jα çëi÷åííà àáî ñêií-

÷åííà).

Òåîðåìà 3.2. Êîæíà Σ-ìíîæèíà S =
∞⊕
k=1

Zk ¹ äîñêîíàëîþ ìíîæèíîþ

ïîòóæíîñòi êîíòèíóóìó.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî S ¹ êîíòèíóàëüíîþ. Îñêiëüêè ìíî-

æèíà S ¹ îáðàçîì ìíîæèíè I =
∞∏
k=1

Ik ïðè ñþð'¹êòèâíîìó âiäîáðàæåííi σ,

ùî çàäà¹òüñÿ âiäïîâiäíiñòþ (3.3), òî ïîòóæíiñòü ìíîæèíè S íå ïåðåâèùó¹

ïîòóæíiñòü ìíîæèíè I. ßê áóëî ïîêàçàíî â õîäi äîâåäåííÿ äðóãî¨ ÷àñòèíè

òåîðåìè 3.1, ìíîæèíà I ¹ êîíòèíóàëüíîþ, òîìó ïîòóæíiñòü ìíîæèíè S íå

ïåðåâèùó¹ ïîòóæíiñòü êîíòèíóóìó.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ïîòóæíiñòü ìíîæèíè S íå ìåíøå, íiæ ïîòóæíiñòü

êîíòèíóóìó. Îñêiëüêè 0 6 d(Zk) 6 2µk i çà îçíà÷åííÿì Σ-ìíîæèíè ðÿä
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∞∑
k=1

µk çáiãà¹òüñÿ, òî çáiæíèì áóäå i ðÿä

∞∑
k=1

d(Zk). (3.8)

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì Σ-ìíîæèíè, iñíó¹ òàêà íåñêií÷åííà ìíîæèíà A ⊂ N,

ùî ïðè a ∈ A ìíîæèíà Za ìiñòèòü ïðèíàéìíi äâà åëåìåíòà. Ðàçîì çi ñêií-

÷åííiñòþ ìíîæèí Zk öå îçíà÷à¹, ùî l(Za) > 0 ïðè a ∈ A. Çàíóìåðó¹ìî åëå-

ìåíòè ìíîæèíè A ó ïîðÿäêó ¨õ çðîñòàííÿ: A = {a1, a2, . . . , an, . . . }. Îñêiëü-
êè äîäàòíèé ðÿä (3.8) çáiæíèé, òî rn ↓ 0 ïðè n → ∞, äå rn =

∞∑
k=n+1

d(Zk) �

n-é çàëèøîê ðÿäó (3.8). Òîìó iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n1, ùî

l(Za1) >
2√
3
rn1

=
2√
3

∞∑
k=n1+1

d(Zk).

Ó ñâîþ ÷åðãó, îñêiëüêè A ¹ íåñêií÷åííîþ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè íàòó-

ðàëüíèõ ÷èñåë, òî iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî k1, ùî n1 6 ak1. Î÷å-

âèäíî, ùî l(Za1) > 2√
3

∞∑
k=ak1+1

d(Zk). Òàê ñàìî iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî n2

òàêå, ùî l(Zak1
) > 2√

3

∞∑
k=n2+1

d(Zk) i, âiäïîâiäíî, íàòóðàëüíå ÷èñëî k2 òà-

êå, ùî n2 6 ak2. Ïðè öüîìó l(Zak1
) > 2√

3

∞∑
k=ak2+1

d(Zk). Ïðîäîâæóþ÷è öåé

ïðîöåñ, îòðèìà¹ìî íåñêií÷åííó, ñòðîãî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëü-

íèõ ÷èñåë: a1, ak1, ak2, . . . , akm, . . . Ïîêëàäåìî äëÿ çðó÷íîñòi k0 = 1 i ðîç-

ãëÿíåìî ìíîæèíó A1 = {ak0, ak1, . . . , akm, . . . }. Âðàõîâóþ÷è ïðàâèëî, çà

ÿêèì âiäáèðàëèñü åëåìåíòè ìíîæèíè A1, äëÿ ìíîæèí Zk ïðè k ∈ A1 ìà-

¹ìî l(Zakm) > 2√
3

∞∑
k=akm+1

d(Zk) > 2√
3

∞∑
k=akm+1

d(Zk) > 2√
3

∞∑
j=m+1

d(Zakj
), äå

m = 0, 1, 2, . . . Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí {Zk}k∈A1
âèêî-

íóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 3.1 i, çíà÷èòü, ìíîæèíà SA1
:=

⊕
k∈A1

Zk =
∞⊕

m=0
Zakm

¹ êîíòèíóàëüíîþ. ßêùî A1 = N, òî SA1
= S i, çíà÷èòü, ìíîæèíà S ¹ êîí-

òèíóàëüíîþ. Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè A1 ⊂ N, ïðè÷îìó A1 ̸= N.

Ïîçíà÷èìî A2 = N \ A1 i, âiäïîâiäíî, SA2
:=

⊕
k∈A2

Zk (ñóìóâàííÿ çäiéñíþ-
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¹òüñÿ çà íåïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ iíäåêñiâ A2). Òîäi, çãiäíî ç ôîðìóëîþ

(3.7), ìà¹ìî

S =
∞⊕
k=1

Zk =
⊕
k∈N

Zk =
⊕

k∈
2∪

t=1
At

Zk =
2⊕

t=1

(⊕
k∈At

Zk

)
= SA1

⊕ SA2
.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ãåîìåòðè÷íèé çìiñò àðèôìåòè÷íî¨ ñóìè [22], ìà¹ìî

S = SA1
⊕ SA2

=
∪
c∈A2

tc(SA1
),

äå tc(SA1
) � îáðàç ìíîæèíè SA1

ïðè ïàðàëåëüíîìó ïåðåíåñåííi tc(z) = z+c.

Ìíîæèíè tc(SA1
) òà SA1

ðiâíîïîòóæíi i, çíà÷èòü, i â öüîìó âèïàäêó ìíî-

æèíà S ¹ êîíòèíóàëüíîþ ÿê îá'¹äíàííÿ íåïîðîæíüî¨ ñóêóïíîñòi êîíòèíó-

àëüíèõ ìíîæèí. Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè ìîæíà

äîâåñòè êîíòèíóàëüíiñòü êîæíîãî öèëiíäðà äîâiëüíîãî ðàíãó.

Òåïåð äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà S äîñêîíàëà. Îñêiëüêè âîíà çàìêíåíà (òå-

îðåìà 3.1), òî íàì òðåáà ïîêàçàòè, ùî âîíà íå ìiñòèòü içîëüîâàíèõ òî÷îê.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó p ∈ S. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ìíîæèíè S, iñíó¹

òàêà ïîñëiäîâíiñòü (i1, i2, . . . , ik, . . . ) ∈ I, ùî òî÷êà p ìà¹ ïðåäñòàâëåííÿ

âèäó p =
∞∑
k=1

zikk, äå zikk ∈ Zk. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0 i ïîêàæåìî, ùî â

ε-îêîëi U òî÷êè p (òîáòî ó âiäêðèòîìó êðóçi ðàäióñà ε ç öåíòðîì â òî÷öi p)

ìiñòèòüñÿ ïðèíàéìíi îäíà òî÷êà ìíîæèíè S, âiäìiííà âiä p. Òî÷êà p íàëå-

æèòü öèëiíäðó Si1...ik ïðè äîâiëüíîìó íàòóðàëüíîìó k. Çãiäíî ç âëàñòèâiñòþ

5 öèëiíäðiâ, ìíîæèíà Si1...ik ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ â çàìêíåíîìó êðóçi ðàäióñà

Rk = 1√
3

∞∑
m=k+1

d(Zm). Îñêiëüêè ïðè âèêîíàííi óìîâè òåîðåìè ðÿä
∞∑
n=1

d(Zn)

¹ çáiæíèì, òî iñíó¹ òàêèé íîìåð M , ùî RM = 1√
3

∞∑
m=M+1

d(Zm) < ε
2 . Òî-

äi äëÿ öèëiíäðà Si1...iM áóäå ìàòè ìiñöå âêëþ÷åííÿ Si1...iM ⊂ U . Îñêiëüêè

Si1...iM ¹ êîíòèíóàëüíîþ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè S, òî iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíà

òî÷êà p′ ∈ Si1...iM ⊂ S, ÿêà âiäìiííà âiä p i íàëåæèòü U (çðîçóìiëî, ùî òà-

êèõ òî÷îê áóäå íàâiòü êîíòèíóàëüíà ìíîæèíà). Òîáòî p íå ¹ içîëüîâàíîþ
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òî÷êîþ ìíîæèíè S. Ç äîâiëüíîñòi âèáîðó òî÷êè p âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà

S íå ìiñòèòü içîëüîâàíèõ òî÷îê. Òåîðåìó äîâåäåíî.

3.2. Ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi Σ-ìíîæèí

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òåîðåìó, ÿêà äà¹ àëüòåðíàòèâíèé ñïîñiá ïîäàííÿ

Σ-ìíîæèíè S âèäó (3.2). Ïðè äîâåäåííi íàìè áóäå âèêîðèñòàíà ìåòðèêà

Ãàóñäîðôà, òîìó íàãàäà¹ìî ¨¨ îçíà÷åííÿ òà îñíîâíi âëàñòèâîñòi [22, 83].

Íåõàé X, Y � äâi íåïîðîæíi çàìêíåíi òà îáìåæåíi ïiäìíîæèíè ìåòðè-

÷íîãî ïðîñòîðó (M,ρ). Òîäi âiäñòàíü çà Ãàóñäîðôîì h(X, Y ), ìiæ X i Y ,

ùî iíäóêîâàíà ìåòðèêîþ ρ, âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

h(X, Y ) := inf{ε > 0 : X ⊆ Yε, Y ⊆ Xε},

äå Xε := {y : y ∈ M, ρ(y,X) 6 ε}, Yε := {x : x ∈ M, ρ(x, Y ) 6 ε}.
ßêùî ïðîñòiðM ïîâíèé i 2M � ìíîæèíà âñiõ êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíM ,

òî ãàóñäîðôîâà âiäñòàíü ìiæ ïiäìíîæèíàìè ¹ ìåòðèêîþ â 2M . Âëàñòèâîñòi

ìåòðèêè Ãàóñäîðôà:

1) h(
∪
i∈I

Ai,
∪
i∈I

Bi) 6 sup
i∈I

h(Ai, Bi);

2) ÿêùî A ⊂ B, òî h(A,B) 6 d(B), äå d(B) � äiàìåòð ìíîæèíè B;

3) ÿêùî X ⊂
∪
i∈I

Ai, òî h(X,
∪
i∈I

Ai) 6 sup
i∈I

d(Ai).

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé çàäàíî ñiì'þ êîìïàêòíèõ ìíîæèí {Bi1...ik}
(ik ∈ Ik, k ∈ N), ÿêi ìàþòü âëàñòèâîñòi:

1) Bi1...ik ⊃ Si1...ik;

2) Bi1...ikik+1
⊂ Bi1...ik;

3) lim
k→∞

d(Bi1...ik) = 0.

Òîäi ìíîæèíà S ìîæå áóòè ïîäàíà íàñòóïíèì ÷èíîì:

S =
∞∩
k=1

∪
(i1,...,ik)

Bi1...ik. (3.9)
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Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíè Bk :=
∪

(i1,...,ik)

Bi1...ik , ÿê öå âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi

2 ìíîæèí Bi1...ik , óòâîðþþòü ìîíîòîííî ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü:

B1 ⊃ B2 ⊃ . . . ⊃ Bk ⊃ . . .

Òîìó iñíó¹ ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi {Bk}, ïðè÷îìó lt
k→∞

Bk =
∞∩
k=1

Bk. Ïîêà-

æåìî, ùî öÿ ãðàíèöÿ ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ S. Âiäìiòèìî ñïî÷àòêó, ùî

ìíîæèíè Bk (k ∈ N) ¹ êîìïàêòíèìè ÿê ñêií÷åííi îá'¹äíàííÿ êîìïàêòíèõ

ìíîæèí. Çãiäíî ç òåîðåìîþ (3.1), ìíîæèíà S òàêîæ ¹ êîìïàêòíîþ. Ó ïðî-

ñòîði âñiõ êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè òîïîëîãi÷íà çái-

æíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {Bk} äî ãðàíèöi S ðiâíîñèëüíà çáiæíîñòi â ìåòðèöi

Ãàóñäîðôà. Îñêiëüêè

h(Bk, S) = h(
∪

(i1,...,ik)

Bi1...ik,
∪

(i1,...,ik)

Si1...ik) 6 sup
(i1,...,ik)

h(Bi1...ik, Si1...ik) 6

6 sup
(i1,...,ik)

d(Bi1...ik) → 0 (k → ∞),

òî ìà¹ìî S = lt
k→∞

Bk =
∞∩
k=1

Bk =
∞∩
k=1

∪
(i1,...,ik)

Bi1...ik . Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 3.1. Ó ñàìié òåîðåìi ìè íå äîâîäèëè iñíóâàííÿ äëÿ Σ-

ìíîæèíè S ñiì'¨ ìíîæèí {Bi1...ik} ç âiäïîâiäíèìè âëàñòèâîñòÿìè. Î÷åâèäíî,
ùî òàêèìè, íàïðèêëàä, ¹ îïóêëi îáîëîíêè öèëiíäðiâ Si1...ik .

Òåîðåìà 3.4. Äëÿ äâîâèìiðíî¨ ìiðè Ëåáåãà λ Σ-ìíîæèíè S âèêîíó¹-

òüñÿ ðiâíiñòü

λ(S) = lim
k→∞

λ(Bk) = lim
k→∞

λ(
∪

(i1,...,ik)

Bi1...ik), (3.10)

äå ìíîæèíè Bi1...ik çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà S, öèëiíäðè Si1...ik òà ìíîæèíè Bi1...ik ¹ âèìiðíè-

ìè çà Ëåáåãîì ÿê êîìïàêòíi ìíîæèíè. Òàê ñàìî, âèìiðíèìè ¹ i ìíîæèíè
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Bk =
∪

(i1,...,ik)

Bi1...ik (k ∈ N). Êðiì òîãî, ìíîæèíè Bk óòâîðþþòü ñïàäíó ïî-

ñëiäîâíiñòü: B1 ⊃ B2 ⊃ . . . ⊃ Bk ⊃ . . . , ïðè÷îìó, çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.3,

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü S = lt
k→∞

Bk. Ç äàíî¨ ðiâíîñòi, âèìiðíîñòi ìíîæèí Bk

òà íåïåðåðâíîñòi ìiðè Ëåáåãà i âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (3.10).

Íàñëiäîê 3.1. ßêùî äëÿ Σ-ìíîæèíè S =
∞⊕
k=1

Zk âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-

íiñòü

lim
k→∞

k∏
j=1

mj

( ∞∑
n=k+1

d(Zn)

)2

= 0, (3.11)

äå mj � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè Zj, d(Zn) � äiàìåòð ìíîæèíè Zn

(j, n = 1, 2, . . . ), òî ìíîæèíà S ìà¹ íóëüîâó äâîâèìiðíó ìiðó Ëåáåãà.

Ëåìà 3.3. Íåõàé Σ-ìíîæèíà S =
∞⊕
k=1

Zk çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìî-

âàì: à) âñi ìíîæèíè Zk ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié l ⊂ C, ÿêà ïðîõîäèòü

÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò; á) äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ k âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü

d(Zk) 6
∞∑

m=k+1

d(Zm). (3.12)

Òîäi ìíîæèíà S ¹ âiäðiçêîì (íà ïðÿìié l).

Äîâåäåííÿ. Áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî l ¹ äiéñíîþ âiñ-

ñþ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Äëÿ çðó÷íîñòi çàíóìåðó¹ìî åëåìåíòè zik ìíîæèí

Zk çà ïåðøèì iíäåêñîì ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ: zik < zi+1,k (i = 1, . . . ,mk−1).

ßê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.3 òà çàóâàæåííÿ 3.1, ìíîæèíó S ìîæíà ïîäà-

òè ó âèãëÿäi S =
∞∩
k=1

∪
(i1,...,ik)

convSi1...ik . Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà Hk :=∪
(i1,...,ik)

convSi1...ik ïðè âèêîíàííi íåðiâíîñòi (3.12) ¹ âiäðiçêîì, ïðè÷îìó îäíèì

i òèì æå äëÿ âñiõ k. Çàôiêñó¹ìî íàáið (j1, . . . , jk−1) ∈
k−1∏
p=1

Ip (íàãàäà¹ìî, ùî

Ip = {1, . . . ,mp} � ìíîæèíà ïåðøèõ iíäåêciâ åëåìåíòiâ ìíîæèíè Zp) i ðîç-

ãëÿíåìî ñóêóïíiñòü îïóêëèõ îáîëîíîê öèëiíäðiâ Sj1...jk−11,...,

Sj1...jk−1mk
. Îñêiëüêè â äàíîìó âèïàäêó öèëiíäðè ¹ êîìïàêòíèìè ïiäìíîæè-

íàìè äiéñíî¨ îñi, òî convSi1...ik ¹ âiäðiçêîì [minSi1...ik,maxSi1...ik]. Ç îçíà÷å-
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ííÿ òà âëàñòèâîñòåé öèëiíäðiâ, à òàêîæ íàøî¨ äîìîâëåíîñòi ïðî íóìåðàöiþ

åëåìåíòiâ ìíîæèí Zk âèïëèâàþòü ðiâíîñòi

minSi1...ik =
k∑

p=1

zipp +
∞∑

p=k+1

z1p,

maxSi1...ik =
k∑

p=1

zipp +
∞∑

p=k+1

zmpp.

(3.13)

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi s, t ∈ Ik òà ðîçãëÿíåìî âiäðiçêè convSj1...jk−1s i

convSj1...jk−1t. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (3.12), òî, âðàõîâóþ÷è (3.13),

îäåðæèìî: maxSj1...jk−1s − minSj1...jk−1t > −d(Zk) +
∞∑

p=k+1

d(Zp) > 0.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî convSj1...jk−1s

∩
convSj1...jk−1t ̸= ∅.

Òîäi, ó ñâîþ ÷åðãó, ìíîæèíà Qj1...jk−1
:=

mk∪
jk=1

convSj1...jk−1jk òàêîæ áóäå âiä-

ðiçêîì (ÿê îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà âiäðiçêiâ, êîæíi äâà ç ÿêèõ ìàþòü

íåïîðîæíié ïåðåðiç). Î÷åâèäíî, ùî

minQj1...jk−1
= minSj1...jk−1

, maxQj1...jk−1
= maxSj1...jk−1

.

Òîäi Qj1...jk−1
= convSj1...jk−1

.

Îòæå, ïðè âèêîíàííi óìîâ ëåìè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
mk∪
jk=1

convSj1...jk−1jk = convSj1...jk−1
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è äàíó ðiâíiñòü, îòðèìà¹ìî Hk = convS (∀k ∈ N), çâiäêè

âèïëèâà¹, ùî S =
∞∩
k=1

Hk = convS. Îñêiëüêè S ¹ êîìïàêòíîþ ïiäìíîæèíîþ

÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨, òî convS ¹ âiäðiçêîì. Ëåìó äîâåäåíî.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó Σ-ìíîæèíó S =
∞⊕
k=1

Zk. Íåõàé òàêîæ çàäàíî äâi

íåñêií÷åííi äèç'þíêòíi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N:

A1 = {a11, a12, . . . , a1k, . . . }, A2 = {a21, a22, . . . , a2k, . . . }.

Òåîðåìà 3.5. ßêùî ìíîæèíè Zaik çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

1. Zaik ⊂ li, äå li ⊂ C (i = 1, 2) � ïðÿìi, ÿêi ìàþòü ðiâíî îäíó ñïiëüíó

òî÷êó � ïî÷àòîê êîîðäèíàò;
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2. äëÿ âñiõ k ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

d(Zaik) 6
∞∑

p=k+1

d(Zaip), i ∈ {1, 2}, (3.14)

òî ìíîæèíà S ìà¹ äîäàòíó ìiðó Ëåáåãà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A3 := N \ (A1 ∪ A2). Òîäi, îñêiëüêè N =
3∪

j=1

Aj i

Ai ∩ Aj = ∅ ïðè i ̸= j, çãiäíî ç (3.7), ìà¹ìî ðiâíiñòü

S =
3⊕

j=1

⊕
k∈Aj

Zk

 . (3.15)

Ç óìîâ òåîðåìè òà ëåìè 3.3 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíè SAj
:=

⊕
k∈Aj

Zk ïðè

j = 1, 2 ¹ âiäðiçêàìè (ðîçòàøîâàíèìè íà âiäïîâiäíèõ ïðÿìèõ lj (j = 1, 2)).

Îñêiëüêè ïðÿìi l1 i l2 íåïàðàëåëüíi òà íå ñïiâïàäàþòü, òî àðèôìåòè÷íà

ñóìà SA1
⊕ SA2

¹ íåâèðîäæåíèì ïàðàëåëîãðàìîì. Ç (3.15) òà ãåîìåòðè÷íî¨

iíòåðïðåòàöi¨ âåêòîðíî¨ ñóìè ìíîæèí âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

S =
3⊕

j=1

SAj
= (SA1

⊕ SA2
) ⊕ SA3

=
∪

v∈SA3

tv(P ),

äå P = SA1
⊕ SA2

, tv(z) = z + v (z ∈ C) � òðàíñëÿöiÿ (ïàðàëåëüíå ïåðåíå-

ñåííÿ) íà âåêòîð v.

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà S ¹ àáî íåâèðîäæåíèì ïàðàëåëîãðàìîì (ïðè

A3 = ∅), àáî îá'¹äíàííÿì êîíãðóåíòíèõ íåâèðîäæåíèõ ïàðàëåëîãðàìiâ

(ïðè A3 ̸= ∅). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî S ìà¹ âíóòðiøíi òî÷êè i, âiäïîâiäíî,

äîäàòíó äâîâèìiðíó ìiðó Ëåáåãà. Òåîðåìó äîâåäåíî.

3.3. Ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi Σ-ìíîæèí

Ïiä ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè ìíîæèí ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ìè ðî-

çóìi¹ìî âëàñòèâîñòi, ïîâ'ÿçàíi ç ôðàêòàëüíèìè ìåòðè÷íèìè ðîçìiðíîñòÿ-

ìè ìíîæèí: åíòðîïiéíîþ, ðîçìiðíiñòþ Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à, ðîçìiðíiñòþ

Áiëëiíãñëi.
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Òåîðåìà 3.6. Äëÿ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à Σ-ìíîæèíè

S =
∞⊕
k=1

Zk âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

dimHS 6 dimBS 6 lim
k→∞

ln(
k∏

j=1

mj)

− ln(
∞∑

i=k+1

d(Zi))
, (3.16)

äå mj, d(Zj) � âiäïîâiäíî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ òà äiàìåòð ìíîæèíè Zj

(j ∈ N).

Äîâåäåííÿ. ßê âiäîìî [75], ÿêùî ìíîæèíà F ìîæå áóòè ïîêðèòà nk

ìíîæèíàìè ç äiàìåòðàìè, ùî íå ïåðåáiëüøóþòü δk, ïðè÷îìó δk → 0 ïðè

k → ∞, òî

dimHF 6 dimBF 6 lim
k→∞

lnnk

− ln δk
. (3.17)

ßê âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòåé öèëiíäðiâ, äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî k ìà-

¹ìî

S =
∪

(i1,...,ik)

Si1...ik ⊂
∪

(i1,...,ik)

Di1...ik, (3.18)

äå Di1...ik � çàìêíåíèé êðóã ðàäióñà Rk = 1√
3

∞∑
m=k+1

d(Zm), ùî ìiñòèòü öè-

ëiíäð Si1...ik , in ∈ In = {1, . . . ,mn}, n = 1, k. Òàêèì ÷èíîì, êðóãè Di1...ik

óòâîðþþòü ïîêðèòòÿ ìíîæèíè S, ïðè÷îìó δk = 2Rk, nk 6
k∏

j=1

mj. Ïiäñòàâ-

ëÿþ÷è îñòàííi âèðàçè â (3.17), îòðèìà¹ìî

dimHS 6 dimBS 6 lim
k→∞

lnnk

− ln δk
6 lim

k→∞

ln(
k∏

j=1

mj)

− ln( 2√
3

∞∑
i=k+1

d(Zi))
=

= lim
k→∞

ln(
k∏

j=1

mj)

− ln(
∞∑

i=k+1

d(Zi))
· lim
k→∞

1

1 +
ln( 2√

3
)

ln(
∞∑

i=k+1

d(Zi))

= lim
k→∞

ln(
k∏

j=1

mj)

− ln(
∞∑

i=k+1

d(Zi))
.
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3.4. Òîïîëîãî-ìåòðè÷íi òà ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi ìíîæèí

íåïîâíèõ ñóì àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ ç êîìïëåêñíèìè

÷ëåíàìè

Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì ðÿäó (1.4) ¹ Σ-ìíîæèíîþ, îñêiëü-

êè âîíà ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi S(c) =
∞⊕
k=1

Ck, äå Ck = {0, ck}.

Çâiäñè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi ìíîæèíè S(c), ÿê êîí-

òèíóàëüíiñòü, êîìïàêòíiñòü òà äîñêîíàëiñòü.

Òåîðåìà 3.7. ßêùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ k âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|ck| >
∞∑

m=k+1

|cm|, (3.19)

òî ìíîæèíà S(c) ¹ öiëêîì íåçâ'ÿçíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà S(c) ¹ öåíòðàëüíî-ñèìåòðè÷íîþ Σ-ìíîæèíîþ, òî-

ìó, çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.1, âîíà áóäå öiëêîì íåçâ'ÿçíîþ, ÿêùî äëÿ âñiõ íà-

òóðàëüíèõ k áóäå âèêîíóâàòèñü íåðiâíiñòü

l(Ck) >
∞∑

m=k+1

d(Cm), (3.20)

äå l(Ck) := min
u,v∈Ck
u̸=v

|u− v|, d(Ck) := max
u,v∈Ck

|u− v|.

Îñêiëüêè l(Ck) = |ck| = d(Ck) (∀k ∈ N), òî íåðiâíiñòü (3.20) íàáóâà¹

âèãëÿäó (3.19). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3.8. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
k→∞

2k

( ∞∑
n=k+1

|cn|

)2

= 0, (3.21)

òî ìíîæèíà S(c) ìà¹ íóëüîâó äâîâèìiðíó ìiðó Ëåáåãà.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç íàñëiäêîì ç òåîðåìè 3.4, äîñòàòíüîþ óìîâîþ íóëü-

ìiðíîñòi ìíîæèíè S(c) =
∞⊕
k=1

Ck ¹ âèêîíàííÿ ðiâíîñòi

lim
k→∞

k∏
j=1

mj

( ∞∑
n=k+1

d(Cn)

)2

= 0, (3.22)
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äå mj � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè Cj, d(Cj) � äiàìåòð ìíîæèíè Cj

(j = 1, 2, . . . ) Òîäi, âðàõîâóþ÷è, ùî â äàíîìó âèïàäêó mj = 2, d(Cj) = |cj|
(∀j ∈ N), ìîæíà çàïèñàòè ðiâíiñòü (3.22) ó ñïðîùåíîìó âèãëÿäi (3.21).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íåõàé çàäàíî äâi íåñêií÷åííi äèç'þíêòíi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè íàòó-

ðàëüíèõ ÷èñåë N: A1 = {a11, a12, . . . , a1k, . . . }, A2 = {a21, a22, . . . , a2k, . . . }.
Ç òåîðåìè 3.5 òà âëàñòèâîñòåé ìíîæèí Ck (k ∈ N) âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåð-

äæåííÿ äëÿ ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì ðÿäó (1.4).

Òåîðåìà 3.9. ßêùî ìíîæèíè Caik çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

1. Caik ⊂ li, äå li ⊂ C (i = 1, 2) � ïðÿìi, ÿêi ìàþòü ðiâíî îäíó ñïiëüíó

òî÷êó � ïî÷àòîê êîîðäèíàò,

2. äëÿ âñiõ k ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|caik| 6
∞∑

p=k+1

|caip|, i ∈ {1, 2},

òî ìíîæèíà S(c) =
∞⊕
k=1

Ck ìà¹ äîäàòíó ìiðó Ëåáåãà.

Äëÿ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ìíîæèíè S(c) âèêîíó¹òüñÿ íà-

ñòóïíå òâåðäæåííÿ, ÿêå ¹ ðåàëiçàöi¹þ òåîðåìè 3.6 äëÿ ìíîæèíè íåïîâíèõ

ñóì.

Òåîðåìà 3.10. Äëÿ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì

ðÿäó (1.4) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

dimHS(c) 6 dimBS(c) 6 lim
k→∞

k ln(2)

− ln(
∞∑

i=k+1

|ci|)
. (3.23)
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó öüîìó ðîçäiëi ââåäåíî â ðîçãëÿä êëàñ êîìïàêòíèõ ìíîæèí � òàê çâà-

íèõ Σ-ìíîæèí, ÿêi ¹ çáiæíèìè (â ñåíñi òîïîëîãi÷íî¨ ãðàíèöi) íåñêií÷åííèìè

àðèôìåòè÷íèìè ñóìàìè ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí C. Öi ìíîæèíè ¹ ïðèðîäíiì

óçàãàëüíåííÿì (íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi) ìíîæèí íåïîâíèõ ñóì àáñîëþòíî

çáiæíèõ ðÿäiâ ç êîìïëåêñíèìè ÷ëåíàìè, îäíîðiäíèõ ñàìîïîäiáíèõ òà ñàìî-

àôiííèõ ìíîæèí òà àðèôìåòè÷íèõ ñóì ñêií÷åííîãî ÷èñëà òàêèõ ìíîæèí.

Ñïåêòðè ðîçïîäiëiâ äåÿêèõ êëàñiâ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

òèïó Äæåññåíà-Âiíòíåðà òàêîæ ¹ ïðèêëàäàìè Σ-ìíîæèí. Îñíîâíà óâàãà

ïðèäiëÿ¹òüñÿ âèâ÷åííþ òîïîëîãî-ìåòðè÷íèõ òà ôðàêòàëüíèõ âëàñòèâîñòåé

Σ-ìíîæèí.

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè äàíîãî ðîçäiëó ¹ äîâåäåííÿ íàñòóïíèõ âëàñòè-

âîñòåé Σ-ìíîæèí:

� êîíòèíóàëüíiñòü, äîñêîíàëiñòü òà êîìïàêòíiñòü (ëåìà 3.1 òà òåîðå-

ìà 3.2);

� äîñòàòíi óìîâè öiëêîì íåçâ'ÿçíîñòi (òåîðåìà 3.1);

� äîñòàòíi óìîâè íóëüìiðíîñòi (âiäíîñíî äâîâèìiðíî¨ ìiðè Ëåáåãà) (íà-

ñëiäîê 3.1);

� äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ âíóòðiøíiõ òî÷îê (i âiäïîâiäíî äîäàòíîñòi

äâîâèìiðíî¨ ìiðè Ëåáåãà) (òåîðåìà 3.5).

Çíàéäåíî âåðõíþ îöiíêó äëÿ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à äîâiëü-

íî¨ Σ-ìíîæèíè.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi ó ðîáîòi [4a] òà äîïîâiäàëèñü íà

ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ [12a].
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ÐÎÇÄIË 4

ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÃÅÎÌÅÒÐI� ÀÁÑÎËÞÒÍÎ ÇÁIÆÍÈÕ

ÐßÄIÂ Ç ÊÎÌÏËÅÊÑÍÈÌÈ ×ËÅÍÀÌÈ

4.1. Ìíîæèíà ìîæëèâèõ çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íà âèïàäêîâà âåëè÷èíà

ζ =
∞∑
k=1

2

3k
εηk ≡ ∆η1...ηk..., (4.1)

äå iíäåêñè ηk � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ùî íàáóâàþòü çíà÷åíü 0, 1,

2, 3, 4 ç éìîâiðíîñòÿìè p0k, p1k, p2k, p3k, p4k âiäïîâiäíî, pik > 0,
4∑

i=0

pik = 1

(∀k ∈ N), εm = e
mπi
2 = im (m = 0, 1, 2, 3) � êîðåíi 4-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi,

ε4 = 0.

Îñêiëüêè εm = cos mπ
2 + i sin mπ

2 (m = 0, 3), ε4 = 0, òî

ζ = ζ1 + iζ2 =
∞∑
k=1

2

3k
µk + i

∞∑
k=1

2

3k
νk, (4.2)

µk =

cos πηk
2 , ηk ∈ {0, 1, 2, 3},

0, ηk = 4,

νk =

sin πηk
2 , ηk ∈ {0, 1, 2, 3},

0, ηk = 4,

äå ζ1, ζ2 � äiéñíîçíà÷íi âèïàäêîâi âåëè÷èíè òèïó Äæåññåíà-Âiíòíåðà, ÿêi,

âçàãàëi êàæó÷è, íå ¹ íåçàëåæíèìè.

Ó äàíié ðîáîòi ìè öiêàâèìîñü ëåáåãiâñüêîþ ñòðóêòóðîþ ðîçïîäiëó âè-

ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ, òî÷êîâèì ñïåêòðîì (ìíîæèíîþ àòîìiâ), òîïîëîãî-
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ìåòðè÷íèìè i ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè ¨¨ ñïåêòðà (ìiíiìàëüíîãî çà-

ìêíåíîãî íîñiÿ) òà ñóòò¹âîãî íîñiÿ ùiëüíîñòi.

Ëåìà 4.1. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ζ íàáóâà¹ çíà÷åíü ç ìíîæèíè

V = {z : z =
∞∑
k=1

2

3k
εik ≡ ∆i1...ik...}, (4.3)

äå ïîñëiäîâíîñòi (ik) ïðîáiãàþòü ïðîñòið L ≡ A∞
5 = A5×A5×· · ·×A5×. . . ,

ÿêà ¹ çâ'ÿçíîþ ñàìîïîäiáíîþ ôðàêòàëüíîþ êðèâîþ ç ðîçìiðíiñòþ ln 5
ln 3.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøà ÷àñòèíà òâåðäæåííÿ ¹ î÷åâèäíîþ, äîâåäåìî äðóãó

÷àñòèíó òâåðäæåííÿ.

Ìíîæèíà V ¹ ñàìîïîäiáíîþ, îñêiëüêè ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi îá'¹ä-

íàííÿ

V =
4∪

j=0

Vj, äå Vj = {z : z =
2

3
εj +

1

3

∞∑
k=1

2

3k
εik}.

Ïðè öüîìó Vj = fj(V ), äå fj(z) = 1
3z + 2

3εj � ïåðåòâîðåííÿ ïîäiáíîñòi êîì-

ïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç êîåôiöi¹íòîì ïîäiáíîñòi 1
3 . Òîìó ¨¨ ñàìîïîäiáíà ðîçìið-

íiñòü äîðiâíþ¹ ln 5
ln 3 ÿê ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ 5(13)x = 1.

Ç íåðiâíîñòi

|
∞∑
k=1

2

3k
εik| 6

∞∑
k=1

| 2

3k
εik| =

∞∑
k=1

2

3k
= 1

âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà V ìiñòèòüñÿ â êðóçi îäèíè÷íîãî ðàäióñà ç öåíòðîì

â òî÷öi 0. Òîäi ìíîæèíà Vj ìiñòèòüñÿ â êðóçi Cj ç ðàäióñîì 1
3 òà öåíòðîì

zj = 2
3εj. Çâiäcè âèäíî, ùî Vk ∩ Vm = ∅ ïðè k ̸= 4 ̸= m. Ðàçîì ç öèì

V4 ∩ V0 = ∆4(0) = ∆0(2), V4 ∩ V1 = ∆4(1) = ∆1(3),

V4 ∩ V2 = ∆2(0) = ∆4(2), V4 ∩ V3 = ∆4(3) = ∆3(1),

òîáòî V4∩Vj = ∆4(j) = 1
3εj. Ç öüîãî i ç ñàìîïîäiáíîñòi ìíîæèíè V âèïëèâà¹

¨¨ çâ'ÿçíiñòü. À iç çíà÷åííÿ ñàìîïîäiáíî¨ ðîçìiðíîñòi ln 5
ln 3 < 2 � òå, ùî âîíà

¹ ëiíi¹þ.
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Çàóâàæåííÿ 4.1. Ç âèðàçiâ ïåðåòâîðåíü ïîäiáíîñòi, ÿêi âèçíà÷àþòü ìíî-

æèíó V , ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî âîíà ¹ âiäîìîþ ôðàêòàëüíîþ êðèâîþ � ôðà-

êòàëîì Âè÷åêà [56].

Íàñëiäîê 4.1. Ïðè âèêîíàííi óìîâ ëåìè ôðàêòàëüíà ðîçìiðíiñòü

Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ìíîæèíè ìîæëèâèõ çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

ζ äîðiâíþ¹ ln 5
ln 3.

Íàñëiäîê 4.2. ßêùî â ìàòðèöi ∥pik∥ âiäñóòíi íóëi, òî ñïåêòð Sζ

(ìiíiìàëüíèé çàìêíåíèé íîñié) ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ ñïiâïàäà¹

ç ìíîæèíîþ V .

Îçíà÷åííÿ 4.1. Ñêîðî÷åíå (ñèìâîëi÷íå) çîáðàæåííÿ ∆i1...ik... ðÿäó
∞∑
k=1

2
3k
εik = z i éîãî ñóìè z íàçèâàòèìåìî öèëiíäðè÷íèì.

Î÷åâèäíî, ùî öèëiíäðè÷íå çîáðàæåííÿ ¹ ï'ÿòèñèìâîëüíèì êîäóâàííÿì

òî÷îê ìíîæèíè V , îñêiëüêè ik ∈ A5 ≡ {0, 1, 2, 3, 4} (∀k ∈ N). Ç äîâåäåííÿ

ïîïåðåäíüî¨ ëåìè âèïëèâà¹, ùî òî÷êè çëi÷åííî¨ ìíîæèíè ìàþòü ïî äâà

çîáðàæåííÿ, îñêiëüêè

∆c1...cm4(j) = ∆c1...cmj(i), äå |i− j| = 2, 0 6 i 6 3.

Çàóâàæåííÿ 4.2. Íåâàæêî äîâåñòè, ùî òî÷êè ìíîæèíè V , öèëiíäðè-

÷íå çîáðàæåííÿ ÿêèõ íå ìiñòèòü ïðîñòîãî ïåðiîäó (òîáòî ïåðiîäó ç îäíi¹¨

öèôðè), ìàþòü ¹äèíå çîáðàæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 4.2. Íåõàé (c1, . . . , ck) � ôiêñîâàíèé íàáið ñèìâîëiâ (öèôð)

ç àëôàâiòó A5 = {0, 1, 2, 3, 4}. Öèëiíäðîì ðàíãó k ç îñíîâîþ c1 . . . ck íàçè-

âà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ òî÷îê ïëîùèíè, ÿêi ìàþòü öèëiíäðè÷íå çîáðàæåííÿ

ç ïåðøèìè ñèìâîëàìè c1, c2, . . . , ck âiäïîâiäíî, òîáòî

∆c1...ck = {z : z =
k∑

m=1

2

3m
εcm +

∞∑
m=k+1

2

3m
εim, ik+n ∈ A5 (∀n ∈ N)}. (4.4)

Ëåìà 4.2. Öèëiíäðè ìàþòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:
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1. ∆c1...ck =
4∪

c=0
∆c1...ckc;

2.
∞∩
k=1

∆c1...ck = ∆c1...ck...;

3. ìiíiìàëüíèì çàìêíåíèì êðóãîì, ÿêèé ìiñòèòü öèëiíäð ∆c1...ck ¹

êðóã ç ðàäióñîì 1
3k

òà öåíòðîì â òî÷öi
k∑

j=1

2
3k
εcj (ïîçíà÷àòèìåìî

òàêèé êðóã ωc1...ck);

4. ωc1...ck ⊃
4∪

c=0
ωc1...ckc;

5. äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (ck), ck ∈ A5 ìàþòü ìiñöå ðiâíiñòi:

∞∩
k=1

ωc1...ck =
∞∩
k=1

∆c1...ck... = ∆c1...ck...;

6. ∂ωc1...ck∩∆c1...ck = {∆c1...ck(j), j = 0, 3}, äå ∂ωc1...ck � êîëî, ùî ¹ ìåæåþ

êðóãà ωc1...ck.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøà âëàñòèâiñòü áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ öè-

ëiíäðà. Äîâåäåìî äðóãó âëàñòèâiñòü. Äëÿ äiàìåòðà öèëiíäðè÷íî¨ ìíîæèíè

ìà¹ìî

d(∆c1...ck) = sup
z′,z′′∈∆c1...ck

|z′ − z′′| = sup
z′,z′′∈∆c1...ck

|
∞∑

j=k+1

2

3j
(εij(z′)j − εij(z′′)j)| 6

6 sup
z′,z′′∈∆c1...ck

∞∑
j=k+1

2

3j
|εij(z′)j − εij(z′′)j| 6 2

∞∑
j=k+1

2

3j
=

2

3k
,

(4.5)

ïðè÷îìó ó òî÷êàõ z1 = ∆c1...ck(0) i z2 = ∆c1...ck(2) äîñÿãà¹òüñÿ ðiâíiñòü

|z1 − z2| = 2
3k
. Îòæå, d(∆c1...ck) = 2

3k
.

Òàêèì ÷èíîì, öèëiíäðè óòâîðþþòü ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü çàìêíåíèõ ìíî-

æèí:

∆c1 ⊃ ∆c1c2 ⊃ · · · ⊃ ∆c1...ck ⊃ . . . ,

ïðè÷îìó d(∆c1...ck) → 0 (k → ∞). Òîäi ïåðåðiç
∞∩
k=1

∆c1...ck iñíó¹ i ìiñòèòü îäíó

òî÷êó z∗. Îñêiëüêè ∆c1...ck... ∈ ∆c1...ck (∀k ∈ N), òî z∗ = ∆c1...ck.... Âëàñòèâiñòü

äîâåäåíî.
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Äëÿ äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòi 3 ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó z ∈ ∆c1...ck . Ç

îçíà÷åííÿ öèëiíäðà âèïëèâà¹, ùî z =
k∑

j=1

2
3j εcj +

∞∑
j=k+1

2
3j εij . Òîäi

|z −
k∑

j=1

2

3j
εcj | 6

1

3k
.

Îòæå, z ìiñòèòüñÿ â êðóçi ðàäióñà 1
3k
ç öåíòðîì â òî÷öi

k∑
j=1

2
3j εcj . Ïîçíà÷èìî

öåé êðóã ωc1...ck . Ç äîâiëüíîñòi âèáîðó z âèïëèâà¹, ùî ∆c1...ck ⊂ ωc1...ck . Äi-

àìåòð êðóãà íå ìîæå áóòè çìåíøåíèé, îñêiëüêè äëÿ òî÷îê z1 = ∆c1...ck(0) i

z2 = ∆c1...ck(2) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü |z1 − z2| = 2
3k
.

Äîâåäåìî ÷åòâåðòó âëàñòèâiñòü. Âîíà ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî äëÿ âñiõ

c ∈ A5 âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ ωc1...ck ⊃ ωc1...ckc . Ðàäióñè êðóãiâ ωc1...ck òà

ωc1...ckc (c ∈ A5) äîðiâíþþòü 1
3k
òà 1

3k+1 âiäïîâiäíî. À âiäñòàíü ìiæ öåíòðàìè

öèõ êðóãiâ äîðiâíþ¹ | 2
3k+1εc| 6 2

3k+1 . Îòæå, ωc1...ck ⊃ ωc1...ckc (∀c ∈ A5). À,

çíà÷èòü, ωc1...ck ⊃
4∪

c=0
ωc1...ckc.

Ï'ÿòà âëàñòèâiñòü âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòåé 2-4 öèëiíäðiâ.

4.2. Êðèòåðié äèñêðåòíîñòi, òî÷êîâèé ñïåêòð ðîçïîäiëó ζ

Ëåìà 4.3. 1) ßêùî òî÷êà z = ∆i1(z)i2(z)...ik(z)... ìà¹ ¹äèíå öèëiíäðè÷íå

çîáðàæåííÿ, òî

P{ζ = z} =
∞∏
k=1

pik(z)k.

2) ßêùî òî÷êà z ìà¹ äâà öèëiíäðè÷íèõ çîáðàæåííÿ ∆i1i2...im4(j) i ∆i1i2...imj(i),

òî

P{ζ = z} =

(
p4,m+1 ·

∞∏
k=m+2

pjk + pj,m+1 ·
∞∏

k=m+2

pik

)
·

m∏
k=1

pikk, (4.6)

ïðè÷îìó ïðèíàéìíi îäèí ç íåñêií÷åííèõ äîáóòêiâ â ïðàâié ÷àñòèíi äîðiâ-

íþ¹ 0.
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Äîâåäåííÿ. 1) Ç ¹äèíîñòi öèëiíäðè÷íîãî çîáðàæåííÿ òî÷êè z ìà¹ìî

{ζ = z} = {η1 = i1, η2 = i2, . . . , ηk = ik, . . . }.

Îñêiëüêè ïîäi¨ {ηk = ik} (k = 1, 2, . . . ) íåçàëåæíi, òî

P{ζ = z} =
∞∏
k=1

P{ηk = ik} =
∞∏
k=1

pikk. (4.7)

2) Îñêiëüêè z ìà¹ äâà öèëiíäðè÷íi çîáðàæåííÿ, òî

{ζ = z} = {ζ = ∆i1i2...im4(j)} + {ζ = ∆i1i2...imj(i)},

ïðè÷îìó îáèäâi ïîäi¨ îñòàííüî¨ ñóìè ¹ íåñóìiñíèìè. Òîìó ìà¹ ìiñöå (4.6).

Îñêiëüêè i ̸= j, òî ëèøå îäèí ç íåñêií÷åííèõ äîáóòêiâ ìîæå çáiãàòèñü.

Íàãàäà¹ìî, ùî òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ àòîìîì ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè-

÷èíè ξ, ÿêùî P{ξ = x0} > 0. Ñóêóïíiñòü âñiõ àòîìiâ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨

âåëè÷èíè ξ íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ òî÷êîâèì ñïåêòðîì i ïîçíà÷à¹òüñÿ Dξ.

Òåîðåìà 4.1. Ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ ¹ ÷èñòî äèñêðåòíèì àáî

÷èñòî íåïåðåðâíèì, ïðè÷îìó äèñêðåòíèì � òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

M =
∞∏
k=1

max
06j64

{pjk} > 0; (4.8)

Ó âèïàäêó äèñêðåòíîñòi òî÷êîâèé ñïåêòð Dζ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âå-

ëè÷èíè ζ ìîæå áóòè ïîäàíèé ÿê îá'¹äíàííÿ

Dζ =
∞∪
k=0

Dk,

äå Dk � ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ òî÷îê âèäó

z =
k∑

j=1

2

3j
εij +

∞∑
j=k+1

2

3j
εmj

,

ïðè÷îìó iíäåêñè (ñèìâîëè) ij (j = 1, k) íàáóâàþòü âñiõ ìîæëèâèõ çíà-

÷åíü ç ìíîæèíè A5, à mn � òàêèé iíäåêñ, ùî max
06l64

{pln} = pmnn (n ∈ N).
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Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ζ ìà¹ äèñêðåòíèé

ðîçïîäië i z0 = ∆a1a2...ak... � îäèí ç éîãî àòîìiâ. Ïðèïóñòèìî, ùî M = 0.

Òîäi

P{ζ = ∆a1a2...ak...} =
∞∏
k=1

pakk 6
∞∏
k=1

max
06j64

{pjk} = 0 (4.9)

äëÿ îáîõ çîáðàæåíü (ÿêùî z òàêi ìà¹), àëå öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ ïðî

òå, ùî z0 � àòîì. Îòæå, ïîâèííà âèêîíóâàòèñü íåðiâíiñòü M > 0. Íåîáõi-

äíiñòü äîâåäåíî.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ (4.8). Òîäi î÷åâèäíî, ùî z′ = ∆m1...mk...

i âñi òî÷êè âèäó z′′ = ∆i1...ikmk+1mk+2..., äå pijj > 0 (j = 1, k) ¹ àòîìàìè ðîç-

ïîäiëó ζ. Ïîêàæåìî, ùî ζ ìà¹ äèñêðåòíèé ðîçïîäië.

ÍåõàéDk = {z : z = ∆i1...ikmk+1mk+2...}, äå iíäåêñè ij (j = 1, k) íàáóâàþòü

âñiõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü ç ìíîæèíè A5. Òîäi

P{ζ ∈ Dk} =
4∑

i1=0

· · ·
4∑

ik=0

 k∏
j=1

pijj ·
∞∏

j=k+1

pmjj

 =

=
k∏

j=1

4∑
ij=0

pijj ·
∞∏

j=k+1

pmjj =
∞∏

j=k+1

pmjj.

(4.10)

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó D =
∞∪
k=0

Dk. Âîíà ¹ çëi÷åííîþ ÿê îá'¹äíàííÿ çëi÷åí-

íîãî ÷èñëà ñêií÷åííèõ ìíîæèí. Ìíîæèíè Dk óòâîðþþòü çðîñòàþ÷ó ïîñëi-

äîâíiñòü:

{z0} = D0 ⊂ D1 ⊂ · · · ⊂ Dk ⊂ . . . , (4.11)

òîìó, âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü éìîâiðíîñòi, ìà¹ìî

P{ζ ∈ D} = lim
k→∞

P{ζ ∈ Dk} = lim
k→∞

∞∏
j=k+1

pmjj. (4.12)

Îñêiëüêè íåñêií÷åííèé äîáóòîê
∞∏
k=1

pmkk çáiãà¹òüñÿ, òî

lim
k→∞

∞∏
j=k+1

pmjj = 1.
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Îòæå, P{ζ ∈ D} = 1. Òàêèì ÷èíîì, ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ

çîñåðåäæåíèé íà çëi÷åííié ìíîæèíi D, òîáòî ¹ äèñêðåòíèì. Ïðè öüîìó

Sζ = Dζ = D =
∞∪
k=0

Dk. Äîñòàòíiñòü äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 4.3. Ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ ¹ íåïåðåðâíèì òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè M = 0.

4.3. Âèïàäîê íåïåðåðâíîñòi ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ

Äàëi çîñåðåäèìî ñâîþ óâàãó íà âèïàäêó íåïåðåðâíîñòi ðîçïîäiëó ζ, òîá-

òî, êîëè P{ζ = z} = 0 äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ V, à öå, çãiäíî ç ïîïåðåäíüîþ

òåîðåìîþ, ðiâíîñèëüíî ðiâíîñòi M = 0.

Ëåìà 4.4. Äëÿ äîâiëüíîãî öèëiíäðà ∆i1...ik i âiäïîâiäíîãî êðóãà ωi1i2...ik

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü:

P{ζ ∈ ωi1i2...ik} = P{ζ ∈ ∆i1i2...ik} =
k∏

j=1

pijj. (4.13)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi ∆i1...ik = V ∩∆i1...ik = ωi1...ik∩
∆i1...ik i P{ζ ∈ (V ∩ ωi1...ik)\∆i1...ik} = 0, òî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

P{ζ ∈ ωi1i2...ik} = P{ζ ∈ ∆i1i2...ik}.

Âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ðîçïîäiëó ζ i íåçàëåæíiñòü ηk, ìà¹ìî

P{ζ ∈ ∆i1i2...ik} =
k∏

j=1

pijj.

Ëåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 4.2. Ñïåêòðîì Sζ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ ¹ ìíî-

æèíà

C = {z : z = ∆i1...ik..., pijj > 0 ∀j ∈ N}.
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Äîâåäåííÿ. 1. Ïîêàæåìî, ùî C ⊂ Sζ . Íåõàé z = ∆i1...ik... ∈ C. Òîäi

P{ζ ∈ ∆i1...ik} =
k∏

j=1

pijj > 0

äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî k. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0. Îñêiëüêè äià-

ìåòð ìíîæèíè ∆i1...ik äîðiâíþ¹
1
3k
, òî ìîæíà âêàçàòè òàêèé íîìåð k = k∗,

ùî öèëiíäð ∆i1...ik∗ ðàíãó k∗ áóäå ïîâíiñòþ ìiñòèòèñü â ε-îêîëi òî÷êè z (ïî-

çíà÷èìî éîãî Oε(z)). Òîäi

P{ζ ∈ Oε(z)} > P{ζ ∈ ∆i1...ik∗} =
k∗∏
j=1

pijj > 0.

Òîáòî z ∈ Sζ . À, çíà÷èòü, C ⊂ Sζ .

2. Ïîêàæåìî, ùî Sζ ⊂ C. Íåõàé z ∈ Sζ , òîáòî

P{ζ ∈ Oε(z)} > 0 ∀ε. (4.14)

Äîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî

j âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Pij(z)j > 0.

1) ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî pi1(z)1 > 0, òî çãiäíî çàóâàæåííÿ

P{ζ ∈ △i1(z)} = P{ζ ∈ O1/3(z)} = 0,

ùî ñóïåðå÷èòü íåðiâíîñòi (4.14). Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü, ùî

pi1(z)1 > 0.

2) Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî pijj > 0 äëÿ âñiõ j 6 k, òîáòî

P{ζ ∈ △i1(z)...ik(z)} =
k∏

j=1

pijj > 0.

3) Ðîçãëÿíåìî j = k + 1. ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî pik+1(z),k+1 = 0, òî îòðè-

ìà¹ìî

P{ζ△i1(z)...ik(z)ik+1(z)} = P{ζ ∈ O1/3k+1(z)} = pik+1(z),k+1

k∏
j=1

pijj = 0,
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ùî ñóïåðå÷èòü (4.14).

Îòæå, çãiäíî ç ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ pijj > 0 ∀j ∈ N.

Òîìó z ∈ C, çâiäêè Sζ ⊂ C i ðiâíiñòü Sζ = C äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 4.4. ßêùî M = 0, òî ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ ¹

ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèì, òîáòî îðòîãîíàëüíèì äâîâèìiðíié ìiði Ëåáåãà.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äèñêðåòíiñòü ðîçïîäiëó â.â. ζ ðiâíîñèëüíà âèêî-

íàííþ óìîâè (4.8), òî ðîçïîäië áóäå íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

M = 0. Ïðè öüîìó âií ìîæå áóòè ëèøå ñèíãóëÿðíèì, îñêiëüêè äëÿ äâîâè-

ìiðíî¨ ìiðè Ëåáåãà éîãî ñïåêòðà âèêîíó¹òüñÿ λ(Sζ) 6 λ(V ) = 0. Òâåðäæå-

ííÿ äîâåäåíî.

4.4. Âèïàäîê îäíàêîâî¨ ðîçïîäiëåíîñòi ñèìâîëiâ

Ëåìà 4.5. ßêùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ηk îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi, òîáòî

pik = pi (∀k ∈ N), i = 0, 4, òî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiÿ

âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

Mζ = p0 − p2 + i(p1 − p3),

Dζ =
1

2
(p21+p23−p20−p22+2p0p2−2p1p3+p0−p1+p2−p3−2(p0−p2)(p1−p3)i).

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ îòðèìó¹ìî

ζ =
2

3
εη1 +

1

3
ζ̂ ,

äå äîäàíêè ¹ íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè, ïðè÷îìó ζ i ζ̂ ìà-

þòü îäíàêîâi ðîçïîäiëè (à îòæå, Mζ = Mζ̂ i Dζ = Dζ̂). Òîìó, âðàõîâóþ÷è

âëàñòèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñi¨, ìà¹ìî

Mζ = M[
2

3
εη1] +

1

3
Mζ̂ =

2

3
M[εη1] +

1

3
Mζ,

Dζ =
4

9
D[εη1] +

1

9
Dζ̂ =

4

9
D[εη1] +

1

9
Dζ.
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Çâiäcè

Mζ = M[εη1] =
4∑

k=0

εkpk =
3∑

k=0

εkpk = p0 + ip1 − p2 − ip3.

À îòæå,

Mζ = p0 − p2 + i(p1 − p3).

Âiäïîâiäíî äëÿ äèñïåðñi¨ ìà¹ìî

8

9
Dζ =

4

9
(M[ε2η1] − M2[εη1]).

À îòæå,

Dζ =
1

2
(p0 − p1 + p2 − p3 − ((p0 − p2) + i(p1 − p3))

2) =

=
1

2
(p21 + p23− p20− p22 + 2p0p2− 2p1p3 + p0− p1 + p2− p3− 2(p0− p2)(p1− p3)i)

Ëåìà 4.6. Íåõàé pik = pi (∀k ∈ N), i = 0, 4. Òîäi Sζ ¹ ñàìîïîäiáíîþ

ìíîæèíîþ, ñàìîïîäiáíà ðîçìiðíiñòü ÿêî¨ äîðiâíþ¹ log3m, äå m � êiëü-

êiñòü äîäàòíèõ êîîðäèíàò éìîâiðíiñíîãî âåêòîðà p = (p0, p1, p2, p3, p4),

ïðè÷îìó

1. ÿêùî p0 = p2 = 0 (àáî p1 = p3 = 0), à p1p3p4 ̸= 0 (àáî p0p2p4 ̸= 0),

òî Sζ ¹ âiäðiçêîì;

2. ÿêùî p4 = 0 i p0p1p2p3 ̸= 0, òî Sζ ¹ öiëêîì íåçâ'ÿçíîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé pi = 0 ïðè i ∈ J ⊂ A5. Òîäi ñïåêòð ðîçïîäiëó âèïàä-

êîâî¨ âåëè÷èíè ζ ñïiâïàäà¹ ç íàñòóïíîþ ìíîæèíîþ:

VI = {z : z = ∆i1...ik...}, (4.15)

äå ik (k ∈ N) íàáóâàþòü âñiõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü ç ìíîæèíè I = A5 \ J .
Ìíîæèíà VI ¹ ñàìîïîäiáíîþ, îñêiëüêè ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi îá'-

¹äíàííÿ VI =
∪
i∈I

Vi, äå ìíîæèíè Vi âèçíà÷àþòüñÿ òàê ñàìî, ÿê ó äîâåäåííi
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ëåìè 1. ßêùî m � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè I, òî ñàìîïîäiáíà ðîçìið-

íiñòü ìíîæèíè VI ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿm
(
1
3

)x
= 1, òîáòî äîðiâíþ¹ log3m.

1. Ó öüîìó âèïàäêó ñïåêòð ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ ñïiâïàäà¹

ç ìíîæèíîþ VI , äå I = {1, 3, 4} (àáî I = {0, 2, 4}). Íåõàé äëÿ âèçíà÷åíîñòi
I = {1, 3, 4}. Òîäi VI = V1 ∪ V3 ∪ V4, äå Vi = fi(V ) (i ∈ {1, 3, 4}), f1(z) =

= 1
3z + 2

3i, f1(z) = 1
3z −

2
3i, f4(z) = 1

3z. Îñêiëüêè òî÷êè
2
3i, 0,−

2
3i ëåæàòü íà

îäíié ïðÿìié � óÿâíié âiñi, òî íà íié áóäå ðîçòàøîâàíà i âñÿ ìíîæèíà VI . Ç

iíøîãî áîêó, ìíîæèíà VI ¹ çâ'ÿçíîþ. Öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòåé

V1 ∩ V4 = ∆1(3) = ∆4(1), V4 ∩ V3 = ∆4(3) = ∆3(1)

òà ñàìîïîäiáíîñòi ìíîæèíè VI . Îòæå, â äàíîìó âèïàäêó Sζ ñïiâïàäà¹ ç

ìíîæèíîþ VI , ÿêà ¹ çâ'ÿçíîþ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ ïðÿìî¨, òîáòî ¹ âiä-

ðiçêîì. Ëåãêî áà÷èòè, ùî êiíöÿìè öüîãî âiäðiçêà ¹ òî÷êè i òà −i.

Àíàëîãi÷íî, ó âèïàäêó, êîëè I = {0, 2, 4}, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî Sζ ¹

âiäðiçêîì íà äiéñíié îñi (ç êiíöÿìè â òî÷êàõ 1 òà −1).

2. Ó öüîìó âèïàäêó I = {0, 1, 2, 3}, Sζ = VI =
∪
j∈I

Vj, ïðè÷îìó Vk∩Vj = ∅

ïðè k ̸= j. Çâiäñè òà ç ñàìîïîäiáíîñòi ìíîæèíè VI âèïëèâà¹, ùî âîíà (à

îòæå, i Sζ) ¹ öiëêîì íåçâ'ÿçíîþ.

4.5. Ñóòò¹âèé íîñié ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

Îçíà÷åííÿ 4.3. Öèëiíäðè÷íîþ ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè-

÷èíè ζ â òî÷öi z0 íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöÿ (ÿêùî âîíà iñíó¹) âiäíîøåííÿ

P(ζ ∈ ∆i1(z0)i2(z0)...ik(z0))

5−k
ïðè k → ∞, (4.16)

ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ P ′(z0). Ñóòò¹âèì íîñi¹ì ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨

âåëè÷èíè ζ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà Nζ = {z : P ′(z) ̸= 0}.

Ëåìà 4.7. ßêùî â òî÷öi z0 = ∆i1(z0)...ik(z0)... iñíó¹ öèëiíäðè÷íà ùiëü-

íiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ, òî âîíà ìîæå áóòè îá÷èñëåíà çà
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ôîðìóëîþ

P ′(z0) =
∞∏
j=1

(5pij(z0)j). (4.17)

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è ëåìó 4.4 ó âèïàäêó iñíóâàííÿ öèëiíäðè÷íî¨

ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó ζ â òî÷öi z0, ìà¹ìî

lim
k→∞

P(ζ ∈ ∆i1(z0)i2(z0)...ik(z0))

5−k
= lim

k→∞

k∏
j=1

pij(z0)j

5−k
= lim

k→∞

k∏
j=1

(5pij(z0)j) =

=
∞∏
j=1

(5pij(z0)j).

Òåîðåìà 4.3. ßêùî ìàòðèöÿ éìîâiðíîñòåé ||pik|| ìà¹ àñèìòîòè÷íi

âëàñòèâîñòi, òîáòî lim
k→∞

pin = pi, i = 0, 1, 2, 3, 4, òî Nζ = Sζ.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî çàâæäè Nζ ⊂ Sζ . ßêùî ìàòðèöÿ éìîâiðíî-

ñòåé ìà¹ àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi, òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè z ∈ Sζ áóäå

âèêîíóâàòèñü íåðiâíiñòü P ′(z) > 0, òîáòî z ∈ Nζ . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

Sζ ⊂ Nζ . À îòæå, Nζ = Sζ .
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi êîìïëåêñíîçíà÷íî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè-

÷èíè ζ, ÿêà ¹ íåñêií÷åííîþ ñóìîþ íåçàëåæíèõ äèñêðåòíèõ âèïàäêîâèõ âå-

ëè÷èí ñïåöiàëüíîãî âèäó.

Äîâåäåíî, ùî ðîçïîäië ζ çîñåðåäæåíèé íà ôðàêòàëi Âi÷åêà � ñàìîïîäiá-

íié êðèâié, êîæíà òî÷êà ÿêî¨ ìà¹ ðîçãàëóæåííÿ 2 àáî 4, ïðè öüîìó ðîçïîäië

¹ ÷èñòî äèñêðåòíèì àáî ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèì (âiäíîñíî äâîâèìiðíî¨ ìi-

ðè Ëåáåãà), âêàçàíî óìîâè íàëåæíîñòi äî êîæíîãî ç òèïiâ. Îïèñàíî òî÷êî-

âèé ñïåêòð ðîçïîäiëó ó âèïàäêó äèñêðåòíîñòi, à ó âèïàäêó ñèíãóëÿðíîñòi

� òîïîëîãî-ìåòðè÷íi òà ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi ìiíiìàëüíîãî çàìêíåíîãî

íîñiÿ (ñïåêòðà). Äåòàëüíî âèâ÷åíèé âèïàäîê îäíàêîâî¨ ðîçïîäiëåíîñòi ií-

äåêñiâ, çîêðåìà, çíàéäåíî ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè ðîçïîäiëó.

Îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî ó ðîáîòi [6a] òà

âiäîáðàæåíî ó òåçàõ äîïîâiäåé ìiæíàðîäíî¨ êîíôåðåíöi¨ [13a].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ñòðóêòóðíèõ, òîïîëîãi-

÷íèõ, ìåòðè÷íèõ i ôðàêòàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ìíîæèí íåïîâíèõ ñóì àá-

ñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ ç êîìïëåêñíèìè ÷ëåíàìè òà ôðàêòàëüíèõ êðèâèõ

íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi. �¨ îñíîâíèìè îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ ¹ êðèâi òè-

ïó Êîõà, ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ ç êîìïëåêñíèìè

÷ëåíàìè òà ¨õ óçàãàëüíåííÿ.

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðèìàíî òàêi ðåçóëüòàòè.

� Ââåäåíî äî ðîçãëÿäó ñèñòåìó ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ 2p (p ∈ N) òà íà-

äëèøêîâèì àëôàâiòîì Ap = {−p, . . . , 0, . . . , p} � ïðàãìàòè÷íå ïðåä-
ñòàâëåííÿ ÷èñåë. Íóëüîâà íàäëèøêîâiñòü äàíî¨ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ

çàáåçïå÷ó¹òüñÿ ïåâíèìè îáìåæåííÿìè íà ïîñëiäîâíi öèôðè àëôàâi-

òó. Âèâ÷åíî ãåîìåòðiþ öüîãî ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñåë.

� Çíàéäåíî àíàëiòè÷íå çàäàííÿ âiäîìî¨ ôðàêòàëüíî¨ êðèâî¨ � ñíiæèí-

êè Êîõà ÿê ìíîæèíè çíà÷åíü ïîáóäîâàíî¨ íåïåðåðâíî¨ êîìïëåêñíî¨

ôóíêöi¨ F (t) äiéñíîãî àðãóìåíòó t. Àíàëiòè÷íèé âèðàç äàíî¨ ôóí-

êöi¨ âèêîðèñòîâó¹ ñèìâîëè ïðàãìàòè÷íîãî çîáðàæåííÿ àðãóìåíòó t.

Îïèñàíî âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ F .

� Ïîáóäîâàíî àíàëiòè÷íèé âèðàç ãîìåîìîðôíîãî âiäîáðàæåííÿ îäè-

íè÷íîãî êîëà íà ñíiæèíêó Êîõà.

� Ñêîíñòðóéîâàíî îäíîïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ôðàêòàëüíèõ êðèâèõ, ÿêà

ìiñòèòü ñíiæèíêó Êîõà. Îïèñàíî òîïîëîãi÷íi, ìåòðè÷íi òà ñàìîïî-

äiáíi âëàñòèâîñòi êðèâèõ öi¹¨ ñiì'¨.

� Îïèñàíî êëàñ ïiäìíîæèí êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ÿêi ¹ óçàãàëüíåí-

íÿì ìíîæèí íåïîâíèõ ñóì àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ ç êîìïëåêñíèìè

÷ëåíàìè. Âèâ÷åíî ñòðóêòóðíi, òîïîëîãi÷íi, ìåòðè÷íi òà ôðàêòàëüíi
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âëàñòèâîñòi öèõ ìíîæèí.

� Âèâ÷åíî ñòðóêòóðíi, òîïîëîãî-ìåòðè÷íi òà ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi

ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé íà ôðàêòàëi Âi÷åêà� ôðàêòàëüíié êðèâié

ïàâóòèííîãî òèïó, iíäóêîâàíîãî äèñêðåòíèìè ðîçïîäiëàìè ñèìâîëiâ

êîäóâàííÿ òî÷îê êðèâî¨ çàñîáàìè ï'ÿòèñèìâîëüíîãî àëôàâiòó.

Îòðèìàíi â ðîáîòi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â äîñëiäæåííÿõ

ç ôðàêòàëüíî¨ ãåîìåòði¨ òà ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó, ìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ÷èñåë,

òåîði¨ éìîâiðíîñòåé.



104

ÑÏÈÑÎÊ ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÈÕ ÄÆÅÐÅË

1. Àëåêñàíäðîâ Ï. Ñ. Ââåäåíèå â òåîðèþ ìíîæåñòâ è îáùóþ òîïîëîãèþ /

Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâ. � Ì.: Íàóêà, 1977. � 368 ñ.

2. Áàëàøîâ Ì.Â. Ýëåìåíòû âûïóêëîãî è ñèëüíî âûïóêëîãî àíàëèçà /

Ì.Â. Áàëàøîâ, Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí. � Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2004. � 416 ñ.

3. Áàðàíîâñüêèé Î. Ì. Ðÿäè Îñòðîãðàäñüêîãî�Ñåðïiíñüêîãî�Ïiðñà òà ¨õ

çàñòîñóâàííÿ / Î. Ì. Áàðàíîâñüêèé, Ì. Â. Ïðàöüîâèòèé , Ã. Ì. Òîð-

áií. � Êè¨â: Íàóê. äóìêà, 2013. � 288 ñ.

4. Âàéíøòåéí À. Ä. Î ñòðîåíèè ìíîæåñòâà α-ïðåäñòàâèìûõ ÷èñåë /

À.Ä. Âàéíøòåéí, Á.Ç. Øàïèðî // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì. � 1980. � � 5. �

C. 8�11.

5. Âàñèëåíêî Í. Ì. Ôiáîíà÷÷i¹âi ïîäàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë / Í. Ì. Âàñè-

ëåíêî // Íàóêîâèé ÷àñîïèñ ÍÏÓ iìåíi Ì. Ï. Äðàãîìàíîâà. Ñåðiÿ 1.

Ôiç.-ìàò. íàóêè. � Êè¨â: ÍÏÓ iìåíi Ì. Ï. Äðàãîìàíîâà. � 2005. �6.

� Ñ. 261-271.

6. Ãåòüìàí Á.I. Ðÿäè Åíãåëÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ / Á.I. Ãåòüìàí, Ì.Â. Ïðà-

öüîâèòèé // Íàóê. ÷àñîïèñ ÍÏÓ iì. Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà. Ñåð. 1, Ôiç.-

ìàò. íàóêè. � 2006. � �7. � Ñ. 105�116.

7. Ãîí÷àðåíêî ß. Â. Çãîðòêè ðîçïîäiëiâ ñóì âèïàäêîâèõ ðÿäiâ ñïåöiàëü-

íîãî âèäó / ß.Â. Ãîí÷àðåíêî // Íàóêîâi çàïèñêè ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï. Äðà-

ãîìàíîâà. Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè. � 2003. � � 4. �Ñ. 216�232.

8. Ãîí÷àðåíêî ß. Â. Òîïîëîãî-ìåòðè÷íi i ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi ìíî-

æèíè íåïîâíèõ ñóì çíàêîäîäàòíîãî ðÿäó òà ðîçïîäiëiâ íà íié / ß.Â.

Ãîí÷àðåíêî, Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé, Ã.Ì. Òîðáií // Íàóêîâèé ÷àñîïèñ

ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà. Ñåðiÿ 1. Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè. �

2005. � � 6. �Ñ. 210�224.



105

9. Ãîí÷àðåíêî ß. Â. Ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi äåÿêèõ çãîðòîê Áåðíóëëi /

ß.Â. Ãîí÷àðåíêî, Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé, Ã.Ì. Òîðáií // Òåîð. éìîâiðíîñò.

ìàòåì. ñòàòèñò. � 2008. � 79. � Ñ. 34�49.

10. Ãîí÷àðåíêî ß. Â. Ïðåäñòàâëåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë â ñèñòåìàõ ç íàäëè-

øêîâèì íàáîðîì öèôð òà ¨õ âèêîðèñòàííÿ / ß.Â. Ãîí÷àðåíêî, I.Î. Ìè-

êèòþê // Íàóêîâèé ÷àñîïèñ ÍÏÓ iì. Äðàãîìàíîâà. Ñåðiÿ 1. Ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íi íàóêè. � 2004. � � 5. �Ñ. 242�254.

11. Ãðóáåð Ï. Ì. Ãåîìåòðèÿ ÷èñåë / Ï. Ì. Ãðóáåð, Ê. Ã. Ëåêêåðêåðêåð. �

Ì.: Íàóêà, 2008. � 727 ñ.

12. Ãóðåâè÷ Á. À. Èíòåãðàë, ìåðà è ïðîèçâîäíàÿ / Á. À. Ãóðåâè÷,

Ã. Å. Øèëîâ. �Ìîñêâà: Íàóêà, 1967. � 220 ñ.

13. Åôèìîâ Í. Â. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è ìíîãîìåðíàÿ ãåîìåòðèÿ /

Í. Â. Åôèìîâ, Ý. Ð. Ðîçåíäîðí. � Ì.: Íàóêà, 1969. � 528 ñ.

14. Êàðàöóáà À. Ë. Îñíîâû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë / À. Ë. Êàðàöóáà.

� Ì.: Íàóêà. Ãëàâ. ðåä. ôèç.-ìàò. ëèò., 1983. � 240 ñ.

15. Êåéïåðñ Ë. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: Ïåð. ñ

àíãë.; ïîä ðåä. Ñ.Ì. Åðìàêîâà / Ë. Êåéïåðñ, Ã. Íèäåððåéòåð. � Ì.:

Íàóêà. Ãë. ðåä. ôèç.-ìàò. ëèò., 1985. � 408 ñ.

16. Êîëìîãîðîâ À.Í. Ýëåìåíòû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-

ëèçà / À.Í. Êîëìîãîðîâ, Ñ.Â. Ôîìèí. � Ì.: Íàóêà, 1972. � 496 ñ.

17. Êîðîáîâ Í. Ì. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñóììû è èõ ïðèëîæåíèÿ /

Í. Ì. Êîðîáîâ. � Ì.: Íàóêà, 1989. � 240 ñ.

18. Êîðñóíü Í. Î. Ïðî ìíîæèíó íåïîâíèõ ñóì çíàêîäîäàòíèõ ðÿäiâ ç îäíi-

¹þ óìîâîþ îäíîðiäíîñòi òà óçàãàëüíåííÿ äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ ÷èñåë

/ Í.Î. Êîðñóíü, Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé // Íàóêîâèé ÷àñîïèñ ÍÏÓ iìå-

íi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà. Ñåðiÿ 1. Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè. � 2009. �

� 10. �Ñ. 28�39.

19. Êðåéí Ñ.Ã. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç / Ñ.Ã. Êðåéí. � Ì.: Íàóêà, 1972.

� 544 ñ.



106

20. Êðîíîâåð Ð. Ôðàêòàëû è õàîñ â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ / Ð. Êðîíîâåð.

� Ìîñêâà: Òåõíîñôåðà, 2006. � 488 ñ.

21. Êóðàòîâñêèé Ê. Òîïîëîãèÿ / Ê. Êóðàòîâñêèé. � Ì.: Ìèð, 1966. � ò.1.

� 594 ñ.

22. Ëåéõòâåéñ Ê. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà / Ê. Ëåéõòâåéñ � Ì.: Íàóêà. Ãëàâ-

íàÿ ðåäàêöèÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, 1985. � 336 ñ.

23. Ëèòâèíþê A.A. Ðîçïîäië âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ïðåäñòàâëåíèõ s-

àäè÷íèì äðîáîì ç íàäëèøêîâèì íàáîðîì öèôð / À.À. Ëèòâèíþê, Ì.Â.

Ïðàöüîâèòèé // Íàóêîâi çàïèñêè ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï.Äðàãîìàíîâà. � Êè-

¨â: ÍÏÓ. � 1998.�� 3. � Ñ. 86-190.

24. Ëèòâèíþê À.À. Ðîçïîäiëè ñóì äåÿêîãî êëàñó âèïàäêîâèõ ðÿäiâ ç íå-

çàëåæíèìè ðîçïîäiëåíèìè êîåôiöi¹íòàìè / À.À. Ëèòâèíþê // Ôðà-

êòàëüíèé àíàëiç òà ñóìiæíi ïèòàííÿ. � 1998. �� 2. �Ñ. 122�128.

25. Ëèòâèíþê À. À. Ðîçïîäiëè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ïðåäñòàâëåíèõ s-

àäè÷íèì äðîáîì ç íàäëèøêîâèì íàáîðîì öèôð / À.À. Ëèòâèíþê,

Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé // Íàóêîâi çàïèñêè ÍÏÓ iì. Äðàãîìàíîâà. Ôiç.�

ìàò. íàóêè. � 1999. �� 1. �Ñ. 136�141.

26. Ëóêà÷ Å. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè / Å. Ëóêà÷. � Ì.: Íàóêà, 1979.

� 424 ñ.

27. Ìàëÿðåíêî À. À. Ñíiæèíêà Êîõà òà ¨¨ àíàëiòè÷íå îçíà÷åííÿ / À.À. Ìà-

ëÿðåíêî // Ó ñâiòi ìàòåìàòèêè. �� 2000. �� ò. 6, � 4. �� Ñ. 7-15.

28. Ìàíäåëüáðîò Á. Ôðàêòàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ïðèðîäû / Á. Ìàíäåëüáðîò.

� Ì.: Èí-ò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé, 2002. � 656 ñ.

29. Ìàðêóøåâè÷ À.È. Âîçâðàòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè / À.È. Ìàðêóøå-

âè÷. � Ì.: ÃÈÒÒË, 1950. � 52 ñ.

30. Ìèêèòþê I. Î. Äâiéêîâî-äåñÿòêîâà ñèñòåìà ÷èñëåííÿ i ôðàêòàëüíi ðîç-

ïîäiëè ç íåþ ïîâ'ÿçàíi / I.Î. Ìèêèòþê // Íàóêîâi çàïèñêè ÍÏÓ iìåíi

Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà. Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè. � 2002. � �3. � Ñ.

412-419



107

31. Ìèêèòþê I. Î. Ãåîìåòðiÿ äâiéêîâî-ï'ÿòiðêîâîãî çîáðàæåííÿ ÷èñëà /

I.Î. Ìèêèòþê // Íàóêîâèé ÷àñîïèñ ÍÏÓ iìåíi Äðàãîìàíîâà. Ñåðiÿ

1. Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè Êè¨â: ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà. �

2005. � �6. � Ñ.301-310

32. Íàòàíñîí È.Ï. Òåîðèè ôóíêöèé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé / È.Ï. Íà-

òàíñîí. � Ì.: Hayêa, 1971. � 480 ñ.

33. Îêñòîáè Äæ. Ìåðà è êàòåãîðèÿ / Äæ. Îêñòîáè. � Ì.: Ìèð, 1974. �

156 ñ.

34. Ïîñòíèêîâ À. Ã. Âåðîÿòíîñòíàÿ òåîðèÿ ÷èñåë / À. Ã. Ïîñòíèêîâ. � Ì.:

Çíàíèå, 1974. � 62 ñ.

35. Ïðàöüîâèòà I.Ì. Ðÿäè Îñòðîãðàäñüêîãî 2-ãî âèäó i ðîçïîäiëè ¨õ âèïàä-

êîâèõ íåïîâíèõ ñóì / I.Ì. Ïðàöüîâèòà // Íàóê. ÷àñîïèñ ÍÏÓ iì. Ì.Ï.

Äðàãîìàíîâà. Ñåð. 1, Ôiç.-ìàò. íàóêè. � 2006. � �7. � Ñ. 174-189.

36. Ïðàöåâèòûé Í.Â. Ôðàêòàëüíûå ìíîæåñòâà, ôóíêöèè, ðàñïðåäåëåíèÿ

/ Í.Â, Ïðàöåâèòûé, À.Ô. Òóðáèí. � Êèåâ: Íàóê.äóìêà, 1992. � 208 ñ.

37. Ïðàöüîâèòèé Ì.Â. Ðîçïîäiëè ñóì âèïàäêîâèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ /

Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé // Äîï. ÍÀÍ Óêðà¨íè.� 1996.� �5.� Ñ. 32�37.

38. Ïðàöüîâèòèé Ì.Â. Îäèí êëàñ ñèíãóëÿðíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèïàä-

êîâèõ âåëè÷èí òèïó Äæåññåíà-Âiíòíåðà / Ïðàöüîâèòèé Ì.Â., Øêîëü-

íèé Î.Â. //Óêð. ìàò. æóðí. � 1997. � ò.49, � 12. � Ñ.1653-1660.

39. Ïðàöüîâèòèé Ì.Â. Çãîðòêè ñèíãóëÿðíèõ ðîçïîäiëiâ / Ì.Â. Ïðàöüîâè-

òèé // Äîï. ÍÀÍ Óêðà¨íè. � 1997. � �9. � Ñ. 36�42.

40. Ïðàöüîâèòèé Ì.Â. Ãåîìåòðiÿ ÷èñåë, ïðåäñòàâëåíèõ çíàêîçìiííèìè ðÿ-

äàìè / Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé // Íàóê. çàïèñêè ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï. Äðàãî-

ìàíîâà. � 1998. � 2. � Ñ. 159�164.

41. Ïðàöüîâèòèé Ì. Â. Îäèí êëàñ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òèïó Äæåññåíà-

Âiíòíåðà / Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé, Ã.Ì. Òîðáií // Äîï. ÍÀÍ Óêðà¨íè. �

1998. � �4. �Ñ. 48�54.



108

42. Ïðàöüîâèòèé Ì.Â. Ôðàêòàëüíèé ïiäõiä ó äîñëiäæåííÿõ ñèíãóëÿðíèõ

ðîçïîäiëiâ / Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé. � Êè¨â: Âèä-âî ÍÏÓ iìåíi Ì. Ï. Äðà-

ãîìàíîâà, 1998. � 296 ñ.

43. Ïðàöüîâèòèé Ì. Â. Ôðàêòàëüíiñòü i êàíòîðîâiñòü ðîçïîäiëó îäíi¹¨

êîìïëåêñíîçíà÷íî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè òèïó Äæåññåíà-Âiíòíåðà /

Ì. Â. Ïðàöüîâèòèé, Ì. �. ×óìàê // Íàóêîâi çàïèñêè ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï.

Äðàãîìàíîâà. Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè. � 1999. � 1. � Ñ. 244-250.

44. Ïðàöüîâèòèé Ì.Â. Ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi îäíi¹¨ íåïåðåðâíî¨ íiäå íå

äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ / Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé // Íàóêîâi çàïèñêè

ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï.Äðàãîìàíîâà. Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè. �2002. �

�3. � Ñ. 327-338.

45. Ïðàöüîâèòèé Ì.Â. Àíàëiòè÷íå (ñèìâîëüíå) ïðåäñòàâëåííÿ íåïå-

ðåðâíèõ ïåðåòâîðåíü R1, ùî çáåðiãàþòü ðîçìiðíiñòü Õàóñäîðôà-

Áåçèêîâè÷à / Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé, Ã.Ì. Òîðáií // Íàóê. çàï. Íàö. ïåä.

óí-òó iì. Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà. Ôiç.-ìàò. íàóêè. � 2003. � 4. � Ñ. 207-215.

46. Ïðàöüîâèòèé Ì.Â. Ôðàêòàëüíà ãåîìåòðiÿ òà ïåðåòâîðåííÿ, ùî çáå-

ðiãàþòü ðîçìiðíiñòü Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à / Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé,

Ã.Ì. Òîðáií // Äèíàìi÷íi ñèñòåìè: Ïð. Óêð. ìàò. êîíãð. - 2001. � Êè¨â:

Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè. � 2003. � Ñ. 77-93.

47. Ïðàöüîâèòèé Ì. Â. Ñòðóêòóðà äîñêîíàëèõ ìíîæèí i ñèíãóëÿðíèõ

ðîçïîäiëiâ éìîâiðíîñòåé â Rn / Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé // Íàóê. ÷àñîïèñ

ÍÏÓ iì. Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà. Ñåð. 1, Ôiç.-ìàò. íàóêè. � 2009. ��10. �

Ñ. 179�189.

48. Ïðàöüîâèòèé Ì. Â. Ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì çíàêîçìiííîãî ðÿäó Ëþðî-

òà òà ðîçïîäiëè éìîâiðíîñòåé íà íié / Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé, Þ.Â. Õâî-

ðîñòiíà // Íàóê. ÷àñ. ÍÏÓ iì. Ì.Ï.Äðàãîìàíîâà. Ñåðiÿ 1. Ôiç-ìàò.

íàóêè. � Ê.: ÍÏÓ iì. Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà, 2009. � �10.�Ñ.14�28.

49. Ïðàöüîâèòèé Ì. Â. Ãåîìåòðiÿ êëàñè÷íîãî äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ äié-

ñíèõ ÷èñåë / Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé. � Êè¨â: ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï.Äðàãîìàíîâà.



109

� 2012. � 68ñ.

50. Ïðàöüîâèòèé Ì. Â. Ðîçïîäiëè âèïàäêîâèõ íåïîâíèõ ñóì çíàêîäîäà-

òíîãî ðÿäó ç íåëiíiéíîþ âëàñòèâiñòþ îäíîðiäíîñòi / Ì. Â. Ïðàöüîâè-

òèé, I. Î. Ñàâ÷åíêî // Òåîð. éìîâiðíîñò. ìàòåì. ñòàòèñò.�2014.� 91.�

Ñ. 133�142.

51. Òîðáií Ã. Ì. Òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ñïåêòðà âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè,

çàäàíî¨ çà äîïîìîãîþ çáiæíîãî çíàêîäîäàòíîãî ðÿäó / Ã.Ì. Òîðáií //

Ôðàêòàëüíèé àíàëiç òà ñóìiæíi ïèòàííÿ. Êè¨â: IÌ ÍÀÍ Óêðà¨íè �

ÍÏÓ iì. Ì. Ï. Äðàãîìàíîâà. � 1998, � 1. �Ñ. 45�52.

52. Òîðáií Ã.Ì. Óçàãàëüíåíi ìíîæèíè êàíòîðiâñüêîãî òèïó òà îäèí ñïîñiá

çíàõîäæåííÿ ¨õ ðîçìiðíîñòi Õàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à / Ã.Ì. Òîðáií //

Ôðàêòàëüíèé àíàëiç òà ñóìiæíi ïèòàííÿ. � 1998. � �2. � Ñ. 115�121.

53. Òîðáií Ã. Ì. Ôðàêòàëüíi ðîçïîäiëè éìîâiðíîñòåé i ïåðåòâîðåíü, ùî

çáåðiãàþòü ðîçìiðíiñòü Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à: äèñ. íà çäîáóòòÿ íàóê.

ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiç-ìàò. íàóê: ñïåö.: 01.01.05 �òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé i

ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà� / Ã. Ì. Òîðáií. � Êè¨â, 2008. � 404 ñ.

54. Ôåäåð Å. Ôðàêòàëû / Å. Ôåäåð. � Ìîñêâà: Ìèð, 1991. � 260ñ .

55. Ôåäåðåð Ã. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìåðû / Ã. Ôåäåðåð. � Ìîñêâà: Íà-

óêà, 1987. � 760 ñ.

56. Ôðàêòàëû â ôèçèêå: Òð. VI Ìåæäóíàð. ñèìïîç. ïî ôðàêòàëàì â ôè-

çèêå, Òðèåñò, 9�12 èþëÿ 1985. � Ì.: Ìèð, 1988. � 672 ñ.

57. Õàóñäîðô Ô. Òåîðèÿ ìíîæåñòâ / Ô. Õàóñäîðô. � Ì.:ÎÍÒÈ, 1937. �

305 ñ.

58. Øàëàò Ò. Î ìåðå Õàóñäîðôà ëèíåéíûõ ìíîæåñòâ / Ò. Øàëàò // ×åõî-

ñëîâàöêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë, Ïðàãà.� 1961.� 11 (86)�Ñ. 24-

56.

59. Øâàðö Ë. Àíàëèç / Ë. Øâàðö. � Ì.: Ìèð, 1972. � ò.1. � 838 ñ.

60. Øêîëüíèé Î.Â. Ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi ñïåêòðà ðîçïîäiëó âèïàä-

êîâî¨ âåëè÷èíè, óÿâíî-t-àäè÷íi öèôðè ÿêî¨ óòâîðþþòü îäíîðiäíèé



110

ëàíöþã Ìàðêîâà / Î.Â. Øêîëüíèé // Íàóêîâi çàïèñêè ÍÏÓ iìåíi

Ì.Ï.Äðàãîìàíîâà. Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè.� 1999.�1.� Ñ.250-255.

61. Albeverio S. Fractal probability distributions and transformations

preserving the Hausdor�-Besicovitch dimension / S. Albeverio, M. Pratsi-

ovytyi, G. Torbin // Ergod. Th. and Dynam. Sys.� 2004.� 24.� P. 1-16.

62. Albeverio S. Jessen-Wintner type random variables and fractal properties

of their distributions / S. Albeverio, Ya. Gontcharenko, M. Pratsiovytyi,

G. Torbin // Mathematische Nachrichten. � 2006. � 279, �15. � P. 1619-

1633.

63. Albeverio S. Convolutions of distributions of random variables with

independent binary digits / S. Albeverio, Ya. Gontcharenko, M. Pratsi-

ovytyi, G. Torbin // Random Operator and Stochastic Equation. � 2007.

� 15, �1. � P. 89-97.

64. Albeverio S. On classi�cation of singular measures and fractal properties

of quasi-self-a�ne measures / S. Albeverio, V. Koval, M. Pratsiovytyi,

G. Torbin // Random Operator and Stochastic Equation. � 2008. � 16,

�2. � P. 181-211.

65. Albeverio S. The set of incomplete sums of the �rst Ostrogradsky series

and anomalously fractal probability distributions on it / S. Albeverio,

O. Baranovskyi, M. Pratsiovytyi, G. Torbin // Rev. Roumaine Math.

Pures Appl.� 2009. � 54, �2. � P. 85-115.

66. Banakh T. Algebraic and topological properties of some sets in ℓ1 /

T. Banakh, A. Bartoszewitcz, S. G l�ab, E. Szymonik // Colloq. Math. �

2012. � 129. � P. 75�85.

67. Banerjee C. R. On subseries of divergent series / C.R. Banerjee, B.K. Lahi-

ri // Amer. Math. Monthly.� 1964. � 71. � P. 767�768.

68. Bandt C. On the Mandelbrot set for pairs of linear maps / C. Bandt //

Nonlinearity. � 2002. � 15. � P. 1127-1147.



111

69. Barnsley M. F. Iterated function system and the global construction of

fractals / M. F. Barnsley, S. Demko // Proc. R. Soc. London. � 1985. �

399. � P. 243�275.

70. Barnsley M. F. Fractals Everywhere / M. F. Barnsley. � San Diego, CA:

Academic Press Inc., 1988. � 12. �394 p.

71. Besicovitch A. On existence of subsets of �nite measure of sets of in�nite

measure / A. Besicovitch // Indag. Math. � 1952. � 14. � P. 339-334.

72. Billingsley P. Hausdor� dimension in probability theory / P. Billingsley //

Illinois J. Math. � 1960. � 4. � P. 187-209.

73. Cooper M. Dimension, measure and in�nite Bernoulli convolutions /

M. Cooper // Math. Proc. Cambr. Phil. Soc.�1998. � 124. � P. 135�149.

74. Dubuc S. Courbes de von Koch et courbes d'Osgood / S. Dubuc // C. R.

Math. Acad. Sci. Soc. R. Can. � 1983. � 4. � P. 173�178.

75. Falconer K.J. Fractal geometry: Mathematical foundations and applicati-

ons / K.J. Falkoner. � John Wiley & Sons Inc., 2003. � 367 p.

76. Falconer K. J. The geometry of fractal sets / K.J. Falconer. � Cambridge

University Press, 2002. � 162 p.

77. Ferens C. On the range of purely atomic probability measures /

C. Ferens // Studia Math. � 1984. � 77. � P. 261�263.

78. Feshchenko O. Yu. Topological, metric and fractal properties of probabi-

lity distributions on the set of incomplete sums of positive seri-

es / O. Yu. Feshchenko, M. V. Pratsiovytyi // Theory of Stochastic

Processes.� 2007.� 13(29), �1-2.� P. 205-224.

79. Guthrie J. A. The topological structure of the set of subsums of an in�nite

series / J. A. Guthrie, J. E. Nymann // Colloq. Math. � 1988. � 55. �

P. 323�327.

80. Hanani H. On sums of series of complex numbers / H. Hanani // Paci�c

J. Math. � 1953. � 3. � P. 695-709.



112

81. Hornich H. Uber beliebige Teilsummen absolut konvergenter Reithen /

H. Hornich // Monatsh. Math. Phys. � 1941. � 49. � P. 316-320.

82. Hausdor� F. Dimension und ausseres Mass / F. Hausdor� // Math. Ann.

� 1918. � 79. � P.157-179.

83. Hutchinson J.E. Fractals and self-similarity / J.E. Hutchinson // Indiana

Univ. Math. J. � 1981. � 30. � P. 713-747.

84. Jessen B. Distribution function and the Riemann zeta function / B. Jessen,

A. Wintner // Trans. Amer. Math. Soc. � 1935. � 38, no. 1. � P. 48�88.

85. Jones R. Achievement Sets of Sequences / R. Jones // Amer. Math.

Monthly. � 2011. � 118. � P. 508�521.

86. Kakeya S. On the partial sums of an in�nite series / S. Kakeya // Science

Reports T�ohoku Imp. Univ. � 1914. � 1, � 3. � P. 159-163.

Kawamura K. On the classi�cation of self-similar sets determined by two

contractions on the plane / K. Kawamura // J. Math. Kyoto Univ. �

2002. � 42, 2. � P. 255�286.

87. Kimberling C. Numeration systems and fractal sequences / C. Kimberling

// Acta Arith. � 1995. � 73. � P. 103-117.

88. Koch H. Sur une courbe continue sans tangente, obtenue par une

construction geometrique elementaire / H. Koch // Arkiv for Matematik.

�� 1904. �� 1. �� P. 681-704.

89. Koch H. Une methode geometrique elementaire pour l'etude de certaines

questions de la theorie des courbes planes / H. Koch // Acta Mathematica.

�� 1906. �� 30. � �P. 145-174.

90. Koshi S. The ranges of set functions / S. Koshi, H. C. Lai // Hokkaido

Math. J. � 1981. � 10. � P. 348-360.

91. Mendes P. On the topological structure of the arithmetic sum of two

Cantor sets / P Mendes, F. Oliveira // Nonlinearity. � 1994. � 7. �

P. 329-343.



113

92. Menon P. K. On a class of perfect sets / P. K. Menon // Bull. Amer.

Math. Soc. � 1948. � 54. � P. 706-711.

93. Mor�an M. Fractal series / M. Mor�an // Mathematica. � 1989. � 36. �

P. 334�348.

94. Nymann J. E., S�aenz R. A. The topological structure of the set of P -sums

of a sequence / J. E. Nymann, R. A. S�aenz // Publ. Math. Derecen.�

1997.� 50.� P. 305-316.

95. Nymann J. E. On the paper of Guthrie and Nymann on subsums of in�nite

series / J. E. Nymann, R. A. S�aenz // Colloq. Math. � 2000. �83. �

P. 323-327.

96. Nymann J. E. Linear combination of Cantor sets / J. E. Nymann //

Colloq. Math.� 1995.� 68.� P. 259-264.

97. Nymann J. E. The sum of the Cantor set with itself / J. E. Nymann //

Enseign. Math. � 1993. � 39. � P. 177-178.

98. Pavone M. The Cantor set and geometric construction / M. Pavone //

Enseign. Math. � 1989. � 35. � P. 41-49.

99. Peres Y. Self-similar measures and intersections of Cantor sets / Y. Peres,

B. Solomyak // Trans. Amer. Math. Soc.� 1998.� 350, 10. � P. 4065-

4087.

100. �Sal�at T. On subseries / T. �Sal�at // Math. Z.� 1964.� 85.� P. 209-225.

101. Solomyak B. Measure and dimension for some fractal families /

B. Solomyak // Proc. Camb. Phil. Soc.� 1998.� 124.� P. 531-548.

102. Solomyak B. On the measure of arithmetic sums of Cantor sets /

B. Solomyak // Indagationes Math., N.S. � 1997. � 8. � P. 133-141.

103. Solomyak B. On the "Mandelbrot set"for pairs of linear maps: asymptotic

self-similarity / B. Solomyak // Nonlinearity. � 2005. � 18, 5. � P. 1927-

1943.

104. Solomyak B. and Xu H. On the "Mandelbrot set"for a pair of linear maps

and complex Bernoulli convolutions/B. Solomyak, H. Xu.� Preprint.�2002.



114

ÑÏÈÑÎÊ ÏÓÁËIÊÀÖIÉ ÀÂÒÎÐÀ

1a. Êîâàëåíêî Â.Ì. Ïðî îäíó êîìïëåêñíîçíà÷íó ôóíêöiþ äiéñíîãî àðãó-

ìåíòó / Â.Ì. Êîâàëåíêî // Íàóê. çàïèñêè ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíî-

âà. Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè. � Êè¨â: ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà,

2003. � �4. � Ñ. 250-260.

2a. Êîâàëåíêî Â.Ì. Òîïîëîãî-ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi îäíi¹¨ ñiì'¨ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí / Â.Ì. Êîâàëåíêî // Íàóê. çàïèñêè ÍÏÓ

iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà. Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè. � Êè¨â: ÍÏÓ iìåíi

Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà, 2005. � �2. � Ñ. 162-171.

3a. Êîâàëåíêî Â.Ì. Ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì àáñîëþòíî çáiæíîãî êîìïëå-

êñíîãî ðÿäó / Â.Ì. Êîâàëåíêî // Íàóêîâèé ÷àñîïèñ ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï.

Äðàãîìàíîâà. Ñåðiÿ 1. Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè. � Êè¨â: ÍÏÓ iìåíi

Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà, 2009. � �10. � Ñ. 150-162.

4a. Êîâàëåíêî Â.Ì. Ñêií÷åííi òà íåñêií÷åííi àðèôìåòè÷íi ñóìè ìíîæèí

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë / Â.Ì. Êîâàëåíêî // Çáiðíèê ïðàöü Iíñòèòóòó ìà-

òåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè. � Êè¨â. � 2014. � Ò.11, � 1. � Ñ. 241-256.

5a. Êîâàëåíêî Â.Ì. Ñíiæèíêà Êîõà ÿê ïàðàìåòðè÷íî çàäàíà ïëîñêà êðèâà

/ Â.Ì. Êîâàëåíêî, Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé // Íàóêîâèé ÷àñîïèñ ÍÏÓ iìåíi

Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà. Ñåðiÿ 1. Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè. � Êè¨â: ÍÏÓ

iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà, 2014. � �16(2). - Ñ. 61-80.

6a. Kovalenko V.M. Probability measures on fractal curves (probability distri-

butions on the Vicsek fractal) / M.V. Pratsiovytyi, V.M. Kovalenko //

Random Oper. Stoch. Equ. 2015; 23(3), P. 161-168

7a. Êîâàëåíêî Â.Ì. Àíàëiòè÷íå çàäàííÿ îäíi¹¨ ñiì'¨ ôðàêòàëüíèõ êðèâèõ

/ Â.Ì. Êîâàëåíêî // Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ïàì'ÿòi Â.ß. Áóíÿêîâ-



115

ñüêîãî (1804-1889): Òåçè äîïîâiäåé. � Êè¨â: Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ

Óêðà¨íè, 16-21 ñåðïíÿ, 2004. � Ñ.74.

8a. Kovalenko V. Fractal properties of one class complex-valued random

variables / V. Kovalenko // International conference �Modern problems

and new trends in probability theory�: Abstracts. � Kiev: Institute of

Mathematics of the National Academy of Sciences of Ukraine, June 19-26,

2005. � P. 112.

9a. Êîâàëåíêî Â.Ì. Òîïîëîãî-ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi îäíi¹¨ ñiì'¨ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí / Â.Ì. Êîâàëåíêî // Ìiæíàðîäíà êîíôå-

ðåíöiÿ �Ñó÷àñíà ñòîõàñòèêà: òåîðiÿ i çàñòîñóâàííÿ�, Êè¨â, Íàöiîíàëüíèé

óíiâåðñèòåò iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, 19-23 ÷åðâíÿ, 2006 ð.: Òåçè äîïîâ.

� Êè¨â, 2006. � Ñ.41-42.

10a. Êîâàëåíêî Â.Ì. Ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì îäíîãî àáñîëþòíî çáiæíîãî

ðÿäó ç êîìïëåêñíèìè ÷ëåíàìè / Â.Ì. Êîâàëåíêî // Ìiæíàðîäíà íàó-

êîâà êîíôåðåíöiÿ "Àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè â òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü Êè¨â, 13-14 ãðóäíÿ 2012 ð.: Ìàòåðiàëè êîíô. �Êè¨â: ÍÏÓ iìåíi

Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà, 2012. � C. 70-71.

11a. Êîâàëåíêî Â.Ì. Òîïîëîãî-ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ìíîæèíè íåïîâíèõ

ñóì àáñîëþòíî çáiæíîãî ðÿäó ç êîìïëåêñíèìè ÷ëåíàìè / Â.Ì. Êîâà-

ëåíêî // Òðåòÿ ìiæóíiâåðñèòåòñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷å-

íèõ ç ìàòåìàòèêè òà ôiçèêè: çá. òåç (Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò �Êè¹âî-

Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ�, 25-27 êâiòíÿ 2013 ð., ì. Êè¨â). � Êè¨â, 2013. �

Ñ. 105-106.

12a. Êîâàëåíêî Â.Ì.Íåñêií÷åííi àðèôìåòè÷íi ñóìè ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí

êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè / Â.Ì. Êîâàëåíêî // Ï'ÿòà ìiæíàðîäíà êîíôå-

ðåíöiÿ ç àíàëiòè÷íî¨ òåîði¨ ÷èñåë i ïðîñòîðîâèõ ìîçà¨ê: òåçè äîïîâiä-

åé (16-20 âåðåñíÿ, Êè¨â, Óêðà¨íà). � Êè¨â: Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ

Óêðà¨íè òà Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèé iíñòèòóò ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìà-

íîâà, 2013. � Ñ. 45-46.



116

13a. Kovalenko V. Probability measures on the one fractal curves / V.

Kovalenko // International scienti�c and methodical conference¾Modern

scienti�c and methodical issues of Mathematics in higher school¿, June

25-26, 2015. � P 85-87.


