
НАЦIОНАЛЬНА АКАДЕМIЯ НАУК УКРАЇНИ
IНСТИТУТ МАТЕМАТИКИ

ТИМОШЕНКО ОЛЕНА АНАТОЛIЇВНА

УДК 519.21

АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА
РОЗВ’ЯЗКIВ СТОХАСТИЧНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

01.01.05 – теорiя ймовiрностей i математична статистика

АВТОРЕФЕРАТ
дисертацiї на здобуття наукового ступеня
кандидата фiзико-математичних наук

Київ – 2015



Дисертацiєю є рукопис.

Робота виконана на кафедрi математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей
Нацiонального технiчного унiверситету України “КПI”.

Науковi керiвники: -доктор фiзико-математичних наук, професор
БУЛДИГIН Валерiй Володимирович ;

- доктор фiзико-математичних наук, професор
КЛЕСОВ Олег Iванович;
Нацiональний технiчний унiверситет України
“Київський полiтехнiчний iнститут”,
завiдувач кафедри математичного аналiзу
та теорiї ймовiрностей.

Офiцiйнi опоненти: - доктор фiзико-математичних наук,
Погоруй Анатолiй Олександрович,
Житомирський державний унiверситет
iменi Iвана Франка, доцент кафедри
математичного аналiзу;

- кандидат фiзико-математичних наук,
Руденко Олексiй Володимирович,
Iнститут математики НАН України,
науковий спiвробiтник
вiддiлу випадкових процесiв.

Захист вiдбудеться “13” жовтня 2015 року о 15 годинi на засiданнi спе-
цiалiзованої вченої ради Д 26.206.02 Iнституту математики НАН України за
адресою: 01601 м. Київ, вул. Терещенкiвська, 3.

З дисертацiєю можна ознайомитись у бiблiотецi Iнституту математики
НАН України.
Автореферат розiсланий “9” вересня 2015 року

Вчений секретар
спецiалiзованої вченої ради Г.П. Пелюх



1

ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Дослiдження асимптотичної поведiнки випадкових
процесiв посiдають одне з чiльних мiсць у сучаснiй теорiї ймовiрностей. Од-
нiєю з найбiльш ефективних моделей випадкових процесiв є стохастичнi ди-
ференцiальнi рiвняння, якi, своєю чергою, є основою для дослiджень у ба-
гатьох роздiлах економiки, теорiї управлiння, теорiї передачi iнформацiї, ста-
тистичної фiзики та iн. Дослiдженню їхнiх властивостей присвячено численнi
серiї наукових публiкацiй та монографiй, в тому числi опублiкованi останнiми
роками.

Одним з важливих завдань при дослiдженнi стохастичних диференцiаль-
них рiвнянь є вивчення асимптотичної поведiнки розв’язку цього рiвняння
на нескiнченностi.

Й.I. Гiхман та А.В. Скороход дослiджували еквiвалентнiсть розв’язку ав-
тономного стохастичного диференцiального рiвняння до розв’язку звичайно-
го диференцiального рiвняння. Iнший пiдхiд до розв’язання цiєї задачi пред-
ставлено в роботi Г. Келлера, Г. Керстiнга та У. Рослера. Пiзнiше саме така
задача дослiджувалася Г. Керстiнгом для багатовимiрних стохастичних ди-
ференцiальних рiвнянь. Аналогiчнi задачi, але для дискретного часу та сто-
хастичних рiзницевих рiвнянь, розв’язувалися Ф.С. Клебанером та М. Гонса-
лесом.

Г.Л. Кулiнiч дослiджував граничну поведiнку розв’язкiв стохастичних од-
норiдних та нестiйких дифузiйних рiвнянь. Ним були дослiдженi питання про
асимптотичну поведiнку розподiлiв функцiоналiв вiд дифузiйного процесу,
про асимптотичну поведiнку модуля розв’язку стохастичного диференцiаль-
ного рiвняння в одновимiрному та багатовимiрному просторах, а також для
рiвнянь iз випадковими коефiцiєнтами.

Дослiдження стохастичних диференцiальних рiвнянь закономiрно приве-
ли до застосування широкого спектру пiдходiв, одним з яких є вивчення сто-
хастичного диференцiального рiвняння за допомогою детермiнованого дифе-
ренцiального рiвняння. Саме цей метод ефективно застосовувався Й.I. Гiхма-
ном та А.В. Скороходом для визначення асимптотичної поведiнки випадко-
вого процесу, що є розв’язком автономного стохастичного диференцiального
рiвняння, за допомогою поведiнки розв’язку вiдповiдного звичайного дифе-
ренцiального рiвняння.

А.М. Самойленко та О.М. Станжицький вивчали задачу про
η(t)− µ(t) → 0 м.н. при t→∞, де η – це розв’язок стохастичного диферен-
цiального рiвняння, µ – розв’язок вiдповiдного звичайного диференцiального
рiвняння.

Т. Мiтсуi розглядав задачу про η(t)− ηn(t)→ 0 м.н. при t→∞, де η –
це розв’язок стохастичного диференцiального рiвняння, ηn – це апроксимацiя
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Ейлера розв’язку стохастичного диференцiального рiвняння.
У цiй дисертацiйнiй роботi дослiджується асимптотична поведiнка

розв’язкiв неавтономних стохастичних диференцiальних рiвнянь за допомо-
гою асимптотичної поведiнки розв’язку детермiнованого неавтономного ди-
ференцiального рiвняння, тобто

lim
t→∞

η(t)

µ(t)
= 1 м.н.

Таким чином ми розглядаємо узагальнення задачi для автономних рiвнянь,
яку вивчали Й.I. Гiхман та А.В. Скороход.

У дослiдженнях використовуються псевдорегулярнi функцiї (PRV), за-
гальна теорiя яких була розроблена в серiї робiт В.В. Булдигiна, О.I. Кле-
сова, Й.Г. Штайнебаха. Функцiї, якi згодом назвали псевдорегулярно змiн-
ними, з’явилися в рiзних математичних дослiдженнях досить давно, хоча до
останнього часу використовувалися лише тi чи iншi властивостi таких функ-
цiй. Їх вивчали, наприклад, Б.I. Коренблюм, У. Штадтмюллер i Р. Траутнер,
А.Л. Якимiв.

PRV-функцiї є природним узагальненням правильно змiнних функцiй, якi
мають велике значення для багатьох роздiлiв сучасної математики, таких
як теорiя ймовiрностей, теорiя чисел, математична фiзика, диференцiальнi
рiвняння. Вони застосовуються в математицi в основному завдяки ролi, яку
вiдiграють у теоремах абелевого i тауберового типiв. Зважаючи на результати
дослiджень про асимптотичну еквiвалентнiсть для PRV-функцiй, природним
є завдання отримати умови точного порядку зростання до нескiнченностi
розв’язкiв автономного та бiльш загальних стохастичних диференцiальних
рiвнянь i вивчити узагальнену задачу про ψ-асимптотичну еквiвалентнiсть,
використовуючи теорiю псевдорегулярних функцiй. До того ж, PRV-теорiя
дає можливiсть виписати умови асимптотичної еквiвалентностi в термiнах
коефiцiєнтiв рiвняння, що в результатi забезпечує зникнення випадкової ком-
поненти в коефiцiєнтах для граничного процесу.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дисертацiйна робота виконана на кафедрi математичного аналiзу та тео-
рiї ймовiрностей Нацiонального технiчного унiверситету України ”Київський
полiтехнiчний iнститут” в рамках держбюджетної дослiдницької теми № 2500
”Псевдорегулярнi та спецiальнi функцiї та їхнє застосування до задач стоха-
стичного аналiзу” (ДР № 0112U001588) та теми № 2810 ”Дослiдження асимп-
тотичних властивостей псевдорегулярних функцiй та узагальнених процесiв
вiдновлення” (ДР № 0115U00371).

Мета та задачi дослiдження. Метою роботи є дослiдження
асимптотичної поведiнки розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь.
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Об’єктом дослiдження є стохастичне диференцiальне рiвняння

dη(t) = a(t, η(t))dt+ σ(t, η(t))dw(t), t ≥ 0; η(0) ≡ b, b > 0. (0.1)

Також дослiджується звичайне диференцiальне рiвняння

dµ(t) = a (t, µ(t)) dt, t ≥ 0; µ(0) ≡ b, b > 0. (0.2)

Окремо розглядається стохастичне диференцiальне рiвняння з вiдокремлю-
вальними змiнними, коли a(t, x) = g(x)ϕ(t), σ(t, x) = σ(x)θ(t). А також до-
слiджується автономне рiвняння з коефiцiєнтами a(t, x) = g(x), σ(t, x) =
σ(x). Саме для таких рiвнянь розглядається узагальнена задача про ψ1,2-
еквiвалентнiсть.

Предметом дослiдження є асимптотична поведiнка розв’язку η стохастич-
ного диференцiального рiвняння (0.1). У роботi розглядаються такi задачi:

1) встановлення точного порядку росту розв’язкiв стохастичних диферен-
цiальних рiвнянь iз залежними вiд часу коефiцiєнтами зсуву та дифузiї;

2) отримання умов асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв двох неавто-
номних стохастичних диференцiальних рiвнянь;

3) визначення ψ-асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв одновимiрних
автономних стохастичних диференцiальних рiвнянь та розв’язкiв звичайних
диференцiальних рiвнянь;

4) отримання умов, при яких розв’язок неавтономного стохастичного ди-
ференцiального рiвняння прямує до нескiнченностi при необмеженому зрос-
таннi часу.

Методика дослiдження. У роботi використовуються результати тео-
рiї стохастичних диференцiальних рiвнянь, теорiї псевдорегулярних функцiй,
теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь. Застосовуються теореми про ду-
альнiсть асимптотичної поведiнки вiдношення функцiй та вiдношення уза-
гальнених обернених функцiй, асимптотичнi властивостi псевдорегулярних
функцiй, функцiй з достатньо швидким зростанням та квазiобернених
функцiй.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi отриманi у роботi
результати є новими. Основнi з них такi:

1) отримано умови еквiвалентностi розв’язкiв детермiнованого неавтоном-
ного диференцiального рiвняння та збуреного за допомогою вiнерiвського
процесу у випадку, коли розв’язок стохастичного диференцiального рiвняння
прямує до нескiнченностi;

2) запропоновано поняття ψ-асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв од-
новимiрних автономних стохастичних диференцiальних рiвнянь та розв’язкiв
звичайних диференцiальних рiвнянь, яке дозволяє порiвнювати поведiнку
розв’язкiв у випадку, коли обидва розв’язки прямують до нескiнченностi;
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3) отримано умови ψ-асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв одновимiр-
них автономних стохастичних диференцiальних рiвнянь та розв’язкiв звичай-
них диференцiальних рiвнянь;

4) для неавтономного стохастичного диференцiального рiвняння наведено
достатнi умови, при яких розв’язок стохастичного диференцiального рiвнян-
ня прямує до нескiнченностi.

Практичне значення одержаних результатiв. Усi отриманi у ди-
сертацiйнiй роботi результати мають теоретичний характер. Теоретична цiн-
нiсть результатiв полягає у дослiдженнi асимптотичної поведiнки при t→∞
розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь, коефiцiєнти зсуву та ди-
фузiї яких залежать вiд фазової та часової змiнних.

Результати дисертацiї мають практичне застосування у задачах теорiї ймо-
вiрностей, теорiї випадкових процесiв, фiнансовiй математицi тощо. Їх можна
застосовувати у дослiдженнi фiзичних, хiмiчних, економiчних, бiологiчних
явищ, що моделюються за допомогою стохастичних диференцiальних рiв-
нянь.

Особистий внесок здобувача. Всi результати дисертацiйної робо-
ти отриманi здобувачем самостiйно пiд керiвництвом наукових керiвникiв:
доктора фiзико-математичних наук, професора В.В. Булдигiна та доктора
фiзико-математичних наук, професора О.I. Клесова.

За результатами дисертацiї опублiковано сiм статтей, з них чотири у спi-
вавторствi з науковим керiвником проф. В.В. Булдигiним та двi у спiвавтор-
ствi з науковим керiвником проф. О.I. Клесовим, в яких В.В. Булдигiну та
О.I. Клесову належить постановка задач та загальне керiвництво роботою.
Одна робота є авторською.

Апробацiя результатiв. Результати дисертацiї доповiдалися та обго-
ворювалися на

– ХI, ХII, ХIV та ХIV Мiжнародних наукових конференцiях iменi акаде-
мiка М.П. Кравчука (м. Київ, 2006 р., 2008 р., 2012 р., 2014 р.);

– Мiжнароднiй конференцiї ”Modern Stochastics: Theory and Applications
I, III” (м. Київ, 2006 р., 2012 р.);

– Мiжнароднiй конференцiї ”Modern Stochastics: Theory and Applications
I, III ” (м. Київ, 2006 р., 2012 р.);

– Мiжнароднiй конференцiї ”Skorohod Space 50 years on” (м. Kиїв, 2007 р.);
– конференцiї ”Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та сумiжнi питання”

(м. Умань, 2008 р.);
– мiжунiверситетськiй науковiй конференцiї з математики та фiзики для

студентiв та молодих учених (м. Київ, 2009 р., 2013 р.);
– Мiжнароднiй конференцiї ”Stochastic analysis and random dynamics”

(м. Львiв, 2009 р.);
– нiмецько-українськiй конференцiї ”Empirical Complete Convergence and
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other Limit Theorems of Probability Theory” (м. Ульм, (Нiмеччина), 2013 р.,
2014 р.);

– нiмецько-українськiй конференцiї ”Empirical Complete Convergence and
other Limit Theorems of Probability Theory” (м. Коктебель, 2013 р.);

– засiданнi наукового семiнару ”Стохастика та її застосування” при кафед-
рi дослiдження операцiй КНУ iменi Т.Г. Шевченка, керiвник доктор фiз.-мат.
наук, проф. О.М. Iксанов (м. Київ, 2014 р.);

– засiданнях наукового семiнару з теорiї випадкових процесiв при кафед-
рi математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей фiзико-математичного фа-
культету НТУУ "Київський полiтехнiчний iнститут"(м. Київ, 2006 р., 2010 р.,
2013 р., 2014 р.);

– засiданнях наукового семiнару ”Исчисление Маллявена и его
приложения” Iнституту математики НАН України, керiвник доктор фiз.-мат.
наук, проф. А.А. Дороговцев (м. Київ, 2014 р., 2015 р.);

– засiданнi наукового семiнару ”Стохастичнi диференцiальнi рiвняння”
при кафедрi загальної математики КНУ iменi Т.Г. Шевченка, керiвники док-
тор фiз.-мат. наук, проф. О.М. Станжицький, доктор фiз.-мат. наук, проф.
Г.Л. Кулiнiч (м. Київ, 2014 р.).

Публiкацiї. За результатами дисертацiйної роботи опублiковано 7 статей
у фахових виданнях [1-7] (роботу [7] опублiковано у виданнi, що входить до
мiжнародної наукометричної бази Scopus) i 14 тез доповiдей на конференцiях
[8-21].

Структура та обсяг дисертацiї.Дисертацiя складається зi вступу, огля-
ду лiтератури, чотирьох роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел,
що мiстить 168 найменувань. Обсяг дисертацiї становить 180 сторiнок друко-
ваного тексту.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ ДИСЕРТАЦIЇ

В оглядi лiтератури (перший роздiл) розглянуто вiдомi результати, що
стосуються теми цiєї роботи та спорiднених питань, вiдомостi щодо аналогiч-
них результатiв, отриманих iншими авторами.

Другий роздiл є допомiжним. У ньому наведенi необхiднi в наступних
роздiлах означення, поняття, факти щодо теорiї стохастичних диференцiаль-
них рiвнянь, теорiї псевдорегулярних функцiй, теорiї функцiй правильної змi-
ни.

Третiй роздiл присвячено дослiдженню точного порядку зростання
розв’язку стохастичного диференцiального рiвняння з коефiцiєнтами зсуву
та дифузiї, якi залежать вiд часу.

Розглянемо стохастичне диференцiальне рiвняння

dη(t) = g (η(t))ϕ(t)dt+ σ (η(t)) θ(t)dw(t), t ≥ 0; η(0) ≡ b, b > 0, (0.3)
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де w – стандартний вiнерiв процес; b – невипадкова додатна стала. Припусти-
мо, що ϕ =

(
ϕ(t), t ∈ R1

+

)
та θ =

(
θ(t), t ∈ R1

+

)
– дiйснi неперервнi функцiї,

g =
(
g(x), x ∈ R1

)
та σ =

(
σ(x), x ∈ R1

)
– неперервнi додатнi функцiї такi,

що (0.3) має неперервний розв’язок η.
Нехай µ =

(
µ(x), x ∈ R1

)
– неперервний розв’язок звичайного диферен-

цiального рiвняння, яке вiдповiдає рiвнянню (0.3) при σ ≡ 0, тобто

dµ(t) = g (µ(t))ϕ(t)dt, t ≥ 0;µ(0) = b, b > 0. (0.4)

Припустимо, що функцiї g та ϕ такi, що iснує неперервний розв’язок µ та
задовольняє умову lim

t→∞
µ(t) =∞.

Для t ≥ 0 введемо позначення

Φ(t) =

t∫
0

ϕ(u)du i Φ+(t) =

t∫
0

|ϕ(u)| du

та припустимо, що
Φ(t) > 0, t > 0; (0.5)

lim
t→∞

Φ(t) =∞, (0.6)

lim sup
t→∞

Φ+(t)

Φ(t)
<∞. (0.7)

lim
x→∞

G(x) = lim
x→∞

x∫
b

ds

g(s)
=∞. (0.8)

Теорема 3.1. Нехай θ та ϕ – неперервнi функцiї, g та σ – неперервнi
додатнi функцiї такi, що (0.3) має неперервний розв’язок η. Нехай викону-
ються умови (0.5), (0.6), (0.7) та (0.8).

Припустимо,що

∞∑
k=0

2k+1∫
0

θ2(s)ds

Φ2
+(2k)

<∞; (0.9)

а також виконуються наступнi двi умови:
а) функцiя σ

g є обмеженою;
б) функцiя g є неперервно диференцiйованою та

lim
t→∞

t∫
0

|g′(η(s))| θ2(s)ds

Φ+(t)
= 0 м.н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
. (0.10)

Тодi
lim
t→∞

G (η(t))

Φ(t)
= 1 м.н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
.
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Умова (0.10) мiстить обмеження на розв’язок η рiвняння (0.3), яке не зруч-
но перевiряти. Можна запропонувати достатнi умови, якi не мiстять процесу
η i якi є бiльш зручними для перевiрки. Наприклад,

lim
x→∞

g′(x) = 0 та lim sup
t→∞

t∫
0

θ2(s)ds

Φ+(t)
<∞

або

lim sup
x→∞

|g′(x)| <∞ та lim
t→∞

t∫
0

θ2(s)ds

Φ+(t)
= 0.

Теорема 3.1 є узагальненням вiдповiдних результатiв Г. Келлера, Г. Кер-
стинга, У. Рослера та вiдповiдних результатiв Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода,
що були отриманi для автономного стохастичного диференцiального рiвнян-
ня.

Наступна теорема описує умови, достатнi для асимптотичної еквiвалент-
ностi розв’язкiв збуреного за допомогою вiнерiвського процесу та детермiно-
ваного диференцiальних рiвнянь.

Теорема 3.2. Нехай виконуються всi умови теореми 3.1, а також

lim inf
t→∞

ct∫
t

du

g(u)G(u)
> 0 для всiх c > 1.

Тодi
lim
t→∞

η(t)

µ(t)
= 1 м.н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
,

де η – розв’язок рiвняння (0.3) та µ – розв’язок (0.4).

У пiдроздiлi 3.2 знайдено необхiднi та достатнi умови асимптотичної еквi-
валентностi розв’язкiв двох неавтономних детермiнованих диференцiальних
рiвнянь.

У пiдроздiлi 3.3 дослiджуються умови, при яких розв’язки двох стохастич-
них диференцiальних рiвнянь є асимптотично еквiвалентними. При отриман-
нi вiдповiдних результатiв, застосовуються результати пiдроздiлiв 3.1 та 3.2.

Розглянемо два неавтономнi стохастичнi диференцiальнi рiвняння

dηk(t) = gk (ηk(t))ϕk(t)dt+ σk (ηk(t)) θk(t)dwk(t), t ≥ 0; ηk(0) ≡ bk, (0.11)

де wk, k = 1, 2 – стандартнi вiнерiвськi процеси, визначений на єдиному
ймовiрнiсному просторi; bk, k = 1, 2 – невипадковi додатнi сталi; θk, ϕk,
k = 1, 2 – дiйснi неперервнi функцiї; gk, σk, k = 1, 2 – неперервнi додатнi
функцiї такi, що для кожного k = 1, 2 стохастичне диференцiальне рiвняння
(0.11) має єдиний та неперервний розв’язок ηk = (ηk(t), t ≥ 0).
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Нехай виконуються наступнi умови для k = 1, 2:
lim
x→∞

Gk(x) =∞; (0.12)

Φk(t) =

t∫
0

ϕk(u)du > 0, t ≥ 0 та lim
t→∞

Φk(t) =∞; (0.13)

lim inf
t→∞

ct∫
t

du

gk(u)Gk(u)
> 0 для всiх c > 1; (0.14)

lim
c↓1

lim sup
t→∞

ct∫
t

du

gk(u)Gk(u)
= 0; (0.15)

lim sup
t→∞

(Φk)+(t)

Φk(t)
<∞, Φ+(t) =

t∫
0

|ϕk(u)| du; (0.16)

∞∑
n=0

2n∫
0

θ2k(s)ds

(Φk)2+(2n)
<∞; (0.17)

функцiя
σk
gk

є обмеженою; (0.18)

lim
t→∞

t∫
0

|g′k(ηk(s))| θ2k(s)ds

(Φk)+(t)
= 0 м.н. на множинi

{
lim
t→∞

ηk(t) =∞
}
. (0.19)

Теорема 3.3. Припустимо, що для кожного k = 1, 2 виконуються умови
(0.12), (0.13), (0.16)–(0.19) та функцiї Φ1 i Φ2 є асимптотично еквiвалент-
ними. Тодi

1) якщо (0.14) виконується хоча б для одного k = 1, 2 та функцiї G1 i G2

є асимптотично еквiвалентними при t→∞, тодi

lim
t→∞

η1(t)

η2(t)
= 1 м.н. на множинi

2⋂
k=1

{
lim
t→∞

ηk(t) =∞
}

; (0.20)

2) якщо (0.15) виконується хоча б для одного k = 1, 2 та (0.20) вико-
нується з

P

(
2⋂

k=1

{
lim
t→∞

ηk(t) =∞
})

> 0, (0.21)

тодi G1 та G2 є асимптотично еквiвалентними при t→∞;
3) якщо виконується (0.21) та (0.14) виконується хоча б для одного

k = 1, 2, а також (0.15) виконується хоча б для одного k = 1, 2, тодi

lim
t→∞

G1(t)

G2(t)
= 1⇔ (0.20).
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Четвертий роздiл присвячено дослiдженню необхiдних та достатнiх
умов ψ1,2(ψ)-асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв стохастичних дифе-
ренцiальних рiвнянь та вiдповiдних до них звичайних диференцiальних рiв-
нянь. Цей роздiл складається з п’яти основних частин.

У пiдроздiлi 4.1 для спрощення, в основному, розглядається розв’язок η =
(η(t), t ≥ 0) автономного стохастичного диференцiального рiвняння

dη(t) = g (η(t)) dt+ σ (η(t)) dw(t), t ≥ 0; η(0) ≡ b, b > 0 (0.22)

та розв’язок µ = (µ(t), t ≥ 0) детермiнованого рiвняння

dµ(t) = g (µ(t)) dt, t ≥ 0, µ(0) = b > 0. (0.23)

Основним питанням цього пiдроздiлу є знаходження умов, за яких

lim
t→∞

ψ(η(t))

ψ(µ(t))
= 1 м.н. (0.24)

для заданої функцiї (ψ(x), x ∈ R1).
Не завжди зручно дослiджувати асимптотичну поведiнку самого розв’язку

стохастичного диференцiального рiвняння або навiть не можливо це зроби-
ти. У такому випадку доцiльно розглядати так звану ψ-асимптотичну еквi-
валентнiсть розвя’зкiв (тобто виконання (0.24)), де ψ – непрервна додатна
диференцiйовна, строго зростаюча до нескiнченностi функцiя. До того ж,
частковим випадком (0.24) є задача про зближення розв’язкiв η та µ, а саме

lim
t→∞

(η(t)− µ(t)) = 0 м.н.

Будемо вважати, що функцiї g, σ та ψ задовольняють наступним умовам:
1) функцiя g неперервна i додатна на R1

+, функцiя σ неперервна додатна
на R1, g та σ такi, що (0.22) має єдиний неперервний розв’язок η та (0.23) має
єдиний неперервний розв’язок µ;

2) ψ = (ψ(x), x ∈ R1
+) при x ≥ x0 ≥ 0 є додатною неперервно-

диференцiйовною функцiєю, яка строго зростає до нескiнченностi при x→∞
Одним з основних припущень цього роздiлу є те, що lim

t→∞
η(t) =∞ м.н.

Покладемо
G(ψ)(·) = G(ψ−1(·)), g(ψ)(·) = g(ψ−1(·))ψ′(ψ−1(·)),

де

lim
t→∞

G(t) =

∞∫
b

du

g(u)
,

функцiя ψ−1(u), u ≥ ψ(x0), є оберненою до ψ, i ψ′ є похiдною функцiї ψ.
Наступна теорема описує умови, за яких розв’язок η рiвняння (0.22) та

розв’язок µ рiвняння (0.23) є ψ-асимптотично еквiвалентними, тобто вико-
нується спiввiдношення (0.24).
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Теорема 4.1. Припустимо, що виконуються (0.8) та

lim inf
t→∞

ct∫
t

du

g(ψ)(u)G(ψ)(u)
= lim inf

t→∞

ψ−1(ct)∫
ψ−1(t)

du

g(u)G(u)
> 0 для всiх c > 1. (0.25)

Тодi
а) якщо

lim
t→∞

G(η(t))

t
= 1 м.н., (0.26)

то має мiсце (0.24);
б) якщо

lim
c↓1

lim sup
t→∞

ct∫
t

du

g(ψ)(u)G(ψ)(u)
= lim

c↓1
lim sup
t→∞

ψ−1(ct)∫
ψ−1(t)

du

g(u)G(u)
= 0, (0.27)

то (0.24) виконується тодi i тiльки тодi, коли виконується (0.26).

Зауважимо, що теорема 4.1 узагальнюється на випадок неавтономного сто-
хастичного диференцiального рiвняння, яке дослiджувалось в роздiлi 3.

Наслiдок 4.1. Нехай g та σ – неперервнi додатнi функцiї, ϕ та θ –
неперервнi функцiї такi, що рiвняння (0.3) має неперервний розв’язок η, ψ
є додатною неперервно-диференцiйованою функцiєю на (0,∞), яка строго
зростає до нескiнченностi при x → ∞ та виконуються умови (0.8) та
(0.25). Тодi

а) з

lim
t→∞

G(η(t))

Φ(t)
= κ м.н. (0.28)

випливає

lim
t→∞

ψ(η(t))

ψ(µ(κt))
= 1 м.н.; (0.29)

б) якщо виконується (0.27), то (0.29) виконується тодi i тiльки тодi,
коли виконується (0.28).

Теореми 4.1 дає можливiсть перейти до дослiдження обмежень на коефi-
цiєнти рiвняння (0.22), за яких має мiсце ψ-асимптотична еквiвалентнiсть.

Умови Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода:
[ГС1] g – додатна неперервна функцiя на R1

+; [ГС2] для всiх t > 0 iснує
похiдна g′(t), така що g′(t) → 0 при t → ∞; [ГС3] σ – додатна неперервна
функцiя на R1; [ГС4] рiвняння (0.22) має м.н. єдиний неперервний розв’язок
η, для якого lim

t→∞
η(t) =∞ м. н. та диференцiальне рiвняння (0.23) має єдиний

неперервний розв’язок; [ГС5] функцiя g
σ є обмеженою.



11

Теорема 4.2. Нехай ψ – додатна неперервно диференцiйована функцiя,
строго зростаюча до нескiнченностi при x → ∞, виконуються умови
Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода i (0.8). Якщо має мiсце (0.25), то вико-
нується спiввiдношення (0.24).

Результат теореми 4.2 можна також отримати, використовуючи вiдповiднi
умови Г. Келлера, Г. Керстинга, У. Рослера замiсть умов Й.I. Гiхмана та
А.В. Скорохода.

У пiдроздiлi 4.2 дослiджуються достатнi умови, за яких виконуються (0.25)
та (0.27).

У пiдроздiлi 4.3 розглядаються умови, при яких розв’язки µ1 та µ2 рiвнянь
виду (0.23) є ψ1,2-асимптотично-еквiвалентними, а саме

lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1.

Розглянемо диференцiальнi рiвняння виду (0.23) та припустимо, що
(В1) функцiї gk, k = 1, 2, є неперервними додатними, визначеними на

(0,∞) та такими, що рiвняння (0.23) для кожного k = 1, 2 має єдиний непе-
рервний розв’язок µk.

(В2) ψk = (ψk(x), x > 0) додатнi неперервно-диференцiйованi функцiї,
строго зростаючi до нескiнченностi при x→∞.

Теорема 4.3. Нехай функцiї gk та ψk, k = 1, 2 задовольняють (В1), (В2)
та (0.12). Тодi

1) якщо

lim inf
t→∞

ct∫
t

du

g
(ψk)
k (u)G

(ψk)
k (u)

> 0 для всiх c > 1 (0.30)

виконується хоча б для одного k = 1, 2, то

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇒ lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1;

2) якщо умова

lim
c↓1

lim sup
t→∞

ct∫
t

du

g
(ψk)
k (u)G

(ψk)
k (u)

= lim
c↓1

lim sup
t→∞

ψ−1
k (ct)∫

ψ−1
k (t)

du

gk(u)Gk(u)
= 0 (0.31)

виконується хоча б для одного k = 1, 2, то

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇐ lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1;
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3) якщо (0.30) виконується хоча б для одного k = 1, 2 i хоча б для одного
k = 1, 2 виконується (0.31), то

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇔ lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1. (0.32)

Наступна теорема встановлює зв’язок мiж ψ1,2-асимптотичною еквiвалент-
нiстю пiдiнтегральних функцiй G1, G2 та ψ1,2-асимптотичною еквiвалент-
нiстю розв’язкiв µ1, µ2 для RV-функцiй.

Теорема 4.4. Нехай функцiї gk та ψk, k = 1, 2 такi, що виконуються
умови (В1) i (В2). Якщо g(ψ1)

1 та g(ψ2)
2 є RV-функцiями з iндексами меншими

нiж 1, то має мiсце (0.32).

У пiдроздiлi 4.4 дослiджуються умови, при яких ψ1(η1(t)) є м.н. асимп-
тотично еквiвалентною ψ2(µ2(t)). Ця задача є бiльш загальною, нiж задача,
що розглядалася в пiдроздiлi 4.1, але її розв’язок випливає з результатiв пiд-
роздiлiв 4.1 та 4.2, оскiльки

lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(µ2(t))
= lim

t→∞

ψ1(η1(t))

ψ1(µ1(t))
· lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
м.н.

У пiдроздiлi 4.5 розглядаються два стохастичнi диференцiальнi рiвнян-
ня виду (0.22) та умови, при яких розв’язки η1 та η2 є ψ1,2-асимптотично-
еквiвалентними. Розв’язок цiєї задачi випливає з результатiв пiдроздiлiв 4.1
i 4.3, оскiльки

lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(η2(t))
= lim

t→∞

ψ1(η1(t))

ψ1(µ1(t))
· lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
· lim
t→∞

ψ2(µ2(t))

ψ2(η2(t))
м.н.

Для двох стохастичних диференцiальних рiвнянь виду (0.22) має мiсце
наступне твердження.

Теорема 4.5. Нехай для g = gk i σ = σk, k = 1, 2 виконуються умо-
ви Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода, ψk, k = 1, 2 є додатною неперервно-
диференцiйованою, строго зростаючою до нескiнченностi та має мiсце
(0.15).

1. Якщо (0.30) виконується хоча б для одного k = 1, 2, то

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇒ lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(η2(t))
= 1 м.н., (0.33)

i, крiм того,

lim
t→∞

g
(ψ1)
1 (t)

g
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇒ lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(η2(t))
= 1 м.н. (0.34)
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2. Якщо умови (0.30) i (0.31) виконуються для кожного k = 1, 2, то

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇔ lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(η2(t))
= 1 м.н. (0.35)

Аналогiчна теорема є справедливою i для RV-функцiй.

Теорема 4.6. Нехай для g = gk i σ = σk, k = 1, 2 виконуються умо-
ви Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода, ψk, k = 1, 2 є додатною неперервно-
диференцiйованою, строго зростаючою до нескiнченностi.

1. Якщо хоча б одна з g(ψ1)
1 або g(ψ2)

2 є RV-функцiєю з iндексом меншими
нiж 1, то виконуються спiввiдношення (0.33) та (0.34).

2. Якщо g(ψ1)
1 i g(ψ2)

2 є RV-функцiями з iндексами меншими нiж 1, тодi

lim
t→∞

g
(ψ1)
1 (t)

g
(ψ2)
2 (t)

= 1⇔ lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(η2(t))
= 1 м.н.

Oдним з основних припущень у роздiлах 3 та 4 було те, що розв’язок
стохастичного диференцiального рiвняння зi збiльшенням часу м.н. прямує
до нескiнченностi, тому в п’ятому роздiлi дослiджуються умови, за яких
розв’язок неавтономного стохастичного диференцiального рiвняння м.н. пря-
мує до нескiнченностi при t→∞.

Розглянемо стохастичне диференцiальне рiвняння

dη(t) = a (t, η(t)) dt+ σ (t, η(t)) dw(t), t ≥ 0; η(0) ≡ b > 0 (0.36)

де w – стандартний вiнерiв процес; η – розв’язок рiвняння (0.36), a та σ –
неперервнi функцiї, визначенi при t ∈ R1

+ та x ∈ R1.

Позначимо B(t, x) =
x∫
0

dy
σ(t, y) , до того ж нехай B−1(t, x) – це функцiя, обер-

нена до функцiї B(t, x) по змiннiй x при фiксованому t.
Припустимо, що

lim
x→∞

B(t, x) = lim
x→∞

x∫
0

dy

σ(t, y)
=∞. (0.37)

Розглянемо функцiю

ã(t, x) = −
B−1(t,x)∫

0

σ′t(t, y)

σ2(t, y)
dy +

a(t, B−1(t, x))

σ(t, B−1(t, x))
− 1

2
σ′x(t, B

−1(t, x)).

Має мiсце наступна теорема.
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Теорема 5.1. Нехай a – неперервна функцiя, σ – неперервна додатна
функцiя. Припустимо, що рiвняння (0.36) має м.н. неперервний розв’язок
η. Функцiя σ є неперервно диференцiйовною по змiннiй t та по змiннiй x
та виконується (0.37). Тодi

lim
t→∞

B(t, η(t)) =∞ м.н., (0.38)

якщо

lim inf
T→∞

1√
2T ln lnT

T∫
0

inf
x∈R1

ã(t, x)dt > 1 (0.39)

або 0∫
−∞

e
−2

x∫
0

inf
t>0

ã(t,z)dz
dx = +∞ та

∞∫
0

e
−2

x∫
0

inf
t>0

ã(t,z)dz
dx < +∞. (0.40)

Наслiдок 5.1. Припустимо, що виконано всi умови теореми 5.1 стосов-
но функцiй a та σ, σ(t, x) = θ(t)σ(x) та

lim
x→∞

B̃(x) = lim
x→∞

x∫
0

dy

σ(y)
=∞ м.н.

Якщо виконано умову (0.39) та (0.40), то

lim
t→∞

1

θ(t)
B̃(η(t)) =∞ м.н.

Розглянемо достатнi умови збiжностi до нескiнченностi розв’язку неавто-
номного стохастичного диференцiального рiвняння, що випливають з теореми
5.1.

Наслiдок 5.2. Припустимо, що виконуються всi умови наслiдку 5.1
стосовно функцiй a та σ. Крiм того, припустимо, що lim inf

t→∞
θ(t) > 0. Якщо

виконано умову (0.39) або умову (0.40), то

lim
t→∞

η(t) =∞ м.н. (0.41)

Наслiдок 5.3. Припустимо, що виконано всi умови наслiдку 5.2 сто-
совно функцiй a та σ. Нехай, крiм того, a(t, x) = ϕ(t)g(x), а функцiї θ
та σ є монотонно спадними, θ(t) > 0 та ϕ(t) ≥ 0 при t ≥ 0. Покладемо
γ = inf

x∈R1

g(x)
σ(x) > 0.

Якщо

lim inf
T→∞

1√
2T ln lnT

T∫
0

ϕ(t)

θ(t)
dt >

1

γ
, (0.42)

то виконується (0.41)
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У пiдроздiлi 5.2 до дослiдження умов необмеженостi розв’язку неавтоном-
ного стохастичного диференцiфльного рiвняння застосовується теорiя PRV-
функцiй.

Теорема 5.2. Нехай a – неперервна функцiя, σ – неперервна додатна
функцiя такi, що стохастичне диференцiальне рiвняння (0.36) має непере-
рвний розв’язок η. Припустимо, що

1) для функцiї σ iснують неперервнi похiднi σ′t, σ′x;
2) функцiя α(t) = inf

x∈R1
ã(t, x), є RV-функцiєю з iндексом ρ > −1

2.

3) lim inf
x→∞

B(t,c0x)
B(t,x) > 1 для деякого c0 > 1 та для кожного фiксованого t.

Тодi має мiсце (0.38).

У пiдроздiлi 5.3 доводяться кiлька допомiжних результатiв, якi є корисни-
ми, оскiльки зводять (0.39) та (0.40) до перевiрки бiльш простих умов, що
полегшує побудову конкретних прикладiв.

ЗАГАЛЬНI ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi дослiджується асимптотична поведiнка розв’язкiв
неавтономних стохастичних диференцiальних рiвнянь з коефiцiєнтами зсуву
та дифузiї, якi спецiальним чином залежать вiд фазової та часової змiнних,
тобто a(t, x) = g(x)ϕ(t), σ(t, x) = σ(x)θ(t).

За допомогою теорiї PRV-функцiй знайдено необхiднi та достатнi умови
асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв двох звичайних диференцiальних
рiвнянь. Як наслiдок з попереднiх двох задач, встановлено умови асимпто-
тичної еквiвалентностi розв’язкiв двох неавтономних стохастичних диферен-
цiальних рiвнянь.

Значна увага в роботi придiляється задачi про так звану ψ–асимптотичну
еквiвалентнiсть. Запропоновано поняття ψ-асимптотичної еквiвалентностi
розв’язкiв одновимiрних автономних стохастичних диференцiальних рiвнянь
та розв’язкiв звичайних диференцiальних рiвнянь, яке дозволяє порiвнювати
поведiнку розв’язкiв у випадку, коли обидва розв’язки прямують до нескiн-
ченностi, отримано критерiй ψ–асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв ав-
тономних стохастичних диференцiальних рiвнянь та розв’язкiв детермiнова-
них звичайних диференцiальних рiвнянь. Отриманi результати застосовують-
ся до задачi про наближення двох розв’язкiв. Знайдено необхiднi та достат-
нi умови ψ–асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв двох стохастичних ди-
ференцiальних рiвнянь. Завдяки цим результатам встановлено зв’язок, який
iснує мiж асимптотичною еквiвалентнiстю неперервних функцiй та асимпто-
тичною еквiвалентнiстю щiльностей цих функцiй.

Для неавтономного стохастичного диференцiального рiвняння наведено
достатнi умови, що гарантують необмеженiсть розв’язку та узагальнюють
вiдповiднi умови Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода.
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Також, знайдено достатнi умови, при яких розв’язок неавтономного сто-
хастичного диференцiфльного рiвняння прямує до безмежностi, використо-
вуючи теорiю PRV-функцiй.

Усi результати роботи є новими.
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АНОТАЦIЯ

Тимошенко О.А. Асимптотична поведiнка розв’язкiв стохастич-
них диференцiальних рiвнянь. – Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.05 – теорiя ймовiрностей i
математична статистика. – Iнститут математики НАН України, Київ, 2015.

Дисертацiйна робота присвячена вивченню асимптотичної поведiнки
розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь.

У цiй роботi встановлюються умови точного порядку росту розв’язку рiв-
няння, збуреного за допомогою вiнерiвського процесу, з коефiцiєнтами зсуву
та дифузiї, якi спецiальним чином залежать вiд фазової та часової змiнних,
у випадку, коли розв’язок стохастичного диференцiального рiвняння прямує
до нескiнченностi. Зокрема, отримано твердження, якi доповнюють i узагаль-
нюють вiдповiднi результати Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода для автоном-
ного стохастичного диференцiального рiвняння. За допомогою теорiї PRV-
функцiй встановлено умови асимптотичної еквiвалентностi в термiнах коефi-
цiєнтiв рiвняння, якi забезпечують домiнування в асимптотичному розумiннi
невипадкової складової розв’язку.

Для автономних стохастичних диференцiальних рiвнянь запропоновано
поняття ψ-асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв одновимiрних автоном-
них стохастичних диференцiальних рiвнянь та розв’язкiв звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь, яке дозволяє порiвнювати поведiнку розв’язкiв у випад-
ку, коли обидва розв’язки прямують до нескiнченностi. Отримано необхiднi
та достатнi умови ψ–асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв автономних
стохастичних диференцiальних рiвнянь i розв’язкiв детермiнованих звичай-
них диференцiальних рiвнянь. Знайдено критерiй ψ1,2(ψ)-асиптотичної еквi-
валентностi розв’язкiв двох звичайних диференцiальних рiвнянь та ψ1,2(ψ)-
асиптотичної еквiвалентностi розв’язкiв двох стохастичних диференцiальних
рiвнянь.

Окрiм того, наведено достатнi умови необмеженостi м.н. розв’язку неав-
тономного стохастичного диференцiального рiвняння, що узагальнюють вiд-
повiднi умови Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода.

Ключовi слова: стохастичне диференцiальне рiвняння, ψ-асимптотична
еквiвалентнiсть, правильно змiнна функцiя, точний порядок росту, необме-
женiсть розв’язку.
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АННОТАЦИЯ

Тимошенко E.А. Асимптотическое поведение решений стохасти-
ческих дифференциальных уравнений. – Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-
математических наук по специальности 01.01.05 – теория вероятностей
и математическая статистика. – Институт математики, НАН Украины,
Киев, 2015.

Диссертация посвящена исследованию асимптотического поведения реше-
ния η неавтономного стохастического дифференциального уравнения

dη(t) = a(t, η(t))dt+ σ(t, η(t))dw(t), t ≥ 0; η(0) ≡ b, b > 0.

В первой части работы устанавливаются условия точного порядка ро-
ста решения уравнения, возмущенного с помощью винеровского процесса,
с коэффициентами смещения и диффузии, которые специальным образом
зависят от фазовой и временной переменных, а именно a(t, x) = g(x)ϕ(t),
σ(t, x) = σ(x) θ(t), где g, σ – непрерывные положительные функции, ϕ, θ –
непрерывные функции. Рассматривается только та ситуация, когда решение
стохастического дифференциального уравнения стремится к бесконечности
почти наверно. В работе найдены условия, при которых решение стохастиче-
ского уравнения асимптотически эквивалентно решению обыкновенного диф-
ференциального уравнения dµ(t) = g(µ(t))ϕ(t)dt, t ≥ 0; µ(0) ≡ b, b > 0, т.е.

lim
t→∞

η(t)

µ(t)
= 1 п.н.

Полученные утверждения дополняют и обобщают соответствующие резуль-
таты И.И. Гихмана и А.В. Скорохода для автономного случая.

Во второй части работы для автономных стохастических дифференциаль-
ных уравнений c коэффициентами a(t, x) = g(x), σ(t, x) = σ(x) предложено
понятие ψ-асимптотической эквивалентности решений одномерных автоном-
ных стохастических дифференциальных уравнений и решений обыкновенных
дифференциальных уравнений, которое позволяет сравнивать поведение ре-
шений в случае, когда оба решения стремятся к бесконечности. Получены
необходимые и достаточные условия ψ-асимптотической эквивалентности ре-
шений автономных стохастических дифференциальных уравнений и решений
детерминированных обыкновенных дифференциальных уравнений. Найдено
критерий ψ1,2(ψ)-асиптотической эквивалентности решений двух обыкновен-
ных дифференциальных уравнений и ψ1,2(ψ)-асиптотической эквивалентно-
сти решений двух стохастических дифференциальных уравнений.

В третьей части найдены достаточные условия того, что решение неавто-
номного стохастического дифференциального уравения почти наверное стре-
мится к бесконечности.
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Ключевые слова: ψ-асимптотическая эквивалентность решений, пра-
вильно меняющаяся функция, точный порядок роста, неограниченность ре-
шения.

ANNOTATION

Tymoshenko O.A. The asymptotic behaviour of solutions of
stochastic differential equations. – Manuscript.

The thesis is for obtaining a scientific degree of Candidate of Physical
and Mathematical Science in specialty 01.01.05 – Probability Theory and
Mathematical Statistics. – Institute of Mathematics of the National Academy
of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2015.

The thesis is devoted to the study of asymptotic behaviour of stochastic
differential equation solution.

Exact order of growth of solution of equation perturbed by Wiener process
with time depended coefficient of drift and diffusion are presented in the work.
Solution of equation is supposed to tend to infinity as time growth unboundedly
to infinity. Results that extend and generalize corresponding results of I.I. Gihman
and A.V. Skorohod for autonomous stochastic differential equation are obtained,
in particular. Theory of PRV-functions are used to state sufficient conditions of
asymptotic equivalence in terms of equation coefficients. It ensures domination
role of non random component of solution in some asymptotic sense.

Notion of ψ-asymptotic equivalence of one-dimensional autonomous stochastic
differential equation solution and ordinary differential equation solution are
proposed. It helps to compare behaviour of solutions when both of them tend
to infinity. Necessary and sufficient conditions of ψ-asymptotic equivalence of
autonomous stochastic differential equation solutions and ordinary differential
equation solutions are obtained. The criterion of ψ1,2-asymptotic equivalence of
two ordinary differential equation solutions and ψ1,2-asymptotic equivalence of
two stochastic differential equation solutions are found.

Moreover, sufficient conditions of unboundedness of nonautonomous stochastic
differential equation solution are stated. They generalize corresponding conditions
of I.I. Gihman and A.V. Skorohod

Key words: stochastic differential equation, ψ-asymptotic equivalent
solutions, pseudo-regularly varying function, exact order of growth.


