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ПОЗНАЧЕННЯ

м.н. – майже напевно;

ПЗВЧ – пiдсилений закон великих чисел;

ORV-функцiя – О-правильно змiнна функцiя;

PRV-функцiя – псевдоправильно змiнна функцiя;

RV-функцiя – правильно змiнна функцiя;

SQI-функцiя – достатньо швидко зростаюча функцiя;

{Ω,F, P} – стандартний iмовiрносний простiр;

SV-функцiя – повiльно змiнна функцiя;

N – множина натуральних чисел;

Z – множина цiлих чисел;

R1 – множина дiйсних чисел;

R1
+ – множина невiд’ємних чисел;

F = F(R1
+) – множина дiйсних функцiй f=(f(t), t ≥ 0);

F+ =
⋃
A>0 {f ∈ F | f(t) > 0, t ∈ [A, ∞)};

F(∞) – простiр функцiй f ∈ F+ таких, що

(i) sup
0≤t≤T

f(t) <∞ ∀T > 0,

(ii) lim
t→∞

sup f(t) =∞;

F∞ – множина функцiй f ∈ F(∞) таких, що

lim
t→∞

f(t) =∞;

C(∞) – множина, яка мiстить неперервнi функцiї з простору F(∞);



6

C∞ – множина, яка мiстить неперервнi функцiї з простору F∞;

C∞inc – множина функцiй f ∈ C∞, якi строго зростають для великих t;

w – стандартний вiнерiв процес.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми.

Дослiдження асимптотичної поведiнки випадкових процесiв посiдають

одне з чiльних мiсць у сучаснiй теорiї ймовiрностей. Однiєю з найбiльш

ефективних моделей випадкових процесiв є стохастичнi диференцiальнi

рiвняння, якi, своєю чергою, є основою для дослiджень у багатьох роздiлах

економiки, теорiї управлiння, теорiї передачi iнформацiї, статистичної фi-

зики та iн. Iнтерес до вивчення розв’язкiв стохастичних диференцiальних

рiвнянь пояснюється тим, що вони виникають у багатьох прикладних зада-

чах, наприклад в задачах фiльтрацiї, в задачах про оптимальну зупинку, у

стохастичному пiдходi до детермiнованих крайових задач, у стохастично-

му управлiннi, в задачах екологiї та фiнансової математики. Дослiдженню

їхнiх властивостей присвячено численнi серiї наукових публiкацiй та моно-

графiй не тiльки останнiх десятирiч.

Практично всi сучаснi монографiї, присвяченi теорiї випадкових про-

цесiв, мiстять роздiли про стохастичнi iнтеграли i стохастичнi диферен-

цiальнi рiвняння (наприклад, [13, 15, 19, 29, 31, 33, 139]). Iснує багато моно-

графiй, присвячених стохастичним iнтегралам та стохастичним диферен-

цiальним рiвнянням (наприклад, [14,30,32,37,60,61,87,94,128,129,135,137]).

Особливий iнтерес викликають роботи, якi присвячено безпосередньо за-

стосуванню теорiї стохастичних диференцiальних рiвнянь. Тут слiд вiдмiти

монографiї К.В. Гардинера [22], Н.Г. Ван Кампена [41] i книги [35,65,93,138]

про застосування стохастичних методiв в фiзицi, хiмiї та iнших природни-

чих i технiчних науках. Одним з напрямкiв, що активно розвиваються є

застосування стохастичних диференцiальних рiвнянь у стохастичнiй фi-

нансовiй математицi та економiцi [2, 80].

Вважається, що термiн ”стохастичнi диференцiальнi рiвняння” нале-

жить С. Н. Бернштейну, який розглядав певнi схеми для отримання ланцю-



8

гiв Маркова з подальшим граничним переходом, якi i називав стохастични-

ми диференцiальними рiвняннями. Результати робiт С.Н. Бернштейна [3,4]

в подальшому застосовувались в теорiї стохастичних диференцiальних рiв-

нянь, основи якої заклали Й.I. Гiхман [23,24] та К. Iто [108–110] (незалежно

один вiд одного). Вони представили загальне означення стохастичного ди-

ференцiального рiвняння i довели теореми iснування та єдиностi сильного

розв’язку.

Слiд також вiдмiтити монографiї Й.I. Гiхмана та А.В. Cкорохода [29–32],

в яких представлено систематичне викладення теорiї стохастичних дифе-

ренцiальних рiвнянь. Особлива увага в [29–32] придiляється багатовимiр-

ним рiвнянням, проблемам iснування та єдиностi розв’язку, який не є непе-

рервним i не є марковським процесом, дослiджується асимптотична по-

ведiнка та стiйкiсть розв’язкiв автономних стохастичних диференцiальних

рiвнянь.

У монографiях К. Iто та Г. Мaккiна [37], Є.Б. Динкiна [34], Дж.Л. Ду-

ба [33], М.В. Крилова [46], Г. Мaккiна [61] вiдображено основнi етапи роз-

витку цiєї теорiї, основними завданнями якої є дослiдження iснування та

єдиностi розв’язку, його обмеженостi, стiйкостi, ергодичностi тощо.

Одним з важливих завдань при дослiдженнi стохастичних диферен-

цiальних рiвнянь є вивчення асимптотичної поведiнки розв’язку цього рiв-

няння на нескiнченностi.

Й.I. Гiхман та А.В. Скороход [32] дослiджували асимптотичну еквiва-

лентнiсть розв’язку стохастичного диференцiального рiвняння та розв’язку

вiдповiдного звичайного диференцiального рiвняння. Iнший пiдхiд до

розв’язання цiєї задачi представлено в роботi Г.Келлера, Г. Керстiнга

та У. Рослера [118]. Cаме таку задачу для багатовимiрних стохастич-

них диференцiальних рiвнянь розглядалася в [121]. Аналогiчнi задачi, але

для дискретного часу та стохастичних рiзницевих рiвнянь, розв’язувалися

в [112, 119, 122]. Г.Л. Кулiнiч [49–57] дослiджував граничну поведiнку
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розв’язкiв стохастичних однорiдних та нестiйких дифузiйних рiвнянь. Ним

були дослiдженi питання про асимптотичну поведiнку розподiлiв функ-

цiоналiв вiд дифузiйного процесу, про асимптотичну поведiнку модуля

розв’язку стохастичного диференцiального рiвняння в одновимiрному та

багатовимiрному просторах, а також для рiвнянь iз випадковими коефi-

цiєнтами.

Дослiдження стохастичних диференцiальних рiвнянь закономiрно при-

вели до застосування широкого спектру пiдходiв, одним з яких є вивчення

стохастичного диференцiального рiвняння за допомогою вiдповiдних зви-

чайних диференцiальних рiвнянь. Саме цей метод ефективно застосовував-

ся Й.I. Гiхманом та А.В. Скороходом [32] для визначення асимптотичної по-

ведiнки випадкового процесу, що є розв’язком автономного стохастичного

диференцiального рiвняння, за допомогою поведiнки вiдповiдної невипад-

кової функцiї.

А.М. Самойленко та О.М. Станжицький в [68] вивчали задачу про

η(t)− µ(t)→ 0 м.н. при t→∞,

де η – це розв’язок стохастичного диференцiального рiвняння, µ – розв’язок

вiдповiдного звичайного диференцiального рiвняння. Цi дослiдження було

продовжено в [44,45]. Т. Мiтсуi [130] розглядав задачу про

η(t)− ηn(t)→ 0 м.н. при t→∞,

де η – це розв’язок стохастичного диференцiального рiвняння, ηn – це

апроксимацiя Ейлера розв’язку стохастичного диференцiального рiвняння.

У цiй дисертацiйнiй роботi дослiджується асимптотична поведiнка

розв’язкiв неавтономних стохастичних диференцiальних рiвнянь за допо-

могою асимптотичної поведiнки розв’язку вiдповiдного звичайного дифе-

ренцiального рiвняння, тобто

η(t)

µ(t)
→ 1 м.н. при t→∞.
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Таким чином ми розглядаємо узагальнення задачi, яку вивчали Й.I. Гiхман

та А.В. Скороход в [30] для неавтономного стохастичного диференцiального

рiвняння.

У дослiдженнях використовуються псевдорегулярнi функцiї (PRV), за-

гальна теорiя яких була розроблена в серiї робiт В.В. Булдигiна, О.I. Кле-

сова, Й.Г. Штайнебаха [6–8,12].

Функцiї, якi згодом назвали псевдорегулярно змiнними [12], з’явилися в

рiзних математичних дослiдженнях досить давно, хоча до останнього часу

використовувалися лише тi чи iншi властивостi таких функцiй. Їх вивчали,

наприклад, Б.I. Коренблюм [58], У. Штадтмюллер i Р. Траутнер [145],

А.Л. Якимiв [81]. Повну теорiю таких функцiй було створено в [12].

PRV-функцiї є природним узагальненням правильно змiнних функцiй,

якi мають велике значення для багатьох роздiлiв сучасної математики,

таких як теорiя ймовiрностей, теорiя чисел, математична фiзика, дифе-

ренцiальнi рiвняння. Застосування правильно змiнних функцiй пов’язанi

в першу чергу з теоремами абелевого типу. Вони застосовуються в мате-

матицi в основному завдяки ролi, яку вiдiграють у теоремах абелевого i

тауберового типiв. Зважаючи на результати дослiджень про асимптотичну

еквiвалентнiсть для PRV-функцiй, природним є завдання отримати умо-

ви точного порядку зростання до нескiнченностi розв’язкiв автономного та

бiльш загальних стохастичних диференцiальних рiвнянь i вивчити узагаль-

нену задачу про ψ-асимптотичну еквiвалентнiсть, використовуючи теорiю

псевдорегулярних функцiй. До того ж PRV-теорiя дає можливiсть виписа-

ти умови асимптотичної еквiвалентностi в термiнах коефiцiєнтiв рiвняння,

що в результатi забезпечує зникнення випадкової компоненти в коефiцiєн-

тах для граничного процесу.
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Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйна робота виконана на кафедрi математичного аналiзу

та теорiї ймовiрностей Нацiонального технiчного унiверситету України

”Київський полiтехнiчний iнститут” в рамках держбюджетної дослiдни-

цької теми № 2500 "Псевдорегулярнi та спецiальнi функцiї i їхнє застосу-

вання до задач стохастичного аналiзу"(ДР № 0112U001588) та теми № 2810

"Дослiдження асимптотичних властивостей псевдорегулярних функцiй та

узагальнених процесiв вiдновлення"(ДР № 0115U00371).

Мета та задачi дослiдження.

Метою роботи є дослiдження асимптотичної поведiнки розв’язкiв стоха-

стичних диференцiальних рiвнянь.

У роботi розглядаються такi задачi:

• встановлення точного порядку росту розв’язкiв стохастичних дифе-

ренцiальних рiвнянь з залежними вiд часу коефiцiєнтами зсуву та ди-

фузiї;

• отримання умов асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв двох стоха-

стичних диференцiальних рiвнянь з коефiцiєнтами зсуву та дифузiї,

що залежать вiд часу;

• визначення ψ-асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв одновимiрних

автономних стохастичних диференцiальних рiвнянь та розв’язкiв зви-

чайних диференцiальних рiвнянь;

• дослiдження ψ1,2-асимптотичної поведiнки розв’язкiв автономних сто-

хастичних диференцiальних рiвнянь та звичайних диференцiальних

рiвнянь;

• отримання умов ψ1,2-асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв двох

одновимiрних автономних стохастичних диференцiальних рiвнянь;
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• знаходження умов необмеженостi розв’язку стохастичного диферен-

цiального рiвняння з коефiцiєнтами зсуву та дифузiї, що залежать вiд

часу.

Об’єктом дослiдження є стохастичне диференцiальне рiвняння

dη(t) = a(t, η(t))dt+ σ(t, η(t))dw(t), t ≥ 0; η(0) ≡ b, b > 0. (0.1)

Також дослiджується вiдповiдне до стохастичного звичайне диферен-

цiальне рiвняння

dµ(t) = a (t, µ(t)) dt, t ≥ 0; µ(0) ≡ b, b > 0. (0.2)

Окремо розглядається стохастичне диференцiальне рiвняння з вiдо-

кремлювальними змiнними, коли a(t, x) = g(x)ϕ(t), σ(t, x) = σ(x)θ(t). А

також дослiджується автономне рiвняння з коефiцiєнтами a(t, x) = g(x),

σ(t, x) = σ(x). Саме для таких рiвнянь вивчається узагальнена задача про

ψ1,2-еквiвалентнiсть.

Предметом дослiдження є асимптотична поведiнка розв’язку η сто-

хастичного диференцiального рiвняння (0.1).

Методика дослiдження.

У роботi використовуються результати теорiї стохастичних диферен-

цiальних рiвнянь, теорiї псевдорегулярних функцiй, теорiї звичайних дифе-

ренцiальних рiвнянь. Застосовуються теореми про дуальнiсть асимптотич-

ної поведiнки вiдношення функцiй та вiдношення узагальнених обернених

функцiй, асимптотичнi властивостi псевдорегулярних функцiй, функцiй з

достатньо швидким зростанням та квазiобернених функцiй.

Наукова новизна одержаних результатiв.

Всi отриманi у роботi результати є новими. Зокрема,

• отримано умови еквiвалентностi розв’язкiв детермiнованого неавто-

номного диференцiального рiвняння та збуреного за допомогою вi-
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нерiвського процесу у випадку, коли розв’язок стохастичного дифе-

ренцiального рiвняння прямує до нескiнченностi;

• запропоновано поняття ψ-асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв

одновимiрних автономних стохастичних диференцiальних рiвнянь та

розв’язкiв звичайних диференцiальних рiвнянь, яке дозволяє порiв-

нювати поведiнку розв’язкiв у випадку, коли рiзниця мiж ними не є

обмеженою;

• отримано умови ψ-асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв одно-

вимiрних автономних стохастичних диференцiальних рiвнянь та

розв’язкiв звичайних диференцiальних рiвнянь;

• для неавтономного стохастичного диференцiального рiвняння наведе-

но достатнi умови, що гарантують необмеженiсть розв’язку та уза-

гальнюють вiдповiдну умову Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода.

Практичне значення одержаних результатiв.

Усi отриманi у дисертацiйнiй роботi результати мають теоретичний ха-

рактер. Теоретична цiннiсть результатiв полягає у дослiдженнi асимпто-

тичної поведiнки при t → ∞ розв’язкiв стохастичних диференцiальних

рiвнянь, коефiцiєнти зсуву та дифузiї яких залежать вiд фазової та часо-

вої змiнних.

Результати дисертацiї мають практичне застосування у задачах теорiї

ймовiрностей, теорiї випадкових процесiв, статистики випадкових процесiв,

фiнансовiй математицi тощо. Їх можна застосовувати у дослiдженнi фiзич-

них, хiмiчних, економiчних, бiологiчних явищ, що моделюються за допомо-

гою стохастичних диференцiальних рiвнянь.

Особистий внесок здобувача.

Всi результати дисертацiйної роботи отриманi здобувачем самостiйно.
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За результатами дисертацiї опублiковано сiм робiт ( [10, 11, 43, 74, 102,

103, 124]), з них чотири у спiвавторствi з науковим керiвником проф.

В.В. Булдигiним та двi з науковим керiвником проф. О.I. Клесовим, в

яких В.В. Булдигiну та О.I. Клесову належить постановка завдань та за-

гальне керiвництво роботою. Одна робота є авторською.

Апробацiя результатiв.

Результати дисертацiї доповiдались та обговорювалися на

• ХI-iй Мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка М. Кравчука

(м. Київ, 2006 р.);

• Мiжнароднiй конференцiї "Modern Stochastics: Theory and Applications

I"(м. Київ, 2006 р.);

• Мiжнароднiй конференцiї "Skorohod Space 50 years on"(м. Kиїв,

2007 р.);

• ХII-iй Мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка М. Кравчука

(м. Київ, 2008 р.);

• конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та сумiжнi питан-

ня"(м. Умань, 2008 р.);

• iжунiверситетськiй науковiй конференцiї з математики та фiзики для

студентiв та молодих вчених (м. Київ, 2009 р.);

• Мiжнароднiй конференцiї "Stochastic analysis and random

dynamics"(м. Львiв, 2009 р.);

• ХIV-iй Мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка М. Кравчу-

ка (м. Київ, 2012 р.);

• Мiжнароднiй конференцiї "Modern Stochastics: Theory and Applications

III"(м. Київ, 2012 р.);
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• мiжунiверситетськiй науковiй конференцiї з математики та фiзики для

студентiв та молодих учених (м. Київ, 2013 р.);

• нiмецько-українськiй конференцiї "Empirical Complete Convergence

and other Limit Theorems of Probability Theory"(м. Ульм, (Нiмеччи-

на), 2013 р.);

• нiмецько-українськiй конференцiї "Empirical Complete Convergence

and other Limit Theorems of Probability Theory"(м. Коктебель, 2013 р.);

• нiмецько-українськiй конференцiї "Empirical Complete Convergence

and other Limit Theorems of Probability Theory"(м. Ульм, (Нiмеччи-

на), 2014 р.);

• ХV-iй Мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка М. Кравчука

(м. Київ, 2014 р.);

• засiданнi наукового семiнару "Стохастика та її застосування"при ка-

федрi дослiдження операцiй КНУ iменi Т.Г. Шевченко, керiвник

О.М. Iксанов (м. Київ, 2014 р.);

• засiданнях наукового семiнару з теорiї випадкових процесiв при

кафедрi математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей фiзико-

математичного факультету Нацiонального технiчного унiверситету

України "Київський полiтехнiчний iнститут"(м. Київ, 2006 р., 2010 р.,

2013 р., 2014 р.);

• засiданнях наукового семiнару "Исчисление Маллявена и его приложе-

ния"Iнституту математики НАН України, керiвник А.А. Дороговцев

(м. Київ, 2014 р., 2015 р.);

• засiданнi наукового семiнару ”Стохастичнi диференцiальнi рiвняння”

при кафедрi загальної математики КНУ iменi Т.Г. Шевченко, керiв-

ники О.М. Станжицький, Г.Л. Кулiнiч (м. Київ, 2014 р.).
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Публiкацiї

За результатами дисертацiйної роботи опублiковано 7 статей у фахових

виданнях ( [10, 11, 43, 74, 102, 103, 124]) i 14 тез доповiдей на конференцiях

( [154–168]).

Змiст дисертацiї

Дисертацiя складається iз вступу, огляду лiтератури, чотирьох роздiлiв,

висновкiв та списку використаних джерел.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйної роботи, визна-

чено мету й задачi дослiдження, видiлено наукову новизну та практичну

значущiсть отриманих результатiв.

У оглядi лiтератури (перший роздiл) розглянуто вiдомi результати,

що стосуються теми даної роботи та спорiдненими питаннями, вiдомостi

щодо аналогiчних результатiв, отриманих iншими авторами.

У другому роздiлi наведенi необхiднi в наступних роздiлах означення,

поняття, факти щодо теорiї стохастичних диференцiальних рiвнянь, теорiї

псевдорегулярних функцiй, теорiї функцiй правильної змiни.

Третiй роздiл присвячено дослiдженню точного порядку зростання

розв’язку стохастичного диференцiального рiвняння з коефiцiєнтами зсуву

та дифузiї, якi залежать вiд часу .

Розглянемо стохастичне диференцiальне рiвняння

dη(t) = g (η(t))ϕ(t)dt+ σ (η(t)) θ(t)dw(t), t ≥ 0; η(0) ≡ b, b > 0, (0.3)

де w – стандартний вiнерiв процес; b – невипадкова додатна стала. При-

пустимо, що ϕ =
(
ϕ(t), t ∈ R1

+

)
та θ =

(
θ(t), t ∈ R1

+

)
– дiйснi неперервнi

функцiї, g =
(
g(x), x ∈ R1

)
та σ =

(
σ(x), x ∈ R1

)
– неперервнi додатнi

функцiї такi, що (0.3) має неперервний розв’язок η.

Нехай µ =
(
µ(x), x ∈ R1

)
– неперервний розв’язок звичайного диферен-

цiального рiвняння, яке вiдповiдає стохастичному диференцiальному рiв-
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няння (0.3) при σ ≡ 0, тобто

dµ(t) = g (µ(t))ϕ(t)dt, t ≥ 0; µ(0) = b, b > 0. (0.4)

Припустимо, що функцiї g та ϕ такi, що iснує неперервний розв’язок µ

та задовольняє умову lim
t→∞

µ(t) =∞.
Для t ≥ 0 введемо позначення

Φ(t) =

t∫
0

ϕ(u)du та Φ+(t) =

t∫
0

|ϕ(u)| du

та припустимо, що

Φ(t) > 0, t > 0; (0.5)

lim
t→∞

Φ(t) =∞, (0.6)

а також

lim sup
t→∞

Φ+(t)

Φ(t)
<∞. (0.7)

та

lim
x→∞

G(x) =

x∫
b

ds

g(s)
=∞. (0.8)

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 3.1. Нехай θ та ϕ – неперервнi функцiї, g та σ – непере-

рвнi додатнi функцiї такi, що (0.3) має неперервний розв’язок η. Нехай

виконуються умови (0.5), (0.6), (0.7) та (0.8).

Припустимо,що

∞∑
k=0

2k+1∫
0

θ2(s)ds

Φ2
+(2k)

<∞; (0.9)

а також нехай виконуються наступнi двi умови:

а) функцiя σ
g є обмеженою;

б) функцiя g є неперервно диференцiйованою та

lim
t→∞

t∫
0

|g′(η(s))| θ2(s)ds

Φ+(t)
= 0 м.н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
.
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Тодi

lim
t→∞

G (η(t))

Φ(t)
= 1 м.н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
.

Далi представлена теорема, що описує умови, достатнi для асимптотич-

ної еквiвалентностi розв’язкiв стохастичного та звичайного диференцiаль-

них рiвнянь.

Теорема 3.2. Нехай виконуються всi умови теореми 3.1, а також

lim inf
t→∞

ct∫
t

du

g(u)G(u)
> 0 для всiх c > 1.

Тодi

lim
t→∞

η(t)

µ(t)
= 1 м.н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
,

де η – розв’язок рiвняння (0.3) та µ – розв’язок рiвняння (0.4).

Наступний результат дає достатнi умови, за яких розв’язки стохастич-

ного та звичайного диференцiальних рiвнянь є асимптотично еквiвалент-

ними на нескiнченностi у випадку, коли функцiя ϕ приймає лише додатнi

значення.

Наслiдок 3.1. Нехай θ – неперервна функцiя, g, ϕ та σ – неперервнi

додатнi функцiї такi, що (0.3) має неперервний розв’язок η. Нехай вико-

нуються умови (0.5), (0.8), (0.9) i крiм того:

а) функцiя σ
g є обмеженою;

б) iснує похiдна g′(t), t > 0, та

lim
t→∞

g′ (η(t)) θ2(t)

ϕ(t)
= 0 м.н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
.

Тодi

lim
t→∞

η(t)

µ(t)
= 1 м.н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
.

Перш нiж вивчати умови асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв двох

стохастичних диференцiальних рiвнянь, дослiджуються умови асимпто-

тичної еквiвалентностi розв’язкiв двох звичайних диференцiальних рiв-

нянь, що вiдповiдають стохастичним.
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Нехай µk = (µk(t), t ≥ 0) – це неперервний розв’язок задачi Кошi зви-

чайного диференцiального рiвняння

dµk(t) = gk (µk(t))ϕk(t)dt, t ≥ 0; µk(0) = bk, bk > 0, k = 1, 2. (0.10)

Припустимо, що для кожного k = 1, 2, функцiя gk з (0.10) є неперервною

та додатною на (0,∞) та функцiя ϕk є неперервною.

Для k = 1, 2 покладемо

Gk(x) =

x∫
bk

ds

gk(s)
, x ≥ bk,

та

Φk(t) =

t∫
0

ϕk(u)du, (Φk)+(t) =

t∫
0

|ϕk(u)| du, t ≥ 0.

В подальшому для k = 1, 2 будемо використовувати наступнi умови

lim
t→∞

Gk(x) =∞; (0.11)

Φk(t) > 0, t ≥ 0 та lim
t→∞

Φk(x) =∞; (0.12)

lim inf
t→∞

ct∫
t

du

gk(u)Gk(u)
> 0 для всiх c > 1; (0.13)

lim
c↓1

lim sup
t→∞

ct∫
t

du

gk(u)Gk(u)
= 0. (0.14)

Розглянемо два випадки. В першому випадку, припустимо, що

lim
t→∞

Φ1(t)

Φ2(t)
= 1. (0.15)

Ми отримаємо умови для рiвнянь (3.5), при яких виконуються наступнi

три спiввiдношення:

lim
t→∞

G1(t)

G2(t)
= 1 ⇒ lim

t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1, (0.16)

lim
t→∞

G1(t)

G2(t)
= 1⇐ lim

t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1, (0.17)
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lim
t→∞

G1(t)

G2(t)
= 1⇔ lim

t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1. (0.18)

В другому випадку, припустимо, що

lim
t→∞

G1(t)

G2(t)
= 1, (0.19)

та розглянемо умови, при яких справедливi спiввiдношення:

lim
t→∞

Φ1(t)

Φ2(t)
= 1 ⇒ lim

t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1, (0.20)

lim
t→∞

Φ1(t)

Φ2(t)
= 1⇐ lim

t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1 , (0.21)

lim
t→∞

Φ1(t)

Φ2(t)
= 1⇔ lim

t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1 . (0.22)

Наступнi двi теореми описують необхiднi та достатнi умови асимптотич-

ної еквiвалентностi розв’язкiв двох звичайних диференцiальних рiвнянь.

Теорема 3.3. Нехай функцiї gk та ϕk, k = 1, 2 задовольняють (0.11),

(0.12) та (0.15).

Тодi

1) якщо (0.13) виконується хоча б для одного k = 1, 2, тодi справедливо

(0.16);

2) якщо (0.14) виконується хоча б для одного k = 1, 2, тодi справедливо

(0.17);

3) якщо (0.13) виконується хоча б для одного k = 1, 2 i хоча б для

одного k = 1, 2 виконується (0.14), тодi справедливо (0.18).

Якщо G1 та G2 є асимптотично еквiвалентними, то має мiсце наступний

результат.

Теорема 3.4. Нехай функцiй gk та ϕk, k = 1, 2 задовольняють (0.11),

(0.12) та (0.19).

Тодi,

1) якщо (0.13) виконується хоча б для одного k = 1, 2, тодi справедлива

iмплiкацiя (0.20);
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2) якщо (0.14) виконується хоча б для одного k = 1, 2, тодi справедлива

iмплiкацiя (0.21);

3) якщо (0.13) виконується хоча б для одного k = 1, 2 i хоча б для одного

k = 1, 2 виконується (0.14), тодi справедлива еквiвалентнiсть (0.22).

З попереднiх результатiв випливають умови асимптотичної еквiвалент-

ностi розв’язкiв двох стохастичних диференцiальних рiвнянь.

Розглянемо стохастичне диференцiальне рiвняння для k = 1, 2

dηk(t) = gk (ηk(t))ϕk(t)dt+ σk (ηk(t)) θk(t)dwk(t), t ≥ 0; (0.23)

ηk(0) ≡ bk, bk > 0,

де wk, k = 1, 2 – стандартний вiнерiв процес, визначений на єдино-

му ймовiрнiсному просторi; bk, k = 1, 2 – невипадкова додатна стала;

θk, ϕk, k = 1, 2 – дiйснi неперервнi функцiї; gk, σk, k = 1, 2 – неперервнi

додатнi функцiї такi, що для кожного k = 1, 2 стохастичне диференцiальне

рiвняння (0.23) має єдиний та неперервний розв’язок ηk = (ηk(t), t ≥ 0).

Нехай виконуються наступнi умови для k = 1, 2:

lim sup
t→∞

(Φk)+(t)

Φk(t)
<∞; (0.24)

∞∑
n=0

2n∫
0

θ2
k(s)ds

(Φk)2
+(2n)

<∞; (0.25)

функцiя
σk
gk

є обмеженою; (0.26)

lim
t→∞

t∫
0

|g′k(ηk(s))| θ2
k(s)ds

(Φk)+(t)
= 0 м.н. на множинi

{
lim
t→∞

ηk(t) =∞
}
. (0.27)

Наступнi два твердження дають умови асимптотичної еквiвалентностi

розв’язкiв η1 та η2.

Теорема 3.5. Припустимо, що для кожного k = 1, 2 виконуються

умови (0.11), (0.12), (0.24)–(0.27) та функцiї Φ1 та Φ2 є асимптотично

еквiвалентними. Тодi
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1. якщо (0.13) виконується хоча б для одного k = 1, 2 та функцiї G1 та

G2 є асимптотично еквiвалентними при t→∞, тодi

lim
t→∞

η1(t)

η2(t)
= 1 м.н. на множинi

2⋂
k=1

{
lim
t→∞

ηk(t) =∞
}

; (0.28)

2. якщо (0.14) виконується хоча б для одного k = 1, 2 та (0.28) вико-

нується з

P

(
2⋂

k=1

{
lim
t→∞

ηk(t) =∞
})

> 0, (0.29)

тодi

lim
t→∞

G1(t)

G2(t)
= 1;

3. якщо виконується (0.29) та якщо (0.13) виконується хоча б для од-

ного k = 1, 2, а також якщо (0.14) виконується хоча б для одного

k = 1, 2, тодi

lim
t→∞

G1(t)

G2(t)
= 1⇔ (0.28).

Теорема 3.6. Припустимо, що для кожного k = 1, 2 виконуються

умови (0.11), (0.12), (0.24)–(0.27) та функцiї G1 та G2 є асимптотично

еквiвалентними. Тодi

1. якщо (0.13) виконується хоча б для одного k = 1, 2 та функцiї Φ1 та

Φ2 є асимптотично еквiвалентними при t → ∞, то виконується

(0.28);

2. якщо (0.14) виконується хоча б для одногоk = 1, 2, а також викону-

ються (0.28) та (0.29), то

lim
t→∞

Φ1(t)

Φ2(t)
= 1;

3. якщо виконується (0.29) та якщо (0.13) виконується хоча б для од-

ного k = 1, 2, якщо (0.14) виконується хоча б для одного k = 1, 2,

то

lim
t→∞

Φ1(t)

Φ2(t)
= 1⇔ (0.28).
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Четвертий роздiл присвячено дослiдженню ψ-асимптотичної еквiва-

лентностi розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь та вiдповiдних

до них звичайних диференцiальних рiвнянь. У цьому роздiлi розглядають-

ся лише автономнi рiвняння, тобто рiвняння для яких a(t, x) = g(x) та

σ(t, x) = σ(x).

Розглянемо розв’язок η = (η(t), t ≥ 0) стохастичного диференцiального

рiвняння

dη(t) = g (η(t)) dt+ σ (η(t)) dw(t), t ≥ 0; η(0) ≡ b, b > 0. (0.30)

Нехай µ = (µ(t), t ≥ 0) – розв’язок звичайного диференцiального рiвнян-

ня, що вiдповiдає (0.30) при σ ≡ 0, тобто

dµ(t) = g (µ(t)) dt, t ≥ 0, µ(0) = b > 0. (0.31)

Вважаємо, що функцiї g, σ та ψ задовольняють наступнi умови.

1. Функцiя g неперервна додатна на R1
+, функцiя σ неперервна додатна

на R1, g та σ такi, що (0.30) має м.н. єдиний неперервний розв’язок η

та (0.31) має єдиний неперервний розв’язок µ.

2. ψ = (ψ(x), x ∈ R1
+) при x ≥ x0 ≥ 0 є додатною неперервно-

диференцiйовною функцiєю, яка строго зростає до нескiнченностi при

x→∞.

Покладемо

G(ψ)(·) = G(ψ−1(·)), g(ψ)(·) = g(ψ−1(·))ψ′(ψ−1(·)),

де lim
t→∞

G(t) =
∞∫
b

du

g(u)
, функцiя ψ−1(u), u ≥ ψ(x0), є оберненою до ψ, i ψ′ є

першою похiдною функцiї ψ.

Теорема 4.1. Припустимо, що виконуються наступнi двi умови:

lim
t→∞

G(t) =

∫ ∞
b

du

g(u)
=∞; (0.32)
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lim inf
t→∞

ct∫
t

du

g(ψ)(u)G(ψ)(u)
= lim inf

t→∞

ψ−1(ct)∫
ψ−1(t)

du

g(u)G(u)
> 0 для всiх c > 1.

(0.33)

Тодi

а) якщо

lim
t→∞

G(η(t))

t
= 1 м.н., (0.34)

то

lim
t→∞

ψ(η(t))

ψ(µ(t))
= 1 м.н.; (0.35)

б) якщо

lim
c↓1

lim sup
t→∞

ct∫
t

du

g(ψ)(u)G(ψ)(u)
= lim

c↓1
lim sup
t→∞

ψ−1(ct)∫
ψ−1(t)

du

g(u)G(u)
= 0,

то (0.35) виконується тодi i тiльки тодi, коли виконується (0.34).

Теорема 4.1 дозволяє дослiдити обмеження, за яких розв’язок η рiвняння

(0.30) та розв’язок µ рiвняння (0.31) є ψ-асимптотично еквiвалентними,

тобто виконується спiввiдношення (0.35).

Умови Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода [30]:

[ГС1 ] g – додатна неперервна функцiя на R1
+;

[ГС2 ] для всiх t > 0 iснує похiдна g′(t), така що g′(t)→ 0 при t→∞;

[ГС3 ] σ – додатна неперервна функцiя на R1;

[ГС4 ] рiвняння (4.4) має м.н. єдиний неперервний розв’язок η, для яко-

го lim
t→∞

η(t) = ∞ м. н. та диференцiальне рiвняння (4.5) має єдиний

неперервний розв’язок;

[ГС5 ] функцiя g
σ є обмеженою.
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Теорема 4.2. Нехай ψ – додатна неперервно диференцiйована функ-

цiя, строго зростаюча до нескiнченностi при x→∞, виконуються умо-

ви Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода i (0.32). Якщо має мiсце (0.33), то

виконується спiввiдношення (0.35).

Аналогiчний результат можна довести, якщо замiсть умов

Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода використовувати умови

Г. Келлера, Г. Керстинга, У. Рослера [118]: для t > 0 покладемо

h(t) =
g′(t)σ2(t)

2
, ψ(t) =

t∫
1

σ2(u)

g3(u)
du.

[КKR0] функцiя g неперервна додатна на R1
+, функцiя σ неперервна

додатна на R1, g та σ такi, що (0.30) має м.н. єдиний неперервний розв’язок,

для якого lim
t→∞

η(t) =∞ м. н. та диференцiальне рiвняння (0.31) має єдиний

неперервний розв’язок.

[КKR1] g : R1
+ → R1

+ є двiчi непевно диференцiйованою такою, що∫ ∞
1

(g(u))−1 du =∞.

[КKR2] h(t)→ 0 при t→∞.

[KКR3] σ : R1
+ → R1

+ є двiчi неперервно-диференцiйованою строго до-

датною функцiєю i
∞∫

0

(tg(µ(t)))−2 σ2(µ(t))dt <∞.

[KКR4] функцiї g, g′, σ
2(µ)
g2(µ) i h(µ) строго вогнутi або випуклi.

Має мiсце теорема.

Теорема 4.3. Нехай виконуються умови [КKR0]-[KКR4] та ψ− до-

датна неперервно диференцiйована функцiя строго зростаюча до нескiн-

ченностi при x→∞. Якщо має мiсце (0.33), то має мiсце (0.35).
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У цьому роздiлi також розглядаються умови, при яких розв’язки µ1 та

µ2 рiвнянь виду (0.31) є ψ1,2-асимптотично-еквiвалентними, тобто

lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1. (0.36)

Розглянемо диференцiальнi рiвняння виду (0.31) та припустимо, що

(В1) функцiя gk, k = 1, 2 є неперервною додатною, визначеною на

(0,∞) та такою, що диференцiальне рiвняння (0.31) має єдиний непере-

рвний розв’язок µk.

(В2) ψk = (ψk(x), x > 0) додатна неперервно-диференцiйована функцiя,

строго зростаюча до нескiнченностi при x→∞.

Теорема 4.4. Нехай функцiї gk та ψk, k = 1, 2 задовольняють (В1),

(В2) та

lim
x→∞

∫ x

bk

ds

gk(s)
=∞, k = 1, 2. (0.37)

Тодi

1) якщо умова

lim inf
t→∞

ct∫
t

du

g
(ψk)
k (u)G

(ψk)
k (u)

= lim inf
t→∞

ψ−1
k (ct)∫

ψ−1
k (t)

du

gk(u)Gk(u)
> 0 для всiх c > 1

(0.38)

виконується хоча б для одного k = 1, 2, то

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇒ lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1;

2) якщо умова

lim
c↓1

lim sup
t→∞

ct∫
t

du

g
(ψk)
k (u)G

(ψk)
k (u)

= lim
c↓1

lim sup
t→∞

ψ−1
k (ct)∫

ψ−1
k (t)

du

gk(u)Gk(u)
= 0 (0.39)

виконується хоча б для одного k = 1, 2, то

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇐ lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1;
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3) якщо (0.38) виконується хоча б для одного k = 1, 2 i хоча б для

одного k = 1, 2 виконується (0.39), то

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇔ lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1.

Наступний результат дає умови ψ1,2-еквiвалентностi для RV функцiй.

Наслiдок 4.1. Нехай функцiй gk та ψk, k = 1, 2, такi, що виконують-

ся умови (В1) i (В2). Якщо хоча б одна з функцiй g(ψk)
k є RV-функцiєю з

iндексом α < 1, то

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇔ lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1.

Теорема 4.4 дає умови, за яких виконується ψ1,2-еквiвалентнiсть

для iнтегральних функцiй. Але можливо встановити зв’язок мiж ψ1,2-

асимптотичною еквiвалентнiстю пiдiнтегральних функцiй G1, G2 та ψ-

асимптотичною еквiвалентнiстю розв’язкiв µ1, µ2.

Теорема 4.5. Нехай функцiї gk та ψk, k = 1, 2 такi, що виконуються

умови (В1), (В2) та (0.37).

Якщо хоча б для одного k = 1, 2 виконується умова (0.38), то

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇒ lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1.

Наслiдок 4.2. Нехай функцiї gk, k = 1, 2 такi, що виконуються умови

(В1),(0.37), функцiя ψ-додатна неперервно-диференцiйована, строго зрос-

таюча до нескiнченностi. Якщо хоча б для одного k = 1, 2 виконується

(0.38), то

lim
t→∞

G1(t)

G2(t)
= 1 ⇒ lim

t→∞

ψ(µ1(t))

ψ(µ2(t))
= 1.

Наступна теорема встановлює зв’язок мiж ψ1,2-асимптотичною еквiва-

лентнiстю пiдiнтегральних функцiй G1, G2 та ψ-асимптотичною еквiва-

лентнiстю розв’язкiв µ1, µ2 для RV-функцiй.
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Теорема 4.6. Нехай функцiї gk та ψk, k = 1, 2 такi, що виконують-

ся умови (В1) i (В2). Якщо g(ψ1)
1 та g

(ψ2)
2 є RV-функцiями з iндексами

меншими нiж 1, то

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇔ lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1.

Наслiдок 4.3. Нехай для G1, G2 виконуються умови (В1) та функ-

цiя ψ є додатною неперервно-диференцiйованою, строго зростаючою до

нескiнченностi. Якщо g(ψ)
1 i g(ψ)

2 є RV-функцiями з iндексами меншими

нiж 1, то

lim
t→∞

G1(t)

G2(t)
= 1 ⇔ lim

t→∞

ψ(µ1(t))

ψ(µ2(t))
= 1.

Наслiдок 4.4. Нехай G1 та G2 є RV-функцiями з iндексами меншими

нiж 1 i виконується (В1). Тодi

lim
t→∞

G1(t)

G2(t)
= 1⇔ lim

t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1.

Для двох стохастичних диференцiальних рiвнянь виду (0.30) має мiсце

наступне твердження.

Теорема 4.7. Нехай для g = gk i σ = σk, k = 1, 2 виконуються умови

Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода, ψk, k = 1, 2 є додатною неперервно-

диференцiйованою, строго зростаючою до нескiнченностi та має мiсце

(0.37).

1. Якщо (0.38) виконується хоча б для одного k = 1, 2, то

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇒ lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(η2(t))
= 1 м.н., (0.40)

i, крiм того,

lim
t→∞

g
(ψ1)
1 (t)

g
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇒ lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(η2(t))
= 1 м.н. (0.41)
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2. Якщо умови (0.38) i (0.39) виконуються для кожного k = 1, 2, то

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇔ lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(η2(t))
= 1 м.н. (0.42)

Аналогiчна теорема є справедливою i для RV-функцiй.

Теорема 4.8. Нехай для g = gk i σ = σk, k = 1, 2 виконуються умови

Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода, ψk, k = 1, 2 є додатною неперервно-

диференцiйованою, строго зростаючою до нескiнченностi.

1. Якщо хоча б одна з g(ψ1)
1 або g(ψ2)

2 є RV-функцiєю з iндексом меншими

нiж 1, то виконуються спiввiдношення (0.40) та (0.41).

2. Якщо g(ψ1)
1 i g(ψ2)

2 є RV-функцiями з iндексами меншими нiж 1, тодi

lim
t→∞

g
(ψ1)
1 (t)

g
(ψ2)
2 (t)

= 1⇔ lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(η2(t))
= 1 м.н.

П’ятий роздiл присвячено дослiдженню достатнiх умов, при яких

розв’язок неавтономного стохастичного диференцiального рiвняння пря-

мує до нескiнченностi.

Розглянемо наступне стохастичне диференцiальне рiвняння

dη(t) = a (t, η(t)) dt+ σ (t, η(t)) dw(t), t ≥ 0; η(0) ≡ b > 0, (0.43)

де w – стандартний вiнерiв процес; b – невипадкова додатна стала; η –

розв’язок рiвняння (0.43), a та σ – неперервнi функцiї, визначенi при t ∈ R1
+

та x ∈ R1. Позначимо

B(t, x) =

x∫
0

dy

σ(t, y)
. (0.44)

до того ж, нехай B−1(t, x)– це функцiя обернена до функцiї B(t, x) по змiн-

нiй x при фiксованому t.

Припустимо, що

lim
x→∞

B(t, x) = lim
x→∞

x∫
0

dy

σ(t, y)
=∞. (0.45)
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Розглянемо функцiю

ã(t, x) = −
B−1(t,x)∫

0

σ′t(t, y)

σ2(t, y)
dy +

a(t, B−1(t, x))

σ(t, B−1(t, x))
− 1

2
σ′x(t, B

−1(t, x))

та покладемо

α(t) = inf
x∈R1

ã(t, x),

A(T ) =

T∫
0

α(t)dt. (0.46)

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 5.1. Нехай a – неперервна функцiя, σ – неперервна додатна

функцiя. Припустимо, що стохастичне диференцiальне рiвняння (0.43)

має м.н. неперервний розв’язок η. Функцiя σ є неперервно диференцiйов-

ною по змiннiй t та по змiннiй x, виконується (0.45) та одна з умов

lim inf
T→∞

A(T )√
2T ln lnT

> 1 (0.47)

або
0∫

−∞

e−2v(x)dx = +∞ та
∞∫

0

e−2v(x)dx < +∞, (0.48)

де

v(x) =

x∫
0

inf
t>0

ã(t, z)dz,

то

lim
t→∞

B(t, η(t)) =∞ м.н. (0.49)

Далi розглянемо декiлька наслiдкiв з теореми 5.1.

Наслiдок 5.1. Припустимо, що виконано всi умови теореми 5.1 сто-

совно функцiй a та σ, σ(t, x) = θ(t)σ(x) та

lim
x→∞

B̃(x) = lim
x→∞

x∫
0

dy

σ(y)
=∞ м.н. (0.50)
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Якщо виконано умову (0.47) або (0.48), то

lim
t→∞

1

θ(t)
B̃(η(t)) =∞ м.н. (0.51)

Наслiдок 5.2. Нехай a – неперервна функцiя, σ – неперервна додатна

функцiя, для якої iснують неперервнi похiднi σ′t, σ′x. Припустимо, що сто-

хастичне диференцiальне рiвняння (0.43) має м.н. неперервний розв’язок

η. Покладемо

A1(T ) =

T∫
0

inf
x∈R1

ã1(t, x)dt,

де

ã1(t, x) = −
x∫

0

σ′t(t, y)

σ2(t, y)
dy +

a(t, x)

σ(t, x)
− 1

2
σ′x(t, x).

Якщо виконано спiввiношення

lim inf
T→∞

A1(T )√
2T ln lnT

> 1, (0.52)

то виконується умова (0.49).

Наслiдок 5.3. Припустимо, що виконуються всi умови наслiдку 5.1

стосовно функцiй a та σ. Крiм того, припустимо, що

lim inf
t→∞

θ(t) > 0. (0.53)

Якщо виконано умову (0.47) або умову (0.48), то

lim
t→∞

η(t) =∞ м.н. (0.54)

Наслiдок 5.4. Припустимо, що виконано всi умови наслiдку 5.3 сто-

совно функцiй a та σ. Нехай, крiм того, a(t, x) = ϕ(t)g(x), а функцiї θ та

σ є монотонно спадними, θ(t) > 0 та ϕ(t) ≥ 0 для всiх t ≥ 0. Покладемо

γ = inf
x∈R1

g(x)

σ(x)
> 0.

Якщо

lim inf
T→∞

1√
2T ln lnT

T∫
0

ϕ(t)

θ(t)
dt >

1

γ
, (0.55)

то виконується (0.54)
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Для рiвняння (0.3) має мiсце наступна теорема.

Теорема 5.2. Нехай a – неперервна функцiя, σ – неперервна додатна

функцiя такi, що стохастичне диференцiальне рiвняння (0.43) має непе-

рервний розв’язок η. Припустимо, що

1) для функцiї σ iснують неперервнi похiднi σ′t, σ′x;

2) функцiя α(t) = inf
x∈R1

ã(t, x), є RV-функцiєю з iндексом ρ > −1
2.

3) для кожного фiксованого t та для деякого c0 > 1

lim inf
x→∞

B(t, c0x)

B(t, x)
> 1,

Тодi має мiсце (0.49).

Наслiдок 5.5. Нехай a(t, x) = g(x) · ϕ(t), де g – неперервна додат-

на функцiя, ϕ – RV-функцiя з iндексом ρ > −1
2, σ(t, x) = σ(x), де σ –

неперервна додатна функцiя, для якої σ′(x) ≤ 0. Крiм того, припустимо,

що

inf
x∈R1

g(x)

σ(x)
> 0.

Тодi виконується (0.54)

Наслiдок 5.6. Припустимо, що a(t, x) = ϕ(t)g(x) та σ(t, x) = θ0g(x),

де θ0 додатна стала та g – неперервна додатна диференцiйовна функцiя

така, що sup
x∈R1

g′(x) <∞. Тодi (0.54) виконується, якщо виконується одна

з наступних двох умов:

1) lim inf
T→∞

Φ(T )

θ0

√
2T ln lnT

> 1; або

2)
0∫
−∞

eθ0g(x)dx = +∞ та
∞∫
0

eθ0g(x)dx < +∞.
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Автор дисертацiї висловлює щиру подяку своєму науковому керiвнико-

вi, доктору фiзико-математичних наук, професору Валерiю Володимиро-

вичу Булдигiну за постановку розглянутих у дисертацiйнiй роботi задач,

постiйну увагу та пiдтримку в роботi. Валерiй Володимирович був нау-

ковим керiвником моєї кандидатської дисертацiї протягом багатьох рокiв.

Вiн також надав менi можливiсть викладати в КПI, що стало важливим

етапом в моєму життi. Також висловлюю щиру подяку доктору фiзико-

математичних наук, професору Клесову Олегу Iвановичу за допомогу, пiд-

тримку та керiвництво дисертацiйною роботою, пiсля прикрої i несподiваної

смертi Валерiя Володимировича.
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РОЗДIЛ 1. ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ЗА ТЕМОЮ
ДИСЕРТАЦIЇ

Наведемо короткий огляд робiт за тематикою дисертацiйної роботи.

Стохастичнi диференцiальнi рiвняння займають важливе мiсце як у

теорiї випадкових процесiв, так i у застосуваннях у рiзних галузях при-

родничих та соцiальних наук. Дослiдження стохастичних iнтегралiв та

пов’язаних з ними диференцiальних рiвнянь починаються з сорокових ро-

кiв XX сторiччя у роботах С.Н. Берштейна [3, 4], К. Iто [108], Й.I. Гiх-

мана [23], Н.Н. Боголюбова та Н.М. Крилова [5]. На теперiшнiй час сто-

хастичним диференцiальним рiвнянням та рiзноманiтним властивостям їх

розв’язкiв присвячено величезну кiлькiсть лiтератури. До монографiй, в

яких найбiльш повно розглядається цей об’єкт, слiд вiднести моногра-

фiї Л. Арнольда [87], Х. Мао [128], A. Фрейдмана [148], Й.I. Гiхмана та

А.В. Скорохода [32], А.Т. Баруча-рида [94], Г. Маккiна [61], Н. Iкеди та

С. Ватанабе [14], М. Метiвьє [129].

Питання iснування та єдиностi розв’язку стохастичного диференцiаль-

ного рiвняння в скiнченому евклiдовому просторi вивчалися, наприклад, в

роботах Н.В. Крилова та А.К. Звонкiна [47], Ф. Вей та К.Ванг [152], S. Zhou

та M. Xue [142], J. Jacod та J. Memin [111].

Стохастичнi диференцiальнi рiвняння в гiльбертовому та банаховому

просторах дослiджувалися Л.I. Гальчуком [21], А.В. Мельнiковим [63],

Ю.С. Мiшурою [133], R.F. Curtain [104], P.L. Falb [104], G. Da Prato,

J. Zabczyk [105], G. Kallianpur, J. Xiong [113], K. Liu [126], A. Freidman

[149,150].

Достатньо велику кiлькiсть робiт присвячено вивченню стохастичних

диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних (див. наприклад [48,66,67,
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146,151] ).

Одне з перших мiсць в теорiї випадкових процесiв посiдають задачi,

пов’язанi з асимптотичними властивостями розв’язкiв стохастичних дифе-

ренцiальних рiвняннь. Засновниками дослiджень в цьому напрямку мож-

но назвати Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода [26], Р.Л. Стратоновича [73],

Р.З. Хасьмiнського [76].

Основними асимптотичними властивостями розв’язкiв стохастичних ди-

ференцiальних рiвнянь, якi розглядаються в лiтературi є обмеженiсть

та необмеженiсть розв’язкiв, стiйкiсть розв’язкiв, ергодичнiсть розв’язкiв,

гранична поведiнка розв’язкiв i т.д.

Питання, пов’язанi з обмеженiстю розв’язкiв стохастичних диферен-

цiальних рiвнянь розглядалися в роботах А.В. Мельнiкова [134], А.М. Са-

мойленко, Н.I. Махмудова та А.М. Станжицького [141], П.Х. Берандрi [89].

Результати щодо необмеженностi розв’язкiв стохастичних диферен-

цiальних рiвняннь з ростом часу можно знайти, наприклад, в монографiях

I.Й. Гiхмана та А.В. Скорохода [26] та К. Iто, Г. Мaккiна [37].

Задачi про стiйкiсть розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь

присвячено багато статей та монографiй. Дослiдження стiйкостi ймовiрнос-

них систем з неперервними фазовими траєкторiями у рiзних постановках

проводились в працях А.А. Андронова, Л.С. Понтрягiна та А.А. Вiтта [1],

Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода [32], Н.Н. Воровича [20], В.Д. Мiльмара

та А.Д. Мишкiса [64]. В цьому напрямку працювали також Р.З. Хасьмiнсь-

кий [76,77], В.С. Королюк [59], Й.I. Гiхман, А.В. Скороход [26], В.К. Ясинсь-

кий [83], I.Я. Кац та Н.Н. Красовський [39], Ж.Є. Бертрам [91], К. Лiу [126],

A. Розкоз [140] та iншi. В монографiї I.Я. Каца [40] розглянуто модель сто-

хастичного рiвняння з марковськими параметрами, якi дозволяють розгля-

дати стiйкiсть систем з розривними фазовими траєкторiями.

Асимптотичну еквiвалентнiсть розв’язкiв стохастичних диференцiаль-

них рiвнянь та розв’язкiв вiдповiдних звичайних диференцiальних рiвнянь
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одним з перших почали дослiджувати задачу Й.I. Гiхман та А.В. Скоро-

ход [30]. Пiзнiше Г. Келлер, Г. Керстинг, У. Рослер в роботi [118] отримали

аналогiчнi результати про асимптотичну еквiвалентнiсть розв’язкiв авто-

номних стохастичних диференцiальних рiвнянь та розв’язкiв вiдповiдних

звичайних диференцiальних рiвнянь. Умови такої еквiвалентностi в [30]

та [118] вiдрiзняються суттєво.

Г. Келлер, Г. Керстинг, У. Рослер присвятили ще декiлька робiт до-

слiдженню асимптотичних властивостей процесiв рiзних видiв за допомо-

гою звичайного диференцiального рiвняння. Асимптотична поведiнка ре-

курсивно визначеного дискретного процесу вивчалась у роботi [119]. Хо-

ча результати для рекурсивного дискретно-визначеного процесу виявились

аналогiчними результатам роботи [118] для автономного стохастичного ди-

ференцiального рiвняння, але iснують технiчнi вiдмiнностi в їх отриман-

нi, а також припущення на коефiцiєнти стохастичного диференцiального

рiвняння в [119] є бiльш строгими нiж в [118]. В роботi [120] Г. Келлер,

Г. Керстинг, У. Рослер дослiджували асимптотичну поведiнку процесiв

народження та загибелi.

Метод вивчення властивостей стохастичного диференцiального рiвнян-

ня за допомогою вiдповiдного звичайного диференцiального застосовується

в роботi [144] до дослiдження умов єдиностi розв’язкiв стохастичних дифе-

ренцiальних рiвнянь. Результати роботи узагальнюють класичну теорему

Iто, а також автор пропонує новi умови потраекторної єдиностi розв’язку

неавтономного стохастичного диференцiального рiвняння.

Цi дослiдження було продовжено в роботах С.Я. Махно [62], В.В. Бул-

дигiна та А.В. Коваля [9], Г.Л. Кулiнiча [52].

В монографiї A.A. Лєвакова [60] знайденi умови, при яких для кожного

розв’язку системи з випадковими збуреннями iснує розв’язок звичайно-

го диференцiального рiвняння з випадковою початковою умовою таке, що

середнє квадратичне вiдхилення вказаних розв’язкiв прямує до нуля при
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t→∞.

В роботах А.П. Креневича [44, 45] дослiджується асимптотична еквi-

валентнiсть розв’язкiв стохастичних систем зi сталими коефiцiєнтами та

лiнiйних звичайних систем у сенсi середнього квадратичного та з iмовiр-

нiстю одиниця. В роботах [44,45] асимптотична еквiвалентнiсть розумiєть-

ся, як близкiсть за нормою в евклiдовому просторi. У цих роботах вив-

чається асимптотична поведiнка на нескiнченностi розв’язкiв стохастичних

систем методами якiсної теорiї диференцiальних рiвнянь. Згiдно з цим ме-

тодом за вихiдною нелiнiйною стохастичною системою будується лiнiйна

система звичайних диференцiальних рiвнянь така, що кожному розв’язку

стохастичної системи ставиться у вiдповiднiсть такий розв’язок звичайної

системи, що в певних iмовiрностних сенсах рiзниця цих розв’язкiв прямує

до нуля при t→∞.

В монографiї А.М. Самойленко та О.М. Станжицького [68] отримано

умови асимптотичної вiдповiдностi лiнiйної стохастичної системи i систе-

ми лiнiйних звичайних диференцiальниих рiвнянь у випадку, коли детер-

мiнована система є системою зi сталими коефiцiєнтами, i розв’язки, якої

обмеженi на пiвосi t ≥ 0.

В статтi А.М. Самойленко, О.М. Станжицького, I.Г. Новака [68] розгля-

нуто бiльш загальну ситуацiю, а саме коли лiнiйна детермiнована система

є системою зi змiнними коефiцiєнтами i розв’язки, якої не обов’язково є

обмеженими на пiвосi t ≥ 0. Авторами показано, що в лiнiйному випад-

ку можна побудувати вiдповiднiсть мiж системами, при якiй нетривiаль-

ним розв’язкам стохастичної системи вiдповiдають нетривiальнi розв’язки

детермiнованої системи, крiм того знайдено умови асимптотичної вiдпо-

вiдностi слабко нелiнiйної стохастичної системи i лiнiйної системи звичай-

них диференцiальних рiвнянь у припущеннi, що остання є експоненцiально

дихотомiчною на осi. Зазначимо, що задачу дослiдження стiйкостi стоха-

стичних диференцiальних рiвнянь теж можно звести до аналогiчної задачi
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для вiдповiдних детермiнованих диференцiальних рiвнянь. Окремi резуль-

тати для спецiального класу стохастичних рiвнянь можно знайти в роботах

В.С. Королюка [59] та Є.Ф. Царькова [78].

При дослiдженнi асимптотичної поведiнки розв’язку стохастичного ди-

ференцiального рiвняння, одну з умов в роботi [30] було накладено на

розв’язок звичайного диференцiального рiвняння, що вiдповiдає стохастич-

ному диференцiальному рiвнянню. Складний аналiтичний вигляд цiєї умо-

ви створює враження, що вона є суто технiчною i не має змiстовного пiд-

грунтя. Пiзнiше В.В. Булдигiним, О.I. Клесовим, Й.Г. Штайнебахом [7, 8]

було доведено еквiвалентнiсть цiєї умови псевдо-регулярнiй змiнi (PRV)

вiдповiдної функцiї та знайдено зручний еквiвалентний запис цiєї умови в

термiнах нижньої (або верхньої) границi Й. Карамати.

Й. Карамата у статтi [114] ввiв поняття функцiї з регулярною змiною

(RV-функцiї) та довiв низку фундаментальних тверджень.

Узагальнення результатiв статтi [114] представлено у монографiях [92]

та [70]. Узагальнення RV-функцiй належать В. Авакумовичу [88]. В останнi

роки, у теорiї ймовiрностей виявилося по ряду питань, в яких з’явилася

природна необхiднiсть залучати як математичний апарат правильно змiннi

функцiї.

У сучаснiй лiтературi при узагальненнях теорiї RV-функцiй Й. Кара-

мати виникають чотири, класи функцiй: PRV, WPI, SQI та POV. Класи

PRV, WPI, SQI та POV- функцiй мають внутрiшню характеризацiю в тер-

мiнах верхнiх та нижнiх граничних функцiй, якi природно виникають при

вивченнi RV-функцiй.

Властивостi цих класiв функцiй вивчали В. Феллер [147], S. Aljančić та

D. Arandelović [85], D. Arandelović [86], Н.К. Барi та С.Б. Стєчкiн [72],

але самi термiни PRV, WPI, SQI та POV були введенi в роботах [7, 8].

В.В. Булдигiн, О.I. Клесов, Й.Г. Штайнебах спочатку отримали найпростi-

шi застосування PRV,WPI, SQI та POV-функцiй у теоремах вiдновлення,
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пiсля цього було закладено основи теорiї цих класiв функцiй, яка потiм

дозволила отримати бiльш складнi застосування. Усi цi результати були

зiбранi в монографiї [12]. Саме властивостi PRV-функцiй використовують-

ся в дисертацiйнiй роботi для дослiдження поставлених задач.

PRV-функцiї з’явилися в рiзних математичних дослiдженнях досить

давно. Пiд рiзними назвами виникали i дослiджувались в роботах Б.I. Ко-

ренблюма [58], В. Матушевської [131, 132], У. Штадтмюллерa i Р. Траут-

нерa [145], C.М. Бермана [90], С.Б. Стечкiна та Н.К. Барi [72], А.Л. Якимiва

[82]. У статтях [58], [145] неспаднi PRV-функцiї використовувались при до-

веденнi аналогiв тауберових теорем для перетворення Лапласа. Зокрема, у

роботi У. Штадтмюллерa i Р. Траутнерa [145] доведено, що тауберова тео-

рема для перетворення Лапласа неспадної додатної функцiї має мiсце тодi

i тiльки тодi, коли ця функцiя має PRV-властивiсть. У роботi А.Л. Якимi-

ва [82] вивчалась багатовимiрна PRV-властивiсть, але результати цiєї ро-

боти є важливими i в одновимiрному випадку.

Однiєю з важливих властивостей PRV-функцiй є те, що вони зберiга-

ють асимптотичну еквiвалентнiсть функцiй i послiдовностей. Саме ця вла-

стивiсть визначає широке використання функцiй цього класу. Важливим

є також питання про умови, за яких оберненi або квазiоберненi функцiї

зберiгають еквiвалентнiсть функцiй, тобто важливо не тiльки знати, коли

сама функцiя, а й коли її обернена зберiгає еквiвалентнiсть.

У роботi О.I. Клесова, З. Рихлiка та Й. Штайнебаха [123] з викори-

станням PRV вивчався зв’язок мiж пiдсиленим законом великих чисел для

послiдовностi випадкових величин та його аналогом для процесу вiднов-

лення.

Деякi результати роботи [123] узагальнюються в роботi В.В. Булдигi-

на, О.I. Клесова та Й Штайнебаха [99], де PRV властивiсть вивчається

бiльш детально. Зокрема показано, що PRV функцiї i тiльки вони зберi-

гають асимптотичну еквiвалентнiсть функцiй та послiдовностей. В роботi
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В.В. Булдигiна, О.I. Клесова та Й. Штайнебаха [6] теорiя PRV-функцiй ви-

користовується для дослiдження питання стiйкостi диференцiальних рiв-

нянь. У [99] також означенi POV-функцiї, якi узагальнюють функцiї з пра-

вильною змiною та додатним iндексом. Доведено, що строго зростаючi та

необмеженi POV-функцiї та квазiоберненi до них функцiї одночасно зберi-

гають асимптотичну еквiвалентнiсть функцiй та послiдовностей. Бiльше

того, тiльки для POV функцiй виконується ця властивiсть. Як застосуван-

ня загальної теорiї в [123] вивчалася асимптотична поведiнка узагальнених

функцiй вiдновлення, якi були побудованi за неперервними послiдовностя-

ми та функцiями.

В роботах В.В. Булдигiна, О.I. Клесова та Й Штайнебаха [6–8] теорiя

PRV-функцiй використовується для дослiдження питання стiйкостi дифе-

ренцiальних рiвнянь та асимптотичної поведiнки розв’язкiв автономних

стохастичних диференцiальних рiвнянь
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РОЗДIЛ 2. Допомiжнi результати.

Для зручностi у уьому роздiлi наведено допомiжнi результати, на якi

iснують посилання з iнших роздiлiв. В роздiлi 2.1 наведено основнi вiдо-

мостi про автономнi та неавтономнi стохастичнi диференцiальнi рiвняння,

якi можно знайти також в монографiї [30]. В роздiлi 2.2 наведено деякi ре-

зультати, що стосуються теорiї функцiї регулярної змiни, якi можна знайти,

наприклад, в [12]. Усi цi результати вiдносяться до тематики дисертацiї i

використовуються при отриманнi основних результатiв.

2.1. Стохастичнi диференцiальнi рiвняння

2.1.1. Iснування та єдинiсть розв’язку стохастичного дифе-

ренцiального рiвняння першого порядку.

Розглянемо наступне стохастичне диференцiальне рiвняння

dη(t) = a (t, η(t)) dt+ σ (t, η(t)) dw(t), t ≥ 0; η(0) ≡ η0, (2.1)

де w – стандартний вiнерiвський процес заданий на ймовiрностному про-

сторi {Ω,F, P}, a та σ – неперервнi функцiї та x ∈ R1, η0 – невипадкова

додатна стала, η – розв’язок рiвняння (2.1) (детальнiше див. стор. 33, [30]).

Теорема 2.1 ( теорема 1, стор. 40, [30]). Нехай T > 0. Якщо викону-

ються умови:

• функцiї a(t, x) та σ(t, x) визначенi при t ∈ [0, T ] i x ∈ R та вимiрнi

по сукупностi змiнних;

• iснує таке число K, що при t ∈ [0, T ] та x, y ∈ R мають мiсце

нерiвностi

|a(t, x)− a(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ K|x− y|,
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|a(t, x)|2 + |σ(t, x)|2 ≤ K2
(
1 + |x|2

)
;

• η(0) не залежить вiд w(t) i Eη(0)2 <∞.

Тодi iснує розв’язок η рiвняння (2.1), який задовольняє наступним умо-

вам:

А) розв’язок η(t) є м.н. неперервним i η(t) = η(0) при t = 0;

B) sup
0≤t≤T

Eη(t)2 <∞.

Якщо η1(t) та η2(t) два розв’язки рiвняння (2.1), якi задовольняють

умовам А) та В), то

P

{
sup

0≤t≤T
|η1(t)− η2(t)| = 0

}
= 1.

2.1.2. Необмеженiсть розв’язкiв автономних стохастичних

диференцiальних рiвнянь.

Розглянемо стохастичне диференцiальне рiвняння, коефiцiєнти якого не

залежать вiд часу безпосередньо, тобто

dη(t) = a (η(t)) dt+ σ (η(t)) dw(t). (2.2)

Рiвняння (2.2) називається автономним. Введемо iнтеграли

I1(x) =

∫ x

−∞
exp

−
z∫

0

2a(u)

σ2(u)
du

 dz,

I2(x) =

∫ +∞

x

exp

−
z∫

0

2a(u)

σ2(u)
du

 dz.

Теорема 2.2 ( теорема 1, стор. 119, [30]). Нехай коефiцiєнти рiвняння

(2.2) задовольняють умови теореми 2.1 та σ(x) > 0 для всiх x, а η(t) –

розв’язок рiвняння (2.2). Тодi для будь-яких x

1. якщо I1(x) = +∞ та I2(x) = +∞, то

P

{
sup
t>0

η(t) = +∞
}

= P
{

inf
t>0

η(t) = +∞
}

= 1;
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2. якщо I1(x) < +∞ та I2(x) < +∞, то

P

{
sup
t>0

η(t) = +∞
}

= P
{

lim
t→∞

η(t) = +∞
}

= E
I1(η(0))

I1(η(0)) + I2(η(0))
;

P
{

inf
t>0

η(t) = −∞
}

= P
{

lim
t→∞

η(t) = −∞
}

= E
I2(η(0))

I1(η(0)) + I2(η(0))
;

3. якщо I1(x) < +∞ та I2(x) = +∞, то

P

{
sup
t>0

η(t) < +∞
}

= P
{

inf
t>0

η(t) = −∞
}

= P
{

lim
t→∞

η(t) = −∞
}

= 1;

4. якщо I1(x) = +∞ та I2(x) < +∞, то

P

{
sup
t>0

η(t) = +∞
}

= P
{

inf
t>0

η(t) > −∞
}

= P
{

lim
t→∞

η(t) = +∞
}

= 1.

При оцiнцi розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь може бути

корисною наступна лема.

Лема 2.1. ( лема 4, стор. 120, [30]) Нехай η1(t) та η2(t) – розв’язки

рiвнянь dηi(t) = ai (t, ηi(t)) dt + dw(t), i = 1, 2 , що задовольняють одним

i тим самим початковим умовам ηi(0) = x. Якщо для всiх t ≥ 0 i x

виконується нерiвнiсть a1(t, x) < a2(t, x), то η1(t) < η2(t) м.н. для t>0.

Наступний результат мiстить умови збiжностi м.н. розв’язку стохастич-

ного диференцiального рiвняння до ∞.

Теорема 2.3 ( теорема 2, стор.121, [30]). Нехай η – розв’язок рiвняння

dη(t) = a (t, η(t)) dt+ dw(t) з початковою умовою η(0) = η0. Покладемо

α1(t) = inf
x∈R1

a(t, x), α2(t) = sup
x∈R1

a(t, x),

та

a1(x) = inf
t>0

a(t, x), a2(x) = sup
t>0

a(t, x).

Тодi lim
t→∞

η(t) =∞ м. н., якщо виконується одна з наступних двох умов:

1) lim
t→∞

inf
1√

2T ln lnT

T∫
0

α1(t)dt > 1;
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або

2)
0∫
−∞

e
−

x∫
0

2a1(z)dz
dx = +∞ та

∞∫
0

e
−

x∫
0

2a1(z)dz
dx < +∞.

А також lim
t→∞

η(t) = −∞ м. н., якщо виконується одна з наступних

двох умов:

1) lim
t→∞

sup
1√

2T ln lnT

T∫
0

α2(t)dt < −1;

або

2)
0∫
−∞

e
−

x∫
0

2a2(z)dz
dx < +∞ та

∞∫
0

e
−

x∫
0

2a2(z)dz
dx = +∞.

2.1.3. Точний порядок росту автономного стохастичного ди-

ференцiального рiвняння.

Розглянемо рiвняння (2.2) та припустимо, що iснує єдиний розв’язок

для довiльного початкового значення η(0) (для довiльного T > 0 розв’язок

є єдиним у сенсi, що вказується в теоремi 2.1 ) i σ(x) > 0 для всiх x.

Означення 1 ( [30]). Нехай lim
t→∞

η(t) = +∞ м.н. Функцiя ϕ(t), що пря-

мує до нескiнченностi при t → ∞ називається точним порядком росту

розв’язку стохастичного диференцiального рiвняння, якщо

lim
t→∞

η(t)

ϕ(t)
= 1 м.н.

Теорема 2.4 (теорема 1, стор. 125, [30]). Нехай η є розв’язком рiвняння

(2.2), вiдносно коефiцiєнтiв якого виконуються наступнi умови:

1) lim
x→+∞

a(x) = a0 > 0;

2) σ обмежена та додатна функцiя;

3) коефiцiєнти a та σ такi, що P
{

lim
t→∞

η(t) = +∞
}

= 1.

Тодi

P

{
lim
t→∞

η(t)

a0t
= 1

}
= 1.

тобто ϕ(t) = a0t є точним порядком розв’язку рiвняння (2.2).

Теорему 2.4 можно використовувати для доведення iснування точного

порядку росту, вiдмiнного вiд лiнiйного. Для цього корисним є наступний

результат.
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Теорема 2.5 (теорема 2, стор. 126, [30]). Нехай η є розв’язком рiвняння

(2.2), коефiцiєнти якого задовольняють наступним умовам:

1) a та σ такi, що lim
t→∞

η(t) = +∞ м.н.;

2) iснує зростаюча двiчi неперервно диференцiйована функцiя f(x), для

якої lim
x→∞

f(x) = +∞, f ′(x)σ(x) є обмеженою функцiєю i

lim
x→∞

[
a(x)f ′(x) +

1

2
f ′′(x)σ2(x)

]
= C > 0. (2.3)

Тодi

lim
t→∞

f(η(t))

t
= C м.н.

Зауваження 2.1 (зауваження 1, стор. 127, [30]). Умови, яким повинна

задовольняти функцiя, щоб виконувались твердження теореми 2.5, можно

взяти наступнi:

1. lim
x→+∞

a(x)f ′(x) = C > 0;

2. lim
x→+∞

f ′′(x)σ2(x) = 0;

3. функцiя f ′(x)σ(x) є обмеженою.

Використовуючи теорему 2.5, можна вказати умови, за яких точний

порядок росту розв’язку стохастичного диференцiального рiвняння (2.2)

визначається функцiєю µ, що є розв’язком вiдповiдного звичайного дифе-

ренцiального рiвняння

dµ(t) = a(µ(t))dt. (2.4)

Теорема 2.6 ( теорема 4, стор. 130, [30]). Нехай a(x) таке, що рiв-

няння (2.2) та (2.4) мають єдиний розв’язок при довiльних початкових

даних. Припустимо, що a(x) > 0 для всiх достатньо великих x > 0; σ(x)
a(x)

– обмежена, iснує похiдна a′(x), причому a′(x)→ 0, x→∞. Якщо µ(t) –

розв’язок рiвняння (2.4), для якого lim
t→+∞

µ(t) = +∞ та при деякому C > 0

lim
ε→0

sup
| zu−1|≤ε

sup
z>C

∣∣∣∣µ(z)

µ(u)
− 1

∣∣∣∣ = 0, (2.5)
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то

P

{
lim
t→∞

η(t)

µ(t)
= 1

}
= 1.

2.1.4. Формула Iто.

Нехай (Ft, t ≥ 0) – це потiк σ-алгебр, тобто Ft1 ⊆ Ft2 для t1 ≤ t2. По-

значимо через H2[0, T ] простiр випадкових функцiй f(t), визначених при

t ∈ [0, T ] та при кожному t вимiрних вiдносно Ft, для яких iнтеграл
T∫
0

f 2(t)dt є скiнченим м.н. Введемо поняття стохастичного диференцiалу.

Припустимо, що процес η(t) при всiх 0 ≤ t1 < t2 ≤ T задовольняє

спiввiдношенню

η(t1)− η(t2) =

t2∫
t1

a(t)dt+

t2∫
t1

b(t)dw(t),

де
√
|a(t)| ∈ H2[0, T ], b ∈ H2[0, T ]. Тодi процес має стохастичний диферен-

цiал на [0, T ]: dη(t) = a(t)dt+ b(t)dw(t).

Має мiсце наступа теорема.

Теорема 2.7 ( теорема 4, стор. 25, [30]). Нехай процес η(t) має сто-

хастичний диференцiал dη(t) = a(t)dt + b(t)dw(t), a функцiя f(t, x) непе-

рервна та має неперервнi похiднi f ′t(t, x), f ′x(t, x), f ′′xx(t, x). Тодi процес

f(t, η(t)) також має стохастичний диференцiал i

df(t, η(t)) =

(
f ′t(t, η(t)) + f ′x(t, η(t))a(t) +

1

2
f ′′xx(t, η(t))b2(t)

)
dt+

+f ′x(t, η(t))b(t)dw(t).

Зауваження 2.2 (стор. 34, [30]). Нехай η(t) – розв’язок рiвняння (2.1),

а f(t, x) – монотонна по x неперервна по x та t функцiя, визначена при

t ∈ [0;T ], x ∈ R1, для якої iснують та неперервнi похiднi f ′t(t, x), f ′x(t, x),

f ′′xx(t, x). При кожному t ∈ [0;T ] iснує функцiя g(t, x) обернена по x до

f(t, x), тобто функцiя для якої f(t, g(t, x)) = x, g(t, f(t, x)) = x. Покладемо

ξ(t) = f(t, η(t)). Тодi η(t) = g(t, η(t)) та

dξ(t) =

(
f ′t(t, η(t)) + f ′x(t, η(t))a(t, η(t)) +

1

2
f ′′xx(t, η(t))σ2(t, η(t))

)
dt
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+f ′x(t, η(t))σ(t, η(t))dw(t).

Таким чином, процес буде розв’язком рiвняння

dξ(t) = ã(t, ξ(t))dt+ σ̃(t, ξ(t))dw(t),

де

ã(t, x) = f ′t(t, g(t, x)) + f ′x(t, g(t, x))a(t, g(t, x)) +
1

2
f ′′xx(t, g(t, x))σ2(t, g(t, x)),

σ̃(t, x) = f ′x(t, g(t, x))σ(t, g(t, x)).

2.1.5. Властивiсть стохастичного iнтегралу.

Теорема 2.8 ( теорема 1, стор. 20, [30]). Нехай f(t) ∈ H2[0, T ] та
T∫
0

Ef 2(t)dt < ∞. Тодi сепарабельний процес I(t) =
t∫

0

f(s)dw(s) є непе-

рервним м.н. i при a > 0 виконуються нерiвностi:

P

 sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

f(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣ > a

 ≤ 1

a2

T∫
0

Ef 2(t)dt, (2.6)

E sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

f(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣
2

≤ 4

T∫
0

Ef 2(t)dt. (2.7)

Оцiнки (2.6) та (2.7) можно назвати нерiвностями А. Н. Колмогорова та

Дж. Дуба для стохастичних iнтегралiв.
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2.2. Правильно змiннi функцiї

Нехай R1 — множина дiйсних чисел, R1
+ — множина невiд’ємних чи-

сел, Z— множина цiлих чисел, N — множина натуральних чисел.

Нехай F = F(R1
+) — множина дiйсних функцiй f=(f(t), t ≥ 0), якi є

додатними для достатньо великих аргументiв:

F+ =
⋃
A>0

{f ∈ F | f(t) > 0, t ∈ [A, ∞)} ;

F(∞) – простiр функцiй f ∈ F+ таких, що

(i) sup
0≤t≤T

f(t) <∞ ∀T > 0,

(ii) lim
t→∞

sup f(t) =∞.

Далi, нехай F∞ – множина функцiй f ∈ F(∞) таких, що

lim
t→∞

f(t) =∞.

C(∞) – множина, яка мiстять неперервнi функцiї з простору F(∞);

C∞inc – множина функцiй f ∈ C∞, якi строго зростають для великих t.

”Вимiрнiсть” будемо розумiти за Лебегом.

Для кожної f ∈ F+ будемо розглядати її верхню та нижню граничнi

функцiї:

f ∗(c) = lim sup
t→∞

f(ct)

f(t)
та f∗(c) = lim inf

t→∞

f(ct)

f(t)
, c > 0.

2.2.1. RV та ORV-функцiї.

Поняття правильно змiнної функцiї було введено Й. Караматою [114].

Означення 2 ( [114]). Про вимiрну функцiю f ∈ F+ кажуть, що вона

є правильно змiнною (RV), якщо

f∗(c) = f ∗(c) ∈ R1
+ для будь якого c > 0.

Означення 3 ( [114]). Якщо f∗(c) = f ∗(c) = 1 для будь якого c > 0, то

кажуть, що функцiя f повiльно змiнюється (SV).
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Для кожної RV функцiї f iснує число α ∈ R1 ( iндекс функцiї f ) таке,

що f∗(c) = f ∗(c) = cα, c > 0. Крiм того, якщо f є правильно змiнною

функцiєю з iндексом α, то f(t) = tαl(t), t > 0, де l(t) – SV функцiя.

Одне з важливих узагальнень RV-функцiй належить В. Г. Авакумовi-

чу [88], Й. Караматi [117].

Означення 4 ( [88], [117]). Про функцiю f ∈ F+ кажуть, що вона О-

правильно змiнюється (ORV), якщо f ∗(c) <∞ для будь-якого c > 0.

Зрозумiло, що кожна RV функцiя є ORV-функцiя. Властивостi ORV

функцiй вивчалися у роботi S. Aljančić та D. Arandelović [85]. Н.К. Барi

та С.Б. Стечкiн [72] дослiджували ORV-функцiї та застосовували їх до

задач наближення функцiй. Цi результати разом iз теорiєю RV-функцiй та

їх узагальнень плiдно застосовуються в рiзних напрямах математики (див.

E. Сенета [143], N. H. Bingham та iн. [92]).

Для доведення деяких результатiв дисертацiї буде корисною теорема

Карамати про асимптотичну поведiнку iнтегралiв вiд RV-функцiй (див.

[12, 70,92,114]).

Нагадаємо, що вимiрну дiйсну функцiю f(t), t ≥ A, називають локально

iнтегровною, якщо вона iнтегровна (за Лебегом) на будь-якому вiдрiзку

[a, b] ⊂ [A,∞).

Теорема 2.9 (теорема Карамати, [12]). Нехай f– локально iнтегровна

RV-функцiя. Тодi:

1) якщо ρ > −1, то

lim
x→∞

xf(x)
x∫
A

f(t)dt

= ρ+ 1;

2) якщо ρ < −1, то

lim
x→∞

xf(x)
∞∫
x

f(t)dt

= |ρ+ 1|;
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3) якщо ρ = −1 i If(∞) =∞, то

lim
x→∞

xf(x)
x∫
A

f(t)dt

= 0;

де If(∞) =
∞∫
A

f(t)dt

4) якщо ρ = −1 i If(∞) <∞, то

lim
x→∞

xf(x)
∞∫
x

f(t)dt

= 0.

Зазначимо, що твердження 3) та 4) цiєї теореми довiв C. Парамесва-

ран [136].

2.2.2. PRV-функцiї.

Усi означення, результати та приклади цього пiдроздiлу та пiд-

роздiлiв 2.2.3-2.2.5 можна знайти в [12].

Кожна RV функцiя f має властивiсть: lim
c→1

f ∗(c) = 1. Ця властивiсть

визначає ширший клас важливих функцiй (див. [99]).

Означення 5. Будемо казати, що вимiрна функцiя f ∈ F+ псевдопра-

вильно змiнюється (PRV), якщо

lim
c→1

f ∗(c) = 1. (2.8)

З (2.8) випливає (див. [99]), що кожна PRV-функцiя є ORV-функцiя.

Будь яка швидко зростаюча функцiя, наприклад f(t) = et, t ≥ 0, не може

бути PRV-функцiєю.

Можно пересвiдчитись в тому, що умова (2.8) спiвпадає з умовою:

lim inf
c→1

f ∗(c) = 1. Вiдомим є бiльш узагальнений результат.

Лема 2.2 ( [12]). Нехай f ∈ F+ . Тодi

1) умова (2.8) еквiвалентна будь якiй з наступних чотирьох умов:

(i) lim
c→1

inf f ∗(c) = 1;
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(ii) lim
c→1

lim sup
t→∞

∣∣∣∣f(ct)

f(t)
− 1

∣∣∣∣ = 0;

(iii) lim
c↓1

f ∗(c) = lim
c↓1

f∗(c) = 1;

(iv) lim
c↑1

f ∗(c) = lim
c↑1

f∗(c) = 1;

2) умова (2.8) виконується тодi i тiльки тодi, коли верхня гранична

функцiя f ∗ (або нижня гранична функцiя f∗) неперервна у точцi с = 1,

тобто lim
c→1

f ∗(c) = 1 або lim
c→1

f∗(c) = 1;

3) якщо верхня гранична функцiя f ∗ є неспадною, то умова (2.8) ви-

конується тодi i тiльки тодi, коли lim
c↓1

f ∗(c) = 1 або lim
c↑1

f∗(c) = 1; крiм

того, за цих умов f ∗ є неперервною для кожного c ∈ (0, ∞).

Можна довести (див. [12]), що умова Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода

(2.5) означає, що µ є PRV-функцiєю.

Приклад 2.1 ( [12]). Кожна PRV-функцiя є ORV-функцiя, але не нав-

паки. Наприклад, f(t) = 2 + (−1)[t], t ≥ 0, є ORV-функцiя, але не є PRV.

Приклад 2.2 ( [12]). Кожна RV-функцiя є PRV-функцiя, але не навпа-

ки. Наприклад, нехай α є фiксоване дiйсне число. Тодi

f(t) =

 0, при t = 0,

tα exp {sin(ln t)} , при t > 0,

є PRV-функцiя, але не є RV-функцiя.

Найважливiшою властивiстю PRV-функцiй є те, що вони зберiгають

еквiвалентнiсть. Нижче наведено точнi означення.

Означення 6. Двi функцiї u та v називаються асимптотично еквiва-

лентними, якщо lim
t→∞

u(t) = lim
t→∞

v(t) =∞ та

lim
t→∞

u(t)

v(t)
= 1.

Означення 7. Ми кажемо, що функцiя f зберiгає еквiвалентнiсть

функцiй, якщо

lim
t→∞

f(u(t))

f(v(t))
= 1
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для невiд’ємних асимптотично еквiвалентних функцiй u та v, тобто для

таких u та v, що

lim
t→∞

u(t)

v(t)
= 1

та lim
t→∞

u(t) = lim
t→∞

v(t) =∞.

Лема 2.3 ( [12]). Вимiрна функцiя f ∈ F+ зберiгає еквiвалентнiсть

функцiй тодi i тiльки тодi, коли вона є PRV-функцiєю.

Лема 2.4 ( [12]). Нехай f ∈ F∞ та f є додатною неперервно диферен-

цiйовною функцiєю для всiх t ≥ t0 > 0 . Тодi f є PRV-функцiєю тодi i

тiльки тодi, коли

lim
c→1

lim sup
t→∞

ct∫
t

f ′(u)

f(u)
du = 0.

Лема 2.5 ( [12]). Нехай f ∈ F∞ та f є додатною неперервно дифе-

ренцiйовною функцiєю такою, що f ′(t) ≥ 0 для всiх t ≥ t0 > 0. Тодi f є

PRV-функцiєю тодi i тiльки тодi, коли

lim
c↓1

lim sup
t→∞

ct∫
t

f ′(u)

f(u)
du = 0.

Наслiдок 2.1 ([12]). Нехай f ∈ F∞ та f є додатною неперервно дифе-

ренцiйовною функцiєю для всiх t ≥ t0 > 0.

1) Якщо

lim sup
t→∞

t | f ′(t) |
f(t)

<∞,

то f є PRV-функцiєю.

2) Якщо f є PRV-функцiєю, то

lim inf
t→∞

tf ′(t)

f(t)
<∞.

3) Якщо f ′(t) ≥ 0 та

lim sup
t→∞

tf ′(t)

f(t)
<∞,

то f є PRV-функцiєю.

4) Якщо f ′(t) > 0 та f ′ є неспадною, то f є PRV-функцiєю.
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Наслiдок 2.2 ( [12]). Припустимо, що f ∈ F∞ та f є додатною непе-

рервно диференцiйовною функцiєю, f ′(t) > 0 та f ′ є неспадною для всiх

t ≥ t0 > 0. Тодi якщо
1∫

0+

f ′∗(c)dc > 1,

то f є PRV-функцiєю.

2.2.3. SQI-функцiї.

Розглянемо деякi важливi класи функцiй (див. також [12]).

Означення 8. Будемо казати, що вимiрна функцiя f ∈ F+ є достатньо

швидко зростаючою (SQI), якщо

f∗(c) > 1 для будь-якого c > 1, (2.9)

або, що еквiвалентно, якщо f∗(c) < 1 для будь-якого c ∈ (0, 1).

Зауважимо, що функцiя з повiльною змiною не може бути SQI-

функцiєю. З iншого боку, будь-яка RV-функцiя з додатнiм iндексом i будь-

яка швидко зростаюча монотонна функцiя, наприклад f(t) = et, t ≥ 0, є

SQI-функцiєю. Цi функцiї використовували А. Л. Якимiв [153], D. Djurčić,

A. Torgašev [107], В.В. Булдигiн та iн. [6–8,12,99].

Лема 2.6 ( [12]). Нехай f ∈ F∞ та f є додатною неперервно дифе-

ренцiйовною функцiєю для всiх t ≥ t0 > 0. Тодi f є SQI-функцiєю тодi i

тiльки тодi, коли

lim inf
t→∞

ct∫
t

f ′(u)

f(u)
du > 0 для всiх c > 1.

Наслiдок 2.3 ( [12]). Нехай f ∈ F∞ є додатною неперервно диферен-

цiйовною функцiєю та f ′(t) ≥ 0 для всiх t ≥ t0 > 0.

1) Якщо

lim inf
t→∞

tf ′(t)

f(t)
> 0,
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то f є SQI-функцiєю.

2) Якщо f є SQI-функцiєю, то

lim sup
t→∞

tf ′(t)

f(t)
> 0.

3) Якщо f є SQI-функцiєю, то

lim sup
t→∞

tf ′(t) =∞.

4) Якщо f ′(t) > 0 та f ′ є неспадною, то f є SQI-функцiєю.

Наслiдок 2.4 ( [12]). Припустимо, що f ∈ F∞ та f є додатною непе-

рервно диференцiйовною функцiєю, f ′(t) > 0 та f ′ є неспадною для всiх

t ≥ t0 > 0. Тодi якщо cf ′∗(c) > 1 для всiх c > 1, то f є SQI-функцiєю.

2.2.4. Квазiоберненi функцiї.

Якщо функцiя f не є неперервною або не є монотонною, то вона не

завжди може мати обернену. В цьому випадку використовують узагаль-

нену обернену функцiю або квазiобернену функцiю. Нагадаємо означення

квазiобернених функцiй [12].

Означення 9. Нехай f ∈ F(∞). Функцiю f (−1) ∈ F(∞) називають ква-

зiоберненою функцiєю до f , якщо f
(
f (−1)(s)

)
= s для великих s

Для кожної f ∈ C(∞) квазiобернена функцiя iснує, але може бути не єди-

ною. Якщо f ∈ C∞inc, то iснує обернена функцiя f−1, тобто f
(
f−1(s)

)
= s та

f−1 (f(t)) = t для всiх великих значень s i t. Квазiобернена функцiя харак-

теризується лише однiєю з двох властивостей обернених функцiй: друга з

них f (−1) (f(t)) = t не обов’язково виконана.

Приклад 2.3 ( [12]). Нехай x ∈ C(∞). Покладемо

x
(−1)
1 (s) =

 inf { t ≥ 0 : x(t) = s } , s ≥ min{0, s0},
0, s < min{0, s0},

де s0 = x(0). Функцiя x
(−1)
1 є квазiоберненою до x. Якщо x ∈ C∞inc, то

x
(−1)
1 = x−1.
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Приклад 2.4 ( [12]). Нехай x ∈ C(∞). Покладемо

x
(−1)
2 (s) =

 sup { t ≥ 0 : x(t) = s } , s ≥ min{0, s0},
0, s < min{0, s0},

де s0 = x(0). Функцiя x
(−1)
2 є квазiоберненою до x. Зауважимо, що

x
(−1)
1 (s) ≤ x

(−1)
2 (s), s > 0, та взагалi кажучи, x(−1)

1 6= x
(−1)
2 . Якщо x ∈ C∞inc,

то x(−1)
1 = x

(−1)
2 = x−1.

2.2.5. Квазiоберненi функцiї, якi зберiгають еквiвалентнiсть

функцiй .
Розглянемо умови, за яких оберненi та квазiоберненi функцiї зберiга-

ють еквiвалентнiсть функцiй.

Теорема 2.10 ( [12]). Нехай f ∈ C∞inc. Обернена функцiя f−1 зберiгає

еквiвалентнiсть функцiй тодi i тiльки тодi, коли виконується умова

(2.9).

Теорема 2.11 ( [12]). Нехай f ∈ C∞inc i виконується умова (2.9). Якщо

для деякої функцiї x ∈ F∞, i для деякого числа a ∈ (0, ∞)

lim
t→∞

x(t)

f(t)
= a,

то для будь-якої квазiоберненої функцiї x(−1)

lim
s→∞

x(−1)(s)

f−1
(
s
a

) = 1,

де f−1 є оберненою до f функцiєю.
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РОЗДIЛ 3. Точний порядок росту розв’язкiв
стохастичних диференцiальних рiвнянь з

коефiцiєнтом зсуву та дифузiї, що залежать
вiд часу.

У роздiлi 3 розглядається задача про точний порядок зростання для

стохастичного диференцiального рiвняння з коефiцiєнтами зсуву g та ди-

фузiї σ наступного виду:

g(t, x) = g(x)ϕ(t) та σ(t, x) = σ(x)θ(t),

де g та σ – неперервнi додатнi функцiї, θ та ϕ – неперервнi функцiї. Будемо

дослiджувати умови на функцiї g, ϕ, θ, σ, при яких поведiнка розв’язку сто-

хастичного диференцiального рiвняння майже напевно (м.н.) є асимптотич-

но еквiвалентною поведiнцi розв’язку вiдповiдного звичайного диферен-

цiального рiвняння. Подiбна задача ранiше вивчалась у роботах Й.I. Гiх-

мана i А.В. Скорохода [30], Г. Келлера, Г. Керстiнга та У. Рослера [118],

а потiм у роботах В.В. Булдигiна, О.I. Клесова та Й. Штайнебаха [6–8,12].

В усiх згаданих роботах ця задача розв’язувалась для автономних стоxа-

стичних диференцiальних рiвнянь, а саме для рiвняння

dη(t) = g(η(t))dt+ σ(η(t))dw(t), t ≥ 0; η(0) ≡ b, b > 0, (3.1)

де w -вiнерiв процес. В роботах [6–8, 12], [30], [118] припускалося, що g

та σ є додатними неперервними функцiями такими, що iснує єдиний непе-

рервний розв’язок цього рiвняння i розглядався лише той випадок, коли

lim
t→∞

η(t) = ∞ м.н. У згаданих вище роботах було встановлено умови, за

яких розв’язок автономного стохастичного диференцiального рiвняння є

асимптотично еквiвалентним розв’язку вiдповiдного звичайного диферен-

цiального рiвняння.

dµ(t) = g (µ(t)) dt, t ≥ 0;µ(0) ≡ b > 0,
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тобто

lim
t→∞

η(t)

µ(t)
= 1 м.н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
. (3.2)

Означення 10. Ми кажемо, що умова

lim
t→∞

η(t)

µ(t)
= 1

вiдбувається м.н. на множинi

B =
{
ω : lim

t→∞
η(t, ω) =∞

}
,

якщо iснує подiя Ω1 така, що Ω1 ⊂ Ω, P (Ω1) = 1, для якого

lim
t→∞

η(t, ω)

µ(t)
= 1

виконується для будь-якого ω ∈ (Ω1

⋂
B).

Починаючи з роботи Й.I. Гiхмана та А. В. Скорохода [30], схема дослiд-

ження умов, за яких

lim
t→∞

η(t)

µ(t)
= 1 м.н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
,

складається з двох основних крокiв. На першому з них розглядається ви-

падковий процес

Y (t) = G(η(t)), t ≥ 0, де G(x) =

∫ x

b

du

g(u)
, x ≥ b,

та доводиться за певних умов, що

lim
t→∞

G(η(t))

t
= 1 м.н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
. (3.3)

На другому кроцi доводиться, що за певних умов спiввiдношення (3.3) обу-

мовлює асимптотичну еквiвалентнiсть м.н. розв’язку стохастичного дифе-

ренцiального рiвняння та розв’язку детермiнованого неавтономного дифе-

ренцiального рiвняння.

Для цього в роботi Й.I. Гiхмана, А. В. Скорохода [30] припускалось, що

для деякого C > 0

lim
ε→0

sup
z>C

sup
| zu−1|≤ε

∣∣∣∣µ(z)

µ(u)
− 1

∣∣∣∣ = 0.
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Ця умова вказує на те, що функцiя µ є PRV-функцiєю (див. означення 5),

якi почали вивчати в останнi роки [12]. Результати для PRV-функцiй мож-

на ефективно використовувати при знаходженнi умов, за яких розв’язки

автономних стохастичних диференцiальних рiвнянь та вiдповiдних до них

автономних звичайних диференцiальних рiвнянь є асимптотично еквiва-

лентними. Такий пiдхiд до вивчення асимптотичної поведiнки розв’язкiв

автономних стохастичних диференцiальних рiвнянь реалiзовано в робо-

тах [6, 100,101].

У цьому роздiлi розглянемо подiбну задачу для неавтономних стоха-

стичних диференцiальних рiвняннь.

Розглянемо два неавтономнi стохастичнi диференцiальнi рiвняння

dηk(t) = gk (ηk(t))ϕk(t)dt+ σk (ηk(t)) θk(t)dwk(t), t ≥ 0; (3.4)

ηk(0) ≡ bk, bk > 0,

для k = 1, 2, де wk, k = 1, 2 – стандартнi вiнеровi процеси, означенi на

повному ймовiрносному просторi {Ω,F, P}. Характер залежностi мiж про-

цесами w1 та w2 може бути довiльним. Початковi значення bk, k = 1, 2 –

невипадковi додатнi сталi; θk, ϕk, k = 1, 2 – дiйснi неперервнi функцiї; gk,

σk, k = 1, 2 – неперервнi додатнi функцiї такi, що для кожного k = 1, 2

стохастичне диференцiальне рiвняня (3.4) має єдиний та неперервний м.н.

розв’язок ηk = (ηk(t), t ≥ 0).

Для k = 1, 2 позначимо через µk = (µk(t), t ≥ 0) неперервний розв’язок

задачi Кошi звичайного диференцiального рiвняння, яке отримується з

(3.4) при σk = 0, тобто

dµk(t) = gk (µk(t))ϕk(t)dt, t ≥ 0; (3.5)

µk(0) = bk, bk > 0, k = 1, 2.

Припустимо, що для кожного k = 1, 2 функцiї gk та ϕk такi, що iснує

неперервний розв’язок µk.
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Нехай розв’язок µk задовольняє умовi

lim
t→∞

µk(t) =∞.

Роздiл 3 має таку структуру. У пiдроздiлi 3.1 вивчаються умови,

при яких розв’язки стохастичного диференцiального рiвняння (3.4) та

розв’язки вiдповiдного звичайного диференцiального рiвняння асимпто-

тично еквiвалентнi м.н. на множинi
{

lim
t→∞

ηk(t) =∞
}
, тобто

lim
t→∞

ηk(t)

µk(t)
= 1 м.н. на множинi

{
lim
t→∞

ηk(t) =∞
}
, k = 1, 2.

У пiдроздiлi 3.2 отримано критерiй асимптотичної еквiвалентностi,

розв’язкiв двох звичайних диференцiальних рiвнянь (3.5).

У пiдроздiлi 3.3 дослiджуються умови, при яких розв’язки стохастичних

диференцiальних рiвнянь (3.4) асимптотично еквiвалентнi м.н., тобто

lim
t→∞

η1(t)

η2(t)
= 1 м.н. на множинi

{
lim
t→∞

η1(t) =∞
}⋂{

lim
t→∞

η2(t) =∞
}
.

Усi задачi тiсно пов’язанi мiж собою, а розв’язання задачi пiдроздiлу 3.3

випливає з результатiв пiдроздiлiв 3.1 та 3.2.
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3.1. Точний порядок росту розв’язкiв стохастичних
диференцiальних рiвнянь з коефiцiєнтами, що
залежать вiд часу.

3.1.1. Умови та формулювання основного результату.

Розглянемо стохастичне диференцiальне рiвняння

dη(t) = g (η(t))ϕ(t)dt+ σ (η(t)) θ(t)dw(t), t ≥ 0; , η(0) ≡ b, b > 0, (3.6)

де w – стандартний вiнерiв процес; b – невипадкова додатна стала. При-

пустимо, що ϕ = (ϕ(t), t ∈ R1
+) та θ = (θ(t), t ∈ R1

+) – дiйснi неперервнi

функцiї, g = (g(x), x ∈ R1) та σ = (σ(x), x ∈ R1) – неперервнi додатнi

функцiї такi, що (3.6) має неперервний розв’язок η.

Основним завданням цього пiдроздiлу є знаходження умов, за яких

lim
t→∞

η(t)

µ(t)
= 1 м. н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
,

де µ = (µ(x), x ∈ R1) – неперервний розв’язок звичайного диференцiально-

го рiвняння, яке отримується з стохастичного диференцiального рiвняння

(3.6) при σ ≡ 0 або θ ≡ 0, тобто

dµ(t) = g (µ(t))ϕ(t)dt, t ≥ 0; µ(0) = b, b > 0. (3.7)

Припустимо, що функцiї g та ϕ такi, що iснує розв’язок µ, який задовольняє

умовi

lim
t→∞

µ(t) =∞. (3.8)

Умови, при яких розв’язок стохастичного диференцiального рiвняння

прямує до нескiнченностi будемо дослiджувати у роздiлi 5. а для (3.8) на-

ведемо одну достатню умову.

Для t ≥ 0 введемо позначення

Φ(t) =

t∫
0

ϕ(u)du



61

до того ж, припустимо, що

Φ(t) > 0, t > 0; (3.9)

lim
t→∞

Φ(t) =∞. (3.10)

Покладемо

G(x) =

x∫
b

ds

g(s)
, x ≥ b.

Вiдносно функцiї G зробимо наступне припущення

lim
x→∞

G(x) =∞. (3.11)

Зауваження 3.1. З умови (3.11) випливає, що G ∈ C∞inc.

Нижче наведено умови iснування, єдиностi та диференцiйовностi

розв’язку задачi (3.7). Для зручностi ми спочатку вiдзначимо необхiднi

властивостi функцiї G.

Лема 3.1. Нехай g є додатною функцiєю та виконується (3.11). Тодi

1. обернена G−1 iснує i є неперервною.

2. обернена G−1 iснує i є диференцiйовною, якщо додатково припусти-

ти, що g є неперервною функцiєю.

Доведення. Доведемо 1. Покажемо, що G є монотонно зростаючою.

Дiйсно, нехай x1 < x2, тодi

G(x1)−G(x2) =

x2∫
x1

ds

g(s)
> 0, x2 > x1 ≥ b.

оскiльки g(x) > 0, x ∈ R1. З останнього випливає, що G−1 iснує. Функцiя g

є додатною неперервною функцiєю, то G є неперервною функцiєю, а тому

G−1 є також неперервною функцiєю. Перейдемо до доведення 2. Нехай



62

додатково функцiя g є неперервною. Тодi функцiя G є диференцiйовною.

Дiйсно,

G′(x) =

 x∫
b

ds

g(s)

′ = 1

g(x)
> 0, x ∈ R1,

причому G′ –неперервна функцiя. Покажемо, що G−1 також диференцiй-

овна, використовуючи теорему про обернену функцiю. Нехай y0 ∈ R1, тодi

x0 = G−1(y0)

(G−1)′(x) =
1

G′(x0)
= g(x0),

тобто похiдна iснує в довiльнiй точцi y0 ∈ R1.

Лема 3.2. Нехай g — додатна неперервна функцiя, а ϕ — неперервна

функцiя та виконується умова (3.9). Тодi задача (3.7) має єдиний непе-

рервно диференцiйовний розв’язок µ, причому

µ(t) = G−1(Φ(t)), t ≥ 0. (3.12)

Крiм того, якщо виконано умови (3.10) та (3.11), то

lim
t→∞

µ(t) =∞. (3.13)

Доведення. Оскiльки G(b) = 0, b > 0, то G−1(0) = b.

При t > 0 маємо

d(G−1(Φ(t))) = (G−1)′(Φ(t))(Φ(t))′dt = g(G−1(Φ(t)))ϕ(t)dt.

Крiм того, G−1(Φ(0)) = G−1(0) = b, тому G−1(Φ(t)) є розв’язком задачi

(3.7).

З iншого боку, якщо µ є розв’язком рiвняння (3.7), то для будь-якого

t ≥ 0 маємо

Φ(t) =

t∫
0

ϕ(u)du =

t∫
0

dµ(s)

g(µ(s))
=

µ(t)∫
b

dυ

g(υ)
= G(µ(t)).

Отже,

Φ(t) = G(µ(t)),
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та

µ(t) = G−1(Φ(t)).

За умови (3.9) спiввiдношення (3.12) визначає єдиний розв’язок рiвняння

(3.7).

Надалi ми припускаємо, що функцiї g та ϕ є такими, що iснує непере-

рвний розв’язок µ, який задовольняє умовi (3.13).

Окрiм функцiй Φ та G, важливу роль при вивченнi асимптотичної по-

ведiнки розв’язку звичайного диференцiального рiвняння µ та процесу η

вiдiграє функцiя Φ+ :

Φ+(t) =

t∫
0

|ϕ(u)| du.

Припустимо

lim sup
t→∞

Φ+(t)

Φ(t)
<∞. (3.14)

Вiдмiтимо, що умова (3.14) виконуються для будь-якої додатної функцiї

ϕ. Також зауважимо, що якщо виконується умова (3.9), то Φ+(t) > 0 при

t > 0. Дiйсно,

0 < Φ(t) =

t∫
0

ϕ(u)du =

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

ϕ(u)du

∣∣∣∣∣∣ ≤
t∫

0

|ϕ(u)|du = Φ+(t).

Приклад 3.5. Покажемо, що iснують функцiї ϕ, якi приймають як

додатнi, так i вiд’ємнi значення, що задовольняють умови (3.9), (3.10) та

(3.14). Прикладом такої функцiї є

ϕ(t) = a+ cos t, t > 0, a ∈ (a0; 1) ,

де a0 > 0 є розв’язком рiвняння

x(π + arccosx)−
√

1− x2 = 0. (3.15)

Розвязок рiвняння (3.15) дiйсно належить iнтервалу (0; 1), оскiльки лiва

частина (3.15) дорiвнює −1 при x = 0 та дорiвнює π при x = 1. Крiм того,
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вiн є єдиним, оскiльки похiдна лiвої частини (3.15) є додатною, а вiдповiдна

функцiя є монотонно зростаючою.

Спочатку, перевiримо умову (3.9). Оскiльки Φ′(t) = ϕ(t) = a + cos t, то

критичнi точки функцiї задовольняють рiвняння cos t = −a, звiдки

tn = ±(π − arccos a) + 2πn, n ∈ Z.

Функцiя Φ може приймати вiд’ємнi значення при t > 0 лише на промiжку

[π; 2π]. При t0 = π + arccos a функцiя Φ досягає мiнiмального значення,

тому

Φmin = Φ(t0) = a(π + arccos a−
√

1− a2) > 0, при a ∈ (a0; 1) ,

а отже, з (3.15) випливає (3.9).

До того ж, легко бачити, що lim
t→∞

Φ(t) = lim
t→∞

(at+ sin t) = ∞. Отже,

умова (3.10) виконується.

Перевiримо умову (3.14). Для всiх t > 0 маємо

lim sup
t→∞

Φ+(t)

Φ(t)
= lim sup

t→∞

t∫
0

|a+ cosu| du

at+ sin t
≤

≤ lim sup
t→∞

t∫
0

a du+
t∫

0

| cosu|du

at+ sin t
≤

≤ lim sup
t→∞

(a+ 1)t

at+ sin t
=
a+ 1

a
<∞ при a ∈ (a0; 1) .

При вивченнi точного порядку росту розв’язкiв стохастичних диферен-

цiальних рiвнянь використовують рiзнi методи. У цiй роботi дослiдження

поставленої задачi, складається з двох крокiв.

Перший крок полягає в знаходженнi умов, при яких

lim
t→∞

G(η(t))

Φ(t)
= 1 м. н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
. (3.16)

Другим кроком є знаходження умов на функцiю G, при яких



65

lim
t→∞

G(η(t))

Φ(t)
= 1 ⇒ lim

t→∞

G−1(G(η(t)))

G−1(Φ(t))
= 1 (3.17)

м. н. на множинi
{

lim
t→∞

η(t) =∞
}
.

В свою чергу, з спiввiдношення в правiй частинi (3.27) випливає асимп-

тотична еквiвалентнiсть η та µ :

lim
t→∞

G−1(G(η(t)))

G−1(Φ(t))
= 1⇒ lim

t→∞

η(t)

µ(t)
= 1

м. н. на множинi
{

lim
t→∞

η(t) =∞
}
.

Такий пiдхiд в дослiдженнi асимптотичних властивостей розв’язку

стохастичного диференцiального рiвняння розвивався в роботах [6–8].

3.1.2. Достатнi умови асимптотичної еквiвалентностi G ◦ η та

Φ м.н.

Перейдемо до розв’язання задачi першого кроку. Наступна теорема мi-

стить достатнi умови асимптотичної еквiвалентностi G ◦ η та Φ м.н. на

множинi
{

lim
t→∞

η(t) =∞
}
.

Теорема 3.1. Нехай ϕ та θ – неперервнi функцiї, g та σ – неперервнi

додатнi функцiї такi, що стохастичне диференцiальне рiвняння (3.6) має

неперервний розв’язок η. Нехай виконуються умови (3.9), (3.10),(3.11) та

(3.14). Припустимо,що

∞∑
k=0

2k+1∫
0

θ2(s)ds

Φ2
+(2k)

<∞. (3.18)

Нехай виконуються наступнi двi умови:

а) функцiя
σ

g
є обмеженою;

б) для функцiї g iснує похiдна g′(x), x ∈ R1, причому

lim
t→∞

t∫
0

|g′(η(s))| θ2(s)ds

Φ+(t)
= 0 м. н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
. (3.19)
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Тодi виконується (3.16).

Доведення теореми 3.1 наведено в пiдроздiлi 3.1.5 пiсля низки допомiж-

них результатiв.

Зауваження 3.2. Умови iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi

для стохастичного диференцiального (3.6) з неперервними коефiцiєнтами

a(t, x) = ϕ(t)g(x) та σ(t, x) = θ(t)σ(x) описує теорема 2.1.

Зауваження 3.3. Теорема 3.1 узагальнює теорему 2.6 з книги Й.I. Гiх-

мана та А.В. Скорохода [30], де розглянуто випадок автономного рiвняння,

для якого ϕ(t) = 1 та θ(t) = 1. Умова (3.18) в цьому випадку виконується

автоматично, оскiльки Φ+(t) = t.

А також теорема 3.1 є узагальненням вiдповiдних результатiв Г. Келле-

ра, Г. Керстинга, У. Рослера, [118] стосовно асимптотичної еквiвалентностi

розв’язку стохастичного диференцiального рiвняння та розв’язку звичай-

ного диференцiального рiвняння.

Зауваження 3.4. Умова (3.19) мiстить обмеження на розв’язок η рiв-

няння (3.6), яке не зручно перевiряти. Можна запропонувати достатнi умо-

ви, якi не мiстять процесу η i якi є бiльш зручними для перевiрки. Напри-

клад,

lim
x→∞

g′(x) = 0 та lim sup
t→∞

t∫
0

θ2(s)ds

Φ+(t)
<∞

або

lim sup
x→∞

|g′(x)| <∞ та lim
t→∞

t∫
0

θ2(s)ds

Φ+(t)
= 0.

Зауваження 3.5. При θ(t) = 1, t ≥ 0, ряд (3.18) збiгається, якщо для

деякого δ > 1
2

lim sup
t→∞

tδ

Φ+(t)
<∞. (3.20)
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Для того, щоб це перевiрити, розглянемо загальний член ряду (3.18):

0 <

2k+1∫
0

θ2(s)ds

Φ2
+(2k)

≤ 2k+1

Φ2
+(2k)

.

В силу умови (3.20) маємо, що iснує M > 0 таке, що

tδ

Φ+(t)
< M, для довiльного t > 0.

Тому
2k

Φ2
+(2k)

≤ 2(1−2δ)k

(
2kδ

Φ2
+(2k)

)
≤M 22(1−2δ)k.

Отже

∞∑
k=0

2k+1∫
0

θ2(s)ds

Φ2
+(2k)

≤ 2M 2
∞∑
k=0

2(1−2δ)k.

Ряд в правiй частинi збiгається для деякого δ > 1
2 .

Зазначимо також, що (3.20) виконується, якщо для деякого β < 1
2

lim inf
u→∞

ϕ(u)uβ > 0. (3.21)

Дiйсно, якщо виконується (3.21), то iснують такi ε > 0 та u0 ≥ 0, що

ϕ(u) > εu−β, u > u0.

Не втрачаючи загальностi, вважатимемо, що u0 = 0. Тому при t ≥ 1

t∫
0

ϕ(u)du ≥ ε

t∫
0

u−βdu =
ε

1− β
t1−β

та для довiльного δ > 0

tδ

Φ(t)
=

tδ

t∫
0

ϕ(u)du

≤ tδ

ε
1−β t

1−β ≤
(1− β)

ε
tδ−1+β.

Отже, якщо β < 1
2 , то δ >

1
2 й умова (3.20) виконується.
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Зауваження 3.6. Аналогiчним чином можно показати, що у випадку,

коли θ є правильно змiнною функцiєю порядку ρ ≥ −1, то з умови (3.20)

при δ > 1
2 + ρ випливає (3.18). В цьому випадку умова (3.21) при β < 1

2 − ρ
є достатньою для (3.18).

Приклад 3.6. (Модель росту популяцiї)

Стохастичне диференцiальне рiвняння

dη(t) = r(t)η(t)dt+ βη(t)dw(t), t ≥ 0; η(0) ≡ 1, (3.22)

описує зростання популяцiї (див. [135]), де η – розмiр популяцiї в момент

часу t; r – вiдносна швидкiсть росту популяцiї, яка залежить вiд часу; w –

стандартний вiнерiв процес; β ∈ R1
+.

Вважаємо, що r є неперервною функцiєю. Позначимо R(t) =
t∫

0

r(s)ds та

припустимо, що

R(t) > 0, t > 0, (3.23)

lim
t→∞

R(t) = lim
t→∞

t∫
0

r(s)ds =∞, (3.24)

та

lim
t→∞

t

R(t)
= 0. (3.25)

Розв’язок рiвняння (3.22) має вигляд:

η(t) = exp

{(
R(t)− 1

2
β2t

)
+ βw(t)

}
. (3.26)

З (3.25) випливає, що η прямує до нескiнченностi м.н. при t→∞. Дiйсно,

lim
t→∞

η(t) = lim
t→∞

exp

{(
R(t)− 1

2
β2t

)
+ βw(t)

}
=

= lim
t→∞

exp

{
t

(
R(t)

t
− 1

2
β2 + β

w(t)

t

)}
=∞ м.н.

Зрозумiло, що

Φ(t) = R(t).
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Зауважимо, що в силу (3.23), (3.24), для функцiї Φ(t) виконуються умови

(3.9), (3.10). Для функцiї g(x) = x має мiсце (3.11), оскiльки

lim
x→∞

G(x) = lim
x→∞

lnx =∞.

Умова (3.18) теореми 3.1 теж виконується в силу (3.25). Зрозумiло також,

що

∞∑
k=0

2k+1∫
0

θ2(s)ds

Φ2
+(2k)

= 2
∞∑
k=0

2k

R2(2k)
<∞.

Оскiльки g′(x) = 1, то в силу умови (3.25) та зауваження 3.4 має мiсце

(3.19). Тому в силу теореми 3.1 маємо (3.16), тобто

lim
t→∞

ln(η(t))

R(t)
= 1 м.н.

3.1.3. Достатнi умови м.н. асимптотичної еквiвалентностi

розв’язку η та розв’язку µ.

Перейдемо до дослiдження умов другого кроку, за яких м. н. на множинi{
lim
t→∞

η(t) =∞
}

виконується наступна iмплiкацiя

lim
t→∞

G(η(t))

Φ(t)
= 1 ⇒ lim

t→∞

η(t)

µ(t)
= 1. (3.27)

Для дослiдження будемо використовувати теорiю SQI та PRV функцiй,

яка була розроблена В.В. Булдигiним, О.I. Клесовим та Й.Г. Штайне-

бахом [6–8] (див. також [12]). Певнi властивостi цих функцiй вивчались

багатьма авторами, серед яких Б.И. Коренблюм [58], У. Штадтмюллер

та Р. Траутнер [145]. Теорiю таких функцiiй (характериcтичнi властивостi,

iнтегральне представлення, теореми про рiвномiрну збiжнiсть i т.д.) побу-

довано в [12]. Однiєю з найважливiших властивостей PRV функцiй є те,

що вони зберiгають еквiвалентнiсть функцiй (див. означення 7). Нагадаємо

умови, при яких обернена до G функцiя зберiгає еквiвалентнiсть.
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Твердження 3.1 ( [12]). Припустимо, що

1) lim
t→∞

G(t) = lim
t→∞

t∫
b

ds

g(s)
=∞;

2) lim inf
t→∞

ct∫
t

du

g(u)G(u)
> 0 для всiх c > 1.

Тодi для будь-яких функцiй f1 та f2 таких, що

lim
t→∞

f1(t)

f2(t)
= 1

та

lim
t→∞

f1(t) = lim
t→∞

f2(t) =∞,

має мiсце спiввiдношення

lim
t→∞

G−1(f1(t))

G−1(f2(t))
= 1.

Зважаючи на твердження 3.1, якщо виконуються умови теореми 3.1, то

для будь-якого ω ∈ Ω, для якого виконується (3.16), маємо

lim
t→∞

G(η(t))

Φ(t)
= 1 ⇒ lim

t→∞

G−1(G(η(t)))

G−1(Φ(t))
= 1 ⇒

⇒ lim
t→∞

η(t)

µ(t)
= 1 м. н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
.

Сформулюємо отриманий результат у виглядi теореми. Отже, наступна

теорема описує умови, за яких точний порядок зростання розв’язку стоха-

стичного диференцiального рiвняння (3.6) майже напевно є таким же, як i

у розв’язку звичайного диференцiального рiвняння (3.7).

Теорема 3.2. Нехай виконуються всi умови теореми 3.1, (3.11), а та-

кож

lim inf
t→∞

ct∫
t

du

g(u)G(u)
> 0 для всiх c > 1. (3.28)

Тодi

lim
t→∞

η(t)

µ(t)
= 1 м. н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
,

де η – розв’язок рiвняння (3.6) та µ – розв’язок рiвняння (3.7) (див. (3.12)).
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Зауваження 3.7. Якщо ϕ(t) = θ(t) = 1, t ≥ 0, з теорем 3.1 та 3.2 вип-

ливають вiдповiднi результати робiт [6–8], що стосуються умов асимпто-

тичної еквiвалентностi розв’язкiв автономних стохастичних диференцiаль-

них рiвнянь та розв’язкiв автономних звичайних диференцiальних рiвнянь.

Зауваження 3.8. Оскiльки g є додатною i неперервною функцiєю, то

згiдно з лемою (2.6), де f = G та f ′ = 1
g , умова (3.28) рiвносильна тому,

що G є SQI-функцiєю (див. означення 8 ).

Якщо функцiя ϕ приймає лише додатнi значення, то умови теореми 3.2

змiняться наступним чином.

Наслiдок 3.1. Нехай θ – неперервна функцiя, g, ϕ та σ – неперервнi

додатнi функцiї такi, що (3.6) має неперервний розв’язок η. Нехай вико-

нуються умови (3.9), (3.10), (3.11), (3.14), (3.28) i крiм того:

а) функцiя
σ

g
є обмеженою;

б) iснує похiдна g′ та

lim
t→∞

g′(η(t))θ2(t)

ϕ(t)
= 0 м. н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
. (3.29)

Тодi

lim
t→∞

η(t)

µ(t)
= 1 м. н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
.

Оскiльки умова (3.29) залежить вiд розв’язку стохастичного диферен-

цiального рiвняння, то замiсть нього доцiльно використовувати наступнi

спiввiдношення:

lim
x→∞

g′(x) = 0 та lim sup
t→∞

θ2(t)

ϕ(t)
<∞,

або

lim sup
x→∞

|g′(x)| <∞ та lim
t→∞

θ2(t)

ϕ(t)
= 0.

Умова (3.28) є необхiдною i достатньою для того, щоб функцiя G−1

зберiгала еквiвалентнiсть функцiй. Достатнi умови, при в яких виконується

(3.28), мiстяться у наступному твердженнi ( див. наприклад, [6], [102]).
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Твердження 3.2 ( [6]). Нехай g - додатна неперервна функцiя така,

що виконується (3.11), i крiм того, або

1) lim sup
x→∞

g(x)G(x)

x
<∞; або

2) g незростає при великих x; або

3) iснує таке α < 1, що 0 < inf
x≥1

g(x)x−α, sup
x≥1

g(x)x−α <∞; або

4) g∗(c) < c для всiх c > 1, де g∗(c) = lim sup
x→∞

g(cx)

g(x)
; або

5) g є RV-функцiєю з iндексом α < 1 (див. наприклад [70]).

Тодi виконується умова (3.28).

Наведемо приклад стохастичного диференцiального рiвняння, для кое-

фiцiєнтiв якого виконуються всi умови теореми 3.1 та теореми 3.2.

Приклад 3.7. Для α > 0, 0 < γ < 1
2 розглянемо наступне стохастичне

диференцiальне рiвняння

dη(t) = tα
(
1 + η2(t)

)γ
dt+

(
1 + η2(t)

)γ
dw(t), t ≥ 0; η(0) ≡ b > 0, (3.30)

де w — стандартний вiнерiв процес; b — невипадкова додатна стала. Коефi-

цiєнти рiвняння мають вигляд ϕ(t) = tα, θ(t) = 1, g(x) = σ(x) = (1 + x2)γ.

Для стохастичного диференцiального рiвняння (3.30) виконуються всi

умови теорем 3.1 та 3.2. Дiйсно, при α > 0 маємо

∞∑
k=0

2k+1∫
0

θ2(s)ds

Φ2
+(2k)

= 2
∞∑
k=0

2k

(2k)2α+2
<∞.

Оскiльки g(x) = σ(x) = (1 + x2)γ, то σ
g є обмеженою функцiєю.

Оскiльки g′(x) = 2γx(1 + x2)γ−1, та 1
2 < 1− γ < 1, то

lim
x→∞

g′(x) = lim
x→∞

2γ
x

(1 + x2)1−γ = 0

та

lim
t→∞

∫ t
0 θ

2(s)ds

Φ(t)
= lim

t→∞

(α + 1)t

tα+1
= 0 <∞.
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Так як g – RV функцiя з iндексом α = 2γ < 1, то виконується умова

(3.11) i тому, в силу твердження 3.2, має мiсце (3.28).

Зауважимо, що основне припущення теорем про необмеженнiсть

розв’язку стохастичного диференцiального рiвняння (3.30) при t→∞ теж

виконується. Поведiнка розв’язку на нескiнченностi рiвняння (3.30) буде

роглянута бiльш детально у роздiлi 5.

Отже розв’язку рiвняння (3.30) є асимптотично еквiвалентним до

розв’язку вiдповiдного звичайного дифференцiального рiвняння.

3.1.4. Допомiжнi твердження.

Для доведення теорем 3.1 та 3.2 необхiднi кiлька допомiжних твер-

джень.

У першому з них будемо розглядати стохастичне диференцiальне рiв-

няння, яке вiдрiзняється вiд (3.6) додатковим доданком у правiй частинi,

dζ(t) =
(
g̃ (ζ(t))ϕ(t) + g̃1(ζ(t))θ2(t)

)
dt+ σ̃ (ζ(t)) θ(t)dw(t), t ≥ 0; (3.31)

ζ(0) ≡ b, b > 0,

де w – стандартний вiнерiв процес; b – невипадкова додатна стала; g̃1 , ϕ та

θ – неперервнi функцiї, g̃ та σ̃ – неперервнi додатнi функцiї такi, що (3.31)

має неперервний розв’язок ζ. Сформулюємо i доведемо твердження, яке

мiстить умови, за яких iснує границя вiдношення розв’язку ζ та функцiї Φ

при t→∞.

Має мiсце наступна лема.

Лема 3.3. Нехай виконуються (3.9), (3.10), (3.14), (3.18) та наступнi

три умови:

А1) lim
x→∞

g̃(x) = κ ∈ (0, ∞);

Б1) функцiя σ̃ є обмеженою;
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В1) lim
t→∞

t∫
0

g̃1(ζ(s))θ2(s)ds

Φ+(t)
= 0 м. н. на множинi

{
lim
t→∞

ζ(t) =∞
}
;

Тодi

lim
t→∞

ζ(t)

Φ(t)
= κ м. н. на множинi

{
lim
t→∞

ζ(t) =∞
}
.

Доведення. Так як розв’язок рiвняння (3.31) має вигляд

ζ(t) = ζ(0) +

t∫
0

g̃ (ζ(s))ϕ(s)ds+

t∫
0

g̃1 (ζ(s)) θ2(s)ds+

t∫
0

σ̃ (ζ(s)) θ(s)dw(s),

то, враховуючи умови (3.14) та В1), для доведення леми 3.3 досить пока-

зати, що

lim
t→∞

1

Φ(t)

t∫
0

g̃(ζ(s))ϕ(s)ds = κ м. н. на множинi
{

lim
t→∞

ζ(t) =∞
}

(3.32)

та

lim
t→∞

1

Φ+(t)

t∫
0

σ̃(ζ(s))θ(s)dw(s) = 0м. н. на множинi
{

lim
t→∞

ζ(t) =∞
}
(3.33)

Доведемо спочатку рiвнiсть (3.32). За умови А1) леми 3.3 для будь-якого

ω ∈
{

lim
t→∞

ζ(t) =∞
}

та будь-якого ε > 0 iснує таке sε = sε(ω) > 0, що

|g̃(ζ(s))− κ| < ε при s ≥ sε. Тому, зважаючи на умову (3.10), для будь-

якого t ≥ sε маємо∣∣∣∣∣ t∫sε (g̃(ζ(s))− κ)ϕ(s)ds

∣∣∣∣∣
Φ(t)

≤
ε

t∫
sε

|ϕ(s)| ds

Φ(t)
≤ εΦ+(t)

Φ(t)
,

звiдки

lim sup
t→∞

∣∣∣∣ t∫
0

(g̃(ζ(s))− κ)ϕ(s)ds

∣∣∣∣
Φ(t)

= lim sup
t→∞

∣∣∣∣∣ t∫sε (g̃(ζ(s))− κ)ϕ(s)ds

∣∣∣∣∣
Φ(t)

≤

≤ εlim sup
t→∞

Φ+(t)

Φ(t)
.
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Враховуючи (3.14) та довiльнiсть ε > 0, отримуємо (3.32).

Доведемо тепер (3.33). Для цього при довiльному n ≥ 0 та довiльному

ε > 0 розглянемо наступнi двi подiї

Bn =

 sup
2n≤t≤2n+1

1

Φ+(t)

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

σ̃(ζ(s))θ(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣ > ε

 ,

Cn =

 sup
2n≤t≤2n+1

1

Φ+(2n)

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

σ̃(ζ(s))θ(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣ > ε

 .

Функцiя Φ+ монотонно зростає, тому Bn ⊂ Cn, n ≥ 0.

Оскiльки σ̃ є обмеженою функцiєю, а θ – неперервною, то
t∫

0

σ̃2(ζ(s))θ2(s)ds <∞ i
t∫

0

Eσ̃2(ζ(s))θ2(s)ds <∞.

Враховуючи теорему 2.8, для будь-яких n ≥ 0 i ε > 0 має мiсце оцiнка

P

 sup
2n≤t≤2n+1

1

Φ+(t)

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

σ̃(ζ(s))θ(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣ > ε

 ≤
≤ P

 sup
2n≤t≤2n+1

1

Φ+(2n)

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

σ̃(ζ(s))θ(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣ > ε

 ≤

≤ 1

Φ2
+(2n)ε2

2n+1∫
0

E |σ̃(ζ(s))|2 θ2(s)ds ≤
L2

(
2n+1∫
0

θ2(s)ds

)
Φ2

+(2n)ε2
,

де L = sup
x
σ̃(x) <∞.

Отже,

P

 sup
2n≤t≤2n+1

1

Φ+(t)

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

σ̃(ζ(s))θ(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣ > ε

 ≤

≤
L2

(
2n+1∫
0

θ2(s)ds

)
Φ2

+(2n)ε2
.

(3.34)
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для довiльних n ≥ 0 та ε > 0.

Тепер для довiльних m ≥ 1 та ε > 0 розглянемо наступну подiю

B̃m =

 sup
t≥2m

1

Φ+(t)

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

σ̃(ζ(s))θ(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣ > ε

 .

Представимо B̃m у виглядi

B̃m =
∞⋃
k=m

Bk.

Оскiльки

P

( ∞⋃
k=m

Bk

)
≤

∞∑
k=m

P(Bk),

то в силу (3.34) маємо

P

 sup
t≥2m

1

Φ+(t)

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

σ̃(ζ(s))θ(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣ > ε

 ≤
≤

∞∑
n=m

P

 sup
2n≤t≤2n+1

1

Φ+(t)

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

σ̃(ζ(s))θ(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣ > ε

 ≤ ΞmL
2

ε2
,

де

Ξm =
∞∑
n=m

2n+1∫
0

θ2(s)ds

Φ2
+(2n)

,m ≥ 1.

Отже, для довiльних m ≥ 1 та ε > 0

P

 sup
t≥2m

1

Φ+(t)

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

σ̃(ζ(s))θ(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣ > ε

 ≤ ΞmL
2

ε2
. (3.35)

Зауважимо, що в силу умови (3.18), Ξm → 0 при m→∞.

Позначимо

Xm = sup
t≥2m

1

Φ+(t)

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

σ̃(ζ(s))θ(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣ .
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Тодi з спiввiдношення (3.35) та умови (3.18) випливає, що lim
m→∞

Xm = 0 за

ймовiрнiстю. Оскiльки Xm+1 ≤ Xm, то lim
m→∞

Xm = 0 м.н.

Звiдси випливає (3.33).

З спiввiдношень (3.32), (3.33) та (3.10) випливає, що

lim
t→∞

ζ(t)

Φ(t)
= κ м. н. на множинi

{
lim
t→∞

ζ(t) =∞
}
.

Лему 3.3 доведено.

Тепер повернемось до рiвняння (3.6) та розглянемо друге допомiжне

твердження, яке описує поведiнку на нескiнченностi функцiї вiд розв’язку

η, з аналогiчним нормуванням як i в лемi 3.3.

Лема 3.4. Нехай θ та ϕ – неперервнi функцiї, g i σ – неперервнi до-

датнi функцiї такi, що стохастичне диференцiальне рiвняння (3.6) має

єдиний та майже напевно неперервний розв’язок η та виконуються умо-

ви (3.9), (3.10), (3.14), (3.18). Нехай f = (f(x), x ∈ R1) – є cтрого зрос-

таюча двiчi неперервно-диференцiйована функцiя, для якої виконуються

наступнi три умови:

А2) lim
x→−∞

f(x) = −∞, lim
x→+∞

f(x) = +∞, lim
x→∞

f ′(x)g(x) = C ∈ (0;∞);

Б2) функцiя f ′σ є обмеженою;

В2) lim
t→∞

t∫
0

f ′′(η(s))σ2 (η(s)) θ2(s)ds

Φ+(t)
= 0 м. н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
.

Тодi

lim
t→∞

f(η(t))

Φ(t)
= C м. н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
.

Доведення. Нехай f−1 : R1 → R1 є обернена до f функцiя. Покладемо

ζ(t) = f(η(t)), t > 0. Тодi η(t) = f−1(ζ(t)), t > 0.

Застосовуючи формулу Iто для f(η(t)) ( див. зауваження 2.2 ), отримає-
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мо

dζ(t) =

[
f ′(η(t))g (η(t))ϕ(t) +

1

2
f ′′(η(t))σ2(η(t))θ2(t)

]
dt+

+ f ′(η(t))σ (η(t)) θ(t)dw(t) =

=
[
f ′(f−1(ζ(t))g

(
f−1(ζ(t))

)
ϕ(t)+

+
1

2
f ′′(f−1(ζ(t)))σ2(f−1(ζ(t))θ2(t)

]
dt+

+ f ′(f−1(ζ(t))σ
(
f−1(ζ(t))

)
θ(t)dw(t).

Таким чином, процес ζ є розв’язком стохастичного диференцiального рiв-

няння

dζ(t) = (g̃(ζ(t))ϕ(t) + g̃1(ζ(t))θ2(t))dt+ σ̃(ζ(t))θ(t)dw(t),

де
g̃(x) = f ′(f−1(x))g

(
f−1(x)

)
,

g̃1(x) =
1

2
f ′′(f−1(x))σ2(f−1(x)),

σ̃(x) = f ′(f−1(x))σ
(
f−1(x)

)
.

Зауважимо, що це рiвняння має вигляд (3.31). Тому можемо скориста-

тися лемою 3.3.

Оскiльки функцiя f є строго зростаючою та lim
x→+∞

f(x) = +∞, то

lim
x→+∞

f−1(x) = +∞. Тому з В2) маємо

lim
x→∞

g̃(x) = lim
x→∞

f ′(f−1(x))g
(
f−1(x)

)
= lim

x→∞
f ′(x)g(x) = C

та

lim
t→∞

t∫
0

g̃1 (ζ(s)) θ2(s)ds

Φ+(t)
=

1

2
lim
t→∞

t∫
0

f ′′(η(s))σ2(η(s))θ2(s)ds

Φ+(t)
= 0

м.н. на множинi
{

lim
t→∞

η(t) =∞
}
.

Крiм того, за умовою Б2) функцiя f ′σ є обмеженою, тому σ̃ є обмеженою

функцiєю. Отже, виконуються всi умови леми 3.3 i тому

lim
t→∞

ζ(t)

Φ(t)
= C м.н.
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Оскiльки ζ(t) = f(η(t)), то з останнього спiввiдношення випливає твер-

дження теореми. Отже

lim
t→∞

f(η(t))

Φ(t)
= C м. н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
.

Лему 3.4 доведено.

3.1.5. Доведення теореми 3.1.

Нехай f(0) = 0,

f(x) =

x∫
0

du

g(u)
, x > 0 та f(x) = −

0∫
x

du

g(u)
, x < 0.

Тодi

f ′(x) =
1

g(x)
, x 6= 0,

звiдки

lim
x→∞

f ′(x)g(x) = 1.

За умовою а) функцiя f ′σ є обмеженою, а за умовою б) функцiя f є

двiчi неперервно-диференцiйовною. В силу б) маємо

lim
t→∞

∣∣∣∣ t∫
0

f ′′(η(s))σ2(η(s))θ2(s)ds

∣∣∣∣
Φ+(t)

= lim
t→∞

∣∣∣∣ t∫
0

σ2(η(s))
g2(η(s)) · g

′(η(s))θ2(s)ds

∣∣∣∣
Φ+(t)

≤

≤ lim
t→∞

L
t∫

0

|g′(η(s))| θ2(s)ds

Φ+(t)
= 0

м.н. на множинi
{

lim
t→∞

η(t) =∞
}
, де L = sup

x

σ2(x)
g2(x) <∞.

Отже, виконуються всi умови леми 3.4 з f = G та C = 1. Тому

lim
t→∞

G(η(t))

Φ(t)
= lim

t→∞

f(η(t))

Φ(t)
= 1, м.н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
.

Теорему 3.1 доведено.

3.1.6. Доведення теореми 3.2.

В силу теореми 3.1

lim
t→∞

G(η(t))

Φ(t)
= 1 м. н. на множинi

{
lim
t→∞

η(t) =∞
}
.
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Тодi з умов (3.11), (3.28) та леми 2.6, де треба покласти f = G i f ′ = 1
g ,

випливає, що

lim
t→∞

inf
G(ct)

G(t)
> 0 для будь-якого c > 1.

Отже, в силу теореми 2.10, функцiя G−1 зберiгає асимптотичну еквiвалент-

нiсть функцiй, тому

lim
t→∞

G(η(t))

Φ(t)
= lim

t→∞

G−1(G(η(t)))

G−1(Φ(t))
= lim

t→∞

η(t)

µ(t)
= 1

м.н. на множинi
{

lim
t→∞

η(t) =∞
}
.

Таким чином теорему 3.2 доведено.



81

3.2. Асимптотична еквiвалентнiсть розв’язкiв двох
звичайних диференцiальних рiвнянь.

3.2.1. Умови та формулювання основного результату.

У цьому пiдроздiлi розглядаються необхiднi та достатнi умови асимпто-

тичної еквiвалентностi розв’язкiв двох звичайних диференцiальних рiвнянь

виду (3.5). А саме будемо дослiджувати умови, при яких розв’язки µ1 та µ2

цих рiвнянь є асимптотично еквiвалентними, тобто виконується наступне

спiввiдношення.

lim
t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1.

Для дослiдження поставленої задачi будемо використовувати результати

робiт [7,8,10], де знайденi умови, за яких оберненi та квазi-оберненi функцiї

зберiгають вiдношення еквiвалентностi.

Припустимо, що для кожного k = 1, 2, функцiя gk у (3.5) є неперервною

та додатною на (0,∞), а функцiя ϕk є неперервною.

Для k = 1, 2 покладемо

Gk(x) =

x∫
bk

ds

gk(s)
, x ≥ bk,

(тут bk – початкове значення вiдповiдного звичайного диференцiального

рiвняння), та

Φk(t) =

t∫
0

ϕk(u)du,

(Φk)+(t) =

t∫
0

|ϕk(u)| du, t ≥ 0.

В подальшому для k = 1, 2 будемо використовувати умови:

lim
x→∞

Gk(x) =∞; (3.36)
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Φk(t) > 0, t ≥ 0 та lim
t→∞

Φk(x) =∞; (3.37)

lim inf
t→∞

ct∫
t

du

gk(u)Gk(u)
> 0 для всiх c > 1; (3.38)

lim
c↓1

lim sup
t→∞

ct∫
t

du

gk(u)Gk(u)
= 0. (3.39)

Зауваження 3.9. Умова (3.38) вже зустрiчалась в пiдроздiлi 3.1 (див.

(3.28)). Умова (3.39) також має важливий змiст. Оскiльки функцiя g є до-

датною та неперервною функцiєю, то згiдно з лемою 2.5, у якiй треба по-

класти f = Gk та f ′ = 1
gk
, k = 1, 2, рiвносильна тому, що G є PRV-функцiєю

(див. означення 5).

Розглянемо два випадки. В першому випадку, припустимо, що

lim
t→∞

Φ1(t)

Φ2(t)
= 1. (3.40)

За умови (3.40) ми отримаємо умови для рiвнянь (3.5), при яких викону-

ються наступнi три спiввiдношення:

lim
t→∞

G1(t)

G2(t)
= 1 ⇒ lim

t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1, (3.41)

lim
t→∞

G1(t)

G2(t)
= 1⇐ lim

t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1, (3.42)

lim
t→∞

G1(t)

G2(t)
= 1⇔ lim

t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1. (3.43)

В другому випадку, припустимо, що

lim
t→∞

G1(t)

G2(t)
= 1. (3.44)

За умови (3.44) ми отримаємо умови, при яких справедливi спiввiдношення:

lim
t→∞

Φ1(t)

Φ2(t)
= 1 ⇒ lim

t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1, (3.45)

lim
t→∞

Φ1(t)

Φ2(t)
= 1⇐ lim

t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1 , (3.46)
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lim
t→∞

Φ1(t)

Φ2(t)
= 1⇔ lim

t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1 . (3.47)

3.2.2. Випадок lim
t→∞

Φ1(t)
Φ2(t) = 1.

Перейдемо до першого випадку, в якому припускається еквiвалентнiсть

функцiй Φ1 та Φ2. Наступний результат встановлює зв’язок мiж граничною

поведiнкою вiдношення функцiй G1, G2 та граничною поведiнкою вiдно-

шення розв’язкiв µ1 та µ2.

Теорема 3.3. Нехай функцiй gk та ϕk, k = 1, 2 є такими, що виконано

умови (3.36), (3.37), та (3.40).

Тодi

1) якщо (3.38) виконується хоча б для одного k = 1, 2, то справедлива

iмплiкацiя (3.41);

2) якщо (3.39) виконується хоча б для одного k = 1, 2, то справедлива

iмплiкацiя (3.42);

3) якщо (3.38) виконується хоча б для одного k = 1, 2 i хоча б для одного

k = 1, 2 виконується (3.39), тодi справедлива еквiвалентнiсть (3.43).

Доведення. Нехай виконується (3.38) хоча б для одного k = 1, 2, напри-

клад, для k = 1. Тодi в силу умов (3.36), (3.38) i леми 2.6, де

f = G1 i f ′ =
1

g1
,

маємо, що G1 є SQI-функцiєю, тобто вона задовольняє умову

lim inf
t→∞

G1(ct)

G1(t)
> 0 для будь-якого c > 1.

Крiм того, з (3.36) випливає, що

lim
t→∞

G−1
1 (t) =∞.



84

В силу теореми 2.10, G−1
1 зберiгає асимптотичну еквiвалентнiсть функцiй,

тому з (3.37) та те, що за припущенням (3.40) маємо

lim
t→∞

G−1
1 (Φ1(t))

G−1
2 (Φ2(t))

= 1.

Якщо (3.44) виконано, то в силу теореми 2.11 маємо

lim
t→∞

G−1
1 (t)

G−1
2 (t)

= 1.

Тому, враховуючи те, що (3.40) отримуємо, що

lim
t→∞

G−1
1 (Φ2(t))

G−1
1 (Φ2(t))

= 1.

Оскiльки, µj = G−1
j (Φj), j = 1, 2, (див. лему 3.2), то в результатi ми отри-

муємо

lim
t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= lim

t→∞

G−1
1 (Φ1(t))

G−1
2 (Φ2(t))

= = lim
t→∞

(
G−1

1 (Φ1(t))

G−1
1 (Φ2(t))

· G
−1
1 (Φ2(t))

G−1
2 (Φ2(t))

)
=

= lim
t→∞

G−1
1 (Φ1(t))

G−1
1 (Φ2(t))

· lim
t→∞

G−1
1 (Φ2(t))

G−1
2 (Φ2(t))

= 1.

Оскiльки lim
t→∞

Φ2 =∞ на пiдставi (3.37), то має мiсце

lim
t→∞

Φ1(t)

Φ2(t)
= 1.

Твердження 1) доведено.

Для того, щоб довести твердження 2), припустимо, що (3.39) виконуєть-

ся хоча б для одного k = 1, 2. Нехай, наприклад, (3.39) виконується для

k = 1. Припустимо також, що

lim
t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1.

Зауважимо, що в силу леми 3.2 та умов (3.36), (3.37), то розв’язки дифе-

ренцiальних рiвнянь прямують до нескiнченностi, тобто для k = 1, 2,

lim
t→∞

µk(t) =∞.
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Тодi в силу умов (3.36), (3.39) i леми 2.3 з f = G1 i f ′ = 1
g1

lim
c→1

lim sup
t→∞

G1(ct)

G1(t)
= 1 для всiх c > 1.

Тому, в силу леми 2.3, функцiя G1 є PRV-функцiєю, тобто такою, що

зберiгає еквiвалентнiсть функцiй. В силу теореми 2.10, функцiя G−1
1 є SQI-

функцiєю.

Оскiльки lim
t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1, а функцiя G1 зберiгає еквiвалентнiсть функцiй,

то

lim
t→∞

G1(µ1(t))

G1(µ2(t))
= 1.

Звiдси та з (3.40) випливає, що справедлива наступна рiвнiсть

lim
t→∞

Φ1(t)

Φ2(t)
= lim

t→∞

G1(µ1(t))

G1(µ2(t))
· lim
t→∞

G1(µ2(t))

G2(µ2(t))
= 1,

Оскiльки µ2 є неперервною та прямує до нескiнченностi при t → ∞, то

функцiя G1 еквiвалентна G2. Твердження 2) доведено.

З тверджень 1) та 2) випливає твердження 3).

Наведемо приклади звичайних диференцiальних рiвнянь з коефiцiєнта-

ми gk та ϕk, k = 1, 2, такими, що для них виконується теорема 3.3.

Приклад 3.8. Розглянемо два диференцiальнi рiвняння вигляду (3.5),

коефiцiєнти яких мають вигляд

g1(x) = 2
√
x, g2(x) = 2

√
x+ 1, x > 0.

ϕ1(x) = 1 + cosx, ϕ2(x) =
x√
x2 + 1

.

Запишемо вiдповiднi рiвняння.

dµ1(t) = 2
√
µ1(t) (1 + cos t) dt; µ1(0) = 0,

dµ2(t) = 2
√
µ2(t) + 1 · t√

t2 + 1
dt; µ2(0) = 0.

Оскiльки Φ1(x) = x+ sinx, Φ2(x) =
√
x2 + 1, то умову (3.37) виконано.

Крiм того,

lim
x→∞

Φ1(x)

Φ2(x)
= lim

x→∞

x+ sinx√
x2 + 1

= 1.
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Оскiльки G1(x) =
√
x та G2(x) =

√
x+ 1, то

lim
x→∞

G1(x)

G2(x)
= 1.

Функцiї gk, k = 1, 2 задовольняють умови (3.38) та (3.39). Наприклад,

для k = 1 маємо

ct∫
t

du

g1(u)G1(u)
=

ct∫
t

du

2x
=

1

2
· ln c > 0 для всiх c > 1,

звiдки

lim inf
t→∞

ct∫
t

du

g1(u)G1(u)
> 0 для всiх c > 1

та

lim
c↓1

lim sup
t→∞

ct∫
t

du

g1(u)G1(u)
= lim

c↓1
lim sup
t→∞

(ln c) = 0.

Всi умови теореми 3.3 виконуються, тобто µ1 еквiвалентна µ2.

Цей результат нескладно отримати i безпосередньо.

Зрозумiло, що

µ1(t) = (t+ sin t)2

- розв’язок першого диференцiального рiвняння, а

µ2(t) = t2

– розв’язок другого.

Зауважимо, що

lim
x→∞

µk(t) =∞, k = 1, 2.

Таким чином,

lim
x→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1.

Наведемо приклади функцiй для яких виконуються умови (3.38) та

(3.39).
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Приклад 3.9. Для функцiї

g(x) =
x+ 1

(ln(x+ 1))2
, x > 0.

виконується умова (3.39), але не виконується (3.38). Дiйсно

lim inf
t→∞

ct∫
t

du

g1(u)G1(u)
= lim inf

t→∞

ct∫
t

du
u+1

(ln(u+1))2 ·
(ln(u+1))3

3

=

= 3 · lim inf
t→∞

ct∫
t

du

(u+ 1) ln(u+ 1)
=

= 3 · lim inf
t→∞

(
ln

(
ln(ct+ 1)

ln(t+ 1)

))
= 0 для всiх c > 1.

Звiдки

lim
c↓1

lim sup
t→∞

ct∫
t

du

g1(u)G1(u)
= lim

c↓1
lim sup
t→∞

(
ln

(
ln(ct+ 1)

ln(t+ 1)

))
= 0.

Приклад 3.10. Умови (3.38), (3.39) виконуються для широкого кла-

су правильно змiнних функцiй g. Нижче наводимо доведення випадку 5)

твердження 3.2.

Розглянемо

g(x) = |x|ρl(|x|), x > 0.

де l(x)– SV-функцiя, 0 < ρ < 1. Тодi, за теоремою Карамати [92],

G(x) =

x∫
b

ds

sρl(s)
∼ x1−ρ

(1− ρ)l(x)
= R(x), x→∞.

Тому для c > 1

ct∫
t

ds

g(s)G(s)
∼

ct∫
t

ds

sρl(s) s1−ρ

(1−ρ)l(s)

=
1

1− ρ

ct∫
t

ds

s
=

ln c

1− ρ
> 1.
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З останнього випливає, що для c > 1

lim inf
t→∞

ct∫
t

du

g(s)G(s)
=

ln c

1− ρ
> 0;

lim
c↓1

lim sup
t→∞

ct∫
t

du

g(s)G(s)
= lim

c↓1

ln c

1− ρ
= 0.

3.2.3. Випадок lim
t→∞

G1(t)
G2(t) = 1.

Перейдемо тепер до другого випадку, в якому припускається еквiвалент-

нiсть функцiй G1 та G2 визначених у R1. Має мiсце наступна теорема.

Теорема 3.4. Нехай функцiї gk та ϕk, k = 1, 2 задовольняють умови

(3.36), (3.37) та (3.44)

Тодi,

1) якщо (3.38) виконується хоча б для одного k = 1, 2, тодi справедлива

iмплiкацiя (3.45);

2) якщо (3.39) виконується хоча б для одного k = 1, 2, тодi справедлива

iмплiкацiя (3.46);

3) якщо (3.38) виконується хоча б для одного k = 1, 2 i хоча б для одного

k = 1, 2 виконується (3.39), тодi справедлива еквiвалентнiсть (3.47).

Доведення. Твердження 1) доводиться так само, як i твердження 1) тео-

реми 3.3. Для доведення твердження 2) теореми 3.4, припустимо, що (3.39)

виконується хоча б для одного k = 1, 2, наприклад для k = 1. Тодi в силу

умов (3.36), (3.37), (3.39) i леми 2.5, де f = G1 i f ′ = 1
g1
, функцiя G1 є

PRV-функцiєю. Тому, в силу леми 2.3, функцiя G1 зберiгає еквiвалентнiсть

функцiй, а в силу теореми 2.10, функцiя G−1
1 є SQI-функцiєю.

Оскiльки lim
t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1, а функцiя G1 зберiгає еквiвалентнiсть функцiй,
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та

lim
t→∞

G1(µ1(t))

G1(µ2(t))
= 1.

А тому

lim
t→∞

G1(µ2(t))

G2(µ2(t))
= lim

t→∞

Φ1(t)

Φ2(t)
= 1.

Твердження 2) доведено.

З тверджень 1) та 2) випливає 3).

У теоремi 3.3 та теоремi 3.4 використовуються спiввiдношення (3.38) та

(3.39). Умови, при яких виконується (3.38), згадувались у пiдроздiлi 3.1

(див. твердження 3.2). Доцiльно нагадати умови, при яких виконується

(3.39).

Твердження 3.3 ( [6]). Нехай g – додатна неперервна функцiя така,

що виконується (3.11), i крiм того, або

1) lim inf
x→∞

g(x)G(x)

x
> 0; або

2) g незростає при великих x; або

3) iснує таке α < 1, що 0 < inf
x≥1

g(x)x−α, sup
x≥1

g(x)x−α <∞; або

4) g∗(c) < c для всiх c > 1, де g∗(c) = lim
x→∞

sup g(cx)
g(x) ; або

5) g є RV-функцiєю з iндексом α < 1 (див. [70]).

Тодi виконується умова (3.39), якщо покласти gk = g.

Зауваження 3.10. З випадку 4) твердження 3.3 випливає, наприклад,

що для функцiї

g(x) =| x |α (2 + sin x), 0 < α < 1

умову (3.39) виконано. Додамо, що для цiєї функцiї виконано умову (3.28)

на пiдставi твердження 3.2. Замiсть f(x) = 2 + sin x в цьому прикладi

можно обрати довiльну функцiю

g(x) =| x |α f(x), 0 < α < 1,

де inf
x∈R1

f(x) > 0 та sup
x∈R1

f(x) <∞.
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3.2.4. Випадок суперпозицiї функцiй lim
t→∞

(Φ1)−1(G1(t))
(Φ2)−1(G2(t)) = 1.

Якщо припустити, що функцiї ϕk, k = 1, 2 приймають лише додатнi

значення, то можна розглянути суперпозицiю функцiй Gk◦(Φk), k = 1, 2 та

для рiвняння (3.7) дослiдити умови, при яких виконуються спiввiдношення:

lim
t→∞

(Φ1)
−1(G1(t))

(Φ2)−1(G2(t))
= 1⇒ lim

t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1; (3.48)

lim
t→∞

(Φ1)
−1(G1(t))

(Φ2)−1(G2(t))
= 1⇐ lim

t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1; (3.49)

lim
t→∞

(Φ1)
−1(G1(t))

(Φ2)−1(G2(t))
= 1⇔ lim

t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1. (3.50)

Нааведемо приклад, який показує iмплiкацiю (3.48).

Приклад 3.11. Нехай ϕk = 1
gk
, k = 1, 2, тобто

(Φk) = Gk, Gk(0) = 0, k = 1, 2.

Тодi

lim
t→∞

(Φ1)
−1(G1(t))

(Φ2)−1(G2(t))
= lim

t→∞

G−1
1 (G1(t))

G−1
2 (G2(t))

= 1.

Розглянемо рiвняння

dµk(t) = gk(µk(t))
1

gk(t)
dt, t ≥ 0, k = 1, 2.

Знайдемо розв’язки цих рiвнянь:

dµk(t)

gk(µk(t))
=

dt

gk(t)
, k = 1, 2,

Gk(µk(t)) = Gk(t), k = 1, 2,

тобто µk(t) = t, k = 1, 2, i тому

lim
t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1 .
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Припустимо, що функцiї Gk та Φk, k = 1, 2 задовольняють умовам:

lim inf
t→∞

Gk(ct)∫
Gk(t)

d(ln(Φk)
−1(u)) > 0 для всiх c > 1, (3.51)

lim
c↓1

lim sup
t→∞

Gk(ct)∫
Gk(t)

d(ln(Φk)
−1(u)) = 0, (3.52)

де (Φk)
−1– функцiя обернена до Φk.

Умова (3.51) є подiбною до умови (3.38) i, згiдно з лемою 2.6, рiвносильна

тому, що (Φk)
−1 ◦ Gk, k = 1, 2 є SQI-функцiєю. Дiйсно,нехай для k = 1 та

для всiх c > 1 має мiсце нерiвнiсть

lim inf
t→∞

ct∫
t

f ′(u)

f(u)
du > 0.

Покладемо

f = (Φ1)
−1 ◦ (G1) i f ′ =

1

ϕ1((Φ1)−1 ◦ (G1))g1
.

Тодi

lim inf
t→∞

ct∫
t

f ′(u)

f(u)
du = lim inf

t→∞

ct∫
t

du

[ϕ1((Φ1)−1(G1(u)))g1(u)][(Φ1)−1(G1(u))]
=

= lim inf
t→∞

ct∫
t

dG1(u)

[ϕ1((Φ1)−1(G1(u)))][(Φ1)−1(G1(u))]
=

= lim inf
t→∞

G1(ct)∫
G1(t)

dz

[ϕ1((Φ1)−1(z))][(Φ1)−1(z)]
= lim inf

t→∞

G1(ct)∫
G1(t)

d(ln(Φk)
−1(u)).

Отже, виконується (3.51).

Аналогiчно можна показати, що умова (3.52) є подiбною до умови (3.39)

i згiдно з лемою 2.5 рiвносильна тому, що (Φk)
−1 ◦ Gk, k = 1, 2 є PRV-

функцiєю.
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Зауважимо, що у випадку (Φk)
−1(t) = t отримаємо, що умови (3.51) та

(3.52) зведуться до (3.38) та (3.39), вiдповiдно.

Справедлива наступна теорема.

Теорема 3.5. Нехай функцiї gk та ϕk, k = 1, 2 задовольняють умови

(3.36) та (3.37).Тодi,

1) якщо (3.51) виконується хоча б для одного k = 1, 2, тодi справедлива

iмплiкацiя (3.48);

2) якщо (3.52) виконується хоча б для одного k = 1, 2, тодi справедлива

iмплiкацiя (3.49);

3) якщо (3.51) виконується хоча б для одного k = 1, 2 i хоча б для одного

k = 1, 2 виконується (3.52), тодi справедлива еквiвалентнiсть (3.50).

Доведення. Нехай виконується (3.51) для одного з k = 1, 2, наприклад

для k = 1. Тодi в силу умов (3.36) та (3.37), (3.51) i леми 2.5, де

f = (Φ1)
−1(G1) i f ′ =

1

ϕ1((Φ1)−1(G1))g1

ми маємо, що

lim inf
t→∞

(Φ1)
−1(G1(ct))

(Φ1)−1(G1(t))
> 1 для будь-якого c > 1.

Крiм того в силу теореми 2.10 функцiя (Φ1)
−1(G1) зберiгає асимптотичну

еквiвалентнiсть функцiй, тому, враховуючи (3.37), маємо

lim
t→∞

(Φ1)
−1(G1(t))

(Φ2)−1(G2(t))
= 1⇒ lim

t→∞

G−1
1 (Φ1(t))

G−1
2 (Φ2(t))

= 1.

Оскiльки µj = G−1
j (Φj), j = 1, 2. Тому,

lim
t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= lim

t→∞

G−1
1 (Φ1(t))

G−1
2 (Φ2(t))

= 1.

Твердження 1) доведено.

Для того, щоб довести твердження 2), припустимо, що (3.52) виконуєть-

ся хоча б для одного k = 1. Тодi в силу умов (3.36), (3.37), (3.52) i леми 2.5,
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f = (Φ1)
−1(G1) i f ′ =

1

ϕ1((Φ1)−1(G1))g1
ми маємо, що (Φ1)

−1(G1) є PRV-

функцiєю. Тому, в силу леми 2.3, функцiя (Φ1)
−1(G1) зберiгає еквiвалент-

нiсть функцiй. В силу теореми 2.10, функцiя G−1
1 (Φ1) є SQI-функцiєю, так

як (Φ1)
−1(G1) ∈ C∞inc.

Оскiльки

lim
t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1,

а функцiя Φ−1
k (Gk) зберiгає еквiвалентнiсть функцiй, то

lim
t→∞

(Φ1)
−1(G1(t))

(Φ2)−1(G2(t))
= 1.

Вiдмiтимо, що (Φj)
−1(Gj(µj(t))) = t, j = 1, 2, тому справедлива наступ-

на рiвнiсть

1 = lim
t→∞

(Φ1)
−1(G1(µ1(t)))

(Φ2)−1(G2(µ2(t)))
=

= lim
t→∞

(
(Φ1)

−1(G1(µ1(t)))

(Φ1)−1(G1(µ2(t)))
· (Φ1)

−1(G1(µ2(t)))

(Φ2)−1(G2(µ2(t)))

)
=

= lim
t→∞

(Φ1)
−1(G1(µ1(t)))

(Φ1)−1(G1(µ2(t)))
· lim
t→∞

(Φ1)
−1(G1(µ2(t)))

(Φ2)−1(G2(µ2(t)))
,

i, вiдповiдно,

lim
t→∞

(Φ1)
−1(G1(t))

(Φ2)−1(G2(t))
= 1.

Твердження 2) доведено.

З тверджень 1) та 2) випливає 3).
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3.3. Асимптотична еквiвалентнiсть розв’язкiв стоха-
стичних диференцiальних рiвнянь з коефiцiєнта-
ми виду g(t, x) = g(x)ϕ(t), σ(t, x) = σ(x)θ(t).

У цьому пiдроздiлi розглянемо два стохастичних диференцiальних рiв-

няння (3.4). Ми знайдемо умови, при яких розв’язки двох стохастичних

диференцiальних рiвнянь є асимптотично еквiвалентними:

lim
t→∞

η1(t)

η2(t)
= 1 м. н. на множинi

{
lim
t→∞

η1(t) =∞
}⋂{

lim
t→∞

η2(t) =∞
}
.

Ця задача є останньою в списку поставлених задач у роздiлi 3, а її

розв’язок тiсно пов’язаний з усiма попереднiми та випливає з результатiв

пiдроздiлiв 3.1 та 3.2, оскiльки має мiсце наступне представлення
η1(t)

η2(t)
=
η1(t)

µ1(t)
· µ1(t)

µ2(t)
· µ2(t)

η2(t)
. (3.53)

Припустимо, що ϕk та θk, k = 1, 2, – дiйснi неперервнi функцiї; gk та σk, k =

1, 2, – неперервнi додатнi функцiї такi, що для кожного k = 1, 2 стохастичне

диференцiальне рiвняння (3.4) має єдиний та майже напевно неперервний

розв’язок ηk. Крiм того, припустимо, що для кожного k = 1, 2 функцiя gk
має похiдну g′k(x), x ∈ R1.

Нехай виконуються наступнi умови для k = 1, 2:

lim sup
t→∞

(Φk)+(t)

Φk(t)
<∞; (3.54)

∞∑
n=0

2n+1∫
0

θ2
k(s)ds

(Φk)2
+(2n)

<∞; (3.55)

функцiя
σk
gk

є обмеженою; (3.56)

lim
t→∞

t∫
0

|g′k(ηk(s))| θ2
k(s)ds

(Φk)+(t)
= 0 м.н. на множинi

{
lim
t→∞

ηk(t) =∞
}
. (3.57)

Наступнi два твердження дають умови асимптотичної еквiвалентностi

розв’язкiв η1 та η2.
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Теорема 3.6. Припустимо, що для кожного k = 1, 2 виконуються

умови (3.36), (3.37), (3.54)–(3.57) та функцiї Φ1 та Φ2 є асимптотично

еквiвалентними. Тодi

1. якщо (3.38) виконується хоча б для одного k = 1, 2 та функцiї G1 та

G2 є асимптотично еквiвалентними при t→∞ тодi

lim
t→∞

η1(t)

η2(t)
= 1 м.н. на множинi

2⋂
k=1

{
lim
t→∞

ηk(t) =∞
}

; (3.58)

2. якщо (3.39) виконується хоча б для одного k = 1, 2 та (3.58) вико-

нується з

P

(
2⋂

k=1

{
lim
t→∞

ηk(t) =∞
})

> 0, (3.59)

тодi G1 та G2 є асимптотично еквiвалентними при t→∞;

3. якщо виконується (3.59) та якщо (3.38) виконується хоча б для од-

ного k = 1, 2, а також якщо (3.39) виконується хоча б для одного

k = 1, 2, тодi

lim
t→∞

G1(t)

G2(t)
= 1⇔ (3.58).

Доведення. Доведення теореми 3.6 випливає з теорем 3.1 та 3.3.

Теорема 3.7. Припустимо, що для кожного k = 1, 2 виконуються

умови (3.36), (3.37), (3.54)–(3.57) та функцiї G1 та G2 є асимптотично

еквiвалентними. Тодi

1. якщо (3.38) виконується хоча б для одного k = 1, 2 та функцiї Φ1 та

Φ2 є еквiвалентними при t→∞, тодi виконується (3.58);

2. якщо (3.39) виконується хоча б для одного k = 1, 2, а також викону-

ються (3.58) та (3.59), тодi Φ1 та Φ2 є асимптотично еквiвалент-

ними при t→∞;
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3. нехай виконується (3.59). Якщо (3.38) виконується хоча б для одного

k = 1, 2, та якщо (3.39) виконується хоча б для одного k = 1, 2, тодi

lim
t→∞

Φ1(t)

Φ2(t)
= 1⇔ (3.58).

Доведення. Доведення теореми 3.7 випливає з теорем 3.1 та 3.4.
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3.4. Висновки

У роздiлi 3 розглядалась задача про точний порядок зростання

розв’язку стохастичного диференцiального рiвняння з коефiцiєнтом зсуву

та дифузiї, якi спецiальним чином залежать вiд часу, а саме

g(t, x) = g(x)ϕ(t), σ(t, x) = σ(x)θ(t).

Було знайдено умови на функцiї g, ϕ, θ, σ, при яких розв’язoк стоха-

стичного диференцiального рiвняння майже напевно є асимптотично еквi-

валентним розв’язку детермiнованого неавтономного звичайного диферен-

цiального рiвняння.

Використовуючи отриманi результати, було знайдено необхiднi та до-

статнi умови асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв двох звичайних ди-

ференцiальних рiвнянь та умови асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв

двох стохастичних диференцiальних рiвнянь.

Результати цього роздiлу було опублiковано [10,11,74,103] i доповiдались

на 7 конференцiях [154–161].



98

РОЗДIЛ 4. ψ-асимптотична стiйкiсть розв’язкiв
автономних стохастичних диференцiальних

рiвнянь.

У роздiлi 3 вивчалась асимптотична еквiвалентнiсть розв’язкiв двох

стохастичних диференцiальних рiвнянь з коефiцiентами

g(t, x) = g(x)ϕ(t), σ(t, x) = σ(x)θ(t),

а також асимптотична еквiвалентнiсть вiдповiдних до них звичайних ди-

ференцiальних рiвнянь. Ця задача є узагальненням задачi про точний по-

рядок росту для розв’язкiв автономних стохастичних диференцiальних рiв-

нянь, у яких коефiцiєнти залежать лише вiд фазової змiнної, тобто

g(x) = (g(x), x ∈ R1), σ(x) = (σ(x), x ∈ R1).

Нагадаємо, що дослiдження цiєї задачi для автономних стохастичних

диференцiальних рiвнянь бере початок з [30,118] та продовжується в серiї

робiт [6–8].

Задачу про асимптотичну еквiвалентнiсть розвя’зкiв стохастичних ди-

ференцiальних рiвнянь та звичайних диференцiальних рiвнянь можно уза-

гальнювати рiзними способами. Наприклад, результати глави 3 та робiт [6–

8, 30] можна поширити на так звану ψ1,2-асимптотичну (ψ-асимптотичну)

еквiвалентнiсть розвя’зкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь та зви-

чайних диференцiальних рiвнянь.

У цьому роздiлi розглядаються необхiднi та достатнi умови ψ-

асимптотичної еквiвалентностi та ψ1,2-асимптотичної еквiвалентностi

розв’язкiв автономних стохастичних диференцiальних рiвнянь та зви-

чайних диференцiальних рiвнянь, ψ1,2-асимптотичної еквiвалентностi
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розв’язкiв двох автономних звичайних диференцiальних рiвнянь, ψ1,2-

асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв двох автономних стохастичних

диференцiальних рiвнянь.

Розглянемо два автономних стохастичних диференцiальних рiвняння

dηk(t) = gk (ηk(t)) dt+ σk (ηk(t)) dwk(t), t ≥ 0; (4.1)

ηk(0) ≡ bk, bk > 0, k = 1, 2,

де {wk, k = 1, 2 } – стандартнi вiнерiвськi процеси, заданi на одному ймо-

вiрнiсному просторi {Ω,F, P}; { bk, k = 1, 2} – невипадковi додатнi кон-

станти; { gk, σk, k = 1, 2 } неперервнi функцiї визначенi на R1, такi що для

кожного k = 1, 2, рiвняння (4.1) має єдиний неперервний м. н. розв’язок

ηk = (ηk(t), t ≥ 0) та

lim
t→∞

ηk(t) =∞ м.н. (4.2)

Для кожного k = 1, 2 розглянемо розв’язок µk = (µk(t), t ≥ 0) вiдпо-

вiдної задачi Кошi звичайного диференцiального рiвняння, що вiдповiдає

(4.1) при σk ≡ 0, тобто

dµk(t) = gk (µk(t)) dt, tk ≥ 0; µk(0) = bk, bk > 0, k = 1, 2. (4.3)

Припустимо, що для кожного k = 1, 2, функцiя gk є такою, що iснує єдиний

розв’язок µk i до того ж lim
t→∞

µk(t) =∞.
Нехай ψ1 та ψ2 – заданi функцiї. Наступнi чотири основнi питання будуть

розглянутi в цьому роздiлi.

У пiдроздiлi 4.1 буде розглянуто умови, при яких для заданих ψ1 та ψ2

розв’язки стохастичних диференцiальних рiвнянь (4.1) є ψ-асимптотично

еквiвалентними вiдповiдним розв’язкам звичайного диференцiального рiв-

няння (4.3), тобто

lim
t→∞

ψk(ηk(t))

ψk(µk(t))
= 1, k = 1, 2 м.н.
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Пiдроздiл 4.2 присвячений ψ1,2–асимптотичнiй еквiвалентностi

розв’язкiв звичайних диференцiальних рiвнянь, а саме

lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1.

У пiдроздiлi 4.3 нас будуть цiкавити умови, при яких розв’язок першого

стохастичного диференцiального рiвняння в (4.1) буде ψ1,2–асимптотично

еквiвалентним розв’язку другого звичайного диференцiального рiвняння в

(4.3)

lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1 м.н.

Четверте питання, пов’язане з ψ1,2–асимптотичною еквiвалентнiстю

розв’язкiв двох стохастичних диференцiальних рiвнянь, тобто

lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(η2(t))
= 1 м.н.,

вивчається у пiдроздiлi 4.4.

Усi цi питання тiсно пов’язанi мiж собою, причому вiдповiдi на третє та

четверте питання визначаються вiдповiдями на перше та друге питання.
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4.1. Граничнi спiввiдношення мiж розв’язками сто-
хастичних та звичайних автономних диферен-
цiальних рiвнянь.

У пiдроздiлi 4.1 будемо розглядати ψ-асимптотичну поведiнку при

t → ∞ розв’язку η = (η(t), t ≥ 0) стохастичного диференцiального рiв-

няння

dη(t) = g (η(t)) dt+ σ (η(t)) dw(t), t ≥ 0; η(0) ≡ b, b > 0, (4.4)

де w – стандартний вiнерiв процес, заданий на {Ω,F, P}. Припустимо, що

σ = (σ(x), x ∈ R1) є додатною функцiєю та g = (g(x), x ∈ R1) є додатною

на (0;∞). Будемо розглядати лише той випадок, коли lim
t→∞

η(t) =∞ м.н.

4.1.1. Умови та формулювання основного результату.

Нехай µ = (µ(t), t ≥ 0) – розв’язок задачi Кошi, що вiдповiдає (4.4) при

σ ≡ 0, тобто

dµ(t) = g (µ(t)) dt, t ≥ 0, µ(0) = b. (4.5)

Припустимо, що функцiя g є такою, що розв’язок µ iснує i єдиний, до

того ж вiн прямує до нескiнченностi при t→∞.

Покладемо

G(t) =

t∫
b

ds

g(s)
, t ∈ [b,∞). (4.6)

Зауважимо, що функцiя G = (G(t), t ≥ b) є оберненою до функцiї µ,

тобто G = µ−1 (див. лему 3.2 при ϕ ≡ 1). Крiм того, якщо g є додатною та

неперервною функцiєю для x ≥ b, то lim
t→∞

µ(t) =∞ тодi i тiльки тодi, коли

lim
t→∞

G(t) =

∞∫
b

du

g(u)
=∞,



102

оскiльки G(µ(t)) = t, a µ – неперервна функцiя.

Основним питанням цього роздiлу є знаходження умов, за яких

lim
t→∞

ψ(η(t))

ψ(µ(t))
= 1 м.н. (4.7)

для заданої функцiї (ψ(x), x ∈ R1).

Iнодi не завжди зручно дослiджувати асимптотичну поведiнку самого

розв’язку стохастичного диференцiального рiвняння або навiть не мож-

ливо це зробити. В такому випадку доцiльно розглядати так звану ψ-

асимптотичну еквiвалентнiсть розвя’зкiв (тобто виконання (4.7)), де ψ –

непрервна додатна диференцiйовна строго зростаюча до нескiнченностi

функцiя.

Зауваження 4.1. Частковим випадком (4.7) є задача про зближен-

ня розв’язкiв η та µ, яка розглядалась в роботах А.П. Креневiча [44,

45], А.М. Самойленко, О.М. Станжицького [68] та А.М. Самойленко,

О.М. Станжицького, I.Г. Новака [69]. Зближення розв’язкiв – є виконан-

ня спiввiдношення

lim
t→∞

(η(t)− µ(t)) = 0 м.н. (4.8)

Якщо обрати ψ(x) = ex, то (4.7) означає, що

lim
t→∞

eη(t)

eµ(t)
= 1 м.н.,

що є еквiвалентним (4.8). Таким чином, задача про зближення розв’язкiв

дiйсно є частковим випадком задачi про асимптотичну еквiвалентнiсть.

Для розв’язку поставленої задачi цього роздiлу будемо використовувати

метод Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода, який вже було описано в главi 3. За

допомогою цього методу можно отримати умови, при яких

lim
t→∞

G(η(t))

t
= 1 м.н. (4.9)

Отже, розглянемо функцiї g, σ та ψ, якi задовольняють наступним умо-

вам:
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1. функцiя g є неперервною додатною для x ∈ R1; функцiя σ непере-

рвною додатною для x ∈ R1; g та σ такi, що (4.4) має м.н. єдиний

неперервний розв’язок η, а (4.5) має єдиний неперервний розв’язок µ.

2. ψ = (ψ(x), x ∈ R1
+) при x ≥ x0 ≥ 0 є додатною неперервно-

диференцiйовною функцiєю, яка строго зростає до нескiнченностi при

x→∞.

Покладемо

G(ψ)(·) = G(ψ−1(·)), g(ψ)(·) = g(ψ−1(·))ψ′(ψ−1(·)),

де G задано в (4.6), функцiя ψ−1(u), u ≥ ψ(x0), є оберненою до ψ, a ψ′ є

першою похiдною функцiї ψ.

Зауважимо, що
(
G(ψ)(t), t ≥ bk

)
є оберненою до функцiї ψ(µ(·)). Напри-

клад, якщо ψ(·) = ln(·), тодi G(ln)(·) = G(e(·)) i g(ln)(·) = g(e(·))e−(·). Якщо

ж ψ(x) = x, тодi G(ψ) = G i g(ψ) = g.

Наша мета – знайти умови на функцiї g, σ та ψ, при яких з спiввiдно-

шення (4.9) випливає спiввiдношення (4.7). Iншою метою є знаходження

умов, при яких спiввiдношення (4.7) та (4.9) є еквiвалентними. Для цього,

ми розглянемо наступне твердження.

Теорема 4.1. Припустимо, що g та σ є неперервними додатними

функцiями такими, що рiвняння (4.4) має неперервний розв’язок η, а ψ

є додатною неперервно-диференцiйованою функцiєю на (0,∞), яка строго

зростає до нескiнченностi при x → ∞, Припустимо, що виконуються

наступнi двi умови:

lim
t→∞

G(t) =

∞∫
b

du

g(u)
=∞, (4.10)

lim inf
t→∞

ct∫
t

du

g(ψ)(u)G(ψ)(u)
= lim inf

t→∞

ψ−1(ct)∫
ψ−1(t)

du

g(u)G(u)
> 0 для всiх c > 1.

(4.11)
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Тодi

а) З (4.9) випливає (4.7);

б) якщо додатково

lim
c↓1

lim sup
t→∞

ct∫
t

du

g(ψ)(u)G(ψ)(u)
= lim

c↓1
lim sup
t→∞

ψ−1(ct)∫
ψ−1(t)

du

g(u)G(u)
= 0, (4.12)

то (4.7) виконується тодi i тiльки тодi, коли виконується (4.9).

Доведення. З умов (4.10), (4.11) та леми 2.6, де треба покласти f = G(ψ),

тобто f ′ = 1
g(ψ)

, випливає, щоG(ψ) є SQI-функцiєю, тобто задовольняє умову

lim inf
t→∞

G(ψ)(ct)

G(ψ)(t)
> 1 для всiх c > 1.

Крiм того, G(ψ) ∈ C∞inc. Отже, в силу теореми 2.10 функцiя ψ(µ(·)) =(
G(ψ)

)−1
(·) зберiгає еквiвалентнiсть функцiй. Тому в силу (4.9),

1 = lim
t→∞

G(η(t))

t
= lim

t→∞

ψ(µ(G(η(t)))

ψ(µ(t))
= lim

t→∞

ψ(η(t))

ψ(µ(t))
м.н.

Таким чином твердження а) доведено.

Для доведення твердження б) необхiдно скористатись тим, що з умов

(4.10), (4.12) та леми 2.5, де треба покласти f = G(ψ) i f ′ = 1
g(ψ)

, випливає,

що G(ψ) є PRV-функцiєю.

Тому за умов (4.10), (4.11) та (4.12) та в силу леми 2.3, функцiя G(ψ)(·) =

G(ψ−1(·)) зберiгає еквiвалентнiсть функцiй. Тепер в силу (4.7),

lim
t→∞

G(η(t))

t
= lim

t→∞

G(ψ)(ψ(η(t)))

G(ψ)(ψ(µ(t)))
= lim

t→∞

ψ(η(t))

ψ(µ(t))
= 1 м.н.

Твердження б) доведено.

Вiдмiтимо, що при виконаннi умови (4.10) розв’язок µ буде прямувати до

нескiнченностi при t→∞. Дiйсно, оскiльки (4.10) виконується та функцiя

G є зростаючою та неперевною, то

lim
t→∞

G−1(t) =∞,
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а отже,

lim
t→∞

µ(t) = lim
t→∞

G−1(t) =∞.

Якщо покласти ψ(x) ≡ x, то з теореми 4.1 випливає одна теорема з

[8], яка описує умови еквiвалентностi без ψ розв’язку рiвняння (4.4) та

розв’язку рiвняння (4.5), тобто

lim
t→∞

η(t)

µ(t)
= 1 м.н. (4.13)

Зауваження 4.2. Зауважимо, що нескладно навести приклад функцiї

g, яка задовольняє одночасно (4.10) та (4.11), зокрема для g(u) = e−u, u > 0

при ψ(x) = ex. Наприклад, для функцiї g(u) = u, u > 0 при ψ(x) ≡ x,

умова (4.10) виконується, а (4.11) – нi.

Наслiдок 4.1. Нехай g є неперервною додатною функцiєю, ψ є додат-

ною неперервно-диференцiйованою функцiєю на (0,∞), яка строго зростає

до нескiнченностi при x → ∞ та виконуються умови (4.10) та (4.11).

Тодi

а) з

lim
t→∞

G(η(t))

t
= κ м.н. (4.14)

випливає

lim
t→∞

ψ(η(t))

ψ(µ(κt))
= 1 м.н.; (4.15)

б) якщо виконується (4.12), то (4.15) виконується тодi i тiльки тодi,

коли виконується (4.14).

Доведення аналогiчне доведенню теореми 4.1.

Наведемо приклад стохастичного диференцiального рiвняння, розв’язок

якого не є асимптотично еквiвалентним до розв’язку вiдповiдного зви-

чайного диференцiального рiвняння, але для ψ(x) = lnx розв’язок є ψ-

асимптотично еквiвалентним.
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Приклад 4.12. (Геометричний броунiвський рух)

Розглянемо стохастичне диференцiальне рiвняння

dη(t) = αη(t)dt+ βη(t)dw(t), t ≥ 0; η(0) ≡ 1, (4.16)

де w – стандартний вiнерiв процес; α, β – дiйснi сталi. Припустимо, що

константи α, β такi, що α− 1
2β

2 > 0, β > 0.

Тодi розв’язком (4.16) є

η(t) = exp

{(
α− 1

2
β2

)
t+ βw(t)

}
.

Зауважимо, що такий процес η називають геометричним броунiвським

рухом.

Вiдмiтимо, що оскiльки α− 1
2β

2 > 0, то згiдно ПЗВЧ для вiнерiвського

процесу маємо

lim
t→∞

η(t) = lim
t→∞

exp

{(
α− 1

2
β2

)
t+ βw(t)

}
=

= lim
t→∞

exp

{
t

(
α− 1

2
β2 + β

w(t)

t

)}
=∞ м.н.

Розглянемо задачу Кошi для вiдповiдного звичайного диференцiального

рiвняння

dµ(t) = αµ(t)dt, t ≥ 0; µ(0) ≡ 1, (4.17)

розв’язком якої є

µ(t) = eαt.

Знайдемо границю вiдношення розв’язку стохастичного диференцiального

рiвняння до розв’язку звичайного диференцiального рiвняння.

lim
t→∞

η(t)

µ(t)
= lim

t→∞

exp
{(
α− 1

2β
2
)
t+ βw(t)

}
exp{αt}

=

= lim
t→∞

exp

{
t

(
−1

2
β2 +

βw(t)

t

)}
= 0 м. н.

Отже, розв’язки не є асимптотично еквiвалентними.
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Зауважимо, що для функцiї g не виконуються умови (3.19) та (3.28) з

теорем 3.1 та 3.2.

Дiйсно, в даному випадку g(x) = αx, g′(x) = α. Тому

lim
t→∞

t∫
0

|g′(η(s))| θ2(s)ds

Φ+(t)
= lim

t→∞

t∫
0

|α| β2ds

t
= |α| β2 6= 0

та

lim inf
t→∞

ct∫
t

du

g(u)G(u)
= lim inf

t→∞

ct∫
t

du

u lnu
= lim inf

t→∞
ln

ln ct

ln t
= 0 для всiх c > 1.

З iншого боку розв’язки є ψ–асимптотично еквiвалентними для ψ(x) =

lnx.

Щоб довести це, покажемо, що умови (4.11) та (4.12) виконуються.

Дiйсно, g(x) = αx, G(x) = 1
α lnx, ψ(x) = ln x. Тому

ψ−1(x) = ex, g(ψ)(x) = g(ψ−1(x))ψ′(ψ−1(x)) = α,

G(ψ)(x) = G(ψ−1(x)) =
1

α

ψ−1(x)∫
ψ−1(1)

du

u
=

1

α

ex∫
e

du

u
=

1

α
(x− 1), x ≥ 1.

Спiввiдношення (4.11) виконано, оскiльки

lim inf
t→∞

ψ−1(ct)∫
ψ−1(t)

du

g(u)G(u)
= lim inf

t→∞

ect∫
et

du

u lnu
=

= lim inf
t→∞

(ln ln ect − ln ln et) = ln c > 0 для всiх c > 1.

Спiввiдношення (4.12) теж виконується, оскiльки

lim
c↓1

lim sup
t→∞

ψ−1(ct)∫
ψ−1(t)

du

g(u)G(u)
= lim

c↓1
lim sup
t→∞

ln c = 0.

Отже, виконуються всi умови наслiдку 4.1, тому умова (4.15) є еквiвалент-

ною до (4.14), тобто має мiсце

lim
t→∞

ψ(η(t))

ψ(µ(κt))
= 1 м.н.,
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де

κ = lim
t→∞

G(η(t))

t
= lim

t→∞

1
α

((
α− 1

2β
2
)
t+ βw(t)− ln b

)
t

=
α− 1

2β
2

α
м.н.

Цей результат можно отримати i при безпосередньому обчисленнi. Оскiль-

ки, при κ =
α− 1

2β
2

α маємо

µ(κt) = e
α(α− 1

2β
2)t

α = e(α−
1
2β

2)t,

то

lim
t→∞

ψ(η(t))

ψ(µ(κt))
= lim

t→∞

(
α− 1

2β
2
)
t+ βw(t)(

α− 1
2β

2
)
t

=

= lim
t→∞

(
1 +

β

α− 1
2β

2

w(t)

t

)
= 1 м.н.

Спiввiдношення (4.15) є еквiвалентним (4.14) за умов (4.11), (4.12).

Аналогiчний результат, який описано в наслiдку 4.1, можно отримати

для неавтономного стохастичного диференцiального рiвняння, яке дослiд-

жувалось в роздiлi 3.

Наслiдок 4.2. Нехай g та σ – неперервнi додатнi функцiї, ϕ та θ –

неперервнi функцiї такi, що рiвняння (3.6) має неперервний розв’язок η, ψ

є додатною неперервно-диференцiйованою функцiєю на (0,∞), яка строго

зростає до нескiнченностi при x → ∞ та виконуються умови (4.10) та

(4.11). Тодi

а) з

lim
t→∞

G(η(t))

Φ(t)
= κ м.н. (4.18)

випливає

lim
t→∞

ψ(η(t))

ψ(µ(κt))
= 1 м.н. (4.19)

б) якщо виконується (4.12), то (4.19) виконується тодi i тiльки тодi,

коли виконується (4.18).
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Доведення аналогiчне доведенню теореми 4.1

Приклад 4.13. (Модель росту популяцiї)

Розглянемо стохастичне диференцiальне рiвняння

dη(t) = r(t)η(t)dt+ βη(t)dw(t), t ≥ 0; η(0) ≡ 1, (4.20)

де η – розмiр популяцiї в момент часу t; r – вiдносна швидкiсть росту

популяцiї; w – стандартний вiнерiв процес; β ∈ R1
+ – мiра iнтенсивностi

шуму в системi. Припустимо, що

lim
t→∞

R(t) = lim
t→∞

t∫
0

r(s)ds =∞ (4.21)

та

lim
t→∞

t

R(t)
= 0. (4.22)

Розв’язок рiвняння (4.20) має вигляд:

η(t) = exp

{(
R(t)− 1

2
β2t

)
+ βw(t)

}
.

до того ж, в силу (4.22) маємо, що η прямує до нескiнченностi м.н. при

t→∞.

Розглянемо задачу Кошi для вiдповiдного звичайного диференцiального

рiвняння

dµ(t) = r(t)µ(t)dt, t ≥ 0; µ(0) ≡ 1. (4.23)

Її розв’язком є

µ(t) = eR(t).

Знайдемо границю вiдношення розв’язку стохастичного диференцiаль-

ного рiвняння до розв’язку звичайного диференцiального рiвняння.

lim
t→∞

η(t)

µ(t)
= lim

t→∞

exp
{(
R(t)− 1

2β
2t
)

+ βw(t)
}

exp{R(t)}
=

= lim
t→∞

exp

{
t

(
−1

2
β2 +

βw(t)

t

)}
= 0 м.н.
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Отже, розв’язки не є асимптотично еквiвалентними. Вiдмiтимо, що для

коефiцiєнтiв рiвняння (4.20) також не виконується умова (3.28) теореми

3.2, яка описує умови асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв, з шншого

боку виконано всi умови теореми 3.1 (див. приклад 3.7 з роздiлу 3), тому

lim
t→∞

G(η(t))

Φ(t)
= 1 м.н.

З iншого боку, для ψ(x) = lnx, в силу наслiдку 4.2, маємо ψ–

асимптотичну еквiвалентнiсть, оскiльки для g виконуються умови (4.11)

та (4.12) (див. приклад 4.13), тому можна застосувати наслiдок 4.2 з κ = 1,

тобто отримаємо

lim
t→∞

ψ(η(t))

ψ(µ(κt))
= 1 м.н.

Цей результат можно перевiрити практичним шляхом

lim
t→∞

ψ(η(t))

ψ(µ(κt))
= lim

t→∞

(
R(t)− 1

2β
2t
)

+ βw(t)

R(t)
=

= lim
t→∞

(
1− 1

2

β2t

R(t)
+
w(t)

R(t)

)
= 1 м.н.

Отже, цей приклад показує справедливiсть наслiдку 4.2.

4.2. Достатнi умови для (4.11) та (4.12)

Наступнi два твердження дають достатнi умови, записанi в термiнах

функцiї g, за яких виконуються (4.11) (див. твердження 4.4) та (4.12) (див.

твердження 4.5), та якi є бiльш зручними для практичного використання.

Твердження 4.4. Нехай g – додатна неперервна функцiя на (0;∞),

для якої виконується умова (4.10), а ψ – додатна неперервно диференцiй-

ована функцiя, яка строго зростає до нескiнченностi при x→∞. Припу-

стимо, що виконується одна з наступних умов:

(1◦) lim sup
t→∞

g(ψ)(t)G(ψ)(t)

t
= lim sup

t→∞

g(t)G(t)ψ′(t)

ψ(t)
<∞; або

(2◦) g · ψ′ не зростає при великих t; або
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(3◦) iснує таке α < 1, що 0 < inf
s≥1

g(ψ)(s)s−α ≤ sup
s≥1

g(ψ)(s)s−α <∞; або

(4◦) (g(ψ))∗(c) < c для всiх c > 1, де (g(ψ))∗(c) = lim sup
t→∞

g(ψ)(ct)
g(ψ)(t)

; або

(5◦) g(ψ) є RV-функцiєю з iндексом α < 1.

Тодi виконується умова (4.11).

Доведення. Нехай (1◦) виконано. Тодi при f = G(ψ) i f ′ = 1
g(ψ)

маємо

lim inf
t→∞

tf ′(t)

f(t)
= lim inf

t→∞

t

G(ψ)(t)g(ψ)(t)
= lim inf

t→∞

ψ(t)

G(ψ)(ψ(t))g(ψ)(ψ(t))

= lim inf
t→∞

ψ(t)

G(t)g(t)ψ′(t)
=

(
lim sup
t→∞

g(t)G(t)ψ′(t)

ψ(t)

)−1

> 0.

Це означає, що G(ψ) є SQI-функцiєю (див. наслiдок 2.3 ). На пiдставi ле-

ми 2.6 умова (4.11) виконується.

Нехай виконано (2◦), тодi g(ψ) є не зростаючою функцiєю i тому

G(ψ)(t) ≤ t

g(ψ)(t)
,

таким чином умова (4.11) випливає з (1◦).

Нехай виконується (3◦), тодi iснує таке M > 0, що g(ψ)(t)t−α < M , а

отже g(ψ)(t) < Mtα для всiх t ≥ 1.

Аналогiчно, iснує таке m > 0, що g(ψ)(t)t−α > m, а отже g(ψ)(t) > mtα

для всiх t ≥ 1, тодi

G(ψ)(t) =

t∫
ψ(b)

ds

gψ(s)
≤

t∫
ψ(b)

ds

msα
≤ t1−α

m(1− α)
.

Таким чином,

g(ψ)(t)G(ψ)(t)

t
≤ Mtαt1−α

m(1− α)t
≤ M

m(1− α)
,

звiдки

lim sup
t→∞

g(ψ)(t)G(ψ)(t)

t
<∞.

Нехай тепер виконано (4◦).
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Позначимо

f = G(ψ) i f ′ =
1

g(ψ)
.

Тодi f ′∗(c) < c на пiдставi (4◦), оскiльки(
1

g(ψ)

)
∗

=
1

g(ψ)∗
.

Тому з наслiдку 2.4 випливає, що G(ψ) є SQI-функцiєю. Звiдси отримуємо

(4.11).

Покажемо, що з (5◦) випливає (4◦). Якщо виконується (5◦), то

(g(ψ))∗(c) = cα, α < 1, c > 0.

Тодi при c > 1 маємо

(g(ψ))∗(c) = cα < c.

Тому, умова (4.11) випливає з (5◦).

Зауваження 4.3. Якщо виконано умову (4.10), та g не спадає при ве-

ликих t, то умова (1◦) твердження 4.4 є еквiвалентною умовi (4.11).

Зауваження 4.4. Умова (1◦) твердження 4.4 не виконується, якщо

g(ψ)(t) ≡ t, оскiльки в цьому випадку

lim sup
t→∞

g(ψ)(t)G(ψ)(t)

t
= lim

t→∞

t∫
1

ds

s
=∞.

Бiльше того, умова (1◦) твердження 4.5 не виконуються, якщо функцiя

g(ψ) є RV-функцiєю з iндексом рiвним 1, тобто g(ψ) є функцiєю вигляду

g(ψ) = t`(t), де ` є SV-функцiєю, оскiльки в цьому випадку

lim
t→∞

g(ψ)(t)G(ψ)(t)

t
= lim

t→∞
`(t)

t∫
1

ds

s`(s)
=∞

( див. [136]).
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Твердження 4.5. Нехай g - додатна неперервна функцiя така, що ви-

конується умова (4.10), а ψ – додатна неперервно диференцiйована функ-

цiя, яка строго зростає до нескiнченностi при x→∞. Припустимо, що

виконується одна з наступних умов:

(1◦) lim inf
t→∞

g(ψ)(t)G(ψ)(t)

t
= lim inf

t→∞

g(t)G(t)ψ′(t)

ψ(t)
> 0; або

(2◦) g · ψ′ не спадає при великих t; або

(3◦)
1∫

0+

dc

g(ψ)∗(c)
> 0, де g(ψ)∗(c) = lim sup

t→∞

g(ψ)(ct)

g(ψ)(t)
; або

(4◦) множина
{
c ∈ (0, 1] : g(ψ)∗(c) <∞

}
має додатну мiру Лебега ;

або

(5◦) виконується або умова (3◦), або (4◦), або (5◦) твердження 4.4.

Тодi виконується умова (4.12).

Доведення. Нехай виконано (1◦). Якщо f = G(ψ), то f ′ = 1
g(ψ)

. Тому

lim sup
t→∞

tf ′(t)

f(t)
= lim sup

t→∞

t

G(ψ)(t)g(ψ)(t)
=

= lim sup
t→∞

ψ(t)

G(ψ)(ψ(t))g(ψ)(ψ(t))
=

= lim sup
t→∞

ψ(t)

G(t)g(t)ψ′(t)
=

(
lim inf
t→∞

G(t)g(t)ψ′(t)

ψ(t)

)−1

<∞.

Умова (4.12) випливає з (4.10), (2◦), оскiльки в силу (2◦), g(ψ) є строго не

спадаючою функцiєю, таким чином (1◦) виконується;

Умова (4.12) випливає з (4.10) i (3◦), в силу наслiдку 2.6, де f = G(ψ) i

f ′ = 1
g(ψ)

, оскiльки
(

1
g(ψ)

)
∗

(c) = 1
g(ψ)∗(c)

для всiх c > 0;

Умова (4.12) випливає з (4.10) i (4◦), оскiльки з (4◦) випливає (3◦).

Умова (4.12) випливає з (4.10) i (5◦), оскiльки з (4◦) випливає (5◦).

Зауваження 4.5. В силу (4.10) умова (1◦) твердження 4.5 еквiвалентна

умовi (4.12), якщо функцiя g не спадає при великих t.
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Дiйсно, оскiльки

lim inf
t→∞

g(ψ)(t)G(ψ)(t)

t
> 0,

то для деяких m, t0 та всiх t > t0

g(ψ)(t)G(ψ)(t) > mt.

Тодi

0 <

ct∫
t

du

g(ψ)(u)G(ψ)(u)
<

ct∫
t

du

mu
=

1

m
lnu|ctt =

1

m
ln c.

Отже

0 ≤ lim sup
t→∞

ct∫
t

du

g(ψ)(u)G(ψ)(u)
<

1

m
ln c,

тому (4.12) виконується.

Наведемо приклад, коли функцiя G прямує до нескiнченностi, а умова

(4.11) не виконується.

Приклад 4.14. Нехай g(x) = ψ(x) = x, x > 0. Очевидно, що умова

(4.10) виконується, тобто

lim
t→∞

G(t) =

∞∫
b

du

g(u)
=

∞∫
b

du

u
= lnu|∞b =∞.

З iншого боку, умова (4.11) не виконується, оскiльки для всiх c > 1

0 ≤ lim inf
t→∞

ct∫
t

du

g
(ψ)
1 (u)G

(ψ)
1 (u)

= lim inf
t→∞

ct∫
t

du

u lnu
=

= lim inf
t→∞

(ln ln ct− ln ln t) ≤ lim inf
t→∞

c− 1

ln t
= 0.

У наступному прикладi представленi функцiї, якi задовольняють усi три

умови (4.10) - (4.12).

Приклад 4.15. Якщо g(x) = x, x > 0 та ψ(t) = ln t, t > 0, тодi

ψ−1(t) = et, ψ′(t) =
1

t
.
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Тому

g(ψ)(t) = g(ψ−1(t))ψ′(ψ−1(t)) = 1

та

G(ψ)(t) = G(ψ−1(t)) =

ψ−1(t)∫
ψ−1(b)

ds

s
=

et∫
eb

ds

s
= t− b, t ≥ b.

Тодi за твердженням 4.4 та твердженням 4.5, умови (4.10), (4.11) та (4.12)

виконуються, оскiльки

lim
t→∞

g(ψ)(t)G(ψ)(t)

t
= 1, t > 0.

4.2.1. Умови Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода.

Теорема 4.1 дає можливiсть перейти до дослiдження обмежень на ко-

ефiцiєнти детермiнованого та стохастичного рiвнянь, за яких розв’язок

η рiвняння (4.4) та розв’язок µ рiвняння (4.5) є ψ-асимптотично еквiва-

лентними м.н., тобто виконується спiввiдношення (4.7). Й.I. Гiхман та

А.В. Cкороход ( [30], див. також теорему 2.6 ) довели, що

lim
t→∞

G(η(t))

t
= 1 м.н.,

припускаючи, що

[ГС1 ] g – додатна неперервна функцiя на R1
+;

[ГС2 ] для всiх t > 0 iснує похiдна g′(t), така що g′(t)→ 0 при t→∞

[ГС3 ] σ – додатна неперервна функцiя на R1;

[ГС4 ] рiвняння (4.4) має м.н. єдиний неперервний розв’язок η, для яко-

го lim
t→∞

η(t) = ∞ м. н. та диференцiальне рiвняння (4.5) має єдиний

неперервний розв’язок;

[ГС5 ] функцiя g
σ є обмеженою.

В подальшому [ГС1]-[ГС5] обмеження на функцiї g та σ будемо називати

умовами Й. I. Гiхмана та А. В. Скорохода.
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Зауважимо, що рiвняння (4.4) має єдиний неперервний розв’язок η та-

кий, що lim
t→∞

η(t) = ∞ м. н., так само як диференцiальне рiвняння (4.5)

має єдиний неперервний розв’язок, якщо додатнi неперервнi функцiї g та

σ задовольняють умовам теореми 2.1, тобто

• для довiльного T ∈ (0;∞) iснує додатне число K = K(T ) таке, що

для всiх x ∈ R1

|g (x)|2 + |σ (x)|2 ≤ K2
(

1 + |x|2
)

;

• для довiльного C ∈ (0;∞) iснує число L = L(C) таке, що

|g (x)− g (y)|+ |σ (x)− σ (y)| ≤ L |x− y|

для (x, y) ∈ (−C; +C)× (−C; +C);

• для всiх x ∈ R1

x∫
−∞

exp

−
z∫

0

2g(u)

σ2(u)
du

 dz =∞ та
∞∫
x

exp

−
z∫

0

2g(u)

σ2(u)
du

 dz <∞

(див. [30], §15− 16, теорема 1).

Теорема 4.2. Нехай ψ – додатна неперервно диференцiйована функцiя,

яка строго зростає до нескiнченностi при x→∞. Припустимо, що вико-

нуються умови Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода i (4.10). Якщо має мiсце

(4.11) або одна з умов твердження 4.4, то виконується спiввiдношення

(4.7).

Доведення. Оскiльки виконуються умови Й.I. Гiхмана та А.В. Скоро-

хода, то за теоремою 2.5 отримуємо, що спiввiдношення (4.9) виконується

м.н., тобто

lim
t→∞

G(η(t))

t
= 1 м.н.

Нехай виконується (4.11) або одна з умов твердження 4.4. То-

дi згiдно з теоремою 4.1 виконується (4.7). Теорему доведено.
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4.2.2. Умови Г. Келлера, Г. Керстинга, У. Рослера.

Результат теореми 4.2 можна також отримати, використовуючи умови

Г. Келлера, Г. Керстинга, У. Рослера [118] замiсть умов Й.I. Гiхмана та

А.В. Скорохода.

Нагадаємо умови Г. Келлера, Г. Керстинга, У. Рослера. Для t > 0 по-

кладемо

h(t) =
g′(t)σ2(t)

2
, υ(t) =

t∫
1

σ2(u)

g3(u)
du.

[К0 ] Функцiя g неперервна та додатна на R1
+; функцiя σ неперервна до-

датна на R1; g та σ такi, що стохастичне диференцiальне рiвняння

(4.4) має м.н. єдиний неперервний розв’язок, для якого lim
t→∞

η(t) = ∞
майже напевно, а звичайне диференцiальне рiвняння (4.5) має єдиний

неперервний розв’язок.

[К1 ] g : R1
+ → R1

+ є двiчi неперервно-диференцiйованою та такою, що
∞∫
1

(g(u))−1 du =∞.

[К2 ] lim
t→∞

h(t) = 0.

[К3 ] σ : R1
+ → R1

+ є двiчi неперервно-диференцiйованою строго додатною

функцiєю i
∞∫

0

(tg(µ(t)))−2 σ2(µ(t))dt <∞.

[К4 ] функцiї g, g′,
σ2(µ)

g2(µ)
i h(µ) строго вогнутi або випуклi.

[К5 ] iснує константа C > 0, така що lnµ(2t) ≤ C lnµ(t) для великих t.

Крiм того, функцiя e−(·)g(e(·)) разом з похiдною є строго вогнутими

або випуклими.

Зауважимо, що за умов [К0]-[К4] виконується спiввiдношення (4.9),

(див. [118], теоремa 1). За умов [К0]-[К5] виконується також (4.7) при

ψ(t) = ln t, t > 0, (див. [118], теоремa 5).
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Має мiсце наступна теорема.

Теорема 4.3. Нехай виконуються умови [К0]-[К4], a ψ – додатна непе-

рервно диференцiйована функцiя, яка строго зростає до нескiнченностi

при x → ∞. Якщо має мiсце (4.11) або одна з умов твердження 4.4, то

має мiсце (4.7).

Доведення. Оскiльки за умов [К0]-[К4] виконується спiввiдношення

(4.9), то теорема 4.3 випливає з теореми 4.1 та твердження 4.4.
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4.3. ψ-асимптотична стiйкiсть розв’язкiв звичайних
диференцiальних рiвнянь з вiдокремлювальни-
ми змiнними.

У цьому пiдроздiлi розглянемо умови, при яких розв’язки µ1 та

µ2 звичайних диференцiальних рiвнянь виду (4.3) є ψ1, ψ2-асимптотично

еквiвалентними, тобто

lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1. (4.24)

4.3.1. Умови та формулювання основного результату.

Розглянемо диференцiальнi рiвняння (4.3) для k = 1, 2 та припустимо,

що

[В1 ] функцiя gk, k = 1, 2, є неперервною додатною визначеною на (0,∞)

та такою, що диференцiальне рiвняння (4.3) має єдиний неперервний

розв’язок µk.

[В2 ] ψk = (ψk(x), x > 0), k = 1, 2 є додатною неперервно диференцiйова-

ною функцiєю, яка строго зростає до нескiнченностi при x→∞.

Покладемо

G
(ψ)
k (·) = Gk(ψ

−1(·)), g(ψ)
k (·) = gk(ψ

−1(·))ψ′(ψ−1(·)),

де

Gk(x) =

x∫
bk

ds

gk(s)
, x ≥ bk, k = 1, 2.

Зауважимо, що для кожного k = 1, 2 функцiя Gk = (Gk(x), x ≥ bk) є обер-

неною до функцiї µk, а також G
(ψk)
k =

(
G

(ψk)
k (x), x ≥ ψk(bk)

)
є оберненою

до функцiї ψk(µκ), де

G
(ψk)
k (s) =

x∫
ψk(bk)

ds

g
(ψk)
k (s)

, x ≥ ψk(bk), k = 1, 2.
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Будемо використовувати наступну умову
x∫

bk

ds

gk(s)
=∞, k = 1, 2. (4.25)

В силу умови [В1], рiвнiсть (4.25) є еквiвалентною наступному спiввiдно-

шенню ∞∫
bk

ds

g
(ψk)
k (s)

=∞, k = 1, 2.

Остання умова означає, що

lim
x→∞

G
(ψk)
k (x) =∞, k = 1, 2.

Отже, в силу [В1], умова (4.25) виконується тодi i тiльки тодi, коли

lim
t→∞

µk(t) =∞, k = 1, 2.

Метою цього пiдроздiлу є знаходження обмежень на gk та ψk, k = 1, 2,

при яких виконується (4.24).

Ми знаходимо достатнi умови, при яких виконуються наступнi три

спiввiдношення:

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1⇒ lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1; (4.26)

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1⇐ lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1; (4.27)

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1⇔ lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1. (4.28)

Розглянемо наступнi двi умови: для заданого k = 1, 2

lim inf
t→∞

ct∫
t

du

g
(ψk)
k (u)G

(ψk)
k (u)

= lim inf
t→∞

ψ−1
k (ct)∫

ψ−1
k (t)

du

gk(u)Gk(u)
> 0 для всiх c > 1;

(4.29)

lim
c↓1

lim sup
t→∞

ct∫
t

du

g
(ψk)
k (u)G

(ψk)
k (u)

= lim
c↓1

lim sup
t→∞

ψ−1
k (ct)∫

ψ−1
k (t)

du

gk(u)Gk(u)
= 0. (4.30)
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Зауваження 4.6. Для заданого k = 1, 2 умови (4.29) i (4.30), вiдповiд-

но, спiвпадають з умовами (4.11) i (4.12), де g = g
(ψk)
k i G = G

(ψk)
k . Якщо

одна iз умов (1◦)− (5◦) твердження 4.4 (твердження 4.5) виконується, де

g = g
(ψk)
k i G = G

(ψk)
k ,

то виконується умова (4.29) ( (4.30) ).

Наведемо приклад функцiй, для яких виконується умови (4.29), (4.30).

Приклад 4.16. Для заданого k = 1, 2 функцiї gk та ψk є додатними i

неперервними на (0; ∞) i такими, що виконується умова [В2]. Нехай g(ψk)
k

є RV-функцiєю з iндексом α < 1. Тодi виконується умова (5◦) твердження

4.4 та твердження 4.5. Зрозумiло, що виконується i (4.25). В силу заува-

ження 4.6 функцiї gk та ψk задовольняють (4.29) та (4.30)

Теорема 4.4. Нехай функцiй gk та ψk, k = 1, 2 задовольняють [В1],

[В2], (4.25). Тодi

1) якщо (4.29) виконується хоча б для одного k = 1, 2, то справедлива

iмплiкацiя (4.26);

2) якщо (4.30) виконується хоча б для одного k = 1, 2, то справедлива

iмплiкацiя (4.27);

3) якщо (4.29) виконується хоча б для одного k = 1, 2 i хоча б для одного

k = 1, 2 виконується (4.30), то справедлива еквiвалентнiсть (4.28).

Доведення. Нехай виконується (4.29) для одного з k = 1, 2. Тодi в силу

умов (4.25), (4.29) i леми 2.6, у якiй f = G
(ψk)
k i f ′ = 1

g
(ψk)
k

, ми маємо, що

G
(ψk)
k є SQI-функцiєю, тобто вона задовольняє умову (2.9). Крiм того,

G
(ψk)
j ∈ C∞inc, j = 1, 2.

та (
G

(ψj)
j

)−1

= ψj ◦ µj, j = 1, 2.
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Тому спiввiдношення (4.26) випливає в силу теореми 2.11. Твердження 1)

доведено.

Для того, щоб довести твердження 2), припустимо, що ( 4.30) виконуєть-

ся хоча б для одного k = 1, 2. Тодi в силу умов (4.25), ( 4.30) i леми 2.4,

де

f = G
(ψk)
k i f ′ =

1

g
(ψk)
k

,

функцiя G(ψk)
k є PRV-функцiєю. Тому, в силу леми 2.3, функцiя G(ψk)

k зберi-

гає еквiвалентнiсть функцiй. В силу теореми 2.10, функцiя ψk ◦ µk є SQI

функцiєю, так як G(ψk)
j ∈ C∞inc i

(
G

(ψj)
j

)−1

= ψj ◦ µj, j = 1, 2. Тодi, в силу

теореми 2.11, виконується твердження 2).

З тверджень 1) та 2) випливає 3).

Враховуючи теорему 4.4 та приклад 4.16 отримуємо наступний резуль-

тат.

Наслiдок 4.3. Нехай функцiї gk та ψk, k = 1, 2, такi, що виконують-

ся умови [В1], [В2]. Якщо хоча б одна з функцiй g
(ψk)
k є RV функцiєю з

iндексом α < 1, тодi виконується еквiвалентнiсть (4.28).

Теорема 4.4 дає умови, за яких виконуються спiввiдношення (4.26)-

(4.28) для iнтегральних функцiй Gψ1

1 та Gψ2

2 . Виникає питання, чи можливо

встановити зв’язок мiж ψ-асимптотичною еквiвалентнiстю пiдiнтегральних

функцiй g1, g2 та ψ-асимптотичною еквiвалентнiстю розв’язкiв µ1, µ2.

Нас будуть цiкавити умови, при яких виконуються наступнi три спiввiд-

ношення.

lim
t→∞

g
(ψ1)
1 (t)

g
(ψ2)
2 (t)

= 1⇒ lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1; (4.31)

lim
t→∞

g
(ψ1)
1 (t)

g
(ψ2)
2 (t)

= 1⇐ lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1; (4.32)

lim
t→∞

g
(ψ1)
1 (t)

g
(ψ2)
2 (t)

= 1⇔ lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1. (4.33)
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Цi спiввiдношення виконуються не завжди. Наступнi два контрприклади

демонструють, те що з еквiвалентностi g1, g2 без додаткових умов не вип-

ливає еквiвалентнiсть µ1, µ2.

Приклад 4.17. Нехай

g1(u) = u, g2(u) = u+
√
u, u ≥ 0, ψ(x) = x, x > 0.

Вiдповiднi диференцiальнi рiвняння мають вигляд:

µ′1(t) = µ1(t), µ1(0) = 1;

µ′2(t) = µ2(t) +
√
µ2(t), µ2(0) = 1.

Єдиним розв’язком першого рiвняння є

µ1(t) = et, t ≥ 0,

а другого рiвняння є

µ2(t) =
(

2 · e
t
2 − 1

)2

, t ≥ 0.

Таким чином

lim
t→∞

g
(ψ1)
1 (t)

g
(ψ2)
2 (t)

= 1, lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 4.

Бачимо, що g1 та g2 є еквiвалентними, але вiдповiднi розв’язки µ1 та µ2 не

є еквiвалентними.

Зауважимо, що g1, g2 є RV-функцiями з iндексом 1.

Приклад 4.18. Нехай

g1(x) = x+ 1,

g2(x) =
2(x+ 1)

√
ln(x+ 1)

2
√

ln(x+ 1) + 1
, x ≥ 0,

та

ψ1(t) = ψ2(t) = 1.

Тодi вiдповiднi задачi Кошi мають наступний вигляд

µ′1(t) = µ1(t) + 1, t ≥ 0, µ1(0) = 1,
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µ′2(t) =
2(µ2(t) + 1)

√
ln(µ2(t) + 1)

2
√

ln(µ2(t) + 1) + 1
, t ≥ 0, µ2(0) = 1.

Оскiльки

lim
x→∞

g2(x)

g1(x)
= lim

x→∞

2(x+ 1)
√

ln(x+ 1)

2
√

ln(x+ 1) + 1
· 1

x+ 1
= 1,

то функцiї g1 та g1 є еквiвалентними.

Знайдемо границю вiдношення розв’язкiв µ1 та µ2.

lim
t→∞

µ2(t)

µ1(t)
= lim

t→∞

(
e

1
2 (2(t+C)+1)

e
1
2

√
1+4(t+C)

− 1

)
· 1

2et − 1
=

= lim
t→∞

e
1
2+C− 1

2

√
1+4(t+C) − e−t

2− e−t
= 0,

де C = ln 2 +
√

ln 2.

Отже,

lim
t→∞

g2(t)

g1(t)
= 1, а lim

t→∞

µ2(t)

µ1(t)
= 0.

Результати теореми 4.4 показують, що задача про виконання (4.31)-

(4.33) тiсно пов’язана з наступним питанням.

Розглянемо двi функцiї (f1, t > 0) та (f2, t > 0), якi є невiд’ємними й

iнтегрованими за Лебегом на кожному скiнченому промiжку i для заданих

чисел a1 та a2 покладемо

Fk(t) =

t∫
ak

fk(u)du, t ≥ ak, k = 1, 2.

Припустимо, що lim
t→∞

Fk(t) = ∞, k = 1, 2. Нас буде цiкавити, при яких

умовах виконуються наступнi спiввiдношення.

lim
t→∞

f1(t)

f2(t)
= 1⇒ lim

t→∞

F1(t)

F2(t)
= 1; (4.34)

lim
t→∞

f1(t)

f2(t)
= 1⇐ lim

t→∞

F1(t)

F2(t)
= 1; (4.35)

lim
t→∞

f1(t)

f2(t)
= 1⇔ lim

t→∞

F1(t)

F2(t)
= 1. (4.36)
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Очевидно, що (4.34) виконується завжди. Дiйсно, нехай функцiї f1 та f2

є еквiвалентними. З того, що lim
t→∞

Fk(t) = ∞, k = 1, 2, випливає , що для

будь-якого a ≥ a1, a2

lim sup
t→∞

F1(t)

F2(t)
= lim sup

t→∞

t∫
a

f1(u)du

t∫
a

f2(u)du

.

Так як
t∫

a

f1(u)du =

t∫
a

f1(u)

f2(u)
· f2(u)du ≤

(
sup
u≥a

f1(u)

f2(u)

) t∫
a

f2(u)du,

то для будь-якого a ≥ a1, a2

lim sup
t→∞

F1(t)

F2(t)
= lim sup

t→∞

t∫
a

f1(u)du

t∫
a

f2(u)du

≤ sup
u≥a

f1(u)

f2(u)
.

Таким чином

lim sup
t→∞

F1(t)

F2(t)
≤ lim sup

t→∞

f1(u)

f2(u)
= 1.

Аналогiчно показуємо, що 1 ≤ lim inf
t→∞

F1(t)

F2(t)
. Тобто F1 та F2 є еквiвалент-

ними.

Зауважимо, що якщо f1 є еквiвалентною f2, та F1 прямує до нескiнчен-

ностi, то функцiя F2 теж є необмеженою, тобто якщо lim
t→∞

F1(t) = ∞, то

lim
t→∞

F2(t) =∞.

Припустимо, що lim
t→∞

F1(t) =∞ та lim
t→∞

F2(t) <∞. Тодi

lim
t→∞

F1(t) = lim
t→∞

t∫
a1

f1(u)

f2(u)
· f2(u)du ≤

(
sup
u≥a1

f1(u)

f2(u)

)
lim
t→∞

F2(t) <∞,

що суперечить припущенню, що lim
t→∞

F1(t) =∞. Отже, lim
t→∞

F2(t) =∞.

Розглянемо також спiввiдношення (4.35). На вiдмiну вiд (4.34) спiввiд-

ношення (4.35) потребує додаткових обмежень. Наступний приклад демон-

струє це.
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Приклад 4.19. Нехай

f1(t) = 2t, f2(t) = 2t(1 + cos t2), t ≥ 0,

тодi первiснi мають вигляд

F1(t) = t2, F2(t) = t2 + sin t2, t ≥ 0.

Таким чином

lim
t→∞

F1(t)

F2(t)
= 1,

але границi

lim
t→∞

f1(t)

f2(t)

не iснує. Зауважимо, що функцiя f1 є RV-функцiєю з iндексом α = 1.

Отже, спiввiдношення (4.35) виконується лише за певних умовах. Засто-

совуючи теорему Карамати (див. зауваження 2.9 або [92], ст. 26 ), отримує-

мо наступний результат.

Лема 4.1. Якщо f1 та f2 є RV-функцiями з iндексами α1 та α2 бiль-

шими за −1, то виконуються iмплiкацiї (4.35) та (4.36).

Доведення. Для кожного k = 1, 2, функцiя Fk є RV-функцiєю з iндексом

αk + 1 > 0, так як fk є RV-функцiєю з iндексом αk > −1. Припустимо, що

lim
t→∞

F1(t)

F2(t)
= 1.

Тодi α1 + 1 = α2 + 1 = β > 0 i в силу теореми Карамати (див. теорему 2.9)

отримаємо

lim
t→∞

tfk(t)

βFk(t)
= 1, k = 1, 2.

Отже,

lim
t→∞

f1(t)

f2(t)
= lim

t→∞

tf1(t)

βF1(t)
· lim
t→∞

F1(t)

F2(t)
· lim
t→∞

βF2(t)

tf2(t)
= 1.

Cпiввiдношення (4.35) доведено. Еквiвалентнiсть (4.36) випливає з (4.34) i

(4.35). Лему доведено.

В силу (4.34) та теореми 4.4 отримуємо наступнi результати.
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Теорема 4.5. Нехай функцiї gk та ψk, k = 1, 2 такi, що виконуються

умови [В1], [В2], (4.25). Якщо хоча б для одного k = 1, 2 виконується

(4.29), то виконується iмплiкацiя (4.31).

Доведення. Нехай для k = 1 виконується (4.29), тобто

lim inf
t→∞

ct∫
t

du

g
(ψk)
1 (u)G

(ψk)
1 (u)

> 0 для всiх c > 1.

Оскiльки gk та ψk, k = 1, 2 задовольняють (В1), (В2), (4.25), то в силу

теореми 4.4 отримаємо

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1⇒ lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1.

Нехай g(ψ1)
1 та g(ψ2)

2 є еквiвалентними, тодi, враховуючи (4.34), маємо

lim
t→∞

g
(ψ1)
1 (t)

g
(ψ2)
2 (t)

= lim
t→∞

1

g
(ψ2)
2 (t)

1

g
(ψ1)
1 (t)

= 1⇒ lim
t→∞

G
(ψ2)
2 (t)

G
(ψ1)
1 (t)

= 1.

А отже, маємо наступнi двi iмплiкацiї

lim
t→∞

g
(ψ1)
1 (t)

g
(ψ2)
2 (t)

= 1⇒ lim
t→∞

G
(ψ2)
2 (t)

G
(ψ1)
1 (t)

= 1⇒ lim
t→∞

ψ2(µ2(t))

ψ1(µ1(t))
= 1.

Теорему доведено.

Зауважимо, що функцiя g1(u) = u, u ≥ 0, яка розглядалась у прикладi

4.17 , та функцiя g1(x) = x + 1 з прикладу 4.18 задовольняють (4.25), але

для них не виконується (4.29).

Якщо покласти, що ψ1 = ψ2 = ψ, то з теореми 3.5 можемо отримати

наступний результат.

Наслiдок 4.4. Нехай функцiї gk, k = 1, 2 такi, що виконуються умо-

ви [В1], (4.25), функцiя ψ – додатна неперервно-диференцiйована, строго

зростаючої до нескiнченностi. Якщо хоча б для одного k = 1, 2 виконуєть-

ся (4.29), то

lim
t→∞

g1(t)

g2(t)
= 1⇒ lim

t→∞

ψ(µ1(t))

ψ(µ2(t))
= 1.
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Враховуючi попереднi вiдомостi, можна одержати наступний результат.

Теорема 4.6. Нехай функцiї gk та ψk, k = 1, 2, такi, що виконуються

умови [В1], [В2]. Якщо g(ψ1)
1 та g(ψ2)

2 є RV-функцiями з iндексами менше

нiж 1, тодi виконується умова (4.33).

Доведення. Так як для функцiй g
(ψ1)
1 та g

(ψ2)
2 виконуються всi умови

наслiдку 3.2, тодi

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇔ lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1.

За припущенням теореми 3.6, функцiї g(ψ1)
1 та g(ψ2)

2 є RV-функцiями з iн-

дексами менше нiж 1, тому

lim
t→∞

g
(ψ1)
1 (t)

g
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇔ lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1,

а отже,

lim
t→∞

g
(ψ1)
1 (t)

g
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇔ lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1.

Теорему доведено.

З теореми 3.6. при ψ1 = ψ2 = ψ випливають наступнi результати.

Наслiдок 4.5. Нехай для g1, g2 виконуються умови [В1] та функцiя

ψ є додатною неперервно-диференцiйованою строго зростаючої до нескiн-

ченностi. Якщо g(ψ)
1 i g(ψ)

2 є RV-функцiями з iндексами менше нiж 1,

lim
t→∞

g1(t)

g2(t)
= 1 ⇔ lim

t→∞

ψ(µ1(t))

ψ(µ2(t))
= 1.

Наслiдок 4.6. Нехай g1 та g2 є RV-функцiями з iндексами менше нiж

1 i виконується [В1], тодi

lim
t→∞

g1(t)

g2(t)
= 1 ⇔ lim

t→∞

µ1(t)

µ2(t)
= 1.

Зауваження 4.7. Приклади 4.17 та 4.18 показують, що RV-функцiї g1

та g2 в силу наслiдку 3.4 не можуть мати iндекс рiвний 1 ( в усiх iнших

твердженнях теж).
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4.4. Гранична поведiнка вiдношення розв’язку
стохастичного диференцiального рiвняння та
розв’язку iншого звичайного диференцiального
рiвняння

Результати попереднього пiдроздiлу дають можливiсть знайти умови,

при яких розв’язок η1 першого стохастичного диференцiального рiвняння в

(4.1) i розв’ язок µ2 другого звичайного диференцiального рiвняння в (4.3)

є ψ-асимптотично еквiвалентними, тобто

lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1 м.н.

Ця задача є бiльш загальною нiж задача, що розглядалась у пiдроздiлi

4.1, але її розв’язок випливає з результатiв пiдроздiлiв 4.1 та 4.2, оскiльки

lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(µ2(t))
= lim

t→∞

ψ1(η1(t))

ψ1(µ1(t))
· lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
м.н. (4.37)

Твердження теорем 4.1, 4.2 i 4.3 є стiйкими по вiдношенню до змiн по-

чаткових умов i змiн функцiї g(ψ) на асимптотично-еквiвалентну версiю.

Наступнi теореми демонструють цей факт.

Теорема 4.7. Нехай виконується [В1], [В2], (4.25), i нехай функцiя σ1

неперервною додатною при x ∈ R1; g1 та σ1 є такими, що рiвняння (4.1)

при k = 1 має м.н. єдиний неперервний розв’язок η1. Припустимо, що

lim
t→∞

G1(η1(t))

t
= 1 м.н.

Тодi

1. якщо виконується (4.29) хоча б для одного k = 1, 2, тодi

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇒ lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1 м.н. (4.38)

Крiм того

lim
t→∞

g
(ψ1)
1 (t)

g
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇒ lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1 м.н. (4.39)
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2. Якщо умови (4.29) i (4.30) виконуються для кожного k = 1, 2, тодi

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇔ lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1 м.н. (4.40)

Доведення. Почнемо з доведення першого пункту теореми 4.7. Припу-

стимо, що для k = 1 виконується (4.29), а також, що функцiя G(ψ1)
1 є асимп-

тотично еквiвалентною до функцiї G(ψ2)
2 . Тодi виконуються всi умови тео-

реми 4.4, тому

lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1.

За умовою lim
t→∞

G1(η1(t))
t = 1 м.н. та для функцiй g1 та G1 справедливе

спiввiдношення (4.29). Тому в силу теореми 4.1, η1 та µ1 є ψ1-асимптотично

еквiвалентними, тобто

lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ1(µ1(t))
= 1 м.н.

Отже,

lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(µ2(t))
= lim

t→∞

ψ1(η1(t))

ψ1(µ1(t))
· lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1 м.н.

Крiм того, якщо припустити, що g(ψ1)
1 є еквiвалентною до g(ψ2)

2 , то в силу

теореми 4.5 виконується (4.39).

Твердження 1) теореми 4.7 доведено.

Твердження 2) теореми 4.7 за аналогiчних мiркувань випливають з тео-

рем 4.1, 4.4. Теорему доведено.

Зауваження 4.8. Теорема 4.7 залишається справедливою, якщо при-

пущення еквiвалентностi G1(η1(t)) та t замiнити на умови Й.I. Гiхмана та

А.В. Скорохода або на умови Г. Келлера, Г. Керстинга, У. Рослера.

Розглянемо деякi наслiдки теореми 4.7 з умовами Й.I. Гiхмана та

А.В. Скорохода.
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Теорема 4.8. Нехай виконується [В1], [В2] i (4.25), i нехай g = g1

i σ = σ1 такi, що виконуються умови Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода

[ГC1]-[ГС5].

1) Якщо (4.29) виконується хоча б для одного k = 1, 2, тодi виконуєть-

ся (4.38) та (4.39).

2) Якщо (4.29) i (4.30) умови виконуються для кожного k = 1, 2, тодi

виконується (4.40).

Доведення. Оскiльки для g1 i σ1 виконуються умови Й.I. Гiхмана та

А.В. Скорохода, то в силу теореми 2.5

lim
t→∞

G1(η1(t))

t
= 1 м.н.

Тепер теорема 4.8 випливає з теореми 4.7.

Теорема 4.9. Нехай виконується [В1] i [В2], i нехай g = g1 i σ =

σ1 такi, що виконуються умови Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода [ГC1]-

[ГС5].

1. Якщо хоча б одна з g(ψ1)
1 або g(ψ2)

2 є RV-функцiєю з iндексом менше

нiж 1, тодi виконується умова (4.39).

2. Якщо g(ψ1)
1 i g(ψ2)

2 є RV-функцiями з iндексом менше нiж 1, тодi

lim
t→∞

g
(ψ1)
1 (t)

g
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇔ lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1 м.н.

Доведення. Теорема 4.9 випливає з теореми 4.8, прикладу 4.16 i леми

4.1, де f ′k = 1

g
(ϕk)
k

, k = 1, 2.

Зауважимо, що теореми 4.2, 4.8 та 4.9 узагальнюють та доповнюють

теорему 2.6 [30].

Якщо покласти ψ1 = ψ2 = ψ, то з теореми 4.9 випливають наступнi

результати.
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Наслiдок 4.7. Нехай для g = g1 i σ = σ1 виконуються умови Й.I. Гiх-

мана та А.В. Скорохода. Припустимо, що g2 задовольняє [В1] i ψ є додат-

ною неперервно-диференцiйованою, строго зростаючої до нескiнченностi.

Якщо g(ψ)
1 або g(ψ)

2 є RV-функцiєю з iндексом менше нiж 1, тодi

lim
t→∞

g1(t)

g2(t)
= 1 ⇒ lim

t→∞

ψ(η1(t))

ψ(µ2(t))
= 1 м.н.

Наслiдок 4.8. Нехай для g = g1 i σ = σ1 виконуються [В1] та умо-

ви Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода [ГC1]-[ГС5]. Якщо g1 або g2 є RV-

функцiєю з iндексом менше нiж 1, тодi

lim
t→∞

g1(t)

g2(t)
= 1 ⇒ lim

t→∞

η1(t)

µ2(t)
= 1 м.н.

Приклад 4.20. ( див. [30], §17, зауваження 1) Припустимо, що вико-

нуються умови Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода [ГC1]-[ГС5] для функцiї

g(x) = g1(x), яка є еквiвалентною до Cxβ, x → ∞, де 0 ≤ β < 1 i C > 0.

Тодi в силу наслiдка 4.8, при g2(x) = Cxβ, x > 0, отримаємо

lim
t→∞

η1(t)

t
1

1−β
= (C(1− β))

1
1−β м.н.,

тобто

lim
t→∞

η1(t)

(C(1− β)t)
1

1−β
= 1 м.н.

так як µ2(t) еквiвалентне (C(1− β)t)
1

1−β при t→∞.

Вiдмiтимо, що так як умова (1◦) твердження 4.4 не виконується при

ψ1(x) ≡ ψ2(x) ≡ x i g1(x) ∼ Cxβ, x → ∞, тому ми не можемо використо-

вувати теорему 2.7.

Приклад 4.21. Припустимо, шо виконуються умови Й.I. Гiхмана та

А.В. Скорохода [ГC1]-[ГС5] з g(x) = g1(x), яка є еквiвалентною
Cx

(lnx)γ
при

x→∞, де γ > 0 i C > 0. Покладемо ψ1(x) ≡ ψ2(x) ≡ (ln(x+1))1+γ, x > 0.

Тодi g(ψ1)
1 (t) є еквiвалентною до C(1 + γ) при t→∞. Тодi, в силу наслiдка

4.7, при g2(x) =
C(x+ 1)

(ln(x+ 1))γ
, x > 0, отримаємо

lim
t→∞

(ln η1(t))
1+γ

t
= C(1 + γ) м.н.
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тобто ψ2(µ2(t)) є еквiвалентною до (C(1 + γ)t) при t→∞.

Приклад 4.22. Припустимо, що виконуються умови Й.I. Гiхмана

та А.В. Скорохода [ГC1]-[ГС5] для g(x) = g1(x), яка є еквiвалентною

Cx exp(−(lnx)r) при x → ∞, де 0 < r < 1 i C > 0. Зауважимо, що

exp(ln(x)r), x > 1 є повiльно змiнною функцiєю, i

lim
x→∞

exp((lnx)r)

(lnx)γ
=∞ для будь-якого γ > 0.

Покладемо ψ1(x) ≡ ψ2(x) ≡ exp((lnx)r), x > 0. Тодi

lim
t→∞

g
(ψ1)
1 (t)

r(ln t)
(r−1)
r

= 1.

В силу наслiдку 4.7, при g2(x) = Cx exp(−(lnx)r), x > 0, отримаємо

lim
t→∞

exp((ln η1(t))
r)

exp((lnµ2(t))r)
= 1 м.н.

Зауваження 4.9. Теореми 4.8 та 4.9 наслiдки 4.7 та 3.6 залишаються

справедливими, якщо умови Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода замiнити на

умови Г. Келлера, Г. Керстинга, У. Рослера.

Приклад 4.23. ( див. [30], §17, зауваження 2) Припустимо, що умови

[К0]-[К4] справджуються для g(x) = g1(x) ∼ Cx при x→∞, де C > 0. По-

кладемо ψ1(x) ≡ ψ2(x) ≡ lnx i g2(x) = Cx при x > 0. Тодi g(ψ1)
1 (t) ∼ C при

t→∞. Тодi за умовою теореми 4.9 та в силу зауваження 4.9, отримаємо

lim
t→∞

ln η1(t)

Ct
= 1 м.н.,

тобто

lim
t→∞

ψ2(µ2(t))

Ct
= 1.
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4.5. ψ-асимптотична еквiвалентнiсть розв’язкiв двох
стохастичних автономних диференцiальних рiв-
нянь.

У цьому пiдроздiлi ми розглянемо два стохастичнi диференцiальнi

рiвняння (4.1) та умови, при яких розв’язки η1 та η2 є ψ-асимптотично-

еквiвалентними, тобто

lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(η2(t))
= 1 м.н.

за умови, що η1 та η2 прямують до нескiнченностi.

Ця задача є останньою роздiлу 4, її розв’язок випливає з результатiв

пiдроздiлiв 4.1 i 4. 3, оскiльки

lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(η2(t))
= lim

t→∞

ψ1(η1(t))

ψ1(µ1(t))
· lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
· lim
t→∞

ψ2(µ2(t))

ψ2(η2(t))
м.н. (4.41)

У цьому роздiлi ми розглянемо новi твердження, в яких будуть вико-

ристовуватись умови Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода [ГC1]-[ГС5], але у

випадку g = gk i σ = σk, k = 1, 2.

Має мiсце наступне твердження.

Теорема 4.10. Нехай для g = gk i σ = σk, k = 1, 2, виконуються умо-

ви Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода [ГC1]-[ГС5] та (4.25); ψk, k = 1, 2, є

додатною неперервно-диференцiйованою, строго зростаючої до нескiнчен-

ностi функцiєю.

1. Якщо (4.29) виконується для кожного k = 1, 2, тодi

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇒ lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(η2(t))
= 1 м.н. (4.42)

i, крiм того,

lim
t→∞

g
(ψ1)
1 (t)

g
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇒ lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(η2(t))
= 1 м.н. (4.43)
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2. Якщо умови (4.29) i (4.30) виконуються для кожного k = 1, 2, тодi

lim
t→∞

G
(ψ1)
1 (t)

G
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇔ lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(η2(t))
= 1 м.н. (4.44)

Доведення. Нехай виконується (4.41) для k = 1 та умови теореми 4.10,

тодi мають мiсце теореми 4.2, 4.4 i 4.5.

Оскiльки виконуються всi умови теореми 4.2, то для k = 1 отримаємо

lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ1(µ1(t))
= 1 м.н., (4.45)

а для k = 2

lim
t→∞

ψ2(µ2(t))

ψ2(η2(t))
= 1 м.н. (4.46)

Так само виконуються всi умови теореми 4.4, тому маємо iмплiкацiю

(4.26). А отже, в силу представлення (4.41) умова (4.42) виконується.

Оскiльки виконуються всi умови теореми 4.5, то має мiсце iмплiкацiя

(4.31), тобто

lim
t→∞

g
(ψ1)
1 (t)

g
(ψ2)
2 (t)

= 1⇒ lim
t→∞

ψ1(µ1(t))

ψ2(µ2(t))
= 1

Тодi (4.43) випливає з представлення (4.41) та спiввiдношень (4.45), (4.46).

Якщо для кожного k = 1, 2 виконуються умови (4.29) i (4.30), то (4.44)

випливає з (4.45), (4.28), (4.41).

Теорема 4.11. Нехай для g = gk i σ = σk, k = 1, 2 виконуються

умови Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода [ГC1]-[ГС5], ψk, k = 1, 2, є додат-

ною неперервно-диференцiйованою, строго зростаючої до нескiнченностi

функцiєю.

1. Якщо хоча б одна з g(ψ1)
1 або g(ψ2)

2 є RV-функцiєю з iндексом менше

нiж 1, тодi виконуються спiввiдношення (4.42) та (4.43).

2. Якщо g(ψ1)
1 i g(ψ2)

2 є RV-функцiями з iндексом менше нiж 1, тодi

lim
t→∞

g
(ψ1)
1 (t)

g
(ψ2)
2 (t)

= 1 ⇔ lim
t→∞

ψ1(η1(t))

ψ2(η2(t))
= 1 м.н.
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Доведення. Теорема 4.11 випливає з теореми 4.10, прикладу 4.16 i леми

4.1, де f ′k = 1

g
(ψk)
k

, k = 1, 2.

Якщо покласти ψ1 = ψ2 = ψ, то з теореми 4.11 випливають наступнi

результати.

Наслiдок 4.9. Нехай для g = gk i σ = σk, k = 1, 2 виконуються умови

Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода [ГC1]-[ГС5] i ψ є додатною неперервно-

диференцiйованою, строго зростаючої до нескiнченностi функцiєю. Тодi

якщо g(ψ)
1 або g(ψ)

2 є RV-функцiєю з iндексом менше нiж 1, тодi

lim
t→∞

g1(t)

g2(t)
= 1 ⇔ lim

t→∞

ψ(η1(t))

ψ(η2(t))
= 1 м.н.

Якщо ψ(x) ≡ x, тодi отримуємо наступний результат.

Наслiдок 4.10. Нехай для g = gk i σ = σk, k = 1, 2 виконуються

умови Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода [ГC1]-[ГС5]. Якщо g1 або g2 є RV-

функцiєю з iндексом менше нiж 1, тодi

lim
t→∞

g1(t)

g2(t)
= 1 ⇔ lim

t→∞

η1(t)

η2(t)
= 1 м.н.
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4.6. Висновки

У роздiлi 4, використовуючи теорiю псевдорегулярних функцiй, знай-

дено умови на функцiї g, σ та ψ, за яких випадковий процес ψ(η(t)) є

асимптотично еквiвалентним м.н до функцiї ψ(µ(t)), де η – це розв’язок

автономного стохастичного диференцiального рiвняння

dη(t) = g (η(t)) dt+ σ (η(t)) dw(t), η(0) ≡ b > 0,

а µ – розв’язок звичайного диференцiального рiвняння

dµ(t) = g (µ(t)) dt, µ(0) = b > 0.

Використовуючи отриманi результати, знайдено необхiднi та достатнi

умови ψ1,2(ψ)-еквiвалентностi розв’язкiв двох звичайних диференцiаль-

них рiвнянь, критерiй ψ1,2(ψ)-еквiвалентностi розв’язкiв двох стохастич-

них диференцiальних рiвнянь. Крiм того, знайдено умови, при яких

розв’язок η1 одного стохастичного диференцiального рiвняння i розв’язок

µ2 другого звичайного диференцiального рiвняння є ψ1,2(ψ)-асимптотично-

еквiвалентними. Отриманi вiдповiднi наслiдки на той випадок, коли g є

RV-функцiєю.

Результати цього роздiлу було опублiковано у [102], i доповiдалися на

дванадцятiй та п’ятнадцятiй Мiжнародних наукових конференцiях iменi

академiка М.П. Кравчука (2008) [157],(2014) [168], на конференцiї ”Сучаснi

проблеми теорiї ймовiрностей та сумiжнi питання” (2008) [158], на україно-

нiмецькiй конференцiї(2014) [167].
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РОЗДIЛ 5. Необмеженiсть розв’язкiв
стохастичних диференцiальних рiвнянь

При розв’язаннi задачi про точний порядок росту розв’язкiв неавтоном-

них стохастичних диференцiальних рiвнянь та знаходженнi умов асимп-

тотичної еквiвалентностi розв’язкiв двох стохастичних рiвнянь, одним з

основних припущень в роздiлах 3 та 4 було те, що розв’язок стохастичного

диференцiального рiвняння η iз збiльшенням часу м.н. прямує до нескiн-

ченностi. В цьому роздiлi ми дослiджуємо умови, за яких розв’язок стоха-

стичного диференцiального рiвняння є необмеженим.

Необмеженiсть розв’язку є важливим питанням при вивченнi асимп-

тотичної поведiнки розв’язку стохастичного диференцiального рiвняння.

Першi результати, що стосуються питання необмеженостi розв’язку для

автономного стохастичного диференцiального рiвняння були отриманi

Й.I. Гiхманом та А.В. Скороходом [30]. У цьому роздiлi ми доводимо де-

якi достатнi умови, за яких розв’язок неавтономного стохастичного дифе-

ренцiального рiвняння прямує до нескiнченностi при t → ∞. Дослiджен-

ня проводиться на основi PRV-теорiї. Отже, в даному роздiлi властиво-

стi PRV-функцiй ефективно використовуються для знаходження достатнiх

умов необмеженостi розв’язку неавтономного стохастичного диференцiаль-

ного рiвняння.
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5.1. Необмеженiсть розв’язку стохастичного дифе-
ренцiального рiвняння з коефiцiєнтами зсуву та
дифузiї, що залежать вiд часу.

Розглянемо наступне стохастичне диференцiальне рiвняння

dη(t) = a (t, η(t)) dt+ σ (t, η(t)) dw(t), t ≥ 0; η(0) ≡ b, (5.1)

де w – стандартний вiнерiв процес; b – невипадкова додатна стала; η –

розв’язок рiвняння (5.1), a– неперервна функцiя, σ – неперервна додатна

функцiя, визначенi при t ∈ R1
+ та x ∈ R1.

Позначимо

B(t, x) =

x∫
0

dy

σ(t, y)
. (5.2)

Припустимо, що

lim
x→∞

B(t, x) = lim
x→∞

x∫
0

dy

σ(t, y)
=∞. (5.3)

До того ж, нехай B−1(t, x) – це функцiя обернена до функцiї B(t, x) по

змiннiй x при фiксованому t.

Розглянемо функцiю

ã(t, x) = −
B−1(t,x)∫

0

σ′t(t, y)

σ2(t, y)
dy +

a(t, B−1(t, x))

σ(t, B−1(t, x))
− 1

2
σ′x(t, B

−1(t, x))

та покладемо

α(t) = inf
x∈R1

ã(t, x),

A(T ) =

T∫
0

α(t)dt. (5.4)

Теорема 5.1. Нехай a – неперервна функцiя, σ – неперервна додат-

на функцiя. Припустимо, що стохастичне диференцiальне рiвняння (5.1)
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має м.н. неперервний розв’язок η. Функцiя σ є неперервно диференцiйов-

ною по змiннiй t та по змiннiй x, виконується (5.3) та одна з умов

lim inf
T→∞

A(T )√
2T ln lnT

> 1 (5.5)

або
0∫

−∞

e−2v(x)dx = +∞ та
∞∫

0

e−2v(x)dx < +∞, (5.6)

де

v(x) =

x∫
0

inf
t>0

ã(t, z)dz,

то

lim
t→∞

B(t, η(t)) =∞ м.н. (5.7)

Доведення. Покладемо

γ(t) = B(t, η(t)), t > 0.

Тодi

η(t) = B−1(t, γ(t)).

Застосуємо формулу Iто ( див. зауваження 2.2) для рiвняння (5.1):

dγ(t) =[B′t(t, η(t)) +B′x(t, η(t))a(t, η(t)) +
1

2
B′′xx(t, η(t))σ2(t, η(t))]dt+

+B′x(t, η(t))σ (t, η(t)) dw(t) =

=[B′t(t, B
−1(t, γ(t))) +B′x(t, B

−1(t, γ(t)))a(t, B−1(t, γ(t)))+

+
1

2
B′′xx(t, B

−1(t, γ(t)))σ2(t, B−1(t, γ(t)))]dt+

+B′x(t, B
−1(t, γ(t)))σ

(
t, B−1(t, γ(t))

)
dw(t),

де

B′x(t, x) =
1

σ(t, x)
,

B′t(t, x) = −
x∫

0

σ′t(t, y)

σ2(t, y)
dy,
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B′′xx(t, x) = −σ
′(t, x)

σ2(t, x)
.

Таким чином, процес γ є розв’язком рiвняння

dγ(t) = ã(t, γ(t))dt+ dw(t), t ≥ 0,

де

ã(t, x) = −
B−1(t,x)∫

0

σ′t(t, y)

σ2(t, y)
dy +

a(t, B−1(t, x))

σ(t, B−1(t, x))
− 1

2
σ′x(t, B

−1(t, x)).

Тепер в силу теореми 2.3 маємо

lim
t→∞

γ(t) = lim
t→∞

B(t, η(t)) = lim
t→∞

η(t)∫
0

dy

σ(t, y)
=∞ м.н.

Далi розглянемо декiлька наслiдкiв з теореми 5.1.

Наслiдок 5.1. Припустимо, що виконано всi умови теореми 5.1 сто-

совно функцiй a та σ, σ(t, x) = θ(t)σ(x) та

lim
x→∞

B̃(x) = lim
x→∞

x∫
0

dy

σ(y)
=∞ м.н. (5.8)

Якщо виконано умову (5.5) або (5.6), то

lim
t→∞

1

θ(t)
B̃(η(t)) =∞ м.н. (5.9)

Доведення. Нехай функцiю B(t, x) визначено рiвнiстю (5.2), тодi

B(t, x) =
1

θ(t)

x∫
0

dy

σ(y)
=

1

θ(t)
B̃(x).

Функцiя B−1(t, x) = B̃−1(θ(t)x) обернена по x до B(t, x), тобто

B
(
t, B−1(t, x)

)
= x.
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Дiйсно, оскiльки

B(t, x) =
1

θ(t)
B̃(x) та B−1(t, x) = B̃−1(θ(t)x),

то

B
(
t, B−1(t, x)

)
= B

(
t, B̃−1(θ(t)x)

)
=

=
1

θ(t)
B̃
(
B̃−1(xθ(t))

)
=

1

θ(t)
xθ(t) = x.

З iншого боку

B−1 (t, B(t, x)) = B̃−1

(
1

θ(t)
B̃(x)θ(t)

)
= B̃−1

(
B̃(x)

)
= x.

Далi наслiдок 5.1 випливає з теореми 5.1.

Зауваження 5.1. Якщо lim
t→∞

θ(t) =∞, то (5.9) є бiльш сильним резуль-

татом, нiж lim
t→∞

η(t) = ∞ м.н. Дiйсно, в цьому випадку lim
t→∞

B̃(η(t)) = ∞
м.н., звiдки lim

t→∞
η(t) =∞ м.н.

Розглянемо приклади стохастичних диференцiальних, для яких викону-

ються умови теореми 5.1 та наслiдку 5.1.

Приклад 5.24. (Узагальнений геометричний броунiвський рух)

Розв’язок стохастичного диференцiального рiвняння

dη(t) = ϕ(t)η(t)dt+ θ(t)η(t)dw(t)

ми називаємо узагальненим геометричним броунiвським рухом. Припусти-

мо, що θ(t) ≡ β > 0 не залежить вiд часу t. Тодi

ã(t, x) =
ϕ(t)

β
− 1

2
β.

Якщо

lim inf
T→∞

1√
2T ln lnT

T∫
0

(
ϕ(t)

β
− 1

2
β

)
dt > 1, (5.10)
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то

lim
t→∞

1

θ(t)
B̃(η(t)) = lim

t→∞

ln η(t)

β
=∞ м.н.

Звiдки маємо, що

lim
t→∞

η(t) =∞ м.н.

Для узагальненого геометричного броунiвського руху при θ(t) ≡ β умо-

ву (5.10) виконано,наприклад, якщо

lim
T→∞

inf

1
βΦ(T )− 1

2βT

T ρ
> 0 для деякого ρ >

1

2
,

де Φ(T ) =
T∫
0

ϕ(t)dt. Найпростiший вигляд ця умова має при ρ = 1:

lim
t→∞

Φ(T )

T
>

1

2
β2.

Приклад 5.25. ( Узагальнений процес Орнштейна-Улєнбєка)

Розв’язок стохастичного диференцiального рiвняння

dη(t) = ϕ(t)η(t)dt+ θ(t)dw(t)

ми називаємо узагальненим процесом Орнштейна-Улєнбєка. Оскiльки

g(x) = x, σ = 1, то

ã(t, x) = −θ
′(t)

θ(t)
x+ ϕ(t)x = x

(
−θ
′(t)

θ(t)
+ ϕ(t)

)
.

Покладемо

f(t) = −θ
′(t)

θ(t)
+ ϕ(t)

та припустимо, що

inf
t>0
f(t) = λ > 0,

sup
t>0

f(t) = γ > 0.

Якщо x > 0, то

inf
t>0

ã(t, x) = λx.
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Якщо x < 0, то

inf
t>0

ã(t, x) = γx.

Тому при x > 0

v(x) =

x∫
0

inf
t>0

ã(t, z)dz =
λ

2
x2,

а при x < 0

v(x) =

x∫
0

inf
t>0

ã(t, z)dz = −γ
2
x2.

Це означає, що
0∫

−∞

e−2v(x)dx =

0∫
−∞

eγx
2

dx = +∞ та
∞∫

0

e−2v(x)dx =

∞∫
0

e−λx
2

dx < +∞.

Отже, виконуються всi умови наслiдку 5.1, тому

lim
t→∞

η(t)

θ(t)
=∞ м.н.

Для класичного процесу Орнштейна-Улєнбєка θ(t) не залежить вiд t i

тому

lim
t→∞

η(t) =∞ м.н.

Якщо ж lim
t→∞

θ(t) = ∞ в означеннi узагальненого процесу Орнштейна-

Улєнбєка, то отриманий результат означає бiльше, нiж прямування до

нескiнченностi розв’язку стохастичного диференцiального рiвняння. На-

приклад, якщо θ(t) = t, то

lim
t→∞

η(t)

t
=∞ м.н.

Наслiдок 5.2. Нехай a– неперервна функцiя, σ– неперервна додатна

функцiя, для якої iснують неперервнi похiднi σ′t, σ′x. Припустимо, що сто-

хастичне диференцiальне рiвняння (5.1) має м.н. неперервний розв’язок

η. Покладемо

A1(T ) =

T∫
0

inf
x∈R1

ã1(t, x)dt,
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де

ã1(t, x) = −
x∫

0

σ′t(t, y)

σ2(t, y)
dy +

a(t, x)

σ(t, x)
− 1

2
σ′x(t, x).

Якщо виконано спiввiношення

lim inf
T→∞

A1(T )√
2T ln lnT

> 1, (5.11)

то виконується умова (5.7).

Доведення. Позначимо α1(t) = inf
x∈R1

ã1(t, x), тодi

α1(t) ≤ α(t),

до того ж

A1(t) ≤ A(t),

а отже

lim inf
T→∞

A1(T )√
2T ln lnT

< lim inf
T→∞

A(T )√
2T ln lnT

.

Тепер, в силу (5.11), маємо (5.5). Наслiдок 5.2 доведено.

Для побудови прикладiв стохастичних диференцiальних рiвнянь, для

яких виконується (5.5), умовa (5.11) є бiльш зручною для перевiрки.

Наслiдок 5.3. Припустимо, що виконуються всi умови наслiдку 5.1

стосовно функцiй a та σ. Крiм того, припустимо, що

lim inf
t→∞

θ(t) > 0. (5.12)

Якщо виконано умову (5.5) або умову (5.6), то

lim
t→∞

η(t) =∞ м.н. (5.13)

Доведення. Оскiльки виконуються всi умови наслiдку 5.1, то

lim
t→∞

1

θ(t)
B̃(η(t)) =∞ м.н.
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З (5.12) випливає, що iснує ε > 0 таке, що для t > T0 маємо θ(t) > ε. Це

означає, що для t > T0

1

θ(t)
B̃(η(t)) <

1

ε
B̃(η(t)),

тому, в силу (5.9), випливає, що

lim
t→∞

B̃(η(t)) =∞ м.н.

Оскiльки, функцiя B̃(x) є монотонно зростаючою, неперервною i прямує

до нескiнченностi, то

lim
t→∞

η(t) =∞ м.н.

Приклад 5.26. Розглянемо модель класичного геометричного бро-

унiвського руху (4.17), яку розглядали у роздiлi 4. Нагадаємо вигляд рiв-

няння (4.17).

dη(t) = αη(t)dt+ βη(t)dw(t), t ≥ 0; η(0) ≡ 1.

Практичним шляхом було показано, що розв’язок цього рiвняння прямує

до нескiнченностi (див. приклад 4.13).

Коефiцiєнти цього рiвняння задовольняють умовам наслiдку 5.3. Дiйсно,

функцiя a(t, x) має вигляд

a(t, x) =
α

β
− 1

2
β,

тодi виконується умова (5.5)

lim inf
T→∞

(
α
β −

1
2β
)
T

√
2T ln lnT

> 1 при α >
1

2
β2.

Зауважимо,що lim inf
t→∞

θ(t) = lim inf
t→∞

β > 0. Тобто в силу наслiдку 5.3

lim
t→∞

η(t) =∞ м.н.
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Наслiдок 5.4. Припустимо, що виконано всi умови наслiдку 5.3 сто-

совно функцiй a та σ. Нехай, крiм того,

a(t, x) = ϕ(t)g(x),

а функцiї θ та σ є монотонно спадними, θ(t) > 0 та ϕ(t) ≥ 0 для всiх

t ≥ 0. Покладемо

γ = inf
x∈R1

g(x)

σ(x)
> 0.

Якщо

lim inf
T→∞

1√
2T ln lnT

T∫
0

ϕ(t)

θ(t)
dt >

1

γ
, (5.14)

то виконується (5.13)

Доведення. В даному випадку

ã1(t, x) = − θ
′(t)

θ2(t)
B̃(x) +

g(x)ϕ(t)

σ(x)θ(t)
− 1

2
σ′(x)θ(t).

Оскiльки θ є монотонно спадною, то θ′(t) ≤ 0, крiм того, σ′(x) ≤ 0, a тому

inf
x>0

ã1(t, x) ≥ γ
ϕ(t)

θ(t)

або
T∫

0

inf
x>0

ã1(t, x)dt ≥ γ

T∫
0

ϕ(t)

θ(t)
dt.

Дослiдимо inf
x<0

ã1(t, x). Маємо

inf
x<0

ã1(t, x) ≥ inf
x<0

(
− θ

′(t)

θ2(t)
B̃(x)

)
+ inf

x<0

g(x)ϕ(t)

σ(x)θ(t)
=

=
θ′(t)

θ2(t)

0∫
−∞

dy

σ(y)
+ γ

ϕ(t)

θ(t)
.

Тодi
T∫

0

inf
x<0

ã1(t, x)dt ≥
(

1

θ(0)
− 1

θ(T )

) 0∫
−∞

dy

σ(y)
+ γ

T∫
0

ϕ(t)

θ(t)
dt.
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Звiдси та з умови (5.14) випливає умова (5.5). Це означає, що наслi-

док 5.4 випливає з наслiдка 5.3.

Зауваження 5.2. Умову (5.14) виконано у випадку

lim inf
t→∞

tρ
ϕ(t)

θ(t)
> 0, ρ > −1

2
.

Наприклад, якщо ϕ(t) ≡ const та θ(t) ≡ const, то останню умову вико-

нано з ρ = 0. Це означає, що наслiдок 5.4 можна застосувати i для авто-

номного рiвняння Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода.

Розглянемо приклад стохастичного диференцiальниого рiвняння

розв’язок, якого прямує до нескiнченностi, а коефiцiєнти задовольняють

умовам наслiдка 5.4

Приклад 5.27. Для α > 0, 0 < γ < 1
2 розглянемо наступне стохастичне

диференцiальне рiвняння

dη(t) = tα
(
1 + η2(t)

)γ
dt+

(
1 + η2(t)

)γ
dw(t), t ≥ 0; η(0) ≡ b, (5.15)

де w — стандартний вiнерiв процес; b — невипадкова додатна стала.

Перевiримо умови, при яких

lim
t→∞

η(t) =∞ м.н.

Запишемо функцiю ã(t, x) для рiвняння (5.15):

ã(t, x) = −
B−1(t,x)∫

0

σ′t(t, y)

σ2(t, y)
dy +

a(t, B−1(t, x))

σ(t, B−1(t, x))
− 1

2
σ′x(t, B

−1(t, x)).

B(x) =

x∫
0

dy

(1 + y2)γ
, B−1(x)− функцiя обернена до B(x).

Тодi

ã(t, x) = tα − γB−1(x)(1 + (B−1(x))2)γ−1.
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В силу наслiдку 5.2 замiсть дослiдження функцiї ã(t, x) можемо перейти

до дослiдження функцiї ã1(t, x), тобто

ã1(t, x) = tα − γx(1 + x2)γ−1.

Знайдемо найменше значення функцiї ã1(t, x) по змiннiй x

[ã1(t, x)]′x = γ(1 + x2)γ−2((1− 2γ)x2 − 1),

xmin = (1− 2γ)−
1
2 .

Тодi

min
x

[ã1(t, x)] = tα − γ (2− 2γ)γ−1

(1− 2γ)γ−
1
2

.

lim inf
T→∞

1√
2T ln lnT

∫ T

0

inf
x∈R1

[ã1(t, x)] dt =

= lim inf
T→∞

1√
2T ln lnT

∫ T

0

(
tα − γ(2− 2γ)γ−1

(1− 2γ)γ−
1
2

)
dt =

= lim inf
T→∞

1√
2T ln lnT

(
T α+1

α + 1
− Tγ(2− 2γ)γ−1

(1− 2γ)γ−
1
2

)
=∞.

Отже, в силу наслiдку 5.2 та наслiдку 5.3 розв’язок рiвняння (5.15) прямує

до нескiнченностi.

Зауважимо, що це рiвняння дослiджувалось в роздiлi 3 на предмет

асимптотичної еквiвалентностi до розв’язку вiдповiдного звичайного ди-

ференцiального рiвняння.
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5.2. Дослiдження поведiнки розв’язку неавтономно-
го стохастичного диференцiального рiвняння на
нескiнченностi за допомогою функцiй правиль-
ної змiни.

У пiдроздiлi 5.1 отримано умови необмеженостi розв’язку для стоха-

стичного диференцiального рiвняння (5.1). Цi умови можно переписати,

застосовуючи теорiю функцiй правильної змiни.

Теорема 5.2. Нехай a – неперервна функцiя, σ – неперервна додатна

функцiя такi, що стохастичне диференцiальне рiвняння (5.1) має непе-

рервний розв’язок η. Припустимо, що

1) для функцiї σ iснують неперервнi похiднi σ′t, σ′x;

2) функцiя α(t) = inf
x∈R1

ã(t, x), є RV-функцiєю з iндексом ρ > −1
2.

3) для кожного фiксованого t та для деякого c0 > 1

lim inf
x→∞

B(t, c0x)

B(t, x)
> 1.

Тодi має мiсце (5.7).

Доведення. Оскiльки функцiя α є функцiєю правильної змiни з iндексом

ρ > −1
2 , то в силу прямої теореми Карамати (див. теорему 2.9) при T →∞,

маємо, що

lim
t→∞

Tα(T )

A(T )
= ρ+ 1.

А отже

lim
T→∞

A(T )√
2T ln lnT

= lim
T→∞

Tα(T )

(ρ+ 1)
√

2T ln lnT
=∞ > 1,

де A(T ) визначено рiвнiстю (5.4), тобто виконується умова (5.5) теореми

5.1. За умовою теореми

lim
x→∞

B(t, c0x)

B(t, x)
> 1 для деякого c0 > 1,
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Тому в силу леми 3.7.1 [12]

lim
x→∞

B(t, x) =∞.

Тому виконано рiвнiсть (5.7).

Наслiдок 5.5. Нехай a(t, x) = g(x) · ϕ(t), де g– неперервна додатна

функцiя, ϕ – RV-функцiя з iндексом ρ > −1
2, σ(t, x) = σ(x), де σ – непере-

рвна додатна функцiя, для якої σ′(x) ≤ 0. Крiм того, припустимо, що

inf
x∈R1

g(x)

σ(x)
> 0.

Тодi виконується (5.13)

Доведення. Оскiльки σ′(x) ≤ 0, то для будь-яких t ≥ 0 та x ∈ R1

ã(t, x) =
a(t, B−1(t, x))

σ(t, B−1(t, x))
− 1

2
σ′x(t, B

−1(t, x)) ≥ ϕ(t)g(B−1(t, x))

σ(B−1(t, x))
.

Тому

inf
x∈R1

ã(t, x) ≥ ϕ(t) inf
x∈R1

g(B̃−1(x))

σ(B̃−1(x))
,

де

γ = inf
x∈R1

g(B̃−1(x))

σ(B̃−1(x))
.

Таким чином

α(t) ≥ γϕ(t).

Оскiльки функцiя ϕ є RV-функцiєю з ρ > −1
2 , то за теоремою Карамати

звiдси випливає

A(T ) ≥ γ

T∫
0

ϕ(t)dt ∼ γ

ρ+ 1
Tϕ(T ), T →∞.

Тепер

lim inf
T→∞

A(T )√
2T ln lnT

≥ γ

ρ+ 1
lim inf
T→∞

Tϕ(T )√
2T ln lnT

=∞.
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З теореми 5.2 отримуємо

lim
t→∞

B(t, η(t)) =∞ м.н.

Тодi

lim
t→∞

B̃(η(t)) =∞ м.н.

Отже

lim
t→∞

η(t) =∞ м.н.

Приклад 5.28. Покладемо g(x) = (1 + xα)1+x
2+x , α ∈ (0, 1) при x > 0 та

g(x) монотонно зростає вiд 1
4 до 1

2 , функцiя σ – монотонно спадна вiд 1
2 до

1
4 при всiх x ∈ R1 та ϕ(t) = t2. Тодi за таких припущень на коефiцiєнти

маємо, що

inf
x∈R1

g(x)

σ(x)
> 0

та σ′(x) ≤ 0, a функцiя ϕ є RV-функцiєю з ρ = 2.

Отже, виконуються всi умови наслiдку 5.5, тобто має мiсце (5.13).

Зауважимо, що для стохастичного диференцiального рiвняння,з такими

коефiцiєнтами як у цьому прикладi можно застосувати теорем 3.1 та 3.2,

оскiльки всi умови теорем виконано.

Наслiдок 5.6. Припустимо, що a(t, x) = ϕ(t)g(x) та σ(t, x) = θ0g(x),

де θ0 додатна стала та g – неперервна додатна диференцiйовна функцiя

така, що sup
x∈R1

g′(x) <∞. Тодi (5.13) виконується, якщо виконується одна

з наступних двох умов:

1) lim inf
T→∞

Φ(T )

θ0

√
2T ln lnT

> 1; або

2)
0∫
−∞

eθ0g(x)dx = +∞ та
∞∫
0

eθ0g(x)dx < +∞.

Доведення. В даному випадку

ã(t, x) =
1

θ0
ϕ(t)− 1

2
g′(x)θ0.
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Oскiльки K = sup
x∈R1

g′(x) <∞, то

α(t) = inf
x∈R1

ã(t, x) =
1

θ0
ϕ(t)−K.

Тодi умова (5.5) перепишеться наступним чином

lim inf
T→∞

A(T )√
2T ln lnT

= lim inf
T→∞

Φ(T )

θ0

√
2T ln lnT

.

Так як inf
t>0

ϕ(t) = 0, то

v(x) =

x∫
0

inf
t>0

ã(t, z)dz = −1

2

x∫
0

g′(z)θ0dz = −1

2
g(x)θ0.

Наслiдок 5.6 доведено.

Приклад 5.29. Нехай g(x) = cos2 x+1, ϕ(t) = arctg t+1, σ = cos2 x+1.

Тодi

inf
x∈R1

ã(t, x) = inf
x∈R1

(arctg t+ 1 + sin 2x) = arctg t.

Перевiримо виконання (5.5). Дiйсно

lim inf
T→∞

1√
2T ln lnT

T∫
0

(arctg t) dt =

= lim inf
T→∞

(T arctg T )− 0, 5 ln(T 2 + 1)√
2T ln lnT

= +∞.

Отже

lim inf
T→∞

1√
2T ln lnT

T∫
0

inf
x∈R1

(ã(t, x))dt > 1,

тому розв’язок рiвняння, з вище заданими коефiцiєнтами, прямує до нескiн-

ченностi.

Умова (5.6) теж виконується. Оскiльки

inf
t>0

ã(t, x) = inf
t>0

(arctg t+ 1 + sin 2x) = sin 2x+ 1,
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то
0∫

−∞

e
−

x∫
0

2inf
t>0

ã(t,z)dz
dx =

0∫
−∞

e
−

x∫
0

(2 sin 2z+2)dz
dx =

0∫
−∞

ecos 2x−2x−1dx = +∞

та ∞∫
0

e
−

x∫
0

2inf
t>0

ã(t,z)dz
dx < +∞.

Зауваження 5.3. Умова 1) наслiдку 5.6 виконано у випадку, якщо ϕ є

RV функцiєю з ρ > −1
2 .

Наведемо приклад стохастичного диференцiального рiвняння, коефi-

цiєнти якого задовольняють умовам наслiдку 5.6.

Приклад 5.30. Покладемо

a(t, x) =
√
t · ln(x2 + 1) та σ(x) = ln(x2 + 1).

Тодi

ã(t, x) =
√
t− x

x2 + 1
,

та за таких припущень на коефiцiєнти маємо, що

α(t) = inf
x∈R1

ã(t, x) =
√
t− 1

2
.

Тобто функцiя α є RV функцiєю з iндексом ρ = 1
2 та

lim inf
T→∞

A(T )√
2T ln lnT

=∞.

А отже виконується (5.13).
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5.3. Кiлька допомiжних тверджень.

У цьому роздiлi ми доводимо кiлька допомiжних результатiв, якi є кори-

сними при перевiрцi умов (5.5) та (5.6), що полегшує побудову конкретних

прикладiв.

Лема 5.1. Нехай ϕ – неперервна функцiя, g, σ та θ – неперерв-

нi додатнi функцiї такi, що рiвняння (5.1), де a(t, x) = ϕ(t)g(x) та

σ(t, x) = θ(t)σ(x) має м. н. неперервний розв’язок η. До того ж, вико-

нуються наступнi три умови:

1. θ зростаюча функцiя при t > 0;

2. iснує x0 ≥ 0 таке, що σ′(x0) ≥ 0;

3. lim inf
T→∞

1√
2T ln lnT

T∫
0

ϕ(t)

θ(t)
dt ≤ σ(x0)

g(x0)
.

Тодi умова (5.5) не виконується.

Доведення. Оскiльки

inf
x∈R1

ã1(t, x) ≤ ã1(t, x0) ≤
g(x0)

σ(x0)
· ϕ(t)

θ(t)
,

то

lim inf
T→∞

A1(T )√
2T ln lnT

= lim inf
T→∞

T∫
0

inf
x∈R1

ã1(t, x)dt

√
2T ln lnT

≤

≤ lim inf
T→∞

T∫
0

g(x0)
σ(x0) ·

ϕ(t)
θ(t)dt

√
2T ln lnT

ϕ(t)

θ(t)
dt ≤ g(x0)

σ(x0)
· σ(x0)

g(x0)
= 1.

Отже, умова (5.5) не виконується.

Лема 5.2. Нехай ϕ – неперервна додатна функцiя, θ(t) = θ0 при t > 0,

де θ0 – деяке дiйсне число, g та σ – неперервнi додатнi функцiї такi, що
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рiвняння (5.1), де a(t, x) = ϕ(t)g(x) та σ(t, x) = θ(t)σ(x) має неперервний

розв’язок η. До того ж, виконуються наступнi двi умови:

1. σ′(x0) ≤ 0 при x ∈ R1;

2. λ0 = inf
x∈R1

g(x)

σ(x)
> 0 та

lim inf
T→∞

1√
2T ln lnT

T∫
0

ϕ(t)dt >
θ0

λ0
.

Тодi умова (5.5) виконується.

Доведення. Для x ∈ R1

ã1(t, x) =
g(x)

σ(x)
· ϕ(t)

θ0
− 1

2
σ′(x)θ0 ≥

g(x)

σ(x)
· ϕ(t)

θ0
,

тобто

inf
x∈R1

ã1(t, x) ≥ λ0

θ0
ϕ(t).

Тодi

lim inf
T→∞

A1(T )√
2T ln lnT

= lim inf
T→∞

T∫
0

inf
x∈R1

ã1(t, x)dt

√
2T ln lnT

≥

≥ λ0

θ0
· lim inf

T→∞

T∫
0

ϕ(t)dt

√
2T ln lnT

>
λ0

θ0
· θ0

λ0
= 1.

Отже, (5.5) виконується.

Лема 5.3. Нехай g та ϕ – неперервнi додатнi функцiї, σ – неперервно-

диференцiйовна додатна функцiя така, що σ′(x) > 0, x > 0. Припусти-

мо, що

1. функцiя θ є неспадною при t > 0, θ 6= const ;

2. похiдна θ′(t) є обмеженою при t > 0;

3.
σ(x)

x
→ 0 та

g(x)

σ(x)
→ 0 при x→ −∞;
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4.
0∫
−∞

dy
σ(y) <∞;

5. inf
t>0

ϕ(t) <∞.

Тодi перша умова в (5.6) виконується.

Доведення. Не важко бачити, що при x < 0 та t > 0

ã1(t, x) ≤
sup
t>0

θ′(t)

θ2(0)

0∫
−∞

dy

σ(y)
+
ϕ(t)

θ(0)
· g(x)

σ(x)
− 1

2
σ′(x)θ(0).

Звiдси випливає, що

v(x) =

x∫
0

inf
t>0

ã1(t, z)dz ≤
x∫

0

(
c1 + c2

g(z)

σ(z)
− c3σ

′(z)

)
dz =

= x

c1 +
c2

x

x∫
0

g(z)

σ(z)
dz − c3

σ(x)− σ(0)

x

 ,

де

c1 =

sup
t>0

θ′(t)

θ2(0)

0∫
−∞

dy

σ(y)
, c2 =

1

θ(0)
inf
t>0

ϕ(t), c3 =
θ(0)

2
.

Так як c1 > 0, то вираз в дужках є додатнiм для достатньо великих |x|.
Тому звiдси випливає перша умова в (5.6).

Лема 5.4. Нехай

1. функцiя θ є неспадною та обмеженою при t > 0;

2. похiдна θ′ є обмеженою при t > 0;

3. σ є RV-функцiєю з iндексом 0 < ρ < 1;

4.
g(x)

x
→ 0 при x→∞.

Тодi друга умова в (5.6) виконується.
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Доведення. Не важко бачити, що при x > 0,

ã1(t, x) ≥ −
sup
t>0

θ′(t)

θ2(0)

x∫
0

dy

σ(y)
+

inf
t>0

ϕ(t)

sup
t>0

θ(t)
· g(x)

σ(x)
− 1

2
σ′(x) · sup

t>0
θ(t).

Тому при

c1 = −
sup
t>0

θ′(t)

θ2(0)
, c2 =

1

θ(0)
inf
t>0

ϕ(t), c3 =

sup
t>0

θ(t)

2
,

отримаємо

ã1(t, x) ≥ c1

x∫
0

dy

σ(y)
+ c2

g(x)

σ(x)
− c3σ

′(x).

В силу теореми Карамати (див. теорему 2.9), при x→∞,

g(x)

σ(x)
= o

 x∫
0

dy

σ(y)

 ,

Дiйсно, в силу умови 3 леми 5.4, σ є RV-функцiєю з iндексом 0 < ρ < 1,

тодi
1

σ
є RV-функцiєю з iндексом −1 < ρ < 0, тому за теоремою Карамати

lim
x→∞

x∫
0

dy
σ(y)

Cx 1
σ(x)

= 1,

тодi

lim
x→∞

g(x)

σ(x)
x∫
0

dy
σ(y)

= lim
x→∞

g(x)

σ(x)Cx 1
σ(x)

= lim
x→∞

g(x)

x
= 0.

Якщо σ – RV функцiя з iндексом ρ, то σ′ – RV-функцiя з iндексом ρ− 1, а
x∫
0

dy

σ(y)
–RV-функцiя з iндексом −ρ+ 1, тому при x→∞,

σ′(x) = o

 x∫
0

dy

σ(y)

 .

Тодi

ã1(t, x) ≥ α

x∫
0

dy

σ(y)
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для всiх x > 0 та деякого α > 0. Тодi

v(x) =

x∫
0

inf
t>0

ã1(t, z)dz ≥ α

x∫
0

 z∫
0

dy

σ(y)

 dz для всiх x > 0.

В силу теореми Карамати, асимптотична поведiнка iнтегралу в правiй

частинi визначається
z

σ(z)
при z → ∞. Тодi асимптотика усiєї правої ча-

стини визначається
x2

σ(x)
при x → ∞. Тому друга умова в (5.6) випливає

з ∞∫
0

e−δ
x2

σ(x)dx <∞ для всiх δ > 0.

Таким чином,поєднуючi умови лем 4.1-4.4, отримаємо рiзнi випадки, ко-

ли одна з умов (5.5) або (5.6) виконується.
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5.4. Висновки

Отриманi достатнi умови, що гарантують необмеженiсть розв’язку

неавтономного стохастичного диференцiального рiвняння. Результати цьо-

го роздiлу узагальнюють вiдповiднi результати Й.I. Гiхмана та А.В. Ско-

рохода [30]. Їх було опублiковано у [43, 124] i доповiдалися на 6 конферен-

цiях [161–166].



161

ЗАГАЛЬНI ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена вивченню умов асимптотичної еквiва-

лентностi розв’язкiв неавтономних стохастичних диференцiальних рiвнянь

до розв’язкiв детермiнованих неавтономних диференцiальних рiвнянь, та-

ким чином йдеться про точний порядок росту розв’язкiв стохастичних ди-

ференцiальних рiвнянь з коефiцiєнтами зсуву та дифузiї, якi спецiальним

чином залежать вiд часу, тобто g(t, x) = g(x)ϕ(t), σ(t, x) = σ(x)θ(t).

Як наслiдок, у дисертацiйнiй роботi розглядаються необхiднi та достатнi

умови асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв двох звичайних диферен-

цiальних рiвнянь та встановлюються умови асимптотичної еквiвалентностi

розв’язкiв двох стохастичних дифернецiальних рiвнянь.

Значна увага придiляється задачi про ψ–асимптотичну еквiвалентнiсть

розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь. Ця задача вивчається

для автономних стохастичних диференцiальних рiвнянь. Отримано кри-

терiй ψ–асимптотичну еквiвалентнiсть розв’язкiв автономних стохастичних

диференцiальних рiвнянь та розв’язкiв вiдповiдних звичайних диферен-

цiальних рiвнянь з вiдокремлювальними змiнними. Отриманi результати

застосовуються до задачi про наближення двох розв’язкiв. Знайдено необ-

хiднi та достатнi умови ψ–асимптотичної еквiвалентнiстi розв’язкiв двох

звичайних диференцiальних рiвняннь. Завдяки цим результатам встанов-

лено зв’язок, який iснує мiж асимптотичною еквiвалентнiстю неперервних

функцiй та асимптотичною еквiвалентнiстю щiльностей цих функцiй.

Наведено умови необмеженностi розв’язку неавтономного стохастичного

диференцiального рiвняння загального вигляду та встановлено умови при

яких розвязок прямує до нескiнченностi в рiзних частинних випадках.

Усi результати роботи є новими.
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Kc / Djurčić D., Torgašev A.// J. Math. Anal. Appl.– 2001.– № 255.–

Р. 383-390.

[108] Ito K. On stochastic differential equations / Ito K. // Pro Jap.Acad. –

1946. – № 14.– Р. 32-35.

[109] Ito K. On the stochastic differential equations in a differential manifold/

Ito K. // Nagoya Math.J. – 1950. – № 1.– Р. 35-47.

[110] Ito K. On stochastic differential equations/ Ito K. // Mem.

Am.Math.Soc.– 1951.– № 4.– Р. 1-51.

[111] Jacod J. Weak and strong solutions of stochastic differential equations:

existence and stability/ Jacod J., Memin J. // Lecture Notes in

Mathimatics 851, Springer-Velage. – Berlin. – 1981.– P. 169-212.



174

[112] Gonzalez M. Asymptotic behaviour of critical controlled brauchiny

processes with random control functions/ Gonzalez M., Molina M., I. del

Puerto //J. Appl. Probab. – 2005. – № 42. – P. 463-477.

[113] Kalliapour G. Stochastic differential equations in infinite dimensional

spaces/ Kalliapour G., Xiong Jie // California: Hayward.– 1995.– 342 p.

[114] Karamata J. Sur un mode de croissance reguliere des functions/

Karamata J. // Mathematica (Cluj).– 1930.– № 4.– Р. 38-53.

[115] Karamata J. Neuer Beweis und Verallgemeinerung einiger Tauberian-

Satze/ Karamata J. // Math.Z.– 1931.– № 33.– Р. 294-299.

[116] Karamata J. Neuer Beweis und Verallgemeinerung der Tauberian-

Satze, welche die Laplacesche und Stieltjessche Transformation betreffen/

Karamata J. // J.reine angew.Math.– 1931.– №164.– Р. 27-39.

[117] Karamata J. Bemerkung Arbeit des Avacumovic’, mit Betrachtung einer

Klasse von Funktionen, welche bei den vorcommen/ Karamata J. // Bull.

Int. Acad. Youg.Sci. – 1936. – № 29-30.– Р. 117-123.

[118] Keller G. On the asymptotic behaviour of solutions of stochastic

differential equations/ Keller G., Kersting G., Rosler U. // Z. Wahrsch.

Geb.– 1984.– № 68.– P. 163-184.

[119] Keller G. The asymptotic behaviour of discrete time stochastic growth

processes/ Keller G., Kersting G., Rosler U. // The Annals of Probability.–

1987.– V.15.– № 1.– P. 305-343.

[120] Keller G. On the Asymptotic Behaviour of First Passage Times for

Discussions/ Keller G., Kersting G., Rosler U. // Prob.Th. Rel. fields-

1988.– № 77.– P. 379-395.



175

[121] Kersting G. Asymptotic properties of solutions of multidimensional

stochastic differential equations/ Kersting G.// Probab.Th. Rel. Fields.–

1982.– vol.88.– P. 187-211.

[122] Klebaner F.C. Stochastic differential equations and generalized Gamma

distributions/ Klebaner F.C. // Ann.Probab.– 1989.– vol.7.–№ 1.– Р. 178-

188.

[123] Klesov O.I. Strong limit theorems for general renewal processes/ Klesov

O.I., Rychlik Z., and Steinebach J.G. // Probab. Math. Statist.– 2001.– №

21.– Р. 329-349.

[124] Klesov O.I. Unbounded solutions of stochastic differential equations with

time-dependent coefficients/ Klesov O.I., Tymoshenko O.A. // Annales

Univ. Sci. Budapest., Sect. Comp. – 2013. – № 41.– Р. 25-35.

[125] Lin W. Asimptotic moments boundednes of the numerical solutions of

stochastic differential equations/ Lin W., Mao X. // J. of Computational

and Applied Mathematic.– 2013.– № 251.– Р. 22-52.

[126] Liu K. Stability of infinite dimensional stochastic differential equations

with applications/ Lin W., Mao X. // London; New York; Singapur,

Chapman and hall.– 2006.– 297 p.

[127] Levy P. Propriites asymptotiques des sommes des variables aleatoires

independantes ou enchainees/ Levy P. // J. Math. Pures Appl.– 1935.

–(Ser. 9) 14.– Р. 347-402.

[128] Mao X. Stochastic differential equations and Applications/ Mao X. //

Horwood Publishing, Chichester.– 1997.

[129] Mativier M. Stohastic Integration/ Mativier M., Pellaumail J. //

Academic Press.– New York.– 1980.



176

[130] Mitsui T. Stability analysis of numerical solution of stochastic differential

equations/ Mitsui T. // Kokyuroku(Res. Inst. Math. Sci. Kyoto Univ),

850.– 1995.– P. 124-138.

[131] Matuszewska W. On a generalization of regularly increasing functions/

Matuszewska W. // Studia Math.– 1964.– № 24.– P. 271-279.

[132] Matuszewska W. On some clases of functions with regard to their orders

of growth/ Matuszewska W., Orlicz W. // Studia Math.– 1965.– № 26.–

P. 11-24.

[133] Mishura Y.S. Stohastic calculus for fractional brownion motion and

related processes/ Mishura Y.S. //Springer. – 2008.– 389 p.

[134] Melnikov A.V. On strong solutions of stochastic equations with respect to

semimartingales/ Melnikov A.V.//Stochastic Differential Systems Lecture

Notes in Control and Information Sciences.– 1982.– № 43.– P. 122-127.

[135] Oksendal B.K.Stochastic Differential Equations: An Introduction with

Applications/ Oksendal B.K. // Berlin: Springer. – 2003.– 360 p.

[136] Paramesvaran S. Partition functions whose logarithms are slowly

oscillating/ Paramesvaran S. // Trans. Amer. Math. Soc.– 1961.– № 100.–

Р. 217-240.

[137] Protter P. Stochastic integration and differential equations/ Protter P. //

New Approach, Berlin, Springer-Verlag.– 1990.

[138] Ramakrishnan A. Stochastic Processes in physics and astronomy/

Ramakrishnan A. // Modras, Inst. Math. Sci.– 1978.

[139] Rao M.N. Stochastic Processes. General theory/ Rao M.N.// Boston,

Kluwer. – 1995.



177

[140] Rozkosz A. On stability and existanes of solutions of SDE with reflaction

at the boundary/ Rozkosz A. // Stochastic Processes and their Applic.–

1997.– № 68.– Р. 285-302.

[141] Samoilenko A.M. Averagin method and two-sided bounded solutions

of Ito stochastic systems/ Samoilenko A.M., Makhmudov N.I.,

Stanzhitskiy A.N. // Differential Equastions.–2007.– 43, № 1.– Р. 56-65.

[142] Schurz H. Existence and uniqueness of solutions of semilinear stochastic

infinite-dimensional differential systems with H-regular noise/ Schurz H. //

J. of Math. Analysyis and Applications.– 2007.– v. 332.– № 1.– Р. 334-345.

[143] Seneta E. An interpretation of some aspects of Karamata’s theory of

regular variation/ Seneta E. // Publ. Inst. Math. Acad. Serbe Sri.– 1973.–

№ 15.– Р. 111-119.

[144] Sonoc C.On the pathwise uniqueness of solutions of stochastic differential

equations/ Sonoc C. // Portugaliae Mathematic.– 1998.– № 55.– P. 451-

456.

[145] Standmuller U. Tauberian theorems for Laplace Transforms/

Standmuller U. and Trautner R. // J. reive angew. Math.– 1979.–

№ 311/321.– Р. 283-290.

[146] Szelely G.J. On the asymptotic properties of diffusion processes/

Szelely G.J. // Ann. Univ. SCi. Budapest, sec. math. – 1974.– № 17.–

Р. 69-71.

[147] Feller W. One-sided analogues of Karamata’s regular variation/ Feller W.

// L’Enseignement Math. – 1969.– № 15.– Р. 107-121.

[148] Fraidman A. Stochastic differential equations and Applications/

Fraidman A. // Academic Press, New Yоrk.- vol.1.– 1975.



178

[149] Friedman A. Limit behaviour of solutions of stochastiс differential

equations/ Friedman A. // Frans. Amer. Math. Soc.– 1972.– 170.– P. 359-

384.

[150] Friedman A. Asymptotic stability and spira-ling properties of solutions

of stochastic equations/ Friedman A., Pinsky M.A. // Trans.-Amer. Math.

Soc.– 1973.– № 186.– P. 331-358.

[151] Walsh J.B. An introduction to Stochastic partial differential equations/

Walsh J.B. // Lectures Note in Math. Springer, Berlin.– vol.1180.– 1986.

[152] Wei F. The existence and uniqueness of the solutions for stochastic

differential equations with infinite delay/ Wei F., Wang K. // J. of Math.

Analysis and Applications.– 2006.– vol. 331.– № 1.– Р. 516-531.

[153] Yakymiv A.L. Asymptotics properties of the state change points in a

random record process/ Yakymiv A.L. // Theory Probab. Appl.– 1987.–

№ 31.– Р. 508-512.

[154] Булдигiн В.В. Про асимптотичну поведiнку розв’язкiв деяких стоха-

стичних диференцiальних рiвнянь/ Булдигiн В.В., Тимошенко О.А. //

Матерiали Одинадцятої Мiжнародної наукової конференцiї iменi акад.

М. Кравчука. — К., 2006. – С. 683;

[155] Булдигiн В.В. Про асимптотичну поведiнку розв’язкiв деяких стоха-

стичних диференцiальних рiвнянь / Булдигiн В.В., Тимошенко О.А. //

Матерiали Мiжнародної конференцiї "Modern Stochastics: Theory and

Applications I"— К., 2006. — С. 19.

[156] Tymoshenko O.A. On asymptotic equivalence of solutions of stochastic

differential equations/ Tymoshenko O.A. // Abstracts of international

conference "Skorohod Space 50 years on". — K., 2007. – P. 147.



179

[157] Buldugin V.V. The asymptotic behaviour of solutions of stochastic

differential equations / Buldugin V.V., Tymoshenko O.A. // Матерiали

Дванадцятої Мiжнародної наукової конференцiї iменi акад. М. Крав-

чука. — К., 2008. — Ч.2. – С. 35.

[158] Булдигiн В.В. Про точний порядок росту розв’язкiв стохастичних ди-

ференцiальних рiвнянь/ Булдигiн В.В., Тимошенко О.А. // Мтерiа-

ли конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та сумiжнi

питання".– Умань, 2008.– С. 15.

[159] Тимошенко О.А. Про точний порядок зростання розв’язкiв стоха-

стичних диференцiальних рiвнянь/ Тимошенко О.А. // Тези доп. Мi-

жунiверситетської наукової конференцiї з математики та фiзики для

студентiв та молодих учених. – К., 2009. – С. 54.

[160] Buldygin V.V. On exact order of growth of solutions of ordinary stochastic

differential equations/ Buldygin V.V., Tymoshenko O.A. // Abstracts of

international conference "Stochastic analysis and random dynamics". —

Lviv, 2009. – P. 42.

[161] Тимошенко О.А. Необмеженiсть розв’язкiв стохастичних диферен-

цiальних рiвнянь з коефiцiєнтами зсуву та дифузiї, що залежать вiд

часу/ Тимошенко О.А. // Матерiали Чотирнадцятої Мiжнародної на-

укової конференцiї iменi акад. М. Кравчука. – К., 2012. – С. 129;

[162] Tymoshenko O.A. Unboundedness of solutions of SDE with time-

dependent coefficients / Tymoshenko O.A. // Abstracts of international

conference ”Modern Stochastics: Theory and Applications III”. – Kyiv,

2012. – P. 30.

[163] Тимошенко О.А. Необмеженiсть розв’язкiв неавтономних СДР з ро-

стом часу / Тимошенко О.А. // Тези доп. Мiжунiверситетської нау-



180

кової конференцiї з математики та фiзики для студентiв та молодих

учених. – К., 2013. – С. 75.

[164] Klesov O.I. Unbounded solutions of SDE/ Klesov O.I., Tymoshenko O.A.

// Матерiали конференцiї Боголюбiвськi читання DIF-2013 "Диферен-

цiальнi рiвняння, теорiя функцiй та їх застосування". — Севастополь,

2013. — С. 329.

[165] Tymoshenko O.A. PRV conditions for the unboundedness of solutions of

SDE / Tymoshenko O.A. // German-Ukrainian Workshop on Empirical

Complete Convergence and ather Limit Theory and Probability Theory. –

Ulm, 2013. – P. 16.

[166] Tymoshenko O.A. Conditions for the unboundedness of solutions of

SDE in term of PRV functions/ Tymoshenko O.A. // Ukrainian-German

Workshop on Empirical Complete Convergence and ather Limit Theory

and Probability Theory. – Koktebel, 2013. – P. 13.

[167] Tymoshenko O.A. ψ-asymptotic behaviour of solutions of nonautonomous

SDE / Tymoshenko O.A. // German-Ukrainian Workshop on Empirical

Complete Convergence and other Limit Theorems of Probability Theory.

– Ulm, 2014. – P. 14.

[168] Тимошенко О.А. Про ψ-асимптотичну поведiнку розв’язкiв деяких

стохастичних диференцiальних рiвнянь/ Тимошенко О.А. // Ма-

терiали П’ятнадцятої Мiжнародної наукової конференцiї iменi акад.

М. Кравчука. — К., 2014. – С. 127.


