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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Класичне рiвняння Бюргерса i низка його
узагальнень важливi у теорiї нелiнiйних коливань як найпростiшi рiв-
няння, що вiдображають одночасно й ефекти нелiнiйного поширення
хвиль, i дифузiю. Узагальненi рiвняння Бюргерса не менш iнтенсив-
но використовують для моделювання широкого спектру явищ у фiзицi,
хiмiї, математичнiй бiологiї тощо (Дж.Уiзем, 1977).

Дослiдження цих простих класiв рiвнянь, якi, тим не менше, ма-
ють нетривiальнi властивостi, з точки зору групового аналiзу розпо-
чалося з робiт А.Р.Форсайта (1906). Згодом рiвняння Бюргерса стало
одним з класичних рiвнянь математичної фiзики, що використовується
як стандартний тестовий приклад для розробки та вiдпрацювання но-
вих методiв групового аналiзу диференцiальних рiвнянь.

Симетрiйний пiдхiд дає, можливо, єдиний унiверсальний констру-
ктивний метод знаходження точних розв’язкiв диференцiальних рiв-
нянь з частинними похiдними. Зокрема, знання перетворень мiж рiв-
няннями з деякого класу дозволяє використовувати вiдомi розв’язки
рiвнянь з цього класу для побудови точних розв’язкiв перетворених рiв-
нянь (Л.В.Овсяннiков, 1978; П.Олвер, 1986; В.I.Фущич, 1989).

Метод лiївської редукцiї вже тривалий час застосовують для знахо-
дження точних розв’язкiв рiвнянь математичної фiзики, i вiн значною
мiрою вичерпав свої можливостi. Тому необхiднi розвиток i застосу-
вання потужнiших методiв — наприклад, методу некласичної редукцiї
(Дж.Блумен, 1969; В.I.Фущич, 1989; П.Олвер, 1996).

Крiм лiївських та некласичних редукцiй важливу роль у групово-
му аналiзi вiдiграють закони збереження диференцiальних рiвнянь, по-
тенцiальнi перетворення еквiвалентностi в класах диференцiальних рiв-
нянь, а також потенцiальнi симетрiї рiвнянь з цих класiв (Дж.Блумен,
1989; Р.О.Попович, 2008). Закони збереження, як вiдомо, використову-
ють як показник можливої iнтегровностi рiвняння, для контролю чи-
сельних похибок при наближених обчисленнях, а також у теорiї асим-
птотичної iнтегровностi для опису нелокальних перетворень симетрiї
чи еквiвалентностi.

Незважаючи на те, що окремi задачi симетрiйного аналiзу узагаль-
нених рiвнянь Бюргерса розглядалися ранiше у низцi робiт, переважна
бiльшiсть опублiкованих результатiв не є вичерпними. Задача розши-
реного групового аналiзу таких класiв залишалася до цього часу не
розв’язаною, натомiсть накопичився певний об’єм часткових i не зовсiм
коректних результатiв.
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На сьогоднi вiдомо лише декiлька вичерпних описiв некласич-
них симетрiй для важливих класiв нелiнiйних диференцiальних рiв-
нянь, параметризованих довiльними функцiями. Це, зокрема, ро-
боти Д.Дж.Аррiго, Дж.М.Хiлла, П.Бродбрiджа, П.А.Кларксона та
Е.Л.Менсфiлд для рiвняння теплопровiдностi з нелiнiйним джерелом,
робота Н.М. Iванової i К.Софоклеуса для узагальненого рiвняння Хакс-
лi, а також робота Д.Дж.Аррiго, Д.А.Екрута, Дж.Р.Флiсса та Л.Ле
для систем узагальнених рiвнянь Бюргерса. Класифiкацiя операторiв
редукцiї рiвнянь з класу узагальнених рiвнянь Бюргерса зi змiнним ко-
ефiцiєнтом при другiй похiднiй, наведена у цiй дисертацiйнiй роботi, є
ще одним прикладом такого вичерпного опису.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дисертацiю виконано у вiддiлi математичної фiзики Iнституту матема-
тики НАН України в рамках тем «Симетрiя та iнтегровнiсть нелiнiй-
них моделей» (номер держреєстрацiї 0106U000436) та «Симетрiя, супер-
симетрiя та суперiнтегровнiсть рiвнянь математичної фiзики» (номер
держреєстрацiї 0116U003059).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є
вдосконалення i розвиток методiв розширеного групового аналiзу дифе-
ренцiальних рiвнянь та дослiдження з їх допомогою симетрiйних влас-
тивостей класiв узагальнених рiвнянь Бюргерса.

Об’єктом дослiдження є клас узагальнених рiвнянь Бюргерса зi
змiнним коефiцiєнтом при другiй похiднiй, класи лiнеаризовних уза-
гальнених рiвнянь Бюргерса, клас узагальнених потенцiальних рiвнянь
Бюргерса, клас узагальнених рiвнянь Бюргерса у збережнiй формi, а та-
кож клас узагальнених рiвнянь Бюргерса з лiнiйним уповiльненням, де
коефiцiєнти залежать вiд часу.

Предметом дослiдження є групоїди еквiвалентностi та групи еквi-
валентностi цих класiв; групи та алгебри лiївських симетрiй, лiївськi
редукцiї, прихованi симетрiї, оператори редукцiї, некласичнi редукцiї,
закони збереження та потенцiальнi симетрiї рiвнянь з цих класiв, по-
тенцiальнi допустимi перетворення мiж ними, а також точнi розв’язки
цих рiвнянь.

Методи дослiдження. Основою постановки i розв’язання задач
групової класифiкацiї у класах диференцiальних рiвнянь є класичний
iнфiнiтезимальний метод Лi–Овсяннiкова. Задачi групової класифiкацiї
розв’язано з застосуванням як алгебраїчного методу групової класифi-
кацiї, так i прямого методу iнтегрування визначальних рiвнянь на кое-
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фiцiєнти операторiв лiївських симетрiй. Застосовано також сучаснi мо-
дифiкацiї цих методiв, такi як калiбрування довiльного елемента класу
перетвореннями еквiвалентностi, вiдображення мiж класами за допо-
могою сiмей точкових перетворень та розбиття класу на нормалiзованi
пiдкласи. Групоїди еквiвалентностi знайдено з використанням прямого
методу в термiнах скiнченних точкових перетворень.

Для побудови точних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь викорис-
тано методи лiївської та некласичної редукцiї. Лiївськi редукцiї прокла-
сифiковано за допомогою оригiнального методу класифiкацiї редукцiй
у нормалiзованому класi диференцiальних рiвнянь вiдносно групи еквi-
валентностi цього класу. Технiка пiдбору оптимальних анзацiв для лi-
ївської редукцiї дозволила отримати простий та унiфiкований вигляд
редукованих рiвнянь. При дослiдженнi некласичних редукцiй застосо-
вано технiку класифiкацiї операторiв редукцiї диференцiальних рiвнянь
з деякого класу з точнiстю до еквiвалентностi, що iснує на множинi
операторiв редукцiї, а також еквiвалентностi, породженої групою еквi-
валентностi цього класу.

Для знаходження законiв збереження використано прямий метод
у термiнах характеристик.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати,
що визначають наукову новизну дисертацiї та виносяться на захист,
такi:

1. Вичерпно описано групоїди еквiвалентностi та знайдено групи
еквiвалентностi класу узагальнених рiвнянь Бюргерса зi змiнним
коефiцiєнтом при другiй похiднiй, класiв лiнеаризовних узагаль-
нених рiвнянь Бюргерса, класу узагальнених рiвнянь Бюргерса
у збережнiй формi, класу узагальнених потенцiальних рiвнянь
Бюргерса, а також класу узагальнених рiвнянь Бюргерса з лiнiй-
ним уповiльненням, де коефiцiєнти залежать вiд часу, та низки
його пiдкласiв.

2. З використанням алгебраїчного методу виконано групову класи-
фiкацiю класу узагальнених рiвнянь Бюргерса зi змiнним коефiцi-
єнтом при другiй похiднiй. При цьому виправлено низку неточно-
стей у попереднiх дослiдженнях лiївських симетрiй рiвнянь з цього
класу.

3. Запропоновано метод класифiкацiї лiївських редукцiй для рiвнянь
з нормалiзованого класу вiдносно групи еквiвалентностi цього кла-
су. Цей метод у поєднаннi з оптимiзованим вибором анзацiв дозво-
лив вичерпно описати прихованi симетрiї узагальнених рiвнянь
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Бюргерса зi змiнним коефiцiєнтом при другiй похiднiй та побуду-
вати точнi розв’язки таких рiвнянь.

4. Прокласифiковано оператори редукцiї узагальнених рiвнянь Бюр-
герса зi змiнним коефiцiєнтом при другiй похiднiй вiдносно групи
еквiвалентностi класу цих рiвнянь. За допомогою знайдених опе-
раторiв редукцiї встановлено зв’язок мiж такими рiвняннями та
потенцiальним рiвнянням швидкої дифузiї з нелiнiйнiстю степе-
ня −1, що також дало змогу побудувати новi точнi розв’язки.

5. Вичерпно описано потенцiальнi допустимi перетворення мiж уза-
гальненими рiвняннями Бюргерса зi змiнним коефiцiєнтом при
другiй похiднiй та потенцiальнi симетрiї таких рiвнянь. Для цього
запропоновано поняття потенцiального групоїда еквiвалентностi
класу диференцiальних рiвнянь.

6. Розв’язано задачу групової класифiкацiї для класу узагальнених
рiвнянь Бюргерса з лiнiйним уповiльненням, де коефiцiєнти зале-
жать вiд часу, та побудовано точнi розв’язки таких рiвнянь.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна
робота носить теоретичний характер. Отриманi результати є новими,
i їх можна використати для розв’язання низки конкретних задач те-
орiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, математичної
фiзики, а також у математичнiй бiологiї, хiмiї та теоретичнiй фiзицi.

Особистий внесок здобувача. Загальний план дослiджень i по-
становка задач належать науковому керiвнику — Р.О.Поповичу. У ро-
ботах, опублiкованих разом iз iншими авторами, внесок спiвавторiв ди-
сертанта є наступним.

У роботах [1–3] Р.О.Поповичу належить постановка задачi та оцiн-
ка отриманих результатiв. Крiм цього, в [1] Р.О.Поповичу належить
побудова вiдображення типу годографа для рiвняння (7), отриманого
з системи визначальних рiвнянь, у [2] — вихiдна iдея доведення теоре-
ми 2 (в [3] — теореми 1).

У статтi [5] О.О.Ванєєвiй належить початковий вибiр класу дифе-
ренцiальних рiвнянь для дослiдження. Р.О.Поповичу належить поста-
новка задачi та оцiнка отриманих результатiв. Усi обчислення прово-
дилися дисертантом i О.О.Ванєєвою незалежно з метою їх подальшого
порiвняння та перевiрки. Графiки розв’язкiв побудовано О.О.Ванєєвою.

Всi результати отримано у вiддiлi математичної фiзики Iнституту
математики НАН України. Доведення всiх результатiв дисертацiї, ви-
несених на захист, проведено дисертантом самостiйно.
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Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної ро-
боти неодноразово доповiдалися i обговорювалися на семiнарах вiддi-
лу математичної фiзики Iнституту математики НАН України (2011–
2016, керiвник семiнару — член-кореспондент НАН України, професор
А.Г.Нiкiтiн), а також на науковому семiнарi «Асимптотичнi та аналi-
тичнi методи для задач математичної фiзики» кафедри математичної
фiзики механiко-математичного факультету Київського нацiонального
унiверситету iменi Тараса Шевченка (керiвники семiнару — професор
Т.А.Мельник, професор В.Г.Самойленко, 2014); на об’єднаному семiна-
рi з математичної фiзики Iнституту математики НАН України (керiвни-
ки семiнару — член-кореспондент НАН України, професор А.Г.Нiкiтiн,
професор Є.Д.Бiлоколос, 2016).

Результати дисертацiї були предметом доповiдей на Мiжнародному
семiнарi до 75-рiччя вiд дня народження В.I.Фущича «Симетрiя та iн-
тегровнiсть рiвнянь математичної фiзики» (Київ, 2011); на Мiжнаро-
днiй науковiй мiждисциплiнарнiй конференцiї студентiв, аспiрантiв та
молодих вчених «Шевченкiвська весна 2013» (Київ, 2013); на XVI Мiж-
народнiй конференцiї «Dynamical System Modeling та Stability Investi-
gation» (Київ, 2013); на Мiжнародному семiнарi на честь професора
В.I.Фущича «Симетрiя та iнтегровнiсть рiвнянь математичної фiзики»
(Київ, 2013); на Мiжнародному семiнарi з нагоди 70-рiччя Анатолiя Нi-
кiтiна «Симетрiя та iнтегровнiсть рiвнянь математичної фiзики» (Київ,
2015).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 13 робо-
тах [1–13]. З них шiсть — у мiжнародних наукових виданнях та у ви-
даннях, включених до Перелiку наукових фахових видань України, за-
твердженого МОН України [1–6], причому [4, 6] — без спiвавторiв. Ще
двi статтi опублiковано в працях мiжнародних конференцiй [7, 8], чо-
тири — тези мiжнародних конференцiй [9–12], одна — препринт [13].
Сiм опублiкованих робiт проiндексовано в наукометричних базах даних,
а саме: [1, 3] — Web of Science, Scopus, ZbMath та MathSciNet; [2, 4] —
ZbMath; [5] — Web of Science, Scopus та MathSciNet; [6] — Web of Science
та Scopus; [7] — ZbMath та MathSciNet.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi змiс-
ту, перелiку умовних позначень, вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв, а та-
кож списку використаних джерел, що мiстить 137 найменувань. Дисер-
тацiя мiстить 8 таблиць та 1 рисунок. Повний обсяг дисертацiї становить
159 сторiнок, з них список використаних джерел займає 17 сторiнок.
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ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

Перший роздiл присвячено огляду лiтератури за темою дисертацiї.
У другому роздiлi обґрунтовано вибiр класiв рiвнянь для дослi-

дження та наведено необхiднi теоретичнi вiдомостi.
Класом диференцiальних рiвнянь Lθ : L(t, x, u(p), θ(q)(t, x, u(p))) = 0

з незалежними змiнними t, x i залежною змiнною u називається мно-
жина L|S = {Lθ | θ ∈ S/ g∼}, параметризована довiльним елементом
θ(t, x, u(p)), який є набором функцiй-параметрiв, що пробiгають множи-
ну S розв’язкiв допомiжної системи рiвнянь (i, можливо, нерiвностей)
S = S(t, x, u(p), θ(q′)(t, x, u(p))) = 0 (6= 0, > 0, < 0), де t, x i u(p) слiд вва-
жати незалежними змiнними, факторизовану за вiдношенням калiбру-
вальної еквiвалентностi g∼. Тут u(p) та θ(q) позначають набори похiдних
вiдповiдно залежної змiнної i довiльного елемента до порядку p та q
включно. Значення довiльного елемента θ та θ̃ називаються калiбру-
вально еквiвалентними (θ g∼ θ̃), якщо Lθ i Lθ̃ визначають один i той
самий многовид у просторi (t, x, u(p)).

Нехай T(θ, θ̃) позначає множину точкових перетворень у просторi
(t, x, u), якi вiдображають рiвняння Lθ у Lθ̃. Допустиме перетворення
у класi L|S — це трiйка (θ, ϕ, θ̃), що складається з довiльних елементiв
початкового рiвняння Lθ, кiнцевого рiвняння Lθ̃ i точкового перетво-
рення ϕ ∈ T(θ, θ̃) мiж Lθ i Lθ̃.

Групоїдом еквiвалентностi G∼=G∼(L|S) класу L|S називають мно-
жину {(θ, ϕ, θ̃) | θ ∈ S, θ̃ ∈ S, ϕ ∈ T(θ, θ̃)} допустимих перетворень
у цьому класi з операцiєю композицiї допустимих перетворень.

Множину T(θ, θ) з операцiєю композицiї перетворень називають
(максимальною) групою точкових симетрiй рiвняння Lθ i позначають
Gθ. Алгебру Лi, що складається з iнфiнiтезимальних генераторiв одно-
параметричних груп точкових симетрiй рiвняння Lθ, називають алге-
брою лiївських симетрiй рiвняння Lθ i позначають gθ.

Група еквiвалентностi G∼ класу L|S — це (псевдо)група точкових
перетворень у просторi (t, x, u(p), θ), якi узгодженi з контактною струк-
турою цього простору, проектовнi на простiр (t, x, u(p̃)) для будь-якого
p̃ : 0 6 p̃ 6 p i вiдображають кожне рiвняння з класу L|S у рiвняння
з цього ж класу. Алгебру Лi, що складається з iнфiнiтезимальних ге-
нераторiв однопараметричних груп перетворень еквiвалентностi класу
L|S , називають алгеброю еквiвалентностi класу L|S i позначають g∼.

Клас диференцiальних рiвнянь L|S називають нормалiзованим,
якщо його групоїд еквiвалентностi G∼ породжено його групою еквiва-
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лентностi G∼, тобто для кожної трiйки (θ, ϕ, θ̃) ∈ G∼ iснує перетворення
T з групи еквiвалентностi G∼ таке, що θ̃ = T θ та ϕ = T |(t,x,u).

Оператором редукцiї диференцiального рiвняння з частинними по-
хiдними з незалежними змiнними t, x та залежною змiнною u назива-
ється векторне поле вигляду Q = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u
з (τ, ξ) 6= (0, 0), за допомогою якого можна побудувати анзац, який ре-
дукує кiлькiсть незалежних змiнних на одиницю.

У третьому роздiлi дисертацiї визначено групоїди еквiвалентно-
стi всiх розглянутих у роботi класiв узагальнених рiвнянь Бюргерса,
починаючи з їхнього надкласу. Зокрема вивчено найширший лiнеари-
зовний клас узагальнених рiвнянь Бюргерса вигляду ut + auxx + (au+
+ax+b)ux+ 1

2axu
2+bxu+f = 0, де a, b та f залежать вiд (t, x), причому

a 6= 0. Продемонстровано, як спрощується групоїд еквiвалентностi цього
класу внаслiдок калiбрування довiльного елемента. Описано групоїди
еквiвалентностi та перевiрено нормалiзованiсть класу L|S узагальнених
рiвнянь Бюргерса зi змiнним коефiцiєнтом при другiй похiднiй вигляду
Lf : ut + uux + f(t, x)uxx = 0, f 6= 0, класу C|S узагальнених рiвнянь
Бюргерса у збережнiй формi вигляду Cf : ut + uux + (f(t, x)ux)x = 0,
f 6= 0, а також класу P|S узагальнених потенцiальних рiвнянь Бюр-
герса вигляду Pf : vt + v2x + f(t, x)vxx = 0, f 6= 0. Доведено наступнi
твердження.

Теорема 3.1. Клас L|S нормалiзований у звичайному сенсi. Звичай-
на група еквiвалентностi G∼ класу L|S складається з перетворень

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

κx+ µ1t+ µ0

γt+ δ
,

ũ =
κ(γt+ δ)u− κγx+ µ1δ − µ0γ

αδ − βγ
, f̃ =

κ2

αδ − βγ
f,

(1)

де α, β, γ, δ, µ0, µ1 та κ — довiльнi сталi, визначенi з точнiстю до
ненульового множника, αδ − βγ 6= 0 та κ 6= 0.

Твердження 3.2. Звичайна група еквiвалентностi класу C|S скла-
дається з перетворень

t̃ = αt+ β, x̃ = κ(x+ µ1t+ µ0), ũ =
κ

α
(u+ µ1), f̃ =

κ2

α
f,

де α, β, κ, µ1, µ0 — довiльнi сталi, причому α 6= 0 та κ 6= 0.
Групоїд еквiвалентностi класу C|S описується з використанням зна-

йденої групи еквiвалентностi шляхом розбиття цього класу на три пiд-
класи (твердження 3.3–3.5).
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Твердження 3.3. Пiдклас C1 = {Cf | fxxx 6= 0} класу C|S нормалi-
зований у звичайному сенсi. Звичайна група еквiвалентностi пiдкласу
C1 спiвпадає зi звичайною групою еквiвалентностi всього класу C|S .

Твердження 3.4. Узагальнена розширена група еквiвалентностi
пiдкласу C2 = {Cf | fxxx = 0, f 6= 0} класу C|S складається з пере-
творень

t̃=
1

c0

∫ (
X1
)2

dt+ c3, x̃=X1x+

∫ (
X1
)2
X2 dt+ c5,

ũ=c0

(
1

X1
u− c1

λ
x+X2

)
, f̃=c0f,

де X1(t) :=

(
c1

∫
dt

λ
+ c2

)−1
, X2(t) := c1

∫
f1

λ
dt+ c4,

c0, . . . , c5 — довiльнi сталi, причому c0 6= 0 та (c1, c2) 6= (0, 0), довiльний
елемент f має вигляд f = f2(t)x2 + f1(t)x+ f0(t), а λ(t) := e2

∫
f2 dt.

Тут i надалi iнтеграл за t означає фiксовану первiсну.
Твердження 3.5. Мiж рiвняннями з пiдкласiв C1 та C2 не iснує

точкових перетворень.
Твердження 3.6–3.10 описують групоїд еквiвалентностi класу P|S .
Твердження 3.6. Узагальнена розширена група еквiвалентностi

класу P|S спiвпадає з його звичайною групою еквiвалентностi G∼pot
i складається з перетворень

t̃ = αt+ β, x̃ = κ(x+ µ1t+ µ0),

ṽ =
κ2

α

(
v +

µ1

2
x+

µ2
1

4
t+ ν

)
, f̃ =

κ2

α
f,

де α, β, κ, µ1, µ0, ν — довiльнi сталi, причому α 6= 0 та κ 6= 0.
Твердження 3.7. Пiдклас P3 = {Pf | f = const 6= 0} класу P|S

нормалiзований в узагальненому сенсi. Узагальнена група еквiвалент-
ностi пiдкласу P3 складається з перетворень

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ = κ

x+ µ1t+ µ0

γt+ δ
,

ṽ =
κ2f

αδ − βγ
ln
∣∣F 1
(
ev/f + F 0

)∣∣, f̃ =
κ2

αδ − βγ
f,
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де α, β, γ, δ, κ, µ1, µ0 — довiльнi сталi, причому αδ−βγ 6= 0 та κ 6= 0,
набiр (α, β, γ, δ, κ) визначений з точнiстю до ненульового множника,

F 1 =


k
√
|γt+ δ| exp

(
− (γx− µ1δ + µ0γ)2

4fγ(γt+ δ)

)
, γ 6= 0,

k exp
2µ1x+ µ2

1t

4f
, γ = 0,

k — ненульова стала, F 0 є розв’язком лiнiйного рiвняння F 0
t +fF 0

xx = 0.
Твердження 3.8. Пiдклас P1 = {Pf | fxxx 6= 0} класу P|S нор-

малiзований у звичайному сенсi. Звичайна група еквiвалентностi пiд-
класу P1 спiвпадає зi звичайною групою еквiвалентностi G∼pot всього
класу P|S .

Хоча клас P|S не є нормалiзованим, його можна розбити на три
пiдкласи, що є нормалiзованими (у певному сенсi), а саме P1, P3 та
доповнення їхнього об’єднання P2 = P1 ∪ P3. Пiдклас P1, виокремле-
ний з класу P|S обмеженням fxxx = 0, має складнi трансформацiйнi
властивостi i не є нормалiзованим. Однак, виключивши з P1 невеликий
пiдклас P3, ми отримаємо нормалiзований пiдклас P2.

Твердження 3.9. Пiдклас P2 = {Pf | fxxx = 0, f 6= const} кла-
су P|S нормалiзований в узагальненому розширеному сенсi. Узагальне-
на розширена група еквiвалентностi пiдкласу P2 складається з пере-
творень

t̃ =
1

c0

∫ (
X1
)2

dt+ c3, x̃=X1x+

∫ (
X1
)2
X2 dt+ c5,

ṽ = c0

(
v − c1

4

X1

λ
x2+

X1X2

2
x+

∫ (
(X1X2)2

4
+
c1
2

f0

λ
X1

)
dt

)
+ c6,

f̃ = c0f,

де X1(t) :=

(
c1

∫
dt

λ
+ c2

)−1
, X2(t) := c1

∫
f1

λ
dt+ c4,

c0, . . . , c6 — довiльнi сталi, причому c0 6= 0 та (c1, c2) 6= (0, 0), довiльний
елемент f має вигляд f = f2(t)x2 + f1(t)x+ f0(t), а λ(t) := e2

∫
f2 dt.

Звичайна група еквiвалентностi пiдкласу P2 також спiвпадає з G∼pot,
але вона не породжує всiх допустимих перетворень в цьому пiдкласi.

Твердження 3.10. Мiж будь-якими двома рiвняннями з рiзних
пiдкласiв P1, P2 або P3 класу P|S не iснує точкових перетворень.
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Четвертий роздiл мiстить розширений груповий аналiз класу L|S ,
що покращує i доповнює всi iснуючi дослiдження допустимих перетво-
рень у цьому класi, лiївських симетрiй, операторiв редукцiї, законiв збе-
реження i потенцiальних симетрiй рiвнянь з цього класу.

При розв’язаннi задачi групової класифiкацiї для класу L|S прин-
циповим є встановлений у третьому роздiлi факт, що цей клас норма-
лiзований, а його група еквiвалентностi G∼ — скiнченновимiрна. То-
му класифiкацiю виконано алгебраїчним методом. Проекцiя g алгебри
еквiвалентностi g∼ класу L|S на простiр (t, x, u) є лiнiйною оболонкою
векторних полiв P t = ∂t, P x = ∂x, Dt = t∂t − u∂u, Dx = x∂x + u∂u,
Γ = t∂x + ∂u, Π = t2∂t + tx∂x + (x − tu)∂u i спiвпадає з об’єднанням
максимальних алгебр gf , f ∈ S, лiївської iнварiантностi рiвнянь з кла-
су L|S . Отже, достатньо прокласифiкувати лише придатнi пiдалгебри
алгебри g, тобто тi, що належать множинi {gf , f ∈ S}.

Перелiк G∼-нееквiвалентних придатних пiдалгебр алгебри g вичер-
пується наступними пiдалгебрами: одновимiрними 〈Dx〉, 〈P t〉, 〈P t + Γ〉,
〈P t+Dx〉, 〈Dt+P x〉, 〈Dt+aDx〉, 〈Dt+Dx+Γ〉, 〈P t+Π+aDx〉, двовимiрни-
ми 〈P x,Γ〉, 〈Dx, P t〉, 〈Dx, Dt〉, 〈Dx, P t+Π〉, 〈P t, Dt+P x〉, 〈P t, Dt+aDx〉,
〈P t + Γ, Dt + 2Dx〉, тривимiрними 〈P x,Γ, P t + 1

2D
x〉, 〈P x,Γ, Dt + aDx〉,

〈P x,Γ, P t+Π+aDx〉 i п’ятивимiрною 〈P x,Γ, P t, Dt+ 1
2D

x,Π〉. Вiдповiднi
значення функцiї f , а також умови, за яких цi алгебри є максимальни-
ми, наведено у таблицi 4.1 дисертацiї.

Запропоновано оригiнальний метод класифiкацiї лiївських редукцiй
для рiвнянь з нормалiзованого класу вiдносно групи еквiвалентностi
цього класу. Результат застосування цього методу разом з технiкою
оптимального вибору анзацiв до класу L|S подано в таблицi 4.2 ди-
сертацiї. Всi побудованi G∼-нееквiвалентнi редукованi рiвняння (окрiм
двох рiвнянь першого порядку) належать класу рiвнянь простого ви-
гляду, серед яких виокремлено всi рiвняння, що допускають лiївськi
симетрiї. Це дозволило вичерпно описати прихованi симетрiї та знайти
точнi розв’язки деяких рiвнянь з цього класу.

Повнiстю прокласифiковано оператори редукцiї рiвнянь з класу L|S .
Теорема 4.14. З точнiстю до G∼-еквiвалентностi регулярнi опе-

ратори редукцiї рiвнянь Lf з класу L|S вичерпуються пiдмножинами:

1) Q1 = ∂t + u∂x для кожного рiвняння Lf з класу L|S ;
2) оператори лiївської симетрiї з ненульовим коефiцiєнтам при ∂t;
3) Qθ = ∂t − (θt/θx)∂x для рiвнянь Lfθ з fθ = −1/θx, де θ = θ(t, x) —

довiльний (несталий) розв’язок рiвняння θt = θxx/θx+h(θ)θx, h —
довiльна гладка функцiя вiд θ;
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4) Qξ
0η1η0 = ∂t +

(
− 1

2u + ξ0
)
∂x +

(
1
4u

3 − 1
2ξ

0u2 + η1u + η0
)
∂u для

класичного рiвняння Бюргерса L1, де

ξ0 =
1

2

∣∣∣∣∣∣
1 u1 z1

1 u2 z2

1 u3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 u1 y1

1 u2 y2

1 u3 y3

∣∣∣∣∣∣
, η1 =

1

4

∣∣∣∣∣∣
1 y1 z1

1 y2 z2

1 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 u1 y1

1 u2 y2

1 u3 y3

∣∣∣∣∣∣
, η0 =−1

4

∣∣∣∣∣∣
u1 y1 z1

u2 y2 z2

u3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 u1 y1

1 u2 y2

1 u3 y3

∣∣∣∣∣∣
,

ui— розв’язки рiвняння L1, для яких визначник у знаменниках не
дорiвнює нулю, yi = 2uix+(ui)2, zi = 4uixx+6uiuix+(ui)3, i = 1, 2, 3.

Анзац u = ϕ(ω), ω = θ(t, x), побудований за оператором Qθ, реду-
кує рiвняння Lf з f = −1/θx до звичайного диференцiального рiвнян-
ня ϕωω − ϕϕω − h(ω)ϕω = 0. У випадку h = const з точнiстю до G∼-
еквiвалентностi можна покласти h = 0, i редуковане рiвняння зводиться
до рiвняння Рiккатi ϕω = 1

2ϕ
2+2ν з довiльною сталою ν, яке легко iнте-

грується, а рiвняння на θ є потенцiальним рiвнянням швидкої дифузiї
θt = θxx/θx, для якого вiдомо багато точних розв’язкiв. У результатi
для кожного з цих розв’язкiв отримаємо сiм’ю точних розв’язкiв вiдпо-
вiдного рiвняння Lfθ з fθ = −1/θx.

Рiвняння Lf має ненульовi закони збереження тодi i тiльки тодi,
якщо fxxx = 0, тобто f = f2(t)x2 + f1(t)x+ f0(t), де коефiцiєнти f2, f1

та f0 є гладкими функцiями вiд t, що одночасно не дорiвнюють нулю.
Тодi λ = λ(t) = e

∫
fxx dt є єдиною лiнiйно незалежною характеристикою

рiвняння Lf . Iнакше кажучи, простiр законiв збереження рiвняння Lf
одновимiрний. Система

vx = λu, vt = −λ
(
1
2u

2 + fux − fxu
)

(2)

називається системою для потенцiалiв для рiвняння Lf . Виключивши
з неї залежну змiнну u, отримуємо рiвняння для потенцiалу

P̂f,λ : vt + 1
2λv

2
x + fvxx − fxvx = 0, (3)

що вiдповiдає рiвнянню Lf . Тут fxxx = 0, λt = fxxλ, fλ 6= 0. Рiвня-
ння P̂f,λ з f 6= const не має ненульових законiв збереження, а отже
(2) — єдина канонiчна система для потенцiалiв для Lf . Простiр харак-
теристик законiв збереження рiвняння P̂f,λ з f = const складається
з функцiй вигляду µ = ψ(t, x)e

v
2fλ , де ψ(t, x) — довiльний розв’язок
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лiнiйного рiвняння теплопровiдностi ψt = fψxx. Вищих потенцiальних
законiв збереження класичне рiвняння Бюргерса не має.

Пiдклас L|S′ класу L|S , де S ′ = {f ∈ S | fxxx = 0}, природно розбити
на пiдкласи L1 = {Lf | f = const 6= 0} та L2 = {Lf | fxxx = 0, f 6=
const}. Обидва цi пiдкласи замкненi вiдносно групи еквiвалентностi G∼

класу L|S , а отже нормалiзованi, як i весь клас L|S .
Допустимi перетворення та групоїд еквiвалентностi класу систем (2)

назвемо потенцiальними допустимими перетвореннями i потенцiаль-
ним групоїдом еквiвалентностi пiдкласу L|S′ вiдповiдно.

Лема 4.22. Групоїди еквiвалентностi класу систем (2) та класу
рiвнянь (3) iзоморфнi.

Наслiдок 4.23. Для кожного фiксованого f , для якого fxxx = 0,
iснує iзоморфiзм мiж максимальними алгебрами лiївської iнварiан-
тностi рiвняння P̂f,λ та системи (2) з цим f .

Розбиття класу L|S′ на пiдкласи L1 та L2 пов’язане з розбиттям
класу рiвнянь вигляду (3) з fxxx = 0, λt = fxxλ, fλ 6= 0 на пiдкласи
P̂1 = {P̂f,λ | f = const} та P̂2 = {P̂f,λ | f 6= const} з суттєво рiзними
трансформацiйними властивостями.

Твердження 4.24. Пiдклас P̂2 нормалiзований в розширеному уза-
гальненому сенсi. Його розширена узагальнена група еквiвалентностi
складається з перетворень

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

κx+ µ1t+ µ0

γt+ δ
,

ṽ = c0

(
v − γλ(t)

2(γt+ δ)
x2 +

δµ1 − γµ0

κ(γt+ δ)
λ(t)x+ V 0(t)

)
,

f̃ =
κ2

∆
f, λ̃ = c0

∆

κ2
λ,

де V 0 =

∫ (
(δµ1 − γµ0)2

2κ2(γt+ δ)2
+
δµ1 − γµ0

κ(γt+ δ)
f1(t) +

γ

γt+ δ
f0(t)

)
λ(t) dt+ σ,

α, β, γ, δ, µ0, µ1 та κ — довiльнi сталi, визначенi з точнiстю до
ненульового множника, причому ∆ = αδ − βγ 6= 0 та κ 6= 0, а σ i c0 —
повнiстю довiльнi сталi.

Групоїди еквiвалентностi пiдкласiв L2 та P̂2 iзоморфнi з точнiстю
до зсувiв та масштабних перетворень v. Те ж саме справедливо i для
груп еквiвалентностi пiдкласiв L2 та P̂2, хоча цi групи еквiвалентностi
мають рiзнi типи. З цього також випливає, що для кожної функцiї f та-
кої, що fxxx 6= 0, групи лiївських симетрiй рiвнянь Lf та P̂f,λ iзоморфнi
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з точнiстю до зсувiв v, тому груповi класифiкацiї класiв L2 та P̂2 еквiва-
лентнi. Оскiльки клас L2 замкнений вiдносно дiї G∼, його групову кла-
сифiкацiю можна виокремити з групової класифiкацiї всього класу L|S .

Твердження 4.26. Потенцiальнi допустимi перетворення пiдкла-
су L2 iндуковано його звичайними допустимими перетвореннями. Рiв-
няння з L2 не мають нетривiальних потенцiальних симетрiй.

Клас P̂1 є орбiтою будь-якого свого рiвняння пiд дiєю групи масшта-
бних перетворень. Мiж рiвняннями, одне з яких належить класу P̂1,
а iнше — класу P̂2, точкових перетворень не iснує. Це дає повний опис
групоїда еквiвалентностi класу рiвнянь вигляду (3).

У п’ятому роздiлi виконано груповий аналiз класу D|{ng 6=0} уза-
гальнених рiвнянь Бюргерса з лiнiйним уповiльненням, де коефiцiєнти
залежать вiд часу, вигляду ut + unux + h(t)u = g(t)uxx, ng 6= 0. До
цього класу застосовано калiбрування h = 0 довiльного елемента, що
дозволило спростити процес групової класифiкацiї.

Теорема 5.1. Узагальнена група еквiвалентностi Ĝ∼ класу
D|{ng 6=0} складається з перетворень

t̃ = T (t), x̃ = δ1x+ δ0, ũ =

(
δ1
Tt

) 1
n

u,

h̃ =
1

Tt
h+

Ttt
nT 2

t

, g̃ =
δ1

2

Tt
g, ñ = n,

де δ1 та δ0 — довiльнi сталi, T = T (t) — довiльна гладка функцiя,
причому δ1Tt > 0. Пiдклас класу D|{ng 6=0}, виокремлений умовою n 6= 1,
нормалiзований в узагальненому сенсi вiдносно Ĝ∼.

Оскiльки степiнь n є iнварiантом при перетвореннях з групи еквiва-
лентностi, клас D|{ng 6=0} можна вважати об’єднанням пiдкласiв з фiксо-
ваними значеннями n ∈ R. Тому для кожного фiксованого n група Ĝ∼

породжує звичайну групу еквiвалентностi вiдповiдного пiдкласу.
Теорема 5.5. Узагальнена розширена група еквiвалентностi класу

ut + uux + h(t)u = g(t)uxx (4)

складається з перетворень

t̃ = T (t), x̃ = (x+ δ1)X1 + δ0, ũ =
X1

Tt

(
u+ (x+ δ1)

X1
t

X1

)
,

h̃ =
1

Tt

(
h+

Ttt
Tt
− 2

X1
t

X1

)
, g̃ =

(
X1
)2

Tt
g.
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Тут T = T (t) — довiльна гладка функцiя, причому Tt 6= 0, функцiя
X1 = X1(t) визначається рiвнiстю

X1 =

(
γ

∫
H(t) dt+ δ

)−1
, H(t) := e−

∫
h(t) dt,

а δ0, δ1, δ i γ — довiльнi сталi з (γ, δ) 6= (0, 0). Цей клас нормалiзований
в узагальненому розширеному сенсi.

Теорема 5.7. Клас D|{ng 6=0}, де показник степеня n не зафiксова-
но, не є нормалiзованим. Проте його можна розбити на нормалiзо-
ванi пiдкласи з фiксованими значеннями n, не пов’язанi мiж собою
точковими перетвореннями. Кожний пiдклас D|{ng 6=0} з конкретним
значенням n, n 6= 1, нормалiзований у звичайному сенсi, в той час як
пiдклас класу (4), що вiдповiдає значенню n = 1, нормалiзований тiль-
ки в узагальненому розширеному сенсi. Об’єднання будь-яких пiдкласiв
класу D|{ng 6=0} з n 6= 1 є класом, нормалiзованим в узагальненому сенсi.

Теореми 5.1, 5.5 та 5.7 вичерпно описують групоїд еквiвалентностi
класу D|{ng 6=0}, що дозволяє знайти групоїд еквiвалентностi будь-якого
пiдкласу класу D|{ng 6=0}, зокрема двох вiдкалiброваних класiв рiвнянь

ut + unux = g(t)uxx, ng 6= 0, (5)
ut + uux = g(t)uxx, g 6= 0. (6)

Зауважимо, що (6) є пiдкласом класу узагальнених рiвнянь Бюргерса
зi змiнним коефiцiєнтом при другiй похiднiй.

Наслiдок 5.8. Пiдклас класу (5), виокремлений умовою n 6= 1, нор-
малiзований в узагальненому сенсi. Його узагальнена група еквiвален-
тностi спiвпадає з узагальненою групою еквiвалентностi всього кла-
су (5) i складається з перетворень

t̃ = αt+ β, x̃ = δ1x+ δ0, ũ =

(
δ1
α

)1
n

u, g̃(t̃) =
δ21
α
g(t), ñ = n,

де α, β, δ0 та δ1 — довiльнi сталi, причому αδ1 > 0.
Клас (6) нормалiзований у звичайному сенсi, i його звичайну гру-

пу еквiвалентностi утворено перетвореннями вигляду (1), де довiльний
елемент f перепозначено як g. Задачу групової класифiкацiї для калiб-
рованих класiв розв’язано шляхом iнтегрування визначальних рiвнянь
з точнiстю до групи еквiвалентностi всього класу. Вiдповiднi класифiка-
цiйнi списки наведено в дисертацiйнiй роботi у таблицях 5.1–5.3. Прове-
дено лiївськi редукцiї та отримано новi точнi розв’язки рiвнянь з цього
класу, деякi з них розширено перетвореннями еквiвалентностi.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi з використанням сучасних методiв групового
аналiзу диференцiальних рiвнянь та оригiнальних технiк дослiджено
низку класiв узагальнених рiвнянь Бюргерса.

• Вичерпно описано групоїди еквiвалентностi та знайдено групи
еквiвалентностi класу L|S узагальнених рiвнянь Бюргерса зi змiнним
коефiцiєнтом при другiй похiднiй, класiв лiнеаризовних узагальнених
рiвнянь Бюргерса, класу C|S узагальнених рiвнянь Бюргерса у збере-
жнiй формi, класу P|S узагальнених потенцiальних рiвнянь Бюргерса,
а також класу D|{ng 6=0} узагальнених рiвнянь Бюргерса з лiнiйним упо-
вiльненням, де коефiцiєнти залежать вiд часу, та низки його пiдкласiв.
Основною технiкою опису групоїдiв еквiвалентностi є перевiрка норма-
лiзованостi класу або, якщо клас не є нормалiзованим, розбиття його
на нормалiзованi пiдкласи.

• Проведено розширений симетрiйний аналiз класу L|S узагальне-
них рiвнянь Бюргерса зi змiнним коефiцiєнтом при другiй похiднiй, що
включає опис лiївських симетрiй, лiївських та некласичних редукцiй,
прихованих симетрiй, законiв збереження, потенцiальних допустимих
перетворень, потенцiальних симетрiй рiвнянь з цього класу та побудову
їх точних розв’язкiв.

• Оскiльки клас L|S нормалiзований, а його алгебра еквiвалентностi
G∼ — скiнченновимiрна, групову класифiкацiю цього класу ефективно
проведено з використанням алгебраїчного методу, додатково оптимiзо-
ваного описом лише придатних пiдалгебр у проекцiї його алгебри еквi-
валентностi. Всього iснує дев’ятнадцять G∼-нееквiвалентних випадкiв
розширення лiївської симетрiї для рiвнянь з класу L|S .

• Запропоновано метод класифiкацiї лiївських редукцiй для рiвнянь
з нормалiзованого класу вiдносно групи еквiвалентностi цього класу.
Цей метод у поєднаннi з вибором оптимальних анзацiв дозволив отри-
мати для рiвнянь з класу L|S редукованi рiвняння, що належать (за
виключенням двох простих рiвнянь першого порядку) класу звичайних
диференцiальних рiвнянь унiфiкованого вигляду. Це дозволило вичерп-
но описати прихованi симетрiї рiвнянь з класу L|S та побудувати новi
точнi розв’язки таких рiвнянь.

• Прокласифiковано оператори редукцiї рiвнянь з класу L|S вiднос-
но групи еквiвалентностi G∼ цього класу. Слiд зазначити, що це один
з небагатьох прикладiв повного опису операторiв редукцiї для деяко-
го класу диференцiальних рiвнянь, у якому некласичнi редукцiї дають
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нетривiальнi точнi розв’язки. За допомогою знайдених операторiв ре-
дукцiї встановлено зв’язок мiж певними рiвняннями з класу L|S та по-
тенцiальним рiвнянням швидкої дифузiї з нелiнiйнiстю степеня −1, що
дало змогу побудувати їх новi точнi розв’язки.

• Описано потенцiальнi допустимi перетворення в класi L|S i потен-
цiальнi симетрiї рiвнянь з цього класу. Виявилося зручним розпочинати
класифiкацiю потенцiальних симетрiй диференцiальних рiвнянь з дослi-
дження потенцiальних допустимих перетворень у класi таких рiвнянь.
На прикладi класу L|S запропоновано поняття потенцiального групоїда
еквiвалентностi.

• Розв’язано задачу групової класифiкацiї для класу D|{ng 6=0} та по-
будовано точнi розв’язки низки рiвнянь з цього класу. При цьому засто-
сованi технiки були бiльш традицiйними порiвняно з розглядом вiдпо-
вiдної задачi для класу L|S , проте задача для класу D|{ng 6=0} дозволила
проiлюструвати, як спрощується виконання класифiкацiї при правиль-
ному виборi калiбрування довiльного елемента.
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АНОТАЦIЇ

Почекета О.А. Розширений груповий аналiз узагальнених
рiвнянь Бюргерса — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-мате-
матичних наук зi спецiальностi 01.01.03 — математична фiзика. — Iн-
ститут математики НАН України, Київ, 2016.

Дисертацiю присвячено симетрiйному аналiзу кiлькох класiв уза-
гальнених рiвнянь Бюргерса: узагальнених рiвнянь Бюргерса зi змiн-
ним коефiцiєнтом при другiй похiднiй, лiнеаризовних узагальнених рiв-
нянь Бюргерса, узагальнених рiвнянь Бюргерса у збережнiй формi, уза-
гальнених потенцiальних рiвнянь Бюргерса, а також узагальнених рiв-
нянь Бюргерса з лiнiйним уповiльненням, де коефiцiєнти залежать вiд
часу, та низки пiдкласiв цього класу. Для всiх цих класiв описано їх гру-
поїди еквiвалентностi шляхом доведення їх нормалiзованостi та знахо-
дження вiдповiдних груп еквiвалентностi. За необхiдностi використано
технiку розбиття ненормалiзованого класу на нормалiзованi пiдкласи.

Для класу узагальнених рiвнянь Бюргерса зi змiнним коефiцiєнтом
при другiй похiднiй виконано розширений груповий аналiз. З викори-
станням алгебраїчного методу розв’язано задачу групової класифiкацiї
для цього класу. Вичерпно описано оператори редукцiї, лiївськi та не-
класичнi редукцiї, закони збереження, потенцiальнi допустимi перетво-
рення та потенцiальнi симетрiї рiвнянь з цього класу. Запропоновано
метод класифiкацiї лiївських редукцiй для рiвнянь з нормалiзованого
класу вiдносно групи еквiвалентностi цього класу. Цей метод у поєднан-
нi з оптимiзованим вибором анзацiв дозволив вичерпно описати прихо-
ванi симетрiї рiвнянь з цього класу та побудувати точнi розв’язки таких
рiвнянь. Новi розв’язки також побудовано методом некласичної реду-
кцiї завдяки встановленому зв’язку з потенцiальним рiвнянням швидкої
дифузiї з нелiнiйнiстю степеня −1.

Задачу групової класифiкацiї розв’язано i для класу узагальнених
рiвнянь Бюргерса з лiнiйним уповiльненням, де коефiцiєнти залежать
вiд часу. Результат класифiкацiї використано для побудови точних
розв’язкiв таких рiвнянь.

Ключовi слова: узагальненi рiвняння Бюргерса, групова класи-
фiкацiя диференцiальних рiвнянь, групоїд еквiвалентностi, група еквi-
валентностi, лiївська симетрiя, оператор редукцiї, прихована симетрiя,
потенцiальна симетрiя, точнi розв’язки.
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Почекета А.А. Расширенный групповой анализ обобщённых
уравнений Бюргерса. — Рукопись.

Диссертация на соискание учёной степени кандидата физико-мате-
матических наук по специальности 01.01.03 — математическая физи-
ка. — Институт математики НАН Украины, Киев, 2016.

Диссертация посвящена симметрийному анализу ряда классов
обобщённых уравнений Бюргерса: обобщённых уравнений Бюргерса
с переменным коэффициентом при второй производной, линеаризуемых
обобщённых уравнений Бюргерса, обобщённых уравнений Бюргерса
в сохраняющейся форме, обобщённых потенциальных уравнений
Бюргерса, а также обобщённых уравнений Бюргерса с линейным зату-
ханием и коэффициентами, зависящими от времени, вместе с несколь-
кими подклассами этого класса. Описаны группоиды эквивалентности
всех этих классов посредством доказательства их нормализованности
и определения их групп эквивалентности. К ненормализованным
классам применена техника разбиения на нормализованные подклассы.

Для класса обобщённых уравнений Бюргерса с переменным коэф-
фициентом при второй производной выполнен расширенный групповой
анализ. С использованием алгебраического метода решена задача груп-
повой классификации для этого класса. Исчерпывающе описаны опера-
торы редукции, лиевские и неклассические редукции, законы сохране-
ния, потенциальные допустимые преобразования и потенциальные сим-
метрии уравнений из этого класса. Предложен метод классификации
лиевских редукций для уравнений из нормализованного класса относи-
тельно группы эквивалентности этого класса. Этот метод в сочетании
с оптимизированным выбором анзацев позволил исчерпывающе опи-
сать скрытые симметрии уравнений из данного класса и найти точные
решения таких уравнений. Новые решения также построены методом
неклассической редукции благодаря сведению задачи к потенциально-
му уравнению быстрой диффузии с нелинейностью степени −1.

Задача групповой классификации решена и для класса обобщённых
уравнений Бюргерса с линейным затуханием и коэффициентами, за-
висящими от времени. Результаты классификации использованы для
построения точных решений уравнений из этого класса.

Ключевые слова: обобщённые уравнения Бюргерса, групповая
классификация дифференциальных уравнений, группоид эквивалент-
ности, группа эквивалентности, лиевская симметрия, оператор редук-
ции, скрытая симметрия, потенциальная симметрия, точные решения.
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Pocheketa O.A. Extended group analysis of generalized Bur-
gers equations. — Manuscript.

Thesis for degree of candidate of physical and mathematical sciences by
speciality 01.01.03 — Mathematical Physics. — Institute of Mathematics,
National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2016.

The thesis is devoted to symmetry analysis of several classes of gene-
ralized Burgers equations, namely, of variable-coefficient generalized Bur-
gers equations, of linearizable generalized Burgers equations, of generali-
zed Burgers equations in conserved form, of generalized potential Burgers
equations, as well as the class of variable-coefficient generalized Burgers
equations with linear damping and some its subclasses. For each of these
classes the exhaustive description of its equivalence groupoid is presented
by means of determining its equivalence group and the evidence that either
the class is normalized or it can be partitioned into normalized subclasses.

Extended group analysis is provided for the class of variable-coefficient
generalized Burgers equations. The algebraic method is used to solve the
group classification problem for this class. Reduction operators, Lie and
nonclassical reductions, conservation laws, potential admissible transforma-
tions and potential symmetries of equations from this class are exhaustively
described. A method of classification of Lie reductions for equations from
a normalized class with respect to the equivalence group of this class is pro-
posed. This method in combination with an optimized choice of ansatzes
allows us to exhaustively describe hidden symmetries for equations from
this class and to find some exact solutions of such equations. New solutions
are also constructed using the nonclassical reduction method and the estab-
lished relation with the potential fast diffusion equation with nonlinearity
of the power −1.

The group classification problem is also solved for the class of variable-
coefficient generalized Burgers equations with linear damping. Classification
results are used to construct exact solutions to some of these equations.

Key words: generalized Burgers equations, group classification of dif-
ferential equations, equivalence groupoid, equivalence group, Lie symmetry,
reduction operator, hidden symmetry, potential symmetry, exact solutions.
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