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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äëÿ ðîçâ'ÿç-
êiâ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè òðà-
äèöiéíî ïðèâåðòàþòü óâàãó äîñëiäíèêiâ. Êëàñè÷íèìè ïðèêëàäàìè
òàêèõ òåîðåì ¹ òåîðåìà Ãàóñà ïðî ñôåðè÷íi ñåðåäíi ãàðìîíi÷íèõ ôóí-
êöié òà òåîðåìà Ìîðåðè�Êàðëåìàíà ïðî àíàëiòè÷íiñòü íåïåðåðâíî¨
ôóíêöi¨ f(z) â îáëàñòi íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi, ÿêà ìà¹ íóëüîâi ií-
òåãðàëè

∫
f(z) dz ïî êîëàõ. Öi òåîðåìè äîçâîëèëè îòðèìàòè â ÿêîñòi

¨õ ïðîñòèõ íàñëiäêiâ íèçêó âàæëèâèõ âëàñòèâîñòåé àíàëiòè÷íèõ òà
ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié, ÿê, íàïðèêëàä, ïðèíöèï ìàêñèìóìó, i âèêëè-
êàëè âåëèêó êiëüêiñòü ðîáiò, ïðèñâÿ÷åíèõ ç îäíîãî áîêó � ¨õ äîïîâ-
íåííþ òà óçàãàëüíåííþ äëÿ àíàëiòè÷íèõ òà ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié,
à ç iíøîãî � âèçíà÷åííþ íîâèõ êëàñiâ ôóíêöié ó òåðìiíàõ ïîñëà-
áëåííÿ óìîâ òi¹¨ ÷è iíøî¨ òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ. Çîêðåìà,
òàêèì ÷èíîì áóëî ââåäåííî ïîíÿòòÿ ñóáãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨, ÿêå ¹
öåíòðàëüíèì ïîíÿòòÿì ñó÷àñíî¨ òåîði¨ ïîòåíöiàëó. Ïî÷èíàþ÷è ç XIX
ñòîëiòòÿ, áóëî âñòàíîâëåíî âåëèêó êiëüêiñòü êîíêðåòíèõ òåîðåì ïðî
ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ, ùî õàðàêòåðèçóþòü ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè çàäàíîãî
ñòåïåíÿ, ïîëiàíàëiòè÷íi òà ïîëiãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨, à òàêîæ ðîçâ'ÿçêè
äåÿêèõ iíøèõ âàæëèâèõ îäíîðiäíèõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿê, íàïðèêëàä, õâèëüîâå ðiâíÿííÿ,
ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi àáî ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà.

Ðîçðîáëÿþ÷è ñòâîðåíó íèì òåîðiþ ïåðiîäè÷íèõ â ñåðåäíüîìó
ôóíêöié, Æ. Äåëüñàðò1 äîâiâ ãàðìîíi÷íiñòü äiéñíèõ íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié ó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn, ÿêi ñïiâïàäàþòü çi ñâî¨ìè óñå-
ðåäíåííÿìè ïî ìiði Ëåáåãà íà êóëÿõ ç ðàäióñàìè r1 òà r2, äå r1 òà
r2 � äiéñíi äîäàòíi ÷èñëà, âiäíîøåííÿ ÿêèõ íå ¹ âiäíîøåííÿì íó-
ëiâ öiëî¨ ôóíêöi¨ dn(z) := 2n/2Γ(n/2+1)Jn/2(z)z

−n/2 − 1. Ðåçóëüòàòè
òàêîãî òèïó îòðèìàëè íàçâó òåîðåì ïðî äâà ðàäióñè. Ç iíøîãî áîêó,
âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹�Ëàïëàñà ðîçïîäiëó ç
êîìïàêòíèì íîñi¹ì, Ë. Çàëüöìàí2 çíàéøîâ íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìî-
âè íà êîìïëåêñíó áîðåëiâñüêó ìiðó µ íà îäèíè÷íié êóëi ïðîñòîðó Rn

òà íà ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð P çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòà-

1Delsarte J. Lectures on Topics in Mean Periodic Functions and the Two-Radius
Theorem. � Tata Institute of Fundamental Research, Bombay, 1961. � 145 p.

2Zalcman L. Mean values and di�erential equations // Israel Math. J. � 1973. �
14. � P. 339�352.
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ìè, çà ÿêèõ íåïåðåðâíi ñëàáêi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Pf = 0 ó äîâiëüíié
îáëàñòi G ⊂ Rn õàðàêòåðèçóþòüñÿ óìîâîþ

∫
f(x + rt) dµ(t) = 0 äëÿ

âñiõ x ∈ G òà r > 0, òàêèõ, ùî çàìêíåíà êóëÿ iç öåíòðîì x ðàäióñà r
íàëåæèòü G. Öåé ðåçóëüòàò ¹ ïåðøîþ òåîðåìîþ ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åí-
íÿ çàãàëüíîãî õàðàêòåðó i ìiñòèòü â ÿêîñòi íàñëiäêiâ òåîðåìè Ãàóñà
òà Ìîðåðè�Êàðëåìàíà, à òàêîæ íèçêó iíøèõ ðàíiøå âñòàíîâëåíèõ
êîíêðåòíèõ òåîðåì ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ.

Çãàäàíi ðåçóëüòàòè Æ. Äåëüñàðòà òà Ë. Çàëüöìàíà âèÿâèëè ãëè-
áîêi çâ'ÿçêè ìiæ êîìïëåêñíèì àíàëiçîì, òåîði¹þ ëiíiéíèõ äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ãàðìîíi÷íèì àíàëiçîì,
iíòåãðàëüíîþ ãåîìåòði¹þ òà òåîði¹þ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié, i îòðèìà-
ëè ðîçâèòîê ó ðîáîòàõ áàãàòüîõ àâòîðiâ (Ê. Áåðåíñòåéí, Ä. Ñòðóïïà,
Ä. Ñìiò, Ð. Ãåé, À. Iæåð, Ë. Áðàóí, Á. Øðåéáåð, Á. Òåéëîð, É. Ãëî-
áåâíèê, Ó. Ðóäií òà ií.), ÿêi óçàãàëüíþâàëè òà äîïîâíþâàëè ¨õ ó ði-
çíèõ íàïðÿìàõ3,4. Çîêðåìà, íàéáiëüø ñêëàäíi òåîðåìè ïðî äâà ðàäi-
óñè íàëåæàòü Â. Â. Âîë÷êîâó.

Òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ òà ïîáóäîâàíi çà ¨õ äîïîìîãîþ
îïåðàòîðè óñåðåäíåííÿ ìàþòü ðiçíîìàíiòíi çàñòîñóâàííÿ ÿê â òåî-
ði¨ ôóíêöié (íàáëèæåííÿ ôóíêöié, îïèñ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ),
òàê i â ÿêiñíié òåîði¨ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè
ïîõiäíèìè (ãðàíè÷íi âëàñòèâîñòi, óñóíåííÿ îñîáëèâîñòåé, äèôåðåí-
öiàëüíi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ òà ií.).

Ïðåäñòàâëåíà äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà âñòàíîâëåííþ íîâèõ òåîðåì
ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ, çîêðåìà òåîðåì ïðî äâà ðàäióñè, ùî ìàþòü
íåêëàñè÷íèé âèãëÿä i îïèñóþòü êëàñè ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíèõ ëiíié-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi, ëiâà ÷àñòèíà
ÿêèõ ¹ äîáóòêîì äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ ñòåïåíiâ ôîðìàëüíèõ ïîõiäíèõ
Êîøi ∂ òà ∂.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òå-
ìàìè. Ðîáîòà âèêîíóâàëàñü ó ðàìêàõ äåðæáþäæåòíèõ òåì � 09-
1ââ/19 �Àíàëiç Ôóð'¹ òà íàáëèæåííÿ ôóíêöié� (� äåðæðå¹ñòðàöi¨
0109U001653) i � 12-1ââ/19 �Ãàðìîíi÷íèé òà ñïåêòðàëüíèé àíàëiç
ôóíêöié i îïåðàòîðiâ, ðiâíÿííÿ çãîðòêè òà íàáëèæåííÿ ôóíêöié�

3Áåðåíñòåéí Ê., Ñòðóïïà Ä. Êîìïëåêñíûé àíàëèç è óðàâíåíèÿ â ñâåðòêàõ //
Èòîãè íàóêè è òåõíèêè ÂÈÍÈÒÈ ÑÑÑÐ. Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè. �
1989. � 54. � Ñ. 5-111.

4Volchkov V. V. Integral Geometry and Convolution Equations. � Kluwer
Academic Publishers, 2003. � 454 p.
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(� äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0112U002701), ÿêi âèêîíóâàëèñü ó âiäïîâiäíîñòi
ç ïëàíîì íàóêîâî-äîñëiäíèöüêèõ ðîáiò êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíà-
ëiçó i òåîði¨ ôóíêöié (2009-2013) òà êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó i
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2013-2014) Äîíåöüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíi-
âåðñèòåòó.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè
¹ äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ãëàäêèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ ó êðóçi
íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíåíó óìîâó ñå-
ðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ, òîáòî ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåì îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü çãîðòêè ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, ùî óçàãàëüíþþòü êëàñè÷íó
âëàñòèâiñòü ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ äëÿ ãàðìîíi÷íèõ ôóí-
êöié.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñèñòåìè òàêèõ ðiâíÿíü. Ïðåäìåòîì äî-
ñëiäæåííÿ ¹ ¨õ ðîçâ'ÿçêè.

Äëÿ äîñÿãíåííÿ çàçíà÷åíî¨ ìåòè ó ðîáîòi áóëî ïîñòàâëåíî òàêi
çàäà÷i:
1. Âñòàíîâèòè òåîðåìó ¹äèíîñòi äëÿ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ
ôóíêöié ó êðóçi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíåíó óìîâó ñåðåäíüîãî
çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ ôiêñîâàíîãî ðàäióñà.
2. Äîñëiäèòè òî÷íiñòü óìîâ öi¹¨ òåîðåìè.
3. Îïèñàòè êëàñ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ó êðóçi, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ
ôiêñîâàíîãî ðàäióñà.
4. Âñòàíîâèòè âiäïîâiäíó òåîðåìó ïðî äâà ðàäióñè.

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi öèõ çàäà÷ âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ìåòîäè êîìïëå-
êñíîãî àíàëiçó, ãàðìîíi÷íîãî àíàëiçó, òåîði¨ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè òà òåîði¨ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåð-
òàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü ó íàñòóïíîìó:

1. Âñòàíîâëåíî òåîðåìó ¹äèíîñòi äëÿ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâ-
íèõ ôóíêöié ó êðóçi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíåíó óìîâó ñåðåäíüî-
ãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ ôiêñîâàíîãî ðàäióñà.

2. Ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè ôóíêöié, ùî ïîêàçóþòü íåïîêðàùóâà-
íiñòü óìîâ öi¹¨ òåîðåìè.

3. Ó òåðìiíàõ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié äàíî ïîâíèé îïèñ êëàñó íå-
ñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ó êðóçi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óçà-
ãàëüíåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ ôiêñîâàíîãî ðàäióñà.

4. Ó òåðìiíàõ ôóíêöié Áåññåëÿ îòðèìàíî âiäïîâiäíó òåîðåìó ïðî
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äâà ðàäióñè.
Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè

äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Âîíè ìîæóòü
áóòè âèêîðèñòàíi â òåîði¨ åëiïòè÷íèõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi òà â òåîði¨
êâàçiàíàëiòè÷íèõ êëàñiâ ôóíêöié.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ òà çàãàëü-
íå êåðiâíèöòâî ðîáîòîþ íàëåæàòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó. Ðåçóëüòàòè
ðîçäiëiâ 3, 4 òà 5 îïóáëiêîâàíî âiäïîâiäíî â ðîáîòàõ [1, 3, 5], [6] òà
[2, 4]. Îñòàòî÷íi ôîðìóëþâàííÿ òà äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòiâ íàëåæàòü
çäîáóâà÷ó.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äî-
ïîâiäàëèñü òà îáãîâîðþâàëèñü íà íàñòóïíèõ êîíôåðåíöiÿõ:
1. Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè,
ìåõàíèêè è èíôîðìàòèêè�, 2008, Òóëà, Ðîñiÿ.
2. Óêðà¨íñüêèé ìàòåìàòè÷íèé êîíãðåñ, 2009, Êè¨â.
3. Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ç êîìïëåêñíîãî àíàëiçó, ïðèñâÿ÷åíà ïà-
ì'ÿòi À. À. Ãîëüäáåðãà, 2010, Ëüâiâ.
4. Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ç ñó÷àñíîãî àíàëiçó, 2011, Äîíåöüê.
5. Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ �Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ¨¨ çà-
ñòîñóâàííÿ�, ïðèñâÿ÷åíà 70-ði÷÷þ Î. I. Ñòåïàíöÿ, 2012, Êàì'ÿíåöü-
Ïîäiëüñüêèé.
6. Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ �Êîìïëåêñíèé àíàëiç, òåîðiÿ ïîòåíöiàëó
òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ�, ïðèñâÿ÷åíà ïàì'ÿòi Ï. Ì. Òàìðàçîâà, 2013, Êè¨â.
7. Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ �Êîìïëåêñíèé àíàëiç�, 2013, Ëüâiâ.
8. Âñåóêðà¨íñüêà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé
òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó�, 2015, Âîðîõòà.
9. Âñåóêðà¨íñüêà êîíôåðåíöiÿ, ïðèñâÿ÷åíà 100-ði÷÷þ âiä äíÿ íàðî-
äæåííÿ Ê. Ì. Ôiøìàíà òà Ì. Ê. Ôàãå, 2015, ×åðíiâöi.
10. 7-é Åâðîïåéñüêèé ìàòåìàòè÷íèé êîíãðåñ, 2016, Áåðëií, Íiìå÷÷è-
íà (ñòåíäîâà äîïîâiäü).

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ òàêîæ äîïîâiäàëèñü íà ñåìiíàði �Àíàëiç
Ôóð'¹� ó Äîíåöüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi (êåðiâíèê � ïðî-
ôåñîð Ð. Ì. Òðèãóá), íà ñåìiíàði �Ñó÷àñíèé àíàëiç� â Êè¨âñüêîìó íà-
öiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà (êåðiâíèêè � ïðî-
ôåñîðè I. Î. Øåâ÷óê, Î. Î. Êóð÷åíêî, Â. Ì. Ðàä÷åíêî) íà ñåìiíàði
ç òåîði¨ ôóíêöié i ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ó ×åðíiâåöüêîìó íàöiî-
íàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à (êåðiâíèê � ïðîôåñîð
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Â. Ê. Ìàñëþ÷åíêî), íà ñåìiíàði âiääiëó êîìïëåêñíîãî àíàëiçó i òåîði¨
ïîòåíöiàëó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê � ïðîôå-
ñîð Þ. Á. Çåëiíñüêèé) òà íà ñåìiíàði âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòó-
òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê � ïðîôåñîð À. Ñ. Ðîìàíþê).

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ áóëè âiäçíà÷åíi ãðàìîòîþ íà Âñåóêðà¨í-
ñüêîìó êîíêóðñi ñòóäåíòñüêèõ íàóêîâèõ ðîáiò (2007), òðåòiìè ïðå-
ìiÿìè íà êîíêóðñàõ Íàöiîíàëüíî¨ àêàäåìi¨ íàóê âèùî¨ îñâiòè Óêðà¨-
íè â íîìiíàöi¨ �Êðàùà íàóêîâà ðîáîòà ìîëîäèõ â÷åíèõ� (2009, 2010),
ãðàìîòîþ Ïðåçèäi¨ ÍÀÍ Óêðà¨íè (2012) òà ñòèïåíäi¹þ Êàáiíåòó Ìi-
íiñòðiâ Óêðà¨íè äëÿ ìîëîäèõ ó÷åíèõ íà 2014-2016 ðîêè.

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó ñòàò-
òÿõ [1-6] ó íàóêîâèõ âèäàííÿõ, âíåñåíèõ äî ïåðåëiêó ôàõîâèõ âèäàíü
ç ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ç ÿêèõ [4] âíåñåíî äî ìiæíàðîäíèõ íàó-
êîìåòðè÷íèõ áàç, òà âiäîáðàæåíî ó çáiðíèêàõ òåç êîíôåðåíöié [7-15].

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ âèêëàäåíà íà 107
ñòîðiíêàõ i ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ï'ÿòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó
ëiòåðàòóðè ç 65 íàéìåíóâàíü òà ïåðåëiêó óìîâíèõ ïîçíà÷åíü.

Ïîäÿêè. Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó ïîäÿêó ñâî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâ-
íèêó ïðîôåñîðó Þ. Á. Çåëiíñüêîìó, à òàêîæ ïðîôåñîðó Â. Â. Âîë÷-
êîâó òà ä.ô.-ì.í. À. Â. Ïîêðîâñüêîìó çà óâàãó äî ðîáîòè.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi îáãðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöi¨, ñôîðìóëüî-
âàíî ìåòó äîñëiäæåííÿ, êîðîòêî âèêëàäåíî çìiñò îñíîâíî¨ ÷àñòèíè
ðîáîòè òà ïîêàçàíî íàóêîâó íîâèçíó îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ïåðøèé òà äðóãèé ðîçäiëè ïðèñâÿ÷åíî âiäïîâiäíî iñòîðè÷íîìó
îãëÿäó ðîáiò çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà îïèñó ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ, ÿêi
â íié âèêîðèñòîâóþòüñÿ.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ãëàäêi ôóíêöi¨ f(z), âèçíà-
÷åíi â êðóçi BR := {z ∈ C : |z| < R} (R > 0), ÿêi äëÿ çàäàíèõ ÷èñåë
m ∈ N := {1, 2, . . .} òà s ∈ N0 := N ∪ {0}, s < m, çàäîâîëüíÿþòü
ñïiââiäíîøåííÿ âèãëÿäó

m−1∑
p=s

r2p+2

(2p+ 2)(p− s)!p!
∂p−s∂̄pf(z) =

1

2π

∫∫
|ζ−z|≤r

f(ζ)(ζ − z)sdξdη, (1)
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äå r ∈ (0, R), z ∈ BR−r, z = x+ iy, ζ = ξ+ iη (x, y, ξ, η ∈ R, i � óÿâíà
îäèíèöÿ),

∂f =
∂f

∂z
:=

1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
, ∂̄f =

∂f

∂z̄
:=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
.

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè òðåòüîãî ðîçäiëó äèñåðòàöi¨ ¹ íàñòóïíi òðè
òåîðåìè.

Òåîðåìà 3.4.1. Íåõàé 0 < r < R, f ∈ C∞(BR), i íåõàé ïðè
êîæíîìó z ∈ BR−r âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (1), à f(z) = 0 äëÿ âñiõ
z ∈ Br. Òîäi f ≡ 0 â BR.

Òåîðåìà 3.4.2. Íåõàé r > 0. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0, r) iñíó¹
ôóíêöiÿ f ∈ C∞(C) iç íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:
1) äëÿ êîæíîãî z ∈ C âèêîíó¹òüñÿ (1);
2) f(z) = 0 äëÿ âñiõ z ∈ Br−ε;
3) f ̸≡ 0.

ßêùî m = 1 i s = 0, òî ðiâíiñòü (1) ïðèéìà¹ âèãëÿä

f(z) =
1

πr2

∫∫
|ζ−z|≤r

f(ζ) dξdη,

i òîäi òâåðäæåííÿ òåîðåì 3.4.1 òà 3.4.2 ¹ ÷àñòèííèìè âèïàäêàìè
âiäïîâiäíî òâåðäæåíü (2) òà (4) òåîðåìè 2.1 íà ñ. 176 ìîíîãðàôi¨
Â. Â. Âîë÷êîâà4, ÿêi óçàãàëüíþþòü íà âèïàäîê ðîçâ'ÿçêiâ îäíîði-
äíèõ ðiâíÿíü çãîðòêè ç ðàäiàëüíèì ðîçïîäiëîì iç êîìïàêòíèì íîñi¹ì
êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè Ô. Éîíà5 (ðîçäië 6) ïðî ñôåðè÷íi ñåðåäíi.

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ íàñòóïíèõ ðåçóëüòàòiâ ìè áóäåìî âèêîðèñòî-

âóâàòè òàêi ïîçíà÷åííÿ: fk(ρ) := 1
2π

π∫
−π

f(ρeit)e−itkdt (0 < ρ < R,

k ∈ Z := {0,±1,±2, . . .}) � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f ∈ C(BR),

Js+1(z) :=
(z
2

)s+1 ∞∑
p=0

(−1)p

p!Γ(s+ p+ 2)

(z
2

)2p

(z ∈ C)

5Éîí Ô. Ïëîñêèå âîëíû è ñôåðè÷åñêèå ñðåäíèå â ïðèìåíåíèè ê äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. � Ì.: ÈË, 1958. � 160 ñ.
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� ôóíêöiÿ Áåññåëÿ (Γ � ãàììà-ôóíêöiÿ). Äëÿ r > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç
Z(gr) ìíîæèíó âñiõ íóëiâ öiëî¨ ôóíêöi¨

gr(z) :=
Js+1(zr)

(zr)s+1
−

m−1∑
p=s

(zr)2(p−s)(−1)p−s

(p+ 1)!(p− s)!22p−s+1
.

Íåõàé λ ∈ Zr := Z(gr) \ {0}, nλ � êðàòíiñòü íóëÿ λ ôóíêöi¨ gr(z),
ρ > 0, òà íåõàé Φλ,η,k(ρ) =

(
d
dz

)η
(Jk(zρ)) |z=λ, η = 0, ..., nλ − 1.

Òåîðåìà 3.5.1. Íåõàé R > 0, r ∈ (0, R), m ∈ N, s ∈ N0, s < m.
Òîäi ôóíêöiÿ f ∈ C∞(BR) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1) ïðè âñiõ z ∈ BR−r

òîäi i òiëüêi òîäi, êîëè êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ gk(ρ) ôóíêöi¨ g(z) :=
∂m−s∂̄mf(z) ìàþòü âèãëÿä

gk(ρ) =
∑
λ∈Zr

nλ−1∑
η=0

cλ,η,kΦλ,η,k(ρ),

äå äëÿ áóäü-ÿêîãî α > 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

max
η=0,...,nλ−1

|cλ,η,k| = O(|λ|−α) (2)

ïðè λ → ∞ (0 ≤ ρ < R, k ∈ Z).

Ç òåîðåìè 3.5.1 âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

∂m−s∂̄mf = 0 (3)

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1) ïðè âñiõ r ∈ (0, R) òà z ∈ BR−r. Çàóâàæåìî,
ùî ç ïðèíàëåæíîñòi ôóíêöi¨ f äî êëàñó C∞(BR) âèïëèâà¹ ïðèíàëå-
æíiñòü äî öüîãî êëàñó i ôóíêöi¨ g. Òîìó âñi äîäàíêè gk(ρ)e

ikφ ðÿäó
Ôóð'¹ ôóíêöi¨ g ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè âiäíî-
ñíî çìiííèõ x òà y (z = x + iy = ρeiφ), à ñàì öåé ðÿä çáiãà¹òüñÿ äî
ôóíêöi¨ g â òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó E(BR). Ç iíøîãî áîêó, â äèñåðòàöi¨
âñòàíîâëåíî (ëåìà 3.5.2), ùî âñi äîñòàòíüî âåëèêè çà ìîäóëåì íóëi
ôóíêöi¨ gr(z) ¹ ïðîñòèìè. Òîìó ç (2) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ Z
âñi äîäàíêè ðÿäó

∑
λ∈Zr

∑nλ−1
η=0 cλ,η,kΦλ,η,k(ρ)e

ikφ ¹ íåñêií÷åííî äè-
ôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè âiäíîñíî x òà y, à ñàì öåé ðÿä çáiãà¹òüñÿ
äî k-ãî äîäàíêó ðÿäó Ôóð'¹ ôóíêöi¨ g â òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó E(BR).
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×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî òåîðåìàì ïðî äâà ðàäióñè. Éîãî
îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2.1. Íåõàé r1, r2 > 0, m ∈ N, s ∈ N0, s < m. Òîäi:
1) ÿêùî R > r1 + r2, Zr1 ∩ Zr2 = ∅, f ∈ C2m−s−2(BR) òà ïðè âñiõ
r ∈ {r1, r2} òà z ∈ BR−r âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (1), òî ôóíêöiÿ f
íàëåæèòü äî êëàñó C∞(BR) òà çàäîâîëüíÿ¹ â BR ðiâíÿííÿ (3);
2) ÿêùî max{r1, r2} < R < r1 + r2 àáî Zr1 ∩ Zr2 ̸= ∅, òî iñíó¹
ôóíêöiÿ f ∈ C∞(BR), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1) ïðè âñiõ r ∈ {r1, r2}
òà z ∈ BR−r i íå ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2) â BR.

Ó âèïàäêó m = 1, s = 0 ìà¹ìî gs,m,r(z) ≡ 2−1d2(zr), äå ôóíêöiÿ
dn(z) âèçíà÷åíà íà ñ. 1. Òîìó óìîâà Zr1 ∩Zr2 = ∅ åêâiâàëåíòíà òîìó,
ùî r1/r2 íå ¹ âiäíîøåííÿì íóëiâ ôóíêöi¨ d2(z), i òâåðäæåííÿ 1) òà
2) òåîðåìè 4.2.1 âiäíîâëþþòü âiäïîâiäíî òâåðäæåííÿ (1) òà (4) òåî-
ðåìè 5.4 íà ñ. 399 ìîíîãðàôi¨ Â. Â. Âîë÷êîâà4 ïðè n = dimRn = 2,
äå ïðåäñòàâëåíà ëîêàëüíà âåðñiÿ çãàäàíîãî ðàíiøå êëàñè÷íîãî ðå-
çóëüòàòó Æ. Äåëüñàðòà1. Ó öié òåîðåìi òàêîæ äîñëiäæåíî âèïàäîê
R = r1 + r2 i ïîêàçàíî, ùî ÿêùî r1/r2 íå ¹ âiäíîøåííÿì íóëiâ ôóí-
êöi¨ dn(z), òî êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ C∞(BR), ÿêà ñïiâïàäà¹ çi ñâî¨ìè
óñåðåäíåííÿìè (ïî ìiði Ëåáåãà) ïî êóëÿõ ðàäióñiâ r1 òà r2 âiäïîâiä-
íî â BR−r1 òà BR−r2 , ¹ ãàðìîíi÷íîþ â BR, i äëÿ äîâiëüíèõ k ∈ N,
r1 > 0 òà r2 > 0, r1+r2 = R, iñíó¹ íåãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ f ∈ Ck(BR)
ç òàêîþ âëàñòèâiñòþ (n ≥ 2). Ó òåîðåìi 4.2.1 âèïàäîê r1 + r2 = R
çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì.

Ó çàêëþ÷íîìó ï'ÿòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿäàþòüñÿ òåî-
ðåìè ïðî ñåðåäí¹ ïî âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî áàãàòîêóòíèêà. Íåõàé
m,n ∈ N, s ∈ N0, n ≥ 3, s < m < n+1, i íåõàé dn := 2(5+4 cos π

n )
−1/2

ïðè íåïàðíîìó n, dn := 2(4 + 5 cos2 π
n )

−1/2 ïðè ïàðíîìó n. Íåõàé
òàêîæ R > 0, r ∈ (0, dnR). Ó öüîìó ðîçäiëi îïèñàíî êëàñ ôóíêöié
f ∈ C2m−s−2(BR), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

m−1∑
p=s

nr2p

(p− s)!p!
∂p−s∂̄pf(z) =

n−1∑
ν=0

(reiα+i 2πν
n )sf(z + reiα+i 2πν

n )

ïðè âñiõ z ∈ BR i α ∈ [0, 2π), òàêèõ, ùî {z + reiα+i 2πν
n }n−1

ν=0 ⊂ BR.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ
Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà âñòàíîâëåííþ íîâèõ òåîðåì ïðî ñåðåäí¹

çíà÷åííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíèõ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü íà êîìïëå-
êñíié ïëîùèíi, ëiâà ÷àñòèíà ÿêèõ ¹ äîáóòêîì äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ
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1. Âñòàíîâëåíî òåîðåìó ¹äèíîñòi äëÿ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâ-
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Òðîôèìåíêî Î. Ä. Òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ äëÿ ïîëiàíàëiòè-
÷íèõ ôóíêöié òà ¨õ óçàãàëüíåíü. � Ðóêîïèñ. � Äèñåðòàöiÿ íà
çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê çà
ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.01 � ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. � Iíñòèòóò ìàòåìà-
òèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2016.

Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà òåîðåìàì ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äëÿ
ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíèõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè
êîåôiöi¹íòàìè íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi, ëiâà ÷àñòèíà ÿêèõ ïðåäñòàâ-
ëåíà ó âèãëÿäi äîáóòêó äåÿêèõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ñòåïåíiâ ôîðìàëü-
íèõ ïîõiäíèõ Êîøi. Ðîçãëÿíóòî ñèñòåìè îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü çãîðòêè
ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, âèçíà÷åíèõ íà ãëàäêèõ ôóíêöiÿõ ó êðóçi, ÿêi
óçàãàëüíþþòü êëàñè÷íó âëàñòèâiñòü ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ
äëÿ ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié. Âñòàíîâëåíî òî÷íó òåîðåìó ¹äèíîñòi äëÿ
ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü òàêó ñèñòåìó ó âèïàäêó îäíîãî ðiâíÿí-
íÿ. Òàêîæ äîñëiäæåíî âèïàäîê äâîõ ðiâíÿíü i âñòàíîâëåíî òåîðåìó,
ùî ìiñòèòü â ÿêîñòi ÷àñòèííîãî âèïàäêó êëàñè÷íó òåîðåìó Äåëüñàð-
òà ïðî äâà ðàäióñè äëÿ ðîçìiðíîñòi äâà.

Êëþ÷îâi ñëîâà: òåîðåìà ïðî ñåðåäí¹, ïîëiàíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ,
òåîðåìà ¹äèíîñòi, ïðàâèëüíèé áàãàòîêóòíèê, òåîðåìà ïðî äâà ðàäió-
ñè, ôóíêöiÿ Áåññåëÿ.

Òðîôèìåíêî Î. Ä. Òåîðåìû î ñðåäíåì äëÿ ïîëèàíàëèòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé è èõ îáîáùåíèé. � Ðóêîïèñü. � Äèññåðòàöèÿ
íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íà-
óê ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.01 � ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. � Èíñòèòóò
ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ, 2016.

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ãëàäêèå ôóíêöèè f(z), îïðåäå-
ëåííûå â êðóãå BR := {z ∈ C : |z| < R} (R > 0), êîòîðûå äëÿ
çàäàííûõ m ∈ N è s ∈ N0, s < m, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì
âèäà

m−1∑
p=s

r2p+2

(2p+ 2)(p− s)!p!
∂p−s∂̄pf(z) =

1

2π

∫∫
|ζ−z|≤r

f(ζ)(ζ − z)sdξdη (1)

ãäå r ∈ (0, R), z ∈ BR−r, ζ = ξ + iη.
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Äëÿ r > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç Zr ìíîæåñòâî íóëåé öåëîé ôóíêöèè

gs,m,r(z) :=
Js+1(zr)

(zr)s+1
−

m−1∑
p=s

(zr)2(p−s)(−1)p−s

(p+ 1)!(p− s)!22p−s+1
.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà, â êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ ïðè m = 1 è s = 0 êëàññè÷åñêàÿ
òåîðåìà Æ. Äåëüñàðòà1 î äâóõ ðàäèóñàõ äëÿ ðàçìåðíîñòè n = 2.

Òåîðåìà 4.2.1. Ïóñòü r1, r2 > 0, m ∈ N, s ∈ N0, s < m. Òîãäà:
1) åñëè R > r1 + r2, Zr1 ∩ Zr2 = ∅, f ∈ C2m−s−2(BR), è ïðè âñåõ
r ∈ {r1, r2} è z ∈ BR−r âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1), òî ôóíêöèÿ f
ïðèíàäëåæèò ê êëàññó C∞(BR) è óäîâëåòâîðÿåò â BR óðàâíåíèþ

∂m−s∂̄mf = 0;

2) åñëè max{r1, r2} < R < r1+ r2 èëè Zr1 ∩Zr2 ̸= ∅, òî ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ f ∈ C∞(BR), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1) ïðè âñåõ
r ∈ {r1, r2} è z ∈ BR−r è íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2) â BR.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðåìà î ñðåäíåì, ïîëèàíàëèòè÷åñêàÿ ôóí-
êöèÿ, òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè, ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê, òåîðåìà
î äâóõ ðàäèóñàõ, ôóíêöèÿ Áåññåëÿ.

Trofymenko O. D. Mean value theorems for polyanalytic
functions and their generalizations. � Manuscript. � The Thesis
for a Candidate Degree in Physical and Mathematical Sciences, speciality
01.01.01 � Mathematical Analysis. � Institute of Mathematics of the
National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2016.

This thesis is devoted to the mean value theorems for solutions of
homogeneous linear partial di�erential equations with constant coe�ci-
ents in the complex plane whose left hand side is represented in the form
of the product of some non-negative integer powers of the formal Cauchy
derivatives. We consider systems of special type homogeneous convoluti-
on equations de�ned on smooth functions in a disk, which generalize the
classical mean value property over disks for harmonic functions. A sharp
version of the uniqueness theorem for functions satisfying such a system
in the case of one equation has been established. We also investigate
the case of two equations and prove a theorem consisting the classical
Delsarte's two-radii theorem for dimension two as a special case.

Key words: mean value theorem, polyanalytic function, uniqueness
theorem, regular polygon, two-radii theorem, Bessel function.
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