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ÓÌÎÂÍI ÏÎÇÍÀ×ÅÍÍß

Rn n-âèìiðíèé äiéñíèé åâêëiäiâ ïðîñòið iç íîðìîþ

|x| =
√
(x, x), x = (x1, ..., xn) ∈ Rn;

C ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;

N ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;

N0 ìíîæèíà öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë;

Z ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë;

Sn−1 n− 1-âèìiðíà ñôåðà {y ∈ Rn : |y| = 1};
Lloc ïðîñòið ëîêàëüíî iíòåãðîâíèõ ôóíêöié;

E ′
rad(Rn) ìíîæèíà âñiõ ðàäiàëüíèõ ðîçïîäiëiâ â Rn iç êîì-

ïàêòíèì íîñi¹ì;

B âiäêðèòèé îäèíè÷íèé êðóã íà êîìïëåêñíié ïëî-

ùèíi ç öåíòðîì â òî÷öi íóëü;

B(z, r) âiäêðèòèé êðóã íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi ç öåí-

òðîì â òî÷öi z òà ðàäióñîì r;

Br âiäêðèòèé êðóã íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi ç öåí-

òðîì â òî÷öi 0 òà ðàäióñîì r, r > 0;

Jn ôóíêöiÿ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó ïîðÿäêó n

(n ∈ N0);

F̃ ñôåðè÷íå ïåðåòâîðåííÿ F ∈ E ′
rad(Rn);

Φλ,η,k(ρ) ôóíêöiÿ
(

d
dz

)η
(Jk(zρ)) |z=λ, äå λ ∈ C, η, k ∈ N0.
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè

Òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè òðàäèöiéíî ïðèâåð-

òàþòü óâàãó äîñëiäíèêiâ. Êëàñè÷íèìè ïðèêëàäàìè òàêèõ òåîðåì

¹ òåîðåìà Ãàóñà ïðî ñôåðè÷íi ñåðåäíi ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié òà òå-

îðåìà Ìîðåðè�Êàðëåìàíà ïðî àíàëiòè÷íiñòü íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨

f (z) â îáëàñòi íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi, ÿêà ìà¹ íóëüîâi iíòåãðà-

ëè
∫
f (z) dz ïî êîëàõ. Öi òåîðåìè äîçâîëèëè îòðèìàòè â ÿêîñòi

¨õ ïðîñòèõ íàñëiäêiâ íèçêó âàæëèâèõ âëàñòèâîñòåé àíàëiòè÷íèõ

òà ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié, ÿê, íàïðèêëàä, ïðèíöèï ìàêñèìóìó, i

âèêëèêàëè âåëèêó êiëüêiñòü ðîáiò, ïðèñâÿ÷åíèõ ç îäíîãî áîêó �

¨õ äîïîâíåííþ òà óçàãàëüíåííþ äëÿ àíàëiòè÷íèõ òà ãàðìîíi÷íèõ

ôóíêöié, à ç iíøîãî � âèçíà÷åííþ íîâèõ êëàñiâ ôóíêöié ó òåðìi-

íàõ ïîñëàáëåííÿ óìîâ òi¹¨ ÷è iíøî¨ òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åí-

íÿ. Çîêðåìà, òàêèì ÷èíîì áóëî ââåäåííî ïîíÿòòÿ ñóáãàðìîíi÷íî¨

ôóíêöi¨, ÿêå ¹ öåíòðàëüíèì ïîíÿòòÿì ñó÷àñíî¨ òåîði¨ ïîòåíöiàëó.

Ïî÷èíàþ÷è ç XIX ñòîëiòòÿ, áóëî âñòàíîâëåíî âåëèêó êiëü-

êiñòü êîíêðåòíèõ òåîðåì ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ, ùî õàðàêòåðèçó-

þòü ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè çàäàíîãî ñòåïåíÿ, ïîëiàíàëiòè÷íi òà ïî-

ëiãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨, à òàêîæ ðîçâ'ÿçêè äåÿêèõ iíøèõ âàæëèâèõ

îäíîðiäíèõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôi-

öi¹íòàìè, ÿê, íàïðèêëàä, õâèëüîâå ðiâíÿííÿ, ðiâíÿííÿ òåïëîïðî-

âiäíîñòi àáî ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà.
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Ðîçðîáëÿþ÷è ñòâîðåíó íèì òåîðiþ ïåðiîäè÷íèõ â ñåðåäíüîìó

ôóíêöié, Æ. Äåëüñàðò [30] äîâiâ ãàðìîíi÷íiñòü äiéñíèõ íåïåðåðâ-

íèõ ôóíêöié ó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn, ÿêi ñïiâïàäàþòü çi ñâî¨ìè

óñåðåäíåííÿìè ïî ìiði Ëåáåãà íà êóëÿõ ç ðàäióñàìè r1 òà r2, äå r1

òà r2 � äiéñíi äîäàòíi ÷èñëà, âiäíîøåííÿ ÿêèõ íå ¹ âiäíîøåííÿì

íóëiâ öiëî¨ ôóíêöi¨

dn(z) := 2n/2Γ(n/2 + 1)Jn/2(z)z
−n/2 − 1.

Ðåçóëüòàòè òàêîãî òèïó îòðèìàëè íàçâó òåîðåì ïðî äâà ðàäió-

ñè. Ç iíøîãî áîêó, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹�

Ëàïëàñà ðîçïîäiëó ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, Ë. Çàëüöìàí [63] çíà-

éøîâ íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè íà êîìïëåêñíó áîðåëiâñüêó ìiðó

µ íà îäèíè÷íié êóëi ïðîñòîðó Rn òà íà ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíèé

îïåðàòîð P çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, çà ÿêèõ íåïåðåðâíi ñëàáêi

ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Pf = 0 ó äîâiëüíié îáëàñòi G ⊂ Rn õàðàêòå-

ðèçóþòüñÿ óìîâîþ ∫
f (x + rt) dµ(t) = 0

äëÿ âñiõ x ∈ G òà r > 0, òàêèõ, ùî çàìêíåíà êóëÿ iç öåíòðîì

x ðàäióñà r íàëåæèòü G. Öåé ðåçóëüòàò ¹ ïåðøîþ òåîðåìîþ ïðî

ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ çàãàëüíîãî õàðàêòåðó i ìiñòèòü â ÿêîñòi íàñëiä-

êiâ òåîðåìè Ãàóñà òà Ìîðåðè�Êàðëåìàíà, à òàêîæ íèçêó iíøèõ

ðàíiøå âñòàíîâëåíèõ êîíêðåòíèõ òåîðåì ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ.

Çãàäàíi ðåçóëüòàòè Æ. Äåëüñàðòà òà Ë. Çàëüöìàíà âèÿâè-

ëè ãëèáîêi çâ'ÿçêè ìiæ êîìïëåêñíèì àíàëiçîì, òåîði¹þ ëiíiéíèõ
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äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ãàðìîíi÷íèì

àíàëiçîì, iíòåãðàëüíîþ ãåîìåòði¹þ òà òåîði¹þ ñïåöiàëüíèõ ôóí-

êöié, i îòðèìàëè ðîçâèòîê ó ðîáîòàõ áàãàòüîõ àâòîðiâ (Ê. Áåðåí-

ñòåéí, Ä. Ñòðóïïà, Ä. Ñìiò, Ð. Ãåé, À. Iæåð, Ë. Áðàóí, Á. Øðåé-

áåð, Á. Òåéëîð, É. Ãëîáåâíèê, Ó. Ðóäií òà ií.), ÿêi óçàãàëüíþâàëè

òà äîïîâíþâàëè ¨õ ó ðiçíèõ íàïðÿìàõ (äèâ. îãëÿä [1] òà ìîíîãðà-

ôiþ [60]). Çîêðåìà, íàéáiëüø ñêëàäíi òåîðåìè ïðî äâà ðàäióñè

íàëåæàòü Â. Â. Âîë÷êîâó.

Òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ òà ïîáóäîâàíi çà ¨õ äîïîìîãîþ

îïåðàòîðè óñåðåäíåííÿ ìàþòü ðiçíîìàíiòíi çàñòîñóâàííÿ ÿê â òå-

îði¨ ôóíêöié (íàáëèæåííÿ ôóíêöié, îïèñ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðî-

ñòîðiâ), òàê i â ÿêiñíié òåîði¨ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (ãðàíè÷íi âëàñòèâîñòi, óñóíåííÿ îñîáëè-

âîñòåé, äèôåðåíöiàëüíi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ òà ií.).

Ïðåäñòàâëåíà äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà âñòàíîâëåííþ íîâèõ òå-

îðåì ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ, çîêðåìà òåîðåì ïðî äâà ðàäióñè, ùî

ìàþòü íåêëàñè÷íèé âèãëÿä i îïèñóþòü êëàñè ðîçâ'ÿçêiâ îäíîði-

äíèõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi,

ëiâà ÷àñòèíà ÿêèõ ¹ äîáóòêîì äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ ñòåïåíiâ ôîð-

ìàëüíèõ ïîõiäíèõ Êîøi ∂ òà ∂.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè,

òåìàìè

Äàíà ðîáîòà âèêîíóâàëàñü â ðàìêàõ äåðæáþäæåòíûõ òåì �

09-1ââ/19 "Àíàëiç Ôóð'¹ òà íàáëèæåííÿ ôóíêöié"(� äåðæðå¹-
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ñòðàöi¨ 0109U001653) i � 12-1ââ/19 "Ãàðìîíi÷íèé òà ñïåêòðàëü-

íèé àíàëiç ôóíêöié i îïåðàòîðiâ, ðiâíÿííÿ çãîðòêè òà íàáëèæåííÿ

ôóíêöié"(� äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0112U002701), ÿêi âèêîíóþòüñÿ ó âiä-

ïîâiäíîñòi ç ïëàíîì íàóêîâî-äîñëiäíèöüêèõ ðîáiò êàôåäðè ìàòå-

ìàòè÷íîãî àíàëiçó òà òåîði¨ ôóíêöié (2009�2013 ðîêè) i êàôåäðè

ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó i äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2013�2014 ðî-

êè) Äîíåöüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó.

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ

Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé

ãëàäêèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ ó êðóçi íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî

êðóãàõ, òîáòî ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåì îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü çãîðòêè

ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, ùî óçàãàëüíþþòü êëàñè÷íó âëàñòèâiñòü ñå-

ðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ äëÿ ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñèñòåìè òàêèõ ðiâíÿíü. Ïðåäìåòîì

äîñëiäæåííÿ ¹ ¨õ ðîçâ'ÿçêè.

Äëÿ äîñÿãíåííÿ çàçíà÷åíî¨ ìåòè ó ðîáîòi áóëî ïîñòàâëåíî

òàêi çàäà÷i:

1. Âñòàíîâèòè òåîðåìó ¹äèíîñòi äëÿ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâ-

íèõ ôóíêöié ó êðóçi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíåíó óìîâó

ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ ôiêñîâàíîãî ðàäióñà.

2. Äîñëiäèòè òî÷íiñòü óìîâ öi¹¨ òåîðåìè.

3. Îïèñàòè êëàñ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ó êðóçi,
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ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ

ïî êðóãàõ ôiêñîâàíîãî ðàäióñà.

4. Âñòàíîâèòè âiäïîâiäíó òåîðåìó ïðî äâà ðàäióñè.

5. Îïèñàòè êëàñè ãëàäêèõ ôóíêöié ó êðóçi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

óçàãàëüíåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî âåðøèíàõ ïðà-

âèëüíèõ áàãàòîêóòíèêiâ, âïèñàíèõ ó êðóãè ôiêñîâàíîãî ðà-

äióñà.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ìåòîäè êîìïëå-

êñíîãî àíàëiçó, ãàðìîíi÷íîãî àíàëiçó, òåîði¨ ëiíiéíèõ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè òà òåîði¨ ñïåöiàëüíèõ

ôóíêöié.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ

Âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèìè ïîëîæåííÿìè:

1. Âïåðøå âñòàíîâëåíî òåîðåìó ¹äèíîñòi äëÿ íåñêií÷åííî äèôå-

ðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ó êðóçi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíåíó

óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ ôiêñîâàíîãî ðàäióñà.

2. Âïåðøå ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè ôóíêöié, ùî ïîêàçóþòü íåïî-

êðàùóâàíiñòü óìîâ öi¹¨ òåîðåìè.

3. Ó òåðìiíàõ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié âïåðøå îïèñàíî êëàñ íåñêií-

÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ó êðóçi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
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óçàãàëüíåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ ôiêñîâàíî-

ãî ðàäióñà

4. Ó òåðìiíàõ ôóíêöié Áåññåëÿ âïåðøå îòðèìàíî âiäïîâiäíó òå-

îðåìó ïðî äâà ðàäióñè

5. Â ÿâíîìó âèãëÿäi âïåðøå îïèñàíî êëàñè ãëàäêèõ ôóíêöié ó

êðóçi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà-

÷åííÿ ïî âåðøèíàõ ïðàâèëüíèõ áàãàòîêóòíèêiâ, âïèñàíèõ ó

êðóãè ôiêñîâàíîãî ðàäióñà.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðà-

êòåð.

Âîíè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â òåîði¨ åëiïòè÷íèõ ëiíiéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè íà êîìïëå-

êñíié ïëîùèíi òà â òåîði¨ êâàçiàíàëiòè÷íèõ êëàñiâ ôóíêöié.

Îñîáèñòèé âêëàä çäîáóâà÷à

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 3 îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [17], [19] òà [21].

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 4 îïóáëiêîâàíî â ðîáîòi [57]. Ðåçóëüòàòè ðîç-

äiëó 5 îïóáëiêîâàíî â ðîáîòi îïóáëèêîâàíî â ðîáîòàõ [18] òà [20].

Â äèñåðòàöi¨ ñèñòåìàòè÷íî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè i ðå-

çóëüòàòè ðîáiò Â. Â. Âîë÷êîâà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ðîç'ÿçêiâ

îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ çãîðòêè iç ðàäiàëüíèì ðîçïîäiëîì ç êîìïà-

êòíèì íîñi¹ì, çîêðåìà îòðèìàíi íèì çàãàëüíi óìîâè íà ïàðíó öiëó



12

ôóíêöiþ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó, ÿêà ¹ ñôåðè÷íèì ïåðåòâîðåí-

íÿì çàäàíîãî ðàäiàëüíîãî ðîçïîäiëó, çà ÿêèõ äîâiëüíèé íåñêií-

÷åííî äèôåðåíöiéîâíèé ðîçâ'ÿçîê ïîðîäæåíîãî íèì îäíîðiäíîãî

ðiâíÿííÿ çãîðòêè ó êðóçi ðîçêëàäà¹òüñÿ â ðÿäè ïî ñïåöiàëüíèõ

ôóíêöiÿõ, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ëèøå öi¹þ öiëîþ ôóíêöi¹þ.

Íàóêîâîìó êåðiâíèêó íàëåæèòü ïîñòàíîâêà çàäà÷, à òàêîæ

çàãàëüíå êåðiâíèöòâî ðîáîòîþ. Îñòàòî÷íi ôîðìóëþâàííÿ òà äî-

âåäåííÿ ðåçóëüòàòiâ íàëåæàòü çäîáóâà÷ó.

Àïðîáàöèÿ íàóêîâèõ ðåçóëüòàòiâ

Îêðåìi ðåçóëüòàòè äiñåðòàöi¨ áóëî äîêëàäåíî òà îáãîâîðåíî

íà íàñòóïíèõ êîíôåðåíöiÿõ:

1. Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè-

êè, ìåõàíèêè è èíôîðìàòèêè� 17-21 ëèñòîïàäà, ì.Òóëà, Ðîñiÿ,

2008 ð.

2. Óêðà¨íñüêèé ìàòåìàòè÷íé êîíãðåñ äî 100 ðîêiâ ç äíÿ íàðîäæå-

ííÿ Ì. Ì. Áîãîëþáîâà, 27-28 ñåðïíÿ, ì. Êè¨â, Óêðà¨íà, 2009 ð.

3. Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ç êîìïëåêñíîãî àíàëiçó, ïðèñâÿ÷åíà

ïàì'ÿòi À. À. Ãîëüäáåðãà, 31 òðàâíÿ-5 ÷åðâíÿ, ì. Ëüâiâ, Óêðà¨íà,

2010 ð.

4. Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ç có÷àñíîãî Àíàëiçó, 20�23 ÷åðâíÿ,

ì. Äîíåöüê, Óêðà¨íà, 2011 ð.

5. Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ �Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ¨¨

çàñòîñóâàííÿ�, ïðèñâÿ÷åíà 70-ði÷÷þ Î. I. Ñòåïàíöÿ, 28 òðàâíÿ �

3 ÷åðâíÿ, ì. Êàì'ÿíåöü-Ïîäiëüñüêèé, Óêðà¨íà, 2012 ð.
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6. Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ �Êîìïëåêñíèé àíàëiç, òåîðiÿ ïîòåí-

öiàëó òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ�, ïðèñâÿ÷åíà ïàì'ÿòi Ï. Ì. Òàìðàçîâà,

19-24 ñåðïíÿ, ì. Êè¨â, Óêðà¨íà, 2013 ð.

7. Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ �Êîìïëåêñíèé àíàëiç�, 23-28 âåðåñíÿ,

ì. Ëüâiâ, Óêðà¨íà, 2013 ð.

8. Âñåóêðà¨íñüêà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíî-

ñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó�, 25 ëþòîãî � 1 áåðåçíÿ, Âîðîõòà,

Óêðà¨íà, 2015 ð.

9. Âñåóêðà¨íñüêà êîíôåðåíöiÿ, ïðèñâÿ÷åíà 100-ði÷÷þ âiä äíÿ íà-

ðîäæåííÿ Ê.Ì. Ôiøìàíà òà Ì.Ê. Ôàãå, 1-4 ëèïíÿ, ì.×åðíiâöi,

Óêðà¨íà, 2015 ð.

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäàëàñü íåîäíîðàçîâî íà ñåìiíàði

�Àíàëiç Ôóð'¹� ó Äîíåöüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi (êåðiâ-

íèê � ïðîô. Ð. Ì. Òðèãóá ), à òàêîæ íà ñåìiíàði ç òåîði¨ ôóíêöié

i ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ó ×åðíiâåöüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíi-

âåðñèòåòi iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à (êåðiâíèê � ïðîô. Â. Ê. Ìàñëþ-

÷åíêî ) òà íà ñåìiíàði âiääiëó êîìïëåêñíîãî àíàëiçó i òåîði¨ ïî-

òåíöiàëó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê � ïðîô.

Þ.Á. Çåëiíñüêèé).

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 3 áóëè âiäçíà÷åíi ãðàìîòîþ íà Âñåóêðà¨í-

ñüêîìó êîíêóðñi ñòóäåíòñüêèõ íàóêîâèõ ðîáiò (2007 ð.) i òðåòiìi

ïðåìiÿìi íà êîíêóðñàõ Íàöiîíàëüíî¨ Àêàäåìi¨ Íàóê Âèùî¨ Îñâi-

òè Óêðà¨íè (íîìiíàöiÿ ¾Êðàùà íàóêîâà ðîáîòà ìîëîäèõ â÷åíèõ¿,

2009 òà 2010 ðð.).
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Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 5, îòðèìàëè ãðàìîòó Ïðåçèäi¨ Íàöiîíàëü-

íî¨ Àêàäåìi¨ Íàóê Óêðà¨íè (2012 ð.).

Çà ðåçóëüòàìè ðîçäiëiâ 3 òà 5 àâòîðó áóëî ïðèçíà÷åíî ñòè-

ïåíäiþ Êàáiíåòà Ìiíiñòðiâ Óêðà¨íè äëÿ ìîëîäèõ ó÷åíèõ íà 2014-

2016 ðîêè (íàêàç Ìiíiñòåðñòâà îñâiòè i íàóêè Óêðà¨íè âiä 17.02.14

�6/2-106-14 ).

Ïóáëiêàöi¨

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëèêîâàíî â 6 ñòàòòÿõ [17]-

[21], [57] â íàóêîâèõ âèäàííÿõ, âíåñåíèõ äî ïåðåëiêó ôàõîâèõ âè-

äàíü ç ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, îäíó ç ÿêèõ [20] íàäðóêîâàíî

ó âèäàííi, âíåñåíîìó äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîâîìåòðè÷íèõ áàç. Ðå-

çóëüòàòè äèñåðòàöi¨ òàêîæ âiäîáðàæåíî ó ìàòåðiàëàõ 8 ìiæíàðî-

äíèõ òà âñåóêðà¨íñüêèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöié [10]-[15], [55]-[56].

Ñòðóêòóðà òà îá'¹ì ðîáîòè

Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ï'ÿòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ,

ñïèñêó ëiòåðàòóðè, ùî âêëþ÷à¹ 65 íàéìåíóâàíü, òà ïåðåëiêó

óìîâíèõ ïîçíà÷åíü. Ïîâíèé îá'¹ì ðîáîòè ñêëàäà¹ 107 ñòîðiíîê

ìàøèíîïèñíîãî òåêñòó.

Îñíîâíi ïîëîæåííÿ, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò

1. Âñòàíîâëåíî òåîðåìó ¹äèíîñòi äëÿ íåñêií÷åííî äèôåðåíöi-

éîâíèõ ôóíêöié ó êðóçi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíåíó óìîâó

ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ ôiêñîâàíîãî ðàäióñà.
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2. Ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè ôóíêöié, ùî ïîêàçóþòü íåïîêðàùó-

âàíiñòü óìîâ öi¹¨ òåîðåìè.

3. Ó òåðìiíàõ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié îïèñàíî êëàñ íåñêií÷åííî

äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ó êðóçi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíå-

íó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ ôiêñîâàíîãî ðàäióñà

4. Ó òåðìiíàõ ôóíêöié Áåññåëÿ îòðèìàíî âiäïîâiäíó òåîðåìó

ïðî äâà ðàäióñè

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó ïîäÿêó ñâî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâíèêó

ïðîôåñîðóÞ. Á. Çåëiíñüêîìó, à òàêîæ ïðîôåñîðó Â. Â. Âîë÷êîâó

òà ä.ô.-ì.í. À. Â. Ïîêðîâñüêîìó çà óâàãó äî ðîáîòè.



16

Ðîçäië 1

Îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨

Ó öüîìó ðîçäiëi äàíî îãëÿä ðåçóëüòàòiâ, ïðèñâÿ÷åíèõ òåîðå-

ìàì ïðî ñåðåäíå çíà÷åííÿ äëÿ ãàðìîíi÷íèõ òà ïîëiãàðìîíi÷íèõ

ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ òà ïîëiàíàëiòè÷íèõ ôóíêöié òà ðîçâ'ÿçêiâ

çàãàëüíèõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi-

¹íàìè .

1.1 Òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ äëÿ ãàðìîíi÷íèõ òà ïîëiãàðìî-

íi÷íèõ ôóíêöié

Iñòîðè÷íî ïåðøîþ òåîðåìîþ ïðî ñåðåäíå çíà÷åííÿ áóëà êëàñè÷íà

òåîðåìà Ãàóñà ïðî òå, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ îáëàñòi G ⊂ Rn (n ≥ 2),

äîâiëüíî¨ ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ f â öié îáëàñòi, òà äëÿ äîâiëüíèõ

x ∈ G i r > 0, äëÿ ÿêèõ {y ∈ Rn : |y − x) ≤ r} ⊂ G, ñåðå-

äíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f ïî ñôåði ðàäióñà iç öåíòðîì x ñïiâïàäà¹

ç f (x). Ïiçíiøå Êîáå äîâiâ ñïðàâåäëèâiñòü îáåðíåíî¨ òåîðåìè. Öi

ðåçóëüòàòè âèêëàêèëè âåëèêó êiëüêiñòü ðîáiò, ïðèñâÿ÷åíèõ ¨õ óçà-

ãàëåíåííÿì òà äîïîâíåííÿì ÿê äëÿ ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié, òàê i

äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ áiëüø çàãàëüíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷à-

ñòèííèìè ïîõiäíèìè (äèâ., íàïðèêëàä îãëÿäè [46], [63] i ìîíîãðà-

ôi¨ [60], [58] ç âåëèêîþ áiáëiîãðàôi¹þ).

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî äåêiëüêà ðåçóëüòàòiâ, ïðèñâÿ÷å-

íèõ òåîðåìàì ïðî ñåðåäíå çíà÷åííÿ äëÿ ãàðìîíi÷íèõ òà ïîëiãàð-
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ìîíi÷íèõ ôóíêöié, ïîâ'ÿçàíèõ ç ðåçóëüòàòàìè íàøî¨ äèñåðòàöié-

íî¨ ðîáîòè.

ßê âæå çãàäóâàëîñü ó âñòóïi, Æ. Äåëüñàðò [30] äîâiâ ãàð-

ìîíi÷íiñòü äiéñíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ó åâêëiäîâîìó ïðîñòî-

ði Rn, ÿêi ñïiâïàäàþòü çi ñâî¨ìè óñåðåäíåííÿìè ïî ìiði Ëåáå-

ãà íà êóëÿõ ç ðàäióñàìè r1 òà r2, äå r1 òà r2 � äiéñíi äîäàòíi

÷èñëà, âiäíîøåííÿ ÿêèõ íå ¹ âiäíîøåííÿì íóëiâ öiëî¨ ôóíêöi¨

dn(z) := 2n/2Γ(n/2 + 1)Jn/2(z)z
−n/2 − 1, à òàêîæ àíàëîãi÷íèé ðå-

çóëüòàò äëÿ ñôåði÷íèõ ñåðåäíiõ â òåðìiíàõ iíøî¨ ñïåöiàëüíî¨ ôóí-

êöi¨ (äèâ. íàñòóïíó òåîðåìó). Ðåçóëüòàòè òàêîãî òèïó îòðèìàëè

íàçâó òåîðåì ïðî äâà ðàäióñè i îòðèìàëè ðîçâèòîê ó ðîáîòàõ áà-

ãàòüîõ àâòîðiâ (äåòàëüíiøå äèâ. ïiäðîçäië 4.1). Íàáàãàòî ñêëàäíi-

øèì âèÿâèëîñü äîâåñòè ëîêàëüíi òåîðåìè ïðî äâà ðàäióñè, òîáòî

òåîðåìè, â ÿêèõ ðîçãëÿäàþòüñÿ ôóíêöi¨ âèçíà÷åíi íå â óñüîìó

ïðîñòîði Rn, à ëèøå â êðóçi BR := {x ∈ Rn : |x| < R} ñ R < ∞.

Ïåðøi òàêi òåîðåìè áóëè âñòàíîâëåíi â ðîáîòi Ê. Áåðåíñòåéíà òà

Ð. Ãåÿ [27] ó 1986 ðîöi � ÷åðåç 25 ðîêiâ ïiñëÿ çãàäàíî¨ ïiîíåðñüêî¨

ðîáîòè Æ. Äåëüñàðàòà. Ñôîðìóëþ¹ìî îäèí ç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè

[27]. Äëÿ öüîãî âèçíà÷èìî ôóíêöiþ

σ(t) = 2(n−2)/2Γ(n/2)J(n−2)/2(t)/t
(n−2)/2

ìíîæèíó

Hn = {ξ/η : ξ, η ∈ (0,+∞), σ(ξ) = σ(η) = 1}

òà ïîçíà÷èìî ÷åðåç Sn−1 îäèíè÷íó ñôåðó â Rn.
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Òåîðåìà 1.1.1. ßêùî R > r1 + r2, r1/r2 ̸∈ Hn òà f � íåïåðåâíà

ôóíêöiÿ â BR, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâ (äëÿ íîðìîâàíî¨ ìiðè Ëåáåãà

dσ íà Sn−1)

f (x) =

∫
Sn−1

f (x + r1y)dσ(y),

äëÿ êîæíîãî x ∈ BR−r1 òà

f (x) =

∫
Sn−1

f (x + r2y)dσ(y),

äëÿ êîæíîãî x ∈ BR−r2, òî ôóíêöiÿ f ¹ ãàðìîíi÷íîþ â BR.

Íàñòóïíèé òèï óìîâ, ùî õàðàêòåðèçóþòü ãàðìîíi÷íîñòü, áóâ

çàïðîïîíîâàíèé É. Ãëîáåâíiêîì òà Ó. Ðóäiíèì ó 1989 ð. (äèâ. [1]).

Òåîðåìà 1.1.2. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f , íåïåðåðâíó â êðóçi BR.

Òîäi f ¹ ãàðìîíi÷íîþ â BR òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêî¨

îïóêëî¨ ìíîæèíè U ⊂ BR, O ∈ U , âèêîíó¹òüñÿ óìîâà∫
∂U

fdωU = f (0),

äå dωU � ãàðìîíi÷íà ìiðà ìåæi ∂U âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò

O.

Ó çâ'ÿçêó ç ôîðìóëþâàííÿì öi¹¨ òåîðåìè, íàãàäà¹ìî, ùî ãàð-

ìîíi÷íà ìiðà ìíîæèíè ∂U âiäíîñíî òî÷êèO âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê éìî-

âiðíîñíà áîðåëiâñüêà ìiðà µ íà ∂U , òàêà, ùî äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨

f ∈ C(∂U) iíòåãðàë
∫
∂U f (x) dµ äîðiâíþ¹ çíà÷åííþ â òî÷öi O

íåïåðåðâíîãî (íà U) ãàðìîíi÷íîãî ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ f ç ∂U

âñåðåäèíó îáëàñòi U (iñíóâàííÿ òàêî¨ ìiðè âèïëèâà¹ iç ïðèíöèïó
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ìàêñiìóìó äëÿ ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié òà òåîðåìè Ô. Ðiñà ïðî çà-

ãàëüíèé âèãëÿä íåïåðåðâíîãî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà ó ïðîñòîðàõ

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié).

Çóïèíåìîñü íà òåîðåìàõ ïðî ñåðåäíå çíà÷åííÿ äëÿ ãàðìîíi-

÷íèõ ïîëiíîìiâ. Ïåðøà òàêà òåîðåìà áóëà âñòàíîâëåíà íåçàëåæíî

â ðîáîòàõ Ø. Êàêóòàíi i Ì. Íàãóìî [43], Äæ. Ë. Óîëøà [61] òà

I. I. Ïðiâàëîâà [9] (ðîçäië 3, �11): ôóíêöiÿ f ∈ C(C) ¹ ãàðìîíi÷íèì
ïîëiíîìîì ñòåïåíÿ íå âèùå m − 1 òîäi i òiëüêi òîäi, êîëè ¨¨ ñå-

ðåäí¹ çíà÷åííÿ ïî âåðøèíàõ áóäü-ÿêîãî ïðàâèëüíîãî m-êóòíèêà

äîðiâíþ¹ çíà÷åííþ öi¹¨ ôóíêöi¨ â éîãî öåíòði (m ∈ N, m ≥ 3).

Öåé ðåçóëüòàò îòðèìàâ ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ó ðîáîòàõ öüîãî ó

ðîáîòàõ Å. Áåêåíáàõà i Ì. Ðiäà [23], [24], Ë. Ôëàòòî [37], À. Ôði-

äìàíà [40] òà Ò. Ðåìçi i I. Âåéòà [49]. Ñôîðìóëþ¹ìî ðåçóëüòàò ç

îñòàííüî¨ ðîáîòè.

Òåîðåìà 1.1.3. Íåõàé R > 0, µ � ñêií÷åíà áîðåëiâñüêà ìiðà íà

îäèíè÷íîìó êîëi â C,
2π∫
0

dµ(θ) = 1, i íåõàé m ∈ N, m ≥ 3. Òîäi

1) ÿêùî µ íå ¹ íîðìîâàíîþ ìiðîþ Ëåáåãà, òî êîæíà ôóíêöiÿ

f ∈ C(C), ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi
2π∫
0

f (z + ξeiθ) dµ(θ) = f (z) (1.1)

ïðè âñiõ z ∈ C òà ξ ∈ C, |ξ| = R, ¹ ãàðìîíi÷íîþ (â C). ßêùî
ïðè öüîìó µ̂(1) ̸= 0, òî f ¹ àíàëiòè÷íîþ. Äî òîãî æ iñíó¹ ãàð-

ìîíi÷íà ôóíêöiÿ, ÿêà íå çàäîâîëüíÿ¹ (1.1).

2) ßêùî µ̂(k) = 0, k = −1,−2, . . . ,−m, µ̂(−m − 1) ̸= 0 òà
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µ̂(1) ̸= 0 (µ̂(k) = 0, k = 1, 2, . . . ,m, µ̂(m + 1) ̸= 0 òà µ̂(1) ̸= 0),

òî f ∈ C(C) çàäîâîëüíÿ¹ (1.1) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f �

ïîëiíîì âiä z (z̄) ïîðÿäêó íå âèùå m. Îòæå, ÿêùî µ̂(k) = 0,

k = ±1,±2, ...,±m, µ̂(±(−m − 1)) ̸= 0, òî ðiâíÿííÿ (1.1) õàðà-

êòåðèçó¹ âñi ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè ñòåïåíÿ íå âèùå m.

Â öié òåîðåìi µ(k) =
∫ 2π

0 e−ikθ dµ(θ), k ∈ Z, � êîåôiöi¹íòè

Ôóð'¹ ìiðè µ.

Â. Â. Âîë÷êîâ ðîçãëÿíóâ ëîêàëüíó âåðñiþ íàñëiäêà öi¹¨ òå-

îðåìè Ðåìçi�Âåéòà äëÿ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ. Íåõàé n ≥ 2,

m ∈ N, i íåõàé HPm−1 ïîçíà÷à¹ êëàñ âñiõ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ

â Rn. Íåõàé òàêîæ A � îïóêëèé áàãàòîãðàííèê â Rn, âñi âåðøè-

íè ÿêîãî v1, . . . , vm ëåæàòü íà îäèíè÷íié ñôåði Sn−1. Ïîçíà÷èìî

V = {0, v1, ..., vm},

rA = inf{r > 0 : ∪
λ∈Mot(A,Br)

λV = Br},

äå Mot(A,Br) � ìíîæèíà âñiõ åâêëiäîâèõ ðóõiâ λ òàêèõ, ùî

λA ⊂ Br.

Íåõàé òàêîæ FEA(BR) � ìíîæèíà âñiõ ëîêàëüíî iíòåãðîâíèõ

ôóíêöié ó êðóçi BR, òàêèõ, ùî f ∈ FEA(BR) òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè ðiâíÿííÿ

f (λ0) =
1

m

m∑
j=1

f (λvj) (1.2)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ìàéæå âñiõ λ ∈ Mot(A,Br).

Òåîðåìà 1.1.4. Íåõàé R > rA. Òîäi âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi

òâåðäæåííÿ:
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1) ÿêùî n = 2 òà A � ïðàâèëüíèé m-êóòíèê, òî

FEA(BR) = HPm−1;

2) ÿêùî A � ïðàâèëüíèé òåòðàåäð ó Rn, òî FEA(BR) = HP2;

3) ÿêùî A � êóá àáî ïðàâèëüíèé îêòàåäð ó Rn, òî

FEA(BR) = HP2(BR).

Öÿ òåîðåìà âñòàíîâëåíà â [60] (ñ. 405-407). Ôóíêöi¨, ÿêi çà-

äîâîëüíÿþòü óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî ïîâåðõíåâié ìiði íà

áàãàòîãðàííèêàõ â Rn âèâ÷àëèñü ó ðîáîòàõ Ê. Iâàñàêi [32] òà [33].

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äåÿêi òåîðåìè ïðî ñåðåäíå çíà÷åííÿ äëÿ

ïîëiãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié.

Îçíà÷åííÿ 1.1.5. Íåõàé n,m ∈ N, n ≥ 2, G � îáëàñòü â

Rn. Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ ïîëiãàðìîíi÷íîþ ïîðÿäêó m (àáî m-

ãàðìîíi÷íîþ) â îáëàñòi G, ÿêùî âîíà íàëåæèòü êëàñó C2m(G)

i çàäîâîëüíÿ¹ â G ðiâíÿííþ

∆mf = 0,

äå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà

Òåîðåìè ïðî ñåðåäíå çíà÷åííÿ äëÿ ïîëiãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié

âèâ÷àëèñÿ ó ðîáîòàõ Ï. Ïiçåòòi [48]. Ô. Ñáðàíà [52]), Ì. Íiêîëåñêî

[47], Ä. Áðåìáëà i Ë. Ïåéíà [28]. Ñôîðìóëþ¹ìî äâà ðåçóëòàòà

ç îñòàííî¨ ðîáîòè. Äëÿ öüîãî ïîçíà÷èìî ÷åðåç B(x, r) âiäêðèòó

åâêiëiäîâó êóëþ iç öåíòðîì x òà ðàäióñîì r.

Íåõàé f � m-ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ â G, x ∈ G, ρ1, . . . , ρm ∈ R,
0 < ρ1 < ... < ρm, B(x, rm) b G, i íåõàé σ � ïîâåðõíåâà ìiðà
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íà ñôåði Sn−1, íîðìîâàíà óìîâîþ σ(Sn−1) = 1. Òîäi ç ðåçóëüòàòiâ

Ïiçåòòi [48] âèïëèâàþòü íàñòóïíi ôîðìóëè:

f (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫
Sn−1

f (x + ρ1y) dσ(y) ...
∫

Sn−1

f (x + ρmy) dσ(y)

ρ21 ... ρ2m

ρ41 ... ρ4m

... ... ...

ρ
2(m−1)
1 ... ρ

2(m−1)
m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 ... 1

ρ21 ρ22 ... ρ2m

... ... ... ...

ρ
2(m−1)
1 ρ

2(m−1)
2 ... ρ

2(m−1)
m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (1.3)

ωnf (x)

n
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
ρn1

∫
|y−x|≤ρ1

f (y) dy ... 1
ρnm

∫
|y−x|≤ρm

f (y) dy

ρ21 ... ρ2m

ρ41 ... ρ4m

... ... ... ...

ρ
2(m−1)
1 ... ρ

2(m−1)
m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 ... 1

ρ21 ρ22 ... ρ2m

... ... ... ...

ρ
2(m−1)
1 ρ

2(m−1)
2 ... ρ

2(m−1)
m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (1.4)

äå ωn = 2πn/2

Γ(n/2). Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ âñòàíîâëþòüñÿ àíà-

ëîãè öèõ ñïiââiäíîøåíü äëÿ ïîëiàíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Íàñòóïíi
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äâi òåîðåìè íàëåæàòü Ä. Áðåìáëó òà Ë. Ïåéíó [28]

Òåîðåìà 1.1.6. Íåõàé f � ôóíêöiÿ, ùî ¹ iíòeãðîâíîþ íà êîæíié

ñôåði ç G òà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi (1.3) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ G

òà âñiõ 0 < ρ1 < ... < ρm ç óìîâîþ B(x, ρm) b G. Òîäi f äîðiâíþ¹

ìàéæå ñêðiçü m-ãàðìîíi÷íié ôóíêöi¨ f̄ â G.

Òåîðåìà 1.1.7. Íåõàé ôóíêöiÿ f ¹ ëîêàëüíî iíòåãðîâíîþ â G i

çàäîâîëüíÿ¹ (1.4) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ G òà âñiõ 0 < ρ1 < ... < ρm

ç óìîâîþ B(x, ρm) b G. Òîäi f äîðiâíþ¹ ìàéæå ñêðiçü m-

ãàðìîíi÷íié ôóíêöi¨ f̄ â G.

Çàóâàæåìî, ùî ìîíîãðàôiÿ [22] ïðèñâÿ÷åíà âèêëàäåííþ òîí-

êî¨ êëàñèôiêàöi¨ äiéñíî àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié çà äîïîìîãîþ ¨õ

áëèçêîñòi ó ïåâíîìó ñåíñi äî ïîëiãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié.

1.2 Òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ äëÿ àíàëiòè÷íèõ òà ïîëiàíàëi-

òè÷íèõ ôóíêöié

Êëàñè÷íèì ïðèêëàäîì òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äëÿ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ ¹ òåîðåìà Ìîðåðè-

Êàðëåìàíà: ÿêùî ôóíêöiÿ f (z) ¹ íåïåðåðâíîþ â îäíîçâ'ÿçíié îïó-

êëié îáëàñòi G, òî óìîâà ðiâíîñòi íóëþ iíòåãðàëà
∫
C

f (z) dz ïî

áóäü-ÿêîìó êîëó C ∈ G ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ äëÿ àíàëi-

òè÷íîñòi öi¹¨ ôóíêöi¨ â G.

Â. Ñ. Ôåäîðîâ [35] âñòàíîâèâ àíàëîã öüîãî ðåçóëüòàòó, ïîâ'ÿ-

çàíèé ç iíòåãðóâàííÿì ïî êðóãàõ: êðèòåði¹ì àíàëiòè÷íîñòi ôóí-
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êöi¨ f ∈ C(BR) ¹ âèêîíàííÿ ðiâíÿííÿ∫ ∫
B(z,r)

(ζ − z)f (ζ) dξdη = 0

äëÿ êîæíîãî êðóãà B(z, r) b BR.

Ñëiä òàêîæ âiäìiòèòè íàñòóïíèé íàñëiäîê çi çãàäàíî¨ ðàíiøå

ðîáîòè Ò. Ðåìçi òà I. Âåéòà [49].

Íàñëiäîê 1.2.1. Ôóíêöiÿ f ∈ C(C) ¹ àíàëiòè÷íîþ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè iñíó¹ R > 0 òàêå ùî äëÿ âñiõ z ∈ C âèêîíóþòüñÿ

óìîâè

1

2π

2π∫
0

f (z +Reiθ) dθ = f (z)

òà ∫
|ξ−z|=R

f (ξ) dξ = 0.

Äëÿ âèêëàäåííÿ ïîäàëüøèõ ðåçóëüòàòiâ íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ

ïîëiàíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

Îçíà÷åííÿ 1.2.2. Íåõàé G � îáëàñòü â C, n ∈ N. Ïîëiàíàëi-
òè÷íi ôóíêöi¨ ïîðÿäêó m (àáî m-àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨) â G � öå

ôóíêöi¨ êëàñó Cm(G), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü â G ðiâíÿííÿ

∂̄mf = 0,

∂̄ = ∂
∂z̄ � îïåðàòîð Êîøi�Ðiìàíà. Âiäîìî äåêiëüêà åêâiâàëåí-

òíèõ îçíà÷åíü ïîëiàíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ïîðÿäêó n. Çîêðåìà, ìè

áóäåìî êîðèñòóâàòèñü òèì, ùî êëàñ m-àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié â
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îáëàñòi G ⊂ C ñïiâïàäà¹ iç êëàñîì âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiäíîñíî z̄

ïîðÿäêó ≤ m− 1, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ ¹ àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè â

G. 2-àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íàçèâàþòüñÿ òàêîæ áiàíàëiòè÷íèìè àáî

àðåîëàðíî ìîíîãåííèìè ôóíêöiÿìè (òåðìií ìà¹ ïîõîäæåííÿ âiä

îäíîãî åêâiâàëåíòíîãî îçíà÷åííÿ 2-àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, çàïðî-

ïîíîâàíîãî Ä. Ïîìïåéþ i Í. Òåîäîðåñêó). Òàêi ôóíêöi¨ âiäiãðàþòü

âàæëèâó ðîëü â òåîði¨ ïðóæíîñòi.

Ì. Î. Ðiäîì [50] áóëî îòðèìàíî íàñòóïíèé àíàëîã òåîðåì

Ìîðåðè�Êàðëåìàíà òà Ôåäîðîâà äëÿ àðåîëàðíî ìîíîãåííèõ ôóí-

êöié.

Òåîðåìà 1.2.3. Íåõàé f (z) ∈ C(B). Òîäi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ

¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(A) f (z) ¹ àðåîëàðíî ìîíîãåííîþ â B;

(B) ðiâíÿííÿ ∫
|ζ−z|=r

(ζ − z)f (ζ) dζ = 0 (1.5)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî êðóãà B(z, r) b B.

(C) Ðiâíÿííÿ ∫ ∫
B(z,r)

(ζ − z)2f (ζ) dξdη = 0 (1.6)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî êðóãà B(z, r) b B.

Âæå ó ïåðøèõ ðîáîòàõ ç òåîði¨ ïîëiàíàëiòè÷íèõ ôóíêöié (äèâ.

[44], [45], [54] òà [29]) âiäìi÷à¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìiæ ïîëiàíàëiòè÷íèìè



26

òà ïîëiãàðìîíi÷íèìè ôóíêöiÿìè. À ñàìå: äiéñíà ÷àñòèíà ïîëià-

íàëiòè÷íèõ ôóíêöié ïîðÿäêó m â äåÿêié îáëàñòi G ¹ ïîëiãàðìî-

íi÷íîþ â G ôóíêöi¹þ òîãî æ ïîðÿäêó m. I íàâïàêè: äëÿ êîæíî¨

äiéñíî¨ ôóíêöi¨ u(z), m-ãàðìîíi÷íî¨ â äåÿêié îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi

G, çíàéäåòüñÿ òàêà m-àíàëiòè÷íà â G ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ u(z) ¹

äiéñíîþ ÷àñòèíîþ.

Çàóâàæåìî, ùî ÿêùî ôóíêöiÿ f (z) = u(x, y)+ iv(x, y) ìà¹ òî-

÷íèé ïîðÿäîê ïîëiàíàëiòè÷íîñòi m, òî çâiäñè ùå íå âèïëèâà¹, ùî

òî÷íèé ïîðÿäîê ïîëiãàðìîíi÷íîñòi õî÷à á îäíi¹¨ ç äâîõ ôóíêöié u,

v òàêîæ äîðiâíþ¹ m. Íàïðèêëàä, z̄ + ez � áiàíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ,

à ¨¨ äiéñíà òà óÿâíi ÷àñòèíè ¹ ãàðìîíi÷íèìè ôóíêöiÿìè. Òàêîæ

çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó áàãàòîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi íå äëÿ áóäü-ÿêî¨

(äiéñíî¨) ïîëiãàðìîíi÷íî¨ â öié îáëàñòi ôóíêöi¨ u çíàéäåòüñÿ òàêà

ïîëiàíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ f , ùî u = Re f .

Í.Òåîäîðåñêó [54] óçàãàëüíèâ íà âèïàäîê äëÿ ïîëiàíàëiòè-

÷íèõ ôóíêöié iíòåãðàëüíó ôîðìóëó Êîøi.

Òåîðåìà 1.2.4. ßêùî ôóíêöiÿ f ¹ m-àíàëiòè÷íîþ â çàìêíåíié

îáëàñòi G, ùî îáìåæåíà, â ñâîþ ÷åðãó, îáìåæåíèì çàìêíåíèì

êîíòóðîì Γ, òî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f â áóäü-ÿêié òî÷öi z îáëàñòi

G âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç çíà÷åííÿ òi¹¨ æ ôóíêöi¨ òà ¨¨ ôîðìàëü-

íèõ ïîõiäíèõ â òî÷êàõ t ãðàíèöi Γ çà íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ

f (z) =
1

2πi

m−1∑
k=0

∫
Γ

1

k!(t− z)
(z̄ − t̄)k∂kf (t) dt. (1.7)

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò Â. Â. Âîë÷êîâà [60] ¹ òåîðåìîþ òèïó
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Ìîðåðè.

Òåîðåìà 1.2.5. Íåõàé f ∈ Lloc(BR) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ∫
|z|=r

f (z + ζ)zm−1dz = 0 (1.8)

äëÿ âñiõ ζ ∈ K òà ìàéæå âñiõ r ∈ (0, R − |ζ|), äå K ⊂ R,
λK ⊂ K äëÿ êîæíîãî λ ∈ (0, 1). Òîäi f � m-àíàëiòè÷íà â

BR i ¹ îäíîðiäíèì ãàðìîíi÷íèì ïîëiíîìîì, ùî äîðiâíþ¹ íà K

òîòîæíüî íóëåâi.

Çàóâàæåìî, ïî÷èíàþ÷è ç 2000 ðîêó ç'ÿâèëèñü ðîáîòè, â ÿêèõ

ïîëiàíàëiòè÷íi òà ïîëiãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ íà êîìïëåêñíié ïëîùè-

íi äîñëiäæóþòüñÿ iç ïîçèöié ÿêiñíî¨ òåîði¨ åëiïòè÷íèõ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó ∂k∂̄lf = 0, äå k, l ∈ N (äèâ. [25], [26] òà

[31]).

1.3 Òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

Ðîçãëÿíåìî n-âèìiðíèé äiéñíèé ïðîñòið Rn, äå n = 2m ¹ ïàð-

íèì ÷èñëîì. Ïîçíà÷èìî êîîðäèíàòè x1, ..., xn ÷åðåç y1, .., yn, à

xm+1, ..., xn ÷åðåç z1, ..., zn. Íåõàé ôóíêöiÿ u(x) = u(y, z) íàëå-

æèòü êëàñó C2(Rn). Àñãåéðñîí âñòàíîâèâ íàóñòóïíó òåîðåìó (äèâ.

[4]).

Òåîðåìà 1.3.1. ßêùî u(y, z) ¹ ðîçâ'ÿçêîì äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-



28

íÿííÿ

(∆y −∆z)u =

m∑
i=1

uyiyi −
m∑
i=1

uzizi = 0,

ùî íàëåæèòü êëàñó C2(Rn), òî äëÿ áóäü ÿêî¨ òî÷êè

z0 = (x0, y0) ∈ Rn òà äëÿ áóäü ÿêîãî r > 0 ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ u(y, z0), ùî îá÷èñëåíå ïî ñôåði â y-ïðîñòîði ç ðàäióñîì

r i öåíòðîì y0, äîðiâíþ¹ ñåðåäíüîìó çíà÷åííþ ôóíêöi¨ u(y0, z),

îá÷èñëåíîìó ïî ñôåði â z-ïðîñòîði ç ðàäióñîì r i öåíòðîì z0.

Â ðîáîòàõ [41] òà [6] áóëî âñòàíîâëåíî êîíêðåòíi òåîðåìè ïðî

ñåðåäíå çíà÷åííÿ òèïó òåîðåìè Ãàóñà äëÿ ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié.

Â ìîíîãðàôi¨ Â. Â. Âîë÷êîâà [60] îòðèìàíî íàñòóïíó òåîðåìó

ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî ìàþòü

âèãëÿä

P (D)f = 0, (1.9)

äå P (x) = P (x1 . . . , xn) � îäíîðiäíèé ãàðìîíi÷íèé ïîëiíîì ïî-

ðÿäêó k ≥ 2, P (D) � äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð çi ñòàëèìè êî-

åôiöi¹íòàìè, îòðèìàíèé iç ïîëiíîìà P (x) çàìiíîþ xk íà −i ∂
∂xk

(k = 1, . . . , n, i � óÿâíà îäèíèöÿ).

Òåîðåìà 1.3.2. Íåõàé G � îáëàñòü â Rn (n ≥ 2) òà f ∈ Lloc(G).

Òîäi f ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.9) â îáëàñòi G òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè ∫
Sn−1

f (y + rσ)p(σ)dω(σ) = 0 (1.10)

äëÿ ìàéæå âñiõ y ∈ G òà r ∈ (0, dist(y, ∂G)).



29

Íàñòóïíà òåîðåìà íàëåæèòü Ë. Ôëàòòî [36].

Òåîðåìà 1.3.3. Íåõàé f ∈ C(Rn), n ≥ 1, K � êîìïàêò â Rn.

Íåõàé òàêîæ µ � áîðåëiâñüêà ìiðà íà K, µ(K) = 1, i íåõàé

íîñié öi¹¨ ìiðè íå ìiñòèòüñÿ ó áóäü-ÿêié ãiïåðïëîùèíi. ßêùî

äëÿ êîæíîãî x ∈ Rn iñíó¹ äîäàòí¹ äiéñíå ÷èñëî εx òàêå, ùî

f (x) =
∫
K

f (x + ty) dµ(y), äå 0 < t < εx, òî ôóíêöiÿ f ¹ ðîçâ'ÿç-

êîì äåÿêîãî åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè

êîåôiöi¹íòàìè.

Íåõàé µ � êîìïëåêñíà áîðåëiâñüêà ìiðà â Rn iç íîñi¹ì íà

çàìêíåíié îäèíè÷íié êóëi B. Äëÿ îáëàñòi G ⊂ Rn ðîçãëÿíåìî

ìíîæèíó ôóíêöié f ∈ C(G), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó∫
f (x + rt) d µ(t) = 0 (1.11)

äëÿ âñiõ x ∈ G òà r ∈ (0, dist(x, ∂G)). Ë. Çàëüöìàí [63] âñòàíî-

âèâ, ùî öÿ ìíîæèíà ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ

â îáëàñòi G äåÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ñèñòåìè îäíîðiäíèõ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âií òàêîæ äîñëiäèâ óìî-

âè, çà ÿêèõ òàêà ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå iç îäíîãî ðiâíÿííÿ.

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ éîãî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ó öüîìó íàïðÿ-

ìó, ìè íàãàäà¹ìî, ùî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹�Ëàïëàñà ðîçïîäiëó iç

êîìïàêòíèì íîñi¹ì â Rn (ïîçíà÷åííÿ T ∈ E ′(Rn)) âèçíà÷à¹òüñÿ

ôîðìóëîþ

T̂ (z) := T (e−(x·z)),

äå z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

x · z = x1z1+ . . .+xnzn, à ðîçïîäië T äi¹ íà ôóíêöiþ e−i(x·z) ÿê íà
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ôóíêöiþ àðãóìåíòó x. Ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹�Ëàïëàñà ðîçïîäiëiâ ç

êîìïàêòíèì íîñi¹ì ¹ öiëèìè ôóíêöiÿìè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó i

îïèñóþòüñÿ êëàñè÷íîþ òåîðåìîþ Ïåëi�Âiíåðà�Øâàðöà (äèâ., íà-

ïðèêëàä, [60]).

Íåõàé P = P (x) = P (x1, . . . , xn) � ïîëiíîì, à P (D)

� äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, ùî âiäïîâiäà¹ öüîìó ïîëiíîìó

(xk → −i ∂
∂xk

). Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìiðà µ õàðàêòåðèçó¹ íåïå-

ðåðâíi ñëàáêè ðîçâ'ÿçêè äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ P (D)f = 0,

ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ îáëàñòi G òà äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(G)

âèêîíàííÿ óìîâó (1.11) äëÿ âñiõ x ∈ G òà r ∈ (0, dist(x, ∂G))

åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî f çàäîâîëüíÿ¹ ó ñëàáêîìó ñåíñi ðiâíÿííÿ

P (D)f = 0.

Ìiði µ âiäïîâiäà¹ ðîçïîäië Fµ ∈ E ′(Rn), âèçíà÷åíèé ôîðìó-

ëîþ

Fµ(φ) :=

∫
φ(x) dµ

äëÿ êîæíî¨ ôiíiòíî¨ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ φ â Rn.

Òåîðåìà 1.3.4. Ìiðà µ õàðàêòåðèçó¹ íåïåðåðâíi ñëàáêi ðîçâ'ÿç-

êè ðiâíÿííÿ P (D)f = 0 òîäi i òiëüêi òîäi, êîëè ïîëiíîì P ¹

îäíîðiäíèì òà iñíó¹ ðîçïîäië T ∈ E ′(Rn) iç íîñi¹ì íà B, òàêèé,

ùî T̂ (0) ̸= 0 i Fµ = P (−D)T .

Öÿ òåîðåìà ç ðîáîòè Ë. Çàëüöìàíà [63] ¹ ïåðøîþ òåîðåìîþ

ïðî ñåðåäíå çíà÷åííÿ çàãàëüíîãî õàðàêòåðó i ìiñòèòü â ÿêîñòi

íàñëiäêiâ âåëèêó êiëüêiñòü ðàíiøå âñòàíîâëåíèõ êîíêðåòíèõ òå-

îðåì ïðî ñåðåäíå çíà÷åííÿ, íàïðèêëàä, çãàäàíèõ òåîðåì Ãàóñà�
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Êîáå, Ìîðåðè�Êàðëåìàíà, Ôåäîðîâà, Àñãåéðñîíà òà iíøèõ àâòî-

ðiâ. Çîêðåìà, òåîðåìà Ìîðåðè�Êàðëåìàíà âiäïîâiäà¹ âèïàäêó, êî-

ëè n = 2, P (D) = ∂ � îïåðàòîð Êîøi�Ðiìàíà, T (φ) =
∫
B φ(x) dx

äëÿ êîæíî¨ ôiíiòíî¨ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ φ â Rn.

Òåîðåìîþ 1.3.4 ôàêòè÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ êëàñè÷íèé âèãëÿä òåîðåì

ïðî ñåðåäíå çíà÷åííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíèõ ëiíiéíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

À. Â. Ïîêðîâñüêèé [8] óçàãàëüíèâ ðåçóëüòàò Ë. Çàëüöìàíà íà

âèïàäîê ðiâíÿííü ç êâàçiîäíîðiäíèì äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòî-

ðîì P (D). Íåõàé M = (M1, . . . ,Mn) � âåêòîð ç íàòóðàëüíè-

ìè êîìïîíåíòàìè. Ïîëiíîì P (z) (îïåðàòîð P (D)) íàçèâà¹òüñÿ

M -îäíîðiäíèì, ÿêùî iñíó¹ òàêå l ∈ N0, ùî P (z) ≡
∑

k akz
k,

äå zk := zk11 . . . zknn , à ñóìà áåðåòüñÿ ïî âñiì ìóëüòiiíäåêñàì

k = (k1, . . . , kn) ∈ Nn
0 ç k1M1 + . . . + knMn = l (z ∈ Cn).

Äëÿ x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn òà r > 0 ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

rMx := (rM1x1, . . . .r
Mnxn).

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìiðà µ òà âåêòîð M õàðàêòåðèçó-

þòü íåïåðåðâíi ñëàáêè ðîçâ'ÿçêè äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

P (D)f = 0, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ îáëàñòi G òà äëÿ äîâiëüíî¨ ôóí-

êöi¨ f ∈ C(G) âèêîíàííÿ óìîâó f (x + rMt) d µ(t) = 0 äëÿ âñiõ

x ∈ G òà r ∈ (0, dist(x, ∂G)), r < 1, åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî f

çàäîâîëüíÿ¹ ó ñëàáêîìó ñåíñi ðiâíÿííÿ P (D)f = 0.

Íàñòóïíà òåîðåìà ç ðîáîòè [8] óçàãàëüíþ¹ çãàäàíèé ðåçóëüòàò

Çàëüöìàíà ÿê çà ôîðìóëiðîâêîþ, òàê i çà ìåòîäîì äîâåäåííÿ.
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Òåîðåìà 1.3.5.Ìiðà µ òà âåêòîð M õàðàêòåðèçóþòü íåïåðåðâ-

íi ñëàáêi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ P (D)f = 0 òîäi i òiëüêi òîäi, êîëè

ïîëiíîì P ¹ M -îäíîðiäíèì òà iñíó¹ ðîçïîäië T ∈ E ′(Rn) iç íîñi-

¹ì íà B, òàêèé, ùî T̂ (0) ̸= 0 i Fµ = P (−D)T .

Çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó M = (1, . . . , 1) òåîðåìà 1.3.5 ¹ òåî-

ðåìîþ 1.3.4. Ç iíøîãî áîêó ç òåîðåìè 1.3.5 âèïëèâà¹ òàêîæ êîí-

êðåòíà òåîðåìà ïðî ñåðåäíå çíà÷åííÿ, ùî õàðàêòåðiçó¹ ðîçâ'ÿçêi

ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, ÿêà áóëà âñòàíîâëåíà ó çãàäàíié ðà-

íiøå ðîáîòi Ó. Ôàëêñà [41]. Îäíèì ç íàñëiäêiâ òåîðåìè 1.3.5 äëÿ

M -îäíîðiäíîãî ãiïîåëiïòè÷íîãî îïåðàòîðà P (D) ¹ iñíóâàííÿ ôi-

íiòíèõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ρ(x) ç íîñi¹ì íà

çàìêíåíié îäèíè÷íié êóëi B,
∫
B ρ(t) dt = 1, äëÿ ÿêèõ âèêîíàííÿ

óìîâè ∫
f (x + rMt)ρ(t) dt = f (x)

ïðè âñiõ x ∈ G òà r ∈ (0, dist(x, ∂G)), r < 1, õàðàêòåðèçó¹ â êëàñi

C(G) ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ P (D)f = 0.

Òàêèì ÷èíîì, êëàñè÷íà ôîðìà òåîðåì ïðî ñåðåäíå çíà÷åí-

íÿ ìîæå õàðàêòåðåçóâàòè ðîçâ'ÿçêè äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

P (D)f = 0 ëèøå çà óìîâó îäíîðiäíîñòi àáî êâàçiîäíîðiäíîñòi äè-

ôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà P (D).

Iñíóþòü iíøè ôîðìè òåîðåì ïðî ñåðåäíå çíà÷åííÿ, ùî õàðà-

êòåðèçóþòü ðîçâ'ÿçêè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôi-

öi¹íòàìè. Íàïðèêëàä (äèâ. [60]), ïðè λ ∈ C \ (−∞, 0) âèêîíàííÿ
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óìîâè ∫
Br

f (x + y)dy = (2π)n/2r2In/2(λr)f (x)

äëÿ âñiõ x ∈ G òà r ∈ (0, dist(x, ∂G)) õàðàêòåðèçó¹ â êëàñi C(G)

ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà

(∆ + λ2)f = 0,

äå In/2(z) = z−n/2J−n/2(z) Çîêðåìà, ïðè λ = 0 ìà¹ìî êëàñè÷íó

òåîðåìó iç ñåðåäíiì çíà÷åííÿì äëÿ ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié.
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Ðîçäië 2

Ìåòîäè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ

Ó öüîìó ðîçäiëi ñôîðìóëüîâàíî íèçêó âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ,

ÿêi íåîäíîðàçîâî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â äèñåðòàöi¨.

2.1 Åëåìåíòè òåîði¨ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié.

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äàíî îçíà÷åííÿ i íàâåäåíî îñíîâíi âëàñòèâîñòi

ôóíêöié Áåññåëÿ, áiëüøiñòü ç ÿêèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó ðîçäiëàõ

3 òà 4 äèñåðòàöi¨.

Îçíà÷åííÿ 2.1.1. Íåõàé ν ∈ R. Ôóíêöiÿ

Jν(z) :=
(z
2

)ν ∞∑
m=0

(−1)m(z/2)2m

m!Γ(ν +m + 1)
,

z ∈ C \ (−∞, 0], íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ Áåññåëÿ ïîðÿäêó ν.

ßêùî ν ̸∈ Z, òî

Jν(z) =
zν

2νΓ(ν + 1)
+O(|z|2+ν)

ïðè z → 0. Ó âèïàäêó ν ∈ N ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

J−ν(z) = (−1)νJν(z).

Ôóíêöiÿ Íåéìàíà ïîðÿäêó ν (ν ∈ R) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Nν(z) = lim
µ→ν

Jµ(z) cos(µπ)− J−µ(z)

sin(µπ)
.

Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ Áåññåëÿ

z2f ′′ + zf ′ + (z2 − ν2)f = 0,
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äå z ∈ C \ (−∞, 0]. Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òàêîãî ðiâíÿííÿ ìà¹

âèãëÿä

f (z) = c1Jν(z) + c2Nν(z),

äå c1, c2 ∈ C. Ôóíêöi¨ òàêîãî âèãëÿäó íàçèâàþòü öèëiíäði÷íèìè

ôóíêöiÿìè ïîðÿäêó ν.

Ôóíêöi¨ Áåññåëÿ çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi òîòîæíîñòi

d

dz
(zνJν(z)) = zνJν−1(z),

d

dz

(
z−νJν(z)

)
= −z−νJν+1(z).

Òàêîæ äëÿ ôóíêöi¨ Áåññåëÿ ¹ ñïðàâåäëèâîþ àñèìïòîòèêà

Jν(z) ∼
√

2

πz
cos(z − πν

2
− π

4
)

∞∑
m=0

(−1)m(ν, 2m)

(2z)2m
−

−
√

2

πz
sin(z − πν

2
− π

4
)

∞∑
m=0

(−1)m(ν, 2m + 1)

(2z)2m+1
,

ïðè z → ∞, | arg z| < π − ε (ε ∈ (0, π)), äå

(ν,m) =
Γ(ν +m + 1/2)

m!Γ(ν −m + 1/2)
,

à Γ(z) � ãàììà-ôóíêöiÿ.

Íåõàé ν > −1. Òîäi ôóíêöiÿ Jν(z) ìà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü

íóëiâ i âñi öi íóëi ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè. Òàêîæ âñi íóëi öiëî¨ ôóí-

êöi¨ z−νJν(z) ¹ ïðîñòèìè. Íåõàé ζ1, ζ2, ... � ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíiõ

íóëiâ ôóíêöi¨ Jν(z), óïîðÿäêîâàíà çà ïîðÿäêîì çðîñòàííÿ ¨õ âå-

ëè÷èí. Òîäi

ζm = π

(
m +

ν

2
− 1

4

)
− 4ν2 − 1

8π (m + (ν/2)− (1/4))
−
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− (4ν2 − 1)(28ν2 − 31)

384π3 (m + (ν/2)− (1/4))3
+O

(
1

m5

)
ïðè m → ∞.

Äëÿ ν > −1 ôóíêöi¨ Áåññåëÿ çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì óìî-

âàì îðòîãîíàëüíîñòi
1∫
0

tJν(ζkt)Jν(ζmt)dt = 0, k ̸= m,

1∫
0

tJ2
ν (ζmt)dt =

1
2J

2
ν+1(ζm).

Äëÿ êîæíî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ f íà iíòåðâàëi (0, 1) òàêî¨, ùî

1∫
0

t|f (t)|2dt < ∞,

ìîæíà âèçíà÷èòè ¨¨ ðÿä Ôóð'¹-Áåññåëÿ

f (t) ∼
∞∑

m=1

cmJν(ζmt),

äå

cm =
2

J2
ν+1(ζm)

1∫
0

tf (t)Jν(ζmt)dt.

Òîäi âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà ðiâíiñòü

lim
N→+∞

1∫
0

t

∣∣∣∣∣f (t)−
N∑

m=1

cmJν(ζmt)

∣∣∣∣∣
2

dt = 0.

Çîêðåìà, ÿêùî âñi êîåôiöi¹íòè cm äîðiâíþþòü íóëþ, òî f ≡ 0.
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2.2 Òåîðåìè ¹äèíîñòi äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ çãîðòêè iç

ðàäiàëüíèì ðîçïîäiëiâ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì

Â äèñåðòàöi¨ ñèñòåìàòè÷íî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðåçóëüòàòè ç ìîíî-

ãðàôi¨ Â. Â. Âîë÷êîâà [60] (÷àñòèíà 3, ðîçäiëè 1 òà 2) ïðî ¹äè-

íiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ çãîðòêè iç ðàäiàëüíèì ðîçïîiëîì ç êîì-

ïàêòíèì íîñi¹ì ó ïðîñòîði Rn. Ó òîé æå ÷àñ öi ðåçóëüòàòè ãðóí-

òóþòüñÿ íà òåîðåìàõ ¹äèíîñòi äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ çãîðòêè

ó âèïàäêó n = 1, ÿêi ìàþòü ñâîþ ñïåöiôiêó. Ñôîðìóëþ¹ìî âiä-

ïîâiäíi òåîðåìè, äå φ ¹ íåíóëüîâèì ðîçïîäiëîì iç êëàñó E ′(R1),

suppφ ⊂ [−r(φ), r(φ)], R > r(φ) > 0, à D′
φ(−R, R) � ìíîæè-

íà ðîçïîäiëiâ f ∈ D′(−R, R), äëÿ ÿêèõ f ∗ φ(t) = 0 äëÿ âñiõ

t ∈ (−R + r(φ), R− r(φ)).

Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé f ∈ D′
φ(−R, R), f = 0 íà iíòåðâàëi

(−r(φ), r(φ)), i íåõàé âèêîíó¹òüñÿ îäíå ç íàñòóïíèõ ïðèïó-

ùåíü:

1) õî÷à á îäíà ç òî÷îê ±r(φ) íå íàëåæèòü supp f ;

2) f, φ ∈ Lloc(−R, R);

3) φ � ðîçïîäië ïîðÿäêó k òà f (k+1) ∈ Lloc(−R, R);

4) φ ∈ C∞(−R, R).

Òîäi f = 0 íà (−R, R).

Çìåíøèòè iíòåðâàë (−r(φ), r(φ)), íà ÿêîìó ôóíêöiÿ f äîðiâ-

íþ¹ íóëþ, â öié òåîðåìi íå ìîæíà.

Ó íàñòóïíié òåîðåìi n ≥ 2, R > r(φ) > 0, E ′
rad(R

n) � ìíîæè-

íà âñiõ ðàäiàëüíèõ ðîçïîäiëîâ â Rn, φ � íåíóëüîâèé ðîçïîäië iç
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E ′(Rn) ç íîñi¹ì â êðóçi Br(φ), C∞
φ (BR) := D′

φ(BR) ∩ C∞(BR)

Òåîðåìà 2.2.2. ßêùî f ∈ D′
φ(BR) òà ïðè äåÿêîìó ε > 0 ôóí-

êöiÿ f äîðiâíþ¹ íóëþ â êðóçi Br(φ)+ε, òî f = 0 â BR. ßêùî æ

f ∈ C∞
φ (BR) i f = 0 â Br(φ), òî f = 0 â BR.

Îáèäâà òâåðäæåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ¹ òî÷íèìè ó ñåíiñi óìîâ íà

r(φ).

2.3 Òåîðåìà Ïåëi�Âiíåðà�Øâàðöà äëÿ ñôåðè÷íîãî ïåðå-

òâîðåííÿ ðàäiàëüíîãî ðîçïîäiëó ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì

Íàãàäà¹ìî, ùî ñôåðè÷íèì ïåðåòâîðåííÿì ðîçïîäiëó φ ∈ E ′
rad(R

n)

íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

φ̃(z) := φ(In/2−1(z|x|)) (z ∈ C),

äî ðîçïîäië φ äi¹ íà ôóíêöiþ In/2−1(z|x|) ÿê íà ôóíêöiþ àðãó-

ìåíòó x. Ôóíêöiÿ φ̃ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íàñòóïíîþ òåîðåìîþ Ïåëi�

Âiíåðà�Øâàðöà äëÿ ñôåðè÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ.

Òåîðåìà 2.3.1. Ñôåðè÷íå ïåðåòâîðåííÿ g(z) := φ̃(z) ðîçïîäiëó

φ ∈ E ′
rad(R

n) ç íîñi¹ì íà çàìêíåíié êóëi BR ¹ ïàðíîþ öiëîþ ôóí-

êöi¹þ i iñíóþòü òàêi c > 0 òà N > 0, ùî ïðè âñiõ z ∈ C ìà¹

ìiñöå îöiíêà

|gφ(z)| ≤ c(1 + |z|N)erImz.

Íàâïàêè, ÿêùî öÿ îöiíêà âèêîíó¹òüñÿ ïðè äåÿêèõ c > 0 òà

N > 0 äëÿ ïàðíî¨ öiëî¨ ôóíêöi¨ g(z) ïðè âñiõ z ∈ C, òî òàêà ôóí-
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êöiÿ ¹ ñôåðè÷íèì ïåðåòâîðåííÿì äåÿêîãî ðîçïîäiëó iç E ′
rad(R

n) ç

íîñi¹ì íà BR.

2.4 Ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ ïîëiíîìiâ

Ó ðîçäiëi 5 íàì áóäå ïîòðiáíèé íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé ¹

÷àñòèííèì âèïàäêîì áiëüø çàãàëüíî¨ òåîðåìè ç ìîíîãðàôi¨ [60]

(c.250, òåîðåìà 3.1). Äëÿ éîãî ôîðìóëþâàííÿ ââåäåìî òàêi ïî-

çíà÷åííÿ: m ∈ N, {v1, . . . , vm} � ìíîæèíà iç m òî÷îê â C, ÿêi
ïîïàðíî íå ñïiâïàäàþòü ìiæ ñîáîþ; ÿêùî ε > 0 i ν ∈ {1, . . . ,m},
òî Ων,ε := {z ∈ C : |vν| − ε < |z| < |vν| + ε}.

Òåîðåìà 2.4.1. Íåõàé ε > 0, i íåõàé ôóíêöi¨ Fν ∈ Lloc(Ων,ε),

ν = 1, . . . ,m, çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèõ óìîâ:

a) iñíó¹ òàêå k ∈ N, ùî äëÿ êîæíîãî ν ∈ {1, . . . ,m} òà êîæíîãî

ρ ∈ (vν| − ε, |vν|+ ε) ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöi¨ Fν ìiñòèòü â ñîái ëèøå

ãàðìîíiêè ïîðÿäêó íå âèùå k;

b) ìàéæå ñêðiçü â Bε âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

m∑
ν=1

F (z + vν) = 0.

Òîäi Fν ¹ ïîëiíîìîì â Ων,ε (ν = 1, . . . ,m).

2.5 Ôóíêöiÿ Ãðiíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà êîìïëå-

êñíié ïëîùèíi

Ôóíêöiÿ Ãðiíà g(z, ζ) äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â îáìåæåíié æîðäà-

íîâié îáëàñòi G ⊂ C ç ïîëþñîì â òî÷öi ζ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äiéñíà
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ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ â îáëàñòi G \ {0}, ÿêà ìà¹ íóëüîâi ãðàíè÷íi
çíà÷åííÿ ó êîæíié òî÷öi ìåæi ∂G îáëàñòi G i òàêà, ùî ôóíêöiÿ

g(z, ζ) + ln |z − ζ| ìà¹ ãàðìîíi÷íå ïðîäîâæåííÿ iç G \ {ζ} íà G.

Òàêà ôóíêöiÿ iñíó¹, ¹ ¹äèíîþ (çà ïðèíöèïîì ìàêñiìóìó) i ñèìå-

òðè÷íîþ, òîáòî g(z, ζ) = g(ζ, z) äëÿ âñiõ z, ζ ∈ G, z ̸= ζ.

Ó ðîçäiëàõ 3 òà 4 äèñåðòàöi¨ ìè âèêîðèñòîâà¹ìî íàñòóïíó âëà-

ñòèâiñòü ôóíêöi¨ Ãðiíà.

Òåîðåìà 2.5.1. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C∞(G) ôóíêöiÿ

h(z) :=

∫
G

g(z, ζ)f (ζ) dξdη

íàëåæèòü äî êëàñó C∞(G), ïðîäîâæó¹òüñÿ ïî íåïåðåðâíîñòi

íóëåì íà ∂G, i ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà ∆h = f â G.

Ó âèïàäêó G = BR ìà¹ìî ÿâíó ôîðìóëó (äèâ., íàïðèêëàä,

[9], c. 13):

g(z, ζ) = ln
R2 − zζ̄

R(z − ζ)
,

ÿêà âñòàíîâëþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïîáóäîâè êîíôîðìíèõ àâòî-

ìîðôiçìiâ çàäàíîãî êðóãà.

2.6 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó öüîìó ðîçäiëi íàâåäåíî äåÿêi âiäîìi ðåçóëüòàòè, ÿêi âiäiãðàþòü

ñóòòåâó ðîëü â äîâåäåííi îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨ i áiëü-

øiñòü ç ÿêèõ íåîäíîðàçîâî çàñòîñîâó¹òüñÿ ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.

Öå � ðåçóëüòàòè ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó íóëiâ ôóíêöié Áåñ-

ñåëÿ, òåîðåìè ¹äèíîñòi äëÿ ðiâíÿííÿ çãîðòêè, õàðàêòåðiçàöiÿ ïàð-
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íî¨ öiëî¨ ôóíêöié, ùî ¹ ñôåðè÷íèì ïåðåòâîðåííÿì ðàäiàëüíîãî

ðîçïîäiëó ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà

â êðóçi çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Ãðiíà.
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Ðîçäië 3

Òåîðåìè ¹äèíîñòi äëÿ ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü

óçàãàëüíåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ãëàäêi ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi ó

êðóçi íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíåíó

óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ, òîáòî ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåì

ðiâíÿíü çãîðòêè ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, ùî óçàãàëüíþþòü êëàñè-

÷íó âëàñòèâiñòü ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ äëÿ ãàðìîíi÷íèõ

ôóíêöié. Âñòàíîâëåíî òåîðåìó ¹äèíîñòi òèïó Éîíà äëÿ ôóíêöié,

ùî çàäîâîëüíÿþòü òàêó óìîâó ïî êðóãàõ ôiêñîâàíîãî ðàäióñà òà

ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè, ùî ïîêàçóþòü íåïîêðàùóâàíiñòü óìîâ öi¹¨

òåîðåìè. Òàêîæ äàíî ïîâíèé îïèñ òàêèõ ôóíêöié â òåðìiíàõ ðîç-

êëàäó ¨õ êîåôiöi¹íòiâ Ôóðü¹ íà ñôåðàõ iç öåíòðîì â íóëi â ðÿäè

ïî ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié.

3.1 Äåÿêi òîòîæíîñòi äëÿ ïîëiàíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

Íåõàé R > 0, BR := {z ∈ C : |z| < R}, m ∈ N := {1, 2, . . .}.
Äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ C1(BR) ïîçíà÷èìî ÷åðåç ∂f i ∂f ¨¨ ôîðìàëüíi

ïîõiäíi çà Êîøi:

∂f =
∂f

∂z
:=

1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
,

∂̄f =
∂f

∂z̄
:=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
,
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äå z = x + iy (x, y ∈ R, i � óÿâíà îäèíèöÿ). Íàãàäà¹ìî, ùî ôóí-

êöiÿ f ∈ Cm(BR) íàçèâà¹òüñÿ ïîëiàíàëiòè÷íîþ ïîðÿäêó m àáî

m-àíàëiòè÷íîþ â êðóçi BR, ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ â BR äèôå-

ðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííþ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

∂
m
f = 0.

Îïåðàòîð ∂
m
¹ åëiïòè÷íèì, òîìó êîæíà òàêà ôóíêöiÿ ¹ äiéñíî

àíàëiòè÷íîþ â BR. Áiëüø òîãî, iíäóêöi¹þ ïî m, íåâàæêî ïîêà-

çàòè, ùî êîæíà m-àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ ¹ ïîëiíîìîì ñòåïåíÿ íå

âèùå m−1 âiäíîñíî çìiííî¨ z, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ¹ àíàëiòè÷íèìè

ôóíêöiÿìè êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ z â êðóçi BR, i íàâïàêè, êîæåí

òàêèé ïîëiíîì ¹ m-àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

ðîçêëàä m-àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ â ðÿä Òåéëîðà ó äîâiëüíié òî÷öi

z0 ∈ BR ïî ñòåïåíÿì z − z0 i z − z0 ìiñòèòü ëèøå áiíîìè âèãëÿäó

(z − z0)
k(z − z0)

l, äå k ∈ N0 := {0, 1, 2, . . .}, l ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}.
Âñòàíîâèìî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.1.1. Íåõàé m ∈ N, m ≥ 2, i íåõàé ôóíêöiÿ f ¹ m-

àíàëiòè÷íîþ â êðóçi BR. Òîäi äëÿ âñiõ r ∈ (0, R) òà z ∈ BR−r

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
m−1∑
p=1

r2p

(p− 1)!p!
∂p−1∂

p
f (z) =

1

2πi

∫
|ζ−z|=r

f (ζ) dζ. (3.1)

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1.1 íàì çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 3.1.2. Íåõàé m ∈ N, m ≥ 2, k, l ∈ N0, l ≤ m− 1. Òîäi äëÿ

ôóíêöi¨ f (z) = zkz̄l äëÿ âñiõ r ∈ (0, R) òà z ∈ BR−r âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü (3.1).
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé r ∈ (0, R), z ∈ BR−r. Ïîêëàäåìî w = ζ − z,

q = min{k + 1, l}. Òîäi q ≤ m − 1 i äâîêðàòíå âèêîðèñòàííÿ

ôîðìóëè áiíîìà Íüþòîíà òà òîòîæíiñòü∫
|w|=r

w−1dw = 2πi

äàþòü íàñòóïíèé ëàíöþæîê ðiâíîñòåé:∫
|ζ−z|=r

f (ζ) dζ =

∫
|w|=r

(w + z)k(w̄ + z̄)ldw

= 2πi

q∑
p=1

Cp−1
k Cp

l r
2pzk−p+1z̄l−p

= 2πi

q∑
p=1

1

(p− 1)!p!
r2p∂p−1∂

p
f (z).

ßêùî q = m− 1, òî ðiâíiñòü (3.1) äîâåäåíî. ßêùî æ q < m − 1,

òî âðàõîâóþ÷è òîòîæíîñòi

∂p−1∂
p
f (z) ≡ 0, p = q + 1, . . . ,m− 1,

ùî âèïëèâàþòü ç âèãëÿäó ôóíêöi¨ f (z), ìè çíîâó ìà¹ìî (3.1).

Ëåìó äîâåäåíî.

Òåïåð äîâåäåìî Òåîðåìó 3.1.1.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ ôóíêöiÿ f ¹ m-àíàëiòè÷íîþ â êðóçi BR.

Âèêîðèñòîâóþ÷è çàãàëüíèé âèãëÿäm-àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨, ìà¹ìî

íàñòóïíó ðiâíiñòü

f (z) = φ0(z) + z̄φ1(z) + ... + z̄m−1φm−1(z), (3.2)
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äå φk(z) � ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ â BR, k = 0, 1, . . . ,m − 1. Òî-

äi äëÿ êîæíîãî k ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} ðÿä Òåéëîðà ôóíêöi¨ φk(z)

iç öåíòðîì â òî÷öi z = 0 çáiãà¹òüñÿ äî öi¹¨ ôóíêöi¨ àáñîëþòíî i

ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ êðóãà BR. Îñêiëüêi ðÿäè

Òåéëîðà ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ìîæíà ïîåëåìåíòíî äèôåðåíöiþ-

âàòè áóäü-ÿêó êiëüêiñòü ðàçiâ, òî çâiäñè âèïëèâà¹ ùî äëÿ êîæíî-

ãî ρ ∈ (0, R) ôóíêöiþ ôóíêöiþ f ìîæíî ç äîâiëüíîþ òî÷íiñòþ

íàáëèçèòè m-àíàëiòè÷íèìè ïîëiíîìàìè (âiäíîñíî z òà z̄) â ìå-

òðèöi ïðîñòîðó C2m−1(Bρ). Äëÿ m-àíàëiòè÷íèõ ïîëiíîìiâ òåîðå-

ìà 3.1.1 áåñïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ëåìè 3.1.2. Òîìó äëÿ êîæíî¨

m-àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f â êðóçi BR âèêîíó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ öi¹¨

òåîðåìè. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïðèêëàä ôóíêöi¨

f (z) := zm−1z̄m,

äëÿ ÿêî¨ ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (3.1) â òî÷öi z = 0 äîðiâíþ¹ íó-

ëþ, à ïðàâà íi, ïîêàçó¹, ùî òåîðåìà 3.1.1 ¹ òî÷íîþ ó òîìó ñåíñi,

ùî ¨¨ òâåðäæåííÿ, âçàãàëi êàæó÷i, ¹ õèáíèì äëÿ ïîëiàíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié ïîðÿäêó ≥ m.

3.2 Òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ äëÿ ïîëiàíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ óçàãàëüíåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ

(3.1) íà âèïàäîê, êîëè â éîãî ïðàâié ÷àñòèíi áåðåòüñÿ óñåðåäíåííÿ

ôóíêöi¨ f iç âàãîþ (ζ − z)s, äå s ∈ N0, à òàêîæ éîãî àíàëîã,

ïîáóäîâàíèé çà äîïîìîãîþ óñåðåäíåíü ïî êðóãàõ.
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Òåîðåìà 3.2.1. Íåõàé m ∈ N, m ≥ 2, s ∈ N0, s < m− 2, i íåõàé

ôóíêöiÿ f ¹ m-àíàëiòè÷íîþ â êðóçi BR. Òîäi äëÿ âñiõ r ∈ (0, R)

òà z ∈ BR−r âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

m−1∑
p=s+1

r2p

(p− s− 1)!p!
∂p−s−1∂

p
f (z) =

1

2πi

∫
|ζ−z|=r

f (ζ)(ζ − z)sdζ. (3.3)

Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó íàì çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíà

ëåìà.

Ëåìà 3.2.2. Íåõàé m ∈ N, m ≥ 2, s ∈ N0, s < m − 2, i íå-

õàé k, l ∈ N0, l ≤ m − 1. Òîäi äëÿ ôóíêöi¨ f (z) = zkζ̄ l äëÿ âñiõ

r ∈ (0, R) òà z ∈ BR−r âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (3.3).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé 0 < r < R, z ∈ BR−r, q = min{k + s + 1, l}, i
íåõàé q ≥ s+ 1. Òîäi q ≤ m− 1 i ç òèõ æå ñàìèõ ìiðêóâàíü, ùî i

â ëåìi 3.2.1, ìè ìà¹ìî òîòîæíiñòü
q∑

p=s+1

r2p

(p− s− 1)!p!
∂p−s−1∂

p
f (z) =

1

2πi

∫
|ζ−z|=r

f (ζ)(ζ − z)sdζ.

ßêùî q = m− 1, òî ðiâíiñòü (3.3) äîâåäåíî. ßêùî æ q < m − 1,

òî âðàõîâóþ÷è òîòîæíîñòi

∂p−s−1∂
p
f (z) ≡ 0, p = q + 1, . . . ,m− 1,

ùî âèïëèâàþòü ç âèãëÿäó ôóíêöi¨ f , ìè çíîâó ìà¹ìî (3.3). Ç

âèãëÿäó ôóíêöi¨ f òàêîæ âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó q < s + 1

ëiâà i ïðàâà ÷àñòèíè ðiâíîñòi (3.3) äîðiâíþþòü íóëþ, îñêiëüêi

k + s + 1 ≥ s + 1, i òîìó l ≤ s. Ëåìó äîâåäåíî.



47

Ç ëåìè 3.2.2 âèïëèâà¹, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 3.2.1 ¹ ñïðà-

âåäëèâèì äëÿ m-àíàëiòè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Äëÿ çàêií÷åííÿ äîâåäå-

ííÿ öi¹¨ òåîðåìè çàëèøèëîñü ñêîðèñòàòèñÿ çàãàëüíèì âèãëÿäîì

m-àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié (3.2), ç ÿêîãî, ÿê i â òåîðåìi 3.1.1, âè-

ïëèâà¹ ùî ôóíêöiþ f ìîæíà ç äîâiëüíîþ òî÷íiñòþ íàáëèçèòè m-

àíàëiòè÷íèìè ïîëiíîìàìè â ìåòðèöi Cn(Bρ) ïðè âñiõ ρ ∈ (0, R)

òà n ∈ N0 (çîêðåìà ïðè n = 2m− s− 1).

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ àíàëîãîì òåîðåìè 3.2.1 äëÿ óñåðåäíåíü

ïî êðóãàõ.

Òåîðåìà 3.2.3. Íåõàé m ∈ N, m ≥ 1, s ∈ N0, s < m− 1, i íåõàé

ôóíêöiÿ f ¹ m-àíàëiòè÷íîþ â êðóçi BR. Òîäi äëÿ âñiõ r ∈ (0, R)

òà z ∈ BR−r âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

m−1∑
p=s

r2p+2

(2p + 2)(p− s)!p!
∂p−s∂

p
f (z) =

1

2π

∫∫
|ζ−z|≤r

f (ζ)(ζ − z)sdξ dη,

(3.4)

äå ζ = ξ + iη (ξ, η ∈ R).

Òàê ñàìå, ÿê i ïîïåðåäíiõ äâîõ òåîðåìàõ, òåîðåìà 3.2.3 âèïëè-

âà¹ ç íàñòóïíî¨ ëåìè.

Ëåìà 3.2.4. Íåõàé m ∈ N, m ≥ 2, s ∈ N0, s < m − 1, i íå-

õàé k, l ∈ N0, l ≤ m − 1. Òîäi äëÿ ôóíêöi¨ f (z) = zkζ̄ l äëÿ âñiõ

r ∈ (0, R) òà z ∈ BR−r âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (3.4).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé 0 < r < R, z ∈ BR−r, q = min{k + s, l}, i íåõàé
q ≥ s. Òîäi q ≤ m − 1 i ç òèõ æå ñàìèõ ìiðêóâàíü, ùî i â ëåìi
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3.2.1, ìè ìà¹ìî òîòîæíiñòü
q∑

p=s

r2p+2

(2p + 2)(p− s)!p!
∂p−s∂

p
f (z) =

1

2π

∫∫
|ζ−z|≤r

f (ζ)(ζ − z)sdξ dη,

ßêùî q = m− 1, òî ðiâíiñòü (3.4) äîâåäåíî. ßêùî æ q < m − 1,

òî âðàõîâóþ÷è òîòîæíîñòi

∂p−s∂
p
f (z) ≡ 0, p = q + 1, . . . ,m− 1,

ùî âèïëèâàþòü ç âèãëÿäó ôóíêöi¨ f , ìè çíîâó ìà¹ìî (3.4). Ç âè-

ãëÿäó ôóíêöi¨ f òàêîæ âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó q < s ëiâà i ïðàâà

÷àñòèíè ðiâíîñòi (3.4) äîðiâíþþòü íóëþ, îñêiëüêi k+s ≥ s, i òîìó

l < s. Ëåìó 3.2.4, à òèì ñàìèì é òåîðåìó 3.2.3 äîâåäåíî.

Íåâàæêî íàâåñòè ïðèêëàäè (m+1)-àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, äëÿ

ÿêèõ ëiâà ÷àñòèíà â ôîðìóëàõ (3.3) òà (3.4) äîðiâíþ¹ íóëþ ïðè

z = 0 i äîâiëüíîìó r ∈ (0, R), à ïðàâà íi. Ó âèïàäêó ôîðìóëè

(3.3) � öå ôóíêöiÿ

f (z) = zm−s−1z̄m,

à ó âèïàäêó ôîðìóëè (3.4) � öå ôóíêöiÿ

f (z) = zm−sz̄m.

Ó öüîìó ñåíñi òåîðåìè öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ òî÷íèìè.

3.3 Äåÿêi òîòæíîñòi ç âèçíà÷íèêàìè äëÿ ïîëiàíàëiòè-

÷íèõ ôóíêöié

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè âñòàíîâèìî äåêiëüêà ïðîñòèõ òâåðäæåíü,

ÿêi âèïëèâàþòü ç òåîðåìè 3.2.1.
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Òåîðåìà 3.3.1. Íåõàé m ∈ N, s ∈ N0, s ≤ m − 2, R > 0,

{rj}m−s
j=1 ⊂ (0, R), i íåõàé ôóíêöiÿ f ¹ m-àíàëiòè÷íîþ â êðóçi

BR. Òîäi äëÿ âñiõ z ∈ BR−r, äå r = max1≤j≤m−s rj, âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r
2(s+1)
1
(s+1)!

r
2(s+2)
1
(s+2)! ...

r
2(m−1)
1

(m−s−2)!(m−1)!
1
2πi

∫
|ζ−z|=r1

(ζ − z)sf (ζ) dζ

r
2(s+1)
2
(s+1)!

r
2(s+2)
2
(s+2)! ...

r
2(m−1)
2

(m−s−2)!(m−1)!
1
2πi

∫
|ζ−z|=r2

(ζ − z)sf (ζ) dζ

... ... ... ... ...

r
2(s+1)
m−s
(s+1)!

r
2(s+2)
m−s
(s+2)! ...

r
2(m−1)
m−s

(m−s−2)!(m−1)!
1
2πi

∫
|ζ−z|=rm−s

(ζ − z)sf (ζ) dζ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

(3.5)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé z ∈ BR−r. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó îäíîðiäíó ñè-

ñòåìó iç m− s ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè w1, . . . , wm−s:

w1

m−1∑
p=s+1

r2pj
(p− s− 1)!p!

∂p−s−1∂
p
f (z)+

+wm−s
1

2πi

∫
|ζ−z|=rj

f (ζ)(ζ − z)sdζ = 0. (3.6)

Ç òåîðåìè 3.2.1 âèïëèâà¹, ùî öÿ ñèñòåìà ìà¹ íåòðèâiàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê wp = ∂p−s−1∂
p
f (z), p = 1, . . .m−s−1, wm−s = −1. Òîìó

¨¨ ãîëîâíèé âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ íóëþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3.3.2. Íåõàé m ∈ N, s ∈ N0, s ≤ m − 2, R > 0,

{rj}m−s
j=1 ⊂ (0, R), i íåõàé ôóíêöiÿ f ¹ m-àíàëiòè÷íîþ â êðóçi

BR. Òîäi äëÿ âñiõ z ∈ BR−r, äå r = max1≤j≤m−s rj, âèêîíó¹òüñÿ
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ðiâíiñòü

∂f (z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 r21 r41 ... r2m−2s−4
1

1 r22 r42 ... r2m−2s−4
2

... ... ... ... ...

1 r2m−s−1 r4m−s−1 ... r2m−2s−4
m−s−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(s+1)!

2πir2s+2
1

∫
|ζ−z|=r1

(ζ − z)sf (ζ) dζ r21 r41 ... r2m−2s−4
1

(s+1)!

2πir2s+2
2

∫
|ζ−z|=r2

(ζ − z)sf (ζ) dζ r22 r42 ... r2m−2s−4
2

... ... ... ... ...
(s+1)!

2πir2s+2
m−s−1

∫
|ζ−z|=rm−s−1

(ζ − z)sf (ζ) dζ r2m−s−1 r4m−s−1 ... r2m−2s−4
m−s−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(3.7)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé z ∈ BR−r. Ç òåîðåìè 3.2.1 ìà¹ìî ðiâíîñòi

r
2(s+1)
j

(s + 1)!
∂
s+1

f (z) +

m−1∑
p=s+2

r2pj
(p− s− 1)!p!

∂n−1−s∂
p
f (z)

=
1

2πi

∫
|ζ−z|=rj

f (ζ)(ζ − z)sdζ, j = 1, ...,m− s− 1.

Çâiäñè

∂
s+1

f (z) +

m−1∑
p=s+2

r2p−2s−2
j (s + 1)!

(p− s− 1)!p!
∂p−1−s∂

p
f (z)

=
(s + 1)!

2πir2s+2
j

∫
|ζ−z|=rj

f (ζ)(ζ − z)sdζ,

j = 1, . . . ,m− s− 1.
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Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ñèñòåìó iç m − s − 1 ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç

m− s− 1 íåâiäîìèìè w1, w2, ..., wm−s−1:

w1 +

m−1∑
p=s+2

r2p−2s−2
j wp−s =

(s + 1)!

2πir2s+2
j

∫
|ζ−z|=rj

f (ζ)(ζ − z)sdζ,

j = 1, . . . ,m− s− 1,

ãîëîâíèé âèçíà÷íèê ÿêî¨ ¹ âèçíà÷íèêîì Âàíäåðìîíäà i òîìó íå

äîðiâíþ¹ íóëþ. Öÿ ñèñòåìà ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

w1 = ∂
s+1

f (z),

. . .

wm−s−1 =
(s + 1)!

(m− s− 2)!(m− 1)!
∂m−s−2∂

m−1
f (z),

çâiäñè (3.7) âèïëèâà¹ ç ôîðìóë Êðàìåðà. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Àíàëîãè÷íèì ÷èíîì ìîæíà îòðèìàòè ôîðìóëè äëÿ

∂p−s−1∂
p
f (z), p = s + 2, ...,m− 1.

3.4 Òåîðåìà ¹äèíîñòi äëÿ ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü

óçàãàëüíåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ

ôiêñîâàíîãî ðàäióñà

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâëþþòüñÿ îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 3

� òåîðåìà ¹äèíîñòi òèïó Éîíà äëÿ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiîéâíèõ

ôóíêöié ó êðóçi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíåíó óìîâó ñåðåäíüî-

ãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ ôiêñîâàíîãî ðàäióñà. Òàêîæ ïîáóäîâàíî

ïðèêëàäè ôóíêöié, ÿêi âêàçóþòü íà òî÷íiñòü óìîâ öi¹¨ òåîðåìè.
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Íàãàäà¹ìî, ùî êëàñè÷íà òåîðåìà ¹äèíîñòi Ô. Éîíà ñòâåðäæó¹,

ùî êîæíà äiéñíà ôóíêöiÿ f ∈ C∞(Rn) (n ≥ 2), ÿêà ñïiâïàäà¹ çi

ñâî¨ìè óñåðåäíåííÿìè ïî ñôåðàõ ðàäióñà r = 1 òà äîðiâíþ¹ íó-

ëþ ïðè |x| < 1, òîòîæíüî äîðiâíþ¹ íóëþ â Rn. Öåé ðåçóëüòàò

¹ òî÷íèì ó òîìó ñåíñi, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0, 1) iñíóþþòü

ïðèêëàäè íåòðèâiàëüíèõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiîâíèõõ ôóíêöié

â Rn, ÿêi ñïiâïàäàþòü çi ñâî¨ìè óñåðåäíåííÿìè ïî ñôåðàõ ðàäióñà

r = 1 òà äîðiâíþþòü íóëþ â êóëi |x| < 1− ε. Öi ðåçóëüòàòè áóëè

îòðèìàíi Ô. Éîíîì ó 1934-35 ðîêàõ, à ¨õ âèêëàäåííþ ïðèñâÿ÷åíèé

ðîçäië 6 éîãî ìîíîãðàôi¨ [4]. Â.Â. Âîë÷êîâ óçàãàëüíèâ ðåçóëüòàòè

Ô. Éîíà íà âèïàäîê ðîç'ÿçêiâ îäíîðiäíèõ ðiâíÿííü çãîðòêè ç ðà-

äiàëüíèì ðîçïîäiëîì iç êîìïàêòíèì íîñi¹ì â Rn (äèâ. òåîðåìó 2.1

íà ñ. 176 ìîíîãðàôi¨ [60]). Ó âèïàäêó m = 1 òà s = 0 íàøi ðåçóëü-

òàòè ìiñòÿòüñÿ â öié òåîðåìi Â. Â. Âîë÷êîâà, àëå ó âèïàäêó s ≥ 1

ðiâíÿííÿ çãîðòêè (3.4) ïîðîäæó¹òüñÿ ðîçïîäiëîì iç êîìïàêòíèì

íîñi¹ì, ÿêèé âæå íå ¹ ðàäiàëüíèì. Òîìó îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî

ðîçäiëó íå âè÷åðïóþþòüñÿ ðåçóëüòàòìè Â.Â. Âîë÷êîâà.

3.4.1 Äåÿêi ïîçíà÷åííÿ

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ öüîãî ïiäðîçäiëó íàì çíàäîáëÿ-

òüñÿ íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ.

Íåõàé, ÿê i ðàíiøå, R > 0, BR � âiäêðèòèé êðóã íà êîì-

ïëåêñíié ïëîøèíi C iç öåíòðîì â òî÷öi z = 0 ðàäióñà R. Äëÿ

êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ζ = ξ + iη ïîçíà÷èìî ÷åðåç ξ i η âiäïîâiäíî
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éîãî äiéñíó òà óÿâíó ÷àñòèíè: ξ = Re ζ, η = Im ζ. Íåõàé òàêîæ

m ∈ N, s ∈ N0, 0 ≤ s ≤ m− 1.

Äàëi ôóíêöi¨ f ∈ C(BR) âèçíà÷åìî ¨¨ ðÿä Ôóð'¹

f (z) ∼
+∞∑

k=−∞

fk(ρ)e
iφk, (3.8)

äå ρ = |z|, φ = arg z,

fk(ρ) =
1

2π

π∫
−π

f (ρeit)e−itkdt (z ̸= 0). (3.9)

Ó âèïàäêó z = 0 ïîêëàäåìî f0(0) = f (0), fk(0) = 0 äëÿ âñiõ öiëèõ

k ̸= 0. Äàëi ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ íàñòóïíèì äîáðå âiäîìèì

ðåçóëüòàòîì: ÿêùî ôóíêöiÿ f íàëåæèòü äî êëàñó C∞(BR), òî âñi

÷ëåíè ¨¨ ðÿäó Ôóð'¹ òàêîæ íàëåæàòü äî C∞(BR), à ñàì öåé ðÿä

çáiãà¹òüñÿ â òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó C∞(Bρ) äëÿ êîæíîãî ρ ∈ (0, R)

(äèâ. [60], c. 28-32).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç E ′
rad(C) ìíîæèíó âñiõ ðàäiàëüíèõ ðîçïîäiëiâ

â R2 ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, òîáòî òàêèõ ðîçïîäiëiâ f (ç êîìïà-

êòíèì íîñi¹ì), ùî f (φ) = f (eiαφ) äëÿ äîâiëüíèõ φ ∈ C∞
0 (C) òà

α ∈ R.

3.4.2 Ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòìè ðîçäiëó 3 ¹ íàñòóïíi òåîðåìè.

Òåîðåìà 3.4.1. Íåõàé 0 < r < R, f ∈ C∞(BR), i íåõàé ïðè

êîæíîìó z ∈ BR−r âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (3.4), à f (z) = 0 äëÿ

âñiõ z ∈ Br. Òîäi f ≡ 0 â BR.
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Òåîðåìà 3.4.2. Íåõàé r > 0. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0, r) iñíó¹

ôóíêöiÿ f ∈ C∞(C) iç íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

1) äëÿ êîæíîãî z ∈ C âèêîíó¹òüñÿ (3.4);

2) f (z) = 0 äëÿ âñiõ z ∈ Br−ε;

3) f ̸≡ 0.

3.4.3 Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè òà êîíñòðóêöi¨

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.4.1 íàì çíàäîáëÿòüñÿ íàñòóïíi äîïîìi-

æíi ðåçóëüòàòè.

Ëåìà 3.4.3. Íåõàé H ∈ Cs[r −R,R− r], H(−x)(−1)s = H(x)

òà
π∫
−π

H(x cos t) cos st dt ≡ 0. (3.10)

Òîäi H � ïîëiíîì ñòåïåíÿ íå âèùå s − 1 ïðè s ≥ 1 òà H ≡ 0

ïðè s = 0.

Öÿ ëåìà íàëåæèòü Â.Â. Âîë÷êîâó [3] (ëåìà 2). Íàñòóïíà ëåìà

âiäiãðà¹ öåíòðàëüíó ðîëü â äîâåäåííi òåîðåìè 3.4.1.

Ëåìà 3.4.4. Íåõàé ôóíêöiÿ f ∈ C∞(BR) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

(3.4) ïðè âñiõ z ∈ BR−r. Òîäi öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êî-

æíîãî äîäàíêó ðÿäó Ôóð'¹ (3.8) öi¹¨ ôóíêöi¨, i íàâïàêè.

Äîâåäåííÿ. Öþ ëåììó ìîæíî äîâåñòè ïðÿìèìè îá÷èñëåííÿìè.

Àëå ùîá óíèêíóòè ¨õ, ìè ñêîðèñòàåìîñÿ òèì, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

ρ ∈ (0, R) êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ C∞(BR), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
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(3.4), ¹ ãðàíèöåþ â òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó C∞(Bρ) äåÿêî¨ ïîñëiäîâ-

íîñòi öiëèõ äiéñíî àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi òàêîæ çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâó (3.4). Öåé ôàêò ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì ãëèáîêî¨ òåî-

ðåìè ïðî àïðîêñèìàöiþ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ çãîðòêè â îïóêëèõ îáëàñòÿõ áàãàòîâèìið-

íîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó åêñïîíåíöiàëüíèìè ïîëiíîìàìè, ÿêi ¹

ðîçâ'ÿçêàìè öüîãî ðiâíÿííÿ (äèâ. [7], òåîðåìà 20.1). Òîìó äàëi ìè

ìîæåìî ââàæàòè áåç çìåíüøåííÿ çàãàëüíîñòi, ùî ôóíêöiÿ f â

óìîâàõ íàøî¨ ëåìè ¹ öiëîþ äiéñíî àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ. Òîäi

äîäàíîê iç íîìåðîì k ðÿäó Ôóð'¹ öi¹¨ ôóíêöi¨ ìiñòèòü ëèøå òi

äîäàíêè ajlz
jz̄l ðîçêëàäó ôóíêöi¨ f â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì z,

z̄, äëÿ ÿêèõ j− l = k. Íåõàé ëiíiéíèé îïåðàòîð Lr âèçíà÷åíèé íà

ëiíiéíîìó ïðîñòîði âñiõ öiëèõ äiéñíî àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié g(z)

íà ïîëåì C ç òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ôóíêöié ç óñiìà

¨õ ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè íà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ ïëîùèíè

C ôîðìóëîþ

Lrg(z) :=

=

m−1∑
p=s

r2p+2

(2p + 2)(p− s)!p!
∂p−s∂

p
f (z)− 1

2π

∫∫
|ζ−z|≤r

f (ζ)(ζ − z)sdξ dη.

Òîäi îïåðàòîð Lr âiäîáðàæó¹ äîäàíîê ðÿäó Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f iç

íîìåðîì k â äîäàíîê ðÿäó Ôóð'¹ ôóíêöi¨ Lrf iç íîìåðîì k + s.

Îñêiëüêi Lrg(z) ≡ 0, òî âñi äîäàíêè ðÿäó Ôóð'¹ ôóíêöi¨ Lrg òî-

òîæíî äîðiâíþþòü íóëþ. Çâiäñè ìà¹ìî òâåðäæåííÿ ëåìè.
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Ëåìà 3.4.5. Íåõàé 0 < r < R, f ∈ Cs+1(BR) � ðàäiàëüíà ôóí-

êöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ (3.4) ïðè âñiõ z ∈ BR−r, òà íåõàé

f (z) = 0 â Br. Òîäi f ≡ 0 â BR.

Äîâåäåííÿ. Çà íàñëiäêîì 8.3 íà ñ. 51 ìîíîãðàôi¨ [60] iñíó¹ òàêà

ôóíêöiÿ g ∈ Cs(−R,R), ùî g = 0 â [−r, r] òà âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f (ρ) =

π∫
−π

g(ρ cosφ) dφ.

Òåïåð äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî g ≡ 0 íà iíòåðâàëi (−R, R).

Íåõàé

Ψ(z, α) =

∫
|ζ|≤r

G(ζ + z)Φα(ζ)dξdη, (3.11)

äå z ∈ C, α ∈ R1,

G(ζ) := g([ζ ]),

[ζ ] = Re ζ = ξ,

Φα(ζ) = (ζe−iα)s.

Ç ôîðìóëè (3.11) ìà¹ìî

Ψ(z, α + β) =

∫
|ζ−z|≤r

G(ζ)Φα+β(ζ − z)dξdη =

=

∫
|ζ−z|≤r

G(ζ)Φα(ζ − z)e−iβsdξdη,
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çâiäêè

Ψ(zeiβ, α + β) =

∫
|ζ−zeiβ |≤r

G(ζ)Φα(ζ − zeiβ)e−iβs dξdη

=

∫
|ζeiβ−zeiβ |≤r

G(ζeiβ)Φα(ζe
iβ − zeiβ)e−iβsdξdη

=

∫
|ζ−z|≤r

G(ζeiβ)Φα(ζ − z)dξdη.

Ïðîiíòåãðó¹ìî îòðèìàíèé âèðàç:
π∫
−π

Ψ(zeiβ, α + β)dβ =

∫
|ζ−z|≤r

(

π∫
−π

G(ζeiβ) dβ)Φα(ζ − z)dξdη.

Òîäi äëÿ êîæíîãî z ∈ BR−r ïîñëiäîâíî îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi
π∫
−π

g([ζeiβ])dβ =

π∫
−π

g(ρ cos(φ + β))dβ = 0

òà
π∫
−π

Ψ(zeiβ, α + β)dβ = 0,

äå ζ = ρeiφ, 0 < ρ < r. Òåïåð âèçíà÷åìî ôóíêöiþ

H(u) := Ψ(u, 0), u ∈ (r −R, R− r).

Îñêiëüêi g ∈ Cs(−R, R), òî H ∈ Cs(r − R, R − r). Òîäi, âðàõî-

âóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

Ψ(zeiβ, β) = Ψ(zeiβ, 0)e−iβs = H [zeiβs]e−iβs (z ∈ BR−r, β ∈ R),
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ìà¹ìî ðiâíiñòü
π∫
−π

H([zeiβ])e−iβsdβ = 0,

çâiäêè
π∫
−π

H(ρ cos β)e−iβsdβ = 0,

äå z = ρ ∈ R, 0 ≤ ρ < R− r. Öå äà¹ ðiâíiñòü
π∫
−π

H(ρ cos β) cos(βs)dβ = 0.

Çà ëåìîþ 3.4.3 îòðèìà¹ìî, ùî H(u) � ïîëiíîì ñòåïåíÿ ≤ s − 1.

Òîäi (
d

du

)s

H ≡ 0.

Íàðåøòi, ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ(
d

dx

)s

H(x) =

(
d

dx

)s

Ψ(x, 0) =

=

∫
|ζ|≤r

g(s)([ζ ] + x)Φ0(ζ) dξdη = 0.

Çâiäñè, âèêîðèñòîâóþ÷è îäíîâèìiðíèé àíàëîã òåîðåìè ¹äèíîñòi

Ô. Éîíà äëÿ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü çãîðòêè ç ðîçïîäiëîì iç êîìïà-

êòíèì íîñi¹ì ([60], ñ. 150, âèïàäîê (2) òåîðåìè 1.1), ìà¹ìî, ùî

g(s)(x) = 0 ïðè −R < x < R. Òîäi, âðàõîâóþ÷è âèùå çãàäàíi óìî-

âè íà ôóíêöiþ g, îòðèìà¹ìî, ùî g ≡ 0 â iíòåðâàëi (−R, R).

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.4.2 íàì çíàäîáëÿòüñÿ íàñòóïíi êîí-
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ñòðóêöi¨. Íåõàé, ÿê i ðàíiøå, m ∈ N, s ∈ N0, s < m, òà íåõàé

Js+1(z) :=
(z
2

)s+1
∞∑
p=0

(−1)p

p!Γ(s + p + 2)

(z
2

)2p
(z ∈ C)

� ôóíêöiÿ Áåññåëÿ (Γ � ãàììà-ôóíêöiÿ),

gr(z) = gs,m,r(z) :=
Js+1(zr)

(zr)s+1
−

m−1∑
p=s

(zr)2(p−s)(−1)p−s

(p + 1)!(p− s)!22p−s+1
,

Z(gr) = {z ∈ C : gr(z) = 0} ,

Zr = {z ∈ Z(gr) : Re z > 0} ∪ {z ∈ Z(gr) : Im z > 0,Re z = 0} .

Äëÿ λ ∈ Zr ñèìâîëîì nλ ïîçíà÷à¹òüñÿ êðàòíiñòü íóëÿ λ öiëî¨

ôóíêöi¨ gr.

Äëÿ êîæíîãî ε ∈ (0, π) ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà

(äèâ. [5])

Js(z) ∼
√

2

πz
cos(z − πs

2
− π

4
)

∞∑
m=0

(−1)m(s, 2m)

(2z)2m
−

−
√

2

πz
sin(z − πs

2
− π

4
)

∞∑
m=0

(−1)m(s, 2m + 1)

(2z)2m+1
,

äå z → ∞ â êóòi | arg z| < π − ε,

(s,m) =
Γ(s +m + 1/2)

m!Γ(s−m + 1/2)
.

Çâiäñè ìîæíà îòðèìàòè (äèâ. ëåìó 3.5.2), ùî

|Imλ| ≤ c1 ln(|λ| + 1) (3.12)

ïðè λ → ∞, λ ∈ Zr, äå c1 � äåÿêà äîäàòíÿ êîíñòàíòà.
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Íåõàé φ(z)� ñóìîâíà ðàäiàëüíà ôóíêöiÿ íà êîìïëåêñíié ïëî-

ùèíi C. Òîäi ôóíêöiÿ

φ̃(λ) =

∫
C

φ(z)J0(λ|z|) dxdy (z = x + iy) (3.13)

íàçèâà¹òüñÿ ñôåðè÷íèì ïåðåòâîðåííÿì ôóíêöi¨ φ (φ̃(λ) âèçíà-

÷åíà äëÿ òèõ λ ∈ C, äëÿ ÿêèõ iíòåãðàë â (3.13) iñíó¹). Âiäìi-

òèìî, ùî ó âèïàäêó êîìïàêòíîñòi íîñiÿ ôóíêöi¨ φ ¨¨ ñôåðè÷íå

ïåðåòâîðåííÿ ¹ ïàðíîþ öiëîþ ôóíêöi¹þ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó,

ÿêà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òåîðåìîþ Ïåëi�Âiíåðà�Øâàðöà äëÿ ñôå-

ðè÷íèõ ðîçïîäiëiâ. Ïîíÿòòÿ ñôåðè÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ âiäiãðà¹ â

òåîði¨ ðàäiàëüíèõ ðîçïîäiëiâ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì òàêó æ ðîëü,

ÿê ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹�Ëàïëàñà â òåîði¨ äîâiëüíèõ ðîçïîäiëiâ ç

êîìïàêòíèì íîñi¹ì, äîçâîëÿþ÷è ïðîâîäèòè äîñëiäæåííÿ ðîçïîäi-

ëó çà äîïîìîãîþ àíàëiçó öiëî¨, ùî âiäïîâiäà¹ öüîìó ðîçïîäiëó â

îáðàçi çàäàíîãî ïåðåòâîðåííÿ.

Ñôîðìóëþ¹ìî äåêiëüêà ïðîñòèõ, àëå âàæëèâèõ äëÿ íàñ âëà-

ñòèâîñòåé ñôåðè÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ ðàäiàëüíèõ ðîçïîäiëiâ iç êîì-

ïàêòíèì íîñi¹ì, ùî âèïëèâàþòü ç éîãî âèçíà÷åííÿ ïðîñòèìè îá-

÷èñëåííÿìè, â ÿêèõ δ ïîçíà÷à¹ δ-ôóíêöiþ Äiðàêà:

∆̃φ(z) = −z2φ̃ ∀φ ∈ E ′
rad(C),

δ̃ ≡ 1,

∆̃kδ ≡ (−z2)k, k ∈ N0.

Íåõàé ðàäiàëüíi ðîçïîäiëè iç êîìïàêòíèì íîñi¹ì Sr òà Ur âèçíà-
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÷åíi íàñòóïíèì ÷èíîì:

Sr(φ) :=

m−1∑
p=s

r2p+2

2(p + 1)(p− s)!p!
(4−1∆)pδ,

Ur(φ) :=
1

2π

∫∫
|z|≤r

∂sφ(z)zsdxdy (z = x + iy),

äå φ � äîâiëüíà ôóíêöiÿ iç êëàñó C∞(C). Òîäi ìà¹ìî

S̃r(z) =

m−1∑
p=s

r2p+2(−1)p

2(p + 1)(p− s)!p!4p−s
z2p

= (−1)s2−2sz2s
m−1∑
p=s

r2p+2(−1)p−s

2(p + 1)(p− s)!p!22(p−s)
z2(p−s)

= (−1)s2−2sz2sr2s+22s
m−1∑
p=s

(zr)2(p−s)(−1)p−s

(p + 1)!(p− s)!22p−2s+1

= (−1)sr2
(zr
2

)2s m−1∑
p=s

(zr)2p−s(−1)p−s

(p + 1)!(p− s)!22p−2s+1
,

Ũr(z) =
1

2π

∫∫
|w|≤r

ws∂s

 ∞∑
p=0

(−1)p

p!p!

(z
2

)2p
wpw̄p

 dudv

=
1

2π

∫∫
|w|≤r

( ∞∑
p=s

(−1)p

p!(p− s)!

(z
2

)2p
|w|2p

)
dudv

=

∞∑
q=0

(−1)q+s

2(q + s)!q!(q + s + 1)

(z
2

)2(q+s)

r2(q+s+2)

= r2(−1)s
(zr
2

)2s
2s+1Js+1(zr)

(zr)s+1
,
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äå w = u + iv. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

Ũr(z)− S̃r(z) = (−1)sr2
(zr
2

)2s
2s
Js+1(zr)

(zr)s+1

− (−1)sr2
(zr
2

)2s m−1∑
p=s

(zr)2(p−s)(−1)p−s

(p + 1)!(p− s)!22p−2s+1

= (−1)sr2
(zr
2

)2s
2s

(
Js+1(zr)

(zr)s+1
−

m−1∑
p=s

(zr)2(p−s)(−1)p−s

(p + 1)!(p− s)!22p−s+1

)
= (−1)sr2

(zr
2

)2s
gs,m,r(z) = (−1)sr2

(zr
2

)2s
gr(z)

= r2s+2

(
−z2

4

)s

gr(z).

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ðàäiàëüíîãî ðîçïîäiëó

Tr := Ur − Sr

iç íîñi¹ì íà çàìêíåíié êóëi Br ìè âñòàíîâèëè òîòîæíiñòü

T̃r(z) ≡ r2s+2

(
−z2

4

)s

gr(z).

Çâiäñè, çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó Ïåëi�Âiíåðà�Øâàðöà (â îáèäâi

ñòîðîíè) äëÿ ñôåðè÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ [60] (ñ. 42, òåîðåìà 6.5),

ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî iñíó¹ ðàäiàëüíèé ðîçïîäië Vr iç íîñi¹ì

íà Br, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíîñòi

Ṽ (z) ≡ 2−2sr2s+2gr(z),

Tr(φ) = ∆sVr(φ) ∀φ ∈ C∞(C).

Áiëüø òîãî, ç âèãëÿäó ôóíêöi¨ gr(z) âèïëèâà¹, ùî â òî÷öi z = 0

âîíà ìà¹ íóëü ïîðÿäêó 2(m − s), i òîäi ôóíêöiÿ Tr(z) ìà¹ â öié
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òî÷öi íóëü ïîðÿäêó 2m, òîáòî

T̃r(z) ≡ z2mW̃r(z),

äå W̃r(z) � ïàðíà öiëà ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ W̃r(0) ̸= 0, i ÿêà ¹ ñôå-

ðè÷íèì ïåðåòâîðåííÿì äåÿêîãî ðàäiàëüíîãî ðîçïîäiëó iç íîñi¹ì â

êðóçi Br (çà òåîðåìîþ Ïåëi�Âiíåðà�Øâàðöà).

3.4.4 Äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

Äîâåäåìî òåîðåìó 3.4.1.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ öüîãî, âðàõîâóþ÷è ëåìó 3.4.4, äîñòàòíüî âñòàíî-

âèòè, ùî fk(ρ) = 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ Z. Ïðè k = 0 öå âèïëèâà¹

ç ëåìè 3.4.5. Îñêiëüêè f ∈ C∞(BR), òî äëÿ êîæíîãî öiëîãî k

ôóíêöiÿ

Fk(z) := fk(ρ)e
ikφ

(z = ρeiφ) òàêîæ íàëåæèòü êëàñó C∞(BR) (äèâ. [60], ñ. 28-32).

Çàôiêñó¹ìî k > 0. Çà ëåìîþ 3.4.4 ôóíêöiÿ Fk(z) çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó (3.4) ïðè âñiõ z ∈ BR−r. Òîäi ôóíêöiÿ ∂kFk ¹ ðàäiàëüíîþ òà

òàêîæ çàäîâîëüíÿþ¹ öþ óìîâó â BR−r. Ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ

f ¹ åêñïîíåíöiàëüíèì ïîëiíîìîì, öå ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî

ç âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Fk, çâiäñè çàãàëüíèé âèïàäîê âèïëèâà¹ çà

äîïîìîãîþ ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöi¨ f ó âèãëÿäi ãðàíèöi ïîñëiäîâ-

íîñòi åêñïîíåíöiàëüíèõ ïîëiíîìiâ, ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

çãîðòêè (3.4) òà çáiãàþòüñÿ äî f â òîïîëîãi¨ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi

ç óñiìà ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè íà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ êðó-

ãà BR (äèâ. [7], òåîðåìà 20.1). Ç óìîâè f (z) = 0 â Br, âèïëèâàþ¹,
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ùî Fk(z) = 0 â BR. Ç öüîãî òàêîæ ìà¹ìî, ùî ∂kFk(z) = 0 äëÿ âñiõ

z ∈ Br. Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 3.4.5 ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ∂kFk ≡ 0 â

BR, òîáòî ôóíêöiÿ Fk ¹ k-àíàëiòè÷íîþ â êðóçi BR òà äîðiâíþ¹ íó-

ëþ â BR. Çà òåîðåìîþ ¹äèíîñòi äëÿ äiéñíî àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

ìà¹ìî Fk ≡ 0 â BR.

Àíàëîãè÷íî âñòàíîâëþ¹òüñÿ, ùî ∂
k
F−k ¹ ðàäiàëüíîþ, çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó (3.4) â BR òà äîðiâíþ¹ íóëþ â Br, çâiäêè ç ëåìè

3.4.5 òà òåîðåìè ¹äèíîñòi äëÿ äiéñíî àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ìà¹ìî

â BR òîòîæíiñòü F−k ≡ 0.

Òàêèì ÷èíîì Fk ≡ 0 â BR äëÿ âñiõ öiëèõ k. Òîìó f ≡ 0 â BR.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.4.1 âèïëèâà¹, ùî ÿêùî ôóíêöiÿ f (z)

ñïiâïàäà¹ ïðè äåÿêîìó öiëîìó k ç ôóíêöi¹þ Fk(z) â êðóçi BR, òî

óìîâó óìîâó f ∈ C∞(BR) â öié òåîðåìi ìîæíî çàìiíèòè óìîâîþ

f ∈ C |k|+2m−s−2(BR).

Òåïåð äîâåäåìî òåîðåìó 3.4.2.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîáóäîâàíèé âèùå ðàäiàëüíèé ðîçïîäië

Tr. Íåõàé ε � äîâiëüíå ÷èñëî iç iíòåðâàëó (0, r). Âèêîðèñòîâóþ÷è

òâåðäæåííÿ (4) òåîðåìè 2.1 íà ñ. 176 ìîíîãðàôi¨ [60], äå ïðåäñòàâ-

ëåíî óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè ¹äèíîñòi Ô. Éîíà íà âèïàäîê ðiâíÿííü

çãîðòêè iç ðàäiàëüíèì ðîçïîäiëîì ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, ìè ðîáè-

ìî âèñíîâîê ïðî iñíóâàííÿ ðàäiàëüíî¨ ôóíêöi¨ g ∈ C∞(C), òàêî¨,
ùî Tr ∗ g ≡ 0 â C, g ̸≡ 0 òà g(z) = 0 äëÿ âñiõ z ∈ Br. Íåõàé

f (z) := ∂sg(z)
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(z ∈ C). Òîäi f (z) = 0 äëÿ âñiõ z ∈ Br òà f ̸≡ 0 â C (iíàêøå

∂sg(z) ≡ 0 äëÿ âñiõ z ∈ C, i òîäi g � äiéñíî àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ â

C, çâiäêè çà òåîðåìîþ ¹äèíîñòi g ≡ 0 â C, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâó
g ̸≡ 0). Ç iíøîãî áîêó óìîâà Tr ∗ g ≡ 0 îçíà÷à¹, ùî

m−1∑
p=s

r2p+2

2(p + 1)(p− s)!p!
(4−1∆)pg(z) ≡ 1

2π

∫∫
|ζ−z|≤r

∂sg(ζ)(ζ−z)sdξdη

(ζ = ξ + η), çââiäêè ìà¹ìî ïîòðiáíó íàì òîòîæíiñòü

m−1∑
p=s

r2p+2

2(p + 1)(p− s)!p!
∂p−s∂

p
f (z) ≡ 1

2π

∫∫
|ζ−z|≤r

f (ζ)(ζ − z)sdξdη.

3.5 Îïèñ ãëàäêèõ ôóíêöié ç óçàãàëüíåíîþ óìîâîþ ñåðå-

äíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ ôiêñîâàíîãî ðàäióñà

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äà¹òüñÿ ïîâíèé îïèñ òèõ ôóíêöié

f ∈ C∞(BR), äëÿ ÿêèõ óìîâà (3.4) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ôiêñî-

âàíîãî r ∈ (0, R) ïðè âñiõ z ∈ BR−r. Ç öüîãî îïèñó âèïëèâà¹, ùî

äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ∂m−s∂
m
f = 0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(3.4)ïðè êîæíîìó r ∈ (0, R).

3.5.1 Ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó

Äëÿ ρ ≥ 0, λ ∈ Zr òà k ∈ Z ïîêëàäåìî

Φλ,η,k(ρ) =

(
d

dz

)η

(Jk(zρ)) |z=λ.

äå η = 0, ..., nλ − 1, à nλ � êðàòíiñòü íóëÿ λ.
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Òåîðåìà 3.5.1. Íåõàé R > 0, r ∈ (0, R), m ∈ N, s ∈ N0,

s < m. Òîäi ôóíêöiÿ f ∈ C∞(BR) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.4) ïðè

âñiõ z ∈ BR−r òîäi i òiëüêi òîäi, êîëè êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ gk(ρ)

ôóíêöi¨ g(z) := ∂m−s∂̄mf (z) ìàþòü âèãëÿä

gk(ρ) =
∑
λ∈Zr

nλ−1∑
η=0

cλ,η,kΦλ,η,k(ρ),

äå äëÿ áóäü-ÿêîãî α > 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

max
η=0,...,nλ−1

|cλ,η,k| = O(|λ|−α), λ → ∞ (3.14)

(0 ≤ ρ < R, k ∈ Z).

Çðîáèìî äåêiëüêà çàóâàæåíü ñòîñîâíî ôîðìóëþâàííÿ öi¹¨ òå-

îðåìè. Ïåðø çà âñå, ç ïðèíàëåæíîñòi ôóíêöi¨ f äî êëàñó C∞(BR)

âèïëèâà¹ ïðèíàëåæíiñòü äî öüîãî êëàñó i ôóíêöi¨ g. Òîìó âñi

äîäàíêè ðÿäó Ôóð'¹ ôóíêöi¨ g ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiîâíèìè

ôóíêöiÿìè (â êîîðäèíàòàõ x, y), à ñàì öåé ðÿä çáiãà¹òüñÿ äî ôóí-

êöi¨ g â òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó E(BR), òîáòî â òîïîëîãi¨ ðiâíîìiðíî¨

çáiæíîñòi ç óñiìà ñâî¨ìè ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè íà êîìïàêòíèõ

ïiäìíîæèíàõ êðóãà BR. Ç iíøîãî áîêó, â íàñòóïíié ëåìi âñòàíîâ-

ëþ¹òüñÿ, ùî âñi íóëi λ ôóíêöi¨ gr(z) ¹ ïðîñòèìè ïðè äîñòàòíüî

âåëèêèõ çà ìîäóëåì λ. Òîìó ç (3.14) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî

k ∈ Z âñi äîäàíêè ðÿäó∑
λ∈Zr

nλ−1∑
η=0

cλ,η,kΦλ,η,k(ρ)e
ikφ

¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè âiäíîñíî êîîðäèíàò



67

x, y (z = x+ iy = ρeiφ), à ñàì öåé ðÿä çáiãà¹òüñÿ äî k-ãî äîäàíêó

ðÿäó Ôóðü'¹ ôóíêöi¨ g â òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó E(BR).

3.5.2 Äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè íóëiâ ôóíêöi¨ gr(z)

Ïåðø çà âñå âiäìiòèìî, ùî ç âiäîìî¨ àñèìïòîòèêè ôóíêöié Áåññå-

ëÿ âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ gr(z) ¹ ïàðíîþ öiëîþ ôóíêöi¹þ åêñïî-

íåíöiàëüíîãî òèïó, ÿêà çðîñòà¹ ÿê ìíîãî÷ëåí íà äiéñíié âiñi (äèâ.

[5], § 29). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà Zr íåñêií÷åííà. Íàñïðàâ-

äi, â ñóïðîòèâíîìó âèïïàäêó ìè ìàëè áè ïðåäñòàâëåííÿ

gr(z) = z2(m−s)
n∏

j=1

(
1− z

zj

)
ef(z),

äå n ∈ N, f (z) � îáìåæåíà öiëà ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ ôóíêöiÿ ef(z)

¹ ïàðíîþ. Çâiäñè ìà¹ìî f (z) ≡ 0, ùî ñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ ôóí-

êöi¨ gr(z). Íàñòóïíà ëåìà âiäiãðà¹ öåíòðàëüíó ðîëü â äîâåäåííi

òåîðåìè 3.5.1.

Ëåìà 3.5.2. Iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi c1, c2 òà c3, ùî ïðè

λ ∈ Zr, |λ| ≥ c3 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|Imλ| ≤ c1 ln(1 + |λ|) (3.15)

òà

|g′r(λ)| > c2|λ|2m−s+1. (3.16)

Çîêðåìà, âñi äîñòàòíüî âåëèêi çà ìîäóëåì íóëi ôóíêöi¨ gr(z) ¹

ïðîñòèìè.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé

P (z) := zs+1
m−1∑
p=s

z2p−s+1(−1)p−s

(2p + 2)(p− s)!p!22p−s
(z ∈ C),

i íåõàé λ ∈ Zr. Òîäi gr(λ) = 0. Ñêîðèñòà¹ìîñü íàñòóïíîþ äî-

áðå âiäîìîþ àñèìïòîòèêîêîþ ôóíêöié Áåññåëÿ, ÿêà ¹ âiðíîþ ïðè

êîæíîìó ε ∈ (0, π) â êóòi | arg z| < π − ε, (äèâ. [5], � 29), äëÿ

âèçíà÷åííîñòi äàëi ìè ââàæà¹ìî, ùî ε = 3π/4):

Js+1(λr) = (2/(πλr))1/2[cos(λr − (s + 1)π/2− π/4)

+
4(s + 1)2 − 1

8λr
sin(λr− (s+1)π/2− π/4)](1 + o(1)), λ → ∞.

Ç öi¹¨ àñèìïòîòèêè òà ðiâíîñòi

Js+1(λr) = P (λr),

ùî åêâiâëåíòíà óìîâó gr(λ) = 0, ìè ìà¹ìî

Js+1(λr) = (2/(πλr))1/2[cos(λr − (s + 1)π/2− π/4)

+
4(s + 1)2 − 1

8λr
sin(λr − (s + 1)π/2− π/4)]

= P (λr)(1 + o(1)), λ → ∞

(îñêiëüêi P (z) � ïîëiíîì). Çâiäñè, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè

cos z =
1

2
(eiz + e−iz),

sin z =
1

2i
(eiz − e−iz),
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ìè ïîñëiäîâíî îòðèìà¹ìî:

cos(λr − (s + 1)π/2− π/4)

=
1

2
[exp(iλr − i(s + 1)π/2− iπ/4)

+ exp(−iλr + i(s + 1)π/2 + iπ/4)]

=
1

2
[exp(−Im(λr) + iRe(λr)− i(s + 1)π/2− iπ/4)

+ exp(Im(λr)− iRe(λr) + i(s + 1)π/2 + iπ/4)],

sin(λr − (s + 1)π/2− π/4)

= −i
1

2
[exp(iλr − i(s + 1)π/2− iπ/4)

− exp(−iλr + i(s + 1)π/2 + iπ/4)]

= − i

2
[exp(−Im(λr) + iRe(λr)− i(s + 1)π/2− iπ/4)

− exp(Im(λr)− iRe(λr) + i(s + 1)π/2 + iπ/4)],

cos(λr − (s + 1)π/2− π/4)

+
4(s + 1)2 − 1

8λr
sin(λr − (s + 1)π/2− π/4)

=
1

2
[exp(−Im(λr) + iRe(λr)− i(s + 1)π/2− iπ/4)

+ exp(Im(λr)− iRe(λr) + i(s + 1)π/2 + iπ/4)]

− i
4(s + 1)2 − 1

16λr
[exp(−Im(λr) + iRe(λr)− i(s + 1)π/2− iπ/4)

− exp(Im(λr)− iRe(λr) + i(s + 1)π/2 + iπ/4)]

Ç îñòàííüîãî ëàíöþæêà ðiâíîñòåé âèïëèâà¹, ùî ïðè λ → ∞,
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λ ∈ Zr, ìè ìà¹ìî |Im(λr)| → ∞, áî iíàêøå ôóíêöiÿ

cos(λr− (s+1)π/2−π/4)+
4(s + 1)2 − 1

8λr
sin(λr− (s+1)π/2−π/4)

îáìåæåíà ïðè |λ| ≥ 1, λ ∈ Zr, i òîäi Js+1(λr) → 0 ïðè λ → ∞,

λ ∈ Zr. Çâiäñè ïîñëiäîâíî âèïëèâàþòü àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi

| cos(λr−(s+1)π/2−π/4)+
4(s + 1)2 − 1

8λr
sin(λr−(s+1)π/2−π/4)|

=
1

2
e|Im(λr)|(1 + o(1)), λ → ∞, λ ∈ Zr,

1

2
e|Im(λr)| = (π|λ|r/2)1/2|P (λr)|(1 + o(1)), λ → ∞, λ ∈ Zr,

îñòàííÿ ç ÿêèõ äà¹ íåðiâíiñòü (3.15). Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è âiäî-

ìó ôîðìóëó äèôåðåíöþâàííÿ ôóíêöié Áåññåëÿ

d

dz

(
Js+1(z)

zs+1

)
= −Js+2(z)

zs+1

i òå, ùî |Im(λr)| → ∞ ïðè λ → ∞, λ ∈ Zr, ìè ìà¹ìî â òî÷êàõ

λ ∈ Zr íàñòóïíå:

g′r(λ) =
d

dλ

(
Js+1(λr)− P (λr)

(λr)s+1

)
= −Js+2(λr)

(λr)s+1
r − d

dλ

(
P (λr)

(λr)s+1

)
= −Js+2(λr)

(λr)s+1
r −Q(λr),

äå

Q(λr) :=
d

dλ

(
P (λr)

(λr)s+1

)
.

Òîäi, ðîçìiðêîâóþ÷è òàê ñàìî, ÿê i äëÿ ôóíêöi¨ Js+1, i âèêîðèñòî-
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âóþ÷è àñèìïòîòèêó

Js+2(λr) = (2/(πλr))1/2[cos(λr − (s + 2)π/2− π/4)

+
4(s + 2)2 − 1

8λr
sin(λr− (s+2)π/2− π/4)](1 + o(1)), λ → ∞,

ìè âñòàíîâëþ¹ìî, ùî

|Js+2(λr)| =
(

2

πλr

)1/2
1

2
e|Im(λr)|(1 + o(1))

=

(
2

πλr

)1/2

(π|λ|r/2)1/2|P (λr)|(1 + o(1))

= |P (λr)|(1 + o(1)), λ → ∞, λ ∈ Zr,

Çâiäñè âèïëèâà¹ íàñòóïíà îöiíêà:

|g′r(λ)| ≥
|Js+2(λr)|
|λr|s+1

r − |Q(λr)|

≥ |P (λr)|(1 + o(1))−Q(λr)

= |P (λr)|(1 + o(1))

= c|λ|2m−s+1(1 + o(1)), λ → ∞, λ ∈ Zr,

äå

c =
4

m!(m− s− 1)!

(r
2

)2m−s+1

� êîåôiöi¹íò ïîëiíîìà P (λr) ïðè (λr)2m−s+1 (ìè ñêîðèñòàëèñü

òèì, ùî ñòåïåíi ïîëiíîìiâ P i Q äîðiâíþþòü âiäïîâiäíî 2m−s+1

òà 2m− s). Çâiäñè ìà¹ìî (3.16).
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3.5.3 Äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ f ∈ C∞(BR) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.4)

ïðè âñiõ z ∈ BR−r, i íåõàé

G(z, ζ) := ln

∣∣∣∣ R2 − ζz̄

R(ζ − z)

∣∣∣∣ , z, ζ ∈ BR, z ̸= ζ,

� ôóíêöiÿ Ãðiíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â êðóçi BR. Òîäi iíòå-

ãðàëüíèé îïåðàòîð

Lf (z) :=

∫
BR

G(z, ζ)f (ζ) dξ dη (ζ = ξ + iη)

ïåðåâîäèòü ôóíêöiþ f â ôóíêöiþ h = Lf ∈ C∞(BR), ÿêà ïðÿìó¹

äî íóëÿ ïðè |z| → R i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà

∆h = f

â êðóçi BR. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî äëÿ ôóíêöi¨

d(z) := 4s∂
s
(Lsf )(z)

iç êëàñó C∞(BR) âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

∂sd(z) = 4s∂s∂
s
(Lsf )(z) = ∆s(Lsf )(z)

= ∆s−1(Ls−1f )(z) = . . . = ∆(Lf )(z) = f (z) ∀ z ∈ BR.

Òîäi iç ðåçóëüòàòiâ ïiäðîçiäëó 3.4.3 âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ f (z)

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 3.4) ïðè âñiõ z ∈ BR−r òîäi i òiëüêi òîäi, êîëè

ôóíêöiÿ d ¹ â BR ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ çãîðòêè Tr ∗d = 0, äå ðàäi-

àëüíèé ðîçïîäië Tr âèçíà÷åíî ó öüîìó ïiäðîçäiëi. Ç iíøîãî áîêó,

çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó Ïåëi�Âiíåðà�Øâàðöà äëÿ ñôåðè÷íîãî ïå-

ðåòâîðåííÿ, ìè áà÷èìî, ùî âèêîíàííÿ (3.4) ïðè âñiõ z ∈ BR−r
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åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî, ôóíêöiÿ d ¹ â BR ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

çãîðòêè Wr ∗ (∆md) = 0, äå Wr � ðàäiàëüíèé ðîçïîäië iç íîñi¹ì â

Br, ñôåðè÷íå ïåðåòâîðåííÿ ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä W̃r(z) ≡ z−2mTr(z).

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

W̃r(z) ≡ z−2mTr(z) ≡ z−2mr2s+2

(
−z2

4

)s

gr(z),

òîìó W̃r(0) ̸= 0. Çà ïîïåðåäíüî¨ ëåìè âèïëèâà¹ òà ç òåîðåìè 2.3

íà ñ. 180 ìîíãðàôi¨ [60], äå çà äåêèõ çàãàëüíèõ óìîâ äàíî ïîâíèé

îïèñ ìíîæèíè íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü

çãîðòêè ç ðàäiàëüíèì ðîçïîäiëîì iç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, âèïëè-

âà¹, ùî ðîçïîäië Wr çàäîâîëüíÿ¹ óìîâ öi¹¨ òåîðåìè, i òîìó äëÿ

êîåôöi¹íòiâ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ g(z) = ∆md(z) ìà¹ ìiñöå ïðåäñòàâëåí-

íÿ

gk(ρ) =
∑
λ∈Zr

nλ−1∑
η=0

cλ,η,kΦλ,η,k(ρ), k ∈ Z, 0 < ρ < ∞,

â ÿêîìó êîåôiöi¹íòè cλ,η,k çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (3.14). Âðàõî-

âóþ÷è, ùî g(z) = ∂md(z) = ∂m−s∂
m
f (z) äëÿ âñiõ z ∈ BR, ìè

îòðèìà¹ìî çàêëþ÷åííÿ íàøî¨ òåîðåìè.

Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.5.1 âèïëèâà¹ íîâèé ìåòîä äîâåäåííÿ

òåîðåìè 3.4.1. À ñàìå, ïðèïóñòåìî, ùî óìîâè òåîðìè 3.4.1 âèêî-

íó¹òüñÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

g(z) := ∂m−s∂
m
f (z).
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Öÿ ôóíêöiÿ íàëåæèòü äî êëàñó C∞(BR), i ç ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü

âèïëèâà¹ ùî âîíà ¹ ðîçâ'ÿçêîì â BR ðiâíÿííÿ çãîðòêè

Wr ∗ g = 0,

äåWr � ðàäiàëüíèé ðîçïîäië ç íîñi¹ì â Br. Îñêiëüêi f = 0 â êðóçi

Br, òî òàêîæ i g = 0 â öüîìó êðóçi. Çàñòîñîâó÷è äî ðîçïîäiëó Wr

òåîðåìó 2.2.2 ìè ìà¹ìî g ≡ 0 â BR. Öå îçíà÷à¹ ùî ôóíêöiÿ f

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ ∂md(z) = ∂m−s∂
m
f = 0 â BR. Îñêiëüêi

ðîçâ'ÿçêè òàêîãî ðiâíÿííÿ ¹ äiéñíî àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè, à

f = 0 â Br, òî çà òåîðåìîþ ¹äèíîñòi äëÿ äiéñíî àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié ìà¹ìî f ≡ 0 â BR.

3.6 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó öüîìó ðîçäiëi âèâ÷åíî êëàñ íåñêií÷åííî äèôåðåíiéîâíèõ ôóí-

êöié â êðóçi íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëü-

íåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ ôiêñîâàíîãî ðàäióñà,

òîáòî ¹ ðîçâ'ÿçêàìè îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ çãîðòêè ñïåöiàëüíîãî

âèãëÿäó, ùî óçàãàëüíþ¹ êëàñè÷íó âëàñòèâiñòü ñåðåäíüîãî çíà÷å-

ííÿ ïî êðóãàõ äëÿ ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié.

Âñòàíîâëåíî òåîðåìó ¹äèíîñòi òèïó Éîíà òà ïîáóäîâàíî ïðè-

êëàäè ôóíêöié, ùî äåìîíñòðóþòü ¨¨ íåïîêðàùóâàíiñòü.

Â òåðìiíàõ ðîçêëàäó êîåôiöiåíòiâ Ôóð'¹ â ðÿäè ïî ñïåöiàëü-

íèõ ôóíêöiÿõ, ùî âèçíà÷àþòüñÿ çàäàíèì îïåðàòîðîì çãîðòêè,

ïîâíiñòþ îïèñàíî êëàñ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié,

ùî çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî
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êðóãàõ ôiêñîâàíîãî ðàäióñà. Ç öüîãî îïèñó âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿç-

êè îäíîðiäíèõ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü, ëiâà ÷àñòèíà ÿêèõ ¹ äîáóòêîì

äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ ñòåïåíiâ (ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ïàðàìåòðàìè çà-

äàíîãî ðiâíÿííÿ çãîðòêè) ôîðìàëüíèõ ïîõiäíèõ Êîøi, çàäîâîëü-

íþòü óçàãàëüíåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ. Öåé îïèñ

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi ïðè äîñëiäæåííi ãëàä-

êèõ ôóíêöié â êðóçi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíåíó óìîâó ñåðå-

äíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ ç äâîìà ôiêñîâàíèìè ðàäióñàìè.
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Ðîçäië 4

Òåîðåìè ïðî äâà ðàäióñè

Ç ðåçóëüòàòiâ ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó (òåîðåìà 3.5.1) âèïëèâà¹

äîñòàòíiñòü òîãî, ùî ôóíêöiÿ f ∈ C∞(BR) çàäîâîëüíÿ¹ åëiïòè-

÷íîìó ðiâíÿííþ ∂m−s∂
m
f = 0, äëÿ âèêîíàííÿ óçàãàëüíåíî¨ óìîâè

ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî ðàäióñà. Ó

òîé æå ÷àñ iñíóþòü ôóíêöi¨ f ∈ BR, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëü-

íåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ äîâiëüíîãî ôiêñîâà-

íîãî ðàäióñà â êðóçi BR, àëå íå ¹ ðîçâ'ÿçêàìè öüîãî ðiâíÿííÿ.

Òîìó âèâíèêà¹ ïèòàííÿ: çà ÿêèõ äîäàòêîâèõ óìîâ ôóíêöiÿ òàêà

f áóäå éîãî ðîçâ'ÿçêîì. Ïî àíàëîãi¨ ç êëàñè÷íèìè ðåçóëüòàòàìè,

ïðèðîäíüî ðîçãëÿíóòè â ÿêîñòi òàêî¨ óìîâè óçàãàëüíåíó óìîâó ñå-

ðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ ç iíøèì ôiêñîâàíèì ðàäióñîì. Ñàìå

äîñëiäæåííþ öüîãî âèïàäêó (òåîðåìàì ïðî äâà ðàäióñè) i ïðèñâÿ-

÷åíèé öåé ðîçäië. Ó âèïàäêó R = ∞ òàêîæ ìîæëèâèé iíøèé òèï

äîäàòêîâèõ óìîâ, ïîâ'ÿçàíèé ç íàêëàäàííÿì ïåâíèõ îáìåæåíü íà

ïîâåäiíêó ôóíêöi¨, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, íà íåñêií÷åííîñòi. Â äèñåð-

òàöi¨ îáìåæåííÿ òàêîãî òèïó íå ðîçãëÿäàþòüñÿ, àëå íàâîäèòüñÿ

äåêiëüêà âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ ¨õ ïîðiâíÿííÿ ç âiäïîâiäíèìè

òåîðåìàìè ïðî äâà ðàäióñè.
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4.1 Òåîðåìè ïðî äâà ðàäióñè äëÿ ïîëiíîìiâ, ãîëîìîð-

ôíèõ òà ïîëiàíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

ßê âæå çãàäóâàëîñü ðàíiøå ïåðøi òåîðåìè ïðî äâà ðàäióñè áóëè

âñòàíîâëåíi Æ. Äåëüñàðòîì ó 1961 ðîöi äëÿ ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié

ó áàãàòîâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè

ñôîðìóëþ¹ìî íèçêó iíøèõ âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ òàêîãî òèïó.

Íåõàé n ≥ 1, Bn = {x ∈ Rn : |x| < 1}, i íåõàé

B(y, r) := {x ∈ Rn : |x − y| < r}. Òàêîæ ïîçíà÷èìî ÷åðåç Λm

(m ∈ N) ìíîæèíó ïîëiíîìiâ âèãëÿäó
m∑
k=1

k−1∑
l=0

ck,l|x|2lPm−k,l(x),

äå x ∈ Rn, ck,l ∈ C, à Pm−k,l íàëåæèòü Hm−k � ïðîñòîðó îäíî-

ðiäíèõ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ ñòåïåíÿ m − k. Λ0 ñêëàäà¹òüñÿ çà

âèçíà÷åííÿì ëèøå iç ôóíêöi¨, ùî òîòîæíüî äîðûâíþý íóëþ. Äëÿ

öiëîãî m ïîçíà÷èìî ÷åðåç Am ìíîæèíó âñiõ âiäíîøåíü äîäàòíèõ

íóëiâ ôóíêöi¨ Áåññåëÿ Jm.

Íàñòóïíà òåîðåìà âñòàíîâëåíà â [3] i ¹ ïîñèëþ¹ âiäîìèé ðå-

çóëüòàò Ë. Çàëüöìàíà [64].

Òåîðåìà 4.1.1. [3] Íåõàé f ∈ Lloc(B
n), 0 < r1 < r2 < 1, i íåõàé

äëÿ êîæíî¨ êóëi B(y, r) ⊂ Bn ç r ∈ {r1, r2}) i äëÿ âñiõ P ∈ Hm

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíîñòü∫
B(y,r)

P (x− y)f (x)dx = 0.
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Òîäi

1) ÿêùî r1 + r2 < 1 òà r1
r2

̸∈ An/2+m, òî f ñïiâïàäà¹ ìàéæå âñþäè

ç ïîëiíîìîì iç Λm;

2) ÿêùî r1+r2 > 1 àáî r1
r2
∈ An/2+m, òî iñíó¹ âiäìiííà âiä ïîëiíîìà

ôóíêöiÿ çi âêàçàíîþ óìîâîþ.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê iç äâîìà ôóíêöiÿìè.

Òåîðåìà 4.1.2. [3] Íåõàé f, g ∈ C(Rn) òà∫
B(y,r1)

P (x− y)f (x)dx = 0 =

∫
B(y,r2)

P (x− y)g(x)dx (4.1)

äëÿ âñiõ P ∈ Hm òà âñiõ y ∈ Rn.

Òîäi

1) ÿêùî r1
r2

̸∈ An/2+m òà f − g = o
(
|x|(1−n)/2

)
ïðè x → ∞, òîäi

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà f ≡ g ∈ Λm;

2) r1
r2

∈ An/2+m òà f − g = o
(
|x|(1−n)/2

)
ïðè x → ∞, òî f , g ¹

òîòîæíüî ðiâíèìè, àëå ìîæóòü íå íàëåæàòè äî Λm;

3) äëÿ áóäü-ÿêèõ r1 òà r2 iñíóþòü ðiçíi ôóíêöi¨ f i g òàêi, ÿêi

íå íàëåæàòü Λm, àëå çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (4.1), òàêi, ùî

f − g = O
(
|x|(1−n)/2

)
ïðè x → ∞.

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî m = 0 òà f ≡ g, òî çíîâó îòðèìà¹ìî

òåîðåìó Çàëüöìàíà [64].

Òåîðåìà 4.1.3. [3] Íåõàém < l, r > 0 ¹ ôiêñîâàíèì, f, g ∈ C(Rn)
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òà âèêîíó¹òüñÿ∫
B(y,r)

P (x− y)f (x)dx = 0 =

∫
B(y,r)

Q(x− y)g(x)dx (4.2)

ïðè âñiõ P ∈ Hm, Q ∈ Hl äëÿ áóäü-ÿêîãî y ∈ Rn.

Òîäi

1) ÿêùî f − g = o
(
|x|(1−n)/2

)
ïðè x → ∞, òî f ≡ g ∈ Λm;

2) iñíóþòü ðiçíi ôóíêöi¨ f i g, ùî íå íàëåæàòü Λm, ÿêi çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâi (4.2) òà

f − g = O
(
|x|(1−n)/2

)
ïðè x → ∞.

Ïðè m = 0, g ≡ 0 ìè ìà¹ìî çâiäñè òåîðåìó âiäîìó ¹äèíîñòi

äëÿ ôóíêöié ç íóëüîâèìè ñåðåäíiìè ïî êóëÿõ (äèâ. [4]).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð òåîðåìè ïðî äâà ðàäióñè äëÿ ôóíêöié íà

êîìïëåêñíié ïëîùèíi, ïîâ'ÿçàíi ç ïîñëàáëåííÿì óìîâ ó âiäîìié òå-

îðåìi Ìîðåðè�Êàðëåìàíà ïðî õàðàêòåðèçàöiþ ãîëîìîðôíèõ ôóí-

êöi¨ f ∈ C(B) óìîâîþ ðiâíîñòi íóëþ iíòåãðàëiâ
∫
f (z) dz ïî êî-

æíîìó êîëó, ùî íàëåæèòü îäèíè÷íîìó êðóãó B, òà àíàëîãàìè

öi¹¨ òåîðåìè äëÿ ïîëiàíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 4.1.4. [59] Íåõàé f ∈ C(B) òà íåõàé f (z) dz = 0 äëÿ

iíòåãðóâàííÿ ïî êîæíîìó êîëó ç B ðàäióñiâ r1 òà r2.

Òîäi

1) f ¹ ãîëîìîðôíîþ â B ïðè r1 + r2 < 1 òà r1
r2
̸∈ A1;

2) ÿêùî r1+r2 > 1 àáî r1
r2
∈ A1, òîäi iñíóþòü íåãîëîìîðôíi ôóíêöi¨

iç âèùå âêàçàíèìè óìîâàìè iíòåãðóâàííÿ.
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Íåõàé òåïåð n � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, f ∈ C(C), i
íåõàé äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî r > 0 i âñiõ z ∈ C âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü ∫ ∫
B(z,r)

f (ζ)(ζ − z)ndξdη = 0. (4.3)

×è ¹ âiðíèì, ùî f � n-àíàëiòè÷íà â C? Àíàëîãi÷íå ïèòàííÿ ìî-

æíà ñòàâèòè, ÿêùî ó (4.3) ðîçãëÿäàòè iíòåãðàëè ïî êîëàì (iç çà-

ìiíîþ n íà n− 1).

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó âiäïîâiäü íà îáèäâà ïèòàííÿ ¹ íåãàòèâ-

íîþ, îäíàê, ïðè äåÿêèõ äîäàòêîâèõ ïðèïóùåííÿõ n-àíàëiòè÷íiñòü

ìà¹ ìiñöå. Îäíå ç òàêèõ ïðèïóùåíü ïîâ'ÿçàíî çi çáiëüøåííÿì

êiëüêîñòi âñiõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü r â óìîâi (4.3). Íàïðèêëàä, ÿêùî

(4.3) ìà¹ ìiñöå ïðè âñiõ r > 0 òà z ∈ C, òî f - n-àíàëiòè÷íà (äèâ.

[50]). Íàéáiëüø ÿñêðàâèì ðåçóëüòàòîì ó öüîìó íàïðÿìêó ¹ òåî-

ðåìà Ë.Çàëüöìàíà [65], ÿêà ñòâåðäæó¹, ùî äëÿ n-àíàëiòè÷íîñòi

ôóíêöi¨ f äîñòàòíüî âèêîíàííÿ óìîâè (4.3) ëèøå äëÿ r = r1, r2,

äå r1 òà r2 � ôiêñîâàíi äîäàòíi ÷èñëà, âiäíîøåííÿ ÿêèõ íå äîðiâ-

íþ¹ âiäíîøåííþ íóëiâ ôóíêöi¨ Áåññåëÿ Jn+1. Ë.Çàëüöìàí âèâ÷àâ

òàêîæ âèïàäîê, êîëè f çàäîâîëüíÿ¹ (4.3) ïðè äâóõ ðiçíèõ n (äèâ.

[64]).

Ó ïîïåðåäíiõ ðîáîòàõ ñóòò¹âèì áóëî òå, ùî ôóíêöiÿ f ç óìî-

âîþ (4.3) çàäàíà íà âñié ïëîùèíi C (äèâ. [64], [65]). ßêùî æ

îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ¹ îáìåæåíîþ, òî îñíîâíi ìåòîäè ðî-

áiò, ðîçðîáëåíi äëÿ âèïàäêó C i ïîâ'ÿçàíi ç ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹,

ñòàþòü âæå íåïðèäàòíèìè. Â. Â. Âîë÷êîâ ðîçãëÿíóâ âèïàäîê, êî-
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ëè f çàäàíà â êðóçi BR.

Òåîðåìà 4.1.5. [2] Íåõàé 0 < r1 < r2 < R, f ∈ C(BR), i íåõàé

ïðè âñiõ r ∈ {r1, r2} òà z ∈ BR−r ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(4.3).

Òîäi:

1) ÿêùî r1 + r2 < R òà r1
r2
̸∈ An+1, òî f � n-àíàëiòè÷íà â BR;

2) ÿêùî r1+r2 > R àáî r1
r2
∈ An+1, òî iñíó¹ f ∈ C∞(BR), ÿêà çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó (4.3) r ∈ {r1, r2} òà z ∈ BR−r i íå ¹ n-àíàëiòè÷íîþ

â BRr ∈ {r1, r2} òà z ∈ BR−r.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ç äâîìà çíà÷åííÿìè n.

Òåîðåìà 4.1.6. [2] Íåõàé r ∈ (0, R), n1 òà n2 � íàòóðàëüíi ÷èñëà,

f ∈ C(BR), i íåõàé äëÿ âñiõ z ∈ Br òà n ∈ {n1, n2} ôóíêöiÿ f

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (4.3).

Òîäi ïðè n1 < n2 ìà¹ìî:

1) ÿêùî R > 2r, òî f � n1-àíàëiòè÷íà â BR;

2) ÿêùî R < 2r, òî iñíó¹ f ∈ C∞(BR) iç âêàçàíîþ óìîâîþ, ÿêà

íå ¹ n1-àíàëiòè÷íîþ â êðóçi BR.

Äëÿ öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë µ òà ν ïîçíà÷èìî ÷åðåç A(µ, ν)

ìíîæèíó âñiõ ÷èñåë âèãëÿäó β/γ, äå β òà γ ¹ âiäïîâiäíî äîäàòíè-

ìè íóëÿìè ôóíêöié Áåññåëÿ Jµ òà Jν.

Îçíà÷åííÿ 4.1.7. ×èñëî τ > 0 íàçèâà¹òüñÿ öiëêîì àïðîêñèìî-

âàíèì åëåìåíòàìè ç A(µ, ν) (ïîçíà÷åííÿ t ∈ WA(µ, ν)), ÿêùî

äëÿ êîæíîãî N > 0 iñíóþòü β òà γ, ÿêi ¹ âiäïîâiäíî äîäàòíèìè
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íóëÿìè ôóíêöié Áåññåëÿ Jµ òà Jν i òàêi, ùî∣∣∣∣τ − β

γ

∣∣∣∣ < (2 + γ)−N .

Íàéáiëüø çàãàëüíà ôîðìà ëîêàëüíèõ òåîðåì ïðî äâà ðàäióñè

äëÿ ïîëiàíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ìiñòèòüñÿ ó íàñòóïíîìó ðåçóëüòàòi.

Òåîðåìà 4.1.8. ([60], c. 402) Íåõàé r1, r2 > 0, R > max{r1, r2},
m1,m2 ∈ N, m = min(m1,m2).

Òîäi âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

1) Íåõàé f ∈ Lloc(BR) òà∫
|z|=rj

f (z + ζ)zmj−1dz = 0 (4.4)

äëÿ ìàéæå âñiõ ζ ∈ BR−r, j = 1, 2.

Òîäi:

(a) ÿêùî r1 + r2 < R òà r1
r2

̸∈ A(m1,m2), òî ôóíêöiÿ f ¹ m-

àíàëiòè÷íîþ â BR;

(b) ÿêùî r1 + r2 = R, r1
r2

̸∈ A(m1,m2) òà f ∈ C∞(BR), òî f ¹

m-àíàëiòè÷íîþ â BR;

(c) ÿêùî r1 + r2 = R, r1
r2

∈ WA(m1,m2)\A(m1,m2), òî f ¹ m-

àíàëiòè÷íîþ â BR.

(d) ßêùî r1+ r2 = R òà r1
r2
∈ WA(m1,m2), òî äëÿ êîæíîãî s ∈ N0

iñíó¹ f ∈ Cs(BR), ùî çàäîâîëüíÿ¹ (4.4), àëå íå ¹ m-àíàëiòè÷íîþ

â BR.

(e) ßêùî r1 + r2 > R, òî iñíó¹ ∈ C∞(BR), ùî çàäîâîëüíÿ¹ (4.4),

àëå íå ¹ m-àíàëiòè÷íîþ â BR.
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(f) ßêùî r1
r2
∈ A(m1,m2), òîäi iñíó¹ äiéñíî àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ f

íà C òàêà, ùî ðiâíiñòü (4.4) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ζ ∈ C, j = 1, 2,

àëå f íå ¹ m-àíàëiòè÷íîþ â BR.

4.2 Ëîêàëüíà òåîðåìà ïðî äâà ðàäióñè äëÿ ôóíêöié, ùî

çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷å-

ííÿ ïî êðóãàõ

Íàãàäàåìî, ùî äëÿ r > 0 ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç Z(gr) ìíîæèíó

âñiõ íóëiâ öiëî¨ ôóíêöi¨

gr(z) = gs,m,r(z) :=
Js+1(zr)

(zr)s+1
−

m−1∑
p=s

(zr)2(p−s)(−1)p−s

(p + 1)!(p− s)!22p−s+1
,

Zr = Zr,m := Z(gr) \ {0}.
Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ðîçäiëó i äè-

ñåðòàöi¨ â öiëîìó.

Òåîðåìà 4.2.1. Íåõàé r1, r2 > 0, m ∈ N, s ∈ N0, s < m. Òîäi:

1) ÿêùî R > r1+ r2, Zr1 ∩Zr2 = ∅, f ∈ C2m−s−2(BR) òà ïðè âñiõ

r ∈ {r1, r2} òà z ∈ BR−r âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (3.4), òî ôóíêöiÿ

f íàëåæèòü äî êëàñó C∞(BR) òà çàäîâîëüíÿ¹ â BR ðiâíÿííÿ

∂m−s∂̄mf = 0; (4.5)

2) ÿêùî max{r1, r2} < R < r1 + r2 àáî Zr1 ∩ Zr2 ̸= ∅, òî

iñíó¹ ôóíêöiÿ f ∈ C∞(BR), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.4) ïðè âñiõ

r ∈ {r1, r2} òà z ∈ BR−r i íå ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (5.6) â BR.

Ó âèïàäêó m = 1, s = 0 ìà¹ìî

gs,m,r(z) ≡ 2−1d2(zr),
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äå dn(z) := 2n/2Γ(n/2+1)Jn/2(z)z
−n/2−1. Òîìó óìîâà Zr1∩Zr2 = ∅

åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî r1/r2 íå ¹ âiäíîøåííÿì íóëiâ ôóíêöi¨ d2(z),

i òâåðäæåííÿ 1) òà 2) òåîðåìè 4.2.1 âiäíîâëþþòü âiäïîâiäíî òâåð-

äæåííÿ (1) òà (4) òåîðåìè 5.4 íà ñ. 399 ìîíîãðàôi¨ Â. Â. Âîë÷êîâà4

ïðè n = dimRn = 2, äå ïðåäñòàâëåíà ëîêàëüíà âåðñiÿ çãàäàíîãî

ðàíiøå êëàñè÷íîãî ðåçóëüòàòó Æ. Äåëüñàðòà [30]. Ó öié òåîðå-

ìi òàêîæ äîñëiäæåíî âèïàäîê R = r1 + r2 i ïîêàçàíî, ùî ÿêùî

r1/r2 íå ¹ âiäíîøåííÿì íóëiâ ôóíêöi¨ dn(z), òî êîæíà ôóíêöiÿ

f ∈ C∞(BR), ÿêà ñïiâïàäà¹ çi ñâî¨ìè óñåðåäíåííÿìè (ïî ìiði Ëå-

áåãà) ïî êóëÿõ ðàäióñiâ r1 òà r2 âiäïîâiäíî â BR−r1 òà BR−r2, ¹

ãàðìîíi÷íîþ â BR, i äëÿ äîâiëüíèõ k ∈ N, r1 > 0 òà r2 > 0,

r1+ r2 = R, iñíó¹ íåãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ f ∈ Ck(BR) ç òàêîþ âëà-

ñòèâiñòþ (n ≥ 2). Ó òåîðåìi 4.2.1 âèïàäîê r1+r2 = R çàëèøà¹òüñÿ

âiäêðèòèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé R > r1 + r2, Zr1 ∩ Zr2 = ∅, f ∈ C2m−2−s(BR), i

íåõàé ðiâíiñòü (3.4) âèêîíó¹òüñÿ ïðè âñiõ r ∈ {r1, r2} òà z ∈ BR−r.

Äîâåäåìî, ùî f çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (5.6) â BR.

Äëÿ öüîãî çàôiêñó¹ìî äiéñíó íåâiä'¹ìíó ôóíêöiþ

φ ∈ C∞
0 (B1), äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

∫∫
C φ(z) dxdy = 1, i

íåõàé,

φε(z) = ε−n

∫∫
C
φ(z/ε) dxdy,

äå ε > 0, z ∈ C. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ñòàíäàðòíi âëàñòèâîñòi
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çãîðòêè, ìè ìà¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0, R−r1−r2) ôóíêöiÿ

fε(x) := f ∗ φε(x) =

∫
f (x− y)φε(y) dy

âèçíà÷åíà â êðóçi BR−ε, íàëåæèòü äî êëàñó C∞(BR−ε) òà çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó (3.4) ïðè âñiõ r = {r1, r2} òà z ∈ BR−ε.

Ç iíøîãî áîêó, âèêîðèòîâóþ÷è òåîðåìó Ïåëi�Âiíåðà�Øâàðöà

äëÿ ñôåðè÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ, ìè áà÷èìî, ùî âèêîíàííÿ (3.4) ïðè

âñiõ z ∈ BR−r åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî, ôóíêöiÿ

g(z) := ∂m−s∂̄mf

¹ â BR ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ çãîðòêè

Wr ∗ (gε) = 0,

äå Wr � ðàäiàëüíèé ðîçïîäië iç íîñi¹ì â Br, ñôåðè÷íå ïåðåòâî-

ðåííÿ ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä

W̃r(z) ≡ z−2mTr(z) ≡ z−2mr2s+2

(
−z2

4

)s

gr(z),

i òîìó W̃r(0) ̸= 0 (äèâ. äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.5.1), à

gε(z) := ∂m−s∂̄mfε Çàñòîñîâóþ÷è äî ðîçïîäiëó Wr òåîðåìó 4.8

íà ñ. 204 ìîíîãðàôi¨ [60], ìè çâiäñè ìà¹ìî, ùî

gε(z) ≡ 0

â BR−ε äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0, R− r1 − r2). Îñêiëüêi iç âëàñòèâî-

ñòåé çãîðòêè âèïëèâà¹, ùî gε(z) → g(z) ðiâíîìiðíî íà êîìïàòíèõ

ïiäìíîæèíàõ êðóãà BR, òî ìè îòðèìà¹ìî ïåðøå òâåðäæåííÿ òå-

îðåìè.
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Äîâåäåìî äðóãå òâåðäæåííÿ. ßêùî Zr1 ∩ Zr2 ̸= ∅, òî iñíó¹

λ ∈ Zr1 ∩Zr2. Òîäi λ ̸= 0 i çà òåîðåìîþ 3.5.1 ìà¹ìî, ùî ðàäiàëüíà

ôóíêöiÿ

J0(λ|z|)

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3.4) ïðè âñiõ r ∈ {r1, r2} òà z ∈ BR−r.

Çàëèøèëîñü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê Zr1 ∩ Zr2 = ∅,
max{r1, r2} < R < r1 + r2. Òîäi ôóíêöiÿ

W̃r1(z)

W̃r2(z)

¹ öiëîþ i íå ìà¹ íóëiâ. Òîìó êîæíà ç ôóíêöié W̃r1(z) òà W̃r2(z)

íå ìà¹ íóëiâ. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 4.9 íà ñ. 208 ìîíîãðàôi¨

[60], çâiäñè ìà¹ìî iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíî¨ ôóíêöi¨ g ∈ C∞(BR),

äëÿ ÿêî¨ g ∗ Wr1 ≡ 0 â BR−r1, g ∗ Wr2 ≡ 0 â BR−r2. Ðîçãëÿíåìî

îïåðàòîð L : C∞(BR) → C∞(BR), âèçíà÷åíèé â ïiäðîçäiëi 3.5.3.

Òîäi ôóíêöiÿ

f (z) := ∂sLmg(z)

íàëåæèòü êëàñó C∞(BR), çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3.4) ïðè âñiõ

r ∈ {r1, r2} òà z ∈ BR−r, i íå ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (5.6) â BR (áî

iíàêøå áóëî á g(z) ≡ 0 â BR).

Ðîçìiðîâóþ÷è òàê ñàìî, ÿê i â äîâåäåííi òåîðåìè 4.2.1 ìîæíî

âñòàíîâèòè íàñòóïíó òåîðåìó (â ïîïåðåäíiõ ïîçíà÷åííÿõ).

Òåîðåìà 4.2.2. Íåõàé 0 < r < R, m1,m2 ∈ N, m1 < m2,

s ∈ {0, ...,m1 − 1}.



87

Òîäi

1) ÿêùî R > 2r, Zr,m1 ∩ Zr,m2 = Ø, f ∈ C2m2−2−s(BR) òà ïðè

âñiõ z ∈ BR−r òà m ∈ {m1,m2} âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.4), òî

f ∈ C∞(BR) i ∂
m1−s∂̄mf ≡ 0 â BR.

2) ÿêùî r < R < 2r àáî Zr,m1 ∩ Zr,m2 ̸= Ø, òî iñíó¹ ôóíêöiÿ

f ∈ C∞(BR), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.4) ïðè âñiõ z ∈ BR−r òà

m ∈ {m1,m2} i ∂m1−s∂̄mf ̸≡ 0 â BR.

4.3 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó öüîìó ðîçäiëi, âñòàíîâëåíî ëîêàëüíó òåîðåìó ïðî äâà ðàäióñè

äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíåíó óìîâó ñå-

ðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ (òåîðåìà 4.2.1). Ç öi¹¨ òåîðåìè òà

òåîðåìè 3.5.1 âèïëèâà¹, ùî ãëàäêà ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ óçàãàëü-

íåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî âñiõ êðóãàõ (áóäü-ÿêîãî ðàäi-

óñà) â ¨¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ òîäi i òiëüêi òîäi êîëè öÿ ôóíêöiÿ ¹

ðîçâ'ÿçêîì åëëiïòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (5.6). Â äî-

âåäåííi òåîðåìè 4.2.1 ñ ñóòò¹âî âèêîðèñòîóþòüñÿ ðåçóëüòàòè òà

êîíñòðóêöi¨ ðîçäiëó 3.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ íîâîãî êëàñó îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü çãîðòêè

íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi iç ðîçïîäiëîì ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, ÿêèé,

âçàãàëi êàæó÷i, íå ¹ ðàäiàëüíèì ðîçïîäiëîì, âñòàíîâëåíî òåîðåìó

ïðî äâà ðàäióñè, ÿêà ¹ àíàëîãîì ðàíiøå âiäîìèõ òåîðåì òàêîãî

òèïó äëÿ ðiâíÿíü çãîðòêè iç ðàäiàëüíèì ðîçïîäiëîì ç êîìïàêòíèì

íîñi¹ì.
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Ðîçäië 5

Òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ íà ïðàâèëüíèõ áàãàòîêóòíèêàõ

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ìîäèôiêàöi¨ óìîâè óçàãàëü-

íåííîãî ñåðåäüíîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ, äîñëiæåíî¨ ó ïîïåðåäíiõ

ðîçäiëàõ, â ÿêié çàìiñòü óñåðåäíåíü ïî êðóãàõ ðîçãëÿäàþòüñÿ óñå-

ðåäíåííÿ ïî âåðøèíàõ ïðàâèëüíèõ áàãàòîêóòíèêiâ.

5.1 Äåÿêi iíòåãðàëüíi òîòîæíîñòi äëÿ ãàðìîíi÷íèõ ïîëi-

íîìiâ

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíàþòüñÿ iíåòåãðàëüíi òîòîæíîñòi äëÿ

ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ çàäàíîãî ñòåïåíÿ.

Òåîðåìà 5.1.1. Íåõàé L ∈ N, n ∈ N, n ≥ 3, L < n+1
2 . Òîäi

äëÿ êîæíîãî ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà Pn(z, r) iç öåíòðîì â òî÷öi

z ∈ C i ðàäióñîì âïèñàíîãî êîëà r òà äëÿ êîæíîãî ãàðìîíi÷íîãî

ïîëiíîìà ñòåïåíÿ íå âèùå L− 1 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫∫
Pn(z,r)

(ζ − z)n−Lf (ζ)dξdη = 0. (5.1)

Äîâåäåííÿ. Êîæåí ãàðìîíi÷íèé ïîëiíîì ñòåïåíÿ íå âèùå L − 1

ìà¹ âèãëÿä

f (z) =

L−1∑
k=0

αkz
k +

L−1∑
k=0

βkz̄
k,

äå ak ∈ C, bk ∈ C (k = 0, . . . , L− 1).
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Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó íèçêó ïåðåòâîðåíü:∫∫
Pn(z,r)

(ζ − z)n−Lf (ζ)dξdη =

=

∫∫
Pn(z,r)

(ζ − z)n−L(

L−1∑
k=0

αkz
k +

L−1∑
k=0

βkz̄
k)dξdη =

=

∫∫
Pn(0,r)

wn−L
L−1∑
k=0

αk(w + z)kdudv+

=

∫∫
Pn(0,r)

wn−L
L−1∑
k=0

βk(w̄ + z̄)kdudv.

Ïîêëàäåìî m = n− L. Òîäi ìà¹ìî∫∫
Pn(z,r)

(ζ − z)n−Lf (ζ) dξdη =

=

n∑
ν=1

L−1∑
k=0

k∑
j=0

αk

2πν/n∫
2π(ν−1)/n

dφ

r
cos(φ−2π(ν−1/2)/n)∫

0

ρmeimφCj
kρ

jeiφjzk−jρ dρ+

+

n∑
ν=1

L−1∑
k=0

k∑
j=0

βk

2πν/n∫
2π(ν−1)/n

dφ

r
cos(φ−2π(ν−1/2)/n)∫

0

ρmeimφCj
kρ

je−iφjz̄k−jρ dρ.

Íàðåøòi, îòðèìà¹ìî∫∫
Pn(z,r)

(ζ − z)n−Lf (ζ) dξdη =

=

n∑
ν=1

L−1∑
k=0

k∑
j=0

αkC
j
kz

k−j rm+j+2

m + j + 2
×
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×
2πν/n∫

2π(ν−1)/n

ei(m+j)φ

cosm+j+2(φ− 2π(ν − 1/2)/n)
dφ+

+

n∑
ν=1

L−1∑
k=0

k∑
j=0

βkC
j
kz̄

k−j rm+j+2

m + j + 2
×

2πν/n∫
2π(ν−1)/n

ei(m−j)φ

cosm+j+2(φ− 2π(ν − 1/2)/n)
dφ. (5.2)

Â iíòåãðàëàõ çðîáèìî çàìiíó t = φ− 2π(ν − 1/2)/n.

Òîäi ç (5.2) ìà¹ìî∫∫
Pn(z,r)

(ζ − z)n−Lf (ζ) dξdη =

=

n∑
ν=1

L−1∑
k=0

k∑
j=0

αkC
j
kz

k−j rm+j+2

m + j + 2

π/n∫
−π/n

ei(m+j)(t+2π(ν−1/2)/n)

cosm+j+2 t
dt+

+

n∑
ν=1

L−1∑
k=0

k∑
j=0

βkC
j
kz̄

k−j rm+j+2

m + j + 2

π/n∫
−π/n

ei(m−j)(t+2π(ν−1/2)/n)

cosm+j+2 t
dt =

=

L−1∑
k=0

k∑
j=0

αkC
j
kz

k−j rm+j+2

m + j + 2

n∑
ν=1

π/n∫
−π/n

ei(m+j)(t+2π(ν−1/2)/n)

cosm+j+2 t
dt+

+

L−1∑
k=0

k∑
j=0

βkC
j
kz̄

k−j rm+j+2

m + j + 2

n∑
ν=1

π/n∫
−π/n

ei(m−j)(t+2π(ν−1/2)/n)

cosm+j+2 t
dt =

=

L−1∑
k=0

k∑
j=0

αkC
j
kz

k−j rm+j+2

m + j + 2

n∑
ν=1

ei(m+j)2π(ν−1/2)/n

π/n∫
−π/n

ei(m+j)t

cosm+j+2 t
dt+
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+

L−1∑
k=0

k∑
j=0

βkC
j
kz̄

k−j rm+j+2

m + j + 2

n∑
ν=1

ei(m−j)2π(ν−1/2)/n

π/n∫
−π/n

ei(m−j)t

cosm+j+2 t
dt = 0.

Ìè ñêîðèñòàëèñü òèì, ùî 2L < n + 1 i òîäi

0 < n− L− (L− 1) ≤ m− j ≤ m + j < n− 1

â ïîïåðåäíiõ ñïiââiäíîøåííÿõ, çâiäêè ç ôîðìóëè äëÿ ñóìè ãåîìå-

òðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ âèïëèâà¹
n∑

ν=1

ei(m+j)2π(ν−1/2)/n =

n∑
ν=1

ei(m−j)2π(ν−1/2)/n = 0

(äèâ., íàïðèêëàä, [9], ñ. 56-57). Òåîðåìà äîâåäåíà.

5.2 Ôóíêöi¨ ç óçàãàëüíåíîþ óìîâîþ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ

ïî âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî áàãàòîêóòíèêà

Íåõàé m,n ∈ N, s ∈ N0, n ≥ 3, s < m < n + 1, i íåõàé

dn := 2(5 + 4 cos π
n)

−1/2 ïðè íåïàðíîìó n, dn := 2(4 + 5 cos2 π
n)

−1/2

ïðè ïàðíîìó n. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç E(n,m, s) ìíîæèíó âñiõ ïàð öi-

ëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë (k, l), òàêèõ, ùî k < m − s àáî l < m,

k < n + s, l < n− s.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ï'ÿòîãî ðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.2.1. Íåõàé R > 0, f ∈ C2m−s−2(BR), r ∈ (0, dnR).

Òîäi íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

1) äëÿ âñiõ z ∈ BR i α ∈ [0, 2π), òàêèõ, ùî
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{z + reiα+i2πνn }n−1
ν=0 ⊂ BR, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

m−1∑
p=s

nr2p

(p− s)!p!
∂p−s∂̄pf (z) =

n−1∑
ν=0

(reiα+i2πνn )sf (z + reiα+i2πνn ); (5.3)

2) ôóíêöiÿ f ìà¹ âèãëÿä

f (z) =
∑

(k,l)∈E(n,m,s)

ck,lz
kz̄l, ck,l ∈ C. (5.4)

Ç âèçíà÷åííÿ ìíîæèíè E(n,m, s) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöi¨ âè-

ãëÿäó (5.3) óòâîðþþòü ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä

ïîëåì C, åëåìåíòè ÿêîãî ¹ ïîëiíîìiàëüíèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿí-

íÿ ∂m−s∂
m
f = 0.

Íåõàé m = 1 òà s = 0. Òîäi òåîðåìà 5.2.1 âiäíîâëþ¹ òâåðäæå-

ííÿ (1) òåîðåìè 5.9 íà ñ. 405 ìîíîãðàôi¨ Â. Â. Âîë÷êîâà [60], ÿêå

ñïiâïàäà¹ ïðè R = ∞ (B∞ := C) ç âiäîìèì ðåçóëüòàòîì Ò. Ðåìçi i

I. Âåéòà [49]. Öi ðåçóëüòàòè ìiñòÿòü â ñîái íàñòóïíó êëàñè÷íó òåî-

ðåìó, âñòàíîâëåíó íåçàëåæíî â ðîáîòàõ Ø. Êàêóòàíi i Ì. Íàãóìî

[43], Äæ. Ë. Óîëøà [61] òà I. I. Ïðiâàëîâà [9] (ðîçäië 3, �11): ôóí-

êöiÿ f ∈ C(C) ¹ ãàðìîíi÷íèì ïîëiíîìîì ñòåïåíÿ íå âèùå n − 1

òîäi i òiëüêi òîäi, êîëè ¨¨ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïî âåðøèíàõ áóäü-

ÿêîãî ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà äîðiâíþ¹ çíà÷åííþ öi¹¨ ôóíêöi¨ â

éîãî öåíòði.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé R > 0, i íåõàé r ∈ (0, R) âèáðàíî òàêèì

÷èíîì, ùî ìíîæèíà òî÷îê ∪z({z + reiα+i2πνn }n−1
ν=0 ∪ {z}), äå îá'-

¹äíàííÿ áåðåòüñÿ ïî óñiì òàêèì z ∈ BR òà α ∈ [0, 2π), ùî

{z + reiα+i2πνn }n−1
ν=0 ⊂ BR, ñïiâïàäà¹ ñ êðóãîì BR. Çðîçóìiëî, ùî
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óñi äîñòàòíüî ìàëi çíà÷åííÿ r çàäîâîëüíÿþòü öþ óìîâó. Ïðèïó-

ñòåìî, ùî f ∈ C∞(BR) Íåõàé Fq(z) = fq(ρ)e
iqφ � q-é äîäàíîê

ðÿäó Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f (z) (z = x + iy = reiφ, 0 < ρ < R, q ∈ Z).
Òîäi Fq ∈ C∞(BR), i çà òâåðäæåííÿì 5.6 íà ñ. 34 ìîíîãðàôi¨ [60]

ôóíêöiÿ Fq(z) çàäîâîëüíÿ¹ óçàãàëüíåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷å-

ííÿ ïî áàãàòîêóòíèêàõ (5.3) ïðè âñiõ z ∈ BR i α ∈ [0, 2π), òàêèõ,

ùî {z + reiα+i2πνn }n−1
ν=0 ⊂ BR.

Íåõàé tν = rei
2πν
n , ν = 0, 1, . . . , n− 1, tn = 0. Âèçíà÷åìî ôóí-

êöi¨

Fq,ν(z) := tsνFq(z), ν = 0, 1, . . . , n− 1,

Fq,n(z) := −
m−1∑
p=s

nr2p

(p− s)!p!
∂p−s∂̄pFq(z).

Òîäi ç (5.3) âèïëèâà¹, ùî öi ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
n∑

ν=0

tsνFq,ν(z + tν) ≡ 0

Çàñòîñîâóþ÷è äî öèõ ôóíêöié òåîðåìó 3.1 íà ñ. 250 ìîíîãðàôi¨

[60] àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå çðîáëåíî íà ñ. 406 öi¹¨ ìîíîãðàôi¨,

ìè îòðèìà¹ìî, ùî Fq(z) � ïîëiíîì. Òîìó ç òåîðåìè ¹äèíîñòi äëÿ

äiéñíî àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âèïëèâà¹, ùî áåç çìåíøåííÿ çàãàëü-

íîñòi ìè ìîæåìî äàëi ðîçãëÿäàòè âèïäîê R = ∞. Âèêîðèñòîâó-

þ÷è ùå ðàç òâåðäæåííÿ 5.6 íà ñ. 34 ìîíîãðàôi¨ [60], ìè ðîáèìî

âèñíîâîê, ùî âñi ôóíêöi¨ ∂k∂
l
Fq(z), k, l ∈ N0, çàäîâîëüíÿþòü óçà-

ãàëüíåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî áàãàòîêóòíèêàõ ïðè âñiõ

z ∈ C i α ∈ [0, 2π). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âñi ÷ëåíè ðîçêëàäó ïîëi-

íîìà Fq(z) ïî ñòåïåíÿì z, z̄ òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (5.3)
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ïðè âñiõ òàêèõ z i α.

Ïðèïóñòåìî, ùî ïîëiíîì zkz̄l çàäîâîëüíÿ¹ óçàãàëüíåíó óìîâó

ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî áàãàòîêóòíèêàõ. Òîäi âñi ïîëiíîìè zjz̄q,

äå j ≤ k, q ≤ l, òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü öþ óìîâó. Çâiäñè i ç ôîð-

ìóëè áiíîìà Íüþòîíà ìè ìà¹ìî, ùî ïîëiíîì zkz̄l çàäîâîëüíÿ¹

óçàãàëüíåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî áàãîòîêóòíèêàõ òîäi i

òiëüêi òîäi êîëè âñi ïîëiíîìè âèãëÿäó f (z) = zjz̄q, äå j ≤ k, q ≤ l,

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
m−1∑
p=s

nr2p

(p− s)!p!
∂p−s∂̄pf (0) =

n−1∑
ν=0

(reiα+i2πνn )sf (reiα+i2πνn ). (5.5)

Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî àáî k < m − s àáî l < m, áî â ñóïðîòèâ-

íîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ zm−sz̄m çàäîâîëüíÿ¹ óçàãàëüíåíó óìîâó

ñåðåäíüîãî çíà÷åíí ïî áàãàòîêóòíèêàõ, àëå ëiâà ÷àñòèíà (5.5) äî-

ðiâíþ¹ íóëþ, à ïðàâà íi. Ç iíøîãî áîêó, ç (5.5) ìà¹ìî, ùî âñi

ôóíêöi¨ zp−sz̄p, s ≤ p < m, çàäîâîëüíÿþòü öþ óìîâó.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè k+s ̸= l. Ó öüîìó âèïàäêó ëiâà ÷à-

ñòèíà (5.5) äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîäi ç ôîðìóëè ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨

ìà¹ìî, ïðàâà ÷àñòèíà (5.5) äîðiâíþ¹ íóëþ ëèøå ó òîìó âèïàäêó,

êîëè (k−l+s)/n ¹ öiëèì ÷èñëîì. Çâiäêè ìà¹ìî k+s < n, l−s < n,

áî iíàêøå äëÿ ôóíêöié zn−s òà z̄n+s ëiâà ÷àñòèíà â (5.5) äîðiâíþ¹

íóëþ, à ïðàâà íi. Òàêèì ÷èíîì, ïîëiíîì f (z) := zkz̄l çàäîâîëüíÿ¹

óçàãàëüíåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî áàãàòîêóòíèêàõ òîäi i

òiëüêi òîäi, êîëè k < m− s àáî l < m, òà k < n− s i l < n + s.

Ç ïðîâåäåíîãî àíàëiçó âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ íàøî¨ òåîðå-

ìè äëÿ ôóíêöié f ∈ C∞(BR) i äëÿ òàêèõ r, äëÿ ÿêèõ
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Ar := ∪z({z + reiα+i2πνn }n−1
ν=0 ∪ {z} = BR, äå îá'¹äíàííÿ áåðåòüñÿ

ïî óñiì òàêèì z ∈ BR òà α ∈ [0, 2π), ùî {z + reiα+i2πνn }n−1
ν=0 ⊂ BR.

Âñòàíîâèìî òî÷íó îöiíêó çâåðõó äëÿ òàêèõ çíà÷åíü r.

Íåõàé ïðàâèëüíèé n-êóòíèê Pn ⊂ BR iç öåíòðîì O1 i ðàäi-

óñîì îïèñíîãî êîëà r ¹ ñèìåòðè÷íèì âiäíîñíî âiñi Ox i ìà¹ äâi

âåðøèíè íà êîëi |z| = R ó ïðàâié ïiâïëîùèíi. Òîäi ç åëåìåí-

òðàíèõ ãåîìåòðè÷íèõ ìiðêóâàíü ìè ìà¹ìî, ùî óìîâîþ òîãî, ùî

Ar = BR ¹ óìîâà

r < 2|OO1| (5.6)

ïðè íåïàðíîìó n, òà óìîâà

r cos
π

n
< 2|OO1| (5.7)

äå |OO1| � åâêëiäîâà âiäñòàíü ìiæ öåíòðîì O1 n-êóòíèêà Pn òà

ïî÷àòêîì êîîðäèíàò O. Åëåìåíòàðíå îá÷èñëåííÿ äà¹ ôîðìóëó

|OO1| = R− (R− cos
π

n
−
√
R2 − r2 sin

π

n
).

Òîìó ó âèïïàäêó íåïàðíîãî n ïîñëiäîâíî ìà¹ìî ç (5.6):

2r < R− (R− cos
π

n
−
√

R2 − r2 sin
π

n
),

r(1 + 2 cos
π

n
) <

√
R2 − r2 sin

π

n
),

r2(1 + 4 cos
π

n
+ 4 cos2

π

n
) < 4R2 − 4r2 sin

π

n
,

r2(5 + 4 cos
π

n
) < 4R2,

r < dnR, dn = 2(5 + 4 cos
π

n
)−1/2.
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Àíàëîãi÷íî, ó âèïàäêó ïàðíîãî n ìè ïîñëiäîâíî ìà¹ìî ç (5.7)

íàñòóíi ñïiââiäíîøåííÿ:

2r cos
π

n
< R− (R− cos

π

n
−
√

R2 − r2 sin
π

n
),

r2(9 cos2
π

n
+ 4 sin2

π

n
) < 4R2,

r < dnR, dn = 2(4 + 5 cos
π

n
)−1/2.

Òèì ñàìèì ìè äîâåëè òåîðåìó 5.2.1 ó âèïàäêó f ∈ C∞(BR).

Äëÿ òîãî, ùîá âñòàíîâèòè öþ òåîðåìó ó çàãàëüíîìó âèïàäêó,

äëÿ çàäàíèõ R > 0 òà r ∈ (0, dnR) ìè çàôiêñó¹ìî ε0 ∈ (0, R) òàê,

ùî r < dn(R− ε0), i äiéñíó íåâiä'¹ìíó ôóíêöiþ φ ∈ C∞
0 (B1), äëÿ

ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫∫
C
φ(z) dxdy = 1.

Íåõàé

φε(z) = ε−n

∫∫
C
φ(z/ε) dxdy 0 < ε < ε0.

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ñòàíäàðòíi âëàñòèâîñòi çãîðòêè, ìè ìà¹ìî,

ùî ôóíêöiÿ

fε(x) := f ∗ φε(x) =

∫
f (x− y)φε(y) dy

âèçíà÷åíà â êðóçi BR−ε, íàëåæèòü äî êëàñó C∞(BR−ε) òà fε → f

ïðè ε → 0 ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòíèõ ïäìíîæèíàõ êðóãà BR.

Ç iíøîãî áîêó, ìè äîâåëè, ùî êîæíà ç ôóíêöié fε ìà¹ âèãëÿä

(5.4). Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî i ôóíêöiÿ f ìà¹ òàêèé âèãëÿä. Òåîðåìó

äîâåäåíî.
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5.3 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Ó ðîçäiëi 5 â ÿâíîìó âèãëÿäi îïèñàíî ìíîæíèíó ãëàäêèõ ôóí-

êöiéó ó êðóçi íà êîìëåêñíié ïëîùèíi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëü-

íåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî âåðøèíàõ ïðàâèëüíèõ áàãà-

òîêóòíèêiâ, âïèñàíèõ ó êðóãè ôiêñîâàíîãî ðàäióñà. Öÿ ìíîæèíà

¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ïðîñòîðîì i ñêëàäà¹òüñÿ iç ïîëiíîìiàëüíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíîãî åëiïòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ,

ëiâà ÷àñòèíà ÿêîãî ¹ äîáóòêîì äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ ñòåïåíiâ ôîð-

ìàëüíèõ ïîõiäíèõ Êîøi, äå âiäïîâiäíi ñòåïåíi âèçíà÷àþòüñÿ ïà-

ðàìåòðàìè çàäàíî¨ óìîâè. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ðîçäiëó (òå-

îðåìà 5.2.1) ¹ íåòðèâiàëüíèì óçàãàëüíåííÿì íèçêè âiäîìèõ ðå-

çóëüòàòiâ iíøèõ àâòîðiâ.
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Âèñíîâêè

Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà âñòàíîâëåííþ íîâèõ òåîðåì ïðî ñåðå-

äí¹ çíà÷åííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíèõ åëiïòè÷íèõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi, ëiâà ÷àñòèíà ÿêèõ ¹ äî-

áóòêîì äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ ñòåïåíiâ ôîðìàëüíèõ ïîõiäíèõ Êîøi.

�¨ îñíîâíi ðåçóëüòàòè òàêi:

1. Âñòàíîâëåíî òåîðåìó ¹äèíîñòi äëÿ íåñêií÷åííî äèôåðåíöi-

éîâíèõ ôóíêöié ó êðóçi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíåíó óìîâó

ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ ôiêñîâàíîãî ðàäióñà.

2. Ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè ôóíêöié, ùî ïîêàçóþòü íåïîêðàùó-

âàíiñòü óìîâ öi¹¨ òåîðåìè.

3. Ó òåðìiíàõ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié äàíî ïîâíèé îïèñ êëàñó

íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ó êðóçi, ÿêi çàäîâîëüíÿ-

þòü óçàãàëüíåíó óìîâó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî êðóãàõ ôiêñîâà-

íîãî ðàäióñà.

4. Ó òåðìiíàõ ôóíêöié Áåññåëÿ îòðèìàíî âiäïîâiäíó òåîðåìó

ïðî äâà ðàäióñè.

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Âîíè ìî-

æóòü áóòè âèêîðèñòàíi â òåîði¨ åëiïòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi òà â òåîði¨

êâàçiàíàëiòè÷íèõ êëàñiâ ôóíêöié.

Â äèñåðòàöi¨ òàêîæ âñòàíîâëåíî òåîðåìó ïðî ïîâíèé îïèñ

ðîçâ'ÿçêiâ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó ñèñòåì îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü çãîð-

òêè iç ðîçïîäiëîì ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, ÿêà ìiñòèòü â ñîái êëàñè-
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÷íó òåîðåìó ïðî õàðàêòåðèçàöiþ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ çàäàíîãî

ñòåïåíÿ óìîâîþ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî

áàãîòîêóòíèêà i ¨¨ óçàãàëüíåííÿ, â ÿêèõ ïðèñóòíi ëèøå áàãàòîêó-

òíèêè iç ôiêñîâàíèì ðàäióñîì îïèñàíîãî êîëà.

Áiëüøiñòü ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨ íîñÿòü çàâåðøåíèé õàðà-

êòåð, ùî îáãðóíòîâó¹òüñÿ ïîáóäîâîþ âiäïîâiäíèõ ïðèêëàäiâ.

Â äèñåðòàöi¨ øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òåõíiêà ðîáîòè çi ñôå-

ðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðàäiàëüíèõ ðîçïîäiëiâ ç êîìïàêòíèì

íîñi¹ì, ÿêà ãðóíòó¹òüñÿ íà òåîðåìi Ïåëi�Âiíåðà�Øâàðöà ïðî ¨õ

õàðàêòåðèçàöiþ. Öå äîçâîëÿ¹ ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó ïðî çàãàëüíèé âè-

ãëÿä ðiâíÿíü çãîðòêè, øî ðîçãëÿäàþòüñÿ â äèñåðòàöi¨, øëÿõîì ¨¨

ðåäóêöi¨ äî òàêî¨ æå çàäà÷i, àëå âæå iç ðàäiàëüíèì ðîçïîäiëîì, ïi-

ñëÿ ÷îãî ìîæëèâå çàñòîñóâàííÿ äîáðå ðîçðîáëåíî¨ òåîði¨ ðiâíÿíü

çãîðòêè äëÿ òàêèõ ðîçïîäiëiâ.

Ç òåõíi÷íî¨ òî÷êè çîðó îñíîâíi ñêëàäíîøi äèñåðòàöi¨ ïîäîëà-

íi â ëåìi 3.5.2, äå ç âèêîðèñòàííÿì âiäîìî¨ àñèìïòîòèêè ôóíêöié

Áåññåëÿ ïîêàçàíî, ùî ñôåðè÷íå ïåðåòâîðåííÿ ðàäiàëüíîãî ðîç-

ïîäiëó ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, ÿêèé âèíèêà¹ ïiñëÿ òàêî¨ ðåäóêöi¨,

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì, çà ÿêèõ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çãîð-

òêè, ùî âiäïîâiäà¹ òàêîìó ðîçïîäiëó, ìîæå áóòè îïèñàíèé â òåð-

ìiíàõ ðîçêëàäó ñâî¨õ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ â ðÿäè ïî ñïåöiàëüíèì

ôóíêöiÿì.

Â ðåçóëüòàòi ñïiâñòàâëåííÿ ðåçóëüòàòiâ ïðîâåäåíîãî äîñëi-

äæåííÿ âèíèêà¹ íèçêà ïðèðîäíèõ çàäà÷, ÿê êîíêðåòíîãî, òàê i
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çàãàëüíîãî õàðàêòåðó. Çîêðåìà, çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì âèïäîê

r1 + r2 = R â òåîðåìi 4.2.1. Ó òîé æå ÷àñ âèíèêà¹ çàäà÷à ïðî

çíàõîäæåííÿ çàãàëüíèõ óìîâ íà çàäàíèé ðîçïîäië íà çàìêíåíié

îäèíi÷íié êóëi, ùî ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè ðîçïîäiëó ç

íîñi¹ì â íóëi i ðîçïîäiëó, ÿêèé çàäà¹òüñÿ êîìïëåêñíîþ áîðåëiâ-

ñüêîþ ìiðîþ íà öié êóëi, òà íà îäíîðiäíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿ-

ííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, çà ÿêèõ ðîçâ'ÿçêi öüîãî ðiâíÿííÿ

õàðàêòåðèçóþòüñÿ çàäàíèì ðîçïîäiëîì òàê, ÿê öå çðîáëåíî â äè-

ñåðòàöi¨.
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