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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

R — асоцiативне кiльце з 1 6= 0;

M — лiвий унiтальний R-модуль;

A — абелева група;

IlR — гратка всiх лiвих iдеалiв кiльця R;

IlM — гратка всiх лiвих пiдмодулiв модуля M ;

P(A) — множина всiх скiнченно-породжених пiдгруп абелевої групи A;

(m : w) = {λ|λ ∈ R, λw ⊆ m}, де m ∈ Il(R), w ∈ P (R);

fil −R — гратка усiх фiльтрiв лiвих iдеалiв кiльця R;

N ⊆M — N є пiдмодулем модуля M ;

Ann(N) — анулятор пiдмодуля N модуля M ;

R−Mod — категорiя всiх лiвих модулiв над асоцiативним кiльцем R;

ComMod — категорiя всiх модулiв над комутативними кiльцями;

τ — скрут категорiї R-Mod ;

R− tors — сiм’я всiх скрутiв категорiї R-Mod ;

Tξ — клас всiх τ -перiодичних модулiв;

Fχ — клас всiх τ -напiвпростих модулiв;

R− prop — множина всiх власних скрутiв категорiї R-Mod ;

R− Sp — теоретико-скрутовий спектр кiльця R;

R− Sp(M) — теоретико-скрутовий спектр модуля M ;

R−XSp — множина всiх локально-первинних скрутiв категорiї R-Mod ;

MR− Sp — множина всiх максимальних скрутiв категорiї R-Mod ;

MinR − Sp — множина всiх мiнiмальних первинних скрутiв категорiї

R-Mod ;

Spec(R) — первинний спектр кiльця R;
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Spec(M) — первинний спектр модуля M ;

Specl(M) — спектр Розенберга модуля M ;

Spec
′

l(M) — цiлком-первинний спектр модуля M ;

spec(R) — лiвий спектр кiльця R;

spec(M) — лiвий спектр модуля M ;

SpecZg(M) — Цiглерiв спектр модуля M ;

Cspec(M) — циклiчний спектр модуля M ;

Cl.Spec(M) — класично-первинний спектр модуля M ;

Max(M) — простiр всiх максимальних пiдмодулiв модуля M ;

Min(M) — простiр всiх мiнiмальних первинних пiдмодулiв модуля M ;

Cl.Min(M) — простiр всiх мiнiмальних класично-первинних пiдмодулiв

модуля M ;
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ВСТУП

Спектр комутативного кiльця знаходиться в полi зору багатьох нау-

ковцiв найперше завдяки тому, що його можна використати як для до-

слiдження абстрактних кiлець так i для задач алгебраїчної геометрiї. В

останнi десятирiччя з’явилося багато узагальнень конструкцiй спектру,

як для випадку некомутативних (диференцiальних) кiлець, так i для ви-

падку модулiв. В некомутативному випадку iснують рiзнi означення спе-

ктру кiльця, котрi базуються на рiзних пiдходах до визначення первин-

них iдеалiв. Проте i досi не достатньо глибоко дослiдженi та мало розкри-

тi зв’язки мiж цими спектрами. Навiть важко розiбратися у вiдмiнностях

мiж такими спектрами. Ця дисертацiйна робота дає вiдповiдi на цi пи-

тання про взаємозв’язки в найпростiших ситуацiях, котрi з’являються у

розглядуваних тут випадках. Вона є першою спробою систематизувати

розрiзненi результати в цьому напрямку, доповнити їх та вказати пер-

спективнi напрямки для подальшого дослiдження. Для ознайомлення з

рiзними спектрами некомутативних кiлець та модулiв над ними, потрiбно

познайомитися з основними поняттями та фактами стосовно первинних

iдеалiв та первинних модулiв над асоцiативними кiльцями та встанови-

ти iєрархiю мiж ними. Необхiдна iнформацiя буде наведена у першому

роздiлi.

Тематика дисертацiї пов’язана з науковими дослiдженнями, якi про-

водяться в галузi математики у Львiвському нацiональному унiверситетi

iменi Iвана Франка. Отриманi в дисертацiї результати складають частину

дослiджень держбюджетної теми: Мс-210Ф "Iмовiрноснi та теоретико-

модельнi методи у випадкових еволюцiях, лiнiйнiй та диференцiальнiй

алгебрi"(номер державної реєстрацiї 0108 U 004135).
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Мета i завдання дослiдження.

Метою дисертацiї є дослiдження рiзноманiтних спектрiв модулiв над

асоцiативними кiльцями та пошук взаємозв’язкiв мiж такими спектрами.

Об’єктом дослiдження є рiзноманiтнi спектри мультиплiкацiйних мо-

дулiв над рiзними асоцiативними кiльцями, а саме первинний, цiлком-

первинний, лiвий, максимальний, мiнiмальний, теоретико-скрутовий,

розширений спектри модулiв, а також спектр Розенберга i спектр Цi-

глера.

Предметом дослiдження є первиннi модулi, топологiї типу Зариського,

порядковi та iншi топологiї на спектрах модулiв, гомоморфiзми мiж рi-

зними спектрами, котрi виступають в якостi взаємозв’язкiв мiж цими

спектрами.

Задачi дослiдження:

• дослiдити рiзнi означення спектрiв некомутативних кiлець;

• описати теоретико-скрутовий спектр модуля та дослiдити його зв’яз-

ки з iншими спектрами модулiв;

• розглянути рiзнi типи спектрiв мультиплiкацiйних модулiв та вивчи-

ти зв’язки мiж ними;

• довести узагальнення теореми Де-Марко Орсаттi для рiзних типiв

спектрiв мультиплiкацiйних модулiв;

• описати взаємозв’язки з тими типами спектрiв модулiв, котрi дослi-

джуються в дисертацiї;

Методи дослiдження. Для розв’язання поставлених задач у дисерта-

цiйнiй роботi використовуються методи з теорiї кiлець та модулiв, алге-

браїчної геометрiї та лiнiйної алгебри.

Наукова новизна отриманих результатiв. Усi науковi результати,

якi отриманi в дисертацiйнiй роботi, є новими i полягають у наступному:
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• подано означення двостороннього пiдмодуля та дослiджено його вла-

стивостi;

• розглянуто строгi дуо-модулi та слабкi дуо-модулi, дослiджено їх вла-

стивостi та взаємозв’язки з дуо-модулями та мультиплiкацiйними мо-

дулями;

• введено поняття класично-первинного та цiлком первинного модуль-

ного спектру для некомутативного кiльця та розглянуто їх власти-

востi;

• дослiджено геометричнi властивостi рiзних спектрiв i побудовано вiд-

ображення мiж деякими типами спектрiв;

• введено поняття лiвого спектру (спектру Розенберга) для модуля,

дослiджено його властивостi та взаємозв’язки з iншими модульними

спектрами;

• доведено узагальнення теореми Де Марко Орсаттi для рiзних типiв

спектрiв мультиплiкацiйних модулiв;

• дослiджено теоретико-скрутовий спектр модуля та його топологiчнi

властивостi;

• введено поняття циклiчного спектру модуля та дослiджено його вла-

стивостi;

• дослiджено взаємозв’язки мiж рiзними типами спектрiв модулiв та

показано цi взаємозв’язки у виглядi дiаграми;

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робо-

та має теоретичний характер. Розробленi методи та одержанi результати

можуть бути використанi у подальших теоретичних дослiдженнях та у

задачах некомутативної алгебраїчної геометрiї i теорiї модулiв, якi по-

в’язанi з поняттями спектрiв модулiв для некомутативного випадку.
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Особистий внесок здобувача. Усi основнi наведенi у роботi результа-

ти отриманi здобувачем самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї апробовано

на таких конференцiях:

1) 7 мiжнародна алгебраїчна конференцiя (Харкiв, 18 — 23 серпня

2009 р.);

2) конфенцiя молодих учених iз сучасних проблем механiки i матема-

тики iм. ак. Я. С. Пiдстригача (Львiв, 25 – 27 трав. 2010 р.);

3) 13 мiжнародна конференцiя iм. академiка М. Кравчука (Київ, 13 —

15 травня 2010 р.);

4) конфенцiя молодих учених iз сучасних проблем механiки i матема-

тики iм. ак. Я. С. Пiдстригача (Львiв, 24 – 27 трав. 2011 р.);

5) 8 мiжнародна алгебраїчна конференцiя (Луганськ, 5 — 12 липня

2011 р.);

6) наукова конференцiя "Застосування математичних методiв у науцi i

технiцi"(Луцьк, 25 — 26 листопада 2011 р.)

7) 14 мiжнародна конференцiя iм. академiка М. Кравчука (Київ, 19 —

21 квiтня 2012 р.)

8) конфенцiя молодих учених iз сучасних проблем механiки i матема-

тики iм. ак. Я. С. Пiдстригача (Львiв, 23 – 25 трав. 2012 р.)

9) International conference, dedicated to the 70-th anniversary of Vladimir

Kirichenko (Mykolayiv, 13 – 19 July, 2012)

10) International conference, dedicated to the 120-th anniversary of Stephan

Banach (Lviv, 17 – 21 September, 2012)
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11) "Сучаснi проблеми механiки та математики"(Львiв, 21 – 25 травня,

2013 р.)

12) 9 мiжнародна алгебраїчна конференцiя (Львiв, 8 — 13 липня 2013 р.)

13) International conference "Classical Aspects of Ring Theory and Module

Theory"(Bedlewo, Poland, 14 – 20 July, 2013 р.)

14) 15 мiжнародна конференцiя iм. академiка М. Кравчука (Київ, 15 —

17 травня 2014 р.)

15) мiжнародна алгебраїчна конференцiя, присвячена 100-рiччю з дня

народження Л. А. Калужнiна (Київ, 7 — 12 липня 2014 р.)

16) 10 мiжнародна алгебраїчна конференцiя (Одеса, 20 — 27 серпня

2015 р.)

17) на львiвському мiському алгебраїчному семiнарi (пiд керiвництвом

М.Я. Комарницького 2010 – 2016рр.)

18) на київському алгебраїчному семiнарi (пiд керiвництвом Ю. А. Дро-

зда 2014р., 2016р.)

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiкованi у 6 роботах ( 5

без спiвавторiв), з яких 6 (5 без спiвавторiв) опублiковано у виданнях,

включених до перелiку ВАК України.

Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу

та чотирьох роздiлiв: "Попереднi вiдомостi та огляд лiтератури за те-

мою "Основнi типи спектрiв, заснованi на узагальненнях первинних мо-

дулiв та схема взаємозв’язкiв мiж ними "Спектри мультиплiкацiйних мо-

дулiв та зв’язки мiж ними "Теоретико-скрутовий спектр модуля та його

зв’язки з класичними спектрами якi роздiленi на пiдроздiли, висновкiв

та списку використаних джерел. Загальний обсяг роботи становить 115
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сторiнок. Список використаних джерел налiчує 115 найменувань та за-

ймає 12 сторiнок. Для її оформлення використано видавничу систему

LaTeX.
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Роздiл 1
Попереднi вiдомостi та огляд лiтератури за темою

дисертацiї

1.1. Iсторичнi вiдомостi

Всi спектри модулiв пов’язанi з тим чи iншим поняттям первинного мо-

дуля. Оскiльки таких понять є багато, то необхiдно розглянути процес їх

запровадження в iсторичному планi. Спочатку зупинимося на первинних

модулях над комутативними кiльцями, оскiльки вони мають безпосере-

днє вiдношення до алгебраїчної геометрiї. Поняття первинного модуля є

базовим для означення його первинного спектру. Багато запитань, котрi

з’являються в цiй дисертацiї, є аналогами тих проблем, що вже розв’яза-

нi при вивченнi первинних iдеалiв в некомутативних кiльцях. (Дивись,

наприклад, [66]).

Першу згадку про первиннi модулi можна знайти в статтi Джонсо-

на [45]. Незалежно, первиннi модулi ввiв та вивчав Андрунакiєвич в

статтi [2]. Феллер та Своковскi започаткували дослiдження первинних

пiдмодулiв деякого фiксованого модуля над довiльним кiльцем [42]. Ка-

ракас вивчав первиннi пiдмодулi довiльного модуля над комутативним

кiльцем [49]. Пiзнiше такi модулi розглядали Мак- Касланд та Смiт [65].

Найбiльш вдалий пiдхiд до введення первинного модуля вперше запропо-

нував Пейдж в 1972 роцi ( [68]). Автор називав модуль первинним, якщо

анулятор кожного його ненульового пiдмодуля збiгається з анулятором

всього модуля. Пiзнiше таке саме означення використовували Вiсбауер

( [93]) та Даунс ( [26]), при дослiдженнi взаємозв’язкiв мiж рiзними ти-

пами первинних модулiв i систематизацiї теорiї таких модулiв.
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Пiдхiд до вивчення первинних модулiв, котрий базується на теорiї на-

передрадикалiв в категорiї R −Mod був реалiзований празькими алге-

браiстами Бiканом, Ямбором, Кепкою i Нємєцом в 1980 (Дивись [23]).

А. В. Андрунакiєвич в працi [2] використовував первиннi модулi для

опису первинних радикалiв в категорiї кiлець. В сумiснiй роботi [3] Ан-

друнакiєвич та Рябухiн довели, що кожен спецiальний радикал категорiї

кiлець можна описати за допомогою повного пiдкласу класу первинних

модулiв. Деякi цiкавi iдеї стосовно первинних модулiв були реалiзованi в

статтi [80] японського математика Шiгенаги в 1982. Вiн запропонував рi-

знi модифiкацiї та узагальнення первинних модулiв: E-первиннi модулi,

E ′-первиннi модулi, E ′′-первиннi модулi, строго-первиннi модулi, слабко-

первиннi модулi (далi в лiтературi вони фiгурують як класично-первиннi

модулi), модулi первиннi за Бiканом та модулi первиннi за Пейджем i роз-

глядав схеми логiчних взаємозв’язкiв мiж ними.

Пiзнiше поняття первинного модуля та його узагальнень приверта-

ли увагу багатьох вiдомих алгебраїстiв. В нашi днi потiк публiкацiй, в

яких з’являються поняття первинного модуля чи первинного пiдмодуля

стрiмко зростає. При цьому беремо до уваги i статтi, котрi стосуються за-

стосувань цих понять, наприклад в котрих дослiджуються рiзнi спектри

кiлець та модулiв. Останнiм часом широко використовуються означення

первинних модулiв, якi грунтуються на глибоких властивостях ануля-

торних iдеалiв пiдмодулiв. Зокрема, розпочались i iнтенсивно продов-

жуються дослiдження класично-первинних пiдмодулiв [19], [7], [16] та

строго-первинних модулiв.

Цiкавi просування були отриманi стосовно цiлком первинних модулiв,

i в цьому напрямку можна виокремити роботи О. Розенберга ( [75]) та А.

Каучiкаса ( [51], [49] [53], [50]). З одного боку, це показує важливiсть цих

понять i постiйну увагу до них, а з iншого пiдтверджує iнтенсивнiсть

пошуку найбiльш вдалого варiанту поняття первинного модуля, котре
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б дозволило сформулювати та довести аналоги найважливiших фактiв,

вiдомих з класичної алгебраїчної геометрiї. Варто зауважити що неко-

мутативна алгебраїчна геометрiя активно розвивається, i час вiд часу

з’являються монографiї, котрi пiдсумовують розвиток того чи iншого

перiоду.

Iснують бiльш радикальнi пiдходи до проблеми точок некомутатив-

них многовидiв, котрi базуються на iдеях теорiї категорiй (найчастiше

на поняттi пiдкатегорiї Серра категорiї Гротендiка), або на нових, бiльш

абстрактних поняттях некомутативних просторiв (див. роботи М. Артi-

на, М. Преста ( [72]), М. Ван-ден-Берга, Д. Лазарда ( [60]), Е. Летцте-

ра ( [61]), групи китайських математикiв ( [89], [90], [91], [92]) та iнших

авторiв, статтi яких стосуються некомутативної алгебраїчної геометрiї).

Звичайно не всiх вiдмiчених сторiн проблем теорiї первинних iдеалiв i

модулiв ми торкаємось, але ми намагаємось окреслити хоча б широту

основної проблеми, яку в такiй постановцi ми дослiджуємо вперше.

Природно, що виникнення потреби дослiджувати абстрактнi алгебра-

їчнi об’єкти на основi використання геометричних методiв стало можли-

вим лише пiсля того, коли класичнi пiдходи алгебраїчної геометрiї в

основному вичерпали свiй потенцiал, а в абстрактнiй алгебрi виникла

потреба скористатись успiхами нiмецьких вчених з Гетiнгена, якi започа-

ткували цю сучасну алгебру i вже прагнули впровадити її в повсякденну

практику. Ця iдея стимулювала як саму алгебру, так i алгебраїчну гео-

метрiю. Пiдсумок класичної алгебраїчної геометрiї(та спроба подати її в

одежi сучасної алгебри) пiдведений в двотомнику Ходжа i Пiдо. Вiдмiти-

мо ще, що бажання використовувати геометричну iнтуiцiю в абстрактнiй

алгебрi згодом привело до виникнення цiлком нових математичних те-

орiй: теорiї пучкiв та теорiї категорiй. Це зумовлює прискiпливiше про-

аналiзувати витоки первинного спектру комутативних кiлець.

Найперше варто не забути, що iснує ще один виток теорiї спектрiв
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кiлець - класична теорiя чисел. Адже самi точки спектру – первиннi

iдеали – мають далекими прототипами саме простi числа. Першим роз-

почав систематично дослiджувати первиннi iдеали з абстрактної точки

зору, якраз автор знаменитої книги "Сучасна алгебра Ван-дер-Варден.

Цiкавi результати для первинних модулiв над комутативними кiльцями

отриманi в роботах [10], [9], [46], [67] i [69].
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1.2. Основнi означення з теорiї кiлець та модулiв

Означення 1.1. [80] Для модуля Q означимо радикал kQ як множину

kQ(M) = ∪{Kerf |f ∈ Hom(M,Q)} для кожного модуля M .

Означення 1.2. [80] Модуль M називається E-первинним, якщо

kE(M) = kE(N) для кожного ненульового пiдмодуля N модуля M , де

E(M) це iн’єктивна оболонка модуля M .

Означення 1.3. [80] Модуль M називається E ′-первинним, якщо

kE(M) = kN для кожного ненульового пiдмодуля N модуля M , де E(M)

це iн’єктивна оболонка модуля M .

Означення 1.4. [80] Модуль M називається E ′′-первинним, якщо

kM = kE(N) для кожного ненульового пiдмодуля N модуля M , де E(M)

це iн’єктивна оболонка модуля M .

Нагадаємо принцип побудови топологiї Зариського для випадку про-

стору первинних iдеалiв кiльця. Кожному iдеалу I кiльця R поставимо

у вiдповiднiсть множину

V (I) = {P ∈ Spec(R) : I ⊆ P}

Тому множини V (I), де I пробiгає iдеали кiльця R, задовольняють

аксiомам замкнених множин деякої топологiї на Spec(R), яку називають

топологiєю Зариського на первинному спектрi кiльця.

Тепер розглянемо модульний випадок. НехайM лiвий R-модуль, N його

пiдмодуль. Нехай

Ul(N) = {P ∈ Spec(M)|N * P}

Через ξ(M) позначимо сiм’ю всiх пiдмножин U = Ul(N) ⊆ Spec(M).

Для кожної пари пiдмодулiв L1 i L2 модуля M iснує такий пiдмодуль
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H, що Ul(L1) ∩ Ul(L2) = Ul(H), то ξ(M) мiстить порожню множину i

весь простiр Spec(M). Окрiм того, ξ(M) замкнена стосовно довiльних

об’єднань та скiнченних перетинiв. Отже, Spec(M) буде топологiчним

простором з топологiєю Зариського.

Проте не для всiх спектрiв модулiв топологiя будується так легко. Роз-

глянемо, наприклад, класично-первинний спектр модуля.

Означення 1.5. [19] Нехай M ненульовий лiвий R-модуль. Для його

пiдмодуля N означимо класичний многовид, як множину

V(N) = {P ∈ Cl.Spec(M)|N ⊆ P}

Множина всiх таких многовидiв володiє властивостями:

(1) V(M) = ∅ i V(0) = Cl.Spec(M);

(2)
⋂
i∈I V(Ni) = V(

∑
i∈I Ni) для довiльної множини iндексiв I;

(3) V(N) ∪ V(L) ⊆ V(N ∩ L) для пiдмодулiв N,L,Ni ⊆M .

Позначимо через C(M) сiм’ю всiх пiдмножин вигляду V(N) з

Cl.Spec(M). Тодi C(M) мiстить порожню множину i весь простiр

Cl.Spec(M), i C(M) замкнена стосовно довiльних перетинiв, проте в

загальному C(M) не замкнена стосовно скiнченних об’єднань.

Означення 1.6. [19] Лiвий R-модуль M називається класично-

топологiчним модулем, якщо C(M) замкнена стосовно скiнченних об’-

єднань, тобто для довiльних пiдмодулiв N i L модуля M iснує такий

пiдмодуль K, що V(N) ∪ V(L) = V(K).

В такому разi сiм’я C(M) задовольняє аксiомам замкнених пiдмножин

топологiчного простору, а отож визначає топологiю на Cl.Spec(M).

Означення 1.7. [19] Нехай M довiльний лiвий R-модуль. Для кожно-

го його пiдмодуля N позначимо U(N) = Cl.Spec(M)\V(N) i B(M) =
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{U(N) : N ⊆ M}. Через T(M) позначимо набiр всiх об’єднань скiн-

ченних перетинiв елементiв з B(M). Тодi T(M) утворює топологiю

на ClSpec(M) з пiдбазою B(M). В такому випадку T(M) називається

топологiєю типу Зариського.

ДляM довiльного лiвогоR-модуля, сiм’я множин {U(N1)∩. . .∩U(Nk) :

Ni ⊆ M, 1 6 i 6 k для деякого k ∈ N} утворює базу топологiї типу

Зариського на M .

Означення 1.8. [19] Пiдмодуль C модуля M називається напiвпер-

винним, якщо C є перетином первинних пiдмодулiв.

Означення 1.9. [19] Пiдмодуль C модуля M називається класично-

напiвпервинним, якщо C є перетином класично-первинних пiдмодулiв.

Означення 1.10. [19] Первинний (класично-первинний) пiдмодуль P

лiвого модуля M називається екстраординарним, якщо як тiльки N i

L є напiвпервинними (класично-напiвпервинними) пiдмодулями модуля

M , то з умови N ∩ L ⊆ P випливає, що N ⊆ P або L ⊆ P .

Означення 1.11. [65] Лiвий модуль M називається топологiчним

модулем, якщо його первинний спектр задовольняє такi властивостi:

множина ξ(M) := {V (N)|N ⊆ M} замкнена стосовно скiнченних об’-

єднань.

Означення 1.12. Нехай X − топологiчний простiр, A − його пiдпро-

стiр, 1A : A −→ A − тотожне вiдображення. Якщо iснує таке вiд-

ображення r : X −→ A, що r|A = 1A, то r називається ретракцiєю X

на A, а пiдпростiр A називається ретрактом простору X .

Означення 1.13. Покладемо V ∗(N) = {P ∈ X|P ⊇ N} i Ω∗ =

{V ∗(N)|N ⊆M}. Тодi iснує топологiя τ ∗ на X, для якої Ω∗ буде сiм’єю

замкнених пiдмножин на X тодi i лише тодi коли Ω∗ буде замкненою
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вiдносно скiнченних об’єднань. В цьому випадку τ ∗ називається квазi

топологiєю Зариського.

Задамо топологiю на спектрi Розенберга, котрий буде означений пiзнi-

ше.

Означення 1.14. На множинi Specl(M) задається топологiя: для до-

вiльного пiдмодуля N ∈ Il(M), Ul(N) = {P ∈ Specl(M)|N � P}. Через

ζ(M) позначимо сiм’ю множин вигляду U = Ul(N) ⊆ Specl(M). То-

дi ζ(M) мiстить порожню множину i весь простiр Specl(M). Окрiм

цього, ζ(M) є замкненою стосовно довiльних об’єднань та скiнченних

перетинiв. Тому Specl(M) буде топологiчним простором з топологiєю

типу Зариського.

Означення 1.15. [8] Пiдмодуль N називаєють вiдносно подiльним

(або RD-пiдмодулем), якщо rN = N ∩ rM для всiх r ∈ R.

Означення 1.16. [55] R-модуль M називається квазi-проективним

тодi i лише тодi, коли для кожного R-модуля A, кожного R-

епiморфiзму q : M → A i кожного R-гомоморфiзму f : M → A iснує

такий f ′ ∈ EndR(M) що дiаграма M

f
��f ′}}

M q
//A

є комутативною, тобто

g ◦ f ′ = f .

Означення 1.17. [55] R-модуль M називається квазi-iн’єктивним

тодi i лише тодi, коли для кожного R-модуля A, кожного R-

мономорфiзму j : A → M i кожного R-гомоморфiзму f : A → M

iснує такий f ′ ∈ EndR(M) що дiаграма A

f
��

j //M

f ′}}
M

є комутативною.
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1.3. Основнi поняття i конструкцiї теорiї скрутiв

Поняття первинного скруту в явному виглядi ввiв О. Голдман у 1969

в роботi [37], проте поняття скруту у нього фiгурувало пiд назвою "iдем-

потентний ядерний функтор". Еквiвалент цього поняття, який виник у

межах теорiї категорiй Гротендiка, можна вiдшукати в працях, що на-

лежать школi П.Габрiеля, див., наприклад, [70]. Вiдмiтимо, що вперше

теоретико-скрутовий спектр некомутативного кiльця пiд назвою "лiвий

спектр"систематично дослiджував Н. Попеску [71]. Суттєвий внесок в

теорiю первинних скрутiв належить Н. Ламбеку та Дж. Мiхлеру [59]. За-

стосування первинних скрутiв до некомутативної алгебраїчної геометрiї

запропонували Ф. Ван Овстаiєн та А.Вершорен в роботах, пiдсумованих

у монографiї [85], в якiй також можна почерпнути цiкаву iнформацiю про

первиннi скрути, зокрема багато уваги придiлено симетричним скрутам.

Рiзнi топологiї на теоретико-скрутовому спектрi некомутативного не-

терового кiльця запровадив Дж. Голан ( [34], [35], [36]). Можна було

б згадати ще чимало авторiв, якi так чи iнакше використовували iдею

первинного скруту, проте нас цiкавила можливiсть перенесення деяких

результатiв про спектри кiлець на модулi та, зокрема, мультиплiкацiй-

нi модулi. Голан означував скрути категорiї R −Mod як класи еквiва-

лентностi iн’єктивних модулiв. Скористаємось означенням iн’єктивного

модуля.

Означення 1.18. Лiвий модуль Q кiльця R, називається iн’єктивним,

якщо вiн задовольняє одну (а отже, всi) з таких еквiвалентних умов:

(1) якщо Q є пiдмодуль деякого лiвого R-модуля M , то iснує такий

пiдмодуль K в M , що M є внутрiшньою прямою сумою Q i K,

тобто Q+K = M i Q ∩K = {∅};
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(2) довiльна коротка точна послiдовнiсть 0→ Q→M → K → 0 лiвих

R-модулiв розщеплюється;

(3) якщо X та Y-лiвi R-модулi, f : X → Y - модульний мономорфiзм i

g : X → Q - довiльний модульний гомоморфiзм, то iснує модульний

гомоморфiзм h : Y → Q, для якого h ◦ f = g;

(4) контраварiантний функтор Hom(−, Q) з категорiї лiвих R-

модулiв у категорiю абелевих груп є точним.

Використовуватимемо означення скруту у формi запропонованiй Го-

ланом.

Означення 1.19. Два iн’єктивнi лiвi R-модулi називають еквiвален-

тними, якщо кожен з них можна вкласти у прямий добуток копiй iн-

шого модуля. Очевидно, це вiдношення є вiдношенням еквiвалентностi.

Клас еквiвалентностi iн’єктивнох лiвих R-модулiв називають скру-

том категорiї R−Mod.

Якщо A довiльна сiм’я модулiв, то через ζ(A) позначимо найменший

скрут стосовно якого кожен модуль M ∈ A є перiодичним, а через χ(A)

найбiльший скрут, стосовно якого кожен модуль M ∈ A є напiвпростим

модулем. Позначимо через R− tors клас всiх скрутiв категорiї R−Mod.

Вiн має мiнiмальний елемент ξ, що означується як Tξ = {0}, тобто скрут,

для якого клас перiодичних модулiв складається з одного нульового мо-

дуля. Також iснує максимальний елемент χ, для якого напiвпростий клас

тривiальний, тобто Fχ = {0}.

На мовi класiв еквiвалентностi iн’єктивних модулiв клас модуля (0) є

невласним скрутом i позначається як χ в R− tors. Клас еквiвалентностi

всiх iн’єктивних котвiрних категорiї R − Mod називають тривiальним

скрутом i позначають ξ. Це найменший i найбiльший елементи в гратцi

R−tors, стосовно порядку, визначеного включенням перiодичних класiв.
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Означення 1.20. [34] Якщо τ скрут категорiї R−Mod, то лiвий R-

модуль M називається τ -перiодичним модулем тодi i лише тодi, коли

HomR(M,E) = 0 для деякого (а отже, всiх) елемента E скруту τ . [34].

Надалi Tτ перiодичний клас скруту τ , а Fτ напiвпростий клас скруту

τ .

Означення 1.21. [34] Якщо τ скрут категорiї R − Mod, то лiвий

R-модуль M називається τ -напiвпростим модулем тодi i лише тодi,

коли iснує R-мономорфiзм з M у деякий член τ . [34].

Означення 1.22. [34] Скрут, не рiвний максимальному елементу з

R−tors називають власним скрутом, а скрут, не рiвний мiнiмальному

елементу з R− tors називають нетривiальним скрутом.

Введемо топологiю на теоретико-скрутовому спектрi кiльця R.

Зауваження 1.1. Множину всiх скрутiв R−tors можна перетворити

у частково впорядковану, якщо ввести частковий порядок: τ ≤ τ ′ тодi

i лише тодi, коли Tτ ⊆ Tτ ′, тобто клас перiодичних модулiв одного

скруту мiститься в класi перiодичним модулiв iншого скруту.

Означення 1.23. [34]

(1) За Голаном, розглянемо функцiю c : τ 7→ {τ ′ ∈ R − prop|τ ≤ τ ′}.

Вiдомо, що сiм’я

{c(τ)|τ ∈ R− tors}

пiдмножин з R − prop утворює базу топологiї на R − prop, котра

називається порядковою топологiєю.

(2) сiм’я пiдмножин

{c(ζ(R/I))|I ⊂ R}

множини R− prop де I пробiгає множину усiх лiвих iдеалiв кiльця

R, утворює базу топологiї на R − prop, що зветься топологiєю

скiнченного порядку.
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Означення 1.24. Порядкова топологiя, в свою чергу, породжує нову

топологiю на R−XSp з вiдкритих множин:

c(τ) = c(τ) ∩R−XSp

для довiльного τ ∈ R− tors.

Означення 1.25. Скрут τ називається редукованим, якщо кожен його

τ -перiодичний модуль є редукованим [35]. Загалом, клас τ -перiодичних

лiвих R-модулiв не замкнений стосовно взяття iн’єктивних оболо-

нок. Якщо ж ця умова виконується, то скрут τ називається стабiль-

ним. Якщо стабiльний скрут є редуковний, то вiн називається його

стабiльно-редукованим.

Означення 1.26. Дуальною квазiметричною фунцiєю (дуальною не-

перервною функцiєю) на множинi R − Sp зi значеннями з множини

R− tors є функцiя d : R− Sp×R− Sp→ R− tors, котра задовольняє

такi властивостi:

(P1) Якщо π ∈ R− Sp, то d(π, π) = χ;

(P2) Якщо π, π′, π” ∈ R− Sp, то d(π, π”) ≥ d(π, π′) ∧ d(π′, π”);

(P3) Якщо π, π′ ∈ R− Sp, то d(π, π′) = d(π′, π);

(P4) Якщо π 6= π′ в R− Sp, то d(π, π′) 6= χ.

Позначимо сiм’ю всiх дуальних квазiметричних функцiй множини

R− Sp через DQ(R− Sp).

Нехай Y непорожня пiдмножина множини R−tors, замкнена стосовно

скiнченних об’єднань. Якщо d ∈ DQ(R−Sp) i якщо τ ∈ Y , то для кожно-

го π ∈ R−Sp покладемо Nd,τ(π) = {π′ ∈ R−Sp | d(π, π′) ≥ τ}. Зауважи-

мо, що π ∈ Nd,τ(π) для всiх d ∈ DQ(R− Sp) i τ ∈ Y . Бiльше того, якщо

τ i σ є елементами Y , i якщо π ∈ R−Sp, то Nd,τ∨σ(π) = Nd,τ(π)∩Nd,σ(π).

Також якщо τ ≤ σ в Y , то Nd,σ(π) ⊆ Nd,τ(π) для кожного π ∈ R − Sp.
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Бiльше того, для довiльної непорожньої пiдмножини множини R− tors,

замкненої стосовно скiнченних об’єднань i для довiльної d ∈ DQ(R−Sp),

сiм’я {Nd,τ(π)|τ ∈ Y ; π ∈ R − sp} утворює базу топологiї T(d, Y ) на

R − Sp: пiдмножина U ⊆ R − Sp належить до T(d, Y ) тодi i лише тодi,

коли для кожного π ∈ U iснує елемент τ ∈ Y , котрий задовольняє умову

Nd,τ(π) ⊆ U .

Якщо Y непорожня пiдмножина множини R− tors, замкнена стосов-

но скiнченних об’єднань. Якщо {P(τ)|τ ∈ Y } замкнена стосовно скiн-

ченних перетинiв i утворює базу топологiї на R− Sp, котра називається

Y -порядковою топологiєю. Для кожної такої множини Y зауважимо, що

Y ∗ = {σ ∈ R− tors|σ ≤ τ для деякого τ ∈ Y } також замкнена стосовно

скiнченних об’єднань. В загальному Y ∗-порядкова топологiя є тоншою

анiж Y -порядкова топологiя. Нехай Y непорожня пiдмножина множини

R−tors, замкнена стосовно скiнченних об’єднань i нехай e ∈ DQ(R−Sp)

функцiя, означена вище. Якщо σ ∈ Y ∗, то P(σ) = Ne,σ(π) для довiльного

π ∈ P(σ). Навпаки, якщо U непорожнiй член T (e, Y ∗) i якщо π ∈ U , то

iснує такий елемент σ множини Y ∗, що U ⊇ Ne,σ(π) = {π′ ∈ R− Sp|(π′ :

π) ≥ σ} = {π′ ∈ R − Sp|π ∧ σ ≤ π′} = P(π ∧ σ), де π ∧ σ ∈ Y ∗. Отже,

T(e, Y ∗) є Y ∗-порядковою топологiєю на R − Sp. Аналогiчно, викори-

стовуючи функцiю e′ ∈ DQ(R − Sp), котра означена вище, отримуємо

топологiю зворотнього порядку, котра означена в роботах Голана [34]

i [35].

Iнший пiдхiд до означення скрутiв ввiв Бiчi в своїй роботi [14]. Пiд

скрутом вiн розумiв пiдфунктор ρ : R −Mod → R −Mod тотожнього

функтора, котрий володiє властивостями:

(1) Довiльне вiдображення f ∈ HomR(M,N) переводить перiодичну ча-

стину модуля в його перiодичну частину;

(2) Якщо N ⊆M , то ρ(N) = N ∩ ρ(M);
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(3) ρ(M/ρ(M)) = 0;

Окрiм того, для довiльного модуля N ∈ R −Mod означимо radN(M) =⋂
f∈HomR(M,N) ker(f), котрий буде найменшим модулем, на якому всi го-

моморфiзми M → N анулюються.

Означення 1.27. [14] Якщо ρ є скрутом категорiї R −Mod, то мо-

дульM називається ρ-перiодичним, якщо ρ(M) = M i ρ-напiвпростим,

якщо ρ(M) = 0.

Означення 1.28. [14] Якщо ρ є скрутом категорiї R −Mod, то пiд-

модуль N ⊆ M називається ρ-щiльним, якщо M/M0 є ρ-перiодичним

модулем i ρ-замкеним, якщо M/M0 є ρ-напiвпростим модулем.

Означення 1.29. [14] Лiвий iдеал A кiльця R називається максималь-

ним ρ-замкненим (лiвим) iдеалом, якщо вiн є максимальним в множи-

нi всiх власних ρ-замкнених (лiвих) iдеалiв.

Множина R−tors всiх скрутiв категорiї R−Mod утворює гратку скру-

тiв над кiльцем R. Максимальнi елементи у цiй гратцi є максимальними

скрутами. Iншими словами,

Означення 1.30. [14] Скрут ρ називається максимальним, якщо з

умови ρ ≤ σ випливає що або ρ = σ або σ є тотожнiм функтором

модуля M .

Теорема 1.1. [14, Theorem 1.3] Нехай ρ такий скрут категорiї R −

Mod, що ρ(R) = A. Тодi ρ є максимальним скрутом тодi i лише тодi,

коли ρ = radR/A i A є первинним iдеалом.

Наслiдок 1.1. [14, Corollary 1.4] Кожен власний скрут категорiї R−

Mod мiститься в максимальному скрутi тодi i лише тодi, коли для

кожного ненульового модуля M iснує такий пiдмодуль M0 ⊆ M , що

Ann(M0) є первинним iдеалом.
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Означення 1.31. [14] Скрут ρ називається насиченим, якщо ρ ≥ α

для кожного такого скруту α, що α(R) = ρ(R).

Лема 1.1. [14, Lemma 2.3] Нехай σ такий насичений скрут катего-

рiї R −Mod, що σ(R) = K. Тодi такi властивостi еквiвалентнi для

довiльного модуля M :

1. Модуль M є σ-напiвпростим iн’єктивним модулем;

2. Модуль M є напiвпростим iн’єктивним Rσ-модулем;

3. Модуль M є напiвпростим iн’єктивним R/K-модулем;

Наслiдок 1.2. [14, Corollary 2.5] Кожен ненульовий напiвпростий iн’-

єктивний лiвий R-модуль є точним тодi i лише тодi, коли radE(R) є

максимальним скрутом категорiї R−Mod.

Наслiдок 1.3. [14, Corollary 2.6] Нехай σ скрут категорiї R −Mod.

Тодi, Якщо σ первинний скрут, тодi σ є максимальним скрутом тодi

i лише тодi, коли для кожного ненульового σ-напiвпростого iн’єктив-

ного модуля M iснує такий елемент m ∈M , що Ann(m) є критичним

лiвим iдеалом.
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1.4. Базовi факти i твердження

Означення 1.32. Нехай R - довiльне асоцiативне кiльце, M - довiльний

правий R-модуль. Модуль M називається мультиплiкацiйним, якщо

для довiльного його пiдмодуля N iснує такий iдеал B кiльця R, що

N = MB.

Означення 1.33. Нехай R - довiльне асоцiативне кiльце. Iдеал A цього

кiльця називається мультиплiкацiйним, якщо для довiльного такого

iдеалу B кiльця R, що B ⊆ A, iснує такий iдеал C цього кiльця, що

B = AC.

Очевидно, кожен мультиплiкацiйний iдеал є мультиплiкацiйним моду-

лем.

Твердження 1.1. [88, Note 1.2] Для правого модуля M над кiльцем R,

такi властивостi еквiвалентнi:

1. M - мультиплiкацiйний модуль;

2. Для кожного такого iдеалу B кiльця R, що B ⊆ Ann(M), R/B-

модуль M буде мультиплiкацiйним модулем;

3. Iснує такий iдеал B кiльця R, що B ⊆ Ann(M), i M є мультиплi-

кацiйним R/B-модулем.

Твердження 1.2. [88, Note 1.3] Для правого R-модуля M, такi вла-

стивостi еквiвалентнi:

1. M - мультиплiкацiйний модуль;

2. N ⊆M(N : M) для кожного пiдмодуля N модуля M;

3. N = M(N : M) = M(Ann(M/N)) для кожного пiдмодуля N модуля

M;
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Твердження 1.3. [88, Note 1.5]Для довiльного мультиплiкацiйного

модуля M над кiльцем R iстиннi такi твердження:

1. Кожен пiдмодуль N модуля M є цiлком iнварiантним пiдмодулем

цього модуля;

2. Якщо N є таким пiдмодулем модуля M, що N ∩ MB = NB для

кожного iдеалу B кiльця R, то N є мультиплiкацiйним модулем.

Твердження 1.4. [88, Note 1.9]Нехай M - довiльний правий мульти-

плiкацiйний модуль над кiльцем R i нехай P - такий iдеал кiльця R, що

M 6= MP . Тодi iснує такий циклiчний пiдмодуль X модуля M, що P не

мiстить анулятора модуля M/X.

Твердження 1.5. [88, Note 1.10]Нехай M - правий мультиплiкацiйний

модуль над кiльцем R i нехай P - максимальний iдеал кiльця R.

1. Якщо M 6= MP , то M/MP є простим модулем, та iснує такий

циклiчний пiдмодуль X модуля M, що R = P + Ann(M/X).

2. M/MP є циклiчним модулем з двома пiдмодулями, причому M =

MP або ж MP є максимальними пiдмодулями модуля M.

Твердження 1.6. [88, Note 1.12]Нехай R - кiльце з комутативним

множенням iдеалiв, M - мультиплiкацiйний R-модуль i B - такий iдеал

кiльця R, що M = MB. Тодi мають мiсце такi твердження:

1. N = NB для кожного пiдмодуля N модуля M;

2. Для кожного елементу m модуля M iснує такий елемент b iдеалу

B, що m(1− b) = 0.

Твердження 1.7. [88, Note 2.1]Для правого R-модуля M такi власти-

востi еквiвалентнi:

1. M - мультиплiкацiйний модуль;
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2. Для кожного циклiчного пiдмодуля X модуля M iснує такий правий

iдеал B кiльця R, що X = MB;

3. Для кожного пiдмодуля X модуля M iснує така множина {Xi}i∈I
пiдмодулiв модуля X i множина {Bi}i∈I iдеалiв кiльця R, для ко-

трих X =
∑

i∈I та Xi = MBi для кожного i ∈ I.

Теорема 1.2. [88, Theorem 2.2] Нехай M правий модуль над кiльцем

R, i нехай M =
⊕

i∈IMi. Тодi такi властивостi еквiвалентнi:

1. M - мультиплiкацiйний модуль;

2. Кожен пiдмодуль модуля M є цiлком iнварiантним в M, i всi пiд-

модулi Mi є такими мультиплiкацiйними пiдмодулями, що iснува-

тимуть iдеали Bi кiльця R для яких виконуються рiвностi Mi =

MBi, (i ∈ I);

3. N =
⊕

i∈I(N ∩Mi) для кожного пiдмодуля N модуля M, i всi пiдмо-

дулi Mi є такими мультиплiкацiйними модулями, для яких iсну-

ють такi iдеали Bi кiльця R, що Mi = MBi, (i ∈ I);

4. Для кожної скiнченної пiдмножини J iндексної множин I, модуль⊕
j∈JMj є мультиплiкацiйним, i

⊕
j∈JMj = MBJ для деякого iде-

алу BJ кiльця R.

Твердження 1.8. [88, Note 2.13]Якщо M - правий мультиплiкацiйний

модуль, котрий є сумою скiнченної кiлькостi циклiчних модулiв, то M

- циклiчний модуль.

Теорема 1.3. [88, Theorem 2.14] Нехай M - артiнiв мультиплiкацiйний

модуль над кiльцем R. Тодi iстиннi такi твердження:

1. Фактор-модуль M/J(M) − циклiчний модуль;

2. Якщо J(M) є надлишковим пiдмодулем модуля M, то M є циклi-

чним модулем;
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3. Якщо M - скiнченно-породжений модуль, то M - циклiчний модуль.

Наслiдок 1.4. [88, Corollary 2.27] Нехай M - правий модуль над кiль-

цем R i нехай X та Y - такi мультиплiкацiйнi пiдмодулi модуля M,

що R = (X : Y ) + (Y : X). Тодi X + Y є мультиплiкацiйним модулем.

Твердження 1.9. [88, Proposition 2.28]Нехай M - модуль над кiльцем

R, i нехай N - власний пiдмодуль модуля M. Тодi iстиннi такi твер-

дження:

1. N - первинний пiдмодуль модуля M тодi i лише тодi коли

Ann(M/N) - первинний iдеал кiльця R;

2. Якщо N - максимальний пiдмодуль модуля M, то N - первинний

пiдмодуль модуля M i N = MP для деякого правого примiтивного

iдеалу P кiльця R;

3. Якщо R - кiльце з комутативним множенням iдеалiв, то для ко-

жного власного пiдмодуля N модуля M iснує такий правий примi-

тивний iдеал P кiльця R, що M 6= MP + N i MP є первинними

пiдмодулями модуля M.

Твердження 1.10. [88, Lema 2.2]Нехай M - ненульовий мультиплiка-

цiйний R-модуль. Тодi:

(1) Кожен власний пiдмодуль модуля M мiститься в деякому макси-

мальному пiдмодулi модуля M.

(2) Пiдмодуль K є максимальним в M тодi i лише тодi, коли iснує

такий максимальний iдеал Q кiльця R, що K = QM 6= M .

Основну теорему теорiї абелевих груп можна сформулювати у ви-

глядi твердження: довiльний скiнченно-породжений Z-модуль є прямою

сумою мультиплiкацiйних модулiв [31]. Ця теорема стимулює вивчення

мультиплiкацiйних модулiв, котрi завдяки їй посiдають важливе мiсце
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серед iнших типiв модулiв.

Наводимо твердження, яке дозволяє вказувати природнi приклади

мультиплiкацiйних модулiв.

Твердження 1.11. 1. Довiльний циклiчний модуль є мультиплiка-

цiйним модулем.

2. Довiльний простий модуль є мультиплiкацiйним.

3. Довiльний ненульовий мультиплiкацiйний модуль над простим

кiльцем є простим модулем.

Доведення цього факту проводиться за аналогiєю з комутативним ви-

падком.

Твердження 1.12. Кожен гомоморфний образ мультиплiкацiйного

модуля є мультиплiкацiйним.

З попереднiх тверджень очевидно випливає:

Твердження 1.13. Мультиплiкацiйний модуль володiє такими вла-

стивостями:

1. Кожен ендоморфний образ мультиплiкацiйного модуля є цiлком iн-

варiантним мультиплiкацiйним пiдмодулем цього модуля;

2. Кожен прямий доданок мультиплiкацiйного модуля є цiлком iнва-

рiантним мультиплiкацiйним пiдмодулем цього модуля.

3. В кiльцi ендоморфiзмiв кожного гомоморфного образу довiльного

мультиплiкацiйного модуля, всi iдемпотенти є центральними.

Його доведення є комбiнацiєю мiркувань, використаних при доведеннi

вищесформульованих фактiв.
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Твердження 1.14. Нехай R - кiльце з комутативним множенням

iдеалiв, M - мультиплiкацiйний правий R-модуль i P - максимальний

iдеал кiльця R. Тодi виконуються такi властивостi:

1. M = MP ;

2. N = NB для кожного пiдмодуля N модуля M;

3. X = XB для кожного циклiчного пiдмодуля X модуля M;

4. P не мiстить аннулятора жодного циклiчного пiдмодуля модуля

M.

Очевидно, простi модулi є строго-первинними, тому максимальнi лiвi

iдеали кiльця є строго-первинними. Зауважимо також що деякi модулi

M взагалi не мають первинних пiдмодулiв, i вони називаються бiдними

на первиннi пiдмодулi, чи, просто, модулями без первинних пiдмодулiв.

Деякi автори називають їх безпервинними. Тепер наведемо iнформацiю

про деякi особливостi строго-первинних пiдмодулiв. Зокрема зупинимо-

ся на зв’язку властивостей iдеалiв кiльця коефiцiєнтiв та iдеалiв кiльця

многочленiв над ними. Можемо використати роботу [21] для означення

основних властивостей модулiв без первинних пiдмодулiв над комута-

тивними кiльцями. Тепер цiкаво розглянути спiввiдношення мiж лiвим

строго-первинним модулемM i його квазi-iн’єктивною оболонкою Q(M).

За теоремою 19.2 з [10], Q(M) = ΛM ⊆ M̂ , де (M) є iн’єктивною оболон-

кою M i Λ = EndRM̂ . Нехай H = EndRQ(M), причому ендоморфiзми

записуються злiва вiд аргументiв. Модуль Q(M) канонiчно перетворю-

ється в лiвий R − H-бiмодуль. Тепер можемо сформулювати означення

строго-первинного модуля в iншому виглядi.

Теорема 1.4. [50, Theorem 1]Лiвий R-модуль M є строго-первинним

тодi i лише тодi, коли його квазi-iн’єктивна оболонка Q(R) є простим

R−H-бiмодулем.
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Нехай R〈XH〉 кiльце полiномiв, котрi не комутують з Xh, h ∈ H,i

комутують з елементами кiльця R. Надiлимо Q(M) канонiчною стру-

ктурою R〈XH〉-модуля, означуючи Xhx = hx для h ∈ H and x ∈ Q(M).

Вiдомо, що Q(M) є простим R〈XH〉-модулем для строго-первинного R-

модуля M .

Теорема 1.5. [50, Theorem 2]Для кожного лiвого строго-первинного

iдеалу p ⊂ R iснує такий максимальний лiвий iдеал M ⊂ R〈XH〉, що

p = M ∩R.

Цей факт показує що, концептуально, ситуацiя в довiльному некому-

тативному кiльцi, в деякому сенсi, нагадує стан справ в комутативного

випадку, оскiльки лiвi строго-первиннi iдеали отримуються з максималь-

них лiвих iдеалiв кiлець полiномiв природнiм шляхом. Тепер можемо

охарактеризувати модулi без первинних пiдмодулiв. Нагадаємо що мо-

дуль, котрий не має максимальних пiдмодулiв називається радикальним

за Джекобсоном. Нехай X це довiльна множина. Позначимо через R〈X〉

кiльце полiномiв над кiльцемR, вiд множиниX некомутативних змiнних,

якi, тим не менше, комутують з елементами кiльця R, i через M〈X〉 де-

який R-модуль полiномiв з коефецiєнтами з модуляM . Очевидно,M〈X〉

є канонiчними R〈X〉-модулем.

Теорема 1.6. [50, Theorem 3]Модуль M над кiльцем R є модулем без

первинних пiдмодулiв тодi i лише тодi, коли для довiльної множини X

змiнних, M〈X〉 є радикальним за Джекобсоном як R〈X〉-модуль.

Перетин всiх лiвих строго-первинних пiдмодулiв даного R-модуля M

називається лiвим строго-радикальним пiдмодулем модуля M , котрий

позначається через splM . За означенням, splM = M , коли M не має

строго-первинних пiдмодулiв.

Твердження 1.15. [80, Proposition 1.2]
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(1) Кожен первинний (в сенсi Бiкана) модуль є первинним (в сенсi Пей-

джа) модулем;

(2) Кожен строго-первинний модуль є первинним в (сенсi Бiкана) мо-

дулем, i кожен первинний (в сенсi Бiкана) модуль є класично-

первинним;

(3) Кожен строго-первинний модуль є E ′-первинним;

(4) Кожен строго-первинний модуль є E-первинним, проте зворотнє

твердження невiрне.

Приклад 1.1. [80, Example 1.1]

(1) Модуль ZQ є первинним (в сенсi Пейджа) модулем, де Z означає

кiльце цiлих чисел а Q адитивну групу рацiональних чисел;

(2) Кожен простий модуль є первинним (в сенсi Бiкана) модулем а

також є E-первинним;

(3) Iн’єктивна оболонка кожного простого модуля є класично-

первинним модулем;

(4) Простий iн’єктивний модуль є строго-первинним модулем, E ′-

первинним модулем i E ′′-первинним модулем.

Приклад 1.2. [80, Example 7.1] Нехай Z кiльце цiлих чисел i Q ади-

тивна група рацiональних чисел. Тодi ZQ є первинним (в сенсi Пейджа)

модулем i класично-первинним модулем, проте не є первинним (в сенсi

Бiкана) модулем.

Приклад 1.3. [80, Example 7.2] Нехай S простий модуль i E(S) 6=

S. Тодi S є первинним (в сенсi Бiкана) модулем, проте не є строго-

первинним модулем.
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Приклад 1.4. [80, Example 7.3] Нехай

R = {

a 0

b a

 |a, b ∈ K}
де K поле. Тодi модуль RR є класично-первинним модулем, проте не є

первинним (в сенсi Пейджа) модулем.

Приклад 1.5. [80, Example 7.4] Нехай Z кiльце цiлих чисел i нехай

M = Z×Q, де Q це адитивна група рацiональних чисел. Тодi модульM

є первинним (в сенсi Пейджа) модулем, проте не є класично-первинним

модулем.
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Роздiл 2
Основнi типи спектрiв, заснованi на узагальненнях

первинних модулiв та схема взаємозв’язкiв мiж ними

2.1. Двостороннi пiдмодулi та класичнi дуо-модулi

Розпочнемо з класичного означення лiвого i правого дуо кiльця, за-

пропонованого Феллером у 1958 роцi у роботi [41]. Асоцiативне кiльце з

одиницею вiн називає дуо кiльцем, якщо кожний лiвий i кожний правий

iдеали цього кiльця є двостороннiми. Окрiм iнших питань, вiн дослiджує

такi проблеми:

(1) факторизацiя необоротнiх елементiв дуо кiльця в добуток незвiдних

елементiв;

(2) поведiнка примарних iдеалiв в полiномiальних кiльцях над дуо кiль-

цями;

(3) рiвнiсть радикала Джекобсона та первинного радикала полiномiаль-

ного кiльця з коефiцiєнтами з дуо кiльця.

Потiм дослiдження дуо кiлець продовжив Tєрiн. Систематичне дослi-

дження дуо кiлець вiн провiв в роботi [87]. Ним встановлено, що всi пер-

виннi iдеали в дуо кiльцi є цiлком первинними, та доведена теорема про

iснування вкладення дуо кiльця в прямий добуток тiл, яке задає зобра-

ження цього дуо кiльця у виглядi пiдпрямого добутку тiл.

Чергова робота, присвячена дуо кiльцям, належить Чандрану В.Р., в

якiй автор узагальнює двi вiдомi теореми Коена, доведенi ним для кому-

тативних кiлець, на лiвi дуо кiльця [24]. Перша стверджує, якщо в лiвому

дуо кiльцi всi первиннi iдеали є головними як лiвi iдеали, то це кiльце є

кiльцем головних лiвих i головних правих iдеалiв. Друга отримується з
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першої, якщо головнi iдели замiнити скiнченно породженими. Крiм цьо-

го Чандран довiв, що дуо кiльце з одиницею є π-регулярним тодi i тiльки

тодi, коли кожний його первинний iдеал є максимальним. Артiновi дуо

кiльця з самодуальнiстю вивчав Хуе в роботi [94]. Вiн показав, що кiльце

ендоморфiзмiв мiнiмального котвiрного модуля в категорiї модулiв над

артiновим дуо кiльцем саме є артiновим дуо кiльцем. Вiн вивчав дуо бi-

модулi, адже в них природньо ставиться питання коли всi лiвi пiдмодулi є

разом з тим i правим пiдмодулями. Основний результат Хуе показав, що

якщо в артiновому дуо кiльцi радикал Джекобсона є прямою сумою коло-

кальних iдеалiв, то саме кiльце є самодуальним. Мiж iншим зауважимо,

що науковим керiвником у Хуе був Фуллер, автор популярної книги з

теорiї кiлець та модулiв.

Самоiнєктивнi дуо кiльця дослiджував Кохлєр, а стаття Грега Маркса

присвячена розширенням Оре дуо кiлець. Деякi автори вивчали ширший

клас за клас дуо кiлець - це так званi лiвi квазi-дуо кiльця. Так називають

кiльця, в яких кожний лiвий максимальний iдеал є двостороннiм. Заува-

жимо, що лiвi дуо областi часто називають iнварiантними злiва кiльцями.

Зокрема цiєї термiнологiї придержувався Туганбаєв i iншi представники

Московської алгебраїчної школи. Сафаеян вивчав строгi квазi-дуо кiль-

ця.

Пiзнiше з’явились узагальнення дуо кiлець на випадок модулiв. Знову

свою виняткову властивiсть першим вводити найрiзноманiтнiшi приро-

днi алгебраїчнi поняття виявив Патрiк Смiтт. Вiн разом з учнями у ро-

ботi [81] ввiв поняття дуо модуля. Правда, його не можна вважати кла-

сичним узагальненням, оскiльки багато властивостей притаманих кла-

сичним дуо кiльцям перестають виконуватись для дуо модулiв. Пiдхiд

Смiта грунтується на використаннi iдеї цiлком iнварiантного пiдмодуля,

замiсть двостороннього пiдмодуля.
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Iнший пiдхiд до узагальнень двостороннiх iдеалiв i дуо кiлець на моду-

лi можна пiдмiтити, детально розглянувши так звану властивiсть встав-

ки множника для пiдмодулiв фiксованого модуля. Iсторично перше фор-

мулювання цiєї властивостi для кiлець знаходимо у статтi Белла [22] Вiн

називав довiльне майже кiльце(кiльце) кiльцем з властивiстю IFP, якщо

в ньому з рiвностi ab = 0 випливає, що aRb = 0. Його цiкавила ця власти-

вiсть у звязку з дослiдженням Армендарiцових напiвкiлець. Потiм деякi

автори вивчали iдеали кiлець з властивiстю IFP. Бiльш фундаментально

пiдiйшли до цiєї властивостi Грюнвальд i Ссеевверрii у статтi [39].

При вивченнi лiвих модулiв над некомутативними кiльцями часто до-

водиться опиратись на добре розроблену теорiю лiвих iдеалiв асоцiатив-

ного кiльця. Аналiзуючи доведення багатьох фактiв стосовно лiвих iдеа-

лiв не важко помiтити, що важливе мiсце в них часто вiдiграють двосто-

роннi iдеали, зокрема тому, що вони є ануляторами модулiв. Викладений

вище матерiал також про це свiдчить. З цiєї причини спецiалiсти в галузi

теорiї кiлець та модулiв неодноразово вводили рiзнi поняття пiдмодулiв,

близьких до двостороннiх iдеалiв за основними властивостями [1].

З огляду на означення лiвого модуля ми знаємо, що елементи лiвого

модуля не можна, взагалi кажучи, множити на скаляри (тобто елемен-

ти кiльця) справа. Тому на перший погляд бажання вводити поняття

двостороннього пiдмодуля лiвого модуля виглядає не зовсiм коректно,

якщо опиратися лише на примiтивну аналогiю. Проте, потреба в цьому

термiнi часто виникає i немає нiчого поганого, щоб спробувати вiдшука-

ти природнє узагальнення двостороннього iдеалу на модульний випадок.

Справа в тому, що при дослiдженнi модулiв над некомутативними кiль-

цями весь час виникає потреба мати аналог двостороннього iдеалу. Для

пiдтвердження цiєї думки часто посилаються на працю Грюнвальда та

Ссевверi [39], де близькi до двостороннiх пiдмодулiв вводяться з хитрою

назвою: пiдмодулi "з властивiстю вставки множникiв"(IFP). Очевидно,
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що назва використана зi згаданої роботи Белла.

Зараз також активно розвивається теорiя двостороннiх полiгонiв, котрi

застосовуються до побудови основ теорiї класичних дуо-полiгонiв i кла-

сичних первинних пiдполiгонiв над моноїдом з нулем, про що свiдчать

такi новi публiкацiї як [77] i [56].

Означення 2.1. [39] Кажуть, що пiдмодуль N лiвого R-модуля M

володiє властивiстю вставки множникiв (IFP), якщо з умови am ∈ N ,

де a ∈ R i m ∈M випливає що aRm ⊆ N .

На основi проведеного вище аналiзу ми вводимо своє поняття дуо мо-

дуля.

Означення 2.2. Пiдмодуль N лiвого модуля M називається двосто-

роннiм пiдмодулем, якщо кожний пiдмодуль K модуля N , розглядува-

ний як пiдмодуль модуля M володiє властивiстю вставки множникiв

(IFP).

Така назва має природнє обгрунтування: коли розглядати лiвi iдеали

кiльця як пiдмодулi, то вони є двостороннiми тодi i тiльки тодi, коли

вони двостороннi як iдеали кiльця.

Означення 2.3. Лiвий модуль, всi пiдмодулi якого є двостороннiми,

називається лiвим дуо-модулем.

Зауважимо, що нульовий пiдмодуль модуля M не зобов’язаний бути

двостороннiм.

Твердження 2.1. Нехай M модуль над асоцiативним кiльцем R. Тодi

такi твердження еквiвалентнi:

(1) кожен пiдмодуль K ⊆M володiє властивiстю вставки множникiв

IFP;

(2) кожен скiнченно-породжений пiдмодуль L ⊆ M володiє властивi-

стю вставки множникiв IFP;
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(3) кожен циклiчний пiдмодуль Q ⊆ M володiє властивiстю вставки

множникiв IFP;

(4) для кожного пiдмодуля N ⊆ M , фактор-модуль M/N володiє вла-

стивiстю IFP, i правий анулятор M/N є двостороннiм iдеалом.

Доведення. Iмплiкацiї (1) ⇒ (2) ⇒ (3) очевиднi. Доведемо iмплiка-

цiю (3) ⇒ (4). Нехай N ⊆ M пiдмодуль i m̄ ∈ M/N . Потрiбно довести,

що правий iдеалAnnr(m̄) є i лiвим iдеалом. Припустимо що t ∈ Annr(m).

Тодi m̄t = 0̄, вiдповiдно, m̄t = 0 а тому t ∈ M/N . Далi, нехай m̄ut = 0,

звiдки випливає що ut ∈ Ann(m) для довiльного елементу u ∈ R. Тому

Ann(m̄) є двостороннiм iдеалом. Залишилося довести iстиннiсть iмплi-

кацiї (4) ⇒ (2) ⇒ (1). Нехай ms ∈ N для фiксованого пiдмодуля N мо-

дуля M i m ∈M , s ∈M . Перейдемо до елементiв фактор-модуля M/N ,

s ∈ Ann(m̄). Враховуючи двостороннiсть анулятора елемента m̄ ∈M/N ,

очевидно, що us ∈ Ann(m̄), що означає виконання умови mus ∈ N для

кожного елементу u ∈ R. Отже умова IFP виконується для пiдмодуля

N , що завершує доведення. �

Вiдповiдно, модуль можна назвати двостороннiм, якщо вiн задоволь-

няє одну з умов, поданих вище.

Твердження 2.2. Нехай M , S, P довiльнi модулi. Якщо M двосторон-

нiй пiдмодуль модуля S, а S двостороннiй пiдмодуль модуля P , то M

двостороннiй пiдмодуль модуля P .

Твердження 2.3. Двостороннi пiдмодулi довiльного модуля утворю-

ють повну гратку.

Доведення цього твердження проводиться безпосередньою перевiркою

необхiдних властивостей.

Означення 2.4. Модуль M називається строгим дуо-модулем, якщо
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для кожного двостороннього пiдмодуля N модуля M виконується умо-

ва tr(N,M) = ∪f∈Hom(N,M)f(N) = N .

Для елементу m ∈M позначимо a(m) := {(s, t) ∈ R×R|ms = mt}.

Теорема 2.1. Нехай M модуль над асоцiативним кiльцем R. Такi вла-

стивостi еквiвалентнi:

(1) M є строгим дуо-модулем;

(2) Кожен пiдмодуль N модуля M є строгим дуо-модулем;

(3) Кожен скiнченно-породжений пiдмодуль K модуля M є строгим

дуо-модулем;

(4) Якщо S, Q пiдмодулi модуля M i S є гомоморфним образом Q, то

S ⊆ Q;

(5) Якщо a(m) ⊆ a(k) для деяких елементiв m, k ∈M , то k ∈ mR.

Доведення. Iмплiкацiї (1)⇒ (2) i (2)⇒ (3) є очевидними.

(3) ⇒ (1) Припустимо S є пiдмодулем модуля M i f : S → M є гомо-

морфiзмом. Нехай s є елементом пiдмодуля S i нехай Q = sR ∪ f(s)R.

Якщо g = f |sR. Тодi, очевидно, f(s) ∈ tr(sR,Q) = sR. З цього випливає

що tr(S,M) = S.

(1) ⇒ (4) Якщо S, Q два пiдмодулi модуля M i f : S → Q деякий епi-

морфiзм, то S = Im(f) ⊆ tr(Q,M) = Q.

(4)⇒ (5) Припустимо що a(m) ⊆ a(k) для деяких елементiвm, k модуля

M . Означимо вiдображення f : mR → kR як f(mr) = kr для деякого

елементу r ∈ R. Очевидно, вiдображення f є коректно означеним епi-

морфiзмом, а тому mR ⊆ kR за припущенням.

(5)⇒ (1) Припустимо що N є пiдмодулем модуля M i f ∈ Hom(N,M).

Якщо n ∈ N , то a(n) ⊆ a(f(n)), а отже, f(n) ∈ nR ⊆ N за припущен-

ням. А отже, tr(N,M) = N .

�
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Наслiдок 2.1. Нехай R асоцiативне кiльце i M строгий дуо-модуль

над R. Якщо RR є пiдмодулем M , то MR = RR.

Доведення. За умовою (2) Теореми 2.1, модуль RR є строгим дуо-

модулем. Також кожен циклiчний R-модуль є гомоморфним образом RR.

А отже, результат виконується за умовою (4) попередньої теореми.

�

Означення 2.5. R-модуль M називається цiлком-впорядкованим,

якщо для двох довiльних пiдмодулiв S, Q модуля M або S ⊆ Q або

Q ⊆ S.

Твердження 2.4. Нехай R довiльне кiльце i M цiлком впорядкований

модуль над цим кiльцем. Тодi якщо M задовольняє умову обриву спа-

дних ланцюгiв на циклiчних пiдмодулях, то M є строгим дуо-модулем.

Зокрема, якщо R є областю головних iдеалiв, то модуль RR є строгим

дуо-модулем.

Доведення. Нехай для елементiв a, b ∈M виконується умова a(a) ⊆

a(b). Покажемо, що b ∈ aR. Якщо b /∈ aR, то, за припущенням, aR ⊆ bR,

а тому, a = br для деякого елементу r ∈ R. Оскiльки brR ⊇ br2R ⊇ . . .,

за припущенням, iснує такий номер n ∈ N , що (brn)R = (brn+1)R, а

тому brn = brn+1t для деякого t ∈ R. Отже, arn−1 = arnt. Оскiльки

a(a) ⊆ a(b), то brn−1 = brnt. Тому отримаємо той факт, що a = art.

А отже, b = brt = (br)t = at ∈ aR, що є суперечнiстю. Як наслiдок

отримаємо те, що bR ⊆ aR, а модуль M є строго дуо-модулем за 2.1. У

випадку коли R є областю головних iдеалiв, RR є цiлком-впорядкованим

модулем. Окрiм того, з того факту що R є областю випливає що RR є

строгим дуо-модулем.

�
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Наслiдок 2.2. Нехай R асоцiативне кiльце котре задовольняє умо-

ву обриву спадних ланцюгiв для головних iдеалiв. Якщо модуль M є

цiлком-впорядкованим, то M є строгим дуо-модулем.

Доведення. Покажемо, що модульM задовольняє умову обриву спа-

дних ланцюгiв для циклiчних пiдмодулiв. Якщо a, b ∈ M i bR ⊆ aR, то

iснує такий елемнт r ∈ R, що bR = arR. Отже кожен спадний ланцюг

циклiчних пiдмодулiв модуля M має вигляд aR ⊇ ar1R ⊇ ar1r2R ⊇ . . .

Тепер розглянемо спадний ланцюг R ⊇ r1R ⊇ r1r2R ⊇ . . . За припу-

щенням, iснує такий номер n ∈ N , що r1 . . . rnR = r1 . . . rn+1R. Звiдси

випливає, що модуль M задовольняє умову обриву спадних ланцюгiв

для циклiчних пiдмодулiв, i, за попереднiм твердженням, модуль M є

строгим дуо-модулем. �

Твердження 2.5. Нехай R асоцiативне кiльце i нехай M строгий дуо-

модуль. Тодi кожен мономорфiзм f : M →M є епiморфiзмом.

Доведення. Припустимо що f : M → M є мономорфiзмом i озна-

чимо g : f(M) → M як g(f(a)) = a для кожного елементу a ∈ M .

Оскiльки f є мономорфiзмом, а g є коректно означеним гомоморфi-

змом, то очевидно, g(f(M)) = M . Оскiльки M є строгим дуо-модулем i

g(f(M)) ⊆ tr(f(M),M) = f(M), а тому f(M) = M . Отже вiдображення

f є епiморфiзмом.

�

Лема 2.1. Над асоцiативним кiльцем R виконуються такi властиво-

стi:

(1) Правий R-модуль M є дуо-модулем тодi i лише тодi, коли для ко-

жного ендоморфiзму, що дiє на M i для кожного елементу m ∈
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M , f(m) = mt для деякого елементу t ∈ R. Зокрема, якщо R-

комутативне кiльце i M є дуо-модулем, то End(M) є комутатив-

ним кiльцем;

(2) Нехай N ⊆ Q пiдмодулi правого R-модуляM . Якщо N i Q/N цiлком

iнварiантнi пiдмодулi модулiв M i M/N вiдповiдно, то Q теж є

цiлком-iнварiантним пiдмодулем модуля M ;

(3) Якщо модуль RR є дуо-модулем, то для двох елементiв s, t ∈ R,

st = tx для деякого елементу x ∈ R;

(4) Модуль RR є дуо-модулем тодi i лише тодi, коли кожен правий

iдеал кiльця R є двостороннiм;

(5) Якщо модуль RR є дуо-модулем, то кiльце R є оборотним злiва

кiльцем;

(6) Кожен мультиплiкацiйний модуль є дуо-модулем.

Доведення.

(1) Зауважимо, що якщо модульM є дуо-модулем, то f(mR) ⊆ mR для

всiх f ∈ End(M) i m ∈M . Зокрема, якщо кiльце R є комутативним

i M є дуо-модулем, то з першої частини твердження випливає що

кiльце End(M) є комутативним.

(2) Нехай f ∈ End(M), означимо f̄ : M/N → M/N як f̄(m̄) = ¯f(m).

Оскiльки пiдмодуль N є цiлком-iнварiантним в M , вiдображення

f̄ є коректно-означеним гомоморфiзмом i ¯f(Q) = f̄(Q/N), а тому

f(Q) ⊆ Q.

(3) Для кожного елементу s ∈ R означимо вiдображення λs : R → R

як λs(t) = st для кожного елементу t ∈ R. Тодi, за твердженням (1)

цiєї леми, λs(t) ∈ tR для кожного елементу t ∈ R, з чого отримуємо

потрiбний результат.
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Твердження (4) i (5) очевидно випливають з частини (1) цiєї леми.

(6) ЯкщоN є пiдмодулем мультиплiкативного R-модуляM , тоN = BM

для деякого iдеалу B кiльця R, а тому для кожного ендоморфiзму

f ∈ End(M), f(N) = f(MB) = f(M)B ⊆MB = N .

�

Твердження 2.6. Нехай R асоцiативне кiльце, M цiлком-

впорядкований правий R-модуль. Якщо модуль RR є дуо-модулем i

модуль M задовольняє умову обриву зростаючих ланцюгiв на циклi-

чних пiдмодулях, то модуль M є дуо-модулем.

Доведення. Нехай f : M →M деякий ендоморфiзм i нехай m1 ∈M .

Припустимо що для деяких елементiв m2,m3, . . . з M , f(m1) = m2,

f(m2) = m3, . . .Оскiльки модульM є цiлком-впорядкованим, для кожно-

го n ∈ N або mn ∈ mn+1R або mn+1 ∈ mnR. Якщо для кожного n ∈ N ,

mnR ⊂ mn+1R, то маємо зростаючий ланцюг m1R ⊂ m2R ⊂ m3R ⊂ . . .,

що є суперечнiстю. Тому iснує такий найменший номер n ∈ N , що

mn+1R ⊆ mnR. Отже, mn−1 ∈ mnR, mn−2 ∈ mn−1R, . . . ,m1 ∈ m2R,

а тому, m1 ∈ mnR. Якщо m1 = mnr для деякого елементу r ∈ R, то

f(m1) = f(mn)r = mn+1r. Оскiльки mn+1 ∈ mnR, mn+1 = mnt для де-

якого t ∈ R, а тому f(m1) = mntr. За пунктом (3) попередньої леми,

tr = rx для деякого елементу x ∈ R, а тому f(m1) = mnrx = m1x.

Потрiбний результат випливає з пункту (1) попередньої леми.

�

З цiєї леми прямо випливає такий наслiдок.

Наслiдок 2.3. Над асоцiативним кiльцем R такi властивостi еквiва-

лентнi:

(1) RR є дуо-модулем;
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(2) RR є мультиплiкацiйним модулем;

(3) Кожен циклiчний R-модуль є мультиплiкацiйним;

(4) Кожен циклiчний правий R-модуль є дуо-модулем.

Твердження 2.7. Нехай R асоцiативне кiльце i M правий дуо-модуль

над R. Тодi якщо M є квазi-iн’єктивним модулем, то кожен пiдмодуль

M є квазi-iн’єктивним дуо-модулем.

Доведення. Нехай N є пiдмодулем модуляM , Q є пiдмодулем N . Не-

хай f деякий ендоморфiзм наN . Оскiльки модульM є квазi-iн’єктивним,

ендоморфiзм f можна розширити до ендоморфiзму f̄ на M . Отже

f̄(Q) = f(Q) котрий мiститься в Q, оскiльки модуль M є дуо-модулем.

Також легко побачити що N є квазi-iн’єктивним модулем.

�

Теорема 2.2. Нехай R асоцiативне кiльце, M проективний правий R-

модуль. M є дуо-модулем тодi i лише тодi, коли M є мультиплiкацiй-

ним модулем.

Доведення. Якщо модуль M є мультиплiкацiйним, то за лемою 2.1

модуль M є дуо-модулем. Навпаки, припустимо що M є дуо-модулем

i N є пiдмодулем M . Нехай M ∗ = Hom(M,R). Оскiльки модуль M є

проективним, то за Теоремою 1 з [6], iснує така пiдмножина T = {(xα :

fα)|α ∈ Λ} з M ×M ∗, що для кожного x ∈M , x = xαfα(x), де (xα, fα) ∈

T . Нехай I правий iдеал, породжений елементами вигляду fα(x) для x ∈

N i α ∈ Λ. Покладемо що N = MI. Якщо x ∈ N ⊆ M , то x = xαfα(x)

для деякого α ∈ Λ i (xα, fα) ∈ T , а отже x ∈ MI. Тепер припустимо,

що x ∈ N , a ∈ M i α ∈ Λ. Отже λa ◦ fα ∈ End(M), де λa : R → M ,

котре визначається як λa(r) = ar для кожного r ∈ R. Звiдси випливає,

що afα(x) = λa(fα(x)) ∈ λa(fα(xR)) ⊆ xR, оскiльки M є дуо-модулем.

Отже MI ⊆ N , а тому N = MI.
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�

Наслiдок 2.4. Нехай R асоцiативне кiльце, де кожен iдеал є iдемпо-

тентним i M проективний правий R-модуль. Тодi такi властивостi

еквiвалентнi:

(1) M мультиплiкацiйний модуль;

(2) M строгий дуо-модуль;

(3) M дуо-модуль.

Доведення. (1)⇒ (3) виконується за попередньою теоремою.

(1) ⇒ (2) Припустимо що для кожного iдеалу I кiльця R виконується

умова N = MI для пiдмодуля N . Тодi для кожного f ∈ Hom(N,M),

f(N) = f(MI) = f(MI2) = f(MI)I ⊆ MI = N , а тому M є строгим

дуо-модулем.

(2)⇒ (3) Iмплiкацiя є очевидною.

�

Твердження 2.8. Якщо R асоцiативне кiльце i M правий дуо-модуль

над цим кiльцем, то для кожного мономорфiзму f : M → M , f(M) є

суттєвим пiдмодулем модуля M .

Доведення. Нехай f : M → M деякий мономорфiзм i N такий не-

нульовий пiдмодуль модуля M , що N ∩ f(M) = 0. Оскiльки M є дуо-

модулем, то f(N) ⊆ N , а тому f(N) ⊆ N ∩ f(M). А отже f(N) = 0, а

тому N = 0, що є протирiччям.

�

Означення 2.6. Нехай R асоцiативне кiльце, M правий R-модуль.

M називається слабким дуо-модулем, якщо кожен ненульовий пiдмо-

дуль N модуля M мiстить ненульовий пiдмодуль, котрий є цiлком-

iнварiантним в M .
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Теорема 2.3. Нехай R асоцiативне кiльце, M квазi-проективний пра-

вий R-модуль. Тодi такi властивостi еквiвалентнi:

(1) M є правим дуо-модулем;

(2) Кожен фактор-модуль M/N є слабким дуо-модулем.

Доведення. (1) ⇒ (2) За твердженням 2.7, кожен фактор-модуль

M/N є дуо-модулем, а тому є слабким дуо-модулем.

(2) ⇒ (1) Припустимо що N є таким пiдмодулем модуля M , що N не є

цiлком-iнварiантним. За припущенням, iснує ненульовий пiдмодуль Q ⊂

N котрий є цiлком-iнварiантним в M . Нехай K =
⋃
{L : L є цiлком-

iнварiантним пiдодулем M i L ⊂ N}. Очевидно пiдмодуль K є цiлком-

iнварiантним вM i K 6= N . Отже N/K є ненульовим пiдмодулем модуля

M/K, а тому за припущенням iснує такий пiдмодуль E ⊆ N , що E/K є

ненульовим цiлком-iнварiантним пiдмодулем модуля M . Отже K ⊂ E ⊆

N . За лемою 2.1, E є цiлком-iнварiантним пiдмодулем модуля M , а за

вибором K отримуємо той факт, що N = E, що є протирiччям.

�

За цiєю теоремою отримуємо наступнi наслiдки.

Наслiдок 2.5. Якщо R асоцiативне кiльце, то модуль RR є дуо-

модулем тодi i лише тодi, коли кожен циклiчний правий R-модуль є

слабким дуо-модулем.

Наслiдок 2.6. Нехай R асоцiативне кiльце i M проективний правий

R-модуль. Тодi такi властивостi еквiвалентнi:

(1) M є дуо-модулем;

(2) M є мультиплiкацiйним модулем;

(3) Кожен фактор-модуль M/N є слабким дуо-модулем.
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2.2. Спектри модулiв, близькi до первинного

Наразi iснує кiлька узагальнень поняття первинного iдеалу кiльця для

модульного випадку. Сформулюємо основнi з цих узагальнень з метою

подальшого порiвняння та дослiдження.

Означення 2.7. Власний пiдмодуль P модуля M називається первин-

ним пiдмодулем, якщо з того, що aRm ⊆ P для a ∈ R i m ∈M випли-

ває, що або m ∈ P або a ∈ (N : M), де (N : M) = {r ∈ R | rM ⊆ N}.

Це означення широко використовується у численних роботах, напри-

клад [11], [18], [26].

Означення 2.8. Ненульовий правий (лiвий) модуль M називається

первинним модулем (в сенсi Пейджа), якщо Ann(K) = Ann(M) для

кожного ненульового пiдмодуля K модуля M .

Бiльше iнформацiї про це означення можна знайти в роботi [17].

Означення 2.9. Власний пiдмодуль P модуля M називається первин-

ним, якщо фактор-модуль M/P є первинним лiвим модулем, iншими

словами, якщо Ann(K/P ) = Ann(M/P ) для кожного ненульового пiд-

модуля K/P модуля M/P .

Це означення зустрiчаєтья в роботах [68], [26], де отриманi цiкавi ре-

зультати про такi модулi. Iнший пiдхiд до вивчення первинних пiдмодулiв

запропонували чеськi математики Кепка та Нємєц в роботi [23].

Означення 2.10. Модуль M називається первинним модулем (в сенсi

Бiкана), якщо kN = kM для кожного ненульового пiдмодуля N модуля

M , де kQ(M) = ∪{Kerf |f ∈ Hom(M,Q)} для кожного модуля M .

Множину всiх первинних пiдмодулiв модуля M називають первинним

спектром модуля M .
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Означення 2.11. Власний пiдмодуль P лiвого модуля M називається

класично-первинним пiдмодулем, якщо з включення abRm ⊆ P для

a, b ∈ R i m ∈M випливає, що або am ∈ P або bm ∈ P .

В загальному кожен первинний пiдмодуль модуля M є класично-

первинним, а у випадку колиM = R є комутативним кiльцем, класично-

первиннi пiдмодулi, первиннi пiдмодулi i первиннi iдеали збiгаються (рiв-

нi) (див. [7]).

Вперше формулювання цього означення можна знайти в роботi Бехбудi i

Кохi [18], де в оригiналi для таких модулiв автори використовували тер-

мiн "слабко-первинний пiдмодуль". Там встановленi основнi властивостi

таких модулiв та наведенi яскравi приклади.

Потiм це поняття (для комутативного випадку) всебiчно вивчалося М.

Бехбудi та його учнями, починаючи з 2006 року. В слiд за ними назвемо

множину класично-первинних пiдмодулiв класично-первинним спектром

модуля M . Цей спектр позначається через Cl.Spec(M).

Зауваження 2.1. Включення в iншу сторону невiрне, тобто iснує пiд-

модуль N модуля M , що є класично-первинним пiдмодулем, але не є

первинним пiдмодулем. Якщо R деяка область i P ненульовий первин-

ний iдеал, то P ⊕ (0), (0) ⊕ P i P (1, 1) є класичними первинними пiд-

модулями вiльного модуля M = R⊕R, проте всi вони не є первинними

пiдмодулями (детальнiшу iнформацiю можна знайти в роботi [7]).

У 2015 роцi з’явилося ще одне поняття, пов’язане з первиннiстю, яке

є узагальненням добре вiдомого поняття цiлком первинного iдеалу.

Означення 2.12. Власний пiдмодуль P лiвого модуля M називається

цiлком-первинним, якщо з включення abm ⊆ P для a, b ∈ R i m ∈ M

випливає, що або am ∈ P або bm ∈ P .

Множину всiх цiлком-первинних пiдмодулiв модуля M назива-

ють цiлком-первинним спектром модуля M . Вiн позначається через
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Spec
′

l(M).

Строго-первиннi модулi вивчалися цiлим рядом вчених-алгебраїстiв в цi-

лому рядi країн свiту.

Означення 2.13. Лiвий iдеал p кiльця R називається строго-

первинним, якщо для кожного елементу x ∈ R\p, iснує така скiнченна

пiдмножина V кiльця R, що

(p : V x) = {r ∈ R|rV x ⊆ p} ⊆ p.

Перша згадка про них є в роботi Бiчi [15]. Множина всiх строго-

первинних лiвих iдеалiв називається лiвим спектром кiльця R. Iнший

пiдхiд до таких модулiв запропонував А. Розенберг в роботi [75]. Багато

уваги таким модулям придiлили Вершорен та iншi автори в роботi [85]

Означення 2.14. Ненульовий лiвий модуль M над кiльцем R нази-

вається строго-первинним, якщо для довiльних ненульових елементiв

x, y ∈M iснує така скiнченна пiдмножина

{a1, a2, . . . , an} ⊆ R,

що

AnnR{a1x, a2x, . . . , anx} ⊆ AnnR{y},

тобто з того, що (ra1x = ra2x = · · · = ranx = 0), r ∈ R випливає що

ry = 0.

Введене тут означення строго-первинного модуля запозичене з працi

Бiчi [15], в якiй використовуються глибиннi результати теорiї скрутiв над

асоцiативними кiльцями.

Означення 2.15. Ненульовий лiвий модуль M над кiльцем R назива-

ється строго-первинним, якщо для довiльного ненульового елементу

x ∈M iснує така скiнченна пiдмножина

{a1, a2, . . . , an} ⊆ R
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що

AnnR{a1x, a2x, . . . , anx} = 0.

Таке означення строго-первинного модуля було введено авторами в

роботi [28]. Якщо в цьому означеннi покластиM = R, отримаємо поняття

строго-первинного кiльця. Такi строго-первиннi кiльця вивчалися також

в роботах [26], [78] та [44]. Крiм цих означень вiдомi ще два, котрi також

вартi уваги.

Означення 2.16. Ненульовий правий модуль M називається строго-

первинним, якщо M є первинним i для кожного ненульового правого

пiдмодуля N ⊆ M i для кожного елементу y ∈ M iснують такi еле-

менти

x1, x2, . . . , xn ∈ N,

що

Ann(x1, x2, . . . , xn) ⊆ Ann(y).

Означення 2.17. Пiдмодуль P деякого модуля M називається строго-

первинним, якщо фактор-модульM/P є строго-первинним R-модулем.

Еквiвалентнiсть наведених вище означень випливає з результатiв вiд-

мiчених щойно робiт. Це дозволяє сформулювати таке означення.

Означення 2.18. Множина всiх строго-первинних пiдмодулiв модуля

M називається лiвим спектром M .

В своїй роботi [80] Казуо Шiгенага докладно дослiджував вiдомi на

той час поняття первинних модулiв та близькi до таких. Зокрема, вiн по-

дав докладнi приклади взаємозв’язку мiж рiзними типами первинностi,

зокрема Приклад 1.1, Приклад 1.2, Приклад 1.3, Приклад 1.4, Приклад

1.5. Одним з результатiв статтi є також дiаграма-зв’язок мiж рiзними

типами спектрiв модулiв. В слiд за автором позначимо:

S − prime − строго-первиннi модулi;
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R− prime − первиннi модулi в сенсi Розенберга;

F − prime − цiлком-первиннi модулi;

P − prime − первиннi модулi (за Пейджем);

prime − первиннi модулi (за Бiканом);

Cl − prime − класично-первиннi модулi;

Отримаємо таку дiаграму:

R− prime

((
S − prime

((

F − prime

hh

vv

prime

hh 66

((
vv

Cl − prime

66

// P − prime

hh

oo

В дiаграмi суцiльнi стрiлки мiж типами спектрiв показують те, що вклю-

чення виконується, а штрих-пунктирнi стрiлки те, що включення не ви-

конується.



54

2.3. Класично топологiчнi та зв’язанi з ними гiль-
бертово подiбнi модулi

Багато уваги алгебраїстами придiлялося гiльбертовим кiльцям, гiль-

бертовим модулям та їх спектральним узагальненням, про що свiдчать

роботи Хейнцера ( [29]), Гiлмера ( [33]), Голдмана ( [38]), Каучiкаса ( [51]),

Круля ( [57]), Процесi ( [73]) i Фейса ( [43]).

Означення 2.19. Модуль називається цiлком-гiльбертовим, якщо ко-

жен його цiлком первинний пiдмодуль є перетином двостороннiх ма-

ксимальних пiдмодулiв.

Означення 2.20. [25] Кiльце R називається кiльцем Гiльберта, якщо

кожен первинний iдеал кiльця є перетином максимальних iдеалiв.

Означення 2.21. Модуль називається гiльбертовим, якщо кожен пер-

винний пiдмодуль є перетином максимальних пiдмодулiв модуля.

Означення 2.22. Модуль M називається класично-гiльбертовим,

якщо кожен класично-первинний пiдмодуль є перетином максималь-

них пiдмодулiв.

Означення 2.23. Лiвий R-модуль M називається класично-

топологiчним модулем, якщо C(M) замкнена стосовно скiнченних

об’єднань, тобто для довiльних пiдмодулiв N i L модуля M iснує

такий пiдмодуль K, що V(N) ∪ V(L) = V(K).

Означення 2.24. Пiдмодуль C модуляM називається напiвпервинним

(класично-напiвпервинним), якщо C є перетином первинних (класично-

первинних) пiдмодулiв.

Означення 2.25. Первинний (класично-первинний) пiдмодуль P лiвого

модуляM називається особливим, якщо як тiльки N i L є напiвпервин-

ними (класично-напiвпервинними) пiдмодулями модуля M , то з умови
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N ∩ L ⊆ P випливає, що N ⊆ P i L ⊆ P .

Попереднi означення активно використовувалися авторами в роботi

[19], [20].

Твердження 2.9. Нехай M лiвий цiлком-гiльбертiв (класично-

гiльбертiв) дуо-модуль над кiльцем R. Тодi кожен гомоморфний образ

M є цiлком-гiльбертовим дуо-модулем.

Доведення. Нехай N довiльний пiдмодуль цiлком-гiльбертового

модуля M . Нехай M ′ = M/N . Припустимо, що множина цiлком-

первинних пiдмодулiв модуля не є порожньою. Очевидно, що цiлком-

первинними пiдмодулями M ′ будуть пiдмодулi вигляду P/N , де P є

цiлком-первинним пiдмодулем модуля M i N ⊆ P . Отже, довiльний на-

пiвпервинний пiдмодуль модуля M ′ набуде вигляду C/N , де C - цiлком-

напiвпервинний пiдмодуль, що мiстить N . Використовуючи Лему 1 з ро-

боти [19], отримаємо потрiбний результат.

�

З твердження випливає такий наслiдок.

Наслiдок 2.7. Нехай R кiльце i M довiльний лiвий R-дуо-модуль. Тодi

перелiченi нижче твердження еквiвалентнi:

(1) M цiлком-гiльбертiв (класично-гiльбертiв) R-модуль;

(2) M/N цiлком-гiльбертiв (класично-гiльбертiв) R-модуль для ко-

жного пiдмодуля N модуля M .

Зауваження 2.2. Мiнiмальнi цiлком-первиннi пiдмодулi визначаю-

ться природньо. Очевидним є той факт, що якщо {Pi}i∈I довiльний

ланцюг цiлком-первинних (класично-первинних) пiдмодулiв R-модуля

M , то ∩i∈IPi очевидно буде цiлком-первинним (класично-первинним)

пiдмодулем. Тому за лемою Цорна кожен цiлком-первинний (класично-

первинний) пiдмодуль мiститиме мiнiмальний цiлком-первинний
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(класично-первинний) пiдмодуль.

Твердження 2.10. Кожен цiлком-гiльбертiв дуо-модуль є класично-

гiльбертовим i гiльбертовим модулем, проте зворотнє твердження

хибне.

Доведення. Нехай M цiлком-гiльбертiв модуль. Вiдомо, що ко-

жен цiлком-первинний пiдмодуль є екстраординарним. Оскiльки кожен

цiлком-первиниий пiдмодуль модуля M є первинним пiдмодулем, то вiд-

повiдно, кожен первинний пiдмодуль-екстраординарний. Тому за ( [96],

Лема 2.1.), M гiльбертiв модуль.

�

Теорема 2.4. R-модуль M є цiлком-гiльбертовим (класично-

гiльбертовим) модулем тодi i лише тодi, коли кожен цiлком-

первинний (класично-первинний) пiдмодуль модуля M , що не є

максимальним, є перетином власних бiльших цiлком-первинних

(класично-первинних) пiдмодулiв.

Доведення. Якщо M цiлком-гiльбертiв модуль, то ця властивiсть

очевидно виконується, оскiльки всi максимальнi пiдмодулi є цiлком-

первинними. Для доведення зворотнього твердження припустимо що N

цiлком-первинний пiдмодуль, що не є максимальним. Нехай m ∈ M\N .

Сформуємо множину всiх цiлком-первинних пiдмодулiв, котрi мiстятьN ,

проте не елементm. Ця множина мiстить пiдмодуль N . За Лемою Цорна,

нехай K максимальний елемент у цiй множинi. Тому K є максимальним

пiдмодулем. З iншого боку, пiдмодуль K є перетином власних бiльших

цiлком-первинних пiдмодулiв. Оскiльки пiдмодуль K максимальний у

попереднiй множинi первинних пiдмодулiв, то всi власнi бiльшi цiлком-

первиннi пiдмодулi повиннi мiстити елемент m. Звiдси випливає, що еле-

мент m мiститься в пiдмодулi K. Проте таке не виконується, з чого мо-

жна зробити висновок що K максимальний пiдмодуль. Отже, довели що
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перетин максимальних пiдмодулiв, якi мiстять N збiгається з N , тому

модуль M є цiлком-гiльбертовим.

�

Наслiдок 2.8. Нехай R − кiльце i {Mi}i∈I набiр R-модулiв. Якщо⊕
i∈IMi є цiлком-гiльбертовим (класично-гiльбертовим) модулем, то

кожен Mi(i ∈ I) є цiлком-гiльбертовим (класично-гiльбертовим) мо-

дулем.

Зауваження 2.3. Якщо M довiльний R-модуль i K ⊆M , то легко до-

вести, що власний пiдмодуль P з M , де K ⊆ P цiлком-первинний (вiд-

повiдно максимальний) пiдмодуль M , якщо P/K є цiлком-первинним

(максимальним) пiдмодулем M/K. Це зауваження можна використо-

вувати як означення цiлком-первинного пiдмодуля.

Твердження 2.11. Нехай R − область, M − цiлком-гiльбертiв

(класично-гiльбертiв) R-модуль. Якщо N є таким довiльним пiдмоду-

лемM , щоM/N є напiвпростим модулем, то N є цiлком-гiльбертовим

(класично-гiльбертовим) R-модулем.

Доведення. Припустимо, що R є областю i M є цiлком-гiльбертовим

(класично-гiльбертовим) R-модулем. Припустимо, що N ⊂ M i M/N

є напiвпростим модулем. Також припустимо, що P ⊂ N є цiлком-

первинним (класично-первинним) пiдмодулем. Покажемо, що P є пе-

ретином максимальних пiдмодулiв з N . Спершу покажемо, що P є

цiлком-первинним (класично-первинним) пiдмодулем M . Припустимо,

що rsRm ⊆ P для деякого m ∈ M i r, s ∈ R. Якщо m ∈ M , оскiльки

P є цiлком-первинним (класично-первинним) пiдмодулем N , покажемо,

що або rm ∈ P або sm ∈ P . Тепер припустимо, що m ∈ M . Нагадаємо,

що rsRm ⊆ P ⊆ N . Оскiльки M/N є напiвпростим модулем i m /∈ N ,

випливає, що r = 0 чи s = 0. Також в цьому випадку або rm ∈ P або

sm ∈ P . Отже P є цiлком-первинним (класично-первинним) пiдмодулем
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M . Оскiльки P є цiлком-первинним (класично-первинним) пiдмодулем

M i P = ∩i∈IMi де кожен Mi є максимальним пiдмодулем. M . Для

кожного i нехай Pi := Mi ∩ N . Оскiльки P ⊆ N легко побачити, що

P = ∩i∈IPi. Окрiм того, можемо припустити без втрати загальностi, що

кожен Pi повнiстю мiститься в N . Припустимо, що i ∈ I є довiльним.

Щоб завершити доведення, досить показати, що Pi є максимальним пiд-

моделем N . Тому припустимо, щоm ∈ N\Pi. Покажемо, що (Pi,m) ∈ N .

Отже mi /∈ Mi. Оскiльки Mi є максимальними пiдмодулями M , має-

мо (Mi,m) = M . Нехай x ∈ N є довiльним елементом. Покажемо, що

x ∈ (Pi,m). Оскiльки M = (Mi,m), x = mi + rm для деяких елемен-

тiв mi ∈ M , r ∈ R. Оскiльки x ∈ N i m ∈ N робимо висновок, що

mi ∈ N . Тому mi ∈ Pi, з цього випливає, що x ∈ (Pi,m). Ми показали,

що (Pi,m) ∈ N , а це доводить, що Pi є максимальними пiдмодулями N .

�

Наслiдок 2.9. Нехай R область i M цiлком-гiльбертiв (класично-

гiльбертiв) R-модуль. Тодi якщо M − напiвпростий модуль i N −

чистий пiдмодуль модуля M , то N є цiлком-гiльбертовим (класично-

гiльбертовим) R-модулем.

Доведення. Для доведення припустимо що N є чистим пiдмодулем

цiлком-гiльбертового (класично-гiльбертового) напiвпростого модуляM .

За попереднiм твердженням, досить показати що якщо m ∈ M\N i r ∈

R, де rRm ∈ N , то r = 0. Тому припустимо що m ∈ M\N i rRm ∈ N .

Оскiльки N є чистим , то rM ∩ N = rN . Отже rRm ∈ rN , тому iснує

деякий елемент n ∈ N що rRm = rRn. Отже rR(m − n) = 0. Оскiльки

m /∈ N , бачимо, що m − n 6= 0. Оскiльки M є напiвпростим модулем,

робимо висновок, що r = 0.

�

Лема 2.2. Для лiвого R-модуля M такi твердження еквiвалентнi:
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(1) M є класично-топологiчним модулем;

(2) Кожен класично-первинний пiдмодуль модуля M є екстраординар-

ним;

(3) V(N) ∪ V(L) = V(N ∩ L) для будь-яких класично-напiвпервинних

пiдмодулiв N i L модуля M .

Доведення. Якщо Cl.Spec(M) = ∅ результат очевидно виконується.

Припустимо що Cl.Spec(M) 6= ∅.

(1) ⇒ (2) Нехай P класично-первинний пiдмодуль модуля M i не-

хай N i L довiльнi класично-напiвпервиннi пiдмодулi модуля M , що

N ∩ L ⊆ P . За припущенням, iснує такий пiдмодуль модуля M , що

V(N) ∪ V(L) = V(K). Тепер, N =
⋂
i∈I Pi для деякого набору класично-

первинних пiдмодулiв Pi(i ∈ I). Для кожного i ∈ I, Pi ∈ V(N) ⊆ V(K),

оскiльки K ⊆ Pi. Отже, K ⊆
⋂
i∈I Pi = N . Аналогiчно, K ⊆ L. Отже,

K ⊆ N ∩ L. Тепер, V(N) ∪ V(L) ⊆ V(N ∩ L) ⊆ V(K) = V(N) ∪ V(L). З

цього випливає, що V(N) ∪ V(L) = V(N ∩ L). Проте, P ⊆ V(N ∩ L), з

чого отримуємо той факт що P ∈ V(N) або P ∈ V(L), тобто N ⊆ P або

L ⊆ P (2)⇒ (3) Нехай G i H класично-напiвпервиннi пiдмодулi модуля

M . Очевидно, V(G) ∪ V(H) ⊆ V(G ∩ H). Нехай P ∈ V(G ∩ H). Тодi,

G∩H ⊆ P , а отже, G ⊆ P або H ⊆ P , тобто P ∈ V(G) чи P ∈ V(H). Це

доводить, що V(G∩H) ⊆ V(G)∪V(H), а тому V(G)∪V(H) = V(G∩H).

(3) ⇒ (1) Нехай S i T два пiдмодулi модуля M . Якщо V(S) порожня

множина, то V(S) ∪V(T ) = V(T ). Припустимо, що V(S) i V(T ) обоє не-

порожнi. Тодi V(S)∪V(T ) = V( cl
√
S)∪V( cl

√
T ) = V( cl

√
S∩ cl
√
T ), за умовою

(3). Це i доводить умову (1).

�

З цiєї леми прямо випливає висновок:

Наслiдок 2.10. Кожен класично-топологiчний модуль є топологiчним

модулем.
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Доведення. Нехай M довiльний класично-топологiчний модуль. За

попередньою лемою кожен класично-первинний пiдмодуль M є екстра-

ординарним. Оскiльки кожен класично-первинний пiдмодуль M є пер-

винним, то первинний пiдмодуль M теж є екстраординарним. За попе-

редньою лемою M буде топологiчним модулем.

�

Вiдповiдно, отримуємо такий наслiдок.

Наслiдок 2.11. НехайM довiльний R-модуль над комутативним кiль-

цем. M є топологiчним модулем в тому i лише в тому випадку, коли

вiн є класично-топологiчним модулем.

Проте для випадку некомутативного кiльця це твердження невiрне.

Твердження 2.12. Нехай M лiвий класично-топологiчний R-модуль.

Тодi кожен гомоморфний образ M є класично-топологiчним модулем.

Доведення. Нехай N довiльний пiдмодуль класично-топологiчного

модуля M . Нехай M ′ = M/N . Припустимо що Cl.Spec(M ′) 6= ∅. Очеви-

дно, що класично-первинними пiдмодулямиM ′ будуть пiдмодулi вигляду

P/N , де P є класично-первинним пiдмодулем модуля M i N ⊆ P . Отже

довiльний класично-напiвпервинний пiдмодуль модуля M ′ буде вигляду

C/N де C є класично-напiвпервинним пiдмодулем, що мiстить N . Вико-

ристовуючи Лему 1 цього роздiлу, отримаємо потрiбний результат.

�

Доведемо ще деякi властивостi, пов’язанi з класично-первинними мо-

дулями.

Твердження 2.13. Кожен класично-первинний T -напiвпростий пiд-

модуль модуля M є первинним пiдмодулем.

Доведення. Нехай N класично-первинний пiдмодуль модуляM , тоб-

то з того, що 0 6= rRm для r ∈ R, m ∈ M випливає, що або m ∈ M
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або rM ⊆ N . Припустимо, що rRm ∈ N для r ∈ R, m ∈ M . Якщо

0 6= rRm ∈ N i N класично-первинний, то m ∈ N або rM ⊆ N . Якщо

rm = 0, то r = 0 або m = 0, оскiльки T (M) = 0. А отже, N первинний

пiдмодуль.

�

Наслiдок 2.12. Нехай M слабко-мультиплiкацiйний R-модуль, де

T (M) = 0. Тодi M є квазi-мультиплiкацiйним R-модулем.

Твердження 2.14. Нехай M модуль над локальним кiльцем з макси-

мальним iдеалом P i PM = 0. Тодi кожен пiдмодуль N модуля M є

класично-первинним.

Доведення. Нехай N пiдмодуль модуля M i 0 6= rRm ∈ N , де r ∈ R

i m ∈ M . Якщо r - одиниця, то m ∈ N . Якщо r не одиниця, то rm ∈

PM = 0 - суперечнiсть.

�

Лема 2.3. Припустимо, що N i K такi пiдмодулi M , що K * N i

N 6= M . Тодi виконуватиметься наступне:

(1) якщо N - класично-первинний пiдмодуль модуля M , то N/K

класично-первинний пiдмодуль модуля M/K;

(2) якщо K i N/K класично-первиннi пiдмодулi, то N також

класично-первинний пiдмодуль.

Доведення.

(1) Нехай 0 6= rR(m + k) = rRm + k ∈ N/K, де r ∈ R, m ∈ M .

Якщо rRm = 0, то rR(m+K) = 0, i отримуємо суперечнiсть. Якщо

rRm 6= 0, N - класично-первинний, то маємо, що або m ∈ M , або

r ∈ (N : M). Тому або m + K ∈ N/K, або r ∈ (N/K :R M/K)

(оскiльки маємо, що (N :R M) = (N/K :R M/K), що i слiд було

показати.
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(2) Нехай 0 6= rRm ∈ N , де r ∈ R, m ∈M , тому rR(m+k) = rRm+k ∈

N/K. Якщо rRm ∈ K, то з класичної первинностi K маємо те, що

або m ∈ K ⊆ N , або r ∈ (K :R M) ⊆ (N :R M). Тому можемо

припустити, що rRm /∈ K. Тодi 0 6= rR(m + K) /∈ N/K. Оскiльки

N/K є класично-первинним модулем, то отримаємо m ∈ N або r ∈

(N/K :R M/K) = (N : M), що i слiд було показати.

�

Означення 2.26. [40] R-модуль M називається вторинним модулем,

якщо для кожного елемента r ∈ R, R-ендоморфiзм M , що задається

множенням на r, є або нiльпотентним, або сюр’єктивним

Теорема 2.5. Нехай M - вторинний R-модуль, N - ненульовий

класично-первинний R-пiдмодуль у M . Тодi N теж є вторинним.

Доведення. Нехай r ∈ R. За означенням вторинностi: rnM = 0 для

деякого n ∈ N , а отже rnN ⊆ rn0, тому r -нiльпотентний в N . Припу-

стимо, що r дiлить N . Нехай n ∈ N . Тому n = rRm для деякого m ∈M .

Можемо припустити, що 0 6= rRm. Отже, 0 6= rRm ∈ N , звiдки за кла-

сичною первиннiстю N отримаємо m ∈ N . Тому rN = N , що i слiд було

показати.

�
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2.4. Класи строго первинних кiлець та модулiв

Нехай R−Mod - категорiя лiвих унiтарних модулiв над кiльцем R.

Означення 2.27. Функтор r : R−Mod→ R−Mod називається напе-

редрадикалом, якщо для довiльних лiвих R-модулiв M i N i для довiль-

ного R-гомоморфiзму f : M → N виконуються включення r(M) ⊆M i

f(r(M)) ⊆ r(N).

Означення 2.28. Напередрадикал r називається радикалом, якщо

r(M/r(M)) = 0 для довiльного лiвого модуля M .

Означення 2.29. Правий модуль M називається r-радикальним якщо

r(M) = M , i r-напiвпростим, якщо r(M) = 0.

Якщо для довiльного лiвого R-модуля M виконується включення

r1(M) ⊆ r2(M), то ми пишемо r1 ≤ r2. Позначимо через RN такий

найменший напередрадикал r, що лiвий полiгон N є r-радикальним по-

лiгоном. Тодi RN(M) =
∑

α∈J fα(N), де fα пробiгає всi гомоморфiзми з

Hom(N,E(M)), де E(M) - iн’єктивна оболонка правого модуля M .

Твердження 2.15. Для ненульового лiвого полiгону M такi висловле-

ння є еквiвалентними:

1. M - строго-первинний модуль;

2. Для довiльного напередрадикалу r, або r(M) = 0 або r(M) = M ;

3. M мiститься в кожному цiлком iнварiантному пiдмодулi модуля

E(M);

4. Для кожного елемента y ∈ M i для 0 6= x ∈ M iснують такi

s1, s2, . . . , sn ∈ S, що Ann(xs1, xs2, . . . , xsn) ⊆ Ann(y).

Доведення. (1) ⇒ (2). Якщо r(M) 6= 0 для деякого напередра-

дикалу r, то для y ∈ M iснують такi x1, x2, . . . , xn ∈ r(M), що
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Ann(x1, x2, . . . , xn) ⊆ Ann(y). Тодi для x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ (r(M))n

образ f : xS → yS, що подається за правилом f(xa) = ya для всiх a ∈ S,

є коректно визначеним, i тому xS є r-радикальним, а отже yS ⊆ r(M).

Тому r(M) = M .

(2)⇒ (3). Якщо 0 6= N ⊆ E(M) є цiлком iнварiантним, то rN(E(M)) =

N , бiльше того, rN(M) = M ∩ RN(E(M)) = M ∩ N 6= 0. Навпаки,

RN(M) = M i M ⊆ N .

(3) ⇒ (4). Нехай для ненульового елементу x ∈ M модуль N мiсти-

ться в E(M), що є сумою гомоморфних образiв модуля xS. Тодi N є

цiлком iнварiантним, i тому за припущенням M ⊆ N , i, бiльше то-

го, y =
∑n

i=1 fi(xsi) для si ∈ S i fi ∈ Hom(xS,E(M)). Тому ya = 0

якщоxsia = 0 для всiх i.

(4) ⇒ (1). Якщо 0 6= N ⊆ M , нехай 0 6= x ∈ N . Також при-

пустимо що для кожного y ∈ M iснують такi s1, s2, . . . , sn ∈ S, що

Ann(xs1, xs2, . . . , xsn) ⊆ Ann(y). Оскiльки для всiх i, xsi ∈ N , позна-

чимо xi = xsi. Тому Ann(x1, x2, . . . , xn) ⊆ Ann(y), бiльше того, M є

строго-первинним модулем.

�



65

2.5. Висновки до роздiлу 2

В даному роздiлi отримано такi результати:

(1) Дано означення двостороннього пiдмодуля, класичного дуо-модуля

та дослiджено їх властивостi;

(2) Розглянуто узагальнення поняття первинного iдеалу для модуль-

ного випадку, зокрема поняття первинного модуля та пiдмоду-

ля, класично-первинного i цiлком первинного пiдмодуля, строго-

первинного модуля та пiдмодуля;

(3) Дослiджено рiзнi типи спектрiв модулiв над асоцiативними кiльцями

та показано їх взаємозв’язки у виглядi узагальнення дiаграми Шiге-

наги;

(4) Дослiджено класично-топологiчнi, топологiчнi, цiлком-гiльбертовi та

класично-гiльбертовi модулi i показано спiввiдношення мiж такими

модулями;

(5) Подано взаємозв’язок мiж строго-первинним модулем та цiлком-

iнварiантним пiдмодулем iн’єктивної оболонки цього модуля;

(6) Розглянуто поняття строгого дуо-модуля i слабкого дуо-модуля та

дослiджено їх взаємозв’язки з дуо-модулями та мультиплiкацiйними

модулями.
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Роздiл 3
Спектри мультиплiкацiйних модулiв та зв’язки мiж

ними

3.1. Узагальнення мультиплiкацiйних модулiв та
їхнi категорнi i алгебро-топологiчнi властиво-
стi

Мультиплiкацiйнi модулi вперше вивчав Барнар [12], який навiв при-

клади та встановив елементарнi їх властивостi. Подальшi результати

мультиплiкацiйних модулiв над некомутативними кiльцями висвiтлено

в оглядовiй статтi Туганбаєва [88]. Багато iнформацiї про мультиплiка-

цiйнi модулi можна знайти в роботах [91], [92], [79] i [86].

Означення 3.1. [62] Модуль M називається чисто-

мультиплiкацiйним, якщо для кожного чистого пiдмодуля N з M ,

N = IM , де I iдеал кiльця R, тобто якщо умова мультиплiкацiйностi

виконується лише для чистих пiдмодулiв.

Твердження 3.1. Гомоморфний образ чисто-мультиплiкацiйного мо-

дуля є чисто-мультиплiкацiйним модулем.

Доведення. Розглядатимемо лiвi модулi. Нехай M - чисто-

мультиплiкацiйний модуль над кiльцем R, h : M → епiморфiзм, N̄ −

чистий пiдмодуль в M̄ . Тодi iснує чистий пiдмодуль N з M , для якого

h(N) = N̄ . Окрiм цього, знаємо, що iснує такий iдеал B кiльця R, що

N = BM - чистий пiдмодуль. Тодi N̄ = h(N) = h(BM) = Bh(M) =

BM̄ , де M̄ чисто-мультиплiкацiйний модуль.

�
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Твердження 3.2. Нехай R - кiльце з комутативним множенням iдеа-

лiв,M - лiвий чисто-мультиплiкацiйний модуль, B-такий iдеал кiльця

R, що M = BM . Тодi N = BN для кожного чистого пiдмодуля N з

M .

Доведення. За припущенням M = BM , M - чисто-

мультиплiкацiйний модуль. Тому iснує такий iдеал C кiльця R, що

N = CM = CBM . За даними теореми BC = CB, N = CBM =

BCM = BN .

�

Твердження 3.3. Для лiвого модуля M над кiльцем R такi власти-

востi еквiвалентнi:

(1) M - чисто-мультиплiкацiйний модуль;

(2) Для кожного чистого циклiчного пiдмодуля X модуля M iснує та-

кий лiвий iдеал B, що X = BM ;

(3) Для кожного чистого пiдмодуля X з M iснує множина {Xi}i∈I
чистих пiдмодулiв з X та множина таких iдеалiв {Bi}i∈I , що X =∑

i∈I Xi, Xi = MBi для кожного i ∈ I.

Доведення. Iмплiкацiя (1)⇒ (2) очевидна.

(2) ⇒ (3). Нехай X - пiдмодуль модуля M , {Xi}i∈I множина чистих

циклiчних пiдмодулiв X, i Bi = (Xi : M), (i ∈ I). За припущенням

Xi ⊆ MBi ⊆ Xi для всiх i. Оскiльки X =
∑

i∈I Xi, маємо {Xi} i {Bi} -

вiдповiднi множини.

(3) ⇒ (1). Нехай X - чистий пiдмодуль модуля M . За припущенням,

iснує множина {Xi} чистих пiдмодулiв X та множина {Bi} таких iдеалiв

кiльця R, що X =
∑

i∈I Xi i Xi = MBi для кожного i ∈ I. Позначи-

мо через B iдеал
∑

i∈I Bi кiльця R. Тодi X =
∑

i∈I Xi =
∑

i∈IMBi =
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M(
∑

i∈I Bi) = MB, а це означає, що M чисто-мультиплiкацiйнй модуль

i все доведено.

�

Означення 3.2. R-модуль M називається квазi-мультиплiкацiйним,

якщо для кожного класично-первинного пiдмодуля N модуля M , N =

IM для iдеалу I кiльця R.

Означення 3.3. [40] Лiвий R-модуль M називається слабко-

мультиплiкацiйним, якщо або Spec(M)-порожня множина, або для ко-

жного первинного пiдмодуля N з M , N = IM , де I iдеал кiльця R.

Зауваження 3.1. Очевидно, що кожен мультиплiкацiйний модуль є

квазi-мультиплiкацiйним, а кожен квазi-мультиплiкацiйний модуль є

слабко-мультиплiкацiйним.

Означення 3.4. [63] Модуль M називють RD-мультиплiкацiйним,

якщо для кожного RD-пiдмодуля N з M , N = IM , де I - iдеал кiльця

R.

Поданi нижче твердження виконуються для комутативного випадку

досить просто, про що свiдчить, наприклад, робота [64]. Для некому-

тативного випадку на пiдмодуль потрiбно накласти додаткову умову.

Надалi розглядатимемо лише кiльця та модулi, для яких виконується

сформульована нижче умова.

(**) Пiдмодуль N ⊆ M є чистим в M тодi i лише тодi, коли NP є

RP -чистим пiдмодулем MP для кожного максимального iдеалу P з R.

Твердження 3.4. Нехай M - модуль над кiльцем R.

(1) Якщо M чисто-мультиплiкацiйний, то RP -модуль MP є чисто-

мультиплiкацiйним для кожного максимального iдеалу P з R;

(2) Якщо M скiнченно-породжений, то M є чисто-

мультиплiкацiйним модулем тодi i лише тодi, коли RP -модуль
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MP є чисто-мультиплiкацiйним для кожного максимального

iдеалу M з R.

Доведення.

(1) Нехай N чистий пiдмодуль MP , P - максимальний iдеал R. За на-

кладеною умовою iснує чистий пiдмодуль G з M , що N = GP . Тому

G = IM для деякого iдеалу I з R, а отже, N = GP = (IM)P =

IPMP .;

(2) НехайM - чисто-мультиплiкацiйний модуль. Тодi умова 2 випливає з

1. Навпаки, нехай K чистий пiдмодуль з M . Покажемо, що (K/(K :

M)M)P = 0 для кожного iдеалу P з R. За введеною умовою KP є

чистим пiдмодулем MP , тому KP = (KP : MP )MP = ((K : M)M)P ,

оскiльки M є скiнченно-породженим. Отже, (K/(K : M)M)P = 0,

тому K = (K : M)M , що i слiд було показати.

�

Твердження 3.5. Нехай R кiльце, M скiнченно-породжений точний

мультиплiкацiйний R-модуль. Тодi виконуються такi властивостi:

(1) пiдмодуль N з M є чистим тодi i лише тодi, коли [N : M ] є чи-

стим iдеалом кiльця R;

(2) iдеал I кiльця R є чистим тодi i лише тодi, коли IM є чистим

пiдмодулем M ;

(3) якщо K є чистим пiдмодулем N , а N є чистим пiдмодулем M , то

K є чистим пiдмодулем M ;

(4) якщо R є кiльцем, в якому кожен проективний iдеал є головним i

N є чистим пiдмодулем M , то ann(M) є чистим iдеалом R.
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Твердження 3.6. Нехай R кiльце, M - лiвий R-модуль, N - вла-

сний R-пiдмодуль M . Якщо M є чисто-мультиплiкацiйним моду-

лем i N є чистим пiдмодулем в M , то N i M/N теж є чисто-

мультиплiкацiйними модулями.

Доведення. Нехай K власний чистий пiдмодуль в N . Тодi, за теоре-

мою 3.5, K є чистим пiдмодулем M . Можемо записати K = I1M =

K ∩ I1M = I1K i N = I2M = I2N для деяких iдеалiв I1, I2 з R

(K = I1M = K ∩ I1M = I1K i N = I2M = I2N випливає з означе-

ння чистоти пiдмодуля, N = I2M = I2N - з означення мультиплiка-

цiйностi, аналогiчно попередньому). Звiдси маємо, що I1N = I1I2M =

I2K = K ∩ I2M = K. Отже, N є чисто-мультиплiкацiйним пiдмодулем.

Припустимо, що L/N є власним чистим пiдмодулем M/N . Звiдси L є

чистим пiдмодулем в M , тому L = JM для деякого iдеалу з R. Тодi

J(M/N) = (L+N)/N = L/N , що i слiд було показати.

�

Лема 3.1. Скiнченно-породжений R-модуль M є мультиплiкацiйним

тодi i лише тодi, коли RP -модуль MP є мультиплiкацiйним модулем

для всiх максимальних iдеалiв P з R.

Доведення. Для доведення цього факту досить згадати те, що якщо

X є пiдмодулем M , то X = IM для деякого iдеалу I з R тодi i лише

тодi, коли X = (X : M)M .

�

Твердження 3.7. Нехай R напiвлокальне кiльце. Тодi R-модуль є

мультиплiкацiйним тодi i лише тодi, коли вiн є циклiчним.

Доведення. Досить показати, що кожен мультиплiкацiйний модуль

над локальним кiльцем є циклiчним модулем (зворотне твердження оче-

видне). Нехай R локальне кiльце з єдиним максимальним iдеалом P , M
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ненульовий мультиплiкацiйний модуль над R. Тодi згiдно з працею [12]

можемо вибрати елемент x ∈M −PM . Тодi Rx = IM , де I iдеал кiльця

R, i I * P . Бiльше того, I = R, тому M = Rx.

�

Твердження 3.8. Нехай R iнварiантне злiва кiльце, M - R-модуль,

N - власний R-пiдмодуль M . Тодi виконується той факт, що якщо I є

таким iдеалом R, що I ⊆ (0 : M), то M є чисто-мультиплiкацiйним

R-модулем тодi i лише тодi, колиM є чисто-мультиплiкацiйним R/I-

модулем.

Наступне твердження прямо випливає з попереднiх.

Твердження 3.9. Скiнченно-породжений модуль буде мультиплiка-

цiйним тодi i лише тодi, коли вiн є локально-циклiчним.

Твердження 3.10. Якщо M буде RD-мультиплiкацiйним модулем

над областю цiлiсностi R, тодi якщо M буде модулем без скруту, то

rankR(M) = 1.

Теорема 3.1. Нехай R кiльце. Тодi кожен скiнченно-породжений чи-

стий мультиплiкацiйний модуль буде мультиплiкацiйним модулем.

Доведення. Скористаємося твердженням 3.9. Досить показати, що

модуль є локально-циклiчним. За твердженням 3.8 можемо припусти-

ти, що M є скiнченно-породженим чистим мультиплiкацiйним модулем

над локальним кiльцем з єдиним максимальним iдеалом P . За тер-

дженням 3.8 отримуємо, що M є чисто-мультиплiкацiйним, як R/P -

модуль. Оскiльки PM є чистим R/P -пiдмодулем M , i за твердженням

3.5 i [10] отримаємо те, що M/PM є скiнченно-породженим чистио-

мультиплiкацiйним R/P -модулем. Якщо M = PM , то M = 0, M -

мультиплiкацiйний. Якщо M 6= PM , то rankR/P (M/PM) = 1, за твер-

дженням 3.10. Отже, M є циклiчним (за [10]), що i слiд було показати.
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�

Твердження 3.11. Нехай R кiльце, M - лiвий R-модуль, N - вла-

сний R-пiдмодуль M . Якщо M є слабко-мультиплiкацiйним модулем

i N є первинним пiдмодулем в M , то N i M/N теж будуть слабко-

мультиплiкацiйними модулями.

Доведення. Нехай K пiдмодуль в N . Тодi, його можемо записати у

виглядi K = I1M = K ∩ I1M = I1K i N = I2M = I2N для деяких iде-

алiв I1, I2 кiльця R (K = I1M = K ∩ I1M = I1K i N = I2M = I2N

випливає з означення первинностi пiдмодуля, N = I2M = I2N - з

означення мультиплiкацiйностi, аналогiчно попередньому). Звiдси має-

мо, що I1N = I1I2M = I2K = K ∩ I2M = K. Отже, N є слабко-

мультиплiкацiйним пiдмодулем. Припустимо, що L/N є власним пер-

винним пiдмодулем M/N . Звiдси L є первинним пiдмодулем в M , тому

L = JM для деякого iдеалу з R. Тодi J(M/N) = (L+N)/N = L/N , що

i слiд було показати.

�
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3.2. Теореми типу Де Марко Орсаттi для мульти-
плiкацiйних модулiв

В 1971 Джузеппе Де Марко та Адальберто Орсаттi опублiкували ста-

ттю пiд назвою "Комутативнi кiльця, в котрих кожен первинний iдеал

мiститься в єдиному максимальному iдеалi" [27]. Метою цiєї статтi було

вивчення деяких властивостей первинного спектру P та максимального

спектру M pm-кiльця R.

Основним результатом цiєї статтi було те, що вiдображення µ з P в M,

котре кожному первинному iдеалу p ∈ P кiльця R ставить у вiдповiд-

нiсть єдиний iдеал m ∈ M, в котрому цей первинний iдеал мiститься, є

ретракцiєю. Окрiм цього pm-кiльця яскраво характеризуються iснуван-

ням ретракцiї з P в M. Ця ретракцiя є єдиною i спiвпадає з вiдображе-

нням µ.

Основним результатом цього роздiлу є узагальнення теореми Де Марко

Орсаттi для рiзних типiв спектрiв над некомутативними кiльцями.

Означення 3.5. Модуль M називається lpm-модулем (лiвим pm-

модулем), якщо кожен первинний пiдмодуль цього модуля мiститься,

з точнiстю до вiдносностi, в єдиному максимальному пiдмодулi моду-

ля M.

Означення 3.6. Модуль M називається lpm-модулем (лiвим pm-

модулем), якщо кожен первинний пiдмодуль цього модуля має, з то-

чнiстю до iзоморфiзму, один простий гомоморфний образ.

Властивiсть 3.1. Означення 3.5 та 3.6 еквiвалентнi.

Доведення. (⇒) Нехай маємо модуль M, котрий є lpm-модулем (в

сенсi означення 3.5). Розглянемо первинний пiдмодуль P модуля M.

Пригадаємо означення: P є первинним пiдмодулем модуля M, тодi i лише
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тодi, коли фактор-модуль M/P є первинним модулем. Ненульовий лiвий

модуль M називається первинним модулем, якщо Ann(K) = Ann(M)

для довiльного ненульового пiдмодуля K модуля M. Тодi означення

первинного пiдмодуля можемо переписати iнакше: власне пiдмодуль

P ненульового модуля M називається первинним, якщо Ann(K/P ) =

Ann(M/P ) для довiльного ненульового пiдмодуля K/P модуля M/P .

Припустимо, що не виконується умова другого означення, тобто iсну-

ють такi два рiзнi максимальнi пiдмодулi M1 та M2 модуля M, що

P ⊆ M1 i P ⊆ M2. Оскiльки M1 та M2 − рiзнi максимальнi пiдмо-

дулi, то M1 + M2 = M , i M/Mi, i = 1, 2 є простими пiдмодулями.

Окрiм цього, P ⊂ M1 ⇒ P ⊂ M . Тодi M1/P ⊆ M/P . Побудуємо го-

моморфiзми: f : M/P −→ M/M1 та g : M/P −→ M/M2. Оскiльки

M є lpm-модулем, то за означенням 3.5, M/M1
∼= M/M2. Таке вико-

нується лише коли M1 = M2. Суперечнiсть. // (⇐) Нехай M − муль-

типлiкацiйний lpm-модуль (в сенсi означення 3.6), P − первинний пiд-

модуль цього модуля. Розглянемо два довiльнi модульнi гомоморфiзми:

f : P −→ S1, g : P −→ S2, де Si, (i = 1, 2) − простi пiдмодулi модуля

M. Тодi Ker(f) = M1 та Ker(g) = M2 будуть максимальними пiдмоду-

лями модуля M, при цьому iснуватимуть такi iдеали I та J, для котрих

Kerf = IP та Kerg = JP . Вiдповiдно, iдеали I та J є максимальними.

Окрiм цього, P ⊆ I та P ⊆ J . З iншого боку, P − первинний пiдмо-

дуль мультиплiкацiйного модуля M, а отже iснує такий первинний iдеал

Q кiльця R, що P = QM . Тодi Q ⊆ I та Q ⊆ J , QP ⊆ IP = M1,

QP ⊆ JP = M2. Тому первинний пiдмодуль P мiститься в двох рiзних

максимальних пiдмодулях. Суперечнiсть.

�

Теорема 3.2. Нехай M − лiвий мультиплiкацiйний R-модуль, i

Max(M) − ретракт простору Spec(M). Тодi M − lpm-модуль.
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Доведення. Нехай

µ : Spec(M) −→Max(M)

є неперервною ретракцiєю, i µ(K) = H для первинного пiдмодуля

K i максимального пiдмодуля H модуля M. Тодi замкнена множина

µ−1(H) мiститиме {K}, тобто довiльний максимальний пiдмодуль H ′,

що мiститиме K. Оскiльки вiдображення µ − неперервна ретракцiя, то

H = µ(H ′) = H ′. Тому H ′ = H є єдиним максимальним пiдмодулем, що

мiстить K.

�

З цiєї теореми отримуємо очевиднi наслiдки

Наслiдок 3.1. Кожен максимальний пiдмодуль мультиплiкацiйного

lpm-модуля M мiстить єдиний мiнiмальний первинний пiдмодуль.

Наслiдок 3.2. Простiр Min(M) мiнiмальних первинних пiдмодулiв є

ретрактом простору Spec(M).

Бiльше iнформацiї про мiнiмальнi первиннi пiдмодулi можна почер-

пнути в роботах [83], [83] та [32].

Означення 3.7. Модуль N називають чисто-iн’єктивним, якщо вiн є

iнєктивним над чистими вкладеннями, тобто як тiльки f : A → B

− чисте вкладення, g : A → N - довiльний морфiзм, то iснує такий

морфiзм h : A→ N , що h ◦ f = g.

Означення 3.8. Нехай M - довiльний модуль, N - його пiдмодуль. Пiд-

модуль N називається чисто-нерозкладним, якщо чисто-iн’єктивна

оболонка фактор-модуля M/N є нерозкладним модулем.

Означення 3.9. [72] Пiд точками спектру Цiглера мультиплiкацiйно-

го модуля розумiтимемо класи iзоморфiзму модулiв вигляду H(M/N),

де N пробiгає чисто-нерозкладнi пiдмодулi модуля M . Базою простору
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будуть всi множини такого вигляду:

ϕ/ψ = {N ∈ SpecZg(M) : ϕ(N)/ψ(N) 6= 0},

де ϕ(N) та ψ(N) формульнi пiдгрупи.

Означення 3.10. Нехай M - мультиплiкацiйний модуль, N - його

пiдмодуль. Модуль M називається pim-модулем, якщо кожен чисто-

нерозкладний пiдмодуль мiститься в єдиному максимальному пiдмо-

дулi.

Теорема 3.3. Нехай M - лiвий мультиплiкацiйний R-модуль, i Max(M)

- ретракт простору SpecZg(M). Тодi M - pim-модуль.

Доведення. Вiдомо, що SpecZg(M) множина всiх чистих первинних

пiдмодулiв модуля M . Нехай

µ : SpecZg(M)→Max(M)

неперервна ретракцiя. Iснує властивiсть для мультиплiкацiйних пiдмоду-

лiв, що кожен власний пiдмодуль модуля M мiститься в максимальному

пiдмодулi M . Якби виконувалося попереднє припущення i для мульти-

плiкацiйного модуля, то µ(K) = H, K - довiльний чисто-первинний пiд-

модуль, H - максимальний пiдмодуль модуля M. Тодi µ−1(H) мiститиме
¯{K} - довiльний максимальний пiдмодуль H ′, що мiститиме K. Оскiль-

ки µ неперервна ретракцiя, то H = µ(H ′) = H ′. Тому H ′ = H є єдиним

максимальним пiдмодулем, що мiстить K. Теорема доведена.

�

Означення 3.11. Лiвий модуль M над кiльцем R називається lcpm-

модулем якщо кожен класично-первинний пiдмодуль P мiститься в

єдиному максимальному (двосторонньому) пiдмодулi модуля M .

Теорема 3.4. Нехай M мультиплiкацiйний R-модуль, i Max(M) ре-

тракт простору Cl.Spec(M). Тодi M є lcpm-модулем.
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Доведення. Припустимо що

ϕ : Cl.Spec(M)→Max(M)

неперервна ретракцiя i ϕ(K) = H для деякого класично-первинного пiд-

модуля P i максимального пiдмодуля H модуля M . Тодi замкнена мно-

жина ϕ−1(H) є мiстити ¯{P}, тобто довiльний максимальний пiдмодуль

H ′ що мiститиме P . Оскiльки вiдображення ϕ буде неперервною ретра-

кцiєю, тому H = ϕ(H ′) = H ′. Отже H ′ = H є єдиним максимальним

пiдмодулем що мiститиме P .

�

Наслiдок 3.3. Кожен максимальний пiдмодуль мультиплiкацйного

lcpm-модуля M мiстить єдиний мiнiмальний класично-первинний пiд-

модуль.

Наслiдок 3.4. Простiр Cl.Min(M) мiнiмальних класично-первинних

пiдмодулiв є ретрактом простору Cl.Spec(M).
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3.3. Розширенi спектри модулiв та їхнiй циклi-
чний спектр

Олександр Розенберг в своїй книзi [75] ввiв напередпорядок ≤ на мно-

жинi всiх лiвих iдеалiв наступним чином: K ≤ L для пари лiвих R-

iдеалiв L i K тодi i лише тодi, коли iснує така скiнченна пiдмножина V

кiльця R, що (K : V ) ⊆ L. Це дозволило йому ввести змiстовне означе-

ння лiвого спектру кiльця.

Введемо аналог цього напередпорядку на модулях. Нехай RR кiльце, роз-

глядуване як регулярний модуль над собою з твiрним елементом 1. Тодi

M = R × 1-циклiчний модуль. Добре вiдома теорема, яка описує циклi-

чнi модулi, як фактор-модулi регулярного модуля RR. Циклiчнi модулi

є мультиплiкацiйними, тому даний тип результатiв стосується головної

теми дисертацiї.

Теорема 3.5. [13] Кожен циклiчний модуль є iзоморфним фактор-

модулю регулярного модуля за анулятором твiрного елемента.

Добре вiдомий опис всiх пiдмодулiв циклiчного модуля. А саме, пiд-

модуль R/I має вигляд K/I, де K-лiвий iдеал кiльця. Для введення

спектру Розенберга циклiчного модуля введемо вiдношення напередпо-

рядку на пiдмодулях:

N = K/I ≤ Q = L/I ⇐⇒ K ≤ L,

як iдеалiв в сенсi Розенберга. Мiнiмальнi пiдмодулi стосовно цього по-

рядку задають спектр циклiчного модуля. Це множина iдеалiв L, що є в

спектрi Розенберга кiльця R, для яких L/I є максимальним пiдмодулем

стосовно введеного порядку.

Означення 3.12. Вiдомо, що довiльний модуль є сумою своїх циклi-

чних пiдмодулiв. Тому циклiчним спектром M буде об’єднання всiх ци-

клiчних лiвих спектрiв для пiдмодулiв модуля M .
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Розглянемо приклад.

Приклад 3.1. Нехай

M = {

a
b

 |a, b ∈ k}
деякий модуль зi стовпцiв другого порядку над кiльцем R = M2(k), де

k це довiльне поле. Такий модуль є циклiчним з твiрним елементом

e =

1

0

 ,

тобто,

M = R×

1

0

 .

Тодi

Ann(

1

0

) = {

0 b

0 d

 |b, d ∈ k},
отже

M/Ann(

1

0

) ∼= {

a 0

c 0

 |a, c ∈ k}.
Максимальний пiдмодуль має вигляд

{

1

0

},
тому циклiчний спектр складається з однiєї точки.

Подамо деякi властивостi строго-первинних модулiв та циклiчного спе-

ктру.

Лема 3.2. Нехай L та K лiвi циклiчнi R-модулi. L ≤ K тодi i лише

тодi коли iснують циклiчний лiвий R-модуль X, мономорфiзм X ← Ln

та епiморфiзм X → K. Iншими словами, iснує дiаграма

X

��}}

(L)n K
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Доведення. Нагадаємо означення напередпорядку для пiдмодулiв

циклiчного модуля. Нехай L, K деякi пiдмодулi. Можемо подати їх у

виглядi L = A/Ann(m) i K = B/Ann(m) для деяких лiвих iдеалiв A та

B кiльця R. Зазначимо, що L = A/Ann(m) ≤ K = B/Ann(m) тодi i

лише тодi, коли A ≤ B як iдеали в сенсi Розенберга. Тепер означимо два

циклiчнi модулi L та K. Вони цiлком описуються їхнiми iдеалами A та

B. Тодi якщо A ≤ B за означенням, тодi iснує така скiнченна пiдмножи-

на V ⊆ R, що (A : V ) ≤ B. Покладемо V = {v1, . . . , vn}, i нехай X = R~v

то циклiчний модуль, де ~v = {v1, . . . , vn} ∈ (L)n. Тому отримали рiвнiсть

(0 : ~v) = ∩ni=1(A : vi) = (A : V ) ⊆ B,

з котрої випливає що iснує сюр’єктивне вiдображення X � K.

З iншого боку, припустимо що iснує дiаграма

X
α

��β}}

(L)n K

Тому можемо знайти такий елемент x ∈ X, що β(x) = ~1. Покладемо

α(x) = (~v1, . . . , ~vn) ∈ (L)n, де (~v1, . . . , ~vn) ∈ A для деякого vi ∈ R. Покла-

демо V = {v1, . . . , vn} i тодi отримаємо

(A : V ) = ∩ni=1(A : vi) = (0 : ~v) = (0 : x) ⊆ B,

тому A ≤ B i L ≤ K.

�

Зазвичай з напередпорядку ≤ отримуємо вiдношення еквiвалентностi

” ∼ ” наступним чином: K ∼ L тодi i лише тодi, коли K ≤ L and L ≤

K. Клас еквiвалентностi пiдмодуля L позначимо через [L]. З попереднiх

результатiв отримуємо таку лему:

Лема 3.3. Якщо P строго-первинний модуль, тодi для довiльного еле-

менту x ∈M такi властивостi еквiвалентнi:
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(1) x /∈ P;

(2) (P : x) ≤ P;

(3) (P : x) ∈ [P].

Лема 3.4. Нехай M циклiчний модуль. Якщо P ∈ Cspec(M) i якщо L

та K такi пiдмодулi, що L ∩K ≤ P, то або L ≤ P або K ≤ P.

Доведення. Нехай L � P i K � P, i нехай L ∩ K ≤ P. Тому, за

означенням, iснують такi iдеали A, B i p кiльця R, що L = A/Ann(m),

K = B/Ann(m) i P = p/Ann(m). Тодi iснує скiнченна пiдмножина V

кiльця R, що (A ∩ B : V ) ⊆ p. Оскiльки A � p, то з даного факту

випливає, що (A : F ) * p для деякої скiнченної пiдмножини F кiльця R.

Тому, якщо покласти F = V , отримуємо той факт що (A : V ) * p. Тепер,

якщо x ∈ (A : V )− p, то iснує скiнченна множина W ⊆ R з властивiстю

(p : Wx) ⊆ p. Оскiльки K � p, то b � p, i отримуємо той факт що

(B : F ) � p для довiльної скiнченної множини F ⊆ R. Зокрема, це

виконується i для випадку F = WxV , тому можемо вiдшукати елемент

y ∈ (B : WxV )− p. Нарештi, з факту x ∈ (A : V ) випливає що yWxV ⊆

B, i y належить множинi (B : WxV ). Очевидно що yWxV ⊆ B, тобто

yWxV ⊆ A ∩B i yWx ⊆ (A ∩B : V ) ⊆ p. Отже y ∈ (p : Wx) ⊆ p, що

суперечить тому факту, що y /∈ p.

�

Аналогiчно, виконується наступний факт:

Лема 3.5. Якщо P ∈ Cspec(R) i якщо L та K такi пiдмодулi, що

LK ≤ P, то або L ≤ P або K ≤ P.

Доведення. Припустимо що або L � P або K � P. Якщо LK ≤ P,

то iснує така скiнченна пiдмножина U ⊆ R, що (LK : U) ⊆ P. Оскiльки

K � P, отримуємо той факт, що (K : U) * P, i нехай r ∈ (K : U)−P,

тодi iснує скiнчена пiдмножина V * R, де (P : V r) ⊂ P. З iншого
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боку, L � P, тому (L : V ) * P. Проте, якщо t ∈ (L : V ) − P, то

(tV )(rU) ⊆ LK, а отже tV r ⊆ (LK : U) ⊆ P. Проте, t ∈ (P : V r) ⊆ P,

що є протирiччям. Це i доводить наше припущення.

�

Нагадаємо означення множення циклiчних модулiв: довiльний циклi-

чний модуль можна розглядати як фактор-модуль по лiвому iдеалу. Роз-

гялянемо два такi модулi L ∼= R/a i K ∼= R/b. Тодi

L ·K = R/a ·R/b =def R/a · b.

Лема 3.6. Нехай P i Q строго-первиннi пiдмодулi циклiчного модуля

M . Тодi виконуються такi властивостi:

(1) Якщо P ∼ Q, то P ∩Q строго-первинний модуль i P ∼ P ∩Q;

(2) Якщо P ∩ Q строго-первинний модуль, то або P ⊆ Q або P ⊇ Q

або P ∼ Q.

Доведення. Нехай P i Q строго-первиннi пiдмодулi циклiчного мо-

дуляM . Тому для кожного пiдмодуля циклiчного модуля iснують iдеали

P = p/Ann(m) i Q = q/Ann(m), де P ≤ Q тодi i лише тодi, коли p ≤ q

як iдеали Розенберга. Аналогiчно, можемо подати означення вiдношення

еквiвалентностi. Припустимо що p ∼ q i x /∈ p ∩ q. Нехай x /∈ p, тому

iснує така скiнченна пiдмножина V ⊆ R, що (p : V x) ⊆ p. Якщо x /∈ q,

то (q : Wx) ⊆ q дл деякої скiнченної пiдмножини W кiльця R. Нехай

U = V ∪W , тодi (p ∩ q : Ux) ⊆ p ∩ q. Якщо x ∈ q, то (q : V x) = R,

а отже (p ∩ q : V x) ⊆ p. Оскiльки p ∼ q за припущенням, то очевидно

виконується той факт що p ≤ q, а отже (p : U) ⊆ q для деякої скiнченної

пiдмножини U ⊆ R, i, оскiльки можемо припустити що 1 ∈ U , отримуємо

те, що

(p ∩ q : UV x) = ((p ∩ q : V x) : U) ⊆ (p : U) ⊆ q;

Бiльше того, оскiльки V ⊆ UV , також маємо те, що
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(p ∩ q : UV x) ⊆ (p ∩ q : V x) ⊆ p,

а тому (p ∩ q : UV x) ⊆ p ∩ q, з чого випливає те, що p ∩ q є строго-

первинним iдеалом. Очевидно, p ∩ q ≤ p.З iного боку, оскiльки p ≤ q,

iснує скiнченна пiдмножина V ⊆ R, для котрої виконується (p : V ) ⊆ q.

Очевидно можемо припустити що 1 ∈ V , тому маємо те що (p : V ) ⊆ p.

Звiдси, (p : V ) ⊆ p ∩ q, а отже p ≤ p ∩ q i p ∼ p ∩ q.

Тепер припустимо що p∩ q такi строго-первиннi iдеали, що p * q i p + q.

Оскiльки p * q, то iснує елемент x ∈ p−q. Тому x /∈ p∩q i можемо знайти

таку скiнченну пiдмножину V ⊆ R що (p ∩ q : V x) ⊆ p ∩ q. Оскiльки

(p : V x) = R, з цього випливає що (q : V x) ⊆ p ∩ q ⊆ p, а отже p ≤ q. За

симетрiєю, p ≥ q, а тому p ∼ q.

�

З попереднiх лем випливає такий висновок.

Наслiдок 3.5. Нехай P1, . . . ,Pn така скiнченна сiм’я строго-

первинних модулiв, що P1 ∼ · · · ∼ Pn. Тодi ∩ni=1Pi є строго-первинним

модулем i P1 ∼ ∩ni=1Pi.

Твердження 3.12. Нехай M1, . . . ,Mn така скiнчення сiм’я макси-

мальних пiдмодулiв, що перетин ∩ni=1Mi є незвiдним. Тодi ∩ni=1Mi є

строго-первинним пiдмодулем тодi i лише тодi, коли M1 ∼ . . . ∼Mn.

Доведення. Якщо n = 2, то припущення очевидно виконується. То-

му припустимо що n ≥ 3. Якщо M1 ∼ . . . ∼ Mn, то очевидно, ∩ni=1Mi є

строго-первинним пiдмодулем.

Навпаки, скористаємося припущенням iндукцiї, тобто припустимо що

якщо незвiдний перетин ∩ki=1Ni максимальних пiдмодулiв для k < n є

строго-первинним пiдмодулем, то N1 ∼ . . . ∼ Nk. Розглянемо незвiдний

перетин ∩ni=1Mi максимальних пiдмодулiв, i припустимо що ∩ni=1Mi є

строго-первинним пiдмодулем. Якщо n − 1 з таких максимальних пiд-

модулiв є еквiвалентними, наприклад, M1 ∼ . . . ∼ Mn−1, то перетин
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∩n−1
i=1 Mi ∩ Mn є строго-первинним пiдмодулем, i ∩n−1

i=1 Mi ∼ Mn. Тому,

за припущенням iндукцiї, такi пiдмодулi є еквiвалентними. З iншого бо-

ку, якщо жоден з n − 1 максимальних пiдмодулiв не еквiвалентний, то

можемо припустити що M1 � M2 i M2 � M3. Нехай P = ∩ni=1Mi i

L = ∩ni=2Mi. За припущенням iндукцiї, маємо те, що L /∈ spec(M), а от-

же, iснує такий елемент x /∈ L, що (L : V x) * L для довiльної скiнченної

пiдмножини V кiльця R. Тому, очевидно, x /∈M1 ∩L = P i тому можна

знайти таку скiнченну пiдмножину W ⊆ R, що (P : Wx) ⊆ P. Якщо

x ∈ M1, то (L : Wx) = (L ∩M1 : Wx) ⊆ L ∩M1 ⊆ L, з чого отриму-

ємо протирiччя. Тому можемо припустити що для довiльного елементу

y ∈ M1 − L iснує така скiнченна пiдмножина U ⊆ R, що (L : U) ⊆ L.

Оскiльки L + M1 = R, отримаємо те що x = l + m для деяких елемен-

тiв l ∈ L i m ∈ M1 − L. Нехай U ⊆ R така скiнченна пiдмножина, що

(L : Um) ⊆ L, то (L : Ux) = (L : Um) ⊆ L, що є суперечнiстю. Отже всi

максимальнi пiдмодулi M1, . . . ,Mn еквiвалентнi.

�

Твердження 3.13. Нехай M максимальний пiдмодуль i нехай L такий

пiдмодуль, що M ≤ L. Тодi M ∼ L i M/L є напiвпростим лiвим R-

модулем, iзоморфним скiнченнiй прямiй сумi копiй M/M.

Доведення. Оскiльки M ∼ L, то за iснує дiаграма (M/M)n� X �

M/L. Отже, M/L є напiвпервинним та iзоморфним до (M/M)m для де-

якого додатнього цiлого числа m. Тому можемо побудувати тривiальну

дiаграму M/L�M/M = M/

Для лiвого модуля M , його пiдмодуль N називається строго-

двостороннiм, якщо лiвий анулятор кожного елемента пiдмодуля N
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є двостороннiм iдеалом. Iншими словами це пiдмодуль, який є дуо-

модулем. Очевидно множина всiх елементiв модуля M , якi мають дво-

стороннiй лiвий анулятор i отриманий пiдмодуль є двостороннiм. От-

же множина таких пiдмодулiв не є порожньою, оскiльки сума строго-

двостороннiх пiдмодулiв є строго-двостороннiм пiдмодулем. Ця сума на-

зивається межею пiдмодуля N . Iншими словами, межею пiдмодуля є

найбiльший пiдмодуль з-помiж таких, що мають двостороннi лiвi ану-

лятори. Це означає що це найбiльший пiдмодуль з класу тих, що мiстя-

ться в модулi M . У випадку, коли M = N , говоримо про поняття межi

модуля. З цього випливає що межею модуля M є найбiльший строго-

двостороннiй пiдмодуль модуля M . Позначимо межу пiдмодуля N через

b(N), а межу модуля M через b(M). Для пiдмодуля N запишемо що

b(N) = (N : M) = {r ∈ R;mM ⊆ N}.

Лема 3.7. Для кожного строго-первинного лiвого пiдмодуля P модуля

M виконується те, що b(p) ∈ Cspec(M).

Доведення. Нехай x, y ∈ M такi елементи, що xRy ⊆ b(P). Припу-

стимо, що y /∈ b(P). Тодi iснує такий елемент s ∈ R що ys /∈ P. Для

кожного r ∈ R, (xr)R(ys) ⊆ (xRy)s ⊆ b(P)s ⊆ b(P) ⊆ P. Отже rx ∈ P.

Тому xR ⊆ b(P), що i доводить наше припущення.

�

Лема 3.8. Якщо L ≤ K це лiвi R-модулi, то b(L) ⊆ b(K). Навпаки,

якщо R нетерове злiва цiлком обмежене кiльце i якщо b(L) ⊆ b(K), то

L ≤ K.

Доведення. Оскiльки L ≤ K, тодi iснує таке зображення L =

A/Ann(m) i K = B/Ann(m) для деяких лiвих iдеалiв A i B кiльця

R. Тодi A ≤ B. Тому iснує така скiнченна пiдмножина V ⊆ R, що

(A : V ) ⊆ B. Тодi для всiх елементiв r ∈ b(L) i s ∈ R, отримуємо
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rs ∈ A, тому r ∈ (A : s). Отже r ∈ (A : V ) = ∩s∈V (A : s). Оскiльки твiр-

ний елемент мiститься в B, маємо те, що b(L) ⊆ K, а отже b(L) ⊆ b(K).

З iншого боку, якщо R нетерове злiва цiлком обмежене кiльце, iснує така

скiнченна пiдмножина V = {v1, . . . , vn} ⊆ R, що b(L) = ∩ni=1(A : vi) =

(A : V ). Отже (A : V ) = b(A) ⊆ b(B) ⊆ B, i A ≤ B, тому отримуємо те,

що L ≤ K.

�

З попереднiх лем отримуємо такий висновок.

Наслiдок 3.6. Нехай L та K такi лiвi модулi, що L ∼ K. Тодi b(L) =

b(K). Бiльше того, якщо R нетерове злiва цiлком обмежене кiльце, то

виконується i зворотнє твердження.

Базуючись на результатах, отриманих Рiсом в роботi [74], розглянемо

принцип побудови контраварiантного функтору для циклiчного спектру.

Для цього введемо правило, котре кожному модулю ставить у вiдповiд-

нiсть множину Cspec(M) як циклiчний спектр. Отримали контраварiан-

тний функтор котрий дiє

Cspec(M1)→ Cspec(M2)

P 7→ f−1(P ).

Функтор позначимо як C − Spec : Mod→ Set.

Означення 3.13. Якщо дано функтори K : A → B i S : A → C,

(правим) розширенням Кана S стосовно K назвемо функтор L : B → C

з таким природнiм перетворенням ε : LK → S, що для довiльного

iншого функтору F : B → C з природнiм перетворенням η : FK → S

iснує таке єдине природє перетворення δ : F → L, що η = ε ◦ (δK).

Теорема 3.6. Функтор C − Spec : Modop → Set разом з одиничним

природнiм перетворенням C−Spec|ComMod → Spec є розширенням Кана
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для функтору Spec : ComMod→ Set вiдносно вкладення ComModop ⊆

Modop.

Доведення. Нехай F : Mod → Set це контраварiантний функтор

з фiксованим природнiм перетворенням η : F |ComMod → Spec. Розгля-

немо функтор C − Spec : ComMod → CSpec. Потрiбно показати що

iснує єдине природнє перетворення δ : F → CSpec, котре породжує

η : F |ComMod → CSpec на обмеження ComMod ⊆ Mod. Для побудо-

ви, розглянемо кiльце R i модуль M над ним. Для кожного пiдмодуля

N ⊆M над комутативним кiльцем R включення N ⊆M породжує мор-

фiзм на множинах F (M) → F (N), i η породжує морфiзм ηN : F (N) →

CSpec(N); це дозволяє отримати морфiзми F (M)→ CSpec(N). За при-

роднiстю даних морфiзмiв, такi вiдображення F (M) разом формують

конус над дiаграмою, отриманою для пiдмодулiв модуля над комутатив-

ним кiльцем. За унiверсальною властивiстю границi, iснує єдина стрiлка,

котра робить дiаграму комутативною для всiх пiдмодулiв N ⊆M .

Такi морфiзми δM утворюють природнє перетворення δ : F → CSec. за

побудовою, δ породжує η при розширеннi до ComMod. Єдинiсть δ га-

рантується єдинiстю стрiлки, котра використовується для означенного

вище δM .

�



88

3.4. Висновки до роздiлу 3

В даному роздiлi отримано такi результати:

(1) Введенi рiзнi узагальнення поняття мультиплiкацiйного моду-

ля, зокрема квазi-мультиплiкацiйного, чисто-мультиплiкацiйного,

слабко-мультиплiкацiйного модуля та дослiджено їх властивостi;

(2) Доведено аналоги теореми Де Марко Орсаттi для рiзних типiв спе-

ктрiв мультиплiкацiйних модулiв: первинного спектру, Цiглерового

спектру та класично-первинного спектру;

(3) Введено поняття циклiчного спектру модуля i розглянуто його вла-

стивостi;

(4) Доведено функторiальнiсть циклiчного спектру модуля.
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Роздiл 4
Теоретико-скрутовий спектр модуля та його зв’язки

з класичними спектрами

4.1. Первиннi, максимальнi та мiнiмальнi скрути

В 1973 роцi Джон Бiчi опублiкував статтю [14], в котрiй дослiджу-

вав максимальнi скрути над не обов’язково комутативними кiльцями.

Максимальнi скрути вiн розглядав з токи зору часткового порядку кла-

су перiодичних модулiв. Iснує iнший пiдхiд. Клас R − tors всiх скрутiв

категорiї R −Mod можна розглядати як гратку над кiльцем R. Макси-

мальними елементами в цiй гратцi є максимальнi скрути. Iснування їх

легко доводиться за допомогою леми Цорна. Точною верхньою межею

гратки є об’днання максимальних скрутiв, котрi є первинними. Таким

чином отримуємо максимальний теоретико-скрутовий спектр. Множину

всiх максимальних скрутiв категорiї R−Mod позначимо черезMR−Sp.

Означення 4.1. Кiльце R, над котрим кожен первинний скрут

має одну точну верхню межу називається pm-кiльцем в теоретико-

скрутовому сенсi.

Таким чином кожному первинному скруту ставимо у вiдповiднiсть

єдиний максимальний скрут як точну верхню межу в гратцi скрутiв.

Можемо довести теорему Де Марко Орсаттi для теоретико-скрутового

випадку.

Теорема 4.1. Нехай MR − Sp є ретрактом простору R − Sp. Тодi

кiльце R є pm-кiльцем в теоретико-скрутовому сенсi.

Доведення. Найперше побудуємо вiдображення µ : R− Sp→MR−

Sp, котре дiє як p 7→ mp, тобто кожному первинному скруту ставить у
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вiдповiднiсть точну верхню межу, котра є максимальним скрутом. Не-

хай вiдображення µ є неперервною ретракцiєю i µ(p) = m для первинного

скруту p i максимального скруту m. Тодi замкнена множина µ−1(m) мi-

ститиме {p̄}, тобто довiльний максимальний скрут m′, що мiститиме p.

Оскiльки вiдображення µ це неперервна ретракцiя, то m = µ(m′) = m′.

Тому m′ = m є єдиним максимальним скрутом, що мiстить p.

�

На базi доведеної вище теореми отримуємо такi наслiдки:

Наслiдок 4.1. Кожен максимальний скрут категорiї R − Mod pm-

кiльця в теоретико-скрутовому сенсi мiстить єдиний мiнiмальний

первинний скрут.

Наслiдок 4.2. Простiр MinR − Sp мiнiмальних первинних скрутiв є

ретрактом простору R− Sp.
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4.2. Теоретико-скрутовий спектр модуля та топо-
логiї на ньому

Означення 4.2. Лiвий iдеал I кiльця R називають критичним тодi i

лише тодi, коли для довiльного лiвого iдеалу H, що строго мiстить I,

R/H ∈ Tχ(R/I). Окрiм того, для комутативного кiльця iдеал є крити-

чним тодi i лише тодi, коли вiн є первинним. [34].

Означення 4.3. Первинний скрут τ ∈ R − tors це скрут для якого

τ = χ(R/I) для деякого критичного iдеалу I кiльця R.

Сiм’я всiх первинних скрутiв з множини R − tors називається лiвим

теоретико-скрутовим спектром кiльця R i позначається через R − Sp.

Введемо поняття теоретико-скрутового спектру модуля M.

Означення 4.4. Використавши введенi вище поняття теоретико-

скрутового спектру кiльця R, введемо поняття supp(M) = {σ |

σ(M) 6= 0}, де σ(M) − τ -перiодична частина модуля M . Теоретико-

скрутовий спектр модуля M , який позначається R − Sp(M) визнача-

ється як R− Sp ∩ supp(M).

Означення 4.5. Скрут σ ∈ R− tors називається локально-первинним

скрутом, якщо ∀χ, τ ∈ R − tors з умови τ(R − tors)χ ≤
√
θ ≤ σ, де θ

є скiнченнопородженим в двосторонньому сенсi випливає що τ ≤ σ або

χ ≤ σ. Множина всiх локально-первинних скрутiв позачається через

R−XSp.

Зазначимо, що
√
θ =

⋂
i πi, де πi-первинний скрут i θ ≤ πi. θ є

скiнченно-породженим ⇔ θ має базу зi скiнченно-породжених (в дво-

сторонньому сенсi) iдеалiв.

Позначимо U(τ) = {π ∈ R−Sp|τ � π}. Тодi Z(τ) = R−Sp\U(τ). Через

L(R− tors) позначимо гратку всiх пiдмножин, породжених множинами
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вигляду Z(τ), де τ ∈ R − tors, а через PrimL(R − tors) множину всiх

первинних фiльтрiв F гратки L(R− tors).

Нехай XU(τ) = {σ ∈ R−XSp|τ � σ}, XZ(τ) = R−XSp\XU(τ). Через

XL(R−tors) позначимо гратку всiх пiдмножин, породжених XZ(τ) для

всiх τ ∈ R−tors, через PrimXL(R−tors) множину всiх первинних фiль-

трiв F гратки XL(R−tors). Нехай також J = {τ ∈ R−tors|XZ(τ) ∈ F},

де F-первинний фiльтр на гратцi XL(R− tors) (див. [10]).

Твердження 4.1. Якщо π є первинним скрутом категорiї R-Mod, то

вiн є локально-первининним.

Доведення. Нехай χ, τ ∈ R− tors − довiльнi скрути, що задовольня-

ють умовi τχ ≤
√
θ, де θ скiнченнопороджений в двосторонньому сенсi.

Тодi θ ≤ π, з чого випливає, що
√
θ ≤ π. Також τχ ≤ π, з чого випливає

що τ ≤ π (або χ ≤ π). Це, в свою чергу означає, що Tτ ⊆ Tπ, де Tτ i

Tπ класи перiодичних модулiв вiдповiдних скрутiв. З iншого боку, якщо

χ ≤ π, то Tχ ⊆ Tπ. Це означає, що π є локально-первинним скрутом.

Твердження доведено.

�

З цього можна зробити висновок, що клас локально-первинних скрутiв

є ширшим, нiж множина первинних скрутiв.

Твердження 4.2. Якщо τ1, τ2 ∈ XSp−R, то c(τ1τ2) = c(τ1) ∪ c(τ2).

Доведення. Те, що c′(τ1) ∪ c(τ2) ⊆ c′(τ1τ2) випливає з ( [3], Lemma

2.1). Зворотнє включення випливає з означенням локально-первинного

скруту.

�

Лема 4.1. Вiдображення XΦ : R−XSp→ PrimXL(R− tors), визна-

чене за правилом σ 7→ {S ∈ XL(R− tors)|σ ∈ S} є бiєктивним.
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Доведення. Перевiримо, що XΦ є коректно визначеним та iн’єктив-

ним вiдображенням. Кожному локально-первинному скруту π ставимо у

вiдповiднiсть первинний фiльтр F. Для того щоб показати що вiдображе-

ння є сюр’єктивним, вiзьмемо первинний фiльтр F ∈ PrimXL(R− tors)

i означимо множину скрутiв J := {χ ∈ R − tors|XZ(χ) ∈ F}. Тодi J є

локально-первинним скрутом. Справдi, якщо χ, τ ∈ J, то XZ(χ − τ) ⊇

XZ(χ) ∩ XZ(τ). Оскiльки F є фiльтром, то χ − τ ∈ J. Бiльше того,

якщо α, β ∈ R − tors, то XZ(αχβ) ⊇ XZ(χ), отже αχβ ∈ J. Тепер з

того, що ∅ /∈ F маємо 1 /∈ F. Отже J є власним скрутом. Припустимо,

що a1, a2, . . . , an ∈ J i b1, b2, . . . , bm ∈ J. Оскiльки F є первинним фiль-

тром, то
⋃
jXZ(bj) /∈ F. З умови

⋂
iXZ(ai) ∈ F, враховуючи, що F є

власним фiльтром, отримаємо (
⋂
iXZ(ai))\(

⋃
jXZ(bj) /∈ F) 6= ∅. Отже

iснує локально первинний скрут з фiльтром Габрiеля, який мiстить еле-

менти a1, a2, . . . , an ∈ J, але не мiстить b1, b2, . . . , bm ∈ J. За означеням

iснує такий первинний скрут π, що a1, a2, . . . , an ∈ Jpi i b1, b2, . . . , bm /∈ Jpi.

Тому J ∈ R−XSp а звiдси випливає, що F = XΦ(J).

�

Твердження 4.3. Така дiаграма є комутативною:

R−XSp
∼=−−→
XΦ

PrimXL(R− tors)x ∼=
xPrimσ

R− Sp −−→
Φ

PrimL(R− tors)

Доведення. Перший рядок дiаграми задається iзоморфiзмом, як по-

казано в статтi [54]. Про нижнiй рядок вже говорилося вище. Вертикальнi

гомоморфiзми задаються безпосередньо. Перевiрка комутативностi дiа-

грами тепер не складає жодних труднощiв.

�

Твердження 4.4 ( [54], Proposition 1). Нехай X топологiчний простiр
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i Y ⊆ X пiдмножина, котра є щiльною в конструктивнiй тополо-

гiї X. Припустимо, що Y, надiлена топологiєю, котра iндукується на

X, є спектральним простором. Якщо x ∈ X, то замикання {x} для

{x} в перетинi X ∩ Y i {x} ∩ Y має загальну точку в Y. Спектраль-

не вiдображення Φ : X → Y , породжене гратковим гомоморфiзмом

K(Y ) → K(X), C 7→ CX , вiдображає точку x ∈ X в загальну точку

{x} ∩ Y . Зокрема, Φ є ретрактом вкладення Y ↪→ X (котре не є спе-

ктральним, якщо Y 6= X).

Теорема 4.2. Якщо R − Sp спектральний простiр, то для довiльного

локально-первинного скруту σ з R− tors, скрут
√
σ є первинним i вiд-

ображення Ψ : R − XSp → R − Sp котре дiє за правилом σ 7→
√
σ, є

спектральним ретрактом вкладення R− Sp ↪→ R−XSp.

Доведення. За попередньою теоремою Y := R − Sp є щiльним в

конструктивнiй топологiї на X := R −XSp i топологiя на R − Sp iнду-

кується з R−XSp. Тепер досить застосувати попереднє твердження та

iнформацiю з роботи [30] до вiдповiдних топологiчних просторiв.

�

Теорема 4.3. Якщо τ - стабiльно-редукований скрут i M - нену-

льовий лiвий R-модуль, що має мiнiмальну iн’єктивну резольвенту

(0) → M → E0 → E1 → . . ., то модуль M є τ -перiодичним i реду-

кованим тодi i лише тодi, коли Ei є τ -перiодичним i редукованим для

всiх i ≥ 0.

Доведення. Якщо модуль M редукований i τ -перiодичний, то за ре-

дукованою стабiльнiстю таким буде i E0 = E(M), де символ E позначає

перехiд до iн’єктивної оболонки. Оскiльки Ei є τ -перiодичним, аM (i+1) є

гомоморфним образом Ei, що теж є τ -перiодичним i редукованим, то за

редукованою стабiльнiстю маємо Ei+1 = E(M i+1). Навпаки, якщо кожен

Ei буде τ -перiодичним i редукованим модулем, то очевидно, що E0 також
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є таким, а отже, i модуль M , як пiдмодуль в E0, також є τ -перiодичним

i редукованим.

�

Аналог поданого нижче твердження довiв Голан для комутативних

кiлець [34]. Щоб довести його в некомутативнiй дуо-ситуацiї накладемо

на основне кiльце додаткову умову:

(*) В кiльцi R кожен незвiдний критичний лiвий iдеал є первинним

iдеалом.

Теорема 4.4. Нехай R iнварiантне злiва кiльце, в якому кожен незвi-

дний критичний лiвий iдеал є первинним. Тодi простiр R−sp з тополо-

гiєю скiнченного порядку гомеоморфний простору spec(R) з топологiєю

Зариського.

Доведення. Означимо функцiю h : spec(R) → R − sp за правилом

P 7→ χ(R/P ). За вказаною вище умовою, кожен критичний iдеал є пер-

винним iдеалом в R, тому h очевидно є сюр’єктивним вiдображенням.

Бiльше того, Tχ(R/P )(M) = {m ∈ M |rnm = 0 для деякого r ∈ R\P i

деякого цiлого n}. Це показує, що h бiєкцiя. Якщо I iдеал кiльця R, i

V (I) = {P ∈ Spec(R)|I ⊆ P} пiдмножина в spec(R), замкнена в топо-

логiї Зариського, то h(V (I)) = {χ(R/P ) ∈ R − Sp|χ(R/P ) ≤ χ(R/I)}

є замкнена в топологiї скiнченного порядку. Навпаки, прообрази за вiд-

ображення h пiдмножин з R − Sp замкненi в топологiї скiнченного по-

рядку, тому, очевидно, замкненi i в spec(R). Отже h - гомеоморфiзм.

�
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4.3. Зв’язки мiж теоретико-скрутовим, циклiчним
та Розенберговим спектрами

Означення 4.6. Два пiдмодулi N i L модуля M називаються M-

зв’язаними, якщо M/N ∼= M/L. Це вiдношення, легко побачити, є вiд-

ношенням еквiвалентностi. Очевидно також, що лiвi iдеали A i B є

зв’язаними тодi i лише тодi коли iснують такi елементи λ i µ кiльця

R, що (A : λ)=(B : µ).

(***) Тепер можна ввести вiдношення напередпорядку на множи-

нi IlM вважаючи, що N ≤M L тодi i лише тодi, коли iснують такi

N1, ..., Nk ∈ IlM , що:

1. для кожного i = 1, ..., k модуль Ni є M -зв’язним з N ;

2.
⋂k
i=1Ni ⊆ L.

Коректнiсть означення доводиться наступною лемою:

Лема 4.2. Введене вiдношення (***) є рефлексивним i транзитивним.

Доведення. Рефлексивнiсть є очевидною, оскiльки коли взяти за си-

стему пiдмодулiв N1, ..., Nk ∈ IlM систему з одного пiдмодуля N , пере-

вiрка потрiбного не складає жодних труднощiв. Для доведення транзи-

тивностi, припустимо що N ≤M L i L ≤M K. Тодi N = aM , L = bM

i K = dM , де a, b, d iдеали кiльця R. Зрозумiло, що a ⊆ b ⊆ d, отже

N ≤ K, що й потрiбно було довести.

�

Поняття спектру Розенберга модуля M, базується на вiдношеннi на-

передпорядку, визначеному на множинi IlM . Якщо N,L ∈ Il(M), то

вважаємо що N ≤ L, коли (N : w) ⊆ L для деякого w ∈ P (R).

Означення 4.7. Спектр Розенберга Specl(M) модуля M це множина

усiх таких лiвих пiдмодулiв P , що: (P : x) ≤ P для кожного x ∈ R \P .
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На множинi Specl(M) задається топологiя: для довiльного пiдмодуля

N ∈ Il(M), Ul(N) = {P ∈ Specl(M)|N � P}. Через ζ(M) позначимо

сiм’ю множин вигляду U = Ul(N) ⊆ Specl(M). Тодi ζ(M) мiстить поро-

жню множину i весь простiр Specl(M). Окрiм цього, ζ(M) є замкненою

стосовно довiльних об’єднань та скiнченних перетинiв. Тому Specl(M) є

топологiчним простором з топологiєю типу Зариського.

Спектр Розенберга мультиплiкацiйного модуля завжди буде непорожнiм,

бо пiдмодуль вигляду PM модуляM , де P - первинний iдеал кiльця R, є

первинним пiдмодулем. Окрiм того максимальнi пiдмодулi теж належа-

тимуть спектру Розенберга. Тому, якщо модуль M має максимальнi пiд-

модулi, його спектр Розенберга є непорожнiм. Зокрема, кожен V -модуль

має непорожнiй спектр Розенберга.

Лема 4.3. (1) Spec′l(N) ⊆ Specl(M);

(2) Лiвий максимальний пiдмодуль N модуля M є цiлком первинним

тодi i лише тодi N є двостороннiм пiдмодулем;

(3) Якщо кожен пiдмодуль N модуля M є двостороннiм, то

Spec′l(M) = Specl(M).

Доведення.

(1) Зауважимо що пiдмодуль N ′ буде цiлком первинним тодi i лише тодi

коли (N ′ : x) ≤ N ′ для довiльного x ∈ R\N ′, бо кожен цiлком

первинний пiдмодуль є первинним пiдмодулем. Тобто Spec′l(N) ⊆

Specl(M).

(2) Якщо N є двостороннiм пiдмодулем то N ≤ (N : x) для довiльного

елементу x ∈ M . Бiльше того, якщо N є максимальним пiдмоду-

лем, то (N : x) = N для довiльного x ∈ M\N , тобто N належить

Spec′l(M). Навпаки, припустимо що лiвий пiдмодуль N ′ є цiлком пер-

винним. Це означає що (N ′ : x) ≤ N для всiх x ∈ M\N ′. Оскiльки
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(N ′ : x) є максимальним пiдмодулем для довiльного x ∈ M , з вкла-

дення (N ′ : x) ≤ N випливає що (N ′ : x) спiвпадає з N ′. ТомуN ′ є

двостороннiм пiдмодулем.

(3) Для двостороннiх пiдмодулiв напередпорядок спiвпадає з включен-

ням.

�

Твердження 4.5. Нехай {pi} - ланцюг первинних (в сенсi Розенберга)

пiдмодулiв модуля M. Тодi
⋂

pi i
⋃

pi є первинними (в сенсi Розенберга)

пiдмодулями.

Лема 4.4. Нехай p i q рiзнi лiвi первиннi (в сенсi Розенберга) пiдмодулi

модуля M. Тодi iснують рiзнi первиннi (в сенсi Розенберга) пiдмодулi p1

i q1, для яких p ≤ p1 ≤ q1 ≤ q i не iснує первинного (в сенсi Розенберга)

пiдмодуля, що стоїть мiж p1 i q1.

Доведення. Вкладемо (за лемою Цорна) максимальний ланцюг {pi}

первинних (в сенсi Розенберга) пiдмодулiвM мiж p i q. Вiзьмемо елемент

x, що належить q i не належить p. Озничимо q1 як перетин всiх тих pi-х,

що мiстять x, а p1 як об’єднання всiх pi-х, що не мiстять x. За попере-

дньою теоремою p1 i q1 є первинними (в сенсi Розенберга) пiдмодулями

модуля M . Жоден з pi-х не може бути строго мiж p1 i q1. Якщо x ∈ pi,

то q1 ≤ pi, i якщо x /∈ pi, то pi ≤ p1. За максимальнiстю {pi} жоден

первинний (в сенсi Розенберга) пiдмодуль не може лежати точно мiж p1

i q1.

�

Лема 4.5. Якщо σ є скрутом категорiї R −Mod i P є лiвою точкою

спектра Розенберга циклiчного модуля M , тодi модуль M/P є або σ-

перiодичим модулем або σ-напiвпростим модулем.
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Доведення. Припустимо щоM/P /∈ Fσ. Якщо P є лiвою точкою спе-

ктра Розенберга, то iснує такий iдеал p кiльця R, що P = p/Ann(m).

Виберемо елемент 0 = x̄ ∈ σ(R/p). Отже, iснує така скiнченна пiдмно-

жина V кiльця R, що (p : V x) ⊆ p. Очевидно, V x̄ ⊆ σ(R/p), а отже, для

кожного елементу v ∈ V iснує такий лiвий iдеал Lv ∈ L(σ), що Lvvx ⊆ p.

Нехай L = ∩v∈LLv, тодi L ∈ L(σ) i LV x ⊆ p. Отже, L ⊆ (p : V x) ⊆ p i

p ∈ L(σ), а тому M/P є σ-перiодичним модулем.

�

Твердження 4.6. Якщо M є цiлком-обмеженим лiвим нетеровим мо-

дулем i P ∈ Cspec(M), то скрут τP = χ(M/P), копороджений модулем

M/P, є первинним.

Доведення. Очевидно, P /∈ L(τP), тому M/P є τP-напiвпростим мо-

дулем. Тому, оскiльки χ(M/P) є найбiльшим скрутом, для якого M/P

є напiвпростим модулем. Отже, χ(M/P) ≤ τP. Навпаки, припустимо що

L(χ(M/P)) * L(τP). Покладемо L ∈ L(χ(M/P)) − L(τP), тодi L ≤ P.

Тому, за означенням, A ≤ p для деяких iдеалiв A i p кiльця R. Тому iснує

така скiнченна пiдмножина U ⊆ R, що ∩u∈U(A : u) = (A : U) ⊆ p. Отже,

p ∈ L(χ(M/P)), що заперечує означення χ(M/P). �

Теорема 4.5. Вiдображення Φ : Cspec(M) → R − Sp(M), де Φ(P) =

χ(M/P), є неперервним та сюр’єктивним.

Доведення. Неперервнiсть даного вiдображення очевидно випливає з

попереднього твердження. Сюр’єктивнiсть вiдображення випливає з того

що фактор-модуль M/P є τP-напiвпростим модулем.

�

Лема 4.6. Для довiльного пiдмодуля P ∈ Specl(M) спектру Розенберга

мультиплiкацiйного модуля, двостороннiй пiдмодуль (P : M) є первин-

ним.
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Доведення. Нехай N, K такi двостороннi пiдмодулi модуля M, що

K � P , алеNK � P . Оскiльки пiдмодуль K є двостороннiм, тоK ≤ 〈P 〉,

де 〈P 〉 = {Q ∈ Il(M) | Q ≤ P}. Тому за означенням двостороннього

пiдмодуля (NK : ω) ∈ 〈P 〉, для ω ∈ P (M). З цього випливає що N ≤ P .

Оскiльки пiдмодуль N є двостороннiм i (P : M) є максимальним з-помiж

двостороннiх пiдмодулiв, то з вкладення N ≤ P випливає той факт що

N ≤ (P : M).

�

За попередньою лемою можна побудувати вiдображення, котре кожно-

му первинному в сенсi Розенберга пiдмодулю ставить у вiдповiднiсть дво-

стороннiй пiдмодуль ϕ : P → (P : M).

Теорема 4.6. Вiдображення ϕ : P → (P : M) є ретракцiєю, тобто

Spec(M) є ретрактом простору Specl(M).

Доведення. Маємо вiдображення з лiвого спектру Розенбурга в кла-

сичний спектр: ϕ : Specl(M) → Spec(M). Очевидно, що класичний

спектр є пiдпростором спектру Розенберга, адже всi первиннi пiдмодулi є

точками лiвого спектру, а класичний спектр це множина всiх первинних

пiдмодулiв модуля M. За означенням ретракцiї, iснують потрiбнi гомо-

морфiзми 1Spec(M) : Spec(M) → Spec(M), i ϕ |Spec(M)= 1Spec(M). Тому

вiдображення ϕ є ретракцiєю, а Spec(M) є ретрактом Specl(M).

�
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4.4. Висновки до роздiлу 4

В даному роздiлi отримано такi результати:

(1) Введено поняття максимального скруту як максимального елемен-

ту в гратцi всiх скрутiв над кiльцем та максимального теоретико-

скрутового спектру;

(2) Введено означення pm-кiльця в теоретико-скрутовому сенсi та до-

ведено аналоги теореми Де Марко Орсаттi для максимального

теоретико-скрутового спектру;

(3) Дослiджено властивостi первинних i локально-первинних скрутiв та

показано їх взаємозв’язки у виглядi дiаграми;

(4) Доведено гомеоморфнiсть теоретико-скрутового спектру кiльця з то-

пологiєю скiнченного порядку та первинного спектру кiльця з топо-

логiєю Зариського;

(5) Показано взаємозв’язки мiж теоретико-скрутовим, циклiчним та Ро-

зенберговим спектрами модулiв.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню рiзноманiтних спе-

ктрiв модулiв над асоцiативними кiльцями: первинного спектру, цiлком-

первинного спектру, лiвого спектру, циклiчного спектру, максимального

та мiнiмального спектрiв, теоретико-скрутового спектрiв кiльця та мо-

дуля, а також спектру Розенберга i спектру Цiглера та встановленню

взаємозв’язкiв мiж цими спектрами. Окрiм того дослiджуються тополо-

гiчнi властивостi спектрiв та взаємозв’язки мiж цими спектрами.

Автором, зокрема, подано означення двостороннього пiдмодуля та до-

слiджено його властивостi. Це дозволило отримати аналог поняття дво-

стороннього iдеалу кiльця i на його базi будувати подальшi доведення

теорем.

В процесi дослiдження було введено поняття класично-первинного та

цiлком первинного модульного спектру для некомутативного кiльця, роз-

глянуто їх алгебраїчнi та топологiчнi властивостi. Також було введено по-

няття лiвого спектру (спектру Розенберга) для модуля, дослiджено його

властивостi та взаємозв’язки з iншими модульними спектрами. Данi спе-

ктри широко використовуються в дослiдженнях i отриманi результати

дозволяють сформулювати та довести аналоги найважливiших фактiв,

вiдомих з класичної алгебраїчної геометрiї.

Друга задача, яка розглядається у роботi, стосувалася геометричних

властивостей рiзних спектрiв. Було дослiджено цi властивостi та побудо-

вано вiдображення мiж деякими типами спектрiв. Також було доведено

узагальнення теореми Де Марко Орсаттi для рiзних типiв спектрiв муль-

типлiкацiйних модулiв.

В дисертацiйнiй роботi було введено поняття циклiчного спектру мо-

дуля та розглянуто його властивостi, дослiджено теоретико-скрутовий

спектр модуля та його топологiчнi властивостi та показано зв’язки мiж
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цими спектрами.

На основi отриманих результатiв було розглянуто взаємозв’язки мiж

рiзними типами спектрiв модулiв та показано цi взаємозв’язки у виглядi

дiаграми.

Розробленi методи у цiй дисертацiйнiй роботi можна використати при

подальшому дослiдженнi спектрiв модулiв над асоцiативними кiльцями

та при дослiдженнях взаємозв’язкiв мiж цими спектрами. Результати да-

них дослiджень можуть бути використанi при читаннi лекцiй або спец-

курсiв на механiко-математичних i фiзико-математичних факультетах

навчальних закладiв України.
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