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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. На сьогоднi iснує багато пiдходiв до оцiн-
ки «малостi» множин: потужнiсть, мiра Лебега, категорiї Бера, ме-
тричнi розмiрностi та мiри дробових порядкiв тощо. «Фрактальний
бум», що розпочався у природознавствi на початку 80–х рокiв 20–
го столiття, суттєво простимулював розвиток математичного iнстру-
ментарiю дослiдження фрактальних множин, функцiй та мiр зi скла-
дною локальною структурою. Починаючи з пiонерських робiт К. Ка-
ратеодорi та Ф. Хаусдорфа, протягом бiльш як 60 рокiв основним
iнструментом дослiдження фракталiв були мiри Хаусдорфа (з рiзни-
ми вимiрюючими функцiями) та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича
dimH (та її узагальнення). Знаходження розмiрностi Хаусдорфа–
Безиковича — одна з базових i водночас досить нетривiальних за-
дач фрактального аналiзу, вирiшенню якої для конкретних мно-
жин та класiв множин присвячено тисячi дослiдницьких статей. То-
му розробка методiв обчислення та оцiнки розмiрностi Хаусдорфа–
Безиковича, яка триває вже майже столiття, вiдiграє важливу роль у
прогресi теорiї фракталiв та їх застосувань. Як стало зрозумiло пiсля
появи теорiї мультифракталiв, фрактальнi множини можуть бути
дуже неоднорiдними за рiвнем локальної складностi. Тому для опи-
су та дослiдження тонких властивостей фрактальних множин однiєї
хаусдорфової розмiрностi недостатньо. Це стало одним iз стимулiв
дослiджень iнших видiв фрактальних розмiрностей, особливу роль
серед яких займає пакувальна фрактальна розмiрнiсть (окрiм неї є
багато iнших «альтернативних» фрактальних розмiрностей, таких
як самоподiбна розмiрнiсть, верхня та нижня клiтинковi розмiрно-
стi тощо. Пакувальна фрактальна розмiрнiсть dimP була введена C.
Tricot на початку 1980-х рокiв у роботах, i є на 60 рокiв «молодшою»
за dimH . Постає питання, чим видiляється пакувальна фрактальна
розмiрнiсть серед iнших «альтернативних» розмiрностей i чому її до-
слiдження є актуальним завданням. Перед вiдповiддю на це питання
нагадаємо означення dimH та dimP .

Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича. Нехай (M,ρ) є метри-
чним простором. Дiаметром множини E називають число |E| =
sup{ρ(x, y) : x, y ∈ E}. Для додатного числа ε називатимемо ε-
покриттям множини E таке сiмейство пiдмножин {Ei}, що E ⊂
∪iEi ⊂M , причому |Ei| 6 ε, ∀i.

Означення. Нехай α — додатне число. Тодi α-мiрною мiрою Ха-
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усдорфа називається

Hα(E) = lim
ε→0

(
inf
|Ei|6ε

{∑
i

|Ei|α
})

= lim
ε→0

Hα
ε (E),

де iнфiмум береться по всiх не бiльш нiж злiченних ε-покриттях {Ei}
множини E.

Величину Hα
ε називають також передмiрою Хаусдорфа.

Оскiльки при зменшеннi ε iнфiмум визначається за бiднiшим кла-
сом ε-покриттiв, то границя (скiнченна чи нескiнченна) lim

ε→0
Hα
ε (E)

iснує.
Означення. Розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини E

називається число

dimH(E) := inf{α : Hα(E) = 0}

Пакувальна фрактальна розмiрнiсть.
Означення. Нехай E ⊂ M , ε > 0. Тодi не бiльш нiж злiченне

сiмейство {Ei} куль називається ε-пакуванням множини E, якщо
виконуються умови:

1. |Ei| 6 ε, ∀i;
2. центр кожної з куль Ei належить множинi E;
3. Ei ∩ Ej = ∅, i 6= j.
Означення. α-мiрною пакувальною r-передмiрою множини E

називається величина

Pαr (E) = sup

{∑
i

|Ei|α
}
,

де супремум береться по всеможливим r-пакуванням {Ei} множини
E.

Означення. α-мiрною пакувальною квазi–мiрою множини E на-
зивається величина

Pα0 (E) = lim
r→0
Pαr (E).

Означення. α-мiрною пакувальною мiрою множини E називає-
ться величина

Pα(E) = inf

∑
j

Pα0 (Ej)

 ,

де iнфiмум береться по всеможливим покриттям {Ej} множини E.
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Означення. Пакувальною розмiрнiстю множини E називається
число

dimP (E) := inf{α : Pα(E) = 0}

Серед аргументiв, що обгрунтовують кориснiсть дослiдження па-
кувальної фрактальної розмiрностi, варто видiлити наступнi.

1. Пакувальна розмiрнiсть (як i розмiрнiсть Хаусдорфа–
Безиковича) має такi «стандартнi» властивостi фрактальної
розмiрностi, як монотоннiсть, злiченну стабiльнiсть та iнва-
рiантнiсть при бiлiпшицевих перетвореннях (зазначимо, що
самоподiбна та верхня i нижня клiтинковi розмiрностi не ма-
ють двох останнiх властивостей) i є потужним iнструментом
дослiдження фрактальних множин (повноцiнною альтерна-
тивою хаусдорфовiй розмiрностi).

2. Пакувальна розмiрнiсть є двоїстою до розмiрностi
Хаусдорфа–Безиковича i одночасне використання обох
цих розмiрностей дозволяє значно глибше аналiзувати осо-
бливостi структури, тонкi властивостi фрактальних множин
та рiвень їх нерегулярностi, анiж використання лише однiєї
з розглядуваних розмiрностей.

3. Властивостi пакувальної розмiрностi та методи її обчислен-
ня розвиненi значно менше, нiж для розмiрностi Хаусдорфа–
Безиковича (що природньо, беручи до уваги час появи цих
понять у математичнiй лiтературi та наявнiсть одного дода-
ткового граничного переходу в означеннi пакувальної розмiр-
ностi).

4. Широко вiдомою є нерiвнiсть dimH E 6 dimP E (для довiль-
ної множини E). У деяких випадках ця нерiвнiсть дає точну
верхню оцiнку для dimH E.

5. Якщо вищевказана нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть (в
такому разi множина E називається регулярною за Tricot),
то дослiдник отримує багато додаткової iнформацiї про вла-
стивостi даної множини. Зокрема, якщо хоча б одна з мно-
жин E чи F є регулярною за Tricot, то dimH(E × F ) =
dimH(E)+dimH(F ), де пiд E×F мається на увазi декартовий
добуток вказаних двох множин. Крiм того, як випливатиме
з результатiв пiдроздiлу 1.3.1, при обчисленнi фрактальних
розмiрностей (як хаусдорфової, так i пакувальної) регуляр-
них за Tricot множин можна обмежуватись довiльним сiмей-
ством подрiбнюючих розбиттiв метричного простору, що сут-
тєво спрощує процес обчислення розмiрностей.

Варто зауважити, що вiдомi численнi приклади множин, якi не
є регулярними за Tricot. Приклад такої множини можна побачити
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в роботi — це множина чисел з вiдрiзка [0; 1], якi є екстремально
анормальними в s-адичному представленнi за деякою фiксованою
основою s.

Отже:
1. Вивчення пакувальної фрактальної розмiрностi дає можли-

вiсть отримати додатковi результати, що стосуються розмiр-
ностi Хаусдорфа–Безиковича;

2. Дослiдження dimH та dimP певної множини дозволяє наба-
гато краще зрозумiти геометричну природу множини, її ре-
гулярнiсть та особливостi структури, анiж при дослiдженнi
лише однiєї з розглядуваних розмiрностей.

Дослiдження dimP можна роздiлити на три напрями:
1. У першому напрямi основна увага придiлялася дослiджен-

ню властивостей пакувальної фрактальної розмiрностi. Та-
кож активно велися дослiдження пакувальної мiри Pf (де f
— це деяка Хаусдорфова функцiя), яка сама по собi є нетривi-
альним об’єктом. Суть дослiджень в цьому напрямi полягала
в тому, щоб отримати певний набiр властивостей пакуваль-
ної мiри та пакувальної розмiрностi з метою використання
цього набору як iнструментарiю в подальших дослiдженнях.
Роботи цього напряму є зазвичай раннiми роботами по dimP

(1980–2000 роки) i пов’язанi з такими iменами, як: A. Berli-
nkov, C. Cutler, M. Das, X. Duhalde, T. Duquesne, G.Edgar,
D.-J. Feng, J. Fraser, H. Haase, H. Joyce, D. Preiss, R. Mauldin,
S. Meinershagen, M. Moran, Y. Peres, P. Shmerkin, H. Qiu, S.
Taylor, C. Tricot, X. S.-Raimond та iншими;

2. У другому напрямi основна увага придiлялася тому, щоб до-
вести для dimP тi властивостi (або їх аналоги), якi вже є до-
веденими для dimH . Це дозволить використати тi методи до-
слiдження розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича, якi вже були
розробленi, для дослiдження пакувальної фрактальної роз-
мiрностi. Часто повну аналогiю в методах доведення не вда-
ється використати, оскiльки iснує багато проблем, як технi-
чних, так i принципових (наприклад, складностi виконання
переходу вiд покриттiв до пакувань, а також вiд пакувальної
квазi–мiри до пакувальної мiри). Роботи цього напряму мо-
жуть бути як раннiми (1980–2000 роки), так i пiзнiми (2000–
2015), в залежностi вiд складностi властивостей та часу дове-
дення вiдповiдних властивостей dimH . Вказанi дослiдження
пов’язанi з такими iменами, як I. Baek, D. Beliaev, W. Bergwei-
ler, A. Berlinkov, C. Bishop, E. Cheng, M. Das, K. Falconer,
J. Howroyd, D.-J. Feng, J. Fraser, M. Holland, J.Howroyd, P.
Humke, J. Hyde, T. Jordan, H. Joyce, D. Khoshnevisan, A.
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Koeller, J. Li, L. Olsen, T. Orponen, Y. Peres, G. Petruska, D.
Preiss, M. Rams, H. Reeve, F. Rezakhanlou, P. Shmerkin, N. Sni-
gireva, M. Talagrand, J. Wu, X. Wang, Y. Xiao, L. ben Yossef,
Y. Zhang, X. Zhou, O. Zindulka та iншими ;

3. Суть третього напряму полягає у дослiдженнi нових множин
та мiр та паралельному обчисленнi для них i dimH , i dimP .
Очевидним є той факт, що ефективно працювати в цьому на-
прямi стає можливим лише за наявностi суттєвого арсеналу
методiв, а вiдповiдний арсенал повинен бути напрацьований
у роботах першого та другого напрямiв. Саме тому бiльшiсть
робiт цього напряму вiдносяться до пiзнiшого перiоду дослi-
дження пакувальної фрактальної розмiрностi (2000–2015 рр).
Цi роботи пов’язанi з такими iменами, як A. Anckar, N. Attia,
J. Barral, R. Balka, K. Fassler, J. Fraser, J. Geronimo, D. Hardin,
H. Haase, Y. Heurteaux, M. Holland, J. Howroyd, X. Hu, T.
Jordan, J. Ma, M. Meershaert, M. Moran, F. Nazarov, O. Ni-
elsen, L. Olsen, T. Orponen, Y. Peres, M. Rams, H. Rao, M.
Roychowdhury, A. Rudas, N. Shieh, P. Shmerkin, S. Taylor, H.
Qiu, Z. Wen, Y. Xiao, Y. Zhang та iншими . Часто дослiджен-
ня в цьому напрямi роблять тi самi вченi, що розробили для
них методи; цим пояснюється те, що велика кiлькiсть iмен з
цього напряму зустрiчалася в попереднiх двох напрямах.

На даний час для dimH все ще розроблено суттєво бiльше мето-
дiв дослiдження та вiдомо суттєво бiльше теоретичних фактiв та рi-
зноманiтних властивостей, нiж для dimP . Зокрема, автором не було
знайдено в лiтературi описаного поняття «довiрчiсть сiмейства куль
для обчислення пакувальної фрактальної розмiрностi», незважаю-
чи на те, що вiдповiдне поняття «довiрчiсть сiмейства множин для
обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича» iснує багато часу i
успiшно застосовується для розв’язання багатьох задач (для огляду
див. роботу та посилання в нiй).

Використання поняття довiрчостi сiмейства куль для обчисле-
ння пакувальної фрактальної розмiрностi дає можливiсть суттєво
збiльшити рiвень вивченостi властивостей пакувальної розмiрностi,
зокрема розвивати теорiю перетворень, що зберiгають пакувальну
розмiрнiсть та обчислювати пакувальну розмiрнiсть багатьох мiр.

Саме в цьому полягає актуальнiсть теми даної роботи.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Робота виконана у рамках дослiджень математичних об’єктiв
зi складною локальною будовою, що проводяться у вiддiлi фракталь-
ного аналiзу Iнституту математики НАН України та на кафедрi ма-
тематичного аналiзу та диференцiальних рiвнянь Нацiонального пе-
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дагогiчного унiверситету iменi М.П. Драгоманова.
Автор дисертацiї брав участь у розробцi держбюджетної теми

«Багаторiвневий аналiз сингулярних ймовiрнiсних мiр та його за-
стосування» (номер державної реєстрацiї 0113U003005) та науково–
дослiдного проекту STREVCOMS FP-7-IRSES 612669 (ЄС).

Мета i завдання дослiдження. Метою дослiдження є розви-
ток загальної теорiї пакувальної розмiрностi та її застосування при
дослiдженнi фрактальних властивостей множин, функцiй та мiр.

Основними завданнями дисертацiйної роботи є:
— дослiдження проблеми еквiвалентностi рiзних пiдходiв до

означення пакувальної фрактальної розмiрностi;
— дослiдження властивостей пакувальної розмiрностi вiдносно

сiмейств множин та мiр;
— доведення аналогiв теорем Бiллiнгслi для пакувальної роз-

мiрностi;
— дослiдження проблеми довiрчостi сiмейств куль для обчисле-

ння пакувальної розмiрностi;
— отримання умов довiрчостi для обчислення пакуваль-

ної розмiрностi сiмей цилiндрiв, породжених представлен-
ням дiйсних чисел рядами Кантора та полiосновними Q̃-
зображеннями дiйсних чисел;

— дослiдження мiнiмальних (у сенсi пакувальної розмiрностi)
носiїв мiр, пов’язаних з рядами Кантора;

— розвиток теорiї перетворень, що зберiгають пакувальну роз-
мiрнiсть; детальне дослiдження перетворень, що зберiгають
пакувальну розмiрнiсть та породженi розподiлами випадко-
вих величин з незалежними Q̃-символами та розкладами Кан-
тора.

Методи дослiдження. У роботi використовувалися методи ма-
тематичного аналiзу, теорiї функцiй дiйсної змiнної, теорiї мiри, ме-
тричної теорiї чисел, теорiї ймовiрностей, фрактального аналiзу та
запропонованi автором конструктивнi прийоми та методи дослiдже-
ння пакувальної розмiрностi.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основними нау-
ковими результатами, що виносяться на захист, є такi:

— дослiджено проблему еквiвалентностi рiзних пiдходiв до озна-
чення пакувальної фрактальної розмiрностi; введено в роз-
гляд та дослiджено властивостi нецентрованої пакувальної
розмiрностi;

— доведено, що для широкого класу метричних просторiв нецен-
трована пакувальна розмiрнiсть спiвпадає з класичною паку-
вальною розмiрнiстю;
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— на основi поняття нецентрованої пакувальної розмiрностi вве-
дено в розгляд та вивчено властивостi пакувальної розмiрно-
стi вiдносно сiмейств множин та мiр;

— доведено аналоги теорем Бiллiнгслi для пакувальної розмiр-
ностi;

— знайдено загальнi необхiднi i достатнi умови довiрчостi для
обчислення пакувальної розмiрностi сiмейств цилiндрiв, по-
роджених розкладами Кантора;

— показано принципову рiзницю мiж порiвнянними сiмействами
куль та сiмействами куль, якi є довiрчими для обчислення
фрактальної пакувальної розмiрностi;

— знайдено широкi достатнi умови довiрчостi для обчислення
пакувальної розмiрностi сiмейства цилiндрiв, породжених по-
лiосновними Q̃-зображеннями дiйсних чисел;

— дослiджено тонкi фрактальнi властивостi ймовiрнiсних мiр з
незалежними символами розкладу Кантора; доведено явну
формулу для обчислення пакувальної розмiрностi мiнiмаль-
них розмiрнiсних носiїв таких мiр;

— закладено основи теорiї перетворень, що зберiгають фра-
ктальну пакувальну розмiрнiсть (PDP -перетворень); зна-
йдено загальнi необхiднi умови належностi перетворення до
PDP -класу; для широкого класу перетворень, що породженi
розподiлами випадкових величин з незалежними символами
розкладiв Кантора та полiосновних Q̃-зображень, знайдено
необхiднi та достатнi умови збереження фрактальної паку-
вальної розмiрностi.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота має
теоретичний характер. Отриманi результати є внеском у теорiю мi-
ри, метричну теорiю чисел, теорiю функцiй дiйсної змiнної та тео-
рiю сингулярних розподiлiв ймовiрностей. Запропонованi в дисерта-
цiї методи можуть бути корисними при дослiдженнi математичних
об’єктiв зi складною локальною будовою, заданих за допомогою рi-
зних представлень чисел зi скiнченним, змiнним або нескiнченним
алфавiтом.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, що вино-
сяться на захист, отриманi автором самостiйно. Зi статей, опублiко-
ваних у спiвавторствi, до дисертацiї включенi лише тi результати,
що належать автору.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати до-
слiдження доповiдалися на наукових конференцiях рiзного рiвня та
наукових семiнарах. Це такi конференцiї:
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— Чотирнадцята мiжнародна конференцiя iменi академiка Ми-
хайла Кравчука, Київ, 19 квiтня 2012 року;

— International Conference «Modern Stochastics: Theory and
Applications 3», Київ, 10-14 вересня 2012 року;

— Третя мiжунiверситетська конференцiя молодих вчених з ма-
тематики та фiзики, Київ, 25-27 квiтня 2013 року;

— Четверта мiжнародна конференцiя пам’ятi Г.Вороного, Київ,
12-19 вересня 2013 року;

— Конференцiя «Методика викладання математики в середнiй
та вищiй школi» (присвячена 75-рiччю лауреата Державної
премiї України в галузi науки i технiки, академiка Академiї
наук вищої освiти, професора Колесник Тамари Всеволодiв-
ни.), 04–05 грудня 2013 року;

— International Conference «Fractal geometry and Stochastics V»,
Jena, Germany, 24-29 березня 2014 року;

— П’ятнадцята мiжнародна конференцiя iменi академiка Ми-
хайла Кравчука, Київ, 15-17 травня 2014 року;

— Четверта мiжунiверситетська конференцiя молодих вчених з
математики та фiзики, Київ, 23-25 квiтня 2014 року;

— International Conference «Probability, Reliability and Stochasti-
cs Optimization», Київ, 07-10 квiтня 2015 року;

— International Conference «Dynamical Systems and their Appli-
cations», Київ, 22-26 червня 2015 року;

— П’ята мiжунiверситетська конференцiя молодих вчених з ма-
тематики та фiзики, Київ, 23-25 квiтня 2016 року.

Це такi науковi семiнари:
— Київський семiнар з функцiонального аналiзу (керiвники

Ю.М. Березанський, М.Л. Горбачук, Ю.С. Самойленко);
— семiнар «Сучасний аналiз» (керiвник I.О.Шевчук);
— семiнар вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН

України (керiвник А.С. Романюк);
— семiнар «Статистичнi проблеми для випадкових процесiв i по-

лiв» (керiвники О.I. Клесов, О.В. Iванов);
— семiнар кафедри математичного аналiзу та диференцiальних

рiвнянь НПУ iменi М.П. Драгоманова (керiвник Г.М. Торбiн);
— семiнар з фрактального аналiзу (керiвник М.В. Працьови-

тий);

Публiкацiї. Основнi результати роботи викладено у 5 статтях.
З них чотири статтi [1–4] опублiковано у наукових виданнях, якi

включено до перелiку фахових видань МОН України. П’ята стаття
[5] опублiкована у науковому перiодичному виданнi iншої держави з
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напряму, з якого пiдготовлено дисертацiю. Також результати роботи
вiдображено в матерiалах конференцiй [6–10,12–15].

Змiст роботи. Робота складається зi вступу, трьох роздiлiв,
висновкiв.

У вступi обґрунтовується актуальнiсть теми, формулюється ме-
та i завдання дослiдження, проводиться огляд результатiв з темати-
ки дослiдження, висвiтлюються питання про наукову новизну, тео-
ретичне i практичне значення, апробацiю отриманих результатiв та
кiлькiсть публiкацiй.

У роздiлi 1 «Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича та паку-
вальна фрактальна розмiрнiсть. Огляд вiдомих результатiв.
Порiвняння фрактальних розмiрностей» наводяться необхiднi
для наступних роздiлiв означення та факти, що стосуються паку-
вальної фрактальної розмiрностi, а також (оглядово) розмiрностi
Хаусдорфа–Безиковича. В пунктi 1.2.2 запропоновано нове понят-
тя «Нецентрована пакувальна розмiрнiсть», використання якого дає
можливiсть ввести для пакувальної фрактальної розмiрностi понят-
тя «довiрчiсть сiмейства куль для обчислення dimP».

Нехай Φ є деяким сiмейством куль, а µ — неперервною мiрою,
визначеною на M .

Означення 1.15. Нехай E ⊂M , ε > 0. Тодi не бiльш нiж злiчен-
не сiмейство {Ei} куль називається «нецентрованим ε-пакуванням
множини E», якщо виконуються умови:

1. |Ei| 6 ε, ∀i;
2. Ei ∩ E 6= ∅;
3. Ei ∩ Ej = ∅, i 6= j.

Означення 1.16. Нехай E ⊂ M , |E| < ∞, α > 0, ε > 0. То-
дi нецентрованою α-мiрною пакувальною передмiрою множини E з
максимальним дiаметром елементiв пакування ε називається число

Pαε(unc)(E) := sup

{∑
i

|Ei|α
}
,

де супремум береться по всеможливим нецентрованим ε-пакуванням
множини E (якщо iснує лише порожнє пакування, то покладаємо за
означенням Pαε(unc)(E) = 0).

Означення 1.17. α-мiрною нецентрованою пакувальною квазi-
мiрою множини E називається число

Pα0(unc)(E) := lim
ε→0
Pαε(unc)(E).
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Означення 1.18. α-мiрною нецентрованою пакувальною мiрою
множини E називається число

Pα(unc)(E) := inf

∑
j

Pα0(unc)(Ej) : E ⊂
⋃
Ej

 ,

де iнфiмум береться по всеможливим не бiльш нiж злiченним покри-
ттям довiльними множинами {Ej} множини E.

Зауваження 1.1. ЯкщоM = R1 i α = 1, то α-мiрна нецентрована
пакувальна мiра спiвпадає з α-мiрною мiрою Лебега.

Означення 1.19. Нецентрованою пакувальною розмiрнiстю
множини E називається число

dimP (unc)(E) := inf{α : Pα(unc)(E) = 0}.

У роздiлах 1.2.3 та 1.2.4 розглядаються узагальнення нецентро-
ваної пакувальної розмiрностi, а саме пакувальна розмiрнiсть вiд-
носно сiмейства куль та пакувальна розмiрнiсть вiдносно сiмейства
куль та мiри. Цi узагальнення дозволяють вводити поняття «роз-
мiрнiсть Бiллiнгслi» на вiдрiзку [0; 1] та розглядати аналоги теорем
Бiллiнгслi.

Означення 1.24. Нехай E ⊂ M , |E| < ∞, α > 0, ε > 0. То-
дi α-мiрною пакувальною передмiрою множини E з максимальним
дiаметром елементiв пакування ε вiдносно сiмейства Φ та мiри µ на-
зивається число

Pαε (E,Φ, µ) := sup

{∑
i

(µ(Ei))
α

}
,

де супремум береться по всеможливим нецентрованим ε-пакуванням
кулями з Φ множини E (якщо iснує лише порожнє пакування, то
покладаємо за означенням Pαε (E,Φ, µ) = 0).

Означення 1.25. α-мiрною пакувальною квазiмiрою множини
E вiдносно сiмейства куль Φ та мiри µ називається число

Pα0 (E,Φ, µ) := lim
ε→0
Pαε (E,Φ, µ).

Означення 1.26. α-мiрною пакувальною мiрою множини E вiд-
носно сiмейства куль Φ та мiри µ називається число

Pα(E,Φ, µ) := inf

∑
j

Pα0 (Ej ,Φ, µ) : E ⊂
⋃
Ej

 ,

де iнфiмум береться по всеможливим не бiльш нiж злiченним покри-
ттям довiльними множинами {Ej} множини E.
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Означення 1.27. Пакувальною розмiрнiстю множини E вiдно-
сно сiмейства куль Φ та мiри µ називається число

dimP (E,Φ, µ) := inf{α : Pα(E,Φ, µ) = 0}.

В пунктi 1.3 «Порiвняння фрактальних розмiрностей» доводи-
ться нерiвнiсть

dimH(E,Φ, µ) 6 dimP (E,Φ, µ)

для певного класу сiмейств куль Φ та для довiльної неперервної мiри
µ.

Крiм того, вводиться поняття множин, регулярних за Tricot, та
дослiджуються їх властивостi.

У роздiлi 2 «Довiрчiсть та порiвняннiсть сiмейств куль
для обчислення пакувальної розмiрностi» доводяться теореми
про довiрчiсть сiмейств цилiндрiв s-адичного зображення дiйсних
чисел, Q̃-зображення (за певних умов), а також критерiй довiрчостi
сiмейства цилiндрiв, породжених зображенням дiйсних чисел рядами
Кантора.

Отриманi результати дають можливiсть використовувати анало-
ги теорем Бiллiнгслi для обчислення пакувальної розмiрностi; без
iнформацiї про довiрчiсть сiмейства Φ в переважнiй бiльшостi ви-
падкiв аналоги теорем Бiллiнгслi не є застосовними для обчислення
пакувальної розмiрностi певної множини.

Означення 2.1. Нехай Φ — деяке сiмейство куль, яке має таку
властивiсть:

∀E ⊂M : dimP (E,Φ) = dimP (unc)(E).

Тодi Φ називається довiрчим для обчислення пакувальної розмiрно-
стi.

Означення 2.2. Нехай Φ — деяке сiмейство куль, яке має таку
властивiсть:

∀E ⊂M,∀α > 0 : ∃C > 0 : Pα(E,Φ) > C · Pα(E).

Тодi Φ називається порiвнянним для обчислення пакувальної роз-
мiрностi.

Зауваження 2.2. Очевидно, що будь-яке порiвнянне сiмейство є
i довiрчим (для обчислення пакувальної розмiрностi).

Теорема 2.1 (Достатня умова порiвнянностi для обчисле-
ння пакувальної розмiрностi). Нехай Φ — деяке сiмейство про-
мiжкiв з вiдрiзка [0; 1]. Тодi для того, щоб Φ було порiвнянним для
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обчислення пакувальної розмiрностi, достатньо, щоб iснувала та-
ка константа C > 0, щоб для довiльного промiжка 〈a; b〉 ⊂ [0; 1]
знайшовся промiжок ∆(a, b) ∈ Φ такий, що:

1. ∆(a, b) мiстить точку a+b
2 ;

2. ∆(a, b) ⊂ (a; b);
3. b−a
|∆(a,b)| > C.

Теорема 2.2. Нехай s > 2 — це фiксоване натуральне число, Φ
— сiмейство всiх s-адичних цилiндричних iнтервалiв. Тодi Φ є до-
вiрчим для обчислення пакувальної розмiрностi з нецентрованими
кулями.

Теорема 2.3. Нехай Φ — сiмейство цилiндричних iнтервалiв
деякого Q̃-представлення. Нехай

inf
i,j
qij := qmin > 0.

Тодi Φ є довiрчим для обчислення пакувальної розмiрностi.
В пунктi 2.4 «Аналоги теорем Бiллiнгслi для пакувальної

фрактальної розмiрностi» доводяться аналоги тих теорем, якi P.
Billingsley сформулював для розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича, i
якi є одними з ключових результатiв у теорiї dimH :

Теорема 2.4. Нехай зафiксовано деяке Q̃-представлення дiй-
сних чисел.

Нехай µ, ν — двi неперервнi ймовiрнiснi мiри на [0; 1], ∆n(x)
— Q̃-цилiндричний iнтервал n-го рангу, що мiстить точку x,
Φ — сiмейство цилiндричних iнтервалiв всiх рангiв заданого Q̃-
представлення. Зафiксуємо число δ > 0. Нехай

E ⊂
{
x : lim inf

n→∞

lnµ(cn(x))

ln ν(cn(x))
> δ

}
(2.1)

Тодi
dimP (E,Φ, ν) > δ · dimP (E,Φ, µ).

Теорема 2.5. Нехай зафiксовано деяке Q̃-представлення дiй-
сних чисел.

Нехай µ, ν — неперервнi мiри на [0; 1], ∆n(x) — Q̃-цилiндричний
iнтервал n-того рангу, що мiстить точку x, Φ — сiмейство ци-
лiндричних iнтервалiв всiх рангiв заданого Q̃-представлення. Зафi-
ксуємо певне число δ > 0. Нехай

E ⊂
{
x : lim sup

n→∞

lnµ(cn(x))

ln ν(cn(x))
6 δ

}
. (2.2)

Тодi
dimP (E,Φ, ν) 6 δ · dimP (E,Φ, µ).
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У пунктi 2.5 «Критерiй довiрчостi сiмейства цилiндри-
чних iнтервалiв представлення дiйсних чисел рядами Кан-
тора для обчислення пакувальної розмiрностi» нагадується
означення рядiв Кантора та доводиться критерiй довiрчостi вiдпо-
вiдного сiмейства цилiндричних iнтервалiв.

Нагадаємо означення представлення дiйсних чисел рядами Кан-
тора.

Означення 2.3. Для заданої послiдовностi (n1, n2, . . . , nk, . . . ),
де nk ∈ N \ 1, запис довiльного числа x ∈ [0; 1] у виглядi

x =

∞∑
k=1

αk
n1 · n2 · · · · · nk

:= ∆α1α2...αk
, αk ∈ {0, 1, . . . , nk − 1}

називається представленням числа x рядами Кантора.
Г. Кантор ввiв такi представлення у 1869 роцi як природнi уза-

гальнення класичного s-адичного представлення дiйсних чисел.
Цi представлення та їх властивостi iнтенсивно дослiджувалися

багатьма математиками. Незважаючи на це, багато питань (напри-
клад, критерiй рацiональностi певного числа в термiнах цифр його
представлення рядом Кантора) залишаються вiдкритими.

Теорема 2.6. Сiмейство Φ цилiндричних iнтервалiв представ-
лення дiйсних чисел рядами Кантора є довiрчим для обчислення па-
кувальної розмiрностi тодi i тiльки тодi, коли

lim
k→∞

lnnk
ln(n1 · n2 · . . . · nk−1)

= 0.

Ця теорема є першим вiдомим критерiєм довiрчостi (для обчи-
слення dimP ) сiмейств куль з певного класу.

У пунктi 2.6 «Приклад сiмейства куль, яке є довiрчим,
але не є порiвнянним для обчислення пакувальної розмiр-
ностi» показується принципова рiзниця мiж порiвнянними та довiр-
чими сiмействами пакувань (зауважимо, що до робiт автора не було
вiдомо жодного прикладу сiмейств пакувань, якi були б довiрчi, але
непорiвняннi).

Теорема 2.7. Нехай nk = 4k, а Φ — сiмейство цилiндрiв вiд-
повiдного представлення дiйсних чисел рядами Кантора. Тодi Φ є
довiрчим для обчислення пакувальної розмiрностi на [0; 1], але не є
порiвнянним.

Роздiл 3 «Тонкi фрактальнi властивостi мiр, пов’язанi
з пакувальною розмiрнiстю. PDP–перетворення» присвячено
дослiдженню ймовiрнiсних мiр, пов’язаних з випадковими величина-
ми з незалежними Q̃-символами.
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В п. 3.1 «Основнi означення та властивостi» наведено озна-
чення та основнi властивостi PDP–перетворень:

Означення 3.1. Нехай (M,ρ) — метричний простiр, у якому
визначена пакувальна розмiрнiсть. Нехай f є перетворенням цього
метричного простору. Тодi ми будемо казати «f зберiгає пакувальну
розмiрнiсть», якщо виконується умова:

∀E ⊂M,dimP f(E) = dimP E.

Якщо f зберiгає пакувальну розмiрнiсть, то його також назива-
ють PDP -перетворенням (вiд англiйських слiв «Packing dimension
preserving»).

Дослiдження PDP -перетворень є винятково важливим, оскiльки
дозволяє, знаючи пакувальну розмiрнiсть певної множини, дiзнатися
також пакувальну розмiрнiсть iнших множин, якi є образами даної
множини при PDP -перетвореннях.

Означення 3.2. Нехай µ є деякою ймовiрнiсною мiрою, визна-
ченою на [0; 1]. Тодi пакувальною розмiрнiстю мiри µ називається
число

dimP µ := inf{dimP E : µ(E) = 1}.

Лема 3.1. Нехай ξ — неперервна випадкова величина, розподi-
лена на [0; 1]. Тодi для того, щоб Fξ належала до PDP -класу, необ-
хiдно, щоб dimP µξ = 1.

Пункт 3.2 присвячений дослiдженню випадкових величин з неза-
лежними Q̃-цифрами за умови, що infi,j qij > 0.

Для розглядуваних випадкових величин доводиться критерiй на-
лежностi функцiї розподiлу в.в. з незалежними Q̃-символами до
PDP–класу за умови infi,j qij > 0:

Теорема 3.3. Нехай:

pj = inf
i
pij , qmin := inf

i,j
qij

T (1) =

{
k : k ∈ N, pk <

1

2
qmin

}
T

(1)
k = T (1) ∩ {1, 2, . . . , k},

B = lim sup
k→∞

∑
j∈T (1)

k

ln 1
pj

k
.

Припустимо, що qmin > 0.



15

Тодi для того, щоб функцiя розподiлу випадкової величини ξ збе-
рiгала пакувальну розмiрнiсть будь-якої множини одиничного вiд-
рiзка, необхiдно й достатньо, щоб{

dimP µξ = 1;

B = 0.

Наслiдок 3.1. Якщо infi,j pij > 0 i qmin > 0, то Fξ є PDP -
перетворенням тодi i тiльки тодi, коли dimP µξ = 1.

В пунктi 3.3 «Випадкова величина з незалежними сим-
волами розкладу Кантора», базуючись на дослiдженнях автора
по пакувальнiй довiрчостi сiмейств цилiндрiв, породжених рядами
Кантора, обчислюється пакувальна розмiрнiсть ймовiрнiсної мiри,
пов’язаної з випадковою величиною з незалежними символами роз-
кладу Кантора:

Теорема 3.4. Якщо

∞∑
k=1

(
lnnk

ln(n1n2 . . . nk)

)2

<∞,

то пакувальна розмiрнiсть мiри µξ в.в. ξ з незалежними символа-
ми розкладу Кантора дорiвнює

dimP (µξ) = lim sup
k→∞

Hk

ln(n1n2 . . . nk)
, де Hk =

k∑
j=1

nj−1∑
i=0

pij ln pij

Якщо послiдовнiсть (nk) є необмеженою, то проблема знаходже-
ння критерiю збереження фрактальної пакувальної розмiрностi за-
лишається вiдкритою. У той же час, використовуючи результати по
обчисленню пакувальної розмiрностi мiри з теореми ??, можна отри-
мати необхiднi умови збереження фрактальної пакувальної розмiр-
ностi функцiєю розподiлу випадкової величини з незалежними ци-
фрами розкладу Кантора:

Теорема 3.5. Нехай ξ є випадковою величиною з незалежними
символами розкладу Кантора. Нехай вiдповiдний розклад Кантора
задано послiдовнiстю {nk}, для якої виконується умова:

∞∑
k=1

(
lnnk

ln(n1n2 . . . nk)

)2

< +∞.

Тодi для того, щоб функцiя розподiлу випадкової величини ξ збе-
рiгала пакувальну розмiрнiсть будь-якої множини одиничного вiд-
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рiзка, необхiдно, щоб

lim sup
k→∞

−
∑k
j=1

∑nj−1
i=0 pij ln pij

ln(n1n2 . . . nk)
= 1.

Подяка. Автор щиро вдячний науковому керiвнику професо-
ру Григорiю Мирославовичу Торбiну за постановку задач, допомогу,
пiдтримку та терпiння.

ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена розвитку теорiї фракталь-
ної пакувальної розмiрностi, яка, будучи двоїстою до розмiрностi
Хаусдорфа–Безиковича i маючи всi ознаки класичної фрактальної
розмiрностi (у тому числi зчисленну стабiльнiсть), дозволяє (у по-
єднаннi з dimH) бiльш глибоко аналiзувати фрактальну структуру
множин, сингулярних функцiй та мiр.

У роботi здiйснено розвиток загальної теорiї пакувальної фра-
ктальної розмiрностi (дослiджено проблему еквiвалентностi рiзних
пiдходiв до означення пакувальної фрактальної розмiрностi; на осно-
вi запропонованого автором альтернативного означення пакувальної
розмiрностi введено в розгляд та вивчено властивостi пакувальної
розмiрностi вiдносно сiмейств множин та мiр; доведено аналоги кла-
сичних (для розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича) теорем Бiллiнгслi
для пакувальної розмiрностi (якi є аналiтичною основою для дослi-
дження фрактальної пакувальної розмiрностi множин та мiр); дослi-
джено проблему довiрчостi сiмейств куль при обчисленнi пакуваль-
ної розмiрностi) та дослiджено пакувальнi фрактальнi властивостi
множин, функцiй та мiр, що породженi зображеннями дiйсних чи-
сел за допомогою рядiв Кантора та полiосновними Q̃-зображеннями.

В дисертацiйнiй роботi отримано такi результати:
— введено в розгляд та дослiджено властивостi нецентрова-

ної пакувальної розмiрностi; доведено, що в широкому кла-
сi метричних просторiв нецентрована пакувальна розмiрнiсть
спiвпадає з класичною пакувальною розмiрнiстю;

— на основi поняття нецентрованої пакувальної розмiрностi вве-
дено в розгляд та вивчено властивостi пакувальної розмiрно-
стi вiдносно сiмейств множин та мiр;

— доведено аналоги теорем Бiллiнгслi для пакувальної розмiр-
ностi;

— знайдено загальнi необхiднi i достатнi умови довiрчостi для
обчислення пакувальної розмiрностi сiмейства цилiндрiв, по-
роджених розклалами Кантора;
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— показано принципову рiзницю мiж порiвнянними системами
пакувань та системами пакувань, якi є довiрчими для обчи-
слення фрактальної пакувальної розмiрностi;

— знайдено широкi достатнi умови довiрчостi для обчислення
пакувальної розмiрностi сiмейства цилiндрiв, породжених по-
лiосновними Q̃-зображеннями дiйсних чисел;

— дослiджено тонкi фрактальнi властивостi ймовiрнiсних мiр з
незалежними символами розкладу Кантора; доведено явну
формулу для обчислення пакувальної розмiрностi мiнiмаль-
них розмiрнiсних носiїв таких мiр;

— закладено основи теорiї перетворень, що зберiгають фра-
ктальну пакувальну розмiрнiсть (PDP -перетворень); зна-
йдено загальнi необхiднi умови належностi перетворення до
PDP -класу; для широкого класу перетворень, що породженi
розподiлами випадкових величин з незалежними символами
розкладiв Кантора та полiосновних Q̃-зображень, знайдено
необхiднi та достатнi умови збереження фрактальної паку-
вальної розмiрностi.
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АНОТАЦIЇ

Слуцький О.В. Пакувальна фрактальна розмiрнiсть та її вла-
стивостi — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — математичний ана-
лiз. — Iнститут математики НАН України, Київ, 2016.

Дисертацiя присвячена дослiдженню властивостей пакувальної
фрактальної розмiрностi та застосування отриманих результатiв у
теорiї чисел та фрактальнiй геометрiї. Основою цих дослiджень є
розвинений автором пiдхiд, що полягає у введеннi та використаннi
поняття нецентрованої пакувальної розмiрностi.

В дисертацiї дослiджуються ймовiрнiснi, фрактальнi та
теоретико–числовi феномени, пов’язанi з Q̃-зображенням дiйсних
чисел, зокрема з рядами Кантора.

Знайдено достатнi умови пакувальної довiрчостi сiмейства цилiн-
дрiв, породженого Q̃-зображенням дiйсних чисел. Крiм того, знайде-
но критерiй пакувальної довiрчостi сiмейства цилiндрiв, породжено-
го рядами Кантора.

Дослiджуються властивостi ймовiрнiсної мiри з незалежними
символами представлення рядами Кантора. Знайдено точну форму-
лу для обчислення пакувальної розмiрностi таких мiр (за певних
умов).

Дослiджено випадкову величину з незалежними Q̃-символами. За
умови infi,j qij > 0 знайдено критерiй збереження функцiєю розподi-
лу розглядуваної в.в. пакувальної розмiрностi будь-якої пiдмножини
вiдрiзка [0; 1].

Ключовi слова: сингулярно неперервнi розподiли ймовiрностей,
Q̃-розклади, довiрчi сiмейства куль, пакувальна розмiрнiсть множи-
ни, пакувальна розмiрнiсть мiри, PDP -перетворення, фрактал.

Слуцкий А.В. Упаковочная фрактальная размерность и её
свойства — Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-
математических наук по специальности 01.01.01 — математический
анализ. —Институт математики НАН Украины, Киев, 2016.

Диссертация посвящена исследованию свойств упаковочной фра-
ктальной размерности и применению полученных результатов в тео-
рии чисел и фрактальной геометрии. Основой этих исследований яв-
ляется предложенный автором подход, который состоит из введения
и использования понятия нецентрированной упаковочной размерно-
сти.
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В диссертации исследуются вероятностные, фрактальные и
теоретико-числовые феномены, связанные с Q∞-представлением ве-
щественных чисел.

Найдено достаточные условия упаковочной доверительности се-
мейства цилиндров, порождённого Q̃-изображением действительных
чисел. Кроме того, найдено критерий упаковочной доверительности
семейства цилиндров, порождённого рядами Кантора.

Исследованы свойства вероятностной меры с независимыми сим-
волами представления действительных чисел рядами Кантора. По-
лучена точная формула для нахождения упаковочной размерности
таких мер (при определённых условиях).

Исследовано случайную величину с независимыми Q̃-символами.
При условии infi,j qij > 0 найдено критерий сохранения функцией
распределения рассматриваемой в.в. упаковочной размерности прои-
звольного множества единичного отрезка.

Ключевые слова: сингулярно непрерывные вероятностные рас-
пределения, Q̃-представление, доверительные семейства шаров, упа-
ковочная размерность множества, упаковочная размерность меры,
PDP -преобразования, фрактал.

Slutskyi O.V. Packing fractal dimension and its properties —
Manuscript.

PhD thesis on Physics and Mathematics, speciality 01.01.01 — math-
ematical analysis. — Institute for Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv,
2016.

The thesis is devoted to the investigation of properties of packing
fractal dimension and to applications of the results to the number theory
and fractal geometry. These investigations are based on the approach,
introduced by author. This approach is based on using the notion of
uncentered packing dimension.

Using the uncentered packing dimension, we introduce the notion of
set family faithfulness for packing dimension calculation and use it for the
development of the theories of packing faithfulness, packing dimension
preserving transformations etc.

The main new results obtained in the work are the following:
— it has been proven that in some wide classof metric spaces includ-

ing Rn the value of uncentered packing dimension is matching to
the value of classical packing dimension;

— an analog of the Billingsley’s theorem for packing dimension;
— it has been proven that the cylinders family of the tildeQ-

expansion is faithful for packing dimension calculation under con-
dition of infi,j qij > 0;
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— the criteria for Cantor series cylinders family faithfulness for
packing dimension calculation;

— an exact formula for packing dimension of the probabilistic mea-
sure generated by a random variable with independent digits of
the Cantor expansion;

— an example of cylinders family which is faithful but not compa-
rable for packing dimension calculation;

— the criteria for the packing dimension preservation by distribu-
tion functions of random variables with independent Q̃-digits.

We establish several new probabilistic, fractal and number theoretical
phenomena connected with the Q̃-expansion and, partitionally, with the
Cantor series.

The results provided in PhD thesis are important from the theoretical
point of view for the packing dimension calculation and investigation of
its properties for sets and measures constrtucted using Q̃-expansions,
Cantor series, f -expansions and other expansions of real numbers.

Key words: singularly continuous probability measures, Q̃-
expansions, faithful families of balls, the packing dimension of sets, the
packing dimension of measures, PDP -transformations, fractal.
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