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ВСТУП

Актуальнiсть теми. На сьогоднi iснує багато пiдходiв до оцiнки «ма-

лостi» множин: потужнiсть, мiра Лебега, категорiї Бера, метричнi розмiр-

ностi та мiри дробових порядкiв тощо. «Фрактальний бум», що розпочався

у природознавствi на початку 80–х рокiв 20–го столiття, суттєво простиму-

лював розвиток математичного iнструментарiю дослiдження фрактальних

множин, функцiй та мiр зi складною локальною структурою. Починаю-

чи з пiонерських робiт К. Каратеодорi [28] та Ф. Хаусдорфа [54], протя-

гом бiльш як 60 рокiв основним iнструментом дослiдження фракталiв бу-

ли мiри Хаусдорфа (з рiзними вимiрюючими функцiями) та розмiрнiсть

Хаусдорфа–Безиковича dim𝐻 (та її узагальнення). Знаходження розмiрно-

стi Хаусдорфа–Безиковича — одна з базових i водночас досить нетривiаль-

них задач фрактального аналiзу, вирiшенню якої для конкретних множин

та класiв множин присвячено тисячi дослiдницьких статей. Тому розробка

методiв обчислення та оцiнки розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича, яка три-

ває вже майже столiття, вiдiграє важливу роль у прогресi теорiї фракталiв

та їх застосувань. Як стало зрозумiло пiсля появи теорiї мультифракталiв,

фрактальнi множини можуть бути дуже неоднорiдними за рiвнем локаль-

ної складностi. Тому для опису та дослiдження тонких властивостей фра-

ктальних множин однiєї хаусдорфової розмiрностi недостатньо. Це стало

одним iз стимулiв дослiджень iнших видiв фрактальних розмiрностей, осо-

бливу роль серед яких займає пакувальна фрактальна розмiрнiсть (окрiм

неї є багато iнших «альтернативних» фрактальних розмiрностей, таких

як самоподiбна розмiрнiсть, верхня та нижня клiтинковi розмiрностi то-

що (див. [39]). Пакувальна фрактальна розмiрнiсть dim𝑃 була введена C.

Tricot на початку 1980-х рокiв у роботах [107, 109], i є на 60 рокiв «молод-
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шою» за dim𝐻 . Постає питання, чим видiляється пакувальна фрактальна

розмiрнiсть серед iнших «альтернативних» розмiрностей i чому її дослiдже-

ння є актуальним завданням. Перед вiдповiддю на це питання нагадаємо

означення dim𝐻 та dim𝑃 .

Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича. Нехай (𝑀,𝜌) є ме-

тричним простором. Дiаметром множини 𝐸 називають число

|𝐸| = sup{𝜌(𝑥, 𝑦) : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸}. Для додатного числа 𝜀 називатимемо 𝜀-

покриттям множини 𝐸 таке сiмейство пiдмножин {𝐸𝑖}, що 𝐸 ⊂ ∪𝑖𝐸𝑖 ⊂𝑀 ,

причому |𝐸𝑖| 6 𝜀, ∀𝑖.

Означення. Нехай 𝛼 — додатне число. Тодi 𝛼-мiрною мiрою Хаусдор-

фа називається

𝐻𝛼(𝐸) = lim
𝜀→0

(︃
inf

|𝐸𝑖|6𝜀

{︃∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼
}︃)︃

= lim
𝜀→0

𝐻𝛼
𝜀 (𝐸),

де iнфiмум береться по всiх не бiльш нiж злiченних 𝜀-покриттях {𝐸𝑖} мно-

жини 𝐸.

Величину 𝐻𝛼
𝜀 називають також передмiрою Хаусдорфа.

Оскiльки при зменшеннi 𝜀 iнфiмум визначається за бiднiшим класом

𝜀-покриттiв, то границя (скiнченна чи нескiнченна) lim
𝜀→0

𝐻𝛼
𝜀 (𝐸) iснує.

Означення. Розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини 𝐸 назива-

ється число

dim𝐻(𝐸) := inf{𝛼 : 𝐻𝛼(𝐸) = 0}

Пакувальна фрактальна розмiрнiсть.

Означення. Нехай 𝐸 ⊂ 𝑀 , 𝜀 > 0. Тодi не бiльш нiж злiченне сiмей-

ство {𝐸𝑖} куль називається 𝜀-пакуванням множини 𝐸, якщо виконуються

умови:

1. |𝐸𝑖| 6 𝜀, ∀𝑖;
2. центр кожної з куль 𝐸𝑖 належить множинi 𝐸;
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3. 𝐸𝑖 ∩ 𝐸𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗.

Означення. 𝛼-мiрною пакувальною 𝑟-передмiрою множини 𝐸 назива-

ється величина

𝒫𝛼
𝑟 (𝐸) = sup

{︃∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼
}︃
,

де супремум береться по всеможливим 𝑟-пакуванням {𝐸𝑖} множини 𝐸.

Означення. 𝛼-мiрною пакувальною квазi–мiрою множини 𝐸 називає-

ться величина

𝒫𝛼
0 (𝐸) = lim

𝑟→0
𝒫𝛼

𝑟 (𝐸).

Означення. 𝛼-мiрною пакувальною мiрою множини 𝐸 називається ве-

личина

𝒫𝛼(𝐸) = inf

{︃∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑗)

}︃
,

де iнфiмум береться по всеможливим покриттям {𝐸𝑗} множини 𝐸.

Означення. Пакувальною розмiрнiстю множини 𝐸 називається число

dim𝑃 (𝐸) := inf{𝛼 : 𝒫𝛼(𝐸) = 0}

Серед аргументiв, що обгрунтовують кориснiсть дослiдження пакуваль-

ної фрактальної розмiрностi, варто видiлити наступнi.

1. Пакувальна розмiрнiсть (як i розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича)

має такi «стандартнi» властивостi фрактальної розмiрностi, як мо-

нотоннiсть, злiченну стабiльнiсть [38,39] та iнварiантнiсть при бiлi-

пшицевих перетвореннях [78] (зазначимо, що самоподiбна та верхня

i нижня клiтинковi розмiрностi не мають двох останнiх властиво-

стей) i є потужним iнструментом дослiдження фрактальних мно-

жин (повноцiнною альтернативою хаусдорфовiй розмiрностi).

2. Пакувальна розмiрнiсть є двоїстою до розмiрностi Хаусдорфа–

Безиковича [31,39] i одночасне використання обох цих розмiрностей

дозволяє значно глибше аналiзувати особливостi структури, тонкi
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властивостi фрактальних множин та рiвень їх нерегулярностi, анiж

використання лише однiєї з розглядуваних розмiрностей.

3. Властивостi пакувальної розмiрностi та методи її обчислення розви-

ненi значно менше, нiж для розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича (що

природньо, беручи до уваги час появи цих понять у математичнiй

лiтературi та наявнiсть одного додаткового граничного переходу в

означеннi пакувальної розмiрностi).

4. Широко вiдомою є нерiвнiсть dim𝐻 𝐸 6 dim𝑃 𝐸 (для довiльної мно-

жини 𝐸) [39]. У деяких випадках ця нерiвнiсть дає точну верхню

оцiнку для dim𝐻 𝐸.

5. Якщо вищевказана нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть (в такому

разi множина 𝐸 називається регулярною за Tricot [92]), то дослi-

дник отримує багато додаткової iнформацiї про властивостi даної

множини. Зокрема, якщо хоча б одна з множин 𝐸 чи 𝐹 є регу-

лярною за Tricot, то dim𝐻(𝐸 × 𝐹 ) = dim𝐻(𝐸) + dim𝐻(𝐹 ) [109],

де пiд 𝐸 × 𝐹 мається на увазi декартовий добуток вказаних двох

множин. Крiм того, як випливатиме з результатiв пiдроздiлу 1.3.1,

при обчисленнi фрактальних розмiрностей (як хаусдорфової, так i

пакувальної) регулярних за Tricot множин можна обмежуватись до-

вiльним сiмейством подрiбнюючих розбиттiв метричного простору,

що суттєво спрощує процес обчислення розмiрностей.

Варто зауважити, що вiдомi численнi приклади множин, якi не є регу-

лярними за Tricot. Приклад такої множини можна побачити в роботi [84]

— це множина чисел з вiдрiзка [0; 1], якi є екстремально анормальними в

𝑠-адичному представленнi за деякою фiксованою основою 𝑠.

Отже:

1. Вивчення пакувальної фрактальної розмiрностi дає можли-

вiсть отримати додатковi результати, що стосуються розмiрностi

Хаусдорфа–Безиковича;
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2. Дослiдження dim𝐻 та dim𝑃 певної множини дозволяє набагато кра-

ще зрозумiти геометричну природу множини, її регулярнiсть та осо-

бливостi структури, анiж при дослiдженнi лише однiєї з розгляду-

ваних розмiрностей.

Дослiдження dim𝑃 можна роздiлити на три напрями:

1. У першому напрямi основна увага придiлялася дослiдженню вла-

стивостей пакувальної фрактальної розмiрностi. Також активно ве-

лися дослiдження пакувальної мiри 𝒫𝑓 (де 𝑓 — це деяка Хаус-

дорфова функцiя), яка сама по собi є нетривiальним об’єктом.

Суть дослiджень в цьому напрямi полягала в тому, щоб отри-

мати певний набiр властивостей пакувальної мiри та пакувальної

розмiрностi з метою використання цього набору як iнструмента-

рiю в подальших дослiдженнях. Роботи цього напряму є зазви-

чай раннiми роботами по dim𝑃 (1980–2000 роки) i пов’язанi з та-

кими iменами, як: A. Berlinkov, C. Cutler, M. Das, X. Duhalde,

T. Duquesne, G.Edgar, D.-J. Feng, J. Fraser, H. Haase, H. Joyce,

D. Preiss, R. Mauldin, S. Meinershagen, M. Moran, Y. Peres, P.

Shmerkin, H. Qiu, S. Taylor, C. Tricot, X. S.-Raimond та iншими

[24,32,33,35–37,43,44,47,49,50,52,67,68,80,81,89,90,92,107,108];

2. У другому напрямi основна увага придiлялася тому, щоб довести

для dim𝑃 тi властивостi (або їх аналоги), якi вже є доведеними для

dim𝐻 . Це дозволить використати тi методи дослiдження розмiрно-

стi Хаусдорфа–Безиковича, якi вже були розробленi, для дослiдже-

ння пакувальної фрактальної розмiрностi. Часто повну аналогiю в

методах доведення не вдається використати, оскiльки iснує багато

проблем, як технiчних, так i принципових (наприклад, складностi

виконання переходу вiд покриттiв до пакувань, а також вiд паку-

вальної квазi–мiри до пакувальної мiри). Роботи цього напряму мо-

жуть бути як раннiми (1980–2000 роки), так i пiзнiми (2000–2015),
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в залежностi вiд складностi властивостей та часу доведення вiдпо-

вiдних властивостей dim𝐻 . Вказанi дослiдження пов’язанi з такими

iменами, як I. Baek, D. Beliaev, W. Bergweiler, A. Berlinkov, C. Bi-

shop, E. Cheng, M. Das, K. Falconer, J. Howroyd, D.-J. Feng, J. Fraser,

M. Holland, J.Howroyd, P. Humke, J. Hyde, T. Jordan, H. Joyce, D.

Khoshnevisan, A. Koeller, J. Li, L. Olsen, T. Orponen, Y. Peres, G.

Petruska, D. Preiss, M. Rams, H. Reeve, F. Rezakhanlou, P. Shmerkin,

N. Snigireva, M. Talagrand, J. Wu, X. Wang, Y. Xiao, L. ben Yossef, Y.

Zhang, X. Zhou, O. Zindulka та iншими [19,21–23,26,34,40,41,43,45–

47,56,57,60,62,63,65,67,69–74,88,89,93,94,100,106,111–113,115–117];

3. Суть третього напряму полягає у дослiдженнi нових множин та мiр

та паралельному обчисленнi для них i dim𝐻 , i dim𝑃 . Очевидним є

той факт, що ефективно працювати в цьому напрямi стає можли-

вим лише за наявностi суттєвого арсеналу методiв, а вiдповiдний

арсенал повинен бути напрацьований у роботах першого та друго-

го напрямiв. Саме тому бiльшiсть робiт цього напряму вiдносяться

до пiзнiшого перiоду дослiдження пакувальної фрактальної розмiр-

ностi (2000–2015 рр). Цi роботи пов’язанi з такими iменами, як A.

Anckar, N. Attia, J. Barral, R. Balka, K. Fassler, J. Fraser, J. Geronimo,

D. Hardin, H. Haase, Y. Heurteaux, M. Holland, J. Howroyd, X. Hu,

T. Jordan, J. Ma, M. Meershaert, M. Moran, F. Nazarov, O. Nielsen,

L. Olsen, T. Orponen, Y. Peres, M. Rams, H. Rao, M. Roychowdhury,

A. Rudas, N. Shieh, P. Shmerkin, S. Taylor, H. Qiu, Z. Wen, Y. Xiao,

Y. Zhang та iншими [17, 18, 20, 42, 48, 51, 55, 56, 58, 59, 61, 66, 79, 81–83,

85, 91, 96–98, 100, 114]. Часто дослiдження в цьому напрямi роблять

тi самi вченi, що розробили для них методи; цим пояснюється те,

що велика кiлькiсть iмен з цього напряму зустрiчалася в попереднiх

двох напрямах.

На даний час для dim𝐻 все ще розроблено суттєво бiльше методiв до-
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слiдження та вiдомо суттєво бiльше теоретичних фактiв та рiзноманiтних

властивостей, нiж для dim𝑃 . Зокрема, автором не було знайдено в лiтера-

турi описаного поняття «довiрчiсть сiмейства куль для обчислення паку-

вальної фрактальної розмiрностi», незважаючи на те, що вiдповiдне понят-

тя «довiрчiсть сiмейства множин для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–

Безиковича» iснує багато часу i успiшно застосовується для розв’язання

багатьох задач (для огляду див. роботу [87] та посилання в нiй).

Використання поняття довiрчостi сiмейства куль для обчислення паку-

вальної фрактальної розмiрностi дає можливiсть суттєво збiльшити рiвень

вивченостi властивостей пакувальної розмiрностi, зокрема розвивати тео-

рiю перетворень, що зберiгають пакувальну розмiрнiсть та обчислювати

пакувальну розмiрнiсть багатьох мiр.

Саме в цьому полягає актуальнiсть теми даної роботи.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Робота виконана у рамках дослiджень математичних об’єктiв зi складною

локальною будовою, що проводяться у вiддiлi фрактального аналiзу Iнсти-

туту математики НАН України та на кафедрi математичного аналiзу та

диференцiальних рiвнянь Нацiонального педагогiчного унiверситету iменi

М.П. Драгоманова.

Автор дисертацiї брав участь у розробцi держбюджетної теми «Бага-

торiвневий аналiз сингулярних ймовiрнiсних мiр та його застосування»

(номер державної реєстрацiї 0113U003005) та науково–дослiдного проекту

STREVCOMS FP-7-IRSES 612669 (ЄС).

Мета i завдання дослiдження. Метою дослiдження є розвиток за-

гальної теорiї пакувальної розмiрностi та її застосування при дослiдженнi

фрактальних властивостей множин, функцiй та мiр.

Основними завданнями дисертацiйної роботи є:

— дослiдження проблеми еквiвалентностi рiзних пiдходiв до означення
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пакувальної фрактальної розмiрностi;

— дослiдження властивостей пакувальної розмiрностi вiдносно сi-

мейств множин та мiр;

— доведення аналогiв теорем Бiллiнгслi для пакувальної розмiрностi;

— дослiдження проблеми довiрчостi сiмейств куль для обчислення па-

кувальної розмiрностi;

— отримання умов довiрчостi для обчислення пакувальної розмiрностi

сiмей цилiндрiв, породжених представленням дiйсних чисел рядами

Кантора та полiосновними �̃�-зображеннями дiйсних чисел;

— дослiдження мiнiмальних (у сенсi пакувальної розмiрностi) носiїв

мiр, пов’язаних з рядами Кантора;

— розвиток теорiї перетворень, що зберiгають пакувальну розмiрнiсть;

детальне дослiдження перетворень, що зберiгають пакувальну роз-

мiрнiсть та породженi розподiлами випадкових величин з незале-

жними �̃�-символами та розкладами Кантора.

Методи дослiдження. У роботi використовувалися методи математи-

чного аналiзу, теорiї функцiй дiйсної змiнної, теорiї мiри, метричної теорiї

чисел, теорiї ймовiрностей, фрактального аналiзу та запропонованi автором

конструктивнi прийоми та методи дослiдження пакувальної розмiрностi.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основними науковими

результатами, що виносяться на захист, є такi:

— дослiджено проблему еквiвалентностi рiзних пiдходiв до означення

пакувальної фрактальної розмiрностi; введено в розгляд та дослi-

джено властивостi нецентрованої пакувальної розмiрностi;

— доведено, що для широкого класу метричних просторiв нецентро-

вана пакувальна розмiрнiсть спiвпадає з класичною пакувальною

розмiрнiстю;

— на основi поняття нецентрованої пакувальної розмiрностi введено
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в розгляд та вивчено властивостi пакувальної розмiрностi вiдносно

сiмейств множин та мiр;

— доведено аналоги теорем Бiллiнгслi для пакувальної розмiрностi;

— знайдено загальнi необхiднi i достатнi умови довiрчостi для обчисле-

ння пакувальної розмiрностi сiмейств цилiндрiв, породжених роз-

кладами Кантора;

— показано принципову рiзницю мiж порiвнянними сiмействами куль

та сiмействами куль, якi є довiрчими для обчислення фрактальної

пакувальної розмiрностi;

— знайдено широкi достатнi умови довiрчостi для обчислення паку-

вальної розмiрностi сiмейства цилiндрiв, породжених полiосновни-

ми �̃�-зображеннями дiйсних чисел;

— дослiджено тонкi фрактальнi властивостi ймовiрнiсних мiр з незале-

жними символами розкладу Кантора; доведено явну формулу для

обчислення пакувальної розмiрностi мiнiмальних розмiрнiсних но-

сiїв таких мiр;

— закладено основи теорiї перетворень, що зберiгають фрактальну па-

кувальну розмiрнiсть (𝑃𝐷𝑃 -перетворень); знайдено загальнi необ-

хiднi умови належностi перетворення до 𝑃𝐷𝑃 -класу; для широкого

класу перетворень, що породженi розподiлами випадкових величин

з незалежними символами розкладiв Кантора та полiосновних �̃�-

зображень, знайдено необхiднi та достатнi умови збереження фра-

ктальної пакувальної розмiрностi.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота має теоре-

тичний характер. Отриманi результати є внеском у теорiю мiри, метричну

теорiю чисел, теорiю функцiй дiйсної змiнної та теорiю сингулярних роз-

подiлiв ймовiрностей. Запропонованi в дисертацiї методи можуть бути ко-

рисними при дослiдженнi математичних об’єктiв зi складною локальною
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будовою, заданих за допомогою рiзних представлень чисел зi скiнченним,

змiнним або нескiнченним алфавiтом.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, що виносяться

на захист, отриманi автором самостiйно. Зi статей, опублiкованих у спiвав-

торствi, до дисертацiї включенi лише тi результати, що належать автору.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дослiдже-

ння доповiдалися на наукових конференцiях рiзного рiвня та наукових се-

мiнарах. Це такi конференцiї:

— Чотирнадцята мiжнародна конференцiя iменi академiка Михайла

Кравчука, Київ, 19 квiтня 2012 року;

— International Conference «Modern Stochastics: Theory and Applicati-

ons 3», Київ, 10-14 вересня 2012 року;

— Третя мiжунiверситетська конференцiя молодих вчених з матема-

тики та фiзики, Київ, 25-27 квiтня 2013 року;

— Четверта мiжнародна конференцiя пам’ятi Г.Вороного, Київ, 12-19

вересня 2013 року;

— Конференцiя «Методика викладання математики в середнiй та ви-

щiй школi» (присвячена 75-рiччю лауреата Державної премiї Укра-

їни в галузi науки i технiки, академiка Академiї наук вищої освiти,

професора Колесник Тамари Всеволодiвни.), 04–05 грудня 2013 ро-

ку;

— International Conference «Fractal geometry and Stochastics V», Jena,

Germany, 24-29 березня 2014 року;

— П’ятнадцята мiжнародна конференцiя iменi академiка Михайла

Кравчука, Київ, 15-17 травня 2014 року;

— Четверта мiжунiверситетська конференцiя молодих вчених з мате-

матики та фiзики, Київ, 23-25 квiтня 2014 року;

— International Conference «Probability, Reliability and Stochastics Opti-
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mization», Київ, 07-10 квiтня 2015 року;

— International Conference «Dynamical Systems and their Applications»,

Київ, 22-26 червня 2015 року;

— П’ята мiжунiверситетська конференцiя молодих вчених з матема-

тики та фiзики, Київ, 23-25 квiтня 2016 року.

Це такi науковi семiнари:

— Київський семiнар з функцiонального аналiзу (керiвники Ю.М. Бе-

резанський, М.Л. Горбачук, Ю.С. Самойленко);

— семiнар «Сучасний аналiз» (керiвник I.О.Шевчук);

— семiнар вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН України

(керiвник А.С. Романюк);

— семiнар «Статистичнi проблеми для випадкових процесiв i полiв»

(керiвники О.I. Клесов, О.В. Iванов);

— семiнар кафедри математичного аналiзу та диференцiальних рiв-

нянь НПУ iменi М.П. Драгоманова (керiвник Г.М. Торбiн);

— семiнар з фрактального аналiзу (керiвник М.В. Працьовитий);

Публiкацiї. Основнi результати роботи викладено у 5 статтях.

З них чотири статтi [3–6] опублiковано у наукових виданнях, якi вклю-

чено до перелiку фахових видань МОН України. П’ята стаття [105] опу-

блiкована у науковому перiодичному виданнi iншої держави з напряму, з

якого пiдготовлено дисертацiю. Також результати роботи вiдображено в

матерiалах конференцiй [7–11,101–104].

Змiст роботи. Робота складається зi вступу, трьох роздiлiв, виснов-

кiв.

У вступi обґрунтовується актуальнiсть теми, формулюється мета i зав-

дання дослiдження, проводиться огляд результатiв з тематики дослiджен-

ня, висвiтлюються питання про наукову новизну, теоретичне i практичне

значення, апробацiю отриманих результатiв та кiлькiсть публiкацiй.
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У роздiлi 1 «Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича та пакуваль-

на фрактальна розмiрнiсть. Огляд вiдомих результатiв. Порiвня-

ння фрактальних розмiрностей» наводяться необхiднi для наступних

роздiлiв означення та факти, що стосуються пакувальної фрактальної роз-

мiрностi, а також (оглядово) розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича. В пунктi

1.2.2 запропоновано нове поняття «Нецентрована пакувальна розмiрнiсть»,

використання якого дає можливiсть ввести для пакувальної фрактальної

розмiрностi поняття «довiрчiсть сiмейства куль для обчислення dim𝑃».

Нехай Φ є деяким сiмейством куль, а 𝜇 — неперервною мiрою, визначе-

ною на 𝑀 .

Означення 1.15. Нехай 𝐸 ⊂ 𝑀 , 𝜀 > 0. Тодi не бiльш нiж злiченне

сiмейство {𝐸𝑖} куль називається «нецентрованим 𝜀-пакуванням множини

𝐸», якщо виконуються умови:

1. |𝐸𝑖| 6 𝜀, ∀𝑖;
2. 𝐸𝑖 ∩ 𝐸 ̸= ∅;

3. 𝐸𝑖 ∩ 𝐸𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗.

Означення 1.16. Нехай 𝐸 ⊂ 𝑀 , |𝐸| < ∞, 𝛼 > 0, 𝜀 > 0. Тодi нецен-

трованою 𝛼-мiрною пакувальною передмiрою множини 𝐸 з максимальним

дiаметром елементiв пакування 𝜀 називається число

𝒫𝛼
𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) := sup

{︃∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼
}︃
,

де супремум береться по всеможливим нецентрованим 𝜀-пакуванням мно-

жини 𝐸 (якщо iснує лише порожнє пакування, то покладаємо за означен-

ням 𝒫𝛼
𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = 0).

Означення 1.17. 𝛼-мiрною нецентрованою пакувальною квазiмiрою

множини 𝐸 називається число

𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) := lim

𝜀→0
𝒫𝛼

𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐸).
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Означення 1.18. 𝛼-мiрною нецентрованою пакувальною мiрою мно-

жини 𝐸 називається число

𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) := inf

{︃∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑗) : 𝐸 ⊂

⋃︁
𝐸𝑗

}︃
,

де iнфiмум береться по всеможливим не бiльш нiж злiченним покриттям

довiльними множинами {𝐸𝑗} множини 𝐸.

Зауваження 1.1. Якщо 𝑀 = R1 i 𝛼 = 1, то 𝛼-мiрна нецентрована па-

кувальна мiра спiвпадає з 𝛼-мiрною мiрою Лебега.

Означення 1.19. Нецентрованою пакувальною розмiрнiстю множини

𝐸 називається число

dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸) := inf{𝛼 : 𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = 0}.

У роздiлах 1.2.3 та 1.2.4 розглядаються узагальнення нецентрованої па-

кувальної розмiрностi, а саме пакувальна розмiрнiсть вiдносно сiмейства

куль та пакувальна розмiрнiсть вiдносно сiмейства куль та мiри. Цi уза-

гальнення дозволяють вводити поняття «розмiрнiсть Бiллiнгслi» на вiд-

рiзку [0; 1] та розглядати аналоги теорем Бiллiнгслi.

Означення 1.24. Нехай 𝐸 ⊂𝑀 , |𝐸| <∞, 𝛼 > 0, 𝜀 > 0. Тодi 𝛼-мiрною

пакувальною передмiрою множини 𝐸 з максимальним дiаметром елементiв

пакування 𝜀 вiдносно сiмейства Φ та мiри 𝜇 називається число

𝒫𝛼
𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇) := sup

{︃∑︁
𝑖

(𝜇(𝐸𝑖))
𝛼

}︃
,

де супремум береться по всеможливим нецентрованим 𝜀-пакуванням куля-

ми з Φ множини 𝐸 (якщо iснує лише порожнє пакування, то покладаємо

за означенням 𝒫𝛼
𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇) = 0).

Означення 1.25. 𝛼-мiрною пакувальною квазiмiрою множини 𝐸 вiд-

носно сiмейства куль Φ та мiри 𝜇 називається число

𝒫𝛼
0 (𝐸,Φ, 𝜇) := lim

𝜀→0
𝒫𝛼

𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇).
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Означення 1.26. 𝛼-мiрною пакувальною мiрою множини 𝐸 вiдносно

сiмейства куль Φ та мiри 𝜇 називається число

𝒫𝛼(𝐸,Φ, 𝜇) := inf

{︃∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑗,Φ, 𝜇) : 𝐸 ⊂

⋃︁
𝐸𝑗

}︃
,

де iнфiмум береться по всеможливим не бiльш нiж злiченним покриттям

довiльними множинами {𝐸𝑗} множини 𝐸.

Означення 1.27. Пакувальною розмiрнiстю множини 𝐸 вiдносно сi-

мейства куль Φ та мiри 𝜇 називається число

dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇) := inf{𝛼 : 𝒫𝛼(𝐸,Φ, 𝜇) = 0}.

В пунктi 1.3 «Порiвняння фрактальних розмiрностей» доводиться не-

рiвнiсть

dim𝐻(𝐸,Φ, 𝜇) 6 dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇)

для певного класу сiмейств куль Φ та для довiльної неперервної мiри 𝜇.

Крiм того, вводиться поняття множин, регулярних за Tricot, та дослi-

джуються їх властивостi.

У роздiлi 2 «Довiрчiсть та порiвняннiсть сiмейств куль для

обчислення пакувальної розмiрностi» доводяться теореми про до-

вiрчiсть сiмейств цилiндрiв 𝑠-адичного зображення дiйсних чисел, �̃�-

зображення (за певних умов), а також критерiй довiрчостi сiмейства ци-

лiндрiв, породжених зображенням дiйсних чисел рядами Кантора.

Отриманi результати дають можливiсть використовувати аналоги те-

орем Бiллiнгслi для обчислення пакувальної розмiрностi; без iнформацiї

про довiрчiсть сiмейства Φ в переважнiй бiльшостi випадкiв аналоги тео-

рем Бiллiнгслi не є застосовними для обчислення пакувальної розмiрностi

певної множини.

Означення 2.1. Нехай Φ — деяке сiмейство куль, яке має таку власти-

вiсть:

∀𝐸 ⊂𝑀 : dim𝑃 (𝐸,Φ) = dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸).
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Тодi Φ називається довiрчим для обчислення пакувальної розмiрностi.

Означення 2.2. Нехай Φ — деяке сiмейство куль, яке має таку власти-

вiсть:

∀𝐸 ⊂𝑀, ∀𝛼 > 0 : ∃𝐶 > 0 : 𝒫𝛼(𝐸,Φ) > 𝐶 · 𝒫𝛼(𝐸).

Тодi Φ називається порiвнянним для обчислення пакувальної розмiрностi.

Зауваження 2.2. Очевидно, що будь-яке порiвнянне сiмейство є i довiр-

чим (для обчислення пакувальної розмiрностi).

Теорема 2.1 (Достатня умова порiвнянностi для обчислення

пакувальної розмiрностi). Нехай Φ — деяке сiмейство промiжкiв з

вiдрiзка [0; 1]. Тодi для того, щоб Φ було порiвнянним для обчислен-

ня пакувальної розмiрностi, достатньо, щоб iснувала така константа

𝐶 > 0, щоб для довiльного промiжка ⟨𝑎; 𝑏⟩ ⊂ [0; 1] знайшовся промiжок

Δ(𝑎, 𝑏) ∈ Φ такий, що:

1. Δ(𝑎, 𝑏) мiстить точку 𝑎+𝑏
2 ;

2. Δ(𝑎, 𝑏) ⊂ (𝑎; 𝑏);

3. 𝑏−𝑎
|Δ(𝑎,𝑏)| > 𝐶.

Теорема 2.2. Нехай 𝑠 > 2 — це фiксоване натуральне число, Φ —

сiмейство всiх 𝑠-адичних цилiндричних iнтервалiв. Тодi Φ є довiрчим для

обчислення пакувальної розмiрностi з нецентрованими кулями.

Теорема 2.3. Нехай Φ — сiмейство цилiндричних iнтервалiв деякого

�̃�-представлення (див. [86]). Нехай

inf
𝑖,𝑗
𝑞𝑖𝑗 := 𝑞min > 0.

Тодi Φ є довiрчим для обчислення пакувальної розмiрностi.

В пунктi 2.4 «Аналоги теорем Бiллiнгслi для пакувальної фра-

ктальної розмiрностi» доводяться аналоги тих теорем, якi P. Billingsley

сформулював для розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича, i якi є одними з

ключових результатiв у теорiї dim𝐻 :



20

Теорема 2.4. Нехай зафiксовано деяке �̃�-представлення дiйсних чи-

сел.

Нехай 𝜇, 𝜈 — двi неперервнi ймовiрнiснi мiри на [0; 1], Δ𝑛(𝑥) — �̃�-

цилiндричний iнтервал 𝑛-го рангу, що мiстить точку 𝑥, Φ — сiмейство

цилiндричних iнтервалiв всiх рангiв заданого �̃�-представлення. Зафiксу-

ємо число 𝛿 > 0. Нехай

𝐸 ⊂
{︂
𝑥 : lim inf

𝑛→∞

ln𝜇(𝑐𝑛(𝑥))

ln 𝜈(𝑐𝑛(𝑥))
> 𝛿

}︂
(2.1)

Тодi

dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜈) > 𝛿 · dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇).

Теорема 2.5. Нехай зафiксовано деяке �̃�-представлення дiйсних чи-

сел.

Нехай 𝜇, 𝜈 — неперервнi мiри на [0; 1], Δ𝑛(𝑥) — �̃�-цилiндричний iн-

тервал 𝑛-того рангу, що мiстить точку 𝑥, Φ — сiмейство цилiндричних

iнтервалiв всiх рангiв заданого �̃�-представлення. Зафiксуємо певне число

𝛿 > 0. Нехай

𝐸 ⊂
{︂
𝑥 : lim sup

𝑛→∞

ln𝜇(𝑐𝑛(𝑥))

ln 𝜈(𝑐𝑛(𝑥))
6 𝛿

}︂
. (2.2)

Тодi

dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜈) 6 𝛿 · dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇).

У пунктi 2.5 «Критерiй довiрчостi сiмейства цилiндричних iн-

тервалiв представлення дiйсних чисел рядами Кантора для обчи-

слення пакувальної розмiрностi» нагадується означення рядiв Канто-

ра та доводиться критерiй довiрчостi вiдповiдного сiмейства цилiндричних

iнтервалiв.

Нагадаємо означення представлення дiйсних чисел рядами Кантора.

Означення 2.3. Для заданої послiдовностi (𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑘, . . . ), де
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𝑛𝑘 ∈ N ∖ 1, запис довiльного числа 𝑥 ∈ [0; 1] у виглядi

𝑥 =
∞∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘

𝑛1 · 𝑛2 · · · · · 𝑛𝑘
:= Δ𝛼1𝛼2...𝛼𝑘

, 𝛼𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛𝑘 − 1}

називається представленням числа 𝑥 рядами Кантора.

Г. Кантор ввiв такi представлення у 1869 роцi [27] як природнi узагаль-

нення класичного 𝑠-адичного представлення дiйсних чисел.

Цi представлення та їх властивостi iнтенсивно дослiджувалися багатьма

математиками (див., наприклад, роботи [75,77] та посилання в них). Незва-

жаючи на це, багато питань (наприклад, критерiй рацiональностi певного

числа в термiнах цифр його представлення рядом Кантора) залишаються

вiдкритими.

Теорема 2.6. Сiмейство Φ цилiндричних iнтервалiв представлення

дiйсних чисел рядами Кантора є довiрчим для обчислення пакувальної роз-

мiрностi тодi i тiльки тодi, коли

lim
𝑘→∞

ln𝑛𝑘
ln(𝑛1 · 𝑛2 · . . . · 𝑛𝑘−1)

= 0.

Ця теорема є першим вiдомим критерiєм довiрчостi (для обчислення

dim𝑃 ) сiмейств куль з певного класу.

У пунктi 2.6 «Приклад сiмейства куль, яке є довiрчим, але

не є порiвнянним для обчислення пакувальної розмiрностi» пока-

зується принципова рiзниця мiж порiвнянними та довiрчими сiмействами

пакувань (зауважимо, що до робiт автора не було вiдомо жодного прикладу

сiмейств пакувань, якi були б довiрчi, але непорiвняннi).

Теорема 2.7. Нехай 𝑛𝑘 = 4𝑘, а Φ — сiмейство цилiндрiв вiдповiдно-

го представлення дiйсних чисел рядами Кантора. Тодi Φ є довiрчим для

обчислення пакувальної розмiрностi на [0; 1], але не є порiвнянним.

Роздiл 3 «Тонкi фрактальнi властивостi мiр, пов’язанi з паку-

вальною розмiрнiстю. 𝑃𝐷𝑃–перетворення» присвячено дослiдженню
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ймовiрнiсних мiр, пов’язаних з випадковими величинами з незалежними �̃�-

символами.

В п. 3.1 «Основнi означення та властивостi» наведено означення

та основнi властивостi 𝑃𝐷𝑃–перетворень:

Означення 3.1. Нехай (𝑀,𝜌) — метричний простiр, у якому визначена

пакувальна розмiрнiсть. Нехай 𝑓 є перетворенням цього метричного про-

стору. Тодi ми будемо казати «𝑓 зберiгає пакувальну розмiрнiсть», якщо

виконується умова:

∀𝐸 ⊂𝑀, dim𝑃 𝑓(𝐸) = dim𝑃 𝐸.

Якщо 𝑓 зберiгає пакувальну розмiрнiсть, то його також називають 𝑃𝐷𝑃 -

перетворенням (вiд англiйських слiв «Packing dimension preserving»).

Дослiдження 𝑃𝐷𝑃 -перетворень є винятково важливим, оскiльки до-

зволяє, знаючи пакувальну розмiрнiсть певної множини, дiзнатися також

пакувальну розмiрнiсть iнших множин, якi є образами даної множини при

𝑃𝐷𝑃 -перетвореннях.

Означення 3.2. Нехай 𝜇 є деякою ймовiрнiсною мiрою, визначеною на

[0; 1]. Тодi пакувальною розмiрнiстю мiри 𝜇 називається число

dim𝑃 𝜇 := inf{dim𝑃 𝐸 : 𝜇(𝐸) = 1}.

Лема 3.1. Нехай 𝜉 — неперервна випадкова величина, розподiлена на

[0; 1]. Тодi для того, щоб 𝐹𝜉 належала до 𝑃𝐷𝑃 -класу, необхiдно, щоб

dim𝑃 𝜇𝜉 = 1.

Пункт 3.2 присвячений дослiдженню випадкових величин з незалежни-

ми �̃�-цифрами за умови, що inf𝑖,𝑗 𝑞𝑖𝑗 > 0.

Для розглядуваних випадкових величин доводиться критерiй належно-

стi функцiї розподiлу в.в. з незалежними �̃�-символами до 𝑃𝐷𝑃–класу за

умови inf𝑖,𝑗 𝑞𝑖𝑗 > 0:
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Теорема 3.3. Нехай:

𝑝𝑗 = inf
𝑖
𝑝𝑖𝑗, 𝑞min := inf

𝑖,𝑗
𝑞𝑖𝑗

𝑇 (1) =

{︂
𝑘 : 𝑘 ∈ N, 𝑝𝑘 <

1

2
𝑞min

}︂
𝑇

(1)
𝑘 = 𝑇 (1) ∩ {1, 2, . . . , 𝑘},

𝐵 = lim sup
𝑘→∞

∑︀
𝑗∈𝑇 (1)

𝑘
ln 1

𝑝𝑗

𝑘
.

Припустимо, що 𝑞min > 0.

Тодi для того, щоб функцiя розподiлу випадкової величини 𝜉 зберiгала

пакувальну розмiрнiсть будь-якої множини одиничного вiдрiзка, необхi-

дно й достатньо, щоб ⎧⎨⎩ dim𝑃 𝜇𝜉 = 1;

𝐵 = 0.

Наслiдок 3.1. Якщо inf𝑖,𝑗 𝑝𝑖𝑗 > 0 i 𝑞min > 0, то 𝐹𝜉 є 𝑃𝐷𝑃 -

перетворенням тодi i тiльки тодi, коли dim𝑃 𝜇𝜉 = 1.

В пунктi 3.3 «Випадкова величина з незалежними символами

розкладу Кантора», базуючись на дослiдженнях автора по пакувальнiй

довiрчостi сiмейств цилiндрiв, породжених рядами Кантора, обчислюється

пакувальна розмiрнiсть ймовiрнiсної мiри, пов’язаної з випадковою вели-

чиною з незалежними символами розкладу Кантора:

Теорема 3.4. Якщо

∞∑︁
𝑘=1

(︂
ln𝑛𝑘

ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘)

)︂2

<∞,

то пакувальна розмiрнiсть мiри 𝜇𝜉 в.в. 𝜉 з незалежними символами роз-

кладу Кантора дорiвнює

dim𝑃 (𝜇𝜉) = lim sup
𝑘→∞

𝐻𝑘

ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘)
, де 𝐻𝑘 =

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑛𝑗−1∑︁
𝑖=0

𝑝𝑖𝑗 ln 𝑝𝑖𝑗
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Якщо послiдовнiсть (𝑛𝑘) є необмеженою, то проблема знаходження кри-

терiю збереження фрактальної пакувальної розмiрностi залишається вiд-

критою. У той же час, використовуючи результати по обчисленню паку-

вальної розмiрностi мiри з теореми 3.4, можна отримати необхiднi умови

збереження фрактальної пакувальної розмiрностi функцiєю розподiлу ви-

падкової величини з незалежними цифрами розкладу Кантора:

Теорема 3.5. Нехай 𝜉 є випадковою величиною з незалежними сим-

волами розкладу Кантора. Нехай вiдповiдний розклад Кантора задано по-

слiдовнiстю {𝑛𝑘}, для якої виконується умова:

∞∑︁
𝑘=1

(︂
ln𝑛𝑘

ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘)

)︂2

< +∞.

Тодi для того, щоб функцiя розподiлу випадкової величини 𝜉 зберiгала

пакувальну розмiрнiсть будь-якої множини одиничного вiдрiзка, необхi-

дно, щоб

lim sup
𝑘→∞

−
∑︀𝑘

𝑗=1

∑︀𝑛𝑗−1
𝑖=0 𝑝𝑖𝑗 ln 𝑝𝑖𝑗

ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘)
= 1.

Подяка. Автор щиро вдячний науковому керiвнику професору Гри-

горiю Мирославовичу Торбiну за постановку задач, допомогу, пiдтримку

та терпiння.
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РОЗДIЛ 1

РОЗМIРНIСТЬ ХАУСДОРФА–БЕЗИКОВИЧА ТА

ПАКУВАЛЬНА ФРАКТАЛЬНА РОЗМIРНIСТЬ. ОГЛЯД

ВIДОМИХ РЕЗУЛЬТАТIВ. ПОРIВНЯННЯ ФРАКТАЛЬНИХ

РОЗМIРНОСТЕЙ

1.1. Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича

Найвiдомiшою фрактальною розмiрнiстю є розмiрнiсть Хаусдорфа–

Безиковича dim𝐻(·). Крiм того, dim𝐻 має тi властивостi, якi зазвичай є

стандартними для фрактальної розмiрностi, i розглядається в абсолютнiй

бiльшостi статей, порiвняно з iншими розмiрностями. Тому ми будемо по-

стiйно порiвнювати пакувальну фрактальну розмiрнiсть з нею. Нагадаємо

означення dim𝐻(·) [1, 2, 39]:
Нехай (𝑀,𝜌) є метричним простором. Дiаметром множини𝐸 називають

число |𝐸| = sup{𝜌(𝑥, 𝑦) : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸}. Для додатного числа 𝜀 називатимемо

𝜀-покриттям множини 𝐸 таке не бiльш нiж злiченне сiмейство пiдмножин

{𝐸𝑖}, що 𝐸 ⊂ ∪𝑖𝐸𝑖 ⊂𝑀 , причому |𝐸𝑖| 6 𝜀,∀𝑖.

Означення 1.1. Нехай 𝛼 — додатне число. Тодi 𝛼-мiрною мiрою Хаус-

дорфа називається

𝐻𝛼(𝐸) = lim
𝜀→0

(︃
inf

|𝐸𝑖|6𝜀

{︃∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼
}︃)︃

= lim
𝜀→0

𝐻𝛼
𝜀 (𝐸),

де iнфiмум береться по всiх не бiльш нiж злiченних 𝜀-покриттях {𝐸𝑖} мно-

жини 𝐸.

Величину 𝐻𝛼
𝜀 (𝐸) називають також передмiрою Хаусдорфа множини 𝐸.

Оскiльки при зменшеннi 𝜀 iнфiмум визначається за бiднiшим класом

𝜀-покриттiв, то границя (скiнченна чи нескiнченна) lim
𝜀→0

𝐻𝛼
𝜀 (𝐸) iснує.
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Нагадаємо деякi властивостi мiри Хаусдорфа [39]:

1. Нехай 0 < 𝛼 < 𝛽. Тодi якщо 𝐻𝛼(𝐸) < ∞, то 𝐻𝛽(𝐸) = 0; якщо ж

𝐻𝛽(𝐸) > 0, то 𝐻𝛼(𝐸) = ∞;

2. Якщо 𝑓 — перетворення подiбностi простору (𝑀,𝜌) з коефiцiєнтом

𝑘 > 0, то

𝐻𝛼(𝑓(𝐸)) = 𝑘𝛼𝐻𝛼(𝐸);

3. Якщо 𝑓 — таке, що

∃𝑐 > 0, 𝑠 > 0 : 𝜌(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) 6 𝑐(𝜌(𝑥, 𝑦))𝑠,∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸,

то

∀𝛼 ∈ [0; 1] : 𝐻𝛼/𝑠(𝑓(𝐸)) 6 𝑐𝛼/𝑠𝐻𝛼(𝐸).

У роботi [54] Ф. Хаусдорф у 1918 роцi ввiв означення:

Означення 1.2. Розмiрнiстю множини 𝐸 називається таке число

𝛼 > 0, що

0 < 𝐻𝛼(𝐸) <∞.

Але iснують множини для яких не визначена розмiрнiсть Хаусдорфа.

Мiра Хаусдорфа таких множин дорiвнює або нулю, або нескiнченностi при

всiх невiд’ємних значеннях 𝛼. Перший приклад такої множини побудував

А. С. Безикович. Вiн же запропонував нове означення розмiрностi, яка в

сучаснiй математицi називається розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича.

Означення 1.3. Розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини 𝐸 на-

зивається число

dim𝐻(𝐸) := inf{𝛼 : 𝐻𝛼(𝐸) = 0}.

Нагадаємо деякi властивостi розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича [2].

1. Iнварiантнiсть при перетвореннях подiбностi: Якщо 𝐸1 та 𝐸2

— подiбнi (геометрично) множини, то dim𝐻(𝐸1) = dim𝐻(𝐸2).

2. Монотоннiсть: Якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то dim𝐻(𝐸1) 6 dim𝐻(𝐸2).

3. злiченна стабiльнiсть: dim𝐻(∪𝑛𝐸𝑛) = sup𝑛 dim𝐻(𝐸𝑛).
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1.1.1. Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича вiдносно локаль-

но тонкої системи покриттiв. Розглянемо узагальнення розмiрностi

Хаусдорфа–Безиковича. Нехай 𝐸 ⊂𝑀 .

Означення 1.4. Сiмейство Φ пiдмножин метричного простору (𝑀,𝜌)

називається локально тонкою системою покриттiв (ЛТСП) цього простору,

якщо для довiльної множини 𝐸 ⊂𝑀 i для довiльного 𝜀 > 0 iснує не бiльш

нiж злiченне 𝜀-покриття множини 𝐸 множинами з Φ.

Нехай Φ є ЛТСП на (𝑀,𝜌).

Означення 1.5. Нехай 𝛼 — додатне число. Тодi 𝛼-мiрною мiрою Хаус-

дорфа множини 𝐸 вiдносно ЛТСП Φ називається число

𝐻𝛼(𝐸,Φ) := lim
𝜀→0

(︃
inf

|𝐸𝑖|6𝜀,𝐸𝑖∈Φ

{︃∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼
}︃)︃

= lim
𝜀→0

𝐻𝛼
𝜀 (𝐸,Φ),

де iнфiмум береться по всiх не бiльш нiж злiченних 𝜀-покриттях {𝐸𝑖} мно-

жини 𝐸 множинами з Φ.

Величину 𝐻𝛼
𝜀 (𝐸,Φ) називають також передмiрою Хаусдорфа множини

𝐸 вiдносно ЛТСП Φ.

Оскiльки при зменшеннi 𝜀 iнфiмум визначається за бiднiшим класом

𝜀-покриттiв, то границя (скiнченна чи нескiнченна) lim
𝜀→0

𝐻𝛼
𝜀 (𝐸,Φ) iснує.

Означення 1.6. Розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини 𝐸 вiд-

носно ЛТСП Φ називається число

dim𝐻(𝐸,Φ) := inf{𝛼 : 𝐻𝛼(𝐸,Φ) = 0}.

Нагадаємо деякi властивостi розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича вiдно-

сно ЛТСП Φ.

1. Монотоннiсть: Якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то dim𝐻(𝐸1,Φ) 6 dim𝐻(𝐸2,Φ).

2. Злiченна стабiльнiсть: dim𝐻(∪𝑛𝐸𝑛,Φ) = sup𝑛 dim𝐻(𝐸𝑛,Φ).

3. Для довiльної ЛТСП Φ виконується нерiвнiсть

∀𝐸 ⊂𝑀, dim𝐻(𝐸,Φ) > dim𝐻(𝐸).
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4. Якщо Φ = 2𝑀 , то

∀𝐸 ⊂𝑀, dim𝐻(𝐸,Φ) = dim𝐻(𝐸).

Означення 1.7. Якщо для деякої ЛТСП Φ виконується рiвнiсть

∀𝐸 ⊂𝑀, dim𝐻(𝐸,Φ) = dim𝐻(𝐸),

то Φ називається довiрчою ЛТСП для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–

Безиковича.

1.1.2. Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича вiдносно локально

тонкої системи покриттiв та мiри. Розглянемо узагальнення розмiр-

ностi Хаусдорфа–Безиковича. Нехай 𝐸 ⊂𝑀 .

Нехай Φ є ЛТСП на (𝑀,𝜌). Нехай 𝜇 є неперервною мiрою.

Означення 1.8. Нехай 𝛼 — додатне число. Тодi 𝛼-мiрною мiрою Хаус-

дорфа множини 𝐸 вiдносно ЛТСП Φ та мiри 𝜇 називається число

𝐻𝛼(𝐸,Φ, 𝜇) := lim
𝜀→0

(︃
inf

|𝐸𝑖|6𝜀,𝐸𝑖∈Φ

{︃∑︁
𝑖

(𝜇(𝐸𝑖))
𝛼

}︃)︃
= lim

𝜀→0
𝐻𝛼

𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇),

де iнфiмум береться по всiх не бiльш нiж злiченних 𝜀-покриттях {𝐸𝑖} мно-

жини 𝐸 множинами з Φ.

Величину 𝐻𝛼
𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇) називають також передмiрою Хаусдорфа вiдно-

сно ЛТСП Φ та мiри 𝜇.

Оскiльки при зменшеннi 𝜀 iнфiмум визначається за бiднiшим класом

𝜀-покриттiв, то границя (скiнченна чи нескiнченна) lim
𝜀→0

𝐻𝛼
𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇) iснує.

Означення 1.9. Розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини 𝐸 вiд-

носно ЛТСП Φ та мiри 𝜇 називається число

dim𝐻(𝐸,Φ, 𝜇) := inf{𝛼 : 𝐻𝛼(𝐸,Φ, 𝜇) = 0}

Нагадаємо деякi властивостi розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича вiдно-

сно ЛТСП Φ та мiри 𝜇.
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1. Монотоннiсть: Якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то

dim𝐻(𝐸1,Φ, 𝜇) 6 dim𝐻(𝐸2,Φ, 𝜇).

2. Злiченна стабiльнiсть: dim𝐻(∪𝑛𝐸𝑛,Φ, 𝜇) = sup𝑛 dim𝐻(𝐸𝑛,Φ, 𝜇).

3. Якщо виконується умова

∀𝐴 ∈ Φ, |𝐴| = 𝜇(𝐴),

то dim𝐻(𝐸,Φ, 𝜇) = dim𝐻(𝐸,Φ).

Частковим випадком dim𝐻(𝐸,Φ, 𝜇) є розмiрнiсть Бiллiнгслi [25], де в

ролi Φ виступає сiмейство цилiндрiв деякого представлення дiйсних чисел,

зокрема 𝑠-адичних цилiндрiв.

1.2. Пакувальна розмiрнiсть та її узагальнення

1.2.1. Звичайна (центрована) пакувальна розмiрнiсть. Озна-

чення центрованої пакувальної розмiрностi дамо так, як це зроблено в [39].

Нехай (𝑀,𝜌) — деякий метричний простiр.

Означення 1.10. Нехай 𝐸 ⊂𝑀 , |𝐸| <∞, 𝛼 > 0, 𝜀 > 0. Тодi не бiльш

нiж злiченне сiмейство {𝐸𝑖} куль називається 𝜀-пакуванням множини 𝐸,

якщо виконуються умови:

1. |𝐸𝑖| 6 𝜀, ∀𝑖;
2. центр кожної з куль 𝐸𝑖 належить множинi 𝐸;

3. кулi 𝐸𝑖 попарно не перетинаються.

Зауваження 1.1. Порожня множина куль також вважається пакуван-

ням.

Зауваження 1.2. В одному пакуваннi можуть бути i вiдкритi, i замкненi

кулi.

Зауваження 1.3. При означеннi розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича за-

звичай [1] розглядають лише такi метричнi простори, у яких для довiльного
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𝜀 > 0 i для довiльної множини 𝐸 iснує не бiльш нiж злiченне 𝜀-покриття

цiєї множини.

При означеннi пакувальної розмiрностi немає обмежень на метричний

простiр, оскiльки у довiльному метричному просторi для довiльної непо-

рожньої множини 𝐸 та 𝜀 > 0 iснує порожнє пакування.

Означення 1.11. Нехай 𝐸 ⊂ 𝑀 , 𝛼 > 0, 𝜀 > 0. Тодi 𝛼-мiрною паку-

вальною передмiрою множини 𝐸 з максимальним дiаметром 𝜀 елементiв

пакування називається число

𝒫𝛼
𝜀 (𝐸) := sup

{︃∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼
}︃
,

де супремум береться по всеможливим 𝜀-пакуванням множини 𝐸 (якщо

iснує лише порожнє пакування, то покладаємо за означенням 𝒫𝛼
𝜀 (𝐸) = 0).

Зауваження 1.4. Властивостi пакувальної передмiри:

1. монотоннiсть: якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то 𝒫𝛼
𝜀 (𝐸1) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐸2);

2. скiнченна напiвадитивнiсть: 𝒫𝛼
𝜀 (𝐸1 ∪ 𝐸2) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐸1) + 𝒫𝛼
𝜀 (𝐸2);

3. ∀𝛿 > 0 : 𝒫𝛼+𝛿
𝜀 (𝐸) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐸) · 𝜀𝛿.

Доведення. 1) Якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то будь-яке пакування множини 𝐸1 є

також пакуванням множини 𝐸2. Отже,

𝒫𝛼
𝜀 (𝐸1) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐸2).

2) Нехай {𝐸𝑖} — довiльне 𝜀-пакування множини 𝐴 ∪ 𝐵. Позначимо

через 𝒜 сiмейство тих куль iз вказаного пакування, центри яких належать

𝐴, а через ℬ — сiмейство тих куль iз вказаного пакування, центри яких

належать 𝐵 ∖ 𝐴 (одне з цих сiмейств може виявитись порожнiм). Тодi∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼 =
∑︁

𝑖:𝐸𝑖∈𝒜

|𝐸𝑖|𝛼 +
∑︁
𝑖:𝐸𝑖∈ℬ

|𝐸𝑖|𝛼 6 𝒫𝛼
𝜀 (𝐴) + 𝒫𝛼

𝜀 (𝐵).

Оскiльки нерiвнiсть ∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼 6 𝒫𝛼
𝜀 (𝐴) + 𝒫𝛼

𝜀 (𝐵)
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виконується для довiльного пакування {𝐸𝑖} множини 𝐴 ∪𝐵, то

𝒫𝛼
𝜀 (𝐴 ∪𝐵) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐴) + 𝒫𝛼
𝜀 (𝐵)

3) Розглянемо довiльне пакування множини 𝐸, яке складається з куль

𝐸𝑖. (𝛼 + 𝛿)-об’єм цього пакування дорiвнює

𝑉𝛼+𝛿 =
∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼+𝛿 =
∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼 · |𝐸𝑖|𝛿 6
∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼 · 𝜀𝛿 = 𝑉𝛼 · 𝜀𝛿.

Оскiльки отримана нерiвнiсть виконується для довiльного пакування, то

вона буде виконуватися i для супремума. Тобто

𝒫𝛼+𝛿
𝜀 (𝐸) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐸) · 𝜀𝛿,

що й вимагалось довести.

Означення 1.12. 𝛼-мiрною пакувальною квазiмiрою множини 𝐸 на-

зивається число

𝒫𝛼
0 (𝐸) := lim

𝜀→0
𝒫𝛼

𝜀 (𝐸).

Зауваження 1.5. Властивостi пакувальної квазiмiри:

1. монотоннiсть: якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то 𝒫𝛼
0 (𝐸1) 6 𝒫𝛼

0 (𝐸2);

2. скiнченна напiвадитивнiсть:𝒫𝛼
0 (𝐸1 ∪ 𝐸2) 6 𝒫𝛼

0 (𝐸1) + 𝒫𝛼
0 (𝐸2);

3. вiдсутнiсть злiченної напiвадитивностi: iснує злiченний набiр

множин 𝐸1, 𝐸2, . . . , 𝐸𝑘, . . . такий, що 𝒫𝛼
0 (∪𝑖𝐸𝑖) >

∑︀
𝑖=0𝒫𝛼

0 (𝐸𝑖);

4. якщо 𝒫𝛼
0 (𝐸) <∞, то ∀𝛿 > 0 𝒫𝛼+𝛿

0 (𝐸) = 0;

5. якщо 𝒫𝛼
0 (𝐸) > 0 i 𝛼 > 0, то ∀𝛿 ∈ (0;𝛼) 𝒫𝛼−𝛿

0 (𝐸) = +∞.

Доведення. Першi два твердження отримуються з аналогiчних твер-

джень для передмiри за допомогою граничного переходу.

3) Нехай (𝑀,𝜌) = R1, 𝛼 = 1, а всi 𝐸𝑖 є одноточковими множинами, а

їх об’єднання спiвпадає з множиною 𝐸 = [0; 1] ∩Q.

Очевидно, що 𝛼 − 𝜀 пакувальна передмiра одноточкової множини до-

рiвнює 𝜀𝛼, зокрема 𝒫1
0 (𝐸𝑖) = 0,∀𝑖. Також очевидно, що

𝒫1
𝜀 (𝐸) = 𝒫1

𝜀 ([0; 1]),
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i при достатньо малих 𝜀 останнє число практично не вiдрiзняється вiд 1+𝜀.

Спрямовуючи 𝜀 до нуля, маємо 𝒫1
0 (𝐸𝑖) = 0,∀𝑖. Але

𝒫1
0 (𝐸) = 1 >

∑︀
𝑖𝒫1

0 (𝐸𝑖).

4) Нехай 𝒫𝛼
0 (𝐸) < ∞. Зафiксуємо довiльне 𝛿 > 0. Як вiдомо з власти-

востей пакувальної передмiри,

𝒫𝛼+𝛿
𝜀 (𝐸) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐸) · 𝜀𝛿.

Обчислюючи границю при 𝜀 → 0 у обох частинах останньої нерiвностi,

маємо:

𝒫𝛼+𝛿
0 (𝐸) 6 𝒫𝛼

0 (𝐸) · 0 = 0,

що й вимагалось довести.

5) Нехай 𝛼 > 0, 𝒫𝛼
0 (𝐸) > 0, 𝛿 ∈ (0;𝛼). Вiд супротивного. Припустимо,

що 𝒫𝛼−𝛿
0 (𝐸) < ∞. Тодi (згiдно з властивiстю 4) 𝒫𝛼

0 (𝐸) = 0, що супере-

чить умовi. Отже, припущення невiрне, i 𝒫𝛼−𝛿
0 (𝐸) = ∞, що й вимагалось

довести.

Означення 1.13. 𝛼-мiрною пакувальною мiрою множини 𝐸 називає-

ться число

𝒫𝛼(𝐸) := inf

{︃∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑗) : 𝐸 ⊂

⋃︁
𝐸𝑗

}︃
,

де iнфiмум береться по всеможливим не бiльш нiж злiченним покриттям

довiльними множинами {𝐸𝑗} множини 𝐸.

Зауваження 1.6. Властивостi пакувальної мiри:

1. монотоннiсть: якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то 𝒫𝛼(𝐸1) 6 𝒫𝛼(𝐸2);

2. злiченна напiвадитивнiсть: для довiльного не бiльш нiж злiчен-

ного набору множин {𝐸𝑖}

𝒫𝛼(∪𝑖𝐸𝑖) 6
∑︁
𝑖

𝒫𝛼(𝐸𝑖);

3. якщо 𝒫𝛼(𝐸) <∞, то ∀𝛿 > 0 𝒫𝛼+𝛿(𝐸) = 0;
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4. якщо 𝒫𝛼(𝐸) > 0 i 𝛼 > 0, то ∀𝛿 ∈ (0;𝛼) 𝒫𝛼−𝛿(𝐸) = +∞.

Доведення. 1). Нехай 𝐸1 ⊂ 𝐸2, 𝑚1 = 𝒫𝛼(𝐸1), 𝑚2 = 𝒫𝛼(𝐸2). Вiд су-

противного. Припустимо, що 𝑚1 > 𝑚2. Тодi iснує таке покриття {𝐸2𝑗}
множини 𝐸2, що

𝑚1 >
∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸2𝑗).

Оскiльки {𝐸2𝑗} є покриттям множини 𝐸1, то

𝑚1 6
∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸2𝑗).

Отримана суперечнiсть показує, що припущення невiрне. Отже, 𝑚1 6 𝑚2,

що й вимагалось довести.

2). Введемо позначення:

𝑚𝑖 := 𝒫𝛼(𝐸𝑖),

𝐸 :=
⋃︁
𝑖

𝐸𝑖,

𝑚 := 𝒫𝛼(𝐸).

Зафiксуємо довiльне 𝛿 > 0. Оскiльки

𝑚𝑖 = 𝒫𝛼(𝐸𝑖) = inf

{︃∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑖𝑗) : 𝐸𝑖 ⊂

⋃︁
𝐸𝑖𝑗

}︃
,

то ∀𝑖 ∈ N iснує таке покриття множини 𝐸𝑖 множинами 𝐸𝑖𝑗, що∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑖𝑗) 6 𝑚𝑖 +

𝛿

2𝑖
.

Тому ∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑖𝑗) 6

∑︁
𝑖

𝑚𝑖 + 𝛿.

Оскiльки набiр множин {𝐸𝑖𝑗 : 𝑖 ∈ N, 𝑗 ∈ N} є покриттям множини 𝐸, то

𝑚 = 𝒫𝛼(𝐸) 6
∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑖𝑗).
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Отже,

𝑚 6
∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑖𝑗) 6

∑︁
𝑖

𝑚𝑖 + 𝛿.

Оскiльки остання нерiвнiсть виконується ∀𝛿 > 0, то 𝑚 6
∑︀

𝑖𝑚𝑖, що й

вимагалось довести.

3) Нехай 𝒫𝛼(𝐸) <∞. Тодi iснує таке покриття {𝐸𝑗} множини 𝐸, що∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑗) <∞.

Тодi

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑗) <∞,∀𝑗 ∈ N.

З властивостi 4 пакувальної квазiмiри випливає, що

𝒫𝛼+𝛿
0 (𝐸𝑗) = 0,∀𝑗 ∈ N,∀𝛿 > 0.

Тому

𝒫𝛼+𝛿
0 (𝐸) 6

∑︁
𝑗

𝒫𝛼+𝛿
0 (𝐸𝑗) = 0.

Отже,

𝒫𝛼+𝛿(𝐸) = 0,

що й вимагалось довести.

4) Нехай 𝒫𝛼(𝐸) > 0 i 𝛼 > 0. Тодi для будь-якого покриття {𝐸𝑗} мно-

жини 𝐸 iснує така множина 𝐸𝑗0, що

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑗0) > 0.

Зафiксуємо 𝛿 ∈ (0;𝛼). З властивостi 5 пакувальної квазiмiри випливає, що

𝒫𝛼−𝛿
0 (𝐸𝑗0) = ∞.

Отже, ∑︁
𝑗

𝒫𝛼−𝛿
0 (𝐸𝑗) = ∞.
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Оскiльки остання рiвнiсть виконується для довiльного покриття {𝐸𝑗} мно-

жини 𝐸, то

𝒫𝛼−𝛿(𝐸) = ∞,

що й вимагалось довести.

Зауваження 1.7. Якщо 𝑀 ⊂ R1 i 𝛼 = 1, то 𝛼-мiрна пакувальна мiра

спiвпадає з 𝛼-мiрною мiрою Лебега.

Означення 1.14. Пакувальною розмiрнiстю множини 𝐸 називається

число

dim𝑃 (𝐸) := inf{𝛼 : 𝒫𝛼(𝐸) = 0}.

Зауваження 1.8. Властивостi пакувальної розмiрностi:

1. монотоннiсть: якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то dim𝑃 (𝐸1) 6 dim𝑃 (𝐸2);

2. злiченна стабiльнiсть: для довiльного не бiльш нiж злiченного

набору множин {𝐸𝑖}

dim𝑃 (∪𝑖𝐸𝑖) = sup
𝑖

dim𝑃 (𝐸𝑖).

Доведення. 1) Введемо позначення: 𝛼𝑖 := dim𝑃 (𝐸𝑖), де 𝑖 ∈ {1, 2}. Нехай

𝛼 > 𝛼2. Тодi

𝒫𝛼(𝐸2) = 0,

а оскiльки

𝒫𝛼(𝐸1) 6 𝒫𝛼(𝐸2),

то i

𝒫𝛼(𝐸1) = 0,∀𝛼 > 𝛼2

Отже,

𝛼1 6 𝛼2,

що й вимагалось довести.

2) Нехай dim𝑃 (𝐸𝑖) = 𝛼𝑖, а dim𝑃 (𝐸) = 𝛼. Оскiльки

𝐸𝑖 ⊂ 𝐸,∀𝑖,
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то i

𝛼𝑖 6 𝛼, ∀𝑖.

Отже, ми показали, що

𝛼 > sup
𝑖
𝛼𝑖.

Покажемо, що

𝛼 6 sup
𝑖
𝛼𝑖.

Вiд супротивного. Нехай

∃𝛿 > 0 : 𝛼 > 𝛼𝑖 + 𝛿, ∀𝑖.

Тодi

𝒫𝛼−𝛿/2(𝐸𝑖) = 0∀𝑖,

i тому

𝒫𝛼−𝛿/2(𝐸) = 0,

тобто

dim𝑃 (𝐸) 6 𝛼− 𝛿/2,

що суперечить припущенню dim𝑃 (𝐸) = 𝛼. Отже,

𝛼 6 sup
𝑖
𝛼𝑖.

Тому 𝛼 = sup𝑖 𝛼𝑖, що й вимагалось довести.

1.2.2. Нецентрована пакувальна розмiрнiсть. У розмiрно-

стi Хаусдорфа–Безиковича є узагальнення «розмiрнiсть Хаусдорфа–

Безиковича вiдносно сiмейства множин» та «розмiрнiсть Бiллiнгслi». На

цих узагальненнях заснованi потужнi пiдходи до обчислення dim𝐻 багатьох

множин та мiр, зокрема пiдхiд довiрчостi (детальнiше цей пiдхiд описаний,

наприклад, в [87]).
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Нагадаємо, що суть пiдходу довiрчостi коротко можна пояснити так:

якщо при обчисленнi розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича використову-

вати лише покриття множини 𝐸 лише множинами з деякого (напе-

ред зафiксованого) сiмейства Φ, то може бути отримане, взагалi кажу-

чи, iнше значення розмiрностi, яке позначають dim𝐻(𝐸,Φ). Але якщо

dim𝐻(𝐸,Φ) = dim𝐻(𝐸),∀𝐸 ⊂ 𝑀 , то сiмейство множин Φ називається до-

вiрчим для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича.

Використання пiдходу довiрчостi може суттєво спростити обчислення

розмiрностi. Це спрощення досягається завдяки тому, що iнфiмум шукає-

ться по покриттям не всiма множинами, а множинами, взятими з деякого

зручного i довiрчого класу. Наприклад, знаючи, що сiмейство трiйкових ци-

лiндрiв є довiрчим, набагато зручнiше шукати розмiрнiсть класичної мно-

жини Кантора, покриваючи її трiйковими цилiндрами, а не довiльними

множинами.

Повноцiнному застосуванню аналогiчних пiдходiв у дослiдженнi паку-

вальної розмiрностi заважає умова «центри куль повиннi належати мно-

жинi, пакувальна передмiра якої обчислюється» в означеннi 𝒫𝛼
𝜀 (·).

Розглянемо приклад, щоб з’ясувати, як саме вищезгадана умова зава-

жає ввести поняття довiрчостi для обчислення dim𝑃 по аналогiї з довiрчi-

стю для обчислення dim𝐻 .

Приклад 1.1. Нехай𝑀 = [0; 1]. Тодi жодне зчисленне сiмейство iнтер-

валiв не є довiрчим для обчислення пакувальної розмiрностi на 𝑀 .

Доведення. Нехай Φ = {Φ1,Φ2, . . . ,Φ𝑘, . . . } — деяке зчисленне сi-

мейство iнтервалiв на [0; 1]. Позначимо центр iнтервала Φ𝑘 через

𝑐𝑘, а множину {𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑘, . . . } — через 𝐶. Розглянемо множину

𝐸 = [0; 1] ∖ {𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑘, . . . }. Оскiльки dim𝑃 ([0; 1]) = 1, а dim𝑃 (𝐶) = 0

(розмiрнiсть будь-якої злiченної множини дорiвнює нулю), то в силу злi-

ченної стабiльностi dim𝑃 (𝐸) = 1.
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Розглянемо dim𝑃 (𝐸,Φ). Оскiльки множина 𝐸 не мiстить жодного цен-

тру куль з Φ, то для довiльного 𝜀 > 0 iснує лише порожнє 𝜀-пакування

множини 𝐸 кулями з Φ. Тому 𝒫𝛼
𝜀 (𝐸,Φ) = 0,∀𝛼 > 0.

Отже, 𝒫𝛼
0 (𝐸,Φ) = 0,∀𝛼 > 0, 𝒫𝛼(𝐸,Φ) = 0,∀𝛼 > 0, i тому

dim𝑃 (𝐸,Φ) = 0.

Отже, злiченне сiмейство iнтервалiв Φ не є довiрчим на [0; 1] для обчи-

слення пакувальної розмiрностi.

Попереднiй приклад показує, що велика кiлькiсть результатiв по до-

вiрчостi злiченних сiмейств покриттiв, отриманих для dim𝐻 (наприклад,

результати про довiрчiсть сiмейства цилiндрiв 𝑠-адичного представлення

та багатьох його узагальнень) є незастосовними для dim𝑃 . Також втрачає-

ться можливiсть використовувати аналоги теорем Бiллiнгслi, хоча в теорiї

dim𝐻 теореми Бiллiнгслi посiдають одне з ключових мiсць.

Щоб позбутися умови «центри куль повиннi належати множинi, паку-

вальна передмiра якої обчислюється», введемо в розгляд поняття «нецен-

трована пакувальна розмiрнiсть».

Означення 1.15. Нехай 𝐸 ⊂ 𝑀 , 𝜀 > 0. Тодi не бiльш нiж злiченне

сiмейство {𝐸𝑖} куль називається «нецентрованим 𝜀-пакуванням множини

𝐸», якщо виконуються умови:

1. |𝐸𝑖| 6 𝜀, ∀𝑖;
2. 𝐸𝑖 ∩ 𝐸 ̸= ∅;

3. 𝐸𝑖 ∩ 𝐸𝑗 ̸= ∅.

Зауваження 1.9. Порожня множина куль також вважається нецентро-

ваним пакуванням.

Означення 1.16. Нехай 𝐸 ⊂ 𝑀 , |𝐸| < ∞, 𝛼 > 0, 𝜀 > 0. Тодi нецен-

трованою 𝛼-мiрною пакувальною передмiрою множини 𝐸 з максимальним
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дiаметром елементiв пакування 𝜀 називається число

𝒫𝛼
𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) := sup

{︃∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼
}︃
,

де супремум береться по всеможливим нецентрованим 𝜀-пакуванням мно-

жини 𝐸 (якщо iснує лише порожнє пакування, то покладаємо за означен-

ням 𝒫𝛼
𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = 0).

Зауваження 1.10. Властивостi нецентрованої пакувальної пе-

редмiри:

1. монотоннiсть: якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то 𝒫𝛼
𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐸1) 6 𝒫𝛼

𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐸2);

2. скiнченна напiвадитивнiсть:

𝒫𝛼
𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐸1 ∪ 𝐸2) 6 𝒫𝛼

𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐸1) + 𝒫𝛼
𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐸2)

3.

∀𝛿 > 0 : 𝒫𝛼+𝛿
𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) 6 𝒫𝛼

𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) · 𝜀𝛿

.

Доведення. 1) Якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то будь-яке нецентроване пакування мно-

жини 𝐸1 є також нецентрованим пакуванням множини 𝐸2. Отже,

𝒫𝛼
𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐸1) 6 𝒫𝛼

𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐸2).

2) Нехай {𝐸𝑖} — довiльне нецентроване 𝜀-пакування множини 𝐴 ∪ 𝐵.

Позначимо через 𝒜 сiмейство тих куль iз вказаного пакування, якi мають

непустий перетин з 𝐴, а через ℬ — сiмейство тих куль iз вказаного паку-

вання, якi мають непустий перетин з 𝐵, проте не перетинаються з 𝐴 (одне

з цих сiмейств може виявитись порожнiм). Тодi∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼 =
∑︁

𝑖:𝐸𝑖∈𝒜

|𝐸𝑖|𝛼 +
∑︁
𝑖:𝐸𝑖∈ℬ

|𝐸𝑖|𝛼 6 𝒫𝛼
𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐴) + 𝒫𝛼

𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐵).

Оскiльки нерiвнiсть∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼 6 𝒫𝛼
𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐴) + 𝒫𝛼

𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐵)
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виконується для довiльного нецентрованого пакування {𝐸𝑖} множини

𝐴 ∪𝐵, то

𝒫𝛼
𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐴 ∪𝐵) 6 𝒫𝛼

𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐴) + 𝒫𝛼
𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐵)

3) Розглянемо довiльне нецентроване пакування множини 𝐸, яке скла-

дається з куль 𝐸𝑖. (𝛼 + 𝛿)-об’єм цього пакування дорiвнює

𝑉𝛼+𝛿 =
∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼+𝛿 =
∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼 · |𝐸𝑖|𝛿 6
∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼 · 𝜀𝛿 = 𝑉𝛼 · 𝜀𝛿.

Оскiльки отримана нерiвнiсть виконується для довiльного пакування, то

вона буде виконуватися i для супремума. Тобто

𝒫𝛼+𝛿
𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) 6 𝒫𝛼

𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) · 𝜀𝛿,

що й вимагалось довести.

Означення 1.17. 𝛼-мiрною нецентрованою пакувальною квазiмiрою

множини 𝐸 називається число

𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) := lim

𝜀→0
𝒫𝛼

𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐸).

Зауваження 1.11. Властивостi нецентрованої пакувальної квазi-

мiри:

1. монотоннiсть: якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то 𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸1) 6 𝒫𝛼

0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸2);

2. скiнченна напiвадитивнiсть:

𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸1 ∪ 𝐸2) 6 𝒫𝛼

0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸1) + 𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸2)

3. вiдсутнiсть злiченної напiвадитивностi: iснує злi-

ченний набiр множин 𝐸1, 𝐸2, . . . , 𝐸𝑘, . . . такий, що

𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(∪𝑖𝐸𝑖) >

∑︀
𝑖=0𝒫𝛼

0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑖);

4. якщо 𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) <∞, то ∀𝛿 > 0 𝒫𝛼+𝛿

0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = 0;

5. якщо 𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) > 0 i 𝛼 > 0, то ∀𝛿 ∈ (0;𝛼) 𝒫𝛼−𝛿

0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = +∞.
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Доведення. Першi два твердження отримуються з аналогiчних твер-

джень для передмiри за допомогою граничного переходу.

3) Нехай (𝑀,𝜌) = R1, 𝛼 = 1, а всi 𝐸𝑖 є одноточковими множинами, а

їх об’єднання спiвпадає з множиною [0; 1] ∩Q.

Тодi 𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑖) = 0,∀𝑖. Але 𝒫𝛼

0(𝑢𝑛𝑐)(∪𝑖𝐸𝑖) = 1.

4) Нехай 𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) < ∞. Зафiксуємо довiльне 𝛿 > 0. Як вiдомо з

властивостей нецентрованої пакувальної передмiри,

𝒫𝛼+𝛿
𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) 6 𝒫𝛼

𝜀(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) · 𝜀𝛿.

Обчислюючи границю при 𝜀 → 0 у обох частинах останньої нерiвностi,

маємо:

𝒫𝛼+𝛿
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) 6 𝒫𝛼

0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) · 0 = 0,

що й вимагалось довести.

5) Нехай 𝛼 > 0, 𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) > 0, 𝛿 ∈ (0;𝛼). Вiд супротивного. Припу-

стимо, що 𝒫𝛼−𝛿
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) < ∞. Тодi (згiдно з властивiстю 4) 𝒫𝛼

0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = 0,

що суперечить умовi. Отже, припущення невiрне, i 𝒫𝛼−𝛿
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = ∞, що й

вимагалось довести.

Означення 1.18. 𝛼-мiрною пакувальною мiрою множини 𝐸 називає-

ться число

𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) := inf

{︃∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑗) : 𝐸 ⊂

⋃︁
𝐸𝑗

}︃
,

де iнфiмум береться по всеможливим не бiльш нiж злiченним покриттям

довiльними множинами {𝐸𝑗} множини 𝐸.

Зауваження 1.12. Властивостi нецентрованої пакувальної мiри:

1. монотоннiсть: якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то 𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸1) 6 𝒫𝛼

(𝑢𝑛𝑐)(𝐸2);

2. злiченна напiвадитивнiсть: для довiльного не бiльш нiж злiчен-

ного набору множин {𝐸𝑖}

𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(∪𝑖𝐸𝑖) 6

∑︁
𝑖

𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑖).
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3. якщо 𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) <∞, то ∀𝛿 > 0 𝒫𝛼+𝛿

(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = 0;

4. якщо 𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) > 0 i 𝛼 > 0, то ∀𝛿 ∈ (0;𝛼) 𝒫𝛼−𝛿

(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = +∞.

Доведення. 1). Нехай 𝐸1 ⊂ 𝐸2, 𝑚1 = 𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸1), 𝑚2 = 𝒫𝛼

(𝑢𝑛𝑐)(𝐸2). Вiд

супротивного. Припустимо, що 𝑚1 > 𝑚2. Тодi iснує таке покриття {𝐸2𝑗}
множини 𝐸2, що

𝑚1 >
∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸2𝑗).

Оскiльки {𝐸2𝑗} є покриттям множини 𝐸1, то

𝑚1 6
∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸2𝑗).

Отримана суперечнiсть показує, що припущення невiрне. Отже, 𝑚1 6 𝑚2,

що й вимагалось довести.

2). Введемо позначення:

𝑚𝑖 := 𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑖),

𝐸 :=
⋃︁
𝑖

𝐸𝑖,

𝑚 := 𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸).

Зафiксуємо довiльне 𝛿 > 0. Оскiльки

𝑚𝑖 = 𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑖) = inf

{︃∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑖𝑗) : 𝐸𝑖 ⊂

⋃︁
𝐸𝑖𝑗

}︃
,

то ∀𝑖 ∈ N iснує таке покриття множини 𝐸𝑖 множинами 𝐸𝑖𝑗, що∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑖𝑗) 6 𝑚𝑖 +

𝛿

2𝑖
.

Тому ∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑖𝑗) 6

∑︁
𝑖

𝑚𝑖 + 𝛿.

Оскiльки набiр множин {𝐸𝑖𝑗 : 𝑖 ∈ N, 𝑗 ∈ N} є покриттям множини 𝐸, то

𝑚 = 𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) 6

∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑖𝑗).
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Отже,

𝑚 6
∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑖𝑗) 6

∑︁
𝑖

𝑚𝑖 + 𝛿.

Оскiльки остання нерiвнiсть виконується ∀𝛿 > 0, то 𝑚 6
∑︀

𝑖𝑚𝑖, що й

вимагалось довести.

3) Нехай 𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) <∞. Тодi iснує таке покриття {𝐸𝑗} множини 𝐸, що∑︁

𝑗

𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑗) <∞.

Тому

𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑗) <∞,∀𝑗 ∈ N.

З властивостi 4 пакувальної квазiмiри випливає, що

𝒫𝛼+𝛿
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑗) = 0,∀𝑗 ∈ N,∀𝛿 > 0.

Тому

𝒫𝛼+𝛿
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) 6

∑︁
𝑗

𝒫𝛼+𝛿
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑗) = 0.

Отже,

𝒫𝛼+𝛿
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = 0,

що й вимагалось довести.

4) Нехай 𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) > 0 i 𝛼 > 0. Тодi для будь-якого покриття {𝐸𝑗}

множини 𝐸 iснує така множина 𝐸𝑗0, що

𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑗0) > 0.

Зафiксуємо 𝛿 ∈ (0;𝛼). З властивостi 5 пакувальної квазiмiри випливає, що

𝒫𝛼−𝛿
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑗0) = ∞.

Отже, ∑︁
𝑗

𝒫𝛼−𝛿
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑗) = ∞.
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Оскiльки остання рiвнiсть виконується для довiльного покриття {𝐸𝑗} мно-

жини 𝐸, то

𝒫𝛼−𝛿
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = ∞,

що й вимагалось довести.

Зауваження 1.13. Якщо 𝑀 = R1 i 𝛼 = 1, то 𝛼-мiрна нецентрована

пакувальна мiра спiвпадає з одновимiрною мiрою Лебега (на вимiрних за

Лебегом множинах).

Означення 1.19. Нецентрованою пакувальною розмiрнiстю множини

𝐸 називається число

dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸) := inf{𝛼 : 𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = 0}.

Зауваження 1.14. Властивостi нецентрованої пакувальної роз-

мiрностi:

1. монотоннiсть: якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸1) 6 dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸2);

2. злiченна стабiльнiсть: для довiльного не бiльш нiж злiченного

набору множин {𝐸𝑖}

dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(∪𝑖𝐸𝑖) = sup
𝑖

dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑖).

Доведення. 1) Введемо позначення: 𝛼𝑖 := dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑖), де 𝑖 ∈ {1, 2}.
Нехай 𝛼 > 𝛼2. Тодi

𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸2) = 0,

а оскiльки

𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸1) 6 𝒫𝛼

(𝑢𝑛𝑐)(𝐸2),

то i

𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸1) = 0,∀𝛼 > 𝛼2

Отже,

𝛼1 6 𝛼2,
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що й вимагалось довести.

2) Нехай dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑖) = 𝛼𝑖, а dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = 𝛼. Оскiльки

𝐸𝑖 ⊂ 𝐸,∀𝑖,

то i

𝛼𝑖 6 𝛼, ∀𝑖.

Отже, ми показали, що

𝛼 > sup
𝑖
𝛼𝑖.

Покажемо, що

𝛼 6 sup
𝑖
𝛼𝑖.

Вiд супротивного. Нехай

∃𝛿 > 0 : 𝛼 > 𝛼𝑖 + 𝛿, ∀𝑖.

Тодi

𝒫𝛼−𝛿/2
(𝑢𝑛𝑐) (𝐸𝑖) = 0,∀𝑖,

i тому

𝒫𝛼−𝛿/2
(𝑢𝑛𝑐) (𝐸) = 0,

тобто

dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸) 6 𝛼− 𝛿/2,

що суперечить припущенню dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = 𝛼. Отже,

𝛼 6 sup
𝑖
𝛼𝑖.

Тому 𝛼 = sup𝑖 𝛼𝑖, що й вимагалось довести.

Теорема 1.1. Нехай для метричного простору (𝑀,𝜌) iснує така кон-

станта 𝐶, що для довiльного 𝑟 > 0 у довiльнiй кулi радiуса 8𝑟 мiститься

не бiльше, нiж 𝐶 неперетинних куль радiуса 𝑟. Тодi

dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = dim𝑃 (𝐸),∀𝐸 ⊂𝑀.
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Доведення. Крок 1:Покажемо, що dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸) > dim𝑃 (𝐸).

Числа 𝒫𝛼
𝑟(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) та 𝒫𝛼

𝑟 (𝐸) є супремумами, причому перше з них — це

супремум, взятий по бiльшiй множинi. Тому

𝒫𝛼
𝑟(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) > 𝒫𝛼

𝑟 (𝐸).

Оскiльки граничний перехiд зберiгає нестрогу нерiвнiсть, то

𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) > 𝒫𝛼

0 (𝐸).

Розглянемо довiльне покриття множини 𝐸 множинами 𝐸𝑗. Проводячи мiр-

кування, аналогiчнi попереднiм, отримаємо нерiвностi

𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑗) > 𝒫𝛼

0 (𝐸𝑗).

та ∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑗) >

∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑗).

Для покриття {𝐸𝑗} виконується нерiвнiсть∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑗) > 𝒫𝛼(𝐸),

тому що 𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) — це iнфiмум.

Для довiльного 𝜀 > 0 iснує таке покриття 𝐸𝑗, що

𝒫𝛼
𝑢𝑛𝑐(𝐸) + 𝜀 >

∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑗).

Отже,

𝒫𝛼
𝑢𝑛𝑐(𝐸) + 𝜀 > 𝒫𝛼(𝐸),∀𝜀 > 0.

Тому

𝒫𝛼
𝑢𝑛𝑐(𝐸) > 𝒫𝛼(𝐸).

Нехай dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = 𝛼0. За означенням dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸) маємо:

∀𝜀 > 0 𝒫𝛼0+𝜀
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = 0.
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Звiдси

𝒫𝛼0+𝜀(𝐸) 6 𝒫𝛼0+𝜀
𝑢𝑛𝑐 (𝐸) = 0,

а тому

dim𝑃 (𝐸) 6 𝛼0 + 𝜀, ∀𝜀 > 0.

Отже, dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸) > dim𝑃 (𝐸), що й вимагалось довести.

Крок 2: Покажемо, що dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸) 6 dim𝑃 (𝐸).

Коли dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = 0, твердження очевидне.

Розглянемо випадок, коли dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸) ̸= 0.

Нехай 0 < 𝑡 < 𝑠 < dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸).

Оскiльки 𝑠 < dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸), то

𝒫𝑠
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = +∞,

𝒫𝑠
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = +∞.

Отже,

∀𝑟 > 0 : 𝒫𝑠
𝑟(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = +∞,

а оскiльки остання величина є супремумом, то iснує нецентроване пакува-

ння 𝑉 := {𝐸𝑖} множини 𝐸, для якого∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝑠 > 1. (1.1)

Розiб’ємо це пакування 𝑉 на класи

𝑉𝑘 :=
{︀
𝐸𝑖 : 2

−𝑘−1 6 |𝐸𝑖| < 2−𝑘
}︀

Позначимо кiлькiсть куль у класi 𝑉𝑘 через 𝑛𝑘 i покажемо, що

∃𝑘0 : 𝑛𝑘0 > 2𝑘0𝑡(1− 2𝑡−𝑠).

Вiд супротивного. Припустимо, що

𝑛𝑘 < 2𝑘𝑡(1− 2𝑡−𝑠).
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Тодi∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝑠 <
∑︁
𝑘

2−𝑘𝑠 ·𝑛𝑘 <
∑︁
𝑘

2−𝑘𝑠 · 2𝑘𝑡(1− 2𝑡−𝑠) = (1− 2𝑡−𝑠) ·
∑︁
𝑘

(2𝑡−𝑠)𝑘 = 1,

що суперечить (1.1).

Отже, 𝑘0, про яке говорилось вище, iснує. Розглянемо набiр 𝑉𝑘0. Позна-

чимо кулi в ньому так:

𝑉𝑘0 =
{︀
𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛𝑘0

}︀
Введемо позначення: 𝑟 = 2−𝑘0−1. Тодi радiус кожної з куль 𝐴𝑖 менший за

𝑟. Нехай 𝑇𝑖 — це одна з точок перетину кулi 𝐴𝑖 з множиною 𝐸. Розглянемо

множину 𝑉 ′, яка складається з куль, центрами яких є точки 𝑇𝑖, а радiуси

дорiвнюють 𝑟:

𝑉 ′ = {𝐴′
𝑖 : 𝐴

′
𝑖 = 𝐵(𝑇𝑖, 𝑟)}.

Також розглянемо ще одну множину куль:

𝑉 * = {𝐴*
𝑖 : 𝐴

*
𝑖 = 𝐵(𝑇𝑖, 4𝑟)}.

E

A1 A2

A'1 A'2

T1 T2

A*1

A*2
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Роздiлимо множину 𝑉 ′ на класи 𝐾1, 𝐾2, . . . , 𝐾𝑙 за таким принципом:

1. Вiзьмемо кулю 𝐴′
𝑗1
= 𝐴′

1 i вiднесемо до класу 𝐾1 цю кулю, а також

всi кулi з множини 𝑉 ′, якi з нею перетинаються.

2. Вiзьмемо довiльну кулю 𝐴′
𝑗2
∈ 𝑉 ′ ∖𝐾1 i вiднесемо до класу 𝐾2 цю

кулю, а також всi кулi з множини 𝑉 ′ ∖𝐾1, якi з нею перетинаються.

3. Вiзьмемо довiльну кулю 𝐴′
𝑗3
∈ 𝑉 ′ ∖ (𝐾1 ∪𝐾2) i вiднесемо до класу

𝐾3 цю кулю, а також всi кулi з множини 𝑉 ′ ∖ (𝐾1 ∪𝐾2), якi з нею

перетинаються.

4. Цей процес продовжимо до тих пiр, поки кожна куля з 𝑉 ′ не буде

належати до якогось класу. Оскiльки у 𝑉 ′ скiнченна кiлькiсть куль,

то i процес буде скiнченний.

Припустимо, що кулi 𝐴′
𝑖 та 𝐴′

𝑗 перетинаються. Це значить, що вiдстань

мiж їх центрами не перевищує 2𝑟. Також це значить, що вiдстань мiж цен-

трами куль 𝐴*
𝑖 та 𝐴𝑗 не перевищує 3𝑟. Отже, куля 𝐴𝑗 мiститься в кулi з

центром 𝑇𝑖 i радiусом 4𝑟, тобто в кулi 𝐴*
𝑖 .

Радiус кулi 𝐴𝑗 не менший за 𝑟/2. За умовою теореми, в кулi радiуса

4𝑟 може мiститися не бiльше, нiж 𝐶 неперетинних куль радiуса 𝑟/2 (i,

зрозумiло, не бiльше, нiж 𝐶 неперетинних куль радiуса > 𝑟/2). Отже, до

кожного з класiв 𝐾𝑖 може належати не бiльше, нiж 𝐶 куль.

Крiм того, кулi виду 𝐴′
𝑗𝑖
та 𝐴′

𝑗𝑚
не перетинаються мiж собою при 𝑖 < 𝑚.

Справдi, якби цi кулi перетиналися, то 𝐴′
𝑗𝑚

знаходилася б у класi 𝐾𝑖 або у

класi з номером, меншим за 𝑖.

Тому множина куль

𝑉 ′′ =
{︀
𝐴′

𝑗1
, 𝐴′

𝑗2
, . . . , 𝐴′

𝑗𝑙

}︀
є центрованим пакуванням множини 𝐸, причому 𝑡-об’єм цього пакування

менший за 𝑡-об’єм нецентрованого пакування 𝑉𝑘0 не бiльше, нiж у 𝐶 разiв.
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Отже, ∑︁
𝑉 ′′

|𝐴′
𝑗𝑖
|𝑡 > 𝑛𝑘0 ·

2−𝑘0𝑡

𝐶
> 2𝑘0𝑡(1− 2𝑡−𝑠) · 2

−𝑘0𝑡

𝐶
=

1− 2𝑡−𝑠

𝐶
.

Звiдси випливає, що

𝒫 𝑡
2−𝑘0(𝐸) >

1− 2𝑡−𝑠

𝐶
,

а оскiльки 2−𝑘0 < 𝑟, то i

𝒫 𝑡
𝑟(𝐸) >

1− 2𝑡−𝑠

𝐶
,

причому остання нерiвнiсть виконується для довiльного 𝑟 > 0.

Звiдси випливає, що та сама нерiвнiсть виконується i для границi при

𝑟 → 0:

𝒫 𝑡
0(𝐸) >

1− 2𝑡−𝑠

𝐶
.

Покажемо, що 𝒫 𝑡(𝐸) > 1−2𝑡−𝑠

𝐶 . Нагадаємо, що

𝒫 𝑡(𝐸) := inf

{︃∑︁
𝑗

𝒫 𝑡
0(𝐸𝑗) : 𝐸 ⊂

⋃︁
𝐸𝑗

}︃
,

де iнфiмум береться по всеможливим не бiльш нiж злiченним покриттям

множини 𝐸 множинами 𝐸𝑗.

Розглянемо довiльне не бiльш нiж злiченне покриття {𝐸𝑗} множини 𝐸.

Оскiльки dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸) > 𝑠, то серед множин 𝐸𝑗 iснує така множина 𝐸𝑗0,

для якої dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑗0) > 𝑠 (в силу злiченної стабiльностi dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)). Це

значить, що для цiєї множини 𝐸𝑗0 виконаються нерiвностi

𝒫𝑠
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑗0) = +∞,

𝒫𝑠
0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸𝑗0) = +∞,

i, повторюючи для множини 𝐸𝑗0 тi мiркування, якi вище були проведенi

для 𝐸, ми приходимо до висновку, що

𝒫 𝑡
0(𝐸𝑗0) >

1− 2𝑡−𝑠

𝐶
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i ∑︁
𝑗

𝒫 𝑡
0(𝐸𝑗) >

1− 2𝑡−𝑠

𝐶
,

причому ця нерiвнiсть виконується для довiльного покриття {𝐸𝑗} множини

𝐸, а отже, i для iнфiмуму по всiм покриттям. Отже,

𝒫 𝑡(𝐸) >
1− 2𝑡−𝑠

𝐶

i

dim𝑃 (𝐸) > 𝑡.

Оскiльки 𝑡 може бути як завгодно близьким до dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸), то

dim𝑃 (𝐸) > dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸), що й вимагалось довести.

Наслiдок 1.1. Якщо 𝑀 = R𝑛, то dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = dim𝑃 (𝐸).

Доведення. Нехай 𝐵8𝑟 — куля радiуса 8𝑟, 𝐵𝑟 — куля радiуса 𝑟, а 𝜆(·) —
𝑛-вимiрна мiра Лебега. Тодi

𝜆(𝐵8𝑟) = 8𝑛 · 𝜆(𝐵𝑟).

Отже, у довiльнiй кулi радiуса 8𝑟 може помiститися не бiльше, нiж 𝐶 = 8𝑛

неперетинних куль радiуса 𝑟, i простiр R𝑛 задовольняє умови попередньої

теореми.

1.2.3. Пакувальна розмiрнiсть вiдносно сiмейства множин.

Зафiксуємо деяке сiмейство Φ куль з простору 𝑀 . 𝜀-пакування множини

𝐸 ⊂𝑀 кулями з Φ будемо називати 𝜀− Φ-пакуванням множини 𝐸.

Означення 1.20. Нехай 𝐸 ⊂𝑀 , |𝐸| <∞, 𝛼 > 0, 𝜀 > 0. Тодi 𝛼-мiрною

пакувальною передмiрою множини 𝐸 з максимальним дiаметром елементiв

пакування 𝜀 вiдносно сiмейства Φ називається число

𝒫𝛼
𝜀 (𝐸,Φ) := sup

{︃∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼
}︃
,
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де супремум береться по всеможливим нецентрованим 𝜀 − Φ-пакуванням

кулями з Φ множини 𝐸 (якщо iснує лише порожнє пакування, то поклада-

ємо за означенням 𝒫𝛼
𝜀 (𝐸,Φ) = 0).

Зауваження 1.15. Властивостi пакувальної передмiри вiдносно

сiмейства куль:

1. монотоннiсть: якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то 𝒫𝛼
𝜀 (𝐸1,Φ) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐸2,Φ);

2. скiнченна напiвадитивнiсть:

𝒫𝛼
𝜀 (𝐸1 ∪ 𝐸2,Φ) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐸1,Φ) + 𝒫𝛼
𝜀 (𝐸2,Φ)

3. ∀𝛿 > 0 : 𝒫𝛼+𝛿
𝜀 (𝐸,Φ) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐸,Φ) · 𝜀𝛿.

Доведення. 1) Якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то будь-яке 𝜀 − Φ-пакування множини

𝐸1 є також 𝜀− Φ-пакуванням множини 𝐸2. Отже,

𝒫𝛼
𝜀 (𝐸1,Φ) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐸2,Φ).

2) Нехай {𝐸𝑖} — довiльне 𝜀-пакування множини 𝐴 ∪ 𝐵 кулями з Φ.

Позначимо через𝒜 сiмейство тих куль iз вказаного пакування, центри яких

належать 𝐴, а через ℬ — сiмейство тих куль iз вказаного пакування, центри

яких належать 𝐵 ∖𝐴 (одне з цих сiмейств може виявитись порожнiм). Тодi∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼 =
∑︁

𝑖:𝐸𝑖∈𝒜

|𝐸𝑖|𝛼 +
∑︁
𝑖:𝐸𝑖∈ℬ

|𝐸𝑖|𝛼 6 𝒫𝛼
𝜀 (𝐴,Φ) + 𝒫𝛼

𝜀 (𝐵,Φ).

Оскiльки нерiвнiсть ∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼 6 𝒫𝛼
𝜀 (𝐴,Φ) + 𝒫𝛼

𝜀 (𝐵,Φ)

виконується для довiльного пакування {𝐸𝑖} множини 𝐴 ∪𝐵, то

𝒫𝛼
𝜀 (𝐴 ∪𝐵,Φ) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐴,Φ) + 𝒫𝛼
𝜀 (𝐵,Φ).

3) Розглянемо довiльне пакування множини 𝐸, яке складається з куль

𝐸𝑖 з сiмейства Φ. (𝛼 + 𝛿)-об’єм цього пакування дорiвнює

𝑉𝛼+𝛿 =
∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼+𝛿 =
∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼 · |𝐸𝑖|𝛿 6
∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼 · 𝜀𝛿 = 𝑉𝛼 · 𝜀𝛿.
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Оскiльки отримана нерiвнiсть виконується для довiльного пакування, то

вона буде виконуватися i для супремума. Тобто

𝒫𝛼+𝛿
𝜀 (𝐸,Φ) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐸,Φ) · 𝜀𝛿,

що й вимагалось довести.

Означення 1.21. 𝛼-мiрною пакувальною квазiмiрою множини 𝐸 вiд-

носно сiмейства куль Φ називається число

𝒫𝛼
0 (𝐸,Φ) := lim

𝜀→0
𝒫𝛼

𝜀 (𝐸,Φ).

Зауваження 1.16. Властивостi пакувальної квазiмiри вiдносно

сiмейства куль:

1. монотоннiсть: якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то 𝒫𝛼
0 (𝐸1,Φ) 6 𝒫𝛼

0 (𝐸2,Φ);

2. скiнченна напiвадитивнiсть:

𝒫𝛼
0 (𝐸1 ∪ 𝐸2,Φ) 6 𝒫𝛼

0 (𝐸1,Φ) + 𝒫𝛼
0 (𝐸2,Φ);

3. якщо 𝒫𝛼
0 (𝐸,Φ) <∞, то ∀𝛿 > 0 𝒫𝛼+𝛿

0 (𝐸,Φ) = 0;

4. якщо 𝒫𝛼
0 (𝐸) > 0 i 𝛼 > 0, то ∀𝛿 ∈ (0;𝛼) 𝒫𝛼−𝛿

0 (𝐸,Φ) = +∞.

Доведення. Першi два твердження отримуються з аналогiчних твер-

джень для передмiри за допомогою граничного переходу.

3) Нехай 𝒫𝛼
0 (𝐸,Φ) < ∞. Зафiксуємо довiльне 𝛿 > 0. Як вiдомо з вла-

стивостей пакувальної передмiри,

𝒫𝛼+𝛿
𝜀 (𝐸,Φ) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐸,Φ) · 𝜀𝛿.

Обчислюючи границю при 𝜀 → 0 у обох частинах останньої нерiвностi,

маємо:

𝒫𝛼+𝛿
0 (𝐸,Φ) 6 𝒫𝛼

0 (𝐸,Φ) · 0 = 0,

що й вимагалось довести.

4) Нехай 𝛼 > 0, 𝒫𝛼
0 (𝐸,Φ) > 0, 𝛿 ∈ (0;𝛼). Вiд супротивного. Припу-

стимо, що 𝒫𝛼−𝛿
0 (𝐸,Φ) < ∞. Тодi (згiдно з властивiстю 4) 𝒫𝛼

0 (𝐸,Φ) = 0,
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що суперечить умовi. Отже, припущення невiрне, i 𝒫𝛼−𝛿
0 (𝐸,Φ) = ∞, що й

вимагалось довести.

Означення 1.22. 𝛼-мiрною пакувальною мiрою множини 𝐸 вiдносно

сiмейства куль Φ називається число

𝒫𝛼(𝐸,Φ) := inf

{︃∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑗,Φ) : 𝐸 ⊂

⋃︁
𝐸𝑗

}︃
,

де iнфiмум береться по всеможливим не бiльш нiж злiченним покриттям

довiльними множинами {𝐸𝑗} множини 𝐸.

Зауваження 1.17. Властивостi пакувальної мiри вiдносно сiмей-

ства куль:

1. монотоннiсть: якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то 𝒫𝛼(𝐸1,Φ) 6 𝒫𝛼(𝐸2,Φ);

2. злiченна напiвадитивнiсть: для довiльного не бiльш нiж злiчен-

ного набору множин {𝐸𝑖}

𝒫𝛼(∪𝑖𝐸𝑖,Φ) 6
∑︁
𝑖

𝒫𝛼(𝐸𝑖,Φ).

3. якщо 𝒫𝛼(𝐸,Φ) <∞, то ∀𝛿 > 0 𝒫𝛼+𝛿(𝐸,Φ) = 0;

4. якщо 𝒫𝛼(𝐸,Φ) > 0 i 𝛼 > 0, то ∀𝛿 ∈ (0;𝛼) 𝒫𝛼−𝛿(𝐸,Φ) = +∞.

Доведення. 1). Нехай 𝐸1 ⊂ 𝐸2, 𝑚1 = 𝒫𝛼(𝐸1,Φ), 𝑚2 = 𝒫𝛼(𝐸2,Φ). Вiд

супротивного. Припустимо, що 𝑚1 > 𝑚2. Тодi iснує таке покриття {𝐸2𝑗}
множини 𝐸2, що

𝑚1 >
∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸2𝑗,Φ).

Оскiльки {𝐸2𝑗} є покриттям множини 𝐸1, то

𝑚1 6
∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸2𝑗,Φ).

Отримана суперечнiсть показує, що припущення невiрне. Отже, 𝑚1 6 𝑚2,

що й вимагалось довести.
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2). Введемо позначення:

𝑚𝑖 := 𝒫𝛼(𝐸𝑖,Φ),

𝐸 :=
⋃︁
𝑖

𝐸𝑖,

𝑚 := 𝒫𝛼(𝐸,Φ).

Зафiксуємо довiльне 𝛿 > 0. Оскiльки

𝑚𝑖 = 𝒫𝛼(𝐸𝑖,Φ) = inf

{︃∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑖𝑗,Φ) : 𝐸𝑖 ⊂

⋃︁
𝐸𝑖𝑗

}︃
,

то ∀𝑖 ∈ N iснує таке покриття множини 𝐸𝑖 множинами 𝐸𝑖𝑗, що∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑖𝑗,Φ) 6 𝑚𝑖 +

𝛿

2𝑖
.

Тому ∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑖𝑗,Φ) 6

∑︁
𝑖

𝑚𝑖 + 𝛿.

Оскiльки набiр множин {𝐸𝑖𝑗 : 𝑖 ∈ N, 𝑗 ∈ N} є покриттям множини 𝐸, то

𝑚 = 𝒫𝛼(𝐸,Φ) 6
∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑖𝑗,Φ).

Отже,

𝑚 6
∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑖𝑗,Φ) 6

∑︁
𝑖

𝑚𝑖 + 𝛿.

Оскiльки остання нерiвнiсть виконується ∀𝛿 > 0, то 𝑚 6
∑︀

𝑖𝑚𝑖, що й

вимагалось довести.

3) Нехай 𝒫𝛼(𝐸,Φ) <∞. Тодi iснує таке покриття {𝐸𝑗} множини 𝐸, що∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑗,Φ) <∞,

i

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑗,Φ) <∞,∀𝑗 ∈ N.
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З властивостi 3 пакувальної квазiмiри випливає, що

𝒫𝛼+𝛿
0 (𝐸𝑗,Φ) = 0,∀𝑗 ∈ N,∀𝛿 > 0.

Тому

𝒫𝛼+𝛿
0 (𝐸,Φ) 6

∑︁
𝑗

𝒫𝛼+𝛿
0 (𝐸𝑗,Φ) = 0.

Отже,

𝒫𝛼+𝛿(𝐸,Φ) = 0,

що й вимагалось довести.

4) Нехай 𝒫𝛼(𝐸,Φ) > 0 i 𝛼 > 0. Тодi для будь-якого покриття {𝐸𝑗}
множини 𝐸 iснує така множина 𝐸𝑗0, що

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑗0,Φ) > 0.

Зафiксуємо 𝛿 ∈ (0;𝛼). З властивостi 4 пакувальної квазiмiри випливає, що

𝒫𝛼−𝛿
0 (𝐸𝑗0,Φ) = ∞.

Отже, ∑︁
𝑗

𝒫𝛼−𝛿
0 (𝐸𝑗,Φ) = ∞.

Оскiльки остання рiвнiсть виконується для довiльного покриття {𝐸𝑗} мно-

жини 𝐸, то

𝒫𝛼−𝛿(𝐸,Φ) = ∞,

що й вимагалось довести.

Означення 1.23. Пакувальною розмiрнiстю множини 𝐸 вiдносно сi-

мейства куль Φ називається число

dim𝑃 (𝐸,Φ) := inf{𝛼 : 𝒫𝛼(𝐸,Φ) = 0}.

Зауваження 1.18. Властивостi пакувальної розмiрностi вiдносно

сiмейства куль:
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1. монотоннiсть: якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то dim𝑃 (𝐸1,Φ) 6 dim𝑃 (𝐸2,Φ);

2. злiченна стабiльнiсть: для довiльного не бiльш нiж злiченного

набору множин {𝐸𝑖}

dim𝑃 (∪𝑖𝐸𝑖,Φ) = sup
𝑖

dim𝑃 (𝐸𝑖,Φ).

Доведення. 1) Введемо позначення: 𝛼𝑖 := dim𝑃 (𝐸𝑖,Φ), де 𝑖 ∈ {1, 2}.
Нехай 𝛼 > 𝛼2. Тодi

𝒫𝛼(𝐸2,Φ) = 0,

а оскiльки

𝒫𝛼(𝐸1,Φ) 6 𝒫𝛼(𝐸2,Φ),

то i

𝒫𝛼(𝐸1,Φ) = 0,∀𝛼 > 𝛼2

Отже,

𝛼1 6 𝛼2,

що й вимагалось довести.

2) Нехай dim𝑃 (𝐸𝑖,Φ) = 𝛼𝑖, а dim𝑃 (𝐸,Φ) = 𝛼. Оскiльки

𝐸𝑖 ⊂ 𝐸,∀𝑖,

то i

𝛼𝑖 6 𝛼, ∀𝑖.

Отже, ми показали, що

𝛼 > sup
𝑖
𝛼𝑖.

Покажемо, що

𝛼 6 sup
𝑖
𝛼𝑖.

Вiд супротивного. Нехай

∃𝛿 > 0 : 𝛼 > 𝛼𝑖 + 𝛿, ∀𝑖.
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Тодi

𝒫𝛼−𝛿/2(𝐸𝑖,Φ) = 0∀𝑖,

i тому

𝒫𝛼−𝛿/2(𝐸,Φ) = 0,

тобто

dim𝑃 (𝐸,Φ) 6 𝛼− 𝛿/2,

що суперечить припущенню dim𝑃 (𝐸,Φ) = 𝛼. Отже,

𝛼 6 sup
𝑖
𝛼𝑖.

Тому 𝛼 = sup𝑖 𝛼𝑖, що й вимагалось довести.

Теорема 1.2. Для довiльного сiмейства куль Φ виконується нерiв-

нiсть

dim𝑃 (𝐸,Φ) 6 dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸)

Доведення. Позначимо через Φ0 множину всеможливих куль з простору

𝑀 . Тодi очевидно, що

𝒫𝛼
𝑟(𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = 𝒫𝛼

𝑟 (𝐸,Φ0).

Оскiльки Φ ⊆ Φ0, то (згiдно з властивостями супремума)

𝒫𝛼
𝑟 (𝐸,Φ) 6 𝒫𝛼

𝑟 (𝐸,Φ0).

З нестрогої нерiвностi мiж пакувальними передмiрами випливає анало-

гiчна нестрога нерiвнiсть мiж пакувальними розмiрностями, тобто

dim𝑃 (𝐸,Φ) 6 dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸),

що й вимагалось довести.
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1.2.4. Пакувальна розмiрнiсть вiдносно сiмейства множин та

мiри. Нехай Φ є деяким сiмейством куль, а 𝜇 — неперервною мiрою на

𝑀 .

Означення 1.24. Нехай 𝐸 ⊂𝑀 , |𝐸| <∞, 𝛼 > 0, 𝜀 > 0. Тодi 𝛼-мiрною

пакувальною передмiрою множини 𝐸 з максимальним дiаметром елементiв

пакування 𝜀 вiдносно сiмейства Φ та мiри 𝜇 називається число

𝒫𝛼
𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇) := sup

{︃∑︁
𝑖

(𝜇(𝐸𝑖))
𝛼

}︃
,

де супремум береться по всеможливим нецентрованим 𝜀-пакуванням куля-

ми з Φ множини 𝐸 (якщо iснує лише порожнє пакування, то покладаємо

за означенням 𝒫𝛼
𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇) = 0).

Зауваження 1.19. Властивостi пакувальної передмiри вiдносно

сiмейства куль та мiри:

1. монотоннiсть: якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то 𝒫𝛼
𝜀 (𝐸1,Φ, 𝜇) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐸2,Φ, 𝜇);

2. скiнченна напiвадитивнiсть:

𝒫𝛼
𝜀 (𝐸1 ∪ 𝐸2,Φ, 𝜇) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐸1,Φ, 𝜇) + 𝒫𝛼
𝜀 (𝐸2,Φ, 𝜇)

3. Ннехай 𝜀 > 0. Нехай 𝐵(𝑥, 𝜀) — це куля з центром в 𝑥 i дiаметром 𝜀.

Введемо позначення:

𝑐(𝜀) := sup{𝜇(𝐵(𝑥, 𝜀) : 𝑥 ∈𝑀}.

Тодi

∀𝛿 > 0 : 𝒫𝛼+𝛿
𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇) · (𝑐(𝜀))𝛿.

Доведення. 1) Якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то будь-яке пакування множини 𝐸1 є

також пакуванням множини 𝐸2. Отже,

𝒫𝛼
𝜀 (𝐸1,Φ, 𝜇) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐸2,Φ, 𝜇).

2) Нехай {𝐸𝑖} — довiльне 𝜀-пакування множини 𝐴 ∪ 𝐵 кулями з Φ.

Позначимо через𝒜 сiмейство тих куль iз вказаного пакування, центри яких
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належать 𝐴, а через ℬ — сiмейство тих куль iз вказаного пакування, центри

яких належать 𝐵 ∖𝐴 (одне з цих сiмейств може виявитись порожнiм). Тодi∑︁
𝑖

(𝜇(𝐸𝑖))
𝛼 =

∑︁
𝑖:𝐸𝑖∈𝒜

(𝜇(𝐸𝑖))
𝛼 +

∑︁
𝑖:𝐸𝑖∈ℬ

(𝜇(𝐸𝑖))
𝛼 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐴,Φ, 𝜇) + 𝒫𝛼
𝜀 (𝐵,Φ, 𝜇).

Оскiльки нерiвнiсть∑︁
𝑖

(𝜇(𝐸𝑖))
𝛼 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐴,Φ, 𝜇) + 𝒫𝛼
𝜀 (𝐵,Φ, 𝜇)

виконується для довiльного пакування {𝐸𝑖} множини 𝐴 ∪𝐵, то

𝒫𝛼
𝜀 (𝐴 ∪𝐵,Φ, 𝜇) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐴,Φ, 𝜇) + 𝒫𝛼
𝜀 (𝐵,Φ, 𝜇).

3) Розглянемо довiльне пакування 𝐴 множини 𝐸, яке складається з

куль 𝐸𝑖 з сiмейства Φ. Тодi∑︁
𝑖

(𝜇(𝐸𝑖))
𝛼+𝛿 =

∑︁
𝑖

(𝜇(𝐸𝑖))
𝛼 · (𝜇(𝐸𝑖))

𝛿 6
∑︁
𝑖

(𝜇(𝐸𝑖))
𝛼 · (𝑐(𝜀))𝛿.

Оскiльки отримана нерiвнiсть виконується для довiльного пакування, то

вона буде виконуватися i для супремума. Тобто

𝒫𝛼+𝛿
𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇) · (𝑐(𝜀))𝛿,

що й вимагалось довести.

Означення 1.25. 𝛼-мiрною пакувальною квазiмiрою множини 𝐸 вiд-

носно сiмейства куль Φ та мiри 𝜇 називається число

𝒫𝛼
0 (𝐸,Φ, 𝜇) := lim

𝜀→0
𝒫𝛼

𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇).

Зауваження 1.20. Властивостi пакувальної квазiмiри вiдносно

сiмейства куль та мiри:

1. монотоннiсть: якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то 𝒫𝛼
0 (𝐸1,Φ, 𝜇) 6 𝒫𝛼

0 (𝐸2,Φ, 𝜇);

2. скiнченна напiвадитивнiсть:𝒫𝛼
0 (𝐸1∪𝐸2,Φ, 𝜇) 6 𝒫𝛼

0 (𝐸1,Φ, 𝜇)+𝒫𝛼
0 (𝐸2,Φ, 𝜇);
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3. якщо 𝒫𝛼
0 (𝐸,Φ, 𝜇) <∞, то ∀𝛿 > 0 𝒫𝛼+𝛿

0 (𝐸,Φ, 𝜇) = 0;

4. якщо 𝒫𝛼
0 (𝐸) > 0, то ∀𝛿 ∈ (0;𝛼) 𝒫𝛼−𝛿

0 (𝐸,Φ, 𝜇) = +∞.

Доведення. Першi два твердження отримуються з аналогiчних твер-

джень для передмiри за допомогою граничного переходу.

3) Нехай 𝒫𝛼
0 (𝐸,Φ, 𝜇) < ∞. Зафiксуємо довiльне 𝛿 > 0. Як вiдомо з

властивостей пакувальної передмiри,

𝒫𝛼+𝛿
𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇) · (𝑐(𝜀))𝛿.

Оскiльки 𝜇 є неперервною мiрою, то

lim
𝜀→0

𝑐(𝜀) = 0.

Обчислюючи границю при 𝜀 → 0 у обох частинах останньої нерiвностi,

маємо:

𝒫𝛼+𝛿
0 (𝐸,Φ, 𝜇) 6 𝒫𝛼

0 (𝐸,Φ, 𝜇) · 0 = 0,

що й вимагалось довести.

4) Нехай 𝛼 > 0, 𝒫𝛼
0 (𝐸,Φ, 𝜇) > 0, 𝛿 ∈ (0;𝛼). Вiд супротивно-

го. Припустимо, що 𝒫𝛼−𝛿
0 (𝐸,Φ, 𝜇) < ∞. Тодi (згiдно з властивiстю 3)

𝒫𝛼
0 (𝐸,Φ, 𝜇) = 0, що суперечить умовi. Отже, припущення невiрне, i

𝒫𝛼−𝛿
0 (𝐸,Φ, 𝜇) = ∞, що й вимагалось довести.

Також важливою є ще одна властивiсть пакувальної квазiмiри, яка буде

сформульована як теорема.

Теорема 1.3. Нехай (𝑀,𝜌) = R𝑛, 𝐸 ⊂𝑀 , 𝜇 — неперервна мiра. Тодi

𝒫𝛼
0 (𝐸,Φ, 𝜇) = 𝒫𝛼

0 (𝐸,Φ, 𝜇).

(тут i далi через 𝐸 позначатимемо замикання множини 𝐸).

Доведення. Зафiксуємо деяке число 𝜀 > 0. Нехай {𝐸𝑖} є довiльним не-

центрованим 𝜀-пакуванням множини 𝐸 вiдкритими кулями з Φ. Тодi {𝐸𝑖}
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є нецентрованим 𝜀-пакуванням множини 𝐸, оскiльки якщо вiдкрита куля

𝐸𝑖 має непустий перетин з 𝐸, то вона має непустий перетин i з 𝐸. Отже,

𝒫𝛼
𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇) = 𝒫𝛼

𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇),

а тому i

𝒫𝛼
0 (𝐸,Φ, 𝜇) = 𝒫𝛼

0 (𝐸,Φ, 𝜇).

Означення 1.26. 𝛼-мiрною пакувальною мiрою множини 𝐸 вiдносно

сiмейства куль Φ та мiри 𝜇 називається число

𝒫𝛼(𝐸,Φ, 𝜇) := inf

{︃∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑗,Φ, 𝜇) : 𝐸 ⊂

⋃︁
𝐸𝑗

}︃
,

де iнфiмум береться по всеможливим не бiльш нiж злiченним покриттям

довiльними множинами {𝐸𝑗} множини 𝐸.

Зауваження 1.21. Властивостi пакувальної мiри вiдносно сiмей-

ства куль:

1. монотоннiсть: якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то 𝒫𝛼(𝐸1,Φ, 𝜇) 6 𝒫𝛼(𝐸2,Φ, 𝜇);

2. злiченна напiвадитивнiсть: для довiльного не бiльш нiж злiчен-

ного набору множин {𝐸𝑖}

𝒫𝛼(∪𝑖𝐸𝑖,Φ, 𝜇) 6
∑︁
𝑖

𝒫𝛼(𝐸𝑖,Φ, 𝜇);

3. якщо 𝒫𝛼(𝐸,Φ, 𝜇) <∞, то ∀𝛿 > 0 𝒫𝛼+𝛿(𝐸,Φ, 𝜇) = 0;

4. якщо 𝒫𝛼(𝐸,Φ, 𝜇) > 0 i 𝛼 > 0, то ∀𝛿 ∈ (0;𝛼) 𝒫𝛼−𝛿(𝐸,Φ, 𝜇) = +∞.

Доведення. 1). Нехай 𝐸1 ⊂ 𝐸2, 𝑚1 = 𝒫𝛼(𝐸1,Φ, 𝜇), 𝑚2 = 𝒫𝛼(𝐸2,Φ, 𝜇).

Вiд супротивного. Припустимо, що 𝑚1 > 𝑚2. Тодi iснує таке покриття

{𝐸2𝑗} множини 𝐸2, що

𝑚1 >
∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸2𝑗,Φ, 𝜇).



63

Оскiльки {𝐸2𝑗} є покриттям множини 𝐸1, то

𝑚1 6
∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸2𝑗,Φ, 𝜇).

Отримана суперечнiсть показує, що припущення невiрне. Отже, 𝑚1 6 𝑚2,

що й вимагалось довести.

2). Введемо позначення:

𝑚𝑖 := 𝒫𝛼(𝐸𝑖,Φ, 𝜇),

𝐸 :=
⋃︁
𝑖

𝐸𝑖,

𝑚 := 𝒫𝛼(𝐸,Φ, 𝜇).

Зафiксуємо довiльне 𝛿 > 0. Оскiльки

𝑚𝑖 = 𝒫𝛼(𝐸𝑖,Φ, 𝜇) = inf

{︃∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑖𝑗,Φ, 𝜇) : 𝐸𝑖 ⊂

⋃︁
𝐸𝑖𝑗

}︃
,

то ∀𝑖 ∈ N iснує таке покриття множини 𝐸𝑖 множинами 𝐸𝑖𝑗, що∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑖𝑗,Φ, 𝜇) 6 𝑚𝑖 +

𝛿

2𝑖
.

Тому ∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑖𝑗,Φ, 𝜇) 6

∑︁
𝑖

𝑚𝑖 + 𝛿.

Оскiльки набiр множин {𝐸𝑖𝑗 : 𝑖 ∈ N, 𝑗 ∈ N} є покриттям множини 𝐸, то

𝑚 = 𝒫𝛼(𝐸,Φ, 𝜇) 6
∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑖𝑗,Φ, 𝜇).

Отже,

𝑚 6
∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑖𝑗,Φ, 𝜇) 6

∑︁
𝑖

𝑚𝑖 + 𝛿.

Оскiльки остання нерiвнiсть виконується ∀𝛿 > 0, то 𝑚 6
∑︀

𝑖𝑚𝑖, що й

вимагалось довести.
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3) Нехай 𝒫𝛼(𝐸,Φ, 𝜇) < ∞. Тодi iснує таке покриття {𝐸𝑗} множини 𝐸,

що ∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑗,Φ, 𝜇) <∞,

i

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑗,Φ, 𝜇) <∞,∀𝑗 ∈ N.

З властивостi 4 пакувальної квазiмiри випливає, що

𝒫𝛼+𝛿
0 (𝐸𝑗,Φ, 𝜇) = 0,∀𝑗 ∈ N,∀𝛿 > 0.

Тому

𝒫𝛼+𝛿
0 (𝐸,Φ, 𝜇) 6

∑︁
𝑗

𝒫𝛼+𝛿
0 (𝐸𝑗,Φ, 𝜇) = 0.

Отже,

𝒫𝛼+𝛿(𝐸,Φ, 𝜇) = 0,

що й вимагалось довести.

4) Нехай 𝒫𝛼(𝐸,Φ, 𝜇) > 0 i 𝛼 > 0. Тодi для будь-якого покриття {𝐸𝑗}
множини 𝐸 iснує така множина 𝐸𝑗0, що

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑗0,Φ, 𝜇) > 0.

Зафiксуємо 𝛿 ∈ (0;𝛼). З властивостi 5 пакувальної квазiмiри випливає, що

𝒫𝛼−𝛿
0 (𝐸𝑗0,Φ, 𝜇) = ∞.

Отже, ∑︁
𝑗

𝒫𝛼−𝛿
0 (𝐸𝑗,Φ, 𝜇) = ∞.

Оскiльки остання рiвнiсть виконується для довiльного покриття {𝐸𝑗} мно-

жини 𝐸, то

𝒫𝛼−𝛿(𝐸,Φ, 𝜇) = ∞,

що й вимагалось довести.
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Надалi буде використовуватися ще одна властивiсть пакувальної мiри.

Ця властивiсть є узагальненням леми 5.3 зi статтi [107]:

Теорема 1.4. Нехай (𝑀,𝜌) = R𝑛. Нехай 𝜇 — неперервна на 𝑀 мiра.

Нехай 𝐸 є компактною множиною, яка задовольняє таку властивiсть:

𝒫𝛼
0 (𝐸 ∩ 𝑉,Φ, 𝜇) = +∞,

(для ∀ вiдкритої множини 𝑉 такої, що 𝐸 ∩ 𝑉 ̸= ∅).

Тодi 𝒫𝛼(𝐸,Φ, 𝜇) = +∞.

Доведення. Розглянемо довiльне розбиття множини 𝐸 на злiченну кiль-

кiсть множин {𝐸𝑛}. Оскiльки 𝐸 — замкнена, то повинна iснувати вiдкрита

множина 𝑉0 i множина 𝐸𝑘 ∈ {𝐸𝑛} така, що 𝐸 ∩ 𝑉0 ⊂ 𝐸𝑘. Покажемо це.

Вiд супротивного: нехай для кожної множини 𝐸𝑘 ∈ {𝐸𝑛} не iснує мно-

жини 𝑉0, для якої виконується умова 𝐸 ∩𝑉0 ⊂ 𝐸𝑘. Покажемо, що в такому

разi кожна з множин 𝐸𝑘 є нiде не щiльною в метричному просторi (𝐸, 𝜌).

Зафiксуємо одну з множин 𝐸𝑘. Виберемо довiльну вiдкриту кулю

𝐵(𝑂1, 𝑟1), де 𝑂1 ∈ 𝐸. Позначимо 𝐸 ∩ 𝐵 через 𝐵*. Очевидно, що 𝐵* є

вiдкритою кулею в метричному просторi (𝐸, 𝜌). Оскiльки 𝐵* ̸⊂ 𝐸𝑘, то в

кулi 𝐵 iснує точка 𝐴 така, що 𝐴 ̸∈ 𝐸𝑘 i 𝜌(𝐴,𝐸𝑘) := 𝑟𝐴 > 0. Це означає, що

всерединi кулi 𝐵* простору (𝐸, 𝜌) iснує вiдкрита куля 𝐵*
𝐴 = 𝐵(𝐴, 𝑟𝐴) ∩ 𝐸

така, що не мiстить жодної точки з 𝐸𝑘. Отже, всерединi довiльної вiдкритої

кулi 𝐵* простору (𝐸, 𝜌) iснує вiдкрита куля така 𝐵*
𝐴, що не мiстить жодної

точки з 𝐸𝐾 . Це означає, що множина 𝐸𝑘 є нiде не щiльною в просторi

(𝐸, 𝜌).

Якщо ж усi множини з {𝐸𝑛} є нiде не щiльними в (𝐸, 𝜌), то множина

𝐸 є об’єднанням злiченної кiлькостi нiде не щiльних множин. Але оскiльки

множина 𝐸 — замкнена (в (𝑀,𝜌)), то метричний простiр (𝐸, 𝜌) є повним, а

тому (за теоремою Бера) вiн не може бути об’єднанням злiченної кiлькостi

нiде не щiльних множин.
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Отже, для довiльного розбиття множини 𝐸 на злiченну кiлькiсть мно-

жин {𝐸𝑛} iснує така вiдкрита множина 𝑉0 i множина 𝐸𝑘 ∈ {𝐸𝑛}, що

𝐸 ∩ 𝑉0 ⊂ 𝐸𝑘, а тому i 𝒫𝛼
0 (𝐸𝑘,Φ, 𝜇) > 𝒫𝛼

0 (𝐸 ∩ 𝑉0,Φ, 𝜇) = +∞.

З теореми 1.3 випливає, що 𝒫𝛼
0 (𝐸𝑘,Φ, 𝜇) = +∞. Отже, для довiльного

розбиття множини 𝐸, яка задовольняє умови теореми, на злiченну кiль-

кiсть множин 𝐸𝑘, серед них знайдеться така, для якої 𝛼-квазiмiра вiдносно

Φ та 𝜇 дорiвнює +∞.

Отже, 𝒫𝛼(𝐸,Φ, 𝜇) = +∞.

Означення 1.27. Пакувальною розмiрнiстю множини 𝐸 вiдносно сi-

мейства куль Φ та мiри 𝜇 називається число

dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇) := inf{𝛼 : 𝒫𝛼(𝐸,Φ, 𝜇) = 0}.

Зауваження 1.22. Властивостi пакувальної розмiрностi вiдносно

сiмейства куль та мiри:

1. монотоннiсть: якщо 𝐸1 ⊂ 𝐸2, то dim𝑃 (𝐸1,Φ, 𝜇) 6 dim𝑃 (𝐸2,Φ, 𝜇);

2. злiченна стабiльнiсть: для довiльного не бiльш нiж злiченного

набору множин {𝐸𝑖}

dim𝑃 (∪𝑖𝐸𝑖,Φ, 𝜇) = sup
𝑖

dim𝑃 (𝐸𝑖,Φ, 𝜇).

Доведення. 1) Введемо позначення: 𝛼𝑖 := dim𝑃 (𝐸𝑖,Φ, 𝜇), де 𝑖 ∈ {1, 2}.
Нехай 𝛼 > 𝛼2. Тодi

𝒫𝛼(𝐸2,Φ, 𝜇) = 0,

а оскiльки

𝒫𝛼(𝐸1,Φ, 𝜇) 6 𝒫𝛼(𝐸2,Φ, 𝜇),

то i

𝒫𝛼(𝐸1,Φ, 𝜇) = 0,∀𝛼 > 𝛼2

Отже,

𝛼1 6 𝛼2,
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що й вимагалось довести.

2) Нехай dim𝑃 (𝐸𝑖,Φ, 𝜇) = 𝛼𝑖, а dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇) = 𝛼. Оскiльки

𝐸𝑖 ⊂ 𝐸,∀𝑖,

то i

𝛼𝑖 6 𝛼, ∀𝑖.

Отже,

𝛼 > sup
𝑖
𝛼𝑖.

Покажемо, що

𝛼 6 sup
𝑖
𝛼𝑖.

Вiд супротивного. Нехай

∃𝛿 > 0 : 𝛼 > 𝛼𝑖 + 𝛿, ∀𝑖.

Тодi

𝒫𝛼−𝛿/2(𝐸𝑖,Φ, 𝜇) = 0,∀𝑖,

i тому

𝒫𝛼−𝛿/2(𝐸,Φ, 𝜇) = 0,

тобто

dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇) 6 𝛼− 𝛿/2,

що суперечить припущенню dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇) = 𝛼. Отже,

𝛼 6 sup
𝑖
𝛼𝑖.

Тому 𝛼 = sup𝑖 𝛼𝑖, що й вимагалось довести.

Зауваження 1.23. Якщо 𝑀 ⊂ R1, а 𝜇 спiвпадає з одновимiрною мiрою

Лебега (тобто 𝜇 = 𝜆), то dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇) = dim𝑃 (𝐸,Φ). Це випливає з того,

що для довiльної кулi 𝐸𝑖 ⊂ R1 виконується рiвнiсть |𝐸𝑖| = 𝜆(𝐸𝑖).
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1.3. Порiвняння фрактальних розмiрностей

1.3.1. Нерiвностi мiж dim𝐻 та dim𝑃 .

Теорема 1.5. Нехай 𝐸 ⊂ 𝑀 . Нехай Φ — довiльне сiмейство куль з

простору 𝑀 таке, що ∀𝜀 > 0 iснує не бiльш нiж злiченне 𝜀-покриття

множини 𝐸 неперетинними кулями з Φ. Нехай 𝜇 — довiльна неперервна

мiра на 𝑀 . Тодi

dim𝐻(𝐸,Φ, 𝜇) 6 dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇).

Доведення. Зафiксуємо деяке 𝜀 > 0. Розглянемо деяке не бiльш нiж

злiченне 𝜀-покриття 𝐴 множини 𝐸 неперетинними кулями з Φ. Не порушу-

ючи загальностi, можемо вважати, що кожна куля з вказаного покриття

має непорожнiй перетин з 𝐸. Введемо позначення:

𝑉 (𝐴) :=
∑︁
𝐸𝑖∈𝐴

(𝜇(𝐸𝑖))
𝛼.

З означення dim𝐻(𝐸,Φ, 𝜇) випливає, що

𝐻𝛼
𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇) 6 𝑉 (𝐴)

.

З iншого боку, 𝐴 є нецентрованим пакуванням множини 𝐸. Тому

𝑉 (𝐴) 6 𝒫𝛼
𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇).

Отже,

𝐻𝛼
𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇) 6 𝑉 (𝐴) 6 𝒫𝛼

𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇).

Розглядаючи граничний перехiд при 𝜀→ 0, отримуємо

𝐻𝛼(𝐸,Φ, 𝜇) 6 𝒫𝛼
0 (𝐸,Φ, 𝜇).

Нехай {𝐸𝑗} — довiльне не бiльш нiж злiченне покриття множини 𝐸. Тодi

𝐻𝛼(𝐸𝑗,Φ, 𝜇) 6 𝒫𝛼
0 (𝐸𝑗,Φ, 𝜇),∀𝑗 ∈ N.
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Звiдси випливає, що∑︁
𝑗

𝐻𝛼(𝐸𝑗,Φ, 𝜇) 6
∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑗,Φ, 𝜇)

Лiва частина останньої нерiвностi дорiвнює 𝐻𝛼(𝐸,Φ, 𝜇), оскiльки 𝐻𝛼(·) —
злiченно адитивна функцiя множини. Отже,

𝐻𝛼(𝐸,Φ, 𝜇) 6
∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑗,Φ, 𝜇)

для довiльного не бiльш нiж злiченного покриття {𝐸𝑗} множини 𝐸, i тому

𝐻𝛼(𝐸,Φ, 𝜇) 6 𝒫𝛼(𝐸𝑗,Φ, 𝜇).

Нехай 𝛼 = dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇). Нехай 𝛿 > 0. Тодi

𝐻𝛼+𝛿(𝐸,Φ, 𝜇) 6 𝒫𝛼+𝛿(𝐸𝑗,Φ, 𝜇) = 0.

Отже, 𝐻𝛼+𝛿(𝐸,Φ, 𝜇) = 0, а тому dim𝐻(𝐸,Φ, 𝜇) 6 𝛼+𝛿. З довiльностi 𝛿 > 0

випливає, що dim𝐻(𝐸,Φ, 𝜇) 6 𝛼, тобто

dim𝐻(𝐸,Φ, 𝜇) 6 dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇),

що й вимагалось довести.

Наслiдок 1.2. Нехай 𝐸 ⊂𝑀 , нехай Φ задовольняє умови попередньої

теореми. Тодi

dim𝐻(𝐸) 6 dim𝐻(𝐸,Φ) 6 dim𝑃 (𝐸,Φ) 6 dim𝑃 (𝐸).

1.3.2. Регулярнi множини. Tricot в [92] та [109] пропонує таке озна-

чення регулярностi множин:

Означення 1.28. Множина 𝐸 називається регулярною, якщо

dim𝐻(𝐸) = dim𝑃 (𝐸).

Множини, якi задовольняють це означення, ми будемо називати «регу-

лярними за Tricot» або просто «регулярними».
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Теорема 1.6. Нехай 𝐸 ⊂ 𝑀 — регулярна за Tricot. Нехай

Φ задовольняє умови теореми 1.5. Тодi dim𝐻(𝐸,Φ) = dim𝐻(𝐸) i

dim𝑃 (𝐸,Φ) = dim𝑃 (𝐸).

Доведення. Згiдно з наслiдком теореми 1.5, має мiсце нерiвнiсть:

dim𝐻(𝐸) 6 dim𝐻(𝐸,Φ) 6 dim𝑃 (𝐸,Φ) 6 dim𝑃 (𝐸).

Оскiльки dim𝐻(𝐸) = dim𝑃 (𝐸), то значення всiх членiв нерiвностi спiвпада-

ють, тобто dim𝐻(𝐸,Φ) = dim𝐻(𝐸) i dim𝑃 (𝐸,Φ) = dim𝑃 (𝐸), що й необхiдно

довести.

Теорема 1.7. Нехай 𝐸,𝐹 ⊂ R𝑛. Тодi

dim𝐻(𝐸) + dim𝐻(𝐹 ) 6 dim𝐻(𝐸 × 𝐹 ) 6 dim𝐻(𝐸) + dim𝑃 (𝐹 ) 6

6 dim𝑃 (𝐸 × 𝐹 ) 6 dim𝑃 (𝐸) + dim𝑃 (𝐹 ),

де знак «×» означає декартовий добуток множин.

Доведення теореми наведене в [109].

Наслiдок 1.3. Нехай 𝐸,𝐹 ⊂ R𝑛. Нехай 𝐹 є регулярною за Tricot. Тодi

dim𝐻(𝐸 × 𝐹 ) = dim𝐻(𝐸) + dim𝐻(𝐹 ).
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РОЗДIЛ 2

ДОВIРЧIСТЬ ТА ПОРIВНЯННIСТЬ СIМЕЙСТВ КУЛЬ ДЛЯ

ОБЧИСЛЕННЯ ПАКУВАЛЬНОЇ РОЗМIРНОСТI

2.1. Основнi поняття

Означення 2.1. Нехай Φ — деяке сiмейство куль, яке має таку власти-

вiсть:

∀𝐸 ⊂𝑀 : dim𝑃 (𝐸,Φ) = dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸).

Тодi Φ називається довiрчим для обчислення пакувальної розмiрностi.

Означення 2.2. Нехай Φ — деяке сiмейство куль, яке має таку власти-

вiсть:

∀𝛼 > 0 : ∃𝐶 = 𝐶(𝛼) > 0 : ∀𝐸 ⊂𝑀,𝐶 · 𝒫𝛼(𝐸) 6 𝒫𝛼(𝐸,Φ) 6 𝒫𝛼(𝐸).

Тодi Φ називається порiвнянним для обчислення пакувальної розмiрностi.

Зауваження 2.1. Очевидно, що будь-яке порiвнянне сiмейство є i довiр-

чим (для обчислення пакувальної розмiрностi).

Поняття «довiрчiсть сiмейств куль для обчислення пакувальної роз-

мiрностi», як i поняття «пакувальна розмiрнiсть», може бути введене у

широкому класi метричних просторiв. Проте багато задач (наприклад, до-

ведення довiрчостi конкретного сiмейства) ще не є розв’язаними навiть у

вiдносно простому випадку — коли метричний простiр є вiдрiзком [0; 1] з

природньою метрикою.

Тому надалi будемо розглядати вказанi поняття на вiдрiзку [0; 1].

Теорема 2.1 (Достатня умова порiвнянностi для обчислення

пакувальної розмiрностi). Нехай Φ — деяке сiмейство промiжкiв з
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вiдрiзка [0; 1]. Тодi для того, щоб Φ було порiвнянним для обчислен-

ня пакувальної розмiрностi, достатньо, щоб iснувала така константа

𝐶 > 0, щоб для довiльного промiжка ⟨𝑎; 𝑏⟩ ⊂ [0; 1] знайшовся промiжок

Δ(𝑎, 𝑏) ∈ Φ такий, що:

1. Δ(𝑎, 𝑏) мiстить точку 𝑎+𝑏
2 ;

2. Δ(𝑎, 𝑏) ⊂ (𝑎; 𝑏);

3. 𝑏−𝑎
|Δ(𝑎,𝑏)| > 𝐶.

Доведення. Нехай 𝐸 — довiльна множина, 𝛼 > 0 та 𝑟 > 0 - довiльнi чи-

сла, {𝐸𝑖} = {⟨𝑎𝑖; 𝑏𝑖⟩} — довiльний набiр неперетинних промiжкiв, причому
𝑎𝑖+𝑏𝑖
2 ∈ 𝐸, а 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖 < 𝑟.

Тодi виконується нерiвнiсть:∑︁
𝑖

|𝐸𝑖|𝛼 6
∑︁
𝑖

|Δ(𝑎𝑖, 𝑏𝑖)|𝛼 · 𝐶𝛼

Перейшовши до супремуму (по всеможливим наборам промiжкiв {𝐸𝑖},
якi задовольняють вищевказанi умови), маємо:

𝒫𝛼
𝑟 (𝐸) 6 sup

{𝐸𝑖}
|Δ(𝑎𝑖, 𝑏𝑖)|𝛼 · 𝐶𝛼

Будь-який набiр промiжкiв виду {Δ(𝑎𝑖, 𝑏𝑖)} є нецентрованим 𝑟-пакуванням

множини 𝐸. Тому

sup
{𝐸𝑖}

|Δ(𝑎𝑖, 𝑏𝑖)|𝛼 · 𝐶𝛼 6 𝒫𝛼
𝑟(𝑢𝑛𝑐)(𝐸,Φ) · 𝐶𝛼,

отже,

𝒫𝛼
𝑟 (𝐸) 6 𝒫𝛼

𝑟(𝑢𝑛𝑐)(𝐸,Φ) · 𝐶𝛼.

Беручи вiд обох частин границю при 𝑟 → 0, отримуємо

𝒫𝛼
0 (𝐸) 6 𝒫𝛼

0(𝑢𝑛𝑐)(𝐸,Φ) · 𝐶𝛼.

Переходячи до iнфiмуму по всеможливих покриттях множини 𝐸, отриму-

ємо

𝒫𝛼(𝐸) 6 𝒫𝛼
(𝑢𝑛𝑐)(𝐸,Φ) · 𝐶𝛼.
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Отже, сiмейство Φ є порiвнянним для обчислення пакувальної розмiрностi.

2.2. Довiрчiсть сiмейства 𝑠-адичних цилiндрiв

Означення 2.3. Нехай 𝑠 ∈ N, 𝑠 > 2. Нагадаємо, що 𝑠-адичним пред-

ставленням дiйсного числа 𝑥 ∈ [0; 1] називається запис виду

𝑥 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘
𝑠𝑘
, 𝑎𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑠− 1}.

При цьому числа 𝑎𝑘 називаються 𝑠-адичними цифрами числа 𝑥. Множина

таких чисел 𝑥, у яких першi 𝑛 цифр фiксованi, називається 𝑠-адичним ци-

лiндром 𝑛-го рангу i є вiдрiзком для довiльного натурального 𝑛. В подаль-

шому ми будемо називати 𝑠-адичним цилiндричним iнтервалом множину

внутрiшнiх точок вiдповiдного 𝑠-адичного цилiндра.

Теорема 2.2. Нехай 𝑠 > 2 — фiксоване натуральне число, Φ — мно-

жина всiх 𝑠-адичних цилiндричних iнтервалiв. Тодi Φ є довiрчою для об-

числення пакувальної розмiрностi з нецентрованими кулями.

Доведення. Нехай 𝐸 ′ — довiльна множина з вiдрiзка [0; 1]. Нехай 𝑆0 —

множина 𝑠-адично рацiональних точок, тобто

𝑆0 :=
{︁𝑚
𝑠𝑛

: 𝑛 ∈ N,𝑚 ∈ {0, 1, 2, 3, . . . , 𝑠𝑛 − 1}
}︁
.

Нехай 𝐸 = 𝐸 ′ ∖ 𝑆0. Оскiльки 𝑆0 — злiченна, то dim𝑃 (𝑆0) = 0. Отже,

dim𝑃 (𝐸) = dim𝑃 (𝐸
′ ∖ 𝑆0) = dim𝑃 (𝐸

′).

Зафiксуємо дiйснi числа 𝛼 > 0 та 𝑟 > 0 та розглянемо довiльну не

бiльш нiж злiченну сукупнiсть неперетинних промiжкiв {𝐸𝑖}, центри яких

належать 𝐸, а дiаметри не перевищують 𝑟.

Нехай Δ𝑖 — 𝑠-адичний iнтервал мiнiмального рангу, який мiститься все-

рединi промiжка 𝐸𝑖 та мiстить його центр (зауважимо, що центр промiжка
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𝐸𝑖 обов’язково мiститься в певному 𝑠-адичному iнтервалi, оскiльки в мно-

жинi 𝐸 вiдсутнi 𝑠-адично рацiональнi точки). Тодi всерединi цього промiж-

ка може мiститися не бiльше, нiж 2𝑠− 1 цилiндричних iнтервалiв цього ж

рангу (не бiльше, нiж 𝑠− 1 iнтервалiв злiва вiд Δ𝑖, бо iнакше 𝐸𝑖 мiститиме

𝑠-адичний iнтервал попереднього рангу, i аналогiчно не бiльше, нiж 𝑠 − 1

iнтервалiв справа вiд Δ𝑖). Звiдси випливає, що

|𝐸𝑖| 6 |Δ𝑖| · (2𝑠− 1),

тобто сiмейство Φ цилiндричних iнтервалiв задовольняє умови теореми 2.1.

Отже,

dim𝑃 (𝐸
′,Φ) = dim𝑃 (𝐸,Φ) = dim𝑃 (𝐸) = dim𝑃 (𝐸

′),

i тому сiмейство Φ є довiрчим для обчислення пакувальної розмiрностi, що

й вимагалось довести.

2.3. Достатнi умови довiрчостi сiмейства цилiндричних

iнтервалiв �̃�-представлення дiйсних чисел для

обчислення пакувальної розмiрностi.

�̃�-представлення дiйсних чисел є узагальненням 𝑠-адичного представ-

лення та 𝑄-представлення дiйсних чисел i було описане, наприклад, в [86].

Коротко нагадаємо його означення.

Нехай (𝑛𝑘) є певною послiдовнiстю натуральних чисел, причому 𝑛𝑘 > 2,

∀𝑘 ∈ N. Введемо до розгляду «матрицю» �̃� = ‖𝑞𝑖𝑘‖, де 𝑘 ∈ N,

𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛𝑘 − 1}, 𝑞𝑖𝑘 > 0, причому

𝑛𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑞𝑖𝑘 = 1,

∞∏︁
𝑘=1

max
𝑖
𝑞𝑖𝑘 = 0.
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Кожна матриця �̃�, яка задовольняє описанi властивостi, однозначно

задає розбиття вiдрiзка [0; 1] таким чином:

Крок 1. Розбиваємо вiдрiзок [0; 1] злiва направо на вiдрiзки Δ�̃�
𝑖1
, де

𝑖1 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛1 − 1} так, щоб виконувались умови:

1. |Δ�̃�
𝑖1
| = 𝑞𝑖11, ∀𝑖1 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛1 − 1};

2. |Δ�̃�
𝑖1
| та |Δ�̃�

𝑖1+1| мають рiвно одну спiльну точку,

∀𝑖1 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛1 − 2}.
Отриманi вiдрiзки Δ�̃�

0 ,Δ
�̃�
1 , . . . ,Δ

�̃�
𝑛1−1 називаємо «цилiндричними вiдрiзка-

ми першого рангу».

Крок 𝑘 > 2. Розбиваємо кожен з вiдрiзкiв рангу 𝑘− 1 (тобто вiдрiзкiв

виду Δ�̃�
𝑖1𝑖2...𝑖𝑘−1

) на вiдрiзки Δ�̃�
𝑖1𝑖2...𝑖𝑘−1𝑖𝑘

, де 𝑖𝑘 ∈ {0, 1, . . . 𝑛𝑘 − 1} так, щоб

виконувались умови:

1. |Δ�̃�
𝑖1𝑖2...𝑖𝑘−1𝑖𝑘

| = 𝑞𝑖11 · 𝑞𝑖22 · . . . · 𝑞𝑖𝑘−1(𝑘−1) · 𝑞𝑖𝑘𝑘, ∀𝑖1, 𝑖2, . . . 𝑖𝑘;
2. Δ�̃�

𝑖1𝑖2...𝑖𝑘−1𝑖𝑘
та Δ�̃�

𝑖1𝑖2...𝑖𝑘−1𝑖𝑘+1 мають рiвно одну спiльну точку,

∀𝑖𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛𝑘 − 2}.
Отриманi вiдрiзки виду Δ�̃�

𝑖1𝑖2...𝑖𝑘−1𝑖𝑘
називаємо «цилiндричними вiдрiзками

𝑘-го рангу».

Для довiльної послiдовностi iндексiв (𝑖𝑘), де 𝑖𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛𝑘},
iснує вiдповiдна послiдовнiсть вкладених вiдрiзкiв

Δ�̃�
𝑖1

⊃ Δ�̃�
𝑖1𝑖2

⊃ · · · ⊃ Δ�̃�
𝑖1𝑖2...𝑖𝑘

⊃ . . . , причому довжина цих вiдрiзкiв

прямує до нуля (це випливає з
∏︀∞

𝑘=1max𝑖 𝑞𝑖𝑘 = 0). Отже, довiльна

послiдовнiсть iндексiв вказаного виду задає єдине дiйсне число 𝑥, яке є

перерiзом всiх вищевказаних вiдрiзкiв. Це число 𝑥 позначають так:

𝑥 = Δ�̃�
𝑖1𝑖2...𝑖𝑘...

.

З iншого боку, для довiльної точки 𝑥 (за винятком злiченної кiлькостi то-

чок, якi є кiнцями цилiндричних вiдрiзкiв) iснує єдина послiдовнiсть iн-

дексiв (𝑖𝑘), для якої виконується попередня рiвнiсть. Якщо ж точка 𝑥 є

кiнцем деякого цилiндричного вiдрiзка, то iснує двi вiдповiдних цiй точцi
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послiдовностей iндексiв, причому в однiй з цих послiдовностей 𝑖𝑘 = 0, по-

чинаючи з деякого 𝑘.

Описаний спосiб представлення дiйсних чисел називають �̃�-

представленням.

Зауважимо, що якщо Δ�̃�
𝑖1𝑖2...𝑖𝑘−1𝑖𝑘

є цилiндричним вiдрiзком деякого �̃�-

представлення, то його внутрiшнiсть називають цилiндричним iнтервалом

цього ж �̃�-представлення.

Теорема 2.3. Нехай Φ — сiмейство цилiндричних iнтервалiв деякого

�̃�-представлення. Нехай

inf
𝑖,𝑗
𝑞𝑖𝑗 = 𝑞min > 0.

Тодi Φ є довiрчим для обчислення пакувальної розмiрностi.

Доведення. Нехай �̃�0 — множина �̃�-рацiональних точок, а 𝐸 ′ — до-

вiльна множина. Нехай 𝐸 = 𝐸 ′ ∖ �̃�0. Тодi (в силу того, що �̃�0 — злiченна)

dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(�̃�0) = 0, dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(�̃�0,Φ) = 0 i тому

dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸
′) = dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸), dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸

′,Φ) = dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸,Φ).

Отже, для довiрчостi Φ досить довести, що

dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸) = dim𝑃 (𝑢𝑛𝑐)(𝐸,Φ)

для довiльної множини 𝐸, яка не мiстить �̃�-рацiональних точок.

Нехай ⟨𝑎; 𝑏⟩ ⊂ [0; 1] — довiльний промiжок. Нехай Δ(𝑎, 𝑏) — �̃�-

цилiндричний iнтервал мiнiмального рангу, який мiститься всерединi (𝑎; 𝑏)

i мiстить в собi середину (𝑎; 𝑏).

Позначимо ранг Δ(𝑎, 𝑏) через 𝑘. З мiнiмальностi цього рангу випливає,

що (𝑎; 𝑏) мiститься щонайбiльше у двох (а можливо, i в одному) цилiн-

драх рангу 𝑘 − 1. Той цилiндр рангу 𝑘 − 1, який мiстить цилiндр Δ(𝑎, 𝑏),

позначимо як Δ′. Другий цилiндр (якщо iснує), позначимо як Δ′′.
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Розглянемо два випадки:

Випадок 1: Цилiндра Δ′′ не iснує. Тодi

|Δ(𝑎, 𝑏)| 6 𝑏− 𝑎 6 |Δ′|,

i тому

|Δ(𝑎, 𝑏)| > (𝑏− 𝑎) · 𝑞min.

Випадок 2. ЦилiндрΔ′′ iснує. Тодi ⟨𝑎; 𝑏⟩ можна роздiлити на двi части-

ни: перша частина буде належати Δ′, а друга — Δ′′. Але оскiльки середина

⟨𝑎; 𝑏⟩ належить Δ′ (адже саме цей цилiндр мiстить Δ(𝑎, 𝑏)), то

|Δ′| · 2 > 𝑏− 𝑎⇒ |Δ(𝑎, 𝑏)| > (𝑏− 𝑎) · 𝑞min

2
.

Висновок з двох випадкiв: Який би не був промiжок < 𝑎; 𝑏 >, зна-

йдеться такий �̃�-цилiндричний iнтервал Δ(𝑎, 𝑏), який мiстить середину

промiжка < 𝑎; 𝑏 > i задовольняє нерiвнiсть

|Δ(𝑎, 𝑏)| > (𝑏− 𝑎) · 𝑞min

2
.

Отже, сiмейство Φ задовольняє умови теореми 2.1 i тому є довiрчим

для обчислення пакувальної розмiрностi, що й вимагалось довести.

Наслiдок 2.1. Нехай Φ — сiмейство цилiндричних iнтервалiв деякого

𝑄*-представлення. Нехай

inf
𝑖,𝑗
𝑞𝑖𝑗 = 𝑞min > 0.

Тодi Φ є довiрчим для обчислення пакувальної розмiрностi.

Наслiдок 2.2. Нехай Φ — сiмейство цилiндричних iнтервалiв деякого

𝑄-представлення. Тодi Φ є довiрчим для обчислення пакувальної розмiр-

ностi.

Наслiдок 2.3. Нехай Φ — сiмейство цилiндричних iнтервалiв деякого

𝑠-адичного представлення. Тодi Φ є довiрчим для обчислення пакувальної

розмiрностi.
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2.4. Аналоги теорем Бiллiнгслi для пакувальної фрактальної

розмiрностi

Теорема 2.4. Нехай зафiксовано деяке �̃�-представлення дiйсних чи-

сел.

Нехай 𝜇, 𝜈 — двi неперервнi ймовiрнiснi мiри на [0; 1], Δ𝑛(𝑥) — �̃�-

цилiндричний iнтервал 𝑛-го рангу, що мiстить точку 𝑥, Φ — сiмейство

цилiндричних iнтервалiв всiх рангiв заданого �̃�-представлення. Зафiксу-

ємо число 𝛿 > 0. Нехай

𝐸 ⊂
{︂
𝑥 : lim inf

𝑛→∞

ln𝜇(Δ𝑛(𝑥))

ln 𝜈(Δ𝑛(𝑥))
> 𝛿

}︂
, 𝜇(𝐸) > 0. (2.1)

Тодi

dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜈) > 𝛿.

Доведення. Якщо 𝛿 = 0, то твердження теореми є очевидним. Припу-

стимо, що 𝛿 > 0. Розглянемо довiльну зростаючу послiдовнiсть множин

𝐸𝑛 → 𝐸.

Iснує таке 𝑘, що 𝜇(𝐸𝑘) >
𝜇(𝐸)
2 > 0. Розглянемо 𝜀 ∈ (0; 𝛿).

Зафiксуємо довiльне натуральне число 𝑛0. Для довiльного 𝑥 ∈ 𝐸𝑘 по-

значимо через 𝑛(𝑥) найменше натуральне число, яке не менше за 𝑛0 i при

цьому

𝜇(Δ𝑛(𝑥)) < (𝜆(Δ𝑛(𝑥)))
𝛿−𝜀

(iснування такого числа випливає з означення нижньої границi).

Нехай 𝐵 = {Δ𝑛(𝑥)(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝐸𝑘}. Тодi 𝐸𝑘 ⊂ ∩Δ∈𝐵Δ i два рiзнi цилiндри

з 𝐵 не мають спiльних внутрiшнiх точок.

Зафiксуємо довiльне число 𝑟 > 0. Виберемо 𝑛0 так, щоб всi цилiндри

рангу 𝑛0 мали довжину, яка не перевищує 𝑟. Позначимо через 𝐵′ множину

внутрiшностей цилiндрiв з 𝐵. Тодi 𝐵′ буде нецентрованим 𝑟-пакуванням
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множини 𝐸𝑘. Отже,

𝒫𝛿−𝜀
𝑟 (𝐸𝑘,Φ, 𝜈) >

∑︁
Δ∈𝐵′

𝜈(Δ)𝛿−𝜀.

З iншого боку,∑︁
Δ∈𝐵′

(𝜈(Δ))𝛿−𝜀 >
∑︁
Δ∈𝐵′

𝜇(Δ) = 𝜇(
⋃︁
Δ∈𝐵′

Δ) > 𝜇(𝐸𝑘) >
𝜇(𝐸)

2
> 0.

З вищесказаного випливає, що 𝒫𝛿−𝜀
𝑟 (𝐸𝑘,Φ, 𝜈) > 0, i ця нерiвнiсть виконує-

ться для всiх достатньо великих 𝑘. Тому

𝒫𝛿−𝜀
𝑟 (𝐸,Φ, 𝜈) > 0,

звiдки випливає

𝒫𝛿−𝜀
0 (𝐸,Φ, 𝜈) > 0.

Покажемо, що 𝒫𝛿−𝜀(𝐸,Φ, 𝜈) > 0. Нехай 𝐸 ⊂ ∩∞
𝑖=1𝐸

′
𝑖. Тодi серед множин 𝐸 ′

𝑖

знайдеться така множина 𝐸 ′
𝑖0
, що 𝜇(𝐸 ′

𝑖0
) > 0. Ця множина задовольнятиме

умови цiєї теореми, i тому

𝒫𝛿−𝜀
0 (𝐸𝑖0,Φ, 𝜈) > 0.

Отже, для довiльного покриття множини 𝐸 множинами 𝐸𝑖 буде виконува-

тись умова
∞∑︁
𝑖=1

𝒫𝛿−𝜀
0 (𝐸𝑖,Φ, 𝜈) > 0.

Тому 𝒫𝛿−𝜀(𝐸,Φ, 𝜈) > 0, а отже, dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜈) > 𝛿 − 𝜀. Оскiльки остання

нерiвнiсть виконується для довiльного 𝜀 > 0, то dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜈) > 𝛿, що й

вимагалось довести.

Теорема 2.5. Нехай зафiксовано деяке �̃�-представлення дiйсних чи-

сел.

Нехай 𝜇, 𝜈 — неперервнi мiри на [0; 1], Δ𝑛(𝑥) — �̃�-цилiндричний iн-

тервал 𝑛-того рангу, що мiстить точку 𝑥, Φ — сiмейство цилiндричних
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iнтервалiв всiх рангiв заданого �̃�-представлення. Зафiксуємо певне число

𝛿 > 0. Нехай

𝐸 ⊂
{︂
𝑥 : lim sup

𝑛→∞

ln𝜇(𝑐𝑛(𝑥))

ln 𝜈(𝑐𝑛(𝑥))
6 𝛿

}︂
. (2.2)

Тодi

dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜈) 6 𝛿 · dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇).

Доведення. Спочатку припустимо, що для числа 𝛿, про яке говориться

в умовi теореми, виконується сильнiша умова:

∃𝑛0 : 𝐸 ⊂
{︂
𝑥 :

ln𝜇(𝑐𝑛(𝑥))

ln 𝜈(𝑐𝑛(𝑥))
6 𝛿, ∀𝑛 > 𝑛0

}︂
(2.3)

i покажемо, що твердження теореми виконується за цiєї умови.

Якщо
ln𝜇(𝑐𝑛(𝑥))

ln 𝜈(𝑐𝑛(𝑥))
6 𝛿,

то

ln𝜇(𝑐𝑛(𝑥)) > 𝛿 · ln 𝜈(𝑐𝑛(𝑥))

i

𝜇(𝑐𝑛(𝑥)) > 𝜈𝛿(𝑐𝑛(𝑥)).

Отже,

(𝜇(𝑐𝑛(𝑥)))
𝛼 > (𝜈(𝑐𝑛(𝑥)))

𝛼𝛿.

Оскiльки у величинах 𝒫𝛼
𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇) та 𝒫𝛼𝛿

𝜀 (𝐸,Φ, 𝜈) супремум береться по

одному й тому ж класу пакувань, то з попередньої нерiвностi випливає

𝒫𝛼
𝜀 (𝐸,Φ, 𝜇) > 𝒫𝛼𝛿

𝜀 (𝐸,Φ, 𝜈).

Розглядаючи вiд обох частин нерiвностi границю при 𝜀→ 0, маємо

𝒫𝛼
0 (𝐸,Φ, 𝜇) > 𝒫𝛼𝛿

0 (𝐸,Φ, 𝜈).
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Нагадаємо, що

𝒫𝛼(𝐸,Φ, 𝜇) = inf

{︃∑︁
𝑗

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑗,Φ, 𝜇) : 𝐸 ⊂ ∪𝑗𝐸𝑗

}︃
,

𝒫𝛼𝛿(𝐸,Φ, 𝜈) = inf

{︃∑︁
𝑗

𝒫𝛼𝛿
0 (𝐸𝑗,Φ, 𝜈) : 𝐸 ⊂ ∪𝑗𝐸𝑗

}︃
.

Оскiльки iнфiмум береться по одному й тому ж класу покриттiв множи-

нами {𝐸𝑗} множини 𝐸, то

𝒫𝛼(𝐸,Φ, 𝜇) > 𝒫𝛼𝛿(𝐸,Φ, 𝜈).

Нехай dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇) = 𝛼0. Виберемо довiльне число 𝛼 > 𝛼0. Тодi

𝒫𝛼(𝐸,Φ, 𝜇) = 0, а тому i 𝒫𝛼𝛿(𝐸,Φ, 𝜈) = 0. Отже,

dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜈) 6 𝛿 · dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇),

якщо виконується умова (2.3).

Нехай виконується умова

𝐸 ⊂
{︂
𝑥 : lim sup

𝑛→∞

ln𝜇(Δ𝑛(𝑥))

ln 𝜈(Δ𝑛(𝑥))
6 𝛿

}︂
.

Тодi

∀𝑥 ∈ 𝐸,∀𝜀 > 0,∃𝑁(𝑥, 𝜀) : ∀𝑛 > 𝑁(𝑥, 𝜀),
ln𝜇(Δ𝑛(𝑥))

ln 𝜈(Δ𝑛(𝑥))
6 𝛿 + 𝜀.

Зафiксуємо деяке 𝜀 > 0. Розглянемо множини

𝐸𝑚 = {𝑥 : 𝑁(𝑥, 𝜀) 6 𝑚} ,

де 𝑚 ∈ N.

З означення множин 𝐸𝑚 випливає, що

𝐸𝑚 ⊂
{︂
𝑥 :

ln𝜇(Δ𝑛(𝑥))

ln 𝜈(Δ𝑛(𝑥))
6 𝛿 + 𝜀, ∀𝑛 > 𝑚

}︂
.
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Тому

dim𝑃 (𝐸𝑚,Φ, 𝜈) 6 (𝛿 + 𝜀) · dim𝑃 (𝐸𝑚,Φ, 𝜇),∀𝑚 ∈ N.

Зi злiченної стабiльностi dim𝑃 (·,Φ, 𝜇) та dim𝑃 (·,Φ, 𝜈) випливає, що

dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜈) 6 (𝛿 + 𝜀) · dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇).

Оскiльки 𝜀 може бути як завгодно малим додатнiм числом, то

dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜈) 6 𝛿 · dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇),

що й вимагалось довести.

Наслiдок 2.4. Нехай 𝜇, 𝜈 — неперервнi мiри на [0; 1], Δ𝑛(𝑥) — �̃�-

цилiндричний iнтервал 𝑛-того рангу, що мiстить точку 𝑥. Зафiксуємо

певне число 𝛿 > 0. Нехай

𝐸 ⊂
{︂
𝑥 : lim inf

𝑛→∞

ln𝜇(𝑐𝑛(𝑥))

ln 𝜈(𝑐𝑛(𝑥))
> 𝛿

}︂
. (2.4)

Тодi

dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜈) > 𝛿 · dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇).

Доведення. Нехай 𝜈1 = 𝜇, 𝜇1 = 𝜈, 𝛿1 = 1
𝛿 . Тодi мiри 𝜇1, 𝜈1 та число 𝛿1

задовольняють умови теореми 2.5. Отже,

dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜈1) 6 𝛿1 · dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇1),

тобто

dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇) 6
1

𝛿
· dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜈),

звiдки випливає

dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜈) > 𝛿 · dim𝑃 (𝐸,Φ, 𝜇).
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2.5. Критерiй довiрчостi сiмейства цилiндричних iнтервалiв

представлення дiйсних чисел рядами Кантора для

обчислення пакувальної розмiрностi

Нагадаємо означення представлення дiйсних чисел рядами Кантора.

Означення 2.4. Для заданої послiдовностi (𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑘, . . . ), де

𝑛𝑘 ∈ N ∖ {1}, запис довiльного числа 𝑥 ∈ [0; 1] у виглядi

𝑥 =
∞∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘

𝑛1 · 𝑛2 · · · · · 𝑛𝑘
:= Δ𝛼1𝛼2...𝛼𝑘

, 𝛼𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛𝑘 − 1}

називається представленням числа 𝑥 рядами Кантора.

Г. Кантор ввiв такi представлення у 1869 роцi [27] як природнi узагаль-

нення класичного 𝑠-адичного представлення дiйсних чисел.

Цi представлення та їх властивостi iнтенсивно дослiджувалися бага-

тьма математиками (див., наприклад, роботи [75, 77] та посилання в них).

Зауважимо, що незважаючи на певну «простоту» таких зображень (пред-

ставлення чисел рядами Кантора є частковим випадком �̃�-представлення,

а саме, коли 𝑞𝑖𝑘 = 1
𝑛𝑘
), на сьогоднi все ще невiдомi необхiднi та достатнi умо-

ви рацiональностi дiйсних чисел в термiнах послiдовностi (𝑛𝑘), хоча спроби

знайти такi критерiї рацiональностi тривають вже багато рокiв (див., на-

приклад, [53,76]).

Наступна теорема, яка є одним з основних результатiв роботи, дає за-

гальнi необхiднi i достатнi умови довiрчостi сiмейства цилiндрiв престав-

лення чисел рядами Кантора для обчислення пакувальної розмiрностi при

довiльному виборi послiдовностi {𝑛𝑘}. Це є перший з вiдомих нам резуль-

татiв, який дає необхiднi i достатнi умови довiрчостi для обчислення паку-

вальної розмiрностi для тих представлень дiйсних чисел, якi породжують

як довiрчi, так i не довiрчi сiмейства пакувань.

Теорема 2.6. Сiмейство Φ цилiндричних iнтервалiв представлення

дiйсних чисел рядами Кантора є довiрчим для обчислення пакувальної роз-
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мiрностi тодi i тiльки тодi, коли

lim
𝑘→∞

ln𝑛𝑘
ln(𝑛1 · 𝑛2 · . . . · 𝑛𝑘−1)

= 0. (2.5)

Доведення. Домовимося сiмейство всiх цилiндричних iнтервалiв рангу

𝑘 позначати як Φ𝑘.

Достатнiсть. Нехай умова (2.5) виконується. Покажемо, що ∀𝐸 ⊂ [0; 1]

виконується рiвнiсть dim𝑃 (𝐸,Φ) = dim𝑃 𝐸. Оскiльки нерiвнiсть

dim𝑃 (𝐸,Φ) 6 dim𝑃 𝐸 виконується для довiльного сiмейства Φ, то досить

довести лише нерiвнiсть

dim𝑃 (𝐸,Φ) > dim𝑃 𝐸.

Нехай {𝐸𝑗} = {(𝑎𝑗; 𝑏𝑗) : 𝑗 ∈ N} — довiльне центроване 𝜀-пакування

деякої множини 𝐸.

Позначимо через Φ𝑘 множину всiх цилiндрiв рангу 𝑘.

Тодi для кожного 𝑗 iснують ранг 𝑘𝑗 та цилiндр Δ𝑗 ∈ Φ𝑘𝑗 такi, що:

1. Δ𝑗 ⊂ 𝐸𝑗;

2. 𝑐𝑗 ∈ Δ𝑗, де 𝑐𝑗 — середина 𝐸𝑗;

3. ∀𝑘 ∈ N, ∀Δ ∈ Φ𝑘𝑗+𝑘,Δ ̸⊂ 𝐸𝑗.

З вибору Δ𝑗 випливає, що

1

2𝑛𝑘𝑗
· |𝐸𝑗| 6 |Δ𝑗| 6 𝐸𝑗.

Оцiнимо знизу 𝛼-об’єм пакування множини 𝐸 цилiндрами Δ𝑗:∑︁
𝑗

|Δ𝑗|𝛼 =
∑︁
𝑗

|Δ𝑗|𝛼+𝛿 · |Δ𝑗|−𝛿 >
∑︁
𝑗

(︂
1

2𝑛𝑘𝑗
|𝐸𝑗|

)︂𝛼+𝛿

· |Δ𝑗|−𝛿,

де 𝛿 — довiльне число з iнтервалу (0;𝛼).

Розглянемо вираз

𝐴𝑗 := |Δ𝑗|−𝛿 ·
(︂

1

2𝑛𝑘𝑗

)︂𝛼+𝛿

= (𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘𝑗−1)
𝛿 ·
(︂

1

2𝑛𝑘𝑗

)︂𝛼+𝛿

.
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Оцiнимо вираз 𝐴𝑗 знизу, розглянувши для цього ln𝐴𝑗:

ln𝐴𝑗 = 𝛿 ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘𝑗−1)− (𝛿 + 𝛼)(ln 2 + ln𝑛𝑘𝑗) =

= ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘𝑗−1)

(︂
𝛿 −

(𝛿 + 𝛼)(ln 2 + ln𝑛𝑘𝑗)

ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘𝑗−1)

)︂
Очевидно, що

lim
𝑘𝑗→∞

ln𝐴𝑗 = +∞.

З того, що

lim
𝑘𝑗→∞

ln𝐴𝑗 = +∞,

випливає, що iснує константа 𝐶 > 0 така, що ln𝐴𝑗 > ln𝐶 при досить

великому 𝑘𝑗.

Отже, при досить великому 𝑘𝑗 (або, що рiвносильно, при досить малому

𝜀) виконуються нерiвностi

𝐴𝑗 > 𝐶 ⇒
∑︁
𝑗

|Δ𝑗|𝛼 > 𝐶
∑︁

|𝐸𝑗|𝛼+𝛿.

Звiдси випливає, що при досить малих 𝜀 аналогiчнi нерiвностi виконуються

й мiж пакувальними передмiрами:

𝒫𝛼
𝜀 (𝐸,Φ) > 𝐶 · 𝒫𝛼+𝛿

𝜀 (𝐸).

Спрямовуючи 𝜀 до нуля, маємо

𝒫𝛼
0 (𝐸,Φ) > 𝐶 · 𝒫𝛼+𝛿

0 (𝐸).

Оскiльки пакувальна квазi-мiра завжди є бiльшою або рiвною за вiдпо-

вiдну пакувальну мiру (очевидний факт), то

𝒫𝛼
0 (𝐸,Φ) > 𝐶 · 𝒫𝛼+𝛿(𝐸).

Розглянемо довiльне не бiльш нiж зчисленне покриття множини 𝐸 мно-

жинами 𝐸𝑖. Для кожної з множин 𝐸𝑖 виконується нерiвнiсть

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑖,Φ) > 𝐶 · 𝒫𝛼+𝛿(𝐸𝑖).
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Не порушуючи загальностi можна вважати, що кожна з множин 𝐸𝑖 є пiд-

множиною 𝐸. Вважаючи так, знайдемо вiд обох сторiн суму по 𝑖 та враху-

ємо зчисленну адитивнiсть 𝒫𝛼+𝛿:∑︁
𝑖

𝒫𝛼
0 (𝐸𝑖,Φ) > 𝐶 · 𝒫𝛼+𝛿(𝐸)

З останньої нерiвностi випливає

𝒫𝛼(𝐸,Φ) > 𝐶 · 𝒫𝛼+𝛿(𝐸).

Припустимо, що 𝛼 + 𝛿 < dim𝑃 𝐸. Тодi 𝒫𝛼+𝛿(𝐸) = +∞, i тому

𝒫𝛼(𝐸,Φ) = +∞, тобто 𝛼 > dim𝑃 (𝐸,Φ). Отже,

dim𝑃 (𝐸,Φ) > dim𝑃 𝐸 − 𝛿.

Оскiльки остання нерiвнiсть виконується для довiльного 𝛿 > 0, то

dim𝑃 (𝐸,Φ) > dim𝑃 𝐸, звiдки й випливає довiрчiсть Φ.

Необхiднiсть. Покажемо, що умова (2.5) є необхiдною для довiрчостi

сiмейства Φ для обчислення пакувальної розмiрностi.

Вiд супротивного. Нехай умова (2.5) не виконується. Тодi

lim
𝑘→∞

ln𝑛𝑘
ln𝑛1 · 𝑛2 · . . . · 𝑛𝑘−1

=: 𝐶 > 0, (2.6)

а отже, iснує пiдпослiдовнiсть (𝑛𝑘𝑠) послiдовностi (𝑛𝑘) така, що

lim
𝑠→∞

ln𝑛𝑘𝑠
ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘𝑠−1)

= 𝐶.

Задамо множину 𝑇 * наступним чином. Нехай

𝑇 * =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩Δ𝛼1𝛼2...𝛼𝑘... :

𝛼𝑗 = 0, якщо 𝑗 /∈ {𝑘𝑠}

𝛼𝑗 ∈ {0, [√𝑛𝑗], 2[
√
𝑛𝑗], . . . , ([

√
𝑛𝑗 − 1]) · [√𝑛𝑗]},

якщо 𝑗 ∈ {𝑘𝑠}.

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
Покажемо, що

dim𝑃 (𝑇
*,Φ) < dim𝑃 (𝑇

*). (2.7)
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Для цього спочатку доведемо, що dim𝑃 (𝑇
*) > 𝐶

𝐶+2 .

Для довiльного 𝜀 > 0 виберемо таке 𝑚0, що 1
𝑛1𝑛2...𝑛𝑚0

< 𝜀. Тодi множина

𝑇 * може бути покрита[︀√
𝑛𝑘1
]︀
·
[︀√
𝑛𝑘2
]︀
· · · · ·

[︀√
𝑛𝑘𝑠
]︀
=: 𝑄𝑠

iнтервалами, кожен з яких є об’єднанням [
√
𝑛𝑘] цилiндрiв з Φ𝑘𝑠 для довiль-

ного 𝑠 > 𝑚0.

Довжина кожного з цих iнтервалiв дорiвнює[︀√
𝑛𝑘𝑠
]︀

𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘𝑠
=: 𝑉𝑠.

Отже, 𝛼-об’єм 𝜀-пакування, що складається з цих iнтервалiв, дорiвнює

𝑄𝑠 · (𝑉𝑠)𝛼 =

=

(︂
exp

(︂
ln𝑄𝑠

ln (𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘𝑠−1)
+

+
𝛼 ln

[︀√
𝑛𝑘𝑠
]︀

ln (𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘𝑠−1)
−

− 𝛼 ln (𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘𝑠)

ln (𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘𝑠−1)

)︂)︂ln(𝑛1𝑛2...𝑛𝑘𝑠−1)

Обчислимо величину

lim
𝑠→∞

ln𝑄𝑠

ln (𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘𝑠−1)
=

= lim
𝑠→∞

ln
[︀√
𝑛𝑘1
]︀
+ ln

[︀√
𝑛𝑘2
]︀
+ . . . ln

[︀√
𝑛𝑘𝑠−1

]︀
+ ln

[︀√
𝑛𝑘
]︀

ln (𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘𝑠−1)
=
𝐶

2
.

Отже,

lim
𝑠→∞

𝑄𝑠 · (𝑉𝑠)𝛼 = (𝑒𝑥𝑝(𝐶 − 2𝛼− 𝛼𝐶))
1
2 ln(𝑛1𝑛2...𝑛𝑘𝑠−1) .

Якщо 𝐶 − 2𝛼 − 𝛼𝐶 > 0 (𝛼 > 𝐶
2+𝐶 ), то 𝑄𝑠(𝑉𝑠)

𝛼 → +∞ при 𝑠 → ∞. Тому

якщо 𝛼 < 𝐶
2+𝐶 , то 𝒫𝛼

𝜀 (𝑇
*) = +∞, ∀𝜀 > 0.

Покажемо, що 𝑇 * задовольняє умови теореми 1.4. Очевидно, що 𝑇 * —

компактна.
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Також очевидно, що 𝑇 * складається з [
√
𝑘1] конгруентних мiж собою

множин виду 𝑇 * ∩ Δ𝑘1, а тому кожна з цих множин має нескiнченну 𝛼-

мiрну пакувальну передмiру.

Аналогiчно можна довести, що ∀𝑠 ∈ N 𝑇 * складається з [
√
𝑘1] · . . . · [

√
𝑘𝑠]

множин виду 𝑇 *∩Δ𝑘𝑠, а тому кожна з цих множин також має нескiнченну

𝛼-мiрну пакувальну передмiру.

Нехай 𝑉 є довiльною вiдкритою множиною, яка має непустий перетин з

𝑇 *. Тодi 𝑉 складається з не бiльш зi злiченної кiлькостi iнтервалiв, i тому

деякий iнтервал 𝑉0 ⊂ 𝑉 має непустий перетин з 𝑇 *. Тодi 𝑉0 ∩ 𝑇 * має в

перетинi одну з множин виду 𝑇 * ∩Δ𝑘𝑠 для деякого досить великого 𝑠 ∈ N,

i тому 𝒫𝛼
0 (𝑇

*∩𝑉0) = ∞. Звiдси випливає, що 𝑇 * задовольняє умови теореми

1.4, i тому 𝒫𝛼(𝑇 *) = ∞, ∀𝛼 < 𝐶
2+𝐶 .

Отже, ми показали, що

dim𝑃 𝑇
* >

𝐶

2 + 𝐶
. (2.8)

Тепер покажемо, що

dim𝑃 (𝑇
*,Φ) 6

𝐶

2𝐶 + 2
.

Нехай 𝜇𝜉 є ймовiрнiсною мiрою, яка породжена випадковою величиною

𝜉 =
∞∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘∏︀𝑘
𝑖=1 𝑛𝑖

,

де 𝜉𝑘 є незалежними випадковими величинами з такими розподiлами:

Якщо 𝑘 /∈ {𝑘𝑠}, то 𝑃 (𝜉𝑘 = 0) = 1;

Якщо 𝑘 ∈ {𝑘𝑠}, то
𝜉𝑘 0

[︀√
𝑛𝑘
]︀

2 ·
[︀√
𝑛𝑘
]︀

. . . (
[︀√
𝑛𝑘
]︀
− 1) ·

[︀√
𝑛𝑘
]︀

1

[
√
𝑛𝑘]

1

[
√
𝑛𝑘]

1

[
√
𝑛𝑘]

. . . 1

[
√
𝑛𝑘]

Нехай 𝜆 — це мiра Лебега на [0; 1], а Δ𝑘(𝑥) — цилiндр 𝑘-го рангу, який
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мiстить 𝑥. Тодi ∀𝑥 ∈ 𝑇 *:

ln𝜇𝜉(Δ𝑘𝑠(𝑥)) = − ln𝑄𝑠;

ln𝜆(Δ𝑘𝑠(𝑥)) = − ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘𝑠);

lim
𝑠→∞

ln𝜇𝜉(Δ𝑘𝑠(𝑥))

ln𝜆(Δ𝑘𝑠(𝑥))
=

= lim
𝑠→∞

ln
[︀√
𝑛𝑘1
]︀
+ ln

[︀√
𝑛𝑘2
]︀
+ . . . ln

[︀√
𝑛𝑘𝑠−1

]︀
+ ln

[︀√
𝑛𝑘
]︀

ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘𝑠−1
) + ln𝑛𝑘𝑠

=
𝐶

2𝐶 + 2
.

Покажемо, що

lim sup
𝑙→∞

ln𝜇𝜉(Δ𝑙(𝑥))

ln𝜆(Δ𝑙(𝑥))
=

𝐶

2𝐶 + 2
,∀𝑥 ∈ 𝑇 *.

Для довiльного 𝑙 ∈ N iснує число 𝑠 = 𝑠(𝑙) таке, що 𝑘𝑠 6 𝑙 < 𝑘𝑠+1.

Зафiксуємо 𝑑𝑙 := 𝑙 − 𝑘𝑠. Тодi 𝑙 = 𝑘𝑠 + 𝑑𝑙, де 𝑑𝑙 < 𝑘𝑠+1 − 𝑘𝑠. Отже,

ln𝜇𝜉(Δ𝑙(𝑥))

ln𝜆(Δ𝑙(𝑥))
=

ln

⎛⎝𝜇𝜉(Δ𝑘𝑠(𝑥)) ·
𝑑𝑙⏞  ⏟  

1 · 1 · · · · · 1

⎞⎠
ln
(︁
𝜆(Δ𝑘𝑠(𝑥)) · 1

𝑛𝑘𝑠+1
· 1
𝑛𝑘𝑠+2

· · · · · 1
𝑛𝑘𝑠+𝑑𝑙

)︁ =

=
ln
(︁

1
𝜇𝜉(Δ𝑘𝑠(𝑥))

)︁
+ 0

ln
(︁

1
𝜆(Δ𝑘𝑠(𝑥))

)︁
+
∑︀𝑑𝑙

𝑖=1 ln𝑛𝑘𝑠+𝑖

6

6
ln
(︁

1
𝜇𝜉(Δ𝑘𝑠(𝑥))

)︁
ln
(︁

1
𝜆(Δ𝑘𝑠(𝑥))

)︁ =
ln𝜇𝜉(Δ𝑘𝑠(𝑥))

ln𝜆(Δ𝑘𝑠(𝑥))
.

Таким чином, 𝛾𝑖 :=
ln𝜇𝜉(Δ𝑘𝑠+𝑖(𝑥))
ln𝜆(Δ𝑘𝑠+𝑖(𝑥))

є монотонно спадною послiдовнiстю при

𝑖 ∈ {0, 1, 2, . . . 𝑘𝑠+1 − 𝑘𝑠 − 1}.
Звiдси випливає, що

𝑇 * ⊂
{︂
𝑥 : lim sup

𝑙→∞

ln𝜇𝜉(Δ𝑙(𝑥))

ln𝜆(Δ𝑙(𝑥))
6

𝐶

2𝐶 + 2

}︂
.

Застосувавши аналог теореми Бiллiнгслi для пакувальної розмiрностi

(тобто теорему 2.5), ми отримуємо

dim𝑃 (𝑇
*,Φ, 𝜆) 6

𝐶

2𝐶 + 2
· dim𝑃 (𝑇

*,Φ, 𝜇𝜉).
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Оскiльки 𝑇 * є топологiчним носiєм мiри 𝜇𝜉, то dim𝑃 (𝑇
*,Φ, 𝜇) = 1. Вра-

ховуючи, що dim𝑃 (𝑇
*,Φ, 𝜆) = dim𝑃 (𝑇

*,Φ), маємо нерiвнiсть

dim𝑃 (𝑇
*,Φ) 6

𝐶

2𝐶 + 2
. (2.9)

З нерiвностей (2.8) та (2.9) випливає, що

dim𝑃 (𝑇
*,Φ) 6

𝐶

2𝐶 + 2
<

𝐶

𝐶 + 2
6 dim𝑃 𝑇

*,

що й вимагалось довести.

Приклад 2.1. Нехай 𝑛𝑘 є геометричною прогресiєю: 𝑛𝑘 = 𝑞𝑘, де

𝑞 ∈ N ∖ {1}. Тодi Φ(𝑛𝑘) є довiрчим сiмейством цилiндрiв.

Доведення.

lim
𝑘→∞

ln𝑛𝑘
ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘−1)

=

= lim
𝑘→∞

ln 𝑞𝑘

ln(𝑞1𝑞2 . . . 𝑞𝑘−1)
=

= lim
𝑘→∞

𝑘 ln 𝑞

(1 + 2 + · · ·+ (𝑘 − 1)) ln 𝑞
=

= lim
𝑘→∞

𝑘 ln 𝑞
1
2𝑘(𝑘 − 1) ln 𝑞

= 0.

Приклад 2.2. Нехай 𝑛𝑘 = 𝑞𝑘
2, де 𝑞 ∈ N ∖ {1}. Тодi Φ(𝑛𝑘) є довiрчим

сiмейством цилiндрiв.

Доведення.

lim
𝑘→∞

ln𝑛𝑘
ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘−1)

=

= lim
𝑘→∞

ln 𝑞𝑘
2

ln(𝑞1𝑞4 . . . 𝑞(𝑘−1)2)
=

= lim
𝑘→∞

𝑘2 ln 𝑞

(12 + 22 + · · ·+ (𝑘 − 1)2) ln 𝑞
=

= lim
𝑘→∞

𝑘 ln 𝑞
1
6𝑘(2𝑘

2 − 3𝑘 + 1) ln 𝑞
= 0.
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Розглянутий щойно приклад показує, що навiть якщо послiдовнiсть 𝑛𝑘
зростає швидше за будь-яку геометричну прогресiю, то сiмейство Φ(𝑛𝑘)

може бути довiрчим.

Приклад 2.3. Нехай 𝑛𝑘 = 𝑞𝑞
𝑘 , де 𝑞 ∈ N ∖ {1}. Тодi Φ(𝑛𝑘) не є довiрчим

сiмейством цилiндрiв.

Доведення.

lim
𝑘→∞

ln𝑛𝑘
ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘−1)

=

= lim
𝑘→∞

ln 𝑞𝑞
𝑘

ln(𝑞𝑞𝑞𝑞2 . . . 𝑞𝑞𝑘−1 =

= lim
𝑘→∞

𝑞𝑘 ln 𝑞

(𝑞 + 𝑞2 + · · ·+ 𝑞𝑘−1) ln 𝑞
=

= lim
𝑘→∞

𝑞𝑘 ln 𝑞
1−𝑞𝑘

1−𝑞 ln 𝑞
=

1

𝑞 − 1
̸= 0.

2.6. Приклад сiмейства куль, яке є довiрчим, але не є

порiвнянним для обчислення пакувальної розмiрностi

Теорема 2.7. Нехай 𝑛𝑘 = 4𝑘, а Φ — сiмейство цилiндрiв вiдповiдно-

го представлення дiйсних чисел рядами Кантора. Тодi Φ є довiрчим для

обчислення пакувальної розмiрностi на [0; 1], але не є порiвнянним.

Доведення. Обчислимо границю

lim
𝑘→∞

ln𝑛𝑘
ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘−1)

= lim
𝑘→∞

ln 4𝑘

ln(4142 . . . 4𝑘−1)
=

lim
𝑘→∞

𝑘 ln 4

(1 + 2 + · · ·+ (𝑘 − 1)) ln 4
= lim

𝑘→∞

2𝑘

𝑘2 + 𝑘
= 0. (2.10)

Отже, сiмейство Φ задовольняє умови теореми 2.6 i тому є довiрчим.

Для доведення непорiвнянностi сiмейства Φ розглянемо множину

𝐴 =
{︀
Δ𝛼1𝛼2...𝛼𝑘... : 𝛼𝑘 ∈ {0, 2𝑘, 2 · 2𝑘, 3 · 2𝑘, . . . , (2𝑘 − 1) · 2𝑘}

}︀
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i покажемо, що dim𝑃 𝐴 = 1
2 , 𝒫

1
2 (𝐴,Φ) 6 1, але 𝒫 1

2 (𝐴) = ∞.

Нехай 𝜆 є мiрою Лебега на [0; 1], а 𝜇𝜉 є ймовiрнiсною мiрою випадкової

величини

𝜉 = Δ𝜉1𝜉2...𝜉𝑘...,

де 𝜉𝑘 — це незалежнi дискретнi випадковi величини з наступними розподi-

лами:
𝜉𝑘 0 2𝑘 2 · 2𝑘 . . . (2𝑘 − 1) · 2𝑘

𝑝𝑖𝑘
1
2𝑘

1
2𝑘

1
2𝑘

. . . 1
2𝑘

Нехай Δ𝑛(𝑥) — це цилiндричний iнтервал 𝑛-го рангу, який мiстить то-

чку 𝑥. Тодi ∀𝑥 ∈ 𝐴 виконуються умови:

𝜇𝜉(Δ𝑛(𝑥)) = 2−
𝑛(𝑛+1)

2 , 𝜆(Δ𝑛(𝑥)) = 4−
𝑛(𝑛+1)

2 .

Отже,
ln𝜇𝜉(Δ𝑛(𝑥))

ln𝜆(Δ𝑛(𝑥))
=

1

2
, ∀𝑥 ∈ 𝐴.

Очевидно, що 𝜇𝜉(𝐴) = 1, i тому dim𝑃 (𝐴,Φ, 𝜇𝜉) = 1. Отже, за аналогом

теореми Бiллiнгслi для пакувальної розмiрностi (теоремою 2.5) маємо:

dim𝑃 (𝐴,Φ, 𝜆) =
1

2
.

Оскiльки dim𝑃 (𝐴,Φ, 𝜆) = dim𝑃 (𝐴,Φ), причому Φ — довiрча, то

dim𝑃 𝐴 = 1
2 .

Зафiксуємо довiльне число 𝑟 > 0. Виберемо таке 𝑘0(𝑟), що

2𝑘0 ·𝜆(Δ𝑘0) < 𝑟, де Δ𝑘0 — це будь-який з цилiндрiв рангу 𝑘0 (нагадаємо, що

у представленнi дiйсних чисел рядами Кантора всi цилiндри однакового

рангу мають однакову мiру Лебега).

Розглянемо множину цилiндрiв 𝑀1, до якої входять всi цилiндри рангу

𝑘0, внутрiшностi яких мають непорожнiй перетин iз множиною 𝐴. Роз-

глянемо також множину вiдрiзкiв 𝑀 , до якої входять об’єднання по 2𝑘0

сумiжних вiдрiзкiв з множини 𝑀1.
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Нехай 𝑀 0 є множиною внутрiшностей вiдрiзкiв з 𝑀 , тобто множиною

iнтервалiв. Цi iнтервали є попарно неперетинними, i кожен з них має дов-

жину, яка не перевищує числа 𝑟. Тому𝑀 0 є 𝑟-пакуванням (нецентрованим)

множини 𝐴. Обчислимо 𝛼-об’єм цього пакування. Для цього врахуємо, що

вказане пакування складається з iнтервалiв, кiлькiсть яких становить

2 · 22 · . . . · 2𝑘0,

а довжина кожного з iнтервалiв дорiвнює

2𝑘0 ·
(︀
4 · 42 · . . . · 4𝑘0

)︀−1
.

Таким чином, 𝛼-об’єм вказаного пакування дорiвнює

𝑉𝛼(𝑀
0) = 2 · 22 · . . . · 2𝑘0 ·

(︂
2𝑘0

4 · 42 · . . . · 4𝑘0−14𝑘0

)︂𝛼

.

Отже,

𝑉1/2(𝑀
0) = 2 · 22 · . . . · 2𝑘0 ·

(︂
2𝑘0

4 · 42 · · · · · 4𝑘0−14𝑘0

)︂1/2

=

=
√
2𝑘0.

Оскiльки

𝒫1/2
𝑟 (𝐴) > 𝑉1/2(𝑀

0),

i

lim
𝑟→0

𝑘0(𝑟) = ∞,

то

𝒫1/2
0 (𝐴) = lim

𝑘0→∞
𝑉1/2(𝑀

0) = ∞.

Покажемо, що 𝐴 задовольняє умови теореми 1.4. Очевидно, що 𝐴 —

компактна.

Нехай 𝑉 — довiльна вiдкрита множина. Тодi 𝐴 ∩ 𝑉 мiстить в собi мно-

жину 𝐴1 = 𝐴∩Δ𝑘, де Δ𝑘 — це деякий цилiндр рангу 𝑘, який має непустий

перетин з 𝐴.
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З побудови множини 𝐴 випливає, що 𝐴 складається з 2𝑘 множин, кон-

груентних множинi 𝐴1, i тому 𝒫1/2
0 (𝐴1) = ∞.

Отже, 𝐴 задовольняє умови теореми 1.4, i тому 𝒫1/2(𝐴) = ∞.

Покажемо, що 𝒫1/2(𝐴,Φ) 6 1.

Зафiксуємо деяке 𝑟 > 0 i позначимо через 𝑘0(𝑟) найменше таке 𝑘, що

|Δ𝑘(𝑥)| < 𝑟. Тодi множину 𝐴 можна покрити 21 · 22 · · · · · 2𝑘0 цилiндрами

рангу 𝑘0. Довжина кожного такого цилiндра дорiвнює (41 · 42 · . . . 4𝑘0)−1.

Якщо 𝛼 = 1
2 , то 𝛼-об’єм пакування множини𝐴 розглядуваними цилiндрами

дорiвнює

21 · 22 · · · · · 2𝑘0 ·
(︀
41 · 42 · . . . 4𝑘0

)︀−1/2
= 1.

Якщо розглянути один цилiндр рангу 𝑘0, то його 𝛼-об’єм (при 𝛼 = 1
2)

дорiвнює (︀
41 · 42 · · · · · 4𝑘0

)︀−1/2
= (21 · 22 · · · · · 2𝑘0)−1.

Якщо замiсть цього цилiндра розглядати 2𝑘0+1 цилiндрiв рангу (𝑘0+1),

то їх сумарний 𝛼-об’єм буде дорiвнювати

2𝑘0+1 ·
(︀
41 · 42 · . . . · 4𝑘0 · 4𝑘0+1

)︀−1/2
= (21 · 22 · . . . · 2𝑘0)−1.

Отже, якщо у пакуваннi множини 𝐴 цилiндрами рангу 𝑘0 замiнити один

з цилiндрiв на цилiндри наступного рангу, то 𝛼-об’єм пакування не змiни-

ться. Це значить, що 𝛼-об’єм довiльного пакування множини 𝐴 цилiндрами

рангiв > 𝑘0 (не обов’язково рiвних мiж собою) також дорiвнює 1, а тому i

𝒫1/2
𝑟 (𝐴,Φ) = 1, i 𝒫1/2

0 (𝐴,Φ) = 1.

Отже, 𝒫1/2(𝐴,Φ) 6 1, що й вимагалось довести.
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РОЗДIЛ 3

ТОНКI ФРАКТАЛЬНI ВЛАСТИВОСТI МIР, ПОВ’ЯЗАНI З

ПАКУВАЛЬНОЮ РОЗМIРНIСТЮ. 𝑃𝐷𝑃 -ПЕРЕТВОРЕННЯ.

3.1. Основнi означення та властивостi

3.1.1. 𝑃𝐷𝑃–перетворення.

Означення 3.1. Нехай (𝑀,𝜌) — метричний простiр, у якому визначена

пакувальна розмiрнiсть. Нехай 𝑓 є перетворенням цього метричного про-

стору (тобто взаємно однозначним вiдображенням простору на себе). Тодi

ми будемо казати «𝑓 зберiгає пакувальну розмiрнiсть», якщо виконується

умова:

∀𝐸 ⊂𝑀, dim𝑃 𝑓(𝐸) = dim𝑃 𝐸.

Якщо 𝑓 зберiгає пакувальну розмiрнiсть, то його також називають 𝑃𝐷𝑃 -

перетворенням (вiд англiйських слiв «Packing dimension preserving»).

Поняття збереження розмiрностi було введене для розмiрностi

Хаусдорфа–Безиковича (див., наприклад, [14, 15]). Перетворення, якi

зберiгають розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича, називаються 𝐷𝑃 -

перетвореннями. В роботах S. Albeverio, М. Працьовитого, Г. Торбiна

[14, 15] показано, що бiлiпшицевiсть перетворень є лише грубою доста-

тньою умовою для належностi цих перетворень до 𝐷𝑃 -класу.

Це саме виконується i для пакувальної розмiрностi. Зокрема, доведення

того, що бiлiпшицевiсть є достатньою умовою для належностi перетворення

до 𝑃𝐷𝑃 -класу, можна знайти в [78].

Крiм того, перевiрка належностi певного перетворення до 𝐷𝑃 -класу

(при роботi в довiльному метричному просторi) є дуже складною задачею.

Бiльше того, навiть у R𝑛 є зробленими лише першi кроки у дослiдженнi



96

𝐷𝑃 -перетворень. Наприклад, у роботi [13] розглянуто про питання нале-

жнiсть певних класiв перетворень простору R2 до 𝐷𝑃 -перетворень.

I навiть перевiрка на належнiсть до 𝐷𝑃 -класу перетворень з R1 також є

нетривiальною задачею. Тому надалi будуть розглядатися лише неперервнi

перетворення з R1.

Числову вiсь R1 можна розбити на злiченну кiлькiсть вiдрiзкiв [𝑘; 𝑘+1],

де 𝑘 ∈ Z. Якщо перетворення зберiгає пакувальну фрактальну розмiрнiсть

на кожному з цих вiдрiзкiв, то воно зберiгатиме dim𝑃 i на всiй числовiй осi

(це випливає зi злiченної стабiльностi dim𝑃 ). Отже, для дослiдження не-

перервних 𝑃𝐷𝑃 -перетворень на R1 достатньо розглядати лише неперервнi

перетворення певного вiдрiзка, наприклад [0; 1].

Неперервне перетворення вiдрiзка є неперервною строго монотонною

функцiєю, заданою на цьому вiдрiзку. Якщо розглядуваний вiдрiзок є вiд-

рiзком [0; 1], то вказана функцiя може бути або функцiєю 𝐹𝜉 розподiлу

деякої випадкової величини 𝜉 (у випадку, коли функцiя є зростаючою), або

мати вигляд 1− 𝐹𝜉 (у iншому випадку).

У загальному випадку задача перевiрки деякого неперервного перетво-

рення вiдрiзка [0; 1] на належнiсть до 𝑃𝐷𝑃 -класу є нетривiальною пробле-

мою. Тому розглядають частковi випадки цiєї задачi.

Ми розглянемо задачу перевiрки деякого перетворення вiдрiзка [0; 1],

яке задане функцiєю розподiлу 𝐹𝜉 за умови, що 𝜉 є випадковою величиною з

незалежними �̃�-цифрами (строге означення цiєї випадкової величини буде

дано нижче).

3.1.2. Пакувальна розмiрнiсть мiри та її зв’язок з 𝑃𝐷𝑃 -

перетвореннями.

Означення 3.2. Нехай 𝜇 є деякою ймовiрнiсною мiрою, визначеною на

[0; 1]. Тодi пакувальною розмiрнiстю мiри 𝜇 називається число

dim𝑃 𝜇 := inf{dim𝑃 𝐸 : 𝜇(𝐸) = 1}.



97

Для довiльної неперервної випадкової величини 𝜉, визначеної на [0; 1],

виконується така властивiсть:

Лема 3.1. Нехай 𝜉 — неперервна випадкова величина, розподiлена на

[0; 1]. Тодi для того, щоб 𝐹𝜉 належала до 𝑃𝐷𝑃 -класу, необхiдно, щоб

dim𝑃 𝜇𝜉 = 1.

Доведення. Припустимо, що dim𝑃 (𝜇𝜉) = 𝛼 ̸= 1. Тодi iснує множина 𝐸𝛼

така, що 𝜇𝜉(𝐸𝛼) = 1 i dim𝑃 (𝐸𝛼) = 𝛼. Розглянемо 𝐹𝜉(𝐸𝛼). Ця множина має

мiру Лебега 1 (тому що 𝜇𝜉(𝐸𝛼) = 1), а отже, i dim𝑃 (𝐹𝜉(𝐸𝛼)) = 1. Отже,

dim𝑃 (𝐹𝜉(𝐸𝛼)) = 1 ̸= 𝛼 = dim𝑃 (𝐸𝛼),

що суперечить умовi «𝐹𝜉 належить до 𝑃𝐷𝑃 -класу».

3.2. Випадковi величини з незалежними �̃�-символами

Нехай (𝜉𝑘)— послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набува-

ють значень 0, 1, . . . , 𝑛𝑘 − 1 з iмовiрностями 𝑝0𝑗, 𝑝1𝑗, . . . , 𝑝(𝑛𝑘−1)𝑗 вiдповiдно,

причому
∑︀

𝑖 𝑝𝑖𝑗 = 1 ∀𝑖 ∈ N.

Означення 3.3. Випадкова величина

𝜉 = Δ�̃�
𝜉1𝜉2...𝜉𝑘...

,

називається випадковою величиною з незалежними �̃� цифрами.

При цьому через 𝜇𝜉 позначається ймовiрнiсна мiра випадкової величини

𝜉, а через 𝐹𝜉 — вiдповiдна функцiя розподiлу.

3.2.1. Пакувальна розмiрнiсть мiри, що вiдповiдає в.в. з не-

залежними �̃�-символами. Випадкова величина з незалежними �̃�-

символами задається за допомогою двох матриць: ||𝑞𝑖𝑗|| та ||𝑝𝑖𝑗||. Формулу

для пакувальної розмiрностi ймовiрнiсної мiри, що вiдповiдає випадковiй

величинi 𝜉, навiв J.Li:
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Теорема 3.1 ([73]). Якщо inf𝑖,𝑗 𝑞𝑖𝑗 > 0, то

dim𝑃 𝜇 = lim sup
𝑛→∞

𝐻𝑛

𝐵𝑛
,

де

𝐻𝑛 = −
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑛𝑗∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑗 ln 𝑝𝑖𝑗, 𝐵𝑛 = −
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑛𝑗∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑗 ln 𝑞𝑖𝑗.

Варто зазначити, що аналогiчну формулу для dim𝐻 ранiше довiв Г.

Торбiн [86].

3.2.2. Умови збереження пакувальної розмiрностi функцiєю

розподiлу випадкової величини з незалежними �̃�-цифрами. На-

гадаємо, що в.в. 𝜉 з незалежними �̃�-цифрами задається двома матрицями:

||𝑞𝑖𝑗|| та ||𝑝𝑖𝑗||. Постає питання: якi умови потрiбно накласти на цi матрицi,

щоб функцiя 𝐹𝜉 належала до множини 𝑃𝐷𝑃 -перетворень вiдрiзка [0; 1]?

Часткову вiдповiдь на це питання дав J. Li:

Теорема 3.2 ([72]). Припустимо, що inf𝑖,𝑗 𝑞𝑖𝑗 > 0, inf𝑖,𝑗 𝑝𝑖𝑗 > 0. Тодi

𝐹𝜉 є 𝑃𝐷𝑃 -перетворенням тодi i тiльки тодi, коли dim𝑃 (𝜇𝜉) = 1.

Варто зазначити, що аналогiчну теорему довiв Г. Торбiн на декiлька

рокiв ранiше для 𝐷𝑃 -перетворень [86].

Нижче буде розширено умови, вказанi Li, а саме буде знято обмеження

inf𝑖,𝑗 𝑝𝑖𝑗 > 0.

Лема 3.2. Нехай задана матриця �̃� = ||𝑞𝑖𝑗||. Нехай

lim
𝑘→∞

ln 𝑞𝑖𝑘𝑘
ln(𝑞𝑖11𝑞𝑖22 . . . 𝑞𝑖𝑘−1(𝑘−1))

= 0

для довiльної послiдовностi (𝑖𝑘). Тодi сiмейство Φ цилiндричних iнтерва-

лiв вiдповiдного представлення є довiрчим для пакувальної розмiрностi.

Доведення. Виберемо довiльну множину 𝐸 ⊂ [0; 1]. Для довiльних чи-

сел 𝑚 ∈ N та 𝛿 > 0 розглянемо множини

𝑊𝑚,𝛿 =

{︂
𝑥 ∈ 𝐸 :

ln 𝑞𝑖𝑘𝑘(𝑥)

ln(𝑞𝑖11(𝑥)𝑞𝑖22(𝑥) . . . 𝑞𝑖𝑘−1(𝑘−1)(𝑥))
< 𝛿, ∀𝑘 > 𝑚

}︂
.
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Розглянемо множину 𝑊𝑚,𝛿 при деякому фiксованому 𝑚. Зафiксуємо

таке 𝜀, яке не перевищує довжину жодного цилiндричного iнтервала рангу

𝑚 (очевидно, що таке 𝜀 iснує). Розглянемо центроване 𝜀-пакування цiєї

множини промiжками 𝐸𝑗.

Для довiльного промiжка 𝐸𝑗 iснує цилiндричний iнтервал Δ(𝐸𝑗) мiнi-

мального рангу 𝑖𝑗, який мiститься всерединi 𝐸𝑗 i мiстить в собi середину 𝑥𝑗
iнтервала 𝐸𝑗. Тодi «батько» цього цилiндричного iнтервала (тобто такий

цилiндричний iнтервалΔ′(𝐸𝑗), ранг якого дорiвнює 𝑖𝑗−1 iΔ′(𝐸𝑗) ⊃ Δ(𝐸𝑗))

матиме довжину не меншу, нiж |𝐸𝑗 |
2 . Тому

|𝐸𝑗| 6
2|Δ(𝐸𝑗)|
𝑞𝑖𝑘𝑗𝑘𝑗(𝑥𝑗)

, де 𝑥𝑗 ∈ 𝑊𝑚,𝛿.

Оцiнимо 𝛼-об’єм пакування множини 𝐸 iнтервалами 𝐸𝑗:

∑︁
𝑘

|𝐸𝑗|𝛼 6
∑︁
𝑘

|Δ(𝐸𝑗)|𝛼 ·

(︃
2

𝑞𝑖𝑘𝑗𝑘𝑗(𝑥𝑗)

)︃𝛼

.

Попередня нерiвнiсть рiвносильна наступнiй:

∑︁
𝑘

|𝐸𝑗|𝛼 6
∑︁
𝑘

|Δ(𝐸𝑗)|𝛼−𝛿 · |Δ(𝐸𝑗)|𝛿 ·

(︃
2

𝑞𝑖𝑘𝑗𝑘𝑗(𝑥𝑗)

)︃𝛼

.

Оцiнимо вираз

ln

(︃
|Δ(𝐸𝑗)|𝛿 ·

(︃
2

𝑞𝑖𝑘𝑗𝑘𝑗(𝑥𝑗)

)︃𝛼)︃
=

= 𝛿 ln(𝑞𝑖11(𝑥)𝑞𝑖22(𝑥) . . . 𝑞𝑖𝑘𝑗−1(𝑘𝑗−1)(𝑥)) + 𝛼 ln 2− 𝛼 ln 𝑞𝑖𝑘𝑗𝑘𝑗(𝑥𝑗).

Оскiльки 𝑥𝑗 ∈ 𝑊𝑚,𝛿, то

𝛿 ln(𝑞𝑖11(𝑥)𝑞𝑖22(𝑥) . . . 𝑞𝑖𝑘𝑗−1(𝑘𝑗−1) 6 ln 𝑞𝑖𝑘𝑗𝑘𝑗(𝑥𝑗)

i тому

𝑙𝑛

(︃
|Δ(𝐸𝑗)|𝛿 ·

(︃
2

𝑞𝑖𝑘𝑗𝑘𝑗(𝑥𝑗)

)︃𝛼)︃
6 𝛼 ln 2 + (1− 𝛼) ln 𝑞𝑖𝑘𝑗𝑘𝑗(𝑥𝑗) 6 𝛼 ln 2.
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Отже, ∑︁
𝑗

|𝐸𝑗|𝛼 6 2
∑︁
𝑗

|Δ(𝐸𝑗)|𝛼−𝛿.

Вiзьмемо супремуми по всеможливим центрованим пакуванням {𝐸𝑗}
вiд обох частин нерiвностi:

𝒫𝛼
𝜀 (𝑊𝑚,𝛿) 6 2𝒫𝛼−𝛿

𝜀 (𝑊𝑚,𝛿,Φ)

Вiзьмемо границю при 𝜀→ 0 вiд обох частин нерiвностi:

𝒫𝛼
0 (𝑊𝑚,𝛿) 6 2𝒫𝛼−𝛿

0 (𝑊𝑚,𝛿,Φ).

Враховуючи означення пакувальної мiри, отримуємо таку нерiвнiсть:

𝒫𝛼(𝑊𝑚,𝛿) 6 2𝒫𝛼−𝛿(𝑊𝑚,𝛿,Φ)

Нехай 𝛼0 = dim𝑃 (𝑊𝑚,𝛿). Тодi ∀𝛼 < 𝛼0 лiва частина буде дорiвнювати не-

скiнченностi, а отже, i права частина також дорiвнюватиме нескiнченностi,

i тому

dim𝑃 (𝑊𝑚,𝛿,Φ) > 𝛼− 𝛿.

Отже,

dim𝑃 (𝑊𝑚,𝛿,Φ) > dim𝑃 (𝑊𝑚,𝛿)− 𝛿.

З означення 𝑊𝑚,𝛿 випливає, що

𝐸 =
∞⋃︁

𝑚=1

𝑊𝑚,𝛿.

Враховуючи властивiсть злiченної стабiльностi, маємо:

dim𝑃 (𝐸,Φ) > dim𝑃 (𝐸)− 𝛿.

Враховуючи довiльнiсть 𝛿, маємо:

dim𝑃 (𝐸,Φ) > dim𝑃 (𝐸).

Оскiльки це виконується для всiх 𝐸, то Φ є довiрчим сiмейством iнтервалiв,

що й вимагалось довести.
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Лема 3.3. Нехай Φ — сiмейство цилiндричних iнтервалiв �̃�-

представлення, для якого числа 𝑞𝑖𝑗 вiддiленi вiд нуля. Нехай 𝐹𝜉 — фун-

кцiя розподiлу в.в. з незалежними �̃�-символами, для якої виконується

рiвнiсть:

lim
𝑛→∞

ln𝜆(𝐹 (Δ𝑛(𝑥)))

ln𝜆(Δ𝑛(𝑥))
= 1 ∀𝑥 ∈ [0; 1], (3.1)

де Δ𝑛 — це цилiндр 𝑛-го рангу, який мiстить 𝑥. Нехай Φ′ = 𝐹 (Φ). Тодi

Φ′ — довiрча для пакувальної розмiрностi.

Доведення. Φ′ є сiмейством цилiндрiв для деякого �̃�-представлення,

взагалi кажучи, не обов’язково з вiддiленими вiд нуля числами 𝑞𝑖𝑗. Ми

будемо позначати це представлення як �̃�′ i вiдповiднi числа 𝑞𝑖𝑗 — як 𝑞′𝑖𝑗.

Покажемо, що для цього представлення виконуються умови попередньої

теореми. Справдi,

𝐹 (Δ�̃�
𝑎1𝑎2...𝑎𝑛

(𝑥)) = Δ�̃�′

𝑎1𝑎2...𝑎𝑛
(𝑥),

ln𝜆(𝐹 (Δ𝑛(𝑥))) = ln(𝑞′1𝑎1𝑞
′
2𝑎2
. . . 𝑞′𝑛𝑎𝑛).

Введемо позначення:

𝑀 := lim sup
𝑖→∞

ln 𝑞′𝑖𝑗𝑖
ln(𝑞′1𝑗1𝑞

′
2𝑗2
. . . 𝑞′(𝑖−1)𝑗𝑖−1

)
.

Оцiнимо 𝑀 . Для цього виконаємо деякi перетворення:

lim
𝑛→0

ln𝜆(𝐹 (Δ𝑛(𝑥)))

ln𝜆(Δ𝑛(𝑥))
= lim

𝑛→0

ln(𝑞′1𝑗1𝑞
′
2𝑗2
. . . 𝑞′(𝑖−1)𝑗𝑖−1

) + ln 𝑞′𝑖𝑗𝑖
ln(𝑞1𝑗1𝑞2𝑗2 . . . 𝑞(𝑖−1)𝑗𝑖−1

) + ln 𝑞𝑖𝑗𝑖
.

Подiливши чисельник i знаменник на ln(𝑞1𝑗1𝑞2𝑗2 . . . 𝑞(𝑖−1)𝑗𝑖−1
), отримаємо:

lim
𝑛→0

1 +
ln 𝑞′𝑖𝑗𝑖

ln(𝑞′1𝑗1𝑞
′
2𝑗2

...𝑞′(𝑖−1)𝑗𝑖−1
)

ln(𝑞1𝑗1𝑞2𝑗2 ...𝑞(𝑖−1)𝑗𝑖−1
)

ln(𝑞′1𝑗1𝑞
′
2𝑗2

...𝑞′(𝑖−1)𝑗𝑖−1
) +

ln 𝑞𝑖𝑗𝑖
ln(𝑞′1𝑗1𝑞

′
2𝑗2

...𝑞′(𝑖−1)𝑗𝑖−1
)

=
1 +𝑀

1 + 0
= 1 ⇒𝑀 = 0.

Отже, зображення �̃�′ задовольняє умови попередньої теореми i тому Φ′ —

довiрча.
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Введемо позначення:

𝑇+
𝜀,𝑘 = {1, 2, . . . , 𝑘} ∩ {𝑗 : |𝑝𝑖𝑗 − 𝑞𝑖𝑗| 6 𝜀, ∀𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛𝑘 − 1}}

𝑇−
𝜀,𝑘 = {1, 2, . . . , 𝑘} ∖ 𝑇+

𝜀,𝑘

𝑇𝜀,𝑘 = 𝑇−
𝜀,𝑘 ∖ 𝑇

(1)
𝑘

(3.2)

Лема 3.4. Нехай 𝜉 є в.в. з незалежними �̃�-символами, dim𝑃 𝜇𝜉 = 1,

a

inf
𝑖,𝑗
𝑞𝑖𝑗 := 𝑞min > 0.

Тодi

lim
𝑘→∞

|𝑇+
𝜀,𝑘|
𝑘

= 1,

де множина 𝑇+
𝜀,𝑘 визначена у рiвностях (3.2), а пiд | · | мається на увазi

кiлькiсть елементiв у множинi.

Доведення. Оскiльки |𝑇+
𝜀,𝑘|+ |𝑇−

𝜀,𝑘| = 𝑘, то |𝑇+
𝜀,𝑘|
𝑘 6 1. Припустимо, що

lim
𝑘→∞

|𝑇+
𝜀,𝑘|
𝑘

̸= 1.

Нехай 𝑠 > 2 — деяке натуральне число.

Легко довести, що для довiльних двох стохастичних векторiв з дода-

тними координатами
−→𝑝 = (𝑝0; 𝑝1; . . . ; 𝑝𝑠−1),

−→𝑞 = (𝑞0; 𝑞1; . . . ; 𝑞𝑠−1).

виконується нерiвнiсть

𝑝𝑝00 · 𝑝𝑝11 · · · · · 𝑝𝑝𝑠−1

𝑠−1 > 𝑞𝑝00 · 𝑞𝑝11 · · · · · 𝑞𝑝𝑠−1

𝑠−1 ,

причому рiвнiсть досягається тодi i тiльки тодi, коли

𝑝𝑖 = 𝑞𝑖,∀𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑠− 1}.
Прологарифмуємо попередню нерiвнiсть:

𝑝0 ln 𝑝0 + 𝑝1 ln 𝑝1 + · · ·+ 𝑝𝑠−1 ln 𝑝𝑠−1 >

> 𝑝0 ln 𝑞0 + 𝑝1 ln 𝑞1 + · · ·+ 𝑝𝑠−1 ln 𝑞𝑠−1.
(3.3)
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Розглянемо функцiю

𝑓(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) = 𝑝0 ln𝑥0 + 𝑝1 ln𝑥1 + · · ·+ 𝑝𝑠−1 ln𝑥𝑠−1

з накладеними умовами

𝑥𝑖 > 0,∀𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑠− 1},
∑︁
𝑖

𝑥𝑖 = 1.

Ця функцiя є неперервною. Якщо

𝑥𝑖 ∈ (0; 1),∀𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑠− 1},

то максимум функцiї (вiн є вiд’ємним числом, позначимо його через 𝑀)

досягається при 𝑥𝑖 = 𝑝𝑖,∀𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑠 − 1} (це випливає з нерiвностi

(3.3)).

Зафiксуємо деяке натуральне число 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑠 − 1}. Припустимо,

що

|𝑝𝑗 − 𝑞𝑗| > 𝜀.

Тодi iснує таке число 𝑎𝑀 < 𝑀 , що

𝑓(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) < 𝑎𝑀 .

Введемо позначення:

ℎ𝑗 := −
𝑛𝑗∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑗 ln 𝑝𝑖𝑗,

𝑏𝑗 := −
𝑛𝑗∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑗 ln 𝑞𝑖𝑗.

З нерiвностi (3.3) випливає, що ℎ𝑗 6 𝑏𝑗.

Покладемо у розглядуваних функцiях 𝑠 := 𝑛𝑗, 𝑝𝑖 := 𝑝𝑖𝑗, 𝑞𝑖 := 𝑞𝑖𝑗.

З умови 𝑗 /∈ 𝑇+
𝜀,𝑘 випливає умова

|𝑝𝑖𝑗 − 𝑞𝑖𝑗| > 𝜀,
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а це значить, що iснує таке число 𝑎𝑀 < 𝑀 , що ℎ𝑗 = −𝑀 , 𝑏𝑗 = −𝑎𝑀 , i тому

ℎ𝑗
𝑏𝑗

=

∑︀𝑁𝑗

𝑖=1 𝑝𝑖𝑗 ln 𝑝𝑖𝑗∑︀𝑁𝑗

𝑖=1 𝑝𝑖𝑗 ln 𝑞𝑖𝑗
=
𝑀

𝑎𝑀
.

Отже, для довiльного додатного 𝜀 iснує така додатна константа 𝛿0 = 𝛿0(𝜀),

що
ℎ𝑗
𝑏𝑗

6 1− 𝛿0.

Отже, ∑︀𝑘
𝑗=1 ℎ𝑗∑︀𝑘
𝑗=1 𝑏𝑗

=

∑︀
𝑗∈𝑇+

𝜀,𝑘
ℎ𝑗 +

∑︀
𝑗∈𝑇−

𝜀,𝑘
ℎ𝑗∑︀𝑘

𝑗=1 𝑏𝑗
6

6

∑︀
𝑗∈𝑇+

𝜀,𝑘
𝑏𝑗 + (1− 𝛿0)

∑︀
𝑗∈𝑇−

𝜀,𝑘
𝑏𝑗∑︀𝑘

𝑗=1 𝑏𝑗
=

= 1− 𝛿0

∑︀
𝑗∈𝑇−

𝜀,𝑘
𝑏𝑗∑︀𝑘

𝑗=1 𝑏𝑗
.

З умови dim𝑃 𝜇𝜉 = 1 випливає

lim
𝑘→∞

(︃
1− 𝛿0

∑︀
𝑗∈𝑇−

𝜀,𝑘
𝑏𝑗∑︀𝑘

𝑗=1 𝑏𝑗

)︃
= 1,

а тому

lim
𝑘→∞

∑︀
𝑗∈𝑇−

𝜀,𝑘
𝑏𝑗∑︀𝑘

𝑗=1 𝑏𝑗
= 0.

Введемо позначення:

−→𝑝𝑗 = (𝑝0𝑗, 𝑝1𝑗, . . . , 𝑝(𝑛𝑗−1)𝑗),
−→𝑟𝑗 = (− ln 𝑞0𝑗,− ln 𝑞1𝑗, . . . ,− ln 𝑞(𝑛𝑗−1)𝑗).

Оцiнимо 𝑏𝑗 зверху. Оскiльки

− ln 𝑞𝑖𝑗 6 − ln 𝑞min,

то
𝑛𝑗−1∑︁
𝑖=1

(︃
𝑝𝑖𝑗 · (− ln 𝑞𝑖𝑗)

)︃
6

𝑛𝑗−1∑︁
𝑖=1

(︃
𝑝𝑖𝑗 · (− ln 𝑞min)

)︃
= − ln 𝑞min.
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Оцiнимо 𝑏𝑗 знизу. Оскiльки

𝑞𝑖𝑗 6 1− 𝑞min,

то

− ln 𝑞𝑖𝑗 > − ln(1− 𝑞min),

i тому
𝑛𝑗−1∑︁
𝑖=1

(︃
𝑝𝑖𝑗 · (− ln 𝑞𝑖𝑗)

)︃
>

𝑛𝑗−1∑︁
𝑖=1

(︃
𝑝𝑖𝑗 · (− ln(1− 𝑞min))

)︃
= − ln(1− 𝑞min).

Отже, iснують двi додатнi константи 𝑑0 := − ln(1 − 𝑞min) та

𝑑1 := − ln 𝑞min такi, що

𝑑0 6 𝑏𝑗 6 𝑑1,

i тому iснують додатнi константи 𝐶𝜀,𝑘 ∈ [𝑑0; 𝑑1] та 𝐷𝜀,𝑘 ∈ [𝑑0; 𝑑1] такi, що:

∑︁
𝑗∈𝑇−

𝜀,𝑘

𝑏𝑗 = |𝑇−
𝜀,𝑘| · 𝐶𝜀,𝑘;

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗 = 𝑘 ·𝐷𝜀,𝑘.

Таким чином,∑︀𝑘𝑛
𝑗=1 ℎ𝑗∑︀𝑘𝑛
𝑗=1 𝑏𝑗

6 1− 𝛿0

∑︀
𝑗∈𝑇−

𝜀,𝑘𝑛
𝑏𝑗∑︀𝑘𝑛

𝑗=1 𝑏𝑗
= 1− 𝛿0

|𝑇−
𝜀,𝑘𝑛

| · 𝐶𝜀,𝑘𝑛

𝑘𝑛 ·𝐷𝜀,𝑘𝑛

6 1− 𝛿0
|𝑇−

𝜀,𝑘𝑛
|𝑑1

𝑘𝑛 · 𝑑0
.

Отже,

1 = lim
𝑛→∞

ℎ1 + ℎ2 + · · ·+ ℎ𝑘𝑛
𝑏1 + 𝑏2 + · · ·+ 𝑏𝑘𝑛

6 1− 𝛿0
|𝑇−

𝜀,𝑘𝑛
|𝑑1

𝑘𝑛 · 𝑑0
6 1− 𝛿0

𝑑1
𝑑0

· (1− 𝑎0) < 1.

Отримана суперечнiсть доводить лему.

Теорема 3.3. Нехай:

𝑝𝑗 = inf
𝑖
𝑝𝑖𝑗, 𝑞min := inf

𝑖,𝑗
𝑞𝑖𝑗

𝑇 (1) =

{︂
𝑘 : 𝑘 ∈ N, 𝑝𝑘 <

1

2
𝑞min

}︂
𝑇

(1)
𝑘 = 𝑇 (1) ∩ {1, 2, . . . , 𝑘},

𝐵 = lim sup
𝑘→∞

∑︀
𝑗∈𝑇 (1)

𝑘
ln 1

𝑝𝑗

𝑘
.
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Припустимо, що 𝑞min > 0.

Тодi для того, щоб функцiя розподiлу випадкової величини 𝜉 зберiгала

пакувальну розмiрнiсть будь-якої множини одиничного вiдрiзка, необхi-

дно й достатньо, щоб ⎧⎨⎩ dim𝑃 𝜇𝜉 = 1;

𝐵 = 0.

Доведення. З леми 3.1 випливає, що якщо 𝐹𝜉 — 𝑃𝐷𝑃 , то dim𝑃 (𝜇𝜉) = 1.

Отже, для доведення теореми достатньо довести два твердження:

1. Якщо dim𝑃 (𝜇𝜉) = 1 i 𝐵 = 0, то 𝐹𝜉 — 𝑃𝐷𝑃 ;

2. Якщо dim𝑃 (𝜇𝜉) = 1 i 𝐵 ̸= 0, то 𝐹𝜉 — не 𝑃𝐷𝑃 .

Нехай 𝜀 — довiльне додатне число таке, що 𝜀 < 𝑞min

2 .

1. Покажемо, що якщо dim𝑃 (𝜇𝜉) = 1 i 𝐵 = 0, то 𝐹𝜉 — 𝑃𝐷𝑃 .

З умови 𝐵 = 0 випливає iснування границi

lim
𝑘→∞

∑︀
𝑗∈𝑇 (1)

𝑘
ln 𝑝𝑗

𝑘 ln 𝑞min
= 0.

Розглянемо вiдношення:

ln𝜇(Δ𝑎1𝑎2...𝑎𝑘(𝑥))

ln𝜆(Δ𝑎1𝑎2...𝑎𝑘(𝑥))
=

=

∑︀
𝑗∈𝑇+

𝜀,𝑘
ln 𝑝𝑎𝑗(𝑥)𝑗 +

∑︀
𝑗∈𝑇𝜀,𝑘

ln 𝑝𝑎𝑗(𝑥)𝑗 +
∑︀

𝑗∈𝑇 (1)
𝑘

ln 𝑝𝑎𝑗(𝑥)𝑗∑︀
𝑗 ln 𝑞𝑎𝑗(𝑥)𝑗

Розiб’ємо це вiдношення на три доданки. Розглянемо перший доданок:∑︀
𝑗∈𝑇+

𝜀,𝑘
ln 𝑝𝑎𝑗(𝑥)𝑗∑︀𝑘

𝑗=0 ln 𝑞𝑎𝑗(𝑥)𝑗
.

Оцiнимо його:∑︁
𝑗∈𝑇+

𝜀,𝑘

ln 𝑝𝑎𝑗(𝑥)𝑗 6
∑︁
𝑗∈𝑇+

𝜀,𝑘

(ln(𝑞𝑎𝑗(𝑥)𝑗)− 𝜀)) =

=
∑︁
𝑗∈𝑇+

𝜀,𝑘

ln 𝑞𝑎𝑗(𝑥)𝑗 − ln

(︂
1 +

𝜀

𝑞𝛼𝑗(𝑥) − 𝜀

)︂
>
∑︁
𝑗∈𝑇+

𝜀,𝑘

ln 𝑞𝑎𝑗(𝑥)𝑗 − |𝑇+
𝜀,𝑘| ·

2𝜀

𝑞min
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та ∑︁
𝑗∈𝑇+

𝜀,𝑘

ln 𝑝𝑎𝑗(𝑥)𝑗 6
∑︁
𝑗∈𝑇+

𝜀,𝑘

ln 𝑞𝑎𝑗(𝑥)𝑗 + |𝑇+
𝜀,𝑘| ·

2𝜀

𝑞min
.

Розглянемо другий доданок вищезгаданого вiдношення∑︀
𝑗∈𝑇𝜀,𝑘

ln 𝑝𝑎𝑗(𝑥)𝑗∑︀𝑘
𝑗=0 ln 𝑞𝑎𝑗(𝑥)𝑗

.

Аналогiчно до попереднього

∑︁
𝑗∈𝑇𝜀,𝑘

(ln 𝑞𝑎𝑗(𝑥)𝑗)− |𝑇𝜀,𝑘| · ln
2

2− 𝑞min
6

6
∑︁
𝑗∈𝑇𝜀,𝑘

ln 𝑝𝑎𝑗(𝑥)𝑗 6

6
∑︁
𝑗∈𝑇𝜀,𝑘

(ln 𝑞𝑎𝑗(𝑥)𝑗) + |𝑇𝜀,𝑘| · ln
2

2− 𝑞min
.

Розглянемо третiй доданок:∑︀
𝑗∈𝑇 (1)

𝑘
ln 𝑝𝑎𝑗(𝑥)𝑗∑︀

𝑗 ln 𝑞𝑎𝑗(𝑥)𝑗
.

Його можна оцiнити зверху величиною∑︀
𝑗∈𝑇 (1)

𝑘
ln 𝑝𝑗

𝑘 ln 𝑞min
,

а ця величина прямує до нуля при 𝑘 → ∞ (це випливає з умови 𝐵 = 0).

Додавши три доданки та врахувавши їх оцiнки, отримуємо нерiвнiсть:∑︀𝑘
𝑗=0 ln 𝑞𝑎𝑗(𝑥)𝑗 − |𝑇+

𝜀,𝑘| ·
2𝜀
𝑞min

− |𝑇𝜀,𝑘| · ln 2
2−𝑞min

−
∑︀

𝑗∈𝑇 (1)
𝑘

ln 𝑝𝑎𝑗(𝑥)𝑗∑︀𝑘
𝑗=0 ln 𝑞𝑎𝑗(𝑥)𝑗

6

6

∑︀
𝑗∈𝑇+

𝜀,𝑘
ln 𝑝𝑎𝑗(𝑥)𝑗 +

∑︀
𝑗∈𝑇𝜀,𝑘

ln 𝑝𝑎𝑗(𝑥)𝑗 +
∑︀

𝑗∈𝑇 (1)
𝑘

ln 𝑝𝑎𝑗(𝑥)𝑗∑︀
𝑗 ln 𝑞𝑎𝑗(𝑥)𝑗

6

6

∑︀𝑘
𝑗=0 ln 𝑞𝑎𝑗(𝑥)𝑗 + |𝑇+

𝜀,𝑘| ·
2𝜀
𝑞min

+ |𝑇𝜀,𝑘| · ln 2
2−𝑞min

+
∑︀

𝑗∈𝑇 (1)
𝑘

ln 𝑝𝑎𝑗(𝑥)𝑗∑︀𝑘
𝑗=0 ln 𝑞𝑎𝑗(𝑥)𝑗
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Нагадаємо, що з леми 3.4 випливає, що

lim
𝑘→∞

|𝑇+
𝜀,𝑘|
𝑘

= 1, lim
𝑘→∞

|𝑇𝜀,𝑘|
𝑘

= 0.

Отже,

lim
𝑘→∞

𝜇(Δ𝑎1𝑎2...𝑎𝑘(𝑥))

𝜆(Δ𝑎1𝑎2...𝑎𝑘(𝑥))
= 1 + 0 + 0 = 1.

Позначимо сiмейство цилiндрiв для заданого �̃�-представлення через Φ,

а його образ через Φ′ = 𝐹𝜉(Φ).

Застосовуючи теорему 2.5, маємо

dim𝑃 (𝐸,Φ) = 1 · dim𝑃 (𝐹𝜉(𝐸),Φ
′) ∀𝐸 ⊂ [0; 1].

Для доведення того, що dim𝑃 (𝐸) = dim𝑃 (𝐹𝜉(𝐸)), досить довести, що Φ та

Φ′ — довiрчi.

Довiрчiсть Φ була доведена у теоремi 2.3. Довiрчiсть Φ′ була доведе-

на у лемах 3.2 та 3.3. Отже, dim𝑃 (𝐸) = dim𝑃 (𝐹𝜉(𝐸)) i тому 𝐹𝜉 є 𝑃𝐷𝑃 -

перетворенням.

2. Покажемо, що якщо dim𝑃 (𝜇𝜉) = 1 i 𝐵 > 0, то 𝐹𝜉 —не 𝑃𝐷𝑃 .

Так само, як i в попереднiй частинi доведення, випишемо вiдношення

𝜇(Δ𝑎1𝑎2...𝑎𝑘(𝑥))

𝜆(Δ𝑎1𝑎2...𝑎𝑘(𝑥))
=

=

∑︀
𝑗∈𝑇+

𝜀,𝑘
ln 𝑝𝑎𝑗(𝑥)𝑗 +

∑︀
𝑗∈𝑇𝜀,𝑘

ln 𝑝𝑎𝑗(𝑥)𝑗 +
∑︀

𝑗∈𝑇 (1)
𝑘

ln 𝑝𝑎𝑗(𝑥)𝑗∑︀
𝑗 ln 𝑞𝑎𝑗(𝑥)𝑗

i розiб’ємо його на три доданки. Аналогiчно до попередньої частини до-

ведення перший доданок прямує до 1, а другий — до 0 (при 𝑘 → ∞).

Розглянемо третiй доданок.

З умови 𝐵 > 0 випливає iснування такої пiдпослiдовностi (𝑘𝑚), що

lim
𝑚→∞

∑︀
𝑗∈𝑇 (1)

𝑘𝑚

ln 1
𝑝𝑗

𝑘𝑚
= 𝐵.
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Розглянемо множину

𝐿 =

⎧⎨⎩𝑥 : 𝑥 = Δ𝑎1𝑎2...𝑎𝑘...;
𝑎𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑠− 1} якщо 𝑘 /∈ 𝑇 (1)

𝑎𝑘 = 𝑛𝑘, якщо 𝑘 ∈ 𝑇 (1), де 𝑝𝑛𝑘𝑘 = min
𝑖
𝑝𝑖𝑘.

⎫⎬⎭
Оскiльки заборона цифр у множинi 𝐿 зустрiчається у нескiнченнiй кiль-

костi мiсць, то 𝜆(𝐿) = 0. Але dim𝑃 (𝐿) = 1 (це випливає з умови

lim
𝑚→∞

|𝑇 (1)
𝑘𝑚

|
𝑘𝑚

= 0

i з теореми про пакувальну розмiрнiсть мiри 𝜇𝜉).

Отже, для довiльного 𝑥 ∈ 𝐿 виконується рiвнiсть:

lim
𝑚→∞

ln𝜇(Δ𝑎1𝑎2...𝑎𝑘𝑚(𝑥))

ln𝜆(Δ𝑎1𝑎2...𝑎𝑘𝑚(𝑥))
= 1 +𝐵.

Тому для довiльного 𝛿 > 0 iснує 𝑚(𝛿) таке, що ∀𝑚 > 𝑚(𝛿) виконується

нерiвнiсть:

1 +𝐵 − 𝛿 6
ln𝜇(Δ𝑎1𝑎2...𝑎𝑘𝑚(𝑥))

ln𝜆(Δ𝑎1𝑎2...𝑎𝑘𝑚(𝑥))
6 1 +𝐵 + 𝛿

Звiдси випливає, що

lim inf
𝑘→∞

ln𝜇(Δ𝑎1𝑎2...𝑎𝑘(𝑥))

ln𝜆(Δ𝑎1𝑎2...𝑎𝑘(𝑥))
> 1 +𝐵 − 𝛿,

отже (за теоремою Бiллiнгслi для dim𝑃 ),

dim𝑃−𝜇(𝐿) · (1 +𝐵 − 𝛿) 6 dim𝑃 (𝐿),

тобто

dim𝑃 (𝐹𝜉(𝐿)) 6
1

1 +𝐵 − 𝛿
.

З довiльностi 𝛿 випливає, що

dim𝑃 (𝐹𝜉(𝐿)) 6
1

1 +𝐵
,

а це значить, що 𝐹𝜉 не є 𝑃𝐷𝑃 -перетворенням.
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3.3. Випадкова величина 𝜉 з незалежними символами

розкладiв Кантора

Означення 3.4. Зафiксуємо певний розклад 𝐶 дiйсних чисел у ряди

Кантора, заданий послiдовнiстю (𝑛𝑘).

Нехай (𝜉𝑘) є послiдовнiстю незалежних дискретно розподiлених випад-

кових величин, причому розподiл величини 𝜉𝑘 задано таблицею:
𝑥𝑚 0 1 . . . 𝑛𝑘 − 1

𝑝𝑚 𝑝0𝑗 𝑝1𝑗 . . . 𝑝(𝑛𝑘−1)𝑗

Пiд випадковою величиною з незалежними символами розкладiв Кан-

тора будемо мати на увазi випадкову величину

𝜉 = Δ𝐶
𝜉1𝜉2...𝜉𝑘...

,

мiру на вiдрiзку [0; 1], яку породжує в.в. 𝜉, будемо позначати як 𝜇𝜉, спектр

цiєї мiри — як 𝑆𝜇𝜉
, а вiдповiдну функцiю розподiлу — як 𝐹𝜉.

3.3.1. Пакувальна розмiрнiсть мiри 𝜇𝜉. Покладемо 0 ln 0 := 0 у

наступних позначеннях. Нехай

ℎ𝑗 := −
𝑛𝑗−1∑︁
𝑖=0

𝑝𝑖𝑗 ln 𝑝𝑖𝑗, 𝐻𝑘 =
𝑘∑︁

𝑗=1

ℎ𝑗,∀𝑗, 𝑘 ∈ N.

Теорема 3.4. Якщо
∞∑︁
𝑘=1

(︂
ln𝑛𝑘

ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘)

)︂2

<∞, (3.4)

то пакувальна розмiрнiсть мiри 𝜇𝜉 в.в. 𝜉 з незалежними символами роз-

кладу Кантора дорiвнює

dim𝑃 (𝜇𝜉) = lim sup
𝑘→∞

𝐻𝑘

ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘)
.

Доведення. За теоремою Джессена–Вiнтнера [64] випадкова величина 𝜉

має чистий розподiл, тобто її функцiї розподiлу буде або чисто дискретною,
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або чисто абсолютно неперервною, або чисто сингулярною. Не порушуючи

загальностi, ми будемо вважати, що 𝜇𝜉 є неперервною, оскiльки в iншому

випадку розмiрнiсть мiри дорiвнює 0 та рiвнiсть (3.4) виконується.

Нехай 𝑥 ∈ 𝑆𝜇𝜉
∖ {1}. Тодi iснує цилiндричний пiвiнтервал

Δ𝑘(𝑥) = Δ𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑘(𝑥) такий, що 𝑥 ∈ Δ𝑘(𝑥). Позначимо мiру Лебега на

[0; 1] через 𝜆. Тодi

𝜇𝜉(Δ𝑘(𝑥)) = 𝑝𝛼1(𝑥)1 · 𝑝𝛼2(𝑥)2 · · · · · 𝑝𝛼𝑘(𝑥)𝑘 > 0,

𝜆(Δ𝑘(𝑥)) =
1

𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘

Розглянемо вираз

ln𝜇𝜉(Δ𝑘(𝑥))

ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))
=

∑︀𝑘
𝑗=1 ln 𝑝𝛼𝑗(𝑥)𝑗

− ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘)

Побудуємо допомiжну послiдовнiсть дискретних незалежних випадко-

вих величин на ймовiрнiсному просторi ([0; 1],ℬ([0; 1]), 𝜇𝜉), де ℬ([0; 1]) є

борелiвською 𝜎-алгеброю. Нехай 𝜂𝑘 (при 𝑘 ∈ N) є незалежними випадко-

вими величинами з наступними розподiлами:
Значення ln 𝑝0𝑘 ln 𝑝1𝑘 . . . ln 𝑝(𝑛𝑘−1)𝑘

Ймовiрностi 𝑝0𝑘 𝑝1𝑘 . . . 𝑝(𝑛𝑘−1)𝑘

Тодi

𝑀𝜂𝑘 =

𝑛𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑝𝑖𝑘 ln 𝑝𝑖𝑘 = −ℎ𝑘,

причому

|𝑀𝜂𝑘| 6 ln𝑛𝑘.

Легко довести, що

𝑀((𝜂𝑘)
2) 6 max{4, ln2 𝑛𝑘}.

Отже,

𝐷(𝜂𝑘) =𝑀𝜂2𝑘 − (𝑀𝜂𝑘)
2 6 2max{4, ln2 𝑛𝑘}.
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З посиленого закону великих чисел [99] та умови теореми (3.4) випливає,

що для 𝜇𝜉-майже всiх точок 𝑥 ∈ [0; 1] виконується спiввiдношення

lim
𝑘→∞

(𝜂1(𝑥) + 𝜂2(𝑥) + · · ·+ 𝜂𝑘(𝑥))−𝑀(𝜂1(𝑥) + 𝜂2(𝑥) + · · ·+ 𝜂𝑘(𝑥))

ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘)
= 0.

(3.5)

Зазначимо, що

𝑀(𝜂1(𝑥) + 𝜂2(𝑥) + · · ·+ 𝜂𝑘(𝑥)) = −𝐻𝑘,

i

𝜆(Δ𝑘(𝑥)) =
1

𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘
.

Нехай

𝐷 := lim sup
𝑘→∞

𝐻𝑘

ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘)
.

Розглянемо множину

𝑇 =

{︂
𝑥 : lim

𝑘→∞

(︂
𝜂1(𝑥) + 𝜂2(𝑥) + · · ·+ 𝜂𝑘(𝑥)

ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))
− 𝐻𝑘

− ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))

)︂
= 0

}︂
=

=

{︂
𝑥 : lim

𝑘→∞

(︂
𝜂1 + 𝜂2 + · · ·+ 𝜂𝑘 −𝑀(𝜂1 + 𝜂2 + · · ·+ 𝜂𝑘)

ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘)

)︂
= 0

}︂
.

З 𝜇𝜉(𝑇 ) = 1 маємо dim𝑃 (𝑇,Φ, 𝜇𝜉) = 1.

Введемо до розгляду такi множини:

𝑇1 =

{︂
𝑥 : lim sup

𝑘→∞

(︂
𝜂1(𝑥) + 𝜂2(𝑥) + · · ·+ 𝜂𝑘(𝑥)

ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))
− 𝐻𝑘

− ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))

)︂
= 0

}︂
,

𝑇2 =

{︂
𝑥 : lim sup

𝑘→∞

𝜂1(𝑥) + 𝜂2(𝑥) + · · ·+ 𝜂𝑘(𝑥)

ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))
6 lim sup

𝑘→∞

𝐻𝑘

− ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))

}︂
=

=

{︂
𝑥 : lim sup

𝑘→∞

ln𝜇𝜉(Δ𝑘(𝑥))

ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))
6 𝐷

}︂
,

𝑇3 =

{︂
𝑥 : lim sup

𝑘→∞

ln𝜇𝜉(Δ𝑘(𝑥))

ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))
> 𝐷

}︂
.

Очевидно, що 𝑇 ⊂ 𝑇1.
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Доведемо, що 𝑇1 ⊂ 𝑇2. Для цього використаємо вiдому нерiвнiсть

lim sup
𝑘→∞

(𝑥𝑘 − 𝑦𝑘) > lim sup
𝑘→∞

(𝑥𝑘)− lim sup
𝑘→∞

(𝑦𝑘),

яка виконується для довiльних дiйсних послiдовностей (𝑥𝑘) та (𝑦𝑘), для

яких права частина нерiвностi не має вигляд «∞−∞» або «−∞+∞».

Якщо 𝑥 ∈ 𝑇1, то

lim sup
𝑘→∞

(︂
𝜂1(𝑥) + 𝜂2(𝑥) + · · ·+ 𝜂𝑘(𝑥)

ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))
− 𝐻𝑘

− ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))

)︂
= 0 >

> lim sup
𝑘→∞

ln𝜇𝜉(Δ𝑘(𝑥))

ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))
−𝐷.

Отже,

lim sup
𝑘→∞

ln𝜇𝜉(Δ𝑘(𝑥))

ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))
−𝐷 6 0,

i тому 𝑥 ∈ 𝑇3.

Отже, 𝑇 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇2. Звiдси випливає, що

dim𝑃 (𝑇,Φ, 𝜆) 6 𝐷 · dim𝑃 (𝑇,Φ, 𝜇𝜉) = 𝐷 · 1

(за теоремою 2.5).

Тепер покажемо, що 𝑇 ⊂ 𝑇3. Справдi: якщо 𝑥 ∈ 𝑇 , то

lim
𝑘→∞

(︂
𝜂1(𝑥) + 𝜂2(𝑥) + · · ·+ 𝜂𝑘(𝑥)

ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))
− 𝐻𝑘

− ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))

)︂
= 0,

звiдси

lim
𝑘→∞

(︂
𝐻𝑘

− ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))
− 𝜂1(𝑥) + 𝜂2(𝑥) + · · ·+ 𝜂𝑘(𝑥)

ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))

)︂
= 0,

тому

lim sup
𝑘→∞

(︂
𝐻𝑘

− ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))
− 𝜂1(𝑥) + 𝜂2(𝑥) + · · ·+ 𝜂𝑘(𝑥)

ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))

)︂
= 0,

i тому (за вказаною вище нерiвнiстю lim sup𝑘→∞(𝑥𝑘−𝑦𝑘) > lim sup𝑘→∞(𝑥𝑘)−lim sup𝑘→∞(𝑦𝑘))

lim sup
𝑘→∞

𝐻𝑘

− ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))
− 𝜂1(𝑥) + 𝜂2(𝑥) + · · ·+ 𝜂𝑘(𝑥)

ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))
6 0,
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тобто

lim sup
𝑘→∞

ln𝜇𝜉(Δ𝑘(𝑥))

ln𝜆(Δ𝑘(𝑥))
> 𝐷,

i 𝑥 ∈ 𝑇3.

Оскiльки 𝑇 ⊂ 𝑇3 i 𝜇𝜉(𝑇 ) = 1 > 0, то dim𝑃 (𝑇,Φ, 𝜆) > 𝐷 (за теоремою

2.4).

Отже, dim𝑃 (𝑇,Φ, 𝜆) = 𝐷. Оскiльки 𝜆 є мiрою Лебега на [0; 1], то

dim𝑃 (𝑇,Φ) = 𝐷. Оскiльки Φ є довiрчою (бо зi збiжностi ряду
∞∑︁
𝑘=1

(︂
ln𝑛𝑘

ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘)

)︂2

випливає умова (2.5)), то dim𝑃 𝑇 = 𝐷.

Покажемо, що побудована множина 𝑇 є «найменшим» носiєм мiри 𝜇𝜉
у сенсi пакувальної фрактальної розмiрностi. Нехай 𝑀 — довiльний носiй

мiри 𝜇𝜉. Тодi𝑀1 :=𝑀∩𝑇 теж є носiєм мiри 𝜇𝜉, а тому dim𝑃 𝑀1 6 dim𝑃 𝑀 .

З того, що 𝑀1 ⊂ 𝑇 ⊂ 𝑇3, випливає, що 𝑀1 задовольняє умови теореми

2.4, а отже, dim𝑃 𝑀1 > 𝐷.

Отже, dim𝑃 𝑀 > 𝐷, i 𝑇 справдi є «найменшим» носiєм мiри 𝜇𝜉 в сенсi

dim𝑃 . Тому dim𝑃 𝜇𝜉 = 𝐷, що й вимагалось довести.

3.3.2. Умови збереження пакувальної розмiрностi функцiєю

розподiлу випадкової величини з незалежними символами роз-

кладу Кантора. Кожне представлення дiйсних чисел рядами Кантора

є частковим випадком �̃�-представлення. Якщо sup𝑘 𝑛𝑘 < +∞, то представ-

лення дiйсних чисел рядами Кантора спiвпадає з �̃�-представленням, для

якого виконуватиметься умова inf𝑖,𝑗 𝑞𝑖𝑗 > 0. Тому для знаходження умов

збереження пакувальної розмiрностi вiдповiдною функцiєю розподiлу мо-

жна скористатись результатами попереднiх пунктiв (теорема 3.3). Зокре-

ма, має мiсце наступна теорема, яка дає критерiї збереження фрактальної

пакувальної розмiрностi функцiями розподiлу випадкових величин з неза-

лежними символами розкладу Кантора при умовi sup𝑘 𝑛𝑘 < +∞.
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Теорема 3.5. Нехай:

𝑝𝑗 = inf
𝑖
𝑝𝑖𝑗, 𝑛max := sup

𝑗
𝑛𝑗

𝑇 (1) =

{︂
𝑘 : 𝑘 ∈ N, 𝑝𝑘 <

1

2𝑛max

}︂
𝑇

(1)
𝑘 = 𝑇 (1) ∩ {1, 2, . . . , 𝑘},

𝐵 = lim sup
𝑘→∞

∑︀
𝑗∈𝑇 (1)

𝑘
ln 1

𝑝𝑗

𝑘
.

Припустимо, що 𝑛max < +∞.

Тодi для того, щоб функцiя розподiлу випадкової величини 𝜉 зберiгала

пакувальну розмiрнiсть будь-якої множини одиничного вiдрiзка, необхi-

дно й достатньо, щоб ⎧⎨⎩ dim𝑃 𝜇𝜉 = 1;

𝐵 = 0.

Якщо послiдовнiсть (𝑛𝑘) є необмеженою, то проблема знаходження кри-

терiю збереження фрактальної пакувальної розмiрностi залишається вiд-

критою. У той же час, використовуючи результати по обчисленню паку-

вальної розмiрностi мiри з теореми 3.4, можна отримати необхiднi умови

збереження фрактальної пакувальної розмiрностi функцiєю розподiлу ви-

падкової величини з незалежними цифрами розкладу Кантора:

Теорема 3.6. Нехай 𝜉 є випадковою величиною з незалежними сим-

волами розкладу Кантора. Нехай вiдповiдний розклад Кантора задано по-

слiдовнiстю {𝑛𝑘}, для якої виконується умова:
∞∑︁
𝑘=1

(︂
ln𝑛𝑘

ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘)

)︂2

< +∞.

Тодi для того, щоб функцiя розподiлу випадкової величини 𝜉 зберiгала

пакувальну розмiрнiсть будь-якої множини одиничного вiдрiзка, необхi-

дно, щоб

lim sup
𝑘→∞

−
∑︀𝑘

𝑗=1

∑︀𝑛𝑗−1
𝑖=0 𝑝𝑖𝑗 ln 𝑝𝑖𝑗

ln(𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑘)
= 1.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена розвитку теорiї фрактальної паку-

вальної розмiрностi, яка, будучи двоїстою до розмiрностi Хаусдорфа–

Безиковича i маючи всi ознаки класичної фрактальної розмiрностi (у тому

числi зчисленну стабiльнiсть), дозволяє (у поєднаннi з dim𝐻) бiльш гли-

боко аналiзувати фрактальну структуру множин, сингулярних функцiй та

мiр.

У роботi здiйснено розвиток загальної теорiї пакувальної фракталь-

ної розмiрностi (дослiджено проблему еквiвалентностi рiзних пiдходiв до

означення пакувальної фрактальної розмiрностi; на основi запропоновано-

го автором альтернативного означення пакувальної розмiрностi введено в

розгляд та вивчено властивостi пакувальної розмiрностi вiдносно сiмейств

множин та мiр; доведено аналоги класичних (для розмiрностi Хаусдорфа–

Безиковича) теорем Бiллiнгслi для пакувальної розмiрностi (якi є аналiти-

чною основою для дослiдження фрактальної пакувальної розмiрностi мно-

жин та мiр); дослiджено проблему довiрчостi сiмейств куль при обчисленнi

пакувальної розмiрностi) та дослiджено пакувальнi фрактальнi властиво-

стi множин, функцiй та мiр, що породженi зображеннями дiйсних чисел за

допомогою рядiв Кантора та полiосновними �̃�-зображеннями.

В дисертацiйнiй роботi отримано такi результати:

— введено в розгляд та дослiджено властивостi нецентрованої паку-

вальної розмiрностi; доведено, що в широкому класi метричних про-

сторiв нецентрована пакувальна розмiрнiсть спiвпадає з класичною

пакувальною розмiрнiстю;

— на основi поняття нецентрованої пакувальної розмiрностi введено

в розгляд та вивчено властивостi пакувальної розмiрностi вiдносно
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сiмейств множин та мiр;

— доведено аналоги теорем Бiллiнгслi для пакувальної розмiрностi;

— знайдено загальнi необхiднi i достатнi умови довiрчостi для обчи-

слення пакувальної розмiрностi сiмейства цилiндрiв, породжених

розклалами Кантора;

— показано принципову рiзницю мiж порiвнянними системами паку-

вань та системами пакувань, якi є довiрчими для обчислення фра-

ктальної пакувальної розмiрностi;

— знайдено широкi достатнi умови довiрчостi для обчислення паку-

вальної розмiрностi сiмейства цилiндрiв, породжених полiосновни-

ми �̃�-зображеннями дiйсних чисел;

— дослiджено тонкi фрактальнi властивостi ймовiрнiсних мiр з незале-

жними символами розкладу Кантора; доведено явну формулу для

обчислення пакувальної розмiрностi мiнiмальних розмiрнiсних но-

сiїв таких мiр;

— закладено основи теорiї перетворень, що зберiгають фрактальну па-

кувальну розмiрнiсть (𝑃𝐷𝑃 -перетворень); знайдено загальнi необ-

хiднi умови належностi перетворення до 𝑃𝐷𝑃 -класу; для широкого

класу перетворень, що породженi розподiлами випадкових величин

з незалежними символами розкладiв Кантора та полiосновних �̃�-

зображень, знайдено необхiднi та достатнi умови збереження фра-

ктальної пакувальної розмiрностi.
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