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Загальна характеристика роботи
Актуальнiсть теми. Об’єкт дослiдження роботи – це стохастич-

нi потоки броунiвських часток i їх аналоги з дискретним часом. Про-
стим прикладом стохастичного потоку броунiвських часток на пря-
мiй є сукупнiсть розв’язкiв задачi Кошi для стохастичного диферен-
цiального рiвняння. Сiм’я розв’язкiв {x(u, t), u ∈ R, t ≥ 0} задачi
Кошi

dx(u, t) = cosx(u, t)dw1(t) + sinx(u, t)dw2(t),

x(u, 0) = u,

де w1, w2 – незалежнi вiнерiвськi процеси, має наступнi властивостi:
1) для кожного u ∈ R x(u, ·) – броунiвський рух на прямiй,
2) для всiх u1 ≤ u2 виконується x(u1, t) ≤ x(u2, t),
3) процеси x(u, ·) є мартингалами вiдносно спiльної фiльтрацiї iз

сумiсною квадратичною варiацiєю

d⟨x(u1, ·), x(u2, ·)⟩(t) = cos(x(u1, t)− x(u2, t))dt.

Нехай Γ – додатно визначена парна функцiя на R. Iснування
сiм’ї {x(u, t), u ∈ R, t ≥ 0}, що задовольняє умови 1)-3) з функ-
цiєю Γ замiсть cos, було доведено Гаррiсом1 при припущеннi, що Γ
є неперервною i задовольняє умову Лiпшиця на всiх множинах виду
R\(−ε, ε), ε > 0. Функцiю Γ називають локальною характеристикою
потоку.

Слiд видiлити випадок Γ = I{0}. Потiк з такою локальною харак-
теристикою є потоком броунiвських часток, в якому кожнi двi част-
ки рухаються незалежно одна вiд одної до моменту зустрiчi, пiсля
чого склеюються i продовжують рух як одна. Вперше такий потiк
був побудований i вивчався Р. Арратья2. А. А. Дороговцев3 отри-
мав n−точковi рухи потоку Арратья як слабку границю n−точкових
рухiв потокiв, що складаються з розв’язкiв стохастичних диферен-
цiальних рiвнянь з диференцiйовними коефiцiєнтами.

1Harris Т. Coalescing and noncoalescing stochastic flows in R // Stoch. Proc. and
Appl., – 1984. – 17. – P. 187-210.

2Arratia R. Brownian motion on the line // PhD dissertation, Univ. Wisconsin –
1979. – 129 p.

3Dorogovtsev A.A. One Brownian stochastic flow // Theory of Stochastic
Processes – 2004. – 10(26), 3-4. – P.21-25.
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Для функцiї Γ, що задовольняє умову Лiпшиця на всiй прямiй,
потiк Гаррiса {x(u, t)} може бути отриманий як розв’язок задачi Ко-
шi для стохастичного диференцiального рiвняння

dx(u, t) =
∞∑
k=1

ak(x(u, t))dwk(t),

x(u, 0) = u,

де {wk}k≥1 – незалежнi вiнерiвськi процеси, a = (a1, a2, . . .)– вiдо-
браження з R в l2, що задовольняє умову Лiпшиця, i

∞∑
k=1

ak(u)ak(v) = Γ(u− v).

Поняття стохастичних потокiв броунiвських часток природним
чином поширюється на багатовимiрний випадок.

В одновимiрному випадку, коли функцiя Γ не задовольняє умо-
ву Лiпшиця, в потоцi Гаррiса може вiдбуватись склеювання часток.
Так, для τ = inf{t : x(u, t) = x(v, t)} спiввiдношення P{τ < ∞} = 1

еквiвалентно
∫ 1

0
u

1−Γ(u)du <∞. Бiльше того, А. А. Дороговцев4 пока-
зав, що в потоцi Арратья не лише усi частки, що стартували з обме-
женого iнтервалу, склеюються в кiнцеве число кластерiв за кiнцевий
час, але i загальний час вiльного пробiгу для них кiнцевий. У зв’язку
з цим виникають питання про асимптотику зростання кластерiв (тоб-
то кiлькiсть точок, склеєних в одну). У роботi А. А. Дороговцева, А.
В. Гнедiна, М. Б. Вовчанського5 отримано закон повторного лога-
рифма для розмiру кластера. Утворення кластерiв пов’язано з по-
ведiнкою вiдхилення положення частки вiд точки iї старту. Асимпто-
тику рiвномiрного вiдхилення часток в потоцi Гаррiса вiд положення
старту, коли час прямує до нуля, отримано О. Шамовим 6.

При аналiзi стохастичних потокiв iз диференцiйовною локальною
характеристикою застосовуються методи дослiдження детермiнова-
них динамiчних систем. Так, для встановлення стiйкостi та асимп-
тотичних властивостей потоку обчислюються показники Ляпунова,

4Дороговцев A. A. Стохастический интеграл по потоку Арратья // Доклады
академии наук. Математика. – 2006. – 410, 2. – С. 156-157.

5Dorogovtsev A. A., Gnedin A. V.,Vovchanskii M. B. Iterated logarithm law for
sizes of clusters in Arratia flow. // Theory Stoch. Process. – 2012 – 18, 2. – P.1–7.

6Shamov A. Short-time asympototics of one-dimensional Harris flows. // Comm.
on Stoch. Analysis – 2011 – 5, 3. – P. 527-539.
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вивчається питання про знаходження iнварiантних многовидiв (цi
методи використовували такi автори як A. Carverhill, Y. Le Jan, L.
Arnold, P. Baxendale, T. Harris, H. Kunita, Sh. Watanabe). Також до-
слiджуються топологiчнi властивостi потокiв. Наприклад, коефiцiєн-
ти зачеплення траєкторiй в потоцi розглядалися такими авторами,
як C. Zirbel, W. Woyczinski, J. W. Pitman, M. Yor, В. О. Кузнєцов.

Поведiнку динамiчної системи можна характеризувати мiрою, що
переноситься потоком. Зокрема, для процесу µt(A) = µ{u⃗ : x⃗(u⃗, t) ∈
A}, де µ-деяка мiра, A ∈ B(Rd), його асимптотичнi властивостi вив-
чалися у роботах авторiв H. Kunita, С. Zirbel, E. Cinlar. У роботах
А. А. Дороговцева введено новий клас стохастичних потокiв зi взає-
модiєю, в яких рух кожної частки залежить вiд розподiлу маси всiх
часток, що переносяться потоком. Для таких потокiв М. П. Карлико-
вою встановлено iснування слабкого рiшення i наведено умови, при
яких проблема мартингалiв з генератором напiвгрупи потоку має
єдиний розв’язок.

Для потоку роз’вязкiв стохастичного диференцiального рiвняння
як випадкового елементу у просторi C([0,∞) → C(Rd)), H. Kunita до-
вiв теорему Струка-Варадана про носiй. Узагальнення цiєї теореми
для випадку потоку, породженого стохастичним диференцiальним
рiвнянням зi взаємодiєю отримано А. Ю. Пилипенком7. У роботi А.
А. Дороговцева i О. В. Остапенко8 доведено принцип великих вiд-
хилень для стохастичного потоку з гладкою взаємодiєю як для ви-
падкового елементу в просторi C ([0, 1], L2(R, µ)), де µ− стандартний
гауссiвський розподiл на R i для n−точкового руху потоку Арратья
в просторi C([0, 1],Rm).

Як було сказано, на стохастичний потiк з диференцiйовною ло-
кальною характеристикою можна дивитися як на динамiчну систему,
керовану випадковим гауссiвським полем. Для потоку зi склеюван-
ням не iснує гауссiвського шуму, який задавав би потiк. Питаннями
опису шуму, що вiдповiдає потоку з сингулярною взаємодiєю, займа-
лися такi автори, як B. Tsirelson, J. Warren, S. Watanabe, Y. Le Jan,
O. Raimond.

Р. Арратья отримав потiк броунiвських рухiв, що склеюються,
як границю випадкових блукань на цiлочисельних ґратах. У роботi

7Пилипенко А.Ю. Теорема Струка-Варадана для потоков, порожденных сто-
хастическими дифференциальными уравнениями с взаимодействием // Укр.
мат. журн. – 2002. – 54, 2. – С. 227-238.

8Dorogovtsev A. A., Ostapenko O.V. Large deviations for flows of interacting
Brownian motions // Stochastics and Dynamics – 2010 – 10, 3. – P. 315–339.
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C. Newman, K. Ravishankar, R. Sun наближення будуються за допо-
могою сiмейства випадкових блукань, траєкторiї яких можуть пе-
ретинатися. J. Norris, A. Turner отримали потiк Арратья як слабку
границю потоку з дискретним часом, який будується за допомогою
iтерацiй випадкових вiдображень. Як вже вiдзначалося, А. А. До-
роговцев довiв, що потiк Арратья також може бути отриманий як
слабка границя потокiв рiшень стохастичних диференцiальних рiв-
нянь. Потоки Арратья i Гаррiса I. I. Нiщенко9 отримала як границi
випадкових потокiв з дискретним часом. Дискретнi потоки будують-
ся по аналогiї з схемою Ейлера-Маруямi для наближення розв’язкiв
стохастичних диференцiальних рiвнянь. Потоки з дискретним ча-
сом є функцiоналами вiд послiдовностi гауссiвських процесiв, що
дає можливiсть затосовувати до їх вивчення методи гауссiвського
аналiзу. Вiдмiнною рисою потоку з дискретним часом вiд потокiв
Гаррiса є можливiсть перетину траєкторiй. У дисертацiйнiй робо-
тi дослiджується функцiонал, що дорiвнює часу, який двi частки у
дискретному потоцi проводять у порядку, вiдмiнному вiд початко-
вого. Вiдмiтимо, що рiзниця двох траєкторiй в дискретному потоцi
є наближенням розв’язку деякого стохастичного диференцiального
рiвняння. Використовуючи це, отримано оцiнки на швидкiсть збiж-
ностi до нуля вказаного функцiоналу у разi, коли потоки з дискрет-
ним часом збiгаються до потоку Арратья.

При вивченнi функцiоналiв вiд стохастичного потоку, породже-
ного стохастичним диференцiальним рiвнянням, застосовуються ме-
тоди гауссiвського аналiзу. Для функцiй вiд розв’язку стохастичного
диференцiального рiвняння Н. Н. Криловим та А. Ю. Веретеннiко-
вим було виписано хаотичний розклад10. Аналог розкладу Крилова-
Веретеннiкова для дискретних потокiв будується у дисертацiї. Тут
використовується пiдхiд, що ґрунтується на визначеннi суперпозицiї
полiлiнiйних форм Гiльберта-Шмiдта вiд бiлого шуму, запропонова-
ний А. А. Дороговцевим. Для стохастичних напiвгруп i скiнченномiр-
них рухiв потоку Арратья аналог розкладу Крилова-Веретеннiкова
було отримано А. А. Дороговцевим11. Аналог розкладу Крилова-Ве-
ретеннiкова для m−точкового руху потоку Арратья у термiнах iн-
тегралiв по частинах траєкторiй у потоцi запропоновано в роботi Г.

9Nishcenko I. Discrete time approximation of coalescing flows on the real line //
Theory Stoch. Process – 2011 – 17, 1. – P. 70–78.

10Veretennikov A.Yu., Krylov N.V. Explicit formulas of the solutions of stochastic
equation // Mat. Sb. – 1976 – 100,5. – P. 266–283.

11Dorogovtsev A.A. Krylov-Veretennikov expansion for coalescing stochastic flows
// Comm. on Stoch. Analysis – 2012 – 6, 3. – P. 421-435.
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В. Рябова та А. А. Дороговцева 12.
Аналiз для негладких потокiв, зокрема, для потоку Арратья, ро-

зроблявся A. A. Дороговцевим. Так, був побудований iнтеграл по
потоку Арратья i в цих термiнах отримано представлення Кларка
для функцiоналiв вiд потоку Арратья. За аналогiєю iз стохастични-
ми диференцiальними рiвняннями, Т. В. Маловiчко довела аналог
теореми Гiрсанова для потокiв як з гладкою взаємодiєю, так i пото-
ку Арратья.

У дисертацiйнiй роботi вивчається напiвгрупа m−точкового руху
потоку Арратья. Питання про знаходження явного вигляду дiї пiв-
групи є цiкавим, оскiльки мiра, що описує розподiл часток у момент
часу t, має нетривiальну сингулярну компоненту вiдносно мiри Лебе-
га в Rm. При знаходженнi генератора напiвгрупи основнi складнощi
пов’язанi з описом його областi визначення. У дисертацiйнiй роботi
описано ядро для генератора напiвгрупи m−точкового руху пото-
ку Арратья. Дiя напiвгрупи представлена у виглядi суми, де кожен
доданок iндексується бiнарним лiсом, який вiдповiдає порядку скле-
ювання траєкторiй у потоцi Арратья.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Роботу виконано в Iнститутi математики НАН України у вiддiлi
теорiї випадкових процесiв у рамках держбюджетної теми “Аналiз
складних систем”, державний реєстрацiйний номер 0111U001002. Та-
кож частина роботи виконана у рамках спiльного наукового проекту
НАН України та Росiйського фонду наукових дослiджень “Геомет-
ричнi аспекти теорiї нескiнченновимiрних динaмiчних систем”, дер-
жавний реєстрацiйний номер 0114U002965.

Мета i завдання дослiдження. Метою роботи є вивчення вла-
стивостей стохастичних потокiв броунiвських часток з сiнгулярною
взаємодiєю за допомогою наближаючих потокiв з дискретним часом.
Ця мета включає в себе наступнi завдання:

• дослiдження граничної поведiнки функцiоналiв вiд потоку з
дискретним часом;

• отримання аналога представлення Крилова-Веретеннiкова для
дискретного потоку;

12Dorogovtsev A. A., Riabov G. V. Transformations of Wiener Measure and
Orthogonal Expansions //arXiv:1310.4722 – 2013.
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• представлення дiї перехiдної напiвгрупи n−точкового руху по-
току Арратья в iнтегральному виглядi.

Об’єкт та предмет дослiдження. Об’єктом дослiдження ди-
сертацiйної роботи є стохастичнi потоки броунiвських часток та їх
аналоги з дискретним часом. Предметами дослiдження є функцiона-
ли вiд потокiв з дискретним часом, їх поведiнка, коли дискретнi по-
токи наближають поток Арратья; хаотичний розклад функцiоналiв
вiд потоку з дискретним часом.

Методи дослiдження. У роботi використано методи стохастич-
ного аналiзу, теорiї ймовiрностей, теорiї випадкових процесiв та функ-
цiонального аналiзу.

Наукова новизна отриманих результатiв. Основнi результа-
ти, що визначають наукову новизну роботи, такi:

• вивчено ергодичнi властивостi за просторовою змiнною потокiв
з дискретним часом;

• отримано швидкiсть спадання до нуля часу порушення впоряд-
кованостi двох часток у потоцi з дискретним часом, що набли-
жає потiк Арратья;

• встановлено аналог представлення Крилова-Веретеннiкова для
n− точкового руху у стохастичному потоцi з дискретним часом
у термiнах полiлiнiйних форм вiд бiлого шуму, що задає потiк;

• отримано iнтегральну форму представлення Крилова-Веретен-
нiкова для дискретного потоку;

• для напiвгрупи n−точкового руху потоку Арратья знайдено
ядро генератора та дiю генератора на функцiї з цього ядра;

• отримано iнтегральне представлення для дiї напiвгрупи n−точ-
кового руху потоку Арратья у виглядi суми, де кожний дода-
нок iндексується бiнарним лiсом, який вiдповiдає за порядок
склеюваня часток у потоцi.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна
робота носить теоретичний характер. Oтриманi результати можуть
мати подальше застосування у рiзних роздiлах теорiї випадкових
процесiв та стохастичного аналiзу.
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Особистий внесок здобувача. Постановка задач, вибiр напря-
мiв i методiв дослiдження та загальне керiвництво роботою нале-
жить науковому керiвнику здобувача доктору фiзико-математичних
наук, професору А. А. Дороговцеву. Всi результати, представленi у
дисертацiйнiй роботi, отриманi автором самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної
роботи доповiдались та обговорювались на наступних конференцiях
та наукових семiнарах:

• XIX мiжнароднiй конференцiї молодих учених "Ломоносов"
(Москва, 9-13 квiтня 2012 р.);

• всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї
ймовiрностей та математичного аналiзу"(Ворохта, Україна, 25
лютого – 3 березня 2013 р.);

• мiжнароднiй математичнiй конференцiї "Боголюбовськi читан-
ня DIF-2013. Диференцiальнi рiвняння, теорiя функцiй та їх
застосування"(Севастополь, Україна, 23-30 червня 2013 р.);

• Workshop Nachwuchsforscherinnen in Stochastik. Junior female
researchers in probability (Berlin and Potsdam, Germany, 10-11
October 2013);

• 11th International Vilnius Conference on Probability Theory and
Mathematical Statistics ( Вiльнюс, Литва, 30 червня – 4 липня,
2014);

• науковiй конференцii пам’ятi Ю. Лiннiка “Analytical methods
in number theory, probability theory and mathematical statistics”,
(Санкт-Петербург, 14-18 вересня, 2015);

• мiжнароднiй конференцiї “Stochastic Processes in Abstract Space”,
(Київ, 14 – 16 жовтня, 2015);

• науковому семiнарi “Числення Маллявена та його застосуван-
ня” Iнституту математики НАН України пiд керiвництвом док-
тора фiз.-мат. наук, професора А. А. Дороговцева;

• науковому семiнарi “Статистичнi проблеми для випадкових про-
цесiв i полiв” кафедри математичного аналiзу та теорiї ймовiр-
ностей фiзико-математичного факультету Нацiонального тех-
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нiчного унiверситету України “Київський полiтехнiчний iнсти-
тут” пiд керiвництвом доктора фiз.-мат. наук, професора О. I.
Клесовa та доктора фiз.-мат. наук, професора О. В. Iвановa;

• науковому семiнарi “Аналiтичнi методи в теорiї дифузiйних про-
цесiв” кафедри вищої математики механiко-математичного фа-
культету Львiвського нацiонального унiверситету iменi I. Фран-
ка пiд керiвництвом доктора фiз.-мат. наук, професора Б. I.
Копитка.

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi в п’яти статтях,
чотири з яких в журналi, що iндексується в наукометричнiй базi
Scopus, i в шести збiрках тез конференцiй, п’ять з яких є мiжнарод-
ними.

Структура та обсяг роботи. Дисертацiйна робота складається
зi вступу, трьох роздiлiв i висновкiв, викладених на 126 сторiнках,
а також списку використаних джерел iз 65 найменувань. Загальний
обсяг роботи – 133 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ ДИСЕРТАЦIЇ
У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйної роботи,

визначено мету i сформульовано задачi дослiдження, а також ви-
свiтлено наукову новизну отриманих результатiв. Наведено вiдомостi
про апробацiю роботи та публiкацiї.

Перший роздiл дисертацiї присвячений вивченню потокiв випад-
кових вiдображень з дискретним часом. Такi потоки в подальшому
використовуються для наближення стохастичних потокiв броунiвсь-
ких часток iз взаємодiєю. В першому пiдроздiлi будується дискрет-
ний за часом потiк вiдображень {xn(u), u ∈ R}n≥1 за допомогою
рекурентного спiввiдношення:

xn+1 = xn(u) + ξn+1(xn(u)), x0(u) = u, (1)

де {ξn(u), u ∈ R}n≥1 – послiдовнiсть незалежних стацiонарних гаус-
сiвських процесiв, що мають неперервну коварiацiйну функцiю Γ i
нульове середнє.

Перевiрено коректнiсть визначення такої послiдовностi вiдобра-
жень {xn}n≥1 та їх неперервнiсть у середньому довiльного порядку.
Зауважимо, що при фiксованому u ∈ R рiвняння (1) визначає симет-
ричне випадкове блукання на прямiй. Тому сiм’ю {xn(u), u ∈ R}n≥1
можна розглядати як потiк випадкових блукань, що стартують з
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кожної точки прямої. Для фiксованого набору точок u1, . . . , xN по-
слiдовнiсть векторiв (xn(u1), . . . , xn(uN ))n≥1 будемо називатиN−точ-
ковим рухом потоку.
Лема 1.1.4. Послiдовнiсть векторiв

{x⃗n(u⃗) = (xn(u1), . . . , xn(uN ))}n≥1, u1 < u2 < . . . < uN

утворює ланцюг Маркова в RN з перехiдною ймовiрнiстю

P (x⃗,∆) = P{(ζ(x1), . . . , ζ(xN )) ∈ ∆},

де x⃗ ∈ RN ,∆ ∈ B(RN ), {ζ(u), u ∈ R} – гауссiвский процес з середнiм
Eζ(u) = u i коварiацiйною функцiєю E(ζ(u)−u)(ζ(v)− v) = Γ(u− v)

Вiдмiтимо, що послiдовнiсть {xn(u2)−xn(u1)}n≥1 також утворює
ланцюг Маркова.
Лема 1.1.5 Послiдовнiсть {zn = xn(u2) − xn(u1)}n≥1 є ланцюгом
Маркова таким, що

{zn}n≥1
d
= {vn}n≥1,

де послiдовнiсть {vn}n≥1 задається спiввiдношенням:

vn+1 = vn +
√
2− 2Γ(vn)ηn+1,

v0 = u2 − u1,

i {ηn}n≥1 – незалежнi стандартнi гауссiвскi величини.
Наступний параграф глави присвячено вивченню властивостей

випадкових вiдображень, з яких складається побудований дискрет-
ний потiк. Iз стацiонарностi процесiв ξn, за якими будується потiк,
випливає стацiонарнiсть вiдображень {xn(u)−u, u ∈ R}. А саме, має
мiсце лема:
Лема 1.2.1 Наступний процес iз значеннями в R∞

{(ξ1(u), x1(u)− u, ξ2(u), x2(u)− u, . . . , ξn(u), xn(u)− u, . . .), u ∈ R}

є стацiонарним у вузькому сенсi.
Наступна теорема встановлює ергодичнiсть процесу {xn(u)−u, u ∈

R}.
Теорема 1.2.2 Нехай потiк з дискретним часом {xn(u), u ∈ R}n≥1
побудовано за послiдовнiстю незалежних стацiонарних гауссiвських
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процесiв {ξn(u), u ∈ R}n≥1 з коварiацiйною функцiєю Γ такою, що
Γ(u) → 0 при u→ ∞, тобто

xn+1(u) = xn(u) + ξn+1(xn(u))

x0(u) = u.

Тодi процес {xN (u)− u, u ∈ R} є ергодичним при кожному N ≥ 1.
В параграфi 1.3 наведено вiдомi результати, що стосуються наб-

лиження потокiв Гаррiса потоками з дискретним часом (1). Теорема
про збiжнiсть потокiв з дискретним часом до потоку Арратья була
отримана I. I. Нiщенко. Позначимо через x̃n(u, ·) ламану на промiж-
ку часу [0, 1], яку побудовано по вузлах

(
k
n , xk(u)

)
, де xk(u) визначенi

рекурентним спiввiдношенням (1).

Теорема 1.3.313 Нехай для кожного m ≥ 1 x̃m побудованi за послi-
довнiстю {ξmn , n ≥ 1}, де незалежнi стацiонарнi гауссiвськi процеси
ξmn мають коварiацiйну функцiю 1√

m
Γm, що задовольняє умову Лiп-

шиця. Для m ≥ 1 позначимо

cm = sup
R

2− 2Γm(x)

x2
.

Якщо (i) limm→∞
cmecm

m = 0;

(ii) для всякого δ > 0 supR\[−δ,δ] |Γm(x)| → 0,m→ ∞;

тодi випадковий процес {x̃m(u1, ·), . . . , x̃m(ul, ·);m ≥ 1} слабко збi-
гається в C([0, 1],Rl) до l-точкового руху потоку Арратья.

Параграф 1.4. присвячено вивченню функцiонала вiд двоточково-
го руху потока з дискретним часом, який вiдповiдає часу порушення
впорядкованостi:

Φm =

∫ 1

0

1I{xm(u2,t)−xm(u1,t)<0}dt,

де u2 > u1 – деякi фiксованi точки прямої.

13Nishcenko I. Discrete time approximation of coalescing flows on the real line //
Theory Stoch. Process – 2011 – 17, 1. – P. 70–78.
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Теорема 1.4.1 Припустимо, що для всiх m ≥ 1 коварiацiйна функ-
цiя Γm задовольняє умови теореми 1.3.3. Тодi

P{Φm > 0} ≤ m · F
(√

m

cm

)
,

де F (x) =
∫ +∞
x

1√
2π

exp{−x2

2 }dx.
Якщо до того ж {Γm}m≥1 такi, що
(i) limm→∞

c2mecm

m = 0;
(ii) u√

2−2Γm(u)
зростає при u > 0;

(iii) 2− 2Γm( 1√
cm

) ≥ 1
K2 ,m ≥ 1 для деякої константи K,

тодi для всiх ε > 0 iснує константа A > 0 така, що

lim
m→∞

P{Φm > ε}

F
(
K
√

m
cm

) ≥ A.

Оскiльки дискретнi потоки побудовано за послiдовнiстю гауссiвсь-
ких процесiв, то для вивчення функцiоналiв вiд таких потокiв мож-
на використовувати розклад Iто-Вiнера гауссiвських функцiоналiв.
Другий роздiл присвячено опису бiлого шуму, що породжує потiк
з дискретним часом i побудовi розкладу Iто-Вiнера функцiоналiв
m−точкового руху потоку. У першому параграфi приведенi основнi
означення i твердження про розклад Iто-Вiнера випадкових величин,
вимiрних вiдносно бiлого шуму в гiльбертовому просторi.

Будемо казати, що бiлий шум η в гiльбертовому просторi H по-
роджує гауссiвський процес {ξ(u), u ∈ R}, якщо для будь-якого
u ∈ R iснує такий елемент fu ∈ H, що ξ(u) = (fu, η). Тодi значен-
ня функцiонала вiд процесу {ξ} є вимiрним вiдносно бiлого шуму,
i можна говорити про його розклад Iто-Вiнера. У параграфi 2.2 бу-
дується бiлий шум, що породжує потiк з дискретним часом {xn}n≥1.
Нехай гiльбертiв простiр HΓ є вiдтворюючим ядром, що побудова-
но за функцiєю {Γ(· − v), v ∈ R}. Для кожного k ≥ 1 задамо ηk
– бiлий шум в просторi HΓ, що породжує процес ξk. У просторi
l2(H

Γ) = {F = (f1, . . . , fk, . . .) : fj ∈ HΓ,
∑∞

k=1 ||fk||2HΓ < ∞} визна-
чимо бiлий шум η за правилом: (η, F ) =

∑∞
k=1(ηk, fk).

Отримавши опис бiлого шуму, що задає послiдовнiсть процесiв
{ξn}, ми переходимо до розкладу Iто-Вiнера величин виду f(xn(u1),
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. . . , xn(um)). У параграфi 2.3 розклад отримано у термiнах опера-
торiв {Qk}k≥1, визначених через розклад випадкової величини
f(x1(u1), . . . , x1(um)) :

f(u1 + ξ1(u1), . . . , um + ξ1(um)) =
∞∑
k=0

Qkf(u⃗; η1, . . . , η1),

тут Qkf(u⃗; ·, . . . , ·) – k−лiнiйна форма Гiльберта-Шмiдта на HΓ. По-
значимо через

B(Rm;R) = {f : Rm → R|f -вимiрна, sup
u⃗∈Rm

|f(u⃗)| < +∞}

простiр функцiй з нормою ||f || = supu⃗∈Rm |f(u⃗)|.
Дiю операторiв Qk можна розповсюдити на функцiї зi значен-

нями у гiльбертовому просторi. Нехай H – деякий сепарабельний
гiльбертовий простiр, можливо, вiдмiнний вiд HΓ, з ортонормова-
ним базисом {ej}∞j=1. Введемо простiр функцiй

B(Rm;H) = {F : Rm → H|F–вимiрна, sup
u⃗∈Rm

∥F (u⃗)∥ < +∞}.

Визначимо дiю операторiв Qk на функцiї F ∈ B(Rm;H) за правилом:

QkF (u⃗; ·, . . . , ·) =
∞∑
j=1

Qkfj(u⃗; ·, . . . , ·︸ ︷︷ ︸
k

)ej .

Теорема 2.3.2. Нехай {xn(u), u ∈ R}n≥1 – потiк з дискретним часом
(1). Тодi для довiльної φ ∈ B(Rm;R) має мiсце розклад

φ(xn(u1), . . . , xn(um)) =

=

∞∑
k=0

∑
l1,...,ln≥0
l1+...+ln=k

QlnQln−1 . . . Ql1φ(u⃗; ηn, . . . , ηn︸ ︷︷ ︸
ln

, . . . η1, . . . , η1︸ ︷︷ ︸
l1

).

Отриманий розклад є дискретним аналогом представлення Кри-
лова–Веретеннiкова для функцiї вiд розв’язку стохастичного дифе-
ренцiального рiвняння.
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Оскiльки випадкова величина φ(xn(u1), . . . , xn(um)) вимiрна вiд-
носно σ−алгебри, породженої процесами {ξ1, . . . , ξn}, її розклад мож-
на записати в термiнах значень процесiв ξi. Позначимо через ξ~k(u⃗),
добуток Вiка ξ(u1) ∗ . . . ∗ ξ(uk). Введемо множину мультиiндексiв
J(k,m) = {r = (i1, . . . , ik), ij ∈ {1, . . . ,m}}. Нехай вектор u⃗ ∈ Rm,
для мультиiндексу r = (i1, . . . , ik) ∈ J(k;m) писатимемо u⃗r = (ui1 , . . . ,
uik) ∈ Rk.

Нехай J(k,m) = {r = (i1, . . . , ik), ij ∈ {1, . . . ,m}}. У роботi от-
римано явний вид ядер розкладу Iто–Вiнера в термiнах щiльностi
розподiлу вектору (ξ(u1), ξ(u2), . . . , ξ(um)). Приведемо деякi достат-
нi умови для iснування щiльностi розподiлу цього випадкового век-
тора:
Лема 2.3.4. Нехай стацiонарний гауссiвський процес ξ задовольняє
одну з наступних умов :

(i) коварiацiйна функцiя Γ подається у виглядi Γ = ψ ∗ ψ, де
ψ ∈ L2(R);

(ii) процес ξ має спектральну щiльнiсть вiдносно мiри Лебега.
Тодi для довiльних u1 < u2 < . . . < um випадковий вектор

(ξ(u1), ξ(u2), . . . , ξ(um)) має щiльнiсть розподiлу.
Позначимо через p(·, u⃗) – щiльнiсть розподiлу випадкового векто-

ра (u1 + ξ1(u1), . . . , um + ξ1(um)). Для мультиiндекса r = (i1, . . . , ik)

писатимемо p(r)(v⃗, u⃗) = ∂k

∂vi1 ...∂vik
p(v⃗, u⃗).

Теорема 2.3.3. Для довiльної функцiї φ ∈ B(Rm,R)

φ(xn(u1), . . . , xn(um)) =
∞∑

k1,...,kn=0

1

k1! . . . kn!

∑
rn∈J(kn,m)

. . .

∑
rn∈J(k1,m)

∫
Rm

. . .

∫
Rm

p(rn)(α⃗(n), α⃗(n−1))p(r(n−1))(α⃗(n−1), α⃗(n−2)) . . .

p(r1)(α⃗(1), u⃗)φ(α⃗(n))ξ~kn
n (α⃗(n−1)

rn )ξ
~kn−1

n−1 (α⃗(n−2)
rn−1

) . . . ξ~k1
1 (u⃗r1)dα⃗

(n) . . . dα⃗(1).

У третьому роздiлi розглядаються функцiонали вiд m−точкового
руху потоку Арратья. Склеювання часток у потоцi призводить до
того, що у момент t розподiл m−точкового руху потоку не має щiль-
ностi вiдносно мiри Лебега. Тут отримано опис дiї перехiдної напiв-
групи m−точкового руху потоку Арратья в iнтегральному виглядi.
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m−точковий рух потоку Арратья {x(u1, t), . . . , x(um, t)} до момен-
ту першого склеювання спiвпадає по розподiлу з m−вимiрним бро-
унiвським рухом w(u⃗, t), що стартував з точок u1, . . . , um, до моменту
виходу на межу симплексу ∆m = {u⃗ ∈ Rm : u1 ≤ u2 ≤ . . . ≤ um} :

{(x(u1, t), . . . , x(um, t))1I{t≤τ1}}t≥0
d
= {w(u⃗, t)1I{t≤θ}}t≥0,

де τ1 = inf{t : (x(u1, t), . . . , x(um, t)) ∈ δm} i θ = inf{t : w(u⃗, t) ∈ ∆m}.
Зважаючи на це, перший параграф глави присвячений вивченню

броунiвського руху в симплексi ∆m. Розглянемо крайову задачу

∂

∂s
F (u⃗, s) = −1

2
∆F (u⃗, s), (u⃗, s) ∈

◦
∆m × [0, t), (3)

lim
s→t

F (u⃗, s) = 0, (4)

F (u⃗, s) = φ(u⃗), u⃗ ∈ ∂∆m, (5)

F ∈ C2
0 (

◦
∆m × (0, t))

Вiдоме14 iмовiрнiсне представлення розв’язку крайової задачi (3)–
(5):

Лема 3.1.2 Нехай F – розв’язок крайової задачi (3)–(5) та {ws(ui, t),
t ≥ s}mi=1 – незалежнi броунiвськi процеси, ws(ui, s) = ui, u⃗ ∈ ∆m.
Позначимо τ = inf{t ≥ s : (ws(u1, t), . . . , ws(um, t)) ∈ ∂∆m}. Тодi для
всiх φ ∈ C2

0 (∂∆m) та t > s

E1I{t≥τ}φ(w0(u1, τ), . . . , w0(um, τ)) = F (u⃗, 0).

У параграфi 3.2 m−точковий рух потоку Арратья характеризується
як маркiвський процес. Для нього визначена напiвгрупа
{Tm,t}t≥0 за правилом:

Tm,tf(u⃗) = Ef(x(u1, t), . . . , x(um, t)).

14Гихман И.И., Скороход А.В, Введение в теорию случайных процессов // М.:
1977. - 568 с.
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Ми випишемо дiю напiвгрупи Tm,t на функцiю f , за допомогою
розв’язку системи крайових задач. Вiдомо, що функцiя Tm,tf задо-
вольняє рiвняння Колмогорова:

∂

∂t
Tm,tf(u⃗) = ATm,tf(u⃗), u⃗ ∈ ∆m, t > 0,

де A – генератор напiвгрупи та f – функцiя з областi визначення
генератора. Для зручностi читача приведемо визначення ядра за-
мкнутого лiнiйного оператора A з областю визначення D(A).
Означення 3.2.1. Пiдмножина D ⊂ D(A) називається ядром для
оператора A, якщо замикання звуження оператора A на D дорiвнює
A.

Позначимо через C0(∆m) = {f ∈ C(∆m), lim||u||→∞ f(u) = 0}.
Теорема 3.2.2. Множина функцiй

Dm = {f ∈ C2
0 (∆m) :

∂2f

∂xi∂xj
∈ C0(∆m),

∂2f

∂xi∂xj
1I{xi=xj} = 0, i ̸= j}

є ядром для генератора A напiвгрупи Qm,t, i для довiльної f ∈ Dm

Af(u⃗) = 1

2
∆f(u⃗), u⃗ ∈ ∆m.

Введемо позначення:

πi : ∆m → ∆m−1, πi(u1, . . . , um) = (u1, . . . , ui, ui+2, . . . , um),

π−1
i : ∆m−1 → ∆m, π−1

i (u1, . . . , um) = (u1, . . . , ui, ui, ui+1, . . . , um−1),

Km
i = {u⃗ ∈ ∂∆m : ui = ui+1, uj < uj+1, i ̸= j}. Функцiї Tm,tf є

розв’язком системи крайових задач:

∂

∂t
Tm,tf(u⃗) =

1

2
∆Tm,tf(u⃗), u⃗ ∈ ∆m, t ≥ 0, (6)

Tm,0f(u⃗) = f(u⃗), (7)

Tm,tf(u⃗) = (Tm−1,tf ◦ π−1
i )(πiu⃗), u⃗ ∈ Km

i , (8)
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Tm,tf(·) ∈ Dm.

У третьому параграфi глави виписано розв’язок системи крайо-
вих задач (6)-(8). Для наочностi запису розв’язку використовується
мова бiнарних лiсiв. Введемо необхiднi визначення. Множину вер-
шин графу позначимо

Um
k = {u(k)1 , u

(k)
2 , . . . , u

(k)
k , u

(k+1)
1 , . . . , u

(k+1)
k+1 , . . . , u

(m)
1 , . . . , u(m)

m ,

u⃗(j) ∈ ∆j}.

Ребра задаються за допомогою сiмейства вiдображень Gj = {σj :
{1, 2, . . . , j} → {1, 2, . . . , j − 1}, σj– сюр’єкцiя}. Для кожного вiдобра-
ження σj ∈ Gj iснує єдина пара чисел (l1, l2) ≡ (l1(σj), l2(σj)) ⊂
{1, 2, . . . , j} така, що σj(l1) = σj(l2), l1 < l2. Для фiксованої множи-
ни вiдображень {σm, σm−1, . . . , σk+1}, де σj ∈ G, визначимо множину
ребер:

Rm
k ≡ Rm

k (σm, σm−1, . . . , σk+1) =

= {(u(i)j , u
(i−1)
σi(j)

), i = k + 1, . . . ,m, j = 1, . . . , i}.

Множина вершин i сукупнiсть ребер на них утворюють бiнарнi лiси
з k коренями i m листками: Tm

k = {(Um
k , R

m
k (σm, . . . , σk+1)), σj ∈ Gj}.

Будемо говорити, що ребра
(
u
(n)
j , u

(n−1)
σn(j)

)
и

(
u
(n)
i , u

(n−1)
σn(i)

)
перети-

наються, якщо i < j i σn(i) > σn(j). Для кожного лiсу T ∈ Tm
k ,

кiлькiсть перетинiв його ребер позначимо через ε(T ). Множинi вер-
шин {u(j)1 , u

(j)
2 , . . . , u

(j)
j } лiсу T ∈ Tm

k поставимо у вiдповiднiсть час
tj , j ∈ {k, . . . ,m}. Кожному ребру лiсу T припишемо вагу, яка за-
лежить вiд вершин, що з’єднуються цим ребром, та вiдповiдних мо-
ментiв часу:

g(u
(i)
j , u

(i−1)
σi(j)

, ti, ti−1) =

√
u
(i)
l2

− u
(i)
l1

ti − ti−1
pti−ti−1(u

(i)
j , u

(i)
σi(j)

)

для j ∈ {l1, l2}, де l1 < l2 такi, що σi(l1) = σi(l2) та

g(u
(i)
j , u

(i−1)
σi(j)

, ti, ti−1) = pti−ti−1(u
(i)
j , u

(i−1)
σi(j)

)
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для j /∈ {l1, l2}, де ps(u1, u2) = 1√
2πs

e−
(u1−u2)2

2s .

Позначимо через |T | добуток ваг усiх ребер лiсу T ∈ Tm
k :

|T | =
m∏

i=k+1

i∏
j=1

g(u
(i)
j , u

(i−1)
σi(j)

, ti, ti−1).

Кожному лiсу поставимо у вiдповiднiсть набiр iндексiв (im−1, im−2,
. . . , ik), де кожний iндекс ij є координатою вектора u⃗(j) такою, що
σj+1(l1) = σj+1(l2) = ij , l1 ̸= l2.

Дiю лiсу T ∈ Tm
k на функцiю f : ∆m → R визначимо за правилом:

fT = f ◦ π−1
im−1

◦ . . . ◦ π−1
ik
.

Теорема 3.3.1. Нехай f ∈ Dm и Gm – функцiя Грiна крайової задачi
(6) – (8). Тодi

Qm,tf(u⃗) =

∫
∆m

f(y⃗)Gm(u⃗, y⃗, t, 0)dy⃗+

+
∑

T∈Tm
m−1

(−1)ε(T )

∫ 1

0

∫
∆m−1

∫
∆m−1

fT (y⃗)Gm−1(u⃗
(m−1), y⃗, tm−1, 0)

|T (u⃗, u⃗(m−1), t, tm−1)|du⃗(m−1)dydtm−1+

+
∑

T∈Tm
m−2

∫ t

0

∫ tm−1

0

∫
∆m−1

∫
∆m−2

∫
∆m−2

(−1)ε(T )fT (y⃗)

Gm−2(u⃗
(m−2), y⃗, tm−2, 0)|T (u⃗, u⃗(m−1), u⃗(m−2), t, tm−1, tm−2)|·

·dy⃗du⃗(m−2)du⃗(m−1)dtm−2dtm−1 + . . .

+
∑

T∈Tm
1

(−1)ε(T )

∫ t

0

∫ tm−1

0

. . .

∫ t2

0

∫
∆m−1

∫
∆m−2

. . .

∫
R

∫
R

fT (y⃗)G1(u
(1), y, t1, 0)|T (u⃗, u⃗(m−1), . . . , u⃗(2), u⃗(1), t, tm−1,
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. . . , t1)|dydu(1) . . . du⃗(m−1)dt1 . . . dtm−1.

Висновки
Дисертацiйну роботу присвячено вивченню стохастичних пото-

кiв броунiвських часток iз сингулярною взаємодiєю та їх аналогiв з
дискретним часом.

• Для потоку з дискретним часом доведено стацiонарнiсть та ер-
годичнiсть по просторовiй змiннiй.

• Для потокiв з дискретним часом, що наближають потiк Арра-
тья, встановлено асимптотику швидкостi збiжностi до нуля ча-
су, впродовж якого має мiсце порушення впорядкованостi двох
частинок з потоку.

• Отримано аналог представлення Крилова-Веретеннiкова для
потоку з дискретним часом у термiнах полiлiнiйних форм вiд
бiлого шуму, що породжує потiк.

• Дискретний аналог формули Крилова-Веретеннiкова виписано
в термiнах iнтегралiв вiд значень гауссiвських процесiв, якi ке-
рують потоком.

• Знайдено ядро для генератора напiвгрупи процесуm−точкових
рухiв потоку Арратья та записано дiю генератора на функцiї з
цього ядра.

• Виписано систему крайових задач для напiвгрупи m−точкових
рухiв потоку Арратья. Дiю напiвгрупи m−точкових рухiв на
функцiю представлено у виглядi суми iнтегралiв, де кожний
доданок проiндексовано бiнарним лiсом, який вiдповiдає за по-
слiдовнiсть склеювання часток у потоцi Арратья.
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Aнотацiї
Глиняна К. В. Стохастичнi потоки з дискретним часом. –

Рукопис.
Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-ма-

тематичних наук за спецiальнiстю 01.01.05 – теорiя ймовiрностей i
математична статистика. Iнститут математики НАН України, Київ,
2016.

Дисертацiйну роботу присвячено вивченню стохастичних пото-
кiв броунiвських часток з сингулярною взаємодiєю та їх аналогiв з
дискретним часом. Простим прикладом стохастичного потоку бро-
унiвських часток на прямiй є сукупнiсть розв’язкiв задачi Кошi для
стохастичного диференцiального рiвняння. В цьому випадку бро-
унiвськи частки не зустрiчаються та потiк є потоком гомеоморфiз-
мiв. В роботi вивчаються потоки броунiвських часток, що зустрi-
чаються, та пiсля зустрiчi склеєються i продовжують рух як одна
частинка. Такi потоки було побудовано Р. Арратья та Т. Гаррiсом.
Потоки Арратья i Гаррiса I. I. Нiщенко отримала як границi випад-
кових потокiв з дискретним часом. Дискретнi потоки будуються по
аналогiї з схемою Ейлера-Маруямi для наближення розв’язкiв сто-
хастичних диференцiальних рiвнянь. Потоки з дискретним часом є
функцiоналами вiд послiдовностi гауссiвських процесiв, що дає мож-
ливiсть затосовувати до їх вивчення методи гауссiвського аналiзу.
Для потоку з дискретним часом у роботi доведено стацiонарнiсть
та ергодичнiсть по просторовiй змiннiй. Вiдмiнною рисою потоку з
дискретним часом вiд потокiв Гаррiса є можливiсть перетину траєк-
торiй. У дисертацiйнiй роботi дослiджується функцiонал, що дорiв-
нює часу, який двi частки у дискретному потоцi проводять у порядку,
вiдмiнному вiд початкового. Вiдмiтимо, що рiзниця двох траєкторiй
в дискретному потоцi є наближенням розв’язку деякого стохастично-
го диференцiального рiвняння. Використовуючи це, отримано оцiнки
на швидкiсть збiжностi до нуля вказаного функцiоналу у разi, коли
потоки з дискретним часом збiгаються до потоку Арратья.
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При вивченнi функцiоналiв вiд стохастичного потоку, породжено-
го стохастичним диференцiальним рiвнянням, застосовуються мето-
ди гауссiвського аналiзу. Н. Н. Криловим та А. Ю. Веретеннiковим
було виписано хаотичний розклад для функцiй вiд розв’язку сто-
хастичного диференцiального рiвняння. Аналог розкладу Крилова-
Веретеннiкова для дискретних потокiв будується у дисертацiї. Тут
використовується пiдхiд, що ґрунтується на визначеннi суперпозицiї
полiлiнiйних форм Гiльберта-Шмiдта вiд бiлого шуму, запропонова-
ний А. А. Дороговцевим. Отримано аналог представлення Крилова-
Веретеннiкова для потоку з дискретним часом у термiнах полiлiнiй-
них форм вiд бiлого шуму, що породжує потiк. Також дискретний
аналог формули Крилова-Веретеннiкова виписано у термiнах iнте-
гралiв вiд значень гауссiвських процесiв, якi керують потоком.

У дисертацiйнiй роботi вивчається напiвгрупа m−точкового руху
потоку Арратья. Питання про знаходження явного вигляду дiї пiв-
групи є цiкавим, оскiльки мiра, що описує розподiл часток у момент
часу t, має нетривiальну сингулярну компоненту вiдносно мiри Лебе-
га в Rm. При знаходженнi генератора напiвгрупи основнi складнощi
пов’язанi з описом його областi визначення. У дисертацiйнiй роботi
описано ядро для генератора напiвгрупи m−точкового руху потоку
Арратья та записано дiю генератора на функцiї з цього ядра. Випи-
сано систему крайових задач для напiвгрупи m−точкових рухiв по-
току Арратья. Дiю напiвгрупи m−точкових рухiв на функцiю пред-
ставлено у виглядi суми iнтегралiв, де кожний доданок проiндексо-
вано бiнарним лiсом, який вiдповiдає за послiдовнiсть склеювання
часток у потоцi Арратья.

Ключовi слова: стохастичнi потоки iз сингулярною взаємодiєю,
розклад Крилова-Веретеннiкова, стохастичнi потоки з дискретним
часом, перехiдна напiвгрупа m−точкового руху.

Глиняная Е. В. Стохастические потоки с дискретным вре-
менем. – Рукопись.

Диссертация на соискание учёной степени кандидата физико-ма-
тематических наук по специальности 01.01.05 – теория вероятностей
и математическая статистика. Институт математики НАН Украины,
Киев, 2016.

Диссертационная работа посвящена изучению стохастических по-
токов броуновских частиц с сингулярным взаимодействием и их ана-
логов с дискретным временем.

Для потока с дискретным временем доказана стационарность и
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эргодичность по пространственной переменной.
Для потоков с дискретным временем, которые приближают поток

Арратья, получена асимптотика скорости сходимости к нулю време-
ни, когда имеет место нарушение упорядоченности двух частиц.

Получен аналог представления Крылова-Веретенникова для по-
тока с дискретным временем в терминах полилинейных форм от бе-
лого шума, которым порождается поток. Дискретный аналог форму-
лы Крылова-Веретенникова записан в терминах интегралов от зна-
чений гауссовских процессов, которые управляют потоком.

Найдено ядро для генератора полугруппы процессаm−точечного
движения потока Арратья и выписано действие генератора на функ-
ции из этого ядра. Получена система краевых задач для полугруппы
процесса m−точечного движения потока Арратья. Действие полу-
группы процесса m−точечного движения на функцию выписано в
виде суммы интегралов, где каждое слагаемое индексируется бинар-
ным лесом, отвечающим за последовательность склейки частиц в
потоке.

Ключевые слова: стохастические потоки с сингулярным вза-
имодействием, разложение Крылова-Веретенникова, стохастические
потоки с дискретным временем, переходная полугруппаm−точечных
движений.

Glinyanaya E. V. Discrete-time stochastic flow. – Manuscript.
Candidate of Science Thesis, Probability Theory and Mathematical

Statistics – 01.01.05. Institute of Mathematics of the National Academy
of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2016.

The thesis is devoted to the investigation of stochastic flows of Brow-
nian motions with singular interactions and their analogue with discrete
time.

Stationarity and ergodicity with respect to the spatial variable for
the discrete-time stochastic flows are established. Some corollaries from
these propeties are obtained.

Discrete-time stochastic flows that approximate the Arratia flow were
considered. For such flows asymptotics of convergence to zero of the time
when two particles disobey the initial order was obtained.

An analogue of Krylov-Veretennikov expansion for the discrete-time
flow in terms of multilinear forms of white noise which generates the flow
is obtained. The discrete-time analogue of Krylov-Veretennikov expansion
is written in terms of integral of Gaussian processes.

A core for the generator of the m−point motion semigroup for the
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Arratia flow is discovered. The action of the generator on functions from
this core is written. The system of boundary value problems for the
m−point motion semigroup for the Arratia flow is obtained. The action
of the m−point motion semigroup is written in terms of sum of integrals
where each summand is indexed by a binary forest.

Key words: stochastic flows with singular interactions, Krylov-Ve-
retennikov expansion, discrete-time stochastic flows, m−point motion
semigroup.
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