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Введение

Актуальность темы. Объект исследования данной работы – это
стохастические потоки броуновских частиц и их аналоги с дискретным
временем. Простейшим примером стохастического потока броуновских
частиц на прямой является совокупность решений задачи Коши для
стохастического дифференциального уравнения. Рассмотрим задачу
Коши

dx(u, t) = cos x(u, t)dw1(t) + sin x(u, t)dw2(t),

x(u, 0) = u,

где w1, w2 – два независимых винеровских процесса. Семейство реше-
ний {x(u, t), u ∈ R, t ≥ 0} обладает следующими свойствами:

1) для любой точки прямой u x(u, ·) – броуновское движение,
2) для всех u1 ≤ u2 выполняется x(u1, t) ≤ x(u2, t),

3) процессы x(u, ·) являются мартингалами относительно общей
фильтрации с совместной квадратической вариацией

d⟨x(u1, ·), x(u2, ·)⟩(t) = cos(x(u1, t)− x(u2, t))dt.

Пусть Γ – положительно определенная чётная функция на R,
Γ(0) = 1. Существование семейства {x(u, t), u ∈ R, t ≥ 0}, обладаю-
щего свойствами 1)-3) с функцией Γ вместо cos, было доказано Т. Хар-
рисом [1] при предположении, что Γ является непрерывной и удовле-
творяет условию Липшица на всех множествах вида R\ (−ε, ε), ε > 0.
Функцию Γ называют локальной характеристикой потока.
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Следует выделить случай Γ = I{0}. Поток с такой локальной хара-
ктеристикой представляет собой поток броуновских частиц, в котором
каждые две частицы движутся независимо друг от друга до момента
встречи, после чего склеиваются и продолжают движение как одна.
Впервые такой поток был построен и изучался Р. Арратья [2]. В работе
[3] А. А. Дороговцев получил n−точечные движения потока Арратья
как слабый предел n−точечных движений потоков решений стохасти-
ческих дифференциальных уравнений с гладкими коэффициентами.

Для гладкой функции Γ поток Харриса {x(u, t)} может быть по-
лучен как решение задачи Коши для стохастического дифференциаль-
ного уравнения

dx(u, t) =
∞∑
k=1

ak(x(u, t))dwk(t),

x(u, 0) = u,

где {wk}k≥1 – независимые винеровские процессы, a = (a1, a2, . . .) –
отображение из R в l2, удовлетворяющее условию Липшица и

∞∑
k=1

ak(u)ak(v) = Γ(u− v).

Понятие стохастических потоков броуновских частиц естествен-
ным образом распространяется на многомерный случай. Пусть {Vk}k≥1–
матричнозначные поля в Rd, {w⃗k}k≥1 – независимые броуновские дви-
жения в Rd. Рассмотрим стохастическое дифференциальное уравнение

dx⃗(u⃗, t) =
∞∑
k=1

Vk(x⃗(u⃗, t))dw⃗k(t),

x⃗(u⃗, 0) = u⃗.

Пусть поля {Vk = (V 1
k , V

2
k , . . . , V

d
k )}k≥1 таковы, что

∞∑
k=1

V p
k (u⃗)V

q
k (v⃗) = Γpq(u⃗− v⃗), p, q = 1, . . . , d,
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где матрица Γ =
(
Γpq

)d
p,q=1

симметрична и положительно определен-
ная, т.е.

Γpq(u⃗− v⃗) = Γqp(v⃗ − u⃗), Γpp(0) = 1, Γpq(0) = 0, p ̸= q,

n∑
i,j=1

d∑
p,q=1

Γpq(u⃗i − u⃗j)c
i
pc

j
q ≥ 0, u⃗i ∈ Rd, cip ∈ R,

Тогда стохастический поток, определяемый рассматриваемым уравне-
нием представляет собой поток броуновских частиц и

d⟨xp(u⃗, ·)− xq(v⃗, ·)⟩(t) = Γpq(x⃗(u⃗, t)− x⃗(v⃗, t))dt.

Возвращаясь к одномерному случаю, отметим, что при негладкой
функции Γ в потоке броуновских частиц может происходить склеи-
вание частиц. Так, для τ = inf{t : x(u, t) = x(v, t)} соотношение
P{τ < +∞} = 1 эквивалентно

∫ 1

0
u

1−Γ(u)du < +∞. Более того, в ра-
боте А. А. Дороговцева [4] показано, что в потоке Арратья не только
все частицы, стартовавшие из ограниченного интервала, склеиваются
в конечное число кластеров за конечное время, но и общее время сво-
бодного пробега для них конечно. В связи с этим возникают вопросы
об асимптотике роста кластеров (т.е. количество точек, склеенных в
одну). В работе А. А. Дороговцева, А. В. Гнедина, Н. Б. Вовчанского
[5] получен закон повторного логарифма для размера кластера. Во-
зникновение кластеров связано с поведением отклонения положения
частицы от её точки старта. Асимптотика равномерного отклонения
частиц в потоке Харриса от положения их старта при стремлении вре-
мени к нулю получено А. Шамовым [6].

Известно, что при определенных условиях гладкости на коэф-
фициенты стохастического дифференциального уравнения, случайные
отображения x⃗(·, t) являются диффеоморфизмами на Rd (например,
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такие результаты содержатся в монографии H. Kunita [7]). Семейство
{ϕs,t = x(·, t) ◦ x(·, s)−1, 0 ≤ s ≤ t < +∞} обладает свойствами:

(i) ϕs,s – тождественное отображение, s ≥ 0,

(ii) ϕs,t ◦ ϕr,s = ϕr,t, 0 ≤ r ≤ s ≤ t < +∞,

(iii) отображение (s, t, ω, x) 7→ ϕs,t(ω, x) измеримо,
(iv) для всех n ≥ 1, 0 ≤ t1 ≤ t2 . . . ≤ tn случайные отображения

ϕt1,t2, . . . , ϕtn−1,tn независимы,
(v) для 0 ≤ s ≤ t распределения ϕs+h,t+h не зависит от h.
С этой точки зрения стохастический поток схож с детерминиро-

ванной динамической системой. Поэтому, при исследовании гладких
стохастических потоков применимы методы исследования детермини-
рованных динамических систем. Так, при исследовании устойчивости
и асимптотических свойств потока вычисляются показатели Ляпуно-
ва, изучается вопрос о нахождении инвариантных многообразий (А.
Carverhill [8], Y. Le Jan [9], L. Arnold [10], P. Baxendale, T. Harris [11],
H. Kunita [7], Y. Le Jan, S. Watanabe [12]). Также исследуются то-
пологические свойства потоков. Например коэффициенты зацепления
траекторий в потоке рассматривались такими авторами как C. Zirbel,
W. Woyczinski [13], J. Pitman, M. Yor [14], В. Кузнецов [15].

Поведение динамической системы можно характеризовать мерой,
переносимой потоком. Для процесса µt(A) = µ{u⃗ : x⃗(u⃗, t) ∈ A}, где
µ-некоторая мера, A ∈ B(Rd) его асимптотические свойства изучались
в работах Н. Kunita [7], E. Cinlar [16]. В работах А.А. Дороговцева
[17, 18, 19, 20] введен новый класс стохастических потоков со взаи-
модействием, в которых движение каждой частицы зависит от рас-
пределения массы всех частиц, переносимых потоком. Такие потоки
также изучались в работах М.П. Карликовой [21], [22], где установле-
но существование слабого решения для потока со взаимодействием и
приведены условия, при которых проблема мартингалов с генератором
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полугруппы потока имеет единственное решение.
Для потока решений стохастического дифференциального урав-

нения как случайного элемента в пространстве C([0,∞) → C(Rd)),
в работе [7] доказана теорема Струка-Варадана о носителе. Обобще-
ние этой теоремы для случая потока, порожденного стохастическим
дифференциальным уравнением со взаимодействием получено А. Ю.
Пилипенко в [23]. В работе А. А. Дороговцева и Е. В. Остапенко [24]
доказан принцип больших уклонений для стохастического потока с
гладким взаимодействием как для случайного элемента в пространс-
тве C ([0, 1], L2(R, µ)), где µ− стандартное гауссовское распределение
на R и для n−точечного движения потока Арратья в пространстве
C([0, 1],Rn).

Как было сказано, на стохастический поток с гладкой локаль-
ной характеристикой можно смотреть как на динамическую систему,
управляемую гауссовским случайным полем. Для потока со склеи-
ванием не существует гауссовского шума, который задавал бы по-
ток. Вопросами описания шума, отвечающего потоку с сингулярным
взаимодействием, занимались такие авторы как B. Tsirelson [25, 26],
J. Warren, S. Watanabe [27], Y. Le Jan, O. Raimond [28]. Арратья [2] по-
лучил поток склеивающихся броуновских движений как предел слу-
чайных блужданий на целочисленной решетке. В работе [29] C. M.
Newman, K. Ravishankar, R. Sun построили приближения с помощью
семейства случайных блужданий, траектории которых могут пересе-
каться. J. Norris, A. Turner [30] получили поток Арратья как слабый
предел потока с дискретным временем, который строится при помощи
итераций случайных отображений. Как уже отмечалось, поток Арра-
тья также может быть получен как слабый предел потоков решений
стохастических дифференциальных уравнений [3]. Потоки Арратья и
Харриса как пределы случайных потоков с дискретным временем по-
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лучены в работе И. И. Нищенко [31]. В этой работе дискретные пото-
ки строятся по аналогии со схемой Эйлера-Маруямы для приближения
решения стохастических дифференциальных уравнений. Отметим, что
в этом случае допредельные потоки с дискретным временем являются
функционалами от последовательности гауссовских процессов. Отли-
чительной чертой потока с дискретным временем от потоков Харри-
са является возможность пересечения траекторий. В диссертационной
работе исследуется функционал, учитывающий время, которое две ча-
стицы в потоке с дискретным временем проводят в порядке, отличном
от исходного. Отметим, что разность двух траекторий в дискретном
потоке представляет собой приближение решения некоторого стоха-
стического дифференциального уравнения. Используя это, получены
оценки на скорость сходимости к нулю указанного функционала в слу-
чае, когда потоки с дискретным временем сходятся к потоку Арратья
[62].

При изучении функционалов от гладкого стохастического потока,
порожденного стохастическим дифференциальным уравнением, при-
менимы методы гауссовского анализа. Для функций от решения стоха-
стического дифференциального уравнения выписывается хаотическое
разложение (Н. В. Крылов, А. Ю. Веретенников [32]). Аналог разло-
жения Крылова-Веретенникова для дискретных потоков строится в
диссертации. Здесь используется подход, основанный на суперпозиции
полилинейных форм Гильберта-Шмидта от белого шума, предложен-
ный А.А. Дороговцевым в [33] и [34]. Результаты о разложении для
функций от m−точечных движений дискретного потока получены в
работах [61, 64]. Отметим, что в работе А. А. Дороговцева [35] получен
аналог разложения Крылова-Веретенникова для стохастических полу-
групп и конечномерных движений потока Арратья. Совместная работа
Г. В. Рябова и А. А. Дороговцева [36], а также работа [37] посвящены
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ортогональному разложению квадратично интегрируемых функцио-
налов от потоков со склеиванием.

Анализ для негладких потоков, в частности для потока Арратья,
разрабатывался А. А. Дороговцевым [38, 4, 39]. Так, был построен ин-
теграл по потоку Арратья и в этих терминах получено представление
Кларка для функционалов от потока Арратья. По аналогии со стоха-
стическими дифференциальными уравнениями, Т. В. Маловичко [40]
доказала аналог теоремы Гирсанова для потоков как с гладким взаи-
модействием, так и для потока Арратья.

В диссертационной работе изучается полугруппа m−точечного
движения потока Арратья. Вопрос о нахождении явного вида действия
полугруппы представляет интерес, поскольку мера, описывающая ра-
спределение частиц в момент времени t, имеет нетривиальную сингу-
лярную компоненту относительно меры Лебега в Rm. При нахождении
генератора полугруппы основные сложности связаны с определени-
ем его области определения. В диссертационной работе описано ядро
для генератора полугруппы m−точеченого движения потока Арратья.
Действие оператора полугруппы представлено в виде суммы, где ка-
ждое слагаемое индексируется бинарным лесом, которое отвечает по-
рядку склейки траекторий в потоке Арратья. Результаты изложены в
работе Е. В. Глиняной [63].

Связь работы с научными программами, планами, темами.
Работа выполнена в Институте математики НАН Украины в отделе те-
ории случайных процессов в рамках госбюджетной темы “Анализ сло-
жных систем”, государственный регистрационный номер 0111U001002.
Также часть работы выполнена в рамках совместного научного прое-
кта НАН Украины и Российского фонда научных исследований “Геоме-
трические аспекты теории бесконечномерных динамических систем”,
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государственный регистрационный номер 0114U002965.

Цель и задачи исследования. Цель исследования состоит в изу-
чении свойств стохастических потоков броуновских частиц с сингу-
лярными взаимодействиям при помощи приближающих их потоков с
дискретным временем. Эта цель включает в себя следующие задачи:

• исследование предельного поведения функционалов от потока с
дискретным временем;

• получение аналога представления Крылова-Веретенникова для дис-
кретного потока;

• представление действия полугруппы n−точечного движения по-
тока Арратья в интегральном виде.

Объект и предмет исследования. Объектом исследования диссер-
тационной работы являются стохастические потоки броуновских ча-
стиц и их аналоги с дискретным временем. Предметами исследования
являются функционалы от потоков с дискретным временем, их поведе-
ние, когда дискретный поток приближает поток Арратья; хаотическое
разложение функционалов от потока с дискретным временем.

Методы исследования. В работе использованы методы стохасти-
ческого анализа, теории вероятностей, теории случайных процессов и
функционального анализа.

Научная новизна полученных результатов. Основные результа-
ты, определяющие научную новизну работы, таковы:

• изучены эргодичекие свойства по пространственной переменной
потоков с дискретным временем;
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• получена скорость убывания к нулю времени нарушения упорядо-
ченности двух частиц в потоке с дискретным временем, который
приближает поток Арратья;

• установлен аналог представления Крылова-Веретенникова для n−
точечных движений в стохастическом потоке с дискретным време-
нем в терминах полилинейных форм от белого шума, задающего
поток;

• получено интегральное представление для дискретного разложе-
ния Крылова -Веретенникова;

• для полугруппы n−точечных движений потока Арратья найдено
ядро генератора и действие генератора на функции из этого ядра;

• получено интегральное представления для действия полугруппы
n−точечных движений потока Арратья в виде суммы, где каждое
слагаемое индексируется бинарным лесом, который отвечает за
порядок склейки частиц в потоке.

Практическая значимость полученных результатов. Диссерта-
ционная работа носит теоретический характер. Полученные результа-
ты могут иметь дальнейшее применение в различных разделах теории
случайных процессов и стохастического анализа.

Личный вклад соискателя. Постановка задач и выбор методов ис-
следования принадлежит научному руководителю соискателя докто-
ру физико-математических наук, профессору А. А. Дороговцеву. Все
результаты, представленные в диссертационной работе, получены ав-
тором самостоятельно.

Апробация результатов диссертации. Результаты диссертацион-
ной работы докладывались и обсуждались на следующих конферен-
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циях и научных семинарах:

• XIX международной конференции молодых ученых “Ломоносов”,
(Москва, 2012);

• Всеукраинской научной конференции “Современные проблемы те-
ории вероятностей и математического анализа” (Ворохта, Украи-
на, 25 февраля -3 марта 2013);

• Международной математической конференции “Боголюбовские чте-
ния DIF-2013. Дифференциальные уравнения, теория функций и
их приложения” (Севастополь, Украина, 23-30 июня, 2013);

• Workshop Nachwuchsforscherinnen in Stochastik. Junior female re-
searchers in probability, Berlin and Potsdam, (Germany, october 2013)

• 11th International Vilnius Conference on Probability Theory and Ma-
thematical Statistics ( Вильнюс, 30 июнь - 4 июля, 2014);

• Научной конференции памяти Ю.Линника “Analytical methods in
number theory, probability theory and mathematical statistics”, (Санкт-
Петербург, 14-18 сентября, 2015);

• Международной конференции “Stochastic Processes in Abstract Spaces”,
(Киев, 14 – 16 октября, 2015);

• Научном семинаре “Исчисление Маллявена и его приложения”
Института математики НАН Украины под руководством доктора
физ.-мат. наук, профессора А. А. Дороговцева;

• Научном семинаре “Статистические проблемы для случайных про-
цессов и полей” кафедры математического анализа и теории ве-
роятностей физико-математического факультета Национального
технического университета Украины “Киевский политехнический



14

институт” под руководством доктора физ.-мат. наук, профессора
О. И. Клесова и доктора физ.-мат. наук, профессора О.В. Ивано-
ва.

• Научном семинаре "Аналитические методы в теории диффузион-
ных процессов"кафедры высшей математики механико-математи-
ческого факультета Львовского национального университета име-
ни И. Франка под руководством доктора физ.-мат. наук, профес-
сора Б.И. Копытко.

Публикации. Результаты диссертации опубликованы в пяти статьях
[61, 62, 63, 64, 65]:

1. Glinyanaya E.V., Discrete analogue of the Krylov-Veretennikov expansi-
on / E.V. Glinyanaya // Theory of Stoch. Processes – 2011. – V.
17(33), №1 – p. 39-49.

2. Glinyanaya E. V. Disordering asymptotics in the discrete approxi-
mation of an Arratia flow / E.V. Glinyanaya // Theory of Stoch.
Processes – 2012. – V. 18(34), №2 – p. 8-14.

3. Glinyanaya E. V. Semigroups of m-point motions of the Arratia flow,
and binary forests / E.V. Glinyanaya // Theory of Stoch. Processes
– 2014. – V. 19(35), №2 – p. 31-41.

4. Glinyanaya E. V. Krylov-Veretennikov representation for the m-point
motion of a discrete-time flow / E.V. Glinyanaya // Theory of Stoch.
Processes – 2015. – V.20(36),№1 – p. 63-77.

5. Глиняная Е. В. Эргодичность относительно пространственной пе-
ременной дискретных по времени стохастических потоков / Е. В.
Глиняная // Докл. НАНУ. – 2015 – 8 – С. 13-20.
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и в шести сборниках тезисов конференций, пять из которых являются
международными.

Структура диссертации. Диссертационная работа состоит из вве-
дения, трех глав и выводов к ним, списка использованной литературы.
Основной текст диссертации занимает 123 страниц, список литературы
занимает 7 страниц и содержит 64 наименований.

Автор выражает благодарность своему научному руководителю
доктору физико-математических наук, профессору Дороговцеву Ан-
дрею Анатольевичу за поставленные задачи, ценные рекомендации и
постоянную поддержку на всех этапах выполнения этой работы.
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Основное содержание работы

Для удобства читателя нумерация утверждений и формул совпа-
дает с нумерацией в основном тексте работы. Глава 1 посвящена изуче-
нию свойств потоков случайных отображений с дискретным временем,
которые можно рассматривать как аппроксимацию стохастических по-
токов броуновских частиц со взаимодействием. В первом параграфе
главы строится дискретный поток отображений {xn(u), u ∈ R}n≥1 с
помощью рекуррентного соотношения:

xn+1 = xn(u) + ξn+1(xn(u)), x0(u) = u, (1.1.3)

где {ξn(u), u ∈ R}n≥1 – последовательность независимых стационар-
ных гауссовских процессов, имеющих непрерывную ковариационную
функцию Γ и нулевое среднее. Установлена корректность определения
последовательности отображений {xn}n≥1 и их непрерывность в сре-
днем любого порядка. Отметим, что при фиксированном u ∈ R уравне-
ние 1.1.3 определяет симметричное случайное блуждание на прямой.
Поэтому семейство {xn(u), u ∈ R}n≥1 можно рассматривать как по-
ток случайных блужданий на прямой, стартующих из каждой точки.
Для фиксированного набора точек u1, . . . , xN (xn(u1), . . . , xn(uN)) бу-
дем называть N−точечным движением потока {xn}n≥1.

Лемма 1.1.4. Последовательность векторов

{x⃗n(u⃗) = (xn(u1), . . . , xn(uN))}n≥1, u1 < u2 < . . . < uN

образует марковскую цепь в RN с переходной вероятностью

P (x⃗,∆) = P{(ζ(x1), . . . , ζ(xN)) ∈ ∆},

где x⃗ ∈ RN , ∆ ∈ B(RN), {ζ(u), u ∈ R} – гауссовский процесс со
средним Eζ(u) = u и ковариационной функцией E(ζ(u)−u)(ζ(v)−v) =
Γ(u− v)
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Одной из топологических характеристик потоков является спи-
ральность поля, которое задает поток [41]. Спиральность поля явля-
ется мерой зацепления траекторий в фазовом потоке. В случае одно-
мерных потоков с дискретным временем такой характеристикой мо-
жет служить количество пересечений траекторий. Поскольку в си-
стеме из N частиц число пересечения их траекторий состоит из чи-
сла попарных пересечений траекторий, достаточно исследовать взаим-
ное поведение каждой пары частиц. Отметим, что последовательность
{xn(u2)− xn(u1)}n≥1 является марковской цепью.

Лемма 1.1.5. Последовательность {zn = xn(u2)− xn(u1)}n≥1 являе-

тся цепью Маркова такой, что

{zn}n≥1
d
= {vn}n≥1,

где последовательность {vn}n≥1 задается соотношением:

vn+1 = vn +
√

2− 2Γ(vn)ηn+1,

v0 = u2 − u1,

и {ηn}n≥1 – независимые стандартные гауссовские случайные вели-
чины.

Второй параграф главы посвящен изучению свойств случайных
отображений из построенного потока. Стационарность процессов ξn, по
которым строится поток, влекут стационарность отображений {xn(u)−
u, u ∈ R}. Именно, справедлива лемма:

Лемма 1.2.1. Следующий процесс со значениями в R∞

{(ξ1(u), x1(u)− u, ξ2(u), x2(u)− u, . . . , ξn(u), xn(u)− u, . . .), u ∈ R}

является стационарным в узком смысле.
Следующая теорема устанавливает свойство эргодичности [42] про-

цесса {xn(u)− u, u ∈ R}.



18

Теорема 1.2.2. Пусть поток с дискретным временем {xn(u), u ∈

R}n≥1 построен по последовательности независимых стационарных

гауссовских процессов {ξn(u), u ∈ R}n≥1 с ковариационной функцией

Γ такой, что Γ(u) → 0 при u→ ∞, то есть

xn+1(u) = xn(u) + ξn+1(xn(u))

x0(u) = u.

Тогда процесс {xN(u)−u, u ∈ R} является эргодическим при каждом
N ≥ 1.

В параграфе 1.3 приводятся известные результаты о приближе-
нии потоков Харриса потоками с дискретным временем вида (1.1.3).
Теорема о сходимости потоков с дискретным временем к потоку Арра-
тья была получена Нищенко в [31]. Обозначим через x̃n(u, ·) ломаную
на отрезке времени [0, 1] построенную по узлам

(
k
n , xk(u)

)
, где xk(u)

определены рекуррентным соотношением (1.1.3).

Теорема 1.3.3.[31] Пусть для каждого m ≥ 1 x̃m построены по

последовательности {ξmn , n ≥ 1}, где независимые стационарные га-

уссовские процессы ξmn имеют ковариационную функцию 1√
m
Γm, удов-

летворяющую условию Липшица. Для m ≥ 1 определим

cm = sup
R

2− 2Γm(x)

x2
.

Если (i) limm→∞
cmecm

m = 0;

(ii) для всякого δ > 0 supR\[−δ,δ] |Γm(x)| → 0,m→ ∞;

тогда случайный процесс {x̃m(u1, ·), . . . , x̃m(ul, ·);m ≥ 1} слабо сходи-
тся в C([0, 1],Rl) к l-точечному движению потока Арратья.

Как было отмечено, в потоке с дискретным временем возможно
нарушение упорядоченности частиц. Поскольку в потоке Арратья по-
рядок между частицами сохраняется, то естественно предположить,
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что время, в течении которого нарушается естественный порядок ча-
стиц в дискретном потоке, приближающем поток Арратья, будет стре-
мится к нулю. Параграф 1.4. посвящен изучению функционала от дву-
хточечного движения потока с дискретным временем, который отве-
чает за количество времени нарушения порядка:

Φm =

∫ 1

0

1I{xm(u2,t)−xm(u1,t)<0}dt,

где u2 > u1 – некоторые фиксированные точки прямой. Получены
оценки на скорость сходимости к нулю функционалов Φm когда потоки
с дискретным временем сходятся к потоку Арратья:

Теорема 1.4.1. Предположим, что для всех m ≥ 1 ковариационная

функция Γm удовлетворяет условиям теоремы 1.3.3. Тогда

P{Φm > 0} ≤ m · F
(√

m

cm

)
,

где F (x) =
∫ +∞
x

1√
2π

exp{−x2

2 }dx.

Если к тому же {Γm}m≥1 таковы, что

(i) limm→∞
c2mecm

m = 0;

(ii) u√
2−2Γm(u)

возрастает при u > 0;

(iii) 2− 2Γm

(
1√
cm

)
≥ 1

K2 ,m ≥ 1 для некоторой константы K,

тогда для всех ε > 0 существует константа A > 0 такая, что

lim
m→∞

P{Φm > ε}

F
(
K
√

m
cm

) ≥ A.

Поскольку дискретные потоки построены по последовательности
гауссовских процессов, то для изучения функционалов от них можно
использовать разложение Ито-Винера гауссовских функционалов. Вто-
рая глава посвящена описанию белого шума, порождающего поток с



20

дискретным временем и построению разложения Ито-Винера функци-
оналов от m−точечных движений потока. В первом параграфе приве-
дены основные определения и утверждения о разложении Ито-Винера
случайных величин, измеримых относительно белого шума в гильбер-
товом пространстве. Пусть H – действительное сепарабельное гиль-
бертово пространство. Белым шумом в H называется линейное ото-
бражение ξ, которое каждому элементу h ∈ H ставит в соответствие
гауссовскую случайную величину (h, ξ) такую, что

E(h, ξ) = 0 и E(h, ξ)2 = ∥h∥2.

Через Hk, k ≥ 1 обозначим пространство симметричных k-линейных
форм Гильберта–Шмидта на H, которое является гильбертовым про-
странством со скалярным произведением

(Ak, Bk) =
∞∑

i1,...,ik=1

Ak(ei1, . . . , eik)Bk(ei1, . . . , eik),

где {ej}∞j=1 – ортонормированный базис в H. Значение полилинейной
формы Qk ∈ Hk от белого шума ξ определяется по правилу:

Qk(ξ, . . . , ξ) =
∞∑

i1,...,ik=1

Qk(ei1, . . . , eik)(ei1, ξ) ∗ . . . ∗ (eik, ξ),

где символ ∗ обозначает произведение Вика [43, 44]. Напомним опре-
деление произведения Вика совместно гауссовских случайных величин
ξ1, . . . , ξm с нулевым средним. Обозначим через H линейную оболочку
{
∑m

i=1 tiξi, ti ∈ R}. Положим

Pn = {p(ξ1, . . . , ξk) : p – многочлен степени ≤ n, ξ1, . . . , ξk ∈ H, k <∞},

Pn – замыкание Pn в L2(Ω,F ,P).
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Определим Hn = Pn⊖Pn−1 и обозначим через πn ортогональную
проекцию на подпространство Hn в L2(Ω,F ,P). Произведением Вика
[43] называется

ξ1 ∗ . . . ∗ ξm
def
= πn(ξ1, · . . . · ξm).

Случайная величина η ∈ L2(Ω,F ,P), измеримая относительно σ-алгебры
σ(ξ) = σ{(h, ξ), h ∈ H} раскладывается в ряд из значений полилиней-
ных форм от шума ξ, а именно, справедлива теорема.

Теорема 2.1.1 ([49] разложение Ито–Винера). Пусть

η ∈ L2(Ω,F ,P) измерима относительно σ(ξ). Тогда существует един-

ственная последовательность полилинейных форм Qk ∈ Hk такая,

что

η =
∞∑
k=0

Qk(ξ, . . . , ξ),

где ряд сходится в среднем квадратическом.
В качестве примера рассмотрим гильбертово пространство L2([0, 1])

и белый шум на нем определим при помощи винеровского процесса
{w(t), t ∈ [0, 1]} по правилу: для f ∈ L2([0, 1])

(ξ, f) =

∫ 1

0

f(t)dw(t).

Широкий класс случайных величин, измеримых относительно белого
шума в этом примере имеет вид φ(x(t)), где {x(t), t ∈ [0, 1]} – решение
стохастического дифференциального уравнения. Явный вид ядер ра-
зложения таких случайных величин был получен Н. В. Крыловым и
А. Ю. Веретенниковым в [32]. Для приближения потоков со склеива-
нием используются стохастические дифференциальные уравнения по
винеровскому листу [31]. Разложение значения функций от решения
таких уравнений получается применением обобщенного разложения
Крылова-Веретенникова для сильных случайных операторов [35].
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Пример 2.1.4. Рассмотрим стохастическое дифференциальное урав-
нение:

x(u, t) = u+

∫
R

∫ t

0

ψ(x(u, s)− v)W (dv, ds), (2.1.12)

где W – винеровский лист на R× [0,+∞) ([50]), ψ ∈ C∞
0 (R),∫

R
ψ2(u)du = 1, ψ(u) = ψ(−u), u ∈ R.

Случайная величина вида f(x(u1, t), . . . , x(um, t)), где f : Rm → R –
ограниченная измеримая функция, {x(ui, t), t ≥ 0} – решение уравне-
ния (2.1.12), измерима относительно белого шума ξ в L2(R× [0,+∞)),

определенного по правилу:

(ξ, φ) =

∫
R

∫ t

0

φ(u, s)W (du, ds), φ ∈ L2(R× [0,+∞)).

Рассмотрим семейство операторов в L2(Rm), определенных по прави-
лу: Gtf(u⃗) = f(x(u1, t), . . . , x(um, t)) и соответствующую полугруппу
Ttf(u⃗) = EGtf(u⃗). Обозначим Avf(u⃗) =

∑m
i=1 ψ(ui − v) ∂

∂ui
f(u⃗). Тогда,

согласно теореме 1.1 из [35]:

f(x(u1, t), . . . , x(um, t)) = T0,tf(u⃗) +
∞∑
k=1

∫
Rk

∫
. . .

∫
0<t1<...<tk<t

Tt,tkAv1Ttk,tk−1
. . . AvkT0,t1f(u⃗)W (dvk, dtk) . . .W (dv1, dt1).

В предыдущем примере стохастический поток {x(u, t)} задавал-
ся с помощью инфинитезимальных случайных возмущений, описывае-
мых винеровским листом (или, что тоже самое, белым шумом в L2(R×
[0,+∞)). При рассмотрении потоков с дискретным временем есте-
ственно предложить белый шум, описывающий случайные возмуще-
ния (гауссовские стационарные процессы {ξn}), участвующие в постро-
ении потока. Будем говорить, что белый шум η в гильбертовом про-
странстве H порождает гауссовский процесс {ξ(u), u ∈ R}, если для
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любого u ∈ R существует такой элемент fu ∈ H, что ξ(u) = (fu, η).

Тогда значение функционала от процесса ξ измеримо относительно
белого шума и можно говорить о его разложении Ито-Винера. В па-
раграфе 2.2 строится белый шум, порождающий поток с дискретным
временем {xn}n≥1. Поскольку поток задается последовательностью не-
зависимых стационарных гауссовских процессов, то сперва построен
шум, порождающий один процесс из этой последовательности. Пусть
{ξ(u), u ∈ R} - произвольный стационарный гауссовский процесс с ко-
вариационной функцией Γ и нулевым средним. Шум, порождающий
процесс ξ можно задать несколькими способами. Например, возьмем
в качестве гильбертова пространства H = L2(R, µ), где µ – спектраль-
ная мера процесса ξ. Зададим белый шум через интеграл по ортого-
нальной случайной мере Z: f ∈ L2(R, µ)

(f, Z) =

∫
R
f(λ)Z(dλ).

Тогда значение процесса запишется в виде:

ξ(u) = (eiu, Z).

Белый шум можно также задать в специальном гильбертовом
пространстве HΓ – воспроизводящем ядре, построенном по фукнции
{Γ(· − v), v ∈ R}. Пусть H̃Γ = {

∑n
k=1 ckΓ(uk − ·), ck, uk ∈ R, n ≥ 1}.

Лемма 2.2.1. Отображение η, которое на функции f ∈ H̃Γ действу-

ет по правилу

(η,
n∑

k=1

ckΓ(uk − ·)) =
n∑

k=1

ckξ(uk),

продолжается по непрерывности в L2 до белого шума в HΓ.

В случае, когда ковариационная функция Γ представима в виде
Γ(u) =

∫
R ψ(u − v)ψ(v)dv, где ψ ∈ L2(R), ψ(u) = ψ(−u), u ∈ R,
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белый шум в L2(R) можно задать при помощи винеровского процесса
на R, т.е. w(u) = w1(u)1I{u ≥ 0} + w2(−u)1I{u < 0}, где w1, w2 – два
независимых винеровских процесса на R.

Лемма 2.2.2. Пусть Γ = ψ ∗ ψ. Тогда на (возможно расширенном)

вероятностном пространстве существует винеровский процесс

{w(u), u ∈ R} такой, что для всех u ∈ R

ξ(u) =

∫
R
ψ(u− v)dw(v).

Заметим, что белый шум задается на том же вероятностном про-
странстве, на котором задан сам процесс ξ, в случае, когда преобразо-
вание Фурье функции ψ является невырожденным.

Далее в работе строится белый шум, порождающий всю после-
довательность стационарных независимых процессов ξn. Для каждого
k ≥ 1 зададим ηk – белый шум в пространстве HΓ, порождающий
процесс ξk. В пространстве

l2(H
Γ) = {F = (f1, . . . , fk, . . .) : fj ∈ HΓ,

∞∑
k=1

||fk||2HΓ <∞}

определим белый шум η по правилу: (η, F ) =
∑∞

k=1(ηk, fk).
Получив описание белого шума, задающего последовательность

процессов {ξn}, мы переходим к разложению Ито-Винера величин вида
f(xn(u1), . . . , xn(um)). В параграфе 2.3 разложение получено в терми-
нах операторов {Qk}k≥1, определенных через разложение случайной
величины f(x1(u1), . . . , x1(um)) :

f(u1 + ξ1(u1), . . . , um + ξ1(um)) =
∞∑
k=0

Qkf(u⃗; η1, . . . , η1),

здесь Qkf(u⃗; ·, . . . , ·) – k−линейная форма Гильберта-Шмидта на HΓ.
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Обозначим через

B(Rm;R) = {f : Rm → R|f -измерима, sup
u⃗∈Rm

|f(u⃗)| < +∞}

пространство функций с нормой ||f || = supu⃗∈Rm |f(u⃗)|

Лемма 2.3.1. (i) Для произвольного u⃗ ∈ Rm отображение

B(Rm;R) ∋ f 7→ Qkf(u⃗; ·, . . . , ·) ∈ HΓ
k

является линейным и непрерывным отображением из B(Rm;R) в

пространство k-линейных форм Гильберта–Шмидта на HΓ.

(ii) Для произвольной функции f ∈ B(Rm;R) отображение

Rm ∋ u⃗ 7→ Qkf(u⃗; ·, . . . , ·) ∈ HΓ
k

измеримо и supu⃗∈Rm ∥Qkf(u⃗; ·, . . . , ·)∥k < +∞.

Действие операторов Qk продолжается на гильбертовозначные
функции. Пусть H – некоторое сепарабельное гильбертово пространс-
тво, возможно, отличное отHΓ, с ортонормированным базисом {ej}∞j=1.
Введем пространство функций

B(Rm;H) = {F : Rm → H|F–измерима, sup
u⃗∈Rm

∥F (u⃗)∥ < +∞}.

Определим действие операторов Qk на функции F ∈ B(Rm;H) по
правилу:

QkF (u⃗; ·, . . . , ·) =
∞∑
j=1

Qkfj(u⃗; ·, . . . , ·︸ ︷︷ ︸
k

)ej.

Теорема 2.3.1. Пусть {xn(u), u ∈ R}n≥1 – поток с дискретным

временем (1.1.3). Тогда для произвольной φ ∈ B(Rm;R) разложение
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Ито–Винера для φ(xn(u1), . . . , xn(um)) имеет вид

φ(xn(u1), . . . , xn(um)) =

=
∞∑
k=0

∑
l1,...,ln≥0
l1+...+ln=k

QlnQln−1
. . . Ql1φ(u⃗; ηn, . . . , ηn︸ ︷︷ ︸

ln

, . . . , η1, . . . , η1︸ ︷︷ ︸
l1

).

Полученное разложение является дискретным аналогом представ-
ления Крылова–Веретенникова для фукнции от решения стохастиче-
ского дифференциального уравнения.

Поскольку случайная величина φ(xn(u1), . . . , xn(um)) измерима
относительно σ−алгебры, порожденной процессами {ξ1, . . . , ξn}, ее ра-
зложение можно записать в терминах значений процессов ξi. В работе
явный вид ядер разложения Ито–Винера выписан через плотность ра-
спределения вектора (ξ(u1), ξ(u2), . . . , ξ(um)). Приведем некоторые до-
статочные условия для существования плотности распределения этого
случайного вектора:

Лемма 2.3.4. Пусть стационарный гауссовский процесс ξ удовле-

творяет одному из следующих условий:

(i) ковариационная функция Γ представима в виде Γ = ψ ∗ψ, где

ψ ∈ L2(R);

(ii) процесс ξ имеет спектральную плотность относительно

меры Лебега.
Тогда для произвольных u1 < u2 < . . . < um случайный вектор

(ξ(u1), ξ(u2), . . . , ξ(um)) имеет плотность распределения.
Введем некоторые обозначения. Через ξ~k(u⃗), будем записывать

произведение Вика ξ(u1) ∗ . . . ∗ ξ(uk). Обозначим множество муль-
тииндексов J(k,m) = {r = (i1, . . . , ik), ij ∈ {1, . . . ,m}}. Пусть ве-
ктор u⃗ ∈ Rm, и r = (i1, . . . , ik) ∈ J(k;m), тогда будем писать u⃗r =
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(ui1, . . . , uik) ∈ Rk. Обозначим через p(·, u⃗) – плотность распределения
случайного вектора (u1 + ξ1(u1), . . . , um + ξ1(um)). Для мультиинде-
кса r = (i1, . . . , ik) будем писать p(r)(v⃗, u⃗) = ∂k

∂vi1 ...∂vik
p(v⃗, u⃗). Обозначим

через S(Rn) пространство Шварца, т.е.

S(Rn) = {f ∈ C∞(Rn) : sup
u⃗∈Rn

|u⃗αDβf(u⃗)| ≤ +∞,

α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn), αi, βi ∈ N0, i = 1, . . . , n}

Теорема 2.3.3. Пусть ковариационная функция Γ имеет вид Γ(·) =∫
R ψ(u − ·)ψ(u)du, где ψ ∈ S(R) и p(·, u⃗) – плотность распределения

вектора {u1 + ξ1(u1), . . . , um + ξ1(um)}, u1 < . . . < um. Тогда для всех

φ ∈ S(Rm)

φ(xn(u1), . . . , xn(um)) =

=
∞∑

k1,...,kn=0

1

k1! . . . kn!

∑
rn∈J(kn,m)

. . .
∑

rn∈J(k1,m)

∫
Rm

. . .

∫
Rm

p(rn)(α⃗(n), α⃗(n−1))p(rn−1)(α⃗(n−1), α⃗(n−2)) . . . p(r1)(α⃗(1), u⃗)φ(α⃗(n))·

· ξ~kn
n (α⃗(n−1)

rn
)ξ

~kn−1

n−1 (α⃗(n−2)
rn−1

) . . . ξ~k1
1 (u⃗r1)dα⃗

(n) . . . dα⃗(1).

В третьей главе рассматриваются функционалы от m−точечного
движения потока Арратья. Склеивание частиц в потоке приводит к
тому, что в момент t распределение m−точечного движения пото-
ка не имеет плотности относительно меры Лебега. В главе получе-
но действие переходной полугруппы m−точечного движения потока
Арратья в интегральном виде. m−точечное движение потока Арра-
тья {x(u1, t), . . . , x(um, t)} до момента первой склейки совпадает по
распределению с m−мерным броуновским движением w(u⃗, t), старто-
вавшим из точек u1, . . . , um до момента выхода на границу симплекса
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∆m = {u⃗ ∈ Rm : u1 ≤ u2 ≤ . . . ≤ um} :

{(x(u1, t), . . . , x(um, t))1I{t≤τ1}}t≥0
d
= {w(u⃗, t)1I{t≤θ}}t≥0,

где τ1 = inf{t : (x(u1, t), . . . , x(um, t)) ∈ ∆m} и θ = inf{t : w(u⃗, t) ∈
∆m}.

Ввиду этого, первый параграф главы посвящен изучению броу-
новского движения в симплексе ∆m. Рассмотрим краевую задачу

∂

∂s
F (u⃗, s) = −1

2
∆F (u⃗, s), (u⃗, s) ∈

◦
∆m × [0, t), (3.1.1)

lim
s→t

F (u⃗, s) = 0, (3.1.2)

F (u⃗, s) = φ(u⃗), u⃗ ∈ ∂∆m, (3.1.3)

F ∈ C2
0(

◦
∆m × (0, t))

Следующая лемма содержит известное ([45], Гл. VIII,§5, теорема
1, с.493) вероятностное представление решения краевой задачи (3.1.1)–
(3.1.3).

Лемма 3.1.2. Пусть F – решение краевой задачи (3.1.1)–(3.1.3) и

{ws(ui, t), t ≥ s}mi=1 – независимые броуновские движения, ws(ui, s) =

ui, u⃗ ∈ ∆m. Обозначим τ = inf{t ≥ s : (ws(u1, t), . . . , ws(um, t)) ∈

∂∆m}. Тогда для всех φ ∈ C2
0(∂∆m) и t > s

E1I{t≥τ}φ(w0(u1, τ), . . . , w0(um, τ)) = F (u⃗, 0).

В параграфе 3.2, следуя работе Y. Le Jan и O. Raimond [28],
m−точечное движение потока Арратья характеризуется как марков-
ский процесс. Для него определена полугруппа {Tm,t}t≥0:

Tm,tf(u⃗) = Ef(x(u1, t), . . . , x(um, t)).
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Мы выпишем действие полугруппы Tm,t на функцию f , решив систему
краевых задач. Известно, что функция Tm,tf удовлетворяет уравнению
Колмогорова [51]:

∂

∂t
Tm,tf(u⃗) = ATm,tf(u⃗), u⃗ ∈ ∆m, t > 0,

где A - генератор полугруппы и f – функция из области определения
генератора [51]. Для удобства читателя приведем используемое далее
определение ядра замкнутого линейного оператора A с областью опре-
деления D(A) [51].
Определение 3.2.1 [51]. Подмножество D ⊂ D(A) называется
ядром для оператора A, если замыкание сужения оператора A на
D равно A.

Обозначим через C0(∆m) = {f ∈ C(∆m), lim||u||→∞ f(u) = 0}

Теорема 3.2.2. Множество функций

Dm = {f ∈ C2
0(∆m) :

∂2f

∂xi∂xj
∈ C0(∆m),

∂2f

∂xi∂xj
1I{xi=xj} = 0, i ̸= j}

является ядром для генератора A полугруппы Tm,t и для произволь-

ной f ∈ Dm

Af(u⃗) = 1

2
∆f(u⃗), u⃗ ∈ ∆m.

Введем обозначения:

πi : ∆m → ∆m−1, πi(u1, . . . , um) = (u1, . . . , ui, ui+2, . . . , um),

π−1
i : ∆m−1 → ∆m, π−1

i (u1, . . . , um) = (u1, . . . , ui, ui, ui+1, . . . , um−1),

Km
i = {u⃗ ∈ ∂∆m : ui = ui+1, uj < uj+1, i ̸= j}. Тогда семейство

функций Tm,t удовлетворяет системe краевых задач:

∂

∂t
Tm,tf(u⃗) =

1

2
∆Tm,tf(u⃗), u⃗ ∈ ∆m, t ≥ 0, (3.3.1)
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Tm,0f(u⃗) = f(u⃗), (3.3.2)

Tm,tf(u⃗) = (Tm−1,tf ◦ π−1
i )(πiu⃗), u⃗ ∈ Km

i , (3.3.3)

Tm,tf(·) ∈ Dm.

В третьем параграфе главы выписано решение системы краевых
задач (3.3.1)-(3.3.3). Для наглядности записи решения используется
язык бинарных лесов. Введем необходимые определения.

Um
k = {u(k)1 , u

(k)
2 , . . . , u

(k)
k , u

(k+1)
1 , . . . , u

(k+1)
k+1 , . . . , u

(m)
1 , . . . , u(m)

m , u⃗(j) ∈ ∆j}−

множество вершин графа. Ребра задаются при помощи семейства ото-
бражений

Gj = {σj : {1, 2, . . . , j} → {1, 2, . . . , j − 1}, σj– сюръекция}.

Для каждого отображения σj ∈ Gj существует единственная пара чи-
сел

(l1, l2) ≡ (l1(σj), l2(σj)) ⊂ {1, 2, . . . , j}

такая, что σj(l1) = σj(l2), l1 < l2. Для фиксированного множества ото-
бражений {σm, σm−1, . . . , σk+1}, где σj ∈ Gj определим множество ре-
бер:

Rm
k ≡ Rm

k (σm, σm−1, . . . , σk+1) = {
(
u
(i)
j , u

(i−1)
σi(j)

)
, i = k+1, . . . ,m, j = 1, . . . , i}.

Множество вершин и совокупность ребер на них образуют бинарные
леса с k корнями и m листьями:

Tm
k = {(Um

k , R
m
k (σm, . . . , σk+1)), σj ∈ Gj}.

Будем говорить, что ребра (u
(n)
j , u

(n−1)
σn(j)

) и (u
(n)
i , u

(n−1)
σn(i)

) пересекаются,
если i < j и σn(i) > σn(j). Для каждого леса T ∈ Tm

k количество
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пересечений его ребер будем обозначать через ε(T ). Множеству вер-
шин {u(j)1 , u

(j)
2 , . . . , u

(j)
j } леса T ∈ Tm

k поставим в соответствие время
tj, j ∈ {k, . . . ,m}. Каждому ребру леса T припишем вес, который за-
висит от соединяющих их вершин и соответствующих моментов вре-
мени:

g
(
u
(i)
j , u

(i−1)
σi(j)

, ti, ti−1

)
=

√
u
(i)
l2

− u
(i)
l1

ti − ti−1
pti−ti−1

(u
(i)
j , u

(i)
σi(j)

)

для j ∈ {l1, l2}, где l1 < l2 такие, что σi(l1) = σi(l2) и

g
(
u
(i)
j , u

(i−1)
σi(j)

, ti, ti−1

)
= pti−ti−1

(
u
(i)
j , u

(i−1)
σi(j)

)
для j /∈ {l1, l2}, где ps(u1, u2) = 1√

2πs
e−

(u1−u2)
2

2s .

Обозначим через |T | произведение весов всех ребер леса T ∈ Tm
k :

|T | = |T (u⃗(m), . . . , u⃗(k), tm, . . . , tk)| =

=
m∏

i=k+1

i∏
j=1

g(u
(i)
j , u

(i−1)
σi(j)

, ti, ti−1).

Каждому лесу поставим в соответствие набор индексов (im−1, im−2, . . . , ik),

где каждый индекс ij является координатой вектора u⃗(j) такой, что
σj+1(l1) = σj+1(l2) = ij, l1 ̸= l2.

Определим действие леса T ∈ Tm
k на функцию f : ∆m → R по

правилу:
fT = f ◦ π−1

im−1
◦ . . . ◦ π−1

ik
.

Теорема 3.3.1. Пусть f ∈ Dm и Gm – функция Грина краевой задачи

(3.3.1) – (3.3.3). Тогда

Qm,tf(u⃗) =

∫
∆m

f(y⃗)Gm(u⃗, y⃗, t, 0)dy⃗+

+
∑

T∈Tm
m−1

(−1)ε(T )
∫ 1

0

∫
∆m−1

∫
∆m−1

fT (y⃗)Gm−1(u⃗
(m−1), y⃗, tm−1, 0)
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|T (u⃗, u⃗(m−1), t, tm−1)|du⃗(m−1)dydtm−1+

+
∑

T∈Tm
m−2

∫ t

0

∫ tm−1

0

∫
∆m−1

∫
∆m−2

∫
∆m−2

(−1)ε(T )fT (y⃗)

Gm−2(u⃗
(m−2), y⃗, tm−2, 0)|T (u⃗, u⃗(m−1), u⃗(m−2), t, tm−1, tm−2)|·

·dy⃗du⃗(m−2)du⃗(m−1)dtm−2dtm−1 + . . .

+
∑
T∈Tm

1

(−1)ε(T )
∫ t

0

∫ tm−1

0

. . .

∫ t2

0

∫
∆m−1

∫
∆m−2

. . .

∫
R

∫
R

fT (y⃗)G1(u
(1), y, t1, 0)|T (u⃗, u⃗(m−1), . . . , u⃗(2), u⃗(1), t, tm−1,

. . . , t1)|dydu(1) . . . du⃗(m−1)dt1 . . . dtm−1.



Глава 1

Беспорядки в дискретном

стохастическом потоке

1.1 Дискретный поток, построенный по набору

гауссовских стационарных процессов

В этом параграфе строится модель стохастического потока с дискре-
тным временем. Как было отмечено во введении, одним из основных
объектов теории стохастических потоков являются потоки броунов-
ских частиц. В таких потоках движение отдельных частиц описывае-
тся винеровскими процессами. Сложность устройства и свойства пото-
ка обуславливаются связью этих винеровских процессов между собой
[28]. Одной из целей диссертационной работы является построение и
исследование стохастических потоков с дискретным временем. Сейчас
движение отдельной частицы естественно описывать случайным блуж-
данием, а сам поток задавать указывая связь таких блужданий между
собой. В том случае, когда речь идет о блужданиях на целочисленной
решетке, соответствующие потоки были построены и изучались в ряде
работ [2, 29, 53]. В диссертационной работе строится поток с дискре-

33
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тным временем, в котором траектории отдельных частиц описываются
гауссовскими случайными блужданиями. Отметим, что такой подход
естественен с точки зрения разностной аппроксимации стохастических
дифференциальных уравнений. Действительно, одним из первых при-
меров стохастических потоков является поток решений стохастическо-
го дифференциального уравнения с гладкими коэффициентами [52].

Пример 1.1.1. Рассмотрим стохастическое дифференциальное урав-

нение

dx(t) = sin(x(t))dw1(t) + cos(x(t))dw2(t), (1.1.1)

где {w1(t), t ≥ 0}, {w2(t), t ≥ 0} – независимые винеровские процес-

сы. Совокупность решений задачи Коши для уравнения (1.1.1) с на-

чальным условием x(0) = u, u ∈ R образует стохастический поток

[52]. Дискретная аппроксимация решения уравнения (1.1.1) получае-

тся заменой приращений винеровского процесса wi на малых интерва-

лах времени независимыми гауссовскими стандартными случайными

величинами {γin}n≥1, i = 1, 2 [54]:

xk+1 = xk +
1√
n
(γ1k+1 sin(xk) + γ2k+1 cos(xk))

x0 = u.

(1.1.2)

Процесс xn(t), определенный на отрезке времени [0; 1] как ломаная

с узлами разбиения в точках
(
k
n , xk

)
приближает решение уравнения

(1.1.1) с начальным условием x(0) = u. Обозначим ξk(u) = γ1k sinu +

γ2k cosu. Процесс {ξk(u), u ∈ R} является стационарным гауссовским

процессом с ковариационной функцией Γ(u) = cosu и нулевым сре-

дним.
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Аналогично аппроксимационной схеме для стохастических диф-

ференциальных уравнений строится поток с дискретным временем, в

котором частицы стартуют из каждой точки прямой [31]. В качестве

шума, управляющего движением, выступает последовательность неза-

висимых стационарных гауссовских процессов {ξn(u), u ∈ R}n≥1. По-

следовательность отображений {xn(u), u ∈ R}n≥1 дискретного потока

определяется с помощью рекуррентного соотношения:

xn+1 = xn(u) + ξn+1(xn(u)),

x0(u) = u.
(1.1.3)

Далее считаем, что процессы {ξn}n≥1 имеют нулевое среднее и непре-

рывную ковариационную функцию Γ, причем Γ(0) = 1.

Следующая лемма устанавливает корректность определения по-
тока с дискретным временем (1.1.3).

Лемма 1.1.1. При каждом n ≥ 1 ξn+1(xn(u)) является случайной

величиной и значение xn(u) не зависит от выбора модификаций про-

цессов ξn.

Доказательство. Непрерывность ковариационной функции процессов

{ξn}n≥1 влечет существование измеримой модификации процессов {ξn}

[55]. Значит, ξn+1(xn(u)) является случайной величиной как компози-

ция измеримых отображений.

Пусть ξ̃n – некоторая измеримая модификация процесса ξn, n ≥ 1.

Обозначив через x̃n отображения, построенные по последовательности
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{ξ̃n}n≥1 с помощью рекуррентного соотношения (1.1.3), получим:

P{xn(u) = x̃n(u)} =

EP{xn−1(u) + ξn(xn−1(u)) = x̃n−1(u) + ξ̃n(xn−1(u))|xn−1(u), x̃n−1(u)} =

= E
(
P{v + ξn(v) = ṽ + ξ̃n(ṽ)

∣∣∣v=xn−1(u)
ṽ=x̃n−1(u)

}
)
=

= P{xn−1(u) = x̃n−1(u)} = . . . = P{x0(u) = x̃0(u)} = 1.

Лемма доказана.

Лемма 1.1.2. При каждом n ≥ 0 процесс {xn(u), u ∈ R} непрерывен

в среднем любого порядка.

Доказательство. Воспользуемся методом математической индукции.

Предположим, что процесс {xn−1(u), u ∈ R} непрерывен в Lp, p > 0.

Тогда для произвольного k ∈ N

E (xn(u)− xn(v))
2k =

= E (xn−1(u)− xn−1(v) + ξn(xn−1(u))− ξn(xn−1(v)))
2k =

=
2k∑
l=0

C l
2kE(xn−1(u)− xn−1(v))

l(ξn(xn−1(u))− ξn(xn−1(v)))
2k−l.

Оценим каждое слагаемое: для l = 2j

E(xn−1(u)− xn−1(v))
l(ξn(xn−1(u))− ξn(xn−1(v)))

2k−l ≤

≤
(
E(xn−1(u)− xn−1(v))

2lE(ξn(xn−1(u))− ξn(xn−1(v)))
4k−2l

) 1
2 .
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Вычислим

E(ξn(xn−1(u))− ξn(xn−1(v)))
2m =

= E(E(ξn(xn−1(u))− ξn(xn−1(v)))
2m|xn−1) =

= E(2− 2Γ(xn−1(u)− xn−1(v)))
m(2m− 1)!!,

где мы воспользовались независимостью процессов ξn и xn−1, а также

тем, что (ξn(u) − ξn(v)) – гауссовская случайная величина с нулевым

средним и дисперсией 2− 2Γ(u− v). По предположению индукции

E(xn−1(u)− xn−1(v))
2l → 0 при |u− v| → 0, поэтому, при l = 2j

E(xn−1(u)− xn−1(v))
l(ξn(xn−1(u))− ξn(xn−1(v)))

2k−l → 0

при |u− v| → 0.

При l = 2j + 1

E(xn−1(u)− xn−1(v))
l(ξn(xn−1(u))− ξn(xn−1(v)))

2k−l =

= E(xn−1(u)− xn−1(v))
lE((ξn(xn−1(u))− ξn(xn−1(v)))

2k−l|xn−1) = 0.

Таким образом, {xn(u), u ∈ R} непрерывен в L2k для k ≥ 1. Из нера-

венства Ляпунова вытекает непрерывность в среднем любого порядка

процесса xn. Лемма доказана.

Следствие 1.1.1. При любом n ≥ 1 процесс {xn(u), u ∈ R} имеет

измеримую модификацию.

Доказательство. Достаточно отметить, что непрерывный по вероя-

тности процесс имеет измеримую модификацию [55].
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В построенной модели взаимное поведение траекторий частиц ока-
зывается более сложным чем в случае блуждания по решетке. Теперь
траектории частиц могут пересекаться, т.е. может нарушаться исхо-
дный взаимный порядок расположения частиц. При этом каждая ча-
стица совершает гауссовское случайное блуждание, являющееся дис-
кретным аналогом броуновского движения, а именно, справедлива сле-
дующая лемма.

Лемма 1.1.3. Для любого u ∈ R последовательность {xn(u)}n≥1 яв-

ляется случайным блужданием со стандартными гауссовскими при-

ращениями, т.е.

{xn(u)}n≥1
d
= {zn}n≥1,

где

z0 = u, zn+1 = zn + ζn+1,

и {ζn}n≥1 – независимые стандартные гауссовские случайные вели-

чины.

Доказательство. Для произвольного ∆ ∈ B(R) рассмотрим

P{xn+1(u) ∈ ∆|x1(u), . . . , xn(u)} =

= E
(
E1I∆

(
xn(u) + ξn+1(xn(u))|ξ1, . . . , ξn

)
|x1(u), . . . , xn(u)

)
=

= E
( 1√

2π

∫
∆

exp
{
− 1

2
(xn(u)− y)2

}
dy|x1(u), . . . , xn(u)

)
=

=
1√
2π

∫
∆

exp{−1

2
(xn(u)− y)2}dy.

В предпоследнем равенстве мы воспользовались независимостью про-

цессов {ξn}n≥1. Полученное равенство дает возможность заключить,
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что {xn} – симметричное случайное блуждание с гауссовскими прира-

щениями. Лемма доказана.

Cемейство {xn(u), u ∈ R}n≥1 можно рассматривать как поток слу-
чайных блужданий на прямой, стартующих из каждой точки. Для фи-
ксированного набора точек u1, . . . , xN (xn(u1), . . . , xn(uN)) будем на-
зывать N−точечным движением потока {xn}n≥1.

Лемма 1.1.4. Последовательность векторов

{x⃗n(u⃗) = (xn(u1), . . . , xn(uN))}n≥1, u1 < u2 < . . . < uN

образуют марковскую цепь в RN с переходной вероятностью

P (x⃗,∆) = P{(ζ(x1), . . . , ζ(xN)) ∈ ∆},

где x⃗ ∈ RN , ∆ ∈ B(RN), {ζ(u), u ∈ R} – гауссовский процесс со

средним Eζ(u) = u и ковариационной функцией E(ζ(u)−u)(ζ(v)−v) =

Γ(u− v).

Доказательство. Используя рекуррентное представление для потока

{xn}n≥1 вычислим вероятность:

P{x⃗n+1(u⃗) ∈ ∆|x⃗1(u⃗), . . . , x⃗n(u⃗)} =

= E
(
E
(
1I∆(x⃗n(u⃗) + ξ⃗n+1(x⃗n+1(u⃗)))|ξ1, . . . , ξn

)
|x⃗1(u⃗), . . . , x⃗n(u⃗)

)
,

где мы обозначили ξ⃗n(v⃗) = (ξn(v1), . . . , ξn(vN)), v⃗ ∈ RN . Пользуясь

независимостью случайных процессов {ξn}n≥1, получаем:

P{x⃗n+1(u⃗) ∈ ∆|x⃗1(u⃗), . . . , x⃗n(u⃗)} =

= E
(
P{(v1+ξn+1(v1), . . . , vN+ξn+1(vN)) ∈ ∆}

∣∣∣
vi=xn(ui)

∣∣∣x⃗1(u⃗), . . . , x⃗n(u⃗)) =

= P{(v1 + ξn+1(v1), . . . , vN + ξn+1(vN)) ∈ ∆}
∣∣∣
vi=xn(ui)

.
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Лемма доказана

Одной из топологических характеристик потоков является спи-
ральность поля, которое задает поток [41]. Спиральность поля явля-
ется мерой зацепления траекторий в фазовом потоке. В случае одно-
мерных потоков с дискретным временем такой характеристикой может
служить количество пересечений траекторий. Поскольку в системе из
N частиц число пересечения их траекторий состоит из числа попарных
пересечений траекторий, достаточно исследовать взаимное поведение
каждой пары частиц. В параграфе 1.4 мы установим оценку на время,
которое пара частиц проводит в порядке, отличном от исходного. Фун-
кционал, который паре траекторий {xn(u1)}n≥1, {xn(u2)}n≥1 ставит в
соответствие такое время, зависит от разности {xn(u2) − xn(u1)}n≥1.

Отметим, что последовательность {xn(u2)− xn(u1)}n≥1 является мар-
ковской цепью.

Лемма 1.1.5. Последовательность {zn = xn(u2)−xn(u1)}n≥1 образу-

ет цепь Маркова такую, что

{zn}n≥1
d
= {vn}n≥1,

где последовательность {vn}n≥1 задается соотношением:

vn+1 = vn +
√

2− 2Γ(vn)ηn+1,

v0 = u2 − u1,

и {ηn}n≥1 – независимые стандартные гауссовские случайные вели-

чины.
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Доказательство. Вычислим переходную вероятность процесса {zn}n≥1 :

P{zn ∈ ∆|z1, . . . , zn−1} =

= E
(
1I∆
(
xn−1(u1)−xn−1(u2)+ξn(xn−1(u1))−ξn(xn−1(u2))

)
|z1, . . . , zn−1

)
=

= E(P{v1 − v2 + ξn(v1)− ξn(v2) ∈ ∆}
∣∣∣
vi=xn−1(ui)

∣∣∣z1, . . . , zn−1) =

= E
(∫

∆

[2π(2− 2Γ(xn−1(u1)− xn−1(u2)))]
−1

2 ·

· exp
{
− 1

2

(xn−1(u1)− xn−1(u2)− y)2

2− 2Γ(xn−1(u1)− xn−1(u2))

}
dy
∣∣∣z1, . . . , zn−1

)
=

=
1√

2π(2− 2Γ(zn−1))

∫
∆

exp
{
− 1

2

(zn−1 − y)2

2− 2Γ(zn−1)

}
dy,

где мы воспользовались тем, что (ξn(u1) − ξn(u2)) – гауссовская слу-

чайная величина с нулевым средним и дисперсией (2 − 2Γ(u1 − u2)).

Полученная переходная вероятность совпадает с переходной вероятно-

стью случайного блуждания {vn}n≥1. Лемма доказана.

1.2 Свойства случайных отображений, составляю-

щих поток с дискретным временем

Стационарность процессов ξn, которые управляют потоком (1.1.3), яв-
ляется математическим выражением условия однородности окружа-
ющей среды. Это условие приводит к стационарности отображений
{xn(u)− u, u ∈ R}.

Лемма 1.2.1. Следующий процесс со значениями в R∞

{(ξ1(u), x1(u)− u, ξ2(u), x2(u)− u, . . . , ξn(u), xn(u)− u, . . .), u ∈ R}

является стационарным в узком смысле.
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Доказательство. Поскольку σ-алгебра B(R∞) порождается алгеброй

A = {B1 × B2 × . . .× Bn, Bi ∈ B(R), n ≥ 1}, то достаточно проверить

выполнение следующего равенства для процесса

κn(u) = (ξ1(u), x1(u)− u, . . . , ξn(u), xn(u)− u) :

P
( k∩

i=1

{κn(ui + h) ∈ Bi
1 ×Bi

2 × . . .×Bi
2n−1 ×Bi

2n}
)
=

= P
( k∩

i=1

{κn(ui) ∈ Bi
1 ×Bi

2 × . . .×Bi
2n−1 ×Bi

2n}
)

для всех k, n ∈ N, h ∈ R, ui ∈ R.

Доказательство проведем методом математической индукции по

n. При n = 1 x1(u) − u = ξ1(u) и требуемое равенство выполняе-

тся в силу стационарности процесса ξ1. Предположим, что равенство

справедливо при n, тогда для n+ 1

P
( k∩

i=1

{κn+1(ui + h) ∈ Bi
1 × . . .×Bi

2n+2}
)
=

= E
( k∏

i=1

1IBi
1×...×Bi

2n
(κn(ui+h))P

( k∩
i=1

{ξn+1(ui+h), xn(ui+h)−(ui+h)+

+ξn+1(xn(ui+h)−(ui+h)+(ui+h)
)
∈ Bi

2n+1×Bi
2n+2}

∣∣∣ξ1, . . . , ξn)) =

= E
( k∏

i=1

1IBi
1×...×Bi

2n
(κn(ui + h))·

·P
( k∩

i=1

{ξn+1(ui+h), vi+ξn+1(vi+(ui+h)) ∈ Bi
2n+1×Bi

2n+2}
)∣∣∣

vi=xn(ui+h)−(ui+h)

)
,

где мы воспользовались независимостью процессов {ξn}n≥1. Выраже-

ние под знаком математического ожидания является измеримой фун-
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кцией от процесса {κn(u), u ∈ R}. Пользуясь тем, что по предполо-

жению индукции процесс κn является стационарным в узком смысле,

последнее выражение равно

E
[ k∏

i=1

1IBi
1×...×Bi

2n
(κn(ui))P

( k∩
i=1

{(ξn+1(ui + h), xn(ui)− ui+

+ξn+1(xn(ui)− ui + ui + h) ∈ Bi
2n+1 ×Bi

2n+2

∣∣∣ξ1, . . . , ξn})] =
= E

k∏
i=1

1IBi
1×...×Bi

2n
(κn(ui))P

( k∩
i=1

{(ξn+1(ui), xn+1(ui)− ui)

∈ Bi
2n+1 ×Bi

2n+2}
∣∣∣ξ1, . . . , ξn)

где мы воспользовались стационарностью процесса ξn+1 и получили

требуемое выражение, не зависящее от h. Лемма доказана.

Для исследования свойств отображения xn : R → R в фиксиро-
ванный момент времени n рассмотрим вопросы, связанные с его эрго-
дичностью. Приведем необходимые определения и утверждения [42].
Пусть {X(u), u ∈ R} – стационарный в узком смысле процесс. Обо-
значим через M(R) множество всех функций на R с σ-алгеброй S, по-
рожденной цилиндрическими множествами. Определим меру µX , соо-
тветствующую процессу X, положив на цилиндрических множествах

µX{f ∈M(R) : f(u1 ∈ ∆1, . . . , f(uk) ∈ ∆k)} =

= P{X(u1) ∈ ∆1, . . . , X(uk) ∈ ∆k}.

Определение 1.2.1. (i) Измеримая функция F на M(R) называется

инвариантной, если при всех f ∈M(R)

F (f(·+ x)) = F (f(·)), x ∈ R;
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(ii) множество A ∈ S называется инвариантным, если 1IA являе-

тся инвариантной функцией.

Определение 1.2.2 ([42]). Стационарный в узком смысле процесс

{X(u), u ∈ R} назовем эргодическим, если для любого инвариантного

множества A µX(A) ∈ {0, 1}.

Для эргодических процессов справедлива следующая теорема.

Теорема 1.2.1 (теорема Биркгофа–Хинчина [42]). Пусть {X(u), u ∈

R} – эргодический процесс и F ∈ L1(M,S, µX). Тогда для µX-почти

всех f ∈M существуют и равны пределы

lim
U→∞

1

U

∫ U

0

F (f(·+u))du = lim
U→∞

1

2U

∫ U

−U

F (f(·+u))du =

∫
M

F (f)µX(df).

(1.2.1)

Приведем полезные для дальнейшего примеры функционалов на
пространстве функций.

Пример 1.2.1. (а) Пусть F (f(·)) = φ(f(0)), где φ : R → R такова, что

Eφ(X(0)) < +∞. Тогда в терминах процесса X теорема Биркгофа–

Хинчина принимает вид:

lim
U→∞

1

2U

∫ U

−U

φ(X(u))du = Eφ(X(0)) п.н.

(б) Определим F на множестве дифференцируемых функций по

правилу F (f(·)) = f ′(0). Тогда, для эргодического процесса с непре-

рывно дифференцируемой модификацией теорема Биркгофа–Хинчина

принимает вид:

lim
U→∞

1

U

∫ U

0

X ′(u)du = lim
U→∞

X(U)−X(0)

U
= EX ′(0).
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Для проверки эргодичности процесса бывает удобнее пользоваться сле-

дующим свойством перемешивания:

Определение 1.2.3 ([42]). Стационарный в узком смысле процесс X

обладает свойством перемешивания, если для любых двух функций

F,G ∈ L2(M(R),S, µX)

lim
u→∞

∫
M

F (f(·+ u))G(f(·))µX(df) =

=

∫
M

F (f)µX(df)

∫
M

G(f)µX(df). (1.2.2)

Заметим, что если процесс X обладает свойством перемешивания,

то он является эргодическим. Действительно, для функций F = G =

1IA, где A – инвариантное множество, соотношение (1.2.2) примет вид:

µX(A) = µX(A) · µX(A),

откуда следует, что µX(A) ∈ {0, 1}.

Основным результатом настоящего параграфа является теорема
об эргодичности процесса {xn(u)− u, u ∈ R}.

Теорема 1.2.2. Пусть поток с дискретным временем {xn(u), u ∈

R}n≥1 построен по последовательности независимых стационарных

гауссовских процессов {ξn(u), u ∈ R}n≥1 с ковариационной функцией

Γ такой, что Γ(u) → 0 при u→ ∞, то есть

xn+1(u) = xn(u) + ξn+1(xn(u))

x0(u) = u.

Тогда процесс {xN(u)−u, u ∈ R} является эргодическим при каждом

N ≥ 1.
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Доказательство. Как было отмечено, для доказательства эргодично-

сти стационарного процесса {xN(u)− u, u ∈ R} достаточно проверить

свойство перемешивания. Применим метод математической индукции

поN.ПриN = 1 x1(u)−u = ξ1(u).Известно [42], что стационарный га-

уссовский процесс с ковариационной функцией Γ такой, что Γ(u) → 0

при u → ∞ является эргодичным. Отметим, что свойство перемеши-

вания достаточно проверять на классе функций

E = {F ∈M(R) : F (X) = exp{i(λ⃗, X⃗(u⃗))}}, ⃗λ ∈ Rm,

X⃗(u⃗) = (X(u1), . . . , X(um)), u⃗ ∈ Rm,m ≥ 1.

Действительно, из теоремы Банаха–Штейнгауза следует, что для

ограниченной билинейной формы∫
M(R)

F (f(·+ u))G(f(·))µX(df)

условие (1.2.2) для всех F,G ∈ L2(M,S, µX) вытекает из справедли-

вости этого свойства на всюду плотном относительно нормы ∥F∥2 =∫
M(R) F (f)µX(df) подмножестве E .

Предположим, что процесс {xN(u)−u, u ∈ R} удовлетворяет усло-

вию перемешивания. Тогда для N + 1 и функций F,G из класса E :∫
M(R)

F (f(·+ h))G(f(·))µxN+1(u)−u(df) =

= E exp{i(α⃗, x⃗N+1(u⃗+ h⃗))− (u⃗+ h⃗)} exp{i(β⃗, x⃗N+1(v⃗)− v⃗)},

где x⃗n(u⃗) = (xn(u1), . . . , xn(um)), α⃗, β⃗ ∈ Rm, h⃗ = (h, . . . , h) ∈ Rm, и

F (f) = exp{i(α⃗, f(u⃗))}, G(f) = exp{i(β⃗, f(v⃗))}.
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Применяя рекуррентное соотношение для xn, получим:

E exp{i(α⃗, x⃗n+1(u⃗+ h⃗)− (u⃗+ h⃗))} exp{i(β⃗, x⃗n+1(v⃗)− v⃗)} =

= E
(
exp{i(α⃗, x⃗n+1(u⃗+ h⃗)− (u⃗+ h⃗))} exp{i(β⃗, x⃗n+1(v⃗ − v⃗))}·

· E(exp{i(α⃗, ξ⃗n+1(x⃗n(u⃗+ h⃗)))} exp{i(β⃗, ξ⃗n+1(x⃗n(v⃗)))}|xn)
)
=

= E
(
exp{i(α⃗, x⃗n(u⃗+ h⃗)− (u⃗+ h⃗))} exp{i(β⃗, x⃗n(v⃗)− v⃗)}·

· exp{−1

2
K(x⃗n(u⃗+ h⃗), x⃗n(v⃗))α⃗β, α⃗β)}

)
,

где мы воспользовались независимостью процесса ξn+1 от σ{xn} и обо-

значили через K(u⃗, v⃗) ковариационную матрицу гауссовского вектора

(ξn(u1), . . . , ξn(um), ξn(v1), . . . , ξn(vm)) в R2m и α⃗β = (α1, . . . αm, β1, . . . , βm).

Продолжая равенство, получим выражение:

E[exp{i(α⃗, xn(u⃗+ h⃗)− (u⃗+ h⃗))} exp{i(β⃗, xn(v⃗)− v⃗)}·

· exp{−1

2

m∑
i,j

Γ(xn(ui + h)− xn(uj + h))αiαj}·

· exp{−1

2

m∑
i,j

Γ(xn(vi)− xn(vj))βiβj}·

· exp{−1

2

m∑
i,j

Γ(xn(ui + h)− xn(vj))αiβj}].

Заметим, что |xn(ui + h) − xn(vj)|
P→ ∞ при h → ∞, следовательно,

Γ(xn(ui+h)−xn(v−j))
P→ 0 при h→ ∞. По предположению индукции,

процесс {xn(u) − u, u ∈ R} удовлетворяет условию перемешивания,
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поэтому полученное выражение имеет предел, равный:

E exp{i(α⃗, x⃗n(u⃗− u⃗))− 1

2

m∑
i,j

Γ(xn(ui)− xn(uj))αiαj}·

· E exp{i(β⃗, x⃗n(v⃗ − v⃗))− 1

2

m∑
i,j

Γ(xn(vi)− xn(vj))βiβj} =

= E exp{i(α⃗, x⃗n+1(u⃗)− u⃗)} · E exp{i(β⃗, x⃗n+1(v⃗)− v⃗)}.

Таким образом, процесс {xn(u)−u, u ∈ R} удовлетворяет условию

перемешивания, а значит, является эргодическим. Теорема доказана.

Используя эргодичность процесса {xn(u)− u, u ∈ R} сделаем не-
которые выводы о свойствах отображения xn(·).

Следствие 1.2.1. Пусть λ – мера Лебега на B(R). Тогда для прои-

звольного множества ∆ ∈ B(R)

1

2U
λ{u ∈ [−U,U ] : xn(u)− u ∈ ∆} → P{xn(0) ∈ ∆} при U → ∞.

Доказательство. Применяя теорему Биркгофа–Хинчина к процессу

{xn(u)− u, u ∈ R} с функцией F (X) = 1I{X(0)∈∆} имеем:

1

2U

∫ U

−U

1I{xn(u)−u∈∆}du→ E1I{xn(0)∈∆}.

При условии на ковариационную функцию процессов {ξn(u), u ∈
R} Γ ∈ C2+ε(R), процесс {xn(u)−u, u ∈ R} имеет дифференцируемую
модификацию [55] и {x′n(u), u ∈ R} является эргодическим процессом.
Используя это, сделаем вывод о том, насколько нарушается монотон-
ность отображения xn(·).
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Следствие 1.2.2. Пусть Γ ∈ C2+ε(R). Тогда существует константа

c > 0 такая, что

lim
U→∞

− 1

U

∫ U

0

x′n(u)1I{x′
n(u)<0}du = c. (1.2.3)

Доказательство. Из эргодической теоремы следует, что

lim
U→∞

1

U

∫ U

0

x′n(u)du = lim
u→∞

xn(U)− xn(0)

U
= Ex′n(0) = 1. (1.2.4)

С другой стороны

lim
U→∞

1

U

∫ U

0

|x′n(u)|du = E|x′n(0)|. (1.2.5)

Отметим, что {|x′n(u)|}n≥1 является супермартингалом и |x′0(u)| = 1.

Поэтому E|x′n(u)| > 1, поскольку супермартингал |x′n(u)| не является

детерминированным. Сравнивая (1.2.4) и (1.2.5) получаем:

−1

u

∫ u

0

x′n(u)1I{x′
n(u)<0}du→ c, c > 0

для каждого n.

Будем говорить, что точки u1, u2 ∈ R меняют порядок при ото-

бражении xn, если (u1 − u2)(xn(u1) − xn(u2)) < 0. Тогда предельное

соотношение (1.2.3) влечет, что мера Лебега множества точек

{u ∈ R|∃ u1 : u и u1 поменяли порядок при отображении xn} является

бесконечной.

1.3 Приближение потоков броуновских частиц

Потоки с дискретным временем построены с целью приближения сто-
хастических потоков. Приведем в этом параграфе известные результа-
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ты о сходимости аппроксимационных схем. Как было отмечено в пер-
вом параграфе, одним из первых примеров стохастических потоков яв-
ляется поток решений стохастических дифференциальных уравнений.
Поэтому начнем с результата о приближении решения обыкновенного
стохастического дифференциального уравнения [54].

Рассмотрим процесс {x(t), t ∈ [0, T ]}, являющийся решением за-
дачи Коши:

dx(t) = a(x(t))dt+ b(x(t))dw(t),

x(0) = x0,
(1.3.1)

где {w(t), t ≥ 0} – стандартный винеровский процесс. Схема Эйлера–
Маруямы [54] для уравнения (1.3.1) по равномерному разбиению τ =

{tk = k
n , k = 0, . . . , Tn} строится с помощью рекуррентного соотноше-

ния:

ynk+1 = ynk +
1

n
a (ynk ) + b (ynk )∆

(
k

n

)
,

yn0 = x0,

(1.3.2)

где ∆
(
k
n

)
= w

(
k+1
n

)
− w

(
k
n

)
.

Через {yn(t), t ∈ [0, T ]} будем обозначать кусочно-линейный про-
цесс, построенный по точкам {(kn , y

n
k ), k = 0, . . . , Tn}.

Процессы {yn(t), t ∈ [0, T ]} приближают решение стохастического
дифференциального уравнения (1.3.1), и имеет место теорема.

Теорема 1.3.1 ([54]). Пусть коэффициенты уравнения (1.3.1) удов-

летворяют условию

|a(x)− a(y)|+ |b(x)− b(y)| ≤ L|x− y|. (1.3.3)

Тогда

E sup
[0,T ]

(x(t)− yn(t))
2 ≤ c

n
. (1.3.4)
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В дальнейшем нам понадобится зависимость константы c в оценке
(1.3.4) от константы Липшица коэффициентов уравнения. Из доказа-
тельства теоремы 7.1 в [54] на стр. 396 можно получить, что

E sup
[0,T ]

(x(t)− yn(t))
2 ≤ const

L2 exp{L2}
n

. (1.3.5)

Потоки с дискретным временем, построенные по схеме (1.1.3) при-
ближают потоки Харриса броуновских частиц со взаимодействием [31].
Приведем определение потоков Харриса [1]. Пусть φ – непрерывная,
положительно определенная функция на R такая, что φ(0) = 1 и удов-
летворяет условию Липшица вне любой окрестности нуля.

Определение 1.3.1. Потоком Харриса с локальной характеристи-

кой φ называется семейство {x(u, ·), u ∈ R} броуновских мартингалов

относительно общей фильтрации такое, что

(i) x(u, 0) = u, u ∈ R;

(ii) для всех u1 ≤ u2, t ≥ 0

x(u1, t) ≤ x(u2, t);

(iii) совместная характеристика удовлетворяет уравнению

d⟨x(u1, ·), x(u2, ·)⟩(t) = φ(x(u1, t)− x(u2, t))dt. (1.3.6)

Известно, что поток Харриса существует [1]. Как было отмече-
но в статье И. Нищенко [31], при достаточно гладкой функции φ по-
ток Харриса может быть получен как поток решений стохастического
дифференциального уравнения. Действительно, пусть {wk, k ≥ 1} –
последовательность стандартных винеровских процессов. Рассмотрим
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стохастическое дифференциальное уравнение:

dx(u, t) =
∞∑
k=1

ak(x(u, t))dwk(t),

x(u, 0) = u,

(1.3.7)

где a = (ak)k≥1 – отображение из R в l2, удовлетворяющее условию
Липшица такое, что

∞∑
k=1

a2k = 1,

∞∑
k=1

ak(u)ak(v) = φ(u− v).

Тогда поток решений уравнения (1.3.7) является потоком Харриса с
локальной характеристикой φ. Более того, такой поток является по-
током гомеоморфизмов.

Также гладкий поток Харриса может быть получен с помощью
стохастического дифференциального уравнения по винеровскому ли-
сту [50]:

dz(u, t) =

∫
R
ψ(z(u, t)− p)W (dp, dt),

z(u, 0) = u, u ∈ R,
(1.3.8)

где ψ ∈ C∞
0 (R),

∫
R ψ

2(u)du = 1, W -винеровский лист на R× (0,+∞).

При таких условиях на ψ существует единственное сильное решение
[50] и поток решений образует поток Харриса с локальной характери-
стикой

φ(u) =

∫
R
ψ(u− p)ψ(−p)dp.

Отметим, что в случае, когда локальная характеристика φ потока
Харриса такова, что ∫ 1

0

x

1− φ(x)
dx < +∞,
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то в потоке частицы склеиваются [1]. Следовательно, такой поток не
может быть получен как решение стохастического дифференциаль-
ного уравнения с гладкими коэффициентами. Несмотря на это поток
броуновских частиц может быть приближен потоками с дискретным
временем, построенными по схеме (1.1.3) так же, как и решение стоха-
стического дифференциального уравнения с хорошими коэффициен-
тами. Приведем здесь результаты о сходимости потоков с дискретным
временем, которые получены И. Нищенко [31].

Будем обозначать через x̃n(u, ·) ломаную на отрезке времени [0, 1],

построенную по узлам (kn , xk(u)), где xk(u) определены рекуррентным
соотношением:

xk+1(u) = xk(u) + ξk+1(xk(u)),

x0(u) = u,

где {ξk(u), u ∈ R}k≥1 – последовательность независимых стационар-
ных гауссовских процессов с нулевым средним и ковариационной фун-
кцией Γ. Следующая теорема устанавливает сходимость l-точечных
движений потока с дискретным временем к l-точечным движениям
потока Харриса с гладкой локальной характеристикой.

Теорема 1.3.2 ([31]). Пусть Γ – непрерывная положительно опре-

деленная функция на R такая, что Γ(0) = 1 и Γ имеет две непре-

рывных и ограниченных производных. Построим последовательность

{x̃n}n≥1 по последовательности гауссовских процессов {ξk}k≥1 с ко-

вариационной функцией 1√
n
Γ. Тогда для всех u1, . . . , ul ∈ R случай-

ный процесс {x̃n(uj, ·), j = 1, . . . , l} слабо сходится в C([0, 1],Rl) к

l-точечному движению потока Харриса с локальной характеристи-

кой Γ.

Случай, когда в предельном потоке происходит склеивание ча-
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стиц, является более сложным с точки зрения аппроксимации. Мы
рассмотрим приближение потоком Арратья, в котором частицы, стар-
тующие из каждой точки прямой, совершают стандартное броуновское
движение и каждые две частицы движутся независимо до момента
встречи, после чего склеиваются и продолжают движение как одна.
Именно, потоком Арратья является поток Харриса с локальной хара-
ктеристикой φ = 1I{0}. Для обеспечения сходимости к потоку Арра-
тья необходимо приближать ковариационные функции управляюще-
го шума {ξn}n≥1 к функции φ = 1I{0}. Следующая теорема содержит
условия, обеспечивающие сходимость l-точечного движения потока с
дискретным временем к l-точечному движению потока Арратья.

Теорема 1.3.3 ([31]). Пусть для каждого m ≥ 1 x̃m построены по

последовательности {ξmn , n ≥ 1}, где независимые стационарные га-

уссовские процессы ξmn имеют ковариационную функцию 1√
m
Γm, удов-

летворяющую условию Липшица. Для m ≥ 1 определим

cm = sup
R

2− 2Γm(x)

x2
.

Если

(i) limm→∞
cmecm

m = 0;

(ii) для всякого δ > 0 supR\[−δ,δ] |Γm(x)| → 0,m→ ∞;

тогда случайный процесс {x̃m(u1, ·), . . . , x̃m(ul, ·);m ≥ 1} слабо сходи-

тся к l-точечному движению потока Арратья.

Условие теоремы (ii) отвечает за сходимость Γm к 1I{0}, а условие
(i) накладывает ограничение на скорость сходимости этой сходимости:
Γm приближают 1I{0} не слишком быстро.

Условие (i) естественным образом возникает, если мы рассмотрим
разность между двумя точками в потоке с дискретным временем ym(t) =
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x̃m(u2)− x̃m(u1), u1 < u2. По лемме 1.1.4{
ym

(
k

m

)}
k≥0

d
= {vk}k≥0,

где {vk} удовлетворяют разностному уравнению

vk+1 = vk +
1√
m

√
2− 2Γm(vk)ηk+1,

v0 = u2 − u1,

где {ηk}k≥1 – независимые стандартные гауссовские случайные вели-
чины.

Заметим, ym(t) совпадает по распределению с разностной аппро-
ксимацией Эйлера–Маруямы по равномерному разбиению с шагом 1

m

для уравнения

dỹm(t) =
√
2− 2Γm(ỹm(t))dw(t),

ỹ(0) = u2 − u1.
(1.3.9)

Согласно оценке (1.3.5)

E sup
[0,1]

(ym(t)− ỹm(t))
2 ≤ c

cme
cm

m
.

Таким образом, условие (i) обеспечивает сходимость последовательно-
сти {ym} к решению уравнения (1.3.9), которое, являясь неотрицатель-
ным мартингалом, после попадания в ноль остается там. Это обеспе-
чивает упорядоченность в предельном потоке и склейку частиц при их
встрече.

Приведем пример последовательности функций {Γm}m≥1, удовле-
творяющей условиям теоремы 1.3.3.

Пример 1.3.1. Пусть Γm(u) = e−
amu2

2 . Очевидно, что функции Γm

удовлетворяют условию Липшица. Не трудно проверить, что при am > 1
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функция 2−2 exp{−amu
2 }

u2 монотонно убывает на [0,+∞), а значит,

cm = sup
u∈R

2− 2Γm(u)

u2
= lim

u→0

2− 2Γm(u)

u2
=

= lim
u→0

2amu exp{−1
2amu

2}
2u

= am.

Выберем в качестве констант am = α lnm, где α ∈ (0, 1). Тогда

cme
cm

m
=
α lnm ·mα

m
= α

lnm

m1−α
→ 0

при m→ ∞ и

sup
R\[−δ,δ]

Γm(u) = e−
amδ2

2 → 0 при m→ ∞.

В следующем примере мы покажем, что нарушение условий тео-
ремы 1.3.3 может повлечь отсутствие упорядоченности частиц в пре-
дельном потоке. Мы рассмотрим двухточечное движение в дискретном
потоке {xnk(u1), xnk(u2)}k≥1 и докажем, что ломаные, построенные по
узлам (ynk ,

k
n), где ynk = 1√

2
(xnk(u2) − xnk(u1)) слабо сходятся к броунов-

скому движению, если Γn(u) = exp{−n7u2}.

Пример 1.3.2. Пусть поток с дискретным временем построен по по-

следовательности независимых стационарных гауссовских процессов

{ξnk}nk=1 с ковариационной функцией Γn(u) = exp{−n7u2} :

xnk+1(u) = xnk(u) +
1√
n
ξnk+1(x

n
k(u)),

xn0(u) = u.

Для точек u1 < u2 рассмотрим последовательность {ynk = 1√
2
(xnk(u2)−

xnk(u1))}k≥1. Согласно лемме 1.1.4, {ynk}k≥1 является случайным блуж-
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данием, определенным по рекуррентному соотношению

ynk+1 = ynk +
1√
n

√
1− Γn(

√
2ynk )ηk+1,

y0 = (u2 − u1)
1√
2
,

где {ηk}k≥1 – последовательность независимых стандартных гауссов-

ских величин. Обозначим через yn(·) ломаную, построенную по узлам

{(kn , y
n
k ), k = 1, . . . , n}.

Введем вспомогательное случайное блуждание {znk}k≥1, построен-

ное по рекуррентному соотношению:

znk+1 = znk +
1√
n
φn(zk)ηk+1,

zn0 = (u2 − u1),

где φn(u) = 1IR\[−γn,γn](u) и {γn}n≥1 – последовательность такая, что

γn → 0 при n → ∞. Как и ранее, через zn(·) обозначим ломаную,

построенную по узлам разбиения {(kn , z
n
k ), k = 1, . . . , n}. Пусть {vnk}k≥1

– случайное блуждание, построенное по рекуррентному соотношению:

vnk+1 = vnk +
1√
n
ηk+1,

vn0 = u2 − u1.

Известно [57], что случайный процесс vn(·), определенный как ломаная

с узлами в точках (kn , v
n
k ) слабо сходится в C([0, 1]) к стандартному

броуновскому движению, стартовавшему из точки u2 − u1.

Зафиксируем произвольное δ > 0 и покажем, что

P{max
u

|yn(u)− w(u)| > δ} → 0 при n→ ∞.
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P{max
u

|yn(u)− w(u)| ≤ δ} ≥ P{max
u

|yn(u)− zn(u)|+

+max
u

|zn(u)− vn(u)|+max
u

|vn(u)− w(u)| ≤ δ} ≥

≥ P{max
u

|yn(u)− zn(u)| ≤
δ

3
,max

u
|zn(u)− vn(u)| ≤

δ

3
,

max
u

|vn(u)− w(u)| ≤ δ

3
} ≥

≥ 1− P{max
u

|yn(u)− zn(u)| >
δ

3
} − P{max

u
|zn(u)− vn(u)| >

δ

3
}−

− P{max
u

|vn(u)− w(u)| > δ

3
}.

Оценим отдельно каждую из вероятностей, входящих в последнее

выражение. Для этого рассмотрим множество

An = {ω : |znk | > γn, k = 1, . . . , n}. Поскольку при u2 − u1 > γn

P{|zn1 | > γn} = 1− P{|u2 − u1 +
1√
n
η1| ≤ γn} ≥

≥ 1− P{| 1√
n
η1| ≤ γn} = 1−

∫ √
nγn

−
√
nγn

1
√
2πe−

x2

2

dx ≥

≥ 1−
√

2

π

√
nγn,

получим оценку на P(An) :

P{An} = E(1I{|zn1 |>γn} · . . . · 1I{|znn−1|>γn}P{|z
n
n| > γn

∣∣zn−1}) ≥

≥ (1−
√

2

π

√
nγn) · P{|zn1 | > γn, . . . , |znn−1| > γn} ≥ . . .

≥ (1−
√

2

π

√
nγn)

n.
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Заметим, что из определения случайных блужданий {znk}k≥1 и {vnk}k≥1

следует, что zn(·)1IAn
= vn(·)1IAn

. Тогда

P{max
u

|zn(u)− vn(u)| >
δ

3
} =

= P{max
u

|zn(u)− vn(u)| >
δ

3
, An}+ P{max

u
|zn(u)− vn(u)| >

δ

3
, An} =

= P{max
u

|zn(u)− vn(u)| >
δ

3
, An} ≤ P{An}.

Поскольку при условии n
√
nγn → 0

(1−
√

2

π

√
nγn)

n ∼ exp{−2

π
n
√
nγn} при n→ ∞,

то P{An} → 0 при n→ ∞.

Для получения оценки на вероятность P{maxu |yn(u)−zn(u)| > δ
3}

рассмотрим множество Bn = {ω : |ynk | > γn, k = 1, . . . , n}. Поскольку

P{|yn1 | > γn} = P{|u2 − u1 +
1√
n

√
1− Γn(u2 − u1)η1| > γn} ≥

≥ 1− P{| 1√
n

√
1− Γn(u2 − u1)η1| ≤ γn} ≥

≥ 1−
√

2

π

√
nγn

1− exp{−n7γ2n}
при |u2 − u1| > γn, получим:

P(Bn) ≥

(
1−

√
2

π

√
nγn

1− exp{−n7γ2n}

)n

.

Возьмем в качестве γn = 1
n2 , тогда(

1−
√

2

π

√
nγn

1− exp{−n7γ2n}

)n

∼ exp
{
− n

√
nγn

√
2

π

}
при n→ ∞.
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Далее заметим, что для любого ε > 0

max
|u−v|<ε
|u|>γn

|v|>γn

|
√

1− Γn(u)− φn(v)| = max
|u|>γn

|
√

1− Γn(u)− 1| =

= max
|u>γn|

Γn(u)

1− Γn(u) + 1
≤ Γn(γn) = exp{−n7γ2n}.

Отсюда получим:

P{max
u

|yn(u)− zn(u)| ≤
δ

3
} ≥

≥ P({max
u

|yn(u)− zn(u)| ≤
δ

3
}
∩

An

∩
Bn) =

= P{
n∩

k=1

{|ynk − znk | ≤
δ

3
}
∩

An

∩
Bn} ≥

≥ P{
n∩

k=1

k∑
j=1

1√
n
e−n7γ2

n|ηj| ≤
δ

3

∩
An

∩
Bn}.

Последнее выражение стремится к 1 при n→ ∞, поскольку P(An) → 1,

P(Bn) → 1 при n→ ∞ и

P{
n∩

k=1

k∑
j=1

1√
n
e−n7γ2

n|ηj| ≤
δ

3
} = P{ 1√

n
e−n7γ2

n

k∑
j=1

|ηj| ≤
δ

3
} ≥

≥ 1− nE|η1|√
n exp{n7γ2n}δ

3

.

Таким образом, для любого δ > 0

P{max
u

|yn(u)− w(u)| ≤ δ} → 1 при n→ ∞,

откуда следует слабая сходимость процесса yn(·) к винеровскому про-

цессу.
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1.4 Асимптотика времени беспорядка в потоке с

дискретным временем

Как было отмечено ранее, одной из черт потока с дискретным време-
нем является то, что исходный порядок между частицами может на-
рушаться. Однако в предельном потоке броуновских частиц, согласно
пункту (ii) определения 1.3.1 упорядоченность сохраняется со време-
нем. Одним из функционалов, учитывающих пересечения в потоке с
дискретным временем является следующий:

Φm =

∫ 1

0

1I{xm(u2,t)−xm(u1,t)<0}dt, (1.4.1)

где {xm(u, t), u ∈ R, t ≥ 0}m≥1 – последовательность потоков с дис-
кретным временем, которая приближает поток Харриса и u2 > u1 –
некоторые фиксированные точки прямой. Функционал Φm является
функционалом от двухточечного движения потока и определяет вре-
мя, которое две частицы проводят в порядке, противоположном исхо-
дному. В настоящем параграфе мы установим асимптотику убывания
к нулю последовательности {Φm}m≥0, когда последовательность пото-
ков с дискретным временем приближает поток Арратья.

Пусть {xm(u, t), u ∈ R, t ≥ 0}m≥1 – последовательность потоков
с дискретным временем, удовлетворяющая условиям теоремы 1.3.3.
Обозначим через ym(t) = xm(u2, t) − xm(u1, t). Из леммы 1.1.4 следу-
ет, что при каждом m последовательность {ym( k

m)}k=0,...,m одинаково
распределена с последовательностью {ymk }k=0,...,m, которая определена
рекуррентным соотношением

ymk+1 = ymk +
√

2− 2Γm(ymk )∆w

(
k

m

)
ym0 = u2 − u1,

(1.4.2)
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где ∆w( k
m) = w(k+1

m ) − w( k
m) – приращение стандартного броуновско-

го движения {w(t), t ≥ 0}. Таким образом, при каждом m процесс
{ym(t), t ≥ 0} одинаково распределен с m-м членом схемы Эйлера–
Маруямы для стохастического дифференциального уравненияdỹm(t) =

√
2− 2Γm(ỹm(t))dw(t)

ỹm(0) = u2 − u1.
(1.4.3)

Из оценки (1.3.5) получим, что

Emax
[0,1]

(ym(t)− ỹm(t))
2 ≤ c

cme
cm

m
, (1.4.4)

где константы cm определены в условии теоремы 1.3.3.
Для доказательства основного результата о скорости сходимости

{Φm}m≥1 к нулю нам понадобится лемма, в которой мы сравним реше-
ние уравнения (1.4.3) с броуновским движением. Положим u2−u1 = 1.

Лемма 1.4.1. Пусть ỹm является решением уравнения (1.4.3). Пред-

положим, что функции Bm :=
√
2− 2Γm ∈ C1((0,+∞)),m ≥ 1 и

выполняются условия:

(i) Bm возрастает на (0,+∞),

(ii) Существует константа K > 0 такая, что

Bm

(
1

√
cm

)
≥ 1

K
,m ≥ 1.

Пусть τ = inf{t : ỹm(t) = 1√
cm
}. Тогда для t ∈ [0, τ) почти навер-

ное выполняется

ỹm(t) ≤
√
2(K + w(t)) +

1
√
cm
,

где {w(t), t ≥ 0} – винеровский процесс, который задает уравнение

(1.4.3).
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Доказательство. Для функции

f(x) =

∫ x

1√
cm

1

Bm(u)
du

по формуле Ито

f(ỹm(t))− f(1) =

∫ t

0

dw(s)− 1

2

∫ t

0

B′
m(ỹm(s))ds. (1.4.5)

Поскольку Bm(0) = 0 и ỹm(0) = 1 > 0, то процесс ỹm(t) является поло-

жительным для всех t ≥ 0 как решение уравнения (1.4.3). Используя

условие (i) леммы, B′
m(ỹm(s)) > 0 для s ≥ 0. Значит, из (1.4.5) полу-

чим:

f(ỹm(t)) ≤ f(1) + w(t). (1.4.6)

Пользуясь оценкой Bm(u) ≤
√
2 и условием (ii) получаем, что

f(x) ≥ 1√
2

(
x− 1

√
cm

)
при x >

1
√
cm

и

f(1) ≤ 1

Bm

(
1√
cm

) ≤ K.

Объединяя последние оценки с (1.4.6) имеем:

1√
2

(
ỹm(t)−

1
√
cm

)
≤ f(ỹm(t)) ≤ K + w(t)

для всех t таких, что ỹm(t) ≥ 1√
cm
. Лемма доказана.

Теорема 1.4.1. Предположим, что для всех m ≥ 1 ковариационная

функция Γm удовлетворяет условиям теоремы 1.3.3. Тогда

P{Φm > 0} ≤ m · F
(√m

cm

)
,
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где F (x) =
∫ +∞
x

1√
2π

exp{−x2

2 }dx.

Если к тому же {Γm}m≥1 таковы, что

(i) limm→∞
c2mecm

m = 0;

(ii) u√
2−2Γm(u)

возрастает при u > 0;

(iii) 2− 2Γm

(
1√
cm

)
≥ 1

K2 ,m ≥ 1 для некоторой константы K,

тогда для всех ε > 0 существует константа A > 0 такая, что

lim
m→∞

P{Φm > ε}

F
(
K
√

m
cm

) ≥ A.

Доказательство. Пользуясь рекуррентным соотношением (1.4.2) по-

лучим оценку на вероятность того, что за один шаг две частицы не

поменяют порядок:

1I{ymk−1>0}P{ymk > 0|ymk−1} =

= 1I{ymk−1>0}P
{
ymk−1 +

√
2− 2Γm(ymk−1)∆w

( k
m

)
> 0
∣∣ymk−1

}
=

= 1I{ymk−1>0}P
{
∆w
( k
m

)
> −

ymk−1√
2− 2Γm(ymk−1)

∣∣ymk−1

}
≥

≥ 1I{ymk−1>0}

∫ +∞

−
√

m
cm

1√
2π

exp
{
− x2

2

}
dx =

= 1I{ymk−1>0}

(
1− F

(√m

cm

))
, (1.4.7)

где мы воспользовались неравенством

|u|√
2− 2Γm(u)

≥ 1
√
cm
,

которое следует из определения константы cm.

Используя полученное неравенство, имеем:

P{Φm = 0} = P{ym1 > 0, ym2 > 0, . . . , ymm > 0} =



65

= E

(
m−1∏
i=1

1I{ymi >0} · E
(
1I{ymm>0}|ym1 , ym2 , . . . , ymm−1

))
=

= E

(
m−1∏
i=1

1I{ymi >0} · P{ymm > 0|ymm−1}

)
≥

≥
(
1− F

(√
m

cm

))
E

(
m−1∏
i=1

1I{ymi >0}

)
≥ . . . ≥

(
1− F

(√
m

cm

))m

≥

≥ 1−mF

(√
m

cm

)
.

Таким образом, мы получили:

P{Φm > 0} = 1− P{Φm = 0} ≤ mF

(√
m

cm

)
.

Для доказательства второй части теоремы введем моменты остановки:

κm = min

{
k

m
: ymk <

√
2

cm

}
.

Тогда для произвольного ε > 0

P{Φm > ε} ≥
[m(1−ε)]∑

k=1

P{κm =
k

m
, ymk+j < 0, j = 1, . . . ,m− k}.

Оценим каждое слагаемое в последней сумме:

P
{
κm =

k

m
, ymk+j = 0, j = 1, . . . ,m− k

}
=

= E

(
1I{κm= k

m} ·
m−k−1∏
j=1

1I{ymk+j<0}E
(
1I{ymm<0}|ymm−1

))
≥

≥
(
1− F

(√
m

cm

))
P
{
κm =

k

m
, ymk+j < m, j = 1, . . . ,m− k − 1

}
,

где мы воспользовались оценкой (1.4.7).
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Продолжая неравенство получим:

P
{
κm =

k

m
, ymk+j = 0, j = 1, . . . ,m− k

}
≥

≥
(
1− F

(√
m

cm

))m−k−1

P
{
κm =

k

m
, ymk+j < 0

}
.

Для P
{
κm = k

m , y
m
k+j = 0

}
получим оценку:

P
{
κm =

k

m
, ymk+j < 0

}
= P

{
k−1∩
i=1

{
ymi >

√
2

cm

}
, ymk <

√
2

cm
, ymk+1 < 0

}
=

= E
(
1I{κm= k

m}P
{
ymk+1 < 0|ymk <

√
2

cm

})
=

= E

(
1I{κm= k

m}P

{
∆w

(
k

m

)
< − ymk√

2− 2Γm(ymk )
|ymk <

√
2

cm

})
≥

≥ P
{
∆w

(
k

m

)
< −K

√
2

cm

}
P
{
κm =

k

m

}
,

где мы воспользовались условиями (ii), (iii) теоремы.

Таким образом, мы приходим к следующей оценке:

P{Φm > ε} ≥ F

(
K

√
m

cm

) [m(1−ε)]∑
k=1

(
1− F

(√
m

cm

))n−k−1

P
{
κm =

k

m

}
≥

≥
(
1− F

(√
m

cm

))m−2

F

(
K

√
m

cm

) [m(1−ε)]∑
k=1

P{κm =
k

m
}.

Для того, чтобы получить оценку на
∑[m(1−ε)]

k=1 P{κm = k
m} мы во-

спользуемся тем, что последовательность процессов {ym(t), t ≥ 0}m≥1

приближает решение стохастического дифференциального уравнения

(1.4.3).
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Обозначим τm = inf
{
t : ỹm(t) =

√
1
cm

}
, где ỹm – решение уравне-

ния (1.4.3). Пользуясь оценкой (1.4.4), получим:

[m(1−ε)]∑
k=1

P
{
κm =

k

m

}
≥

≥ P
{
κm ≤ [m(1− ε)]

m
,max

[0,1]
|ỹm(t)− ym(t)| ≤

√
1

cm

}
≥

≥ 1− P
{
τm >

[m(1− ε)]

m

}
− P

{
max
[0,1]

|ỹm(t)− ym(t)|2 >
1

cm

}
≥

≥ P
{
τm >

[m(1− ε)]

m

}
− c

c2me
cm

m
.

Пользуясь леммой 1.4.1 мы можем сравнить моменты попадания на

уровень процессов ỹm и w. Именно, обозначим

θm = inf

{
t :

√
2(w(t) +K) +

√
1

cm
=

1
√
cm

}
=

= inf{t : w(t) +K = 0}.

Тогда из леммы 1.4.1 имеем:

P
{
τm ≤ [m(1− ε)]

m

}
≥ P

{
θm ≤ [m(1− ε)]

m

}
=

= 2P
{
w

(
[m(1− ε)]

m

)
> K

}
,

где мы воспользовались методом отражения для винеровского процес-

са.

Окончательно получаем:

P{Φm > ε} ≥ F

(
K

√
m

cm

)
Am,

где

Am =

(
1− (m− 2)F

(√
m

cm

))(
2P
{
w

(
[m(1− ε)]

m

)
> K

}
− c

c2me
cm

m

)
.
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Поскольку при m→ ∞

Am → 2P{w(1− ε) > K} ≡ A > 0.

Теорема доказана.

Следствие 1.4.1. При выполнении условий предыдущей теоремы име-

ют место оценки:

lim
m→∞

2cm
m

lnP{Φm > 0} ≤ −1,

lim
m→∞

2cm
m

lnP{Φm > ε} ≥ −K2.

Доказательство. Логарифмируя оценки на P{Φm > 0} из теоремы

1.4.1 получаем:

lnP{Φn > 0} ≤ lnm+ lnF

(√
m

cm

)
.

Используя известное асимптотическое соотношение для гауссовского

распределения:

F (x) =

∫ +∞

x

1√
2π
e−

u2

2 du ∼ 1

x
√
2π
e−

x2

2 при x→ ∞

мы получим первое неравенство утверждения.

Для получения второго соотношения мы воспользуемся оценкой

из доказательства теоремы 1.4.1:

P{Φm > ε} ≥ F

(
K

√
m

cm

)
Am.

Логарифмируя, получим требуемое соотношение. Следствие доказано.
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Выводы к главе 1

1. Определен поток с дискретным временем, изучены его свойства
по пространственной переменной такие как стационарность и эр-
годичность;

2. Получена асимптотика времен нарушения упорядоченности двух
точек в потоке с дискретным временем.



Глава 2

Разложение

Крылова–Веретенникова для

дискретного потока

2.1 Разложение Ито–Винера. Общие сведения

Потоки с дискретным временем, построенные в предыдущей главе, яв-
ляются приближающими агрегатами потоков броуновских частиц со
взаимодействием. Поэтому совместное поведение частиц в дискретном
потоке связано со свойствами предельных потоков. Так, в параграфе
1.4 мы рассмотрели функционал от потока с дискретным временем,
характеризующий нарушение порядка между парой частиц. Значение
такого функционала от потока с непрерывным временем равняется
нулю, поскольку в таком потоке сохраняется упорядоченность между
частицами. Мы установили скорость убывания значения этого фун-
кционала от потока с дискретным временем к нулю, когда дискре-
тный поток приближает поток Арратья. Таким образом, представляет
интерес исследование различных функционалов от потоков с дискре-
тным временем. Поскольку такие потоки построены по последователь-
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ности гауссовских процессов, для исследования функционалов от дис-
кретных потоков можно использовать разложение Ито–Винера гаус-
совских функционалов. Настоящая глава посвящена описанию белого
шума, порождающего поток с дискретным временем, и разложению
Ито–Винера функций от m-точечных движений потока по этому шу-
му. Отметим, что стохастический поток с дискретным временем в гла-
ве 1 построен по аналогии с аппроксимацией решения стохастического
дифференциального уравнения. Поэтому полученное нами в этой гла-
ве разложение можно рассматривать как дискретный аналог представ-
ления Крылова–Веретенникова функций от решения стохастического
дифференциального уравнения [32].

В начале этой главы мы приведем основные результаты о разло-
жении Ито–Винерa гауссовских функционалов [34, 58, 43, 49]. Даль-
нейшее изложение следует [49].

Пусть (Ω,F ,P) – вероятностное пространство и H – действитель-
ное сепарабельное гильбертово пространство.

Определение 2.1.1. Линейное отображение ξ, которое каждому эле-

менту h ∈ H ставит в соответствие гауссовскую случайную величину

(h, ξ) такую, что

E(h, ξ) = 0 и E(h, ξ)2 = ∥h∥2

называется обобщенным гауссовским элементом в H с нулевым сре-

дним и единичным ковариационным оператором.

Элемент ξ из определения 2.1.1 будем также называть белым шу-
мом в H.

Обозначим черезHk, k ≥ 1 пространство симметричных k-линейных
форм Гильберта–Шмидта на H, т.е. таких отображений Ak : H× . . .×
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H → R, которые линейны по каждой переменной, не зависят от всево-
зможных перестановок координат и для любого ортонормированного
базиса {ej}∞j=1 в H

∥Ak∥2k :=
∞∑

i1,...,ik=1

A2
k(ei1, . . . , eik) < +∞. (2.1.1)

Отметим, что значение ∥Ak∥k не зависит от выбора ортонормирован-
ного базиса в H. Тогда скалярное произведение элементов Ak и Bk из
пространства Hk задается формулой:

(Ak, Bk) =
∞∑

i1,...,ik=1

Ak(ei1, . . . , eik)Bk(ei1, . . . , eik). (2.1.2)

Определим значение полилинейной формы Ak ∈ Hk от белого
шума ξ по правилу:

Ak(ξ, . . . , ξ) =
∞∑

i1,...,ik=1

Ak(ei1, . . . , eik)(ei1, ξ) ∗ . . . ∗ (eik, ξ), (2.1.3)

где символ ∗ обозначает произведение Вика [43, 44].
Напомним определение Вика совместно гауссовских случайных

величин ξ1, . . . , ξm с нулевым средним. Обозначим через H линейную
оболочку {

∑m
i=1 tiξi, ti ∈ R}. Положим

Pn = {p(ζ1, . . . , ζk) : p – многочлен степени ≤ n, ζ1, . . . , ζk ∈ H, k <∞},

Pn – замыкание Pn в L2(Ω,F ,P).
Определим Hn = Pn⊖Pn−1 и обозначим через πn ортогональную

проекцию на подпространство Hn в L2(Ω,F ,P). Произведением Вика
[43] называется

ξ1 ∗ . . . ∗ ξm
def
= πn(ξ1, · . . . · ξm).

Отметим, что произведение Вика коммутативно. В случае независи-
мых гауссовских величин произведение Вика записывается через поли-
номы Эрмита. А именно, для независимых случайных величин {ηn}n≥1,
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ηi ∼ N(0, 1)

η∗r11 ∗ η∗r22 ∗ . . . ∗ η∗rnn = Hr1(η1) · . . . · Hrn(ηn), (2.1.4)

где Hk – многочлен Эрмита степени k.
Можно проверить, что значения полилинейных форм Гильберта–

Шмидта от белого шума обладают свойствами [34]:
1) ∀ k ≥ 1 ∀ Ak, Bk ∈ Hk

EAk(ξ, . . . , ξ) = 0,

EAk(ξ, . . . , ξ)Bk(ξ, . . . , ξ) = k!(Ak, Bk); (2.1.5)

2) ∀ k ̸= n ∀ Ak ∈ Hk, Bn ∈ Hn

EAk(ξ, . . . , ξ)Bn(ξ, . . . , ξ) = 0.

Случайная величина η ∈ L2(Ω,F ,P), измеримая относительно σ-
алгебры σ(ξ) = σ{(h, ξ), h ∈ H} раскладывается в ряд из значений
полилинейных форм от шума ξ, а именно, справедлива теорема.

Теорема 2.1.1 ([49] разложение Ито–Винера). Пусть η ∈ L2(Ω,F ,P)

измерима относительно σ(ξ). Тогда существует единственная по-

следовательность форм Ak ∈ Hk такая, что

η =
∞∑
k=0

Ak(ξ, . . . , ξ), (2.1.6)

где ряд сходится в среднем квадратическом.

Пример 2.1.1 ([43]). Пусть H = Rn и ξ1, . . . , ξn – независимые стан-

дартные гауссовские случайные величины. Белый шум ξ в H зададим

по правилу: для x⃗ = (x1, . . . , xn)

(ξ, x⃗) =
n∑

i=1

xiξi.
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Тогда разложение Ито–Винера квадратично интегрируемой слу-

чайной величины η, измеримой относительно белого шума ξ, пред-

ставляет собой разложение по многочленам Эрмита. Действительно,

формы Гильберта–Шмидта в Rn имеют вид:

Ak(x⃗1, . . . , x⃗k) =
n∑

i1,...,ik=1

ai1...ik(x⃗1, e⃗i1) · . . . · (x⃗k, e⃗ik),

где Ai1...ik ∈ R, {e⃗i}ni=1 – ортонормированный базис в Rn. Согласно

(2.1.4) значение полилинейной формы Ak от белого шума в Rn пред-

ставляет собой произведение многочленов Эрмита.

Пример 2.1.2. Пусть H = L2([0, 1]). Зададим белый шум по правилу:

для f ∈ L2([0, 1])

(ξ, f) =

∫ 1

0

f(t)dw(t),

где {w(t), t ∈ [0, 1]} – винеровский процесс.

Для произвольнй формы Гильберта–Шмидта на L2([0, 1]) суще-

ствует единственная функция ak, симметричная относительно пере-

становок своих аргументов такая, что

Ak(h1, . . . , hk) =

∫ 1

0

k. . .

∫ 1

0

ak(t1, . . . , tk)h1(t1) · . . . · hk(tk)dt1 . . . dtk.

(2.1.7)

Значение полилинейной формы Ak вида (2.1.7) от белого шума ξ пред-

ставляет собой кратный интеграл по винеровскому процессу w [49]:

Ak(ξ, . . . , ξ) =

∫ 1

0

k. . .

∫ 1

0

ak(t1, . . . , tk)dw(t1) . . . dw(tk).

Тогда для случайной величины η ∈ L2(Ω,F ,P), измеримой относи-
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тельно σ(w) разложение Ито–Винера имеет вид:

η = Eη+
∫ 1

0

f1(t)dw(t)+
∞∑
n=2

∫ 1

0

∫ tn

0

. . .

∫ t2

0

fn(t1, . . . , tn)dw(t1) . . . dw(tn).

(2.1.8)

Широкий класс случайных величин, измеримых относительно бе-
лого шума в примере 2.1.2 имеет вид φ(x(t)), где {x(t), t ∈ [0, 1]} –
решение стохастического дифференциального уравнения. Явный вид
ядер разложения таких случайных величин был получен Н. В. Крыло-
вым и А. Ю. Веретенниковым в [32].

Пример 2.1.3. Рассмотрим стохастическое дифференциальное урав-

нение
dx(t) = σ(x(t))dw(t) + b(x(t))dt,

x(0) = x0,

где x0 ∈ R и σ, b – функции, удовлетворяющие условию Липшица и σ

такова, что существует постоянная µ > 0 :

|σ(x)| ≥ µ для всех x ∈ R.

Обозначим a(x) = 1
2σ

2(x) и рассмотрим задачу:
∂
∂sU(s, x) + a(x) ∂2

∂x2U(s, x) + b(x) ∂
∂xU(s, x) = 0, s ∈ [0, t]

U(t, x) = φ(x), φ ∈ C∞
0 (R), t ≥ 0.

(2.1.9)

Обозначим через {Ttφ(x), t ≥ 0, x ∈ R} – решение задачи (2.1.9) и

положим Qtφ(x) = σ(x) ∂
∂xTtφ(x). Тогда разложение Ито–Винера для

φ(x(t)) имеет вид [32]:

φ(x(t)) = Ttφ(x0)+
∞∑
k=1

∫
. . .

∫
0<t1<...<tk<t

Tt1Qt2−t1 . . . Qt−tkφ(x0)dw(t1) . . . dw(tk).

(2.1.10)



76

В следующем примере мы рассмотрим стохастическое дифферен-
циальное уравнение по винеровскому листу W ([50]), которое описыва-
ет поток броуновских частиц со взаимодействием.

Определение 2.1.2. [50] Винеровским листом W в R × [0,+∞) на-

зывается гауссовская случайная мера на борелевских подмножествах

R× [0,+∞), имеющих конечную меру Лебега λ, такая, что

(i) для произвольного A ∈ B(R × [0,+∞]) W (A) – гауссовская

случайная величина с нулевым средним и ковариацией λ(A);

(ii) для произвольных непересекающихся множеств A и B таких,

что λ(A) < +∞, λ(B) < +∞

W (A ∪B) = W (A) +W (B).

Для случайной функции {f(u, s), u ∈ R, s ≥ 0}, согласованной

относительно потока σ-алгебр

Ft = σ {W (A) : A ∈ B(R× [0, t])}t≥0

и такой, что

E
∫
R

∫ +∞

0

f 2(u, s)duds < +∞

определен стохастический интеграл Ито по винеровскому листу [50]:∫ ∞

0

∫
R
f(u, s)W (du, ds). (2.1.11)

Интеграл (2.1.11) строится при помощи предельного перехода сле-
дующим образом. Для функции f выберем последовательность {fn, n ≥
1} ступенчатых функций вида

fn(u, s) =
n∑

k=0

φn
k(u)1I[tnk ,tnk+1)

(s),
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сходящуюся в L2(R × [0,+∞)) к f и такую, что при каждом k =

0, . . . , n случайная функция φn
k имеет вид

φn
k =

n−1∑
j=0

ankj1I∆n
j
,

где ∆n
j , j = 0, . . . , n – непересекающиеся борелевские подмножества R

с конечной мерой Лебега и ankj – Ftk-измеримые случайные величины.
Для каждого n ≥ 1 положим∫ ∞

0

∫
R
fn(u, s)W (du, ds) =

n∑
k=0

n∑
j=0

ankjW (∆n
j × [tnk , t

n
k+1]).

Можно проверить, что

E
∫ +∞

0

∫
R
fn(u, s)W (du, ds) = 0,

E
(∫ +∞

0

∫
R
fn(u, s)W (du, ds)

)2

= E
∫ +∞

0

∫
R
f 2n(u, s)duds.

Переходя к пределу в среднем квадратическом, получаем стохастиче-
ский интеграл от f :∫ +∞

0

∫
R
f(u, s)W (du, ds) := lim

n→∞

∫ +∞

0

∫
R
fn(u, s)W (du, ds).

Пример 2.1.4. Рассмотрим стохастическое дифференциальное урав-

нение:

x(u, t) = u+

∫
R

∫ t

0

ψ(x(u, s)− v)W (dv, ds), (2.1.12)

где W – винеровский лист на R× [0,+∞), ψ ∈ C∞
0 (R),∫

R
ψ2(u)du = 1, ψ(u) = ψ(−u), u ∈ R.

Случайная величина вида f(x(u1, t), . . . , x(um(t))), где f : Rm →

R – ограниченная измеримая функция, {x(ui, t), t ≥ 0} – решение
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уравнения (2.1.12), измерима относительно белого шума ξ в L2(R ×

[0,+∞)), определенного по правилу:

(ξ, φ) =

∫
R

∫ t

0

φ(u, s)W (du, ds), φ ∈ L2(R× [0,+∞)).

Рассмотрим семейство операторов в L2(Rm), определенных по прави-

лу: Gtf(u⃗) = f(x(u1, t), . . . , x(um, t)) и соответствующую полугруппу

Ttf(u⃗) = EGtf(u⃗). Обозначим Avf(u⃗) =
∑m

i=1 ψ(ui − v) ∂
∂ui
f(u⃗) Тогда,

согласно теореме 1.1 из [35]

f(x(u1, t), . . . , x(um, t)) = T0,tf(u⃗) +
∞∑
k=1

∫
Rk

∫
. . .

∫
0<t1<...<tk<t

Tt,tkAv1Ttk,tk−1
. . . AvkT0,t1f(u⃗)W (dvk, dtk) . . .W (dv1, dt1)

2.2 Представление гауссовских стационарных про-

цессов как интеграла по белому шуму

В предыдущем параграфе были приведены примеры разложения Ито–
Винера функционалов от белого шума. В последних двух примерах
белый шум определялся с помощью винеровского процесса и винеров-
ского листа на R× [0,+∞). Поскольку поток с дискретным временем
управляется последовательностью гауссовских стационарных процес-
сов, то для получения разложения функционала от потока необходи-
мо представить последовательность гауссовских процессов в терминах
белого шума. Такое представление может быть осуществлено разли-
чными способами. Рассмотрим некоторые из них.

Произвольный стационарный процесс {X(t), t ∈ R} можно пред-
ставить в виде интеграла по ортогональной случайной мере z [56]:

X(t) =

∫
R
eitλz(dλ), t ∈ R.



79

В случае, когда процесс X является гауссовским, мера z представляет
собой белый шум в пространстве L2(R, µ), где µ – спектральная мера
процесса X. В этих терминах можно записать:

X(t) = (eit·, z).

Пусть {ξ(u), u ∈ R} – произвольный стационарный гауссовский про-
цесс с нулевым средним и ковариационной функцией Γ,Γ(0) = 1. Бе-
лый шум определим в специальном гильбертовом пространстве HΓ –
воспроизводящем ядре [43], построенном по функции {Γ(·−v), v ∈ R}.
Обозначим через H̃Γ = {

∑n
k=1 ckΓ(uk − ·), ck, uk ∈ R, n ≥ 1}. Тогда HΓ

– это замыкание H̃Γ по норме

∥
n∑

k=1

ckΓ(uk − ·)∥2 =
n∑

k,j=1

ckcjΓ(uk − uj).

Лемма 2.2.1. Отображение η, которое на функции f ∈ H̃Γ действу-

ет по правилу

(η,
n∑

k=1

ckΓ(uk − ·)) =
n∑

k=1

ckξ(uk),

продолджается по непрерывности в L2 до белого шума в HΓ.

Доказательство. Заметив, что E(η, f)2 = ∥f∥2, доказательство про-

водится стандартными рассуждениями. Лемма доказана.

Итак, для каждого u ∈ R значение гауссовского процесса можно
получить действием белого шума η на функцию Γ(u− ·) :

ξ(u) = (η,Γ(u− ·)).

В случае, когда ковариационная функция Γ стационарного гаус-
совского процесса представима в виде свертки Γ = ψ ∗ψ, где функция
ψ ∈ L2(R), ψ(u) = ψ(−u), u ∈ R, ∥ψ∥L2

= 1, белый шум в L2(R) зада-
дим с помощью винеровского процесса.
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Лемма 2.2.2. Пусть Γ = ψ ∗ ψ. Тогда на (возможно расширенном)

вероятностном пространстве существует винеровский процесс

{w(u), u ∈ R} такой, что для всех u ∈ R

ξ(u) =

∫
R
ψ(u− v)dw(v).

Доказательство. Рассмотрим пространство гауссовских случайных ве-

личин Hξ = ЛО{ξ(u), u ∈ R} со скалярным произведением

(ξ1, ξ2) = Eξ1ξ2, ξi ∈ Hξ. Определим отображение J из Hξ в L2(R) по

правилу:

Hξ ∋ ξ(u)
J7→ ψ(u− ·) ∈ L2(R)

и продолжим линейно на случайные величины вида
∑m

i=1 aiξ(ui) :

J

(
m∑
i=1

aiξ(ui)

)
=

m∑
i=1

aiψ(ui − ·).

Проверим, что значение отображения J не зависит от способа пред-

ставления случайной величины в виде линейной комбинации. Пусть
m∑
i=1

aiξ(ui) =
m∑
j=1

bjξ(vj).

Тогда, воспользовавшись тем, что

(ξ(ui), ξ(uj))Hξ = (ψ(ui − ·), ψ(uj − ·))L2
,

получим:

0 = ∥
m∑
i=1

aiξ(ui)−
m∑
j=1

bjξ(vj)∥2Hξ = ∥
m∑
i=1

aiψ(ui − ·)−

−
m∑
j=1

bjψ(vj − ·)∥2L2
= ∥J

(
m∑
i=1

aiξ(ui)

)
− J

(
m∑
j=1

bjξ(vj)

)
∥2.
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Значит, J (
∑m

i=1 aiξ(ui)) = J
(∑m

j=1 bjξ(vj)
)
.

Таким образом, J является линейным отображением изHξ в L2(R)

и (Jξ1, Jξ2)L2(R) = (ξ1, ξ2)Hξ .

Обозначим через M = J(Hξ). Тогда для всех f ∈ M случайная

величина J−1(f) ∼ N(0, ∥f∥2), т.е. J−1 определяет белый шум κ в M :

(κ, f) = J−1(f).

Пусть M⊥ – ортогональное дополнение к M в L2(R) и κ′ – бе-

лый шум в M⊥, не зависящий от κ. Отметим, что κ′ может быть

задан на расширении исходного вероятностного пространства. Опре-

делим белый шум κ̃ в L2(R) по правилу: для f ∈ L2(R), f = f1 + f2,

где f1 ∈ M, f2 ∈ M⊥, положим

(κ̃, f) = (κ, f1) + (κ′, f2).

Зададим винеровский процесс на R с помощью шума κ̃

w(u) = (κ̃, 1I[0,u]), w(−u) = (κ, 1I[−u,0]), u > 0.

Тогда для f ∈ L2(R) действие белого шума можно записать в виде

интеграла

(κ̃, f) =
∫
R
f(u)dw(u)

и ξ(u) = (κ̃, ψ(u− ·)) =
∫
R ψ(u− v)dw(v).

Лемма доказана.

Замечание. Из доказательства леммы следует, что если множество
функций {ψ(u− ·), u ∈ R} плотно в L2(R), то белый шум задается на
том же вероятностном пространстве, на котором задан сам процесс ξ.
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Достаточным условием для этого является невырожденность пре-
образования Фурье функции ψ. Действительно, пусть ψ̂ ̸= 0 и фун-
кция f ∈ L2(R) такова, что

∫
R f(v)ψ(u − v)dv = 0. Тогда f̂ ψ̂ = 0, и

если ψ̂ ̸= 0, то f̂ = 0, а значит, f = 0.

Поскольку для построения потока с дискретным временем мы
используем последовательность независимых стандартных гауссовских
процессов {ξk}k≥1, опишем гильбертово пространство и белый шум
на нем, порождающий последовательность. Пусть ηk – белый шум на
гильбертовом пространстве H, порождающий процесс ξk :

ξk(u) = (ηk, fu), fu ∈ H.

Рассмотрим гильбертово пространство

l2(H) = {F = (f1, . . . , fk, . . .) : fj ∈ H,
∞∑
k=1

∥fk∥2H < +∞}

со скалярным произведением

(F,G) =
∞∑
k=1

(fk, gk).

Определим белый шум η на l2(H) по правилу:

(η, F ) =
∞∑
k=1

(ηk, fk).

Тогда любой элемент последовательности {ξk}k≥1 может быть получен
действием белого шума η на некоторую функцию из l2(H) :

∀ k ≥ 1 ξk(u) = (η, (0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
k−1

fu, 0, . . .)).
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2.3 Разложение Крылова–Веретенникова для сто-

хастического потока с дискретным временем

В настоящем параграфе мы получим разложение Ито–Винера случай-
ной величины вида f(xn(u1), . . . , xn(um)), где {xn}n≥1 – поток с дис-
кретным временем, т.е.

xn+1 = xn(u) + ξn+1(xn(u)),

x0(u) = u,

{ξn}n≥1 – независимые стационарные гауссовские процессы. Как было
отмечено в предыдущем параграфе, такая случайная величина изме-
рима относительно белого шума η в пространстве l2(HΓ), где HΓ –
воспроизводящее ядро, построенное по ковариационной функции Γ.

Если
f(xn(u1), . . . , xn(um)) ∈ L2(Ω,F ,P), то согласно теореме 2.1.1 суще-
ствует единственная последовательность полилинейных форм {Ak}k≥1

такая, что

f(xn(u1), . . . , xn(um)) =
∞∑
k=0

Ak(η, . . . , η).

Цель настоящего параграфа – получить явный вид полилинейных форм
Ak. Мы получим разложение Ито–Винера для f(xn(u1), . . . , xn(um)) в
терминах операторов {Qk}k≥0, которые определены через разложение
Ито–Винера для f(x1(u1), . . . , x1(um)) :

f(u1 + ξ1(u1), . . . , um + ξ1(um)) =
∞∑
k=0

Qkf(u⃗; η1, . . . , η1), (2.3.1)

где η1 – белый шум, порождающий процесс ξ1. Обозначим через

B(Rm;R) = {f : Rm → R|f -измерима по Борелю, sup
u⃗∈Rm

|f(u⃗)| < +∞}.
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Лемма 2.3.1. (i) Для произвольного u⃗ ∈ Rm отображение

B(Rm;R) ∋ f 7→ Qkf(u⃗; ·, . . . , ·) ∈ HΓ
k (2.3.2)

является линейным и непрерывным отображением из B(Rm;R) в

пространство k-линейных форм Гильберта–Шмидта на HΓ.

(ii) Для произвольной функции f ∈ B(Rm;R) отображение

Rm ∋ u⃗ 7→ Qkf(u⃗; ·, . . . , ·) ∈ HΓ
k (2.3.3)

измеримо и supu⃗∈Rm ∥Qkf(u⃗; ·, . . . , ·)∥k < +∞.

Доказательство. (i) Линейность отображения (2.3.2) вытекает из свой-

ства единственности разложения Ито–Винера:

af(x1(u1), . . . , x1(um))+bf(x1(u1), . . . , x1(um)) = a
∞∑
k=0

Qkf(u⃗; η1, . . . , η1)+

+b
∞∑
k=0

Qkg(u⃗; η1, . . . , η1) =
∞∑
k=0

aQkf(u⃗; η1, . . . , η1)+bQkg(u⃗; η1, . . . , η1) =

=
∞∑
k=0

Qkf(af + bg)(u⃗; η1, . . . , η1).

Для доказательства непрерывности заметим, что согласно (2.1.4)

k!∥Qkf(u⃗; ·, . . . , ·)∥2k = E(Qkf(u⃗; η1, . . . , η1))
2 ≤

≤ Ef 2(u1 + ξ1(u1), . . . , um + ξ1(um)) ≤ sup
u⃗∈Rm

|f(u⃗)|. (2.3.4)

(ii) Для доказательства измеримости отображения (2.3.3) прежде все-

го заметим, что непрерывность ковариационной функции Γ влечет су-

ществование измеримой модификации случайного процесса {f(u1 +

ξ1(u1), . . . , um+ ξ1(um)), u⃗ ∈ Rm}. Далее, для произвольной случайной
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величины κ ∈ L2(Ω, σ(ξ1),P) по теореме Фубини функция {Eκf(u1 +

ξ1(u1), . . . , um + ξ1(um)), u⃗ ∈ Rm} является измеримой по Борелю как

математическое ожидание от функции, измеримой по паре перемен-

ных (u, ω). Другими словами, для любого линейного непрерывного

функционала l на L2(Ω, σ(ξ1),P) отображение

Rm ∋ u⃗ 7→ l(f(u1 + ξ1(u1), . . . , um + ξ1(um)) ∈ R (2.3.5)

измеримо. Поскольку борелевская σ-алгебра B гильбертова пространс-

тва L2(Ω, σ(ξ1),P) порождается линейными непрерывными функцио-

налами, то измеримость отображения (2.3.3) следует из измеримости

отображения (2.3.6) для каждого линейного непрерывного функцио-

нала на L2(Ω, σ(ξ1),P).

Ограниченность отображения (2.3.3) следует из неравенства (2.3.4).

Лемма доказана.

Для того, чтобы получить разложение Ито–Винера для
f(xn(u1), . . . , xn(um)) в терминах операторовQk, нам будет необходимо
определить разложение для полилинейной формы
Qkf(u1 + ξ1(u1), . . . , um + ξ1(um); ·, . . . , ·).

С этой целью мы расширим область определения операторов Qk

на измеримые функции со значением в гильбертовом пространстве.
Пусть H – некоторое сепарабельное гильбертово пространство с орто-
нормированным базисом {ej}∞j=1. Обозначим

B(Rm;H) = {F : Rm → H|Fизмерима по Борелю, sup
u⃗∈Rm

∥F (u⃗)∥ < +∞}.

Тогда произвольная функция F ∈ B(Rm;H) представима в виде
F (u⃗) =

∑∞
j=1 fj(u⃗)ej, где fj ∈ B(Rm;R). Определим действие опера-
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тора Qk на функции F ∈ B(Rm;H) по правилу:

QkF (u⃗; ·, . . . , ·) =
∞∑
j=1

Qkfj(u⃗; ·, . . . , ·︸ ︷︷ ︸
k

)ej.

Отметим, что для произвольных xi ∈ HΓ

∞∑
j=1

Qkfj(u⃗;x1, . . . , xk)
2 ≤ ∥x1∥2 · . . . · ∥xk∥2

∞∑
j=1

∥Qkfj(u⃗; ·, . . . , ·)∥2k ≤

≤ ∥x1∥2 · . . . · ∥xk∥2
∞∑
j=1

1

k!
Ef 2j (u⃗+ ξ1(u⃗)) ≤

≤ const
1

k!
E

∞∑
j=1

f 2j (u⃗+ ξ1(u⃗)) ≤ const sup
u⃗∈Rm

∥F (u⃗)∥2 < +∞. (2.3.6)

Следовательно, действие оператора Qk на функции из пространства
B(Rm;H) определено корректно. В терминах определенных таким обра-
зом операторов, разложение Ито–Винера для гильбертовозначной фун-
кции в точке u⃗+ ξ1(u⃗) принимает вид: пусть F ∈ B(Rm;H), тогда

F (u⃗+ ξ1(u⃗)) =
∞∑
k=0

∞∑
j=1

Qkfj(u⃗; η1, . . . , η1)ej =

=
∞∑
k=0

QkF (u⃗; η1, . . . , η1).

Аналогично лемме 2.3.1 доказываются свойства операторов Qk, опре-
деленных на B(Rm;H) :

Лемма 2.3.2. (i) Для произвольного u⃗ ∈ Rm отображение

B(Rm;H) ∋ f 7→ Qkf(u⃗; ·, . . . , ·) ∈ (HΓ
k , H) (2.3.7)

является линейным и непрерывным отображением из B(Rm;R) в

пространство k-линейных форм Гильберта–Шмидта на HΓ со зна-

чением в гильбертовом пространстве H.
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(ii) Для произвольной функции f ∈ B(Rm;H) отображение

Rm ∋ u⃗ 7→ Qkf(u⃗; ·, . . . , ·) ∈ (HΓ
k , H) (2.3.8)

измеримо и ограничено.

Рассмотрим в качестве примера гильбертова пространства H про-
странство k-линейных форм Гильберта–Шмидта на L2(R) с ортонор-
мированным базисом {Ei

k(·, . . . , ·︸ ︷︷ ︸
k

)}∞i=1. Тогда для Ak ∈ B(Rm;L2(Rk))

Ak(u⃗; ·, . . . , ·) =
∞∑
i=1

ai(u⃗)E
i
k(·, . . . , ·︸ ︷︷ ︸

k

),

и

Ak(u⃗+ ξ1(u⃗); ·, . . . , ·) =
∞∑
i=1

QjAk(u⃗; η1, . . . , η1︸ ︷︷ ︸
j

·, . . . , ·︸ ︷︷ ︸
k

),

где по определению

QjAk(u⃗; η1, . . . , η1, ·, . . . , ·) =
∞∑
i=1

Qjai(u⃗; η1, . . . , η1)E
i
k(·, . . . , ·).

В терминах операторов Qk разложение Ито–Винера для функции от
m-точечного движения потока с дискретным временем принимает вид:

Теорема 2.3.1. Пусть {xn(u), u ∈ R}n≥1 – поток с дискретным

временем (1.1.3). Тогда для произвольной φ ∈ B(Rm;R) разложение

Ито–Винера для φ(xn(u⃗)) имеет вид

φ(xn(u⃗)) =
∞∑
k=0

∑
l1,...,ln≥0
l1+...+ln=k

QlnQln−1
. . . Ql1φ(u⃗; ηn, . . . , ηn︸ ︷︷ ︸

ln

, . . . , η1, . . . , η1︸ ︷︷ ︸
l1

.)

(2.3.9)
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Доказательство. Прежде всего проверим, что действие операторов

Qk в (2.3.9) корректно. По определению оператора Qk,

φ(xn(u⃗)) = φ (xn−1(u⃗) + ξn(xn−1(u⃗))) =
∞∑

k1=0

Qk1φ(xn−1(u⃗); ηn, . . . , ηn).

(2.3.10)

Действие оператора Qk на функцию {Qk1φ(u⃗; ·, . . . , ·︸ ︷︷ ︸
k1

), u⃗ ∈ Rm} со зна-

чением в гильбертовом пространстве HΓ
k1

корректно определено в слу-

чае, когда ∥Qk1φ(u⃗; ·, . . . , ·)∥2k1 является измеримой и ограниченной фун-

кцией по u⃗ ∈ Rm. Измеримость следует из (ii) леммы 2.3.1. Ограни-

ченность вытекает из неравенства:

∥Qk1φ(u⃗; ·, . . . , ·)∥2k1 ≤
1

k1!
Eφ2(u⃗+ ξ1(u⃗)) ≤

1

k1!
sup
u⃗∈Rm

φ2(u⃗).

Следовательно, действие оператора Qk2 на функцию Qk1φ корректно

определено и

Qk1φ(xn−2(u⃗) + ξn−1(xn−2(u⃗)); ·, . . . , ·) =

=
∞∑

k2=0

Qk2Qk1φ(xn−2(u⃗); ·, . . . , ·︸ ︷︷ ︸
k1

, ηn−1, . . . , ηn−1).

Далее, представим гильбертово пространство H = l2(H
Γ) в виде пря-

мой суммы подпространств

Ln = {F ∈ H : F = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, f, 0, . . .), f ∈ HΓ}.

В этих терминах k-линейная форма Гильберта–Шмидта

Qk1φ(xn−1(u⃗; ·, . . . , ·)) определена на подпространстве Ln и измерима

относительно сужения белого шума η на ⊕n−1
k=1Lk. Таким образом, зна-

чение полилинейной формы Qk1φ(xn−1(u⃗; ·, . . . , ·)) от белого шума ηn
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представляется в виде [34]:

Qk1φ(xn−2(u⃗) + ξn−1(xn−2(u⃗)); ηn, . . . , ηn) =

=
∞∑

k2=0

Qk2Qk1φ(xn−2(u⃗); ηn, . . . , ηn︸ ︷︷ ︸
k1

, ηn−1, . . . , ηn−1︸ ︷︷ ︸
k2

).

Подставляя полученное разложение в (2.3.10), получим:

φ(xn(u⃗)) =
∞∑

k2=0

∞∑
k1=0

Qk2Qk1φ(xn−2(u⃗); ηn, . . . , ηn︸ ︷︷ ︸
k1

, ηn−1, . . . , ηn−1︸ ︷︷ ︸
k2

).

Продолжая рекуррентно, получим утверждение теоремы.

Рассматривая одноточечные движения потока с дискретным вре-
менем можно расширить множество функций φ, для которых запи-
сывается разложение Ито–Винера случайной величины φ(xn(u)). Обо-
значим

L2(R, N(0, n)) = {f : R → R| 1√
2πn

∫
R
f 2(x)e−

x2

2ndx < +∞}

– пространство функций, интегрируемых с квадратом по гауссовской
мере с дисперсией

√
n. Определим норму в L2(R, N(0, n)) :

∥f∥2N(0,n) =
1√
2πn

∫
R
f 2(x)e−

x2

2ndx.

Рассмотрим пространство Φ =
∩∞

n=1 L2(R;N(0, n)). Зададим метрику
в Φ так: для φ1, φ2 ∈ Φ

ρ(φ1, φ2) =
∞∑
n=1

1

2n
∥φ1 − φ2∥N(0,n)

1 + ∥φ1 − φ2∥N(0,n)
.

Проверим, что для произвольной φ ∈ Φ и u ∈ R случайная величина
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φ(u+ ξ1(u)) ∈ L2(Ω,F ,P).

Eφ2(u+ ξ1(u)) =
1√
2π

∫
R
φ2(x)e−

(u−x)2

2 dx =

=
√
n

1√
2πn

∫
R
φ2(x)e−

x2

2ne−x2(n−1
2n )+xu−u2

2 dx ≤

≤
√
n sup

x∈R
e−x2 n−1

2n +xu−u2

2
1√
2πn

∫
R
φ2(x)e−

x2

2ndx =

=
√
ne

u2

2(n−1)∥φ∥2N(0,n), (2.3.11)

где мы воспользовались тем, что для произвольного n ≥ 2

sup
x∈R

e−x2 n−1
2n +xu−u2

2 = e−x2 n−1
2n +xu−u2

2

∣∣∣
x=r n

n−1

= e
u2

2(n−1) .

Таким образом, φ(x1(u)) ∈ L2(Ω,F ,P) для всех φ ∈ Φ и u ∈ R, а
значит, можно определить действие операторов Qk на множестве фун-
кций Φ из разложения Ито–Винера:

φ(x1(u)) =
∞∑
k=0

Qkφ(u; η1, . . . , η1).

Для операторов Qk, определенных на множестве функций Φ справе-
длива лемма, аналогичная лемме 2.3.1:

Лемма 2.3.3. (i) Для произвольного u ∈ R, k ≥ 0 отображение

Φ ∋ φ 7→ Qkφ(u; ·, . . . , ·) ∈ HΓ
k

является линейным и непрерывным.

(ii) Для произвольной функции φ ∈ Φ отображение

R ∋ u 7→ Qkφ(u; ·, . . . , ·) ∈ HΓ
k

измеримо и ограничено.
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Доказательство. (i) Линейность отображения доказана в лемме 2.3.1.

Непрерывность следует из оценки:

∥Qkφ(u; ·, . . . , ·)∥2k ≤
1

k!
Eφ2(u+ ξ1(u)) ≤

≤ 1

k!

√
ne

u2

2(n−1)∥φ∥2N(0,n), (2.3.12)

где мы воспользовались оценкой (2.3.11).

(ii) измеримость отображения доказана в лемме 2.3.1. Лемма до-

казана.

Аналогично рассуждениям в случае m-точечного движения, опре-
делим действие операторов Qk на функции со значениями в гильберто-
вом пространстве H. Обозначим через Φ(R, H) множество измеримых
функций из R в H таких, что ∥f(·)∥H ∈ Φ. Определим метрику в
Φ(R;H) : для φ′, φ′′ ∈ Φ(R;H)

d(φ′, φ′′) :=
∞∑
n=1

1

2n
∥∥φ′(·)− φ′′(·)∥H∥N(0,n)

1 + ∥∥φ′(·)− φ′′(·)∥H∥N(0,n)
.

Пусть {ej}∞j=1 – ортогональный базис в H. Тогда для произвольного
u ∈ R

φ(u) =
∞∑
j=1

φj(u)ej,

причем

∥∥φ(·)∥H∥2N(0,n) =
1√
2πn

∫
R
∥φ(x)∥2He−

x2

2ndx =

=
1√
2πn

∞∑
j=1

∫
R
φ2
j(x)e

−x2

2ndx =
∞∑
j=1

∥φj(·)∥2N(0,n).

Следовательно, φj(·) ∈ Φ и мы можем определить действие оператора
Qk на множестве Φ(R;H) :

Qkφ(u; ·, . . . , ·) =
∞∑
j=1

Qkφj(u; ·, . . . , ·)ej.
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Аналогично оценке (2.3.6) получаем:
∞∑
j=1

Qkφj(u⃗; x1, . . . , xk)
2 ≤ const ∥∥φ(·)∥H∥2N(0,n) < +∞.

Теорема 2.3.2. Для произвольного φ ∈ Φ, u ∈ R имеет место ра-

зложение (2.3.9).

Доказательство. Как и в доказательстве теоремы 2.3.1 необходимо

проверить корректность действия оператора Qj на гильбертовознач-

ную функцию Qkφ(u; ·, . . . , ·). Для этого проверим, что

∥Qkφ(·; ·, . . . , ·︸ ︷︷ ︸
k

)∥2k ∈ Φ. Для всех n ≥ 1 имеем:

∥Qkφ(u; ·, . . . , ·)∥2k ≤
1

k!
Eφ2(u+ ξ1(u)) ≤

≤ 1

k!

√
ne

r2

2(n−1)∥φ∥2N(0,n),

где мы воспользовались (2.3.12). Для произвольного m ≥ 1 выберем в

полученной оценке n > m+ 1 :

1√
2πm

∫
R
∥Qkφ(u; ·, . . . , ·)∥2ke−

u2

2mdu ≤

≤ 1

k!

√
n∥φ∥2N(0,n)

∫
R
e

u2

2(n−1)e−
u2

2mdu < +∞.

Таким образом, действие оператора Qj на Qkφ корректно определено.

Завершается доказательство рассуждениями теоремы 2.3.1. Теорема

доказана.

Для произвольной φ ∈ B(Rm;R) случайная величина
φ(xn(u1), . . . , xn(um)) измерима относительно σ-алгебры σ{ξ1, . . . , ξn} ≡
σ{ξ1(u1), . . . , ξn(un), u⃗ ∈ Rn}. Поэтому естественно представить разло-
жение Ито–Винера в терминах процессов {ξk}k≥1. Как было отмечено
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в §2.1, действие оператора Qk может быть представлено в терминах
произведения Вика, а именно [43]:

Qkφ(u⃗; η1, . . . , η1) =
m∑

i1,...,ik=1

ai1,...,ikξ1(ui1) ∗ . . . ∗ ξ1(uik).

Для того, чтобы выписать коэффициенты ai1,...,ik в интегральной фор-
ме, мы рассмотрим случай, когда ковариационная функция Γ процес-
са {ξ1(u), u ∈ R} такова, что для всех u1 < u2 < . . . < um случайный
вектор (ξ1(u1), . . . , ξ1(um)) имеет плотность распределения. Приведем
достаточные условия для выполнения этого свойства.

Лемма 2.3.4. Пусть ковариационная функция Γ стационарного га-

уссовского процесса ξ удовлетворяет одному из следующих условий:

(i) Γ представима в виде Γ = ψ ∗ ψ, где ψ ∈ L2(R);

(ii) Γ имеет спектральную плотность относительно меры Ле-

бега.

Тогда для произвольных u1 < u2 < . . . < um случайный вектор

(ξ(u1), ξ(u2), . . . , ξ(um)) имеет плотность распределения.

Доказательство. Вектор (ξ(u1), . . . , ξ(um)) имеет плотность распре-

деления тогда и только тогда, когда его ковариационная матрица не-

вырождена. При выполнении условия (i) ковариационная матрица за-

пишется в виде матрицы Грама:

(Γ(ui − uj))
m
i,j=1 = ((ψ(· − ui), ψ(· − uj))L2(R))

m
i,j=1.

Определитель матрицы Грама отличен от нуля тогда и только то-

гда, когда система {ψ(· − u1), ψ(· − u2), . . . , ψ(· − um)} является ли-

нейно независимой в L2(R). Известно, что для произвольной ненуле-
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вой функции f ∈ L2(R) и всех различных u1, . . . , uk ∈ R система

{f(· − u1), . . . , f(· − uk)} линейно независима в L2(R) [46].

Если выполнено условие (ii), то ковариационная матрица вектора

(ξ(u1), . . . , ξ(um)) имеет вид

(Γ(uj − uk))
m
j,k=1 =

(∫
R
eiλ(uj−uk)ρ(λ)dλ

)m

j,k=1

,

где ρ – спектральная плотность функции Γ.

Невырожденность матрицы ковариаций доказывается аналогично

предыдущему пункту. Лемма доказана.

Обозначим преобразование Фурье для φ ∈ L1(Rm) через

φ̂(α⃗) =
1

(2π)
m
2

∫
Rm

φ(x⃗)ei(α⃗,x⃗)dx⃗.

Лемма 2.3.5. Пусть pΓ(·, u⃗) – плотность распределения случайного

вектора (u1 + ξ1(u1), . . . , um + ξ1(um)). Тогда для всех

φ ∈ B(Rm;R)
∩
L1(Rm) таких, что φ̂ ∈ L1(Rm)

Qkφ(u⃗; η1, . . . , η1) =

=
1

k!

m∑
i1,...,ik=1

(−1)k
∫
R

∂k

∂αi1 . . . ∂αik

pΓ(α⃗, u⃗)φ(α⃗)dα⃗ ξ1(ui1) ∗ . . . ∗ ξ1(uik).

(2.3.13)

Доказательство. Мы получим утверждение леммы, используя изве-

стное разложение Ито–Винера для стохастической экспоненты [43]:

E(α⃗, ξ⃗1(u⃗)) ≡ exp{
m∑
i=1

αiξ1(ui)−
1

2

m∑
i,j=1

αiαjΓ(ui − uj)} =

=
∞∑
k=0

1

k!

m∑
i1,...,ik=1

αi1 . . . αikξ1(ui1) ∗ . . . ∗ ξ1(uik). (2.3.14)
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Используя преобразование Фурье для φ получим:

φ(u⃗+ ξ⃗1(u⃗)) =
1

(2π)
m
2

∫
Rm

φ̂(α⃗)e−i(u⃗+ξ⃗1(u⃗),α⃗)dα⃗ =

=
1

(2π)
m
2

∫
Rm

e−i(u⃗,α⃗)−1
2

∑m
l,j=1 αlαjΓ(ul−uj)E(−iα⃗, ξ⃗1(u⃗))φ̂(α⃗)dα⃗ =

=
1

(2π)
m
2

∫
Rm

p̂Γ(α⃗, u⃗)φ̂(α⃗)E(−iα⃗, ξ1(u⃗))dα⃗.

Заметим, что для всех α⃗ ∈ Rm E(−iα⃗, ξ1(u⃗)) ∈ L2(Ω, σ(ξ),P) и

||E(−iα⃗, ξ1(u⃗))||L2
= exp{1

2

m∑
l,m=1

αlαjΓ(ul − uj)}.

Поскольку φ̂ ∈ L1(Rm), то справедливо:∫
Rm

||E(−iα⃗, ξ1(u⃗))||L2
e−

1
2

∑m
l,j=1 αlαjΓ(ul−uj)|φ̂(α⃗)|dα⃗ =

=

∫
Rm

|φ̂(α⃗)|dα⃗ < +∞,

таким образом, интеграл Бохнера∫
Rm

exp{−i(u⃗, α⃗)− 1

2

m∑
l,j=1

αlαjΓ(ul − uj)}E(−iα⃗, ξ1(u⃗))φ̂(α⃗)dα⃗

корректно определен [47]. Обозначим через Pk оператор, который ка-

ждой случайной величине η ∈ L2(Ω, σ(ξ),P) ставит в соответствие k-й

член из разложения Ито-Винера для η. Поскольку интеграл Бохнера

коммутирует с непрерывными линейными операторами [47],

∫
Rm

p̂Γ(α⃗, u⃗)φ̂(α⃗)E(−iα⃗, ξ1(u⃗))dα⃗ =

=
∞∑
k=0

Pk

(∫
Rm

p̂Γ(α⃗, u⃗)φ̂(α⃗)E(−iα⃗, ξ1(u⃗))dα⃗
)
=
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=
∞∑
k=0

∫
Rm

p̂Γ(α⃗, u⃗)φ̂(α⃗)Pk

(
E(−iα⃗, ξ1(u⃗))

)
dα⃗.

Подставляя разложение (2.3.14) для стохастической экспоненты,

получим:

φ(u⃗+ ξ1(u⃗)) =

=
∞∑
k=0

(−i)k

k!

∫
Rm

m∑
i1,...,ik=1

αi1 . . . αik p̂Γ(α⃗, u⃗)φ̂(α⃗)dα⃗ ξ1(ui1) ∗ . . . ∗ ξ1(uik) =

=
∞∑
k=0

1

k!

∫
Rm

m∑
i1,...,ik=1

(−1)k
∂k

∂αi1 . . . ∂αik

pΓ(α⃗; u⃗)φ(α⃗)dα⃗·

· ξ1(ui1) ∗ ξ1(ui2) ∗ . . . ∗ ξ1(uik).

Лемма доказана.

Замечание. Пусть ковариационная функция Γ представима в виде
свертки: Γ = ψ ∗ ψ, где функция ψ ∈ L2(R), ψ(u) = ψ(−u), ∥ψ∥ = 1.

Тогда согласно лемме 2.2.2 на расширенном вероятностном пространс-
тве существуют независимые винеровские процессы {wi}i≥1 такие, что
ξi(u) =

∫
R ψ(u−v)dwi(v). В этом случае, по определению произведения

Вика, Qkφ(w⃗;w1, . . . , w1) имеет вид:

Qkφ(u⃗;w1, . . . , w1) =

=
1

k!

m∑
i1,...,ik=1

(−1)k
∫
Rk

∫
Rm

∂k

∂αi1 . . . ∂αik

pΓ(α⃗, u⃗)φ(α⃗)dα⃗·

· ψ(ui1 − v1) · . . . · ψ(uik − vk)dw1(v1) . . . dw(vk).

Для того, чтобы записать разложение Ито–Винера для φ(xn(u1), . . . , xn(um))
мы введем некоторые обозначения. Для произвольного k ≥ 0 и m ≥ 1

обозначим через J(k,m) множество мультииндексов:

J(k,m) = {r = (i1, . . . , ik), ij ∈ {1, . . . ,m}}.
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Пусть вектор u⃗ ∈ Rm, для мультииндекса r = (i1, . . . , ik) ∈ J(k;m)

будем писать u⃗r = (ui1, . . . , uik) ∈ Rk и

f (r)(u⃗) =
∂k

∂ui1 . . . ∂uik
f(u⃗).

Произведение Вика ξ(ui1) ∗ . . . ∗ ξ(uik) обозначим через ξ~k(u⃗r), где
r = (i1, . . . , ik). Обозначим через S(Rn) пространство Шварца, т.е.

S(Rn) = {f ∈ C∞(Rn) : sup
u⃗∈Rn

|u⃗αDβf(u⃗)| ≤ +∞,

α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn), αi, βi ∈ N0, i = 1, . . . , n}

Теорема 2.3.3. Пусть ковариационная функция Γ имеет вид Γ(·) =∫
R ψ(u − ·)ψ(u)du, где ψ ∈ S(R) и p(·, u⃗) – плотность распределения

вектора {u1 + ξ1(u1), . . . , um + ξ1(um)}, u1 < . . . < um. Тогда для всех

φ ∈ S(Rm)

φ(xn(u1), . . . , xn(um)) =

=
∞∑

k1,...,kn=0

1

k1! . . . kn!

∑
rn∈J(kn,m)

. . .
∑

rn∈J(k1,m)

∫
Rm

. . .

∫
Rm

p(rn)(α⃗(n), α⃗(n−1))p(rn−1)(α⃗(n−1), α⃗(n−2)) . . . p(r1)(α⃗(1), u⃗)φ(α⃗(n))·

· ξ~kn
n (α⃗(n−1)

rn
)ξ

~kn−1

n−1 (α⃗(n−2)
rn−1

) . . . ξ~k1
1 (u⃗r1)dα⃗

(n) . . . dα⃗(1).

Доказательство. Утверждение теоремы мы получим при помощи ите-

рации формулы для разложения (2.3.13) для φ(x1(u⃗)). Основную сло-

жность представляет собой проверка условий леммы 2.3.5 и возможно-

сти менять местами порядок бесконечной суммы и интеграла. Обозна-

чим через

Ii1,...,ik(φ)(u⃗) =
1

k!

∫
Rm

φ(y⃗)
∂k

∂yi1 . . . ∂yik
p(y⃗, u⃗)dy⃗,
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где вектор u⃗ ∈ Rm такой, что uj ̸= ui, j ̸= i. Используя обратное пре-

образование Фурье, получим другое представления для Ii1,...,ik(φ)(u⃗) :

Ii1,...,ik(φ)(u⃗) =

=
1

(2π)
m
2

∫
Rm

(−i)kφ̂(y⃗)yi1 . . . yik exp{i(u⃗, y⃗)−
1

2

m∑
l,j=1

Γ(ul − uj)ylyj}dy⃗.

Из этой формулы, функция Ii1,...,ik(φ)(·) корректно определена для

всех u⃗ ∈ Rm. Проверим, что для φ ∈ S(Rm) функция Ii1,...,ik(φ)(·) ∈

S(Rm). Действительно, для произвольного мультииндекса α = (α1, . . . , αm)∫
Rm

φ̂(y⃗)yi1 . . . yik
∂|α|

∂uα1

1 . . . ∂uαm
m

exp{i(u⃗, y⃗)− 1

2

m∑
l,j=1

Γ(ul − uj)ylyj}dy⃗ =

=

∫
Rm

φ̂(y⃗)yi1 . . . yike
i(u⃗,y⃗)−1

2

∑m
l,j=1 Γ(ul−uj)ylyjP

(
y⃗, u⃗
)
dy⃗,

где P – некоторый многочлен, зависящий от переменных

{y1, . . . , ym,Γ(ui−uj), . . . , Γ
(|α|)(ui−uj), i, j = 1, 2, . . . ,m}. Поскольку

φ ∈ S(Rm), то функция φ̂ также принадлежит множеству S(Rm), и

последний интеграл локально по u⃗ равномерно сходится, и значит фун-

кция Ii1,...,ik(φ)(·) является дифференцируемой. Заметим, что каждый

член многочлена P имеет вид

Cy⃗γ
K1∏
k=1

Γ(uik − ujk) . . .

K|α|∏
k=1

Γ(|α|)(uik − ujk),

где γ – некоторый мультииндекс. Поскольку φ ∈ S(Rm) {φ̂(y⃗)y⃗γ, y⃗ ∈



99

Rm} ∈ S(Rm), то достаточно доказать, что для g ∈ S(Rm) выражение

sup
u⃗∈Rm

∣∣∣u⃗β K1∏
k=1

Γ(uik − ujk) . . .

K|α|∏
k=1

Γ(|α|)(uik − ujk)·

·
∫
Rm

ĝ(y⃗) exp{i(u⃗, y⃗)−
m∑

l,j=1

Γ(ul − uj)ylyj}dy⃗
∣∣∣

конечно.

Поскольку для всех k ∈ N0, Γ
(k) ограничена, мы можем оценить

последнее выражение следующим образом:

C sup
u⃗∈Rm

|u⃗β
∫
Rm

g(y⃗)p(y⃗, u⃗)dy⃗| = sup
u⃗∈Rm

|u⃗βEg(u⃗+ ξ1(u⃗))|.

Поскольку g ∈ S(Rm), supu⃗∈Rm |u⃗βg(u⃗)| < +∞ мы получаем, что

Ii1,...,ik(φ)(·) ∈ S(Rm).

Применяя формулу (2.3.13), получим:

φ(xn(u⃗)) = φ
(
xn−1(u⃗) + ξn

(
(xn−1(u⃗))

))
=

=
∞∑

kn=0

Qknφ(xn−1(u⃗); ẇn, . . . , ẇn) =

=
∞∑

kn=0

(−1)kn

kn!

m∑
i1,...,ikn

Ii1,...,ikn(φ)(xn−1(u⃗))·

· ξn(v1) ∗ ξn(v2) ∗ . . . ∗ ξn(vkn)
∣∣∣
vj=xn−1(uij

)
.

При предположении, что ковариационная функция имеет вид

Γ(·) =
∫
R ψ(u − ·)ψ(u)du, произведение Вика запишется в виде инте-

грала:

ξj(ui1) ∗ ξj(ui2) ∗ . . . ∗ ξj(uik) =

=

∫
Rk

ψ(ui1 − v1) · . . . · ψ(uik − vk)dw̃j(v1) . . . dw̃j(vk),
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где {w̃j}j≥1 – независимые винеровские процессы на R.

Обозначим через Ki1,...,ik(u⃗, v⃗) = ψ(ui1 − v1) · . . . · ψ(uik − vk), и в

этих терминах предыдущее разложение примет вид:

φ(xn(u⃗)) =
∞∑

kn=0

(−1)kn

kn!

m∑
i1,...,ikn

∫
Rk

Ii1,...,ikn(φ)(xn−1(u⃗))·

·Ki1,...,ikn(xn−1(u⃗), v⃗)dw̃n(v1) . . . dw̃n(vk).

Поскольку функция ψ ∈ S(R), то для произвольного вектора v⃗ ∈

Rm, функция Ki1,...,ik(·, v⃗) ∈ C∞(Rm) и ограничена. Также Ii1,...,ik(φ) ∈

S(Rm), а значит Ii1,...,ik(φ)(·)Ki1,...,ik(·, v⃗) ∈ S(Rm) и мы можем приме-

нить формулу (2.3.13):

φ(xn(u⃗)) =
∞∑

kn=0

(−1)kn

kn!

m∑
i1,...,ikn

∫
Rkn

∞∑
kn−1=0

(−1)kn−1

kn−1!

m∑
j1,...,jkn−1

=1

∫
Rkn−1

·

· Ij1,...,jkn−1

(
Ii1,...,ikn(φ)(·)Ki1,...,ikn(·, v⃗

(1))
)
(xn−2(u⃗))·

·Kj1,...,jkn−1
(xn−2(u⃗), v⃗

(2))dw̃n−1(v⃗
(2))dw̃n(v⃗

(1)).

Обозначим через

Akn−1
(u⃗, v⃗(1), ˙̃wn−1, . . . , ˙̃wn−1) =

=
(−1)kn−1

kn−1!

m∑
j1,...,jkn−1

=1

∫
Rkn−1

Ij1,...,jkn−1

(
Ii1,...,ikn(φ)(·)Ki1,...,ikn(·, v⃗

(1))
)
(u⃗)·

·Kj1,...,jkn−1
(u⃗, v⃗(2))dw̃n−1(v⃗

(2)).

Проверим, что возможно изменение порядка интегрирования и

бесконечного суммирования:∫
Rkn

∞∑
kn−1=0

Akn−1
(xn−2(u⃗), v⃗

(1), ˙̃wn−1, . . . , ˙̃wn−1)dw̃n(v⃗
(1)) =
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=
∞∑

kn−1=0

∫
Rkn

Akn−1
(xn−2(u⃗), v⃗

(1), ˙̃wn−1, . . . , ˙̃wn−1)dw̃n(v⃗
(1)).

Заметим, что Akn−1
(u⃗; v⃗(1); ·, . . . , ·) является kn−1−линейной фор-

мой Гильберта-Шмидта. Для фиксированного N справедливо∫
Rkn

N∑
kn−1=0

Akn−1
(xn−2(u⃗), v⃗

(1), ˙̃wn−1, . . . , ˙̃wn−1)dw̃n(v⃗
(1)) =

=
N∑

kn−1=0

∫
Rkn

Akn−1
(xn−2(u⃗), v⃗

(1), ˙̃wn−1, . . . , ˙̃wn−1)dw̃n(v⃗
(1)).

По определению, ряд
∑∞

kn−1=0Akn−1
(xn−2(u⃗), v⃗, ˙̃wn−1, . . . , ˙̃wn−1) сходи-

тся в среднем квадратическом к Ii1,...,ikn(φ)(xn−1(u⃗))Ki1,...,ikn(xn−1(u⃗), v⃗).

Поскольку винеровские процессы w̃n−1 and w̃n независимы, то слу-

чайные величины {
∫
Rkn Aj(u⃗, v⃗

(1), ˙̃wn−1, . . . , ˙̃wn−1)dw̃n(v⃗
(1))}j≥0 ортого-

нальны в L2(Ω).

Далее, ряд
∑∞

kn−1=0

∫
Rkn Akn−1

(xn−2(u⃗), v⃗
(1), ˙̃wn−1, . . . , ˙̃wn−1)dw̃n(v⃗

(1))

сходится в среднем квадратическом, поскольку∑
j≥0

E
(∫

Rkn

Aj(xn−2(u⃗), v⃗
(1), ˙̃wn−1, . . . , ˙̃wn−1)dw̃n(v⃗

(1))
)2

≤

≤ Eφ(xn(u⃗))2 < +∞.

Таким образом, получили:∫
Rkn

∞∑
kn−1=0

Akn−1
(u⃗, v⃗(1), ˙̃wn−1, . . . , ˙̃wn−1)dw̃n(v⃗

(1)) =

=
∞∑

kn−1=0

∫
Rkn

Akn−1
(u⃗, v⃗(1), ˙̃wn−1, . . . , ˙̃wn−1)dw̃n(v⃗

(1)).



102

Окончательно,

φ(xn(u⃗)) =
∞∑

kn=0

∞∑
kn−1=0

m∑
i1,...,ikn=1

m∑
j1,...,jkn−1

=1

(−1)kn

kn!

(−1)kn−1

kn−1!

∫
Rkn

∫
Rkn−1

Ij1,...,jkn−1

(
Ii1,...,ikn(φ)(·)Ki1,...,ikn(·, v⃗

(1))
)
(xn−2(u⃗))·

·Kj1,...,jkn−1
(xn−2(u⃗), v⃗

(2))dw̃n−1(v⃗
(2))dw̃n(v⃗

(1)). (2.3.15)

По теореме Фубини для стохастических интегралов ([48], теорема

IV.65) мы можем поменять порядок интегрирования:∫
Rkn

∫
Rm

Ii1,...,ikn(φ)(y⃗)Ki1,...,ikn(y⃗, v⃗
(1))

∂kn−1

∂yj1 . . . ∂yjkn−1

p(y⃗, u⃗)dy⃗dw̃n(v⃗
(1)) =

= (−1)kn−1

∫
Rkn

∫
Rm

∂kn−1

∂yj1 . . . ∂yjkn−1

(
Ii1,...,ikn(φ)(y⃗)Ki1,...,ikn(y⃗, v⃗

(1))
)
·

· p(y⃗, u⃗)dy⃗dw̃n(v⃗
(1)),

поскольку ∂kn−1

∂yj1 ...∂yjkn−1

Ii1,...,ikn(φ)(y⃗)Ki1,...,ikn(y⃗, ·) ∈ S(Rkn) и

∫
Rkn

∫
Rm

( ∂kn−1

∂yj1 . . . ∂yjkn−1

Ii1,...,ikn(φ)(y⃗)Ki1,...,ikn(y⃗, v⃗
(1))
)2
·

· p(y⃗, u⃗)dy⃗dv⃗(1) < +∞.

Таким образом, мы можем записать уравнение (2.3.15) в терминах

произведения Вика:

φ(xn(u⃗)) =
∞∑

kn=0

m∑
rn∈J(kn,m)

∞∑
kn−1=0

∑
rn−1∈J(kn−1,m)

(−1)kn

kn!

(−1)kn−1

kn−1!

∫
Rm

·

·
∫
Rm

p(rn)(α⃗(n); α⃗(n−1))ξ~kn
n (α⃗(n−1)

rn
)p(rn−1)(α⃗(n−1);xn−2(u⃗))dα⃗

(n−1)

ξ
~kn−1

n−1 (v⃗)
∣∣∣
v⃗=xn−2(u⃗rn)

φ(α⃗(n))dα⃗(n).
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Повторяя приведенные рассуждения рекуррентно, получим утвер-

ждение теоремы.

В следующем примере мы сравним первый член разложения фун-
кции от m-точечного движения потока, порожденного уравнением по
винеровскому листу (2.1.12) с первым членом разложения Ито–Винера
функции от его дискретной аппроксимации.

Пример 2.3.1. Рассмотрим стохастическое дифференциальное урав-

нение

x(u, t) = u+

∫
R

∫ t

0

ψ(x(u, s)− s)W (dv, ds),

где W – винеровский лист на R× [0,+∞), ψ ∈ C∞
0 (R),∫

R ψ
2(u)du = 1, ψ(u) = ψ(−u).

Поток с дискретным временем построим по последовательности

серий стационарных гауссовских процессов {ξnk (u), u ∈ R, k = 1, . . . , n}n≥1 :

ξnk (u) =

∫
R

∫ k+1
n

k
n

ψ(u− v)W (dv, ds)

с помощью рекуррентного соотношения:

xnk+1(u) = xnk(u) + ξnk+1(x
n
k(u))

xn0(u) = u.

Зафиксируем вектор u⃗ = (u1, . . . , um). Для произвольной функции φ ∈

B(Rm,R) первый член разложения Ито–Винера для φ(x(u1, t), . . . , x(um(t)),

согласно примеру 2.1.4, имеет вид:

A1φ =
m∑
i=1

∫
R

∫ t

0

Tsψ(ui − v)
∂

∂ui
Tt−sφ(u⃗)W (dv, ds),
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где Ttf(u⃗) = Ef(x(u1, t), . . . , x(um, t)).

Разложение Ито–Винера для функции от потока с дискретным

временем выпишем в терминах полугруппы операторов {R k
n
}nk=1, опре-

деленных по правилу:

R 1
n
f(u⃗) = Ef(xn1(u1), . . . , xn1(um)) =

=

∫
R
f(x⃗)pn(x⃗, u⃗)dx⃗,

где pn(·, u⃗) – плотность распределения случайного вектора

(u1 + ξn1 (u1), . . . , um + ξn1 (um)). Тогда

R k
n
:= Rk

1
n
f(u⃗) = Ef(xnk(u1), . . . , xnk(um)).

Обозначим

Si
nf(u⃗) =

∫
R
f(x⃗)

∂

∂xi
pn(x⃗, u⃗)dx.

По теореме 2.3.1 первый член разложения Ито–Винера для

φ(xnk(u1), . . . , x
n
k(um)) имеет вид:

A1,nφ =
k−1∑
j=0

Qj
0Q1Q

k−j−1
0 φ(u⃗; ẇj),

где

{wk(v) =

∫
R

∫ k+1
n

k
n

ψ(v − y)W (dy, ds), v ∈ R}

– винеровский процесс.

Поскольку Qk
0f = R k

n
f и согласно лемме 2.3.4

Q1f(u⃗) = −
m∑
i=1

∫
R

∫ 1
n

0

Si
nf(u⃗)ψ(ui − v)W (dv, ds),
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получим, что первый член разложения φ(xnk(u1), . . . , x
n
k(um)) имеет

вид:

A1,nφ = −
k−1∑
j=0

m∑
i=1

∫
R

∫ j+1
n

j
n

R j
n
(ψ(uj − v)Si

nRk−j−1
n
φ(u⃗))W (dv, ds).

Интегрируя по частям, получим:

Si
nRk−j−1

n
φ(·) = −

∫
Rm

pn(x⃗, ·)
∂

∂xi
Rk−j−1

n
φ(x⃗)dx⃗ =

= R 1
n

∂

∂xi
Rk−j−1

n
φ(·).

Таким образом, окончательно получаем:

A1,nφ =
m∑
i=1

k−1∑
j=0

∫ j+1
n

j
n

∫
R
R j

n
(ψ(ui − v)Si

nRk−j−1
n
φ(u⃗))W (dv, ds).

Выводы к главе 2

1. Получен аналог представления Крылова-Веретенникова для по-
тока с дискретным временем в терминах полилинейных форм от
белого шума, порождающего поток.

2. Дискретный аналог формулы Крылова-Веретенникова выписан в
терминах интегралов от значений гауссовских процессов, задаю-
щих поток.



Глава 3

m-точечные движения потока

Арратья и бинарные

леса

Настоящая глава посвящена функционалам от m-точечных движений
потока Арратья. В отличие от диффузионных процессов с “хорошими”
коэффициентами, распределениеm−точечного движения в потоке Ар-
ратья в момент t не имеет плотности относительно меры Лебега. На-
личие сингулярной компоненты связано с возможностью склеивания
частиц. Поэтому, явный вид получающегося распределения и его свой-
ства представляет интерес. Мы выпишем в интегральном виде дей-
ствие переходной полугруппы m-точечного движения потока Арратья.
В этом случае наглядным оказался язык бинарных лесов, отвечающих
за порядок склеивания частиц в потоке.

3.1 Броуновское движение в симплексе

Напомним, для удобства читателя, следующее определение.

106
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Определение 3.1.1. Потоком Арратья называется семейство

{x(u, t), t ≥ 0}u∈R непрерывных мартингалов согласованных с общей

фильтрацтей (Ft)t≥0, удовлетворяющее условиям:

(i) для каждого u ∈ R x(u, ·) – Ft-броуновское движение, старту-

ющее из точки u;

(ii) для каждых u, v ∈ R совместная квадратическая ковариация

такова, что

d⟨x(u, ·), x(v, ·)⟩(t) = 1I{x(u,t)=x(v,t)}dt;

(iii) x(·, t) монотонна при каждом t.

Обозначим через ∆m = {u⃗ ∈ Rm : u1 ≤ u2 ≤ . . . ≤ um} и для
произвольного множества A его внутренность будем обозначать

◦
A .

Рассмотрим m-точечное движение потока Арратья
{x(u1, t), . . . , x(um, t)}t≥0, где u⃗ = (u1, u2, . . . , um) ∈

◦
∆m. Обозначим

через δm−k часть границы симплекса ∆m, где совпадает ровно k коор-
динат, т.е.

δm−k = {u⃗ ∈ ∆m|∃ i1, . . . , ik :

uil = uil+1
, l = 1, . . . , k − 1, uj < uj+1, j /∈ {i1, . . . , ik}}

и введем случайный момент временем

τk = inf{t : (x(u1, t), . . . , x(um, t)) ∈ δm−k}.

Пусть {w(u⃗, t)}t≥0 –m-мерный стандартный броуновский процесс, стар-
тующий из точки u⃗ ∈

◦
∆m и θ = inf{t : w(u⃗, t) /∈ ∆m}. Тогда

{(x(u1, t), . . . , x(um, t))1I{t≤τ1}}t≥0
d
= {w(u⃗, t)1I{t≤θ}}t≥0.

При t ∈ [τ1, τ2) m-точечное движение потока Арратья совпадает по
распределению с (m− 1)-мерным винеровским процессом wm−1, стар-
тующим из точки (x(u1, τ1), . . . , x(um, τ1)) ∈

◦
∆m−1, до момента его по-

падания на границу симплекса ∆m−1. Причем, точка старта
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(x(u1, τ1), . . . , x(um, τ1)) не зависит от σ-алгебры, порожденной вине-
ровским процессом wm−1.

Таким образом, изучение m-точечного движения потока Арратья
сводится к изучению моментов и положения выхода на границу сим-
плекса броуновского движения. В связи с этим возникает следующая
краевая задача:

∂

∂s
F (u⃗, s) = −1

2
∆F (u⃗, s), (u⃗, s) ∈

◦
∆m × [0, t), (3.1.1)

lim
s→t

F (u⃗, s) = 0, (3.1.2)

F (u⃗, s) = φ(u⃗), u⃗ ∈ ∂∆m, (3.1.3)

F ∈ C2
0(

◦
∆m × (0, t))

Решение такой задачи существует и может быть записано с по-
мощью функции Грина [59]. Функцией Грина краевой задачи являе-
тся переходная плотность броуновского движения, не вышедшего из
симплекса. Используя принцип отражения, можно получить формулу
Карлина–Мак Грегора [60] для такой плотности:

P
{
w(u1, t) ∈ dy1, . . . , w(um, t) ∈ dym, w(u1, s) < . . . < w(um, s), s ∈ [0, t]

}
= det (pt(ui, yj))i=1,...,m

j=1,...,m
dy1 . . . dym,

(3.1.4)

где pt(u, y) = 1√
2πt

exp{− (u−y)2

2t }.
Пусть 0 ≤ s ≤ r ≤ t, обозначим через G(x⃗, y⃗, s, r) функцию Грина

задачи (3.1.1)–(3.1.3), т.е.

G(x⃗, y⃗, s, r) = det (pr−s(xi, yj))i=1,...,m
j=1,...,m

.

Тогда решение краевой задачи имеет [59]:

F (u⃗, s) = −
m−1∑
i=1

∫ t

s

∫
Ki

1

2
φ(y⃗)

∂

∂Ny
G(u⃗, y⃗, s, r)dSydr, (3.1.5)
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где ∂
∂N – оператор дифференцирования по внешней нормали к

Ki = {u⃗ ∈ ∂∆m : ui = ui+1, uj < uj+1, j ̸= i} и Sy – поверхностная
мера.

Используя интегральное представление решения (3.1.5), устано-
вим свойства решения, которые оно наследует от граничного условия.
Для этого введем классы функций:

Dm =

{
f ∈ C2

0(∆m) :
∂2f

∂xi∂xj
∈ C0(∆m),

∂2f

∂xi∂xj
1I{xi=xj}(x⃗) = 0, i ̸= j

}
,

и, обозначив, π−1
i (u1, . . . , um−1) = (u1, u2, . . . , ui, ui, ui+1, . . . , um−1),

D(∂∆m) = {φ ∈ C2(∂∆m) : φ ◦ π−1
i ∈ Dm−1, i = 1, . . . ,m}.

Лемма 3.1.1. Пусть F – решение краевой задачи (3.1.1)–(3.1.3) и φ

– произвольная функция класса D(∂∆m). Тогда F (·, 0) ∈ Dm.

Доказательство. Подставляя в представление решения (3.1.5) явный

вид оператора дифференцирования по внешней нормали: для y ∈ Ki

∂
∂Ny

= 1√
2

(
∂
∂yi

− ∂
∂yi+1

)
, получим:

F (u⃗, s) =
1

2

m−1∑
i=1

∫ t

s

∫
Ki

φ(y⃗)

(
∂

∂yi+1
− ∂

∂yi

)
1√
2
G(u⃗, y⃗, s, r)dSydr =

=
1

2

m−1∑
i=1

∫ t

s

∫
∆m−1

φ(π−1
i v⃗)

(
∂

∂yi+1
− ∂

∂yi

)
G(u⃗, y⃗, s, r)

∣∣∣y1=v1,...,yi=vi,
yi+1=vi,...,ym=vm−1

.

Обозначим

G(i)(u⃗, v⃗, s, r) =

(
∂

∂yi+1
− ∂

∂yi

)
G(u⃗, y⃗, s, r)

∣∣∣y1=v1,...,yi=vi,
yi+1=vi,...,ym=vm−1

,

где u⃗ = (u1, . . . , um) ∈ ∆m, v⃗ = (v1, . . . , vm−1) ∈ ∆m−1. Дифференцируя
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определитель Карлина–МакГрегора получим:

G(i)(u⃗, v⃗, s, r) = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

pr−s(u1, v1) . . . pr−s(um, v1)
...

pr−s(u1, vi) . . . pr−s(um, vi)

pr−s(u1, vi)
u1−vi
r−s . . . pr−s(um, vi)

um−vi
r−s

pr−s(u1, vi+1) . . . pr−s(um, vi+1)
...

pr−s(u1, vm−1) . . . pr−s(um, vm−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Условие φ ◦ π−1

i ∈ C0(∆m−1) и pt ∈ C∞ позволяет дифференцировать

под знаком интеграла в представлении для F (·, s) и F (·, s) ∈ C2
0(∆m).

Свойство ∂2F
∂uk∂uj

1I{uk=uj} = 0 следует из выполнения этого свойства для

G(i). Лемма доказана.

Как было отмечено ранее, краевая задача (3.1.1)–(3.1.3) служит
для исследования винеровского процесса в симплексе. Следующая лем-
ма содержит известное ([45], Гл. VIII,§5, теорема 1, с.493) вероятно-
стное представление решения этой краевой задачи. Мы приводим ее
доказательство для полноты изложения.

Лемма 3.1.2. Пусть F – решение краевой задачи (3.1.1)–(3.1.3) и

{ws(ui, t), t ≥ s}mi=1 – независимые броуновские движения такие, что

ws(ui, s) = ui, u⃗ ∈ ∆m. Обозначим

τ = inf{t ≥ s : (ws(u1, t), . . . , ws(um, t)) ∈ ∂∆m}. Тогда для всех φ ∈

C2
0(∂∆m) и t > s

E1I{t≥τ}φ(w0(u1, τ), . . . , w0(um, τ)) = F (u⃗, 0).
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Доказательство. Применяя формулу Ито к F (ws(u1, t), . . . , ws(um, t), t)

имеем:

F (ws(u1, t ∧ τ), . . . , ws(um, t ∧ τ), t ∧ τ) = F (u⃗, s)+

+
m∑
i=1

∫ t∧τ

s

F ′
i (ws(u1, r ∧ τ), . . . , ws(um, r ∧ τ), r ∧ τ) dws(ui, r)+

+

∫ t∧τ

s

F ′
m+1 (ws(u1, r ∧ τ), . . . , ws(um, r ∧ τ), r ∧ τ) dr+

+
1

2

m∑
i=1

∫ t∧τ

s

F ′′
ii (ws(u1, r ∧ τ), . . . , ws(um, r ∧ τ), r ∧ τ) dr.

Поскольку F удовлетворяет условию (3.1.3), получим:

F (ws(u1, t ∧ τ), . . . , ws(um, t ∧ τ), t ∧ τ) = F (u⃗, s)+

+
m∑
i=1

∫ t∧τ

s

F ′
i (ws(u1, r), . . . , ws(um, r), r)dws(ui, r).

Взяв математическое ожидание и используя теорему Дуба об останов-

ке с ограниченным моментом остановки t ∧ τ :

F (u⃗, s) = EF (ws(u1, t ∧ τ), . . . , ws(um, t ∧ τ), t ∧ τ).

Из условий (3.1.2) и (3.1.3) следует, что

F (u⃗, 0) = EF (w0(u1, t ∧ τ), . . . , w0(um, t ∧ τ), t ∧ τ)1I{t<τ}+

+ EF (w0(u1, t ∧ τ), . . . , w0(um, t ∧ τ), t ∧ τ)1I{t≥τ} =

= Eφ(w0(u1, τ), . . . , w0(um, τ))1I{t≥τ}.

Лемма доказана.
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3.2 Ядро генератора полугруппыm−точечного дви-

жения потока Арратья

В предыдущем параграфе мы характеризовали поток Арратья как се-
мейство мартингалов. Процесс m-точечного движения потока
{x(u1, t), . . . , x(um, t)}t≥0 можно также определить как марковский про-
цесс. В работе [28] Y.Le Jan и O.Raimond построили систему из n

частиц со склеиванием в терминах переходных полугрупп. Приведем
здесь соответствующее утверждение. Пусть
{P (n)

t , n ≥ 1} – семейство согласованных феллеровских полугрупп на
локально компактном сепарабельном метрическом пространстве M,

т.е. для всех k ≤ n

P
(k)
t f(x1, . . . , xk) = P

(n)
t g(y1, . . . , yn),

где f, g – непрерывные функции такие, что

g(y1, . . . , yn) = f(yi1, . . . , yik),

{i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n} и (x1, . . . , xk) = (yi1, . . . , yik). Обозначим через
X

(n)
t марковский процесс, соответствующий полугруппе P (n)

t и пусть
P

(n)
(x1,...,xn)

– закон распределения процесса X(n)
t , стартующего из точки

(x1, . . . , xn) ∈ Mn. Распределение P
(n)
(x1,...,xn)

задано на пространстве
функций, определенных на Mn, непрерывных справа и имеющих пре-
дел слева. Положим δn = {x ∈ Mn : ∃ i ̸= j, xi = xj} и Tδn = inf{t >
0 : X

(n)
t ∈ δn}.

Теорема 3.2.1 (теорема 4.1, [28]). Существует единственное согла-

сованное семейство (P
(n),c
t , n ≥ 1) марковских полугрупп на M такое,

что если X(n),c – соответствующее n-точечное движение и

T c
δn
= inf{t > 0 : X

(n),c
t ∈ δn}, тогда
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(i) {X(n),c
t , t ≤ T c

δn
} совпадает по распределению с {X(n)

t , t ≤ Tδn};

(ii) для t ≥ T c
δn

X
(n),c
t ∈ δn.

Более того, это семейство состоит из феллеровских полугрупп,

если выполнено следующее условие:

для всех t > 0, ε > 0, x ∈M

lim
y→x

P
(2)
(x,y)({Tδ2 > t} ∩ {d(Xt, Yt) > ε}) = 0,

где (Xt, Yt) = X
(2)
t ,

и для некоторых x и y из M

P
(2)
(x,y){Tδ2 <∞} > 0.

В этом случае семейство (P
(n),c
t , n ≥ 1) удовлетворяет свойству

P
(n),c
t f⊗2(x, x) = Ptf

2(x)

и соответствует потоку со склеиванием.

Для того, чтобы получить m-точечное движение потока Арратья,
достаточно применить эту теорему с M = R и семейством фелле-
ровских полугрупп (P⊗n

t , n ≥ 1), где Pt – полугруппа броуновского
движения (пример 4.4.1, [28]).

Обозначим через ∆m = {u⃗ ∈ Rm;u1 ≤ u2 ≤ . . . ≤ um} и для
u⃗ ∈ ∆m будем писать X(u⃗, t) = (x(u1, t), . . . , x(um, t)) – m-точечное
движение потока Арратья, стартующее из точек u1, . . . , um. В насто-
ящем параграфe мы укажем ядро генератора {Qm,t}t≥0 m-точечного
движения потока Арратья.

Напомним определение ядра замкнутого линейного оператора A
с областью определения D(A) [51].
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Определение 3.2.1 ([51]). ПодмножествоD ⊂ D(A) называется ядром

для оператора A, если замыкание сужения оператора A на D равно A.

Для проверки того, что некоторое подмножество является ядром,
потребуется следующее понятие.

Определение 3.2.2. Подмножество D ⊂ C0 называется инвариан-

тным относительно действия полугруппы {Tt}t≥0, если TtD ⊂ D для

всех t ≥ 0.

Утверждение 3.2.1 ([51]). Если (A,D) – генератор феллеровской по-

лугруппы, то любое плотное инвариантное подмножество D ⊂ D

является ядром для A.

Теорема 3.2.2. Множество функций

Dm =

{
f ∈ C2

0(∆m) :
∂2f

∂xi∂xj
∈ C0(∆m),

∂2f

∂xi∂xj
1I{xi=xj} = 0, i ̸= j

}
является ядром для генератора A полугруппы Qm,t и для произволь-

ной f ∈ Dm

Af(u⃗) = 1

2
∆f(u⃗), u⃗ ∈ ∆m.

Доказательство. Пусть D – область определения оператора A. Пре-

жде всего проверим, что Dm ⊂ D, т.е. для всех f ∈ Dm

Qm,tf − f

t
→ Af в C0(∆m) при t→ 0.
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По формуле Ито для f ∈ Dm :

f(X(u⃗, t)) = f(u⃗) +
m∑
i=1

∫ t

0

f ′i(X(u⃗, s))dx(ui, s)+

+
1

2

m∑
i,j=1

∫ t

0

f ′′ij(X(u⃗, s))d⟨x(ui, ·), x(uj, ·)⟩(s) =

= f(u⃗) +
m∑
i=1

∫ t

0

f ′i(X(u⃗, s))dx(ui, s)+

+
1

2

m∑
i,j=1

∫ t

0

f ′′ij(X(u⃗, s))1I{x(ui,s)=x(uj ,s)}ds,

где мы воспользовались свойством (ii) из определения 3.1.1 потока Ар-

ратья. Поскольку для функций f из класса Dm выполняется
∂2f

∂xi∂xj
1I{xi=xj} = 0, i ̸= j, то получим:

f(X(u⃗, t)) =

= f(u⃗) +
m∑
i=1

∫ t

0

f ′i(X(u⃗, s))dx(ui, s) +
1

2

m∑
i=1

∫ t

0

f ′′ii(X(u⃗, s))ds,

Взяв математическое ожидание, получим:

1

t
E (f(X(u⃗, t))− f(u⃗)) =

1

2t

m∑
i=1

E
∫ t

0

f ′′ii(X(u⃗, s))ds =

=
1

2t

m∑
i=1

∫ t

0

Qm,sf
′′
ii(u⃗)ds.

Для произвольной g ∈ C0(∆m), используя сильную непрерыв-

ность феллеровской полугруппы (Qm,t)t≥0 :

∥1
t

∫ t

0

Qm,sgds− g∥ ≤ 1

t

∫ t

0

∥g −Qm,sg∥ds→ 0 при t→ 0.
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По предположению f ′′ii ∈ C0(∆m), значит,

1

t

m∑
i=0

∫ t

0

Qm,sf
′′
ii(u)ds→

1

2
∆f(u⃗), t→ 0

равномерно по u⃗ ∈ ∆m.

Далее, проверим инвариантность множеств Dm под действием по-

лугруппы Qm, т.е установим включение Qm,tDm ⊂ Dm. Воспользуемся

методом математической индукции. Для базы индукции установим,

что включение имеет место при m = 2. Отметим, что 2-точечное дви-

жение потока Арратья можно получить с помощью двух независимых

броуновских движений {w(u1, t)}t≥0, {w(u2, t)}t≥0, w(ui, 0) = ui :

x(u2, t) = w(u2, t),

x(u1, t) = w(u1, t)1I{t<τ} + w(u2, t)1I{t≥τ},

где τ = inf{t : w(u1, t) = w(u2, t)}.

Используя формулу Карлина–МакГрегора для переходной пло-

тности непересекающихся броуновских движений, получим для

f ∈ D2 :

Q2,tf(u1, u2) =

= Ef(w(u1, t), w(u2, t))1I{t<τ} + Ef(w(u2, t), w(u2, t))(1− 1I{t<τ} =

=

∫∫
y1≤y2

(f(y1, y2)− f(y2, y2))

∣∣∣∣∣∣pt(u1, y1) pt(u1, y2)

pt(u2, y1) pt(u2, y2)

∣∣∣∣∣∣ dy2dy1+
+

∫
R
f(y2, y2)pt(u2, y2)dy2.

Второе слагаемое в полученном выражении принадлежит классу

D2, поскольку не зависит от u1. Для проверки того, что первое сла-

гаемое принадлежит D2, заметим, что при предположении f ∈ D2,
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функция

g(u1, u2, y1) =

∫ +∞

y1

(f(y1, y2)− f(y2, y2))

∣∣∣∣∣∣pt(u1, y1) pt(u1, y2)

pt(u2, y1) pt(u2, y2)

∣∣∣∣∣∣ dy2
дифференцируема по u1 и u2 и

∂2

∂u1∂u2

∫
R
g(u1, u2, y1)dy1 =

∫
R

∂2

∂u1∂u2
g(u1, u2, y1)dy1 =

=

∫
R

∫ +∞

y1

(f(y1, y2)−f(y2, y2))

∣∣∣∣∣∣pt(u1, y1)
y1−u1

t pt(u1, y2)
y2−u1

t

pt(u2, y1)
y1−u2

t pt(u2, y2)
y2−u2

t

∣∣∣∣∣∣ dy2dy1,
где мы воспользовались

∂

∂u

∣∣∣∣∣∣φ(u) φ(u)

φ(v) φ(v)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣φ

′(u) φ′(u)

φ(v) φ(v)

∣∣∣∣∣∣ .
Из этого представления и свойств гауссовского распределения можно

заключить, что

∂2

∂u1∂u2

∫
R
g(u1, u2, y1)dy1 ∈ C0(∆2).

Заметим, что

∣∣∣∣∣∣pt(u1, y1)
y1−u1

t pt(u1, y2)
y2−u1

t

pt(u2, y1)
y1−u2

t pt(u2, y2)
y2−u2

t

∣∣∣∣∣∣ = 0 когда u1 = u2, значит

∂2

∂u1∂u2

∫
R
g(u1, u2, y1)dy1

∣∣∣
u1=u2

= 0.

Таким образом, Q2,tf ∈ D2.

Предположим теперь, что Qm−1,tf ⊂ Dm−1 и докажем справедли-

вость этого включения для m. Для произвольной функции f ∈ Dm

Qm,tf(u⃗) = Ef(X(u⃗, t))1I{τ>t} + Ef(X(u⃗, t))1I{τ≤t} =

= Ef(w(u1, t), . . . , w(um, t))1I{τ>t} + Ef(X(u⃗, t))1I{τ≤t}, (3.2.1)
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где {w(u1, t)}t≥0, . . . , {w(um, t)}t≥1 – независимые броуновские движе-

ния, w(ui, 0) = ui и

τ = inf{t : X(u⃗, t) ∈ ∂∆m}
d
= inf{t : (w(u1, t)}t≥0, . . . , {w(um, t)) ∈ ∂∆m}.

Используя формулу Карлина–МакГрегора для плотности переходной

вероятности непересекающихся броуновских движений, получим:

Ef(w(u1, t), . . . , w(um, t))1I{t<τ} =

∫
. . .

∫
y1<...<ym

f(y⃗) det(pt(ui, yj))i=1,...,m
j=1,...,m

dy⃗.

Используя свойства гауссовской плотности, не сложно проверить, что

последний интеграл, как функция от u⃗ принадлежит классу Dm. До-

кажем, что первое слагаемое в (3.2.1) принадлежит Dm. Используя

строго марковское свойство m-точечного движения потока Арратья,

можно записать:

Ef(X(u⃗, t))1I{τ≤t} = EE(f(X(u⃗, t))1I{τ≤t}

∣∣∣Fu1,...,um
τ ) =

= E1I{τ≤t}Qm,t−τf(X(u⃗, τ)) = E1I{τ≤t}Qm,t−τf(w(u1, τ), . . . , w(um, τ)),

где Fu1,...,um

t = σ{x(u1, s), . . . , x(um, s), s ≤ t}.

Согласно лемме 3.1.2

E1I{τ≤t}Qm,t−τf(w(u1, τ), . . . , w(um, τ)) = F (u⃗, 0),

где F – решение краевой задачи:
∂

∂s
F (u⃗, s) = −1

2
∆F (u⃗, s), (u⃗, s) ∈

◦
∆m × [0, t),

lim
s→t

F (u⃗, s) = 0,

F (u⃗, s) = Qm,t−τf(u⃗), u⃗ ∈ ∂∆m,

F ∈ C2
0(

◦
∆m × (0, t)).
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Отметим, что при u⃗ ∈ ∂∆m

Qm,sf(u⃗) = Qm−1,sf(u⃗).

По предположению индукции, Qm−1,tf(·) как функция, определенная

на ∂∆m, принадлежит классу D(∂∆m) = {φ ∈ C2(∂∆m) : φi ◦ π−1
i ∈

Dm, i = 1, . . . ,m}. Тогда из леммы 3.1.1 следует, что Qm,tf(·) ∈ Dm,

если f ∈ Dm. Доказательство того, что Dm всюду плотно в C0(∆m)

проводится стандартными рассуждениями. Теорема доказана.

3.3 Описание полугруппы m−точечных движения

потока Арратья в терминах бинарных лесов

В предыдущем параграфе мы описали ядро Dm для генератора по-
лугруппы Qm,t и установили действие генератора на функции из Dm.

Известно, что функция Qm,tf, f ∈ Dm удовлетворяет уравнению Кол-
могорова [51]:

∂

∂t
Qm,tf(u⃗) = AQm,tf(u⃗), u⃗ ∈ ∆m, t > 0.

Отметим, что действие Qm,t на функцию f в точке u⃗ ∈ ∂∆m можно
записать в виде:

Qm,tf(u⃗) = Ef(x(u1, t), . . . , x(ui, t), x(ui, t), x(ui+2, t), . . . , x(um, t)) =

= Ef ◦ π−1
i (x(u1, t), . . . , x(ui, t), x(ui, t), x(ui+2, t), . . . , x(um, t)) =

= Qm−1,tf ◦ π−1
i (πiu⃗)

для u⃗ ∈ Km
i = {u⃗ ∈ ∂∆m : ui = ui+1, uj < uj+1, i ̸= j}. Таким образом,

получим систему краевых задач:

∂

∂t
Qm,tf(u⃗) =

1

2
∆Qm,tf(u⃗), u⃗ ∈ ∆m, t ≥ 0, (3.3.1)
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Qm,0f(u⃗) = f(u⃗), (3.3.2)

Qm,tf(u⃗) = (Qm−1,tf ◦ π−1
i )(πiu⃗), u⃗ ∈ Km

i , (3.3.3)

Qm,tf(·) ∈ Dm.

Решение системы краевых задач мы запишем в виде суммы, каждое
слагаемое в которой заиндексировано лесом из определенного множе-
ства. Для этого введем соответствующие определения и обозначения.

Определим класс бинарных лесов Tm
k , k < m, где k – число корней

и m – число листьев. Обозначим через Um
k множество вершин:

Um
k = {u(k)1 , u

(k)
2 , . . . , u

(k)
k , u

(k+1)
1 , . . . , u

(k+1)
k+1 , . . . , u

(m)
1 , . . . , u(m)

m , u⃗(j) ∈
◦
∆j}.

Ребра графа определим при помощи множества отображений:

Gj = {σj : {1, 2, . . . , j} → {1, 2, . . . , j − 1}, σj– сюръекция}.

Для каждого отображения σj ∈ Gj существует единственная пара чи-
сел

(l1, l2) ≡ (l1(σj), l2(σj)) ⊂ {1, 2, . . . , j}

такая, что σj(l1) = σj(l2), l1 < l2. Для фиксированного множества ото-
бражений {σm, σm−1, . . . , σk+1}, где σj ∈ G определим множество ребер:

Rm
k ≡ Rm

k (σm, σm−1, . . . , σk+1) =

= {(u(i)j , u
(i−1)
σi(j)

), i = k + 1, . . . ,m, j = 1, . . . , i}.

В этих терминах определим множество бинарных лесов:

Tm
k = {(Um

k , R
m
k (σm, . . . , σk+1)), σj ∈ Gj}.

Будем говорить, что ребра
(
u
(n)
j , u

(n−1)
σn(j)

)
и
(
u
(n)
i , u

(n−1)
σn(i)

)
пересека-

ются, если i < j и σn(i) > σn(j). Для каждого леса T ∈ Tm
k количе-

ство пересечений его ребер будем обозначать через ε(T ). Множеству
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Рис. 3.1: Пример леса T ∈ T 5
2 .

вершин {u(j)1 , u
(j)
2 , . . . , u

(j)
j } леса T ∈ Tm

k поставим в соответствие вре-
мя tj, j ∈ {k, . . . ,m}. Каждому ребру леса T припишем вес, который
зависит от соединяющих их вершин и соответствующих моментов вре-
мени:

g
(
u
(i)
j , u

(i−1)
σi(j)

, ti, ti−1

)
=

√
u
(i)
l2

− u
(i)
l1

ti − ti−1
pti−ti−1

(
u
(i)
j , u

(i)
σi(j)

)
для j ∈ {l1, l2}, где l1 < l2 такие, что σi(l1) = σi(l2) и

g
(
u
(i)
j , u

(i−1)
σi(j)

, ti, ti−1

)
= pti−ti−1

(
u
(i)
j , u

(i−1)
σi(j)

)
для j /∈ {l1, l2}, где ps(u1, u2) = 1√

2πs
e−

(u1−u2)
2

2s .

Обозначим через |T | произведение весов всех ребер леса T ∈ Tm
k :

|T | = |T (u⃗(m), . . . , u⃗(k), tm, . . . , tk)| =

=
m∏

i=k+1

i∏
j=1

g(u
(i)
j , u

(i−1)
σi(j)

, ti, ti−1).

Каждому лесу поставим в соответствие набор индексов (im−1, im−2, . . . , ik),

где каждый индекс ij является координатой вектора u⃗(j) такой, что
σj+1(l1) = σj+1(l2) = ij, l1 ̸= l2.
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Определим действие леса T ∈ Tm
k на функцию f : ∆m → R по

правилу:
fT = f ◦ π−1

im−1
◦ . . . ◦ π−1

ik
.

Теорема 3.3.1. Пусть f ∈ Dm и Gm – функция Грина краевой задачи

(3.3.1) – (3.3.3). Тогда

Qm,tf(u⃗) =

∫
∆m

f(y⃗)Gm(u⃗, y⃗, t, 0)dy⃗+

+
∑

T∈Tm
m−1

(−1)ε(T )
∫ 1

0

∫
∆m−1

∫
∆m−1

fT (y⃗)Gm−1(u⃗
(m−1), y⃗, tm−1, 0)·

· |T (u⃗, u⃗(m−1), t, tm−1)|du⃗(m−1)dydtm−1+

+
∑

T∈Tm
m−2

∫ t

0

∫ tm−1

0

∫
∆m−1

∫
∆m−2

∫
∆m−2

(−1)ε(T )fT (y⃗)·

·Gm−2(u⃗
(m−2), y⃗, tm−2, 0)|T (u⃗, u⃗(m−1), u⃗(m−2), t, tm−1, tm−2)|·

· dy⃗du⃗(m−2)du⃗(m−1)dtm−2dtm−1 + . . .

. . .+
∑
T∈Tm

1

(−1)ε(T )
∫ t

0

∫ tm−1

0

. . .

∫ t2

0

∫
∆m−1

∫
∆m−2

. . .

∫
R

∫
R

fT (y⃗)G1(u
(1), y, t1, 0)|T (u⃗, u⃗(m−1), . . . , u⃗(2), u⃗(1), t, tm−1, . . . , t1)|

dydu(1) . . . du⃗(m−1)dt1 . . . dtm−1.

Доказательство. Запишем решение задачи (3.3.1)–(3.3.3) с помощью
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функции Грина:

Qm,tf(u⃗) =

∫
∆m

f(y⃗)Gm(u⃗, y⃗, t, 0)dy⃗+

+
1

2

m−1∑
i=1

∫ t

0

∫
Km

i

Qm−1,tm−1
f ◦ π−1

i (πiv)

(
∂

∂vi+1
− ∂

∂vi

)
·

·Gm(u⃗, v⃗, tm−1, t)
1√
2
dSvdtm−1.

Обозначим

G(i)
m (u⃗, y⃗, s, t) =

(
∂

∂vi+1
− ∂

∂vi

)
Gm(u⃗, v⃗, s, t)

∣∣∣v1=y1,...,vi=yi,
vi+1=yi,...,vm=ym−1,

тогда решение запишется в виде:

Qm,tf(u⃗) =

∫
∆m

f(y⃗)Gm(u⃗, y⃗, t, 0)dy⃗+

+
1

2

m−1∑
i=1

∫ t

0

∫
∆m−1

Qm−1,tm−1
f ◦ π−1

i (y⃗)G(i)
m (u⃗, y⃗, tm−1, t)dy⃗dtm−1.

Поскольку Gm(u⃗, v⃗, t, s) = det(pt−s(ui, vj))i=1,...,m
j=1,...,m

, получим:

G(i)
m (u⃗, y⃗, s, t) = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

pt−s(u1, y1) . . . pt−s(um, y1)
...

pt−s(u1, yi) . . . pt−s(um, yi)

pt−s(u1, yi)
u1−yi
t−s . . . pt−s(um, yi)

um−yi
t−s

pt−s(u1, yi+1) . . . pt−s(um, yi+1)
...

pt−s(u1, ym−1) . . . pt−s(um, ym−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
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=
∑
l1<l2

(−1)l1+l2+1

∣∣∣∣∣∣ pt−s(ul1, yi) . . . pt−s(ul2, yi)

pt−s(ul1, yi)
ul1

−yi
t−s . . . pt−s(ul2, yi)

ul2
−yi

t−s

∣∣∣∣∣∣ ·
· det(pt−s(uj, yk))j ̸=l1,l2

k ̸=i
=

=
∑
l1<l2

(−1)l1+l2+1pt−s(ul1, yi)pt−s(ul2, yi)
ul2 − ul1
t− s

) det(pt−s(uj, uk))j=l1,l2
k ̸=i

.

Проверим теперь, что

G(i)
m (u⃗, y⃗, t, s) =

∑
T∈Tm

m−1,im−1=i

|T (u⃗, y⃗, t, s)|, (3.3.4)

где последняя сумма берется по тем деревьям T из класса Tm
m−1, для

которых i = σm(l1) = σm(l2), l1 ̸= l2. Обозначим

Gl1,l2,i
m = {σ ∈ Gm : σm(l1) = σm(l2) = i}.

Тогда∑
T∈Tm

m−1,im−1=i

|T (u⃗, y⃗, t, s)| =

=
∑
l1<l2

∑
σ∈Gl1,l2,i

m

pt−s(ul1, yi)pt−s(ul2, yi)
ul2 − ul1
t− s

(−1)ε(T )
∏

j ̸=l1,l2

pt−s(uj, yσ(j)) =

=
∑
l1<l2

pt−s(ul1, yi)pt−s(ul2, yi)
ul2 − ul1
t− s

∑
σ∈Gl1,l2,i

m

∏
j ̸=l1,l2

pt−s(uj, yσ(j))(−1)ε(T ).

Заметим, что справедливо равенство∑
σ∈Gl1,l2,i

m

∏
j ̸=l1,l2

pt−s(uj, yσ(j))(−1)ε(T ) =

= (−1)l1+l2+1 det(pt−s(uj, yk))j ̸=l1,l2
k ̸=i

,

применяя которое, получим (3.3.4).
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Таким образом, решение задачи (3.3.1)–(3.3.3) записывается в ви-

де:

Qm,tf(u⃗) =

∫
∆m

f(y⃗)Gm(u⃗, y⃗, t, 0)dy⃗+

+
∑

T∈Tm
m−1

∫ t

0

∫
∆m−1

(−1)ε(T )Qm−1,tm−1
fT (y⃗

(m−1))·

· |T (u⃗, y⃗(m−1), t, tm−1)|dy⃗(m−1)dtm−1.

Подставим в полученную формулу вместо Qm−1,tm−1
fT (y⃗

(m−1)) решение

соответствующей краевой задачи и учитывая, что для

T ∈ Tm
m−1, T1 ∈ Tm−1

m−2

T ∪ T1 ∈ Tm
m−2, (fT )T1

= fT∪T1
, |T ||T1| = |T ∪ T1|,

получим:

Qm,tf(u⃗) =

∫
∆m

f(u⃗)Gm(u⃗, y⃗, t, 0)dy⃗+

+
∑

T∈Tm
m−1

∫ t

0

∫
∆m−1

∫
∆m−1

(−1)ε(T )fT (y⃗)Gm−1(y⃗
(m−1), y⃗, tm−1, 0)·

· |T (u⃗, y⃗(m−1), t, tm−1)|dy⃗dy⃗(m−1)dtm−1+

+
∑

T∈Tm
m−2

∫ t

0

∫ tm−1

0

∫
∆m−1

∫
∆m−2

(−1)ε(T )Qm−2,tm−2
fT (y⃗

(m−2))·

· |T (u⃗, y⃗(m−1), y⃗(m−2), t, tm−1, tm−2)|dy⃗(m−2)dy⃗(m−1)dtm−2dtm−1.

Продолжая рекуррентно подстановку решения соответствующей кра-

евой задачи вместо Qk,tkf, k = 1, . . . ,m − 1, получаем утверждение

теоремы.
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Выводы к главе 3

1. Найдено ядро для генератора полугруппы процесса m−точечых
движений потока Арратья и записано действие генератора на фун-
кции из этого ядра.

2. Записана система краевых задач для полугруппы m−точечных
движений потока Арратья. Действие полугруппы m−точечных
движений на функцию представлено в виде суммы интегралов,
где каждое слагаемое индексировано бинарным лесом, отвечаю-
щим порядку склейки в потоке Арраятья.
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