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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Потреби сучасної науки призводять до необхiдностi роз-
витку теорiї крайових задач для операторно-диференцiальних рiвнянь. Такi задачi
моделюють багато фiзичних, технiчних, економiчних, соцiальних процесiв. Розробка
конструктивних методiв аналiзу лiнiйних та нелiнiйних крайових задач для широко-
го класу диференцiальних, iнтегральних, функцiонально-диференцiальних, iнтегро-
диференцiальних систем, систем i рiвнянь iз запiзненням та iмпульсом займає одне
з центральних мiсць в якiснiй теорiї диференцiальних рiвнянь. Спочатку дослiджу-
валися задачi про iснування перiодичних розв’язкiв таких рiвнянь. Вони вивчалися
М. Боголюбовим, Ю. Митропольським, А. Самойленком, I. Малкiним, Є. Грєбєнi-
ковим, Ю. Рябовим, А. Андроновим, А. Вiттом, С. Хайкiним, В. Якубовичем, В.
Старжинським. Системи звичайних диференцiальних рiвнянь з iмпульсним впливом
i перiодичнi крайовi задачi для них вивчалися А. Мишкiсом, А. Самойленком, М.
Перестюком, А. Халанаєм, Д. Векслером та iншими. Перiодичнi крайовi задачi для
систем диференцiальних рiвнянь iз запiзненням дослiджувалися А. Мишкiсом, А.
Самойленком, С. Шимановим, Ю. Митропольським, Д. Мартинюком, В. Рубанiком,
Л. Ельсгольцем, С. Норкiним, Дж. Хейлом. Класична теорiя крайових задач по-
чала свiй розвиток задовго до появи методiв функцiонального аналiзу. Постановка
таких задач у загальному операторному виглядi стала можливою з використанням
функцiонального аналiзу, який все частiше почав застосовуватися в якостi апара-
ту для дослiдження загальних крайових задач для рiзних класiв операторних рiв-
нянь. Тут слiд вiдзначити роботи Й. Мавiна, С. Швабiка, М. Тврди, О. Вейводи,
Д. Векслера. Теорiя крайових задач для операторних рiвнянь знайшла своє застосу-
вання для iнтегро-диференцiальних рiвнянь з вiдхиленим аргументом. Розв’язнiсть
iнтегро-диференцiальних рiвнянь вивчалась Ю. Ландо, проекцiйно iтеративнi мето-
ди побудови розв’язкiв крайових задач для систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь
розробленi А. Лучкою та його учнями; методи, якi заснованi на застосуваннi функ-
цiонального аналiзу, – А. Антоневичем, Я. Радино. Вище зазначенi крайовi задачi, як
правило, вивчалися у регулярному випадку, тобто коли операторне рiвняння Lz = f

цих крайових задач має розв’язки при будь-якiй правiй частинi, тобто оператор L ви-
хiдної задачi має обернений L−1. Такi крайовi задачi дослiджувалися М. Азбєлєвим,
Л. Рахматулiною, В. Максимовим у фредгольмовому випадку. В цих роботах зазнача-
лося, що нефредгольмовi крайовi задачi ненульового iндексу є набагато складнiшими
й потребують окремого дослiдження. Загальна теорiя таких задач у нетеровому ви-
падку була розроблена О. Бойчуком, В. Журавльовим, А. Самойленком. Застосо-
вуючи апарат узагальнено-обернених матриць та операторiв, було доведено загальнi
теореми про розв’язнiсть та представлення розв’язкiв критичних крайових задач (ко-
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ли порушується єдинiсть розв’язку) для рiзних класiв лiнiйних i нелiнiйних рiвнянь
та узагальнено простори, в яких розглядалися цi крайовi задачi. О. Бойчуком та йо-
го учнями розроблено конструктивнi методи аналiзу крайових задач у вiдповiдних
просторах для автономних та неавтономних систем звичайних диференцiальних рiв-
нянь, диференцiальних рiвнянь iз зосередженим запiзненням, диференцiальних рiв-
нянь з iмпульсною дiєю у загальному нетеровому випадку, коли кiлькiсть крайових
умов m не спiвпадає з порядком n диференцiальної системи. Такi та бiльш загальнi
задачi належать згiдно з класифiкацiєю С. Крейна до типу нормально-розв’язних
задач, коли породжуючий оператор має замкнену множину значень. Питання роз-
в’язностi операторних рiвнянь у випадку нетерових крайових задач розглядалися у
роботах Ф. Аткiнсона, О. Бойчука, В. Журавльова, Дж. Iллса, С. Нiкольського. Для
розв’язання таких типiв рiвнянь застосовується теорiя псевдообернених матриць та
операторiв, якiй присвячено роботи Е. Мура, Р. Пенроуза, М. Нашеда, Г. Вотруби,
К. Рао, А. Албєрта, О. Бойчука, I. Сергiєнка, В. Королюка, А. Турбiна, С. Кемп-
белла, Е. Дойча, А. Бен-Iзраеля, Т. Гревiлля та iнших математикiв. Теорiя крайових
задач для диференцiальних рiвнянь у банахових просторах дослiджувалася у ро-
ботах Ю. Далецького, С. Крейна та М. Крейна, А. Самойленка, Ю. Теплiнського,
Р. Петришина, А. Баскакова. Дослiдження диференцiально-операторних рiвнянь у
банахових та гiльбертових просторах пов’язане з розвитком теорiї напiвгруп опе-
раторiв. Вiдзначимо фундаментальнi результати Е. Хiлле, К. Iосiди, В. Феллера,
Т. Като, Р. Фiлiпса, I. Мiядери, М. Крейна, М. Горбачука, М. Хазана, С. Крейна,
Дж. Голдстейна, А. Пазi, А. Ягi, С. Якубова, К. Енгеля, Р. Нагеля, де ця теорiя
також застосовувалася до дослiдження операторно-диференцiальних рiвнянь з необ-
меженими операторними коефiцiєнтами. Окремий iнтерес представляють роботи, де
дослiджуються диференцiальнi рiвняння зi сталими операторними коефiцiєнтами.
У роботах Дж. Голдстейна, А. Пазi, Д. Хенрi, А. Баскакова, Ю. Сiльченка та iн-
ших дослiджувалася гладкiсть розв’язкiв операторно - диференцiальних рiвнянь у
залежностi вiд властивостей операторних коефiцiєнтiв та неоднорiдної частини. Ди-
ференцiальними рiвняннями з операторами зсуву займалися Г. Лiф, С. Канторовiц,
А. Баскаков, М. Городнiй, А. Чайковський. Дослiджувалася апроксимацiя розв’язкiв
диференцiальних рiвнянь з операторними коефiцiєнтами вiдповiдними рiзницевими
схемами у роботах П. Соболевського, О. Самарського, В. Макарова, I. Гаврилюка,
М. Городнього.

Одним iз важливих питань у якiснiй теорiї звичайних диференцiальних рiв-
нянь є питання стосовно iснування обмежених розв’язкiв. Важливим аспектом теорiї
крайових задач для такого класу рiвнянь є дослiдження питань розв’язностi таких
задач з умовами на нескiнченностi. Цей напрям бере свiй початок вiд робiт А. Пуан-
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каре та А. Ляпунова. У серединi ХХ сторiччя ця теорiя була узагальнена на випадок
операторно-диференцiальних рiвнянь М. Крейном, Х. Массерою, Х. Шеффером, В.
Коппелем, Ф. Хартманом, Р. Саккером, Дж. Селлом, К. Палмером. Такi задачi дос-
лiджувалися у скiнченновимiрному випадку Я. Курцвейлем, А. Самойленком, В. Ку-
лiком, О. Бойчуком, Г. Пелюхом, В. Ткаченком, В. Журавльовим, I. Парасюком, а у
нескiнченновимiрному випадку – Б. Левiтаном, В. Жиковим, С. Якубовим, Е. Муха-
мадiєвим, В. Слюсарчуком, А. Баскаковим, Д. Хенрi, Ю. Далецьким, М. Горбачуком,
А. Руткасом. Умови iснування та єдиностi обмежених розв’язкiв лiнiйних рiзницевих
рiвнянь дослiджувалися В. Кiмом, Д. Мартинюком, В. Слюсарчуком, I. Гайшуном,
А. Самойленком, Ю. Теплiнським, А. Руткасом, Ю. Томiловим, О. Бойчуком, I. Гай-
шуном у випадку обмежених операторних коефiцiєнтiв, а також А. Дороговцевим,
А. Баскаковим, М. Городнiм, А. Чайковським у випадку необмежених операторних
коефiцiєнтiв.

Експоненцiально-дихотомiчнi на всiй осi системи утворюють клас систем, роз-
в’язки яких можуть як спадати до нуля з експоненцiальною швидкiстю, так i необме-
жено зростати. Обмеженi на всiй осi розв’язки таких систем у скiнченновимiрному
випадку розглядалися ще О. Перроном, А. Майзелем i далi у вiдомих роботах В. Коп-
пеля, Р. Саккера, Дж. Селла, Ю. Митропольського, А. Самойленка, В. Кулика, а у
нескiнченновимiрних просторах Банаха — у монографiях М. Крейна, Ю. Далецько-
го, Х. Массери та Х. Шеффера, Ф. Хартмана, I. Чуєшова, В. Мельникова. У статтях
К. Палмера умова експоненцiальної дихотомiї на всiй осi однорiдної диференцiальної
системи була послаблена з замiною на умову експоненцiальної дихотомiї на пiвосях i
вперше була доведена нетеровiсть вiдповiдного оператора при розв’язаннi задачi про
обмеженi на всiй осi розв’язки. Подальшого розвитку ця iдея набула у роботах А. Са-
мойленка, О.Бойчука, де з використанням узагальнено-обернених операторiв i псев-
дообернених за Муром–Пенроузом матриць дослiджувалася задача про iснування та
бiфуркацiю обмежених на всiй осi розв’язкiв при лiнiйних та нелiнiйних збуреннях.
Поняття експоненцiальної дихотомiї для еволюцiйних рiвнянь з необмеженими опера-
торними коефiцiєнтами систематично вивчалося у монографiї Д. Хенрi. У роботах Х.
Родрiгеса, Дж. Фiлхо доведений аналог альтернативи Фредгольма (за умови експо-
ненцiальної дихотомiї на пiвосях вiдповiдного однорiдного рiвняння). Дослiдженню
фредгольмовостi оператора вiдповiдного диференцiального рiвняння з необмежени-
ми коефiцiєнтами присвячено статтi А. Баскакова, Ю. Латушкiна, Ю. Томiлова. О.
Станжицьким дослiджено експоненцiальну дихотомiю стохастичних систем Iто за
допомогою квадратичних форм, а В. Слюсарчуком, Е. Мухамадiєвим – експонен-
цiальну дихотомiю розв’язкiв дискретних систем. Зазначенi крайовi задачi, як пра-
вило, розглядалися у випадку, коли лiнеарiзована частина таких операторiв є нетеро-
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вою або фредгольмовою. Тому, дослiдження операторно-диференцiальних крайових
задач, лiнеарiзована частина яких є нормально-розв’язним оператором представляє
науковий iнтерес та є актуальним. Саме цим питанням i присвячена робота.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дана робо-
та виконувалась згiдно iз загальним планом дослiджень вiддiлу диференцiальних рiв-
нянь та теорiї коливань Iнституту математики НАН України у рамках держбюджет-
них тем ”Якiсний та асимптотичний аналiз систем диференцiальних, функцiонально-
диференцiальних та iмпульсних рiвнянь” (номер державної реєстрацiї №0111U002035),
”Конструктивнi та якiснi методи аналiзу систем диференцiальних, функцiонально-
диференцiальних, iмпульсних та рiзницевих рiвнянь” (номер державної реєстрацiї
№0116U003121) та проекту НДР ”Розробка методiв розв’язування крайових задач
для операторно-диференцiальних систем, якi моделюють фiзико-технiчнi та бiологiч-
нi задачi” (номер державної реєстрацiї 0115U003791).

Мета та завдання дослiдження.Метою дисертацiйної роботи є розробка ме-
тодiв дослiдження крайових задач для операторно-диференцiальних рiвнянь у прос-
торах Фреше, Банаха та Гiльберта, лiнiйна частина яких є нормально-розв’язним
оператором у резонансному (критичному) випадку, коли порушується єдинiсть роз-
в’язку.

Об’єкт дослiдження: крайовi задачi для операторних та операторно - дифе-
ренцiальних рiвнянь, лiнiйнi, слабколiнiйнi та нелiнiйнi крайовi задачi, сильнi псевдо-
оберненi та узагальнено-оберненi оператори, узагальненi оператори Грiна для предс-
тавлення розв’язкiв, iтерацiйнi процедури для побудови розв’язкiв нелiнiйних крайо-
вих задач.

Предмет дослiдження: узагальненi розв’язки операторних та операторно
- диференцiальних рiвнянь у просторах Фреше, Банаха та Гiльберта, необхiднi та
достатнi умови розв’язностi крайових задач для операторно-диференцiальних рiв-
нянь.

Методи дослiдження: у дисертацiйнiй роботi використовуються методи функ-
цiонального аналiзу, теорiї напiвгруп операторiв та спектрального аналiзу, апарат
узагальнено-обернених та псевдообернених матриць i операторiв. При аналiзi теорiї
бiфуркацiй використовуються розвинення методiв Ляпунова-Пуанкаре, Ляпунова-
Шмiдта та Вiшика-Люстернiка, асимптотичнi методи розв’язку некоректних задач.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiї вперше отримано
такi науковi результати:

1) для операторно-диференцiальних крайових задач, лiнеарiзована частина яких
є нормально-розв’язним оператором, побудована теорiя розв’язностi;

2) для лiнiйних рiвнянь у просторах Банаха з нормально-розв’язним оператором
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побудовано проектори на ядро та коядро оператора;
3) введено поняття сильного узагальнено-оберненого та псевдооберненого опе-

раторiв у просторах Фреше, Банаха та Гiльберта. Для лiнiйних операторних рiвнянь
з обмеженим оператором, що має не обов’язково замкнену множину значень, введено
поняття узагальнених розв’язкiв та узагальнених квазiрозв’язкiв. Побудовано теорiю
розв’язностi таких рiвнянь та представлено вiдповiднi множини розв’язкiв;

4) для операторних рiвнянь у просторах Банаха та Фреше з необов’язково стис-
каючим оператором узагальнено метод рядiв Неймана;

5) доведено теореми розв’язностi для нелiнiйних операторних рiвнянь;
6) дослiджено перiодичну та двоточкову крайову задачу для операторно - ди-

ференцiального рiвняння Хiла у просторi Гiльберта. Знайдено необхiднi та достатнi
умови iснування узагальнених розв’язкiв даної задачi та представлено вiдповiднi
узагальненi розв’язки. Дослiджено умови бiфуркацiй розв’язкiв для операторно -
диференцiального рiвняння Хiла у просторi Гiльберта;

8) у просторi Банаха дослiджено параметричну крайову задачу з перiодичними
операторними коефiцiєнтами. Введено поняття вiдносного спектра оператора i за
його допомогою знайдено необхiднi та достатнi умови розв’язностi даної задачi;

9) отримано необхiднi та достатнi умови iснування обмежених розв’язкiв лiнiй-
них та нелiнiйних операторно-диференцiальних рiвнянь у просторах Банаха, Фреше
та Гiльберта з необмеженими операторними коефiцiєнтами за умов експоненцiальної
дихотомiї на пiвосях та знайдено зв’язок мiж ними. Запропонований пiдхiд проде-
монстровано на прикладi крайових задач для операторно-диференцiального рiвнян-
ня Шредiнгера у просторi Гiльберта;

10) з допомогою узагальненої центральної канонiчної форми знайдено умови
бiфуркацiї розв’язкiв диференцiально-алгебраїчної системи (диференцiальної систе-
ми з прямокутною матрицею при похiднiй). Знайдено необхiднi та достатнi умови
iснування розв’язкiв нелiнiйно збурених диференцiально-алгебраїчних систем;

11) дослiджено операторне рiвняння з запiзненням типу Соболєва - Гальпєрна.
Отримано умови керованостi рiвняння Соболєва- Гальпєрна;

12) знайдено умову розв’язностi крайової задачi для операторно-диференцiаль-
ного рiвняння Ляпунова;

13) отримано необхiднi та достатнi умови розв’язностi крайової задачi для опе-
раторно - диференцiального рiвняння Рiккатi у просторi Гiльберта.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота має
теоретичний характер. Результати, якi отриманi у роботi, можуть бути використа-
нi в якiснiй теорiї крайових задач для операторно-диференцiальних рiвнянь, теорiї
керування та стiйкостi у випадках, коли вихiдне рiвняння є нормально-розв’язним;
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при дослiдженнi рiзноманiтних фiзичних, економiчних, бiологiчних процесiв. Також
цi результати можна використати у спецiальних курсах з диференцiальних рiвнянь
та функцiонального аналiзу.

Особистий внесок здобувача. Загальний план дослiдження та його основ-
ний напрямок визначено спiльно з науковим консультантом - членом-кореспондентом
НАН України О. А. Бойчуком. Результати дисертацiйної роботи є новими та отрима-
нi автором самостiйно. У спiльних роботах спiвавторам належить постановка задач
та обговорення можливих шляхiв їх розв’язання.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Усi основнi результати дисертацiї допо-
вiдались i обговорювались на мiжнародних i всеукраїнських наукових конференцiях,
наукових семiнарах. Зокрема результати дисертацiї доповiдалися на:

- International Conference ”Conference on Differential and Difference Equations and
Applications (CDDEA-2010)” (Словаччина, 2010 р.);

- XVI International Conference ”Problems of Decision Making under Uncertainties
(PDMU-2010)” (Ялта, 2010 р.);

- XVII International Conference ”Problems of Decision Making under Uncertainties
(PDMU-2011)” (Схiдниця, 2011 р.);

- 4th Chaotic Modelling and Simulation International Conference (Грецiя, 2011 р.);
- International Conference ”Analysis and singularities” dedicated to the 75th anni-

versary of Vladimir Igorevich Arnold (Москва, 2012 р.);
- International conference dedicated to the 120th anniversary of Stefan Banach

(Львiв, 2012 р.);
- International Conference KROMSH-2012, The twenty third Crimea AutumnMathe-

matical School (Крим, Ласпi-Батiлiман, 2012 р.);
- 2nd International conference on memory of corresponding member of National

Academy of Science of Ukraine Valery Sergeevich Melnik (Київ, 2012 р.);
- Voronezh Spring Mathematical School ”Pontryagin readings - XXIII” (Воронєж,

2012 р.);
- International conference ”Glushkov readings” on the occasion of the 90th anni-

versary of academician V. M. Glushkov (Київ, 2013 р.);
- Crimea International mathematical Conference (CIMC-2013) (Судак, 2013 р.);
- International mathematical conference ”Bogolyubov readings DIF-2013. Differen-

tial equations, theory of functions and their applications” on the occasion of the 75th
anniversary of academician A. M. Samoilenko (Севастополь, 2013 р.);

- XVI International Conference ”Dynamical System Modelling and Stability Investi-
gation” (Київ, 2013 р.);

- 2nd EUMLS Conference, Mathematics for Life Sciences (Крим, 2013 р.);
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- Humboldt Kolleg ”Education and science and their role in social and industrial
progress of society” (Київ, 2014 р.);

- мiжнародна конференцiя молодих математикiв (Київ, 2015 р.);
- Third conference ”Mathematics for life sciences” (Рiвне, 2015 р.);
- Київських семiнарах з функцiонального аналiзу (керiвник – чл. - кор. НАН

України Горбачук М. Л.) (2011, 2013 рр.);
- кафедрi математики КАУ Iнституту математики НАН України (2016 р.);
- Президiї НАН України (2016 р.);
- Бюро вiддiлення математики Президiї НАН України (2016 р.);
- семiнарi вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань Iнституту мате-

матики НАН України (керiвник – академiк НАН України, Самойленко А. М.) (2016
р.);

- засiданнях вченої ради Iнституту математики НАН України (2015, 2016 рр.).
Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiкованi у працях [1 - 29], що

входять до мiжнародних наукометричних баз даних Scopus, Thomson Reuters, zbMath
та вiдповiдають вимогам щодо публiкацiї результатiв дисертацiйних робiт у фахових
наукових виданнях, 14 праць опублiковано без спiвавторiв. Додатково результати
дисертацiї вiдображенi у 17 збiрниках матерiалiв i тез мiжнародних конференцiй та
наукових шкiл.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, восьми
роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел, що мiстить 475 найменувань.
Повний обсяг роботи складає 345 сторiнок.

Автор висловлює подяку науковому консультанту члену-кореспонденту НАН
України О. А.Бойчуку за постановку задач та обговорення отриманих результа-
тiв.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйної роботи, визначено мету
i задачi дослiдження, видiлено наукову новизну та практичне значення результатiв
дисертацiї, вказано особистий внесок здобувача, апробацiю роботи та публiкацiї.

Перший роздiл мiстить огляд лiтератури за тематикою дисертацiйної робо-
ти. Висвiтлено результати iнших авторiв з даної тематики. Викладено теоретичнi
вiдомостi, якi необхiднi для отримання основних результатiв.

У другому роздiлi дисертацiї розроблено апарат теорiї сильних узагальнено-
обернених та псевдообернених операторiв. Розглядається рiвняння

Lx = y. (1)



10

Тут L : B1 → B2 – лiнiйний та обмежений оператор, B1, B2 – простори Фреше, Банаха
або Гiльберта. Доведено наступнi твердження.

Теорема 1. (Теорема 2.1.). Нехай для оператора L, що дiє у просторах Фреше,
iснує (X, Y ) – узагальнена L – допустима пара (тобто цi пiдпростори є доповню-
вальними).

a) 1. Сильнi узагальненi розв’язки рiвняння (1) iснують тодi й тiльки тодi,
коли елемент y ∈ B2 задовольняє умову

PN(L
∗
)y = 0; (2)

якщо y ∈ R(L), то отриманi розв’язки будуть класичними;
2. Якщо умова (2) виконується, то множина сильних узагальнених розв’язкiв

рiвняння (1) буде мати вигляд

x = L−X,Y y + PN(L)c, c ∈ B1;

b) 1. Узагальненi квазiрозв’язки рiвняння (1) iснують тодi й тiльки тодi, коли
елемент y ∈ B2 задовольняє умову

PN(L
∗
)y 6= 0; (3)

2. Якщо умова (3) виконується, то множина узагальнених квазiрозв’язкiв бу-
де мати вигляд

x = L−X,Y y + PN(L)c, c ∈ B1,

де L−X,Y – сильний (X, Y )-узагальнено-обернений до оператора L, PN(L), PN(L
∗
) –

проектори на ядро оператора L та спряженого L∗.
Тут B1 = N(L) ⊕X, B2 = R(L) ⊕ Y . Зауважимо, що оператор L у загальному

випадку не є нормально-розв’язним. Побудована у роботi конструкцiя дозволяє роз-
ширити простiр B1 i оператор L на нього таким чином, щоб розширений оператор L
став нормально-розв’язним (R(L) = R(L)) i застосовувати ранiше вiдомi результати.
За рахунок наявностi скалярного добутку у просторах Гiльберта цю теорему можна
уточнити, вiдмовившись вiд умов доповнювальностi вiдповiдних пiдпросторiв. То-
дi до розширеного оператора L завжди iснує псевдообернений за Муром-Пенроузом
оператор L+.

Наслiдок. a) 1. Сильнi узагальненi розв’язки рiвняння (1) iснують тодi й
тiльки тодi, коли елемент y ∈ H2 задовольняє умову

PN(L
∗
)y = 0⇐⇒ (ϕ, y) = 0, (4)

для всiх ϕ таких, що L∗ϕ = 0; якщо ж y ∈ R(L), то отриманi розв’язки будуть
класичними;
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2. Якщо умова (4) виконується, то множина сильних узагальнених розв’язкiв
рiвняння (1) буде мати вигляд

x = L
+
y + PN(L)c, c ∈ H1;

b) 1. Узагальненi псевдорозв’язки рiвняння (1) iснують тодi й тiльки тодi,
коли елемент y ∈ H2 задовольняє умову

PN(L
∗
)y 6= 0⇐⇒ (ϕ, y) 6= 0; (5)

2. Якщо умова (5) виконується, то множина узагальнених псевдорозв’язкiв
буде мати вигляд

x = L
+
y + PN(L)c, c ∈ H1.

У наступнiй частинi цього роздiлу розглядається випадок, коли оператор L
має вигляд I − A, тобто рiвняння (1) має вигляд

(I − A)x = y. (6)

Пiдроздiл 2.4. присвячено узагальненню методу рядiв Неймана для рiвнянь iз
не обов’язково стискуючим оператором A й у тому випадку, коли оператор I −A не
має оберненого. Тут A : B → B – лiнiйний обмежений оператор, B – простiр Банаха
з нормою || · || (або Фреше зi злiченним набором напiвнорм || · ||n, n ∈ N) такий, що
iснує стала c > 0 : ||An|| ≤ c, n ∈ N (для будь-якої напiвнорми || · ||m iснує напiвнорма
|| · ||k така, що ||Anx||m ≤ c||x||k ), 0 ∈ B).

Надалi оператор A0 = limn→∞

∑n−1
k=0 A

k

n
є проектором на ядро оператора I − A.

Основнi результати можна подати у виглядi теореми.
Теорема 2. (Теорема 2.4.). Нехай лiнiйний обмежений оператор A, що дiє у

рефлексивному просторi Банаха або Фреше B такий, що його степенi рiвномiрно
обмеженi. Тодi:

(а) рiвняння (6) має класичнi або сильнi узагальненi розв’язки тодi й тiльки
тодi, коли виконується умова

A0y = 0; (7)

якщо y ∈ R(I − A), то розв’язки рiвняння (6) будуть класичними;
(б) якщо умова (7) виконується, то множина розв’язкiв рiвняння (6) може

бути представлена у виглядi операторного ряду

x = A0c+G[y],
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де G[y]– вiдповiдне розширення оператора Грiна G[y] на простiр B, що отримується
поповненням простору B за певною нормою;

G[y] =
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(A− A0)
l}k+1y − A0y, (8)

(в) якщо умова (7) не виконується, то рiвняння (6) має множину квазiрозв’язкiв,
яку можна подати у виглядi

x = A0c+G[y],

де G[y] = (I − A)−y, узагальнено-обернений оператор до розширеного на вiдповiдний
простiр B оператора I − A.

У наступнiй частинi, враховуючи отриманi вище теореми, дослiджуються за-
дачi про iснування неявних функцiй. Розглядається рiвняння

F(x, ε) = 0, (9)

де F(x, ε) – нелiнiйний оператор, визначений i неперервний (достатньо гладкий, ана-
лiтичний) у околi w = w(x0, ε0) ⊂ E1 +E вiдомого розв’язку x = x0 при ε = ε0 зi зна-
ченнями в E2; E1, E2, E – простори Фреше (F : w(x0, ε0) ⊂ E1 × E → E2). Необхiдно
побудувати розв’язок x = x(ε) рiвняння (9) в околi w точки (x0, ε0). У подальшому
будемо для зручностi вважати, що x0 = 0, ε0 = 0. Тодi (9) можна записати у виглядi

Qx = R(x, ε), R(0, 0) = 0, (10)

за припущення на нелiнiйнiсть: Rx(0, 0) = 0 (похiдна Фреше за першою змiнною).
Якщо ε = λ – числовий параметр, i при всiх можливих значеннях λ: R(0, λ) = 0, то
рiвняння (10) буде визначати умови бiфуркацiї задачi (9).

У пiдроздiлi 2.6 розглядається нелiнiйне рiвняння вигляду

Qx = εR(x, ε), (11)

у просторах Фреше E1 та E2 з неперервною нелiнiйнiстю R(x, ε), що задовольняє
умову R(0, 0) = 0, Rx(0, 0) = 0 (похiдна у сенсi Фреше за першою змiнною iснує в
околi (0, 0)). Задача полягає у знаходженнi такого розв’язку x = x(ε), який при ε = 0

перетворюється в один iз розв’язкiв породжуючої задачi Qx = 0, i визначений та не-
перервний у околi цього розв’язку. Необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв
рiвняння (11) отримано у наступному виглядi.

Теорема 3. (Теорема 2.5.). (Необхiдна умова). Нехай рiвняння (11) має непе-
рервний розв’язок x = x(ε), який при ε = 0 перетворюється в один iз розв’язкiв
породжуючої задачi PN(Q)c з елементом c = c0 ∈ E1. Тодi c0 повинен задовольняти
рiвняння для породжуючих елементiв

F (c) = PN(Q∗)R(PN(Q)c, 0) = 0. (12)
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Рiвняння для породжуючих елементiв є аналогом рiвняння для породжуючих
амплiтуд у випадку перiодичної крайової задачi. У роботi показано, що достатня
умова iснування розв’язкiв рiвняння (11) отримується з використанням оператора
B0 = PN(Q∗)lPN(Q), де лiнiйний та обмежений оператор l визначений за наступним
правилом ly(ε) = Rx(PN(Q)c0, 0)y(ε).

Теорема 4. (Теорема 2.6.). (Достатня умова). Нехай виконуються умови:
1. B0 та Q – узагальнено-оборотнi оператори;
2. PN(B∗0 )

PN(Q∗) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0 ∈ E1, що задовольняє рiвняння для по-
роджуючих елементiв (12), iснує неперервний розв’язок рiвняння (11). Цей розв’я-
зок можна знайти за допомогою збiжного iтерацiйного процесу

yk+1(ε) = PN(Q)ck(ε) + yk(ε),

ck+1(ε) = −B−0 PN(Q∗){R(yk(ε), ε) + lyk(ε)},

yk+1(ε) = G[yk(ε)],

R(yk(ε), ε) = R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε)−R(PN(Q)c0, 0)− lyk(ε),

xk(ε) = PN(Q)c0 + yk(ε), x(ε) = lim
k→∞

xk(ε),

G[yk(ε)] = Q−R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε),

F (c0) = PN(Q∗)R(PN(Q)c0, 0) = 0,

y0(ε) = 0, c0(ε) = 0, y0(ε) = 0.

Наслiдок. Нехай F (c) має похiдну Фреше для кожного елемента c = c0 прос-
тору E1, що задовольняє рiвняння для породжуючих елементiв (12). Якщо похiдна
Фреше F (1)(c0) = B0 є обмеженим оборотним оператором, то рiвняння (11) має
єдиний розв’язок для кожного c0 ∈ E1.

Використовуючи запропоноване у другому роздiлi поняття сильного узагальне-
но - оберненого оператора, можна довести бiльш загальнi твердження.

Якщо розглядати те саме рiвняння, але визначене у гiльбертових просторах
E1 = H1, E = H,E2 = H2, то за рахунок наявностi скалярного добутку результат
спрощується до наступного:

Наслiдок. Нехай PN(B∗0 )
PN(Q∗) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0, що задовольняє рiвняння для породжую-
чих елементiв (12), iснує неперервний узагальнений розв’язок x(ε) рiвняння (11).
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Цей розв’язок можна знайти за допомогою iтерацiйного процесу
yk+1(ε) = PN(Q)ck(ε) + yk(ε),

ck+1(ε) = −B+

0 PN(Q∗){R(yk(ε), ε) + lyk(ε)},

yk+1(ε) = G[yk(ε)],

R(yk(ε), ε) = R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε)−R(PN(Q)c0, 0)− lyk(ε),

xk(ε) = PN(Q)c0 + yk(ε), x(ε) = lim
k→∞

xk(ε),

G[yk(ε)] = Q
+
R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε),

F (c0) = PN(Q∗)R(PN(Q)c0, 0) = 0,

для y0(ε) = 0, c0(ε) = 0, y0(ε) = 0; B+

0 , Q
+ – сильнi псевдооберненi за Муром-Пенроузом

оператори.
Використовуючи результати цього роздiлу, дослiджуються нелiнiйнi крайовi за-

дачi, що розглянутi нижче.
Третiй роздiл присвячений дослiдженню операторного-диференцiального рiв-

няння Хiла

ÿ(t) + Ty(t) = 0, t ∈ [0;w], (13)

у просторi Гiльберта H з перiодичною крайовою умовою

y(0) = y(w), ẏ(0) = ẏ(w). (14)

Тут T – додатний самоспряжений оператор.
Увiвши до розгляду новий простiр Гiльберта H

T
1
2

= D(T
1
2 ) ⊕ D(T

1
2 ) зi ска-

лярним добутком (< u, v >,< u, v >)H
T

1
2

= (T
1
2u, T

1
2u) + (T

1
2v, T

1
2v) та вектор

ϕ = (x1, x2)
T , задачу (13), (14) на спареному просторi H

T
1
2
перепишемо у виглядi

ϕ̇(t) = Aϕ(t) + f(t), (15)

ϕ(0) = ϕ(w) + α, (16)

де оператор A має вигляд

A =

(
0 T

1
2

−T 1
2 0

)
=

(
T

1
2 0

0 T
1
2

)(
0 I

−I 0

)
=

(
0 I

−I 0

)(
T

1
2 0

0 T
1
2

)
,

вектор-функцiя f(t) = (rcos(tT
1
2 )z, rsin(tT

1
2 )z)T , y(t) = x1(t), ẋ1(t) = T

1
2x2(t)+

+ rcos(tT
1
2 )z, z ∈ H, вектор α = (0, rT−

1
2 (cos(wT

1
2 )z − z))T . Основний результат

наступний.
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Теорема 5. (Теорема 3.1.). Нехай задана крайова задача (15), (16).
1. Сильнi узагальненi розв’язки крайової задачi (15), (16) iснують тодi й тiль-

ки тодi, коли

U0(w)

(
rT−

1
2 sin(wT

1
2 )z

rT−
1
2 (cos(wT

1
2 )z − z)

)
= 0; (17)

якщо додатково вектор (rT−
1
2 sin(wT

1
2 )z; rT−

1
2 (cos(wT

1
2 )z−z))T належить множинi

значень R(I − U(w)), то розв’язки будуть класичними узагальненими.
За виконання умови (17) розв’язки крайової задачi (15), (16) мають вигляд

ϕ(t) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t),

для довiльного c ∈ H
T

1
2
, де (G[f, α])(t) – розширення узагальненого оператора Грiна

(G[f, α])(t) на поповнений простiр H
T

1
2
;

2. Певдорозв’язки iснують тодi й тiльки тодi, коли

U0(w)

(
rT−

1
2 sin(wT

1
2 )z

rT−
1
2 (cos(wT

1
2 )z − z)

)
6= 0. (18)

За виконання умови (18) псевдорозв’язки крайової задачi (15), (16) мають вигляд

ϕ(t) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t).

Тут U(t) – еволюцiйний оператор, що має вигляд

U(t) := U(t, 0) =

(
cos(tT

1
2 ) sin(tT

1
2 )

−sin(tT
1
2 ) cos(tT

1
2 )

)
,

U0(w) = lim
n→∞

∑n
k=0 U

k(w)

n
= lim

n→∞

∑n
k=0 U(kw)

n
−

усереднений оператор до оператора U(w) (ортопроектор).
Нехай елемент α такий, що крайова задача

ϕ̇(t) = Aϕ(t), ϕ(0)− ϕ(w) = α, (19)

не розв’язна у класичному узагальненому сенсi, тобто U0(w)α 6= 0. Знайдемо умови,
якi повинна задовольняти збурена операторна система

ϕ̇(t) = Aϕ(t) + εA1(t)ϕ(t), (20)

ϕ(0)− ϕ(w) = α, (21)
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для того, щоб вона була розв’язною. Тут оператор A1(t) – лiнiйний та обмежений
при всiх t ∈ [0;w]. У пiдроздiлi 3.2 наведено достатнi умови, за яких ця операторна
система є розв’язною у класичному узагальненому сенсi, тобто має мiсце бiфуркацiя
розв’язкiв.

Для отримання достатнiх умов iснування класичних узагальнених розв’язкiв
операторної системи (20), (21) будемо застосовувати аналог методу Вiшика - Люс-
тернiка й використовувати оператор

B0 = U0(w)

∫ w

0

A1(t)U(t)dtU0(w) : H
T

1
2
→ H

T
1
2
.

Теорема 6. (Теорема 3.2.). Припустимо, що виконуються наступнi умови:
1) B0 - псевдообернений за Муром-Пенроузом оператор;
2) PN(B∗0 )

U0(w) = 0.

Якщо незбурена крайова задача (19) не має класичних узагальнених розв’язкiв,
то операторна система (20), (21) має ρ - параметричну множину розв’язкiв у
виглядi ряду

ϕ0(t, ε, cρ) =
∞∑

i=−1

εi[ϕi(t, ci) +X i(t)PN(B0)cρ], cρ ∈ HT
1
2
;

абсолютно збiжного для достатньо малого параметру ε ∈ (0, ε∗]. Тут

ϕ−1(t, c−1) = U(t)U0(w)c−1,

ϕ0(t, c0) = U(t)U0(w)c0 + (G[A1(·)ϕ−1(·, c−1), α])(t),

ϕi(t, ci) = U(t)U0(w)ci + (G[A1(·)ϕi−1(·, ci−1), 0])(t), i = 1, 2, ...;

c−1 = −B+
0 U0(w)α,

c0 = −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)ϕ−1(·, c−1), α])(τ)dτ,

ci = −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)ϕi−1(·, ci−1), 0])(τ)dτ, i = 1, 2, ...;

F0 = I −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)U(·), 0])(τ)dτU0(w),

Fi = I −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)X i−1(·), 0])(τ)dτ, i = 1, 2, ...;

X−1(t) = U(t)U0(w),

X i(t) = U(t)U0(w)Fi + (G[A1(·)X i−1(·), 0])(t), i = 0, 1, 2, ....
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Наступний пiдроздiл присвячений дослiдженню параметричної крайової за-
дачi з перiодичними операторними коефiцiєнтами. Результати, що у ньому отримано
узагальнюють вiдомi результати М. Г. Крейна на нерегулярний випадок, та при його
дослiдженнi використовується узагальнений метод рядiв Неймана.

У просторi Банаха B розглядається множина крайових задач:

dx(t)

dt
= λA(t)x(t) + f(t), (22)

x(0)− x(w) = 0. (23)

Тут A(t) – перiодична оператор-функцiя на R зi значеннями в L(B), f(t) – непе-
рервна на [0;w] перiодична вектор-функцiя зi значеннями у просторi B та перiодом
w > 0, A(t + w) = A(t), f(t + w) = f(t). З допомогою введеного поняття вiдносної
(узагальненої) резольвентної множини

ρNS = {λ : λ ∈ C, R(I − U(w, λ)) = R(I − U(w, λ)) }

доводиться наступний результат.
Теорема 7. (Теорема 3.3.). Нехай λ ∈ ρNS є точкою стiйкостi праворуч опе-

ратора монодромiї U(w, λ) задачi (22) у рефлексивному просторi Банаха B (тобто
степенi оператора монодромiї є рiвномiрно обмеженими). Тодi:

а) крайова задача (22), (23) має перiодичнi розв’язки тодi й тiльки тодi, коли
вектор - функцiя f(t) задовольняє умову

U0(λ)

∫ w

0

U−1(τ, λ)f(τ)dτ = 0, де U0(λ) = lim
n→∞

∑n
m=1 U

m(w, λ)

n
; (24)

б) за виконання (24) перiодичнi розв’язки крайової задачi (22), (23) мають
наступний вигляд:

x(t, c) = U(t, λ)U0(λ)c+

∫ w

0

G(t, τ)f(τ)dτ, (25)

де c – довiльний елемент простору Банаха B,

G(t, τ) = U(t, λ)(
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w, λ)− U0(λ))l}k+1 − U0(λ))U−1(τ, λ)+

+K(t, τ)

– узагальнений оператор Грiна крайової задачi (22), (23) та

K(t, τ) =

{
0, τ ≥ t,

U(t, λ)U−1(τ, λ), t > τ.
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Тут U(t, λ) – еволюцiйний оператор однорiдного операторного рiвняння.
Четвертий роздiл присвячений питанню iснування обмежених на всiй осi

розв’язкiв крайових задач для операторно-диференцiальних рiвнянь у просторах
Фреше та Банаха за умов експоненцiальної дихотомiї на пiвосях вiдповiдного одно-
рiдного рiвняння.

У пiдроздiлi 4.1 вивчається лiнiйне операторно-диференцiальне рiвняння у
просторi Банаха B

dx(t)

dt
= A(t)x(t) + f(t), (26)

з необмеженою оператор-функцiєю A(t). Для кожного t ∈ J ⊂ R, оператор-функцiя
A(t) є замкненим оператором з щiльною областю визначення D(A(t)) = D ⊂ B, що
не залежить вiд t. Основним результатом є наступне твердження.

Теорема 8. (Теорема 4.2.). Нехай {T (t, s)| t ≥ s ∈ R} сильно неперервний
еволюцiйний оператор, асоцiйований з однорiдним рiвнянням. Припустимо, що нас-
тупнi умови виконано:

1) T (t, s) допускає експоненцiальну дихотомiю на пiвосях R+
0 й R−0 з проектор-

нозначними оператор-функцiями P+(t) та P−(t) вiдповiдно;
2) оператор D = P+(0)− (I − P−(0)) є узагальнено-оборотним.
Тодi:
1) для того, щоб iснували слабкi обмеженi на всiй осi розв’язки рiвняння (26),

необхiдно та достатньо, щоб вектор - функцiя f ∈ BC(R,B) задовольняла умову∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt = 0, (27)

де H(t) = PN(D∗)P−(0)T (0, t);
2) за виконання умови (27) множина розв’язкiв рiвняння (26) має наступний

вигляд:

x0(t, c) = T (t, 0)P+(0)PN(D)c+ (G[f ])(t, 0), c ∈ B, (28)

де

(G[f ])(t, s) =



∫ t
s
T (t, τ)P+(τ)f(τ)dτ −

∫ +∞
t

T (t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+T (t, s)P+(s)D−[
∫∞
s
T (s, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ s
−∞ T (s, τ)P−(τ)f(τ)dτ ], t ≥ s∫ t

−∞ T (t, τ)P−(τ)f(τ)dτ −
∫ s
t
T (t, τ)(I − P−(τ))f(τ)dτ+

+T (t, s)(I − P−(s))D−[
∫∞
s
T (s, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ s
−∞ T (s, τ)P−(τ)f(τ)dτ ], s ≥ t

– узагальнений оператор Грiна задачi про обмеженi на всiй осi розв’язки:

(G[f ])(0+, 0)− (G[f ])(0−, 0) = −
∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt;
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L(G[f ])(t, 0) = f(t), t ∈ R

та
(Lx)(t) =

dx

dt
− A(t)x(t),

D− – узагальнено - обернений до оператора D; PN(D) = I −D−D, PN(D∗) = I −DD−

– проектори на ядро та коядро оператора D.
Пiдроздiл 4.3 присвячений дослiдженню нелiнiйного диференцiального рiв-

няння у просторi Банаха B

dx(t, ε)

dt
= A(t)x(t, ε) + εZ(x(t, ε), t, ε) + f(t), (29)

з необмеженим оператором у лiнiйнiй частинi. Шукається такий обмежений розв’язок
x(t, ε) цього рiвняння, який при ε = 0 перетворюється в один iз розв’язкiв породжую-
чого рiвняння.

Ця проблема може бути розв’язана з допомогою, побудованого у роботi, опера-
торного рiвняння, яке будемо називати операторним рiвнянням для породжуючих
елементiв

F (c) =

∫ +∞

−∞
H(t)Z(x0(t, c), t, 0)dt = 0. (30)

Теорема 9. (Теорема 4.3.). (Необхiдна умова). Припустимо, що однорiдне рiв-
няння (26) є експоненцiально дихотомiчним на пiвосях R+

0 та R−0 з проекторнознач-
ними оператор-функцiями P+(t) та P−(t) вiдповiдно та нелiнiйне рiвняння (29) має
обмежений розв’язок x(·, ε), який перетворюється в один iз розв’язкiв породжуючо-
го рiвняння (26) з елементом c = c0 ∈ B : x(t, 0) = x0(t, c

0), ε = 0. Тодi цей елемент
повинен задовольняти операторне рiвняння для породжуючих елементiв (30).

Достатня умова може бути отримана з допомогою оператора

B0 =

∫ +∞

−∞
H(t)A1(t)T (t, 0)P+(0)PN(D)dt : B→ B,

де A1(t) = Z1(v, t, ε)|v=x0;ε=0 (похiдна у сенсi Фреше).
Теорема 10. (Теорема 4.4.). (Достатня умова). Припустимо, що однорiдне рiв-

няння (26) допускає експоненцiальну дихотомiю на пiвосях R+
0 та R−0 з проектор-

нозначними оператор-функцiями P+(t) та P−(t) вiдповiдно, а неоднорiдне рiвняння
має обмеженi розв’язки. Нехай для оператора B0 виконано наступнi умови:

1) оператор B0 є узагальнено - оборотним;
2) PN(B∗0 )

PN(D∗)P−(0) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0 ∈ B, що задовольняє рiвняння для по-
роджуючих елементiв (30), iснує принаймнi один слабкий обмежений розв’язок рiв-
няння (29). Цей розв’язок може бути знайдений з допомогою збiжного iтерацiйного
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процесу
yk+1(t, ε) = εG[Z(x0(τ, c

0) + yk, τ, ε)](t, 0),

ck = −B−0
∫ +∞

−∞
H(τ){A1(τ)yk(τ, ε) +R(yk(τ, ε), τ, ε)}dτ,

yk+1(t, ε) = T (t, 0)P+(0)PN(D)ck + yk+1(t, ε),

xk(t, ε) = x0(t, c
0) + yk(t, ε), k = 0, 1, 2, ..., y0(t, ε) = 0,

x(t, ε) = lim
k→∞

xk(t, ε).

Надалi вивчається неоднорiдне рiвняння (26) у локально-опуклому топологiчному
просторi E та просторi Фреше F . Запропоновано означення експоненцiальної дихо-
томiї у цих просторах. Основний результат сформульовано у виглядi теореми.

Теорема 11. (Теорема 4.6.). Нехай однорiдне рiвняння є експоненцiально - ди-
хотомiчним на пiвосях R+ та R− з проекторами P+ та P− вiдповiдно, а оператор

D = P+ − I + P− : F → F,

є сильним (X, Y ) — узагальнено-оборотним.
Тодi:
1) для того, щоб iснували узагальненi, обмеженi на всiй осi розв’язки рiвняння

(26), необхiдно та достатньо, щоб вектор-функцiя f ∈ BC(R, F ) задовольняла умо-
ву ∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt = 0, (31)

де H(t) = (I −DD−X,Y )P−U
−1(t), D−X,Y− сильний (X, Y ) – узагальнено-обернений до

оператора D, D - розширення оператора D на поповнений простiр F ;
2) за виконання умови (31) узагальненi розв’язки рiвняння (26) мають вигляд:

x0(t, c) = U(t)P+PN(D)c+ (G[f ])(t), c ∈ F (32)

де

(G[f ])(t) =



∫ t
0
U(t)U−1(τ)P+f(τ)dτ−

−
∫ +∞
t

U(t)U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+U(t)P+D
−
X,Y [

∫∞
0
U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+∫ 0

−∞ U
−1(τ)P−f(τ)dτ ], t ≥ 0

∫ t
−∞ U(t)U−1(τ)P−f(τ)dτ−

−
∫ 0

t
U(t)U−1(τ)(I − P−)f(τ)dτ+

+U(t)(I − P−)D−X,Y [
∫∞
0
U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+
∫ 0

−∞ U
−1(τ)P−f(τ)dτ ], t ≤ 0
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– узагальнений оператор Грiна, розширений на простiр F , що є поповненням вихiд-
ного простору.

У пiдроздiлi 4.4 вивчаються крайовi задачi на всiй осi. Розглядається нас-
тупна крайова задача у просторi Банаха B

dx

dt
= A(t)x(t) + f(t), (33)

lx(·) = α, (34)

з лiнiйним обмеженим оператором l : BC1(R,B) → Y, що дiє з простору BC1(R,B)

(обмежених та неперервних разом iз похiдною на всiй осi вектор - функцiй) у банахiв
простiр Y. Основним результатом є теорема.

Теорема 12. (Теорема 4.8.). Нехай оператор

B0 = lU(·)PPN(D) : B→ Y,

що дiє з простору Банаха B у простiр Банаха Y узагальнено - оборотний. Тодi:
(i) для того, щоб iснували обмеженi розв’язки крайової задачi (33) (34) необ-

хiдно та достатньо, щоб

PN(B∗0 )
(α− l(G[f ])(·)) = 0; (35)

(ii) за виконання умови (35) розв’язки крайової задачi (33), (34) мають вигляд

x(t, c) = U(t)PPN(D)PN(B0)c+ U(t)PPN(D)B
−
0 (α− l(G[f ])(·)) + (G[f ])(t),

для довiльного елемента c ∈ B, де (G[f ])(·) – узагальнений оператор Грiна, визначе-
ний у попереднiх теоремах; B−0 – узагальнено - обернений до B0, PN(B∗0 )

– проектор,
який проектує B на ядро спряженого оператора B∗0 .

Остання частина цього роздiлу присвячена апроксимацiї обмежених на всiй осi
розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь у просторi Банаха.

П’ятий роздiл присвячений дослiдженню операторного рiвняння Шредiнгера.
Розглядається рiвняння

dϕ(t)

dt
= −iH(t)ϕ(t) + f(t), t ∈ J, (36)

у просторi Гiльберта H, де для кожного t ∈ J ⊂ R, необмежений оператор H(t) має
вигляд H(t) = H0 + V (t); тут H0 = H∗0 – необмежений самоспряжений оператор з
областю визначення D = D(H0) ⊂ H; вiдображення t → V (t) — сильно неперервне,
U(t, s) – еволюцiйний оператор вiдповiдного однорiдного рiвняння. У роботi отримано
умови розв’язностi та представлення слабких розв’язкiв рiвняння (36).
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Далi дослiджується нелiнiйне рiвняння Шредiнгера на всiй осi за аналогiчною
процедурою попереднього роздiлу.

У пiдроздiлi 5.3 дослiджуються умови бiфуркацiї узагальнених розв’язкiв
крайових задач для рiвняння Шредiнгера на скiнченному вiдрiзку.

У просторi Гiльберта H розглядається наступна крайова задача

dϕ(t)

dt
= −iH(t)ϕ(t) + εH1(t)ϕ(t) + f(t), t ∈ J (37)

lϕ(·) = α + εl1ϕ(·). (38)

Тут для кожного t ∈ J ⊂ R оператор H(t) має вигляд, зазначений вище, H1(t)

– лiнiйний та обмежений оператор, l, l1 – лiнiйнi та обмеженi оператори, що дiють з
H в H1.

Шукається сильний узагальнений розв’язок крайової задачi (37), (38) для тих
правих частин f(t) рiвняння (37), для яких незбурена крайова задача (ε = 0) їх не
має. Використовується при цьому оператор

B0 = PN(Q
∗
)(l1U(·, s)− l

∫ ·
s

U(·, τ)H1(τ)U(τ, s)dτ)PN(Q).

Теорема 13. (Теорема 5.4.). Припустимо, що виконується наступна умова:
PN(B

∗
0)
PN(Q

∗
) = 0.

Якщо незбурена операторна крайова задача не має сильних узагальнених розв’яз-
кiв, то крайова задача (37), (38) має ρ - параметричну множину сильних узагаль-
нених розв’язкiв у виглядi ряду

ϕ(t, s, ε, cρ) =
∞∑

i=−1

εi[ϕi(t, s, ci) +X i(t, s)PN(B0)cρ], для довiльного cρ ∈ H,

абсолютно збiжного для достатньо малого фiксованого параметра ε ∈ (0, ε∗]; тут

ϕ−1(t, s, c−1) = U(t, s)PN(Q)c−1,

ϕ0(t, s, c0) = U(t, s)PN(Q)c0 + U(t, s)Q
+{α + l1ϕ−1(·, s, c−1)}+

+G[H1(·)ϕ−1(·, s, c−1) + f(·)](t, s),

ϕi(t, s, ci) = U(t, s)PN(Q)ci + U(t, s)Q
+
l1ϕi−1(·, s, ci−1)+

+G[H1(·)ϕi−1(·, s, ci−1)](t, s); i ∈ N.

Наступний пiдроздiл присвячений дослiдженню у просторi Гiльберта H не-
лiнiйного диференцiального рiвняння Шредiнгера

dϕ(t, ε)

dt
= −iH(t)ϕ(t, ε) + εZ(ϕ(t, ε), t, ε) + f(t), t ∈ J, (39)
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з операторною крайовою умовою вигляду

lϕ(·, ε) = α + εJ(ϕ(·, ε), ε), (40)

де J ⊂ R – скiнченний вiдрiзок.
Основними результатами є наступнi теореми.
Теорема 14. (Теорема 5.5.). (Необхiдна умова). Нехай крайова задача (39), (40)

має сильний узагальнений розв’язок ϕ(t, s, ε), який при ε = 0 перетворюється в
один iз породжуючих розв’язкiв ϕ0(t, s, c

0) з елементом c = c0. Тодi елемент c0 ∈ H
повинен задовольняти операторне рiвняння для породжуючих елементiв

F (c) = PN(Q
∗
){J(ϕ0(·, s, c), 0)− l

∫ ·
s

U(·, τ)Z(ϕ0(τ, s, c), τ, 0)dτ} = 0. (41)

Достатня умова отримується з використанням оператора

B0 = PN(Q
∗
)(l1U(·, s)− l

∫ ·
s

U(·, τ)A1(τ)U(τ, s)dτ)PN(Q),

де A1(t) = A1(t, c
0) = Z

(1)
ϕ (v, t, ε)|v=ϕ0(t,s,c0),ε=0, l1 = J (1)(ϕ0, 0) – похiднi Фреше у точцi

(ϕ = ϕ0, ε = 0).
Теорема 15. (Теорема 5.6.). (Достатня умова). Нехай для оператора B0 вико-

нується наступна умова:
PN(B

∗
0)
PN(Q

∗
) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0 ∈ H, що задовольняє рiвняння для по-
роджуючих елементiв (41), iснує принаймнi один сильний узагальнений розв’язок
крайової задачi (39), (40). Цей розв’язок може бути знайдений iз використанням
iтерацiйного процесу

ψk+1(t, s, ε) = εU(t, s)Q
+
J(ϕ0(·, s, c0) + ψk(·, s, ε), ε)+

+εG[Z(ϕ0(·, s, c0) + ψk(·, s, ε), ·, ε)](t, s).

ck = B
+

0 {PN(Q
∗
)l

∫ ·
s

U(·, τ){A1(τ)ψk(τ, s, ε) +R(ψk(τ, s, ε), τ, ε)}dτ−

−PN(Q
∗
){l1ψk(·, s, ε) +R1(ψk(·, s, ε), ε)}},

ψk+1(t, s, c) = U(t, s)PN(Q)ck + ψk+1(t, s, ε),

ϕk(t, s, ε) = ϕ0(t, s, c
0) + ψk(t, s, ε), k = 0, 1, 2, ..., ψ0(t, s, ε) = 0,

ϕ(t, s, ε) = lim
k→∞

ϕk(t, s, ε).
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У наступному пiдроздiлi вивчається двоточкова крайова задача у просторi
Гiльберта HT :

dϕ(t)

dt
= −iH0ϕ(t) + f(t), t ∈ [0;w] (42)

ϕ(0)− ϕ(w) = α ∈ D, (43)

де HT = H ⊕ H, H – простiр Гiльберта й вектор-функцiя f(t) iнтегровна; розгля-
дається необмежений оператор H0, який має вигляд:

H0 = i

(
0 T

−T 0

)
= i

(
T 0

0 T

)(
0 I

−I 0

)
= i

(
0 I

−I 0

)(
T 0

0 T

)
.

Тут T – додатний самоспряжений оператор у просторi Гiльберта H. Доведено насту-
пний результат.

Теорема 16. (Теорема 5.7.). Для крайової задачi (42), (43) справедливi нас-
тупнi твердження.

1. a) Iснують класичнi або сильнi узагальненi розв’язки (42), (43) тодi й тiль-
ки тодi, коли

U0(w)(α +

∫ w

0

U−1(τ)f(τ)dτ) = 0. (44)

Якщо (α +
∫ w
0
U−1(τ)f(τ)dτ) ∈ R(I − U(w)), то розв’язки (42), (43) будуть кла-

сичними узагальненими.
b) За виконання умови (44) розв’язки (42), (43) мають вигляд

ϕ0(t, c) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t),

де (G[f, α])(t) – розширення оператора (G[f, α])(t);
2. a) Iснують сильнi псевдорозв’язки тодi й тiльки тодi, коли

U0(w)(α +

∫ w

0

U−1(τ)f(τ)dτ) 6= 0. (45)

b) За виконання умови (45) сильнi псевдорозв’язки (42), (43) мають вигляд

ϕ0(t, c) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t),

де

(G[f, α])(t) = U(t)G[α + U(w)

∫ w

0

U−1(τ)f(τ)dτ ] +

∫ t

0

U(t)U−1(τ)f(τ)dτ =

= U(t)(I − U(w))
+
{α + U(w)

∫ w

0

U−1(τ)f(τ)dτ}+

∫ t

0

U(t)U−1(τ)f(τ)dτ.
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Надалi у просторi Гiльберта HT , означеному вище, розглядається крайова задача

dϕ(t, ε)

dt
= −iH0ϕ(t, ε) + εZ(ϕ(t, ε), t, ε) + f(t), (46)

ϕ(0, ε)− ϕ(w, ε) = α. (47)

Задача полягає у знаходженнi розв’язку ϕ(t, ε) крайової задачi (46), (47), який
перетворюється в один iз розв’язкiв ϕ0(t, c) породжуючої крайової задачi (42), (43)
при ε = 0.

Ця проблема може бути розв’язаною з допомогою операторного рiвняння для
породжуючих амплiтуд

F (c) = U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)Z(ϕ0(τ, c), τ, 0)dτ = 0. (48)

Встановлено необхiднi та достатнi умови розв’язностi крайової задачi (46), (47).
Теорема 17. (Теорема 5.8.). (Необхiдна умова). Нехай нелiнiйна крайова за-

дача (46), (47) має сильний узагальнений розв’язок ϕ(·, ε), який перетворюється в
один з сильних узагальнених розв’язкiв ϕ0(t, c) породжуючої задачi (42), (43) з еле-
ментом c = c0, ϕ(t, 0) = ϕ0(t, c

0) при ε = 0. Тодi цей елемент повинен задовольняти
операторне рiвняння для породжуючих амплiтуд (48).

Введемо оператор B0 = dF (c)
dc
|c=c0 = U0(w)

∫ w
0
U−1(t)A1(t)dt : H → H, де опера-

тор A1(t) = Z(1)(v, t, ε)|v=ϕ0,ε=0 – похiдна Фреше у точцi (ϕ0, 0).
Теорема 18. (Теорема 5.9.). (Достатня умова). Нехай виконуються умови:
1) B0 має псевдообернений за Муром - Пенроузом;
2) PN(B∗0 )

U0(w) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0 ∈ HT , що задовольняє операторне рiв-
няння для породжуючих амплiтуд (48), iснує принаймнi один сильний узагальнений
розв’язок (46), (47).

Цей розв’язок може бути знайдений з допомогою iтеративного процесу:

vk+1(t, ε) = εG[Z(ϕ0(τ, c
0) + vk, τ, ε), α](t),

ck = −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ){A1(τ)vk(τ, ε) +R(vk(τ, ε), τ, ε)}dτ,

R(vk(t, ε), t, ε) = Z(ϕ0(t, c
0) + vk(t, ε), t, ε)− Z(ϕ0(t, c

0), t, 0)− A1(t)vk(t, ε),

R(0, t, 0) = 0, R1
x(0, t, 0) = 0,

vk+1(t, ε) = U(t)U0(w)ck + vk+1(t, ε),

ϕk(t, ε) = ϕ0(t, c
0) + vk(t, ε), k = 0, 1, 2, ..., v0(t, ε) = 0, ϕ(t, ε) = lim

k→∞
ϕk(t, ε).
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У наступному пiдроздiлi отриманi вище результати проiлюстровано на прик-
ладi крайової задачi

ÿ(t) + Ty(t) = ε(1− ||y(t)||2)ẏ(t), (49)

y(0) = y(w), ẏ(0) = ẏ(w), (50)

для рiвняння Ван дер Поля у сепарабельному просторi Гiльберта H. Тут T – необ-
межений оператор з компактним оберненим T−1. Необхiдна умова розв’язностi цiєї
задачi полягає у наступному.

Теорема 19. (Теорема 5.10.). (Необхiдна умова розв’язностi рiвняння Ван дер
Поля). Нехай крайова задача (49), (50) має розв’язок y(·, ε), який при ε = 0 пе-
ретворюється в один iз розв’язкiв породжуючого рiвняння з набором пар констант
(ck1, c

k
2), k ∈ N. Тодi серед них може бути не бiльше скiнченної кiлькостi ненульових.

Бiльше того, якщо (cki1 , c
ki
2 ) 6= (0, 0), i = 1, N, то цi константи знаходяться на N-

вимiрному торi скiнченновимiрного пiдпростору констант

(cki1 )2 + (cki2 )2 = (
2√

2N − 1
)2, i = 1, N.

Наведено й iншi приклади крайових задач з необмеженим операторним коефiцiєн-
том.

У пiдроздiлi 6.1 розглядається задача про iснування перiодичних розв’язкiв
операторного рiзницевого рiвняння

xn+1 = λAn+1xn + hn+1, n ≥ 0 (51)

з умовою

x0 = xm, (52)

де An ∈ L(B), An+m = An для кожного n ≥ 0, λ – комплексний параметр, {hn}∞n=0 –
обмежена послiдовнiсть у просторi Банаха B.

Теорема 20. (Теорема 6.1.). Нехай λ ∈ ρNS(I − U(m,λ)) точка стiйкостi
праворуч для рiвняння (51). Тодi:

а) крайова задача (51), (52) має розв’язки тодi й тiльки тодi, коли послiдов-
нiсть {hn}n∈Z+ , hn ∈ B задовольняє умову

lim
n→∞

∑n
k=1

∑m
i=0 U

k(m,λ)Φ(m, i, λ)hi
n

= 0; (53)

б) за виконання умови (53) розв’язки крайової задачi (51), (52) мають вигляд:

xn = U(n, λ)U0(m,λ)c+ U(n, λ)G(n, λ)[hn], (54)
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де c – довiльний елемент простору Банаха B, G(n, λ) – узагальнений оператор Грiна
крайової задачi (51), (52), який визначається рiвнiстю

G(n, λ)[hn] =
∞∑
k=0

(1− µ)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(m,λ)− U0(λ))l}k+1

m∑
i=0

Φ(m, i, λ)hi−

−U0(λ)
m∑
i=0

Φ(m, i, λ)hi +
n∑
i=0

Φ(n, i, λ)hi.

Тут
Φ(m,n, λ) = λm−nAm+1Am...An+1, m > n

– еволюцiйний оператор задачi (51); Φ(m,m, λ) = I, де I – тотожний оператор,
U(m,λ) = Φ(m, 0, λ).

У пiдроздiлi 6.2 вивчається рiвняння

xn+1 = Anxn + hn, n ∈ Z, (55)

де An : B → B – множина обмежених операторiв, що мають обмеженi оберненi та
дiють з простору Банаха B у себе. Припускається, що

A = (An)n∈Z ∈ l∞(Z,L(B)), h = (hn)n∈Z ∈ l∞(Z,B),

тобто
|||A||| = sup

n∈Z
||An|| < +∞, |||h||| = sup

n∈Z
||hn|| < +∞.

Встановлено необхiднi та достатнi умови iснування обмежених розв’язкiв рiвняння
(55) за умови, коли вiдповiдне однорiдне рiвняння

xn+1 = Anxn, (56)

є експоненцiально-дихотомiчним на пiвосях. Наступна теорема дає умови розв’яз-
ностi рiвняння (55).

Теорема 21. (Теорема 6.2.). Нехай однорiдне рiвняння (56) є експоненцiально-
дихотомiчним на пiвосях Z+ та Z− з проекторами P та Q вiдповiдно й оператор
D = P−(E−Q) – узагальнено-оборотний. Тодi для того, щоб iснували, обмеженi на
всiй осi, розв’язки рiвняння (55), необхiдно i достатньо, щоб виконувалась наступна
умова

+∞∑
k=−∞

H(k + 1)hk = 0. (57)



28

Якщо умова (57) виконується, то обмеженi розв’язки мають наступний вигляд :

xn(c) = U(n)PPN(D)c+ (G[h])(n), (58)

де
G[h](n) = U(n)Z(n),

Z(n) =



∑n−1
k=0 PU

−1(k + 1)hk −
∑+∞

k=n(E − P )U−1(k + 1)hk+

+PD−[
∑+∞

k=0(E − P )U−1(k + 1)hk+

+
∑−1

k=−∞QU
−1(k + 1)hk], n ≥ 0∑n−1

k=−∞QU
−1(k + 1)hk −

∑−1
k=n(E −Q)U−1(k + 1)hk+

+(E −Q)D−[
∑+∞

k=0(E − P )U−1(k + 1)hk+

+
∑−1

k=−∞QU
−1(k + 1)hk], n ≤ 0,

– узагальнений оператор Грiна задачi про обмеженi на Z розв’язки з наступними
властивостями:

(G[h])(0 + 0)− (G[h])(0− 0) = −
+∞∑

k=−∞

H(k + 1)hk = 0,

(LG[h])(n) = hn, n ∈ Z,

де
(Lx)(n) := xn+1 − Anxn : l∞(Z, X)→ l∞(Z, X),

H(n+1) = PN(D∗)QU
−1(n+1) = PN(D∗)(E−P )U−1(n+1), D− – узагальнено - обернений

оператор до оператора D, PN(D) та PN(D∗) – проектори, що проектують B на ядра
N(D) та N(D∗) операторiв D та D∗ вiдповiдно.

У пiдроздiлi 6.3 дослiджуються умови бiфуркацiї розв’язкiв рiвняння (55).
Розглядається збурене рiзницеве рiвняння вигляду

xn+1 = Anxn + εBnxn + hn, n ∈ Z, (59)

де An : B → B – послiдовнiсть обмежених операторiв, що мають обмеженi оберненi
та дiють з простору Банаха B у себе; h ∈ l∞(Z,B) – обмежена послiдовнiсть векторiв
з B. |||A||| = supn∈Z ‖An‖ < +∞, |||h||| = supn∈Z ‖hn‖ < +∞; Bn – послiдовнiсть
обмежених операторiв, що задовольняє такi ж умови, як i послiдовнiсть An; ε << 1

– достатньо малий параметр.
Умова iснування, обмеженого на всiй осi, розв’язку рiвняння (59) може бути

отримана з допомогою оператора

B0 :=
+∞∑

k=−∞

H(k + 1)BkU(k)PPN(D).



29

Теорема 22. (Теорема 6.6.). Нехай однорiдне рiвняння (56) є експоненцiально-
дихотомiчним на пiвосях Z+ та Z− з проекторами P та Q вiдповiдно та обмеже-
ний оператор D = P − (E−Q) має узагальнено-обернений оператор D−. Припусти-
мо, що виконуються умови:

1)B0 − узагальнено-оборотний оператор; (60)

2)PN(B∗0 )
PN(D∗)Q = 0. (61)

Тодi, якщо рiвняння (55) не має, обмежених на всiй осi, розв’язкiв для послiдовностi
h ∈ l∞(Z,B), то рiвняння (59) має принаймнi один обмежений розв’язок у виглядi
ряду:

xn(ε) =
+∞∑
i=−1

εix(i)n , (62)

абсолютно збiжного для достатньо малого фiксованого ε ∈ (0, ε∗].
Сьомий роздiл присвячений дослiдженню матричних та операторних дифе-

ренцiальних рiвнянь, не розв’язаних вiдносно похiдної.
У пiдроздiлi 7.1 дослiджується система

Λ1x(t) := A(t)ẋ(t) +B(t)x(t) = f(t), t ∈ T = [α, β], (63)

де A(t), B(t) − (m × n)-матрицi, x(t), f(t)− шукана й задана вектор-функцiї вiдпо-
вiдно, ż(t) := dz(t)/dt, rank A(t) < min{m,n}, t ∈ T. Ця система може бути до-
слiдженою з допомогою узагальненої канонiчної форми. Розглядається бiфуркацiя
розв’язкiв задачi (63):

A(t)ẋ(t) +B(t)x(t) = f(t) + εV1(t)x(t), (64)

x(α) = b+ εl1x(.). (65)

Основний результат отримується з допомогою матрицi

B0 = PX∗νp(α)(l1Xν(·)PXνr(α) −
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
j(V1(t)Xν(t))|t=α),

де Xν(t) - розв’язок однорiдної системи.
Теорема 23. (Теорема 7.2). Крайова задача (64), (65) за виконання умови:

rank B0 = p,

має ρ-параметричну множину лiнiйно незалежних розв’язкiв у виглядi ряду:

x(t, cρ) =
+∞∑
i=−1

εi[xi(t, ci) +X i(t)Pρcρ], cρ ∈ Rρ,
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коефiцiєнти xi(t, ci), ci, X i(t) якого знаходяться iтеративно.
У пiдроздiлi 7.2 дослiджується нелiнiйна система вигляду

L1x := A(t)ẋ(t, ε) +B(t)x(t, ε) = f(t) + εZ(x(t, ε), t, ε), t ∈ T = [α, β], (66)

з крайовою умовою

Kx(·, ε) = α + εJ(x(·, ε), ε), (67)

де A(t), B(t) – (m×n) – матрицi, x(t, ε), f(t) – шукана та задана вектор-функцiї вiдпо-
вiдно; K – лiнiйний (p×n) вектор-функцiонал, α – p -вимiрний вектор, Z(x(t, ε), t, ε),

J(x(t, ε), ε) – нелiнiйнi вектор-функцiї, неперервнi за сукупнiстю змiнних (в околi
породжуючого розв’язку), вiдповiдного розмiру. Замiною змiнних x(t) = Q(t)z(t) з
вiдповiдною матрицею Q(t) ця система зводиться до узагальненої канонiчної форми.
Основнi результати представлено у наступних теоремах.

Теорема 24. (Теорема 7.3.).(Необхiдна умова).Нехай крайова задача має розв’я-
зок z(t, ε), що перетворюється у породжуючий розв’язок z0(t, cr) з фiксованим век-
тором сталих cr = c0r, коли ε = 0. Тодi вектор сталих c0r повинен задовольняти
матричне рiвняння для породжуючих векторних констант

F (cr) = PB∗d (J(Q(·)z0(·, cr), 0)−KQ(·)z([Z(Q(·)z0(·, cr), ·, 0)])(·)) = 0. (68)

Достатня умова отримується з допомогою матрицi

B0 = PB∗d{lQ(·)Xr(·)−KQ(·)z([P (·)A1(·)Q(·)Xr(·)])(·)},

тут z – частинний розв’язок породжуючої лiнiйної неоднорiдної системи, а матриця
l = J1(v, ε)|v=Q(t)z0(t,cr),ε=0 – похiдна Фреше у точцi v = Q(t)z0(t, cr), ε = 0.

Теорема 25. (Теорема 7.4.).(Достатня умова). Нехай матриця B0 задовольняє
умову:

(i) PB∗0PB∗d = 0.

Тодi для довiльного вектора c = c0r ∈ Rr, що задовольняє матричне рiвняння
для породжуючих вектор-констант (68), iснує принаймнi один розв’язок крайової
задачi (66), (67). Цей розв’язок можна знайти з допомогою iтерацiйного процесу

yk+1(t, ε) = εXν(t)B
+{J(Q(·)z0(·, c0r), 0) + lQ(·)yk(·, ε) +R1(Q(·)yk(·, ε), ε)}+

ε(G[P (·)Z(Q(·)z0(·, c0r), ·, 0) + P (·)A1(·)Q(·)yk(·, ε) + P (·)R(Q(·)yk(·, ε), ·, ε)])(t),

ckr = B+
0 PB∗d{KQ(·)(z[P (·)R(Q(·)yk(·, ε), ·, ε) + P (·)A1(·)Q(·)yk(·, ε)])(·)−

−(lQ(·)yk(·, ε) +R1(Q(·)yk(·, ε), ε))},
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yk+1(t, ε) = Xr(t)c
k
r + yk(t, ε),

xk(t, ε) = Q(t)z0(t, c
0
r) +Q(t)yk(t, ε), k = 0, 1, 2, ...; y0(t, ε) = y0(t, ε) = 0, c0r = 0;

x(t, ε) = lim
k→∞

xk(t, ε).

Тут PB∗0 , PB∗d – проектори на ядро та коядро матриць B∗0 та B∗d вiдповiдно.
Останнiй пiдроздiл присвячений дослiдженню рiвняння типу ”Соболєва -

Гальпєрна” з чистим запiзненням. Це рiвняння наступного вигляду:

A1
dy(t)

dt
+ A2y(t− τ) = 0, t ∈ (0; +∞); (69)

y(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ ; 0], (70)

де Aj : H → H – лiнiйнi необмеженi оператори, якi дiють у оснащеному просто-
рi Гiльберта H, Vj ⊂ H ⊂ V

′
j , з областями визначення D(Aj) = Vj, щiльно й не-

перервно вкладеними у простiр Гiльберта H. Простiр V = V1 ∩ V2 також припус-
кається щiльним у просторi Vj, а тому й у просторi H. Оператори Aj самоспряженi
Aj = A∗j ∈ L(V ;V

′
), а оператор A1 додатково припускається додатньо-визначеним

((A1v, v) ≥ α1||v||21, α1 > 0).
Теореми про представлення розв’язкiв операторно-диференцiального рiвняння

(70) можуть бути отриманими з використанням введеного у роботi операторного
запiзнюючого експоненцiала вигляду

e
−λ2
λ1
t

τ =



Θ,−∞ < t < −τ,
I, −τ ≤ t < 0,

I − 1
1!
λ2
λ1
tI, 0 ≤ t < τ,

...

I − 1
1!
λ2
λ1
tI + 1

2!
(λ2
λ1

)2(t− τ)2I + ...+ (−1)k
k!

(λ2
λ1

)k(t− (k − 1)τ)kI,

(k − 1)τ ≤ t < kτ,

де I – тотожний оператор. Теореми про представлення розв’язкiв мають вигляд.
Теорема 26. (Теорема 7.5.). Нехай функцiя ϕ(t) така, що ϕ(t) = ϕ ∈ V2,∫ +∞

α1

∫ +∞

−∞
|λ2|2||e

−λ2
λ1
t

τ Uϕ||2H(λ1,λ2)
dµ(λ1, λ2) <∞.

Тодi розв’язок задачi (69), (70) може бути представлений у виглядi

y(t) = U−1e
−λ2
λ1
t

τ Uϕ.

Розглянемо тепер випадок, коли ϕ(t) ∈ C1([−τ ; 0];V ). У цьому випадку справедли-
вий наступний результат.
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Теорема 27. (Теорема 7.6.). Нехай ϕ(t) ∈ C1([−τ ; 0];V ),∫ +∞

α1

∫ +∞

−∞
|λ2|2||e

−λ2
λ1
t

τ Uϕ(−τ) +

∫ 0

−τ
e
−λ2
λ1

(t−τ−s)
τ U d

ds
ϕ(s)ds||2H(λ)dµ(λ) <∞.

Тодi розв’язок задачi (69), (70) може бути представлений у виглядi

y(t) = U−1e
−λ2
λ1
t

τ Uϕ(−τ) +

∫ 0

−τ
U−1e

−λ2
λ1

(t−τ−s)
τ U d

dt
ϕ(s)ds.

Тут ŷ(t, λ) = ŷ(t, λ1, λ2) = (Uy(t))(λ), а U – iзометрiя; e
−λ2
λ1
t

τ – операторний запiзнюю-
чий експоненцiал. У випадку, колиH – сепарабельний гiльбертiв простiр, у дисертацiї
розглядається задача керованостi рiвняння

A1
dy(t)

dt
+ A2y(t− τ) = Bu(t), (71)

y(t) = ϕ, t ∈ [−τ ; 0), (72)

де оператор B ∈ L(H). Необхiдно пiдiбрати керування u(t) таким чином, щоб розв’я-
зок y(t) у заданий момент часу t1 приймав задане значення y∗. Керування u(t) будемо
шукати з простору L2([−τ ; 0], H). Основними результатами є наступнi теореми.

Теорема 28. (Теорема 7.7.). Для керованостi рiвняння (71) з B = I, u(t) ∈
L2([−τ ; 0], H) та ĉ(s) 6= 0 на [−τ ; 0], необхiдно та достатньо виконати умову

∞∑
k=0

((y∗, ek)− (U−1e−
λ2
λ1
t

τ Uϕ, ek))2 <∞.

За виконання умови керованостi вiдповiдне керування може бути знайденим у виг-
лядi наступного ряду:

u(s) =
+∞∑
k=0

αk
τ ĉ(s)

ek.

Тут ek – ортонормований базис в H, а ĉ(s) = Uc(s), де c(s) многочлен, що визна-

чається з допомогою оператора e−
λ2
λ1

(t1−τ−s)
τ .

Теорема 29. (Теорема 7.8.). Для керованостi рiвняння (71) з компактним
оператором B 6= 0 й ĉ(s) 6= 0 на [−τ ; 0], необхiдно та достатньо виконати умову

∞∑
k=0

1

µ2
k

((y∗, ek)− (U−1e−
λ2
λ1
t

τ Uϕ, ek))2 <∞.

Восьмий роздiл присвячений дослiдженню крайових задач для рiвняння Ля-
пунова та Рiккатi. Розглядаєтья крайова задача для операторно-диференцiального
рiвняння Ляпунова

Ż(t) = AZ(t) + Z(t)B + Φ(t), t ∈ [a; b] (73)
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lZ(·) = α, (74)

у просторах Гiльберта H1 та H2. Оператори A,B ∈ L(H1), оператор-функцiя Φ(t) ∈
C([a; b];L(H1)); l : C1([a; b];L(H1)) → H2 – лiнiйний та обмежений оператор, α –
елемент простору H2. З допомогою оператора

LM := lK ·a[M ] : L(H1)→ H2

та оператор-фукцiї Kt
τ [Φ] := eA(t−τ)Φ(τ)eB(t−τ) отримано наступний результат.

Теорема 30. (Теорема 8.1.). Нехай задана крайова задача (73), (74). Тодi:
а) сильнi узагальненi розв’язки iснують тодi i тiльки тодi, коли

PN(L
∗
)[α− l

∫ ·
a

K ·τ [Φ]dτ ] = 0; (75)

якщо α− l
∫ ·
a
K ·τ [Φ]dτ ∈ R(L), то розв’язки будуть класичними;

в) за виконання умови (75) множина сильних узагальнених розв’язкiв буде
мати вигляд:

Z(t) = Kt
a[PN(L)C] + (G[Φ, α])(t), C ∈ L(H1), (76)

де (G[Φ, α])(t) – узагальнений оператор Грiна вигляду

(G[Φ, α])(t) = Kt
a[L

+
α]−Kt

a[L
+
l

∫ ·
a

K ·τ [Φ]dτ ] +

∫ t

a

Kt
τ [Φ(τ)]dτ ;

c) узагальненi квазiрозв’язки iснують тодi i тiльки тодi, коли

PN(L
∗
)[α− l

∫ ·
a

K ·τ [Φ]dτ ] 6= 0; (77)

d) за виконання умови (77) множина узагальнених квазiрозв’язкiв буде мати
вигляд:

Z(t) = Kt
a[PN(L)C] + (G[Φ, α])(t), C ∈ L(H1). (78)

У наступнiй частинi дослiджується крайова задача для операторно - диферен-
цiального рiвняння Рiккатi вигляду

Ż(t, ε) = A(t)Z(t, ε)− Z(t, ε)B(t) + Φ(t) + εZ(t, ε)Ψ(t)Z(t, ε), (79)

lZ(·, ε) = α, (80)

де Z = Z(t, ε) – невiдома оператор-функцiя A(t), B(t),Φ(t),Ψ(t) ∈ L(H1) для довiль-
ного t ∈ [a; b], l : C1([a; b];L(H1)) → H2. Шукаємо такий розв’язок Z(t, ε) крайової
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задачi (79), (80), який при ε = 0 перетворюється в один з розв’язкiв Z0(t) породжую-
чої крайової задачi

dZ0(t)

dt
= A(t)Z0(t)− Z0(t)B(t) + Φ(t), (81)

lZ0(·) = α. (82)

Теорема 31. (Теорема 8.3.). (Необхiдна умова). Нехай крайова задача (79), (80)
має розв’язок Z(t, ε), який при ε = 0 перетворюється в один iз розв’язкiв Z0(t, C0)

породжуючої крайової задачi (81), (82) з оператором C = C0. Тодi оператор C0

задовольняє наступне операторне рiвняння для породжуючих операторiв

F (C) = PN(Q∗)`

∫ ·
0

K ·τ [(K
τ
0 [PN(Q)C]+

+(G[Φ, α])(τ))Ψ(τ)(Kτ
0 [PN(Q)C] + (G[Φ, α])(τ))]dτ = 0. (83)

ВИСНОВКИ

· У дисертацiйнiй роботi запропоновано новий пiдхiд до розв’язання крайо-
вих задач для операторно-диференцiальних рiвнянь в просторах Фреше, Банаха та
Гiльберта у тому випадку, коли лiнеарiзована частина таких задач є нормально-
розв’язним оператором. Крiм того, у роботi запропоновано пiдхiд до розв’язання
крайових задач й у тому випадку, коли породжуючий оператор може мати незамк-
нену множину значень, тобто лiнеарiзована частина такої задачi не є нормально-
розв’язним оператором.

· Для лiнiйних операторних рiвнянь iз не обов’язково стискаючим оператором
узагальнено метод рядiв Неймана.

· Доведено теореми про iснування неявних функцiй нелiнiйних операторних
рiвнянь.

· Дослiджено перiодичнi крайовi задачi для операторно-диференцiального рiв-
няння Хiла у просторi Гiльберта та параметричної крайової задачi в просторi Банаха.
Iз допомогою введеного поняття вiдносного спектра оператора знайдено необхiднi та
достатнi умови розв’язностi параметричної крайової задачi.

· Отримано необхiднi та достатнi умови iснування обмежених розв’язкiв лiнiй-
них та нелiнiйних операторно-диференцiальних рiвнянь у просторах Банаха, Фреше
та Гiльберта з необмеженими операторними коефiцiєнтами за умов експоненцiальної
дихотомiї на пiвосях. Основнi результати продемонстровано на прикладi задачi для
операторно-диференцiального рiвняння Шредiнгера.
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· Отримано умови бiфуркацiї розв’язкiв диференцiально-алгебраїчної системи з
прямокутною матрицею при похiднiй. Знайдено необхiднi та достатнi умови iснуван-
ня розв’язкiв нелiнiйно збурених диференцiально-алгебраїчних систем.

· Отримано умови розв’язностi та керованостi рiвняння Соболєва - Гальпєрна.
· Дослiджено крайовi задачi для операторно-диференцiальних рiвнянь Ляпуно-

ва та Рiккатi у просторах Гiльберта.
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Дисертацiя присвячена дослiдженню умов розв’язностi та побудовi розв’язкiв
крайових задач для операторно-диференцiальних рiвнянь, лiнеарiзована частина яких
є нормально-розв’язним оператором. Отримано необхiднi та достатнi умови iсну-
вання обмежених на всiй осi розв’язкiв операторно-диференцiальних рiвнянь у прос-
торах Фреше, Банаха та Гiльберта за умови, що вiдповiдне однорiдне рiвняння до-
пускає експоненцiальну дихотомiю на пiвосях.

Для лiнiйних операторних рiвнянь з обмеженим оператором у просторах Фре-
ше та Банаха, коли вiдповiдний оператор має незамкнену множину значень, введе-
но поняття сильних узагальнених розв’язкiв та квазiрозв’язкiв. Побудовано теорiю
розв’язностi таких рiвнянь та вказано загальний вигляд розв’язкiв.

Узагальнено метод рядiв Неймана на операторнi рiвняння з необов’язково стис-
каючим оператором.

Отримано необхiднi та достатнi умови розв’язностi нелiнiйних рiвнянь у прос-
торах Фреше, Банаха та Гiльберта. Запропоновано алгоритми побудови наближених
розв’язкiв. Отриманi результати застосовано до дослiдження операторно-диферен-
цiальних крайових задач, зокрема, дослiджено перiодичну та двоточкову крайову
задачу для операторно-диференцiального рiвняння Хiла у просторi Гiльберта. Знай-
дено необхiднi та достатнi умови iснування узагальнених розв’язкiв даної задачi
та представлено вiдповiднi узагальненi розв’язки. Дослiджено параметричну кра-
йову задачу з перiодичними операторними коефiцiєнтами. Запропоновано означен-
ня вiдносного спектра оператора. Отримано необхiднi та достатнi умови iснування
обмежених розв’язкiв лiнiйних та нелiнiйних операторно-диференцiальних рiвнянь
у просторах Банаха з необмеженими операторними коефiцiєнтами за умов експо-
ненцiальної дихотомiї на пiвосях. Слiд зауважити, що дослiдження крайових задач
для операторно-диференцiальних рiвнянь в просторах Фреше має бiльш широкi за-
стосування, нiж в просторах Банаха та Гiльберта. Наприклад, видiлено клас задач,
розв’язки яких є розподiлами в просторах узагальнених функцiй або просторi Швар-
ца функцiй повiльного росту. Отриманi результати у просторах Фреше дозволяють
знаходити фундаментальнi розв’язки таких задач, де правi частини представленi у
виглядi дельта-функцiй.

Знайдено необхiднi та достатнi умови iснування та бiфуркацiї обмежених та
узагальнених розв’язкiв крайових задач для лiнiйного та нелiнiйного рiвняння Шре-
дiнгера у просторi Гiльберта. Вiдповiднi розв’язки будуються з допомогою введеного
у роботi узагальненого оператора Грiна.

Дослiджено розв’язнiсть нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної системи та умо-
ви бiфуркацiї розв’язкiв у припущеннi, що система зводиться до узагальненої цент-
ральної канонiчної форми.
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Дослiджено операторне рiвняння типу Соболєва-Гальпєрна та отримано умови
керованостi.

Ключовi слова: крайовi задачi, експоненцiальна дихотомiя, узагальнено - обер-
ненi та псевдооберненi оператори, рiвняння Шредiнгера, метод Вiшика-Люстернiка,
метод Неймана.

АНОТАЦИЯ

Покутный А. А. Нормально - разрешимые краевые задачи для операторно
- дифференциальных уравнений. – Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-математических наук
по специальности 01.01.02 – дифференциальные уравнения. – Институт математики
НАН Украины, Киев, 2016.

Диссертация посвящена исследованию условий разрешимости и построению ре-
шений краевых задач для операторно-дифференциальных уравнений, линеаризиро-
ванная часть которых является нормально-разрешимым оператором. Получены необ-
ходимые и достаточные условия существования ограниченных на всей оси решений
операторно-дифференциальных уравнений в пространствах Фреше, Банаха и Гиль-
берта при условии, что соответствующее однородное уравнение допускает экспонен-
циальную дихотомию на полуосях.

Для линейных операторных уравнений с ограниченным оператором в прост-
ранствах Фреше и Банаха, когда соответствующий оператор имеет незамкнутое мно-
жество значений, введены понятия сильных обобщенных решений и квазирешений.
Построено теорию разрешимости таких уравнений и представлен общий вид реше-
ний. Для линейных нормально-разрешимых уравнений в банаховых пространствах
построены проекторы на ядро и коядро оператора.

Обобщен метод рядов Неймана на операторные уравнения с нерастягивающими
операторами.

Получены необходимые и достаточные условия разрешимости нелинейных урав-
нений в пространствах Фреше, Банаха и Гильберта. Предложены итерационные ал-
горитмы построения приближенных решений. Полученные результаты применяются
к исследованию операторно - дифференциальных краевых задач. Среди них отметим
периодическую и двухточечную краевую задачу для операторно - дифференциаль-
ного уравнения Хилла в пространстве Гильберта. Получены необходимые и доста-
точные условия существования обобщенных решений данной задачи и представле-
ны соответствующие обобщенные решения. Предложено определение относительного
спектра оператора. Исследована параметрическая краевая задача с периодическими
операторными коэффициентами. Следует отметить, что исследование краевых задач
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для операторно-дифференциальных уравнений в пространствах Фреше покрывает
более широкий класс задач, чем в пространствах Банаха или Гильберта. Напри-
мер, выделено класс задач, решения которых представляют собой распределения в
пространстве обобщенных функций или пространстве Шварца функций медленного
роста. Полученные результаты в пространствах Фреше позволяют находить фун-
даментальные решения таких задач, где правые части могут представлять собой
дельта-функции.

Получены необходимые и достаточные условия существования ограниченных
и обобщенных решений краевых задач для линейного и нелинейного операторно -
дифференциального уравнения Шредингера в пространстве Гильберта и найдены
условия бифуркации решений соответствующего уравнения. Решения строятся при
помощи введенного в работе обобщенного оператора Грина.

С помощью обобщенной центральной канонической формы исследована разре-
шимость нелинейной дифференциально - алгебраической системы и найдены условия
бифуркации решений.

Введен операторный запаздывающий экспоненциал при помощи которого иссле-
довано операторное уравнения типа Соболева-Гальперна и получены условия уп-
равляемости.

Ключевые слова: экспоненциальная дихотомия, обобщенно-обратные и псев-
дообратные по Муру-Пенроузу операторы, уравнение Шредингера, метод Вишика-
Люстерника, метод Неймана.

SUMMARY

Pokutnyi O. O. Normally-resolvable boundary value problems for operator-
differential equations. - Manuscript.

Doctor of Sciences thesis on Physics and Mathematics, speciality 01.01.02 — dif-
ferential equations. — Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2016.

The thesis is dedicated to the investigation of solvability conditions of boundary
value problems for the operator-differential equations. For operator-differential boundary
value problems linearized part of which is a normally resolvable operator a theory of
solvability has been constructed. The necessary and sufficient conditions of the existence
of bounded on the entire real axis solutions of the operator-differential equations in the
Frechet, Banach and Hilbert spaces are obtained under assumption that the correspon-
ding homogeneous equation admits an exponential dichotomy on the semi-axes. The
criteria of solvability of operator-differential boundary value problems in the Frechet,
Banach and Hilbert spaces are obtained in the thesis. For linear operator equations with
a bounded operator in Frechet and Banach spaces, when the corresponding operator has
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a nonclosed set of values, notions of strong generalised solutions and quasisolutions are
proposed. The theory of solvability and the corresponding solutions of such equations
have been constructed in the thesis. For linear normally resolvable equations in Banach
spaces projectors onto kernel and cokernel of operator have been constructed.

Neymann series method is generalised on the case of equations with nonexpansive
operator.

Necessary and sufficient conditions of the solvability of weakly nonlinear equations
in the Frechet, Banach and Hilbert spaces have been obtained. Iterative processes of
constructing of solutions are proposed. It should be noted investigations of periodic and
two point boundary value problems for the operator-differential Hill and Schrödinger
equations in the Hilbert space.
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